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Для системы Ван дер Поля аналитически построены две замкнутые алгебраические кри-
вые, образующие кольцо Пуанкаре–Бендиксона для вceх значений eё параметра. Внут-
ренняя граница кольца представляет собой замкнутую кривую нулевого уровня функции
Дюлака–Черкаса, поэтому это кольцо содержит не более одного предельного цикла. Внеш-
няя граница кольца строится с помощью специальной процедуры.
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Введение. В качественной теории автономных систем на плоскости

dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y) (1)

фундаментальную роль играет специальный класс ω-предельных множеств, называемых пре-
дельными циклами. Общий подход к доказательству существования хотя бы одного предельно-
го цикла в системе (1) состоит в построении на фазовой плоскости такого кольца (кольцеобраз-
ной области) A, которое не содержит состояний равновесия и границы которого представляют
собой простые замкнутые кривые (называемые далее овалами), обладающие тем свойством,
что любая траектория системы (1) сразу после попадания в некоторый момент времени на
границу кольца A входит в него либо при увеличении, либо при уменьшении времени t (см.,
например, [1, с. 159]). Указанное кольцо называют кольцом Пуанкаре–Бендиксона, поскольку
применение теоремы Пуанкаре–Бендиксона [2, с. 187; 3, с. 244] к этому кольцу гарантиру-
ет существование хотя бы одного лежащего в нём предельного цикла системы (1). Далее мы
называем трансверсальными овалами системы (1) гладкие замкнутые кривые, которые не про-
ходят через особые точки системы и такие, что в любой их точке касательный вектор и вектор
поля системы не коллинеарны. Будем также предполагать, что границы кольца Пуанкаре–
Бендиксона являются трансверсальными овалами.

Ключевая проблема в этом подходе заключается в построении трансверсальных вектор-
ному полю овалов. Общей процедуры их построения нет. Ранее кольца Пуанкаре–Бендиксона
были найдены для систем типа Льенара; в них границы состоят из кусочно гладких кривых,
построенных довольно сложным образом (см., например, [4; 5, с. 249; 3, с. 253; 1, с. 303; 6].
В недавних работах [7, 8] для полиномиальных систем (1) построены гладкие трансверсаль-
ные овалы, являющиеся границами кольца Пуанкаре–Бендиксона. Для обеих работ харак-
терно, что каждый трансверсальный овал строится с помощью аппроксимации траекторий
системы (1). В статье [7] для построения внутренней и внешней границ кольца A требуется
аппроксимация двух разных траекторий, а в статье [8] – аппроксимация только одной траек-
тории, но предполагается, что эта траектория является предельным циклом.

В данной работе для системы Ван дер Поля для построения её трансверсальных овалов,
зависящих от параметра λ системы и образующих кольцо Пуанкаре–Бендиксона A(λ), пред-
лагается чисто аналитический подход, который не требует аппроксимации какой-либо траек-
тории. Особенности этого подхода заключаются в следующем.

(а) Овалы представляют собой алгебраические кривые и образуют кольцо Пуанкаре–Бен-
диксона при всех значениях параметра λ, при этом никаких ограничений на расположение
содержащегося в нём предельного цикла не предполагается (кольцо Пуанкаре–Бендиксона,
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при построении которого не накладывается никаких ограничений на значения параметра и ло-
кализацию содержащегося в нём предельного цикла, будем называть глобальным, а поскольку
его границы, как сказано, – алгебраические кривые, то глобальным алгебраическим кольцом
Пуанкаре–Бендиксона).

(б) Внутренний трансверсальный овал состоит из овала, содержащегося в множестве ну-
левого уровня функции Дюлака–Черкаса для системы Ван дер Поля. Это свойство означает,
что система Ван дер Поля имеет не более одного предельного цикла Γ(λ) и, если цикл Γ(λ)
существует, он является грубым.

(в) Способ построения внешнего трансверсального овала состоит в нахождении многочлена
O(x, y, λ) от x и y вида

∑2N
i=0 pi(x, λ)y

i, где N ∈ N – некоторое число, такого, что его мно-
жество O нулевого уровня содержит овал, который можно использовать в качестве внешней
границы. Полиномы pi(x, λ) от переменной x с коэффициентами, зависящими от λ, опреде-
ляются с помощью решения дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными.

(г) Если A(λ) является кольцом Пуанкаре–Бендиксона для системы Ван дер Поля, то
по нему можно построить кольцо Пуанкаре–Бендиксона для любой системы на плоскости,
которая линейно топологически эквивалентна системе Ван дер Поля.

Структура работы следующая. В п. 1 содержатся нужные в дальнейшем сведения о функ-
ции Дюлака–Черкаса и доказывается инвариантность свойства трансверсальности для ова-
ла при линейном гомеоморфизме. В п. 2 вводятся три системы, которые линейно топологи-
чески эквивалентны уравнению Ван дер Поля при λ > 0. Построению кольца Пуанкаре–
Бендиксона, внутренняя граница которого представляет собой множество нулевого уровня
функции Дюлака–Черкаса, посвящён п. 3. В этом пункте подробно описывается новая проце-
дура построения внешней границы в виде алгебраического овала. В п. 4 представлены глобаль-
ные алгебраические кольца Пуанкаре–Бендиксона для системы Ван дер Поля и двух линейно
топологически эквивалентных систем, включая сингулярно возмущённую систему.

1. Предварительные сведения. Начнём с определения линейной топологической экви-
валентности планарных автономных систем. Далее предполагаем, что выполнено условие

(A). Множества G и G1 – открытые подмножества плоскости R
2, Λ – открытый интервал

прямой R, функции P и Q принадлежат классу C 1
(x,y)

0
λ(G × Λ,R), а функции P1 и Q1 –

классу C 1
(x,y)

0
λ(G1 × Λ,R).

При λ ∈ Λ рассмотрим планарную автономную параметрическую систему

dx

dt
= P (x, y, λ),

dy

dt
= Q(x, y, λ) (2)

на множестве G и планарную автономную параметрическую систему

du

dτ
= P1(u, v, λ),

dv

dτ
= Q1(u, v, λ) (3)

на множестве G1.
Определение 1.Пусть выполняется условие (A). Системы (2) и (3) называются (линейно)

топологически эквивалентными, если для каждого λ ∈ Λ существует (линейный) гомеомор-
физм h(λ), отображающий G на G1 и переводящий траектории системы (2) в траектории
системы (3), а независимые переменные t и τ этих систем связаны равенством τ = g(λ)t, где
g(λ) – возрастающий гомеоморфизм интервала Λ.

Согласно этому определению топологически эквивалентные планарные автономные систе-
мы имеют одинаковую топологическую структуру своих траекторий. Позже будет использо-
вана следующая

Лемма 1. Пусть выполняется условие (A) и системы (2) и (3) линейно топологически
эквивалентны при λ ∈ Λ, где соответствующий линейный гомеоморфизм представляется
2× 2-матрицей T (λ). Тогда если O(λ) – трансверсальный овал системы (2), то T (λ)O(λ) –
трансверсальный овал системы (3).

Доказательство. Пусть p(λ) – точка на O(λ) такая, что вектор ta(λ) поля системы
(2) в точке p(λ) не коллинеарен касательному вектору to(λ) к овалу O(λ) в точке p(λ).
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Если предположить, что вектор T (λ)ta(λ) векторного поля системы (3) в точке T (λ)p(λ)
коллинеарен касательному вектору T (λ)to(λ) к овалу T (λ)O(λ) в точке T (λ)p(λ), то из
обратимости матрицы T (λ) при λ ∈ Λ следует, что вектор ta(λ) векторного поля системы
(2) в точке p(λ) коллинеарен касательному вектору to(λ) к овалу O(λ) в p(λ). Полученное
противоречие доказывает лемму. Лемма доказана.

Важным инструментом качественного исследования топологической структуры траекто-
рий системы (2) является функция Дюлака (см., например, [3, с. 264]). Для её определения
обозначим через X(λ) векторное поле, задаваемое системой (2).

Определение 2. Пусть выполняется условие (A). Функция B ∈ C 1
(x,y)

0
λ(G × Λ,R) назы-

вается функцией Дюлака для системы (2) при λ ∈ Λ в области G, если выражение

div (BX) ≡ ∂(BP )

∂x
+

∂(BQ)

∂y
≡ (gradB,X) +B divX

не изменяет знак в G и обращается в нуль только на множестве нулевой меры Лебега.
Из существования функции Дюлака вытекает следующая оценка числа предельных циклов

системы (2) в области G [2, с. 189].
Предложение. Пусть выполняется условие (A) и в p-связной (p � 1) области G ⊂ R

2

для системы (2) при λ ∈ Λ существует функция Дюлака B. Тогда система (2) имеет не
более p− 1 предельных циклов, целиком расположенных в G.

Метод функции Дюлака обобщён Л.А. Черкасом в 1997 г. (см. [9]). Соответствующая обоб-
щённая функция Дюлака, называемая также функцией Дюлака–Черкаса (см. [10]), определя-
ется следующим образом.

Определение 3. При выполнении условия (A) функция Ψ ∈ C 1
(x,y)

0
λ(G×Λ,R) называется

функцией Дюлака–Черкаса системы (2) в области G, если существует действительное число
κ �= 0 такое, что

Φ := (gradΨ,X) + κΨdivX > 0 (< 0) в G. (4)

Замечание 1. В случае κ = 1 функция Ψ является функцией Дюлака.
Замечание 2. Условие (4) можно ослабить, допуская, что функция Φ может обращаться в

нуль в G на множестве меры нуль и что ни один овал этого множества не является предельным
циклом системы (2).

Аналитический подход к построению функций Дюлака–Черкаса для класса систем Льена-
ра описан в [11].

Введём множество W(λ) := {(x, y) ∈ G : Ψ(x, y, λ) = 0}.
Из неравенства (4) и замечания 2 вытекает
Лемма 2. Если подмножество W(λ) содержит овал, то он является трансверсальным

овалом системы (2).
Следующую теорему можно найти в [9].
Теорема 1. Пусть при выполнении условия (A) функция Ψ является функцией Дюлака–

Черкаса для системы (2) при λ ∈ Λ в области G. Тогда любой предельный цикл Γ(λ) этой
системы, расположенный целиком в G, обладает следующими свойствами:

(i) Γ(λ) не пересекается с множеством W(λ);
(ii) предельный цикл Γ(λ) является грубым;
(iii) устойчивость цикла Γ(λ) определяется знаком выражения κΦΨ на Γ(λ).
Следствие. Из свойства (ii) следует, что существование функции Дюлака–Черкаса озна-

чает отсутствие у системы (2) кратного предельного цикла.
Следующий результат о верхней границе числа предельных циклов доказан в [10].
Теорема 2. Пусть при выполнении условия (A) в p-связной области G для системы (2)

при λ ∈ Λ существует функция Дюлака–Черкаса Ψ такая, что множество W(λ) состоит
из s овалов в G. Тогда система (2) имеет для λ ∈ Λ не более p− 1 + s предельных циклов
в G и все предельные циклы гиперболические.

В случае p = s = 1 теорема 2 формулируется следующим образом.
Теорема 3. Пусть при выполнении условия (A) в односвязной области G для систе-

мы (2) при λ ∈ Λ существует функция Дюлака–Черкаса Ψ такая, что множество W(λ)
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состоит из одного овала. Тогда система (2) имеет при λ ∈ Λ не более одного предельного
цикла Γ(λ) в G. Если цикл Γ(λ) существует, то он окружает множество W(λ).

Отметим, что метод функций Дюлака–Черкаса использовался также в работах [12, 13].
2. Система Ван дер Поля и три линейно топологически эквивалентные ей систе-

мы. Скалярное автономное параметрическое дифференциальное уравнение второго порядка

d2x

dt2
+ λ(x2 − 1)

dx

dt
+ x = 0, (5)

где λ – вещественный параметр, введено Бальтазаром Ван дер Полем [14] в 1926 г. для опи-
сания автоколебаний в триодной схеме. Если заменить t на −t и λ на −λ, то уравнение (5)
не изменится. Таким образом, при изучении фазового портрета системы

dx

dt
= −y,

dy

dt
= x− λ(x2 − 1)y, (6)

которая соответствует уравнению (5), можно ограничиться случаем λ > 0.
Хорошо известно (см., например, [3, с. 254]), что система (6) имеет для любого λ �= 0

единственный предельный цикл Γ(λ), который рождается из периодического решения, когда
параметр λ переходит через нулевое значение.

С помощью линейного преобразования

u = x, λv = y, τ = λt (7)

получаем из системы (6) при λ > 0 линейно топологически эквивалентную ей систему
du

dτ
= −v,

dv

dτ
=

1

λ2
u− (u2 − 1)v. (8)

Для системы (8) при достаточно больших λ в работе [6] построено кольцо Пуанкаре–
Бендиксона такое, что внутренняя его граница при любом λ представляет собой трансверсаль-
ный овал системы (8) и определяется множеством нулевого уровня функции Дюлака–Черкаса
для этой системы, а для построения внешней границы кольца разработана специальная мето-
дика, основанная на теории поворота векторных полей.

Далее представлен новый подход к построению трансверсального алгебраического овала
системы, который при любом λ > 0 можно использовать в качестве внешней границы Bo(λ)
для глобального алгебраического кольца Пуанкаре–Бендиксона B(λ) системы (8). Этот под-
ход применён в работе к построению трансверсальных алгебраических овалов системы Ван
дер Поля и получающихся из этой системы линейными преобразованиями вводимых ниже
дифференциальных систем (10) и (12).

Используя линейное преобразование

u =
√
λx, v =

√
λy, (9)

получаем из системы (6) линейно топологически эквивалентную ей систему
du

dt
= −v,

dv

dt
= u+ λv − u2v. (10)

Понятно, что системы (6) и (10) имеют при λ > 0 единственный предельный цикл, но в
отличие от системы (6) предельный цикл системы (10) порождается бифуркацией Андронова–
Хопфа, когда параметр λ переходит через нулевое значение.

Наконец, применяя к системе (6) при λ > 0 линейное преобразование

u = x, v = λy, τ = t/λ, ε = 1/λ2, (11)

получаем линейно топологически эквивалентную ей систему
du

dτ
= −v, ε

dv

dτ
= u− (u2 − 1)v, (12)

представляющую собой при больших значениях λ сингулярно возмущённую систему.
В следующем пункте строится глобальное алгебраическое кольцо Пуанкаре–Бендиксона

для системы (8).
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3. Построение глобального алгебраического кольца Пуанкаре–Бендиксона для
системы (8). Система (8) имеет при всех λ в начале координат единственное состояние рав-
новесия, являющееся фокусом или узлом. Таким образом, любой её предельный цикл должен
окружать начало координат. Наша цель – построить два непересекающихся алгебраических
трансверсальных овала Bi(λ) и Bo(λ) этой системы, окружающих начало координат, которые
можно взять в качестве границ алгебраического кольца Пуанкаре–Бендиксона B(λ). Соглас-
но лемме 2 одна из возможностей построения трансверсального овала автономной системы
состоит в использовании множества нулевого уровня W(λ) функции Дюлака–Черкаса. В ра-
боте [6] доказан следующий результат.

Лемма 3. Полином Ψ(u, v, λ) := u2 + λ2v2 − 1 представляет собой функцию Дюлака–
Черкаса для системы (8) при λ > 0 в R

2, множество нулевого уровня W(λ) которой явля-
ется эллипсом

Bi(λ) := {(u, v) ∈ R
2 : u2 + λ2v2 = 1}.

Производная функции Ψ в силу системы (8) на Bi(λ) положительна за исключением точек
(−1, 0) и (1, 0), в которых эта производная принимает нулевое значение.

Согласно лемме 2 справедлива
Лемма 4. Эллипс Bi(λ) может быть использован в качестве внутренней границы коль-

ца Пуанкаре–Бендиксона для системы (8) при любых λ > 0.
Опишем новый подход, о котором говорилось выше, к построению трансверсального ал-

гебраического овала системы (8). Этот овал можно использовать в качестве внешней грани-
цы Bo(λ) для глобального алгебраического кольца Пуанкаре–Бендиксона.

Наша дальнейшая цель заключается в построении многочлена O(u, v, λ) от u и v в одном
из следующих видов:

O(u, v, λ) :=
2N∑

i+j=0

aij(λ)u
ivj , O(u, v, λ) :=

2N∑

j=0

pj(u, λ)v
j или O(u, v, λ) :=

2N∑

i=0

qi(v, λ)u
i,

где N – натуральное число, которое необходимо выбрать, pj – многочлены от u с коэффи-
циентами, зависящими от λ, а qi – многочлены от v с коэффициентами, зависящими от λ,
такого, что:

1) множество N (λ), на котором производная функции O в силу системы (8) принимает
нулевые значения и изменяет знак, состоит из овала C(λ), окружающего внутреннюю грани-
цу Bi(λ);

2) множество нулевого уровня многочлена O(u, v, λ) содержит при λ > 0 овал O(λ),
окружающий C(λ).

Тогда овал O(λ) представляет собой глобальный трансверсальный алгебраический овал
системы (8).

Далее полагаем N = 1 и используем представление

O(u, v, λ) := O0(u, λ) +O1(u, λ)v +O2(u, λ)v
2,

где функции Oi(u, λ), i = 0, 1, 2, являются полиномами по u, которые нужно определить.
Дифференцируя функцию O в силу системы (8), получаем

dO(u, v, λ)

dτ

∣
∣
∣
∣
(8)

= O1(u, λ)
1

λ2
u+

(

−dO0(u, λ)

du
−O1(u, λ)(u

2 − 1) +O2(u, λ)
2

λ2
u

)

v −

−
(
dO1(u, λ)

du
+O2(u, λ)2(u

2 − 1)

)

v2 − dO2(u, λ)

du
v3. (13)

Для того чтобы множество

N (λ) :=

{

(u, v) ∈ R
2 :

dO(u, v, λ)

dτ

∣
∣
∣
∣
(8)

= 0

}
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в фазовой плоскости содержало овал C(λ), на котором производная dO(u, v, λ)/dτ |(8) изме-
няет знак, потребуем выполнения тождеств

dO2(u, λ)

du
≡ 0, −dO0(u, λ)

du
−O1(u, λ)(u

2 − 1) +O2(u, λ)
2

λ2
u ≡ 0 (14)

и будем предполагать, что функция O1(u, λ)u является чётной по u.
Функцию O1 будем искать в виде

O1(u, λ) ≡ c1(λ)u+ c3(λ)u
3; (15)

в силу (14) имеем
O2(u, λ) ≡ c2(λ). (16)

С учётом тождеств (14)–(16) производная (13) принимает вид

dO(u, v, λ)

dτ

∣
∣
∣
∣
(8)

=
1

λ2
(c1(λ)u

2 + c3(λ)u
4) + (−(c1(λ) + 3c3(λ)u

2)− 2c2(λ)(u
2 − 1))v2. (17)

Далее мы хотим гарантировать, чтобы знак выражения в квадратных скобках из равенства
(17) не зависел от u. Для этого полагаем

c1(λ) = 2c2(λ) (18)

и, таким образом, имеем

dO(u, v, λ)

dτ

∣
∣
∣
∣
(8)

= u2
(

1

λ2
c3(λ)u

2 +
2

λ2
c2(λ)− (3c3(λ) + 2c2(λ))v

2

)

.

Если потребовать выполнения неравенств c3(λ) < 0, c2(λ) > 0 и 3c3(λ) + 2c2(λ) > 0, то
множество N (λ) содержит эллипс

C(λ) := {(u, v) ∈ R
2 :

1

λ2
c3(λ)u

2 +
2

λ2
c2(λ)− (3c3(λ) + 2c2(λ))v

2 = 0},

на котором производная dO(u, v, λ)/dτ |(8) изменяет знак. Затем, положив

c2(λ) = −3c3(λ), (19)

получим
dO(u, v, λ)

dτ

∣
∣
∣
∣
(8)

= 6u2c3(λ)

(
1

λ2

u2

6
+

v2

2
− 1

λ2

)

. (20)

В итоге пришли к следующему результату.
Лемма 5. Производная dO(u, v, λ)/dτ |(8) при λ > 0 принимает нулевое значение при

u = 0 и положительна (отрицательна) во всех остальных точках области, расположенных
внутри (вне) эллипса

C(λ) :=
{

(u, v) ∈ R
2 :

u2

6
+

λ2v2

2
= 1

}

.

Очевидна
Лемма 6. Эллипс C(λ) окружает эллипс Bi(λ) при любом λ > 0.
На последнем шаге мы должны убедиться, что внешняя граница O(λ) окружает эллипс

C(λ). Из тождеств (15), (18) и (19) следуют равенства

O1(u, λ) = c3(λ)(−6u+ u3), O2(u, λ) = −3c3(λ).
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Подставляя эти выражения для функций O1 и O2 во второе тождество в (14), получаем для
функции O0(u, λ) дифференциальное уравнение

dO0(u, λ)

du
= −c3(λ)

(

(u2 − 1)(−6u + u3) +
6

λ2
u

)

,

которое имеет первый интеграл

O0(u, λ) = −3c3(λ)

(
1

18
u6 − 7

12
u4 +

(

1 +
1

λ2

)

u2 + c0(λ)

)

;

здесь c0(λ) – произвольная непрерывная функция. Следовательно, имеем

O(u, v, λ) = −3c3(λ)P (u, v, λ),

где

P (u, v, λ) := v2 + vu

(

2− u2

3

)

+

(

1 +
1

λ2

)

u2 − 7

12
u4 +

1

18
u6 + c0(λ). (21)

Поэтому множество нулевого уровня полинома O(u, v, λ) совпадает с множеством нулевого
уровня P(λ) полинома P (u, v, λ).

Далее докажем, что справедлива
Лемма 7. Для непрерывной функции c0 : R

+ → R
−, заданной равенством

c0(λ) := −18− 8

λ2
− 3

λ
, (22)

множество P(λ) представляет собой овал, который является центрально симметричным
и окружает эллипс C(λ).

Доказательство. Заметим, что множество P(λ) инвариантно относительно преобразо-
вания (u, v) �→ (−u,−v), т.е. центрально симметрично. Из равенств (21) и (22) следует, что
P(λ) – овал, окружающий начало координат.

Очевидно, что эллипс C(λ) пересекает ось u в точках (−
√
6, 0) и (

√
6, 0). Так как обе

кривые P(λ) и C(λ) центрально симметричны, то чтобы доказать, что P(λ) окружает C(λ),
достаточно установить неравенство

P

(

u,
1

λ

√
1

3
(6− u2), λ

)

< 0 при −
√
6 � u �

√
6.

Имеем

P

(

u,
1

λ

√
1

3
(6− u2), λ

)

=
1

3λ2
(6−u2)+

1

λ

√
1

3
(6− u2)

(

2u−u3

3

)

+

(

1+
1

λ2

)

u2− 7

12
u4+

1

18
u6+c0(λ).

Используя очевидную оценку

max
0�u�

√
6

(

2u− u3

3

)√
6− u2

3
< 3,

получаем

P

(

u,
1

λ

√
1

3
(6− u2), λ

)

<
2

λ2
+

3

λ
+

(

1 +
1

λ2

)

6 + 12 + c0(λ) < 18 +
8

λ2
+

3

λ
+ c0(λ) = 0.

Такое же неравенство справедливо и при −
√
6 � u < 0. Лемма доказана.
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Лемма 8. Овал

Bo(λ) :=

{

(u, v) ∈ R : v2 + vu

(

2− u2

3

)

+

(

1 +
1

λ2

)

u2 − 7

12
u4 +

1

18
u6 − 18 − 8

λ2
− 3

λ
= 0

}

может использоваться как внешняя граница кольца Пуанкаре–Бендиксона для системы (8).
Доказательство. По лемме 7 овал Bo(λ) является алгебраической кривой, окружающей

эллипс C(λ) при λ > 0. Из леммы 5 вытекает, что производная dO(u, v, λ)/dt|(8) принимает
на Bo(λ) отрицательные значения, за исключением двух точек на оси u = 0, в которых
производная обращается в нуль. Это означает, что любая траектория системы (8), попавшая
на овал Bo(λ), пересекает его. Лемма доказана.

Из лемм 4 и 8 следует основной результат работы.
Теорема 4. При всех λ > 0 кольцо B(λ), ограниченное овалами Bi(λ) и Bo(λ), явля-

ется глобальным алгебраическим кольцом Пуанкаре–Бендиксона, содержащим единственный
предельный цикл Γ(λ) системы (8).

Кольцо B(λ) вместе с предельным циклом Γ(λ) системы (8) для случаев λ2 = 10 и λ2 =
= 0.1 представлено на рис. 1.

Рис. 1. Кольцо B(λ) с предельным циклом Γ(λ) системы (8) при λ2 = 10 (слева)
и λ2 = 0.1 (справа).

4. Глобальные алгебраические кольца Пуанкаре–Бендиксона для системы Ван
дер Поля и линейно топологически эквивалентных ей систем. В п. 3 построено гло-
бальное алгебраическое кольцо Пуанкаре–Бендиксона для системы (8). Те же рассуждения,
что и для системы (8), можно применить к системе Ван дер Поля (6) и системам (10) и (12)
и получить соответствующие результаты. Однако нужные утверждения тривиально вытека-
ют из теоремы 4 и того, что системы (6), (10), (12) и (8) попарно линейно топологически
эквивалентны друг другу.

Согласно лемме 1, применив преобразование (7) к трансверсальным овалам Bi(λ) и Bo(λ)
системы (8), получим трансверсальные овалы Ai(λ) и Ao(λ) системы Ван дер Поля (6), об-
разующие кольцо A(λ), содержащее единственный предельный цикл Γ(λ). Далее, применяя
преобразование (9) к трансверсальным овалам системы Ван дер Поля, получаем трансвер-
сальные овалы для системы (10). Наконец, применяем преобразование (11) к трансверсальным
овалам системы Ван дер Поля для получения трансверсальных овалов системы (12). В итоге
приходим к следующим результатам.

Теорема 5. При λ > 0 овалы Ai(λ) := {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 = 1} и

Ao(λ) :=

{

(x, y) ∈ R
2 : y2 + λyx

(

2− x2

3

)

+ (1 + λ2)x2 − 7λ2

12
x4 +

λ2

18
x6 − 8− 3λ− 18λ2 = 0

}

являются трансверсальными овалами системы Ван дер Поля (6) и образуют её глобальное ал-
гебраическое кольцо Пуанкаре–Бендиксона A(λ), содержащее единственный предельный цикл
Γ(λ) этой системы.
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На рис. 2 показано кольцо A(λ) вместе с предельным циклом Γ(λ) при значениях пара-
метра λ = 0.001 и λ = 3.

Рис. 2. Кольцо A(λ) с предельным циклом Γ(λ) системы (6) при λ = 0.001 (слева)
и λ = 3 (справа).

Теорема 6. При λ > 0 овалы Hi(λ) := {(u, v) ∈ R
2 : u2 + v2 = λ} и

Ho(λ) :=

{

(u, v) ∈ R
2 : v2 + vu

(

2λ− u2

3

)

+ (1 + λ2)u2 − 7λ

12
u4 +

u6

18
− 8λ− 3λ2 − 18λ3 = 0

}

являются трансверсальными овалами системы (10) и образуют её глобальное алгебраическое
кольцо Пуанкаре–Бендиксона H(λ), содержащее единственный предельный цикл Γ(λ) этой
системы.

Замечание 3. Так как оба овала стягиваются к началу координат при стремлении λ к ну-
лю, то кольцо Пуанкаре–Бендиксона H(λ) отражает бифуркацию предельного цикла Γ(λ) из
начала координат (бифуркация Андронова–Хопфа) при переходе параметра λ через нулевое
значение.

На рис. 3 показано кольцо H(λ) вместе с предельным циклом Γ(λ) при значениях пара-
метра λ = 0.01 и λ = 1.

Рис. 3. Кольцо H(λ) с предельным циклом Γ(λ) системы (10) при λ = 0.01 (слева)
и λ = 1 (справа).

Теорема 7. При ε > 0 овалы S i(ε) := {(u, v) ∈ R
2 : u2 + εv2 = 1} и

S0(ε) :=

{

(u, v) ∈ R
2 : ε2v2 + εvu

(

2− u2

3

)

+ (1 + ε)u2 − 7

12
u4 +

u6

18
− 8ε− 3

√
ε− 18 = 0

}

являются трансверсальными овалами системы (12) и образуют её глобальное алгебраическое
кольцо Пуанкаре–Бендиксона S(ε), содержащее единственный предельный цикл Γ(ε) этой
системы.
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Замечание 4. При малых ε предельный цикл Γ(ε) представляет собой релаксационные
колебания.

На рис. 4 показано кольцо S(ε) вместе с предельным циклом Γ(ε) при значениях пара-
метра ε = 0.15 и ε = 10.

Рис. 4. Кольцо S(ε) с предельным циклом Γ(ε) системы (12) при ε = 0.15 (слева)
и ε = 10 (справа).
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УДК 517.938.5

ХАОТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА ОДНОРОДНЫХ ПОЛЕЙ
ЯНГА–МИЛЛСА С ТРЕМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ

c© 2022 г. Н. А. Магницкий

Рассматривается сценарий перехода к хаотической динамике в гамильтоновой системе од-
нородных полей Янга–Миллса с тремя степенями свободы при наличии механизма Хиггса.
Показано, что в этой системе, как и в других гамильтоновых и консервативных системах
уравнений, на начальной стадии перехода от регулярного движения к хаотическому клю-
чевую роль играет нелокальный эффект размножения гиперболических и эллиптических
циклов и торов вокруг эллиптических циклов в окрестностях сепаратрисных поверхностей
гиперболических циклов. Численно обнаружено, что новые эллиптические и гиперболи-
ческие циклы гамильтоновой системы рождаются не только в результате седло-узловых
бифуркаций и бифуркаций типа вилки, но также в результате субгармонического каскада
бифуркаций, характерного для универсального бифуркационного сценария перехода к ха-
осу в соответствии с теорией Фейгенбаума–Шарковского–Магницкого (ФШМ).
DOI: 10.31857/S0374064122030025, EDN: BWZBWO

Введение. Анализ хаотической динамики классических неабелевых калибровочных полей
Янга–Миллса считается чрезвычайно важным с точки зрения решения знаменитой пробле-
мы конфайнмента (невылетания цветных объектов) в квантовой хромодинамике, что, в свою
очередь, играет ключевую роль в построении Стандартной модели физики элементарных ча-
стиц [1, 2]. Поэтому неслучайно проблема решения уравнений Янга–Миллса вошла в число
семи проблем тысячелетия, сформулированных Институтом математики Клэя [3]. Система
уравнений Янга–Миллса чрезвычайно сложна, так как представляет собой в общем случае
систему из восемнадцати нелинейных уравнений с частными производными. Рассмотрение
однородных зависящих только от времени полей Янга–Миллса приводит к гамильтоновой
системе уравнений с девятью степенями свободы, анализ решений которой также является
чрезвычайно сложной задачей.

Автором настоящей работы в [4] рассмотрен переход к хаосу в наиболее простом случае
гамильтоновой системы однородных полей Янга–Миллса–Хиггса с двумя степенями свободы,
являющейся системой уравнений Янга–Миллса с учётом взаимодействия калибровочного поля
с так называемым хиггсовским вакуумом. Гамильтониан такого взаимодействия имеет вид

H = (ẋ2 + ẏ2)/2 + x2y2/2 + ν(x2 + y2)/2, (1)

где ν � 0 – числовой параметр, а x и y – зависимые переменные. Соответствующая гамиль-
тониану (1) система уравнений движения имеет вид

ẍ+ x(ν + y2) = 0, ÿ + y(ν + x2) = 0. (2)

При фиксированных значениях полной энергии системы уравнений Янга–Миллса–Хиггса
(2) и достаточно больших значениях параметра ν решения системы (2) ведут себя регуляр-
но, так как в этом случае влияние члена x2y2/2 в гамильтониане (1) сколь угодно мало.
При малых значениях параметра ν решения системы (2) ведут себя хаотически аналогич-
но решениям системы уравнений Янга–Миллса, в гамильтониане которой хиггсовский член
ν(x2 + y2)/2 равен нулю.

В работе [4] показано, что структура решений гамильтоновой системы (1), (2) полностью
определяется каскадами бифуркаций циклов расширенной диссипативной системы при стрем-
лении параметра диссипации к нулю. Рождающиеся в результате каскадов бифуркаций устой-
чивые циклы диссипативной системы переходят в эллиптические циклы гамильтоновой сис-
темы, а их области устойчивости – в торы вокруг этих эллиптических циклов. Касание обра-
зовавшихся торов гамильтоновой системы происходит по гиперболическим циклам, в которые
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переходят соответствующие неустойчивые циклы диссипативной системы, рождающиеся в ней
либо вместе с устойчивыми циклами в результате седло-узловых бифуркаций, либо при потере
устойчивости циклов в результате бифуркаций типа вилки или бифуркаций удвоения периода.
В окрестностях сепаратрисных поверхностей гиперболических циклов происходит образование
новых более сложных гиперболических и эллиптических циклов в соответствии с нелокальным
эффектом размножения циклов и торов в консервативных системах, открытым и проанализи-
рованным автором в работах [5–8]. Показано, что именно последний эффект играет ключевую
роль в системе уравнений Янга–Миллса–Хиггса на начальной стадии перехода от регуляр-
ного движения к хаотическому. Однако существенную роль играют также субгармонические
каскады бифуркаций в соответствии с порядком Шарковского, происходящие в расширенной
диссипативной системе и частично сохраняющиеся в гамильтоновой системе при стремлении
параметра диссипации к нулю [9].

В настоящей работе рассмотрен переход к хаосу в существенно более сложном случае га-
мильтоновой системы однородных полей Янга–Миллса–Хиггса с тремя степенями свободы,
имеющей гамильтониан

H = (ẋ2 + ẏ2 + ż2 + x2y2 + x2z2 + y2z2)/2 + ν(x2 + y2 + z2)/2, (3)

и соответствующую гамильтониану (3) систему уравнений

ẍ+ x(ν + y2 + z2) = 0, ÿ + y(ν + x2 + z2) = 0, z̈ + z(ν + x2 + y2) = 0. (4)

При ν = 0 система уравнений (4) переходит в систему уравнений Янга–Миллса с тремя
степенями свободы

ẍ+ x(y2 + z2) = 0, ÿ + y(x2 + z2) = 0, z̈ + z(x2 + y2) = 0. (5)

Всюду далее считаем постоянной полную энергию системы уравнений Янга–Миллса–Хиггса
H = 1, а динамику решений системы (4) рассматриваем при уменьшении значений пара-
метра ν.

1. Аналитическое исследование. Нетрудно видеть, что система (4) уравнений Янга–
Миллса–Хиггса имеет набор основных периодических решений, которым соответствует в фа-
зовом пространстве набор основных замкнутых траекторий (циклов):

Cx : z = y = 0, (ẋ)2 + νx2 = 2; Cy : x = z = 0, (ẏ)2 + νy2 = 2; Cz : x = y = 0, (ż)2 + νz2 = 2;

C±
xy : z = 0, y = ±x, (ẋ)2 + νx2 + x4/2 = 1; C±

xz : y = 0, z = ±x, (ẋ)2 + νx2 + x4/2 = 1;

C±
yz : x = 0, z = ±y, (ẏ)2 + νy2 + y4/2 = 1; C±

xyz : y = ±x, z = ±x, (ẋ)2 + νx2 + x4 = 2/3.

Очевидно, что циклу Cx с начальным условием x(0) = 0 отвечает периодическое решение
x(t) =

√
2/ν sin(

√
νt). Аналогично, циклам Cy и Cz с таким же начальным условием отве-

чают периодические решения y(t) =
√

2/ν sin(
√
νt) и z(t) =

√
2/ν sin(

√
νt) соответственно.

Найдём аналитические выражения для периодических решений, соответствующих другим
основным циклам системы (4). Решая уравнение

(ẋ)2 + νx2 + α2x4 = β2

с начальным условием x(0) = 0, получаем

ẋ =
√
β2 − νx2 − α2x4,

x∫

0

du
√
β2 − νu2 − α2u4

= t.
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Представляя интеграл в последнем выражении в виде

x∫

0

du

α
√

(u2 + a2)(b2 − u2)
=

1

α
√
a2 + b2

π/2∫

ϕ

dθ
√

1− k2 sin2 θ
,

где

a2 = (
√

ν2 + 4β2α2+ν)/(2α2), b2 = (
√

ν2 + 4β2α2−ν)/(2α2), k = b/
√

a2 + b2, cosϕ = x/b,

получаем окончательно
x(t) = b cn (K(k)− α

√
(a2 + b2)t), (6)

где cn (·) – эллиптический косинус Якоби, а K(k) – полный эллиптический интеграл первого
рода. Циклы C± задаются выражением (6) при α2 = 1/2, β2 = 1 и α2 = 1, β2 = 2/3
соответственно.

Нетрудно убедиться в том, что функция (6) при ν → ∞ поточечно сходится к функции
x(t) = β cos(π/2−√

νt)/
√
ν = β sin(

√
νt)/

√
ν. В другом предельном случае при ν = 0 получим

периодические решения, задающие циклы C± системы уравнений Янга–Миллса (5), в виде
x(t) =

√
β/α cn (K(1/

√
2) −

√
2βαt). Следовательно, система уравнений Янга–Миллса (5) со-

вершает периодические колебания вдоль осей симметрии z = 0, y = ±x, y = 0, z = ±x
и y = ±x, z = ±x по закону эллиптического косинуса. Аналогичные колебания происходят
вдоль осей x = 0, z = ±y. Численные расчёты, проведённые в работах [1, 10], показали, что
эти решения системы уравнений Янга–Миллса являются крайне неустойчивыми. Более того,
численные расчёты показали полную хаотичность поведения решений этой системы.

Для выяснения природы динамического хаоса в системе уравнений Янга–Миллса (5) про-
анализируем численно сценарий перехода к хаосу в системе уравнений Янга–Миллса–Хиггса
(4) при ν → 0.

2. Численное исследование сценария перехода к хаосу. Для численного исследова-
ния сценария перехода к хаосу в системе уравнений (4) применим подход, предложенный и
развитый автором в работах [5–8]. Будем аппроксимировать эллиптические циклы гамильто-
новой системы (4) устойчивыми циклами расширенной диссипативной системы, а двумерные
торы вокруг эллиптических циклов системы (4) – областями устойчивости соответствующих
устойчивых циклов расширенной диссипативной системы.

В качестве одной из возможных расширенных диссипативных систем рассмотрим систему

ẋ = u, u̇ = −x(ν + y2 + z2)− μu, ẏ = v + (1−H(x, y, z))y,

v̇ = −y(ν + x2 + z2)− μv, ż = r, ṙ = −z(ν + x2 + y2), (7)

где μ – числовой параметр.
Дивергенция правой части системы (7) на решениях системы (3), (4) равна −2μ − (ν +

+ x2 + z2)y2 и, следовательно, отрицательна при всех μ > 0, а расширенная диссипативная
двухпараметрическая система уравнений (7) удовлетворяет условиям 1) и 2) теоремы 3.1 ра-
боты [5].

Нетрудно видеть, что решения гамильтоновой системы (4) с начальными условиями z0 =
= r0 = 0 являются решениями гамильтоновой системы уравнений Янга–Миллса–Хиггса с
двумя степенями свободы

ẋ = u, u̇ = −x(ν + y2), ẏ = v, v̇ = −y(ν + x2). (8)

Система (8) рассматривалась в работе [4] при значениях параметра ν = 2, 1, 0.55. Чтобы
иметь возможность сравнить полученные результаты, проанализируем численно влияние ве-
личин параметров ν и μ на динамику системы (7) при фиксированном значении H = 1 и тех
же значениях параметра ν = 2, 1, 0.55. В работе [4] показано, что при больших значениях
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параметра ν = 2 топология траекторий гамильтоновой системы (8) определяется основными
торами вокруг четырёх основных эллиптических циклов Cx, Cy и C±

xy системы (рис. 1, a).

(а) (б) (в)

Рис. 1. Проекции сечения плоскостью y = 0 двумерных торов системы (8): вокруг её основных эллиптических
циклов при ν = 2, x0 = y0 = 0 и u0 = 1.4142, 1.35, 1.33795, 1.33, 1.3, 1.2, 1.1, 1.02, 0.4, 0.2, 0.03 (а);
вокруг основных и более сложных эллиптических циклов при ν = 1, x0 = y0 = 0 и u0 = 1.4142, 1.37, 1.3524,
1.335, 1.318, 1.313, 1.305, 1.25, 1.2, 1.02, 0.5499, 0.5384, 0.52, 0.508, 0.4, 0.2, 0.03 (б); вокруг основных,
более сложных эллиптических циклов и циклов удвоенного периода при ν = 0.55, x0 = y0 = 0 и u0 = 1.4142,
1.41, 1.398, 1.35047, 1.349, ±1.3396, 1.14, 1.09, 1.04, 1.015, 0.42, 0.395, 0.3665, ±0.35, ±0.3, ±1.139
(y0 = 0.645942), ±1.155 (y0 = 0.645942) (в).

Численно можно убедиться в том, что в расширенной диссипативной системе

ẋ = u, u̇ = −x(ν + y2)− μu, ẏ = v + (1−H(x, y))y, v̇ = −y(ν + x2) (9)

при всех малых значениях параметра диссипации μ > 0 имеются три устойчивых цикла, пе-
реходящих в эллиптические циклы Cy и C±

xy гамильтоновой системы (8) при μ = 0, и один
неустойчивый цикл, переходящий в эллиптический цикл Cx гамильтоновой системы (8) при
μ = 0. Области устойчивости (и неустойчивости) этих циклов переходят в двумерные торы
гамильтоновой системы (8) вокруг её эллиптических циклов, а касание образовавшихся торов
происходит по двум гиперболическим циклам D±, которые являются пределами неустойчи-
вых седловых циклов расширенной диссипативной системы при μ → 0, родившихся в дис-
сипативной системе одновременно с устойчивыми циклами C±

xy в результате седло-узловой
бифуркации при μ ≈ 0.08. Циклам D± гамильтоновой системы (8) соответствуют начальные
условия u(0) = y(0) = 0, x(0) ≈ ±0.6864269. Аналитические выражения для циклов D±

получить не удалось.
На рис. 1, a представлены проекции на плоскость (x, u) сечений плоскостью y = 0 дву-

мерных торов гамильтоновой системы (8) вокруг её четырёх основных эллиптических циклов
Cx, Cy и C±

xy. Циклу Cy соответствует в проекции точка (0, 0), циклу Cx – внешний контур
рисунка, циклам C±

xy – две эллиптические точки, лежащие на оси u, причём каждой из двух
точек в проекции соответствуют две точки пересечения плоскостью y = 0 двух циклов C±

xy.

Гиперболическим циклам D± соответствуют на рис. 1, а лежащие на оси x две точки пере-
сечения сепаратрис (проекций сечений сепаратрисных поверхностей, по которым происходит
касание различных двумерных торов). При этом каждой из двух точек в проекции соответ-
ствуют две точки пересечения плоскостью y = 0 двух циклов D±. Заметим, что циклы C±

xy,
определяющие, в основном, динамику системы (8), существуют в ней и являются отличными
от циклов Cx, Cy при любых ν > 0. Поэтому проведённый выше анализ динамики реше-
ний системы (8) при достаточно больших значениях параметра ν не может быть осуществлён
методами теории возмущений, исходя из решений невозмущённой системы, получающейся из
системы (8) удалением кубических членов.

При значении параметра возмущения ν = 1 ситуация заметно усложняется. Теперь топо-
логия траекторий системы (8) определяется основными торами системы (т.е. торами вокруг
четырёх основных эллиптических циклов Cx, Cy и C±

xy ) и набором торов вокруг более слож-
ных эллиптических циклов, родившихся изначально устойчивыми в диссипативной системе (9)
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при уменьшении значений параметра μ до нуля в результате седло-узловых бифуркаций.
Причём вследствие нелокального эффекта размножения циклов и торов [6] более сложные
многооборотные циклы и торы рождаются в окрестностях сепаратрисных поверхностей ги-
перболических циклов D±, а менее сложные – вне этих окрестностей. Движение траектории
по поверхностям таких сложных многооборотных торов, расположенных в окрестностях сепа-
ратрисных поверхностей гиперболических циклов, создаёт иллюзию хаотического движения,
хорошо наблюдаемого в различных сечениях Пуанкаре (рис. 1, б). Касание различных вит-
ков сложных торов происходит по гиперболическим циклам, родившимся в диссипативной
системе совместно с устойчивыми циклами в результате седло-узловых бифуркаций. Так как
в окрестностях сепаратрисных поверхностей гиперболических циклов системы расположены,
переплетаясь и, по всей видимости, касаясь друг друга, различные системы многооборотных
сложных торов (внутренние по отношению к сепаратрисному контуру, внешние и смешанные),
то глобальная в смысле теории КАМ (Колмогорова–Арнольда–Мозера) устойчивость решений
системы (8) сохраняться не может.

Таким образом, усложнение динамики решений в окрестностях сепаратрисных поверхно-
стей гиперболических циклов D± системы (8) определяется наличием многочисленных слож-
ных многооборотных двумерных торов вокруг эллиптических циклов системы. Касание торов
происходит по гиперболическим циклам. Кроме того, поскольку в окрестностях гиперболиче-
ских циклов движение траектории замедляется, то это ведёт к образованию в этих окрестно-
стях новых ещё более сложных эллиптических и гиперболических циклов и соответствующих
им двумерных торов. Следовательно, на начальном этапе перехода к хаосу рост области хао-
тического движения в системе (8) при уменьшении значений параметра ν объясняется, как и
в других гамильтоновых и консервативных системах [4–9], нелокальным эффектом размноже-
ния гиперболических и эллиптических циклов, а также торов вокруг эллиптических циклов.
Более простые циклы рождаются достаточно далеко от сепаратрисных поверхностей гипербо-
лических периодических решений, а более сложные – вблизи этих поверхностей.

Вместе с тем пример системы (8) показывает, что гиперболические и эллиптические циклы
гамильтоновой или консервативной системы могут являться предельным случаем устойчивых
и седловых циклов расширенной диссипативной системы, родившихся не только в результате
седло-узловых бифуркаций, но также и в результате бифуркаций типа вилки и удвоения пе-
риода. Так при ν ≈ 0.594 в диссипативной расширенной системе (9) при μ → 0 устойчивый
цикл Cy теряет устойчивость в результате бифуркации типа вилки, становясь седловым, а
в его окрестности рождаются два устойчивых цикла C±

y , переходящие в эллиптические цик-
лы гамильтоновой системы (8) при μ = 0. Возникающие вокруг этих двух эллиптических
циклов торы касаются по ставшему гиперболическим циклу Cy. То же самое происходит с
циклом Cx при ν ≈ 0.594 в модифицированной расширенной диссипативной системе со сла-
гаемым (1−H(x, y))x в первом уравнении и вычитаемым −μr – в четвёртом. Он также теряет
устойчивость при μ → 0 в результате бифуркации типа вилки, становясь седловым, а в его
окрестности рождаются два устойчивых цикла C±

x , переходящие в эллиптические циклы га-
мильтоновой системы (8) при μ = 0. Возникающие вокруг этих двух эллиптических циклов
торы касаются по ставшему гиперболическим циклу Cx. В отличие от циклов Cy и Cx с
циклами C±

xy происходят бифуркации удвоения периода при ν ≈ 0.733. Сами циклы ста-
новятся седловыми, а в их окрестностях рождаются устойчивые циклы удвоенного периода,
переходящие при μ → 0 в эллиптические циклы гамильтоновой системы (8).

Всё это хорошо видно на рис. 1, в при ν = 0.55. Гиперболическому циклу Cy соответствует
в проекции точка (0, 0), гиперболическому циклу Cx – внешний контур рисунка, эллиптиче-
ским циклам C±

xy соответствуют две эллиптические точки, лежащие на оси u, причём каждой
из двух точек в проекции соответствуют две точки пересечения плоскостью y = 0 двух циклов
C±
xy. Эллиптическим циклам C±

y соответствуют лежащие на оси u в окрестности нуля две
эллиптические точки, а эллиптическим циклам C±

x – лежащие на оси x в окрестностях внеш-
него контура две эллиптические точки. При этом каждой из последних четырёх эллиптических
точек в проекции на плоскость (x, u) соответствуют две точки пересечения плоскостью y = 0
каждого из четырёх эллиптических циклов C±

y , C±
x , а каждому замкнутому контуру вокруг

каждой эллиптической точки – два контура в сечении двумерного тора вокруг соответствую-

2 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 3 2022



306 МАГНИЦКИЙ

щего эллиптического цикла плоскостью y = 0. Чтобы наглядно увидеть это, достаточно взять
проекцию сечения тора плоскостью, отличной от плоскости y = 0, например y = 0.2. Эллип-
тическим циклам удвоенного периода соответствуют на рис. 1, в восемь эллиптических точек,
лежащих в окрестностях эллиптических точек циклов C±

xy. Гиперболические циклы D± уже
совсем скрыты на рис. 1, в хаотической динамикой, порождённой в их окрестностях эффектом
размножения гиперболических и эллиптических циклов и торов вокруг эллиптических цик-
лов. Этот же эффект, как видно из рис. 1, в, в полной мере уже работает и в окрестностях
ставших гиперболическими циклов Cy и Cx.

При дальнейшем уменьшении значений параметра ν происходит субгармонический кас-
кад бифуркаций циклов C±

xy. Циклы C±
xy периодов четыре рождаются при ν ≈ 0.54, а циклы

периодов шесть – при ν ≈ 0.508 (рис. 2). Бифуркационные значения параметра ν субгармо-
нического каскада циклов для гамильтоновой системы (8) находились численно предельным
переходом ν = lim ν(μ), μ → 0, где ν(μ) – значение параметра, при котором происходит
рождение соответствующего цикла субгармонического каскада в расширенной диссипативной
системе (9).

(а) (б) (в) (г)

Рис. 2. Проекции на плоскость (x, u) циклов C±
xy периодов один, два, четыре и шесть

при ν = 0.74, 0.73, 0.54, 0.508.

Таким образом, численно установлено, что пятимерная энергетическая поверхность га-
мильтоновой системы (4) имеет четырёхмерное подпространство, в котором при ν = 2 хао-
тическая динамика вообще отсутствует, а при ν = 1 наблюдается исключительно локальный
псевдохаос. Это, естественно, происходит в окрестности тех начальных условий z0 = r0 = 0,
при которых решения лежат на поверхностях касающихся двумерных торов системы (8) или
близки к ним (окрестность сепаратрисы на рис. 1, б). Топология траекторий системы (4) с
начальными условиями z0 = r0 = 0 определяется основными торами системами (т.е. тора-
ми вокруг основных циклов системы) и набором торов вокруг более сложных эллиптических
циклов, появившихся в окрестности сепаратрисной поверхности гиперболического периодиче-
ского решения в результате нелокального эффекта размножения циклов и торов. Псевдохаос,
возникший в окрестности гиперболического цикла D±, не является гомоклиническим хаосом,
а всего лишь следствием ошибок вычислений из-за неустойчивости решаемой задачи. Эффект
хаотичности создают точки, лежащие в сечении Пуанкаре на поверхностях тех торов, обмот-
ки которых расположены, переплетаясь, вокруг различных сложных эллиптических циклов,
образовавшихся вследствие эффекта размножения циклов и торов и имеющих тот же вид, что
и сложные циклы системы, представленные на рис. 1, в и рис. 2, б, в работе [4].

Рассмотрим теперь, что происходит вне окрестностей касающихся двумерных торов сис-
темы (4) при ν = 2 и ν = 1. Численные расчёты показывают, что вне этих окрестностей
траектории гамильтоновой системы (4) двигаются по поверхностям трёхмерных торов вокруг
двумерных торов системы (4). Сечения некоторых из таких трёхмерных торов представлены
на рис. 3, б, в.

Из рис. 3, б видно, что при ν = 2 область существования трёхмерных торов окружена
областью глобального хаотического поведения траекторий системы (4). Таким образом, чис-
ленно установлено совместное сосуществование в гамильтоновой системе (4) при ν = 2 обла-
стей регулярного движения по двумерным торам вокруг основных циклов системы, областей
регулярного движения по трёхмерным торам вокруг упомянутых выше двумерных торов и
областей глобального хаотического поведения траекторий системы в остальной части энерге-
тической поверхности.
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При значении ν = 1, как видно из рис. 3, в, гамильтонова система (4) имеет области
регулярного движения по двумерным торам вокруг основных циклов системы, области регу-
лярного движения по трёхмерным торам вокруг упомянутых выше двумерных торов, области
локального хаотического поведения траекторий системы в четырёхмерном подпространстве
пятимерной энергетической поверхности и области глобального хаотического поведения тра-
екторий системы в остальной части энергетической поверхности.

(а) (б) (в)

Рис. 3. Проекции сечений коразмерности 1 (а) и 2 (б) системы (4) при ν = 2, z0 = 0.16, r0 = −0.16 и
u0 = 1.33, 1.05, 1.0, 0.44, 0.4273, 0.427, 0.423, 0.4; проекция сечения коразмерности 2 (в) системы (4) при
ν = 1, z0 = 0.16, r0 = −0.16 и u0 = 1.37, 1.25, 1.15, 0.55, 0.35.

Таким образом, в гамильтоновой системе (4) с тремя степенями свободы даже при достаточ-
но малых значениях параметра ν одновременно существуют области регулярного движения по
двумерным торам вокруг основных циклов системы, области регулярного движения по трёх-
мерным торам вокруг упомянутых выше двумерных торов, области локального хаотического
поведения траекторий системы в четырёхмерном подпространстве пятимерной энергетической
поверхности и области глобального хаотического поведения траекторий системы, содержащей
гетероклинические сепаратрисные многообразия, натянутые на гиперболические циклы сис-
темы, и все циклы и непериодические траектории, родившиеся изначально устойчивыми в
диссипативной системе (7) при μ > 0 и потерявшие устойчивость в результате субгармониче-
ских, гомоклинических или каких-либо более сложных каскадов бифуркаций в соответствии
с теорией ФШМ. Все торы системы, кроме торов вокруг основных циклов, рождаются в ре-
зультате различных бифуркаций. Заметим, что в системе (4), имеющей три степени свободы,
переход к хаосу в соответствии с теорией ФШМможет происходить также и субгармоническим
каскадом бифуркаций устойчивых двумерных торов в расширенной диссипативной системе,
однако двумерных торов удвоенного периода обнаружить пока не удалось.

На основе проведённых численных расчётов для гамильтоновой системы уравнений Янга–
Миллса–Хиггса с тремя степенями свободы показано, что при достаточно больших значениях
параметра возмущения ν хаотическая динамика в системе отсутствует, а движение идёт по
основным двумерным или трёхмерным торам вокруг основных циклов системы, причём эти
торы не являются торами невозмущённой системы. При уменьшении значений параметра ν
никакого разрушения торов невозмущённой системы и расщепления сепаратрисы не происхо-
дит; движение идёт по основным торам вокруг основных циклов системы и набору сложных
многооборотных переплетающихся торов вокруг более сложных эллиптических циклов, ро-
дившихся изначально устойчивыми в расширенной диссипативной системе при уменьшении
значений параметра диссипации до нуля; видимость хаотичности создают точки, лежащие в
сечениях Пуанкаре на поверхностях таких сложных многооборотных торов. При достаточно
малых значениях параметра ν хаотическая динамика в возмущённой системе присутствует, но
переход к хаосу происходит не через разрушение двумерных или трёхмерных торов невозму-
щённой системы, как это постулируется теорией КАМ, а, наоборот, через каскады бифуркаций
рождения новых сложных двумерных и трёхмерных торов в соответствии с бифуркационной
теорией ФШМ.
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Заключение. В работе рассмотрен переход к хаосу в сложном случае гамильтоновой сис-
темы однородных полей Янга–Миллса–Хиггса с тремя степенями свободы. Показано, что в
этой системе, как и во многих других гамильтоновых и консервативных системах уравнений,
на начальной стадии перехода от регулярного движения к хаотическому ключевую роль иг-
рает нелокальный эффект размножения гиперболических и эллиптических циклов и торов
вокруг эллиптических циклов в окрестностях сепаратрисных поверхностей гиперболических
циклов. Обнаружено, что новые эллиптические и гиперболические циклы гамильтоновой сис-
темы рождаются не только в результате седло-узловой бифуркации и бифуркации типа вилки,
но также и в результате субгармонического каскада бифуркаций, характерного для универ-
сального бифуркационного сценария перехода к хаосу в соответствии с теорией Фейгенбаума–
Шарковского–Магницкого, справедливой как для диссипативных, так и для консервативных
систем дифференциальных уравнений.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проекты 18-029-10008mk и 20-07-00066a).
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Для квазилинейного уравнения первого порядка со степенной функцией потока построены
обобщённые энтропийные решения задач Коши с начальными условиями, совпадающими
со степенной или экспоненциальной функцией на минус бесконечности. В случае экспо-
ненциально растущего начального условия установлена односторонняя периодичность по
пространственной переменной найденного решения. Доказано несуществование положи-
тельных решений у рассматриваемых задач Коши.
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1. Введение и постановка задачи. Для заданных f ∈ C1(R) и u0 ∈ L∞
loc(R) рассмотрим

задачу Коши для уравнения

ut + (f(u))x = 0, (t, x) ∈ ΠT = (0, T ) × R, 0 < T � ∞, (1)

с начальным условием
u|t=0 = u0(x), x ∈ R. (2)

В работах [1, 2] (см. также [3, c. 39–40 и 65]) дано
Определение 1. Функция u : ΠT → R, u ∈ L∞

loc(ΠT ), называется обобщённым энтропий-
ным решением задачи (1), (2), если выполняются следующие условия:

1) для любого k ∈ R имеет место неравенство

|u− k|t + (sign (u− k)(f(u)− f(k)))x � 0 в D′(ΠT ); (3)

2) esslim
t→0+

u(t, · ) = u0(·) в L1
loc(R), т.е. существует множество E ⊂ (0, T ) полной меры

Лебега такое, что u(t, · ) ∈ L1
loc(R), t ∈ E , и u(t, · ) → u0(·) в L1

loc(R) при t → 0+, t ∈ E .
Условие (3) означает, что для любой пробной функции ϕ ∈ C∞

0 (ΠT ), ϕ � 0, выполнено
неравенство ∫

ΠT

(|u− k|ϕt + sign (u− k)(f(u)− f(k))ϕx) dx dt � 0.

При u0 ∈ L∞(R) существование и единственность ограниченного обобщённого энтропий-
ного решения u ∈ L∞(ΠT ) задачи (1), (2) установлены в работах С.Н. Кружкова [1, 2] в общем
случае многих пространственных переменных. В этих работах также доказано свойство моно-
тонной зависимости решения от начальных данных:

если u, v ∈ L∞(ΠT ) – обобщённые энтропийные решения задачи (1), (2) с начальными
условиями u0 ∈ L∞(R) и v0 ∈ L∞(R) соответственно, причём u0(x) � v0(x) п.в. на R, то
u(t, x) � v(t, x) п.в. на ΠT .

Из этого свойства вытекает принцип максимума/минимума: если a � u0 � b почти всюду
на R и u – ограниченное обобщённое энтропийное решение задачи (1), (2), то a � u � b
почти всюду на ΠT . Из него, в частности, следует единственность постоянного решения при
постоянных начальных условиях в классе ограниченных измеримых функций.
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В работе Е.Ю. Панова [4] доказана теорема существования и единственности локально
ограниченного обобщённого энтропийного решения задачи (1), (2) в общем случае многих
пространственных переменных в классе функций, удовлетворяющих степенному ограничению
на рост по пространственным переменным. Решения, рассматриваемые в данной статье, не
входят в найденные Е.Ю. Пановым классы корректности.

Будем строить кусочно-гладкие обобщённые энтропийные решения задачи (1), (2), поэтому
заменим определение 1 на свойство (см. [5, с. 74–77]), которое содержит

Предложение 1. Пусть u : ΠT → R – кусочно-гладкая в полосе ΠT функция с не более
чем счётным числом линий разрыва Γn, являющихся графиками функций γn ∈ C1(0, T ),
где n ∈ N ⊆ N0 = N

⋃
{0}; пусть эти линии попарно не пересекаются и существуют

односторонние пределы

u−n (t) = lim
(τ,ξ)→(t,γn(t)−0)

u(τ, ξ), u+n (t) = lim
(τ,ξ)→(t,γn(t)+0)

u(τ, ξ)

функции u(·) при подходе к каждой линии разрыва Γn. Тогда u(·) является обобщённым
энтропийным решением уравнения (1) в том и только в том случае, когда выполнены сле-
дующие условия:

1) функция u(·) в области своей гладкости удовлетворяет уравнению (1) в классическом
смысле;

2) на каждой линии разрыва Γn при любом t ∈ (0, T ) имеет место условие Ранкина–
Гюгонио:

γ̇n(t) =
f(u+n (t))− f(u−n (t))

u+n (t)− u−n (t)
; (4)

3) для любого n ∈ N и всех t ∈ (0, T ) выполнено условие допустимости разрыва: при
u+n (t) > u−n (t) (u+n (t) < u−n (t)) график функции f лежит не ниже (соответственно, не
выше) хорды, соединяющей точки этого графика с абсциссами u−n (t), u+n (t).

Замечание 1. Первые два условия предложения 1 эквивалентны тому, что функция u(·)
является обобщённым решением (в смысле распределений) уравнения (1), а последнее являет-
ся условием возрастания энтропии для кусочно-гладких решений и эквивалентно E-условию
О.А. Олейник [6].

Приведём основные результаты некоторых работ, имеющих непосредственное отношение к
рассматриваемой в данной статье задаче.

В работах [4, 7, 8] рассматривалась задача Коши (1), (2) со степенной функцией потока
f(u) = |u|α−1u/α, α > 1, и степенным начальным условием u0(x) = |x|β , β(α − 1) > 1.
Оказалось, что у такой задачи Коши существует кусочно-гладкое обобщённое энтропийное
решение, которое определено во всей полуплоскости t > 0, имеет счётное число линий разрыва
и меняет знак при переходе через каждую ударную волну. Кроме того, рассматриваемая задача
не имеет положительных решений ни в какой полосе ΠT .

В работах [9, 10] изучалась задача Коши (1), (2) со степенной функцией потока f(u) =
= |u|α−1u/α, α > 1, и экспоненциальным начальным условием u0(x) = exp(−x/(α − 1)).
Оказалось, что у такой задачи Коши существует решение, обладающее теми же, что и выше,
свойствами: оно определено во всей полуплоскости t > 0, имеет счётное число линий разрыва
и меняет знак при переходе через каждую ударную волну (линию сильного разрыва). Однако
более быстрый рост начального условия на бесконечности дал неожиданный эффект: постро-
енное в этих работах решение оказалось ограниченным в области t � δ > 0, в то время как
в случае степенных начальных данных решение имеет рост порядка |x|1/(α−1) при x → ±∞
и не зависит от показателя степени β начального условия. Кроме того, решение является
односторонне периодическим по пространственной переменной. Эта задача также не имеет
положительного решения ни в какой полосе ΠT , что доказано в [11].

Решения, построенные в работах [4, 7–10], имеют одинаковую структуру. Полуплоскость
t > 0 делится гладкими попарно непересекающимися кривыми Γn, n ∈ N0, являющими-
ся графиками гладких функций γn : R

+ → R, на счётное число областей (R+ = (0,+∞)).
Функциональная последовательность γn(t) является неограниченно монотонно убывающей.
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В областях Dn = {(t, x) : γn(t) < x < γn−1(t)}, n ∈ N, между этими кривыми и в области
D0 = {(t, x) : x > γ0(t)} решение является классическим, а каждая из кривых Γn является
линией сильного разрыва (ударной волной), причём со стороны x > γn(t) кривая Γn является
огибающей семейства характеристик из области Dn. В работе [12] предложен единый способ
описания таких решений, основанный на преобразовании Лежандра.

В настоящей работе в пп. 3 и 4 доказано, что у задач Коши для уравнения (1) с функцией
потока f(u) = |u|α−1u/α, α > 1, и положительными начальными условиями, совпадающи-
ми со степенной или экспоненциальной функцией на минус бесконечности, существуют зна-
кочередующиеся энтропийные решения со счётным числом ударных волн. Причём в случае
экспоненциального роста начального условия существует знакочередующееся односторонне
периодическое по пространственной переменной энтропийнoе решение. Тем самым доказано,
что для существования решений с теми же свойствами, что и у решений из работ [4, 7–10], до-
статочно наличия степенного или экспоненциального поведения начального условия на минус
бесконечности. Все построенные в настоящей работе решения имеют структуру, описанную вы-
ше. Принципиальное отличие от ранее построенных примеров заключается в том, что ударная
волна Γ0 образована как огибающая семейства характеристик, идущих из начальной плоско-
сти t = 0, лишь при t � t0 < +∞. Кроме того, в области D0 решение является непрерывным,
но, вообще говоря, не гладким. В п. 5 доказывается, что рассматриваемые задачи Коши не
имеют положительных решений ни в какой полосе ΠT .

2. Вспомогательные утверждения. Предпошлём формулировке основных результатов
ряд вспомогательных определений и утверждений.

Определение 2. Преобразованием Лежандра гладкой выпуклой вверх функции g : R → R

называется функция γ, задаваемая для каждого t ∈ R равенством

γ(t) = L(g)(t) := inf
k∈R

(kt− g(k)).

Преобразование Лежандра функции g(k) легко записать параметрически, где роль пара-
метра выполняет переменная k, а именно

t = g′(k), γ(t) = kg′(k)− g(k). (5)

Непосредственно из определения следует, что для всякого C ∈ R выполнены соотношения
L(g + C) = L(g) −C и L(Cg)(t) = CL(g)(t/C).

Отметим, что огибающая семейства прямых на плоскости определяется преобразованием
Лежандра (см. [13, с. 33]).

В дальнейшем будем рассматривать уравнение (1) со степенной функцией потока f(u) =
= |u|α−1u/α, α > 1.

Лемма. Пусть функция u : R+ ×R → R удовлетворяет условиям предложения 1, и для
некоторого n ∈ N при всех t ∈ R

+ справедливо равенство

γ̇n(t) = f ′(u+n (t)) ≡ |u+n (t)|α−1. (6)

Тогда на линии разрыва Γn выполнено условие Ранкина–Гюгонио (4) в том и только том
случае, когда для всех t > 0 справедливо соотношение u−n (t) = −wu+n (t), где −w – корень
уравнения

|v|α−1v − αv + α− 1 = 0, (7)

отличный от единицы.
Доказательство. В силу равенства (6) условие Ранкина–Гюгонио (4) на линии разрыва Γn

имеет вид

f ′(u+n (t)) =
f(u+n (t))− f(u−n (t))

u+n (t)− u−n (t)
, t > 0.

Рассмотрим это равенство при фиксированном t как уравнение относительно u−n (t). Так
как функция потока является степенной, это уравнение является однородным. Сделав замену
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u−n (t) = u+n (t)v, получим уравнение (7). Анализ функции h : R → R, h(v) = |v|α−1v − αv +
+ α − 1, показывает, что это уравнение имеет единственный корень, отличный от единицы,
причём он отрицателен и меньше −1. Лемма доказана.

В дальнейшем через −w, как и в формулировке леммы, обозначаем отличный от единицы
корень уравнения (7).

3. Энтропийное решение задачи Коши с начальным условием, совпадающим со
степенной функцией на бесконечности. Будем решать задачу Коши (1), (2) в полуплоско-
сти t > 0 с f(u) = |u|α−1u/α, α > 1, и кусочно-гладким начальным условием, совпадающим
со степенной функцией на минус бесконечности, т.е.

ut + |u|α−1ux = 0, t ∈ R
+, x ∈ R, (8)

u0(x) =

{
|x|β, если x ∈ (−∞,m),

ũ0(x), если x ∈ [m,+∞),
(9)

где β(α− 1) > 1, m ∈ R \ R+, ũ0(x) – произвольная положительная нестрого возрастающая
кусочно-гладкая функция, причём ũ0(m) � |m|β.

Теорема 1. У задачи Коши (8), (9) существует кусочно-гладкое обобщённое энтропийное
решение u(·), которое определено во всей полуплоскости t > 0, обладает счётным числом
ударных волн Γn, n ∈ N0, являющихся графиками функций

γn(t) = −Cnt
η, η =

1

1− β(α− 1)
< 0, Cn = Cn(α, β) > 0,

где Cn – строго возрастающая последовательность, при этом функция u(·) меняет знак
при переходе через каждую ударную волну.

Доказательство. Построим в явном виде кусочно-гладкое обобщённое энтропийное реше-
ние задачи (8), (9), удовлетворяющее условиям теоремы. Это решение будет иметь следующую
структуру: в областях гладкости Dn = {(t, x) : γn(t) < x < γn−1(t)}, n ∈ N, и в области D0 =
= {(t, x) : x > γ0(t)} решение строится методом характеристик, причём со стороны x > γn(t)
кривая Γn является огибающей семейства характеристик из области Dn. В каждой из об-
ластей Dn, n ∈ N0, проекции этих характеристик на плоскость (t, x) образуют семейство
прямых

x = kt− gn(k), (10)

параметризованных своим наклоном k.
В окрестности любой точки прямой t = 0 классическое решение задачи (8), (9) существует

и единственно. Для его построения следует продолжить начальное условие u0 константой
вдоль характеристик. Характеристическая система для уравнения (8) имеет вид

ṫ = 1, ẋ = f ′(u), u̇ = 0. (11)

Характеристикой, выходящей из точки (t0, x0, u0(x0)) = (0, s, u0(s)), где s ∈ R – параметр
на графике начального условия u0, является прямая

{(t, x, u) ∈ R
3 : u ≡ u0(s), x = |u|α−1t+ s}. (12)

Проекция на плоскость (t, x) этой прямой имеет вид

x = |ũ0(s)|α−1t+ s, если s � m, и x = (−s)β(α−1)t+ s, если s < m.

Сделав в последнем уравнении замену k = (−s)β(α−1), k > |m|1/(β(α−1)), и обозначив
g0(k) = k1/(β(α−1)) , получим семейство прямых

x = kt− g0(k), (13)

зависящих от параметра k > |m|1/(β(α−1)) .
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Доопределим функцию g0(k) той же формулой при всех k > 0. Тогда семейство пря-
мых (13) будет иметь огибающую γ0(t) = L(g0)(t), определённую при всех t ∈ R

+. После
перехода от параметрического представления (5) к явному получим, что

γ0(t) = −C0t
η, где C0 = C0(α, β) > 0, η =

1

1− β(α − 1)
< 0. (14)

Рис. 1. Характеристики и ли-
нии разрыва для начального
условия степенного вида.

Определим решение в области D0 следующим образом
(рис. 1).

1) Если s � m, то характеристики x = |ũ0(s)|α−1t + s име-
ют наклон, равный |ũ0(s)|β(α−1). Так как функция f ′(ũ0(s)) =
= |ũ0(s)|α−1 не убывает, соответствующие характеристики не пе-
ресекаются. На каждой характеристике решение определяется
соотношением u ≡ ũ0(s).

Если монотонная функция ũ0 имеет разрыв (первого рода) в
точке s∗, то внутри угла f ′(ũ0(s∗−0)) < (x−s∗)/t < f ′(ũ0(s∗+0))
решение представляет собой волну разрежения (см. [5, с. 83–
87]), определяемую соотношением f ′(u(t, x)) = (x − s∗)/t. Если
ũ0(m) �= |m|β, то такой же волной разрежения f ′(u(t, x)) = (x−
− m)/t заполняется и угол |m|β(α−1) < (x − m)/t < f ′(ũ0(m)).
Построенное так решение u(t, x) является непрерывным в облас-
ти s � m (см. [5, с. 83–87]).

2) Если s < m, то характеристики в соответствующей об-
ласти x < |m|β(α−1)t + m начинают пересекаться, образовывая
огибающую γ0(t) = −C0t

η, 0 < t � t0 (точка t0 = (|m|β(α−1) ×
× (−C0η)

−1)1/(η−1) – это абсцисса точки касания графика функ-
ции γ0 с характеристикой x = |m|β(α−1)t + m). До этой огибающей решение определяет-
ся стандартным образом. Определим предел решения u+0 (t) на огибающей из соотношения
γ̇0(t) = f ′(u+0 (t)) ≡ |u+0 (t)|α−1.

3) В область {(t, x) : t > t0, γ0(t) < x < |m|β(α−1)t + m} характеристики не привносят
никакой информации из начального условия. В точках кривой γ0(t), t > t0, определим предел
решения u+0 (t) из соотношения γ̇0(t) = f ′(u+0 (t)) ≡ |u+0 (t)|α−1. Выпустим из каждой точки
кривой γ0(t), t > t0, касательную вправо. Продолжим решение с кривой γ0(t) вдоль всех
таких касательных соответствующей константой.

Опишем рекуррентную процедуру построения классического решения в областях Dn, n ∈
∈ N0. Итак, пусть решение в области Dn уже построено, причём кривая Γn является огибаю-
щей семейства характеристик из области Dn. Решение в области Dn+1 строится следующим
образом. В качестве “начального условия” выбирается условие

u|x=γn(t) = u−n (t),

которое находится из соотношения u−n (t) = −wu+n (t) (см. лемму). Далее решение продолжа-
ется константой вдоль характеристик, которые снова образуют огибающую.

Действительно, пусть x = k+n t−gn(k
+
n ), (t, x) ∈ Dn, и x = k−n t−gn+1(k

−
n ), (t, x) ∈ Dn+1, –

два семейства характеристик, параметризованные своим наклоном. В точке (t, γn(t)) кривой
разрыва Γn имеем равенства

t = g′n(k
+
n ), k+n t− gn(k

+
n ) = k−n t− gn+1(k

−
n ), k−n = wα−1k+n ,

из которых следует, что

gn+1(w
α−1k+n ) = gn(k

+
n ) + g′n(k

+
n )(w

α−1k+n − k+n ).

Переобозначив k+n = k, получим следующую связь между соседними семействами характе-
ристик:

gn+1(w
α−1k) = gn(k) + g′n(k)(w

α−1k − k). (15)
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Непосредственные вычисления показывают, что gn+1(k) = An+1g0(k) = An+1k
1/(β(α−1)),

где An+1 = An+1(α, β), причём An+1 > An � 1 для любого n ∈ N0. Учитывая свойства
преобразования Лежандра, а также формулу (14), получаем огибающую соответствующего
семейства характеристик γn+1(t) = L(gn+1)(t) = −Cn+1t

η, где Cn+1 = C0(An+1)
1−η > Cn.

Вследствие доказанной леммы построенное решение удовлетворяет условию Ранкина–Гю-
гонио. Энтропийность решения следует из того, что функция потока является выпуклой вниз
на положительной полуоси и выпуклой вверх на отрицательной полуоси. Теорема доказана.

4. Энтропийное решение задачи Коши с начальным условием, совпадающим
с экспоненциальной функцией на бесконечности. Рассмотрим задачу Коши для урав-
нения (8) с начальным условием

u0(x) =

{
exp (−x/(α − 1)), если x ∈ (−∞,m),

ũ0(x), если x ∈ [m,+∞),
(16)

где ũ0(x) – произвольная положительная нестрого возрастающая кусочно-гладкая функция,
причём ũ0(m) � exp(−m/(α− 1)), m ∈ R.

Теорема 2. У задачи Коши (8), (16) существует обобщённое энтропийное решение u(·),
которое определено во всей полуплоскости t > 0, обладает счётным числом ударных волн Γn,
n ∈ N0, являющихся графиками функций

γn(t) = ln t+ 1− nC, C = C(α) > 0;

при этом функция u(·) удовлетворяет соотношениям

u(t, x) = (−1)n−1U(t, x+ (n− 1)C), (t, x) ∈ Dn, n ∈ N, (17)

где Dn = {(t, x) : γn(t) < x < γn−1(t)} и U = u|D1 .
Доказательство. Построим в явном виде кусочно-гладкое обобщённое энтропийное ре-

шение задачи (8), (16), удовлетворяющее условиям теоремы. Это решение будет иметь следу-
ющую структуру: в областях гладкости Dn, n ∈ N, и в области D0 = {(t, x) : x > γ0(t)}
решение строится методом характеристик, причём со стороны x > γn(t) кривая Γn являет-
ся огибающей семейства характеристик из области Dn. В каждой из областей Dn, n ∈ N0,
проекции этих характеристик на плоскость (t, x) образуют семейство прямых (10), парамет-
ризованных своим наклоном.

В окрестности любой точки прямой t = 0 классическое решение задачи (8), (16) существу-
ет и единственно. Для его построения следует продолжить начальное условие u0 константой
вдоль характеристик. Характеристическая система для уравнения (8) имеет вид (11). Характе-
ристикой, выходящей из точки (t0, x0, u0(x0)) = (0, s, u0(s)), где s ∈ R – параметр на графике
начального условия u0, является прямая (12). Проекция на плоскость (t, x) этой прямой
имеет вид

x = |ũ0(s)|α−1t+ s, если s � m, и x = e−st+ s, если s < m.

Сделав в последнем уравнении замену k = e−s, k > e−m, и обозначив g0(k) = ln k,
получим семейство прямых (13), зависящих от параметра k > e−m.

Доопределим функцию g0(k) той же формулой при всех k > 0. Тогда семейство пря-
мых (13) будет иметь огибающую γ0(t) = L(g0)(t), определённую при всех t ∈ R

+. После
перехода от параметрического представления (5) к явному получим, что

γ0(t) = 1 + ln t. (18)

Решение в области D0 определяется аналогично тому, как это сделано в пп. 1)–3) доказа-
тельства теоремы 1. Именно, определим его следующим образом (рис. 2).
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Рис. 2. Характеристики и ли-
нии разрыва для начально-
го условия экспоненциального
вида.

1′) Если s � m, то характеристики в соответствующей
области имеют наклон, равный |ũ0(s)|α−1. Так как функция
f ′(ũ0(s)) = |ũ0(s)|α−1 не убывает, соответствующие характери-
стики не пересекаются. На каждой характеристике решение опре-
деляется соотношением u ≡ ũ0(s).

Если монотонная функция ũ0 имеет разрыв (первого рода) в
точке s∗, то внутри угла f ′(ũ0(s∗ − 0)) < (x− s∗)/t < f ′(ũ0(s∗ +
+0)) решение представляет собой волну разрежения (см. [5, с. 83–
87]), определяемую соотношением f ′(u(t, x)) = (x − s∗)/t. Если
ũ0(m) �= e−m/(α−1), то такой же волной разрежения f ′(u(t, x)) =
= (x − m)/t заполняется и угол e−m < (x − m)/t < f ′(ũ0(m)).
Построенное так решение u(t, x) является непрерывным в облас-
ти s � m (см. [5, с. 83–87]).

2′) Если s < m, то характеристики в соответствующей об-
ласти x < e−mt + m начинают пересекаться, образовывая оги-
бающую γ0(t) = 1 + ln t, 0 < t � t0 (точка t0 = em – это
абсцисса точки касания графика функции γ0 с характеристи-
кой x = e−mt + m). До этой огибающей решение определяется
стандартным образом. Определим предел решения u+0 (t) на оги-
бающей из соотношения γ̇0(t) = f ′(u+0 (t)) ≡ |u+0 (t)|α−1.

3′) В область {(t, x) : t > t0, γ0(t) < x < e−mt+m} характеристики не привносят никакой
информации из начального условия. В точках кривой γ0(t), t > t0, определим предел решения
u+0 (t) из соотношения γ̇0(t) = f ′(u+0 (t)) ≡ |u+0 (t)|α−1. Выпустим из каждой точки кривой γ0(t),
t > t0, касательную вправо. Продолжим решение с кривой γ0(t) вдоль всех таких касательных
соответствующей константой.

Итак, построено решение задачи (8), (16) в области D0. Процедура построения решения
в областях Dn, n ∈ N, такая же, как и в теореме 1. Связь между функциями gn и gn+1,
которые задают семейства характеристик в областях Dn и Dn+1, описывается соотношени-
ем (15).

Непосредственные вычисления показывают, что gn+1(k) = gn(k) + C = g0(k) + (n + 1)C
для любого n ∈ N0, где C = C(α) > 0. Учитывая свойства преобразования Лежандра, а
также представление (18), получаем огибающую соответствующего семейства характеристик
γn+1(t) = L(gn+1)(t) = ln t− (n+ 1)C.

Докажем, что построенное решение удовлетворяет соотношению (17). Действительно, со-
гласно доказанному выше, характеристики уравнения (8) имеют вид

x = kt− g1(k), (t, x) ∈ D1,

x = kt− (g1(k) + (n− 1)C), (t, x) ∈ Dn, n ∈ N.

Так как ẋ = f ′(u) = |u|α−1, то в точках области Dn имеем u(t, x) = |U(t, x + (n − 1)C)|.
Поэтому, поскольку при переходе через линию разрыва решение меняет знак, получаем соот-
ношение (17).

Вследствие доказанной леммы построенное решение удовлетворяет условию Ранкина–Гю-
гонио. Энтропийность решения следует из того, что функция потока является выпуклой вниз
на положительной полуоси и выпуклой вверх на отрицательной полуоси. Теорема доказана.

5. Несуществование положительного энтропийного решения. Покажем, что зада-
чи Коши для уравнения (8) с начальными условиями (9) и (16) не имеют положительных
решений ни в какой полосе. Для доказательства этого утверждения нам потребуются понятия
обобщённых энтропийных суб- и суперрешений этой задачи.

Обозначим f+=max(f, 0); f−=max(−f, 0); sign+(f)= sign (f+); sign−(f)=−sign+(−f).
Приводимые ниже определения даны в работах [14, 15] (см. также [3, c. 328–329]).

Определение 3. Функция u : ΠT → R, u ∈ L∞
loc(ΠT ), называется обобщённым энтропий-

ным субрешением задачи (1), (2), если выполняются следующие условия:
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1) для любого k ∈ R имеет место неравенство

((u− k)+)t + (sign+(u− k)(f(u)− f(k)))x � 0 в D′(ΠT );

2) esslim
t→0+

((u(t, x) − u0(x))
+ = 0 в L1

loc(R).

Определение 4. Функция u : ΠT → R, u ∈ L∞
loc(ΠT ), называется обобщённым энтропий-

ным суперрешением задачи (1), (2), если выполняются следующие условия:
1) для любого k ∈ R имеет место неравенство

((u− k)−)t + (sign−(u− k)(f(u)− f(k)))x � 0 в D′(ΠT );

2) esslim
t→0+

((u(t, x) − u0(x))
− = 0 в L1

loc(R).

Замечание 2. Несложно видеть, что функция u(·) является обобщённым энтропийным
решением задачи (1), (2) тогда и только тогда, когда она является обобщённым энтропийным
суб- и суперрешением одновременно.

В работах [14, 15] установлен следующий принцип сравнения для ограниченных обобщён-
ных энтропийных суб- и суперрешений.

Предложение 2. Если u : ΠT → R и v : ΠT → R, u, v ∈ L∞(ΠT ), – обобщённое эн-
тропийное субрешение и обобщённое энтропийное суперрешение задачи (1), (2) с начальны-
ми условиями u0 и v0 соответственно, u0, v0 ∈ L∞(R), и u0(x) � v0(x) п.в. на R, то
u(t, x) � v(t, x) п.в. на ΠT .

В работе [16] доказано, что максимум (минимум) конечного множества обобщённых энтро-
пийных субрешений (суперрешений) задачи (1), (2) также является обобщённым энтропийным
субрешением (суперрешением) этой задачи, откуда вытекает доказанное в работе [8]

Предложение 3. 1. Пусть u – обобщённое энтропийное субрешение задачи (1), (2) и
c ∈ R. Тогда функция v : ΠT → R, v(t, x) = max(u(t, x), c) также является обобщён-
ным энтропийным субрешением этой задачи с начальной функцией v0 : R → R, v0(x) =
= max(u0(x), c).

2. Пусть u – обобщённое энтропийное суперрешение задачи (1), (2) и c ∈ R. Тогда функ-
ция w : ΠT → R, w(t, x) = min(u(t, x), c) также является обобщённым энтропийным супер-
решением этой задачи с начальной функцией w0 : R → R, w0(x) = min(u0(x), c).

Теорема 3. Пусть f ∈ C1(R), функция h(x) = (f(x) − f(0))/x возрастает при x > 0
и для некоторого m ∈ R кусочно-гладкая функция u0 : R → R

+ убывает при x < m, при-
чём lim

x→−∞
u0(x) = +∞. Пусть также выполнено соотношение∗) −u−1

0 (x) = o(h(x)) при
x → +∞. Тогда не существует неотрицательного обобщённого энтропийного решения зада-
чи (1), (2) ни в какой полосе ΠT .

Доказательство. Рассмотрим задачу Коши для уравнения (1) с начальным условием (2),
а также задачи Коши для этого же уравнения со следующими начальными условиями:

(uN )t + f(uN )x = 0, uN |t=0 =

{
N, x < u−1

0 (N),

0, x � u−1
0 (N),

(19)

(UN )t + f(UN )x = 0, UN |t=0 = min (N,u0(x)) (20)

при фиксированном N ∈ N, N � u0(m).
Заметим, что справедливы неравенства uN |t=0 � UN |t=0 � u|t=0.
Задача (19) представляет собой задачу Римана о распаде разрыва. Её единственным огра-

ниченным обобщённым энтропийным (энтропийность следует из определения функции h) ре-
шением uN ∈ L∞(ΠT ) является [5] функция

uN (t, x) =

{
N, x < u−1

0 (N) + h(N)t,

0, x � u−1
0 (N) + h(N)t.

∗) Здесь и ниже в доказательстве под u−1
0 подразумевается обратная функция к ограничению функции u0

на промежуток (−∞,m). На этом промежутке функция u0 монотонна, а значит, имеет обратную.
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Отметим, что для любой фиксированной точки (t, x) ∈ R
+ × R имеет место сходимость

uN (t, x) → +∞ при N → +∞, поскольку −u−1
0 (x) = o(h(x)) при x → +∞.

Пусть u ∈ L∞
loc(ΠT ) – неотрицательное обобщённое энтропийное решение (а значит, и обоб-

щённое энтропийное суперрешение) задачи (1), (2). Тогда в силу предложения 3 функция
UN : ΠT → R, UN (t, x) = min(u(t, x), N), также является обобщённым энтропийным суперре-
шением задачи (20), причём для всех (t, x) ∈ ΠT выполнено неравенство 0 � UN (t, x) � N в
силу неотрицательности функции u.

Таким образом, вследствие предложения 2 и определения функции UN почти всюду в
полосе ΠT справедливы неравенства uN (t, x) � UN (t, x) � u(t, x), но это противоречит тому,
что uN (t, x) → +∞ при N → +∞.

Следствие 1. Не существует неотрицательного обобщённого энтропийного решения за-
дачи Коши (8), (9) ни в какой полосе ΠT .

Доказательство. Заметим, что функции f(u) = |u|α−1u/α, h(x) = |x|α−1/α, α > 1, и
начальное условие u0, определённое равенством (9), удовлетворяют всем условиям теоремы 3.
Действительно, f ∈ C1(R), причём h – возрастающая при x > 0 функция, а неотрицательная
кусочно-гладкая функция u0 убывает на интервале (−∞,m), причём lim

x→−∞
u0(x) = +∞.

Кроме того, x1/β = o(|x|α−1/α) при x → +∞, поскольку β(α − 1) > 1. Следовательно,
−u−1

0 (x) = o(h(x)) при x → +∞. Следствие доказано.
Следствие 2. Не существует неотрицательного обобщённого энтропийного решения за-

дачи Коши (8), (16) ни в какой полосе ΠT .
Доказательство. Согласно доказательству следствия 1 определённые в нём функции f

и h удовлетворяют условиям теоремы 3. Условиям этой теоремы удовлетворяет и начальное
условие u0, определённое равенством (16). Действительно, неотрицательная кусочно-гладкая
функция u0 убывает на интервале (−∞,m), причём lim

x→−∞
u0(x) = +∞. Кроме того, имеет

место соотношение (α − 1) ln x = o(|x|α−1/α) при x → +∞, поэтому −u−1
0 (x) = o(h(x)) при

x → +∞. Следствие доказано.
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Метод регуляризации Ломова развит для задачи Коши и смешанной задачи для сингу-
лярно возмущённого параболического уравнения в случае “простой” рациональной точки
поворота у предельного оператора. Для доказательства асимптотической сходимости воз-
никающих рядов используется принцип максимума.
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Светлой памяти нашего дорогого учителя
Сергея Александровича Ломова (12.10.1922–12.06.1993),

выдающегося математика и прекрасного человека,
в связи со 100-летием со дня его рождения

посвящается эта работа

Введение. Сингулярно возмущённые уравнения, начиная с работ академика А.Н. Тихоно-
ва [1, 2], привлекают внимание многих исследователей. Это объясняется большой прикладной
значимостью таких уравнений. С помощью сингулярно возмущённых уравнений описываются
задачи, возникающие в квантовой механике, гидродинамике, химической кинетике. Особое ме-
сто в этом перечне занимают задачи с нестабильным спектром предельного оператора (т.е. за-
дачи с точками поворота или задачи со спектральными особенностями). В качестве примеров
таких задач можно указать на уравнение Шрёдингера для туннельного перехода, задачу с
классическим осциллятором, задачи механики сплошной среды и др.

Методам решения задач со спектральными особенностями посвящены монографии [3–5] и
работа [6]. Настоящая статья развивает и дополняет исследования школы С.А. Ломова по ме-
тоду регуляризации, который разработан основателем этой школы в середине шестидесятых
годов прошлого столетия и схема которого в общих чертах состоит в следующем. Введением
регуляризирующих функций, содержащих в себе все нерегулярности решения, возникающие
из-за малого параметра, сингулярная задача сводится к регулярной в пространстве большей
размерности. Используя схему классической теории возмущений, строится теория разрешимо-
сти соответствующих итерационных задач в пространстве большей размерности, а затем после
построения асимптотического ряда по степеням малого параметра производится сужение на
регуляризирующие функции, которое и приводит к построению асимптотического решения
исходной сингулярно возмущённой задачи.

Одним из достоинств метода регуляризации Ломова является то, что он даёт возможность
строить регуляризованное асимптотическое решение во всей области интегрирования, а при
определённых условиях на коэффициенты даёт и точное решение задачи.

В работах С.А. Ломова и его учеников разработана, в частности, общая теория асимптоти-
ческого интегрирования для задач, в которых переменный предельный оператор A(t) дискрет-
но необратим, т.е. одна из точек его спектра при отдельных значениях tj ∈ [0, T ] обращается
в нуль (другие точки спектра в нуль не обращаются на всём отрезке [0, T ]), причём сам опе-
ратор A(t) является диагонализируемым при всех значениях t ∈ [0, T ] (включая и точки
необратимости t = tj). В этом случае точки tj называются “простыми” точками поворота.
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Случай “простой” точки поворота с натуральным показателем типа tna(t), n ∈ N, изучался в
работе [7], а cлучай негладкого спектра предельного оператора – в [8]. Случай аналитических
решений по параметру сингулярно возмущённого уравнения при наличии простейшей точки
поворота у предельного оператора рассмотрен в работе [9].

В данной работе изучаются сингулярно возмущённые задача Коши и смешанная задача на
полуоси для параболического уравнения в случае “простой” точки поворота с рациональным
показателем типа tra(t), r ∈ Q.

Возникающие из-за наличия рациональной точки поворота трудности в процессе построе-
ния асимптотики решения сингулярно возмущённых задач ранее с точки зрения метода регу-
ляризации не рассматривались. Исследование этих трудностей и разработка соответствующего
алгоритма метода регуляризации существенно дополнят теорию сингулярных возмущений.

1. Задача Коши для сингулярно возмущённого параболического уравнения с
простой рациональной точкой поворота. Рассматриваемая в работе задача возникла в
результате выступления одного из авторов на научно-исследовательском семинаре “Спектраль-
ная теория дифференциальных операторов и актуальные вопросы математической физики”,
руководимом академиком РАН Е.И. Моисеевым и профессором И.С. Ломовым.

На этом семинаре докладывалось о задаче Коши, у которой перед второй производной сто-
яла вторая степень ε2 малого параметра (модельное уравнение Шрёдингера) [10]. Естественно
возник вопрос, как изменились бы ответ и рассуждения в этой задаче, если бы в ней перед
второй производной стояла первая степень ε малого параметра, поскольку такое изменение
усложняет построение регуляризованного асимптотического решения. Ответ на этот вопрос и
даёт данная статья.

1.1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу Коши

ε

(
∂u

∂t
−
(

∂

∂x

(

k(x)
∂u

∂x

)))

+ tm/na(t)u = h(x, t),

u(x, 0) = f(x), −∞ < x < +∞, (1)

и пусть для неё выполнены следующие предположения:
1) h(x, t) ∈ C∞(R× [0, T ]), функция h(x, t) и все её производные ограничены на R× [0, T ];
2) k(x) ∈ C∞(R), существуют положительные постоянные k0, M такие, что k0 � k(x) <

< M(x2 + 1), |k′(x)| < M
√
x2 + 1 при всех x ∈ R;

3) f(x) ∈ C∞(R), функция f(x) и все её производные ограничены на R;
4) a(t) ∈ C∞([0, T ]), для всех t ∈ [0, T ] справедливы соотношения a(t) �= 0 и Re a(t) � 0;
5) m,n ∈ N, m/n = r ∈ Q \ N (m/n – несократимая дробь, n � 2).
Эти условия обеспечивают существование и единственность ограниченного решения и воз-

можность построения асимптотического ряда для решения задачи (1).
Сингулярно возмущённые задачи возникают в том случае, когда область определения ис-

ходного оператора, зависящего от ε, при ε �= 0 не совпадает с областью определения пре-
дельного оператора при ε = 0.

При изучении задач с “простой” точкой поворота возникает ситуация, когда область зна-
чений исходного оператора не совпадает с областью значений предельного оператора.

Сингулярности задачи (1) имеют вид

e−ϕ(t)/ε, σi(t, ε) = e−ϕ(t)/ε

t∫

0

eϕ(s)/εs−1+(i+1)/n ds,

где ϕ(t) =
∫ t
0 s

m/na(s) ds, i = 0, (p − 1), p = m+ n− 1. Обозначим σ := {σ0, σ1, . . . , σp−1}.
Введём, согласно методу регуляризации, расширенную функцию ũ(x, t, τ, σ) такую, что её

сужение

ũ(x, t, τ, σ)

∣
∣
∣
∣ τ=ϕ(t)/ε
σi=σi(t,ε)

= u(x, t)
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даёт решение задачи (1). Используя формулу сложного дифференцирования, получаем

∂ũ

∂t
= ˙̃u− q(t)

ε

∂ũ

∂τ
+

p−1∑

i=0

(−q(t)σi + t−1+(i+1)/n)
∂ũ

∂σi
, (2)

где q(t) = tm/na(t). Подставив выражение (2) в уравнение (1), будем иметь

ε ˙̃u− q(t)
∂ũ

∂τ
+

p−1∑

i=0

(−q(t)σi + εt−1+(i+1)/n)
∂ũ

∂σi
= ε

∂

∂x

(

k(x)
∂ũ

∂x

)

− q(t)ũ+ h(x, t).

В результате приходим к задаче для расширенной функции ũ(x, t, τ, σ, ε) :

− q(t)
∂ũ

∂τ
+

p−1∑

i=0

−q(t)

(

σi
∂ũ

∂σi

)

+ q(t)ũ = −ε

(
˙̃u+

p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/n ∂ũ

∂σi
− ∂

∂x

(

k(x)
∂ũ

∂x

))

+ h(x, t),

ũ(x, 0, 0, 0, ε) = f(x). (3)

В дальнейшем знак тильды ∼ над u будем опускать.
Для решения задачи (3) введём пространство E безрезонансных решений, элементы кото-

рого имеют вид

u = X(x, t)eτ +

p−1∑

i=0

Zi(x, t)σi +W (x, t),

где X(x, t), Zi(x, t),W (x, t) ∈ C∞(R× (0, T ])
⋂

C(R× [0, T ]).
Зададим операторы, порождённые задачей (3):

L0 := −q(t)
∂

∂τ
+

p−1∑

i=0

−q(t)

(

σi
∂

∂σi

)

+ q(t)I,

L1 := −
p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/n ∂

∂σi
+

∂

∂x

(

k(x)
∂

∂x

)

+
∂

∂x

(

k(x)
∂

∂x

)
∂

∂τ
+

p−1∑

i=0

∂

∂x

(

k(x)
∂

∂x

)(

σi
∂

∂σi

)

,

Γu := u(x, 0, 0, 0, ε) (4)

(I – единичный оператор). Действия операторов системы (3) на элементы пространства E
записываются в виде

L0u = −q(t)X(x, t)eτ +

p−1∑

i=0

−q(t)Zi(x, t)σi + q(t)X(x, t)eτ +

p−1∑

i=0

q(t)Zi(x, t)σi + q(t)W (x, t),

L1u = −
p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/nZi(x, t) +
∂

∂x

(

k(x)
∂W

∂x

)

+
∂

∂x

(

k(x)
∂X

∂x

)

eτ +

p−1∑

i=0

∂

∂x

(

k(x)
∂Zi

∂x

)

σi. (5)

Используя операторы (4), (5), запишем задачу (3) в виде

L0u = ε(−u̇+ L1u) + h(x, t),

Γu = f(x). (6)

Её решение будем искать в виде ряда по ε :

u =
∞∑

k=−1

εkuk(x, t, τ, σ), (7)
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где

uk(x, t, τ, σ) = Xk(x, t)e
τ +

p−1∑

i=0

Zi(x, t)σi +Wk(x, t).

Подставляя ряд (7) в уравнения задачи (6), получаем следующую серию задач:

L0uk = −u̇k−1 + L1uk−1 + δk0h(x, t),

Γuk = f(x)δk0 , k = −1,∞. (8)

Примем соглашение: если k− 1 � −2, k− 2 � −2, то слагаемые с такими k опускаем. Далее
через [·] и {·} обозначаем целую и дробную части числа.

Для того чтобы решить итерационные задачи (8), сформулируем и докажем теоремы 1 и 2
о разрешимости уравнения

L0u = h(x, t) (9)

в пространстве E. В теоремах 1 и 2 при выполнении разных исходных предположений (случаи
I и II) получены необходимые и достаточные условия разрешимости этого уравнения.

Теорема 1 (разрешимость, случай I). Пусть выполнены предположения 1)–5) задачи (1)
и функция h(x, t) ∈ E имеет вид

h(x, t) = h1(x, t)e
τ +

p−1∑

i=0

hi2(x, t)σi + h3(x, t).

Тогда уравнение (9) разрешимо в пространстве E, если и только если имеют место
тождества h1(x, t) ≡ h2(x, t) ≡ 0 и

∂k

∂tk
(h3(x, 0)) = 0 для любого k = 0, [m/n].

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнены предположения теоремы и уравне-
ние (9) имеет решение в E, т.е. существует u ∈ E такое, что L0u = h(x, t). Так как ядро
оператора L0 имеет вид

Ker (L0) =

{

u ∈ E : u = X(x, t)eτ +

p−1∑

i=0

Zi(x, t)σi

}

,

то

L0u = q(t)W (x, t) = h1(x, t)e
τ +

p−1∑

i=0

hi2(x, t)σi + h3(x, t). (10)

Отсюда следует, что h1(x, t) ≡ 0, hi2(x, t) ≡ 0, i = 0, p − 1, и q(x, t)W (x, t) = h3(x, t).
Разложим функцию h3(x, t) по формуле Маклорена в точке t = 0 до порядка [m/n] :

h3(x, t) = h3(x, 0) + t
∂h3(x, 0)

∂t
+ . . . +

1

[m/n]!
t[m/n]∂

[m/n]h3(x, 0)

∂t[m/n]
+ t[m/n]+1h3(x, t),

где h3(x, 0) �= 0. Тогда правая часть уравнения (10) принимает вид

tm/na(t)W (x, t) = h3(x, 0) + t
∂h3(x, 0)

∂t
+ . . .+

1

[m/n]!
t[m/n]∂

[m/n]h3(x, 0)

∂t[m/n]
+ t[m/n]+1h3(x, t).

Так как уравнение имеет решение, то необходимо

h3(x, 0) = 0,
∂h3(x, 0)

∂t
= 0, . . . ,

∂[m/n]h3(x, 0)

∂t[m/n]
= 0.
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Отсюда следует, что

W (x, t) = t1−{m/n} h3(x, t)

a(t)
,

здесь h3(x, t)/a(t) ∈ C∞(R× [0, T ]).
Решение уравнения (9) в пространстве E записывается в виде

u = X(x, t)eτ +

p−1∑

i=0

Zi(x, t)σi + t1−{m/n}h3(x, t)

a(t)
,

где X(x, t), Zi(x, t) – произвольные функции.
Достаточность. Если выполнены тождества из заключения теоремы, то функция h(x, t)

имеет вид h(x, t) = t[m/n]+1h3(x, t), а решение уравнения (9) в этом случае запишется в виде

u(x, t) = Ker (L0) + t1−{m/n}h3(x, t)

a(t)
.

Теорема доказана.
Теорема 2 (разрешимость, случай II). Пусть выполнены условия 2) и 3) задачи (1) и

h3(x, t) = t−s/nf(x, t), где f(x, t) ∈ C∞(R × [0, T ]), 1 � s � n− 1.
Тогда уравнение (9) разрешимо в пространстве E, если и только если имеют место

тождества
h1(x, t) ≡ 0, hi2(x, t) ≡ 0, i = 0, p − 1,

f
(k)
t (x, 0) = 0 для любого k ∈ 0, [m/n], если 0 <

s

n
+

{
m

n

}

� 1,

f
(k)
t (x, 0) = 0 для любого k ∈ 0, [m/n] + 1, если

s

n
+

{
m

n

}

> 1.

Доказательство. Необходимость. При решении уравнения (9) могут представиться
только две возможности: а) или б).

а) Выполняется двойное неравенство 0 < s/n + {m/n} � 1. Тогда возьмём k = [m/n] и
разложим функцию f(x, t) по формуле Маклорена в точке t = 0 до порядка [m/n]. Получим

tm/na(t)W (x, t) = t−s/n

(

f(x, 0) + t
∂f(x, 0)

∂t
+ . . .+

t[m/n]

[m/n]!

∂[m/n]f(x, 0)

∂t[m/n]
+ t[m/n]+1f(x, t)

)

,

где f(x, 0) �= 0. Отсюда следует, что

W (x, t) = t1−(s/n+{m/n}) f(x, t)

a(t)
,

здесь f(x, t)/a(t) ∈ C∞(R× [0, T ]).
Решение уравнения (9) в E записывается в виде

u = X(x, t)eτ +

p−1∑

i=0

Zi(x, t)σi + t1−(s/n+{m/n}) f(x, t)

a(t)
,

где X(x, t), Zi(x, t) – произвольные функции.
б) Выполняется неравенство s/n+ {m/n} > 1. Тогда возьмём k = [m/n] + 1 и разложим

функцию f(x, t) по формуле Маклорена в точке t = 0 до порядка [m/n] + 1. Получим

tm/na(t)W (x, t) = t−s/n

(

f(x, 0) + t
∂f(x, 0)

∂t
+ . . . +

t[m/n]+1

([m/n]+1)!

∂[m/n]+1f(x, 0)

∂t[m/n]+1
+ t[m/n]+2f(x, t)

)

,
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где f(x, 0) �= 0. Отсюда следует, что

W (x, t) = t1−{s/n+{m/n}} f(x, t)

a(t)
,

здесь f(x, t)/a(t) ∈ C∞(R× [0, T ]).
Решение уравнения (9) в E записывается в виде

u = X(x, t)eτ +

p−1∑

i=0

Zi(x, t)σi + t1−{s/n+{m/n}} f(x, t)

a(t)
,

где X(x, t), Zi(x, t) – произвольные функции.
Замечание 1. Представления для функции W (x, t) в случаях а) и б) условий теоре-

мы 2 могут быть объединены, если записать их первый сомножитель в виде t{1−{s/n+{m/n}}}.
Действительно, если s/n + {m/n} < 1, то {1 − {s/n + {m/n}}} = 1 − (s/n + {m/n}), а если
s/n + {m/n} > 1, то выражение {1 − {s/n + {m/n}}} преобразовывать не будем. Если же
s/n + {m/n} = 1, то {1 − {s/n + {m/n}}} = 0. Отсюда и представлений функции W (x, t) в
случаях а) и б) вытекает, что

W (x, t) = t{1−{s/n+{m/n}}} f(x, t)

a(t)
,

здесь f(x, t)/a(t) ∈ C∞(R× [0, T ]).
Решение уравнения (9) в E записывается в виде

u = X(x, t)eτ +

p−1∑

i=0

Zi(x, t)σi + t{1−{s/n+{m/n}}} f(x, t)

a(t)
,

где X(x, t), Zi(x, t) – произвольные функции.
Достаточность. Если выполнены тождества из заключения теоремы, то функция h(x, t)

имеет вид h(x, t) = t[m/n]+1−s/nh3(x, t), если s/n+ {m/n} � 1, и h(x, t) = t[m/n]+2−s/nh3(x, t),
если s/n+ {m/n} > 1

Решение уравнения (9) в этом случае запишется в виде

u(x, t) = Ker (L0) + t{1−{s/n+{m/n}}} h3(x, t)

a(t)
.

Теорема доказана.
Теорема 3 (единственность). Пусть в пространстве E дана система уравнений

L0u = 0, Γu = 0 (11)

и выполнены условия теоремы 1 или теоремы 2. Если, кроме этого, оператор L1 − ∂/∂t
удовлетворяет теореме о разрешимости, то система (11) имеет только нулевое решение.

Доказательство. На основании теоремы 1 или теоремы 2 запишем решение уравнения (9)
в виде

u = u1(x, t)e
τ +

p−1∑

i=0

ui2(x, t)σi,

где u1(x, t), ui2(x, t), i = 0, p − 1, – произвольные гладкие функции. Вычислим выражение

L1u− ∂u

∂t
=

(

−∂u1
∂t

+
∂

∂x

(

k(x)
∂u1
∂x

))

eτ +

p−1∑

i=0

(

−∂u2
∂t

+
∂

∂x

(

k(x)
∂u2
∂x

))

σi −
p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/nui2.
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Так как оператор L1 − ∂/∂t удовлетворяет теореме о разрешимости и решение u(x, t) должно
удовлетворять уравнению Gu = 0, то отсюда следует, что

∂u1(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂u1(x, t)

∂x

)

, u1(x, 0) = 0,

∂ui2(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂ui2(x, t)

∂x

)

, ui2(x, 0) = 0, i = 0, p − 1.

Как следствие решений задач Коши имеем тождества

u1(x, t) ≡ 0, ui2(x, t) ≡ 0, i = 0, p− 1.

Следовательно, u(x, t) ≡ 0 в E. Теорема доказана.
1.2. Построение формального регуляризованного асимптотического ряда. При-

меним теоремы 1 и 2 для решения итерационных задач (8). Для удобства запишем эти задачи
покомпонентно:

∂Xk(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂Xk(x, t)

∂x

)

,

∂Zi
k(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂Zi

k(x, t)

∂x

)

, i = 0, (p − 1),

tm/na(t)Wk(x, t) = −∂Wk−1(x, t)

∂t
+

∂

∂x

(

k(x)
∂Wk−1(x, t)

∂x

)

−
p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/nZi
k−1(x, t) + δk0h(x, t),

Xk(x, 0) +Wk(x, 0) = δ0kf(x), k = −1,∞;

если индекс k − 1 � −2, то слагаемые по определению равны нулю. (12)

Для решения итерационных задач используется теорема о разрешимости. Рассмотрим сис-
тему (12) при k = −1:

ε−1 :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂X−1(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂X−1(x, t)

∂x

)

,

∂Zi
−1(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂Zi

−1(x, t)

∂x

)

, i = 0, (p − 1),

tm/na(t)W−1(x, t) ≡ 0,

X−1(x, 0) +W−1(x, 0) = 0.

(13)

Из начальных условий системы (13) следует, что

X−1(x, t) ≡ 0,

Zi
−1(x, t) на данном шаге – произвольные решения уравнений теплопроводности, частное ре-

шение W (x, t) ≡ 0.
Функции Zi

−1(x) найдём из условия разрешимости системы (12) при k = 0:

ε0 :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂X0(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂X0(x, t)

∂x

)

,

∂tZ
i
0(x)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂Zi

−1(x, t)

∂x

)

, i = 0, (p − 1),

tm/na(t)W0(x, t) = h(x, t)−
p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/nZi
−1(x, t),

X0(x, 0) +W0(x, 0) = f(x).

(14)
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Разложим функцию h(x, t) по формуле Маклорена в точке t = 0 до порядка [m/n] :

h(x, t) = h(x, 0) + t
∂h(x, 0)

∂t
+ . . .+

1

[m/n]!
t[m/n]∂

[m/n]h(x, 0)

∂t[m/n]
+ t[m/n]+1h0(x, t).

Из теоремы о разрешимости для W0(x, t) следует, что если i = n(j+1)−1, j = 0, [m/n], то

Z
n(j+1)−1
−1 (x, 0) =

1

j!

∂jh(x, 0)

∂tj
.

Если i �= n(j + 1)− 1, i = 0, (p − 1), то

Zi
−1(x, 0) = 0.

Таким образом, функции Z−1(x, t) являются решениями задач Коши

∂Z
n(j+1)−1

−1 (x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂Z

n(j+1)−1

−1 (x, t)

∂x

)

, j = 0, [m/n],

Z
n(j+1)−1
−1 (x, 0) =

1

j!

∂jh(x, 0)

∂tj
.

Остальные функции Zi
−1(x, t) с индексами i �= n(j+1)−1, i = 0, (p − 1) будут тождественно

равны Zi
−1(x, t) ≡ 0, так как Zi

−1(x, 0) = 0.
В результате после сужения на регуляризирующие функции получим решение на “−1”-м

шаге

u−1(x, t, ε) =

[m/n]∑

j=0

Z
n(j+1)−1
−1 (x, t)σn(j+1)−1(t, ε).

Система (14) имеет решения:
a) X0(x, t) – решение задачи Коши

∂X0(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂X0(x, t)

∂x

)

;

X0(x, 0) = f(x);

b) Zi
0(x, t) – на данном этапе произвольное решение уравнения теплопроводности

∂Zi
0(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂Zi

0(x, t)

∂x

)

, i = 0, p − 1;

c) W0(x, t) =
1

tm/na(t)

(

h(x, t)−
[m/n]∑

j=0

tjZ
n(j+1)−1
−1 (x, t)

)

= t1−{m/n}h0(x, t),

где h0(x, t) – гладкая функция.
Для определения начальных условий Zi

0(x, 0) рассмотрим итерационную систему (12) на
шаге “1”:

∂X1(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂X1(x, t)

∂x

)

,

∂Zi
1(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂Zi

1(x, t)

∂x

)

, i = 0, (p − 1),
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tm/na(t)W1(x, t) = −∂W0(x, t)

∂t
+

∂

∂x

(

k(x)
∂W0(x, t)

∂x

)

−
p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/nZi
0(x, t),

X1(x, 0) +W1(x, 0) = 0.

Чтобы найти Zi
0(x, 0), подчиним уравнение относительно W1(x, t) условию разрешимости.

Для этого разложим −∂W0(x, t)

∂t
+

∂

∂x

(

k(x)
∂W0(x, t)

∂x

)

по формуле Маклорена в точке t = 0.

Предварительно вычислим выражение

∂W0(x, t)

∂t
− ∂

∂x

(

k(x)
∂W0(x, t)

∂x

)

= (1− {m/n})t−{m/n}h0(x, t) + t1−{m/n} ∂h0(x, t)

∂t
−

− t1−{m/n} ∂

∂x

(

k(x)
∂h0(x, t)

∂x

)

= −t−{m/n}h1(x, t).

Тогда получим

− ∂W0(x, t)

∂t
+

∂

∂x

(

k(x)
∂W0(x, t)

∂x

)

= t−{m/n}h1(x, 0) + t1−{m/n} ∂h1(x, 0)

∂t
+ . . .

. . .+
tk−{m/n}

k!

∂kh1(x, 0)

∂tk
+ tk+1−{m/n}h1(x, t),

где k = [m/n + {m/n}], {m/n} = s/n, 1 � s � n − 1. Если m/n + {m/n} – целое, то
k = m/n+ {m/n} − 1.

Чтобы удовлетворить условиям разрешимости, нужно рассмотреть два случая:
а) если j − {m/n} = (i+ 1)/n − 1, т.е. i = n(j + 1)− n{m/n} − 1, j = 0, k, то положим

Zi
0(x, 0) =

1

j!

∂jh1(x, 0)

∂tj
.

Поэтому функции Zi
0(x, t) являются решениями задач Коши

∂Zi
0(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂Zi

0(x, t)

∂x

)

,

Zi
0(x, 0) =

1

j!

∂jh1(x, 0)

∂tj
;

б) если i �= n(j + 1) − n{m/n} − 1, j = 0, k, то положим Zi
0(x, 0) = 0. Следовательно, в

этом случае Zi
0(x, t) ≡ 0.

На данном шаге определено слагаемое u0(x, t), а значит, после сужения на регуляризиру-
ющие функции главный член асимптотики примет вид

u0(x, t) = f(x)e−ϕ(t)/ε +
k∑

j=0

Z
n(j+1)−n{m/n}−1
0 (x, t)σn(j+1)−n{m/n}−1(t, ε) +

+
1

tm/na(t)

(

h(x, t) −
[m/n]∑

j=0

tjZ
n(j+1)−1
−1 (x, t)

)

.

Главный член uгл асимптотики запишется в виде суммы

uгл(x, t) =
1

ε

[m/n]∑

j=0

Z
n(j+1)−1
−1 (x, t)σn(j+1)−1(t, ε) +
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+
k∑

j=0

Z
n(j+1)−n{m/n}−1
0 σn(j+1)−n{m/n}−1(t, ε) + f(x)e−ϕ(t)/ε + t1−{m/n}h0(x, t).

Решение на “1”-м шаге примет вид

W1(x, t) =
1

tm/na(t)

(

t−{m/n}h1(x, t)−
p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/nZi
0(x, t)

)

= t{1−{2{m/n}}}h1(x, t),

Zi
1(x, t) – общее решение уравнения теплопроводности

∂Zi
1(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂Zi

1(x, t)

∂x

)

, i = 0, (p − 1).

Отсюда следует, что если:
1) 2{m/n} �= 1, то W1(x, 0) = 0 и X1(x, 0) = 0, следовательно, X1(x, t) ≡ 0;
2) 2{m/n} = 1, то W1(x, 0) = h1(x, 0) и X1(x, 0) = −h1(x, 0), следовательно, X1(x, t) –

решение задачи Коши
∂X1(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(x)
∂X1(x, t)

∂x

)

,

X1(x, 0) = −h1(x, 0).

Произвольные функции Zi
1(x, t) находятся из условия разрешимости системы (12) при

k = 2. Согласно приведённой схеме можно определить любой член асимптотического регуля-
ризованного ряда.

1.3. Оценка остаточного члена асимптотического ряда. Пусть решены N + 1 ите-
рационных задач. Тогда решение задачи Коши после сужения на регуляризирующие функции
представляется в виде

u(x, t, ε) =

N∑

k=−1

uk(x, t, ε)ε
k + εN+1RN (x, t, ε), (15)

где

uk(x, t, ε) = Xk(x, t)e
−ϕ(t)/ε +

p−1∑

i=0

Zi(x, t)σi(t, ε) +Wk(x, t).

Подставляя представление (15) в уравнение (1) и учитывая, что uk(x, t, ε) являются реше-
ниями итерационных задач, получаем задачу Коши для определения остатка RN (x, t, ε) :

L(R) ≡ ε

(
∂RN (x, t)

∂t
− ∂

∂x

(

k(x)
∂RN (x, t)

∂x

))

+ tm/na(t)RN (x, t) = H(x, t, ε),

RN (x, 0, ε) = 0, −∞ < x < +∞, (16)

где H(x, t, ε) = H1(x, t) + εH2(x, t, ε), а

H1(x, t) = −∂WN (x, t)

∂t
+

∂

∂x

(

k(x)
∂WN (x, t)

∂x

)

−
p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/nZi
N (x, t) = −q(t)WN+1(x, t).

H2(x, t, ε) = −e−ϕ(t)/ε ∂

∂x

(

k(x)
∂Xn

∂x

)

− ∂

∂x

(

k(x)
∂Wn

∂x

)

−
p−1∑

i=0

∂

∂x

(

k(x)
∂Zi

n

∂x

)

σi(t, ε).

Оценка остаточного члена опирается на принцип максимума, распространённый на сингу-
лярно возмущённые параболические задачи [11]. Этот принцип используется в той общности,
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которая нам понадобится для оценки остаточного члена. Классическим решением задачи (16)
называется функция RN (x, t, ε), непрерывная в QT = R× [0, T ]× (0, ε0], имеющая непрерыв-
ные производные ∂RN/∂t, ∂RN/∂x, ∂2RN/∂x2 в QT и удовлетворяющая во всех точках QT

уравнению (16) и при t = 0 начальным условиям.
Теорема 4 (оценка остаточного члена). Пусть выполнены предположения 1)–5) задачи

Коши (1) и существует постоянная M0 такая, что при всех (x, t) ∈ R × [0, T ] и любого
ε ∈ (0, ε0] справедливо неравенство |H(x, t, ε)| � M0.

Тогда для некоторой постоянной C при всех (x, t) ∈ R× [0, T ] и любого ε ∈ (0, ε0] имеет
место неравенство |RN (x, t, ε)| � C.

Доказательство теоремы приведём в два этапа.
Этап 1. Пусть для функции u(x, t, ε) в области DL = [−L,L]× [0, T ]× (0, ε0] выполнены

неравенства

L(u) ≡ ε

(
∂u(x, t, ε)

∂t
− ∂

∂x

(

k(x)
∂u(x, t, ε)

∂x

))

+ q(t)u(x, t, ε) � 0,

u(x, 0, ε) � 0, u(x, t, ε) > −m, где m > 0.

Напомним, что q(t) := tm/na(t). Введём функцию w = u+ eαt/εmL−2(x2 + pt). Тогда

L(w) = L(u) + L
(

eαt/ε
m

L2
(x2 + pt)

)

=

= [(α+ q(t))(x2 + pt) + εp− 2εxk′(x)− 2εk(x)]eαt/ε
m

L2
�

� eαt/ε
m

L2
[(α + q(t))(x2 + pt) + εp − 2εMx

√
x2 + 1− 2εM(x2 + 1)].

1) При |x| � 1 справедливо неравенство

L(w) � eαt/ε
m

L2
[(α+ q(t))(x2 + pt) + εp − ε8Mx2] � eαt/ε

m

L2
[α− ε8M ]x2.

Возьмём α > ε08M, тогда L(w) � 0.
2) При |x| < 1 выполняется неравенство

L(w) � eαt/ε
m

L2
[(α + q(t))(x2 + pt) + εp− ε8M ] � eαt/ε

m

L2
[p− 8M ]ε.

Возьмём p > 8M, тогда L(w) � 0.
Кроме того,

w|t=0 = u|t=0 +
m

L2
x2 � 0,

w|±L = u|±L + eαt/ε
m

L2
(L2 + pt) � −m+m = 0.

Отсюда по принципу максимума в ограниченной области имеем w � 0 в DL, т.е.

u+ eαt/ε
m

L2
(x2 + pt) � 0.

Устремляя L к +∞, получаем, что u � 0 в D = R× [0, T ].
Этап 2. Рассмотрим неоднородную задачу Коши

L(RN ) = H(x, t, ε), RN (x, 0, ε) = 0.

Введём функцию w1 = ±RN +M0t/ε+m. Тогда

L(w1) = ±H +M0 + q(t)

(
M0t

ε
+m

)

� 0, w|t=0 = m � 0.
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Из результата этапа 1 следует, что w1 � 0 в D = R × [0, T ] для любого ε ∈ (0, ε0], т.е.
±RN + ε−1M0t+m � 0. Следовательно, |RN | � ε−1M0t+m � ε−1M1, M1 = const > 0.

Запишем остаточный член в виде RN = uN+εRN+1. Тогда |RN | � |uN |+εM2, где ε � M3,
M2,M3 = const > 0. Теорема доказана.

Замечание 2. Как показывает сравнение изложенных выше рассуждений с рассуждени-
ями работы [10], задача Коши, у которой перед второй производной стоит вторая степень
ε2 малого параметра (модельное уравнение Шрёдингера), технически оказалась сложнее рас-
сматриваемой в работе задачи.

2. Построение регуляризованной асимптотики решения смешанной задачи 1-го
рода для параболического уравнения с “простой” рациональной точкой поворота
на полуоси.

2.1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу

ε
∂u

∂t
− ε2p(x)

∂2u

∂x2
+ q(t)u = f(x, t),

u(x, 0) = ϕ(x), x � 0,

u(0, t) = ψ(t), (17)
и пусть для неё выполнены следующие предположения (ниже R+ = [0,+∞)) :

1◦) f(x, t) ∈ C∞(R+ × [0, T ]), ψ(t) ∈ C∞([0, T ]), ϕ(x) ∈ C∞(R+);
2◦) p(x) ∈ C∞(R+) и существует постоянная p0 > 0 такая, что p(x) � p0 при всех

x ∈ R+;
3◦) q(t) = tm/nb(t), где b(t) ∈ C∞([0, T ]) и b(t) �= 0, Re b(t) � 0 при любом t ∈ [0, T ], а

m,n ∈ N и дробь m/n несократима, m � 2;
4◦) ϕ(0) = ψ(0);
5◦) существуют положительные постоянные C1 и C2 такие, что при всех x ∈ R+ и любом

k ∈ N
⋃
{0} выполняются неравенства |ϕ(k)(x)| < C1 и |ψ(k)(x)| < C2;

6◦) при всех (x, t) ∈ R+ × [0, T ] и любом k ∈ N
⋃
{0} верно неравенство |f (k)

x (x, t)| < C,
где C > 0 – некоторая постоянная;

7◦) при всех x ∈ R+ справедливо неравенство p(x) < M2(x
2+1), где M2 > 0 – некоторая

постоянная.
Для регуляризации задачи (17) введём дополнительную переменную Лиувилля

τ(x, ε) =
1√
ε

x∫

0

ds
√

p(s)

и расширенную функцию ũ(x, t, τ), для сужения на τ которой выполняется тождество

ũ(x, t, τ)

∣
∣
∣
∣
τ=ε−1/2

∫ x
0
(p(s))−1/2 ds

≡ u(x, t),

где функция u(x, t) является решением задачи (17).
Вычислим производные для расширенной функции ũ(x, t, τ(x)) :

∂ũ

∂t
= ũt,

∂ũ

∂x
= ũx +

1
√

εp(x)
ũτ ,

∂2ũ

∂x2
= ũxx +

2
√

εp(x)
ũxτ +

1

εp(x)
ũττ −

p′(x)

2
√
ε(
√

p(x))3
ũτ .

В дальнейшем знак тильды ∼ над u будем опускать. Тогда задача (17) примет вид

ε(ut − uττ ) = −q(t)u+
√
ε
3
(

2
√

p(x)uxτ −
p′(x)

2
√

p(x)
uτ

)

+ ε2p(x)uxx + f(x, t),
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u(x, 0, τ)|τ(x,ε) = ϕ(x),

u(0, t, 0) = ψ(t). (18)

Здесь и далее штрих обозначает дифференцирование по x, а точка – дифференцирование
по t.

2.2. Формализм метода регуляризации в случае “простой” рациональной точ-
ки поворота. Для решения задачи (18), согласно методу регуляризации, кроме переменной
τ(x, ε) введём регуляризирующие функции

σ(t, ε) = eQ
t
0/ε, σi(t, ε) =

t∫

0

e−Qt
s/εs−1+(i+1)/n ds, i = 0, p − 1, p = m+ n− 1,

где Qt
s =
∫ t
s q(s1) ds1. Дополнительные регуляризирующие функции σi(t, ε) учитывают тот

факт, что образ оператора A(t), u(x, t) �→ q(t)u(x, t), не совпадает со всем пространством
C∞(R× [0, T ]), а лежит в его подподпространстве, образованном функциями, обращающими-
ся в нуль с порядком m/n при t = 0.

Кроме того, параболический пограничный слой вблизи границы x = 0 для краевой задачи
на полуоси порождает дополнительный сингулярный по ε регуляризирующий оператор G,
a(x, t) �→ G(a(x, t)), действующий по правилу

G(a(x, t)) = e−Qt
0/ε

2√
π

∞∫

τ/(2
√
t)

a

(

x, t− τ2

4ξ2

)

e−ξ2 dξ ≡ e−Qt
0/εF (a(x, t)) ≡ σF (a(x, t)).

Ранее в методе регуляризации такой оператор для описания пограничного слоя не встречался.
Только с помощью этого оператора удалось адекватно описать параболический пограничный
слой вблизи границы x = 0. Отметим, что хотя указанный сингулярный оператор и каждая из
введённых ранее регуляризирующих функций призваны выделять нерегулярную зависимость
решения задачи (17) от малого параметра ε, главной в этом подходе остаётся идея метода
регуляризации – описание нерегулярной зависимости от ε через спектр предельного оператора
в виде функции e−Qt

0/ε.
Свойства оператора F (a(x, t)) описаны в приложении (см. п. 2.5). Оператор F (·) перево-

дит любую гладкую функцию a(x, t) в решение следующей задачи:

Ft(a(x, t)) − Fττ (a(x, t)) = 0,

F (a(x, t))|t=0 = 0, F (a(x, t))|τ=0 = a(x, t).

Заметим, что точка ε = 0 для функции F (a(x, t)) после сужения на её τ(x, ε) является
существенно особой.

Решение задачи (18) будем искать в пространстве E безрезонансных решений. Элементы
из E имеют вид

u(x, t, σ, σi) = X(x, t)σ +

p−1∑

i=0

Zi(x, t)σi + σF (a(x, t)) +W (x, t),

где функции X(x, t), Zi(x, t), a(x, t), W (x, t) принадлежат классу C∞(R × (0, T ])
⋂

C(R ×
× [0, T ]).

Учитывая распределение параметра ε в задаче (18), её решение будем искать в виде ряда
по ε :

u(x, t, σ, σi, ε) =
∞∑

k=−1

εk
(

Xk(x, t)σ +

p−1∑

i=0

Zi
k(x, t)σi +Wk(x, t)

)

+
∞∑

k=−1

ε(k−1)/2G(a(k−1)/2(x, t)).
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Подставив это представление в задачу (18) и выделив слагаемые при регуляризирующих
функциях и степенях ε, получим серию итерационных задач относительно функций Xk(x, t),
Zi
k(x, t, ), ak(x, t), Wk(x, t) в виде систем:

Ẋk = p(x)X ′′
k−1, Żi

k = p(x)Zi′′
k−1, i = 0, p − 1,

q(t)Wk = f(x, t)δ0k − Ẇk−1 −
p−1∑

i=0

Zi
k−1t

−1+(i+1)/n + p(x)W ′′
k−2,

Ft(a(k−1)/2(x, t)) − Fττ (a(k−1)/2(x, t)) =

= 2
√

p(x)Fτ (a
′
(k−2)/2(x, t)) −

p′(x)

2
√

p(x)
Fτ (a(k−2)/2(x, t)) + p(x)F (a′′(k−3)/2(x, t)),

uk(x, 0, τ)|τ=τ(x,ε) = ϕ(x)δ0k, uk(0, t, 0) = ψ(t)δ0k, k = −1, 0, 1, . . . (19)

Если k − 1 < −1, (k − i)/2 < −1, i = 2, 3, то член с этим индексом равен нулю.
Чтобы решить итерационные задачи (19), докажем теоремы 5 и 6 о нормальной разреши-

мости системы
Xt(x, t) = h1(x, t),

Zi
t = hi2(x, t), i = 0, p − 1,

Ft(a(x, t)) − Fττ (a(x, t)) = F (h3(x, t)),

q(t)W = h4(x, t) (20)

в пространстве E. В теоремах 5 и 6 при выполнении разных исходных предположений (слу-
чаи 1 и 2) получены необходимые и достаточные условия разрешимости системы (20).

Теорема 5 (разрешимость, случай 1). Пусть у системы (20) функции h1(x, t), hi2(x, t),
i = 0, p − 1, и h3(x, t) принадлежат классу C∞(R× (0, T ])

⋂
C(R× [0, T ]), а функция h4(x, t)

принадлежит классу C∞(R× [0, T ]).
Тогда система (20) разрешима в пространстве E, если и только если имеют место

тождества h3(x, t) ≡ 0 и

∂kh4(x, 0)

∂tk
= 0 при всех k = 0, [m/n]. (21)

Доказательство. Необходимость. Решения первых двух уравнений системы (20) запи-
шутся в виде

X(x, t) =

t∫

0

h1(x, s) ds +X(x, 0),

Zi(x, t) =

t∫

0

hi2(x, s) ds + Zi(x, 0), i = 0, p− 1.

Так как TF (a(x, t)) = Ft(a(x, t)) − Fττ (a(x, t)) ≡ 0 для любой гладкой функции a(x, t), то

F (h3(x, t)) =
2√
π

∞∫

τ/(2
√
t)

h3

(

x, t− τ2

4ξ2

)

e−ξ2 ds ≡ 0 для всех τ ∈ R+. (22)

Положив τ = 0, по свойству оператора F получим, что h3(x, t) ≡ 0.
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Рассмотрим последнее уравнение

q(t)W (x, t) = h4(x, t) (23)

системы (20). Разложим функцию h4(x, t) по формуле Маклорена в точке t = 0:

h4(x, t) = h4(x, 0) + t
∂h4(x, 0)

∂t
+ . . . +

1

[m/n]!
t[m/n]∂

[m/n]h4(x, 0)

∂t[m/n]
+ t[m/n]+1h4(x, t),

где h4(x, 0) �= 0. Тогда уравнение (23) принимает вид

q(t)W (x, t) = h4(x, 0) + t
∂h4(x, 0)

∂t
+ . . . +

1

[m/n]!
t[m/n]∂

[m/n]h4(x, 0)

∂t[m/n]
+ t[m/n]+1h4(x, t).

Так как оно имеет решение, то необходимо

h4(x, 0) = 0,
∂h4(x, 0)

∂t
= 0, . . . ,

∂[m/n]h4(x, 0)

∂t[m/n]
= 0.

Отсюда следует, что

W (x, t) = t1−{m/n} h4(x, t)

b(t)
,

здесь h4(x, t)/b(t) ∈ C∞(R× [0, T ]).
Достаточность. Пусть выполнены тождества из заключения теоремы.
В силу первого из них уравнение Ft(a(x, t)) − Fττ (a(x, t)) = 0 имеет решение при любой

гладкой функции a(x, t) вследствие свойств оператора F (·).
Уравнение q(t)W (x, t) = h4(x, t) в силу тождеств (21) принимает вид

q(t)W (x, t) = t[m/n]+1h4(x, t).

Отсюда W (x, t) = t1−{m/n}h4(x, t)/b(t).
Решение системы (20) в пространстве E запишется в виде

u(x, t) =

( t∫

0

h1(x, s) ds +X(x, 0)

)

σ +

p−1∑

i=0

( t∫

0

hi2(x, s) ds + Zi(x, 0)

)

σi +

+G(a(x, t)) + t1−{m/n}h0(x, t),

где h0(x, t) = h4(x, t)/b(t), а a(x, t) – произвольная гладкая функция. Теорема доказана.
Теорема 6 (разрешимость, случай 2). Пусть у системы (20) функции h1(x, t), hi2(x, t),

i = 0, p − 1, и h3(x, t) принадлежат классу C∞(R × (0, T ])
⋂

C(R × [0, T ]) и выполняется
равенство h4(x, t) = t−s/nf(x, t), где f(x, t) ∈ C∞(R× [0, T ]), 1 � s � n− 1.

Тогда система (20) разрешима в пространстве E, если и только если имеют место
тождества h3(x, t) ≡ 0 и

∂kf(x, 0)

∂tk
= 0 для любого k = 0, [m/n], если 0 � s

n
+

{
m

n

}

� 1,

∂kf(x, 0)

∂tk
= 0 для любого k = 0, [m/n] + 1, если

s

n
+

{
m

n

}

> 1.
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Доказательство. Необходимость. Решения первых двух уравнений системы (20) запи-
шутся в виде

X(x, t) =

t∫

0

h1(x, s) ds +X(x, 0),

Zi(x, t) =

t∫

0

hi2(x, s) ds + Zi(x, 0), i = 0, p− 1.

По той же причине, что и в доказательстве теоремы 5, имеет место тождество (22). Положив
в нём τ = 0, по свойству оператора F получим h3(x, t) ≡ 0.

Рассмотрим уравнение (23). При решении этого уравнения могут представиться только две
возможности: а) и б).

a) Выполняется двойное неравенство 0 < s/n + {m/n} � 1. Тогда возьмём k = [m/n] и
разложим функцию f(x, t) по формуле Маклорена в точке t = 0 до порядка [m/n]. Получим

tm/nb(t)W (x, t) = t−s/n

(

f(x, 0) + t
∂f(x, 0)

∂t
+ . . . +

t[m/n]

[m/n]!

∂[m/n]f(x, 0)

∂t[m/n]
+ t[m/n]+1f(x, t)

)

,

где f(x, 0) �= 0. Отсюда следует, что

W (x, t) = t1−(s/n+{m/n}) f(x, t)

b(t)
,

где f(x, t)/b(t) ∈ C∞(R× [0, T ]).
б) Выполняется неравенство s/n+ {m/n} > 1. Тогда возьмём k = [m/n] + 1 и разложим

функцию f(x, t) по формуле Маклорена в точке t = 0 до порядка [m/n] + 1. Получим

tm/nb(t)W (x, t) = t−s/n

(

f(x, 0)+ t
∂f(x, 0)

∂t
+ . . .+

t[m/n]+1

([m/n] + 1)!

∂[m/n]+1f(x, 0)

∂t[m/n]+1
+ t[m/n]+2f(x, t)

)

,

где f(x, 0) �= 0. Отсюда следует, что

W (x, t) = t1−{s/n+{m/n}} f(x, t)

b(t)
,

здесь f(x, t)/b(t) ∈ C∞(R× [0, T ]).
Достаточность. Решение системы (20) в пространстве E запишется в виде

u(x, t) =

( t∫

0

h1(x, s) ds +X(x, 0)

)

σ +

p−1∑

i=0

( t∫

0

hi2(x, s) ds + Zi(x, 0)

)

σi +

+G(a(x, t)) + t1−{s/n+{m/n}}h0(x, t),

где h0(x, t) = h4(x, t)/b(t), а a(x, t) – произвольная гладкая функция. Теорема доказана.
Согласно приведённому выше замечанию представления для функции W (x, t) в случаях

а) и б) можно записать одной формулой, если воспользоваться приведённым там выражением
для их первого сомножителя.

Теорема 7 (единственность). Пусть выполнены условия теоремы 5 или теоремы 6. Тогда
задача

Xt(x, t) = 0,

Zi
t(x, t) = 0, i = 0, p − 1,
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TF (a(x, t)) ≡ Ft(a(x, t)) − Fττ (a(x, t)) = 0,

q(t)W (x, t) = 0,

u(x, 0, τ)|τ=τ(x,ε) = 0, u(0, t, 0) = 0 (24)
имеет только нулевое решение, если выполнены условия

2
√

p(x)Fτ (ax(x, t))−
p′(x)

2
√

p(x)
Fτ (a(x, t)) = 0 и Zi(0, t) = 0, i = 0, p − 1.

Доказательство. Согласно теоремам 5 или 6 решение задачи (24) имеет вид

u(x, t) = X(x)σ +

p−1∑

i=0

Zi(x)σi +G(a(x, t)).

Подчиним его краевому и начальному условиям, предварительно произведя сужение на регу-
ляризирующие функции

u(x, 0) = X(x) ≡ 0,

u(0, t, 0) =

p−1∑

i=0

Zi(0)σi(t, ε) + e−Qt
0/εa(0, t) = 0.

Отсюда вытекает, что

a(0, t) = −
p−1∑

i=0

Zi(0)

t∫

0

eQ
s
0/εs−1+(i+1)/n ds. (25)

Используя представление оператора F (·) из условия теоремы, получаем уравнение относи-
тельно функции a(x, t) :

∂

∂τ

∞∫

τ/(2
√
t)

[

2
√

p(x)ax

(

x, t− τ2

4ξ2

)

− p′(x)

2
√

p(x)
a

(

x, t− τ2

4ξ2

)]

e−ξ2 dξ = 0.

Отсюда следует, что
∞∫

τ/(2
√
t)

[

2
√

p(x)ax

(

x, t− τ2

4ξ2

)

− p′(x)

2
√

p(x)
a

(

x, t− τ2

4ξ2

)]

e−ξ2 dξ = C(x, t)

для любых τ. Устремив τ к ∞, видим, что C(x, t) ≡ 0. Положив τ = 0, получим уравнение

2
√

p(x)ax(x, t)−
p′(x)

2
√

p(x)
a(x, t) = 0,

из которого найдём

a(x, t) = a(0, t) 4

√
p(x)

p(0)
.

Учитывая равенство (25), будем иметь

a(x, t) = − 4

√
p(x)

p(0)

p−1∑

i=0

Zi(0)

t∫

0

eQ
s
0/εs−1+(i+1)/n ds.

Так как Zi(0) = 0, i = 0, p − 1, то a(0, t) = 0, а значит, a(x, t) ≡ 0.Следовательно, u(x, t) ≡ 0.
Теорема доказана.
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2.3. Решение итерационных задач. Используя теоремы 5–7, решим итерационные за-
дачи (19). Напомним, что функции X(x, t, ε), Zi(x, t, ε), W (x, t, ε) разлагаются по целым
степеням εk, а a(x, t, ε) – по степеням (

√
ε)k. Так как функция f(x, t) не удовлетворяет

теореме о точечной разрешимости уравнения q(t)W (x, t) = f(x, t), то разложение решения
начинается с ε−1.

Система (19) в этом случае принимает вид

(ε−1) :

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

Ẋ−1 = 0, Żi
−1 = 0, i = 0, p − 1,

q(t)W−1 = 0,

Ḟ (a−1(x, t))− Fττ (a−1(x, t)) = 0,

u−1(x, 0, τ) = 0, u−1(0, t, 0) = 0.

Следовательно, X−1(x, t) = X−1(x), W−1(x, t) ≡ 0, Zi
−1(x, t) = Zi

−1(x), a−1(x, t) – произволь-
ные функции.

В силу начальных и краевых условий находим

u−1(x, 0, τ) ≡ X−1(x) ≡ 0,

u−1(0, t, 0) =

p−1∑

i=0

Zi
−1(0)σi(t, ε) + e−Qt

0/εa−1(0, t) = 0.

Отсюда вытекает, что

a−1(0, t) = −
p−1∑

i=0

Zi
−1(0)

t∫

0

eQ
s
0/εs−1+(i+1)/n ds.

Чтобы определить неизвестные функции Zi
−1(x) и a−1(x, t), рассмотрим следующую ите-

рационную задачу на шаге k = −1/2.
Система (19) в этом случае имеет вид

(
√
ε
−1

) : T (F (a−1/2(x, t))) = 2
√

p(x)Fτ (a
′
−1(x, t))−

p′(x)

2
√

p(x)
Fτ (a−1(x, t)),

где T = ∂/∂t − ∂2/∂τ2. Отсюда, так как T (F (a−1/2(x, t))) ≡ 0, получаем уравнение относи-
тельно a−1(x, t), т.е.

∂

∂τ
F

(

2
√

p(x)a′−1(x, t)−
p′(x)

2
√

p(x)
a−1(x, t)

)

= 0,

а значит,

F

(

2
√

p(x)a′−1(x, t) −
p′(x)

2
√

p(x)
a−1(x, t)

)

= C(x, t),

где C(x, t) – произвольная функция.
Из свойств оператора F (·) следует, что F (·) → 0 при τ → ∞. Поэтому C(x, t) ≡ 0.

Положив τ = 0, получим уравнение

2
√

p(x)a′−1(x, t)−
p′(x)

2
√

p(x)
a−1(x, t) = 0,

из которого найдём, что

a−1(x, t) =
4

√
p(x)

p(0)
a−1(0, t).
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Таким образом,

a−1(x, t) = − 4

√
p(x)

p(0)

p−1∑

i=0

Zi
−1(0)

t∫

0

eQ
s
0/εs−1+(i+1)/n ds.

Функция a−1/2(x, t) на данном итерационном шаге произвольная. Для определения Zi
−1(0)

рассмотрим систему (19) на нулевом шаге (ε0). В этом случае система (19) имеет вид

(ε0) :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ẋ0 = 0, Żi
0 = p(x)(Zi

−1)
′′, i = 0, p − 1,

q(t)W0 = f(x, t)−
p−1∑

i=0

Zi
−1(x)t

−1+(i+1)/n,

T (F (a0(x, t))) = Fτ

(

2
√

p(x)a′−1/2(x, t)−
p′(x)

2
√

p(x)
a−1/2(x, t)

)

+

+ p(x)F (a′′−1(x, t)),

u0(x, 0, τ) = X0(x) +W0(x, 0) = ϕ(x),

u0(0, t, 0) = e−Qt
0/εX0(0) +

p−1∑

i=0

Zi
0(0, t)σi(t, ε) +

+W0(0, t) + e−Qt
0/εa0(0, t) = ψ(t).

(26)

Подчиним правую часть уравнения для W0(x, t) условиям теоремы о точечной разреши-
мости. Для этого разложим функцию f(x, t) из его правой части по формуле Маклорена в
точке t = 0 до порядка [m/n] + 1:

q(t)W0(x, t) = f(x, 0) + t
∂f(x, 0)

∂t
+ . . . +

t[m/n]

[m/n]!

∂[m/n]f(x, 0)

∂t[m/n]
+

+ t[m/n]+1f0(x, t)−
p−1∑

i=0

Zi
−1(x)t

−1+(i+1)/n,

где f0(x, 0) �= 0. Положим

Zi
−1(x) =

1

j!

∂jf(x, 0)

∂tj
, если i = n(j + 1)− 1, j = 0, [m/n];

Zi
−1(x) ≡ 0, если i �= n(j + 1)− 1, i = 0, p − 1.

Тогда

W0(x, t) =
1

q(t)

(

f(x, t)−
[m/n]∑

j=0

1

j!

∂jf(x, 0)

∂tj
tj
)

= t1−{m/n}f0(x, t).

После определения функций Zi
−1(x) решение u−1(x, t, τ) находится на “−1”-м итерацион-

ном шаге и после сужения имеет вид

u−1(x, t) =

[m/n]∑

j=0

1

j!

∂jf(x, 0)

∂tj
σn(j+1)−1(t, ε) +G(a−1(x, t)),

или

u−1(x, t) =

[m/n]∑

j=0

1

j!

[
∂jf(x, 0)

∂tj
σn(j+1)−1(t, ε)− 4

√
p(x)

p(0)
e−Qt

0/εF

( t∫

0

eQ
s
0/εsn(j+1)−1 ds

)
∂jf(0, 0)

∂tj

]

.
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Используя свойство оператора F (·), представим решение u−1(x, t) в виде

u−1(x, t) =

[m/n]∑

j=0

1

j!

[
∂jf(x, 0)

∂tj
− 4

√
p(x)

p(0)

∂jf(0, 0)

∂tj
erfc

(
τ(x, ε)

2
√
t

)]

σn(j+1)−1(t, ε) +O(ε∞),

где O(ε∞) – асимптотический нуль (функция, которая при ε → +0 убывает быстрее, чем
любая натуральная степень ε).

Решения уравнений системы (26) имеют вид

X0(x, t) = X0(x),

Zi
0(x, t) = p(x)

1

j!

∂jfxx(x, 0)

∂tj
t+ Zi

0(x, 0), i = n(j + 1)− 1, j = 0, [m/n],

Zi
0(x, t) = Zi

0(x), i �= n(j + 1)− 1, j = 0, [m/n],

W0(x, t) = t1−{m/n}f0(x, t).

Функции Zi
0(x, 0), i = n(j + 1)− 1, j = 0, [m/n], на данный момент не известны.

Решим уравнение относительно a−1/2(x, t). Так как T (F (a0(x, t))) ≡ 0, то

∂

∂τ

∞∫

τ/(2
√
t)

(

2
√

p(x)a′−1/2 −
p′(x)

2
√

p(x)
a−1/2

)(

x, t− τ2

4ξ2

)

e−ξ2 dξ =

= −p(x)

∞∫

τ/(2
√
t)

a′′−1

(

x, t− τ2

4ξ2

)

e−ξ2 dξ.

Отсюда следует, что

∞∫

τ/(2
√
t)

(

2
√

p(x)a′−1/2 −
p′(x)

2
√

p(x)
a−1/2

)(

x, t− τ2

4ξ2

)

e−ξ2 dξ =

= 2
√
tp(x)

∞∫

τ/(2
√
t)

e−ξ2

ξ∫

τ/(2
√
t)

a′′−1

(

x, t− s2t

ξ2

)

ds dξ.

Положив τ = 0, получим уравнение

2
√

p(x)a′−1/2(x, t)−
p′(x)

2
√

p(x)
a−1/2(x, t) = 2

√
tp(x)

∞∫

0

e−ξ2

ξ∫

0

a′′−1

(

x, t− s2t

ξ2

)

ds dξ,

решение которого имеет вид

a−1/2(x, t) =
√
t 4
√
p(x)

x∫

0

4
√

p(s1)
3

∞∫

0

e−ξ2

ξ∫

0

a′′−1

(

s1, t−
s2t

ξ2

)

ds dξ ds1,

так как G(a−1/2(x, t))

∣
∣
∣
∣
τ=0
x=0

= e−Qt
0/εa−1/2(0, t) = 0.
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Из начальных условий для u0(x, t, τ) вытекают равенства

u0(x, 0, τ) = X0(x) = ϕ(x).

Таким образом, на шаге k = 0 функция u−1/2(x, t, τ) определена. С учётом свойств оператора
F (·) решение u−1/2(x, t, τ) после сужения может быть представлено в виде

u−1/2(x, t, τ(x, ε)) = e−Qt
0/εF (a−1/2(x, t)) = e−Qt

0/εa−1/2(x, t) erfc

(
τ(x, ε)

2
√
t

)

+O(ε∞).

Функция a0(x, t) на данном итерационном шаге произвольная.
Для определения функций Zi

0(x, t) необходимо рассмотреть систему на итерационном шаге
“ k = 1 ”, а для определения функций a0(x, t) – систему на шаге “ k = 1/2 ”.

На нулевом итерационном шаге решение u0(x, t, τ) после сужения имеет вид

u0(x, t, τ(x, ε)) = e−Qt
0/εϕ(x) +

p−1∑

i=0

Zi
0(x, t)σi(t, ε) +G(a0(x, t)) + t1−{m/n}f0(x, t).

Подчиним u0(x, t, τ) краевому условию

u0(0, t, 0) = e−Qt
0/εϕ(0) +

p−1∑

i=0

Zi
0(0, t)σi(t, ε) + t1−{m/n}f0(0, t) + e−Qt

0/εa0(0, t) = ψ(t).

Отсюда следует, что

a0(0, t) = eQ
t
0/ε(ψ(t)− t1−{m/n}f0(0, t)) − ϕ(0) −

p−1∑

i=0

Zi
0(0, t)

t∫

0

eQ
s
0/εs−1+(i+1)/n ds.

На шаге “ k = 1/2 ”, так как T (F (a1/2(x, t))) ≡ 0, получаем уравнение

∂

∂τ

∞∫

τ/(2
√
t)

(

2
√

p(x)a′0−
p′(x)

2
√

p(x)
a0

)(

x, t− τ2

4ξ2

)

e−ξ2 dξ+p(x)

∞∫

τ/(2
√
t)

a′′−1/2

(

x, t− τ2

4ξ2

)

e−ξ2 dξ = 0,

решение которого имеет вид

a0(x, t) =
√
t 4
√

p(x)

x∫

0

4
√

p(s1)

∞∫

0

e−ξ2

ξ∫

0

a′′−1/2

(

s1, t−
s2t

ξ2

)

ds dξ ds1 +
4

√
p(x)

p(0)
a0(0, t).

Чтобы найти функции Zi
0(x, t), рассмотрим уравнение для W1(x, t) на шаге “ k = 1 ”:

q(t)W1(x, t) = −t−{m/n}f0(x, t)−
p−1∑

i=0

Zi
0(x, t)t

−1+(i+1)/n, (27)

где f0(x, t) определяется из соотношения

∂(t1−{m/n}f0(x, t))

∂t
= t−{m/n}f0(x, t) + t1−{m/n} ∂f0(x, t)

∂t
= t−{m/n}f0(x, t).

Регуляризируем правую часть уравнения (27). Для этого разложим функцию f0(x, t) в
точке t = 0 по формуле Маклорена до порядка k. Значение k зависит от того, какое из
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неравенств выполняется: 2{m/n} � 1 или 2{m/n} > 1. Величину k можно выразить одной
формулой k = [m/n+ {m/n}] = [[m/n] + 2{m/n}]. Тогда уравнение примет вид

q(t)W1(x, t) = −t−{m/n}
(

f0(x, 0) + t
∂f0(x, 0)

∂t
+ · · ·+ tk

k!

∂kf0(x, 0)

∂tk
+ tk+1f1(x, t)

)

−

−
p−1∑

i=0

Zi
0(x, t)t

−1+(i+1)/n.

Положим

Zi
0(x, 0) = − 1

j!

∂jf0(x, 0)

∂tj
, i = n(j + 1)− 1− n{m/n}, j = 1, [m/n + {m/n}];

Zi
0(x, 0) = 0, i �= n(j + 1)− 1− n{m/n}, i = 0, p − 1.

Поэтому

W1(x, t) = − 1

q(t)

(

t−{m/n}f0(x, t) +

p−1∑

i=0

Zi
0(x, t)t

−1+(i+1)/n

)

= t{1−{2{m/n}}}f1(x, t).

Таким образом, окончательно найдены слагаемые для решения на нулевом итерацион-
ном шаге:

Zi
0(x, t) = p(x)

1

j!

∂jfxx(x, 0)

∂tj
t, i = (j + 1)n − 1, j = 0, [m/n];

Zi
0(x) = − 1

j!

∂jf0(x, 0)

∂tj
, i = n(j + 1)− 1− n{m/n}, j = 1, [m/n + {m/n}];

Zi
0(x) = 0 в остальных случаях.

На этом шаге итерации после ограничения решения на τ(x, ε) получаем главный член ре-
гуляризованной асимптотики решения краевой задачи на полуоси для параболического урав-
нения

uгл =
1

ε

[m/n]∑

j=0

[
1

j!

(
∂jfxx(x, 0)

∂tj
σn(j+1)−1(t, ε) −

− 4

√
p(x)

p(0)
e−Qt

0/εF

( t∫

0

eQ
s
0/εsn(j+1)−1 ds

)
∂jfxx(0, 0)

∂tj

)]

+

+
1√
ε
e−Qt

0/εF (a−1/2(x, t)) + e−Qt
0/εϕ(x) +

[m/n]∑

j=0

1

j!

(

p(x)
∂jfxx(x, 0)

∂tj
t

)

σn(j+1)−1(t, ε) −

−
[m/n+{m/n}]∑

j=0

1

j!

∂jf0(x, 0)

∂tj
σn(j+1)−1−n{m/n}(t, ε) + e−Qt

0/εF (a0(x, t)) + t1−{m/n}f0(x, t).

Используя свойства оператора F (·) (см. лемму 3), главный член uгл регуляризованной асимп-
тотики представим в виде

uгл =
1

ε

[m/n]∑

j=0

[
1

j!

(
∂jfxx(x, 0)

∂tj
− 4

√
p(x)

p(0)

∂jfxx(0, 0)

∂tj
erfc

(
τ(x, ε)

2
√
t

))

σn(j+1)−1(t, ε)

]

+
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+
1√
ε
e−Qt

0/εa−1/2(x, t) erfc

(
τ(x, ε)

2
√
t

)

+ e−Qt
0/εϕ(x) +

+

[m/n]∑

j=0

1

j!

(

p(x)
∂jfxx(x, 0)

∂tj
t

)

σn(j+1)−1(t, ε)−
[m/n+{m/n}]∑

j=0

1

j!

∂jf0(x, 0)

∂tj
σn(j+1)−1−n{m/n}(t, ε) +

+ e−Qt
0/εa0(x, t) erfc

(
τ(x, ε)

2
√
t

)

+ t1−{m/n}f0(x, t) +O(ε∞).

Здесь

erfc (τ(x, ε)/(2
√
t)) =

2√
π

∞∫

τ(x,ε)/(2
√
t)

e−ξ2 dξ.

По данной схеме можно определить любой член асимптотического регуляризованного ряда.
2.4. Оценка остаточного члена. Пусть

u(x, t, ε) = e−Qt
0/ε

N∑

k=0

εkXk(x, t) +

p−1∑

i=0

σi(t, ε)

N∑

k=−1

εkZi
k(x, t) +

+

2N+1∑

k=−1

√
ε
k−1

G(a(k−1)/2(x, t)) +

N∑

k=0

εkWk(x, t) + εN+1RN (x, t, ε). (28)

Подставив представление (28) в задачу (18), получим задачу для остаточного члена:

ε
∂Rn(x, t)

∂t
− ε2p(x)

∂2RN (x, t)

∂x2
+ q(t)RN = H(x, t, ε),

RN (x, 0, ε) = 0, RN (0, t, ε) = 0, (29)

здесь H(x, t, ε) = −H1(x, t) + εH2(x, t, ε), где

H1(x, t, ε) = ẆN − p(x)W ′′
N−1 +

p−1∑

i=0

t−1+(i+1)/nZi
N = −q(t)WN+1(x, t),

H2(x, t, ε) = e−Qt
0/εp(x)X ′′

N + p(x)

p−1∑

i=0

Zi
N
′′σi(t, ε) + p(x)W ′′

N + p(x)G(a′′N ).

В силу оценок сингулярных интегралов и условий задачи (17) для правой части уравне-
ния (29) имеет место оценка

|H(x, t, ε)| = | −H2(x, t) + εH1(x, t, ε)| < C = const.

Оценка остатка основана на принципе максимума для параболических задач [11]. Этот
принцип используется в той форме общности, которой нам будет достаточно для оценки оста-
точного члена. Классическое решение задачи (29) – это функция RN (x, t, ε), непрерывная в
QT = R+ × [0, T ]× (0, ε0], имеющая непрерывные производные ∂RN/∂t, ∂RN/∂x, ∂2Rn/∂x

2

во внутренних точках QT и удовлетворяющая уравнению (29) всюду в QT и при t = 0 на-
чальным условиям в R+ × (0, ε0].

Теорема 8. Пусть для задачи (29) выполнены предположения 1◦)– 3 ◦) и 7 ◦) задачи (17),
тождество RN (x, 0, ε) = 0 и неравенство |H(x, t, ε)| < C с некоторой постоянной C.

Тогда существует постоянная M такая, что |RN (x, t, ε)| � M при всех (x, t, ε) ∈ R+ ×
× [0, T ] × (0, ε0].
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Доказательство проведём в два этапа.
Этап 1. Пусть для функции u(x, t, ε) в области DL = [0, L] × [0, T ] × (0, ε0] выполнены

неравенства

L(u) ≡ ε
∂u

∂t
− ε2p(x)

∂2u

∂t2
+ q(t)u � 0,

u(0, t, ε) � 0, u(x, 0, ε) � 0,

u(x, t, ε) > −μ(xr + 1), μ > 0.

Рассмотрим функцию w = u+ eαt/ε2μLr−2β(x2 + kt)β , 2β > r. Тогда

L(w) = L(u) + 2μ

L2β−r
L(eαt/ε(x2 + kt)β) =

2μ

L2β−r
L(eαt/ε(x2 + kt)β).

Вычислим и оценим L(eαt/ε(x2 + kt)β). Имеем

L(eαt/ε(x2 + kt)β) = eαt/ε(x2 + kt)β−2[(α + q(t))(x2 + kt)2 +

+ εβk(x2 + kt)− ε2p(x)(2β(x2 + kt) + 4x2β(β − 1))] �
� eαt/ε(x2 + kt)β−2[(α+ q(t))(x2 + kt)2 + εβk(x2 + kt)−

− ε2M2(x
2 + 1)(2β(x2 + kt) + 4x2β(β − 1))] �

� eαt/ε(x2 + kt)β−1[α(x2 + kt) + εβk − ε2M2(x
2 + 1)2β(2β − 1)],

где M2 – постоянная из предположения 7◦) в постановке задачи (17).
i) При |x| � 1 справедливо неравенство

L(w) � 2μ

L2β−r
eαt/ε(x2 + kt)β−1[α(x2 + kt) + εβk − ε2M2(x

2 + 1)2β(2β − 1)] �

� 2μ

L2β−r
eαt/ε(x2 + kt)β [α− ε28M2β

2] � 0,

если α > ε208M2β
2.

ii) При 0 < |x| < 1 выполняется неравенство

L(w) � 2μ

L2β−r
eαt/ε(x2 + kt)β−1[α(x2 + kt) + εβk − ε2M2(x

2 + 1)2β(2β − 1)] �

� 2μ

L2β−r
eαt/ε(x2 + kt)β−1(εβk − 8ε2M2β

2) � 0,

если k > ε08M2β.
Оценим функцию w(x, t, ε) на границе области DL :

w(x, 0, ε) = 2μ
x2β

L2β−r
� 0,

w(0, t, ε) =
2μ

L2β−r
eαt/ε(kt)β � 0,

w(L, t, ε) = u+
2μ

L2β−r
eαt/ε(L2 + kt)β � −μ(Lr + 1) +

2μ

L2β−r
eαt/ε(L2 + kt)β �

� −μ(Lr + 1) + 2μLr = μ(Lr − 1) � 0.

Следовательно, если L(w) � 0, то w � 0 в DL. Другими словами,

w = u+ eαt/ε
2μ

L2β−r
(x2 + kt)β � 0.

Устремляя L к бесконечности, получаем, что u � 0 для всех x ∈ R+.
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Этап 2. Рассмотрим функцию u = ±RN + Ct/ε :

L(u) = ±H + C +
q(t)Ct

ε
� 0.

Отсюда получаем u = ±RN + Ct/ε � 0, а значит,

|RN | � Ct

ε
.

Запишем остаток в виде RN = uN+1 + εRN+1. Тогда |RN | � |uN+1| + εCt/ε � M. Следова-
тельно,

∣
∣
∣
∣u−

N∑

k=−1

uk

∣
∣
∣
∣ � εN+1M.

Теорема доказана.
2.5. Приложение.
Лемма 1. Для всех z > 0 справедливо неравенство

erfc (z) = (2/
√
π)

∞∫

z

e−ξ2 dξ <
√
2e−z2/2.

Действительно,

erfc (z) =
2√
π

∞∫

z

e−ξ2/2−ξ2/2 dξ � 2√
π
e−z2/2

∞∫

z

e−ξ2/2 dξ � e−z2/2 2√
π

∞∫

0

e−s2/2 ds =
√
2e−z2/2.

Лемма 2. Для любой функции ψ(t) ∈ C[0, T ] верна оценка

|F (ψ(t))| = 2√
π

∞∫

x/(2ε
√
t)

∣
∣
∣
∣ψ

(

t− x2

4ε2ξ2

)∣
∣
∣
∣e

−ξ2 dξ � M,

где M = ‖ψ‖C .
Если x/(2ε

√
t) � ξ < +∞, то t − x2/(4ε2ξ2) ∈ [0, t] ⊆ [0, T ]. Так как функция ψ(t)

непрерывна по условию, то |ψ(t)| � M = ‖ψ‖C при всех t ∈ [0, T ]. Поэтому

|F (ψ(t))| � 2√
π

∞∫

x/(2ε
√
t)

∣
∣
∣
∣ψ

(

t− x2

4ε2ξ2

)∣
∣
∣
∣e

−ξ2 dξ � M
2√
π

∞∫

0

e−ξ2 dξ = M.

Лемма 3. Для любой функции ψ(t) ∈ C[0, T ] верна оценка

F (ψ(t)) = ψ(t)
2√
π

∞∫

x/(2ε
√
t)

e−ξ2 dξ +O(ε∞)

при ε → 0 для всех x ∈ [δ,+∞), где δ > 0.
Примем во внимание результаты лемм 1 и 2 и представление

F (ψ(t)) = ψ(t)
2√
π

∞∫

x/(2ε
√
t)

e−ξ2 dξ +
2√
π

∞∫

x/(2ε
√
t)

(

ψ

(

t− x2

4ε2ξ2

)

− ψ(t)

)

e−ξ2 dξ.
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Оценим модуль второго слагаемого в правой части этого равенства:

2√
π

∣
∣
∣
∣

∞∫

x/(2ε
√
t)

(

ψ

(

t− x2

4ε2ξ2

)

− ψ(t)

)

e−ξ2 dξ

∣
∣
∣
∣ � 2M

2√
π

∞∫

x/(2ε
√
t)

e−ξ2/2 dξ � 2
√
2Me−x2/(8ε2t),

где M = ‖ψ‖C . Отсюда при ε → 0 следует нужная оценка для всех x ∈ [δ,+∞), где δ > 0.
Лемма 4. Пусть оператор A(t) имеет собственное значение λ(t) = tra(t), Re a(t) < 0.

Тогда имеют место оценки

σk(t, ε) = O(ε) при ε → 0, t ∈ [δ, T ], δ > 0.

Так как Re a(t) < 0, то найдётся α > 0 такое, что Re a(t) � −α < 0. Поэтому

∣
∣
∣
∣

t∫

0

exp

(

−1

ε

t∫

s

λ(s1) ds1

)

s−1+(i+1)/n ds

∣
∣
∣
∣ �

t∫

0

exp

(

−1

ε

t∫

s

αsr1 ds1

)

s−1+(i+1)/n ds =

=

t∫

0

exp

(

−1

ε

α(tr+1 − sr+1)

r + 1

)

s−1+(i+1)/n ds =

= exp

(

−1

ε

α(tr+1)

r + 1

) t∫

0

exp

(
1

ε

α(sr+1)

r + 1

)

s−1+(i+1)/n ds =

= exp

(

−1

ε

α(tr+1)

r + 1

) t∫

0

exp

(
1

ε

α(sr+1)

r + 1

)

s−1+(i+1)/n ds =

= ε(i+1)/(n(r+1)) exp

(

−1

ε

α(tr+1)

r + 1

) t/ε1/(r+1)
∫

0

exp

(
α(ξr+1)

r + 1

)

ξ−1+(i+1)/n dξ.

Для асимптотической оценки получившегося выражения обозначим τ = t/ε1/(r+1), и пусть
τ → ∞. Для двух последних сомножителей оцениваемого выражения имеем

exp

(

−α(τ r+1)

r + 1

) τ∫

0

exp

(
α(ξr+1)

r + 1

)

ξ−1+(i+1)/n dξ ∼

∼ 1

ατ r
exp

(

−α(τ r+1)

r + 1

)

exp

(
α(τ r+1)

r + 1

)

τ−1+(i+1)/n =
τ−1+(i+1)/n

ατ r
=

1

ατ (p−i)/n
=

ε(p−i)/(n(r+1))

αt(p−i)/n
.

Учитывая первый сомножитель ε(i+1)/(n(r+1)), получаем ε(i+1)/(n(r+1))ε(p−i)/(n(r+1)) = ε.
Отсюда следует, что

exp

(

−1

ε

α(tr+1)

r + 1

) t∫

0

exp

(
1

ε

α(sr+1)

r + 1

)

s−1+(i+1)/n ds = O(ε) при ε → 0, t ∈ [δ, T ], δ > 0.

Теоремы 1 и 2 получены Ратниковой Т.А. в рамках выполнения государственного задания
Министерства образования и науки Российской Федерации (проект FSWF-2020-0022).
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Фактически изучаемая система имеет составной тип. Полученные свойства математически
строго отражают её физическую корректность и диссипативный характер квазигидроди-
намической регуляризации.
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Введение. Уравнения движения многокомпонентных смесей газов (или жидкостей) пред-
ставляют большой теоретический и прикладной интерес (см., в частности, [1–4]). В одноком-
понентном случае давно используются квазигазодинамическая (КГД) и более простая ква-
зигидродинамическая (КГидД) системы уравнений как регуляризованные системы уравнений
Эйлера и Навье–Стокса вязкого сжимаемого теплопроводного газа [5–7]. Для них справедливо
уравнение баланса энтропии с неотрицательным производством энтропии. Дополнительными
важными математическими свойствами этих систем являются их равномерная по Петровскому
параболичность и устойчивость решений линеаризованных систем, доказанные в [8–11].

Обобщения КГД и КГидД систем на случай бинарных смесей газов с различными плотно-
стями, скоростями и температурами в отсутствие потоков диффузии и химических реакций
даны в [6, 12]. Недавно построены соответствующие обобщения на практически важный слу-
чай гомогенных (с общими скоростью и температурой) смесей с одной общей или несколькими
регуляризующими скоростями, в том числе с учётом межфазного взаимодействия между со-
бой компонент смеси [13, 14]. Применение разностных методов, основанных на КГидД и КГД
системах для бинарных смесей с общей регуляризующей скоростью, хорошо зарекомендовало
себя в ряде задач компьютерного моделирования (см. в том числе [14–18]).

В данной работе изучается КГидД система уравнений гомогенной многокомпонентной га-
зовой смеси с общей регуляризующей скоростью при наличии потоков диффузии заданного
типа и в отсутствие химических реакций. Для неё выводится уравнение баланса суммарной
энтропии с неотрицательным производством энтропии (для КГидД систем при наличии пото-
ков диффузии это реализуется впервые). В случае бинарной (двухкомпонентной) смеси потоки
диффузии эквивалентны указанным в [1, гл. VI], но записаны изначально несколько иначе и
полностью; вывод уравнения баланса энтропии также реализован более наглядно и подробно.
Кроме того, новая форма записи потоков диффузии позволила дать обобщение на многоком-
понентный случай.

В отсутствие потоков диффузии сначала указывается на то, что можно записать замкну-
тую систему уравнений относительно суммарных плотности, газовой “постоянной” и удельной
теплоёмкости при постоянном объёме (для смесей две последние величины являются функ-
циями), а также общих скорости и температуре. Это может быть полезно как при анализе
свойств КГидД системы, так и при построении методов её численного решения.
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Затем, и это главное, выводится линеаризованная на постоянном решении КГидД систе-
ма уравнений, выполняется её приведение к симметричному виду и доказываются L2-дис-
сипативность решений соответствующей задачи Коши и их оценки. Строится также упрощён-
ная симметричная система уравнений для меньшего количества искомых функций с лучшими
свойствами и для неё доказываются L2-диссипативность решений соответствующей начально-
краевой задачи и их оценки. Устанавливается также вырождение (по отношению к плотностям
компонент смеси) свойства параболичности исходной КГидД системы. Оба свойства тесно свя-
заны и анализируются иным более компактным образом, чем это сделано в [8–10]. В этом
анализе существенную роль играет использование редуцированной КГидД системы, уравне-
ния которой разложены с точностью до квадрата модуля градиента решения, и новый способ
нормировки плотностей компонент. Оба свойства строго математически выражают физиче-
скую диссипативность КГидД регуляризации, играющую принципиальную роль в успехе её
применения.

Указанное вырождение свойства параболичности связано именно с использованием общей
регуляризующей скорости (точнее, суммарного давления) в уравнениях баланса плотности
компонент смеси. Более того, показывается, что фактически КГидД система уравнений в
отсутствие потоков диффузии, подобно системе уравнений Навье–Стокса сжимаемого газа,
имеет составной тип (а не параболический тип, как в однокомпонентном случае). Это обстоя-
тельство существенно для корректной постановки краевых условий для плотностей компонент
в начально-краевых задачах, а также для выбора способа дискретизации уравнений баланса
плотности компонент смеси.

1. Квазигидродинамическая система уравнений гомогенной газовой смеси с об-
щей регуляризующей скоростью и её следствия. Квазигидродинамическая система
уравнений гомогенной газовой смеси с общей регуляризующей скоростью состоит из уравнений
баланса массы компоненты, суммарного импульса и суммарной полной энергии:

∂tρα + div [ρα(u− ŵ) + dα] = 0, α = 1,K, (1)

∂t(ρu) + div [ρ(u− ŵ)
⊗

u] +∇p = divΠ + ρf , (2)

∂tE + div [(E + p)(u− ŵ)] = div (−q+Πu) + ρ(u− ŵ) · f +Q. (3)

Здесь основные искомые функции ρα > 0, u = (u1, . . . , un), θ > 0 – соответственно плотность
компоненты α, общие скорость и абсолютная температура смеси; число компонент K � 2.
Можно считать, что они зависят от x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n, где n = 1, 2, 3, и t � 0. Операторы
div и ∇ = (∂1, . . . , ∂n) берутся по x, а ∂t := ∂/∂t, ∂i := ∂/∂xi. Символы

⊗
и · обозначают

соответственно тензорное и скалярное произведения векторов, а дивергенция тензора берётся
по его первому индексу.

Компоненты смеси предполагаются совершенными политропными газами с уравнениями
состояния pα = Rαραθ и εα = cV αθ, где pα и εα – давление и удельная внутренняя энергия
компоненты α, с постоянными Rα > 0 и cV α > 0, α = 1,K. Суммарные плотность, давление,
удельная внутренняя энергия и полная энергия смеси задаются соответственно формулами

ρ = 〈ρα〉 :=
K∑

α=1

ρα, p = 〈pα〉 = Rρθ, ε =

〈
ρα
ρ
εα

〉

= cV θ, E =
1

2
ρ|u|2 + ρε (4)

с коэффициентами

R :=

〈
ρα
ρ
Rα

〉

, cV :=

〈
ρα
ρ
cV α

〉

. (5)

Здесь введена часто используемая в дальнейшем операция 〈 · 〉 суммирования по индексу α =
= 1,K. Вторая из формул (4) – это закон Дальтона для смесей. Подчеркнём, что R и cV
являются функциями, а не постоянными, в отличие от однокомпонентного случая (K = 1).
Отметим, что здесь функции Cα := ρα/ρ – массовые концентрации компонент смеси, которые
будут возникать и ниже.
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Тензор вязкости имеет вид Π = ΠNS + Πτ , а поток тепла – вид q = qF + qd. При этом
тензор вязкости Навье–Стокса и поток тепла Фурье задаются стандартными формулами

ΠNS = μ

[

∇u+ (∇u)т − 2

3
(divu)I

]

+ λ(divu)I, −qF = κ∇θ,

где ∇u = {∂iuj}ni,j=1, I – единичный тензор порядка n, а μ > 0, λ � 0 – коэффициенты
динамической и объёмной вязкости, κ > 0 – коэффициент теплопроводности (которые могут
зависеть от искомых функций). Общая регуляризующая скорость и регуляризующий тензор
вязкости в КГидД случае имеют вид

ŵ = τ

[

(u · ∇)u+
1

ρ
∇p− f

]

, Πτ = ρu
⊗

ŵ, (6)

где τ > 0 – параметр регуляризации, который может зависеть от искомых функций. Плотность
массовой силы f и мощность тепловых источников Q � 0 – заданные функции.

Представленная модель является регуляризованной системой уравнений Навье–Стокса
смеси вязких теплопроводных сжимаемых газов. Случай регуляризованных уравнений Эйле-
ра, когда физические коэффициенты вязкости и теплопроводности равны нулю, также допус-
кается: тогда подразумевается использование искусственных коэффициентов μ, λ, κ, про-
порциональных τ (см. [5–7]). Ниже их конкретный вид несуществен.

В этой модели dα – поток диффузии между компонентой α и остальными компонентами,
а qd – соответствующий дополнительный поток тепла. В случае бинарной смеси (K = 2) при
dα = 0 и qd = 0 приведённые выше уравнения были записаны (среди прочих) в [16]. В данной
работе зададим указанные потоки следующими формулами:

−dα := a0

[ ∑

β:β 	=α

∇(Gα −Gβ) + bα∇θ

]

= a0[∇(KGα −G) + bα∇θ] с G := 〈Gα〉, (7)

qd = 〈(Gα +K−1bαθ)dα〉, (8)

Gα := εα − sαθ +
pα
ρα

= (cpα − sα)θ, sα := s̄α −Rα ln
ρα
ρ̄α

+ cV α ln
θ

θ̄
, (9)

где Gα и sα – потенциал Гиббса и удельная энтропия (см., например, [19]), а cV α и cpα =

= Rα+cV α – удельные теплоёмкости при постоянном объёме и давлении компоненты α = 1,K.
Величины a0 � 0 и bα не конкретизируются; они могут зависеть от искомых функций и
предполагается, что 〈bα〉 = 0, а s̄α, ρ̄α > 0, θ̄ > 0 – постоянные (референсные значения sα,
ρα, θ). Величина cpαθ – удельная энтальпия компоненты α.

Важную роль играет свойство 〈dα〉 = 0, непосредственно вытекающее из (7) и сделанного
предположения 〈bα〉=0.

Так как имеют место равенства

∇Gα = (cpα − sα)∇θ − θ∇sα, ∇sα = −Rα
1

ρα
∇ρα + cV α

1

θ
∇θ,

то заменой b̃α := bα − (Ksα − 〈sα〉) введённые выражения для потоков можно сделать, как
обычно, не зависящими явно от sα :

−dα = a0{[Kcpα − 〈cpα〉 − (Ksα − 〈sα〉 − bα)]∇θ − θ∇(Ksα − 〈sα〉)} =

= a0

[

θ

(

KRα
1

ρα
∇ρα −

〈

Rα
1

ρα
∇ρα

〉)

+ (KRα − 〈Rα〉+ b̃α)∇θ

]

,

qd = 〈(Gα + sαθ −K−1〈sα〉θ +K−1b̃αθ)dα〉 = 〈(cpα +K−1b̃α)θdα〉 (10)
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с учётом свойства 〈dα〉 = 0. При этом 〈b̃α〉 = 0. Кроме того, поскольку ρα = pCα/(Rθ), то
ln ρα = lnCα − lnR+ ln p− ln θ, R = 〈RαCα〉, и верна также формула

−dα = a0

{

θ

[

KRα
1

Cα
∇Cα −

〈

Rα
1

Cα
∇Cα

〉

− (KRα − 〈Rα〉)
1

R
〈Rα∇Cα〉

]

+

+ (KRα − 〈Rα〉)
1

Rρ
∇p+ b̃α∇θ

}

. (11)

В случае K = 2 формулы (7), (8) для потоков принимают вид, эквивалентный известно-
му [1, гл. VI]:

− d1 = d2 = a0[∇(G1 −G2) + b1∇θ], qd = (G1 −G2 + b1θ)d1.

Кроме того, поскольку KR1 − 〈Rα〉 = R1 −R2 и

KR1
1

C1
∇C1 −

〈

Rα
1

Cα
∇Cα

〉

− (KR1 − 〈Rα〉)
1

R
〈Rα∇Cα〉 =

(
R1

C1
+

R2

C2

)

∇C1 −
(R1 −R2)

2

R
∇C1,

то после несложных алгебраических преобразований формулы (11) и (10) приводят к форму-
лам более стандартного вида для бинарных смесей

− d1 = d2 = a0

[
R1R2θ

RC1(1− C1)
∇C1 −

R1 −R2

Rρ
∇p+ b̃1∇θ

]

, qd = (cp1 − cp2 + b̃1)θd1.

В частном случае b̃1 = 0 (т.е. при отсутствии термодиффузии) их вид упрощается.
Выведем необходимый ниже набор следствий из уравнений (1)–(3), включая уравнения

баланса суммарной массы, кинетической энергии, суммарной внутренней энергии, а также
уравнения баланса скорости и температуры.

Применение операции 〈·〉 к уравнению (1) (т.е. суммирование по α = 1,K) с учётом
свойства 〈dα〉 = 0 приводит к важному уравнению баланса суммарной массы

∂tρ+ div [ρ(u− ŵ)] = 0. (12)

Нередко уравнения (1) заменяют на уравнение (12) с добавлением уравнения для K − 1 кон-
центраций

∂t(ρCα) + div [ρCα(u− ŵ) + dα] = 0, α = 1,K − 1;

в том числе так сделано в [15–17], но ниже это не используется. Последние уравнения в си-
лу (12) можно также записать в недивергентном виде

ρ∂tCα + ρ∇Cα · (u− ŵ) + divdα = 0. (13)

Уравнение баланса импульса (2) скалярно умножим на u и воспользуемся однотипными
формулами

[∂t(ρu)] · u =
1

2
∂t(ρ|u|2) +

1

2
(∂tρ)|u|2,

div [ρ(u− ŵ)
⊗

u] · u =
1

2
div [ρ(u− ŵ)|u|2] + 1

2
{div [ρ(u− ŵ)]}|u|2

и уравнением баланса суммарной массы (12), в результате получим уравнение баланса кине-
тической энергии

1

2
∂t(ρ|u|2) +

1

2
div [ρ(u− ŵ)|u|2] + (∇p) · u = (div Π) · u+ ρf · u.

Вычитая его из уравнения баланса суммарной полной энергии (3) и пользуясь формулами

div (pu) = (∇p) · u+ p divu, div (Πu) = (div Π) · u+Π : ∇u,
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придём к уравнению баланса суммарной внутренней энергии

∂t(ρε) + div [ρε(u − ŵ)] + p divu− div (pŵ) = div (−q) + Π : ∇u− ρŵ · f +Q, (14)

здесь и далее через : обозначается скалярное произведение тензоров.
Уравнения типа (12)–(14) в несколько иных ситуациях хорошо известны; здесь их вывод

приведён для полноты и замкнутости изложения.
Продифференцировав первые два слагаемые в левой части уравнения баланса импульса (2),

получим
(∂tρ)u+ ρ∂tu+ div [ρ(u− ŵ)]u+ ρ[(u− ŵ) · ∇]u+∇p =

= divΠNS + (divu)ρŵ + (u · ∇)(ρŵ) + ρf .

В силу уравнения баланса суммарной массы (12) после деления на ρ выведем уравнение
баланса скорости

∂tu+ [(u− ŵ) · ∇]u+
1

ρ
∇p =

1

ρ
div ΠNS + (divu)ŵ +

1

ρ
(u · ∇)(ρŵ) + f . (15)

Обратимся к уравнению (14). Так как ρε = 〈cV αρα〉θ, то верны однотипные формулы
дифференцирования

∂t(ρε) = 〈cV α∂tρα〉θ + 〈ραcV α〉∂tθ,
div [ρε(u− ŵ)] = 〈cV α div [ρα(u− ŵ)]〉θ + 〈ραcV α〉(u− ŵ) · ∇θ.

Воспользуемся уравнением баланса массы компоненты (1) и после деления на 〈ραcV α〉 = cV ρ
придём к уравнению баланса температуры

∂tθ+ (u− ŵ) · ∇θ+
R

cV
θ divu =

1

cV ρ
[〈cV α divdα〉θ+div (−q+ pŵ) +Π : ∇u− ρŵ · f +Q]. (16)

2. Уравнение баланса энтропии при наличии потоков диффузии. Введём суммар-
ную удельную энтропию s := 〈Cαsα〉 и выведем уравнение баланса суммарной энтропии ρs.
Пусть a0 > 0 в (7).

Теорема 1. Для КГидД системы уравнений справедливо уравнение баланса суммарной
энтропии с неотрицательным производством энтропии

∂t(ρs) + div

[

ρs(u− ŵ)− 1

θ
κ∇θ +

1

K
〈bαdα〉

]

=

=
1

θ2
κ|∇θ|2 + 1

θ

[
μ

2
|∇u+∇uт|2 +

(

λ− 2

3
μ

)

(divu)2
]

+
1

Ka0θ
〈|dα|2〉+

ρ

τθ
|ŵ|2 + Q

θ
� 0. (17)

Доказательство. Преобразуем в силу уравнения баланса массы компоненты (1) и задания
энтропии sα (9) с последующей записью слагаемых в дивергентном виде следующую величину:

∂t(ρs) + div [ρs(u− ŵ) + 〈sαdα〉] = 〈∂t(ραsα) + div [ραsα(u− ŵ) + sαdα]〉 =

= 〈{∂tρα + div [ρα(u− ŵ) + dα]}sα〉+ 〈ρα[∂tsα +∇sα · (u− ŵ)] +∇sα · dα〉 =

=

〈

−Rα[∂tρα +∇ρα · (u− ŵ)] +
1

θ
[ρα∂tεα + ρα∇εα · (u− ŵ)]

〉

+ 〈∇sα · dα〉 =

=

〈

−Rα{∂tρα + div [ρα(u− ŵ)]− ρα div (u− ŵ)}+

+
1

θ
{[∂t(ραεα) + div [ραεα(u− ŵ)]− εα[∂tρα + div [ρα(u− ŵ)]]}

〉

+ 〈∇sα · dα〉.
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Далее воспользуемся равенством ρε = 〈ραεα〉 и уравнениями баланса массы компоненты (1)
и суммарной внутренней энергии (14), в результате получим

∂t(ρs) + div [ρs(u− ŵ) + 〈sαdα〉] = 〈(Rα + cV α) divdα +Rαρα div (u− ŵ)〉+

+
1

θ
[−p divu+ div (pŵ) + div (−q) + Π : ∇u− ρŵ · f +Q] + 〈∇sα · dα〉.

Так как верны равенства

(Rα + cV α)− sα =
Gα

θ
, 〈Rαρα〉 =

p

θ
, div (pŵ) = ∇p · ŵ + p div ŵ, Πτ : ∇u = ρ(u · ∇)u · ŵ,

1

θ
div (−q) = div

(

−1

θ
q

)

+
1

θ2
∇θ · (−qF − qd), ∇sα = −∇

(
1

θ
Gα

)

,

то

∂t(ρs) + div

[

ρs(u− ŵ)− 1

θ
〈Gαdα〉

]

=
1

θ
[∇p+ ρ(u · ∇)u− ρf ] · ŵ +

1

θ
(ΠNS : ∇u+Q)−

− div
q

θ
− 1

θ2
∇θ · 〈(Gα +K−1bαθ)dα〉+

1

θ2
∇θ · 〈Gαdα〉 −

1

θ
〈∇Gα · dα〉.

Последние три слагаемых правой части с учётом свойства 〈dα〉 = 0 можно записать в виде

− 1

Kθ
〈[∇(KGα) + bα∇θ] · dα〉 = − 1

Kθ
〈[∇(KGα −G) + bα∇θ] · dα〉 =

1

Ka0θ
〈|dα|2〉.

Кроме того, q− 〈Gαdα〉 = −κ∇θ +K−1θ〈bαdα〉. Уравнение (17) выведено.
Обратим внимание на то, что уравнение баланса энтропии (17) сохраняет силу, во-первых,

при dα = 0, α = 1,K (если угодно, при a0 = 0; при K = 2 такой результат указан в конце
раздела 2 в [14]), во-вторых, при τ = 0 – в этих более простых случаях нужно отбросить
слагаемые соответственно с dα и ŵ в его левой и правой частях.

3. Разложение КГидД системы уравнений относительно градиента искомых
функций. Изучаемые ниже свойства связаны с диссипативными свойствами КГидД системы
уравнений. При этом ограничимся упрощённым случаем dα = 0, α = 1,K, который также
оказывается достаточно нетривиальным.

Сначала обратим внимание на то, что в этом случае умножение уравнений баланса массы
компоненты (1) на Rα и cV α и суммирование по α = 1,K в силу (5) приводит к следующим
одинаковым уравнениям для R и cV :

∂t(ρR) + div [ρR(u− ŵ)] = 0, ∂t(ρcV ) + div [ρcV (u− ŵ)] = 0. (18)

Так как в выражения для ŵ, p, ε, а значит, и в уравнения баланса импульса (2) и полной
энергии (3), входят именно суммарные величины ρ, R и cV (а не сами ρα, см. (4)), то
уравнения (12), (18) вместе с (2), (3) образуют замкнутую систему уравнений для искомых
функций ρ > 0, R > 0, cV > 0, u, θ > 0, количество которых не зависит от K (и при
K > 3 меньше исходного). Это обстоятельство можно применить в том числе при построении
численных методов решения исходной КГидД системы уравнений; ниже в данной статье оно не
используется. Отметим также, что в силу уравнения баланса суммарной массы (12) уравнения
для R и cV можно записать в недивергентном виде

∂tR+∇R · (u− ŵ) = 0, ∂tcV +∇cV · (u− ŵ) = 0.

Пусть далее f = 0, Q = 0. Введём вектор искомых функций z = (ρ1, . . . , ρK ,u, θ) и
выполним вспомогательную редукцию уравнений (1), (15) и (16) с точностью O(|∇z|2).
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Запишем уравнение баланса массы компоненты (1) в виде ∂tρα + div (ραu) = div (ραŵ),
α = 1,K, и разложим его правую часть:

div (ραŵ) = ρα div ŵ +O(|∇z|2),

div ŵ = τ

[

(u · ∇) divu+
1

ρ
div∇(〈Rαρα〉θ)

]

+O(|∇z|2) =

= τ

[
θ

ρ
〈RαΔρα〉+ (u · ∇) divu+RΔθ

]

+O(|∇z|2). (19)

Разложим также слагаемые правой части уравнения (15):

divΠNS = μ div (∇u+ (∇u)т) +

(

λ− 2

3
μ

)

∇ divu+O(|∇z|2) =

= μΔu+

(
1

3
μ+ λ

)

∇ divu+O(|∇z|2),

1

ρ
(u · ∇)(ρŵ) = τ(u · ∇)

[

(u · ∇)u+
1

ρ
∇p

]

+O(|∇z|2) =

= τ

[

(u · ∇)(u · ∇)u+
θ

ρ
(u · ∇)〈Rα∇ρα〉+R(u · ∇)∇θ

]

+O(|∇z|2),

и слагаемые правой части уравнения (16):

div (−q) = κΔθ +O(|∇z|2), div (pŵ) = p div ŵ +O(|∇z|2),

далее см. разложение в (19).
Подставляя все эти разложения в правые части соответствующих уравнений и учитывая,

что
|ŵ · ∇u|+ |(divu)ρŵ|+ |ŵ · ∇θ|+ |Π : ∇u| = O(|∇z|2)

и p = Rρθ, выведем в итоге редуцированную систему уравнений с производной ∂t отдельно
для каждой из искомых функций:

∂tρα + u · ∇ρα + ρα divu =

= τ

[
ραθ

ρ
〈RβΔρβ〉+ ρα(u · ∇) divu+RραΔθ

]

+O(|∇z|2), α = 1,K, (20)

∂tu+
θ

ρ
〈Rα∇ρα〉+ (u · ∇)u+R∇θ = τ

θ

ρ
(u · ∇)〈Rα∇ρα〉+

+
μ

ρ
Δu+

χ

ρ
∇ divu+ τ(u · ∇)(u · ∇)u+ τR(u · ∇)∇θ +O(|∇z|2), (21)

∂tθ +
R

cV
θ divu+ u · ∇θ =

= τ
Rθ2

cV ρ
〈RαΔρα〉+ τ

Rθ

cV
(u · ∇) divu+

(

τ
R2θ

cV
+

κ

cV ρ

)

Δθ +O(|∇z|2), (22)

где χ := μ/3 + λ. Выражения типа 〈RβΔρβ〉 подразумевают суммирование по β = 1,K.
Ниже полученная редуцированная система уравнений служит очень удобной основой как

для линеаризации исходной КГидД системы, так и при анализе её параболичности.
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4. Линеаризованная на постоянном решении КГидД система уравнений и её
L2-диссипативность. При f = 0 и Q = 0 система уравнений (1)–(3) имеет постоянные
решения (ρ1, . . . , ρK ,u, θ)(x, t) ≡ z0, где z0 = (ρ10, . . . , ρK0,u0, θ0) с ρ10 > 0, . . . , ρK0 > 0,
θ0 > 0. Линеаризуем систему на этом фоновом решении. Для этого запишем решение в виде

ρα = ρα0 + ρα∗ρ̃α (α = 1,K), u = u0 + u∗ũ, θ = θ0 + θ∗θ̃, (23)

где ρα∗ > 0, u∗ > 0, θ∗ > 0 – нормировочные обезразмеривающие параметры, а z̃ :=

:= (ρ̃, ũ, θ̃) – вектор безразмерных возмущений с ρ̃ := (ρ̃1, . . . , ρ̃K). В дальнейшем важно,
что, в отличие от [8–10], множители ρα∗ могут быть выбраны не равными фоновым значени-
ям ρα0 .

Введём нормированные фоновые плотности компонент и скорость, а также фоновые зна-
чения суммарной плотности и коэффициентов R и cV :

ρ̂α0 :=
ρα0
ρα∗

, û0 :=
u0

u∗
, ρ0 := 〈ρα0〉, R0 :=

〈
ρα0
ρ0

Rα

〉

, cV 0 :=

〈
ρα0
ρ0

cV α

〉

.

В отличие от работ [8–10] решение в виде (23) подставим не в исходную КГидД систему или
в систему уравнений (1), (15), (16), а в редуцированную систему (20)–(22). Так как ∂kz =

= (ρ1∗∂kρ̃1, . . . , ρK∗∂kρ̃K , u∗∂kũ, θ∗∂kθ̃), k = 1, n, и O(|∇z|2) = O(|∇z̃|2), то после отбрасы-
вания членов 2-го порядка малости относительно вектора z̃ и его производных 1-го и 2-го
порядков и деления уравнений соответственно на ρα∗, u∗, θ∗, несложными преобразования-
ми получаем линеаризованную систему уравнений

∂tρ̃α + u∗(û0 · ∇ρ̃α + ρ̂α0 div ũ) =

= τ0u
2
∗

[
ρ̂α0θ0
ρ0u2∗

〈Rβρβ∗Δρ̃β〉+ ρ̂α0(û0 · ∇) div ũ+
R0ρ̂α0θ∗

u2∗
Δθ̃

]

, α = 1,K, (24)

∂tũ+ u∗

(
θ0

ρ0u2∗
〈Rαρα∗∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ+

R0θ∗
u2∗

∇θ̃

)

= u2∗

[

τ0
θ0

ρ0u2∗
(û0 · ∇)〈Rαρα∗∇ρ̃α〉+

+
μ0

ρ0u2∗
Δũ+

χ0

ρ0u2∗
∇ div ũ+ τ0(û0 · ∇)(û0 · ∇)ũ+ τ0

R0θ∗
u2∗

(û0 · ∇)∇θ̃

]

, (25)

∂tθ̃ + u∗

(
R0θ0
cV 0θ∗

div ũ+ û0 · ∇θ̃

)

=

= u2∗

[

τ0
R0θ

2
0

cV 0ρ0u2∗θ∗
〈Rαρα∗Δρ̃α〉+ τ0

R0θ0
cV 0θ∗

(û0 · ∇) div ũ+

(

τ0
R2

0θ0
cV 0u2∗

+
κ0

cV 0ρ0u2∗

)

Δθ̃

]

. (26)

Здесь τ0, μ0, χ0, κ0 – фоновые значения τ, μ, χ, κ, т.е. их значения на фоновом решении,
и из конвективных слагаемых (т.е. с первыми производными по x) вынесен общий множи-
тель u∗, а из диссипативных слагаемых (т.е. со вторыми производными) – множитель u2∗.

Для упрощения анализа полученной системы уравнений существенна возможность одно-
временной симметризации как конвективных, так и диссипативных слагаемых. Симметрич-
ность конвективных слагаемых достигается наложением условий

ρ̂α0 =
θ0

ρ0u2∗
Rαρα∗ ⇔ u2∗

ρ2α∗
=

Rαθ0
ρα0ρ0

, α = 1,K, и
R0θ∗
u2∗

=
R0θ0
cV 0θ∗

⇔ θ2∗
u2∗

=
θ0
cV 0

. (27)

Симметричность диссипативных слагаемых имеет место при выполнении условий

ρ̂α0 =
θ0

ρ0u2∗
Rαρα∗,

R0ρ̂α0θ∗
u2∗

=
R0θ

2
0

cV 0ρ0u2∗θ∗
Rαρα∗, α = 1,K, и

R0θ∗
u2∗

=
R0θ0
cV 0θ∗

.

Первое и третье из них совпадают с условиями (27), а второе следует из условий (27), что
обеспечивает одновременную симметризацию конвективных и диссипативных слагаемых.
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Отметим, что при ρα∗ = ρα0 условиям (27) можно удовлетворить только в очень частном
случае: когда pα0 = Rαρα0θ0 не зависит от α. С другой стороны, условия (27) фактически
содержат свободный параметр (выбором которого будет удобно распорядиться ниже) – им
удовлетворяет выбор

ρα∗ = b
√

ρα0cV 0ρ0/Rα, α = 1,K, u∗ = b
√

cV 0θ0, θ∗ = bθ0 при любом b > 0. (28)

Пусть ниже условия (27) выполнены. Тогда вид коэффициентов линеаризованной системы
уравнений (24)–(26) существенно упрощается:

∂tρ̃α + u∗(û0 · ∇ρ̃α + ρ̂α0 div ũ) =

= τ0u
2
∗[ρ̂α0〈ρ̂β0Δρ̃β〉+ ρ̂α0(û0 · ∇) div ũ+ aρ̂α0Δθ̃], α = 1,K, (29)

∂tũ+ u∗(〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ+ a∇θ̃) =

= u2∗[τ0(û0 · ∇)〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ μ̄0Δũ+ χ̄0∇ div ũ+ τ0(û0 · ∇)(û0 · ∇)ũ+ τ0a(û0 · ∇)∇θ̃], (30)

∂tθ̃ + u∗(adiv ũ+ û0 · ∇θ̃) = u2∗[τ0a〈ρ̂α0Δρ̃α〉+ τ0a(û0 · ∇) div ũ+ (τ0a
2 + κ̄0)Δθ̃], (31)

где введены обозначения

a :=
R0θ∗
u2∗

, μ̄0 :=
μ0

ρ0u2∗
, χ̄0 :=

χ0

ρ0u2∗
, κ̄0 :=

κ0

cV 0ρ0u2∗
. (32)

Вид правых частей уравнений (24)–(26) и (29)–(31) наводит на мысль о том, что можно
вывести замкнутую симметричную систему уравнений для функций r̃ := 〈Rαρα∗ρ̃α〉/(R0ρ0),

ũ, θ̃. Чтобы реализовать это предположение, применим операцию 〈Rαρα∗(·)〉/(R0ρ0) к урав-
нению (24) и в силу равенств 〈Rαρα∗ρ̂α0〉 = 〈Rαρα0〉 = R0ρ0 получим уравнение

∂tr̃ + u∗(û0 · ∇r̃ + div ũ) = τ0u
2
∗

[
R0θ0
u2∗

Δr̃ + (û0 · ∇) div ũ+
R0θ∗
u2∗

Δθ̃

]

.

Симметризуем систему из этого уравнения и уравнений (25), (26) c 〈Rαρα∗∇ρ̃α〉 = R0ρ0∇r̃
и 〈Rαρα∗Δρ̃α〉 = R0ρ0Δr̃. Симметричность конвективных слагаемых обеспечивается выпол-
нением условий

1 =
R0θ0
u2∗

⇔ u∗ =
√

R0θ0 и
R0θ∗
u2∗

=
R0θ0
cV 0θ∗

⇔ θ∗ =

√
θ0
cV 0

u∗, т.е. θ∗ = θ0

√
R0

cV 0
. (33)

Симметричность диссипативных слагаемых обеспечивается выполнением тех же условий и
условия R0θ∗/u2∗ = R2

0θ
2
0/(cV 0u

2
∗θ∗), которое следует из предыдущих. Таким образом, при

указанном в (33) выборе u∗ и θ∗ приходим к следующей упрощённой системе уравнений:

∂tr̃ + u∗(û0 · ∇r̃ + div ũ) = τ0u
2
∗[Δr̃ + (û0 · ∇)div ũ+ āΔθ̃], (34)

∂tũ+ u∗(∇r̃ + (û0 · ∇)ũ+ ā∇θ̃) =

= u2∗[τ0(û0 · ∇)∇r̃ + μ̄0Δũ+ χ̄0∇ div ũ+ τ0(û0 · ∇)(û0 · ∇)ũ+ τ0ā(û0 · ∇)∇θ̃], (35)

∂tθ̃ + u∗(ā div ũ+ û0 · ∇θ̃) = u2∗[τ0āΔr̃ + τ0ā(û0 · ∇) div ũ+ (τ0ā
2 + κ̄0)Δθ̃], (36)

где ā :=
√

R0/cV 0 и для μ̄0, χ̄0, κ̄0 использованы прежние обозначения (32) с u∗ =
√
R0θ0.

Если функции r̃, ũ, θ̃ найдены, то в силу уравнения (29) для ρ̃α получается простейшее
неоднородное уравнение переноса

∂tρ̃α + u∗û0 · ∇ρ̃α = gα := −ρ̂α0 div ũ+ τ0u
2
∗[ρ̂α0Δr̃ + ρ̂α0(û0 · ∇) div ũ+ aρ̂α0Δθ̃], α = 1,K,

поскольку можно считать, что u∗ =
√
R0θ0 в (28). Оно допускает решение в явном виде.
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Для анализа задачи Коши для системы (29)–(31) умножим её уравнения на соответствую-
щие компоненты непрерывно дифференцируемой финитной вектор-функции

z = (ρ1, . . . , ρn,u, θ)(x)

(её не следует путать с решением КГидД системы, которое выше обозначалось аналогично) и
проинтегрируем по R

n. Результаты сложим, проинтегрируем по частям и получим интеграль-
ное тождество

(∂tz̃( · , t), z)L2(Rn) + u∗BRn(z̃( · , t), z) + u2∗ARn(z̃( · , t), z) = 0, t > 0. (37)

В нём участвуют скалярное произведение в пространстве Лебега вектор-функций L2(Rn) и
формы

BRn(z̃, z) := 〈(û0 · ∇ρ̃α + ρ̂α0 div ũ, ρα)〉+ (〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ+ a∇θ̃,u) + (adiv ũ+ û0 · ∇θ̃, θ),

ARn(z̃, z) := μ̄0(∇ũ,∇u) + χ̄0(div ũ,divu) + κ̄0(∇θ̃,∇θ) + τ0[(〈ρ̂α0∇ρ̃α〉, 〈ρ̂α0∇ρα〉) +

+ ((û0 · ∇)ũ, 〈ρ̂α0∇ρα〉) + (a∇θ̃, 〈ρ̂α0∇ρα〉) + (〈ρ̂α0∇ρ̃α〉, (û0 · ∇)u) + ((û0 · ∇)ũ, (û0 · ∇)u) +

+ (a∇θ̃, (û0 · ∇)u) + (〈ρ̂α0∇ρ̃α〉, a∇θ) + ((û0 · ∇)ũ, a∇θ) + (a∇θ̃, a∇θ)].

Здесь для краткости ( · , · ) – скалярное произведение в L2(Rn) или L2(Rn) – пространст-
ве Лебега скалярных функций (тензоры ∇ũ и ∇u рассматриваем как векторы длины n2).
Эти формулы годятся для пространств как вещественных, так и комплекснозначных функций
z̃, z; в первом случае обе формы являются билинейными, а во втором – полуторалинейными.

Ниже ограничимся вещественным случаем, в отличие от [8, 9]. Тогда с помощью интегри-
рования по частям приходим к равенству

BRn(z̃, z) = (û0, 〈(∇ρ̃α)ρα〉+ (∇ũ)u+ (∇θ̃)θ)−

− (ũ, 〈ρ̂α0∇ρα〉) + (〈ρ̂α0∇ρ̃α〉,u)− a(θ̃,divu) + a(div ũ, θ),

и, поскольку (∇w)w = 0.5∇(w2), (∇u)u = 0.5∇(|u|2) и û0 = const, получаем

BRn(z, z) = 0, ARn(z̃, z) = A(z, z̃) для всех z, z̃ ∈ H1(Rn), (38)

где H1(Rn) – пространство Соболева вектор-функций z ∈ L2(Rn), имеющих обобщённые по
Соболеву производные ∂iz ∈ L2(Rn), i = 1, n. Далее, для любой вектор-функции z ∈ H1(Rn)
непосредственно выводим

ARn(z, z) = μ̄0‖∇u‖2 + χ̄0‖divu‖2 + κ̄0‖∇θ‖2 + τ0[‖〈ρ̂α0∇ρα〉‖2 + ‖(û0 · ∇)u‖2 + ‖a∇θ‖2 +

+ 2((û0 · ∇)u, 〈ρ̂α0∇ρα〉) + 2(a∇θ, 〈ρ̂α0∇ρα〉) + 2(a∇θ, (û0 · ∇)u)] =

= μ̄0‖∇u‖2 + χ̄0‖divu‖2 + κ̄0‖∇θ‖2 + τ0‖〈ρ̂α0∇ρα〉+ (û0 · ∇)u+ a∇θ‖2 � 0. (39)

Здесь для краткости ‖ · ‖ – норма в L2(Rn) или L2(Rn).
Таким образом, билинейная форма ARn(z̃, z) – симметричная и неотрицательно опреде-

лённая. Однако в отличие от однокомпонентного случая она не является положительно опре-
делённой, поскольку ARn(z, z) = τ0‖〈ρ̂α0∇ρα〉‖2 при u = const, θ = const, а тождество
〈ρ̂α0∇ρα〉 ≡ 0 означает только то, что 〈ρ̂α0ρα〉 ≡ const. (Для z ∈ H1(Rn) все три const равны
нулю.) Это обстоятельство является прямым следствием использования общей регуляризую-
щей скорости ŵ (точнее, суммарного давления p) в уравнениях (1).

Пусть V (ST ) – гильбертово пространство вектор-функций z̃ ∈ L2((0, T );H1(Rn)), име-
ющих обобщённую производную ∂tz̃ ∈ L2((0, T );H−1(Rn)), где ST = R

n × (0, T ) – слой и
H−1(Rn) = (H1(Rn))∗ (см. используемые здесь понятия, например, в [20]). Введём слабое
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решение z̃ ∈ V (ST ) задачи Коши для системы уравнений (29)–(31), удовлетворяющее инте-
гральному тождеству

T∫

0

〈∂tz̃( · , t), z〉Rn dt+ u∗BST
(z̃, z) + u2∗AST

(z̃, z) = 0 для любой z ∈ L2((0, T );H1
0 (Ω)) (40)

при всех T > 0 и начальному условию z̃|t=0 = z̃(0) ∈ L2(Rn). Здесь 〈 · , · 〉Rn – отношение
двойственности на H−1(Rn) × H1(Rn), а в используемых билинейных формах скалярные
произведения берутся по ST вместо R

n.
Теорема 2. Для решения z̃ ∈ V (ST ) (T > 0 – любое) линеаризованной системы уравне-

ний (29)–(31) при всех t � 0 верно энергетическое равенство

0.5‖z̃( · , t)‖2L2(Rn) + u2∗[μ̄0‖∇ũ‖2L2(St)
+ χ̄0‖div ũ‖2L2(St)

+ κ̄0‖∇θ̃‖2L2(St)
+

+ τ0‖〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ+ a∇θ̃‖2L2(St)
] = 0.5‖z̃(0)‖2L2(Rn). (41)

Как следствие, функция ‖z̃( · , t)‖L2(Rn) не возрастает при t � 0 (это свойство L2(Rn)-
диссипативности), введённое решение единственно и верна энергетическая оценка

max{sup
t�0

‖z̃( · , t)‖L2(Rn),
√
2u∗[μ̄0‖∇ũ‖2L2(S) + χ̄0‖div ũ‖2L2(S) + κ̄0‖∇θ̃‖2L2(S) +

+ τ0‖〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ+ a∇θ̃‖2L2(S)]
1/2} � ‖z̃(0)‖L2(Rn), (42)

где S := R
n × (0,+∞).

Доказательство. Положив z = z̃( · , t) в тождестве (40) и применив затем первое свойство
в (38) и формулу в (39), приходим к указанному энергетическому равенству (с t вместо T ).
При этом свойство z̃ ∈ C([0, T ];L2(Rn)) и формула

T∫

0

〈∂tz̃( · , t), z〉Rn dt = 0.5‖z̃( · , T )‖2L2(Rn) − 0.5‖z̃(0)‖2L2(Rn)

при всех T > 0 вытекают из [20, гл. IV, теорема 1.17 и замечание 1.22]. Свойство L2(Rn)-
диссипативности очевидно (поскольку в (41) нормы по St не убывают по t � 0), а энерге-
тическая оценка легко получается стандартным образом. Единственность решения следует из
(41) или (42). Теорема доказана.

В силу энергетических равенства (41) и оценки (42) справедливо
Следствие. Существует производная ∂t(‖z̃( · , t)‖2L2(Rn)) ∈ L1(0,+∞) и верна другая фор-

ма энергетического равенства

0.5∂t(‖z̃‖2L2(Rn)) + u2∗[μ̄0‖∇ũ‖2L2(Rn) + χ̄0‖div ũ‖2L2(Rn) + κ̄0‖∇θ̃‖2L2(Rn) +

+ τ0‖〈ρ̂α0∇ρ̃α〉+ (û0 · ∇)ũ+ a∇θ̃‖2L2(Rn)] = 0

при почти всех t > 0.
Равенство из формулировки следствия формально получается подстановкой в тождест-

во (37) z = z̃( · , t).
Замечание. Так как коэффициенты системы уравнений (29)–(31) постоянны, то производ-

ные ∂tz̃ = (∂tρ̃, ∂tũ, ∂tθ̃) и ∂iz̃ = (∂iρ̃, ∂iũ, ∂iθ̃), i = 1, n, удовлетворяют той же системе урав-
нений. Поэтому априорная оценка (42) сохраняет силу при замене z̃ на ∂tz̃ и ∂iz̃ (на самом
деле, и на производную z̃ любого порядка по t, x1, . . . , xn). Такие следствия из априорной
оценки позволяют доказать существование введённого выше обобщённого решения системы
при надлежащих условиях регулярности z̃(0). Его существование также следует из указанной
выше связи данной системы уравнений с системой (34)–(36), анализ которой более стандартен
(см. ниже). Здесь подробнее на этом останавливаться не будем.
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5. L2-диссипативность упрощённой линеаризованной КГидД системы уравне-
ний. Выполним анализ начально-краевой задачи для упрощённой системы уравнений (34)–
(36). Для этого введём вектор-функции ỹ := (r̃, ũ, θ̃) и y := (r,u, θ) и формы, аналогичные
определённым выше:

B̃Ω(ỹ,y) := (û0 · ∇r̃ + ρ̂α0 div ũ, r)Ω + (∇r̃ + (û0 · ∇)ũ+ ā∇θ̃,u)Ω + (ā div ũ+ û0 · ∇θ̃, θ)Ω,

ÃΩ(ỹ,y) := μ̄0(∇ũ,∇u)Ω + χ̄0(div ũ,divu)Ω + κ̄0(∇θ̃,∇θ)Ω + τ0[(∇r̃,∇r)Ω + ((û0 · ∇)ũ,∇r)Ω +

+ (ā∇θ̃,∇r)Ω + (∇r̃, (û0 · ∇)u)Ω + ((û0 · ∇)ũ, (û0 · ∇)u)Ω + (ā∇θ̃, (û0 · ∇)u)Ω +

+ (∇r̃, ā∇θ)Ω + ((û0 · ∇)ũ, ā∇θ)Ω + (ā∇θ̃, ā∇θ)Ω].

Здесь для краткости ( · , · )Ω – скалярное произведение в L2(Ω) или L2(Ω), а Ω – ограниченная
область в R

n. Как и выше, эти формулы годятся для пространств как вещественных, так и
комплекснозначных функций ỹ, y; в первом случае обе формы являются билинейными, а во
втором – полуторалинейными.

Ниже ограничимся вещественным случаем. Тогда снова имеем

B̃Ω(y,y) = 0, ÃΩ(ỹ,y) = Ã(y, ỹ) для всех y, ỹ ∈ H1
0 (Ω), (43)

где H1
0 (Ω) – пространство Соболева вектор-функций y ∈ L2(Ω) c ∂iy ∈ L2(Ω), i = 1, n,

и таких, что y|∂Ω = 0 (напомним, что для общей области Ω на самом деле это простран-
ство строится как замыкание в норме H1(Ω) пространства бесконечно дифференцируемых
финитных в Ω функций). Далее, для любой y ∈ H1

0 (Ω) непосредственно получаем

ÃΩ(y,y) = μ̄0‖∇u‖2Ω + χ̄0‖divu‖2Ω + κ̄0‖∇θ‖2Ω + τ0[‖∇r‖2Ω + ‖(û0 · ∇)u‖2Ω + ‖ā∇θ‖2Ω +

+ 2((û0 · ∇)u,∇r)Ω + 2(ā∇θ,∇r)Ω + 2(ā∇θ, (û0 · ∇)u)Ω] =

= μ̄0‖∇u‖2Ω + χ̄0‖divu‖2Ω + κ̄0‖∇θ‖2Ω + τ0‖∇r + (û0 · ∇)u+ ā∇θ‖2Ω � 0, (44)

где для краткости ‖ · ‖Ω – норма в L2(Ω) или в L2(Ω). Так как справедливо неравенство

‖∇r‖Ω � |û0|‖∇u‖Ω + ā‖∇θ‖Ω + ‖∇r + (û0 · ∇)u+ ā∇θ‖Ω,

то билинейная форма ÃΩ(ỹ,y) является уже не только симметричной, но и положительно
определённой для ỹ,y ∈ H1

0 (Ω).
Пусть V (QT ) – пространство вектор-функций ỹ ∈ L2((0, T );H1

0 (Ω)), имеющих обобщён-
ную производную ∂tỹ ∈ L2((0, T );H−1(Ω)), где QT = Ω × (0, T ) – цилиндр и H−1(Ω) =
= (H1

0 (Ω))
∗. Введём слабое решение ỹ ∈ V (QT ) начально-краевой задачи для системы урав-

нений (34)–(36) при краевом условии ỹ|∂Ω×(0,T ) = 0, удовлетворяющее интегральному тож-
деству

T∫

0

〈∂tỹ( · , t),y〉Ω dt+ u∗B̃QT
(ỹ,y) + u2∗ÃQT

(ỹ,y) = 0 для любой y ∈ L2((0, T );H1
0 (Ω)) (45)

при всех T > 0 и начальному условию ỹ|t=0 = ỹ(0) ∈ L2(Ω). Здесь 〈 · , · 〉Ω – отношение
двойственности на H−1(Ω)×H1

0 (Ω), а в используемых билинейных формах скалярные про-
изведения берутся по QT вместо Ω.

Следующая теорема аналогична теореме 2 (вместе с её доказательством на основе опреде-
ления (45) и свойств (43), (44), включая свойство y ∈ C([0, T ];L2(Ω)) при всех T > 0).

Теорема 3. Введённое слабое решение ỹ ∈ V (QT ) (T > 0 – любое) линеаризованной
системы уравнений (34)–(36) существует и единственно, и для него при всех t � 0 верно
энергетическое равенство

0.5‖ỹ( · , t)‖2L2(Ω) + u2∗[μ̄0‖∇ũ‖2L2(Qt)
+ χ̄0‖div ũ‖2L2(Qt)

+ κ̄0‖∇θ̃‖2L2(Qt)
+
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+ τ0‖∇r̃ + (û0 · ∇)ũ+ a∇θ̃‖2L2(Qt)
] = 0.5‖ỹ(0)‖2L2(Ω).

Как следствие, функция ‖ỹ( · , t)‖L2(Ω) не возрастает при t � 0 (свойство L2(Ω)-диссипа-
тивности), и верна энергетическая оценка

max

{

sup
t�0

‖ỹ( · , t)‖L2(Ω),
√
2u∗[μ̄0‖∇ũ‖2L2(Q) + χ̄0‖div ũ‖2L2(Q) + κ̄0‖∇θ̃‖2L2(Q) +

+ τ0‖∇r̃ + (û0 · ∇)ũ+ a∇θ̃‖2L2(Q)]
1/2

}

� ‖ỹ(0)‖L2(Ω),

где Q := Ω× (0,+∞).
Справедлив также аналог следствия 1: верны свойство ∂t(‖ỹ( · , t)‖2L2(Ω)) ∈ L1(0,+∞) и

другая форма энергетического равенства

0.5∂t(‖ỹ‖2L2(Ω)) + u2∗[μ̄0‖∇ũ‖2L2(Ω) + χ̄0‖div ũ‖2L2(Ω) + κ̄0‖∇θ̃‖2L2(Ω) +

+ τ0‖∇r̃ + (û0 · ∇)ũ+ a∇θ̃‖2L2(Qt)
] = 0

при почти всех t > 0. Из этого равенства вытекает, что ‖ỹ( · , t)‖L2(Ω) экспоненциально быстро
убывает по t � 0.

Отметим, что введённое слабое решение не только единственно, но и существует в соот-
ветствии с [20, гл. VI, теорема 1.1 и § 1.3]. Его регулярность можно изучить стандартными
методами теории параболических уравнений [21]. Кроме того, последняя теорема переносится
с начально-краевой задачи на задачу Коши.

6. Анализ параболичности исходной КГидД системы уравнений гомогенной га-
зовой смеси. Анализ параболичности по Петровскому КГД и КГидД систем уравнений в од-
нокомпонентном случае выполнен в работах [8–10]. Чтобы выполнить его для системы (1)–(3),
в редуцированной системе (20)–(22) необходимо отбросить конвективные слагаемые в левых
частях и остаточные члены O(|∇z|2) в правых частях уравнений. В такой упрощённой одно-
родной системе уравнений, содержащей только производные ∂t и ∂i∂j , следует “заморозить”
зависящие от решения z коэффициенты перед ∂i∂j и выполнить преобразование Фурье по x :

Fz(ζ, t) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

z(x, t)e−ix·ζ dx, ζ ∈ R
n,

где i – мнимая единица. “Замороженные” коэффициенты будем брать в некоторой точке z0 =
= (ρ10, . . . , ρK0,u0, θ0), уже использовавшейся выше в качестве фонового решения. Сказанное
приводит к системе обыкновенных дифференциальных уравнений вида

∂tFz(ζ, t) + u2∗|ζ|2A0(ξ)Fz(ζ, t) = 0, t > 0, (46)

с параметром ζ ∈ R
n\{0} и вещественной матрицей A0(ξ) порядка K + n+ 1 с ξ = ζ/|ζ|.

Свойство параболичности определяется в терминах собственных значений λ[A0(ξ)] вве-
дённой матрицы. Как и в [8–10], под неравномерной параболичностью в некоторой подобласти
D ⊂ (0,+∞)K × R

n × (0,+∞) области значений решения удобно понимать свойство

inf
|ξ|=1

u2∗Reλ[A0(ξ)] > 0 для всех z0 ∈ D, (47)

где Reλ – вещественная часть λ.
Выполним замену z = Dz̃ с диагональной матрицей D := diag {ρ1∗, . . . , ρK∗, u∗, . . . , u∗, θ∗}

порядка K+n+1 с элементами, удовлетворяющими условиям (27). Тогда Fz = DF z̃ и после
умножения системы (46) слева на D−1 приходим к эквивалентной системе

∂tF z̃(ζ, t) + u2∗|ζ|2Â0(ξ)F z̃(ζ, t) = 0, t > 0,

с матрицей Â0(ξ) = D−1A0(ξ)D, подобной матрице A0(ξ).
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Нетрудно видеть, что матрица −u2∗Â0(ξ) непосредственно возникает в результате при-
менения преобразования Фурье не к редуцированной системе (20)–(22), как выше, а к правой
части симметризованной линеаризованной системы (29)–(31). Поэтому Â0(ξ) = [Â0(ξ)]

т, а соб-
ственные значения λ[Â0(ξ)] = λ[A0(ξ)] вещественны и (с учётом непрерывности Â0(ξ) по ξ)
условие (47) принимает вид

λ[Â0(ξ)] > 0 для любых единичного ξ и z0 ∈ D . (48)

Явный 3× 3-блочный вид матрицы Â0(ξ) следующий:

Â0(ξ) =

⎛

⎜
⎝

τ0ρ̂0
⊗

ρ̂0 τ0sρ̂0
⊗

ξ τ0aρ̂0

τ0sξ
⊗

ρ̂0 (μ̄0 + τ0s
2)In + χ̄0ξξ

т τ0asξ

τ0aρ̂
T
0 τ0asξ

т
κ̄0 + τ0a

2

⎞

⎟
⎠,

где ρ̂0 := (ρ̂1, . . . , ρ̂K)т, s = s(ξ) := û0 ·ξ, вектор ξ считаем столбцом, In – единичная матрица
порядка n. Очевидно, что у блока τ0ρ̂0

⊗
ρ̂0, имеющего порядок K, ранг равен 1. При этом

квадратичная форма с матрицей Â0(ξ) имеет вид

Â0(ξ)b · b = τ0(ρ̂0 · r)2 + 2τ0s(ρ̂0 · r)(ξ · v) + 2τ0a(ρ̂0 · r)q +

+ (μ̄0 + τ0s
2)|v|2 + χ̄0(ξ · v)2 + 2τ0as(ξ · v)q + (κ̄0 + τ0a

2)q2 =

= μ̄0|v|2 + χ̄0(ξ · v)2 + κ̄0q
2 + τ0[s

2(|v|2 − (ξ · v)2) + (ρ̂0 · r+ sξ · v+ aq)2] � 0 (49)

для любого блочного вектора-столбца b := (r,v, q)т с r ∈ R
K , v ∈ R

n, q ∈ R. Отметим, что
выражение в квадратных скобках можно также записать в виде |(ρ̂0 · r)ξ + sv+ aqξ|2.

Формула (49), особенно с указанной альтернативной записью выражения в квадратных
скобках, является прямым матричным аналогом для (39). Из неё следует, что вместо нера-
венства (48) выполнено только более слабое свойство λ[Â0(ξ)] � 0 для любых единичного
ξ и z0 ∈ D, причём собственное значение λ[Â0(ξ)] = 0 имеет кратность K − 1, поскольку
равенство Â0(ξ)b · b = 0 означает, что v = 0, q = 0, ρ̂0 · r = 0. Таким образом, происходит
вырождение размерности K − 1 свойства неравномерной параболичности в D. Поэтому для
исходной КГидД системы нельзя дать столь элементарное доказательство локальной класси-
ческой корректности задачи Коши как в [8].

Уравнение баланса массы компонент (1) при dα = 0 после приведения к недивергентному
виду и деления на ρα запишем в виде

∂t ln ρα +∇ ln ρα · (u− ŵ) + div (u− ŵ) = 0. (50)

Как следствие, при всех α, β = 1,K имеем

∂t ln
ρα
ρβ

+∇ ln
ρα
ρβ

· (u− ŵ) = 0. (51)

Это дифференциальные уравнения первого порядка (они вытекают также из (13)). Все K
уравнений (1) можно эквивалентным образом заменить на одно из них (или одно из уравне-
ний (50)) с фиксированным α = β и K − 1 уравнений (51) с остальными α �= β. Отсюда
очевидно, что КГидД система уравнений (1)–(3) (при dα = 0) является системой уравнений
составного типа. Это существенно для корректной постановки краевых условий для плот-
ностей компонент (или их концентраций) в начально-краевых задачах, а также для выбора
способа дискретизации уравнений баланса плотности компонент смеси (или их концентраций).

Таким образом, КГидД система уравнений (1)–(3) гомогенной смеси в отсутствие потоков
диффузии имеет составной тип, как и система уравнений Навье–Стокса сжимаемого одноком-
понентного газа. В противоположность этому система уравнений Эйлера однокомпонентной
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газовой динамики имеет гиперболический тип, а КГидД система уравнений однокомпонент-
ного газа – параболический по Петровскому тип. Вместе с тем для всех этих систем разных
типов, включая КГидД систему (1)–(3) при наличии потоков диффузии, справедливы урав-
нения баланса энтропии с неотрицательным производством энтропии.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект 19-01-00262).
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Введение. Формализм большинства методов решения сингулярно возмущённых задач за-
ключается в построении решений таких задач в виде рядов по степеням малого параметра с
коэффициентами, сингулярно от него зависящими. Как правило, такие ряды сходятся асимп-
тотически к точному решению сингулярно возмущённой задачи [1–3].

Ряды, построенные по методу регуляризации Ломова, при определённых условиях на дан-
ные задачи могут сходиться к точному решению в обычном смысле, а само решение в этом
случае называется псевдоаналитическим (псевдоголоморфным) [4, гл. I, § 4; 5].

Однако если уравнение является нелинейным и содержит неограниченные операторы, то
помимо доказательства обычной сходимости формального (т.е. построенного в соответствии с
методом малого параметра) решения нужно ещё обосновывать, что сумма такого ряда явля-
ется точным решением. Задача такого обоснования исследуется в данной работе.

Отметим, что хотя метод малого параметра используется в математической физике доста-
точно давно [6, гл. XII, § 1–3; 7, гл. VII, § 1], систематического изучения характера сходимости
построенных рядов практически не проводилось.

Рассмотрим в банаховом пространстве E эволюционную задачу

ε∂tu = F (u, ε), t ∈ (0, T ],

u|t=0 = u0, (1)

где T > 0 – заданное число, а F – нелинейный неограниченный оператор, голоморфным об-
разом зависящий от малого параметра ε, причём разложение оператора F в ряд по степеням
ε имеет радиус сходимости, не зависящий от u ∈ DF . Здесь DF – область определения этого
оператора.

Также будем предполагать, что выполняется следующее свойство: каждому степенному
ряду v0 + εv1 + . . .+ εnvn + . . . с коэффициентами из DF соответствует такой степенной ряд
f0+ εf1+ . . .+ εnfn+ . . . с коэффициентами из DF , что для любого целого неотрицательного
n существует голоморфная в точке ε = 0 функция gn(ε), при которой справедливо равенство

F (v0 + εv1 + . . .+ εnvn, ε) = f0 + εf1 + . . . + εnfn + εn+1gn(ε).
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Нетрудно показать, что любой оператор, представимый в виде суммы конечного числа линей-
ных и полилинейных операторов, обладает указанным свойством.

Применим к задаче (1) метод малого параметра, т.е. будем искать её решение в виде фор-
мального ряда по степеням ε с коэффициентами, сингулярным образом зависящими от ε (как
это будет следовать из дальнейшего):

uf(t, 1/ε, ε) = u0(t, 1/ε) + εu1(t, 1/ε) + . . .+ εnun(t, 1/ε) + . . . (2)

Если подставить ряд (2) в уравнение (1) и воспользоваться указанным выше свойством опе-
ратора F, то получится следующая серия начальных сингулярно возмущённых задач:

ε∂tu0 = f0, u0|t=0 = u0,

ε∂tu1 = f1, u1|t=0 = 0,

. . .

ε∂tun = fn, un|t=0 = 0,

. . . (3)

решив которую, построим uf(t, 1/ε, ε).
Замечание. Сингулярная зависимость коэффициентов ряда (2) от ε обусловлена тем, что

задачи серии (3) являются сингулярно возмущёнными.
Определение. Если ряд (2) с коэффициентами, являющимися решениями серии задач (3),

сходится в некоторой окрестности значения ε = 0 равномерно на отрезке [0, T ], то его сумма
upr(t, 1/ε, ε) называется ε-псевдорегулярным решением задачи (1).

Далее в работе будет доказано существование ε-псевдорегулярных решений для некоторых
классов сингулярно возмущённых задач и установлены условия совпадения таких решений с
точными. Согласно [4, 8–11] точные решения, представимые в виде сходящихся в обычном
смысле рядов вида (2), называются псевдоголоморфными.

Будем изучать при малых положительных ε сингулярно возмущённую задачу

ε∂tu = Au+ ε2B(u,Hu), t ∈ (0, T ],

u|t=0 = u0, (4)

где A – замкнутый линейный неограниченный оператор с плотной в банаховом пространстве
E областью определения DA; B(u, v) – ограниченный билинейный оператор, действующий
из E×E в E; линейный оператор H может быть как ограниченным, так и неограниченным.
Относительно оператора A будем предполагать выполненным следующее

Условие (A). Оператор A является инфинитезимальным генератором сильно непрерыв-
ной сжимающей полугруппы [12, гл. I, § 1; 13, гл. VII, § 31].

Эту полугруппу обозначим через UA(t) .
1. Случай ограниченного оператора H. Пусть оператор H принадлежит векторному

пространству линейных L(E) непрерывных операторов, действующих в банаховом простран-
стве E. Формальное решение uf(t, 1/ε, ε) задачи Коши (4) будем искать в виде ряда (2) с
коэффициентами, определяемыми из серии начальных сингулярно возмущённых задач:

ε∂tu0 = Au0, u0|t=0 = u0,

ε∂tu1 = Au1 + εB(u0,Hu0), u1|t=0 = 0,

. . .

ε∂tun = Aun + ε
n−1∑

k=0

B(uk,Hun−k−1), un|t=0 = 0,

. . . (5)
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Здесь мы воспользовались билинейностью оператора B и правилом Коши произведения рядов:

B(u,Hu) =
∞∑

n=0

εn
n∑

k=0

B(uk,Hun−k).

В соответствии с условием (A) и формулой решения линейного неоднородного уравнения в
банаховом пространстве [12, гл. I, § 6; 13, гл. VII, § 31] найдём решения задач серии (5):

u0(t, 1/ε) = UA(t/ε)u
0,

u1(t, 1/ε) =

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

B(u0(τ, 1/ε),Hu0(τ, 1/ε)) dτ,

. . .

un(t, 1/ε) =

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)[ n−1∑

k=0

B(uk(τ, 1/ε),Hun−k−1(τ, 1/ε))

]

dτ,

. . . (6)

Пусть ‖B(u, v)‖ � b‖u‖‖v‖ при некотором b > 0 и ‖H‖ = h. Методом математической
индукции докажем неравенство

‖un(t, 1/ε)‖ � tnbnhn‖u0‖n+1. (7)

Как следует из второго равенства серии (6), неравенство (7) верно при n = 1, поскольку полу-
группа UA(t) – сжимающая. Предположим его справедливость при всех n = 1,m и выведем
отсюда его истинность при n = m+1. C учётом того, что ‖UA(t)‖ � 1 при всех t � 0, имеем

‖um+1(t, 1/ε)‖ �
t∫

0

bh

m∑

k=0

(τkbkhk‖u0‖k+1τm−kbm−khm−k‖u0‖m−k+1) dτ =

= bm+1hm+1‖u0‖m+2

t∫

0

(m+ 1)τm dτ = bm+1hm+1tm+1‖u0‖m+2,

что и требовалось доказать.
Из оценки (7) следует равномерная на отрезке [0, T ] сходимость ряда

u0(t, 1/ε) + εu1(t, 1/ε) + . . . + εnun(t, 1/ε) + . . . (8)

при всех 0 < ε < (Tbh‖u0‖)−1. Обозначим его сумму через upr(t, 1/ε, ε). Таким образом,
справедлива

Теорема 1. При выполнении условия (А) и ограниченности операторов B и H задача
Коши (4) имеет ε-псевдорегулярное решение.

2. Точные решения эволюционных задач с ограниченным билинейным опера-
тором. Как обычно, под точным решением задачи Коши (4) понимаем функцию u(t, 1/ε, ε),
принадлежащую классу DA

⋂
DH при всех t ∈ (0, T ] и любом ε ∈ (0, ε0) ( ε0 > 0 – некоторое

фиксированное число), обращающую уравнение (4) в тождество по t ∈ (0, T ] и удовлетворяю-
щую начальному условию u(0, 1/ε, ε) = u0. Производная ∂tu понимается в сильном смысле.

Как и выше, рассмотрим случай ограниченного оператора H (в частности, DH = E ).
Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1 задача Коши (4) имеет при каждом

достаточно малом положительном ε единственное точное решение.
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Доказательство. Так как A – инфинитезимальный генератор сжимающей полугруппы
UA(t), то при положительных ε задача (4) эквивалентна интегральному уравнению

u(t, 1/ε, ε) = UA(t/ε)u
0 + ε

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

B(u(τ, 1/ε, ε),Hu(τ, 1/ε, ε)) dτ. (9)

Из предыдущего следует, что UA(t/ε)u
0 = u0(t, 1/ε). Через CE обозначим банахово прост-

ранство C([0, T ];E) непрерывных на отрезке [0, T ] функций со значениями в E и с нормой
равномерной сходимости.

Пусть S1
ε = {v(t) ∈ CE : ‖v(t)−u0(t, 1/ε)‖CE

� 1} – замкнутый единичный шар в CE с цен-
тром в u0(t, 1/ε), при этом ε > 0 мало и фиксировано (насколько мало, будет в дальнейшем
указано). Рассмотрим оператор

Φ[w(t)] = u0(t, 1/ε) + ε

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

B(w(τ),Hw(τ)) dτ,

действующий в CE . При достаточно малых ε он отображает шар S1
ε в себя ввиду ограни-

ченности операторов B и H.
Докажем, что при малых ε оператор Φ является сжатием (именно такие ε мы и будем

иметь в виду далее). При ε > 0 имеем

‖Φ[w1(t)]− Φ[w2(t)]‖ = ε

∥
∥
∥
∥

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

[B(w1(τ),Hw1(τ))−B(w2(τ),Hw2(τ))] dτ

∥
∥
∥
∥ =

= ε

∥
∥
∥
∥

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

[B(w1(τ),Hw1(τ))−B(w1(τ),Hw2(τ)) +

+B(w1(τ),Hw2(τ))−B(w2(τ),Hw2(τ))] dτ

∥
∥
∥
∥ =

= ε

∥
∥
∥
∥

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

B(w1(τ),H(w1(τ)− w2(τ))) dτ +

+

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

B(w1(τ)− w2(τ),Hw2(τ)) dτ

∥
∥
∥
∥ �

� ε

t∫

0

∥
∥
∥
∥UA

(
t− τ

ε

)∥
∥
∥
∥‖B(w1(τ),H(w1(τ)− w2(τ)))‖ dτ +

+ ε

t∫

0

∥
∥
∥
∥UA

(
t− τ

ε

)∥
∥
∥
∥‖B(w1(τ)− w2(τ),Hw2(τ))‖ dτ �

� εTbh(‖w1‖CE
+ ‖w2‖CE

)‖w2 − w1‖CE
.

Здесь учтено то, что UA – сжимающая полугруппа.
Если w1, w2 ∈ S1

ε , то ‖wi‖CE
� 1 + ‖u0‖CE

, i = 1, 2, и поэтому при

0 < ε < (2Tbh(1 + ‖u0‖CE
))−1 (10)
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оператор Φ является сжатием, отображающим шар S1
ε в себя. В соответствии с принципом

сжимающих отображений [13, гл. VIII, § 33] в шаре S1
ε существует и единственно решение

интегрального уравнения (9), что ввиду его эквивалентности задаче (4) доказывает суще-
ствование и единственность точного решения u(t, 1/ε, ε) у этой начальной задачи. Теорема
доказана.

Перейдём к изложению основного результата данного пункта работы.
Теорема 3. При выполнении условий теоремы 1 ε-псевдорегулярное решение задачи Ко-

ши (4) является её точным решением.
Доказательство. Введём обозначение для частичной суммы ряда (8), представляющего

ε-псевдорегулярное решение u(t, 1/ε, ε) задачи (4):

upr
nε(t, 1/ε) = u0(t, 1/ε) + εu1(t, 1/ε) + . . . + εnun(t, 1/ε). (11)

Также обозначим ‖u0‖CE
= a (см. неравенство (10)). Заметим, что в силу сжимаемости полу-

группы a � ‖u0‖. Из свойства билинейности оператора B следует, что функция upr
nε(t, 1/ε)

удовлетворяет уравнению

ε∂tu
pr
nε = Aupr

nε + ε2B(upr
nε,Hupr

nε)− εn+2
n∑

m=0

B(um,Hun−m)−

− εn+3
n∑

m=1

B(um,Hun−m+1)− εn+4
n∑

m=2

B(um,Hun−m+2)− . . .

. . . − ε2n+1[B(un,Hun−1) +B(un−1,Hun)]− ε2n+2B(un,Hun), (12)

в котором коэффициенты псевдомногочлена (11) по степеням ε записаны без аргументов.
Вычтя уравнение (12) из уравнения (4), получим

∂t(u− upr
nε) = A(u− upr

nε) + ε2[B(u,Hu)−B(upr
nε,Hupr

nε)] + εn+2
n∑

m=0

B(um,Hun−m) +

+ εn+3
n∑

m=1

B(um,Hun−m+1) + εn+4
n∑

m=2

B(um,Hun−m+2) + . . .

. . . + ε2n+1[B(un,Hun−1) +B(un−1,Hun)] + ε2n+2B(un,Hun). (13)

Поставим к уравнению (13) начальное условие

(u− upr
nε)|t=0 = 0.

Здесь u = u(t, 1/ε, ε) – точное решение поставленной задачи (которое по теореме 2 существует
и единственно).

Уравнение (13) эквивалентно интегральному уравнению

u− upr
nε = ε

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

[B(u,H(u− upr
nε)) +B(u− upr

nε,Hupr
nε)] dτ +

+ εn+1

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)[ n∑

m=0

B(um,Hun−m) + ε

n∑

m=1

B(um,Hun−m+1) +

+ ε2
n∑

m=2

B(um,Hun−m+2)+ . . .+ εn−1(B(un,Hun−1)+B(un−1,Hun))+ εnB(un,Hun)

]

dτ, (14)

причём в подынтегральные выражения входят функции переменной τ.
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С учётом оценки (7) и сжимаемости полугруппы из уравнения (14) при ε > 0 вытекают
неравенства (ниже аргумент τ не пишем):

‖u(t, 1/ε, ε) − upr
nε(t, 1/ε)‖ � ε

t∫

0

bh(‖u‖ + ‖upr
nε‖)‖u − upr

nε‖ dτ +

+εn+1T

[ n∑

m=0

‖B(um,Hun−m)‖CE
+ε

n∑

m=1

‖B(um,Hun−m+1)‖CE
+ε2

n∑

m=2

‖B(um,Hun−m+2)‖CE
+. . .

. . .+ εn−1(‖B(un,Hun−1)‖CE
+ ‖B(un−1,Hun)‖CE

) + εn‖B(un,Hun)‖CE

]

�

� εbh

t∫

0

(‖u(τ, 1/ε, ε)‖ + ‖upr
nε(τ, 1/ε)‖)(‖u(τ, 1/ε, ε) − upr

nε(τ, 1/ε)‖ dτ +

+ εn+1Th[(n+ 1)a2brn + εna2brn+1 + ε2(n − 1)a2brn+2 + . . .+ 2εn−1a2br2n−1 + εna2br2n], (15)

где r = Tbha.
Если 0 < ε < (2Tbh(1 + a))−1, то ρ = εr = a/(2(1 + a)) < 1/2, и из неравенства (15)

следует, что

‖u(t, 1/ε, ε) − upr
nε(t, 1/ε)‖ � εbh

t∫

0

(‖u(τ, 1/ε, ε)‖ + ‖upr
nε(τ, 1/ε)‖)‖u(τ, 1/ε, ε) − upr

nε(τ, 1/ε)‖ dτ +

+ εn+1Tbha2rn[n+ 1 + nρ(1 + ρ+ . . .+ ρn−1)] �

� εbh

t∫

0

(‖u(τ, 1/ε, ε)‖+‖upr
nε(τ, 1/ε)‖)‖u(τ, 1/ε, ε)−upr

nε(τ, 1/ε)‖ dτ + εTbha2ρn
(

n+1+
nρ

1− ρ

)

�

� εbh

t∫

0

(‖u(τ, 1/ε, ε)‖ + ‖upr
nε(τ, 1/ε)‖)‖u(τ, 1/ε, ε) − upr

nε(τ, 1/ε)‖ dτ + εTbha2ρn(2n+ 1), (16)

так как ρ(1− ρ)−1 < 1 при 0 < ρ < 1/2.
Пусть K(t, τ, ε) = εbh(‖u(τ, 1/ε, ε)‖ + ‖upr

nε(τ, 1/ε)‖). Очевидно, что эта функция является
ограниченной при 0 � t, τ � T ввиду ограниченности при ε → +0 функций u(τ, 1/ε, ε) и
upr
nε(τ, 1/ε) равномерно по n ∈ N.
Согласно неравенству Гронуолла–Беллмана из неравенства (16) следует, что

‖u(t, 1/ε, ε) − upr
nε(t, 1/ε)‖ � ερnTbha2(2n+ 1)e

∫ t
0
K(t,τ,ε) dτ , (17)

а поскольку (2n + 1)ρn → 0 при n → ∞, то и ‖u(t, 1/ε, ε) − upr
nε(t, 1/ε)‖CE

→ 0 при n → ∞.
Таким образом, u(t, 1/ε, ε) = upr(t, 1/ε, ε). Теорема доказана.

3. Приближённые решения эволюционных уравнений в случае неограниченного
оператора H. Рассмотрим задачу Коши (4) в случае, когда H – замкнутый неограниченный
оператор с областью определения DH ⊃ DA.

Пусть также имеется начальная задача

ε∂tv = Av + ε2B(v,Gv), t ∈ (0, T ],

v|t=0 = u0, (18)

где G ∈ L(E).
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Теорема 4.Пусть выполнено условие (A) и оператор B ограничен, а оператор H неогра-
ничен. Если u(t, 1/ε, ε) – точное решение задачи Коши (4), ограниченное на отрезке [0, T ] при
ε → +0, то при некоторой константе Cε такой, что Cε → 0 при ε → +0, справедливо
неравенство

‖u(t, 1/ε, ε) − v(t, 1/ε, ε)‖ � Cε‖(H −G)u(t, 1/ε, ε)‖. (19)

Доказательство. Представим уравнение (4) в виде

ε∂tu = Au+ ε2B(u,Gu) + ε2B(u, (H −G)u)

и вычтем из него уравнение (18):

ε∂t(u− v) = A(u− v) + ε2[B(u− v,Gu) +B(v,G(u− v))] + ε2B(u, (H −G)u), (20)

причём если u и v – решение задачи Коши (4), то

(u− v)|t=0 = 0.

Пользуясь тем, что UA(t) – сильно непрерывная полугруппа с генератором A, запишем
интегральное уравнение, эквивалентное уравнению (20):

u− v = ε

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

[B(u− v,Gu) +B(v,G(u − v))] dτ + ε

t∫

0

UA

(
t− τ

ε

)

B(u, (H −G)u) dτ.

Здесь аргументы у функций u и v опущены. Так как полугруппа UA(t) – сжимающая и
ε > 0, имеем оценку

‖u− v‖ � εb

t∫

0

(‖Gu‖ + ‖v‖‖G‖)‖u − v‖ dτ + εTb‖u‖‖(H −G)u‖,

откуда в соответствии с неравенством Гронуолла–Беллмана (см. также (17)) получаем оценку

‖u− v‖ � εTb‖u‖ exp{εTb(‖Gu‖CE
+ ‖v‖CE

‖G‖)}‖(H −G)u‖, (21)

совпадающую с неравенством (19), если

Cε = εTb‖u‖CE
exp{εTb(‖Gu‖CE

+ ‖v‖CE
‖G‖)}.

Как следует из неравенства (21), для последовательности ограниченных операторов Gm,
сильно сходящейся к H, можно указать такую последовательность εm → +0, что для решения
Vm(t, 1/εm, εm) начальных задач (18) будет иметь место равномерная по t ∈ [0, T ] сходимость

lim
m→∞

‖u(t, 1/εm, εm)− Vm(t, 1/εm, εm)‖ = 0. (22)

Теорема доказана.
Пример 1. Рассмотрим начальную задачу

ε∂tu = ∂2
xu− ε2u(∂xu), t ∈ (0, T ], x ∈ [0, 1],

u|t=0 = ϕ(x).

Здесь E = C[0, 1]; D(∂2
x) = {w(x) ∈ C[0, 1] : ∂2

xw ∈ C[0, 1], w(0) = w(1) = 0}; Dμ(∂x) =
= {w(x) ∈ C[0, 1] : ∂xw ∈ C[0, 1], μw(0) − w(1) = 0}, μ ∈ (0, 1) и фиксирован билинейный
оператор B(u, v) = −uv, очевидно, ограниченный как оператор, действующий из C[0, 1] ×
× C[0, 1] в C[0, 1]; ϕ(x) ∈ D(∂2

x).
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Резольвента оператора H = ∂x с областью определения Dμ(∂x) задаётся формулой [14,
с. 144]

RH(λ) =
1

μ− eλ

(

μ

x∫

0

eλ(x−ξ)f(ξ) dξ + eλ
1∫

x

eλ(x−ξ)f(ξ) dξ

)

,

и при всех λ > 0 (и заданном μ ∈ (0, 1)) подчинена оценке ‖RH(λ)‖ � 1/λ. Тогда, как
известно [12, с. 66], последовательность ограниченных операторов

Hm = −mI −m2RH(m),

где I – тождественный оператор, при m → ∞ сильно сходится к оператору H = ∂x.
Рассмотрим серию начальных задач

ε∂tv = ∂2
xv − ε2v(Hmv), t ∈ (0, T ], x ∈ [0, 1],

v|t=0 = ϕ(x). (23)

С помощью функции Грина первой краевой задачи для уравнения теплопроводности [15, c. 187]

G(t/ε, x; s) = 2

∞∑

k=1

sin(πks) sin(πkx)e−π2k2t/ε

строим ε-регулярные решения задач (23) (они являются псевдоголоморфными по теореме 3):

Vm(t, x, 1/ε, ε) = v0(t, x, 1/ε) + εv1(t, x, 1/ε) + . . . ,

где

v0(t, x, 1/ε) =

1∫

0

G(t/ε, x; s)ϕ(s) ds;

v1(t, x, 1/ε) = −
t∫

0

[ 1∫

0

G

(
t− τ

ε
, x; s

)

(v0(τ, s, 1/ε)Hm[v0(τ, s, 1/ε)]) ds

]

dτ ;

и т.д. Как следует из выражения для Cε, предел (22) будет иметь место, если εm = m−2.

4. Существование ε-псевдорегулярных решений уравнений с неограниченным
билинейным оператором. Дополнительно к условию (А) наложим на билинейный оператор
B(u,Hv) из уравнения (4) специальное условие.

Условие (В). Для некоторого a � 0 существует неубывающая последовательность мно-
жеств W 1

a ⊂ W 2
a ⊂ . . . ⊂ W k

a ⊂ . . . ⊂ DA такая, что при каждом n ∈ N для любого w ∈ W n
a

выполняется оценка ‖w‖ � ean, и если u ∈ W p
a , v ∈ W q

a , то B(u,Hv) ∈ qW p+q
a (p, q ∈ N).

Кроме того, при каждом n ∈ N множество W n
a инвариантно относительно действия

полугруппы, т.е. UA(t)W
n
a ⊂ W n

a при всех t � 0.
Введём следующее обозначение:

expaE =
⋃

n∈N
W n

a .

Отметим, что множество expaE обобщает пространство целых функций экспоненциального
типа [16, гл. VIII, § 2].

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4, условие (В) и включение u0 ∈ expaE.
Тогда задача Коши (4) имеет единственное ε-псевдорегулярное решение.
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Доказательство. Обратимся к серии решений (6). Пусть для определённости u0 ∈ W 1
a ,

тогда вследствие инвариантности множества W n
a относительно действия полугруппы UA(t)

верно включение u0(t, 1/ε) ∈ W 1
a , а значит, ‖u0(t, 1/ε)‖ � ea при всех t � 0 и любом ε > 0.

С помощью метода математической индукции установим неравенство

‖un(t, 1/ε)‖ � (n + 1)n−1

n!
tnea(n+1), n ∈ N. (24)

Для этого воспользуемся следующим утверждением [17].
Лемма. При любом натуральном n справедливо равенство

1 · (n+ 1)n

n!
+ 1 · nn−1

(n− 1)!
+

31

2!
· (n− 1)n−2

(n− 2)!
+

42

3!
· (n− 2)n−3

(n− 3)!
+ . . .+

(n+ 1)n−1

n!
· 1 =

(n+ 2)n

n!
.

Учтём также тот факт, что из включения B(u,Hv) ∈ qW p+q
a (u ∈ W p

a , v ∈ W q
a ) следует,

что ‖B(u,Hv)‖ � qea(p+q).
Проверим справедливость неравенства (24) при n = 1. C учётом сжимаемости полугруппы

имеем

‖u1(t, 1/ε)‖ �
t∫

0

‖B(u0(τ, 1/ε),Hu0(τ, 1/ε))‖ dτ �
t∫

0

e2a dτ = te2a.

Пусть неравенство (24) верно при данном натуральном n, тогда

‖un+1(t, 1/ε)‖ �
t∫

0

n∑

k=0

‖B(uk(τ, 1/ε),Hun−k(τ, 1/ε))‖ dτ �

�
[ t∫

0

(1 · (n+ 1)n

n!
+ 1 · nn−1

(n− 1)!
+

31

2!
· (n− 1)n−2

(n− 2)!
+ . . . +

(n + 1)n−1

n!
· 1)τn dτ

]

ea(n+2) =

=
(n + 2)n

n!(n+ 1)
tn+1ea(n+2) =

(n+ 2)n

(n+ 1)!
tn+1ea(n+2).

Сходимость ряда
u0(t, 1/ε) + εu1(t, 1/ε) + . . . + εnun(t, 1/ε) + . . .

равномерно по t ∈ [0, T ] при 0 < ε < ε∗ (ε∗ находится с помощью признака Даламбера)
таким образом установлена. Его сумма и будет ε-псевдорегулярным решением задачи (4).

Пример 2. Рассмотрим смешанную задачу

ε∂tu = ∂2
xu− ε2u(∂xu), t ∈ (0, T ], x ∈ (0, π),

u(t, 0, 1/ε) = u(t, π, 1/ε) = 0, t ∈ (0, T ],

u(0, x, 1/ε) = sinx, x ∈ [0, π].

По формулам (6) строим её ε-псевдорегулярное решение:

upr(t, x, 1/ε, ε) = e−t/ε sinx− ε

4
(e−2t/ε − e−4t/ε) sin 2x+

+
ε2

32
[(2e−3t/ε − 3e−5t/ε + e−9t/ε) sin 3x− (e−5t/ε − 2e−3t/ε + e−t/ε) sinx]− . . .

Здесь E = C[0, π], a = 0, W n
0 состоит из тригонометрических многочленов вида a1 sinx +

+a2 sin 2x+ . . .+an sinnx, коэффициенты которых удовлетворяют неравенству |a1|+ |a2|+ . . .
. . . + |an| � 1. Несложно доказать, что exp0E – мультипликативный моноид.

6 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 3 2022



370 КАЧАЛОВ

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ломов С.А. Введение в общую теорию сингулярных возмущений. М., 1981.
2. Васильева А.Б., Бутузов В.Ф. Асимптотические разложения решений сингулярно возмущенных

задач. М., 1973.
3. Маслов В.П. Асимптотические методы в теории возмущений. М., 1988.
4. Ломов С.А., Ломов И.С. Основы математической теории пограничного слоя. М., 2011.
5. Качалов В.И., Ломов С.А. Гладкость решений дифференциальных уравнений по сингулярно вхо-

дящему параметру // Докл. АН СССР. 1988. Т. 37. № 2. С. 465–467.
6. Рид М., Саймон В. Методы современной математической физики. Т. 4. М., 1982.
7. Като Т. Теория возмущений линейных операторов. М., 1972.
8. Качалов В.И., Ломов С.А. Псевдоаналитические решения сингулярно возмущенных задач // Докл.

АН СССР. 1982. Т. 334. № 8. С. 694–695.
9. Kachalov V.I. Poincare decomposition theorems and the Lomov regularization method // J. of Phys.:

Conf. Ser. 2019. V. 1391. № 1. P. 012134.
10. Bobodzhanov A.A., Safonov V.F., Kachalov V.I. Asymptotic and pseudoholomorphic solutions of

singularly perturbed differential and integral equations in the Lomov’s regularization method // Axioms.
2019. V. 8. № 27. doi:10.3390/axioms8010027.

11. Качалов В.И. О методе голоморфной регуляризации сингулярно возмущенных задач // Изв. вузов.
Математика. 2017. № 6. С. 52–59.

12. Крейн С.Г. Линейные дифференциальные уравнения в банаховом пространстве. М., 1967.
13. Треногин В.А. Функциональный анализ. М., 1980.
14. Дезин А.А. Воспоминания и избранные труды по математике. М., 2011.
15. Бицадзе А.В. Уравнения математической физики. М., 1976.
16. Титчмарш Е. Теория функций. М., 1980.
17. Бесова М.И., Качалов В.И.Об одном нелинейном дифференциальном уравнении в банаховом прост-

ранстве // Сиб. электрон. мат. изв. 2021. Т. 18. № 1. С. 332–337.

Национальный исследовательский университет Поступила в редакцию 21.05.2021 г.
“Московский энергетический институт” После доработки 21.12.2021 г.

Принята к публикации 09.03.2022 г.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 3 2022



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2022, том 58, № 3, с. 371–384

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.952+517.956.226

ЗАДАЧА ТИПА РИМАНА–ГИЛЬБЕРТА
ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЁННОГО

УРАВНЕНИЯ КОШИ–РИМАНА
С ОСОБЕННОСТЬЮ В КОЭФФИЦИЕНТЕ

c© 2022 г. Ю. С. Федоров

Для сингулярно возмущённой системы уравнений в частных производных типа Коши–
Римана рассматривается задача Римана–Гильберта. С помощью метода регуляризации
Ломова получены достаточные условия, при выполнении которых её асимптотические ре-
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Сергея Александровича Ломова (12.10.1922–12.06.1993)

в связи со 100-летием со дня его рождения
посвящаю эту работу

1. Постановка задачи. Пусть область D содержит точку z = 0 и ограничена простым
гладким контуром Γ, ориентированным против часовой стрелки. Пусть контур Γ принад-
лежит классу Гёльдера C1,ν и функция ζ = α(z) осуществляет конформное отображение
области D на единичный круг |ζ| < 1, согласно теореме Келлога [1, с. 411] функция ζ при-
надлежит классу C1,ν(D). Удобно обозначить Dδ = D

⋂
{|z| > δ} с малым δ > 0.

В области D рассмотрим следующую сингулярно возмущённую систему уравнений Коши–
Римана с сингулярными коэффициентами:

ε

[

x

(
∂u1
∂x

− ∂u2
∂y

)

+ y

(
∂u2
∂x

+
∂u1
∂y

)]

− 2a(u1 − u2) = 0,

ε

[

y

(
∂u1
∂x

− ∂u2
∂y

)

− x

(
∂u2
∂x

+
∂u1
∂y

)]

− 2a(u1 + u2) = 0, (1.10)

где ε � 1 – малый параметр, a – действительная положительная постоянная, т.е. a ∈ R
+.

Используя оператор Коши–Римана 2∂z = ∂x+i∂y, с учётом того, что u = u1+iu2, запишем
систему уравнений (1.10) в удобной для исследования комплексной форме

εz̄uz̄ − au = 0. (1.1)

На важность исследования системы (1.1) указал В.Ф. Сафонов [2, гл. 3], на необходи-
мость её изучения обращали внимание также А.В. Бицадзе и А.Б. Васильева. Уравнения,
аналогичные (1.1), рассматривались в работе [3] и монографии [4, с. 215] при исследовании
обыкновенных дифференциальных уравнений с регулярной особой точкой

εz2y′′(z) + zp(z)y′(z) + q(z)y(z) = 0

(здесь y = y(z) – функция комплексного переменного z). Некоторые сингулярно возмущён-
ные системы уравнений в частных производных с регулярной особой точкой, отличные от
систем вида (1.10), изучались И.С. Ломовым [5, 6]. В.Ф. Сафоновым предложено исследовать
классы уравнений, когда точка z = 0 является особой точкой множителя при производной
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искомой функции по z̄. Первый естественный класс таких уравнений содержит сингулярно
возмущённое уравнение Коши–Римана (1.1), эквивалентное системе (1.10).

Одной из основных граничных задач теории (обобщённых) аналитических функций явля-
ется краевая задача Римана–Гильберта. Её постановка для аналитических функций принад-
лежит Б. Риману [7]. В 1857 г. он впервые сформулировал задачу следующим образом: найти
аналитическую в области D функцию по известному соотношению между её действительной
и мнимой частями на границе области. Сам он не указал способов решения этой задачи. Её
полное решение дано Д. Гильбертом [8] в случае односвязной области, когда действительная
u и мнимая v части искомой функции удовлетворяют на границе следующему условию:

Re ((α + iβ)(u+ iv)) = αu− βv = γ,

где α, β и γ – заданные действительные функции, причём α2 + β2 = 1. В связи с этим дан-
ную задачу стали называть задачей Римана–Гильберта. Дальнейшее развитие теория задач
Римана–Гильберта получила в трудах Ф.Д. Гахова, Н.И. Мусхелишвили, И.Н. Векуа, А.П. Сол-
датова и их учеников. При рассмотрении задачи Римана–Гильберта важную роль играет её
индекс

κ =
1

π
arg (α+ iβ)|Γ.

Переходя к исследованию уравнения (1.1), уточним для него постановку соответствующей
задачи.

Задача типа Римана–Гильберта: найти решение u(z, ε) ∈ C(D)
⋂

C∞(D) уравнения
(1.1), удовлетворяющее на контуре Γ граничному условию

Re ((α+ iβ)u)(t) = e−c2/ε2g(t), t ∈ Γ, (1.2)

и в области D равенствами

u(zj) = 0, j = 1,−2κ + 1, zj ∈ D, κ � 0, (1.3)

где g(t) ∈ C(Γ) – заданная функция, c – положительная постоянная, zj – фиксированные
точки области D, а κ – индекс функции α+ iβ на Γ.

Отметим, что в случае круговой области задача типа Дирихле для уравнения (1.1) иссле-
дована в работе [9].

2. Классическая задача Римана–Гильберта. Предварительно напомним хорошо из-
вестные результаты относительно классической задачи Римана–Гильберта (подробное их из-
ложение имеется в монографиях [10, 11]). Задача ставится следующим образом: найти анали-
тическую в области D функцию ϕ(z), которая на границе Γ = ∂D удовлетворяет условию

ReGϕ|Γ = g, (2.1)

где функция G = α + iβ ∈ Cν(Γ) всюду отлична от нуля (отметим, что здесь отсутствует
условие (1.3)). Если g(z) ≡ 0, то задача Римана–Гильберта называется однородной; в про-
тивном случае – неоднородной. Воспользуемся компактным изложением [12] решения задачи
Римана–Гильберта.

Рассмотрим эту задачу для односвязной области D, ограниченной простым контуром Γ.
Пусть D′ = C \ D. Через C(D ∨ D′) обозначим класс функций φ(z), которые определены
на C \ Γ, аналитичны в любой из открытых связных компонент областей D0 ⊆ D и D′, при
этом их сужение φ|D0 на D0 продолжается по непрерывности на замыкание D0, а сужение
φ|D′ на D′ – по непрерывности на замыкание D′. Обозначение D ∨ D′ можно трактовать
как замыкание множества D ∨ D′ с помощью односторонних окрестностей контура Γ, так
что D ∨D′ = (D

⋃
Γ) ∨ (D′⋃Γ) (здесь Γ ∨ Γ – дизъюнктное объединение двух экземпляров

контура).
Из определения класса C(D∨D′) вытекает, что в точках t ∈ Γ существуют два граничных

значения limφ(z) при стремлении z к t с каждой из двух сторон от Γ. Эти значения удобно
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обозначать с помощью заданной ориентацией контура, понимая под φ+(t) (φ−(t)) предел
lim φ(z) для точек z ∈ D, которые в малой окрестности t лежат слева (справа) от Γ, т.е.
находятся в соответствующих односторонних окрестностях точки t. В случае, когда область
D является единичным кругом, задача (2.1) легко сводится к задаче линейного сопряжения
и, следовательно, допускает эффективное решение. C этой целью функцию ϕ продолжим в
область D′ = {|z| > 1}, полагая

ϕ(z) = ϕ(1/z̄), |z| > 1.

Очевидно, что так продолженная функция является аналитической в C\Γ = D
⋃

D′ и принад-
лежит классу Cμ

0 (D∨D′). Она удовлетворяет условию ϕ = ϕ∗, где функция ϕ∗ определяется
с помощью инверсии

ϕ∗(z) = ϕ(1/z). (2.2)

Операция ϕ �→ ϕ∗ является линейной над полем R и инволютивной, т.е. (ϕ∗)∗ = ϕ. Из опре-
деления (2.2) следует, что

ϕ±
∗ (t) = ϕ∓, t ∈ Γ. (2.3)

В частности, краевое условие (2.1) для так продолженной функции ϕ запишется в виде

Gϕ+ +Gϕ− = 2g. (2.4)

Верно и обратное: если ϕ ∈ Cμ
0 (D ∨D′) – решение задачи (2.4) линейного сопряжения, подчи-

нённое дополнительному требованию ϕ = ϕ∗, то сужение функции ϕ на область D служит
решением задачи (2.1).

Очевидно, задачу (2.4) можно представить в форме (2.1) по отношению к коэффициенту
G̃ = −G/G. Имеет место

Лемма 2.1. Пусть κ = IndΓG, так что функция a(t) = argG(t)−κ arg t принадлежит
классу Cμ(Γ), и пусть

R(z) =

{
1, |z| < 1,

z2κ, |z| > 1,
H(z) =

1

2π

∫

Γ

π − 2a(t)

t− z
dt. (2.5)

Тогда функция
X(z) = R(z)eH(z)−H(0)/2

является G̃-канонической [11, c. 102] и обладает свойством

X∗(z) = X(z)z−2κ . (2.6)

На линейном пространстве Pn многочленов степени не выше n введём операцию

p∧(z) = znp∗(z), (2.7)

которая действует по правилу (c0 + c1z + . . . + cnz
n)∧ = cn + cn−1z + . . . + c0z

n и, очевидно,
инволютивна: (p∧)∧ = p.

Из тождества (2.6) и определения (2.7) непосредственно следует, что

(Xp)∗ = Xp∧, p ∈ P−2κ .

Утверждается, что на единичной окружности имеет место соотношение
[

tp(t)

G(t)X+(t)

]

= − tq∧(t)

G(t)X+(t)
, q ∈ P2κ−2, t ∈ Γ.
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Обратимся к исходной задаче (2.1) и рассмотрим класс P 0
n = {p ∈ Pn : p∧ = p}. Очевидно,

что любой элемент p ∈ Pn единственным образом представим в виде p = p0+ip1, где p1 ∈ P 0
n ,

так что P 0
n – линейное подпространство в Pn размерности n+ 1.

Теорема 2.1. В условиях леммы 2.1 все решения задачи (2.1) в классе Cμ(D) описыва-
ются формулой

ϕ(z) =
X(z)

πi

∫

Γ

g(t)

G(t)X+(t)

dt

t− z
+X(z)p(z), p ∈ P 0

−2κ ,

где функция f удовлетворяет условиям ортогональности
∫

Γ

g(t)

G(t)X+(t)
q(t) dt = 0, q ∈ P 0

2κ−2.

Очевидно, что при κ � 0 размерность пространства P 0
−2κ над полем R равна −2κ + 1.

Аналогично, при κ � 0 размерность пространства P 0
2κ−2 на полем R равна 2κ − 1. Во всех

случаях задача (2.1) имеет индекс −2κ + 1, который, в частности, отличен от нуля.
Обратимся к общему случаю односвязной области D. Пусть простой контур Γ = ∂D

принадлежит классу C1,μ, тогда по теореме Келлога конформное отображение w = ω(z)
этой области на единичный круг D0 принадлежит классу C1,μ(D) или, что равносильно, его
производная ω′ ∈ Cμ(D). Зафиксируем точку z0 ∈ D, удовлетворяющую условию ω(z0) = 0.

Теорема 2.2.Пусть κ = IndΓ G, так что функция a(t) = argG(t)−κ arg t принадлежит
классу Cμ(Γ), и пусть X(z) = eA(z), где функция A ∈ Cμ(D) определяется как решение
задачи Дирихле

ImA+ =
π

2
− a, Re A(z0) = − 1

2π

∫

Γ

a(t)|ω′(t)| d1t.

Тогда все решения задачи (2.1) в классе Cμ(D) описываются формулой

ϕ(z) =
X(z)

πi

∫

Γ

f(t)

G(t)X+(t)

ω′(t) dt

ω(t)− ω(z)
+X(z)p[ω(z)], p ∈ P 0

−2κ ,

где функция g удовлетворяет условиям ортогональности
∫

Γ

f(t)

G(t)X+(t)
q[ω(t)]ω′(t) dt = 0, q ∈ P 0

2κ−2.

3. Построение формального решения уравнения (1.1) и основная теорема. В ис-
следовании обобщённых систем Коши–Римана ключевую роль играет интегральный оператор
Векуа–Помпейу [13, с. 31]:

(Tf)(z) = − 1

π

∫

D

f(ζ)d2ζ

ζ − z
, (3.1)

здесь и всюду ниже d2ζ означает элемент площади.
Если f ∈ Lp(D), p > 2, то функция U = Tf принадлежит соболевскому пространст-

ву W 1,p(D) и удовлетворяет уравнению Uz̄ = f, причём оператор T : Lp(D) → W 1,p(D)
ограничен. При этом имеет место следующее вложение [13, с. 39] в класс Гёльдера:

W 1,p(D) ⊆ Cμ(D), μ = 1− 2/p.

В частности, оператор T компактен в пространствах Lp(D) и C(D). Всюду в дальнейшем
предполагается, что p > 2. Если функция f принадлежит пространствам Lp(Dδ) при любом
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δ > 0, но, вообще говоря, не суммируема во всей области D, то под правой частью в (3.1)
условимся понимать сингулярный интеграл

(Tf)(z) = − lim
δ→0

1

π

∫

Dδ

f(ζ) d2ζ

ζ − z
, z �= 0,

конечно, в предположении, что указанный предел существует. Вводя обозначение

Ω(z) = −a

π

∫

D

d2ζ

ζ̄(ζ − z)
, z �= 0,

воспользуемся для определения функции Ω следующим утверждением.
Лемма 3.1. Функция Ω(z) существует и представима в виде

Ω(z) = 2a ln |z| − h(z), z �= 0,

где h(z) ∈ H(D) определяется равенством

h(z) =
a

πi

∫

Γ

ln |ζ| dζ
ζ − z

.

Здесь H – пространство аналитических в области D функций, удовлетворяющих на границе
Γ = ∂D условию Гёльдера с показателем ν = (p− 2)/p, p > 2.

Подставляя значение Ω(z) в формальное решение для u(z), решения уравнения (1.1) мо-
жем записать в виде u(z) = ϕ(z) exp{Ω(z)/ε}. Таким образом, получим следующую формулу:

u(z) = ϕ(z)|z|2a/εeh(z)/ε,

где ϕ – произвольная аналитическая в области D0 функция.
Следуя работе [14], в которой описывается класс безрезонансных решений для итерацион-

ных задач, введём класс функций U0, элементы которого (дополнительно к свойствам функ-
ций класса U) обладают ещё свойством ограниченности при ε → +0 и z → 0. Иначе говоря,
под решением задачи типа Римана–Гильберта (1.1)–(1.3) будем понимать функцию u, при-
надлежащую классу

U0 = {u : u(z) = eτ ((Ig) +XP−2κ)(z) и u = O(1) при ε → 0 и z → 0} .

Заметим, что элементы u ∈ U0, обладают свойством: u ∈ C(D)
⋂

C∞(D0).
Для наглядного и компактного изложения сформулируем основную теорему для области

D = {z : |z| � R}. Эта теорема имеет место также для содержащей сингулярную точку z = 0
конечной области с границей Γ ∈ C1,α.

Теорема 3.1. Пусть в задаче (1.1)–(1.3) a ∈ R
+, ε > 0 и g(t) ∈ C(Γ). Тогда эта задача

в классе U0 однозначно разрешима и u(0) = 0. Более точно, её решение представимо в виде

ũ(z, τ, ε) =

∞∑

k=0

uk(z, τ)ε
k = eτ−c2/ε2 ×

×
{

[(Ig)(z) +X(z)P−2κ(z)] +
z̄

a

∞∑

1

[ τ∫

0

e−t ∂uk−1

∂z̄
dt

]

εk
}

, (3.2)

где коэффициенты uk(τ, z) определяются рекуррентной формулой

uk(τ, z) = eτ−c2/ε2
[

− z̄

a

τ∫

0

e−t ∂uk−1

∂z̄
dt

]

, k � 1.
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Коэффициенты uk, k ∈ N, являются однородными функциями первой степени по τ, в част-
ности, uk(τ, z) = 0 при z ∈ Γ, и решение (3.2) при z ∈ Γ совпадает с точным решением
задачи (1.1)–(1.3). При |z| < R ряд в интегральном представлении (3.2) при достаточно
малом ε сходится в обычном смысле абсолютно и равномерно по переменному z во всей
области D к точному решению задачи (1.1)–(1.3).

Доказательство. Для наглядности и упрощения изложения доказательство теоремы про-
водим в предположении, что граница Γ области D является окружностью, т.е. Γ : |z| = R
(отметим, что теорема 3 справедлива и для произвольной области с границей Γ ∈ C1,ν).

Тогда функция h(z), приведённая в лемме 3.1, примет более простой вид:

h(z) =
a

πi

∫

Γ

ln |ζ| dζ
ζ − z

= 2a lnR.

В этом случае решение уравнения (1.1) принимает вид

u(z) = ϕ(z) exp

{
1

ε
2a ln(|z|R−1)

}

, (3.3)

где ϕ(z) – произвольная аналитическая в области D0 функция. Чтобы получить решение
исходной задачи (1.1)–(1.3), нужно подчинить функцию (3.3) условиям (1.2), (1.3). При этом
функция ϕ(z) будет сложным образом зависеть от z и ε, и её описание при стремлении
(z, ε) → (0,+0) будет весьма затруднительным. Поэтому, вместо того чтобы использовать
точное решение уравнения (1.1), попробуем построить разложение решения задачи (1.1)–(1.3)
в виде ряда по степеням параметра ε, применив метод регуляризации Ломова [4].

Согласно методу Ломова, исходя из представления (3.3), вводим новую дополнительную
переменную

τ(ε, z) =
1

ε
2a ln

|z|
R

, |z| � R,

производная которой равна
∂τ

∂z̄
=

a

εz̄
.

Для расширенной неизвестной функции ũ = u(z, τ, ε) (вместо исходного уравнения (1.1)) с
учётом того, что

∂ũ

∂z̄
=

∂u

∂z̄
+

∂u

∂τ

∂τ

∂z̄
=

∂u

∂z̄
+

a

εz̄

∂u

∂τ
,

получаем расширенное уравнение

εz̄ũz̄ + a(ũτ − ũ) = 0. (3.4)

Сформулируем соответствующую задачу типа Римана–Гильберта: найти решение ũ урав-
нения (3.4) из класса C(D)

⋂
C∞(D0), удовлетворяющее на контуре Γ граничному условию

Re ((α+ iβ)ũ)(t) = e−c2/ε2g(t), t ∈ Γ, (3.5)

где g(t) ∈ C(Γ), и в области D равенствам

ũ(zj , ε) = 0, j = 1,−2κ + 1, zj ∈ D. (3.6)

Согласно теории Пуанкаре решение расширенной задачи (3.4)–(3.6) будем искать в виде

ũ(z, τ, ε) =
∞∑

k=0

uk(z, τ)ε
k . (3.7)
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Подставляя представление (3.7) в уравнение (3.4), получаем равенство

z̄(εu0z̄ + ε2u1z̄ + . . .+ εk+1ukz̄ + . . .) + a((u0τ − u0) + ε(u1τ − u1) + . . .+ εk(ukτ − uk) + . . .) = 0.

Приравнивая здесь коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра ε, приходим
к следующим итерационным задачам:

ε0 :

⎧
⎪⎨

⎪⎩

u0τ − u0 = 0,

Re (α+ iβ)u0(t) = e−c2/ε2g(t), t ∈ Γ,

u0(zj) = 0, j = 1,−2κ + 1, zj ∈ D,

(3.80)

ε :

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

u1τ − u1 =
z̄

a

∂u0
∂z̄

,

Re ((α+ iβ)u1)(t) = 0, t ∈ Γ,

u1(zj) = 0, j = 1,−2κ + 1, zj ∈ D,

(3.81)

. . .

εk :

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ukτ − uk =
z̄

a
d
∂uk−1

∂z̄
,

Re ((α + iβ)uk)(t) = 0, t ∈ Γ,

uk(zj) = 0, j = 1,−2κ + 1, zj ∈ D,

(3.8k)

. . .

4. Решение итерационных задач. Рассмотрим первую итерационную задачу (3.80).
Её уравнение

u0τ − u0 = 0

можно рассматривать как обыкновенное дифференциальное уравнение; его решение даётся
формулой

u0(τ, z) = eτϕ0(z), (4.1)

где ϕ0(z) – произвольная аналитическая функция комплексного переменного z.
Теперь, используя краевые условия задачи (3.80), для вычисления аналитической функции

ϕ(z) приходим к следующей задаче:

Re (α+ iβ)ϕ0(t) = e−c2/ε2g(t), t ∈ Γ,

ϕ0(zj) = 0, j = 1,−2κ + 1, zj ∈ D. (4.2)

Сначала рассмотрим первое краевое условие:

Re (α+ iβ)ϕ0(t) = e−c2/ε2g(t), t ∈ Γ. (4.3)

Согласно теореме 2.1 при κ � 0 и Γ ∈ C1,ν, G ∈ Cν(Γ) однородная задача Римана–Гильберта
имеет ровно −2κ+1 линейно независимых решений; совокупность всех решений даётся фор-
мулой

ϕ0(z, ε) = X(z)(c0z
−2κ + c1z

−2κ−1 + . . .+ c−2κ), (4.4)

где c0, c1, . . . , c−2κ – произвольные постоянные. Неоднородная задача с граничным условием
(4.3) безусловно разрешима, причём все её решения в классе Cμ(D) описываются формулой

ϕ0(z) = e−c2/ε2(Ig)(z) +X(z)p(z), p ∈ P 0
−2κ , (4.5)

где

(Ig)(z) =
X(z)

πi

∫

Γ

g(t)

G(t)X+(t)

dt

t− z
.
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При κ � 0 (см. теорему 2.1) однородная задача Римана–Гильберта не имеет решений,
отличных от нуля, а для разрешимости неоднородной задачи необходимо и достаточно выпол-
нения условий ортогональности

∫

Γ

g(t)

G(t)X+(t)
q(t) dt = 0, q ∈ P 0

2κ−2. (4.6)

При этом единственное решение задачи Римана–Гильберта для уравнения u0τ −u0 = 0 даётся
формулой

ϕ0(z) = e−c2/ε2(Ig)(z). (4.7)

Теперь подчиним решение (4.5) задачи (3.80) второму условию. При κ � 0 равенства
ϕ0(zj) = 0, j = 1,−2κ + 1, zj ∈ D (см. (4.4), (4.5)) приводят к следующей системе алгебраи-
ческих уравнений:

P−2κ(zj) = −e−c2/ε2

X(zj)
(Ig)(zj), j = 1,−2κ + 1, zj ∈ D, (4.8)

где P−2κ(zj) = c0z
−2κ
j + c1z

−2κ−1
j + . . . + c−2κ , а числа c0, c1, . . . , c−2κ пока не известны.

Введя обозначения

C = (c0, c1, . . . , c−2κ)
т, fj = −e−c2/ε2

X(zj)
(Ig)(zj), F = (f0, f1, . . . , f−2κ)

т,

Aт =

⎛

⎜
⎝

1 1 1 . . . 1
z1 z2 z3 . . . z−2κ+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z−2κ
1 z−2κ

2 z−2κ
3 . . . z−2κ

−2κ+1

⎞

⎟
⎠,

систему уравнений (4.8) запишем в матричной форме

AC = F. (4.9)

Матрица Aт имеет определитель Δ = |Aт| = |A| �= 0, так как он является определителем
Вандермонда. Следовательно, система уравнений (4.8) или (4.9) имеет единственное решение

C = A−1F.

Подставляя найденные значения чисел cj в многочлен P−2κ, найдём окончательно функцию
ϕ0(z) в (4.1) и, значит, построим однозначно решение первой итерационной задачи (3.80).

Лемма 4.1. Пусть κ = Ind (α(t) + iβ(t)) и a ∈ R
+.

Если κ � 0, то первая итерационная задача (3.80) имеет единственное решение в классе
U0, это решение представляется в виде (4.1), где аналитическая функция ϕ0 вычисляется
по формуле (4.4), в которой постоянные c0, c1, . . . , c−2κ являются решениями алгебраи-
ческой системы (4.9).

Если κ � 0, то однородная итерационная задача (3.80) не имеет решений, отличных
от нуля, а для разрешимости неоднородной задачи необходимо и достаточно, чтобы имели
место условия ортогональности (4.6); при этом единственное решение задачи (3.80) вычис-
ляется по формуле (4.1), где аналитическая функция ϕ0 имеет вид (4.7).

Аналогичным образом находим решения следующих итерационных задач. Рассмотрим
уравнение (3.8k) :

ukτ − uk =
e−c2/ε2 z̄

a

∂uk−1

∂z̄
.
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Решение этого уравнения даётся формулой

uk(τ, z) = eτ
[

ϕk(z)−
e−c2/ε2 z̄

a

τ∫

0

e−t ∂uk−1

∂z̄
dt

]

.

Используя первое условие задачи (3.8k), приходим к следующей задаче:

Re (α+ iβ)ϕk(t) = g̃k(t), t ∈ Γ,

где

g̃k(t) = −Re
z̄

a

τ∫

0

e−t ∂uk−1

∂z̄
dt

∣
∣
∣
∣
Γ

= 0.

Следовательно,
Re (α+ iβ)ϕk(z) = 0, k � 1, z ∈ D. (4.10)

При κ > 0 (согласно теореме 2.1) однородная задача (4.10) Римана–Гильберта не имеет ре-
шений, отличных от нуля, и ϕk(z) = 0, k � 1, z ∈ D.

В результате для коэффициентов uk(τ, z) получим следующие выражения:

uk(τ, z) = eτ−c2/ε2
[

− z̄

a

τ∫

0

e−t ∂uk−1

∂z̄
dt

]

, k � 1. (4.11)

Тем самым, будут решены все итерационные задачи в классе U0.
Подставляя найденные коэффициенты u0(τ, z), uk(τ, z), k � 1, в ряд (3.7), получаем

единственное формальное решение задачи (3.4)–(3.6) в виде ряда

ũ(z, τ, ε) =

∞∑

k=0

uk(z, τ)ε
k =

= eτ−c2/ε2
{

[(Ig)(z) +X(z)P−2κ(z)] +
z̄

a

∞∑

k=1

[ τ∫

0

e−t ∂uk−1

∂z̄
dt

]

εk
}

, (4.12)

где коэффициенты uk(τ, z) определяются по рекуррентной формуле (4.11), функции X(z) и
(Ig)(z) вычисляются по формулам (2.3) и (2.5), а Pκ(z) является полиномом степени κ с
известными коэффициентами.

5. Обоснование обычной сходимости формальных решений к точному. Согласно
формуле (4.1) коэффициент u0 определяется равенством

u0(τ, z) = eτe−c2/ε2ϕ0(z), ϕ0(z) = e−c2/ε2ϕ∗
0(z),

где a ∈ R
+, τ → −∞ при ε → +0, z �= 0, аналитическая функция ϕ0, являясь решением

задачи типа Римана–Гильберта (4.2), вычисляется по формуле (4.4) или (4.7) в зависимости от
значения индекса задачи κ, а ϕ∗

0(z) – аналитическая функция комплексного переменного z.
Для коэффициента u1(τ, z) с учётом того, что

∂u0
∂z̄

=
a

εz̄
eτe−c2/ε2ϕ∗

0(z),

используя соотношение (4.11), приходим к формуле

u1(τ, z) =
e−c2/ε2

ε2
ϕ∗
0(z)e

τ τ.
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Так как
∂u1
∂z̄

=
e−c2/ε2

ε2
a

z̄
ϕ∗
0(z)e

τ (τ + 1),

то для коэффициента u2(τ, z) из соотношения (4.11) получим формулу

u2(τ, z) =
e−c2/ε2

ε2
ϕ∗
0(z)e

τ

(
τ2

2
+ τ

)

=
e−c2/ε2

ε2
ϕ∗
0(z)e

τ τ2
(
1

2!
+

1

τ

)

.

Аналогично находим формулы для коэффициентов u3(τ, z) и u4(τ, z) :

u3(τ, z) =
e−c2/ε2

ε3
ϕ∗
0(z)e

τ

(
τ3

6
+ τ2 + τ

)

=
e−c2/ε2

ε3
ϕ∗
0(z)e

τ τ3
(
1

3!
+

1

τ
+

1

τ2

)

.

u4(τ, z) =
e−c2/ε2

ε4
ϕ∗
0(z)e

τ

(
τ4

24
+

τ3

6
+

τ3

3
+

τ2

2
+ τ2 + τ

)

=

=
e−c2/ε2

ε4
ϕ∗
0(z)e

τ τ4
(

1

24
+

1

6τ
+

1

2τ2
+

1

3τ
+

1

τ2
+

1

τ3

)

.

Заметив закономерность образования этих формул, несложно методом математической ин-
дукции доказать для коэффициента uk(τ, ε), k � 0, представления

uk(τ, z) =
e−c2/ε2

εk
ϕ∗
0(z)e

τ

(
τk

k!
+mk−1τ

k−1 + . . .+m1τ

)

=

=
e−c2/ε2

εk
ϕ∗
0(z)e

τ τk
(

1

k!
+mk−1

1

τ
+ . . . +m1

(
1

τ

)k−1)

=

=
e−c2/ε2

εk
ϕ∗
0(z)

eτ

θk

(
1

k!
+mk−1θ + . . . +m1θ

k−1

)

, (5.1)

где mj – некоторые положительные рациональные числа,

m1 = 1, mj �
k − 1

2
, θ =

1

τ
=

−ε

2a ln(R/|z|) .

Заметим, что θ < 0, |θ| → +0 при ε → +0, если 0 < r0 � |z| < R. Введём обозначение

Pk = Pk(θ) =
1

k!
+mk−1θ + . . . +m1θ

k−1.

Тогда uk(τ, z) = ε−ke−c2/ε2ϕ∗
0(z)θ

−ke1/θPk(θ). Имеем

|Pk| �
1

k!
+ |θ|(mk−1 +mk−2|θ| . . .+m1|θ|k−2) �

�
[

max{m1,m2, . . . ,mk−1} =
k − 1

2

]

� 1

k!
+

k − 1

2
|θ|(1 + |θ|+ . . . + |θ|k−2) �

� 1

k!
+

k − 1

2
|θ|(1 + |θ|+ . . .+ |θ|k−2 + . . .) =

1

k!
+

k − 1

2
|θ| 1

1− |θ| � 1 +
k − 1

2
|θ| 1

1− |θ| . (5.2)

Продолжая далее оценки сомножителей последнего выражения в (5.1), получаем

e−c2/ε2

εk
1

θk
=

e−c2/ε2

εk
(2a ln(R/|z|))k

εk
<

ε4(2a ln(R/r0))
k

c2k+4
,
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где c = 2a ln(R/r0) > 1, при 0 < r0 � |z| < R. Здесь мы воспользовались известным неравен-
ством

nk

en
<

1

n2

при n > N0(k). Значение числа c = 2a ln(R/r0) подобрано, исходя из неравенства 0 < r0 �
� |z| � R. Значит, для каждого фиксированного r0 ∈ (0, R) имеем

|uk(τ, z, ε)|τ=τ(z,ε)| <
ε4

ck+4
|ϕ∗

0(z)|e1/θ|Pk|, 0 < r0 � |z| < R. (5.3)

Следовательно, учитывая, что |ϕ0(z)| � M0 = const (при всех z, для которых |z| � R), и
принимая во внимание неравенства e1/θ < 1, Pk < k+4, для сужения частичной суммы ряда
(4.12) получаем оценку

|SN (τ, z, ε)|τ=τ(ε,z)| �
N∑

k=1

εk+4M0(k + 4)

ck+4
< M0

∞∑

k=1

εk+4k + 4

ck+4
= const,

так как последний числовой ряд сходится, что легко проверяется согласно признаку Коши.
Поэтому частичные суммы ряда

∑∞
k=1 |uk(τ, z, ε)|τ=τ(ε,z)|εk ограничены. Отсюда вытекает, что

ряд (4.12) сходится абсолютно в указанной точке z для любого ε ∈ (0, ε0], где ε0 > 0 –
достаточно малое число.

Аналогичными рассуждениями показывается, что ряд для производной

εz̄

∞∑

k=1

ukz̄(τ, z, ε)

∣
∣
∣
∣
τ=τ(ε,z)

также сходится абсолютно в указанной точке z. Следовательно, сумма ряда (4.12) является
точным решением исходной задачи (1.1)–(1.3).

6. Обоснование асимптотической сходимости. Так как ряд (4.12) сходится абсолютно
в указанной точке z для любого ε ∈ (0, ε0], где ε0 > 0 – достаточно малое число, то должна
иметь место его асимптотическая сходимость.

Решения уравнения (3.4) представим в виде

u(z, τ, ε) =
N∑

k=0

εkuk(z, τ) + εN+1RN (z, τ, ε).

Подставим решения u0(z, τ), . . . , uN (z, τ) в системы (3.80), . . . , (3.8k) (k = N) соответствен-
но. Полученные тождества умножим на 1, ε, . . . , εN соответственно и просуммируем, в
результате получим тождество

εz̄

N∑

k=0

εkukz̄(z, τ) − a

N∑

k=0

εk(ukτ (z, τ) − uk(z, τ)) = −z̄εN+1∂uN
∂z̄

.

Вводя обозначение RN = u− SN , относительно остатка ряда RN (z, τ, ε) получим уравнение

εz̄RNz̄(z, τ, ε) − a(RNτ (z, τ, ε) −RN (z, τ, ε)) = −z̄εN+1 ∂uN
∂z̄

. (6.1)

Производя сужение в (6.1) при

τ(ε, z) =
1

ε
2a ln

|z|
R

=
ψ(z)

ε
,
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получаем

εz̄RNz̄ − aRN = −z̄εN+1 ∂uN
∂z̄

≡ f(z, ε), (6.2)

где правая часть уравнения (6.2) выражается формулой

−f(z, ε) ≡ εN+1z̄uNz̄(τ, z, ε)|τ=τ(ε,z) = aεNuN + aεN
e−c2/ε2

εN−1
ϕ∗
0(z) exp

(
1

ε
2a ln

|z|
R

)

×

×
[

1

(N − 1)!

(
1

ε
2a ln

|z|
R

)N−1

+
mN−1

(N − 2)!

(
1

ε
2a ln

|z|
R

)N−2

+ . . . +m1

]

=

= aεN
(

uN +
e−c2/ε2

εN−1
ϕ∗
0(z)

eτ

θN−1
P ′
N

)

, (6.3)

в которой uN , согласно (5.3), определятся равенством

uN (τ, z, ε)|τ=τ(ε,z) =
e−c2/ε2

εN
ϕ∗
0(z) exp

(
1

ε
2a ln

|z|
R

)

×

×
[
1

N !

(
1

ε
2a ln

|z|
R

)N
+

cN−1

(N − 1)!

(
1

ε
2a ln

|z|
R

)N−1

+ . . .+ c1
1

ε
2a ln

|z|
R

]

=

=
e−c2/ε2

εN
ϕ∗
0(z)e

τ

(
τN

N !
+mN−1τ

N−1 + . . .+m1τ

)

.

Таким образом, из формулы (6.3) вытекает, что функция f(z, ε) представима в виде

−f(z, ε) ≡ εN+1z̄uNz̄(τ, z, ε)|τ=τ(ε,z) = aεN
(

uN +
e−c2/ε2

εN−1
ϕ∗
0(z)

eτ

θN−1
P ′
N

)

.

Вследствие уравнения (6.2) и условий задачи Римана–Гильберта для нахождения RN полу-
чаем следующую задачу:

RNz̄ −RN = f(z, ε),

Re ((α+ iβ)RN )(z) = 0, t ∈ Γ,

RN (zj) = 0, j = 1,κ + 1, zj ∈ D. (6.4)

Решение уравнения (6.2), т.е. первого уравнения в (6.4), даётся формулой

RN (τ, z, ε)|τ=τ(ε,z) = eτ
[

ϕ0(z)−
1

π

∫

D

e−τf(ζ, ε) d2ζ

ζ − z

]

τ=τ(ε,z)

,

RN (τ, z, ε)|τ=τ(ε,z) = (eτϕ0(z) + eτT (e−τf)) ≡ RNa +RNb.

Аналогично оценке (5.2) величины Pk для P ′
N получаем, что

|P ′
N | � 1 +

(N − 1)2

2
|θ| 1

1− |θ| . (6.5)

Далее имеем
e−c2/ε2

εN−1

1

θN−1
=

e−c2/ε2

ε2N−2

(2a ln(R/|z|))N−1

ε2N−2
<

ε4cN−1

c2N−2
<

ε4

cN−1
,

где c = 2a ln(R/r0) > 1, при 0 < r0 � |z| < R.
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Следовательно, для функции f(z, ε) верна оценка

|f(z, ε)| � aεN
[

|uN |+ ε4

cN−1
|ϕ∗

0(z)|eτ |P ′
N |
]

.

Тогда с учётом неравенств (5.2), (5.3) и (6.5) получаем

|f(z, ε)| � aεN+1M0e
1/θ

[
N + 4

cN+4
+

(N − 1)2

cN−1

]

<

< aεN+1M0e
1/θ

[ ∞∑

k=N+4

k

ck
+

∞∑

k=N−1

k2

ck

]

< εN+1M0e
1/θ[s1 + s2] < aC1M0e

1/θεN+1,

т.е.
|f(z, ε)| � aC1e

1/θεN+1.

Заметим, что согласно неравенству Гёльдера при 1/p + 1/q = 1, p > 2, справедливы
неравенства

|Tf | =
∣
∣
∣
∣−

1

π

∫

D

f(ζ, ε) d2ζ

ζ − z

∣
∣
∣
∣ �

1

π

(∫

D

|f(ζ, ε)|p d2ζ
)1/p(∫

D

|(ζ − z)|−q d2ζ

)1/q
.

Оценим величину RNb :

|RNb| = eτ |T (e−τf)| � 1

π
aC1M0e

1/θMpε
N+1 � 1

π
aC1M0Mpε

N+1,

где

Mp =

(∫

D

|(ζ − z)|−q d2ζ

)1/q
=

(
2π

2− q
(R2−q − r2−q

0 )

)1/q
, D = {z : r0 � |z| � R}.

Аналогичным образом для RNa, воспользовавшись решением задачи Римана–Гильберта (6.4),
получаем оценку

|RNa| <
1

π
aC1M1Mpε

N+1.

Следовательно,
|RN (τ, z, ε)|τ=τ(ε,z)| < |RNa|+ |RNb| = CNεN+1,

где CN = π−1aC1(M0 +M1)Mp, причём постоянная CN не зависит от ε.
Автор выражает искреннюю благодарность А.П. Солдатову и В.Ф. Сафонову за ценные

советы и обсуждение результатов работы.
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.957

О КОМПЛЕКСНОЗНАЧНЫХ РЕШЕНИЯХ
ОБЩЕГО НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ
КОРТЕВЕГА–ДЕ ФРИЗА С ИСТОЧНИКОМ

c© 2022 г. А. Б. Хасанов, У. А. Хоитметов

Методом обратной задачи рассеяния выводится эволюция данных рассеяния несамосопря-
жённого оператора Штурма–Лиувилля, потенциал которого является решением общего
нагруженного уравнения Кортевега–де Фриза с самосогласованным источником в клас-
се быстроубывающих комплекснозначных функций. Приведён пример, иллюстрирующий
применение полученных результатов.

DOI: 10.31857/S0374064122030086, EDN: BYMARS

Введение.Метод обратной задачи рассеяния ведёт своё начало с работы Гарднера, Грина,
Крускала и Миуры [1]. Им удалось найти глобальное решение задачи Коши для уравнения
Кортевега–де Фриза (KдФ) ut − 6uux + uxxx = 0 сведением её к обратной задаче рассеяния
для самосопряжённого оператора Штурма–Лиувилля на всей прямой. Эта обратная задача
рассеяния впервые была решена в работе Л.Д. Фаддеева [2] (подробное изложение см. также в
[3, гл. 3, § 5; 4, гл. 6, § 5]). Затем П. Лакс [5] заметил универсальность метода обратной задачи
рассеяния и обобщил уравнение KдФ, введя понятие высшего уравнения KдФ. В современной
научной литературе большое внимание привлекают интегрируемые нелинейные эволюционные
уравнения с самосогласованными источниками. Они имеют важные приложения в физике
плазмы, гидродинамике, физике твёрдого тела и т.д. [6–11].

Нагруженными дифференциальными уравнениями принято называть уравнения, содер-
жащие в коэффициентах или в правой части функционалы от решения, в частности, значения
решения или его производных на многообразиях меньшей размерности. Исследование таких
уравнений представляет интерес как с точки зрения построения общей теории дифференциаль-
ных уравнений, так и с точки зрения приложений. Среди работ, посвящённых нагруженным
уравнениям, следует особо отметить работы А.М. Нахушева [12, 13] и А.И. Кожанова [14].

Отметим, что обратная задача рассеяния для несамосопряжённого оператора Штурма–
Лувилля на всей оси изучалась в работах [15, 16]. Интегрирование уравнения КдФ с самосогла-
сованным источником в классе быстроубывающих комплекснозначных функций рассмотрено
в работе [17]. Интегрирование нагруженного уравнения КдФ в классе периодических функций
исследовалось в [18, 19].

Зададим оператор H равенством

H := −1

2

d3

dx3
+ 2u

d

dx
+ u′,

здесь и далее u = u(x, t), а штрих обозначает частную производную по x, т.е. u′ = ux.
Согласно [4, гл. 12, § 2] существует последовательность (Pk), k ∈ {0}

⋃
N, полиномов (от u и

производных u по x ), для которой справедливы равенства HPk = P ′
k+1. В частности, первые

четыре элемента этой последовательности следующие:

P0 = −1

2
, P1 = −1

2
u, P2 =

1

4
uxx −

3

4
u2, P3 = −1

8
uxxxx +

5

4
uuxx +

5

8
(ux)

2 − 5

4
u3.

Положим

L(t) := − d2

dx2
+ u. (1)
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Оператор

Bq :=

q∑

k=0

(
1

2
P ′
k − Pk

d

dx

)

(2L)q−k

удовлетворяет соотношению Лакса [Bq, L] = BqL− LBq = −P ′
q+1.

Пусть c0, c1, c2, . . . , cp – произвольные действительные числа. Введём следующие обо-
значения:

Xq = −P ′
q+1, Yp =

p∑

q=0

cqBq, Zp =

p∑

q=0

cqXq.

Тогда справедливо равенство [Yp, L] = Zp. Уравнение

ut = Zp(u)

называется общим уравнением КдФ. В частности, при p = 1, c0 = 0, c1 = 4 и p = 2, c0 = 0,
c1 = 0, c2 = 8 соответственно имеем

ut − 6uux + uxxx = 0, ut = uxxxxx − 20uxuxx − 10uuxx + 30u2ux.

Рассмотрим общее нагруженное уравнение КдФ с источником, имеющим вид

ut − Zp(u) + γ(t)F (u(0, t))ux = 2

N∑

j=1

mj−1∑

l=0

C l
mj−1

d

dx
(ϕl

jϕ
mj−1−l
j ), (2)

L(t)ϕl
j = k2jϕ

l
j + lϕl−1

j (Im kj > 0), j = 1, N, l = 0,mj − 1, (3)

где x ∈ R, t > 0, оператор L задан равенством (1), C l
m – биномиальные коэффициен-

ты, F (z) – некоторый полином от переменной z, а γ(t) – заданная непрерывная функция.
Функции ϕl

j = ϕl
j(x, t) при каждом неотрицательном t принадлежат пространству L2(R)

квадратично суммируемых на оси функций, а ϕ0
j = ϕ0

j(x, t) – собственная функция оператора
L(t), соответствующая собственному значению λj(t) = k2j (t) (Im kj > 0) кратности mj(t),

l = 0,mj − 1, j = 1, N.
Система уравнений (2), (3) рассматривается при начальном условии

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (4)

где начальная функция u0(x) задана, комплекснозначна и обладает свойствами:
1) для некоторого ε > 0 выполняется соотношение

∞∫

−∞

|u0(x)|eε|x| dx < ∞; (5)

2) несамосопряжённый оператор L(0) имеет ровно N комплексных собственных значений
λ1(0), λ2(0), . . . , λN (0) с кратностями m1(0), m2(0), . . . , mN (0) соответственно и не имеет
спектральных особенностей.

Предполагается, что

1

(mj − 1− l)!

∞∫

−∞

ϕ
mj−1
j (x, t)ϕ

mj−1−l
j (x, t) dx = Aj

mj−1−l(t), l = 0,mj − 1, j = 1, N, (6)

где Aj
mj−1−l(t) – заданные непрерывные функции.
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Пусть функция u(x, t) = Reu(x, t)+ i Im u(x, t) обладает необходимой гладкостью и доста-
точно быстро стремится к своим пределам при x → ±∞ так, чтобы

∞∫

−∞

(

|u(x, t)|eε|x| +
2p+1∑

j=1

∣
∣
∣
∣
∂ju(x, t)

∂xj

∣
∣
∣
∣

)

dx < ∞. (7)

В данной работе предлагается алгоритм построения решения u(x, t), ϕl
j(x, t), j = 1, N,

l = 0,mj − 1, задачи (2)–(7) с помощью метода обратной задачи рассеяния для несамосопря-
жённого оператора L(t).

1. Необходимые сведения. Рассмотрим уравнение

L(0)y := −y′′ + u0(x)y = k2y, x ∈ R, (8)

потенциал u0(x) в котором предполагается комплекснозначным и удовлетворяющим усло-
вию (5). В этом пункте приводятся необходимые для дальнейшего изложения сведения о пря-
мой и обратной задачах рассеяния для уравнения (8). Обозначим через e+(x, k) и e−(x, k)
решения уравнения (8) с условиями на бесконечности при Im k > −ε/2:

e+(x, k) = eikx + o(1) при x → ∞, e−(x, k) = e−ikx + o(1) при x → −∞. (9)

Эти решения называются решениями Йоста, при выполнении условия (5) они существуют,
единственны и голоморфны по k в полуплоскости Im k > −ε/2 и имеют следующие пред-
ставления:

e±(x, k) = e±ikx ±
±∞∫

x

K±(x, y)e
±iky dy, (10)

где ядра K±(x, y) связаны с потенциалом u0(x) соотношением

u0(x) = ∓2
dK±(x, x)

dx
. (11)

Отметим также, что пары функций (e±(x, k), e±(x,−k)) образуют в полосе |Im k| < ε/2 фун-
даментальные системы решений, вронскианы W{e±(x, k), e±(x,−k)} которых равны ∓2ik.

Обозначим через ω(k) и v(k) вронскианы

ω(k) := e−(x, k)e
′
+(x, k) − e′−(x, k)e+(x, k) и v(k) := e+(x,−k)e′−(x, k) − e−(x, k)e

′
+(x,−k).

Функция ω(k) аналитически продолжается в полуплоскость Im k > −ε/2 и обладает асимпто-
тикой ω(k) = 2ik(1 + O(1/k)) при |k| → ∞, равномерной в каждой полуплоскости Im k � η,
η > −ε/2. Отсюда следует, что в полуплоскости Im k � 0 функция ω(k) имеет конечное
число нулей (в общем случае кратных). Требование отсутствия спектральных особенностей
оператора L(0) означает отсутствие действительных нулей у функции ω(k), т.е. ω(k) �= 0,
k ∈ R. Обозначим через k1, k2, . . . , kN невещественные нули функции ω(k) (Im kj > 0,

j = 1, N ), тогда λj = k2j , j = 1, N, – собственные значения оператора L(0). Кратность корня
kj уравнения ω(k) = 0 обозначим через mj , j = 1, N.

Функция v(k) в отличие от ω(k) задана только в полосе |Im k| < ε/2. Функции ω(k) и
v(k) в полосе |Im k| < ε/2 связаны соотношением

ω(k)ω(−k) − v(k)v(−k) = 4k2. (12)

Кроме того, в полосе |Im k| < ε/2 справедливо равенство

e−(x, k) =
v(k)

2ik
e+(x, k) +

ω(k)

2ik
e+(x,−k). (13)
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Существуют последовательности чисел {χj
0, χ

j
1, . . . , χ

j
mj−1} и {θj0, θ

j
1, . . . , θ

j
mj−1}, j = 1, N,

называемые нормировочными цепочками, такие, что имеют место соотношения

1

s!

((
d

dk

)s
e−(x, k)

)∣
∣
∣
∣
k=kj

=

s∑

ν=0

χj
s−ν

1

ν!

((
d

dk

)ν
e+(x, k)

)∣
∣
∣
∣
k=kj

,

1

s!

((
d

dλ

)s
e−(x,

√
λ)

)∣
∣
∣
∣
λ=k2j

=
s∑

ν=0

θjs−ν

1

ν!

((
d

dλ

)ν
e+(x,

√
λ)

)∣
∣
∣
∣
λ=k2j

, (14)

где s = 0,mj − 1, j = 1, N, при этом χj
0 �= 0, θj0 �= 0. Здесь и далее ветвь квадратного корня

k =
√
λ выбирается так, чтобы Im

√
λ > 0. Цепочки нормировочных чисел {χj

0, χ
j
1, . . . , χ

j
mj−1}

и {θj0, θ
j
1, . . . , θ

j
mj−1}, j = 1, N, связаны между собой с помощью рекуррентных соотношений.

Известно (см. [15, 16]), что ядро K+(x, y) оператора преобразования (10) удовлетворяет
интегральному уравнению Гельфанда–Левитана–Марченко

K+(x, y) + F+(x+ y) +

∞∫

x

K+(x, s)F+(s+ y)ds = 0, x � y,

где

F+(x) =
1

2π

∞∫

−∞

S(k)eikx dk +

N∑

j=1

mj−1∑

ν=0

χj
mj−ν−1

1

ν!

dν

dkν

(
2k(k − kj)

mj

w(k)
eikx
)

, (15)

S(k) :=
v(k)

w(k)
, (16)

при этом потенциал u0(x) находится по формуле (11).
Определение. Набор {S(k), λj , χ

j
0, . . . , χ

j
mj−1 : j = 1, N} или {S(k), λj , θ

j
0, . . . , θ

j
mj−1 : j =

= 1, N} называется данными рассеяния для оператора L(0).
Нахождение комплекснозначного потенциала u0(x) по данным рассеяния называют об-

ратной задачей.
Справедлива [15]
Теорема 1. Данные рассеяния однозначно определяют оператор L.
В дальнейшем часто будем пользоваться результатами следующих лемм, которые доказы-

ваются непосредственной проверкой.
Лемма 1. Если функции y(x, ζ) и z(x, η) являются решениями уравнений Ly = ζ2y и

Lz = η2z, то справедливо соотношение

d

dx
W{y, z} = (ζ2 − η2)yz.

Лемма 2. Пусть функции e− и ϕl
j , l = 0,mj − 1, являются решениями уравнений

Le− = λe− и Lϕl
j = λjϕ

l
j + lϕl−1

j , l = 0,mj − 1, λ = k2, (17)

соответственно. Тогда справедливо соотношение

d

dx
W{ϕl

j , e−} = (λj − λ)ϕl
je− + lϕl−1

j e−.

Придавая в равенстве (17) l последовательно значения 0, 1, . . . , получаем
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Следствие 1. При выполнении условий леммы 2 и λ �= λj справедливы соотношения

ϕl
je− =

l∑

r=0

1

(λ− λj)r+1

l!

(l − r)!

d

dx
W{e−, ϕl−r

j },

ϕ
mj−1−l
j e− =

mj−1−l∑

r=0

(mj − 1− l)!

(λ− λj)mj−r(mj − 1− l − r)!

d

dx
W{e−, ϕmj−1−l−r

j }. (18)

Дифференцируя равенство (18) n раз по λ и полагая λ = λj, докажем
Следствие 2. Справедливы соотношения

ϕl−1
j e

(n)
− (x, kj) =

n

l
ϕl
je

(n−1)
− (x, kj)−

1

l

d

dx
W{e(n)− (x, kj), ϕ

l
j(x, kj)}, l = 1,mj − 1.

2. Эволюция данных рассеяния. Введём обозначение

G(x, t) := −γ(t)F (u(0, t))ux + 2
N∑

j=1

mj−1∑

l=0

C l
mj−1

∂

∂x
(ϕl

jϕ
mj−1−l
j ) (19)

и будем рассматривать более общую задачу, а именно, рассмотрим уравнение

ut − Zp(u) = G(x, t). (20)

Будем искать пару Лакса для уравнения (20) в виде

− ∂2e−(x, t)

∂x2
+ (u− λ)e−(x, , t) = 0,

∂e−(x, t)

∂t
= Ype−(x, t) +

1

2
i
√
λ

p∑

l=0

cl(2λ)
le−(x, t) + Φ(x, t), (21)

где e−(x, t) = e−(x,
√
λ, t) – решение Йоста уравнения L(t)y = λy с асимптотикой (9). Исполь-

зуя тождество
∂3e−(x,

√
λ, t)

∂x2∂t
=

∂3e−(x,
√
λ, t)

∂t∂x2
,

на основании равенств (19)–(21) придём к уравнению

−Φxx + (u− λ)Φ = −G(x, t)e−(x,
√
λ, t).

Будем искать его решения в виде

Φ(x, t) = C(x)e−(x,
√
λ, t) +B(x)e−(x,−

√
λ, t).

Тогда для определения функций C(x) и B(x) выводим систему уравнений

C ′(x)e−(x,
√
λ, t) +B′(x)e−(x,−

√
λ, t) = 0,

C ′(x)e′−(x,
√
λ, t) +B′(x)e′−(x,−

√
λ, t) = G(x, t)e−(x,

√
λ, t),

решение которой имеет представление

C(x) = − 1

2i
√
λ

x∫

−∞

e−(x,
√
λ, t)e−(x,−

√
λ, t)G(x, t) dx, B(x) =

1

2i
√
λ

x∫

−∞

e2−(x,
√
λ, t)G(x, t) dx.
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Следовательно, в этом случае второе уравнение системы (21) примет следующий вид:

∂e−(x,
√
λ, t)

∂t
= Ype−(x,

√
λ, t) +

1

2
i
√
λ

p∑

l=0

cl(2λ)
le−(x,

√
λ, t)−

− 1

2i
√
λ
e−(x,

√
λ, t)

x∫

−∞

e−(x,
√
λ, t)e−(x,−

√
λ, t)G(x, t) dx +

+
1

2i
√
λ
e−(x,−

√
λ, t)

x∫

−∞

e2−(x,
√
λ, t)G(x, t) dx. (22)

Переходя в равенстве (22) к пределу x → ∞ и учитывая (5), (9), (12), (13), получаем

∂ω(
√
λ, t)

∂t
= −ω(

√
λ, t)

2i
√
λ

∞∫

−∞

e−(x,
√
λ, t)e−(x,−

√
λ, t)G(x, t) dx −

− v(−
√
λ, t)

2i
√
λ

∞∫

−∞

e2−(x,
√
λ, t)G(x, t) dx, (23)

∂v(
√
λ, t)

∂t
= i

√
λ

p∑

l=0

cl(2λ)
lv(

√
λ, t)− v(

√
λ, t)

2i
√
λ

∞∫

−∞

e−(x,
√
λ, t)e−(x,−

√
λ, t)G(x, t) dx −

− ω(−
√
λ, t)

2i
√
λ

∞∫

−∞

e2−(x,
√
λ, t)G(x, t) dx. (24)

Умножая равенство (24) на ω(
√
λ, t) и вычитая из него равенство (23), умноженное на v(

√
λ, t),

а также используя (13) и (16), найдём, что

∂S(
√
λ, t)

∂t
= i

√
λ

p∑

l=0

cl(2λ)
lS(

√
λ, t) +

2i
√
λ

ω2(
√
λ, t)

∞∫

−∞

e2−(x,
√
λ, t)G(x, t) dx.

Лемма 3. Справедливы тождества

∞∫

−∞

G(x, t)e2−(x,
√
λ, t) dx = −γ(t)F (u(0, t))v(

√
λ, t)ω(

√
λ, t), (25)

∞∫

−∞

G(x, t)e−(x,
√
λ, t)e−(x,−

√
λ, t) dx = γ(t)F (u(0, t))v(

√
λ, t)v(−

√
λ, t), (26)

где функция G(x, t) определена равенством (19).
Доказательство. Действительно, используя определение (19), имеем

∞∫

−∞

G(x, t)e2−(x,
√
λ, t) dx = −γ(t)F (u(0, t))

∞∫

−∞

e2−(x,
√
λ, t)ux(x, t) dx +
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+ 2

∞∫

−∞

N∑

j=1

mj−1∑

l=0

C l
mj−1

∂

∂x
(ϕl

jϕ
mj−1−l
j )e2−(x,

√
λ, t) dx =

= 2γ(t)F (u(0, t))

∞∫

−∞

(e′′−(x,
√
λ, t) + λe−(x,

√
λ, t))e′−(x,

√
λ, t) dx +

+

∞∫

−∞

( N∑

j=1

mj−1∑

l=0

C l
mj−1

[

ϕl
je

2
−(x,

√
λ, t)

∂

∂x
ϕ
mj−1−l
j +

+ ϕ
mj−1−l
j e2−(x,

√
λ, t)

∂

∂x
ϕ
mj−1−l
j ϕl

j − 2ϕl
jϕ

mj−1−l
j

∂

∂x
e−(x,

√
λ, t)

])

dx =

= γ(t)F (u(0, t))

∞∫

−∞

[((e′−(x,
√
λ, t))2)′ + k2(e2−(x,

√
λ, t))′] dx =

=

∞∫

−∞

( N∑

j=1

mj−1∑

l=0

C l
mj−1[ϕ

l
je−W{e−, ϕmj−1−l

j }+ ϕ
mj−1−l
j e−W{e−, ϕl

j}]
)

dx.

Отсюда, воспользовавшись следствием 1, получаем

∞∫

−∞

G(x, t)e2−(x,
√
λ, t) dx = γ(t)F (u(0, t)) lim

R→∞
[λe2−(s,

√
λ, t) + (e′−(s,

√
λ, t))2]|R−R +

+

∞∫

−∞

[ N∑

j=1

mj−1∑

l=0

C l
mj−1

l∑

r=0

l!

(l − r)!(λ− λj)r+1

d

dx
(W{e−, ϕl−r

j }) +

+

mj−1−l∑

r=0

(mj − 1− l)!

(mj − 1− l − r)!(λ− λj)r+1
W{e−, ϕl

j}
d

dx
(W{e−, ϕmj−1−l−r

j })
]

dx =

= γ(t)F (u(0, t)) lim
R→∞

[

λ

(
v(
√
λ, t)

2i
√
λ

ei
√
λR +

w(
√
λ, t)

2i
√
λ

e−i
√
λR

)2
−

− λe2i
√
λR +

(
v(
√
λ, t)

2
ei
√
λR − w(

√
λ, t)

2
e−i

√
λR

)2
+ λe2i

√
λR

]

=

= −γ(t)F (u(0, t))v(
√
λ, t)ω(

√
λ, t) +

∞∫

−∞

N∑

j=1

mj−1∑

l=0

C l
mj−1 ×

×
mj−1−l∑

r=0

(mj − 1− l)!

(mj − 1− l − r)!(λ− λj)r+1

d

dx
(W{e−, ϕl

j})W{e−, ϕmj−1−l−r
j } dx =

= −γ(t)F (u(0, t))v(
√
λ, t)w(

√
λ, t).

Аналогично доказывается равенство (26). Лемма доказана.
Согласно лемме 1 и равенствам (25) и (26) имеем ωt(

√
λ, t) = 0. Следовательно, учитывая

определение (16), заключаем, что
dλj(t)

dt
= 0, (27)
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∂S(
√
λ, t)

∂t
=

(

i
√
λ

p∑

l=0

cl(2λ)
l + 2i

√
λγ(t)F (u(0, t))

)

S(
√
λ, t). (28)

Теперь перейдём к нахождению эволюции нормировочной цепочки {θn0 , θn1 , . . . , θnmj−1}, со-
ответствующей собственному значению λn, n = 1, N. Для этого запишем равенство (22) в
следующем виде:

∂e−(x,
√
λ, t)

∂t
= Ype−(x,

√
λ, t) +

1

2
i
√
λ

p∑

l=0

cl(2λ)
le−(x,

√
λ, t)−

− 1

2i
√
λ

[

e−(x,
√
λ, t)

x∫

−∞

e−(x,
√
λ, t)e−(x,−

√
λ, t)Gdx − e−(x,−

√
λ, t)

x∫

−∞

e2−(x,
√
λ, t)Gdx

]

=

= Ype−(x,
√
λ, t) +

1

2
i
√
λ

p∑

l=0

cl(2λ)
le−(x,

√
λ, t) +

+
γ(t)F (u(0, t))e−(x,

√
λ, t)

2i
√
λ

[

e−(x,
√
λ, t)e−(x,−

√
λ, t)u(x, t) −

−
x∫

−∞

u(s, t)(e′−(s,
√
λ, t)e−(s,−

√
λ, t) + e−(s,

√
λ, t)e′−(s,−

√
λ, t))ds

]

−

− γ(t)F (u(0, t))e−(x,−
√
λ, t)

2i
√
λ

[

e2−(x,
√
λ, t)u(x, t) −

x∫

−∞

2e′−(s,
√
λ, t)e−(s,

√
λ, t)u(s, t)ds

]

+

+

x∫

−∞

N∑

j=1

mj−1∑

l=0

C l
mj−1

mj−1−l∑

r=0

(mj − 1− l)!

(mj − 1− l − r)!

1

(λ− λj)r+1

d

dx
(W{e−(x,

√
λ, t), ϕ

mj−1−l−r
j }) dxϕl

j ,

и, продолжив преобразования, окончательно получим

∂e−(x,
√
λ, t)

∂t
= Ype−(x,

√
λ, t) +

1

2
ik

p∑

l=0

cl(2λ)
le−(x,

√
λ, t)− γ(t)F (u(0, t))e′−(x, k, t) −

− i
√
λγ(t)F (u(0, t))e−(x,

√
λ, t) + ϕl

j

x∫

−∞

N∑

j=1

mj−1∑

l=0

C l
mj−1ϕ

mj−1−l
j e−(x,

√
λ, t) dx.

Дифференцируя это равенство mn−1 раз по λ, полагая λ = λn, устремляя x к бесконеч-
ности, используя следствие 2, равенства (14) и приравнивая коэффициенты при (ix)lei

√
λnx,

l = mn − 1, 0, найдём аналог уравнений Гарднера–Грина–Крускала–Миуры

dθnr
dt

=

[ p∑

l=0

2liclλ
l+1/2
n +An

0 (t)− 2iλ1/2
n γ(t)F (u(0, t))

]

θnr +

+

[ p∑

l=0

2licl

(

l +
1

2

)

λl−1/2
n +An

1 (t)− i

(
1

2
λ−1/2
n + 1

)

γ(t)F (u(0, t))

]

θnr−1 +

+

r∑

ν=2

[ p∑

l=0

2lcl
i

ν!

ν−1∏

μ=0

(

l +
1

2
− μ

)

λl−ν+1/2
n +An

ν (t) +

+
i(−1)ν(2ν − 3)!

22ν−2ν!(ν − 2)!
λ−(2ν−1)/2
n γ(t)F (u(0, t))

]

θnr−ν , r = 0,mn − 1, n = 1, N. (29)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 58 № 3 2022



О КОМПЛЕКСНОЗНАЧНЫХ РЕШЕНИЯХ 393

Таким образом, нами доказана
Теорема 2. Если система функций u(x, t), ϕl

j(x, t), l = 0,mj − 1, j = 1, N, является
решением задачи (2)–(7), то данные рассеяния {S(

√
λ, t), λn(t), θ

n
0 (t), θ

n
1 (t), . . . , θ

n
mn−1(t), n =

= 1, N} несамосопряжённого оператора L(t) с потенциалом u(x, t) удовлетворяют диффе-
ренциальным уравнениям (27)–(29).

Замечание. Полученные соотношения полностью определяют эволюцию данных рассея-
ния для оператора L(t) и тем самым позволяют применить метод обратной задачи рассеяния
для решения задачи (2)–(7).

Пусть задана функция u0(x), удовлетворяющая условию (5). Тогда решение задачи (2)–(7)
находится по следующему алгоритму.

Шаг 1. Решая прямую задачу рассеяния с начальной функцией u0(x), получаем данные
рассеяния {S(k), λj , θ

j
0, θ

j
1, . . . , θ

j
mj−1 : j = 1, N} для оператора L(0).

Шаг 2. Находим, согласно теореме 2, данные рассеяния при t > 0:

{S(k, t), λj(t), θ
j
0(t), θ

j
1(t), . . . , θ

j
mj−1(t) : j = 1, N}.

Шаг 3. Используя метод, основанный на интегральном уравнении Гельфанда–Левитана–
Марченко, решаем обратную задачу рассеяния, т.е. получаем единственную (согласно теоре-
ме 1) функцию u(x, t) по данным рассеяния при t > 0, найденным на предыдущем шаге.

Шаг 4. После этого решаем прямую задачу для несамосопряжённого оператора L(t) с
потенциалом u(x, t) и находим функции ϕl

j(x, t), l = 0,mj−1, j = 1, N.
Пример. В заключение приведём пример, иллюстрирующий применение теоремы 2.
Рассмотрим следующую задачу:

ut + 20uxuxx − 30u2ux + 10uuxx − uxxxxx = −γ(t)u(0, t)ux + 2
∂

∂x
(ϕ2(x, t)), (30)

L(0)ϕ := −ϕ′′ + u0(x)ϕ = k2ϕ, (31)

u(x, 0) = u0(x) =
8a2e2iax

(1 + e2iax)2
, Im a > 0, x ∈ R. (32)

Здесь
∞∫

−∞

ϕ2(x, t) dx = A(t) =
i

2a
e−2 arcsh t, γ(t) = 8a2(t2 + 1) +

(t2 + 1)e−2 arcsh t

8a4
−

√
t2 + 1

2ia3
.

Нетрудно найти данные рассеяния оператора L(0) : λ(0) = k2 = a2, v(k, 0) = 0, S(k, 0) = 0,

θ0(0) = 1. В силу теоремы 2 имеем λ(t) = λ(0) = a2, S(k, t) = 0, θ0(t) = eβ(t), где

β(t) = 32ia5t+

t∫

0

A(τ) dτ − 2ia

t∫

0

γ(τ)u(0, τ) dτ.

Подставляя эти данные в формулу (15), найдём ядро F+(x, t) = −2iaeiax+β(t) интегрального
уравнения Гельфанда–Левитана–Марченко.

Далее, решая интегральное уравнение

K+(x, y; t)− 2iaeβ(t)eia(x+y) − 2iaeβ(t)eiay
∞∫

x

K+(x, s; t)e
iasds = 0,

получаем

K+(x, y; t) =
2iaeβ(t)eia(x+y)

1 + eβ(t)e2iax
.
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Отсюда находим решение задачи Коши (30)–(32)

u(x, t) =
8a2e2iax+2 arcsh t

(1 + e2iax+2 arcsh t)2
, ϕ(x, t) =

eiax

1 + e2iax+2 arcsh t
.

Заключение. Разработана процедура построения решения задачи Коши для общего на-
груженного уравнения КдФ с источником в классе быстроубывающих комплекснозначных
функций с помощью метода обратной задачи рассеяния для несамосопряжённого оператора
Штурма–Лиувилля. Приведён пример, иллюстрирующий применение полученных результа-
тов.
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дифференциальные уравнения с быстро осциллирующей правой частью. Установлено влия-
ние ядра интегрального оператора, нелинейности и быстро осциллирующей части на асимп-
тотику решения начальной задачи для указанных уравнений. Ранее изучались сингулярно
возмущённые линейные системы такого типа и нелинейные без осциллирующей неоднород-
ности системы.
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Светлой памяти нашего дорогого учителя
Сергея Александровича Ломова (12.10.1922–12.06.1993)

в связи со 100-летием со дня его рождения
посвящается эта работа

Введение. Исследование различных прикладных задач, связанных со свойствами сред с
периодической структурой, приводит к изучению дифференциальных уравнений с быстро ос-
циллирующими неоднородностями. Уравнения такого типа часто встречаются, например, в
электрических системах, находящихся под воздействием высокочастотных внешних сил. На-
личие указанных сил создаёт серьёзные проблемы при численном интегрировании соответ-
ствующих дифференциальных уравнений. Поэтому к таким уравнениям обычно применяют-
ся асимптотические методы, из которых наиболее известными являются метод расщепления
Фещенко–Шкиля–Николенко [1–3] и метод регуляризации Ломова [4–14]. Однако оба эти ме-
тода были разработаны в основном для сингулярно возмущённых дифференциальных урав-
нений, не содержащих интегрального оператора. Переход от дифференциальных уравнений к
интегро-дифференциальным требует существенной перестройки алгоритма метода регуляри-
зации. Интегральный член порождает в решениях новые типы сингулярностей, отличающиеся
от уже известных, что усложняет разработку алгоритма метода регуляризации. Ранее изуча-
лись в основном линейные задачи такого типа.

В настоящей работе рассматривается нелинейная задача вида

Lεy(t, ε) ≡ ε
dy

dt
−A(t)y −

t∫

0

K(t, s)y(s, ε) ds − εf(y, t) =

= h1(t) + h2(t)e
iβ(t)/ε, y(0, ε) = y0, t ∈ [0, T ], (1)

где y = y(t, ε) – неизвестная функция, A(t), K(t, s) hj(t), f(y, t), j = 1, 2, β(t) – заданные
скалярные функции ( β′(t) – частота быстро осциллирующей неоднородности), y0 – постоян-
ная, ε > 0 – малый параметр, число T задано.

Задачу (1) будем рассматривать при выполнении следующих условий:
1) имеют место включения A(t) ∈ C∞([0, T ],R), h1(t), h2(t), β(t) ∈ C∞([0, T ],R), K(t, s) ∈

∈ C∞({0 � s � t � T},R); функция f(y, t) =
∑N

k=0 fk(t)y
k – многочлен по переменной y c

коэффициентами fk(t) ∈ C∞([0, T ],R), k = 0, N, N ∈ N;
2) при всех t ∈ [0, T ] справедливы неравенства A(t) < 0 и β′(t) > 0.
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Цель работы состоит в обобщении алгоритма метода регуляризации Ломова на задачи
вида (1) и в анализе сингулярностей в решении y(t, ε), вносимых нелинейностью f(y, t) и
быстро осциллирующей неоднородностью h2(t)e

iβ(t)/ε. Ради упрощения изучается скалярный
вариант этой задачи. Предполагается, что исследование её в многомерном случае будет пред-
метом наших последующих работ.

1. Пространство решений и регуляризация задачи (1). Для удобства обозначим
λ1(t) ≡ A(t), λ2(t) ≡ β′(t), σ = σ(ε) = eiβ(0)/ε, введём регуляризирующие переменные (см. [4])

τj =
1

ε

t∫

0

λj(θ) dθ ≡ ψj(t)

ε
, j = 1, 2, (2)

и рассмотрим следующую расширенную задачу:

Lεỹ(t, τ, σ, ε) ≡ ε
∂ỹ

∂t
+

2∑

j=1

λj(t)
∂ỹ

∂τj
− λ1(t)ỹ −

t∫

0

K(t, s)ỹ(s, ψ(s)/ε, ε) ds −

− εf(y, t) = h1(t) + h2(t)e
τ2σ, ỹ(t, τ, σ, ε)

∣
∣
∣
∣ t=0
τ=0
σ=eiβ(0)/ε

= y0 (3)

для функции ỹ = ỹ(t, τ, σ, ε), где, согласно (2), τ = (τ1, τ2), ψ = (ψ1, ψ2). Очевидно, что если
ỹ = ỹ(t, τ, σ, ε) – решение задачи (3), то функция ỹ = ỹ(t, ψ(t)/ε, σ, ε) является точным решени-
ем задачи (1), поэтому задача (3) является расширенной по отношению к задаче (1). Однако
её нельзя считать полностью регуляризованной, так как в ней не проведена регуляризация
интегрального члена

Jỹ ≡ J

(

ỹ(t, τ, σ, ε)

∣
∣
∣
∣t=s
τ=ψ(s)/ε

)

=

t∫

0

K(t, s)ỹ(s, ψ(s)/ε, σ, ε) ds.

Для его регуляризации введём класс Mε, асимптотически инвариантный относительно дей-
ствия оператора J (см. [4, с. 62]).

Рассмотрим пространство U функций y(t, τ, σ), представимых суммами∗)

y(t, τ, σ) = y0(t, σ) +

2∑

j=1

yj(t, σ)e
τj +

Ny∑

|m|=2

y(m)(t)e(m,τ),

yj(t, σ), y
(m)(t) ∈ C∞([0, T ],C), j = 0, 2, m = (m1,m2), 2 � |m| ≡ m1 +m2 � Ny. (4)

Отметим, что в (4) элементы пространства U зависят от ограниченной по ε > 0 постоянной
σ = σ(ε), которая не влияет на разработку излагаемого ниже алгоритма, поэтому в дальней-
шем в записи элемента (4) этого пространства, ради краткости зависимость от σ опускаем.
Кроме того, подчеркнём, что степень многочлена по экспонентам в (4) зависит от элемента
y(t, τ) ∈ U.

Покажем, что класс Mε = U |τ=ψ(t)/ε асимптотически инвариантен относительно действия
оператора J. Образ оператора J на элементе (4) имеет вид

Jy(t, τ) =

t∫

0

K(t, s)y0(s) ds +
2∑

j=1

t∫

0

K(t, s)yj(s)e
ε−1

∫ s
0 λj(θ) dθ ds+

∗) Здесь и далее верхний индекс m в скобках в y(m) означает y(m1,m2) и является номером коэффициен-
та y(m). Не следует путать его с номером производной.
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+

Ny∑

|m|=2

t∫

0

K(t, s)y(m)(s)eε
−1

∫ s
0 (m,λ(θ)) dθ ds, (m,λ(t)) ≡ m1λ1(t) +m2λ2(t).

Интегрируя по частям, будем иметь

t∫

0

K(t, s)yj(s)e
ε−1

∫ s
0 λj(θ) dθ ds = ε

t∫

0

K(t, s)yj(s)

λj(s)
deε

−1
∫ s
0 λj(θ) dθ =

= ε

[
K(t, t)yj(t)

λj(t)
eε

−1
∫ t
0
λj(θ) dθ − K(t, 0)yj(0)

λj(0)

]

− ε

t∫

0

(
∂

∂s

K(t, s)yj(s)

λj(s)

)

eε
−1

∫ s
0
λj(θ) dθ ds =

=
∞∑

ν=0

(−1)ν+1[(Iνj (K(t, s)yj(s)))|s=te
τj − (Iνj (K(t, s)yj(s)))|s=0]|τ=ψj(t)/ε, (5)

где

I0j =
1

λj(s)
, Iνj =

1

λj(s)

∂

∂s
Iν−1
j , j = 1, 2, ν � 1.

И аналогично, учитывая, что (m,λ(t)) �= 0 для любого t ∈ [0, T ], |m| � 2, получаем

t∫

0

K(t, s)y(m)(s)eε
−1

∫ s
0
(m,λ(θ)) dθ ds =

t∫

0

K(t, s)y(m)(s)

(m,λ(s))
deε

−1
∫ s
0
(m,λ(θ)) dθ =

= ε

[
K(t, t)y(m)(t)

(m,λ(t))
eε

−1
∫ t
0 (m,λ(θ)) dθ−K(t, 0)y(m)(0)

(m,λ(0))

]

−ε

t∫

0

(
∂

∂s

K(t, s)y(m)(s)

(m,λ(s))

)

eε
−1

∫ s
0 (m,λ(θ)) dθ ds =

=

∞∑

ν=0

(−1)ν+1[(Iνm(K(t, s)y(m)(s)))|s=te
(m,τ) − (Iνm(K(t, s)y(m)(s)))s=0]|τ=ψj(t)/ε, (6)

где введены операторы

I0m =
1

(m,λ(s))
, Iνm =

1

(m,λ(s)))

∂

∂s
Iν−1
m , |m| � 2, ν � 1.

Нетрудно показать (см., например, [15, c. 291–294]), что ряды (5) и (6) сходятся асимптоти-
чески при ε → +0 (равномерно по t ∈ [0, T ]). Это означает, что класс Mε асимптотически
инвариантен (при ε → +0) относительно действия оператора J.

Введём операторы Rν : U → U, действующие на каждый элемент y(t, τ) ∈ U вида (4) по
правилу

R0y(t, τ) =

t∫

0

K(t, s)y0(s) ds, (70)

R1y(t, τ) =

2∑

j=1

[
K(t, t)yj(t)

λj(t)
eτj−K(t, 0)yj(0)

λj(0)

]

+

Ny∑

|m|

[
K(t, t)y(m)(t)

(m,λ(t))
e(m,τ)−K(t, 0)y(m)(0)

(m,λ(0))

]

, (71)

Rνy(t, τ) = (−1)ν+1[(Iνj (K(t, s)yj(s)))|s=te
τj − (Iνj (K(t, s)yj(s)))|s=0] +

+ (−1)ν+1
Ny∑

|m|=2

[(Iνm(K(t, s)y(m)(s)))|s=te
(m,τ) − (Iνm(K(t, s)y(m)(s)))|s=0]. (7ν)
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Пусть ỹ(t, τ, ε) – произвольная непрерывная по (t, τ) ∈ [0, T ] × {τ : Re τj � 0, j = 1, 2}
функция, имеющая асимптотическое разложение

ỹ(t, τ, ε) =
∞∑

k=0

εkyk(t, τ), yk(t, τ) ∈ U, (8)

сходящееся при ε → +0 (равномерно по (t, τ) ∈ [0, T ]×{τ : Re τj � 0, j = 1, 2}). Тогда образ
Jỹ(t, τ, ε) этой функции разлагается в асимптотический ряд

Jỹ(t, τ, ε) =
∞∑

k=0

εkJyk(t, τ) =
∞∑

r=0

εr
r∑

s=0

Rr−sys(t, τ)|τ=ψ(t)/ε.

Это равенство является основанием для введения расширения J̃ оператора J на рядах
вида (8), именно, положим:

J̃ ỹ(t, τ, ε) ≡ J̃

( ∞∑

k=0

εkyk(t, τ)

)
def
=

∞∑

r=0

εr
r∑

s=0

Rr−sys(t, τ). (9)

Хотя оператор J̃ определён формально, его полезность очевидна, так как на практике обычно
строят N -е приближение асимптотического решения задачи (2), в котором участвуют лишь
N -е частичные суммы ряда (8), имеющие не формальный, а содержательный смысл.

Теперь можно записать задачу, полностью регуляризованную по отношению к исходной
задаче (2):

Lεỹ(t, τ, ε) ≡ ε
∂ỹ

∂t
+

2∑

j=1

λj(t)
∂ỹ

∂τj
−A(t)ỹ − J̃ ỹ =

= h1(t) + h2(t)e
τ2σ, ỹ(t, τ, ε)

∣
∣
∣
∣ t=0
τ=0
σ=eiβ(0)/ε

= y0, t ∈ [0, T ], (10)

где оператор J̃ задаётся равенством (9).
2. Итерационные задачи и их разрешимость в U. Подставляя ряд (8) в задачу (10) и

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, получаем следующие итерационные
задачи:

Ly0(t, τ) ≡
2∑

j=1

λj(t)
∂y0
∂τj

− λ1(t)y0 −R0y0 = h1(t) + h2(t)e
τ2σ, y0(0, 0) = y0; (110)

Ly1(t, τ) = −∂y0
∂t

+ f(y0, t) +R1y0, y1(0, 0) = 0; (111)

Ly2(t, τ) = −∂y1
∂t

+
∂f(y0, t)

∂y
y1 +R1y1 +R2y0, y2(0, 0) = 0; (112)

· · ·

Lyk(t, τ) = −∂yk−1

∂t
+ Pk(y0, . . . , yk−1, t) +Rky0 + . . . +R1yk−1, yk(0, 0) = 0, k > 2, (11k)

где Pk(y0, . . . , yk−1, t) – некоторый многочлен от y0, . . . , yk−1, линейный относительно yk−1.
Запишем каждую из итерационных задач (11k) в виде

Ly(t, τ) ≡
2∑

j=1

λj(t)
∂y

∂τj
− λ1(t)y −R0y = H(t, τ), y(0, 0) = y∗, (12)
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где H(t, τ) = H0(t)+
∑2

j=1Hj(t)e
τj+
∑NH

|m|=2H
(m)(t)e(m,τ) – известная функция из пространства

U, y∗ ∈ C – постоянная, а оператор R0 задаётся равенством (70).
Введём скалярное (при каждом t ∈ [0, T ]) произведение в пространстве U :

〈z, w〉 ≡
〈

z0(t) +
2∑

j=1

zj(t)e
τj +

Nz∑

|m|=2

z(m)(t)e(m,τ), w0(t) +
2∑

j=1

wj(t)e
τj +

Nw∑

|m|=2

w(m)(t)e(m,τ)

〉
def
=

def
=(z0(t), w0(t)) +

2∑

j=1

(zj(t), wj(t)) +

min(Nz ,Nw)∑

|m|=2

(z(m)(t), w(m)(t)),

где через (·, ·) обозначено обычное скалярное произведение в C, т.е. (u(t), v(t)) = u(t) · v̄(t).
Докажем следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1), 2) и правая часть H(t, τ) уравнения (12) при-
надлежит пространству U. Тогда для разрешимости этого уравнения в пространстве U
необходимо и достаточно, чтобы имело место тождество

〈H(t, τ), eτ1〉 ≡ 0 для всех t ∈ [0, T ]. (13)

Доказательство. Будем искать решение уравнения (10) в виде элемента (4) пространст-
ва U (зависимость элемента (4) от σ по причине, объяснённой выше, опускаем):

y(t, τ) = y0(t) +
2∑

j=1

yj(t)e
τj +

NH∑

|m|=2

y(m)(t)e(m,τ). (14)

Подставляя представление (14) в уравнение (12), будем иметь

2∑

j=1

[λj(t)I − λ1(t)]yj(t)e
τj +

NH∑

|m|=2

[(m,λ(t)) − λ1(t)]e
(m,τ) − λ1(t)y0(t)−

−
t∫

0

K(t, s)y0(s) ds = H0(t) +
2∑

j=1

Hj(t)e
τj +

NH∑

|m|=2

H(m)(t)e(m,τ).

Приравнивая здесь отдельно свободные члены и коэффициенты при одинаковых экспонентах,
получаем следующие уравнения:

− λ1(t)y0(t)−
t∫

0

K(t, s)y0(s) ds = H0(t), (140)

[λj(t)I − λ1(t)]yj(t) = Hj(t), j = 1, 2, (14j)

[(m,λ(t)) − λ1(t)]y
(m)(t) = H(m)(t), 2 � |m| � NH . (14m)

Уравнение (140) в силу того, что λ1(t) �= 0 для всех t ∈ [0, T ], и включения K(t, s) ∈
∈ C∞({0 � s � t � T},R) имеет единственное решение y0(t) ∈ C∞([0, T ],C). Уравнение
(141) имеет вид 0 ·y1(t) = H1(t). Оно разрешимо в пространстве C∞([0, T ],C) тогда и только
тогда, когда H1(t) ≡ 0, т.е. когда 〈H(t, τ), eτ 1〉 ≡ 0 для всех t ∈ [0, T ]. Уравнение (142) имеет
единственное решение y2(t) = [λ2(t)− λ1(t)]

−1H2(t) в классе C∞([0, T ],C).
Рассмотрим уравнение (14m) более подробно:

[(m1 − 1)λ1(t) + im2β
′(t)]y(m)(t) = H(m)(t), 2 � m1 +m2 � NH .
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Покажем, что коэффициент (m1 − 1)λ1(t) + im2β
′(t) отличен от нуля для любого t ∈ [0, T ],

2 � m1+m2 � NH . Действительно, предположим противное, т.е. что (m1−1)λ1(t)+im2β
′(t) =

= 0 при некотором t. Отделяя в этом равенстве мнимую и действительную части, получаем

(m1 − 1)λ1(t) = 0, m2β
′(t) = 0.

Второе равенство этой системы возможно, лишь когда m2 = 0. Но тогда m1 � 2, и первое
равенство не выполняется, так как λ1(t) < 0. Значит, (m1−1)λ1(t)+im2β

′(t) �= 0 для всех t ∈
∈ [0, T ], 2 � m1+m2 � NH . Отсюда следует, что каждое уравнение (14m) имеет единственное
решение и это решение записывается в виде

y(m)(t) = [(m,λ(t)) − λ1(t)]
−1H(m)(t), 2 � |m| � NH .

Таким образом, для разрешимости уравнения (12) необходимо и достаточно выполнения
тождества (13). Теорема доказана.

Замечание. При выполнении условий теоремы 1 и условия (13) уравнение (12) имеет
следующее решение в пространстве U :

y(t, τ) = y0(t) + α1(t)e
τ1 + [λ2(t)− λ1(t)]

−1H2(t)e
τ2+

+

NH∑

|m|=2

[(m,λ(t)) − λ1(t)]
−1H(m)(t)e(m,τ), (15)

где α1(t) ∈ C∞([0, T ],C) – произвольная функция.
3. Однозначная разрешимость общей итерационной задачи в пространстве U.

Теорема об остаточном члене. Как видно из (15), решение уравнения (12) определяется
неоднозначно. Однако если его подчинить дополнительным условиям:

y(0, 0) = y∗,

〈

− ∂y

∂t
+R1y +Q(t, τ), eτ1

〉

≡ 0 для всех t ∈ [0, T ], (16)

где Q(t, τ) = Q0(t) +
∑2

j=1Qi(t)e
τj +

∑NQ

|m|=2Q
(m)(t)e(m,τ) – известная функция пространства

U, а y∗ – постоянная из C, то задача (12) будет однозначно разрешимой в пространстве U.
Заметим, что условия (16) являются естественными для всей серии итерационных задач (11k)
и возникают как условия разрешимости (13) при переходе от задачи (11k) к задаче (11k+1).
Имеет место следующий результат.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1) и 2), правая часть H(t, τ) уравнения (12) при-
надлежит пространству U и удовлетворяет условию ортогональности (13). Тогда уравне-
ние (12) при дополнительных условиях (16) однозначно разрешимо в U.

Доказательство. При выполнении условия (13) уравнение (12) имеет решение (15) в
пространстве U, где α1(t) ∈ C∞([0, T ],C) – пока произвольная функция. Подчиним реше-
ние (15) первому условию (16), т.е. потребуем, чтобы y(0, 0) = y∗. Получим, что α1(0) = y∗,
где обозначено

y∗ = y∗ + λ−1
1 (0)H0(0)− [λ2(0)− λ1(0)]

−1H2(0) −
NH∑

|m|=2

[(m,λ(0)) − λ1(0)]
−1H(m)(0). (17)

Подчиним теперь решение (15) второму условию (16). Предварительно вычислим∗) выра-
жение

− ∂y0
∂t

+R1y0 +Q(t, τ) = −ẏ0(t)− α̇1(t)e
τ1 −

(
H2(t)

λ2(t)− λ1(t)

)•
eτ2 −

∗) Здесь и далее жирная точка справа над скобкой означает дифференцирование по t выражения, стоящего
в этих скобках.
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−
NH∑

|m|=2

(
H(m)(t)

(m,λ(t)) − λ1(t)

)•
e(m,τ) +

K(t, t)α1(t)

λ1(t)
eτ1 − K(t, 0)α1(0)

λ1(0)
+

+
K(t, t)H2(t)

λ1(t)[λ2(t)− λ1(t)]
eτ2 − K(t, 0)H2(0)

λ1(0)[λ2(0)− λ1(0)]
+Q0(t) +

2∑

j=1

Qi(t)e
τj +

NQ∑

|m|=2

Q(m)(t)e(m,τ).

Поэтому второе условие (16) приводит к обыкновенному дифференциальному уравнению

− α̇1(t) +
K(t, t)α1(t)

λ1(t)
= Q1(t).

Присоединяя к нему начальное условие (17), однозначно найдём функцию

α1(t) = exp

( t∫

0

K(s, s)

λ1(s)
ds

)(

y∗ +

t∫

0

exp

(

−
x∫

0

K(θ, θ)

λ1(θ)
dθ

)

Q1(x)dx

)

,

а значит, построим решение (15) задачи (12) в пространстве U однозначным образом. Теорема
доказана.

Применяя теоремы 1 и 2 к итерационным задачам (11k), найдём однозначно их решения в
пространстве U и построим ряд (8). Составим частичную сумму Sn(t, τ, ε) =

∑n
k=0 ε

kyk(t, τ)
этого ряда и обозначим её сужение при τ = ψ(t)/ε через yεn(t). Имеет место

Лемма. Пусть выполнены условия 1) и 2). Тогда функция yεn(t) удовлетворяет задаче
(1) с точностью до членов, содержащих εn+1, т.е.

ε
dyεn(t)

dt
−A(t)yεn(t)−

t∫

0

K(t, s)yεn(s, ε) ds − εf(yεn, t) =

= h1(t) + h2(t)e
iβ(t)/ε + εn+1F (t, ε), yεn(0, ε) = y0, t ∈ [0, T ],

где ‖F (t, ε)‖C[0,T ] � F, F > 0 – постоянная, не зависящая от ε ∈ (0, ε0], ε0 > 0 достаточно
мало.

Доказательство. Обозначим через L0 следующий оператор:

L0 ≡
2∑

j=1

λj(t)
∂

∂τj
−A(t).

Подставив y0(t, τ), . . . , yn(t, τ) в первые n уравнений системы (11k), получим тождества.
Умножим их на 1, ε, . . . , εn соответственно и сложим. В результате получим

L0(y0 + εy1 + · · ·+ εnyn)−R0(y0 + εy1 + · · ·+ εnyn) ≡ h1(t) + h2(t)e
τ2σ −

− ε

(
∂y0
∂t

+ ε
∂y1
∂t

+ · · · + εn−1∂yn−1

∂t

)

+ εR1y0 + ε2(R1y1 +R2y0) +

+ εn(R1yn−1 + · · · +Rny0) +

[

εf(y0, t) + ε2
(
∂f(y0, t)

∂y
y1

)

+ · · ·+ εNPn(y0, . . . , yn−1, t)

]

.

Произведём здесь сужение при τ = ψ(t)/ε; при этом учтём, что выполняются тождества

eτ2σ|τ=ψ(t)/ε ≡ eiβ(t)/ε,
∑

0�|m|�k

z(m)(t)e(m,τ)|τ=ψ(t)/ε ≡
∑

0�|m|�k

z(m)(t)e(m,ψ(t)/ε),
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L0v(t, τ, ε)|τ=ψ(t)/ε ≡ ε
dv(t, ψ(t)/ε, ε)

dt
−A(t)v(t, ψ(t)/ε, ε) − ε

∂v(t, ψ(t)/ε, ε)

∂t
.

Будем иметь

ε
dyεn
dt

−A(t)yεn(t) = εn+1∂yn(t, ψ)

∂t
+ h1(t) + h2(t)e

iβ(t)/ε +

N∑

r=0

εr
r∑

s=0

Rr−sys(t, ψ) +

+ ε

[

f(y0, t) + ε
∂f(y0, t)

∂y
y1 + . . .+ εn−1Pn(y0, . . . , yn−1, t)

]

,

или

ε
dyεn
dt

= A(t)yεn(t) +

t∫

0

K(t, s)yεn(s) ds + h1(t) + h2(t)e
iβ(t)/ε + εn+1 ∂yn(t, ψ)

∂t
+

+ εf(yεn(t), t)−
[ t∫

0

K(t, s)yεn(s) ds−
n∑

r=0

εr
r∑

s=0

Rr−sys(t, ψ)

]

−

− ε

[

f(yεn(t), t)− f(y0, t)−
∂f(y0, t)

∂y
y1 − . . .− εn−1Pn(y0, . . . , yn−1, t)

]

.

Согласно определению операторов Rk выражение в первой квадратной скобке последнего
тождества представляется в виде εn+1M1(t, ε), а по построению задач (110), . . . , (11n) вы-
ражение во второй квадратной скобке – в виде εn+1M2(t, ε), где ‖Mi‖C[0,T ] � const (для
всех ε ∈ (0, ε0]), i = 1, 2. Обозначая F (t, ε) ≡ −M1(t, ε) − M2(t, ε) + ∂yN (t, ψ)/∂t, получаем
утверждение леммы.

При обосновании асимптотической сходимости формального решения yεn(t) к точному
y(t, ε) используется следующее утверждение о разрешимости операторного уравнения Pε(u) =
= 0 (см., например, [16, с. 187–188]).

Теорема (Срубщик–Юдович). Пусть оператор Pε действует из банахова пространства
B1 в банахово пространство B2 и имеет в некотором шаре {‖u−u0‖ � r} ⊂ B1 первые две
непрерывные производные. Пусть также существует оператор Γε ≡ [P ′

ε(u0)]
−1 и выполнены

условия

1a) ‖Γε‖ � c1ε
−k; 2a) ‖Pε(u0)‖ � c2ε

m (m > 2k); 3a) ‖P ′′
ε (u)‖ � c3.

Тогда уравнение Pε(u) = 0 имеет при достаточно малых ε > 0 (ε ∈ (0, ε0]) решение u∗ ∈
∈ B1, удовлетворяющее неравенству ‖u∗ − u0‖B1 � cεm−k. Здесь c, c1, c2, c3 – некоторые
положительные постоянные, не зависящие от ε ∈ (0, ε0].

Применяя эту теорему к уравнению

Pε(u) ≡ ε
du

dt
−A(t)u−

t∫

0

K(t, s)u(s, ε) ds −

− εf(u+ y0, ε)−A(t)y0 −
t∫

0

K(t, s)y0 ds− h1(t)− h2(t)e
iβ(t)/ε = 0,

приходим к следующему результату (см. [16, с. 190–192]).
Теорема 3. Пусть для уравнения (1) выполнены условия 1) и 2). Тогда при ε ∈ (0, ε0]

(ε0 > 0 достаточно мало) задача (1) имеет единственное решение y(t, ε) ∈ C1([0, T ],C); при
этом имеет место оценка

‖y(t, ε) − yεn(t)‖C[0,T ] � cnε
n+1, n = 0, 1, 2, . . . ,
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где yεn(t)– сужение (при τ = ψ(t)/ε) n-й частичной суммы ряда (8) (с коэффициентами
yk(t, τ) ∈ U, удовлетворяющими итерационным задачам (11k)), а постоянная cn > 0 не
зависит от ε при ε ∈ (0, ε0].

4. Построение решения первой итерационной задачи. Используя теорему 1, найдём
решение первой итерационной задачи (110). Так как правая часть h1(t) + h2(t)e

τ2σ урав-
нения (140) удовлетворяют условию (13), то это уравнение имеет (согласно (15)) решение в
пространстве U вида

y0(t, τ) = y
(0)
0 (t) + α

(0)
1 (t)eτ1 + y2(t)e

τ2 , (18)

где α
(0)
1 (t) ∈ C∞([0, T ],C) – пока произвольная функция, y

(0)
0 (t) – решение интегрального

уравнения −λ1(t)y
(0)
0 (t)−

∫ t
0 K(t, s)y

(0)
0 (s) ds = h1(t), y2(t) = [λ2(t)− λ1(t)]

−1h2(t)σ. Подчиняя
семейство (18) начальному условию y0(0, 0) = y0, будем иметь y

(0)
0 (0)+α1(0)+y

(0)
2 (0) = y0, т.е.

α1(0) = y0 + λ−1
1 (0)h1(0)− [λ2(0)− λ1(0)]

−1h2(0)σ. (19)

Для полного вычисления функции α
(0)
1 (t) перейдём к следующей итерационной задаче (111).

Подставляя в неё решение (18) уравнения (140), получаем следующее уравнение:

Ly1(t, τ) = − d

dt
y
(0)
0 (t)− α̇

(0)
1 (t)eτ1 − ẏ2(t)e

τ2 +

+ f(y
(0)
0 (t) + α

(0)
1 (t)eτ1 + y2(t)e

τ2 , t) +R1(y
(0)
0 (t) + α

(0)
1 (t)eτ1 + y2(t)e

τ2).

Выделяя в правой части этого уравнения члены с экспонентой eτ1 и подчиняя их условию
ортогональности (13), придём к уравнению

− α̇
(0)
1 (t) +

(
∂f(y

(0)
0 (t), t)

∂y
+

K(t, t)

λ1(t)

)

α
(0)
1 (t) = 0,

присоединяя к которому начальное условие (19), найдём α
(0)
1 (t) :

α
(0)
1 (t) = (y0 + λ−1

1 (0)h1(0)− [λ2(0)− λ1(0)]
−1h2(0)σ) exp

( t∫

0

∂f(y
(0)
0 (θ), θ)

∂y
+

K(θ, θ)

λ1(θ)

)

dθ,

а значит, решение (18) задачи (110) в пространстве U находится однозначно. При этом глав-
ный член асимптотики имеет следующий вид:

yε0(t) = y
(0)
0 (t) +

(

y0 + λ−1
1 (0)h1(0)− [λ2(0)− λ1(0)]

−1h2(0) exp

(
i

ε
β(0)

))

×

× exp

( t∫

0

∂f(y
(0)
0 (θ), θ)

∂y
+

K(θ, θ)

λ1(θ)

)

dθ exp

(
1

ε

t∫

0

λ1(θ) dθ

)

+

+ [λ2(t)− λ1(t)]
−1h2(t) exp

(
i

ε
β(t)

)

. (20)

Проанализируем его.
Из выражения (20) для yε0(t) видно, что на построение главного члена асимптотики реше-

ния задачи (1) существенно влияют быстро осциллирующая неоднородность h2(t)e
i/εβ(t), ядро

K(t, s) интегрального оператора и нелинейность f(y, t). Точное решение y(t, ε) задачи (1),
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выходя в момент t = 0 из точки y = y0, совершает при t > 0 быстрые осцилляции около
решения y

(0)
0 (t) интегрального уравнения

− λ1(t)y
(0)
0 (t)−

t∫

0

K(t, s)y
(0)
0 (s) ds = h1(t),

не стремясь ни к какому пределу при ε → +0. Нетрудно видеть, что это уравнение получено
из вырожденного (ε = 0) по отношению к (1) уравнения после отбрасывания в (1) быстро
осциллирующей неоднородности. Если h2(t) ≡ 0, т.е. быстро осциллирующая неоднородность
отсутствует, то решение y(t, ε) задачи (1), выходя в момент t = 0 из точки y = y0, быстро
(с экспоненциальной скоростью) стремится при ε → +0 к решению вырожденного уравнения
−A(t)¯̄y −

∫ t
0 K(t, s)¯̄y(s) ds = h1(t).

5. Дополнение: краткий очерк развития метода регуляризации Ломова для син-
гулярно возмущённых интегро-дифференциальных уравнений. В конце пятидеся-
тых – начале шестидесятых годов прошлого столетия С.А. Ломов, изучая модельное уравнение
Лайтхилла, приходит к идее регуляризации сингулярных возмущений с помощью перехода в
пространство бо́льшей размерности. Эта идея глубоко развивается им в последующих рабо-
тах и приводит к созданию метода регуляризации сингулярных возмущений, наиболее полно
изложенному в его монографии [4]. Метод регуляризации позволяет строить асимптотические
решения сингулярно возмущённых задач в виде рядов по степеням малого параметра, сумма
которых при некоторых дополнительных ограничениях на исходные данные задачи псевдо-
аналитична. Последнее означает, что регуляризованные ряды сходятся не только асимпто-
тически, но и в обычном смысле в некоторой кольцевой окрестности 0 < |ε| < ε0 точки
ε = 0. В теории дифференциальных уравнений сформировалось новое направление – ана-
литическая теория сингулярных возмущений. Результаты С.А. Ломова по псевдоаналитично-
сти были обобщены на нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения, уравнения
с частными производными и уравнения в банаховом пространстве его учениками В.Ф. Сафо-
новым, В.И. Прохоренко, А.А. Бободжановым, В.И. Качаловым. В настоящее время аналити-
ческая теория сингулярных возмущений благодаря исследованиям В.И. Качалова находится
в весьма удовлетворительном состоянии.

Однако оставалась практически не изученной проблема регуляризации сингулярно возму-
щённых интегро-дифференциальных уравнений. Первое применение метода регуляризации к
таким уравнениям дано в работе С.А. Ломова (1970 г.) и подробно изложено в монографии [4,
гл. 4]. В этой работе рассматривается сингулярно возмущённая система типа Вольтерры

ε
dy

dt
= A(t)y +

t∫

0

K(t, s)y(s, ε) ds + h(t), y(0, ε) = y0, t ∈ [0, T ], (D.1)

в условиях стабильности спектра {λj(t)} оператора A(t) :

λi(t) �= 0, λj(t) �= λi(t), i �= j, i, j = 1, n, для всех t ∈ [0, T ] (D.2)

(в отличие от работ школы Васильевой–Бутузова–Иманалиева здесь предполагается, что вы-
полняются неравенства Reλj(t) � 0, т.е., в частности, допускаются и чисто мнимые точки
спектра). Основная трудность, которую необходимо преодолеть в уравнениях типа (D.1), за-
ключается в регуляризации интегрального оператора

Jy =

t∫

0

K(t, s)y(s, ε) ds.
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Если дифференциальная часть задачи (D.1) допускает довольно очевидное расширение

ε
∂ỹ

∂t
+

n∑

j=1

λj(t)
∂ỹ

∂τj
−A(t)ỹ

при введении регуляризирующих переменных

τj =
1

ε

t∫

0

λj(θ) dθ ≡ ψ(t)

ε
, j = 1, n, (D.3)

то интегральный оператор при указанных переменных принимает вид

Jỹ =

t∫

0

K(t, s)ỹ

(

s,
ψ(s)

ε
, ε

)

ds,

и его расширение по независимым переменным τj становится проблематичным.
Решение этой проблемы дал сам С.А. Ломов. Для простейшего случая интегро-дифферен-

циальных уравнений типа (D.1) он предложил ввести пространство, инвариантное относи-
тельно действия интегрального оператора J, которое получается естественным образом из
пространства безрезонасных решений интегрированием по частям его элементов (см. [4]). Эта
идея принципиальной важности позволила сдвинуть с “мертвой точки” процесс обобщения на
интегро-дифференциальные системы метода регуляризации. Тем не менее в течение десяти
лет (1979–1989 гг.) не вышло ни одной работы, посвящённой этой тематике. И только в 1990 г.
вследствие изучения связи методом регуляризации Ломова и методом эквивалентного диффе-
ренциального соответствия Ларионова [17] интерес к интегро-дифференциальным уравнениям
возобновился. В методе Ларионова рассматриваются интегро-дифференциальные уравнения

ε
dy

dt
= Ay +

t∫

0

K

(
t

ε
− s

ε

)

y(s, ε) ds + h(t), y(0, ε) = y0, t ∈ [0, T ],

с постоянной матрицей A и с быстро изменяющимися ядрами типа K(t/ε−s/ε) ≡ e−ν(t/ε−s/ε)

(ν = const). Такие уравнения часто встречаются в приложениях (см., например, [17]). Однако
для них метод регуляризации разработан не был.

При обобщении идеи С.А. Ломова на интегро-дифференциальные уравнения с быстро изме-
няющимися ядрами В.Ф. Сафонов предложил рассмотреть системы сингулярно возмущённых
интегро-дифференциальных уравнений вида

ε
dy

dt
= A(t)y +

t∫

0

eε
−1

∫ t
s μ(θ) dθK(t, s)y(s, ε) ds + h(t),

y(0, ε) = y0, t ∈ [0, T ], ε > 0, (D.4)

с переменной матрицей A(t) и со скалярной функцией μ(t), называемой спектральным зна-
чением ядра интегрального оператора. В работе [18] рассмотрен случай нестабильности спек-
трального значения (μ(t) = trl(t), l(t) < 0) при условиях (D.2) на спектр матрицы A(t) и
показано, что в регуляризации задачи (D.4) участвуют не только регуляризирующие функ-
ции (D.3), но и спецфункции

σk = eε
−1

∫ t
0 μ(θ) dθ

t∫

0

eε
−1

∫ s
0 μ(θ) dθ s

k

k!
ds (k = 0, r − 1), (D.5)
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индуцируемые точкой t = 0 нестабильности спектрального значения μ(t) ядра интегрального
оператора, а также сама функция μ(t). Отсюда вытекает, что если μ(t) < 0 (для всех t ∈
[0, T ]), то для регуляризации задачи (D.4), кроме регуляризирующих функций (D.3), нужно
ввести регуляризирующие переменные (D.5) и ещё одну дополнительную переменную τn+1 =

= ε−1
∫ t
0 μ(θ) dθ.

Перспектива дальнейших исследований связана с рассмотрением интегро-дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, нелинейных интегро-дифференциальных уравнений
типа Вольтерры и Фредгольма, а также нелинейных интегро-дифференциальных уравнений
с быстро осциллирующими коэффициентами и неоднородностями. К последнему типу урав-
нений относится уравнение в рассмотренной в работе задаче (1), а также уравнения задач в
работах [10–12, 14].
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Для общей системы разностных (дискретных) уравнений с помощью метода функций Ля-
пунова получен ряд достаточных условий устойчивости и асимптотической устойчивости
относительно части переменных её решения.
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Введение. Математическая теория устойчивости занимает важное место в теории обык-
новенных дифференциальных уравнений. Начиная с середины двадцатого века, активно раз-
вивается теория устойчивости относительно части переменных. К настоящему времени опуб-
ликован ряд монографий [1–6] и сотни работ по этой тематике, из которых можно выделить
[7–13]. В статьях [14–16] исследуется устойчивость относительно части переменных решений
функционально-дифференциальных уравнений с запаздыванием, а в [17–19] – устойчивость
относительно части переменных в системах стохастических дифференциальных уравнений.

Настоящая работа посвящена исследованию устойчивости решений разностных систем от-
носительно части переменных. Это направление исследования представляется интересным по
двум причинам: во-первых, ряд явлений и процессов в природе описываются разностными
уравнениями; во-вторых, при использовании вычислительных методов решений систем обык-
новенных дифференциальных уравнений их сводят к разностным уравнениям. Отметим, что
в работе [20] предлагается способ построения разностных схем для одного класса систем обык-
новенных дифференциальных уравнений, который обеспечивает согласованность между диф-
ференциальными и разностными уравнениями в смысле устойчивости нулевого решения.

Важным направлением качественного анализа дискретных (разностных) уравнений явля-
ется исследование устойчивости их решений. Это направление отражено во многих научных
публикациях (см., например, [21–24]). Одним из наиболее эффективных методов изучения
устойчивости дифференциальных и разностных уравнений является метод функций Ляпуно-
ва [25, 26]. Настоящая статья посвящена применению этого метода к изучению устойчивости
решений систем разностных уравнений относительно части переменных.

1. Основные обозначения и определения. Следуя [27], обозначим: N = {1, 2, 3, . . .} –
множество натуральных чисел, N0 = {0}

⋃
N, Nq = {n ∈ N0 : n � q}, ‖ · ‖ – евклидова норма

вектора в R
k+m, Br = {z ∈ R

k+m : ‖z‖ � r} – замкнутый шар радиуса r с центром в нуле
в R

k+m.
Рассмотрим систему разностных уравнений

z(n + 1) = Z(n, z(n)), Z(n, 0) ≡ 0, (1)

где n ∈ N0 и z, Z ∈ R
k+m. Далее предполагаем, что при каждом фиксированном n ∈ N0

функция Z(n, ·) : Rk+m → R
k+m является непрерывной. Для фиксированных n ∈ N0 и z0 ∈

∈ R
k+m через z(n, n0, z0) обозначим решение системы (1), совпадающее с вектором z0 при

n = n0. Исследуем устойчивость нулевого решения

z(n) = 0 (2)

системы (1) относительно первых k его компонент. Примем обозначения z =

(
x
y

)

∈ R
k+m,

x = (x1, . . . , xk)
т = (z1, . . . , zk)

т ∈ R
k, y = (y1, . . . , ym)т = (zk+1, . . . , zk+m)т ∈ R

m.
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В соответствии с принятым обозначением любое решение z(n, n0, z0) системы (1) представля-

ется в виде z(n, n0, z0) =

(
x(n, n0, z0)
y(n, n0, z0)

)

. По аналогии с обыкновенными дифференциальными

уравнениями [28, гл. 1] введём следующие определения.
Определение 1. Решение (2) системы (1) называется устойчивым относительно x (или

x-устойчивым), если для любых ε > 0 и n0 ∈ N0 найдётся δ = δ(ε, n0) > 0 такое, что для
любого z0 ∈ Bδ имеет место неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < ε при всех n ∈ Nn0 .

Определение 2. Решение (2) системы (1) называется равномерно устойчивым относи-
тельно x (или равномерно x-устойчивым), если в определении 1 для каждого ε > 0 можно
выбрать δ = δ(ε) не зависящим от n0.

Следующее определение является вспомогательным для введения в определении 4 различ-
ных модификаций понятия устойчивости.

Определение 3. Решение (2) системы (1) называется:
притягивающим относительно x (x-притягивающим), если для каждого n0 ∈ N0 су-

ществует η = η(n0) > 0 и для любых ε > 0 и z0 ∈ Bη найдётся σ = σ(ε, n0, z0) ∈ N такое,
что ‖x(n, n0, z0, )‖ < ε для всех n � n0 + σ;

эквипритягивающим относительно x (или x-эквипритягивающим), если для каждого
n0 ∈ N0 существует η = η(n0) > 0 и для любого ε > 0 найдётся σ = σ(ε, n0) ∈ N такие, что
‖x(n, n0, z0)‖ < ε для всех z0 ∈ Bη и n � n0 + σ;

равномерно x-притягивающим, если для некоторого η > 0 и любого ε > 0 существует
σ = σ(ε) ∈ N такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε для всех z0 ∈ Bη, n0 ∈ N0 и n � n0 + σ;

равномерно глобально x-притягивающим, если для любых η > 0 и ε > 0 найдётся σ =
= σ(ε, η) ∈ N такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε для всех z0 ∈ Bη, n0 ∈ N0 и n � n0 + σ;

слабо x-притягивающим, если для каждого n0 ∈ N0 существует η = η(n0) > 0 такое,
что для любого z0 ∈ Bη найдётся возрастающая к +∞ последовательность натуральных
чисел {ni}, своя, вообще говоря, для каждых n0 и z0, вдоль которой ‖x(ni, n0, z0)‖ → 0 при
i → +∞;

lp-притягивающим относительно x, где p > 0 – некоторое число, если для любого n0 ∈ N0

найдётся такое η = η(n0), что для всех z0 ∈ Bη выполняется соотношение
∞∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p < +∞.

Иными словами, решение z(n) = 0 системы (1) является:
x-притягивающим, если

lim
n→+∞

x(n, n0, z0) = 0 при всех n0 ∈ N, z0 ∈ Bη(n0); (3)

x-эквипритягивающим, если предельное соотношение (3) выполняется равномерно отно-
сительно z0;

равномерно x-притягивающим, если предельное соотношение (3) выполняется равномерно
относительно z0 и n0;

слабо x-притягивающим, если

lim inf
n→+∞

‖x(n, n0, z0)‖ = 0 при всех n0 ∈ N, z0 ∈ Bη(n0).

Областью x-притяжения решения z(n) = 0 системы (1) в дискретный момент времени
n0 ∈ N называется множество

A(n0) = {z0 ∈ R
k+m : ‖x(n, n0, z0)‖ → 0 при n → +∞}.

Если множество A(n0) не зависит от n0, то будем говорить, что область x-притяжения рав-
номерная. Если для любого n0 имеет место равенство A(n0) = R

k+m, то говорят, что начало
глобально притягивающее относительно x. Если же для любых η > 0, n0 ∈ N0 и z0 ∈
∈ Bη предельное соотношение (3) выполняется равномерно по n0 и z0, то начало называется
равномерно глобально x-притягивающим.
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Определение 4. Решение (2) системы (1) называется:
асимптотически устойчивым относительно x (или асимптотически x-устойчивым),

если оно x-устойчиво и x-притягивающее;
эквиасимптотически устойчивым относительно x (или эквиасимптотически x-устой-

чивым), если оно x-устойчиво и x-эквипритягивающее;
равномерно асимптотически устойчивым относительно x (или равномерно асимптоти-

чески x-устойчивым), если оно равномерно x-устойчиво и равномерно x-притягивающее;
равномерно глобально асимптотически устойчивым относительно x (или равномерно

глобально асимптотически x-устойчивым), если оно равномерно x-устойчиво и равномерно
глобально x-притягивающее;

слабо асимптотически x-устойчивым, если оно x-устойчиво и слабо x-притягивающее;
lp-устойчивым относительно x, если оно x-устойчиво и lp-притягивающее относитель-

но x.
Определение 5. Будем говорить, что функция a(r) принадлежит классу K и записы-

вать как a ∈ K, если она определена на некотором отрезке [0,H] или полуинтервале [0,+∞),
является непрерывной и строго возрастающей и такой, что a(0) = 0.

Подкласс класса K, состоящий из функций возрастающих к +∞, обозначим через K∞.

2. Исследование устойчивости относительно части переменных с помощью
функций Ляпунова.

Определение 6. Вариацией ΔV функции V (n, z) в силу системы разностных уравнений
(1) назовём выражение

ΔV (n, z) = V (n+ 1, Z(n, z)) − V (n, z).

Теорема 1. Если для системы разностных уравнений (1) существует функция V (n, z),
которая определена и непрерывна по z на множестве

n ∈ N0, ‖x‖ � H, ‖y‖ < +∞ (4)

и удовлетворяет условиям

V (n, 0) ≡ 0, V (n, z) � a(‖x‖), a ∈ K, ΔV = V (n + 1, Z(n, z)) − V (n, z) � 0

для значений n и z =

(
x
y

)

, удовлетворяющих условиям (4), то решение (2) системы (1)

устойчиво относительно x.
Более того, если для некоторой функции b ∈ K и любых n, z из области (4) справедливо

условие
V (n, z) � b(‖z‖), (5)

то нулевое решение системы (1) равномерно устойчиво относительно x.
Доказательство. Пусть заданы n0 ∈ N0 и ε > 0. Так как функция V непрерывна по

z и V (n0, 0) = 0, то найдётся δ = δ(n0, ε) > 0 такое, что V (n0, z0) < a(ε) при всех z0 ∈ Bδ.
Для любых n ∈ Nn0 , z0 ∈ Bδ получаем

a(‖x(n, n0, z0)‖) � V (n, z(n, n0, z0)) � V (n− 1, z(n− 1, z(n− 1, n0, z0))) � . . . � V (n0, z0) < a(ε).

Но так как a ∈ K, то из полученных неравенств следует, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε. Устойчивость
решения (2) относительно x доказана.

При выполнении условия (5) значение δ можно выбрать не зависящим от n0. Действи-
тельно, полагая δ = b−1(a(ε)), где b−1 – функция, обратная по отношению к функции b, при
z0 ∈ Bδ получаем

a(‖x(n, n0, z0)‖) � V (n, z(n, n0, z0)) � V (n0, zo) � b(‖z0‖) < b(b−1(a(ε))) = a(ε),

откуда вытекает неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < ε при n � n0. Теорема доказана.
Замечание. Доказанная теорема представляет собой аналог теоремы Румянцева [7] для

обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Пример 1. Рассмотрим систему разностных уравнений

x(n+ 1) = y1(n)− y2(n), y1(n + 1) = y1(n)y2(n)e
nx(n) + x(n), y2(n+ 1) = y1(n)y2(n)e

nx(n).

Очевидно, что эта система имеет нулевое решение. В качестве функции V выберем V =
= x2 + (y1 − y2)

2. Её вариация ΔV в силу рассматриваемой системы равна нулю. Учитывая,
что x2 < V < 2(x2 + y21 + y22), на основании теоремы 1 заключаем, что нулевое решение этой
системы равномерно x-устойчиво.

Теорема 2. Если для системы разностных уравнений (1) существует функция V (n, z),
которая определена и непрерывна по z на множестве (4) и удовлетворяет условиям

V (n, z) � a(‖x‖), a ∈ K, V (n, 0) = 0, (6)

ΔV (n, z) � −c(‖x‖), c ∈ K, (7)

то нулевое решение системы (1) слабо асимптотически x-устойчиво.
Доказательство. Согласно теореме 1 решение z = 0 системы (1) x-устойчиво. Поэтому

для H > 0 и n0 ∈ N0 существует δ = δ(n0,H) > 0 такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < H, если
z0 ∈ Bδ.

Для завершения доказательства достаточно установить, что для любых ε ∈ (0,H) и n0 ∈
∈ N0 существует N = N(ε, n0) ∈ N такое, что при всяком z0 ∈ Bδ можно указать натуральное
число n1, расположенное между n0 и n0 +N (включая эти числа), такое, что

‖x(n1, n0, z0)‖ � ε. (8)

Обозначим λ(n0) = sup
z∈Bδ

V (n0, z), N(n0, ε) = [λ(n0)/c(ε)] + 1, где [·] – целая часть числа.

Предположим противное: n1, для которого выполняется неравенство (8), не существует. Зна-
чит, ε < ‖x(n, n0, z0)‖ < H при всех n из множества чисел {n0, n0 + 1, . . . , n0 +N}. Тогда из
условий теоремы следует, что

0 < a(ε) � V (n0 +N, z(n0 +N, z(n0 +N,n0, z0))) � V (n0, z0)− c(ε)N � 0.

Полученное противоречие доказывает теорему.
Теорема 3. Если для системы (1) существует непрерывная по z на множестве (4)

функция V (n, z) такая, что выполнены условия (6), (7) и

V (n, z) � b(‖z‖), b ∈ K, (9)

то нулевое решение системы (1) равномерно асимптотически x-устойчиво.
Если дополнительно выполнены условия

a ∈ K∞, b ∈ K∞, c ∈ K∞, H = ∞, lim
‖z‖→∞

V (n, z) = +∞, (10)

то нулевое решение системы (1) равномерно глобально асимптотически x-устойчиво.
Доказательство. Согласно теореме 1 решение z = 0 системы (1) равномерно x-устойчи-

во. Поэтому для числа H найдётся такое δ, не зависящее от n0, что для дискретной траек-
тории z(n, n0, z0) из включений n0 ∈ N0, z0 ∈ Bδ следует неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < H для
всех n � n0. Выберем произвольно ε (0 < ε < H). Покажем, что существует σ = σ(ε) > 0
такое, что

‖x(n, n0, z0)‖ < ε при n > n0 + σ. (11)

Выясним, при каких n может выполняться двойное неравенство

ε � ‖x(n, n0, z0)‖ < H. (12)
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Для этого рассмотрим дискретную траекторию z(n, n0, z0) с вектором z0 ∈ Bδ. Из условий
(6), (7), (9) и из предположения (12) следует, что

0 < a(ε) � V (n, z(n, n0, z0)) � V (n0, z0)− (n− n0)c(ε) � b(δ) − (n− n0)c(ε).

Таким образом, при n > n0 + σ(ε), где σ(ε) = [b(δ)/c(ε)] + 1, предположение (12) перестаёт
выполняться, т.е. справедливо неравенство (11). Это означает, что решение z = 0 системы (1)
является равномерно притягивающим относительно x.

В случае, когда дополнительно выполнены условия (10), в приведённом доказательстве ве-
личины H и ε выбираются произвольно (0 < ε < H), δ = δ(H), σ = σ(ε,H) = [δ(H)/c(ε)]+1.
Теорема доказана.

Пример 2. Рассмотрим систему разностных уравнений

x(n+ 1) =
1

2
x(n)− 1

2
y1(n) +

1

2n
√
2
y2(n),

y1(n+ 1) = 2−ny2(n), y2(n+ 1) = 2nx(n) + 2ny1(n). (13)

Эта система допускает нулевое решение. Покажем, что оно равномерно асимптотически
x-устойчиво. Для этого рассмотрим функцию

V (n, x, y1, y2) = x2 + (2−1/2y1 − 2−ny2)
2.

Её вариация в силу рассматриваемой системы имеет вид ΔV = −x2/2. Учитывая, что функ-
ция V является определённо-положительной относительно x и удовлетворяет неравенствам

x2 � V (n, x, y1, y2) < 2(x2 + y21 + y22),

а её вариация ΔV в силу системы (13) является определённо-отрицательной относительно x,
на основании теоремы 3 заключаем, что нулевое решение системы (13) равномерно асимпто-
тически устойчиво относительно x.

Теорема 4. Если для системы разностных уравнений (1) существует непрерывная по
z функция V (n, z), удовлетворяющая условию (6), и для любого n0 ∈ N0 можно указать
Θ = Θ(n0) такое, что при z0 ∈ BΘ функция V (n, z(n, n0, z0)) не возрастает и стремится
к нулю при n → +∞, то нулевое решение системы (1) эквиасимптотически устойчиво
относительно x.

Доказательство. Пусть n0 ∈ N0. Выберем произвольно δ = δ(n0) ∈ (0,Θ(n0)). Для
любого z0 ∈ Bδ функция V (n, z(n, n0, z0)) не возрастает. Покажем, что

lim
n→∞

V (n, z(n, n0, z0)) = 0 (14)

равномерно по z0 ∈ Bδ.
Пусть ε – произвольное положительное число. Для любых n0 ∈ N0 и z0 ∈ Bδ по условию

теоремы найдётся N = N(ε, n0, z0) такое, что V (n0+N, z(n0+N,n0, z0)) < ε. Это неравенство,
поскольку функции V и Z непрерывны по z, выполняется в некоторой открытой окрестности
Q(z0) точки z0, т.е. V (n0 + N, z(n0 + N,n0, z

′
0)) < ε при z′0 ∈ Q(z0). Так как V монотонно

не возрастает вдоль решений системы (1), то отсюда следует, что

V (n, z(n, n0, z
′
0)) < ε при n � n0 +N(ε, n0, z

′
0), z′0 ∈ Q(z0).

Компактное множество ‖z0‖ � δ оказалось покрытым системой открытых окрестностей
{Q(z0)}, из которой по теореме Гейне–Бореля можно выделить конечное подпокрытие Q1,
. . . , Qr с соответствующими числами N1, . . . , Nr. Обозначим N(ε, n0) = max{N1, . . . , Nr}.
Тогда V (n, z(n, n0, z0)) < ε для любого n ∈ Nn0+N(ε,n0) при z0 ∈ Bδ(n0). Таким образом,
предельное соотношение (14) выполняется равномерно по z0, что завершает доказательство
теоремы.
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Теорема 5. Пусть для системы (1) существует функция V (n, z), непрерывная по z, удо-
влетворяющая в области (4) неравенству (6) и такая, что выполняются следующие условия:

i) вариация функции V в силу системы (1) неположительна;
ii) существуют n0 ∈ N0 и η0 > 0 такие, что для любых n и η, удовлетворяющих

неравенствам n � n0, 0 < η � η0, множество L = {(n, z) ∈ N0 × R
n+m : V (n, z) � η,

‖x‖ � H} непусто;
iii) найдутся неотрицательные числа mη(n), для которых выполняются соотношения

ΔV (n, z) � −mη(n) при (n, z) ∈ L (15)

и
∞∑

n=n0

mη(n) = +∞. (16)

Тогда нулевое решение системы (1) эквиасимптотически x-устойчиво.
Доказательство. Так как выполнены условия теоремы 1, то для любого n0 ∈ N0 суще-

ствует такое δ = δ(n0) > 0, что из включения z0 ∈ Bδ вытекает неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < H
при всех n ∈ Nn0 . Обозначим V∗(n0) := sup

‖z0‖<δ
V (n0, z0). Покажем, что

lim
n→+∞

V (n, z(n, n0, z0)) = 0 равномерно по z0 ∈ Bδ.

Предположим противное. Тогда вследствие неположительности вариации ΔV в силу сис-
темы (1) можно указать такие η > 0 и z0 ∈ Bδ, для которых при всех n ∈ Nn0 верно
неравенство V (n, z(n, n0, z0)) � η > 0. Воспользовавшись условием (15), получаем

0 � V (n, z(n, n0, z0)) � V (n0, z0)−mη(n0 + 1)−mη(n0 + 2)− . . . −mη(n) �

� V∗(n0)−mη(n0 + 1)−mη(n0 + 2)− . . .−mη(n),

что в силу условия (16) невозможно при достаточно больших значениях n. Полученное про-
тиворечие завершает доказательство теоремы.

Проиллюстрируем доказанную теорему следующим примером.
Пример 3. Рассмотрим систему разностных уравнений

x(n+ 1) = d11(n)x(n) + d12(n)y(n), y(n+ 1) = d21(n)x(n) + d22(n)y(n), (17)

где

d11(n) =

√

1− 2
4
√
n+ 16

, d12(n) =

√
4
√

(n+ 15)(n + 16) − 1
4
√
n+ 16( 4

√
n+ 16− 1)

,

d21(n) =
1

4
√
n+ 16

, d22(n) = −d11(n)d12(n).

Очевидно, что система (17) допускает нулевое решение. Для доказательства его эквиа-
симптотической x-устойчивости воспользуемся теоремой 5. В качестве функции Ляпунова
выбираем V (n, x, y) = x2 + 4

√
n+ 15 y2. Несложно видеть, что она удовлетворяет условию (6)

на множестве (4). Вариация этой функции в силу системы (1) имеет вид

ΔV = − 1
4
√
n+ 16

(x2 + y2).

Она неположительна. Выберем произвольно η, удовлетворяющее неравенствам 0 < η < H, и
оценим сверху вариацию ΔV в области V (n, x, y) � η. Геометрически эта область при любом
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n ∈ N0 ограничена прямыми |x| = −H, |x| = H, эллипсом x2/η+ 4
√
n+ 15 y2/η = 1 с центром

в начале координат и полуосями √
η и √

η/ 8
√
n+ 15. Любая точка (x, y) из множества

{

(x, y) ∈ R
2 : |x| � H,

x2

η
+

4
√
n+ 15 y2

η
� 1

}

удовлетворяет хотя бы одному из условий |x| > √
η/2 или |y| > √

η/(2 8
√
n+ 15), или, что то

же самое, x2 > η/4, y2 > η/(4 4
√
n+ 15). Подставляя эти значения в ΔV, получаем

ΔV = − 1
4
√
n+ 16

(x2 + y2) < − 1
4
√
n+ 16

min

{
1

4
η,

η

4 4
√
n+ 15

}

= − η

4 4
√

(n+ 15)(n + 16)
.

Итак, если в качестве mη(n) взять mη(n) = η/(4 4
√

(n+ 15)(n + 16)), то, как показано, выпол-
няется условие (15). Нетрудно убедиться, что справедливо и условие (16).

Таким образом, все условия теоремы 5 выполнены; следовательно, нулевое решение систе-
мы разностных уравнений (17) эквиасимптотически x-устойчиво.

Теорема 6. Если для системы (1) существует функция V (n, z), непрерывная по z, удо-
влетворяющая в области (4) условию

V (n, z) � ϑ(n)a(‖x‖), a ∈ K, (18)

с некоторой монотонно возрастающей к бесконечности последовательностью {ϑ(n)}, ϑ(0) =
= 1, а вариация ΔV в силу системы (1) неположительна, то нулевое решение системы (1)
эквиасимптотически устойчиво относительно x.

Доказательство. Так как выполнены условия теоремы 1, то для любого n0 ∈ N0 можно
указать δ(n0) такое, что из включения z0 ∈ Bδ следует неравенство ‖x(n, n0, z0)‖ < H при
всех n ∈ Nn0 . Обозначим μ(n0) = sup

z0∈Bδ

V (n0, z0). Так как ΔV � 0, то V (n, z(n, n0, z0)) �

� V (n0, z0), и из оценки (18) следует, что

a(‖x(n, n0, z0)‖) �
V (n, z(n, n0, z0))

ϑ(n)
� V (n0, z0)

ϑ(n)
. (19)

Пусть θ(t) – монотонно возрастающая функция такая, что θ(n) = ϑ(n), а ε – произвольное
положительное число (ε < H; число H – из задания области (4)). Обозначим N(ε, n0) =
= θ−1(μ(n0)/a(ε)), где θ−1 – функция, обратная к функции θ. Так как θ−1 монотонно воз-
растает, то при n > N(ε, n0) выполняется неравенство θ(n) � μ(n0)/a(ε), и в силу оценки
(19) имеем

a(‖x(n, n0, z0)‖) �
V (n0, z0)

μ(n0)
a(ε) < a(ε).

Так как a ∈ K, то отсюда следует, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε при всех z0 ∈ Bδ, n > n0 +N(ε, n0).
Теорема доказана.

Теорема 7. Пусть для системы (1) существует функция V (n, z), непрерывная по z, удо-
влетворяющая в области (4) условию (6), такая, что ΔV (n, z) � −c‖x‖p, где p и c – поло-
жительные константы. Тогда нулевое решение системы (1) lp-устойчиво относительно x.

Доказательство. Согласно теореме 2 решение (2) системы (1) слабо асимптотически
устойчиво. В частности, из его устойчивости следует, что при любых n0 ∈ N0, ε > 0 су-
ществует δ = δ(ε, n0) > 0 такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < ε, если z0 ∈ Bδ. Рассмотрим функцию

G(n) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

V (n, z(n)) + c

n−1∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p при n > n0,

V (n0, z0) при n = n0,
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где z(n) = z(n, n0, z0). Тогда ΔG(n) = G(n + 1) − G(n) = ΔV (n, z(n)) + c‖x(n, n0, z0)‖p � 0.
Следовательно, G(n) � G(n0) = V (n0, z0) и

0 � G(n) = V (n, z(n, n0, z0)) + c

n−1∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p � V (n0, z0),

откуда вытекает неравенство

n−1∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p � 1

c
V (n0, z0),

и устремляя n к бесконечности, получаем

∞∑

j=n0

‖x(j, n0, z0)‖p < +∞,

что и требовалось доказать.
Теорема 8. Пусть для системы разностных уравнений (1) существуют две функции

V : N0 ×BH → R и W : N0 ×BH → R, непрерывные по второму аргументу, такие, что для
некоторых функций a, b, c ∈ K и любых (n, z) ∈ N0×BH выполняются условия (6) и условия

W (n, z) � b(‖x‖), W (n, 0) = 0, (20)

ΔV � −c(W (n, z)). (21)

Тогда нулевое решение системы (1) асимптотически x-устойчиво.
Доказательство. Согласно теореме 1 нулевое решение системы (1) x-устойчиво. Следова-

тельно, для H > 0 и n0 ∈ N0 существует δ = δ(n0,H) > 0 такое, что ‖x(n, n0, z0)‖ < H, если
z0 ∈ Bδ. Покажем, что нулевое решение системы (1) x-притягивающее. Для этого докажем,
что W (n, z(n, n0, z0)) → 0 при n → +∞. Предположим противное. Это возможно только в
том случае, если существуют σ > 0 и последовательность натуральных чисел {ni} такие,
что lim

i→∞
ni = +∞ и W (ni, z(ni, n0, z0)) � σ. В силу оценки (21) это означает выполнение

неравенств

ΔV (ni, z(ni, n0, z0)) � −c(σ) < 0, V (ni + 1, z(ni + 1, n0, z0)) � V (n0, z0)− ic(σ),

т.е. lim
n→+∞

V (ni + 1, z(ni + 1, n0, z0)) = −∞, что противоречит условию (6). Полученное про-

тиворечие доказывает, что lim
n→+∞

W (n, z(n, n0, z0)) = 0, откуда в силу оценки (20) имеем

lim
n→+∞

‖x(n, n0, z0)‖ = 0. Это доказывает x-притяжение решения (2) системы (1).

Полагая в доказанной теореме W (n, z) = ‖x‖, получаем
Следствие. Если для системы разностных уравнений (1) существует такая функция

V : N0×BH → R, что для некоторых функций a, c ∈ K и любых (n, z) ∈ N0×BH выполняют-
ся условия (6) и неравенство ΔV (n, z) � −c(‖x‖), то её нулевое решение асимптотически
x-устойчиво.

Заключение. В работе для общей системы разностных (дискретных) уравнений полу-
чен ряд достаточных условий, при выполнении которых её нулевое решение обладает свой-
ством устойчивости относительно части переменных или некоторыми модификациями этого
свойства.
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тов метода сглаживающего функционала и метода невязки и представляющий собой специ-
альный регуляризирующий алгоритм для одного из вариантов обратной задачи динамики.

DOI: 10.31857/S0374064122030116, EDN: BYWHZD

Введение. Постановка задачи. Рассматривается нелинейная система дифференциаль-
ных уравнений

ẋ(t) = f1(t, x(t), y(t)),

ẏ(t) = f21(t, x(t), y(t)) +B(t, x(t), y(t))u(t), t ∈ T = [0, ϑ] (1)

с начальным условием
x(0) = x0, y(0) = y0.

Здесь 0 < ϑ < +∞, x ∈ R
n, y ∈ R

N , u ∈ P, P ⊂ R
r, f1 и f21 – липшицевы функции

с константой Липшица L, u – возмущение, B – липшицева матрица соответствующей раз-
мерности, P – выпуклый компакт. Предполагается, что на систему (1) действует неизвестное
возмущение u(·) ∈ P (·) ≡ {u(·) ∈ L2(T ;R

r) : u(t) ∈ P при п.в. t ∈ T}. В дискретные, до-
статочно частые, моменты времени τi,j ∈ Δ = {τi,j}i∈[0:m], j∈[0:m(1)], где τ0,0 = 0, τm,m(1) = ϑ,

τi,j+1 = τi,j + δ1, i ∈ [0 : m − 1], j ∈ [0 : m(1) − 1], τi,m(1) = τi+1,0, измеряется часть фазо-
вых состояний системы (1), а именно состояния x(τi,j) = x(τi,j; z0, u(·)), где z0 = {x0, y0} –
начальное состояние системы (1), z(· ; z0, u(·)) = {x(· ; z0, u(·)), y(· ; z0 , u(·))} – решение системы
(1), отвечающее этому начальному состоянию и возмущению u(·). Результаты измерений –
векторы ξhi,j ∈ R

n, i ∈ [0 : m− 1], j ∈ [0 : m(1) − 1] – удовлетворяют неравенствам

|x(τi,j)− ξhi,j|n � h. (2)

Здесь h ∈ (0, 1) – уровень погрешности измерений, через | · |k обозначается евклидова норма
в пространстве R

k, k ∈ N. Предполагаем, что начальное состояние системы (1) известно.
Обсуждаемая задача состоит в построении алгоритма приближённого восстановления (рекон-
струкции) неизвестного возмущения u(·) по результатам неточных измерений в дискретные
моменты времени части x(·) состояний z(·).

Сформулированная задача является задачей динамического восстановления (реконструк-
ции). Задачи такого типа в последние годы вызывают пристальное внимание исследователей
(см., например, монографии [1–3]). Один из подходов к их решению развит в работах [4–12].
Этот подход основан на комбинации методов теории позиционного управления и теории некор-
ректных задач. В работах [6–8, 10] приведены алгоритмы решения указанных задач, основан-
ные на динамической модели метода сглаживающего функционала (метод Тихонова). При
этом в работах [6, 10] изучалась линейная система и предполагалось отсутствие мгновенных
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ограничений на возмущения. Случай нелинейной системы рассматривался в работах [7, 8].
Алгоритмы решения задач динамической реконструкции при измерении части фазовых коор-
динат, основанные на других конструкциях, получены в [5, 9].

В настоящей работе найден алгоритм реконструкции, который основан на комбинации
динамических вариантов метода сглаживающего функционала и метода невязки. В связи с
неполнотой информации (а именно, с возможностью измерения в моменты τi,j не всего фа-
зового состояния системы {x(τi,j), y(τi,j)}, а лишь его части – x(τi,j)), указанный алгоритм
содержит два блока. Первый (вспомогательный) блок, основанный на методе сглаживающе-
го функционала, используется для восстановления неизвестной координаты y. Второй блок,
основанный на динамическом варианте метода невязки, применяется непосредственно к реше-
нию задачи восстановления неизвестного возмущения. При измерении всех координат анало-
гичный подход к решению задач реконструкции применялся в работах [4, 11, 12].

1. Метод решения задачи. Перейдём к описанию метода решения рассматриваемой
задачи. Как было отмечено выше, алгоритм будет состоять из двух блоков.

Пусть для каждого h ∈ (0, 1) фиксированы два семейства разбиений отрезка T : семейство

Δmh
= {τi,h}mh

i=0, τi+1,h = τi,h + δ(h) с шагом δ(h) = ϑ/mh, (3)

а также семейство

Δ
mh,m

(1)
h

= {τi,j,h}i∈[0:mh], j∈[0:m(1)
h ]

, τi,0,h = τi,h, i ∈ [0 : mh],

τi,j+1,h = τi,j,h + δ1(h) с шагом δ1(h) = δ(h)/m
(1)
h .

При этом для второго семейства выполняются равенства τ
i,m

(1)
h ,h

= τi+1,0,h = τi+1,h. Ниже

используем обозначение ξhi = ξhi,0. Заметим, что

ξhi,0 = ξh
i−1,m

(1)
h

.

Первый (вспомогательный) блок содержит управляемую систему и закон формирования
управления vh(·) для неё по принципу обратной связи V. Динамика системы описывается
векторным дифференциальным уравнением

ẇh
1 (t) = vh(t) при t ∈ T (wh

1 , v
h ∈ R

n) (4)

с начальным условием wh
1 (0) = x0. Здесь управление vh(·) находится по формуле

vh(t) = vhi,j = V (τi,j, ξ
h
i,j, w

h
1 (τi,j)) при п.в. t ∈ [τi,j, τi,j+1), τij = τi,j,h

(i ∈ [0 : mh − 1], j ∈ [0 : m
(1)
h − 1]), (5)

ξhi,j – результат измерения компоненты x(τi,j) (см. неравенство (2)). При i = j = 0 полагаем
ξh0,0 = x0. Закон V ( · , · , · ) : T × R

n × R
n → R

n конструируется таким образом, что при
соответствующем согласовании параметров h и δ1(h) управление vh(·), стоящее в правой
части системы (4), позволяет с помощью некоторого отображения U1 : T × R

n × R
n → R

N

сконструировать функцию uh1(·), заданную правилом

uh1(t) = uh1i,j = U1(τi,j, ξ
h
i,j, v

h
i,j) при п.в. t ∈ [τi,j , τi+1,j),

τij = τi,j,h (i ∈ [0 : mh − 1], j ∈ [0 : m
(1)
h − 1]), (6)

являющуюся приближением (в метрике пространства непрерывных функций) неизмеряемой
части y(·) фазовой траектории.
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Второй (основной) блок – блок динамической реконструкции неизвестного возмущения –
состоит из функции uh(·) и закона U( · , · , · ) : T × R

N × R
N → R

r, который конструируется
таким образом, что при соответствующем согласовании ряда параметров управление uh(·)
вида

uh(t) = uhi = U(τi, ξ
h
i , u

h
1i,0, u

h
1i−1,0, u

h

1i−1,m
(1)
h −1

), τi−1 = τi−1,h (i ∈ [0 : mh − 1]),

при п.в. t ∈ [τi, τi+1), τi = τi,h, (7)

аппроксимирует неизвестный вход.
Необходимо отметить, что одно и тоже решение системы (1) может порождаться не един-

ственным возмущением. Пусть U(z(·)) – множество всех возмущений, порождающих решение
z(·) = {x(·), y(·)} системы (1), т.е.

U(z(·)) = {ũ(·) ∈ P (·) : ẏ(t)− f21(t, x(t), y(t)) = B(t, x(t), y(t))ũ(t) при п.в. t ∈ T}.

Через u∗(·) обозначим минимальное по L2(T ;R
r)-норме возмущение из U(z(·)), порождающее

решение z(·) системы (1), т.е.

u∗(·) = arg min
u(·)∈U(z(·))

|u(·)|L2(T ;Rr).

Нетрудно видеть, что такое возмущение существует и единственно. Следуя принятому в теории
некорректных задач подходу, будем восстанавливать возмущение u∗(·).

2. Алгоритм решения. Укажем алгоритм решения рассматриваемой задачи. Возьмём
некоторые семейства Δmh

и Δ
mh,m

(1)
h

вида (3), а также функцию α(h) : (0, 1) → (0.1).

Пусть M1 ⊂ R
n и M2 ⊂ R

N – области, в которых остаются соответственно первые n и
последние N фазовых координат (вместе с их единичными окрестностями) решения системы
(1), порождённого неизвестным возмущением u(·), т.е.

S1(x(t)) ∈ M1, S1(y(t)) ∈ M2 при всех t ∈ T.

Здесь через S1(a) обозначен единичный шар с центром в точке a в соответствующем прост-
ранстве.

В дальнейшем полагаем, что выполнено следующее
Условие. В области T × M1 функция y → F = f1(t, x, y) имеет обратную функцию

y = f−1
1y (t, x, F ), которая является липшицевой по совокупности переменных с постоянной

Липшица Ly. Кроме того, функция f1 имеет производные по каждому аргументу и для
измеряемой части x(·) решения справедливо включение ẍ(·) ∈ L2(T ;R

n).
Введём постоянные c0 > 0, d > 0, d∗ > 0, при которых выполняются неравенства

|f21(t, x, y) +B(t, x, y)u|N � c0 для всех t ∈ T, (x, y) ∈ M1 ×M2,

|ẏ(t)|N � d0, |ẍ(t)|n � d∗, |ẋ(t)− f1(0, x0, y0)|n � d для всех t ∈ T. (8)

Пусть d(P ) = sup
u∈P

|u|r, c01 – постоянная Липшица функции B(t, x, y) в области T ×M1 ×M2.

До начала работы алгоритма фиксируем величину h ∈ (0, 1), число α = α(h) и два
семейства Δmh

и Δ
mh,m

(1)
h

разбиений интервала T.

Работу алгоритма разобьём на однотипные шаги. Управления в системе (4) будем коррек-
тировать в узлах разбиения Δ

mh,m
(1)
h

. В течение j-го шага, осуществляемого на временно́м
промежутке δi,j = [τi,j, τi,j+1) ⊂ [τi, τi+1), i ∈ [0 : mh − 1], выполняются следующие операции.
Сначала, в момент τi,j, вычисляются векторы vhi,j и uh1i,j по формулам (5) и (6), в которых

V (τi,j, ξ
h
i,j, w

h
1 (τi,j)) = −α−1[wh

1 (τi,j)− ξhi,j + τi,jf1(0, x0, y0)],
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U1(τi,j, ξ
h
i,j , v

h
i,j) = f−1

1y (τi,j, ξ
h
i,j, v

h
i,j + f1(0, x0, y0)). (9)

Затем на вход системы (4) при всех t ∈ δi,j, j ∈ [0 : m
(1)
h −1], подаётся управление vh(t) вида

(5), (9). Под действием этого управления решение системы (4) переходит из состояния wh
1 (τi,j)

в состояние wh
1 (τi+1,j). В моменты τi = τ

i−1,m
(1)
h

вычисляем управление uhi по формуле (7),
полагая

U(τi, ξ
h
i , u

h
1i,0, u

h
1i−1,0, u

h

1i−1,m
(1)
h −1

) = argmin
u∈P

{|u|r : u ∈ Ωh,i}. (10)

Здесь

Ωh,i = {v ∈ P : |(uh1i,0 − uh1i−1,0)δ
−1 − [f21(τi, ξ

h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

) +B(τi, ξ
h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

)v]|N � σh},

σh = 2C0ν(h, α(h), δ1(h))δ
−1(h) +

+ (L+ c01d(P )){h + (1 + d+ d0 + |f1(0, x0, y0)|n)δ(h) + C0ν(h, α(h), δ1(h))}.
Оказывается, что при определённом согласовании величин h, δ(h), δ1(h) и α(h) функция

uh(·) представляет собой аппроксимацию возмущения u∗(·). Именно, справедлива
Теорема 1. Пусть α(h) → 0, α(h)mh → 0, hα−1(h)mh → 0, m

(1)
h α(h) → ∞ при h → 0.

Тогда имеет место сходимость

uh(·) → u∗(·) в L2(T ;R
r) при h → 0.

Доказательство. Сначала покажем, что если α(h) → 0, δ1(h) → 0, (h+ δ1(h))α
−1(h) →

→ 0 при h → 0, то существует такое число h0 ∈ (0, 1), что при всех h ∈ (0, h0) верна
оценка

sup
t∈T

|uh1(t)− y(t)|N � C0ν(h, α(h), δ1(h)), (11)

здесь ν(h, α, δ1) = α+(h+ δ1)α
−1, C0 = Ly(c∗+ c∗∗), где c∗ = max{15+24d+2max{1, d}; d∗},

c∗∗ = Ly{1 + d+ |f1(0, x0, y0)|n}. Действительно, пусть

Ẋ(t) = ẋ(t)− f1(0, x0, y0), X(0) = x0. (12)

Функция, стоящая в правой части (12), является дифференцируемой, её производная сумми-
руема с квадратом евклидовой нормы. В нуле эта функция обращается в нуль. Кроме того,

X(τi,j) = x(τi,j)− τi,jf1(0, x0, y0).

Согласно [13, теорема 5] найдётся h(1) ∈ (0, 1) такое, что при всех h ∈ (0, h(1)) выполняется
неравенство

vrai max
t∈T

|vh(t)− Ẋ(t)|n � c∗ν(h, α(h), δ1(h)).

В свою очередь в силу условия 1 имеем

y(t) = f−1
1y (t, x(t), ẋ(t)), (13)

|f−1
1y (t, x(t), vh(t) + f1(0, x0, y0))− f−1

1y (t, x(t), ẋ(t))|N � Lyc∗ν(h, α(h), δ1(h)). (14)

Заметим, что
vraimax

t∈T
|ẋ(t)|n � d+ |f1(0, x0, y0)|n. (15)

В таком случае при п.в. t ∈ [τi,j, τi,j+1] получаем

|f−1
1y (t, x(t), vh(t) + f1(0, x0, y0))− uh1(t)|N =
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= |f−1
1y (t, x(t), vh(t) + f1(0, x0, y0))| − f−1

1y (τi,j , ξ
h
i,j, v

h
i,j + f1(0, x0, y0))|N �

� Ly

(

|t− τi,j|+ |x(τi,j)− ξhi,j|n +

τi,j+1∫

τi,j

|ẋ(t)|n dt
)

� c∗∗(h+ δ1(h)). (16)

Из соотношений (13)–(16) вытекает, что

sup
t∈T

|uh1(t)− y(t)|N � Ly{c∗ν(h, α1(h), δ1(h)) + c∗∗(h+ δ1(h))}. (17)

В силу равенства uh1ij = f−1
1y (τi,j, ξ

h
i,j, v

h
i,j + f1(0, x0, y0)) из (16), (17) следует оценка (11), спра-

ведливая при всех h ∈ (0, h0), h0 = h(1).
Далее, имеет место оценка

J1(t) ≡ |f21(t, x(t), y(t)) − f21(τi, ξ
h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

)| � L(|t− τi|+ I1 + I2), t ∈ [τi−1, τi], (18)

в которой I1 = |x(t)− ξhi |n, I2 = |y(t)− uh
1i−1,m

(1)
h −1

|N .

Вследствие неравенства (15) имеем

I1 � h+

τi+1∫

τi

|ẋ(t)|n dt � h+ (d+ |f1(0, x0, y0)|n)δ(h). (19)

В свою очередь при t ∈ [τi−1, τi], h ∈ (0, h0) в силу оценки (11) получаем

I2 � |y(τ
i−1,m

(1)
h −1

)− uh
1i−1,m

(1)
h −1

|N + |y(τ
i−1,m

(1)
h −1

)− y(t)|N �

� C0ν(h, α(h), δ1(h)) +

τi∫

τi−1

|ẏ(t)|N dt � C0ν(h, α(h), δ1(h)) + δ(h)d0. (20)

Из соотношений (18)–(20) вытекает справедливое при t ∈ [τi−1, τi] неравенство

J1(t) � L{C0ν(h, α(h), δ1(h)) + h+ (d+ 1 + d0 + |f1(0, x0, y0)|n)δ(h)}. (21)

Кроме того, при этих же t для всех u ∈ P имеет место неравенство

J2(t) ≡ |B(t, x(t), y(t))u −B(τi, ξ
h
i , u

h

1i−1,m
(1)−1
h

)u|N � c01(|t− τi|+ I1 + I2)d(P ).

Аналогично (21) при t ∈ [τi−1, τi] получаем

J2(t) � c01{C0ν(h, α(h), δ1(h)) + h+ (d+ 1 + d0 + |f1(0, x0, y0)|n)δ(h)}d(P ). (22)

Из соотношений (21), (22) следует оценка

J3(t) ≡ |[f21(t, x(t), y(t))+B(t, x(t), y(t))u]−[f21(τi, ξ
h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

)+B(τi, ξ
h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

)u]|N �

� (L+ c01d(P )){h + (1 + d+ d0 + |f1(0, x0, y0)|n)δ(h) + C0ν(h, α(h), δ1(h))}, t ∈ [τi−1, τi], (23)

из которой вытекает, что

∣
∣
∣
∣δ

−1

τi∫

τi−1

[f21(t, x(t), y(t)) +B(t, x(t), y(t))u∗(t)] dt−
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− δ−1[f21(τi, ξ
h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

) +B(τi, ξ
h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

)]

τi∫

τi−1

u∗(t) dt

∣
∣
∣
∣
N

�

� (L+ c01d(P )){h + (1 + d+ d0 + |f1(0, x0, y0)|n)δ(h) + C0ν(h, α(h), δ1(h))}. (24)

Теперь учтём, что первое слагаемое в неравенстве (24) под знаком нормы | · |N , равное, оче-
видно, (y(τi) − y(τi−1))δ

−1, отклоняется от величины (uh1i,0 − uh1i−1,0)δ
−1 не более, чем на

2C0(h, α(h), δ1(h))δ
−1(h). Отсюда в силу оценки (23) заключаем, что

δ−1(h)

τi∫

τi−1

u∗(t) dt ∈ Ωh,i при h ∈ (0, h0), i ∈ [1 : mh]. (25)

Введём вспомогательную систему

ẇh
2 (t) = f21(τi, ξ

h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

) +B(τi, ξ
h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

)uhi

при п.в. t ∈ [τi, τi+1) (i ∈ [1 : mh − 1]) (26)

с начальным состоянием
wh
2 (τ1) = y0.

Проверим равномерную сходимость решений wh
2 (·) системы (26) к функции y(·) при выпол-

нении условий (7), (10). Очевидно, что для этого достаточно установить оценку

|y(τi)− wh
2 (τi)|N � ν(h), i ∈ [1 : mh], (27)

где ν(h) → 0 при h → 0.
При i = 1 с учётом соотношений (5) и (8) имеем

|y(τ1)− wh
2 (τ1)|N = |y(τ1)− y0|N � d0δ. (28)

Пусть i ∈ [2 : mh − 1]. Тогда справедливы неравенства

|y(τi)− wh
2 (τi)|N � |y(τ1)− wh

2 (τ1)|N +

+

∣
∣
∣
∣

i∑

j=2

{(y(τj)− y(τj−1))− (wh
2 (τj)− wh

2 (τj−1))}
∣
∣
∣
∣
N

� d0h+ I
(1)
i + I

(2)
i , (29)

где

I
(1)
i =

∣
∣
∣
∣

i∑

j=2

{(uh1j,0 − uh1j−1,0)− (wh
2 (τj)− wh

2 (τj−1))}
∣
∣
∣
∣
N

,

I
(2)
i =

i∑

j=2

{|uh1j,0 − y(τj)|N + |uh1j−1,0 − y(τj−1)|N}.

Вследствие условий (7), (10) имеет место неравенство

I
(1)
i �

i∑

j=2

δσh = ϑσh. (30)

В свою очередь в силу оценки (11) получаем

|uh1j,0 − y(τj)|N � C0ν(h, α(h), δ1(h)), |uh1j−1,0 − y(τj−1)|N � C0ν(h, α(h), δ1(h)).
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Поэтому
I
(2)
i � 2ϑC0δ

−1(h)ν(h, α(h), δ1(h)). (31)

Из неравенств (28)–(31) следует, что

|y(τi)− wh
2 (τi)|N � ν(h) = d0δ(h) + ϑσh + 2ϑC0δ

−1(h)ν(h, α(h), δ1(h)). (32)

Утверждение теоремы вытекает из включения (25) и неравенства (27) и проверяется анало-
гично [2, с. 34, 35]. Теорема доказана.

3. Оценка скорости сходимости алгоритма. При некоторых дополнительных условиях
может быть записана оценка скорости сходимости алгоритма. Для этого нам понадобится
следующая доказанная в [2, с. 29]

Лемма. Пусть u(·) ∈ L∞(T∗;Rn), v(·) ∈ W (T∗;Rn), T∗ = [a, b], −∞ < a < b < +∞,

∣
∣
∣
∣

t∫

a

u(τ) dτ

∣
∣
∣
∣
n

� ε, |v(t)|n � K для всех t ∈ T∗.

Тогда при любом t ∈ T∗ верно неравенство

∣
∣
∣
∣

t∫

a

(u(τ), v(τ)) dτ

∣
∣
∣
∣ � ε(K + var (T∗; v(·))).

Здесь ε,K = const ∈ (0,+∞), через var(T∗; v(·)) обозначается вариация функции v(·) на
отрезке T∗, а через W (T∗;Rn) – множество функций y(·) : T∗ → R

n с ограниченной вариацией.
Теорема 2. Пусть u∗(·) – функция ограниченной вариации, B(t, x, y) = B – постоянная

матрица, N � r, rankB = r. Пусть также выполнены условия теоремы 1. Тогда при всех
h ∈ (0, h0) верно неравенство

ϑ∫

0

|uh(τ)− u∗(τ)|2r dτ � C∗(h+ δ(h) + ν(h)),

где C∗ – положительная постоянная, не зависящая от h, mh, m
(1)
h и α. Число h0 таково,

что при всех h ∈ (0, h0) выполнена оценка (11), величина ν(h) определена в (32).
Доказательство. Учитывая липшицевость функции f21, а также теорему 1, заключаем,

что для любых t1, t2 ∈ T, t1 < t2, справедливо неравенство

∣
∣
∣
∣

t2∫

t1

B{uh(t)− u∗(t)} dt
∣
∣
∣
∣
N

=

∣
∣
∣
∣

t2∫

t1

[ẇh
2 (τ)− ẏ(τ)− f∗

21(τ, ξ
h(τ), uh1 (τ)) + f21(τ, x(τ), y(τ))] dτ

∣
∣
∣
∣
N

�

� |μh(t2)− μh(t1)|N + c1

{ t2∫

t1

{|ξh(τ)− x(τ)|n + |ũh1(τ)− y(τ)|N} dτ + δ(h)

}

, (33)

где μh(t) = wh
2 (t) − y(t), f∗

21(τ, ξ
h(τ), ũh1 (τ)) = f21(τi, ξ

h
i , u

h

1i−1,m
(1)
h −1

), ξh(τ) = ξhi , ũh1(τ) =

= uh
1i−1,m

(1)
h −1

при п.в. τ ∈ [τi, τi+1). При t ∈ [τi, τi+1] имеем

|ξh(t)− x(t)|n = |ξhi − x(t)|n � |ξhi − x(τi)|n + |x(τi)− x(t)|n �
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� h+

τi+1∫

τi−1

|ẋ(t)|n dt � c2(h+ δ(h)), (34)

|ũh(t)− y(t)|N � |uh
1i−1,m

(1)
h −1

− y(τi − δ1(h))|N + |y(τi − δ1(h)) − y(t)|N �

� C0ν(h, α(h), δ1(h)) + c3(δ(h) + δ1(h)) � C0ν(h, α(h), δ1(h)) + c4δ(h). (35)
Здесь и далее через c1, c2, . . . обозначаются постоянные, которые можно записать явно. Из
неравенств (33)–(35) следует, что

∣
∣
∣
∣

t2∫

t1

B{uh(t)− u∗(t)} dt
∣
∣
∣
∣
N

� |μh(t2)− μh(t1)|N + c5(t2 − t1)(h+ δ(h) + ν(h, α(h), δ1(h))). (36)

Кроме того, в силу оценки (27) при всех t ∈ [τi, τi+1], i ∈ [1 : mh − 1], верно неравенство

|μh(t)|N � |μh(τi)|N + c6δ(h) � ν(h) + c6δ(h),

учитывая которое и неравенство (36), получаем, что

∣
∣
∣
∣

t2∫

t1

{uh(t)− u(t)} dt
∣
∣
∣
∣
r

� c7

∣
∣
∣
∣

t2∫

t1

B{uh(t)− u(t)} dt
∣
∣
∣
∣
N

� c8(h+ ν(h) + δ(h)). (37)

Вследствие включения (25) имеем
τi∫

τi−1

|uh(t)|2r dt = δ(h)|uhi |2r �
∣
∣
∣
∣δ

−1(h)

τi∫

τi−1

u∗(t) dt

∣
∣
∣
∣

2

n

δ(h) �

� δ−2(h)

( τi∫

τi−1

|u∗(t)|2r dt
)

δ2(h) =

τi∫

τi−1

|u∗(t)|2r dt. (38)

Тогда, учитывая (38), выводим оценку

ϑ∫

0

|uh(τ)− u∗(τ)|2r dτ =

ϑ∫

0

|uh(τ)|2r dτ − 2

ϑ∫

0

(uh(τ), u∗(τ)) dτ +

ϑ∫

0

|u∗(τ)|2r dτ �

� 2

ϑ∫

0

|u∗(τ)|2r dτ − 2

ϑ∫

0

(uh(τ), u(τ)) dτ = 2

ϑ∫

0

(u∗(τ)− uh(τ), u∗(τ)) dτ, t ∈ T.

В силу леммы 1 и оценки (37) получаем

sup
t∈T

∣
∣
∣
∣

t∫

0

(u∗(τ)− uh(τ), u∗(τ)) dτ

∣
∣
∣
∣ � c9(h+ δ(h) + ν(h)).

Таким образом, при всех h ∈ (0, h0) и t ∈ T верно неравенство

ϑ∫

0

|uh(τ)− u(τ)|2N dτ � c10(h+ δ(h) + ν(h)),

из которого и следует утверждение теоремы. Теорема доказана.
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ТЕОРИЯ УПРАВЛЕНИЯ

УДК 517.977.1

О ПРИВЕДЕНИИ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ
К ВИДУ С ОТНОСИТЕЛЬНЫМ ПОРЯДКОМ
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Рассматривается задача о приведении линейной дифференциальной управляемой системы
с соизмеримыми запаздываниями с помощью невырожденной линейной замены выходов к
системе, для которой определён вектор относительного порядка.

DOI: 10.31857/S0374064122030128, EDN: BZEAPQ

Обозначения. Далее будем придерживаться следующих обозначений:
если A – матрица, то через Ai∗ обозначается её i-я строка;
если r ∈ N

l, то ord(r) – вектор, имеющий те же, что и r, компоненты, но упорядоченные
по неубыванию;

если r = (r1, . . . , rl)
т ∈ N

l, то |r| = r1 + r2 + . . .+ rl;
если v1, v2, . . . , vp – строки одинакового размера, то G[v1, v2, . . . , vp] обозначает опреде-

литель Грама указанных строк, т.е. G[v1, v2, . . . , vp] = det(viv
т
j )

p
i,j=1.

Введение. Рассматривается линейная система управления с соизмеримыми запаздывани-
ями. Такая система имеет следующий вид:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ =
k∑

i=0

Aix(t− iτ) +
k∑

i=0

Biu(t− iτ),

y =

k∑

i=0

Cix(t− iτ),

(1)

где x(t) ∈ R
n, y(t), u(t) ∈ R

l, матрицы Ai, Bi, Ci, i = 0, k, постоянны и имеют соответству-
ющие размеры, τ = const > 0. Вводя оператор запаздывания δ : f(t) → f(t − τ) и заменяя
его символом Δ (считаем, что δ0 ≡ id ), запишем систему (1) в алгебраической форме

{
ẋ = A(Δ)x+B(Δ)u,

y = C(Δ)x.
(2)

Здесь

A(Δ) =
k∑

i=0

AiΔ
i, B(Δ) =

k∑

i=0

BiΔ
i, C(Δ) =

k∑

i=0

CiΔ
i

– полиномиальные матрицы размеров n×n, n×l, l×n соответственно. Систему (2) для крат-
кости будем иногда обозначать через {A(Δ), B(Δ), C(Δ)}, поскольку она однозначно опреде-
ляется своими матрицами. Далее символ Δ считаем комплексной переменной, Δ ∈ C. Ис-
следованию систем с запаздываниями посвящено огромное число работ (см., например, [1–6]
и приведённую в них библиографию). Важным понятием для таких систем является понятие
относительного порядка (см. [7]):

Определение 1. Вектор r = (r1, . . . , rl)
т ∈ N

l называется вектором относительного по-
рядка системы (2), если выполнены следующие условия:

1) Ci∗(Δ)Ari−1(Δ)B(Δ) �= 0 ∗) и если ri > 1, то Ci∗(Δ)Aj−1(Δ)B(Δ) = 0, j = 1, ri − 1;

∗) Т.е. указанная строка отлична от строки, целиком состоящей из нулевых полиномов.
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2) определитель матрицы

H(Δ) =

⎛

⎝
C1∗(Δ)Ar1−1(Δ)B(Δ)

· · ·
Cl∗(Δ)Arl−1(Δ)B(Δ)

⎞

⎠

является ненулевым полиномом. Если, кроме того, определитель detH(Δ) обратим, т.е. яв-
ляется ненулевым числом, то относительный порядок называется чистым.

Сравним определение относительного порядка для систем с запаздыванием с аналогичным
определением для линейных систем без запаздывания, т.е. систем вида

{
ẋ = Ax+Bu,

y = Cx,
(3)

где, как и ранее, x(t) ∈ R
n, y(t), u(t) ∈ R

l, а A, B, C – постоянные матрицы соответствую-
щих размеров. Системы без запаздывания также однозначно определяются своими матрицами,
поэтому систему (3) иногда будем обозначать через 〈A,B,C〉.

Определение 1′. Вектор r = (r1, . . . , rl)
т ∈ N

l называется вектором относительного
порядка системы (3), если выполнены следующие условия:

1′) Ci∗Ari−1B �= 0 и если ri > 1, то Ci∗Aj−1B = 0, j = 1, ri − 1;
2′) определитель матрицы

H =

⎛

⎝
C1∗Ar1−1B

· · ·
Cl∗A

rl−1B

⎞

⎠

отличен от нуля.
Как видим, определения 1 и 1′ схожи между собой, однако между ними есть и отличия.

Для систем с соизмеримыми запаздываниями элементы строки Ci∗Ari−1B являются полино-
мами и условие Ci∗Ari−1B �= 0 означает, что, как отмечено в определении 1, в указанной строке
имеется хотя бы один ненулевой полином, в то время как в случае систем без запаздывания
строка Ci∗Ari−1B – элемент R

1×l и указанное условие означает, что эта строка ненулевая.
Условие 2) отличия от нуля определителя матрицы H(Δ) можно понимать двумя разными

способами. Можно считать, что определитель – отличный от нуля полином от Δ, а можно счи-
тать его отличной от нуля константой. В последнем случае говорят о чистом относительном
порядке, в этом случае матрица H(Δ) обратима над кольцом полиномов от Δ.

Понятие относительного порядка играет важную роль в теории линейных систем. Напри-
мер, если для системы выполняются условия относительного порядка (чистого относитель-
ного порядка для систем с запаздыванием), то её можно преобразовать к так называемой
форме с выделением нулевой динамики [7], которая эффективно используется при решении
различных задач управления (например, при решении задачи обращения [8; 9, гл. 2, § 2], на-
блюдения [10, гл. 5, § 5], стабилизации (см. [11]) и др. [12; 13, гл. 5, § 5]). Однако условия
относительного порядка являются ограничительными и поэтому даже для линейных систем
без запаздывания выполняются не всегда (см. [9, с. 69]). При этом эти условия, что важно в
дальнейшем, не инвариантны по отношению к замене выходов. Покажем это на примере.

Пример 1. Рассмотрим следующую систему вида (1):
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = x2(t) + u1(t) + u2(t),

ẋ2 = x3(t) + u1(t− τ) + u2(t− τ),

ẋ3 = u2(t),

y1 = x1,

y2 = x2.

(4)

Матрицы системы следующие:

A =

⎛

⎝
0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞

⎠, B =

⎛

⎝
1 1
Δ Δ
0 1

⎞

⎠, C =

(
1 0 0
0 1 0

)

. (5)
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Проверим, выполняются ли условия относительного порядка: C1∗B = (1, 1), C2∗B = (Δ, Δ),
поэтому требованию 1) определения 1 удовлетворяет вектор r = (1, 1)т. При этом матри-
ца H(Δ), составленная из указанных строк, имеет нулевой определитель, а значит, условия
относительного порядка не выполняются.

Сделаем замену выходов, положив

ỹ1(t) = y1(t), ỹ2(t) = y2(t)− y1(t− τ). (6)

Отметим, что замена обратима: y1(t) = ỹ1(t), y2(t) = ỹ2(t)− ỹ1(t− τ). После преобразования
система примет вид ⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = x2(t) + u1(t) + u2(t),

ẋ2 = x3(t) + u1(t− τ) + u2(t− τ),

ẋ3 = u2(t),

y1 = x1(t),

y2 = x2(t)− x1(t− τ).

(7)

Матрицы A и B этой системы те же, что и в (5), а матрица C следующая:

C =

(
1 0 0

−Δ 1 0

)

.

Проверим для системы (7) условия относительного порядка: C1∗B = (1, 1) и C2∗B = (0, 0),
C2∗AB = (−Δ2,−Δ2+1). Поэтому условию 1) определения 1 удовлетворяет вектор r = (1, 2)т,
а определитель матрицы H(Δ), как легко видеть, равен 1. Это означает, что преобразованная
система имеет относительный порядок.

Таким образом, с помощью замены выходов нам удалось добиться выполнения условий
относительного порядка. Это, однако, возможно не всегда, даже для линейных систем без
запаздывания (см. [14]). Цель настоящей работы – выяснить, при каких условиях систему,
не имеющую относительного порядка, можно с помощью замены выходов преобразовать к
системе, для которой условия относительного порядка выполняются.

Сформулируем задачу формально. Заметим, что использованная в примере замена выхо-
дов (6) эквивалентна умножению матрицы C исходной системы на полиномиальную матрицу

T (Δ) =

(
1 0

−Δ 1

)

.

При этом матрица является унимодулярной (т.е. её определитель равен ненулевой констан-
те), что обеспечивает обратимость замены. Далее будем рассматривать только такие замены
выходов (так как они являются обратимыми). Мы приходим к постановке задачи.

Задача. Дана система {A(Δ), B(Δ), C(Δ)}, не имеющая относительного порядка. Тре-
буется проверить, существует ли такая унимодулярная матрица T (Δ), что для системы
{A(Δ), B(Δ), T (Δ)C(Δ)} условия относительного порядка выполняются и, если существует,
найти эту матрицу.

Обобщения относительного порядка. В работе [14] для решения аналогичной задачи
для систем без запаздывания вводятся обобщения относительного порядка. Здесь мы распро-
страним эти понятия на случай систем с запаздыванием. Для замкнутости изложения приве-
дём определения обобщений относительного порядка для систем без запаздывания.

Так как условия относительного порядка являются ограничительными, ослабим их.
Определение 2′. Вектор r = (r1, . . . , rl)

т ∈ N
l называется вектором неполного относи-

тельного порядка (НОП ) системы (3), если для него выполняется условие 1′) определения 1′,
т.е. Ci∗Ari−1B �= 0 и если ri > 1, то Ci∗Aj−1B = 0, j = 1, ri − 1.

Определение 3′. Вектор r = (r1, . . . , rl)
т ∈ N

l называется вектором главного неполного
относительного порядка (ГНОП ) системы (3), если он является вектором НОП и для лю-
бых попарно различных индексов i1, i2, . . . , iq таких, что ri1 = ri2 = . . . = riq строки
{Cj∗Arj−1B}qj=1 линейно независимы.
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Иначе говоря, в определении 3′, в отличие от условия 2′) определения 1′, требуется линей-
ная независимость не всех строк Ci∗Ari−1B, а только тех, которые соответствуют одинаковым
компонентам вектора НОП.

Распространим приведённые понятия на системы с запаздыванием.
Определение 2. Вектор r = (r1, . . . , rl)

т ∈ N
l называется вектором неполного относи-

тельного порядка (НОП ) системы (2), если для него выполнено условие 1) определения 1,
т.е. Ci∗(Δ)Ari−1(Δ)B(Δ) �= 0 и если ri > 1, то Ci∗(Δ)Aj−1(Δ)B(Δ) = 0, j = 1, ri − 1.

В примере 1 система (4) не имеет относительного порядка, но для неё, как показано, опре-
делён вектор НОП r = (1, 1)т.

Определение 3. Вектор r = (r1, . . . , rl)
т ∈ N

l называется вектором главного неполного
относительного порядка (ГНОП ) системы (2), если он является вектором НОП и для лю-
бых попарно различных индексов i1, i2, . . . , iq таких, что ri1 = ri2 = . . . = riq , полином
G[Ci1∗A

ri1−1B,Ci2∗A
ri2−1B, . . . , Ciq∗A

riq−1B] ненулевой.
Замечание 1. В определении 3 требование к определителю Грама можно заменить требо-

ванием линейной независимости строк {Cij∗(Δ)A
rij−1

(Δ)B(Δ)}qj=1 (как элементов R
1×l) при

всех Δ, за исключением, быть может, конечного числа значений.
Замечание 2. Определения 2 и 3 практически дословно повторяют соответственно опре-

деления 2′ и 3′ для систем без запаздывания. В частности, в определении 3, фактически,
требуется линейная независимость строк Ci∗Ari−1B, соответствующих равным компонентам
вектора НОП, при этом допускается, чтобы эти строки были линейно зависимы при некото-
рых Δ, но таких значений должно быть лишь конечное число.

Замечание 3. Отметим, что если система (2) имеет вектор ГНОП r (т.е. условия опре-
деления 3 выполняются для полиномиальных матриц A(Δ), B(Δ), C(Δ)), то это означает,
что при каждом фиксированном Δ∗, кроме, быть может, конечного числа значений, линейная
динамическая система без запаздывания 〈A(Δ∗), B(Δ∗), C(Δ∗)〉 также имеет вектор ГНОП r
(в смысле определения 3′).

В примере 1 система (4) не имеет вектора ГНОП, поскольку при i1 = 1, i2 = 2 для вектора
НОП r этой системы справедливо ri1 = ri2 = 1, однако G[C1∗B,C2∗B] = G[(1, 1), (Δ,Δ)] = 0.

Так как мы рассматриваем задачу приведения системы к виду с относительным поряд-
ком с помощью замены выходов, выделим класс систем, для которых наличие вектора НОП
инвариантно по отношению к замене выходов.

Далее, поскольку речь будет идти исключительно о системе (2), аргумент Δ в её матрицах
A, B и C, а также в матрице T линейного преобразования будем, как правило, опускать.

Определение 4. Систему {A,B,C} назовём слабо приводимой, если при любой унимо-
дулярной матрице T для системы {A,B, TC} определён вектор НОП.

Сформулируем критерий слабой приводимости.
Лемма 1. Система {A,B,C} является слабо приводимой тогда и только тогда, когда

матрица V (Δ) = [CB,CAB, . . . , CAn−1B] имеет полный ранг l при всех Δ за исключением,
быть может, конечного числа значений.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что система {A,B,C} является слабо
приводимой, но rankV (Δ) < l для всех Δ ∈ D, причём D – счётное множество. Найдётся
такая унимодулярная матрица T, что матрица Ṽ = TV имеет ступенчатую форму (см. [15,
с. 140]). Заметим, что последняя строка Ṽl∗ матрицы Ṽ состоит из нулевых полиномов. В са-
мом деле, согласно определению ступенчатой формы, матрица V (Δ) ∈ R

l×nl имеет полный
ранг, если она не содержит нулевых строк. Если все строки матрицы V содержат хотя бы
один ненулевой полином, то, поскольку такой полином может обращаться в нуль лишь для
конечного числа значений Δ, эта матрица будет иметь полный ранг при всех Δ, за исклю-
чением конечного их числа. Однако по предположению rankV (Δ) < l для всех Δ ∈ D, где
D – счётное множество. Таким образом,

Vl∗(Δ) = (Tl∗CB,Tl∗CAB, . . . , Tl∗CAn−1B) = 0 для любого Δ. (8)

При этом, согласно теореме Гамильтона–Кели, из предыдущего равенства следует, что

Tl∗CAj−1B = 0, j ∈ N. (9)
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В самом деле, при произвольном фиксированном Δ∗ все степени матрицы A(Δ∗) линейно
выражаются через её первые n степеней (начиная с нулевой), поэтому

Tl∗(Δ
∗)C(Δ∗)Aj−1(Δ∗)B(Δ∗) =

n∑

q=1

αqTl∗(Δ
∗)C(Δ∗)Aq−1(Δ∗)B(Δ∗).

При этом произведения Tl∗(Δ
∗)C(Δ∗)Aq−1(Δ∗)B(Δ∗), q = 1, n, являются нулевыми строками,

согласно (8) (как элементы нулевой строки Vl∗). Таким образом, для любого j ∈ N имеем
равенство Tl∗(Δ

∗)C(Δ∗)Aj−1(Δ∗)B(Δ∗) = 0. В силу произвольности Δ∗ получаем (9).
Рассмотрим систему {A,B, C̃}, где C̃ = TC. Согласно предположению эта система имеет

вектор НОП r. Заметим, что C̃l∗ = Tl∗C, поэтому, согласно (9), система {A,B, C̃} не имеет
вектора НОП. Полученное противоречие доказывает необходимость.

Достаточность. Пусть матрица V имеет полный ранг при всех Δ, за исключением, воз-
можно, конечного числа значений. Тогда тем же свойством обладает и матрица Ṽ = TV,
где T – произвольная унимодулярная матрица. Рассмотрим систему {A,B, C̃}, где C̃ = TC.

Согласно сказанному выше матрица Ṽ не имеет строк, целиком состоящих из нулевых поли-
номов. Так как строка Ṽi∗ этой матрицы состоит из строк C̃i∗Aj−1B, найдётся номер q, для
которого C̃i∗Aq−1B �= 0. Это означает, что система {A,B,C} имеет вектор НОП. В силу про-
извольности матрицы T отсюда следует, что система {A,B,C} является слабо приводимой.
Достаточность, а вместе с нею и лемма, доказаны.

Отметим некоторые свойства вектора ГНОП.
Лемма 2. Пусть система {A,B,C} является слабо приводимой. Тогда найдётся такая

унимодулярная матрица T, что система {A,B, TC} имеет вектор ГНОП.
Доказательство. Приведём алгоритм нахождения матрицы T.
Шаг 0. Положим A0 = A, B0 = B, C0 = C и перейдём к следующему шагу.
Шаг p + 1. На предыдущем шаге получена система {Ap, Bp, Cp}. Если она имеет вектор

ГНОП, то алгоритм останавливается. Предположим, что у неё нет вектора ГНОП. Тогда в силу
слабой приводимости этой системы для неё определён вектор НОП rp. При этом найдутся
такие попарно различные индексы i1, i2, . . . , iq, что полином

G[Cp
i1∗(A

p)r
∗−1Bp, Cp

i2∗(A
p)r

∗−1Bp, . . . , Cp
iq∗(A

p)r
∗−1Bp]

нулевой, причём r∗ = rpi1 = . . . = rpiq . Не ограничивая общности, будем считать, что ij = j,

j = 1, q (этого всегда можно добиться, переставив строки матрицы Cp с помощью умножения
её на соответствующую унимодулярную матрицу).

Рассмотрим матрицу

V =

⎛

⎜
⎜
⎝

Cp
1∗(A

p)r
∗−1Bp

Cp
2∗(A

p)r
∗−1Bp

. . .
Cp
q∗(Ap)r

∗−1Bp

⎞

⎟
⎟
⎠.

Известно (см., например, [15, с. 140]), что найдётся такая унимодулярная матрица T̃ p, что
матрица T̃ pV имеет ступенчатую форму. При этом последняя строка матрицы TV нулевая,
иначе, согласно определению ступенчатой формы матрицы, ранг матрицы T̃ pV равен q при
почти всех Δ.

Определим матрицу T p равенством

T p =

(
T̃ p 0
0 Il−q

)

.

Положим Ap+1 = Ap, Bp+1 = Bp, Cp+1 = T pCp и рассмотрим систему {Ap+1, Bp+1, Cp+1}.
Заметим, что для вектора НОП этой системы справедливо неравенство |rp+1| > |rp|. Действи-
тельно, учитывая вид матрицы T p, заключаем, что последние l− q строк матрицы Cp такие
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же, как и у матрицы Cp+1, поэтому rp+1
j = rpj , j = q + 1, l. Покажем, что rp+1

j � rpj , j = 1, q.
В самом деле, учитывая вид матрицы T p, получаем

Cp+1
i∗ =

q∑

j=1

T̃ p
ijC

p
i∗, i = 1, q,

откуда

Cp+1
i∗ (Ap+1)j−1Bp+1 =

q∑

j=1

T̃ p
ijC

p
i∗(A

p)j−1Bp. (10)

В силу определения НОП и того, что r∗ = rp1 = . . . = rpq , верны равенства Cp
i∗(A

p)j−1Bp =

= 0, j = 1, r∗ − 1, i = 1, q, из которых, согласно (10), вытекает, что Cp+1
i∗ (Ap+1)j−1Bp+1 = 0,

j = 1, r∗ − 1, i = 1, q, т.е. rp+1
j � rpj , j = 1, q.

Покажем теперь, что rp+1
q > rpq . Вследствие сказанного выше строка q матрицы T pV

является нулевой, т.е.

Cp+1
q∗ (Ap+1)r

∗−1Bp+1 =

q∑

j=1

T̃ p
ijC

p
i∗(A

p)r
∗−1Bp = 0.

Последнее равенство означает, что rp+1
q > rpq . При этом имеет место покомпонентная “моно-

тонность”, т.е. каждая компонента вектора не уменьшилась. Таким образом, получили систему
{Ap+1, Bp+1, Cp+1}, для которой |rp+1| > |rp|. Перейдём к следующему шагу.

Покажем, что приведённый алгоритм обязательно остановится на каком-то шаге. Заметим,
что для вектора НОП r любой системы (2) справедливы неравенства ri � n, i = 1, l. В самом
деле, если ri > n, то Ci∗Aj−1B = 0, j = 1, n, а это, согласно теореме Гамильтона–Кели,
означает, что Ci∗Aj−1B = 0 для всех j ∈ N, т.е. вектор НОП для системы не определён.
Таким образом, ri � n, i = 1, l, и |r| � nl.

Так как на каждом шаге алгоритма “длина” | · | вектора НОП построенной системы увели-
чивается, то на некотором шаге алгоритм остановится, а получившаяся система будет иметь
вектор ГНОП. Лемма доказана.

Далее неравенства между векторами одинаковой размерности понимаем покомпонентно, а
i-ю компоненту вектора v обозначаем через vi.

Лемма 3. Пусть r – вектор ГНОП слабо приводимой системы {A,B,C}. Тогда при лю-
бой унимодулярной матрице T для системы {A,B, TC} определён вектор НОП r̃, причём
выполняется неравенство ord (r) � ord (r̃).

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы неверно, т.е. существует такая
унимодулярная матрица T, что

(ord (r))i < (ord (r̃))i (11)

для некоторого индекса i. Заметим, что при всех Δ, кроме, быть может, конечного числа
значений, для системы без запаздывания 〈A(Δ), B(Δ), C(Δ)〉 определён вектор ГНОП, совпа-
дающий с r. Также при всех Δ, кроме, быть может, конечного числа значений, для системы
без запаздывания 〈A(Δ), B(Δ), T (Δ)C(Δ)〉 определён вектор НОП, совпадающий с r̃ (см. За-
мечание 3). Таким образом, найдётся Δ∗, при котором для линейных систем без запаздывания
〈A(Δ∗), B(Δ∗), C(Δ∗)〉 и 〈A(Δ∗), B(Δ∗), T (Δ∗)C(Δ∗)〉 определены векторы ГНОП r и НОП
r̃ соответственно.

Известно (см. [14, 16]), что если r – вектор ГНОП линейной системы без запаздывания
〈A(Δ∗), B(Δ∗), C(Δ∗)〉, а r̃ – вектор НОП системы 〈A(Δ∗), B(Δ∗), T (Δ∗)C(Δ∗)〉, то справед-
ливо неравенство ord (r) � ord (r̃). Но это неравенство противоречит (11). Лемма доказана.

Следствие. Вектор ГНОП системы (2) определён однозначно с точностью до порядка
его компонент.

Основной результат. Приведённые выше свойства обобщений относительного порядка
позволяют сформулировать и доказать основной результат работы.
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Теорема. Пусть для системы {A,B,C} определён вектор ГНОП, причём для этой сис-
темы не выполняются условия определения 1. Тогда при любой унимодулярной матрице T
для системы {A,B, TC} условия определения 1 также не выполняются.

Доказательство. Предположим, что утверждение теоремы неверно, т.е. r – вектор ГНОП
системы {A,B,C}, и для этой системы не выполняются условия определения 1, однако су-
ществует такая унимодулярная матрица T, что для системы {A,B, TC} определён вектор
относительного порядка r̃. Не ограничивая общности, считаем, что векторы r и r̃ упорядо-
чены по невозрастанию (этого всегда можно добиться перестановкой выходов). Тогда r = r̃
по следствию из леммы 3. При этом, согласно определению, найдётся такое число Δ∗, что для
систем без запаздывания 〈A(Δ∗), B(Δ∗), C(Δ∗)〉 и 〈A(Δ∗), B(Δ∗), T (Δ∗)C(Δ∗)〉 определены
векторы ГНОП r и ОП r̃ соответственно. Однако, в силу известного свойства [17] линей-
ных систем без запаздывания, если для одной системы 〈A(Δ∗), B(Δ∗), C(Δ∗)〉 не выполнены
условия ОП, то и для любой другой системы 〈A(Δ∗), B(Δ∗), T (Δ∗)C(Δ∗)〉, вектор НОП ко-
торой совпадает с вектором НОП исходной, также не выполнены условия ОП. Полученное
противоречие доказывает теорему.

Пример 2. Рассмотрим систему {A,B,C} с матрицами

A(Δ) =

⎛

⎜
⎝

0 Δ 0 0
0 0 Δ 0
0 0 0 Δ
0 0 0 0

⎞

⎟
⎠, B(Δ) =

⎛

⎜
⎝

Δ 0
0 0
Δ 0
0 1

⎞

⎟
⎠, C(Δ) =

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)

.

Заметим, что для этой системы не определён относительный порядок, так как C1∗B = (Δ, 0) и
C2∗B = (0, 0), C2∗AB = (Δ2, 0), но определён вектор ГНОП r = (1, 2)т. Согласно доказанной
теореме это означает, что с помощью замены выходов нельзя преобразовать систему к форме
с относительным порядком. Установим это утверждение явно. Пусть в системе сделана замена
выходов ỹ = T (Δ)y, где T (Δ) = Tij(Δ)2i,j=1 – унимодулярная матрица. Рассмотрим систему
{A(Δ), B(Δ), C̃(Δ)}, где C̃ = TC. Матрица выходов этой системы имеет вид

C̃(Δ) = T (Δ)C(Δ) =

(
T11(Δ) T12(Δ) 0 0
T21(Δ) T22(Δ) 0 0

)

.

Тогда
C̃1∗B = (T11(Δ)Δ, 0), C̃1∗AB = (T12(Δ)Δ2, 0),

C2∗B = (T21(Δ)Δ, 0), C2∗AB = (T22(Δ)Δ2, 0). (12)

Так как матрица T (Δ) унимодулярна, то хотя бы один из полиномов T11 или T12 отличен
от нулевого, и то же самое справедливо и для полиномов T21, T22. Таким образом, матрица
H из определения 1 будет составлена из каких-то строк (12). Это означает, что определитель
этой матрицы будет нулевым полиномом при любой унимодулярной матрице T, т.е. исходную
систему с помощью линейных невырожденных замен выходов нельзя преобразовать к системе
с относительным порядком.

Лемма 3 и теорема работы получены авторами при финансовой поддержке Российского
научного фонда (проект 22-21-00288). Остальные результаты, включая примеры, получены
Атамасем Е.И. и Роговским А.И. при финансовой поддержке гранта Президента Российской
Федерации для молодых учёных-кандидатов наук (МК-4905.2021.1.1).
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