
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

Òîì 57, íîìåð 1, 2021

ÍÅÊÐÎËÎÃ

Íèêîëàé Õðèñòîâè÷ Ðîçîâ 3

ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷è Êîøè äëÿ îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé
Ë. Â. Êðèöêîâ, Â. Ë. Èîôôå 4

Î íåëîêàëüíîì âîçìóùåíèè ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
âòîðîãî ïîðÿäêà

Ä. Ì. Ïîëÿêîâ 14

Ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü íåñòàöèîíàðíûõ ïîëóëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, îãðàíè÷åííîñòü è óñòîé÷èâîñòü èõ ðåøåíèé. I

Ì. Ñ. Ôèëèïêîâñêàÿ 22

Îá èñêëþ÷åíèè èìïóëüñíûõ ñëàãàåìûõ â ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñâÿçè

À. À. Ùåãëîâà 43

ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ

Î ðàçðåøèìîñòè âûðîæäàþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè

À. Â. Ãëóøàê 61

Ïàðàáîëè÷åñêàÿ çàäà÷à ñî ñòåïåííûì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì
À. Ñ. Îìóðàëèåâ, Ý. Ä. Àáûëàåâà, Ï. Ýñåíãóë êûçû 76

Çàäà÷à Êîøè äëÿ îáîáù¼ííîé ñèñòåìû Êîøè�Ðèìàíà â ìíîãîìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Ý. Í. Ñàòòîðîâ, Ô. Ý. Ýðìàìàòîâà 87

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè äëÿ ñèëüíî âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíîé
Ãåðàñèìîâà�Êàïóòî

Â. Å. Ôåäîðîâ, Ì. Êîñòè÷ 100

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Î êðàåâûõ çàäà÷àõ Ðèìàíà ñ îòðàæåíèåì íà âåùåñòâåííîé îñè è ñâÿçàííûõ ñ íèìè
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ

À. À. Êàðåëèí, À. À. Òàðàñåíêî 114



ÊÐÀÒÊÈÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈß

Îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà

À. Ò. Àñàíîâà 125

Îòñóòñòâèå âûðîæäåííûõ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ îäíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
À. Ì. Àõòÿìîâ 130

Îá îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ íåëèíåéíî-âÿçêîé
æèäêîñòè

Â. Ã. Çâÿãèí, À. Â. Çâÿãèí, Íãóåí Ìèíü Õîíã 135

Çàäà÷è òèïà Ãèëüáåðòà äëÿ óðàâíåíèÿ Êîøè�Ðèìàíà ñ ñèíãóëÿðíûìè îêðóæíîñòüþ è òî÷êîé
â ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòàõ

Þ. Ñ. Ô¼äîðîâ, À. Á. Ðàñóëîâ 140



ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß, 2021, òîì 57, � 1, ñ. 3

ÍÅÊÐÎËÎÃ

ÍÈÊÎËÀÉ ÕÐÈÑÒÎÂÈ× ÐÎÇÎÂ
(20.02.1938�02.11.2020)

DOI: 10.31857/S0374064121010015

2 íîÿáðÿ 2020 ãîäà íà 83-ì ãîäó æèçíè ñêîðîïîñòèæíî ñêîí÷àëñÿ ÷ëåí ðåäêîëëåãèè æóð-
íàëà �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ� Íèêîëàé Õðèñòîâè÷ Ðîçîâ � âûäàþùèéñÿ ñïåöèàëèñò
â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è äåêàí ôàêóëüòåòà ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò Ðîññèéñêîé àêàäåìèè
îáðàçîâàíèÿ, ëàóðåàò ïðåìèè Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ,
çàñëóæåííûé ðàáîòíèê âûñøåé øêîëû Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè è çàñëóæåííûé ïðîôåññîð Ìîñ-
êîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Áîëåå ÷åòûð¼õñîò ðàáîò â âåäóùèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ æóðíàëàõ, ïî÷òè òðè
äåñÿòêà ìîíîãðàôèé è ó÷åáíèêîâ, äåñÿòêè ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé, à òàêæå ïåðåâîä è ðå-
äàêòèðîâàíèå íàó÷íîé ëèòåðàòóðû � èòîã àêòèâíîé è ïëîäîòâîðíîé äåÿòåëüíîñòè Íèêîëàÿ
Õðèñòîâè÷à Ðîçîâà. Èíòåëëèãåíòíîñòü, áëàãîæåëàòåëüíîñòü, óìåíèå ïîíÿòü ñîáåñåäíèêà, âå-
ëèêîëåïíîå ÷óâñòâî þìîðà, ýðóäèöèÿ è íåîðäèíàðíîñòü ìûøëåíèÿ äåëàëè îáùåíèå ñ íèì èí-
òåðåñíûì è íåçàáûâàåìûì, à åãî ëåêöèîííûå êóðñû ïî ïðàâó ñ÷èòàëèñü îáðàçöîâûìè. Óø¼ë
èç æèçíè èñêðåííèé, äîáðûé è ÷óòêèé ÷åëîâåê.

Ñâåòëàÿ ïàìÿòü î Íèêîëàå Õðèñòîâè÷å Ðîçîâå � ïðåêðàñíîì ÷åëîâåêå è çàìå÷àòåëüíîì
ìàòåìàòèêå � íàâñåãäà ñîõðàíèòñÿ â íàøèõ ñåðäöàõ.

Âûðàæàåì èñêðåííèå ñîáîëåçíîâàíèÿ ðîäíûì è áëèçêèì Íèêîëàÿ Õðèñòîâè÷à.

È.Â. Àñòàøîâà, Å.À. Áàðàáàíîâ, À.Â. Áîðîâñêèõ, Â.Ô. Áóòóçîâ, Â.Â. Áûêîâ,
À.Í. Âåòîõèí, Ñ.Ä. Ãëûçèí, À.Þ. Ãîðèöêèé, Í.Â. Äåíèñîâà, Í.À. Èçîáîâ,

À.Â. Èëüèí, Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî, Ò.Î. Êàïóñòèíà, È.Ò. Êèãóðàäçå, Â.Â. Êîçëîâ,
À.Þ. Êîëåñîâ, À.À. Êîíüêîâ, È.Ñ. Ëîìîâ, Å.È. Ìîèñååâ, Â.Â. Ïàëèí,

Å.Â. Ðàäêåâè÷, Â.Â. Ðîãà÷¼â, Î.Ñ. Ðîçàíîâà, Ì.Ñ. Ðîìàíîâ, Â.À. Ñàäîâíè÷èé,
È.Í. Ñåðãååâ, È.Â. Ôèëèìîíîâà, À.Â. Ôèëèíîâñêèé, Â.Â. Ôîìè÷åâ, Ã.À. ×å÷êèí,
Â.Í. ×óáàðèêîâ, À.Ñ. Øàìàåâ, Ò.À. Øàïîøíèêîâà, À.È. Øàôàðåâè÷, À.Ã. ßãîëà
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Èçó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ èí-
âîëþöèåé âèäà −u′′(x) + αu′′(−x) ïðè α, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 < |α| < 1.
Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ñïåêòðà è ïîñòðîåííîé ôóíêöèè Ãðèíà ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïàðàìåòð
κ =

√
(1− α)/(1 + α) èððàöèîíàëåí, òî ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé ïîëíà, íî íå ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì â L2. Â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå óñòàíîâëåíî, ÷òî êîðíåâûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü
âûáðàíû òàêèìè, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè áåçóñëîâíûé áàçèñ â L2.

DOI: 10.31857/S0374064121010027

Ââåäåíèå. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

lαu(x) ≡ −u′′(x) + αu′′(−x) = λu(x), −1 < x < 1, (1)

u(−1) = u′(−1) = 0. (2)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ lα ïðè α 6= 0 ñîäåðæèò â ñâîåé ãëàâíîé ÷àñòè ïðîñòåéøóþ
èíâîëþöèþ � îòðàæåíèå ϕ(x) = −x.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé ñîñòàâëÿþò îòäåëüíûé êëàññ çàäà÷ â òåî-
ðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Àëãåáðàè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå àñïåê-
òû òàêèõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî õîðîøî îñâåùåíû â ìîíîãðàôèÿõ [1�4]. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ è îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ íèõ ñòàëè ïðèâëåêàòü âíèìàíèå ñïåöèà-
ëèñòîâ â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé ïîäðîáíî èçó÷åíû â [5�9].
Ðàçëè÷íûå ñïåêòðàëüíûå âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê îïåðàòîðàì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé,
ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â [10�14]. Îáùèé îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê àíàëèçó äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ ñ èíâîëþöèåé îáùåãî âèäà ïðåäëîæåí â [15]. Ìîæíî òàêæå îòìåòèòü ðàáîòû,
â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ èíâîëþöè-
ÿìè [16�20].

Èññëåäîâàíèå çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèè (1) ïðè α 6= 0 òðåáóþò îñîáîãî
ïîäõîäà, òàê êàê â âûðàæåíèè lαu(x) ñëàãàåìûå ñ èíâîëþöèåé è áåç èíâîëþöèè �êîíêóðèðóþò�
ìåæäó ñîáîé è èõ ñâîåîáðàçíûé ðåçîíàíñ ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ ó òàêèõ çàäà÷ íîâûõ
ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ.

Òàê, ó çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèÿìè u(−1) = 0, u′(−1) = u′(1) îáíàðóæåíà
íåóñòîé÷èâîñòü ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðà α íà
èíòåðâàëå (−1, 1) [21, 22]. Ïîÿâëåíèå êðàòíîãî ñïåêòðà è áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèñîåäèí¼ííûõ
ôóíêöèé íà âñþäó ïëîòíîì â (−1, 1) ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α îòíîñèò ýòó çàäà÷ó
ê êëàññó ñóùåñòâåííî íåñàìîñîïðÿæ¼ííûõ çàäà÷ (â òåðìèíîëîãèè Â.À. Èëüèíà [23]). Ïîçæå
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà èìåþò ìåñòî è äëÿ áîëåå îáùèõ êðàåâûõ óñëîâèé
u(−1) = βu(1), u′(−1) = u′(1) [24, 25].

Çàäà÷à (1), (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åù¼ îäíî ñåìåéñòâî ñóùåñòâåííî íåñàìîñîïðÿæ¼ííûõ
çàäà÷ ñ èíâîëþöèåé, îäíî èç îòëè÷èé êîòîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåâîçìóù¼ííûé èíâîëþöèåé
îïåðàòîð (ïðè α = 0) íå èìååò ñïåêòðà. Õîòÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çäåñü òàê æå, êàê è â [21],
çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà κ =

√
(1− α)/(1 + α), îíè îêàçàëèñü íåñêîëüêî äðóãèìè.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ñâÿæåì ñ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷åé (1), (2) ëè-
íåéíûé îïåðàòîð Lα â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
âûðàæåíèåì lα íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(Lα) = {u ∈ W 2

2 (−1, 1) : u(−1) = u′(−1) = 0}.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè α 6= ±1 îïåðàòîð Lα çàìêíóò â L2(−1, 1).
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Èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû ñïåêòðà îïåðàòîðà Lα ïðè α òàêèõ, ÷òî 0 < |α| < 1, â äàííîé
ðàáîòå äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Lα ïîëíà â L2(−1, 1) ïðè
ëþáîì α, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâàì 0 < |α| < 1. Åñëè ÷èñëî κ èððàöèîíàëüíî, òî
ýòà ñèñòåìà íå îáðàçóåò áàçèñ â L2(−1, 1). Åñëè ÷èñëî κ ðàöèîíàëüíî, òî ëèáî ñàìè ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Lα îáðàçóþò áåçóñëîâíûé áàçèñ â L2(−1, 1), ëèáî â ñèñòåìå
êîðíåâûõ ôóíêöèé ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü âûáðàíû òàêèìè, ÷òîáû âñÿ ñèñòå-
ìà îáðàçîâûâàëà áåçóñëîâíûé áàçèñ â L2(−1, 1).

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè îñíîâíàÿ òåîðåìà ðàçáèòà íà ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìû 1�4),
êîòîðûå îáîñíîâûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî.

1. Ñïåêòð îïåðàòîðà. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî α óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 < |α| < 1 è
÷òî κ =

√
(1− α)/(1 + α). Áóäåì â äàëüíåéøåì íàðÿäó ñ ïàðàìåòðîì λ ∈ C èç óðàâíåíèÿ

(1) èñïîëüçîâàòü ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð µ, ñâÿçàííûé ñ λ ðàâåíñòâîì

µ =

√
λ

1− α
, argµ ∈ (−π/2, π/2].

Èñïîëüçóÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ cos(µx), sin(κµx) óðàâíåíèÿ (1), íåòðóäíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ = (1 − α)µ2 îïåðàòîðà Lα îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êîðíè
óðàâíåíèÿ

∆(µ) ≡ κ cos(κµ) cosµ+ sin(κµ) sinµ = 0, (3)

êîòîðîå íàçîâ¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì∗).
Ëåììà 1. Êîðíè óðàâíåíèÿ (3) ïðè êàæäîì κ 6= 1 îáðàçóþò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå èìåþùåå êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê è ðàñïîëîæåííîå â íåêîòîðîé
ïîëîñå∗∗) |Imµ| 6 C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3) â âèäå

cos((1− κ)µ)

1− κ
=

cos((1 + κ)µ)

1 + κ
. (4)

Òàê êàê îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íåïðåðûâíû êàê ôóíêöèè µ è ïðèíèìàþò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðàç çíà÷åíèÿ ±(1 − κ)−1 â ëåâîé è ±(1 + κ)−1 â ïðàâîé ÷àñòè íà ðàñòóùèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî ìíîæåñòâî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå ïóñòî
è ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî íóëåé ∆(µ) êàê
öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà îáðàçóåò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî â C ñ åäèíñòâåííîé ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñðåäè íóëåé ôóíêöèè ∆(µ) ñîäåðæèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk},
íà êîòîðîé |Imµk| → ∞, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äðîáü cos((1− κ)µk)/cos((1 + κ)µk) áóäåò ñòðå-
ìèòüñÿ ê íóëþ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (4), â êîòîðîì ýòà äðîáü äîëæíà áûòü ðàâíà
íåíóëåâîé êîíñòàíòå. Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ κ êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3)
ìîãóò áûòü êàê âåùåñòâåííûìè, òàê è íåâåùåñòâåííûìè.

Íàïðèìåð, ïðè κ = 1/2 óðàâíåíèå (3) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

cos
µ

2

(
2 cos2 µ

2
− 3

)
= 0,

ó êîòîðîãî åñòü êàê âåùåñòâåííûå, òàê è íåâåùåñòâåííûå êîðíè. Ïðè κ = 2/3 ïîëó÷èòñÿ
óðàâíåíèå

cos3 µ

3

(
4 cos2 µ

3
− 5

)
= 0,

∗) Îòìåòèì, ÷òî íóëü íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïåðàòîðà Lα.
∗∗) Çäåñü è äàëåå ÷åðåç C, C1, . . . îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
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äëÿ êîòîðîãî íàáëþäàåòñÿ òà æå ñèòóàöèÿ, òîëüêî ñðåäè âåùåñòâåííûõ êîðíåé åñòü òð¼õêðàò-
íûå. Íàêîíåö, ïðè κ = 4 óðàâíåíèå (3) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ cos3 µ(6 cos2 µ−5) = 0 � çäåñü
âñå êîðíè âåùåñòâåííû.

Ëåììà 2. Åñëè ÷èñëî κ ðàöèîíàëüíî, òî êîðíè óðàâíåíèÿ (3) îáðàçóþò ïåðèîäè÷åñêîå
ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ
ëþáûõ ðàçëè÷íûõ êîðíåé µ′ è µ′′ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |µ′ − µ′′| > δ.

Óòâåðæäåíèå ëåììû 2 òðèâèàëüíî âûòåêàåò èç ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè ∆(µ) ïðè κ ∈ Q.
Ëåììà 3. Îïåðàòîð Lα èìååò êðàòíûå êîðíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà κ ðàöèî-

íàëüíî è ïðåäñòàâèìî â âèäå 2m0/(2n0 − 1), ãäå m0, n0 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì âñå
êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò êðàòíîñòü 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûé êîðåíü â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà íàðÿäó ñ (3) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî d∆(µ)/dµ = 0, ò.å.

(1− κ2) sin(κµ) cosµ = 0.

Íî òîãäà èç (3) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâà sin(κµ) = 0 è cosµ = 0 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îäíî-
âðåìåííî, à ýòî èìååò ìåñòî ëèøü òîãäà, êîãäà κ = 2m0/(2n0 − 1), m0, n0 ∈ N.

Åñëè κ èìååò óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè, òî êðàòíûå êîðíè
îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µ∗k = π(2n0 − 1)(2k + 1)/2, k = 0, 1, 2, . . . Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ
ïîëó÷àåì

d2

dµ2
∆(µ∗k) = (1− κ2)(κ cos(κµ∗k) cosµ∗k − sin(κµ∗k) sin(µ∗k)) = 0

è
d3

dµ3
∆(µ∗k) = (κ2 − 1)((κ2 + 1) sin(κµ∗k) cosµ∗k + 2κ cos(κµ∗k) sin(µ∗k)) =

= 2κ(κ2 − 1) cos(κµ∗k) sin(µ∗k) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò êðàòíîñòü òðè. Ëåììà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà κ, äëÿ êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ òð¼õêðàòíûé

ñïåêòð, âûäåëÿåòñÿ ÷èñëî κ = 2 (ò.å. α = −3/5). Åñëè κ = 2, òî óðàâíåíèå (3) ðàâíîñèëüíî
óðàâíåíèþ cos3 µ = 0 è, çíà÷èò, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Lα òð¼õêðàòíû.

Ëåììà 4. Åñëè ÷èñëî κ èððàöèîíàëüíî, òî ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ (3) íå îòäåëè-
ìî, ò.å. ñóùåñòâóþò äâå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîðíåé {µ′k} è {µ′′k}, äëÿ
êîòîðûõ µ′k − µ′′k → 0, è ïðè ýòîì Imµ′k, Imµ′′k → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3) ñ èððàöèîíàëüíûì ïàðàìåòðîì κ. Èñïîëü-
çóåì óêàçàííûå â ëåììå 3 çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà κ∗ = 2m/(2n− 1), ïðè êîòîðûõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò òð¼õêðàòíûå êîðíè. Â ñèëó òåîðåìû ×åáûø¼âà [26, ñ. 53] íåðàâåíñòâî∣∣∣∣κ − 2m

2n− 1

∣∣∣∣ < 6

n2
(5)

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé m,n ∈ N. Äëÿ ïîëó÷àþùåéñÿ òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {n} ⊂ N ðàññìîòðèì ïåðâûå òð¼õêðàòíûå íóëè óðàâíåíèÿ (3) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
çíà÷åíèåì κ∗ = 2m/(2n− 1) èç (5): µ∗n = π(1 + 2n)/2. Òåì ñàìûì, åñëè

∆∗(µ) = κ∗ cos(κ∗µ) cosµ+ sin(κ∗µ) sinµ,

òî ∆∗(µ
∗
n) = 0.

Îïèøåì âîêðóã òî÷åê µ∗n îêðóæíîñòè Γn = {µ ∈ C : |µ−µ∗n| = rn} ñ ïîêà ïðîèçâîëüíûìè
ðàäèóñàìè rn 6 1 è ïîêàæåì, ÷òî rn ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïðè µ ∈ Γn âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî

|∆(µ)−∆∗(µ)| < |∆∗(µ)|. (6)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê cosµ∗n = 0, òî ïðè µ ∈ Γn èìååì

|∆(µ)−∆∗(µ)| 6 | cosµ− cosµ∗n|(|κ − κ∗|| cos(κµ)|+ κ∗| cos(κ∗µ)− cos(κµ)|) +
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+ | sinµ|| sin(κ∗µ)− sin(κµ)| 6 eκ+2|µ− µ∗n|
6

n2
(1 + (κ + 1)e|µ|) + e1+κ 6

n2
|µ|

â ñèëó íåðàâåíñòâà (5) è òîãî, ÷òî |Imµ| 6 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè µ ∈ Γn ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆(µ)−∆∗(µ)| 6 C1

n
rn. (7)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ∆∗(µ
∗
n) = ∆′∗(µ

∗
n) = ∆′′∗(µ

∗
n) = 0 è |∆′′′∗ (µ∗n)| = 2κ|κ2−1| 6= 0, òî

|∆∗(µ)| = |∆∗(µ)−∆∗(µ
∗
n)| > C2|µ− µ∗n|3 = C2r

3
n. (8)

Îñòàëîñü òîëüêî âûáðàòü rn 6 1 òàêèì, ÷òîáû äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé îöåíîê (7) è (8) âûïîë-
íÿëîñü íåðàâåíñòâî

C1

n
rn < C2r

3
n, ò.å. rn >

√
C1

C2n
.

Åñëè âçÿòü, íàïðèìåð, rn = min(1, 2
√
C1/(C2n)), òî íåðàâåíñòâî (6) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

äëÿ µ ∈ Γn, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, à ðàäèóñû rn áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.
Â òàêîì ñëó÷àå èç òåîðåìû Ðóøå ñëåäóåò, ÷òî ∆(µ) èìååò âíóòðè Γn ñòîëüêî æå (ïðîñòûõ!)

íóëåé, ñêîëüêî èõ ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè èìååò ∆∗(µ), è ïðè ýòîì µ∗n � òð¼õêðàòíûé íóëü ∆∗(µ).
Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè Γn ôóíêöèÿ ∆(µ) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ íóëÿ µ′n è
µ′′n, è äëÿ íèõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |µ′n−µ′′n| 6 2rn. Êðîìå òîãî, ðàçíîñòè µ′n−µ∗n è µ′′n−µ∗n
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è, çíà÷èò, Imµ′n, Imµ′′n → 0. Ëåììà äîêàçàíà.

2. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1), (2) ðàññìîòðèì ñîïðÿæ¼ííóþ çàäà÷ó

lαv(x) = λv(x), −1 < x < 1, (9)

αv(−1) = v(1), αv′(−1) = −v′(1). (10)

Ñîîòâåòñòâóþùèé åé îïåðàòîð áóäåì îáîçíà÷àòü L∗α.
Âûáåðåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷ (1), (2) è (9), (10) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(0)(x, µ) = sin(κµx) + β(µ) cos(µx) (11)

äëÿ îïåðàòîðà Lα,
v(0)(x, µ) = −κ2 sin(κµx) + β(µ) cos(µx) (12)

äëÿ îïåðàòîðà L∗α. Çäåñü µ � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3), à êîýôôèöèåíò β(µ)
çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì

β(µ) = −κ cos(κµ) sinµ+ sin(κµ) cosµ.

Ëåììà 5. Ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (11) è (12) ïî÷òè íîðìèðîâàíû â L2(−1, 1), è
äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(u(0)( · , µ), v(0)( · , µ)) = (1− κ2) sin2(κµ). (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå äà¼ò∗) ðàâåíñòâî

‖u(0)( · , µ)‖22 =

(
sh(2κ Imµ)

2κ Imµ
− sin(2κ Reµ)

2κ Reµ

)
+ |β(µ)|2

(
sh(2 Imµ)

2 Imµ
+

sin(2 Reµ)

2 Reµ

)
. (14)

Äëÿ íîðìû ‖v(0)( · , µ)‖2 ñïðàâåäëèâî òàêîå æå ðàâåíñòâî, òîëüêî ïåðåä ïåðâîé ñêîáêîé ïðàâîé
÷àñòè ñòîèò ìíîæèòåëü κ2.

∗) Ñèìâîë ‖ · ‖2 îçíà÷àåò çäåñü è äàëåå íîðìó â L2(−1, 1).
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Òàê êàê êîðíè óðàâíåíèÿ (3) ðàñïîëîæåíû â ïîëîñå (ëåììà 1), òî ðàâíîìåðíî ïî µ, óäî-
âëåòâîðÿþùèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ, âûïîëíåíû îöåíêè

‖u(0)( · , µ)‖2 6 C3, ‖v(0)( · , µ)‖2 6 C3. (15)

Èç íåðàâåíñòâà sht > t âûòåêàåò, ÷òî äëÿ áîëüøèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèé µ, à çíà÷èò, â
ñèëó ëåììû 1, áîëüøèõ çíà÷åíèé Reµ, âûïîëíåíû òàêæå îöåíêè ñíèçó

‖u(0)( · , µ)‖22 >
1

2
(1 + |β(µ)|2), ‖v(0)( · , µ)‖22 >

1

2
(κ2 + |β(µ)|2).

È òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûå êâàäðàòû íîðì � íåïðåðûâíûå îòíîñèòåëüíî µ è ïîëîæè-
òåëüíûå âåëè÷èíû, òî ðàâíîìåðíî ïî âñåì µ, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ (3), âûïîëíåíû
ðàâíîìåðíûå îöåíêè

‖u(0)( · , µ)‖2 > C4, ‖v(0)( · , µ)‖2 > C4. (16)

Îöåíêè (15) è (16) äîêàçûâàþò ïî÷òè íîðìèðîâàííîñòü ñèñòåì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Óñòàíîâèì òåïåðü ðàâåíñòâî (13). Èìååì

(u(0)( · , µ), v(0)( · , µ)) = −2κ2

1∫
0

sin2(κµx) dx+ 2β2(µ)

1∫
0

cos2(µx) dx =

= −κ2 + β2(µ) + µ−1(κ sin(κµ) cos(κµ) + β2(µ) sinµ cosµ). (17)

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

β2(µ) = κ2 cos2(κµ) + sin2(κµ).

Àíàëîãè÷íî äëÿ êâàäðàòà âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(17), ïîëó÷àåì

(κ2 cos2(κµ)− β2(µ) sin2 µ)(sin2(κµ)− β2(µ) cos2 µ) = −(κ2 cos2(κµ) cos2 µ− sin2(κµ) sin2 µ)2,

ò.å. ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ â ñèëó (3).
Èòàê, îêîí÷àòåëüíî

(u(0)( · , µ), v(0)( · , µ)) = −κ2 + β2(µ) = (1− κ2) sin2(κµ).

Ëåììà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî ëåììû 5 ñîîòâåòñòâóåò òîìó ôàêòó, ÷òî åñëè µ � êðàòíûé êîðåíü,

òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (13) ðàâíî íóëþ, à åñëè µ � ïðîñòîé êîðåíü, òî îíî îòëè÷íî îò
íóëÿ.

Ëåììà 6. Åñëè ÷èñëî κ èððàöèîíàëüíî, òî ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λ′k}
è {λ′′k} ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Lα òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ũ
(0)
k (x) è ˜̃u(0)

k (x) óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèþ∥∥∥∥ ũ(0)
k (x)

‖ũ(0)
k ‖2

−
˜̃u(0)
k (x)

‖˜̃u(0)
k ‖2

∥∥∥∥
2

→ 0 (18)

ïðè k → ∞. Òàêîå æå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñîïðÿæ¼ííîãî
îïåðàòîðà L∗α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåííûå â ëåììå 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µ′k} è {µ′′k}
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ũ

(0)
k (x)

è ˜̃u(0)
k (x), çàäàâàåìûå ðàâåíñòâîì (11) ïðè µ = µ′k è µ = µ′′k ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

(ũ
(0)
k , ˜̃u(0)

k ) = (1 + β(µ′k)β(µ′′k))
sin(κ(µ′k − µ′′k))

κ(µ′k − µ′′k)
− (1− β(µ′k)β(µ′′k))

sin(µ′k + µ′′k)

µ′k + µ′′k
=

= 1 + β2(µ∗k) + o(1) = 1 + κ2 + o(1)

ïðè k →∞ â ñèëó ñâîéñòâ âûáðàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Èç ðàâåíñòâà (14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êâàäðàòîâ íîðì ‖ũ(0)
k ‖

2
2 è ‖˜̃u(0)

k ‖
2
2 ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-

øåíèÿ 1 + β2(µ∗k) + o(1) = 1 + κ2 + o(1). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ‖ũ(0)
k ‖
−1
2 ‖˜̃u(0)

k ‖
−1
2 (ũ

(0)
k , ˜̃u(0)

k )
ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, ÷òî è äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü (18). Ëåììà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå ëåììû 6, ïî ñâîåé ñóòè, îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè ÷èñëî κ èððàöèîíàëüíî,
òî ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ Lα è L∗α íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëü-
íûìè â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1).

3. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (1), (2). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ lαu(x) = λu(x) + f(x), óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2) ïðè çíà÷åíèÿõ λ, ëåæàùèõ âíå ñïåêòðà îïåðàòîðà Lα, èìååò âèä

u(x) =

1∫
−1

G(x, t;λ)f(t) dt, (19)

ãäå G(x, t;λ) = g0(x, t;λ) + g1(x, t;λ),

g0(x, t;λ) =
1

2(1− α)µ∆(µ)
[(κ cos(κµ) cos(µx)− sinµ sin(κµx))(κ cos(κµ) sin(κµt) +

+ sinµ cos(µt))− (sin(κµ) cos(µx) + cosµ sin(κµx))(cosµ cos(µt)− κ2 sin(κµ) sin(κµt))],

g1(x, t;λ) =
1

2(1− α)µ

{
sgn t(− cos(µx) sin(µt) + κ sin(κµx) cos(κµt)), åñëè |x| 6 |t| 6 1,

sgnx(− sinµx cos(µt) + κ cos(κµx) sin(κµt)), åñëè |t| 6 |x| 6 1.

Ïðåäñòàâëåíèå (19) äëÿ ðåøåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî∗).
Îöåíèì ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Lα âíå òî÷åê åãî ñïåêòðà.
Ëåììà 7. Ïóñòü {µn} � êîðíè óðàâíåíèÿ (3). Äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà

C = C(δ) > 0, ïðè êîòîðîé ðàâíîìåðíî ïî µ ∈ C òàêèì, ÷òî |µ− µn| > δ, è −1 6 x, t 6 1,
âûïîëíåíà îöåíêà

|G(x, t;λ)| 6 C

|µ|
r(x, t, µ), (20)

ãäå

r(x, t, µ) = exp(−min(1,κ)| Imµ|||x| − |t||) + exp(−min(1,κ)| Imµ|(2− |x| − |t|)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ µ, äëÿ êîòîðûõ ν ≡ Imµ > 0, è ïîêàæåì, êàê
ïðîâîäèòñÿ îöåíêà ôóíêöèè Ãðèíà, íàïðèìåð, â ñëó÷àÿõ 0 6 x 6 t 6 1 è 0 6 t 6 x 6 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (3) è çàïèøåì ôóíêöèþ G(x, t;λ) ïðè 0 6 x 6 t 6 1 â âèäå

G(x, t;λ) =
1

2(1− α)µ∆(µ)
[κ(sinµ sin(κµx) sin(κµ(1− t)) + cos(κµ) cos(µx) sinµ(1− t)) +

+ κ2(cosµ sin(κµx) cos(κµ(1− t))− sin(κµ) cos(µx) cosµ(1− t)) +

+ κ2 cos(µx) sin(κµt)− sin(κµx) cos(µt)].

Òîãäà

|G(x, t;λ)| = O(1/|µ∆(µ)|)(e(1+κ)ν+κν(x−t) + e(1+κ)ν+ν(x−t) + eν(x+κt) + eν(κx+t)).

Îòñþäà, òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé µ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |∆(µ)| > Ce(1+κ)ν ,
ïîëó÷àåì îöåíêó (20).

∗) Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, t;λ) ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê â [14]. Êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè Ãðèíà â (19) ïðåäîñòàâëåí
àâòîðàì À. Ì. Ñàðñåíáè.
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Ïðè 0 6 t 6 x 6 1 ôóíêöèÿ G(x, t;λ) çàïèñûâàåòñÿ ïî-äðóãîìó:

G(x, t;λ) =
1

2(1− α)µ∆(µ)
[κ(cos(κµ) cos(µt) sinµ(1− x) + sinµ sin(κµt) sin(κµ(1− x))) +

+ κ2(cos(µx) sin(κµt) + cosµ sin(κµt) cos(κµ(1− x)))−

− sin(κµx) cos(µt)− sin(κµ) cos(µt) cos(µ(1− x))].

Ñëåäîâàòåëüíî,

|G(x, t;λ)| = O(1/|µ∆(µ)|)(e(1+κ)ν+ν(t−x) + e(1+κ)ν+κν(t−x) + eν(x+κt) + eν(κx+t)),

îòêóäà òàêæå ñëåäóåò îöåíêà (20). Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà è óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1 î ðàñïîëîæåíèè ñïåêòðà

ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíèìà òåîðåìà î ïîëíîòå [27] è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïðè âñåõ α, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 < |α| < 1, ñèñòåìû êîðíåâûõ

ôóíêöèé îïåðàòîðîâ Lα è L∗α ïîëíû â L2(−1, 1).
Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

åãî ôóíêöèÿ Ãðèíà G∗(x, t;λ) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé G(t, x;λ).
Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 6 è òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2. Åñëè α, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì 0 < |α| < 1, òàêîâî, ÷òî ÷èñëî κ

èððàöèîíàëüíî, òî ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ Lα è L∗α ïîëíû â L2(−1, 1), íî
íå îáðàçóþò áàçèñîâ.

4. Áàçèñíîñòü êîðíåâûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà κ ðàöèîíàëüíî
è ñïåêòð ïðîñòîé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ÷èñëî κ ðàöèîíàëüíî è íå ïðåäñòàâèìî â âèäå 2m0/(2n0−1), m0, n0 ∈
∈ N. Òîãäà ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Lα (îïåðàòîðà L∗α) îáðàçóåò áàçèñ
Ðèññà â L2(−1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå òåîðåìû 1 ñèñòåìà U ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (11) ïîëíà
â L2(−1, 1), à òàê êàê sin(κµ) 6= 0 ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ κ, òî èç ðàâåíñòâà (13) ñëåäóåò, ÷òî
ñèñòåìà V = {(1 − κ2)−1 sin−2(κµ)v(0)(x, µ)} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæ¼ííîé
ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L∗α. Ïîýòîìó ñèñòåìà U ìèíèìàëüíà â L2(−1, 1).

Èç ëåìì 1, 2 è 5 âûòåêàåò, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î áåçóñëîâíîé áàçèñíî-
ñòè [13] è ñèñòåìà U (à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìà V ) îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà ïðîñòðàíñòâà
L2(−1, 1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïåðåéä¼ì ê îïèñàííîìó â ëåììå 3 ñëó÷àþ êðàòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà Lα.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ÷èñëî κ ïðåäñòàâèìî â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè 2m0/(2n0 − 1),

m0, n0 ∈ N. Òîãäà â ñèñòåìå êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Lα (îïåðàòîðà L∗α) ìîæíî âû-
áðàòü ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè òàê, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà îáðàçîâûâàëà áàçèñ Ðèññà
â L2(−1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì â ìíîæåñòâå êîðíåé óðàâíåíèÿ (3) êðàòíûå êîðíè µ∗k = π ×
× (2n0 − 1)(2k + 1)/2, îñòàëüíûå îáîçíà÷èì µ∗∗k (êàê èçâåñòíî, äëÿ áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè
óïîðÿäî÷åíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íå èãðàåò ðîëè).

Äëÿ ïðîñòûõ êîðíåé µ∗∗k âîçüì¼ì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ Lα è L∗α â âèäå (11)
è (12). Â ñèëó ðàâåíñòâà (13) è ñîîòíîøåíèÿ sin(κµ∗∗k ) 6= 0 ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìû ôóíêöèé

U∗∗ = {u(0)(x, µ∗∗k )}, V ∗∗ = {(1− κ2)−1 sin−2(κµ∗∗k )v(0)(x, µ∗∗k )} (21)

îáðàçóþò ïî÷òè íîðìèðîâàííóþ áèîðòîãîíàëüíóþ ïàðó â L2(−1, 1).
Äëÿ êðàòíûõ êîðíåé µ∗k âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà K(µ∗k) èK

∗(µ∗l )
îïåðàòîðîâ Lα è L∗α, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû. Ïî-
ýòîìó ïîñòðîåíèå ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé ïðîâåä¼ì òîëüêî â ïàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-
ñòðàíñòâ K(µ∗k) è K∗(µ∗k).
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Òàê êàê β(µ∗k) = −κ cos(κµ∗k) sinµ∗k = κ(−1)m0+n0+k ≡ κβk, òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (11)
è (12) ïðèìóò âèä

ũ
(0)
k (x) = sin(κµ∗kx) + κβk cos(µ∗kx),

ṽ
(0)
k (x) = −κ sin(κµ∗kx) + βk cos(µ∗kx).

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ

Lαũ(1)
k (x) = λũ

(1)
k (x) + ũ

(0)
k (x), L∗αṽ

(1)
k (x) = λṽ

(1)
k (x) + ṽ

(0)
k (x),

Lαũ(2)
k (x) = λũ

(2)
k (x) + ũ

(1)
k (x), L∗αṽ

(2)
k (x) = λṽ

(2)
k (x) + ṽ

(1)
k (x),

íàéä¼ì ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ.
Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ

(ũ
(0)
k , ṽ

(0)
k ) = (ũ

(0)
k , ṽ

(1)
k ) = (ũ

(1)
k , ṽ

(0)
k ) = 0,

(ũ
(0)
k , ṽ

(2)
k ) = (ũ

(1)
k , ṽ

(1)
k ) = (ũ

(2)
k , ṽ

(0)
k ), (ũ

(2)
k , ṽ

(1)
k ) = (ũ

(1)
k , ṽ

(2)
k )

âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, è äëÿ ñîáëþäåíèÿ óñëîâèé áèîðòîãîíàëüíîñòè

(u
(1)
k , v

(2)
k ) = (u

(2)
k , v

(2)
k ) = 0

ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè, ïðè íåîáõîäèìîñòè, ìîäèôèöèðóþòñÿ âûáîðîì ïîäõîäÿùèõ êîí-
ñòàíò â ñîîòíîøåíèÿõ

u
(1)
k (x) = ũ

(1)
k (x) +Akũ

(0)
k (x), u

(2)
k (x) = ũ

(2)
k (x) +Akũ

(1)
k (x) +Bkũ

(0)
k (x),

v
(1)
k (x) = ṽ

(1)
k (x) +A∗kṽ

(0)
k (x), v

(2)
k (x) = ṽ

(2)
k (x) +A∗kṽ

(1)
k (x) +B∗k ṽ

(0)
k (x).

Ïîñëå íîðìèðîâêè êîðíåâûõ ôóíêöèé

(u
(0)
k , v

(2)
k ) = (u

(1)
k , v

(1)
k ) = (u

(2)
k , v

(0)
k ) = 1

ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìàÿ áèîðòîãîíàëüíàÿ ïàðà ñèñòåì â êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ K(µ∗k) è
K∗(µ∗k).

Ýòè êîðíåâûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

u
(0)
k (x) =

2(1− α)µ∗k
κ

(sin(κµ∗kx) + κβk cos(µ∗kx)),

u
(1)
k (x) = x(−βk sin(µ∗kx) + cos(κµ∗kx)) +

1

4κµ∗k
(sin(κµ∗kx) + κβk cos(µ∗kx)),

u
(2)
k (x) =

1

4(1− α)µ∗k

[(
3

5
− x2

)
(κ sin(κµ∗kx) + βk cos(µ∗kx))−

− x

2µ∗k
(cos(κµ∗kx)− βk sin(µ∗kx))−

32κ2(µ∗k)
2 + 5

80(µ∗k)
2

βk cos(µ∗kx)−
32(µ∗k)

2 + 5

80κ(µ∗k)
2

sin(κµ∗kx)

]
,

v
(0)
k (x) =

6(1− α)µ∗k
1− κ2

(−κ sin(κµ∗kx) + βk cos(µ∗kx)),

v
(1)
k (x) =

3

2(1− κ2)

[
− x(βk sin(µ∗kx) + κ2 cos(κµ∗kx))− 1

2µ∗k
(−κ sin(κµ∗kx) + βk cos(µ∗kx))

]
,

v
(2)
k (x) =

3

4(1− κ2)(1− α)µ∗k

[(
3

5
− x2

)
(−κ3 sin(κµ∗kx) + βk cos(µ∗kx)) +

+
x

2µ∗k
(κ2 cos(κµ∗kx) + βk sin(µ∗kx))−

32κ2(µ∗k)
2 + 5

80(µ∗k)
2

βk cos(µ∗kx) +
32(µ∗k)

2 + 5

80κ(µ∗k)
2

κ sin(κµ∗kx)

]
.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòèõ ôóíêöèé âûïîëíåíû ðàâíîìåðíûå ïî k îöåíêè

‖u(0)
k ‖2‖v

(2)
k ‖2 6 C, ‖u(1)

k ‖2‖v
(1)
k ‖2 6 C, ‖u(2)

k ‖2‖v
(0)
k ‖2 6 C. (22)

Óñòàíîâëåííûå â ëåììàõ 1, 2 è 5 ñâîéñòâà, ïî÷òè íîðìèðîâàííîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
(21) è îöåíêè (22) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîé ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé âûïîëíåíû
âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î áàçèñíîñòè Ðèññà â L2(−1, 1) [13]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàáîòà Êðèöêîâà Ë.Â. âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Êîìèòåòà íàóêè Ìèíèñòåð-
ñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí (ãðàíò AP 08855792).
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Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L : D(L) ⊂
⊂ L2(0, 1)→ L2(0, 1) âèäà

(Lu)(x) ≡ −u′′(x) + q(x)u(x), x ∈ (0, 1).

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(L) ýòîãî îïåðàòîðà ñîäåðæèòñÿ â W 2
2 (0, 1) è çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè

íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

u(0) = u(1), u′(0) = u′(1) +

1∫
0

p(x)u(x) dx.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ p è ïîòåíöèàë q ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ôóíêöè-
ÿìè èç êëàññà L2(0, 1).

Èçó÷åíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà L ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåêî-
òîðûõ çàäà÷ ìåõàíèêè, à òàêæå â òåîðèè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. Êîíêðåòíûå ïðèìåðû
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ìîäåëÿì òàêîãî âèäà, ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [1] è [2].

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ èíòåãðàëüíûìè êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [3]. Â ýòîé ðàáîòå áûëî çàìå÷åíî, ÷òî åñëè êðàåâûå óñëî-
âèÿ ÿâëÿþòñÿ óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè, òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí¼ííûõ (êîðíåâûõ)
ôóíêöèé îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(0, 1). Ïîçæå â [4] äëÿ óñèëåííî ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà áûëà èçó÷åíà àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ïîëó÷åíû îöåíêè
ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Îäíàêî íàèáîëåå èíòåðåñíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò
â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Â óæå óïîìÿíóòîé ðàáîòå [3] äî-
êàçàíî, ÷òî êîðíåâûå ôóíêöèè îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà ñî ñêîáêàìè â L2(0, 1). Òàêèì îáðàçîì,
âîïðîñ î áàçèñíîñòè Ðèññà îñòàëñÿ îòêðûòûì.

Ýòîò âîïðîñ äëÿ îïåðàòîðà L â ñëó÷àå q = 0 ðàññìàòðèâàëñÿ â [5]. Â ýòîé ðàáîòå óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ñâîéñòâî áàçèñíîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì
èçìåíåíèè ÿäðà èíòåãðàëüíîãî âîçìóùåíèÿ, à òàêæå çàïèñàíà àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé. Ðàçâèòèå äàííîé òåìàòèêè ïðîäîëæèëîñü â ñåðèè ðàáîò [6�8], â êîòîðûõ àâòîðû ïîëó-
÷èëè áëèçêèå ïî äóõó ðåçóëüòàòû, íî óæå â ñëó÷àå íåíóëåâîãî ïîòåíöèàëà q. Îòìåòèì òàêæå
ðàáîòó [9], â êîòîðîé íàéäåíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå äèñêðåòíîñòü ñïåêòðà äèôôåðåíöè-
àëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè, íå ñîäåðæàùèìè àòîìàðíóþ
ìåðó êîíöîâ èíòåðâàëà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ñòàâèì öåëüþ óòî÷íèòü èçâåñòíûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðåçóëüòà-
òû, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê àñèìïòîòèêå ñïåêòðà îïåðàòîðà L, à òàêæå óñòàíîâèòü ðÿä óòâåðæäå-
íèé îá îöåíêàõ îòêëîíåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ. Ýòè îöåíêè ïîçâîëÿò ïîëó÷èòü íîâûé
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ðåçóëüòàò î áàçèñíîñòè Áàðè èç ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà L2(0, 1). Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñû,
êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ñèñòåìàìè ïðîåêòîðîâ, êâàäðàòè÷íî áëèçêèìè ê ïîëíûì è ìèíèìàëü-
íûì ñèñòåìàì îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ, íàçûâàþòñÿ áàçèñàìè Áàðè. Îòìåòèì, ÷òî áàçèñû
Áàðè îáû÷íî âûäåëÿþòñÿ â îñîáûé êëàññ è èõ èçó÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíûé èíòå-
ðåñ. Ïî òåîðåìå Áàðè�Ìàðêóñà (ñì. [10, ãë. VI, òåîðåìà 5.2]) âñÿêèé áàçèñ èç ïîäïðîñòðàíñòâ,
êâàäðàòè÷íî áëèçêèé ê îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó èç ïîäïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà èç
ïîäïðîñòðàíñòâ (áàçèñîì Ðèññà ñî ñêîáêàìè). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò î áàçèñ-
íîñòè Áàðè èç ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì óòâåðæäåíèåì, ÷åì áàçèñíîñòü Ðèññà
èç ïîäïðîñòðàíñòâ.

1. Ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðà è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Åñëè q = 0, òî òàêîé
îïåðàòîð L îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ íåâîçìóù¼ííûì îïåðàòîðîì. Ïðÿìîìó ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ
òåîðèè âîçìóùåíèé ìåøàåò òîò ôàêò, ÷òî íåâîçìóù¼ííûé îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
ñ õîðîøî èçó÷åííûìè ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà L. Îäèí èç ïîäõîäîâ ñîñòîèò â ïåðåõîäå ê ñîïðÿæ¼ííîìó îïåðàòîðó
(ñì. [11]). Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîïðÿæ¼ííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä

(L∗v)(x) = −v′′(x) + q(x)v(x) + p(x)v(0) = λv(x), v(0) = v(1), v′(0) = v′(1),

ãäå D(L∗) = {v ∈W 2
2 (0, 1)}. Ïðè÷èíà ïåðåõîäà ê ñîïðÿæ¼ííîé çàäà÷å çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìóù¼ííûé îïåðàòîð (ïðè p = q = 0) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îïåðà-
òîðîì ñ èçâåñòíûìè ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � èçó÷èòü ñâîéñòâà
îïåðàòîðà L∗. Ïðè ýòîì îáðàòíûé ïåðåõîä ïîçâîëèò îïèñàòü ñâîéñòâà èñõîäíîãî îïåðàòîðà L.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà L∗ ìû áóäåì àêòèâíî èñïîëüçîâàòü òåõíèêó èç ñòàòüè [12], â
êîòîðîé èçó÷åí îïåðàòîð L ñ p = 0. Îíà îñíîâàíà íà ñâåä�åíèè ñ ïîìîùüþ ïîäîáèÿ èçó÷åíèÿ
îïåðàòîðà L∗ ê èçó÷åíèþ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû, ñïåêòðàëü-
íûå ñâîéñòâà êîòîðîãî ëåãêî îïèñûâàþòñÿ.

Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð L∗ â âèäå L∗ = L0−B, ãäå îïåðàòîð L0 çàäàí äèôôåðåíöèàëüíûì
âûðàæåíèåì L0v = −v′′ íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(L0) = D(L∗), à äåéñòâèå îïåðàòîðà B

çàäà¼òñÿ ïðàâèëîì Bv = −q(x)v(x) − p(x)v(0). Â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìóù¼ííûé îïåðàòîð L0

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòîðîì ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
èìåþò âèä λn = 4π2n2, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè en(x) = ei2πnx, n ∈ Z,
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(0, 1).

Ïóñòü Pn, n ∈ Z+ = N
⋃
{0}, � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð Ðèññà, ïîñòðîåííûé ïî ìíîæå-

ñòâó {λn}. Äëÿ ëþáîãî x ∈ L2(0, 1) îí èìååò âèä

Pnx = (x, e−n)e−n + (x, en)en, n ∈ N, P0x = (x, e0)e0.

Ïîñêîëüêó ïîäîáèå îïåðàòîðîâ ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî äàëåå
ìû ââåä¼ì îïåðàòîðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ óêàçàííîå ïîñòðîåíèå. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç S2 èäåàë îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà ñ íîðìîé ‖ · ‖2 (ñì. ïîäðîáíåå [10,
ãë. 3, � 9]). Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû J : S2 → S2 è Γ : S2 → S2, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè

JX =
∑
n∈Z+

PnXPn, ΓX =
∑

k,j∈Z+
k 6=j

PkXPj
λk − λj

(1)

äëÿ ëþáîãî X ∈ S2. Â íàøåì èññëåäîâàíèè ýòè îïåðàòîðû áóäóò èãðàòü âñïîìîãàòåëü-
íóþ ðîëü.

Íàðÿäó ñ ââåä¼ííûìè îïåðàòîðàìè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ
Jm, Γm, m ∈ Z+, ñëåäóþùåãî âèäà:

JmX = J(X − P(m)XP(m)) + P(m)XP(m), ΓmX = ΓX − P(m)(ΓX)P(m), X ∈ S2,

ãäå P(m) =
∑

j6m Pj . Êîððåêòíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ óñòàíîâëåíà â [12,
ëåììà 2]. Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé îïåðàòîð Jm ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì. Ïî ñóùå-
ñòâó, îïåðàòîðû Jm è Γm îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ J è Γ íà îïåðàòîð
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êîíå÷íîãî ðàíãà, ò.å., äðóãèìè ñëîâàìè, èç îïåðàòîðîâ Jm è Γm �âûðåçàåòñÿ� êîíå÷íîìåð-
íûé áëîê ðàçìåðà m × m. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ÷èñëî m, ìîæíî
óïðàâëÿòü ðàçìåðîì áëîêà è âåëè÷èíîé ‖ΓmX‖2, X ∈ S2. Ïîñëåäíèé ôàêò áóäåò èãðàòü
ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìóþ äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà òåîðåìó î ïîäîáèè èñõîäíîãî îïå-
ðàòîðà è îïåðàòîðà, èìåþùåãî áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì â ðàññìîò-
ðåíèå îïåðàòîð B̃ ñëåäóþùåãî âèäà:

B̃ = JmB +BΓmB − (ΓmB)JmB − (ΓmB)(I + ΓmB)−1(BΓmB − (ΓmB)JmB). (2)

Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî B̃ ∈ S2 (ñì. [12, òåîðåìà 17]).
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî m, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

‖ΓmB‖2 6 1/2, ‖B̃‖2 < π2(2m+ 1). (3)

Òîãäà îïåðàòîð L∗ ïîäîáåí îïåðàòîðó L0−JmX̃, ãäå X̃∈S2 � ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

X = B̃ + B̃ΓmX − (ΓmX)JmB̃ − (ΓmX)Jm(B̃ΓmX). (4)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåä¼ííîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîëíîñòüþ ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ
èç ðàáîòû [12, òåîðåìà 18], â êîòîðîé ýòà òåîðåìà óñòàíîâëåíà äëÿ ñëó÷àÿ p = 0. Ïîñêîëüêó
p ∈ L2(0, 1), òî îñíîâíûå îòëè÷èÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ ýòèõ òåîðåì íîñÿò èñêëþ÷èòåëüíî òåõíè-
÷åñêèé õàðàêòåð.

Ïðîêîììåíòèðóåì ñîäåðæàíèå òåîðåìû. Ïåðâîå óñëîâèå èç (3) îáåñïå÷èâàåò îáðàòèìîñòü
îïåðàòîðà I + ΓmB. Ýòîò îïåðàòîð áóäåò ñëóæèòü îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ. Âòî-
ðîå óñëîâèå èç (3) îòâå÷àåò çà ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (4). Îáà óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè
ïîäõîäÿùåì âûáîðå ÷èñëà m. Òàê êàê Jm ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì, òî òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðåìîé î ïîäîáèè èñõîäíîãî îïåðàòîðà L∗ îïåðàòîðó áëî÷íî-äèàãîíàëüíîãî âèäà L0 − JmX̃.
Ïîñêîëüêó ñïåêòðû ó ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ñîâïàäàþò, òî äàëüíåéøèé àíàëèç ìû áóäåì ïðîâî-
äèòü óæå ñ îïåðàòîðîì L0− JmX̃. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîñâÿù¼í âû÷èñëåíèþ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà. Âñþäó íèæå îáùèì ñèìâîëîì M > 0 îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ÷èñëî m âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüø�èì. Òîãäà îïåðàòîð L0 − JmX̃
ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì îïåðàòîðà

L0 − JmX̃ = L0 − P(m)X̃P(m) −
∑

j>m+1

PjX̃Pj .

Ïðè ýòîì

σ(L0 − JmX̃) = σ(m)

⋃( ⋃
j>m+1

σj

)
, (5)

ãäå σ(m) è σj � ñïåêòðû ñóæåíèé îïåðàòîðà L0 − JmX̃ íà èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
H(m) = ImP(m) è Hj = ImPj ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ σn íå áîëåå ÷åì

äâóõòî÷å÷íî è ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì λ̃±n ìàòðèöû An âèäà

An = 4π2n2

(
1 0
0 1

)
− Bn + Cn, ãäå Bn =

(
(B̃e−n, e−n) (B̃en, e−n)

(B̃e−n, en) (B̃en, en)

)
, (6)

è ïðè n > m+ 1 âåëè÷èíà ‖Cn‖2 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

‖Cn‖2 = ‖Jm(X̃ − B̃)‖2 6
M

n
‖B̃Pn − PnB̃Pn‖2. (7)
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Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â ðàáîòå [12, òåîðåìà 12] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîãî âîçìóùåíèÿ èç êëàññà S2. Ïî òåîðåìå 1 îïåðàòîð JmX̃ ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó S2. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 2 èìååò ìåñòî è â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè. Îíà áóäåò îñ-
íîâîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû, êîòîðûå ìû ïðîâåä¼ì â ñëåäóþùåì
ïóíêòå.

2.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.Ïåðåéä¼ì ê àíàëèçó ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà L0−JmX̃
(ñëåäîâàòåëüíî, è îïåðàòîðà L∗), à òàêæå ïîëó÷èì òåîðåìû îá àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé è îá îöåíêàõ îòêëîíåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ.

Ïî òåîðåìå 2 äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L0 − JmX̃
äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü âåëè÷èíû, êîòîðûå âõîäÿò â ìàòðèöû Bn è Cn, à òàêæå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû An. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
èñõîäíîãî îïåðàòîðà L äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. ×òî êà-
ñàåòñÿ îöåíîê îòêëîíåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ, òî çäåñü ìû ñíîâà áóäåì îïèðàòüñÿ íà
èçâåñòíóþ ðàíåå òåõíèêó.

Èòàê, ïåðåéä¼ì ê ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ñòàíäàðò-
íûì îáðàçîì ÷åðåç pn è qn îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé p è q ñîîòâåòñòâåííî:

pn =

1∫
0

p(x)e−i2πnx dx, qn =

1∫
0

q(x)e−i2πnx dx, n ∈ Z.

Ïåðâàÿ òåîðåìà ïîñâÿùåíà àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L.

Òåîðåìà 3. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå n äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ̃±n îïåðàòî-
ðà L èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà:∣∣∣∣λ̃±n − 4π2n2 − q0 −

pn + p−n
2

± 1

2

√
4(q2n + p−n)(q−2n + pn) + (p−n − pn)2

∣∣∣∣ 6Mγnn
−1, (8)

ãäå (γn)n∈N � íåêîòîðàÿ ñóììèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 îïåðàòîð L0 − JmX̃ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì è èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (5). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1 òî÷íî òàêèìè æå
ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è îïåðàòîð L∗.

Îïèøåì ìíîæåñòâà, êîòîðûå âõîäÿò â ôîðìóëó (5). Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2), çàïèøåì
îïåðàòîð L0 − JmX̃ â ñëåäóþùåì âèäå:

L0 − JmX̃ = L0 − Jm(X̃ − B̃ + B̃) =

= L0 − JmB̃ − Jm(X̃ − B̃) = L0 − JB − J(BΓB)− J(X̃ − B̃) + T + C. (9)

Îïåðàòîð

T ≡ JB − JmB + J(BΓB)− Jm(BΓmB) + J(X∗ − B̃)− Jm(X∗ − B̃)

èìååò êîíå÷íûé ðàíã, à îïåðàòîð C ñîäåðæèò â ñåáå âñå îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû èç ïðåäñòàâëå-
íèÿ (2). Êîíêðåòíûé èõ âèä íåñóùåñòâåíåí, ïîñêîëüêó â àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
÷ëåíû, êîòîðûå îòâå÷àþò îïåðàòîðàì T è C, ïîïàäóò â îñòàòîê. Çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûå,
âõîäÿùèå â ôîðìóëó (9), óæå çàâèñÿò îò èçâåñòíîãî îïåðàòîðà B.

Ïðîâåä¼ì àíàëèç ñïåêòðàëüíûõ àñèìïòîòèê ìàòðèöû An âèäà (6). Âû÷èñëèì âåëè÷èíû,
âõîäÿùèå â óêàçàííóþ ôîðìóëó. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (7) äëÿ àíàëèçà ìàòðèöû Cn íåîáõî-
äèìî îöåíèòü âåëè÷èíó ‖B̃Pn − PnB̃Pn‖2. Ïðèìåíèì ïðîåêòîð Pn ñíà÷àëà ñïðàâà, à çàòåì
ñïðàâà è ñëåâà ê ðàâåíñòâó (2) è âû÷òåì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà. Òîãäà ïîëó÷èì

B̃Pn − PnB̃Pn = (BΓmB)Pn − (ΓmB)PnBPn − Pn(BΓmB)Pn +
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+ (Pn(ΓmB)− ΓmB)(I + ΓmB)−1((BΓmB)Pn − (ΓmB)PnBPn).

Îöåíèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïî íîðìå èäåàëà îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà. Èñ-
ïîëüçóÿ ïåðâîå óñëîâèå èç (3), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

‖B̃Pn − PnB̃Pn‖2 6 ‖(BΓmB)Pn‖2 + ‖(ΓmB)Pn‖2‖PnBPn‖2 + ‖Pn(BΓmB)Pn‖2 +

+
‖Pn(ΓmB)‖2 + ‖ΓmB‖2

1− ‖ΓmB‖2
(‖(BΓmB)Pn‖2 + ‖(ΓmB)Pn‖2‖PnBPn‖2) 6

6 2‖(BΓmB)Pn‖2 + ‖(ΓmB)Pn‖2‖PnBPn‖2 +

+ (2‖Pn(ΓmB)‖2 + 1)(‖(BΓmB)Pn‖2 + ‖(ΓmB)Pn‖2‖PnBPn‖2). (10)

Òåïåðü ïîëó÷èì îöåíêè âåëè÷èí ‖(ΓmB)Pn‖2 è ‖(BΓmB)Pn‖2. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàéä¼ì
ïðåäñòàâëåíèå 2× 2-ìàòðèöû, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ îïåðàòîðîì B. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(Be−j , e−k) =

1∫
0

(−q(x)e−i2πjx − p(x))ei2πkx dx =

= −
1∫

0

q(x)ei2π(k−j)x dx−
1∫

0

p(x)ei2πkx dx = −qk−j − p−k, k, j ∈ Z+.

Ïîâòîðÿÿ ïðîâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû îïåðàòî-
ðà B :

(B)kj =

(
(B̃e−j , e−k) (B̃ej , e−k)

(B̃e−j , ek) (B̃ej , ek)

)
=

(
−qk−j − p−k −qk+j − p−k
−q−j−k − pk −qj−k − pk

)
, k, j ∈ Z+. (11)

Èç âòîðîé ôîðìóëû â (1) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà ΓB èìååò âèä

(ΓB)kj =
1

4π2(k2 − j2)

(
−qk−j − p−k −qk+j − p−k
−q−j−k − pk −qj−k − pk

)
, k 6= j, k, j ∈ Z+. (12)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå äà¼ò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ‖(ΓmB)Pn‖2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ:

‖(ΓmB)Pn‖22 =
1

16π4

∑
k 6=n

(
|qk−n + p−k|2

(k2 − n2)2
+
|qk+n + p−k|2

(k2 − n2)2
+
|q−n−k + pk|2

(k2 − n2)2
+
|qn−k + pk|2

(k2 − n2)2

)
6

6
1

8π4n2

∑
k 6=n

(
|qk−n|2 + |qk+n|2 + |q−n−k|2 + |qn−k|2

(k − n)2
+

2(|p−k|2 + |pk|2)

(k − n)2

)
6
‖p‖2 + ‖q‖2

6π2n2
.

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ èìåþò ìåñòî è äëÿ îïåðàòîðà Pn(ΓmB). Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ
îöåíêè

‖Pn(ΓmB)‖2 6
M

n
, ‖(ΓmB)Pn‖2 6

M

n
. (13)

Ïåðåéä¼ì ê îöåíêå âåëè÷èíû ‖(BΓmB)Pn‖2. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (11) è (12), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

(BΓB)kj =
1

4π2

∑
l∈Z
l 6=±j

1

l2 − j2

(
k11 k12

k21 k22

)
, (14)
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ãäå
k11 = (qk−l + p−k)(ql−j + p−l) + (qk+l + p−k)(q−j−l + pl),

k12 = (qk−l + p−k)(ql+j + p−l) + (qk+l + p−k)(qj−l + pl),

k21 = (q−k−l + pk)(ql−j + p−l) + (ql−k + pk)(q−j−l + pl),

k22 = (q−k−l + pk)(ql+j + p−l) + (ql−k + pk)(qj−l + pl).

×òîáû ïîíÿòü õàðàêòåð îöåíîê, ìû íå áóäåì àíàëèçèðîâàòü âñå èìåþùèåñÿ ñëàãàåìûå, à
îñòàíîâèìñÿ îòäåëüíî òîëüêî íà äâóõ èç íèõ. Ñ îñòàëüíûìè ñëàãàåìûìè ìåòîä ðàáîòû áóäåò
òî÷íî òàêèì æå. Äåéñòâèå îïåðàòîðà (BΓmB)Pn îçíà÷àåò, ÷òî â âûðàæåíèè (14) êîýôôèöèåíò
j çàìåíÿåòñÿ íà n. Ïðè ýòîì ïðè âû÷èñëåíèè íîðìû ñóììèðîâàíèå áóäåì ïðîâîäèòü òîëüêî
ïî àðãóìåíòó k. Èòàê, â âûðàæåíèè äëÿ ýëåìåíòà k11 ðàñêðûâàåì ñêîáêè è àíàëèçèðóåì
ïåðâîå ïîëó÷èâøååñÿ ñëàãàåìîå. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì

∑
k∈Z+

∣∣∣∣ ∑
l 6=±n

qk−lql−n
l2 − n2

∣∣∣∣2 =
∑
k∈Z+

∣∣∣∣ ∑
s 6=0,−2n

qk−n−sqs
s(s+ 2n)

∣∣∣∣2 6

6
∑
k∈Z+

( ∑
s 6=0,−2n

|qk−n−s|2

s2

)( ∑
s 6=0,−2n

|qs|2

(s+ 2n)2

)
6

6

(∑
k∈Z+

max
s6=0,−2n

|qk−n−s|2
)( ∑

s 6=0,−2n

1

s2

)( ∑
l 6=0,2n

|ql−2n|2

l2

)
6

6
π2‖q‖2

3

( ∑
|l|<2n
l 6=0

|ql−2n|2

l2
+

∑
|l|>2n+1

|ql−2n|2

l2

)
6
π2‖q‖2

3
α(2n)2,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α(2n) ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé ñ êâàäðàòîì è èìååò âèä

α(2n) =

( ∑
|l|<2n
l 6=0

q̃(l − 2n) + q̃(l + 2n)

l2
+

‖q‖2

(2n+ 1)2

)1/2

, n ∈ N.

Çäåñü q̃(n) = max{|qn|2, |q−n|2}, n ∈ N.
Òåïåðü ðàññìîòðèì åù¼ îäíî ñëàãàåìîå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â âûðà-

æåíèè äëÿ ýëåìåíòà k11. Ñíîâà èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
îöåíêè:

∑
k∈Z+

∣∣∣∣ ∑
l 6=±n

p−kp−l
l2 − n2

∣∣∣∣2 6
∑
k∈Z+

|p−k|2
(∑
l 6=±n

|p−l|2

(l + n)2

)(∑
l 6=±n

1

(l − n)2

)
6
π2‖p‖4

3n2
.

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â âûðàæåíèè (14), îöåíèâà-
þòñÿ òåìè æå âåëè÷èíàìè. Äëÿ ýòîãî ìû ïðîñòî ïîâòîðèì îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó. Òîãäà
áóäåì èìåòü

‖(BΓmB)Pn‖2 6M(α(2n) + 1/n) 6Mγn, (15)

ãäå (γn)n∈N � ñóììèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íåðàâåíñòâà (13) è (15) ñíà÷àëà â îöåíêå (10), à çàòåì â èòîãî-

âîì íåðàâåíñòâå â (7), ïîëó÷àåì

‖Cn‖2 = ‖J(X̃ − B̃)‖2 6
M

n
‖B̃Pn − PnB̃Pn‖2 6

Mγn
n

. (16)
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Êðîìå òîãî, ýòà æå îöåíêà áóäåò ñïðàâåäëèâà è äëÿ îïåðàòîðîâ J(BΓB), C è T (ñì. áîëåå
ïîäðîáíî â [12, � 4]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãàåìûå â àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷à-
åìûå îò îïåðàòîðîâ J(BΓB), C è T, ïîïàäóò â îñòàòî÷íûé ÷ëåí.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ìàòðèöû Bn, êîòîðàÿ âíîñèò ñóùåñòâåííûé âêëàä â àñèìï-
òîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Óêàçàííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèþ îïåðàòîðà JB â
ïðåäñòàâëåíèè (9). Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð J ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóþùèì. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Bn íåîáõîäèìî ïîëîæèòü k = j = n â ôîðìóëå (11). Òîãäà ìàòðèöà
An èç (6) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

An = 4π2n2

(
1 0
0 1

)
+

(
q0 + p−n q2n + p−n
q−2n + pn q0 + pn

)
+

(
ξn 0
0 ξn

)
,

ãäå ìàòðèöà diag(ξn, ξn), n ∈ N, äîïóñêàåò îöåíêó (16). Âû÷èñëÿÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû An è áåðÿ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, ïðèõîäèì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå n ê
àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå (8). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ q =
= 0. Ïðèâåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò â ýòîé ñèòóàöèè. Ïîâòîðÿÿ âñå ðàññóæäåíèÿ, êî-
òîðûå ïðîâåäåíû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè q = 0 â îïåðàòîðå L, òî åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî n èìåþò âèä

λ̃(1)
n = 4π2n2 +O(n−2), λ̃(2)

n = 4π2n2 + pn + p−n +O(n−2).

Ðåçóëüòàòû ñëåäñòâèÿ 1 óòî÷íÿþò ïîëó÷åííóþ ðàíåå àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
èç ðàáîò [5�7].

Â ñòàòüå [13] ðàññìàòðèâàëñÿ íàãðóæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L∗ ñ êîýôôèöè-
åíòîì p(x) = cos(πx). Ïðèâåä¼ì åù¼ îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû 3, êîòîðîå îïèñûâàåò àñèìïòî-
òè÷åñêèå îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü q(x) = 0, p(x) = cos(πx). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃
(1)
n è λ̃

(2)
n èìåþò âèä

λ̃(1)
n = 4π2n2 +O(n−2), λ̃(2)

n = 4π2n2 − i2nei2πn

π(1− 4n2)
+O(n−2).

Ïåðåéä¼ì, íàêîíåö, ê ïîñëåäíåìó ðåçóëüòàòó, â êîòîðîì äàíû îöåíêè îòêëîíåíèé ñïåê-
òðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ. Âîçüì¼ì ÷èñëî m òàêèì, êàê â òåîðåìå 1. Ïî òåîðåìå 2 îïåðàòîð L∗

ïîäîáåí îïåðàòîðó L0−JmX̃, ñïåêòð σ(L0−JmX̃) êîòîðîãî ïðåäñòàâèì â âèäå (5). ×åðåç P̃n,

n > m + 1, îáîçíà÷èì ïðîåêòîð Ðèññà, êîòîðûé ïîñòðîåí ïî ìíîæåñòâó σn = {λ̃+
n }
⋃
{λ̃−n }.

Óêàçàííûé ïðîåêòîð ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hn, îïèñàííîå â
òåîðåìå 2. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4. Äëÿ n > m+1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖P̃n−Pn‖2 6Mn−1. Áîëåå òîãî, ñèñòåìà
äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Hn}n>m+1 îáðàçóåò áàçèñ Áàðè èç ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàí-
ñòâå L2(0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìàÿ îöåíêà â ñëó÷àå p = 0 óñòàíîâëåíà â [12, òåîðåìà 5]. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ.
Òàê êàê p ∈ L2(0, 1), òî äîáàâëåíèå àääèòèâíîãî âîçìóùåíèÿ òîãî æå êëàññà áóäåò âëèÿòü
òîëüêî íà ïîñòîÿííóþ M > 0, à íå íà ïîðÿäîê îöåíêè. Áàçèñíîñòü Áàðè èç äâóìåðíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ýòîé îöåíêè è òåîðåìû Áàðè�Ìàðêóñà (ñì. [10, ãë. 6,
òåîðåìà 5.2]). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â.Â. Ùåðáàêîâó, À.Ñ. Ìàêèíó è Ì.À. Ñàäûáåêîâó çà öåí-
íûå çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øåíèþ ñòàòüè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 20-11-
19995).
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Ââåäåíèå.Äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (ÄÀÓ), êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò
âûðîæäåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (ÄÓ), àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè ñèñòå-
ìàìè (ÀÄÑ) è äåñêðèïòîðíûìè óðàâíåíèÿìè, ÿâëÿþòñÿ óäîáíîé àáñòðàêòíîé ôîðìîé çàïèñè
ìíîãèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ è îáúåêòîâ â ðàäèîýëåêòðîíèêå, ýêîíîìè-
êå, ðîáîòîòåõíèêå, òåîðèè óïðàâëåíèÿ, õèìèè è ýêîëîãèè [1�4]. Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì ýòîãî òèïà ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [1�4] è ñòàòüè [5�7]
(ñì. òàêæå ïðèâåä¼ííóþ â íèõ áèáëèîãðàôèþ), ãäå ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê èõ
èññëåäîâàíèþ. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ ïîëóëèíåéíûì, êâàçèëèíåéíûì è íåëè-
íåéíûì ÄÀÓ, ñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèåì èõ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè, â òîì ÷èñëå ñ èçó÷åíèåì
ñòðóêòóðû ÄÀÓ, è ñ ðàçðàáîòêîé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ. Ãîðàçäî ìåíüøåå ÷èñëî ðà-
áîò ïîñâÿùåíî ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé. Äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàáîò ñâÿçàíî ñ
èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÄÀÓ (ñì., íàïðèìåð, [2�4]
è áèáëèîãðàôèþ â íèõ). Â [2�4] ïðåäñòàâëåíû òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó äëÿ ïîëóëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ÄÀÓ, èñïîëüçóþùèå êàê êëàññè-
÷åñêèå (â ñìûñëå òåîðèè óñòîé÷èâîñòè), òàê è ðàçëè÷íûå ñïåöèôè÷åñêèå (ñâÿçàííûå ñî ñïåöè-
ôèêîé ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ ÄÀÓ) îãðàíè÷åíèÿ. Â [7] èçó÷àëàñü ðîáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü
ñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ ÄÀÓ. Óñëîâèÿ äëÿ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïîëóëèíåéíûõ ÄÀÓ ñ
ðåãóëÿðíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïó÷êîì îïåðàòîðîâ è ðåãóëÿðíûõ íåëèíåéíûõ ÄÀÓ ïðåä-
ñòàâëåíû â [1, 3]. Ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïîëóëèíåéíûõ
ÄÀÓ ñ ðåãóëÿðíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïó÷êîì ïîëó÷åíû â [5, 8, 9]. Â ðàáîòàõ [10] è [11] óñòà-
íîâëåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó, êîòîðûå òàêæå âêëþ÷àþò óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè, äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîëóëèíåéíûõ ÄÀÓ ñ ðåãóëÿðíûì è ñèíãóëÿðíûì (íåðåãó-
ëÿðíûì) õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïó÷êàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåÿâíûå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ (ÎÄÓ) (ò.å. ÎÄÓ, íå ðàçðåø¼ííûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè) âèäà

d

dt
[A(t)x(t)] +B(t)x(t) = f(t, x(t)), A(t)

d

dt
x(t) +B(t)x(t) = f(t, x(t)),

ãäå ëèíåéíûé îïåðàòîð A(t) (çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà t) â îáùåì ñëó÷àå âûðîæäåí (â ýòîì
ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûå ÄÓ íàçûâàþò íåñòàöèîíàðíûìè ïîëóëèíåéíûìè ÄÀÓ) è ëèíåéíûé
îïåðàòîð B(t) òàêæå ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì. Ïîëó÷åíû òåîðåìû î ãëîáàëüíîé ðàçðåøè-
ìîñòè, óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó, äèññèïàòèâíîñòè (ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé) è
íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ÷àñòè 1 ñòàòüè, à òàêæå òåîðåìû îá
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óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
â öåëîì è íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ÷àñòè 2 ñòàòüè. Â ÷àñòè 2
ïðîäåìîíñòðèðîâàíî òàêæå ïðèìåíåíèå òåîðåì î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè äëÿ ðåøåíèÿ ïðè-
êëàäíîé çàäà÷è è ïðåäëîæåí íåêîòîðûé êîíêðåòíûé âèä äëÿ ôóíêöèè V, ïðèñóòñòâóþùåé
â ïîëó÷åííûõ òåîðåìàõ. Â îòëè÷èå îò òåîðåì î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè
(àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) ïî Ëÿïóíîâó èç [3] â ïîëó÷åííûõ òåîðåìàõ íå òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû ðàññìàòðèâàåìûå ÄÀÓ ÿâëÿëèñü ðåãóëÿðíûìè ÄÀÓ èíäåêñà ïîäàòëèâîñòè 1 (èíäåêñà ïðå-
îáðàçóåìîñòè, �tractability index� â îðèãèíàëå), ò.å. ÷òîáû ïó÷îê λA(t) +B(t)−∂f(t, x)/∂x ÿâ-
ëÿëñÿ ðåãóëÿðíûì ïó÷êîì èíäåêñà 1 (äëÿ áîëåå òî÷íîãî ñðàâíåíèÿ ñì. îïðåäåëåíèå �tractability
index� äëÿ ðåãóëÿðíûõ ÄÀÓ â [3, ñ. 91, 319�320] è êîììåíòàðèè îòíîñèòåëüíî åãî ñâÿçè ñ äðó-
ãèìè ïîíÿòèÿìè èíäåêñà, êîòîðûå äàíû â [3] è [10, ðàçäåë 2]), à òðåáóåòñÿ, òîëüêî ÷òîáû ïó÷îê
λA(t) +B(t), êîòîðûé îòâå÷àåò ëèíåéíîé (ëåâîé) ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ÄÀÓ, áûë ðåãóëÿð-
íûì ïó÷êîì èíäåêñà íå âûøå 1 (ñì. îïðåäåëåíèå â ï. 1). Çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíûé ïó÷îê
λA(t) +B(t) èíäåêñà íå âûøå 1 óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ �ðàíã-ñòåïåíü� (ñì. îïðåäåëåíèå â [2,
ñ. 30�31]) äëÿ êàæäîãî t. Òàêæå â ïîëó÷åííûõ òåîðåìàõ íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññìàòðèâàå-
ìûå ÄÀÓ ÿâëÿëèñü �ñæèìàþùèìè� (ñì. [3, ñ. 379]). Îòìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííûõ òåîðåìàõ î
ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè íå èñïîëüçóåòñÿ ãëîáàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà, êàê, íàïðèìåð, â [1],
èëè ïîäîáíûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òåîðåìû äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå øèðî-
êèõ êëàññîâ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïîäðîáíåå ýòî îáñóæäàåòñÿ â ïï. 2.1. Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè
â ï. 5 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå òåîðåì 2.1, 2.2 î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè (êîòîðûå
íå ñîäåðæàò ãëîáàëüíûõ óñëîâèé Ëèïøèöà) äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è ïî ýëåêòðîòåõíèêå, à
òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåì ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ôóíêöèé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 2.1 î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû �àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ÷àñòü� ÄÀÓ óäîâëåòâîðÿëà ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî êîìïîíåíòå P2(t)x
ïåðåìåííîé x (íåêîòîðûå óñëîâèÿ òåîðåì è óòâåðæäåíèÿ ñîâïàäàþò), à äëÿ ôóíêöèé, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ, óñëîâèÿ òåîðåì òàêæå áóäóò âûïîëíåíû. Âîîáùå, èç
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè åãî óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî âûïîëíåíû è
óñëîâèÿ òåîðåì 2.1, 2.2. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïîëó÷åííûõ òåîðåìàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè òåîðåìàìè èç [2, 3] îñëàáëåíû òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè íåëèíåéíîé ÷àñòè ÄÀÓ.

Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó ÄÀÓ (äèññèïàòèâíîñòü ÄÀÓ) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëü-
íûõ ðåøåíèé äëÿ âñåõ ñîãëàñîâàííûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, ò.å. äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé, è îãðàíè÷åííîñòü (ïðåäåëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü) âñåõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, â îò-
ëè÷èå îò óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, óñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó è äèññèïàòèâíîñòü ÄÀÓ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå óñòîé÷èâîñòü âñåãî ÄÀÓ (ò.å. â îïðåäåë¼ííîì
ñìûñëå óñòîé÷èâîñòü âñåõ åãî ðåøåíèé), à íå òîëüêî îòäåëüíîãî, èññëåäóåìîãî íà óñòîé÷èâîñòü,
ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû [12, 1], ïîçâîëÿþùèå ïðè-
âåñòè ïîëóëèíåéíûå ÄÀÓ ê ýêâèâàëåíòíûì ïîëóÿâíûì ÄÀÓ. Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ âòîðîé ìå-
òîä Ëÿïóíîâà è îñíîâàííûå íà í¼ì ìåòîäû Æ. Ëà-Ñàëëÿ [13] è Ò. Éîøèçàâû [14] äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé, óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó è äèññèïàòèâíîñòè ÿâíûõ
ÎÄÓ (ò.å. ÎÄÓ, ðàçðåø¼ííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè). Ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â
öåëîì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) ÄÀÓ èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî îá àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÿâíûõ ÎÄÓ [15].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ðàññìîòðèì
íåÿâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

d

dt
[A(t)x(t)] +B(t)x(t) = f(t, x(t)), t ∈ [t+,∞), (1.1)

A(t)
d

dt
x(t) +B(t)x(t) = f(t, x(t)), t ∈ [t+,∞), (1.2)

è íà÷àëüíîå óñëîâèå
x(t0) = x0, (1.3)
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ãäå t0 > t+ > 0, A,B : [t+,∞)→ L(Rn) (÷åðåç L(X,Y ) îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X â âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî Y ; L(X,X) = L(X)) è f : [t+,∞) × Rn → Rn. Îïåðàòîðû A(t) è B(t)
ìîãóò áûòü âûðîæäåííûìè (íåîáðàòèìûìè). Óðàâíåíèÿ òèïà (1.1), (1.2) ñ âûðîæäåííûì (ïðè
íåêîòîðîì t) îïåðàòîðîì A(t) íàçûâàþò âûðîæäåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
èëè äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Â òåðìèíîëîãèè ÄÀÓ óðàâíåíèÿ âèäà
(1.1), (1.2) ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëóëèíåéíûìè, îäíàêî èõ èíîãäà íàçûâàþò íåëèíåéíûìè èç-çà
íàëè÷èÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèè f. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû A(t), B(t) íåñòàöèîíàðíû, òî óðàâ-
íåíèÿ (1.1), (1.2) íàçûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè ïîëóëèíåéíûìè ÄÀÓ èëè íåñòàöèîíàðíûìè
âûðîæäåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Â äàëüíåéøåì, äëÿ îáùíîñòè, óðàâíåíèÿ
(1.1) è (1.2), ãäå A(t) (A : [t+,∞) → L(Rn)) � ïðîèçâîëüíûé (íå îáÿçàòåëüíî âûðîæäåííûé)
îïåðàòîð, áóäåì íàçûâàòü íåñòàöèîíàðíûìè ïîëóëèíåéíûìè ÄÀÓ.

Ëåâîé (ëèíåéíîé) ÷àñòè óðàâíåíèé (1.1) è (1.2) îòâå÷àåò ïó÷îê îïåðàòîðîâ λA(t) + B(t).
Ïóñòü äëÿ êàæäîãî t > t+ ïó÷îê ðåãóëÿðåí, ò.å. äëÿ êàæäîãî t > t+ ìíîæåñòâî åãî ðåãóëÿð-
íûõ òî÷åê íå ïóñòî (ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïó÷êà λA(t) + B(t) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
ðåãóëÿðíûõ òî÷åê åãî êîìïëåêñíîãî ðàñøèðåíèÿ). Äëÿ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê λ ñóùåñòâóåò ðå-
çîëüâåíòà R(λ, t) = (λA(t) +B(t))−1.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t > t+ ïó÷îê ðåãóëÿðåí è âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñóùåñòâóþò ôóíêöèè C1 : [t+,∞)→ (0,∞) è C2 : [t+,∞)→ (0,∞) òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [t+,∞) âûïîëíåíà îöåíêà

‖R(λ, t)‖ 6 C1(t), |λ| > C2(t). (1.4)

Óñëîâèå (1.4) îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî òî÷êà µ = 0 ÿâëÿåòñÿ äëÿ ðåçîëüâåíòû (A(t) + µB(t))−1

ïðîñòûì ïîëþñîì (ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî λ = ∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé
ðåçîëüâåíòû R(λ, t)), ëèáî µ = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ïó÷êà A(t) + µB(t).

Ñîãëàñíî [1, ñ. 181] èíäåêñîì ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà λA+B, ãäå A, B � ñòàöèîíàðíûå êâàä-
ðàòíûå ìàòðèöû, íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ äëèíà öåïî÷êè èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèí¼ííûõ
âåêòîðîâ ïó÷êà ìàòðèö A + µB â òî÷êå µ = 0. Ñëåäóÿ ìîíîãðàôèè [1], îïðåäåëèì èíäåêñ
ïó÷êà λA(t) +B(t).

Åñëè ïó÷îê λA(t) + B(t) ðåãóëÿðåí äëÿ êàæäîãî t è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), òî îí
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïó÷êîì èíäåêñà íå âûøå 1 (ò.å. èíäåêñà 0 èëè 1). Åñëè îïåðàòîð A(t)
íåâûðîæäåí äëÿ âñåõ t, ò.å. µ = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ïó÷êà A(t) + µB(t) äëÿ
êàæäîãî t, òî λA(t) + B(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïó÷êîì èíäåêñà 0. Åñëè A(t) âûðîæäåí
äëÿ âñåõ t è âûïîëíåíî óñëîâèå (1.4) (ò.å. µ = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîëþñîì ðåçîëüâåíòû
(A(t) + µB(t))−1 äëÿ êàæäîãî t), òî λA(t) +B(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïó÷êîì èíäåêñà 1.

Íèæå ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ èç [12; 1, ñ. 82�84], êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
Åñëè ðåãóëÿðíûé ïó÷îê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [t+,∞) ñóùåñòâóþò
äâå ïàðû âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïðîåêòîðîâ

P1(t) =
1

2πi

∮
|λ|=C2(t)

R(λ, t) dλA(t), P2(t) = IRn − P1(t),

Q1(t) =
1

2πi

∮
|λ|=C2(t)

A(t)R(λ, t) dλ, Q2(t) = IRn −Q1(t) (1.5)

(Pi(t)Pj(t) = δijPi(t), P1(t) + P2(t) = IRn , è Qi(t)Qj(t) = δijQi(t), Q1(t) + Q2(t) = IRn ,
IRn � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Rn, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà), êîòîðûå ïîðîæäàþò ïðÿìûå
ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ

Rn = X1(t)+̇X2(t), Xj(t) = Pj(t)Rn, Rn = Y1(t)+̇Y2(t), Yj(t) = Qj(t)Rn, j = 1, 2, (1.6)

òàêèå, ÷òî ïàðû ïîäïðîñòðàíñòâ X1(t), Y1(t) è X2(t), Y2(t) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A(t),
B(t) (ò.å. A(t), B(t) : Xj(t) → Yj(t)). Ñóæåííûå îïåðàòîðû Aj(t) = A(t)|Xj(t) : Xj(t) → Yj(t),
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Bj(t) = B(t)|Xj(t) : Xj(t) → Yj(t), j = 1, 2, òàêîâû, ÷òî A2(t) = 0 è ñóùåñòâóþò A−1
1 (t)

(åñëè X1(t) 6= {0}) è B−1
2 (t) (åñëè X2(t) 6= {0}). Ïîäïðîñòðàíñòâà Xj(t), Yj(t) òàêîâû, ÷òî

Y1(t) = R(A(t)) (R(A(t)) � îáëàñòü çíà÷åíèé A(t)), X2(t) = KerA(t), Y2(t) = B(t)X2(t) è
X1(t) = R(λ, t)Y1(t), |λ| > C2(t). Ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû (1.5) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè
(ïîñêîëüêó A(t) è B(t) âåùåñòâåííûå) è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

A(t)P1(t)=Q1(t)A(t)=A(t), A(t)P2(t)=Q2(t)A(t)=0, B(t)Pj(t)=Qj(t)B(t), j=1, 2. (1.7)

Èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû, äëÿ êàæäîãî t ∈ [t+,∞) ïîëó÷àåì âñïîìîãàòåëüíûé
îïåðàòîð

G(t) = A(t) +B(t)P2(t) = A(t) +Q2(t)B(t) ∈ L(Rn) (1.8)

òàêîé, ÷òî G(t) : Xj(t) → Yj(t) (G(t)Xj(t) = Yj(t)) [12; 1, ñ. 82�84]. Ýòîò îïåðàòîð èìååò
îáðàòíûé G−1(t) = A−1

1 (t)Q1(t) +B−1
2 (t)Q2(t) ∈ L(Rn) (G−1(t) : Yj(t)→ Xj(t)) ñî ñâîéñòâàìè

G−1(t)A(t)P1(t) = G−1(t)A(t) = P1(t), G−1(t)B(t)P2(t) = P2(t),

A(t)G−1(t)Q1(t) = A(t)G−1(t) = Q1(t), B(t)G−1(t)Q2(t) = Q2(t).

Ïðîåêòîðû Pi(t), Qi(t) (i = 1, 2) è îïåðàòîðû G(t), G−1(t) êàê îïåðàòîð-ôóíêöèè èìåþò
òó æå ñòåïåíü ãëàäêîñòè, ÷òî è îïåðàòîð-ôóíêöèè A(t), B(t) è ôóíêöèÿ C2(t) [1, ñ. 82�84].
Âîîáùå, â [12; 1, ñ. 82�84] ðàññìàòðèâàëèñü îïåðàòîð-ôóíêöèè (îïåðàòîðû) A(t), B(t) â áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è òðåáîâàëîñü, ÷òîáû îíè áûëè ñèëüíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè,
òîãäà Pi(t), Qi(t), G(t), G−1(t) òàêæå áóäóò ñèëüíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, íî, êàê
èçâåñòíî, â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ýòî ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíî íåïðåðûâíîé äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè â îáû÷íîì ñìûñëå (ïî íîðìå).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)) è C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)), òîãäà Pi(t),
Qi(t), G(t) è G−1(t) òàêæå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû êàê îïåðàòîð-ôóíêöèè íà [t+,∞)
(ò.å. Pi, Qi, G,G−1 ∈ C1([t+,∞),L(Rn))).

Ôóíêöèþ x ∈ C([t0, t1),Rn), [t0, t1) ⊆ [t+,∞), íàçûâàþò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) íà ïðî-
ìåæóòêå [t0, t1) , åñëè A(t)x(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [t0, t1) è x(t) óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèþ (1.1) íà [t0, t1). Åñëè ôóíêöèÿ x(t) äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ (1.3), òî å¼ íàçûâàþò ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (íà÷àëüíîé çàäà÷è) (1.1), (1.3).

Ôóíêöèþ x ∈ C1([t0, t1),Rn) íàçûâàþò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2) íà [t0, t1), åñëè x(t)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.2) íà [t0, t1). Åñëè ôóíêöèÿ x(t) äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.3), òî å¼ íàçûâàþò ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.2), (1.3).

Çàìå÷àíèå 1.1. Çàìåòèì, ÷òî rankPj(t) = rankQj(t) = dimXj(t) = dimYj(t), j = 1, 2,
è dimY1(t) = rankA(t), è ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðîåêòîðîâ Pj(t) è Qj(t) ðàçìåðíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâ Xj(t) = Pj(t)Rn, Yj(t) = Qj(t)Rn ïîñòîÿííû (ñì. [16, ñ. 34, ëåììà 4.10]):
dimX1(t) = dimY1(t) = const è dimX2(t) = dimY2(t) = const äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞). Áóäåì
îáîçíà÷àòü dimX2(t) = dimY2(t) = d, òîãäà dimX1(t) = dimY1(t) = n− d.

Äëÿ êàæäîãî t ëþáîé âåêòîð x ∈ Rn åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì (îòíîñèòåëüíî
ðàçëîæåíèÿ (1.6)) â âèäå

x = P1(t)x+ P2(t)x = xp1(t) + xp2(t), xpi(t) = Pi(t)x ∈ Xi(t). (1.9)

Çàìåòèì, ÷òî ÄÀÓ (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A(t)[P1(t)x(t)]′ +A′(t)[P1(t)x(t)] +B(t)x(t) = f(t, x(t)).

Ïðèìåíèì ê ÄÀÓ (1.1) ïðîåêòîðû Q1(t) è Q2(t) è, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè (1.7), ïî-
ëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ åìó ñèñòåìó

A(t)P1(t)[P1(t)x(t)]′ +Q1(t)A′(t)P1(t)x(t) +B(t)P1(t)x(t) = Q1(t)f(t, x(t)), (1.10)

Q2(t)A′(t)P1(t)x(t) +B(t)P2(t)x(t) = Q2(t)f(t, x(t)). (1.11)
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Äàëåå ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (1.10), (1.11) îïåðàòîð G−1(t) è âîñïîëüçóåìñÿ åãî ñâîéñòâàìè è ðà-
âåíñòâîì P1(t)[P1(t)x(t)]′ = [P1(t)x(t)]′ − P ′1(t)P1(t)x(t), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ
ñèñòåìó

[P1(t)x(t)]′ = [P ′1(t)−G−1(t)Q1(t)[A′(t) +B(t)]]P1(t)x(t) +G−1(t)Q1(t)f(t, x(t)), (1.12)

G−1(t)Q2(t)[f(t, x(t))−A′(t)P1(t)x(t)]− P2(t)x(t) = 0. (1.13)

Òàêèì îáðàçîì, ÄÀÓ (1.1) ñâåäåíî ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ÿâíîãî ÎÄÓ (1.12)
(îòíîñèòåëüíî P1(t)x(t)) è àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.13). Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (1.9)
(xpi(t) = Pi(t)x(t)), çàïèøåì ñèñòåìó (1.12), (1.13) â âèäå

x′p1(t) = [P ′1(t)−G−1(t)Q1(t)[A′(t) +B(t)]]xp1(t) +G−1(t)Q1(t)f(t, xp1(t) + xp2(t)), (1.14)

G−1(t)Q2(t)[f(t, xp1(t) + xp2(t))−A′(t)xp1(t)]− xp2(t) = 0. (1.15)

Ñèñòåìà (1.14), (1.15) è ýêâèâàëåíòíàÿ åé ñèñòåìà (1.12), (1.13) ÿâëÿþòñÿ íåàâòîíîìíûìè ïî-
ëóÿâíûìè ÄÀÓ (â îáùåì ñëó÷àå íåàâòîíîìíûìè ïîëóÿâíûìè ÄÀÓ íàçûâàþò ñèñòåìû âèäà
ẏ = f(t, y, z), 0 = g(t, y, z)).

Òåïåðü ïðèìåíèì ïðîåêòîðû Q1(t) è Q2(t) ê ÄÀÓ (1.2) è ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ åìó
ñèñòåìó

A(t)P1(t)x′(t) +B(t)P1(t)x(t) = Q1(t)f(t, x(t)), (1.16)

B(t)P2(t)x(t) = Q2(t)f(t, x(t)). (1.17)

Äàëåå ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (1.16), (1.17) îïåðàòîð G−1(t) è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

P1(t)x′(t) = [P1(t)x(t)]′ − P ′1(t)x(t),

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ åé ñèñòåìó

[P1(t)x(t)]′ = G−1(t)[−B(t)P1(t)x(t) +Q1(t)f(t, x(t))] + P ′1(t)x(t),

G−1(t)Q2(t)f(t, x(t))− P2(t)x(t) = 0.
(1.18)

Òàêèì îáðàçîì, ÄÀÓ (1.2) ñâåäåíî ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå (1.18). Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå
(1.9) (xpi(t) = Pi(t)x(t)), çàïèøåì ñèñòåìó (1.18) â âèäå

x′p1(t) = G−1(t)[−B(t)xp1(t) +Q1(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))] + P ′1(t)(xp1(t) + xp2(t)), (1.19)

G−1(t)Q2(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))− xp2(t) = 0. (1.20)

Çàìå÷àíèå 1.2. Ââåä¼ì ìíîãîîáðàçèÿ

Lt+ = {(t, x) ∈ [t+,∞)× Rn | Q2(t)[A′(t)P1(t)x+B(t)x− f(t, x)] = 0}, (1.21)

L̂t+ = {(t, x) ∈ [t+,∞)× Rn | Q2(t)[B(t)x− f(t, x)] = 0}. (1.22)

Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ (t0, x0) ∈ Lt+ ((t0, x0) ∈ L̂t+) äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ÿâëÿåò-
ñÿ îäíèì èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) (çàäà÷è
Êîøè (1.2), (1.3)). Íà÷àëüíàÿ òî÷êà (t0, x0), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ
ñîãëàñîâàííîé íà÷àëüíîé òî÷êîé (ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ t0, x0 íàçûâàþòñÿ
ñîãëàñîâàííûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè).

Ýòî çàìå÷àíèå ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè ÄÀÓ (1.1) è ÄÀÓ (1.2) ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìàì
(1.10), (1.11) è (1.16), (1.17).

Â ôîðìóëàõ (1.21), (1.22) ÷èñëî t+ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì. Â ÷àñòíîñòè, â äàëüíåéøåì áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå LT äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþùåãî âèä Lt+ , ãäå t+ = T.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàôèêè ðåøåíèé x(t) ÄÀÓ (1.1) è ÄÀÓ (1.2) (ò.å. ìíîæåñòâà òî÷åê (t, x(t)),

ãäå t èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ x(t)) äîëæíû ëåæàòü â ìíîãîîáðàçèÿõ Lt+ è L̂t+
ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü D ⊂ Rn � íåêîòîðàÿ îáëàñòü, ñî-
äåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò. Ôóíêöèÿ W ∈ C(D,R) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé,
åñëè W (x) > 0 ïðè âñåõ x 6= 0 è W (0) = 0. Ôóíêöèÿ V ∈ C([t+,∞)×D,R) íàçûâàåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, åñëè V (t, 0) ≡ 0 è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ
ôóíêöèÿ W ∈ C(D,R), ÷òî V (t, x) >W (x) ïðè âñåõ x 6= 0, t ∈ [t+,∞).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð-ôóíêöèþ H : J → L(X), ãäå X � íåêîòîðîå
ëèíåéíîå êîíå÷íîìåðíîå èëè ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è J ⊆ R � íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê.
Îïåðàòîð H(t) ∈ L(X) (t ∈ J), ÿâëÿþùèéñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì ïðè êàæäîì t ∈ J, áóäåì íà-
çûâàòü ïðîñòî ñàìîñîïðÿæ¼ííûì. Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèÿìè èç [17, ñ. 50, 51, 209] ââåä¼ì
ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð H(t) ∈ L(X) (t ∈ J) íàçûâàåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì, åñëè (H(t)x, x) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ J, x 6= 0. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð H(t)
íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì èëè ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà H0 > 0 òàêàÿ, ÷òî (H(t)x, x) > H0‖x‖2 äëÿ âñåõ t, x.

Îïåðàòîð-ôóíêöèÿ H : J → L(X) íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîé, åñëè îïåðàòîð H(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì. Ñàìîñîïðÿæ¼ííàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ H : J → L(X) íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíîé, åñëè îïåðàòîð H(t) ïîëîæèòåëåí, è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé èëè ðàâ-
íîìåðíî ïîëîæèòåëüíîé, åñëè îïåðàòîð H(t) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í.

Åñëè X � ëèíåéíîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð H ∈ L(X)
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì è ïîëîæèòåëüíûì (ò.å. (Hx, x) > 0 ïðè âñåõ x 6= 0), òî îí ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì (ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûì): (Hx, x) > H0‖x‖2, ãäå
H0 = inf

‖x‖=1
(Hx, x) > 0 [17]. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî îïåðàòîðà H(t) ìîæíî áðàòü

H0 = inf
‖x‖=1
t∈[t+,∞)

(H(t)x, x).

Ñëåäóÿ [13], ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

v′ 6 χ(t, v), (1.23)

v′ > χ(t, v), (1.24)

ãäå χ ∈ C([t+,∞)× (0,∞),R) (â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå
ñêàëÿðíûå ôóíêöèè v ∈ C1([t+,∞), (0,∞)), óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîìó èç ýòèõ íåðàâåíñòâ).
Åñëè ôóíêöèÿ χ(t, v) èìååò âèä

χ(t, v) = k(t)U(v),

ãäå k ∈ C([t+,∞),R) è U ∈ C(0,∞) (ò.å. U ∈ C((0,∞), (0,∞))), òî âåðíû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ [13, ñ. 132�133]: åñëè

∫∞
v0

(U(v))−1 dv =∞ (v0 > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà), òî íåðàâåí-
ñòâî (1.23) íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé v(t) ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì îïðåäåëåíèÿ; åñëè∫∞
v0

(U(v))−1 dv = ∞ è
∫∞
t0
k(t) dt < ∞ (t0 > t+ � íåêîòîðîå ÷èñëî), òî íåðàâåíñòâî (1.23)

íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ íåîãðàíè÷åííûõ ïðè t > t+ ðåøåíèé; åñëè
∫∞
v0

(U(v))−1 dv < ∞ è∫∞
t0
k(t) dt =∞, òî íåðàâåíñòâî (1.24) íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåìûõ

ðåøåíèé (ò.å. ðåøåíèé, îïðåäåë¼ííûõ íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå [t+,∞)).
Èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà âèäà (1.23), (1.24), Æ. Ëà-Ñàëëü ïîëó÷èë óñëî-

âèÿ íåîãðàíè÷åííîé ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé, óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè (ðåøåíèÿ èìå-
þò êîíå÷íîå âðåìÿ îïðåäåëåíèÿ) ïî Ëàãðàíæó ÎÄÓ x′ = f(t, x) [13]. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäå-
ëåíèÿ äëÿ (ÿâíîãî) ÎÄÓ ïðèâåäåíû â [13]. Íèæå äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ÄÀÓ.

2. Ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé ÄÀÓ.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì èëè

íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåìûì, åñëè îíî ñóùåñòâóåò íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå [t0,∞). Ðåøåíèå x(t)
çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì
è îãðàíè÷åííûì, ò.å. x(t) ñóùåñòâóåò íà [t0,∞) è sup

t∈[t0,∞)
‖x(t)‖ <∞.
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ îïðåäåëå-
íèÿ, åñëè îíî ñóùåñòâóåò íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå [t0, T ) è íåîãðàíè÷åííî íà í¼ì,
ò.å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî T > t0 (T < ∞) òàêîå, ÷òî lim

t→T−0
‖x(t)‖ = ∞. Ðåøåíèå x(t) çàäà-

÷è Êîøè (1.1), (1.3) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó, åñëè îíî èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ
îïðåäåëåíèÿ.

Åñëè ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó, òî òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî îíî �âçðûâàåòñÿ� èëè �óõî-
äèò íà áåñêîíå÷íîñòü� çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Óðàâíåíèå (1.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó äëÿ íà÷àëüíîé
òî÷êè (t0, x0), åñëè äëÿ ýòîé íà÷àëüíîé òî÷êè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) óñòîé÷èâî ïî
Ëàãðàíæó.

Óðàâíåíèå (1.1) óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó, åñëè êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3)
óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó (ò.å. óðàâíåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó äëÿ êàæäîé ñîãëàñîâàííîé
íà÷àëüíîé òî÷êè).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Óðàâíåíèå (1.1) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó äëÿ íà÷àëü-
íîé òî÷êè (t0, x0), åñëè äëÿ ýòîé íà÷àëüíîé òî÷êè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) íåóñòîé-
÷èâî ïî Ëàãðàíæó.

Óðàâíåíèå (1.1) íåóñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó, åñëè êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3)
íåóñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó.

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ ÄÀÓ (1.2) (çàäà÷è Êîøè (1.2), (1.3)).
2.1. Ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ÄÀÓ. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç U cR(0) áóäåì îáîçíà÷àòü

ìíîæåñòâî {z ∈ Rn | ‖z‖ > R} (R > 0).
Òåîðåìà 2.1 (ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ÄÀÓ (1.1)). Ïóñòü f ∈ C([t+,∞) × Rn,Rn),

∂f/∂x ∈ C([t+,∞)×Rn,L(Rn)), A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)), ïó÷îê λA(t)+B(t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)), è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé xp2(t) ∈ X2(t)
òàêîé, ÷òî

(t, xp1(t) + xp2(t)) ∈ Lt+ ; (2.1)

2) äëÿ êàæäûõ t∗ ∈ [t+,∞), x∗p1(t∗) ∈ X1(t∗), x∗p2(t∗) ∈ X2(t∗) òàêèõ, ÷òî

(t∗, x
∗
p1(t∗) + x∗p2(t∗)) ∈ Lt+ ,

îïåðàòîð Φt∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗), îïðåäåë¼ííûé êàê

Φt∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) =

[
∂

∂x
[Q2(t∗)f(t∗, x

∗
p1(t∗) + x∗p2(t∗))]−B(t∗)

]
P2(t∗) : X2(t∗)→ Y2(t∗), (2.2)

îáðàòèì;
3) ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ k ∈ C([t+,∞),R), ôóíêöèÿ U ∈ C(0,∞), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ñîîòíîøåíèþ
∫∞
v0

(U(v))−1 dv =∞ (v0 > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà), ÷èñëî R > 0 è ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C1([t+,∞)× U cR(0),R) òàêèå, ÷òî
3.1) V (t, z) → ∞ ðàâíîìåðíî ïî t íà êàæäîì êîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå [a, b) ⊂ [t+,∞)

ïðè ‖z‖ → ∞;
3.2) äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t), xp2(t) ∈ X2(t) òàêèõ, ÷òî (t, xp1(t) + xp2(t)) ∈

∈ Lt+ è ‖xp1(t)‖ > R, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V ′(1.14)(t, xp1(t)) 6 k(t)U(V (t, xp1(t))), (2.3)

ãäå V ′(1.14)(t, xp1(t)) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.14) (ãäå xp1(t) = z(t)):

V ′(1.14)(t, xp1(t)) =
∂V

∂t
(t, xp1(t)) +

(
∂V

∂z
(t, xp1(t)), [P ′1(t)−G−1(t)Q1(t)[A′(t) +B(t)]]xp1(t) +

+G−1(t)Q1(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))

)
. (2.4)

Òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Lt+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî âûøå, ÄÀÓ (1.1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå (1.12), (1.13) èëè
(1.14), (1.15). Ââåä¼ì îòîáðàæåíèÿ Π, F ∈ C([t+,∞)×Rn×Rn,Rn), îïðåäåëèâ èõ ðàâåíñòâàìè

Π(t, z, u) = [P ′1(t)−G−1(t)Q1(t)[A′(t) +B(t)]]P1(t)z +G−1(t)Q1(t)f(t, P1(t)z + P2(t)u), (2.5)

F (t, z, u) = G−1(t)Q2(t)[f(t, P1(t)z + P2(t)u)−A′(t)P1(t)z]− u. (2.6)

Ýòè îòîáðàæåíèÿ èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî z è ïî u íà
[t+,∞) × Rn × Rn. Çàïèøåì ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äëÿ îòîáðàæåíèÿ F (t, z, u) (çàìåòèì,
÷òî Q2(t)A′(t) = Q2(t)A′(t)P1(t)) :

∂

∂z
F (t, z, u) = G−1(t)

∂

∂x
[Q2(t)f(t, P1(t)z + P2(t)u)]P1(t)−G−1(t)Q2(t)A′(t), (2.7)

∂

∂u
F (t, z, u) = G−1(t)

∂

∂x
[Q2(t)f(t, P1(t)z + P2(t)u)]P2(t)− IRn =

= G−1(t)Φt,P1(t)z,P2(t)uP2(t)− P1(t), (2.8)

ãäå Φt,P1(t)z,P2(t)u � îïåðàòîð (2.2), è îáîçíà÷èì Φ̃t,z,u = Φt,P1(t)z,P2(t)u.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

z′(t) = Π(t, z(t), u(t)), (2.9)

F (t, z(t), u(t)) = 0. (2.10)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå ëåììû.
Ëåììà 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÄÀÓ (1.1) íà [t0, t1) è óäîâëåòâîðÿåò

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.3), òî ôóíêöèè z(t) = P1(t)x(t), u(t) = P2(t)x(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (2.9), (2.10) íà [t0, t1) è óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì z(t0) = P1(t0)x0,
u(t0) = P2(t0)x0 è âêëþ÷åíèÿì z ∈ C1([t0, t1),Rn), u ∈ C([t0, t1),Rn).

Îáðàòíî, åñëè ôóíêöèè z ∈ C1([t0, t1),Rn), u ∈ C([t0, t1),Rn) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-
ìû (2.9), (2.10) íà [t0, t1) è óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì z(t0) = P1(t0)x0, u(t0) =
= P2(t0)x0, òî P1(t)z(t) = z(t), P2(t)u(t) = u(t) è ôóíêöèÿ x(t) = z(t) + u(t) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ÄÀÓ (1.1) íà [t0, t1) è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÄÀÓ (1.1) íà [t0, t1) è óäî-
âëåòâîðÿåò (1.3). Çàìåòèì, ÷òî (t0, x0) ∈ Lt+ , òàê êàê ÄÀÓ (1.1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå (1.10),
(1.11) è ïðè t = t0 (òîãäà x(t0) = x0) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.11) (çàìå÷àíèå 1.2). Ïîñêîëüêó
ÄÀÓ (1.1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå (1.12), (1.13), òî ôóíêöèè z(t) = P1(t)x(t), u(t) = P2(t)x(t),
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.12), (1.13) íà [t0, t1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.9),
(2.10). Î÷åâèäíî, ÷òî z(t0) = P1(t0)x0 è u(t0) = P2(t0)x0. Ãëàäêîñòü ôóíêöèé z(t), u(t) ñëå-
äóåò èç ãëàäêîñòè ôóíêöèè x(t) è ïðîåêòîðîâ Pi(t), i=1, 2.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèè z ∈ C1([t0, t1),Rn), u ∈ C([t0, t1),Rn) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
(2.9), (2.10) íà [t0, t1) è z(t0) = P1(t0)x0, u(t0) = P2(t0)x0. Î÷åâèäíî, ÷òî (t0, x0) ∈ Lt+ .
Óìíîæèâ óðàâíåíèå (2.10) íà P1(t) è íà P2(t), áóäåì èìåòü P1(t)u(t) ≡ 0 è P2(t)u(t) ≡ u(t).
Óìíîæèâ óðàâíåíèå (2.9) íà P2(t), ïîëó÷èì, ÷òî z(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ P2(t)z′(t) =
= P2(t)P ′1(t)P1(t)z(t). Òàê êàê P2(t)z′(t) = [P2(t)z(t)]′ − P ′2(t)z(t), P2(t)P ′1(t) = −P ′2(t)P1(t) è
z(t0) ∈ X1(t0), òî ôóíêöèÿ P2(t)z(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ [P2(t)z(t)]′ = P ′2(t)[P2(t)z(t)] è
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ P2(t0)z(t0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, P2(t)z(t) ≡ 0 è, çíà÷èò, P1(t)z(t) ≡ z(t).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ x(t) = z(t) + u(t) òàêîâà, ÷òî P1(t)x(t) = z(t) è P2(t)x(t) = u(t).
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ x(t) = z(t)+u(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.12), (1.13) íà [t0, t1)
è x(t0) = x0. Ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÄÀÓ (1.1) íà [t0, t1) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(1.3). Ëåììà äîêàçàíà.

Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1 ïîêàçàíî, ÷òî åñëè u(t) ∈ Rn óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (2.10),
ò.å. F (t, z(t), u(t)) = 0, òî u(t) = P2(t)u(t), ò.å. u(t) ∈ X2(t).

Ëåììà 2.2. Äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞), z ∈ Rn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé u ∈ X2(t)
òàêîé, ÷òî

F (t, z, u) = 0. (2.11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî F (t, z, u) = F (t, P1(t)z, u) äëÿ ëþáîãî z ∈ Rn è ÷òî
(t, xp1(t) + xp2(t)) ∈ Lt+ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t, xp1(t), xp2(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ (1.15) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, t, z(t) = xp1(t), u(t) = xp2(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
(2.10) (ò.å. F (t, xp1(t), xp2(t)) = 0). Çíà÷èò â ñèëó óñëîâèÿ 1) äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞) è z ∈ Rn
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé u = xp2(t) ∈ X2(t) òàêîé, ÷òî (t, P1(t)z+u) ∈ Lt+ , ò.å. F (t, z, u) = 0.
Ëåììà äîêàçàíà.

Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó (t0, x0) ∈
∈ Lt+ è ëþáûå ôèêñèðîâàííûå t∗ ∈ [t0,∞), z∗ ∈ Rn, ãäå z∗ = P1(t∗)x0 ïðè t∗ = t0.
Ïî ëåììå 2.2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé u∗ ∈ X2(t∗) (u∗ = P2(t∗)x0 ïðè t∗ = t0) òàêîé,
÷òî F (t∗, z∗, u∗) = 0. Ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèÿ 2) îïåðàòîð Φ̃t,z,u îáðàòèì äëÿ êàæäîé òî÷êè
(t, z, u) = (t∗, z∗, u∗) òàêîé, ÷òî u∗ ∈ X2(t∗) è F (t∗, z∗, u∗) = 0 (ò.å. (t∗, P1(t∗)z∗ + u∗) ∈ Lt0),
òî äëÿ òàêèõ (t, z, u) = (t∗, z∗, u∗) îïåðàòîð

Ψt,z,u =
∂

∂u
F (t, z, u) = G−1(t)Φ̃t,z,uP2(t)− P1(t) ∈ L(Rn) (2.12)

èìååò îáðàòíûé [Ψt,z,u]−1 = [Φ̃t,z,u]−1G(t)P2(t)− P1(t) ∈ L(Rn).
Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìàìè î íåÿâíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ñó-

ùåñòâóþò ïðîìåæóòîê Uδ1(t∗) = {t ∈ (t0,∞) : |t− t∗| < δ1} (Uδ1(t0) = [t0, t0 + δ1) ïðè t∗ = t0),
îêðåñòíîñòè Uδ2(z∗) ⊂ Rn è Uδ3(u∗) ⊂ Rn òî÷åê z∗ è u∗ ñîîòâåòñòâåííî è åäèíñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ ν(t, z) ∈ C(Uδ1(t∗)× Uδ2(z∗), Uδ3(u∗)), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî z è òàêàÿ, ÷òî
F (t, z, ν(t, z)) = 0 äëÿ (t, z) ∈ Uδ1(t∗)×Uδ2(z∗), è ν(t∗, z∗) = u∗. Ïîñêîëüêó F (t, z, ν(t, z)) = 0,
ò.å. ôóíêöèÿ u = ν(t, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11), òî ν(t, z) = P2(t)ν(t, z) ∈ X2(t)
äëÿ êàæäîãî (t, z) ∈ Uδ1(t∗)×Uδ2(z∗). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U(t∗, z∗) êàæäîé òî÷êè (t∗, z∗) ∈ [t0,∞) × Rn (ãäå z∗ = P1(t∗)x0 ïðè t∗ = t0) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = νt∗,z∗(t, z) óðàâíåíèÿ (2.11), íåïðåðûâíîå ïî (t, z), íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîå ïî z è òàêîå, ÷òî νt∗,z∗(t, z) ∈ X2(t) äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, z) ∈ U(t∗, z∗).

Ââåä¼ì ôóíêöèþ η : [t0,∞) × Rn → Rn è îïðåäåëèì η(t, z) = νt∗,z∗(t, z) â òî÷êå (t, z) =
= (t∗, z∗) äëÿ êàæäîé òî÷êè (t∗, z∗) ∈ [t0,∞) × Rn. Òîãäà ôóíêöèÿ u = η(t, z) íåïðåðûâíà
ïî (t, z), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî z, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11) è η(t, z) ∈
∈ X2(t) äëÿ (t, z) ∈ [t0,∞) × Rn. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ââåä¼ííîé ôóíêöèè. Äîïóñòèì,
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u = µ(t, z), îáëàäàþùàÿ â íåêîòîðîé òî÷êå (t̃, z̃) ∈ [t0,∞) × Rn òåìè
æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ôóíêöèÿ u = η(t, z). Ïî ëåììå 2.2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð
ũ ∈ X2(t̃) òàêîé, ÷òî (t, z, u) = (t̃, z̃, ũ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.11). Çíà÷èò, η(t̃, z̃) =
= µ(t̃, z̃) = ũ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè òî÷êà (t̃, z̃) ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ
îêðåñòíîñòåé U1(t1, z1) è U2(t2, z2) íåêîòîðûõ òî÷åê (t1, z1), (t2, z2) ∈ [t0,∞)×Rn, â êîòîðûõ
îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ u = νt1,z1(t, z) è u = νt2,z2(t, z) óðàâíåíèÿ (2.11), òî
νt1,z1(t̃, z̃) = νt2,z2(t̃, z̃) = η(t̃, z̃) = ũ. Ýòî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè (t̃, z̃) ∈ [t0,∞) × Rn,
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u = η(t, z) ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ u = η(t, z) â (2.5) è îáîçíà÷èì Π̃(t, z) = Π(t, z, η(t, z)). Òîãäà óðàâíå-
íèå (2.9) ïðèìåò âèä

z′(t) = Π̃(t, z(t)). (2.13)

Âñëåäñòâèå ñâîéñòâ ôóíêöèé η è Π ôóíêöèÿ Π̃ íåïðåðûâíà ïî (t, z) è íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà ïî z íà [t0,∞) × Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z =
= ζ(t) óðàâíåíèÿ (2.13) íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [t0, α), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ ζ(t0) = z0, ãäå z0 = P1(t0)x0. Ðåøåíèå ζ(t) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà ìàêñèìàëüíûé
ïðîìåæóòîê [t0, ω) (ω 6 ∞) ñóùåñòâîâàíèÿ (ò.å. äî íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ), è ýòî ïðî-
äîëæåíèå åäèíñòâåííî (ñì., íàïðèìåð, [18, ñ. 16]).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè z = ζ(t) è u = η(t, ζ(t)) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.9), (2.10) íà
[t0, ω) è óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ζ(t0) = z0 = P1(t0)x0, η(t0, z0) = P2(t0)x0, òî
ïî ëåììå 2.1 ζ(t) = P1(t)ζ(t) ∈ X1(t), η(t, ζ(t)) = P2(t)η(t, ζ(t)) ∈ X2(t) äëÿ âñåõ t ∈ [t0, ω),
à ôóíêöèÿ x(t) = ζ(t) + η(t, ζ(t)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÄÀÓ (1.1) íà [t0, ω) è óäîâëåòâîðÿåò
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íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.3). Èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ u = η(t, z) óðàâíåíèÿ (2.11) è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ z = ζ(t) óðàâíåíèÿ (2.13) ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ z = ζ(t),
u = η(t, ζ(t)) ñèñòåìû (2.9), (2.10) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ x(t) ÄÀÓ (1.1) íà [t0, ω).

Â ñèëó òåîðåì î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ ëèáî ω =∞, ò.å. ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ z = ζ(t) óðàâíåíèÿ (2.13) ñîâïàäàåò ñ [t0,∞), ëèáî ω <∞ è lim

t→ω−0
‖ζ(t)‖ =∞,

ò.å. ðåøåíèå èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ îïðåäåëåíèÿ [t0, ω). Äîêàæåì, ÷òî ω =∞. Íàïîìíèì, ÷òî
ζ(t) = P1(t)x(t) = xp1(t), η(t, ζ(t)) = P2(t)x(t) = xp2(t), ãäå x(t) = ζ(t) + η(t, ζ(t)) � ðåøå-
íèå ÄÀÓ (1.1), à òàêæå, ÷òî ÄÀÓ (1.1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå (1.14), (1.15) è ñîîòâåòñòâåííî
ôóíêöèè xp1(t) = ζ(t), xp2(t) = η(t, ζ(t)) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.14), (1.15) (z =
= ζ(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.13), ñîâïàäàþùåãî ñ óðàâíåíèåì (1.14) ïðè xp1(t) = P1(t)z(t),
xp2(t) = η(t, z(t))). Äîïóñòèì, ÷òî ω < ∞ (çíà÷èò, lim

t→ω−0
‖ζ(t)‖ = ∞). Òîãäà ñóùåñòâóåò

t1 ∈ (t0, ω) òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì t ∈ [t1, ω) ðåøåíèå ζ(t) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå E =
= {x ∈ Rn | (t, x) ∈ Lt0 , ‖P1(t)x‖ > R0 > R} ⊂ U cR(0). Â ñèëó óñëîâèÿ 3) äëÿ âñåõ t > t1
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.13) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

V ′(2.13)(t, ζ(t)) =
∂V

∂t
(t, ζ(t)) +

(
∂V

∂z
(t, ζ(t)), Π̃(t, ζ(t))

)
6 k(t)U(V (t, ζ(t))). (2.14)

Çíà÷èò, ïðè t > t1 ôóíêöèÿ v(t) = V (t, ζ(t)) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ðåøåíèåì äèôôåðåí-
öèàëüíîãî íåðàâåíñòâà

v′ 6 k(t)U(v). (2.15)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ðåøåíèå ζ(t) èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ îïðåäåëåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, è
ôóíêöèÿ v(t) èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ îïðåäåëåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî
óñëîâèþ 3), k ∈ C([t+,∞),R), à äëÿ ôóíêöèè U ∈ C(0,∞) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå∫∞
v0

(U(v))−1 dv = ∞, òî íåðàâåíñòâî (2.15) íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ñ êîíå÷íûì
âðåìåíåì îïðåäåëåíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ω =∞ è ðåøåíèå
ζ(t) ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) = ζ(t) + η(t, ζ(t)) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) íà [t0,∞). Ïîñêîëüêó (t0, x0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç
Lt+ , òî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ äîêàçàíî äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé
òî÷êè (t0, x0) ∈ Lt+ . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àääèòèâíûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû â s-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Z íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìà èç s ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ïðîåêòîðîâ {Θk}sk=1 (ïðîåêòîðû îäíîìåðíû), Θk ∈ L(Z),
êîòîðûå â ñóììå äàþò òîæäåñòâåííûé (åäèíè÷íûé) îïåðàòîð IZ â Z, ò.å. ΘiΘj = δijΘi è
IZ =

∑s
k=1 Θk [9]. Àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû ïîðîæäàåò ðàçëîæåíèå Z = Z1+̇ . . . +̇Zs

ïðîñòðàíñòâà Z â ïðÿìóþ ñóììó îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Zk = ΘkZ, à ñèñòåìà âåêòîðîâ
{zk ∈ Z}sk=1 òàêèõ, ÷òî zk 6= 0 è zk = Θkzk, îáðàçóåò áàçèñ â Z.

Íèæå äàíî îïðåäåëåíèå áàçèñíîé îáðàòèìîñòè, ââåä¼ííîå â [9].
Îïðåäåëåíèå 2.5. Îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Φ: D → L(W,Z), ãäå W, Z � s-ìåðíûå ëèíåéíûå

ïðîñòðàíñòâà è D ⊂W, íàçûâàåòñÿ áàçèñíî îáðàòèìîé íà îòðåçêå [ŵ, w̃] ⊂ D (íà ïðîìåæóòêå
J ⊂ D), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî àääèòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû {Θk}sk=1 â ïðîñòðàíñòâå Z è
äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ {wk}sk=1 ⊂ [ŵ, w̃] ({wk}sk=1 ⊂ J) îïåðàòîð Λ =

∑s
k=1 ΘkΦ(wk) ∈

∈ L(W,Z) èìååò îáðàòíûé Λ−1 ∈ L(Z,W ).
Î÷åâèäíî, ÷òî èç áàçèñíîé îáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿ Φ íà ïðîìåæóòêå J ⊂ D ñëåäóåò

îáðàòèìîñòü Φ íà J, ò.å. äëÿ êàæäîé òî÷êè w∗ ∈ J å¼ îáðàç Φ(w∗) ïðè îòîáðàæåíèè Φ
ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì îïåðàòîðîì. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî (ñì. [10, ïðèìåð 2.1]), êðîìå
ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîñòðàíñòâà W, Z îäíîìåðíû.

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî áàçèñíîé îáðàòèìîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà àääèòèâíîãî ðàçëîæå-
íèÿ åäèíèöû èëè áàçèñà â Z.

Åñëè â óñëîâèè 2) òåîðåìû 2.1 çàìåíèòü òðåáîâàíèå îáðàòèìîñòè íà òðåáîâàíèå áàçèñíîé
îáðàòèìîñòè, òî â óñëîâèè 1) íå íóæíî òðåáîâàòü åäèíñòâåííîñòè xp2(t) (ñì. ôîðìóëèðîâêó
òåîðåìû íèæå).
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Òåîðåìà 2.2 (ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ÄÀÓ (1.1)). Ïóñòü f ∈ C([t+,∞) × Rn,Rn),
∂f/∂x ∈ C([t+,∞)×Rn,L(Rn)), A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)), ïó÷îê λA(t)+B(t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)), è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t) ñóùåñòâóåò xp2(t) ∈ X2(t) òàêîé, ÷òî âåðíî
âêëþ÷åíèå (2.1);

2) äëÿ êàæäûõ t∗ ∈ [t+,∞), x∗p1(t∗) ∈ X1(t∗), xip2(t∗) ∈ X2(t∗), i = 1, 2, òàêèõ, ÷òî

(t∗, x
∗
p1(t∗) + xip2(t∗)) ∈ Lt+ , i = 1, 2, îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Φt∗,x∗p1 (t∗)(xp2(t∗)), îïðåäåë¼ííàÿ êàê

Φt∗,x∗p1 (t∗) : X2(t∗)→ L(X2(t∗), Y2(t∗)),

Φt∗,x∗p1 (t∗)(xp2(t∗)) =

[
∂

∂x
[Q2(t∗)f(t∗, x

∗
p1(t∗) + xp2(t∗))]−B(t∗)

]
P2(t∗),

(2.16)

áàçèñíî îáðàòèìà íà [x1
p2(t∗), x

2
p2(t∗)];

3) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3) òåîðåìû 2.1.
Òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Lt+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíîå

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3).
Çàìå÷àíèå 2.1. Â ñëó÷àå, åñëè ïðîñòðàíñòâî X2(t) îäíîìåðíî, óñëîâèå 2) òåîðåìû 2.2

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 2) òåîðåìû 2.1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, ðàññìîòðèì îòîáðà-

æåíèÿ (2.5), (2.6) è ñèñòåìó (2.9), (2.10). ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî z è ïî u îòîáðàæåíèÿ
F (t, z, u) (2.6) èìåþò âèä (2.7), (2.8), ãäå â (2.8) îïåðàòîð Φt,P1(t)z,P2(t)u çàìåí¼í íà îïåðàòîð-
ôóíêöèþ Φt,P1(t)z(P2(t)u) (ñì. (2.16)), ò.å.

∂

∂u
F (t, z, u)=G−1(t)

∂

∂x
[Q2(t)f(t, P1(t)z+P2(t)u)]P2(t)−IRn=G−1(t)Φt,P1(t)z(P2(t)u)P2(t)−P1(t).

Îáîçíà÷èì Φ̃t,z(u) = Φt,P1(t)z(P2(t)u) è ââåä¼ì îïåðàòîð-ôóíêöèþ

Ψt,z : Rn → L(Rn), Ψt,z(u) =
∂

∂u
F (t, z, u) = G−1(t)Φ̃t,z(u)P2(t)− P1(t). (2.17)

Â ñèëó áàçèñíîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîð-ôóíêöèè (2.16) äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ t∗∈ [t+,∞),
z∗ ∈ Rn, ui∗ ∈ X2(t∗), i = 1, 2, òàêèõ, ÷òî F (t∗, z∗, u

i
∗) = 0 (ò.å. (t∗, P1(t∗)z∗ + ui∗) ∈ Lt+), îïå-

ðàòîð-ôóíêöèÿ Φ̃t∗,z∗ ÿâëÿåòñÿ áàçèñíî îáðàòèìîé íà [u1
∗, u

2
∗]. Ýòî ñâîéñòâî ïîíàäîáèòñÿ äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.2 (ñì. íèæå). Èç áàçèñíîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîð-ôóíêöèè Φ̃t∗,z∗(u)
ñëåäóåò òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ Rn, u∗ ∈ X2(t∗) òàêèõ, ÷òî
F (t∗, z∗, u∗) = 0, ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð [Φ̃t∗,z∗(u∗)]

−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ
òî÷åê (t∗, z∗, u∗) îïåðàòîð Ψt∗,z∗(u∗) èìååò îáðàòíûé

[Ψt∗,z∗(u∗)]
−1 = [Φ̃t∗,z∗(u∗)]

−1G(t∗)P2(t∗)− P1(t∗) ∈ L(Rn).

Ëåììû 2.1 è 2.2 îñòàþòñÿ â ñèëå, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2 ìåíÿåòñÿ.
Äîêàæåì ëåììó 2.2, èñõîäÿ èç óñëîâèé òåîðåìû 2.2. Â ñèëó óñëîâèÿ 1) (çäåñü íå òðåáóåòñÿ

ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî xp2(t), â îòëè÷èå îò óñëîâèÿ 1) òåîðåìû 2.1) äëÿ êàæäûõ t ∈
∈ [t+,∞), z ∈ Rn ñóùåñòâóåò u ∈ X2(t), ïðè êîòîðîì (t, P1(t)z + u) ∈ Lt+ , ò.å. F (t, z, u) = 0.
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ýëåìåíòà u. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå t∗ ∈
∈ [t+,∞), z∗ ∈ Rn, ui∗ ∈ X2(t∗), i = 1, 2, òàêèå, ÷òî F (t∗, z∗, u

i
∗) = 0. Áàçèñíàÿ îáðàòèìîñòü

îïåðàòîð-ôóíêöèè Φ̃t∗,z∗(u) íà [u1
∗, u

2
∗] îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê {uk}dk=1 ⊂

⊂ [u1
∗, u

2
∗] îïåðàòîð

Λ1 =

d∑
k=1

Θ̃k(t∗)Φ̃t∗,z∗(uk) ∈ L(X2(t∗), Y2(t∗)), (2.18)
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ãäå {Θ̃k(t∗)}dk=1 � íåêîòîðîå àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû â Y2(t∗) è d = dimY2(t) =

= dimX2(t), t ∈ [t+,∞) (ñì. çàìå÷àíèå 1.1), èìååò îáðàòíûé Λ−1
1 ∈ L(Y2(t∗), X2(t∗)). Ïî-

ñêîëüêó îïåðàòîð Q2(t∗) (ñóæåííûé íà Y2(t∗)) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì â Y2(t∗) (òàê êàê
Q2(t∗)y∗ = y∗ ïðè ëþáîì y∗ ∈ Y2(t∗)), òî âûáåðåì {Θ̃k(t∗)}dk=1 òàê, ÷òîáû

∑d
k=1 Θ̃k(t∗) =

= Q2(t∗)|Y2(t∗), ò.å. {Θ̃k(t∗)}dk=1 � àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû Q2(t∗)|Y2(t∗) â Y2(t∗). Òîã-

äà ñèñòåìà {Θk(t∗)}dk=1 ïðîåêòîðîâ Θk(t∗) = G−1(t∗)Θ̃k(t∗)G(t∗)|X2(t∗) áóäåò àääèòèâíûì

ðàçëîæåíèåì åäèíèöû P2(t∗)|X2(t∗) â X2(t∗) (
∑d

k=1 Θk(t∗) = P2(t∗)|X2(t∗)). Çàìåòèì, ÷òî
F (t∗, z∗, u∗) = P2(t∗)F (t∗, z∗, u∗) ïðè ëþáûõ t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ Rn, u∗ ∈ X2(t∗). Ïðîåêöèè
Fk(t∗, z∗, u∗) = Θk(t∗)F (t∗, z∗, u∗) = Θk(t∗)P2(t∗)F (t∗, z∗, u∗), ãäå u∗ ∈ X2(t∗), ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèÿìè ñî çíà÷åíèÿìè â îäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Θk(t∗)X2(t∗), èçîìîðôíûõ R. Ñîãëàñíî
ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ñóùåñòâóåò òî÷êà uk ∈ [u1

∗, u
2
∗] òàêàÿ, ÷òî

Fk(t∗, z∗, u
2
∗)− Fk(t∗, z∗, u1

∗) =
∂

∂u
Fk(t∗, z∗, uk)(u

2
∗ − u1

∗) =

= Θk(t∗)P2(t∗)
∂

∂u
F (t∗, z∗, uk)(u

2
∗ − u1

∗) = Θk(t∗)P2(t∗)Ψt∗,z∗(uk)(u
2
∗ − u1

∗), k = 1, d.

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïî k è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà F (t∗, z∗, u
i
∗) = 0 (i = 1, 2),

ïîëó÷àåì

d∑
k=1

Θk(t∗)P2(t∗)Ψt∗,z∗(uk)(u
2
∗ − u1

∗) = G−1(t∗)
d∑

k=1

Θ̃k(t∗)Φ̃t∗,z∗(uk)(u
2
∗ − u1

∗) =

= G−1(t∗)Λ1(u2
∗ − u1

∗) = 0.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò îïåðàòîð Λ−1
1 , òî u2

∗ = u1
∗. Ëåììà äîêàçàíà.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.1 (ñì. ÷àñòü äîêàçà-
òåëüñòâà ïîñëå ëåììû 2.2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3 (ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ÄÀÓ (1.2)). Ïóñòü f ∈ C1([t+,∞) × Rn,Rn),
A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)), ïó÷îê λA(t) +B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), â êîòîðîì C2 ∈
∈ C1([t+,∞), (0,∞)), è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé xp2(t) ∈ X2(t)
òàêîé, ÷òî

(t, xp1(t) + xp2(t)) ∈ L̂t+ ; (2.19)

2) äëÿ êàæäûõ t∗ ∈ [t+,∞), x∗p1(t∗) ∈ X1(t∗), x∗p2(t∗) ∈ X2(t∗) òàêèõ, ÷òî

(t∗, x
∗
p1(t∗) + x∗p2(t∗)) ∈ L̂t+ ,

îïåðàòîð Φt∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) (2.2) îáðàòèì;

3) ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ k ∈ C([t+,∞),R), ôóíêöèÿ U ∈ C(0,∞), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèþ

∫∞
v0

(U(v))−1 dv =∞ (v0 > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà), ÷èñëî R > 0 è ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C1([t+,∞)× U cR(0),R) òàêèå, ÷òî
3.1) V (t, z) → ∞ ðàâíîìåðíî ïî t íà êàæäîì êîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå [a, b) ⊂ [t+,∞)

ïðè ‖z‖ → ∞;
3.2) äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t), xp2(t) ∈ X2(t) òàêèõ, ÷òî (t, xp1(t) + xp2(t)) ∈

∈ L̂t+ è ‖xp1(t)‖ > R, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V ′(1.19)(t, xp1(t)) 6 k(t)U(V (t, xp1(t))), (2.20)

ãäå V ′(1.19)(t, xp1(t)) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.19) (ãäå xp1(t) = z(t)):

V ′(1.19)(t, xp1(t)) =
∂V

∂t
(t, xp1(t)) +

(
∂V

∂z
(t, xp1(t)), G−1(t)[−B(t)xp1(t) +
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+Q1(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))] + P ′1(t)[xp1(t) + xp2(t)]

)
. (2.21)

Òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ L̂t+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.2), (1.3).

Òåîðåìà 2.4 (ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ÄÀÓ (1.2)). Ïóñòü f ∈ C1([t+,∞) × Rn,Rn),
A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)), ïó÷îê λA(t) + B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), â êîòîðîì C2 ∈
∈ C1([t+,∞), (0,∞)), è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t) ñóùåñòâóåò xp2(t) ∈ X2(t) òàêîé, ÷òî âåðíî
âêëþ÷åíèå (2.19);

2) äëÿ êàæäûõ t∗ ∈ [t+,∞), x∗p1(t∗) ∈ X1(t∗), xip2(t∗) ∈ X2(t∗), i = 1, 2, òàêèõ, ÷òî

(t∗, x
∗
p1(t∗) + xip2(t∗)) ∈ L̂t+ , i = 1, 2, îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Φt∗,x∗p1 (t∗)(xp2(t∗)) (2.16) áàçèñíî îá-

ðàòèìà íà [x1
p2(t∗), x

2
p2(t∗)];

3) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3) òåîðåìû 2.3.

Òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ L̂t+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.2), (1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè äëÿ ÄÀÓ (1.2) ïðî-
âîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì äëÿ ÄÀÓ (1.1).

Âûøå ïðåäñòàâëåíû òåîðåìû î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïîëóëèíåéíûõ ÄÀÓ áåç èñïîëü-
çîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ óñëîâèé Ëèïøèöà è äðóãèõ ïîäîáíûõ îãðàíè÷åíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñ-
øèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ äàííûõ òåîðåì, ïîñêîëüêó ïîëóëèíåéíûå ÄÀÓ, âîçíèêàþùèå ïðè
ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ, ÷àñòî ñîäåðæàò íåëèíåéíûå ôóíê-
öèè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå òàêèì îãðàíè÷åíèÿì. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû î ãëîáàëüíîé ðàçðå-
øèìîñòè (íà [t0,∞) èëè íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [t0, T ]) ïîëóëèíåéíûõ ÄÀÓ, ñîäåðæàùèå
ãëîáàëüíûå óñëîâèÿ Ëèïøèöà èëè äðóãèå ïîäîáíûå îãðàíè÷åíèÿ, èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [1],
à òàêæå [19], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ àâòîíîìíîå ïîëóÿâíîå ÄÀÓ). Êàê ïðàâèëî, ýòè óñëîâèÿ íà-
êëàäûâàþòñÿ íà �âñþ� íåëèíåéíóþ ÷àñòü ÄÀÓ (îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ), ïðè÷¼ì
íåëèíåéíàÿ �àëãåáðàè÷åñêàÿ ÷àñòü� óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàí-
òîé, ìåíüøåé åäèíèöû. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ ïðèâåä¼ííûõ âûøå òåîðåì
âûïîëíåíû. Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî â äîêàçàííûõ âûøå òåîðåìàõ î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè âìå-
ñòî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé 1), 2) ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû íåëèíåéíàÿ �àëãåáðàè÷åñêàÿ ÷àñòü�
ÄÀÓ (äëÿ ÄÀÓ (1.1) ýòî íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â óðàâíåíèÿõ (1.12) èëè (1.15)) óäîâëåòâîðÿëà
ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé ìåíüøåé åäèíèöû ïî xp2(t).

Èçâåñòíû òàêæå òåîðåìû î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåëè-
íåéíàÿ �àëãåáðàè÷åñêàÿ ÷àñòü� ÄÀÓ íå çàâèñåëà îò ôàçîâîé ïåðåìåííîé (÷òîáû ÄÀÓ ñâîäè-
ëîñü ê ñèñòåìå èç ÿâíîãî íåëèíåéíîãî ÄÓ è ëèíåéíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ). Ïîäîáíûå
îãðàíè÷åíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå îòñóòñòâóþò.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Òåîðåìà 2.1 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè âìåñòî óñëîâèé 1), 2) ïî-
òðåáîâàòü, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà êîíñòàíòà 0 6 α < 1 òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

‖G−1(t)Q2(t)f(t, xp1(t) + x1
p2(t))−G−1(t)Q2(t)f(t, xp1(t) + x2

p2(t))‖ 6 α‖x1
p2(t)− x2

p2(t)‖ (2.22)

âåðíî äëÿ ëþáûõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t) è xip2(t) ∈ X2(t), i = 1, 2.
Çàìå÷àíèå 2.2. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (2.22) ìîæíî çàìåíèòü íà ñëåäóþùåå: ñóùåñòâóåò

êîíñòàíòà 0 6 α < 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t) è xp2(t) ∈ X2(t)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥ ∂∂x [G−1(t)Q2(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))]P2(t)

∥∥∥∥ 6 α. (2.23)

Çàìå÷àíèå 2.3. Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèþ 2.1, èìååò ìåñòî äëÿ òåîðåìû 2.3
(óñëîâèÿ (2.22) è (2.23) íå ìåíÿþòñÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Îáîçíà÷èì

W (t, z, u) = G−1(t)Q2(t)[f(t, P1(t)z + P2(t)u)−A′(t)P1(t)z] (2.24)
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è çàïèøåì óðàâíåíèå (2.11), ò.å. F (t, z, u) = 0, ãäå F (t, z, u) = W (t, z, u)−u (ñì. (2.6)), â âèäå

u = W (t, z, u). (2.25)

Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå W (t, z, u) íåïðåðûâíî ïî (t, z, u) è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî z è ïî u íà [t+,∞)× Rn × Rn.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ u âûïîëíÿåòñÿ (2.25) (èëè (2.11)), òî P1(t)u ≡ 0, ò.å. u ∈ X2(t), è
P2(t)u = W (t, z, u) = W (t, z, P2(t)u). Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå W (t, z, u) êàê
îòîáðàæåíèå W : [t+,∞)×Rn×X2(t)→ X2(t). Â ñèëó óñëîâèÿ (2.22) (êîòîðîå ìîæíî çàìåíèòü
íà (2.23)) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 0 6 α < 1 òàêàÿ, ÷òî

‖W (t, z, u1)−W (t, z, u2)‖ 6 α‖u1 − u2‖ (2.26)

äëÿ ëþáûõ t ∈ [t+,∞), z ∈ Rn, ui ∈ X2(t), i = 1, 2 (çàìåòèì, ÷òî W (t, z, u) = W (t, P1(t)z, u)).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞) è z ∈ Rn îòîáðàæåíèå W (t, z, u) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþ-
ùèì ïî u â X2(t). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè f(t, x), G−1(t), Q2(t),
A′(t) è Pj(t), j = 1, 2, ïðè êàæäîì u∗ ∈ X2(t∗) îòîáðàæåíèå Wu∗(t, z) = W (t, z, u∗) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì ïî (t, z) äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, z) ∈ [t+,∞) × Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìàì
î íåïîäâèæíîé òî÷êå [18, ñ. 108, 110] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ η : [t+,∞) × Rn →
→ X2(t) òàêàÿ, ÷òî η(t, z) = W (t, z, η(t, z)), è η(t, z) íåïðåðûâíà íà [t+,∞)×Rn. Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ u = η(t, z) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.25), òî îíà òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11) (îòíîñèòåëüíî u ∈ X2(t)), è äëÿ ëþáîé òî÷êè
(t0, x0) ∈ Lt+ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî η(t0, P1(t0)x0) = P2(t0)x0.

Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî z è ïî u îòîáðàæåíèÿ W (t, z, u) èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

∂

∂z
W (t, z, u) =

∂

∂z
F (t, z, u)

(ñì. ôîðìóëó (2.7)),

∂

∂u
W (t, z, u) = G−1(t)

∂

∂x
[Q2(t)f(t, P1(t)z + P2(t)u)]P2(t) è

∂

∂u
F (t, z, u) =

∂

∂u
W (t, z, u)− IRn

(ñì. ôîðìóëó (2.8)). Èç (2.26) (òàê æå, êàê èç (2.23)) ñëåäóåò, ÷òî∥∥∥∥ ∂∂uW (t, z, u)

∥∥∥∥ 6 α < 1 (2.27)

äëÿ ëþáûõ t ∈ [t+,∞), z ∈ Rn, u ∈ X2(t). Çàìåòèì, ÷òî P2(t) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì
îïåðàòîðîì â X2(t). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2.27) ïîëó÷àåì, ÷òî (ïî òåîðåìå îá îáðàòèìîñòè
îïåðàòîðà, áëèçêîãî ê òîæäåñòâåííîìó) äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞), z ∈ Rn, u ∈ X2(t) ñóùå-
ñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïåðàòîð [∂W (t, z, u)/∂u−P2(t)]−1 : X2(t)→ X2(t) è
ýòîò îïåðàòîð íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð-ôóíêöèÿ ïî (t, z, u). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ η(t, z) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ W (t, z, u)−P2(t)u = 0 (F (t, z, P2(t)u) = 0) èëè W (t, z, u)−u = 0
(F (t, z, u) = 0 (ñì. (2.11))) îòíîñèòåëüíî u ∈ X2(t) (íàïîìíèì, ÷òî åñëè u óäîâëåòâîðÿåò
(2.25) èëè (2.11), òî u ∈ X2(t)), òî ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåÿâíîé ôóíêöèè îíà
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî z íà [t+,∞) × Rn. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞),
z ∈ Rn, u ∈ X2(t) ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð[

∂

∂u
F (t, z, u)

]−1

=

[
∂

∂u
W (t, z, u)− P2(t)

]−1

P2(t)− P1(t) ∈ L(Rn),

íåïðåðûâíûé êàê îïåðàòîð-ôóíêöèÿ ïî (t, z, u), è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíîñòü ïî (t, z) è
íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî z íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè η(t, z) ìîãóò áûòü óñòà-
íîâëåíû òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ η : [t+,∞) ×
× Rn → X2(t) íåïðåðûâíà ïî (t, z) è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî z íà [t+,∞)× Rn, à
u = η(t, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11).
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Ôóíêöèÿ η(t, z) ñ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè ïîëó÷åíà è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì óñëîâèé 1), 2). Â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû 2.1
àíàëîãè÷íû. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå äîêàçàííîìó âûøå, èìååò ìåñòî äëÿ òåîðåìû 2.2
è å¼ óñëîâèé 1), 2).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.1 âûïîëíåíû, òî óñëîâèÿ òåîðåì 2.1 è 2.2 òàêæå
áóäóò âûïîëíåíû (ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû 2.1
è 2.2 íàêëàäûâàþò áîëåå ñëàáûå îãðàíè÷åíèÿ íà íåëèíåéíóþ ÷àñòü ÄÀÓ, ÷åì óòâåðæäåíèå 2.1.

2.2. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó ÄÀÓ (îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé).
Òåîðåìà 2.5 (óñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó ÄÀÓ (1.1)). Ïóñòü f ∈ C([t+,∞) × Rn,Rn),

∂f/∂x ∈ C([t+,∞)×Rn,L(Rn)), A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)), ïó÷îê λA(t)+B(t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)), è âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 2.1 èëè 1),
2) òåîðåìû 2.2, à òàêæå óñëîâèå

3) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè k ∈ C([t+,∞),R) è U ∈ C(0,∞), äëÿ êîòîðûõ
∫∞
t+
k(t) dt <

<∞ è
∫∞
v0

(U(v))−1 dv =∞ (v0 > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà), ÷èñëî R > 0 è ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C1([t+,∞)× U cR(0),R) òàêèå, ÷òî
3.1) V (t, z)→∞ ðàâíîìåðíî ïî t íà [t+,∞) ïðè ‖z‖ → ∞;
3.2) äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t), xp2(t) ∈ X2(t) òàêèõ, ÷òî (t, xp1(t) + xp2(t)) ∈

∈ Lt+ è ‖xp1(t)‖ > R, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.3).
Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
4.a) äëÿ âñåõ (t, xp1(t)+xp2(t)) ∈ Lt+ , ‖xp1(t)‖ 6M <∞ (M � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà),

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖G−1(t)Q2(t)[f(t, xp1(t) + xp2(t))−A′(t)xp1(t)]‖ 6 KM <∞, (2.28)

ãäå KM = K(M) � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà;
4.b) äëÿ âñåõ (t, xp1(t)+xp2(t)) ∈ Lt+ , ‖xp1(t)‖ 6M <∞ (M � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà),

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖xp2(t)‖ 6 KM <∞, ãäå KM = K(M) � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà;
4.c) äëÿ êàæäîãî t∗ ∈ [t+,∞) ñóùåñòâóåò x̃p2(t∗) ∈ X2(t∗) òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäûõ

x∗pi(t∗) ∈ Xi(t∗), i = 1, 2, äëÿ êîòîðûõ (t∗, x
∗
p1(t∗) + x∗p2(t∗)) ∈ Lt+ , îïåðàòîð-ôóíêöèÿ

Φt∗,x∗p1 (t∗)(xp2(t∗)) (2.16) áàçèñíî îáðàòèìà íà (x̃p2(t∗), x
∗
p2(t∗)] è ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàò-

íûé îïåðàòîð (ò.å. îïåðàòîð Λ−1
1 =[

∑d
k=1Θ̃k(t∗)Φt∗,x∗p1 (t∗)(xp2,k(t∗))]

−1, îáðàòíûé ê îïåðàòîðó

(2.18), ãäå z∗=x∗p1(t∗), {uk=xp2,k(t∗)}dk=1 � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç (x̃p2(t∗), x
∗
p2(t∗)])

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí ïî t∗, xp2(t∗) (ïî t∗, xp2,k(t∗)) íà [t+,∞), (x̃p2(t∗), x
∗
p2(t∗)], à òàêæå

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà sup
t∗∈[t+,∞)

‖x̃p2(t∗)‖ <∞ è

sup
t∈[t+,∞)

‖xp1 (t)‖6M<∞

‖G−1(t)Q2(t)[f(t, xp1(t) + x̃p2(t∗))−A′(t)xp1(t)]‖ <∞ (2.29)

(M � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà).
Òîãäà ÄÀÓ (1.1) óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, äîêàçûâàåì, ÷òî z = ζ(t)

è u = η(t, ζ(t)) (ζ(t) ∈ X1(t), η(t, ζ(t)) ∈ X2(t), (t, ζ(t) + η(t, ζ(t))) ∈ Lt0 äëÿ âñåõ t ∈
[t0,∞)) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.9), (2.10) íà [t0,∞), óäîâëåòâîðÿþùèì
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ζ(t0) = P1(t0)x0, η(t0, ζ(t0)) = P2(t0)x0, ãäå (t0, x0) ∈ Lt+ , è x(t) =
= ζ(t) + η(t, ζ(t)) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3).

Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå z = ζ(t) óðàâíåíèÿ (2.13) îãðàíè÷åíî íà [t0,∞). Äîïóñòèì, ÷òî
ζ(t) íå îãðàíè÷åíî íà [t0,∞). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}∞k=1 ⊂ [t0,∞) òàêàÿ,
÷òî tk → ∞ ïðè k → ∞ è ‖ζ(tk)‖ → ∞ ïðè k → ∞. Òîãäà ôóíêöèÿ v(t) = V (t, ζ(t))
áóäåò ïîëîæèòåëüíûì íåîãðàíè÷åííûì ïðè t > t1 ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà
(2.15), íî â ñèëó óñëîâèÿ 3) (âñëåäñòâèå ñâîéñòâ ôóíêöèé k(t), U(v)) íåðàâåíñòâî (2.15) íå
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èìååò ïîëîæèòåëüíûõ íåîãðàíè÷åííûõ ïðè t > t1 ðåøåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M òàêàÿ, ÷òî

‖ζ(t)‖ 6M, t ∈ [t0,∞). (2.30)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (2.10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(t) = G−1(t)Q2(t)[f(t, P1(t)z(t) + P2(t)u(t))−A′(t)z(t)],

òî
η(t, ζ(t)) = G−1(t)Q2(t)[f(t, ζ(t) + η(t, ζ(t)))−A′(t)ζ(t)]. (2.31)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îöåíêè (2.30) è óñëîâèÿ 4.a) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà KM , ïðè êîòîðîé
äëÿ âñåõ t ∈ [t0,∞) âûïîëíåíà îöåíêà

‖η(t, ζ(t))‖ 6 KM . (2.32)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2.30), èç óñëîâèÿ 4.b) òàêæå çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà KM ,
ïðè êîòîðîé äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0,∞) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.32).

Òåïåðü äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ‖η(t, ζ(t))‖, èñïîëüçóÿ óñëîâèå 4.c). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëü-
íûå ôèêñèðîâàííûå t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ Rn, u∗ ∈ X2(t∗), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
F (t∗, z∗, u∗) = 0 (ò.å. (t∗, P1(t∗)z∗ + u∗) ∈ Lt+). Â ñèëó óñëîâèÿ 4.c) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ũ∗ =

= ũ(t∗) ∈ X2(t∗) òàêîé, ÷òî îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Φ̃t∗,z∗(u) = Φt∗,P1(t∗)z∗(P2(t∗)u) (2.16) áàçèñíî
îáðàòèìà íà (ũ∗, u∗] è ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàòíûé îïåðàòîð, ò.å. îïåðàòîð

Λ−1
1 =

[ d∑
k=1

Θ̃k(t∗)Φ̃t∗,z∗(uk)

]−1

= Λ−1
1 (t∗, z∗, uk) ∈ L(Y2(t∗), X2(t∗)),

îáðàòíûé ê îïåðàòîðó (2.18), ãäå {uk}dk=1 � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç (ũ∗, u∗] (d =

= dimX2(t∗)), {Θ̃k(t∗)}dk=1 � íåêîòîðîå àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû â Y2(t∗), ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åí ïî t∗ è uk íà [t+,∞) è (ũ∗, u∗] ñîîòâåòñòâåííî. Êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.2,
ïðîâåä¼ííîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2, âûáåðåì {Θ̃k(t∗)}dk=1 òàê, ÷òîáû

∑d
k=1 Θ̃k(t∗) =

=Q2(t∗)|Y2(t∗), è âîçüì¼ì àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû P2(t∗)|X2(t∗) â X2(t∗) âèäà {Θk(t∗)=

= G−1(t∗)Θ̃k(t∗)G(t∗)|X2(t∗)}dk=1. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè

Fk(t∗, z∗, u) = Θk(t∗)F (t∗, z∗, u) = Θk(t∗)P2(t∗)F (t∗, z∗, u),

ãäå u ∈ X2(t∗). Ñîãëàñíî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ñóùåñòâóåò òî÷êà uk ∈ (ũ∗, u∗]
òàêàÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Fk(t∗, z∗, u∗)− Fk(t∗, z∗, ũ∗) =
∂

∂u
Fk(t∗, z∗, uk)(u∗ − ũ∗) = Θk(t∗)P2(t∗)Ψt∗,z∗(uk)(u∗ − ũ∗),

k = 1, d, ãäå îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Ψt,z îïðåäåëåíà â (2.17). Ïîñêîëüêó Fk(t∗, z∗, u∗) = 0, òî,
ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ïî k, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð {uk}dk=1 ⊂ (ũ∗, u∗]

òàêîé, ÷òî −F (t∗, z∗, ũ∗) = G−1(t∗)Λ1(u∗−ũ∗). Òàê êàê â ñèëó óñëîâèÿ 4.c) ñóùåñòâóåò Λ−1
1 , òî

u∗ = ũ∗−Λ−1
1 G(t∗)F (t∗, z∗, ũ∗) = ũ∗−Λ−1

1 (Q2(t∗)[f(t∗, P1(t∗)z∗+P2(t∗)ũ∗)−A′(t∗)z∗]−G(t∗)ũ∗).

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ Rn, u∗ ∈ X2(t∗),
äëÿ êîòîðûõ F (t∗, z∗, u∗) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî t∗ ∈ [t0,∞) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

η(t∗, ζ(t∗)) = ũ∗ − Λ−1
1 G(t∗)F (t∗, z∗, ũ∗) =

= ũ∗ − Λ−1
1 G(t∗)(G

−1(t∗)Q2(t∗)[f(t∗, ζ(t∗) + P2(t∗)ũ∗)−A′(t∗)ζ(t∗)]− ũ∗).
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Â ñèëó óñëîâèÿ 4.c) ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ũ∗ = ũ(t∗) îãðàíè÷åíî, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M̃
òàêàÿ, ÷òî ‖ũ∗‖ = ‖ũ(t∗)‖ 6 M̃ <∞ äëÿ êàæäîãî t∗ ∈ [t+,∞). Èç íåïðåðûâíîñòè íåëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ Λ−1

1 = Λ−1
1 (t∗, z∗, uk) ïî t∗, z∗ è êîìïàêòíîñòè øàðà ‖ζ(t∗)‖ 6M, t∗ ∈ [t0,∞),

ãäå z = ζ(t) ∈ C([t0,∞),Rn) (ζ(t) ∈ X1(t)), ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü Λ−1
1 ïî z∗

(ïî P1(t∗)z∗) è åãî îãðàíè÷åííîñòü íà ‖z∗‖ = ‖ζ(t∗)‖ 6 M. Ïî óñëîâèþ 4.c) îïåðàòîð Λ−1
1 =

= Λ−1
1 (t∗, z∗, uk) ∈ L(Y2(t∗), X2(t∗)) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí ïî t∗ è uk íà [t+,∞) è (ũ∗, u∗]

ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà N > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò t∗, z∗, uk,
òàêàÿ, ÷òî ‖Λ−1

1 ‖ 6 N äëÿ êàæäûõ t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ Rn, u∗ ∈ X2(t∗), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ðàâåíñòâó F (t∗, z∗, u∗) = 0, è ëþáîãî íàáîðà {uk}dk=1 ⊂ (ũ∗, u∗]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî

‖η(t∗, ζ(t∗))‖ 6 M̃(1 +N‖G(t∗)‖) + ‖G−1(t∗)Q2(t∗)[f(t∗, ζ(t∗) + P2(t∗)ũ∗)−A′(t∗)ζ(t∗)]‖

äëÿ êàæäîãî t∗ ∈ [t+,∞). Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (2.30), (2.29) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
KM òàêàÿ, ÷òî ‖η(t∗, ζ(t∗))‖ 6 KM äëÿ âñåõ t∗ ∈ [t+,∞).

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå âûøå, ïîëó÷àåì: ‖x(t)‖ = ‖ζ(t) + η(t, ζ(t))‖ 6 M + KM äëÿ âñåõ
t ∈ [t0,∞), ò.å. ðåøåíèå x(t) îãðàíè÷åíî íà [t0,∞) è, çíà÷èò, óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó. Ïî-
ñêîëüêó äëÿ êàæäîé ñîãëàñîâàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0), ò.å. äëÿ (t0, x0) ∈ Lt+ , ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3), êîòîðîå óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó, òî êàæäîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó (íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (1.1),
(1.3) èìååò ðåøåíèå òîëüêî äëÿ íà÷àëüíûõ òî÷åê (t0, x0) ∈ Lt+). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå
(1.1) óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.4. Óñëîâèå 4.a) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ 4.b), òàê êàê óðàâíåíèå

Q2(t)[A′(t)P1(t)x+B(t)P2(t)x− f(t, x)] = 0,

îïðåäåëÿþùåå ìíîãîîáðàçèå Lt+ , ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

G−1(t)Q2(t)[f(t, xp1(t) + xp2(t))−A′(t)xp1(t)] = xp2(t)

(ñì. ôîðìóëó (1.15)).
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé.
Òåîðåìà 2.6 (óñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó ÄÀÓ (1.2)). Ïóñòü f ∈ C1([t+,∞) × Rn,Rn),

A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)), ïó÷îê λA(t) + B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈
∈ C1([t+,∞), (0,∞)), è âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 2.3 èëè 1), 2) òåîðåìû 2.4, à

òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå 3) òåîðåìû 2.5, ãäå Lt+ çàìåíåíî íà L̂t+ è íåðàâåíñòâî (2.3)
çàìåíåíî íà (2.20). Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

ëèáî óñëîâèå 4.a) òåîðåìû 2.5, ãäå Lt+ çàìåíåíî íà L̂t+ è íåðàâåíñòâî (2.28) çàìåíåíî
íà

‖G−1(t)Q2(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))‖ 6 KM <∞,

ëèáî óñëîâèå 4.b) òåîðåìû 2.5, ãäå Lt+ çàìåíåíî íà L̂t+ ,

ëèáî óñëîâèå 4.c) òåîðåìû 2.5, ãäå Lt+ çàìåíåíî íà L̂t+ è òðåáîâàíèå (2.29) çàìåíåíî íà

sup
t∈[t+,∞)

‖xp1 (t)‖6M<∞

‖G−1(t)Q2(t)f(t, xp1(t) + x̃p2(t∗))‖ <∞.

Òîãäà ÄÀÓ (1.2) óñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó.

2.3. Äèññèïàòèâíîñòü ÄÀÓ (ïðåäåëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé). Ïðåäåëüíî
îãðàíè÷åííûå (èëè îãðàíè÷åííûå â ïðåäåëå) ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò äèññèïàòèâíûìè ñèñòåìàìè (èëè D-ñèñòåìàìè), èññëåäîâà-
ëèñü, â ÷àñòíîñòè, â [13, 14, 20]. Ñôîðìóëèðîâàííûå íèæå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ÄÀÓ ïîäîáíû òåì,
÷òî ïðèâåäåíû â [13; 14, ñ. 144; 20, ñ. 17] äëÿ ñèñòåì (ÿâíûõ) ÎÄÓ.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ðåøåíèÿ ÄÀÓ (1.1) íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíî îãðàíè÷åííûìè (èëè îãðà-
íè÷åííûìè â ïðåäåëå), åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K > 0 (êîíñòàíòà íå çàâèñèò îò âûáîðà
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ðåøåíèÿ, ò.å. îò âûáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé t0, x0) è äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t) ñ íà÷àëü-
íîé òî÷êîé (t0, x0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî τ = τ(t0, x0) > t0 òàêèå, ÷òî ‖x(t)‖ < K äëÿ âñåõ
t ∈ [t0 + τ,∞).

ÄÀÓ (1.1) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíî îãðàíè÷åííûì èëè äèññèïàòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ñî-
ãëàñîâàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3)
è âñå ðåøåíèÿ ïðåäåëüíî îãðàíè÷åíû.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Åñëè â îïðåäåëåíèè 2.6 ÷èñëî τ íå çàâèñèò îò âûáîðà t0, ò.å. τ = τ(x0),
òî ðåøåíèÿ ÄÀÓ (1.1) íàçûâàþòñÿ ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíî îãðàíè÷åííûìè è, ñîîòâåòñòâåííî,
ÄÀÓ (1.1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíî îãðàíè÷åííûì èëè ðàâíîìåðíî äèññèïàòèâíûì.

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ ÄÀÓ (1.2).
Òåîðåìà 2.7 (ðàâíîìåðíàÿ ïðåäåëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü (äèññèïàòèâíîñòü) ÄÀÓ (1.1)).

Ïóñòü f ∈ C([t+,∞) × Rn,Rn), ∂f/∂x ∈ C([t+,∞) × Rn,L(Rn)), A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)),
ïó÷îê λA(t) + B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)), è âûïîëíå-
íû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 2.1 èëè 1), 2) òåîðåìû 2.2. Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

3) ñóùåñòâóþò ÷èñëî R > 0, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C1([t+,∞) ×
× U cR(0),R), íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ U0 ∈ C([0,∞)), âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ U1 ∈ C([0,∞))
è ôóíêöèÿ U2 ∈ C([0,∞)) òàêèå, ÷òî U0(r) → +∞ ïðè r → +∞, U2(r) > 0 ïðè r > 0
è äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞), xp1(t) ∈ X1(t), xp2(t) ∈ X2(t), äëÿ êîòîðûõ (t, xp1(t) + xp2(t)) ∈
∈ Lt+ è ‖xp1(t)‖ > R, âûïîëíåíû óñëîâèå U0(‖xp1(t)‖) 6 V (t, xp1(t)) 6 U1(‖xp1(t)‖) è îäíî èç
ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

3.a) V ′(1.14)(t, xp1(t)) 6 −U2(‖xp1(t)‖) (V ′(1.14)(t, xp1(t)) èìååò âèä (2.4));

3.b) V ′(1.14)(t, xp1(t)) 6 −U2((H(t)xp1(t), xp1(t))), ãäå H ∈ C([t+,∞),L(Rn)) � íåêîòîðàÿ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé

sup
t∈[t+,∞)

‖H(t)‖ <∞;

3.ñ) V ′(1.14)(t, xp1(t)) 6 −CV (t, xp1(t)), ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà;

4) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòà c > 0 è ÷èñëî T > t+ òàêèå, ÷òî

‖G−1(t)Q2(t)[f(t, xp1(t) + xp2(t))−A′(t)xp1(t)]‖ 6 c‖xp1(t)‖ (2.33)

äëÿ âñåõ (t, xp1(t) + xp2(t)) ∈ LT .
Òîãäà ÄÀÓ (1.1) ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíî îãðàíè÷åíî (ðàâíîìåðíî äèññèïàòèâíî).
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 2.1 èëè 2.2 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîé

íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Lt+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíîå ðåøåíèå x(t) = ζ(t) +
+ η(t, ζ(t)) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3), ãäå ζ(t) =P1(t)x(t) =xp1(t), η(t, ζ(t)) =P2(t)x(t) =xp2(t).
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèÿ 3) âìåñòî íåðàâåíñòâà (2.14) âûïîëíåíî îäíî èç
ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ: V ′(2.13)(t, ζ(t)) 6 −U2(‖ζ(t)‖), V ′(2.13)(t, ζ(t)) 6 −U2((H(t)ζ(t), ζ(t))),

V ′(2.13)(t, ζ(t)) 6 −CV (t, ζ(t)), òî âìåñòî íåðàâåíñòâà (2.15) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî v′ 6 0,

êîòîðîå òàêæå íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì îïðåäåëåíèÿ. Â îñòàëü-
íîì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî ïðèâåäåíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 2.1
èëè 2.2.

Â ñèëó óñëîâèÿ 3) ñ íåðàâåíñòâàìè 3.a) è 3.ñ), êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Éîøè-
çàâû [14, òåîðåìà 10.4] è ñëåäñòâèÿ èç íå¼, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèÿ ÎÄÓ (2.13) ðàâíîìåðíî
ïðåäåëüíî îãðàíè÷åíû, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà N > 0 è äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ z = ζ(t),
óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ζ(t0) = P1(t0)x0, ñóùåñòâóåò ÷èñëî τ1 = τ1(x0) > t0
òàêèå, ÷òî ‖ζ(t)‖ < N ïðè âñåõ t > t0 + τ1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç óñëîâèÿ 3) ñ íåðà-
âåíñòâîì 3.b) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ÎÄÓ (2.13) ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíî îãðàíè÷åíû.
Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âñëåäñòâèå ñâîéñòâ îïåðàòîðà H(t) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû
H0, H1 > 0 òàêèå, ÷òî H0‖z‖2 6 (H(t)z, z) 6 H1‖z‖2 äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞), z ∈ Rn.

Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ 4) è ðàâåíñòâà (2.31) ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòà c > 0 è ÷èñëî τ2 =
= τ2(x0) > t0, ÷òî ‖η(t, ζ(t))‖ 6 c‖ζ(t)‖ < cN äëÿ âñåõ t > τ2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî
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ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (t0, x0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî τ = τ(x0) > t0 òàêîå, ÷òî

‖x(t)‖ 6 ‖ζ(t)‖+ ‖η(t, ζ(t))‖ < (1 + c)N

äëÿ âñåõ t ∈ [t0 + τ,∞), ãäå êîíñòàíòà (1 + c)N > 0 íå çàâèñèò îò t0, x0. Ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèå (1.1) ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíî îãðàíè÷åíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.8 (ðàâíîìåðíàÿ ïðåäåëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü (äèññèïàòèâíîñòü) ÄÀÓ (1.2)).

Ïóñòü f ∈ C1([t+,∞)×Rn,Rn), A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)), ïó÷îê λA(t)+B(t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)), è âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 2.3 èëè 1), 2)

òåîðåìû 2.4. Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèå 3) òåîðåìû 2.7, ãäå Lt+ çàìåíåíî íà L̂t+
è ïðîèçâîäíàÿ V ′(1.14)(t, xp1(t)) çàìåíåíà íà ïðîèçâîäíóþ V ′(1.19)(t, xp1(t)) (2.21), è óñëîâèå 4)

òåîðåìû 2.7, ãäå LT çàìåíåíî íà L̂T è íåðàâåíñòâî (2.33) çàìåíåíî íà

‖G−1(t)Q2(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))‖ 6 c‖xp1(t)‖.

Òîãäà ÄÀÓ (1.2) ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíî îãðàíè÷åíî (ðàâíîìåðíî äèññèïàòèâíî).

2.4. Íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó ÄÀÓ (îòñóòñòâèå ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé). Òåî-
ðåìà î íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó äà¼ò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ÄÀÓ
íå èìååò ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé, òî÷íåå, óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ÄÀÓ íåóñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó
äëÿ ñîãëàñîâàííûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê (t0, x0), ãäå êîìïîíåíòà P1(t0)x0 èç îïðåäåë¼ííîé îáëàñ-
òè (ñì. îïðåäåëåíèÿ 2.2, 2.4). Êðîìå òîãî, èç íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïî Ëàãðàíæó ñëåäóåò
åãî íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, à èç íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïî Ëÿïóíîâó â îáùåì ñëó÷àå
íå ñëåäóåò åãî íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó.

Òåîðåìà 2.9 (íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó ÄÀÓ (1.1)). Ïóñòü f ∈ C([t+,∞) × Rn,Rn),
∂f/∂x ∈ C([t+,∞) × Rn,L(Rn)), A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)) è ïó÷îê λA(t) + B(t) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)). Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1),
2) òåîðåìû 2.1 èëè 1), 2) òåîðåìû 2.2, à òàêæå ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

3) ñóùåñòâóåò îáëàñòü Ω ⊂ Rn òàêàÿ, ÷òî 0 6∈ Ω è êîìïîíåíòà P1(t)x(t) êàæäîãî
ñóùåñòâóþùåãî ðåøåíèÿ x(t) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (t0, x0) ∈ Lt+ , ãäå P1(t0)x0 ∈ Ω, âñ¼ âðåìÿ
îñòà¼òñÿ â Ω;

4) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè k ∈ C([t+,∞),R) è U ∈ C(0,∞), äëÿ êîòîðûõ

∞∫
t+

k(t) dt =∞ è

∞∫
v0

1

U(v)
dv <∞

(v0>0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà), è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ V ∈C1([t+,∞)×Ω,R)
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t∈ [t+,∞), xp1(t)∈X1(t), xp2(t)∈X2(t), äëÿ êîòîðûõ (t, xp1(t)+xp2(t))∈
∈ Lt+ è xp1(t) ∈ Ω, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V ′(1.14)(t, xp1(t)) > k(t)U(V (t, xp1(t))) (V ′(1.14)(t, xp1(t)) èìååò âèä (2.4)).

Òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Lt+ òàêîé, ÷òî P1(t0)x0 ∈ Ω, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3), è ýòî ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìå 2.1, óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z = ζ(t) óðàâíåíèÿ (2.13) íà [t0, ω), óäî-
âëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ζ(t0) = P1(t0)x0, ãäå [t0, ω) � ìàêñèìàëüíûé ïðîìåæóòîê
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Äàëåå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) = ζ(t)+η(t, ζ(t)) ÄÀÓ (1.1) íà [t0, ω), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíî-
ìó óñëîâèþ (1.3). Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè z = ζ(t) è u = η(t, ζ(t)) (ζ(t) ∈ X1(t), η(t, ζ(t)) ∈
∈ X2(t)) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.9), (2.10) íà [t0, ω), óäîâëåòâîðÿþùèì
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ζ(t0) = P1(t0)x0, η(t0, ζ(t0)) = P2(t0)x0.
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Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå x(t) íåóñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó, ò.å. èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ îïðåäåëå-
íèÿ (ω <∞). Ñîãëàñíî óñëîâèþ 3) ñóùåñòâóåò îáëàñòü Ω ⊂ Rn òàêàÿ, ÷òî 0 6∈ Ω è êîìïîíåíòà
P1(t)x(t) = xp1(t) êàæäîãî ñóùåñòâóþùåãî ðåøåíèÿ x(t) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (t0, x0) ∈ Lt+ ,
ãäå P1(t0)x0 ∈ Ω, âñå âðåìÿ îñòà¼òñÿ â Ω. Ïîñêîëüêó ζ(t) = P1(t)x(t), òî êàæäîå ðåøåíèå
ζ(t) óðàâíåíèÿ (2.13), íà÷èíàþùååñÿ â îáëàñòè Ω, âñå âðåìÿ îñòà¼òñÿ â íåé. Â ñèëó óñëîâèÿ 4)
äëÿ âñåõ t > t0 è ζ(t) ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

V ′(2.13)(t, ζ(t)) > k(t)U(V (t, ζ(t))).

Çíà÷èò, ïðè t > t0 ôóíêöèÿ v(t) = V (t, ζ(t)) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ðåøåíèåì äèôôåðåí-
öèàëüíîãî íåðàâåíñòâà

v′ > k(t)U(v). (2.34)

Òàê êàê â ñèëó óñëîâèÿ 4) (â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé k(t), U(v)) íåðàâåíñòâî (2.34) íå èìååò ïî-
ëîæèòåëüíûõ íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåìûõ ðåøåíèé, òî, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû [13,
ñ. 109, òåîðåìà XIV], ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå ζ(t) èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ îïðåäåëåíèÿ, ò.å. ω <
< ∞ è lim

t→ω−0
‖ζ(t)‖ = ∞. Ïîýòîìó ðåøåíèå x(t) = ζ(t) + η(t, ζ(t)) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3)

òàêæå èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ îïðåäåëåíèÿ [t0, ω). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.10 (íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó ÄÀÓ (1.2)). Ïóñòü f ∈ C1([t+,∞)×Rn,Rn),

A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)), ïó÷îê λA(t) +B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), â êîòîðîì C2 ∈
∈ C1([t+,∞), (0,∞)), è âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 2.3 èëè 1), 2) òåîðåìû 2.4. Ïóñòü,

êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 3), 4) òåîðåìû 2.9, ãäå Lt+ çàìåíåíî íà L̂t+ è ïðîèçâîäíàÿ
V ′(1.14)(t, xp1(t)) çàìåíåíà íà V ′(1.19)(t, xp1(t)) (2.21).

Òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ L̂t+ òàêîé, ÷òî P1(t0)x0 ∈ Ω, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.2), (1.3), è ýòî ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ïî Ëàãðàíæó.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðà-
èíû (ïðîåêò �Êà÷åñòâåííûé, àñèìïòîòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èõ êëàññèôèêàöèÿ è ïðàêòè÷åñêîå ïðèìå-
íåíèå�, ãîñóäàðñòâåííûé ðåãèñòðàöèîííûé íîìåð 0119U102376).
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü ïðîèç-
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ðåãóëÿðíîé îáîáù¼ííîé ôóíêöèè è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äåëüòà-ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîä-
íûõ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè òàêîãî, ÷òî îá-
ùåå ðåøåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû íå ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ. Ïîêàçàíà ñâÿçü
ýòèõ óñëîâèé ñî ñâîéñòâîì èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè.
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Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

A(t)
d

dt
x(t) +B(t)x(t) + U(t)u(t) = 0, t ∈ R ≡ (−∞,+∞), (0.1)

ãäå A(t), B(t) � èçâåñòíûå n×n-ìàòðèöû; x(t) � èñêîìàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ; U(t) �
çàäàííàÿ n × l-ìàòðèöà; u(t) � l-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
detA(t) ≡ 0 íà R. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿ-
ìè (ÄÀÓ). Ñëîæíîñòü âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ÄÀÓ õàðàêòåðèçóåò öåëî÷èñëåííàÿ âåëè÷èíà r
(0 6 r 6 n), íàçûâàåìàÿ èíäåêñîì íåðàçðåø¼ííîñòè (êðàòêî èíäåêñîì). Òî÷íîå îïðåäåëåíèå
èíäåêñà, èñïîëüçóåìîå â äàííîé ðàáîòå, áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî â ï. 1.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ÄÀÓ â êëàññå îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé ìîæåò îáëàäàòü èìïóëüñíûì
ïîâåäåíèåì. Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí â ðàáîòàõ [1, 2]. Â íèõ æå ïîêàçàíî,
÷òî ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé îáîáù¼ííîé
ôóíêöèè è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äåëüòà-ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ.

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ÄÀÓ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ íå ñîäåðæàò äåëüòà-ôóíêöèè è å¼ ïðî-
èçâîäíûõ, íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè, ñâîáîäíûìè îò èìïóëüñíîãî ïîâåäåíèÿ (impuls-free), ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ èíäåêñà íåðàçðåø¼ííîñòè 1. Òàêèå ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò
èçâåñòíîìó êðèòåðèþ �ðàíã-ñòåïåíü� [3, c. 137].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå äëÿ ÄÀÓ (0.1) ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè, ÷òî
îáùåå ðåøåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû íå ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé, à òàêæå óñòàíîâëåíèå
ñâÿçè ýòèõ óñëîâèé ñî ñâîéñòâîì èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû.

Ýòà ïðîáëåìà õîðîøî èçó÷åíà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñ ðåãóëÿðíûì ìàòðè÷íûì ïó÷-
êîì. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4, 5] àíàëèç áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè êàíîíè÷åñêîé ôîðìû
Êðîíåêåðà�Âåéåðøòðàññà [6, c. 313].

Â ðàáîòàõ [7, 8] íà îñíîâå ñèëüíîé ñòàíäàðòíîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìû [9] (êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëîãîì êàíîíè÷åñêîé ôîðìû Êðîíåêåðà�Âåéåðøòðàññà) èçó÷àëàñü èìïóëüñíàÿ óïðàâ-
ëÿåìîñòü ÄÀÓ ñ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàì æå óñòàíîâëåíà ñâÿçü
ìåæäó ñâîéñòâîì èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè è çàäà÷åé èñêëþ÷åíèÿ èìïóëüñíûõ ñëàãàåìûõ â
ðåøåíèè ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ.

Îáå óïîìÿíóòûå âûøå êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ñîäåðæàò äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ î âíóòðåí-
íåé ñòðóêòóðå ÄÀÓ, äîñòàòî÷íóþ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó âîçìîæíîñòüþ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ñèñòåìû ÄÀÓ â ñèñòåìó impuls-free è ñâîéñòâîì å¼ èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè. Äëÿ
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ñèñòåì ñ ãëàäêèìè (â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè) êîýôôèöèåíòàìè ñòðóê-
òóðíûå ôîðìû, îáëàäàþùèå ïîäîáíûì ñâîéñòâîì, íå èçâåñòíû. Íàïðèìåð, ôîðìà, èñïîëüçóå-
ìàÿ â [10], ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óäîáíîå äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèå èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ
ñèñòåìû âèäà (0.1), íî íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòè èñêëþ÷å-
íèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîëó÷åíèå óñëîâèé äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÀÓ (0.1) ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè â ñèñòåìó, íå
îáëàäàþùóþ èìïóëüñíûì ïîâåäåíèåì, ïî-ïðåæíåìó àêòóàëüíî. Â äàííîé ðàáîòå ýòà çàäà÷à
ðåøåíà äëÿ ñèñòåì ïðîèçâîëüíî âûñîêîãî èíäåêñà íåðàçðåø¼ííîñòè ñ ìàòðèöåé A(t) ïîñòî-
ÿííîãî ðàíãà.

1. Èíäåêñ íåðàçðåø¼ííîñòè. Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç
ñòðóêòóðíîé òåîðèè íåñòàöèîíàðíûõ ÄÀÓ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1) ñ áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîïóñòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (0.1) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå íà R ôóíêöèè. Ïóñòü
s � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå n(s+ 1)× ns-ìàòðèöó

Λs(t) =


Onn Onn . . . Onn

C1
1A(t) Onn . . . Onn

C1
2A
′(t) + C2

2B(t) C2
2A(t) . . . Onn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1
sA

(s−1)(t) + C2
sB

(s−2)(t) C2
sA

(s−2)(t) + C3
sB

(s−3)(t) . . . CssA(t)

,
à òàêæå ìàòðèöû

Γs(t) =


C0

0A(t)
C0

1A
′(t) + C1

1B(t)
...

C0
sA

(s)(t) + C1
sB

(s−1)(t)

Λs(t)

, Ds(t) =
(
B(t) Γs(t)

)
,

èìåþùèå ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðû n(s + 1) × n(s + 1) è n(s + 1) × n(s + 2). Çäåñü è äàëåå
Cji = i!/(j!(i − j)!) � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, B(t) = col (B(t), B′(t), . . . , B(r)(t)). ×åðåç
Oji îáîçíà÷åíà íóëåâàÿ ìàòðèöà, ïðè ýòîì íèæíèé èíäåêñ ðàâåí ÷èñëó ñòðîê, à âåðõíèé �
÷èñëó å¼ ñòîëáöîâ. Äàëåå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàçìåðû íóëåâîé ìàòðèöû íå èìåþò çíà÷åíèÿ
èëè î÷åâèäíû, èíäåêñû (îäèí èëè îáà) áóäåì îïóñêàòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s = r (0 6 r 6 n) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå rank Λr(t) =
= λ = const äëÿ âñåõ t ∈ R è â ìàòðèöå Dr(t) èìååòñÿ íåîñîáåííûé íà R ìèíîð n(r + 1)-ãî
ïîðÿäêà, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ λ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Λr(t) è n ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γr(t).

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ âûðàæåíèÿ �îáðàòèìîñòü íà R�, �ëèíåéíàÿ (íå)çàâèñèìîñòü íà R� è
ò.ï., êîòîðûå ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê îáðàòèìîñòü è ëèíåéíóþ (íå)çàâèñèìîñòü ïðè âñåõ t ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåîñîáåííûé ïðè âñåõ t ∈ R ìèíîð ïîðÿäêà n(r + 1) ìàòðèöû Dr(t),
âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ λ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Λr(t) è n ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γr(t), áóäåì
íàçûâàòü ðàçðåøàþùèì ìèíîðîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå r 6 n, ïðè êîòîðîì â ìàòðèöå Dr(t) èìååòñÿ
ðàçðåøàþùèé ìèíîð, íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íåðàçðåø¼ííîñòè ÄÀÓ (0.1).

Âñþäó íèæå ÷èñëî r îáîçíà÷àåò èíäåêñ íåðàçðåø¼ííîñòè ñèñòåìû (0.1).
Ëåììà 1 [11]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ A(t), B(t) ∈ Cr(R);
2) äëÿ âñåõ t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî rank Λr(t) = λ = const;
3) â ìàòðèöå Dr(t) èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð.
Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

R ≡ R0(t) +R1(t)
d

dt
+ . . .+Rr(t)

(
d

dt

)r
(1.1)
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ñ íåïðåðûâíûìè íà R êîýôôèöèåíòàìè Rj(t), îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé n-ìåðíîé
ôóíêöèè ϕ(t) ∈ Cr+1(R) âåðíî ðàâåíñòâî

R
[
A(t)

d

dt
ϕ(t)+B(t)ϕ(t)

]
= (R0(t) R1(t) . . . Rr(t))Dr(t) col

(
ϕ(t),

d

dt
ϕ(t), . . . ,

(
d

dt

)(r+1)

ϕ(t)

)
=

=

(
O O

En−d O

)
Q−1 d

dt
ϕ(t) +

(
J2(t) Ed
J1(t) O

)
Q−1ϕ(t),

ãäå En−d � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− d, Q � n× n-ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê∗).
2. Ðåøåíèå ÄÀÓ â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé. Îáîçíà÷èì D � ïðîñòðàíñòâî ôè-

íèòíûõ ôóíêöèé êëàññà C∞(R) è D′ � ïðîñòðàíñòâî îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé íà D. ×åðåç {f(t)}
áóäåì îáîçíà÷àòü ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ èç D′, ïîðîæäàåìóþ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé íà R
ôóíêöèåé f(t).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (0.1), â êîòîðîé A(t), B(t), U(t) ∈ C∞(R); x(t), u(t) ∈ D′; d/dt îáî-
çíà÷àåò îáîáù¼ííóþ ïðîèçâîäíóþ. Óïðàâëåíèå çàäàäèì â âèäå

u(t) = {v(t)}, (2.1)

ãäå v(t) ∈ Crτ (R) � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ âñþäó íà R çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè τ, â êîòîðîé
îíà, åñëè è èìååò ðàçðûâ, òî òîëüêî ïåðâîãî ðîäà, ïðè÷¼ì ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò è âñå
ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè äî ïîðÿäêà r âêëþ÷èòåëüíî. Îáîçíà÷èì ñêà÷îê j-é ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè v(t) â òî÷êå τ ÷åðåç

∆v(j)(τ) = v(j)(τ + 0)− v(j)(τ − 0), j = 0, r. (2.2)

Çäåñü è äàëåå çàïèñü v(j) îáîçíà÷àåò îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ j-ãî ïîðÿäêà.
Îïðåäåëåíèå 3. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (0.1), (2.1) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ x(t) ∈ D′, êî-

òîðàÿ îáðàùàåò ÄÀÓ (0.1) â òîæäåñòâî ïðè ïîäñòàíîâêå, è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ñóììû

x(t) = {χ(t)}+ η(t), (2.3)

ãäå χ(t) ∈ C1
τ (R),

η(t) =
r−1∑
j=1

ηj−1

(
d

dt

)j−1

δ(t− τ), (2.4)

δ(t) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà: 〈δ(t− τ), φ(t)〉 = φ(τ) äëÿ ëþáîé φ(t) ∈ D; ηj ∈ Rn. Ïðè ýòîì
ôóíêöèþ {χ(t)} áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíîé, à ôóíêöèþ η(t) � ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé
ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòå [10] äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ÄÀÓ (0.1) â ïðîñòðàíñòâå D′.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ A(t), B(t), U(t) ∈ C∞(R);
2) äëÿ âñåõ t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî rank Λr(t) = λ = const;
3) â ìàòðèöå Dr(t) èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð;
4) äëÿ âñåõ t ∈ R âåðíî ðàâåíñòâî rank Γr(t) = rank Γr−1(t) + n.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (0.1), (2.1).
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè äëÿ ÄÀÓ (0.1) çàäàòü ñîãëàñîâàííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà χ(τ−0)=

= ξ1 èëè χ(τ + 0) = ξ2 (ξ1, ξ2 ∈ Rn), òî ðåøåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì [10].
Ðàññìîòðèì ÄÀÓ ñïåöèàëüíîãî âèäà(

Onn−ρ̂
A0(t)

)
d

dt
x(t) +

(
B1(t)
B2(t)

)
x(t) +

(
f1(t)
f2(t)

)
= 0, (2.5)

∗) Î ìàòðèöàõ ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ ñì. ìîíîãðàôèþ [6, c. 127, 128]. Î ïîñòðîåíèè ìàòðèöû Q
ñì. [10].
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ãäå A0(t) � ρ̂ × n-ìàòðèöà, âåêòîð-ôóíêöèè f1(t), f2(t) ∈ D′ ñîñòîÿò èç n − ρ̂ è ρ̂ ñòðîê
ñîîòâåòñòâåííî, à ìàòðèöû B1(t) è B2(t) èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðû (n− ρ̂)×n è ρ̂×n.
Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

det

(
B1(t)
A0(t)

)
6= 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ R. (2.6)

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû íå ñîäåðæèò äåëüòà-ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ â
ñëó÷àå, êîãäà f1(t) è f2(t) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè îáîáù¼ííûìè ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ÄÀÓ (2.5) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ A0(t), B1(t), B2(t) ∈ C∞(R);
2) ìàòðèöà

D1(t) =


B1(t) O O
B2(t) A0(t) O

B′1(t) B1(t) O
B′1(t) A′0(t) +B2(t) A0(t)

 (2.7)

ñîäåðæèò ðàçðåøàþùèé ìèíîð;
3) ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (2.6);
4) âåðíî ðàâåíñòâî fi(t) = {vi(t)}, ãäå vi(t) ∈ C1

τ (R), i = 1, 2.
Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (2.5) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèìî â âèäå

x(t) = {χ(t)}, χ(t) ∈ C1
τ (R). (2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðè r = 1 äëÿ ÄÀÓ (2.5)
âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.

Óñëîâèå (2.6) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìàòðèöû B1(t) è A0(t) îáëàäàþò íà R ïîëíûì ñòðî÷íûì
ðàíãîì, ïîýòîìó rankA0(t) = ρ̂ = const äëÿ ëþáîãî t ∈ R.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Λ1(t) ðàñïîëîæåíà â (2.7) ïðàâåå äâîéíîé âåðòèêàëüíîé ÷åðòû, òî ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

rank Λ1(t) = rankA0(t) = ρ̂ = const.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 2) òåîðåìû 1 âûïîëíåíî.
Â ñâîþ î÷åðåäü Γ0(t) = col (O,A0(t)), à ìàòðèöà Γ1(t) ðàñïîëàãàåòñÿ â (2.7) ñïðàâà îò

îäèíî÷íîé âåðòèêàëüíîé ÷åðòû è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìàòðèöó Λ1(t). Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå
ïðåäïîëîæåíèå (2.6), òî ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 4) òåîðåìû 1 ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé. Òàêèì
îáðàçîì, ïî òåîðåìå 1 ðåøåíèå ÄÀÓ (2.5) âèäà (2.3), (2.4) ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì, ÷òî η(t) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.3) â óðàâíåíèå (2.5), ïðèä¼ì ê ñèñòåìå(
On−ρ̂
A0(t)

)[
{χ′(t)}+hχ(τ)δ(t−τ)+

d

dt
η(t)

]
+

(
B1(t)
B2(t)

)
[{χ(t)}+η(t)]+

(
{v1(t)}
{v2(t)}

)
= 0, (2.9)

ãäå hχ(τ) = χ(τ + 0)− χ(τ − 0) � ñêà÷îê ôóíêöèè χ(t) â òî÷êå τ.
Áóäåì èñêàòü ñèíãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ðåøåíèÿ â âèäå η(t) = η0δ(t− τ). Ïðèðàâíÿåì

ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå ñëàãàåìûå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (2.9). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè χ(t), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå íàñ íå èíòåðåñóåò,
è óðàâíåíèå äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ(

On−ρ̂
A0(τ)

)
hχ(τ)δ(t− τ) +

(
On−ρ̂
A0(τ)

)
η0
d

dt
δ(t− τ) +

(
B1(τ)

B2(τ)−A′0(τ)

)
η0δ(t− τ) = 0, (2.10)
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êîòîðîå çàïèñàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû

g(t)

(
d

dt

)i
δ(t− τ) =

i∑
j=0

(−1)jCji g
(j)(τ)

(
d

dt

)i−j
δ(t− τ) äëÿ ëþáîé g(t) ∈ C∞(R), (2.11)

ãäå i = 1, 2, . . .
Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ïðîèçâîäíûõ äåëüòà-ôóíêöèè, ñòîÿùèõ ñëå-

âà è ñïðàâà îò çíàêà ðàâåíñòâà â óðàâíåíèè (2.10), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî hχ(τ) è η0 :(

On−ρ̂
A0(τ)

)
hχ(τ) +

(
B1(τ)

B2(τ)−A′0(τ)

)
η0 = 0,

(
On−ρ̂
A0(τ)

)
η0 = 0. (2.12)

Ïåðåãðóïïèðîâêà óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.12) äà¼ò äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà η0 óðàâíåíèå(
B1(τ)
A0(τ)

)
η0 = 0 (2.13)

è äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêà÷êà ðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèå

A0(τ)hχ(τ) + (B2(τ)−A′0(τ))η0 = 0.

Ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ (2.6) èç (2.13) íàõîäèì η0 = 0. Òàêèì îáðàçîì, η(t) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 2. Èç óñëîâèÿ 2) òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå â ìàòðèöå B1(t) îáðàòè-

ìîé íà R ïîäìàòðèöû ïîðÿäêà n− ρ̂. Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî íàéòè ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ ðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé ðåøåíèÿ {χ(t)} è ñêà÷êà hχ(τ).

Çàìå÷àíèå 3. Ñèíãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.5), (2.6) ìîæíî èñêàòü
â âèäå

η(t) = η0δ(t− τ) + η1
d

dt
δ(t− τ) + . . .+ ηs

(
d

dt

)s
δ(t− τ),

ãäå s > 1. Ïðè ýòîì âñå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì è áóäóò ðàâíû
íóëþ.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î ðàíãàõ ïåðåìåííûõ ìàòðèö.
Ëåììà 2 [12, c. 39]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) l × s-ìàòðèöà M(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck(R) äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N;
2) äëÿ âñåõ t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî rankM(t) = µ = const.
Òîãäà ñóùåñòâóþò l × l-ìàòðèöà L(t) è s × s-ìàòðèöà S(t) òàêèå, ÷òî L(t), S(t) ∈

∈ Ck(R), detL(t) 6= 0, detS(t) 6= 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ R è âåðíû òîæäåñòâà

L(t)M(t) ≡
(

O
M1(t)

)
, M(t)S(t) ≡

(
M2(t) O

)
, t ∈ R,

ãäå ìàòðèöû M1(t) è M2(t) èìåþò ïîëíûé ðàíã µ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì ñîîòâåòñòâåííî.
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ìàòðèöû Pi(t) ∈ Ck(R) (i = 1, r, k ∈ N) èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìåðû;
2) êàæäàÿ èç ìàòðèö Pi(t) îáëàäàåò ïîëíûì ñòðî÷íûì ðàíãîì ρi.
Òîãäà ìàòðèöà Pr(t)Pr−1(t) · · ·P1(t) èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã ρr.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 íàéä¼òñÿ îáðàòèìàÿ íà R ìàòðèöà S1(t) ∈ Ck(R) òàêàÿ, ÷òî

P1(t)S1(t) = (P̂1(t) O),

ãäå ρ1×ρ1-ìàòðèöà P̂1(t) íåîñîáåííà äëÿ âñåõ t ∈ R. Òîãäà rankP2(t)P1(t) = rankP2(t)P̂1(t) =
= ρ2 äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ î ñïðàâåäëèâîñòè
óòâåðæäåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ìàòðèöû A1(t), B1(t), P1(t) ∈ Ck(R) (k ∈ N) èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìåðû;
2) ìàòðèöà A1(t) îáëàäàåò ïîëíûì ðàíãîì ïî ñòðîêàì âñþäó íà R;
3) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî P1(t)B1(t) +A1(t) ≡ O, t ∈ R.
Òîãäà ìàòðèöà P1(t) èìååò ïîëíûé ðàíã ïî ñòðîêàì äëÿ âñåõ t ∈ R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå t1 ∈ R, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà

P1(t1) íå îáëàäàåò ïîëíûì ñòðî÷íûì ðàíãîì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2 íàéä¼òñÿ îáðàòèìàÿ
ìàòðèöà L òàêàÿ, ÷òî LP1(t1) = col (P̂1, O). Â ýòîì ñëó÷àå

LP1(t1)B1(t1) = col (B̂1, O) = LA1(t1),

÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó óñëîâèÿ 2). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
4. Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû. Îïèøåì ïðîöåäóðó ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (0.1) èíäåêñà

r ê âèäó (2.5), (2.6). Â äàëüíåéøåì ýòîò ïðîöåññ áóäåò íåîáõîäèì äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü
ñâÿçü ìåæäó âîçìîæíîñòüþ èñêëþ÷åíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ èç ðåøåíèÿ ÄÀÓ ñ ïîìîùüþ
îáðàòíîé ñâÿçè è ñâîéñòâîì èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè.

Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (0.1) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:
A1) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ A(t), B(t), U(t) ∈ C∞(R);
A2) äëÿ âñåõ t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî rankA(t) = ρ = const;
A3) ïðè íåêîòîðîì r 6 n ìàòðèöà Dr(t) âñþäó íà R èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã,

ðàâíûé (r + 1)n.
Ñîãëàñíî ëåììå 2 ïðåäïîëîæåíèÿ A1) è A2) ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå n × n-ìàòðèöû

P0(t) ∈ C∞(R), îáðàòèìîé íà R, òàêîé, ÷òî

P0(t)A(t) = col (On−ρ, A
[0](t)), (4.1)

ãäå ρ× n-ìàòðèöà A[0](t) èìååò ïîëíûé ðàíã ïî ñòðîêàì ïðè âñåõ t ∈ R.
Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ñëåâà ñèñòåìû (0.1) íà ìàòðèöó P0(t) ïîëó÷èì(

On−ρ
A[0](t)

)
d

dt
x(t) +

(
B

[0]
1 (t)

B
[0]
2 (t)

)
x(t) +

(
U

[0]
1 (t)

U
[0]
2 (t)

)
u(t) = 0, (4.2)

ãäå (
B

[0]
1 (t)

B
[0]
2 (t)

)
= P0(t)B(t),

(
U

[0]
1 (t)

U
[0]
2 (t)

)
= P0(t)U(t). (4.3)

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ À3) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà D0(t) = (B(t) A(t)) èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé
ðàíã n ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t ∈ R. Òîãäà ìàòðèöà

P0(t)(B(t) A(t)) =

(
B

[0]
1 (t) On−ρ

B
[0]
2 (t) A[0](t)

)

òàêæå èìååò ïîëíûé ðàíã ïî ñòðîêàì. Ïîñêîëüêó rankA[0](t) ≡ ρ, òî rankB
[0]
1 (t) = n− ρ äëÿ

âñåõ t ∈ R.

Åñëè ìàòðèöà

(
B

[0]
1 (t)

A[0](t)

)
îáðàòèìà íà R, òî (4.2) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñèñòåìîé âèäà (2.5),

(2.6). Ïðîòèâíîå îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîé ìàòðèöå èìåþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûå íà R ñòðîêè.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòðèöó P0(t) òàêîé, ÷òî

A[0](t) = col (A
[0]
1 (t), A

[0]
2 (t)), (4.4)

ãäå áëîêè A
[0]
1 (t) è A

[0]
2 (t) ñîñòîÿò èç ρ1 è ρ − ρ1 ñòðîê ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì âñå

ñòðîêè ìàòðèöû A
[0]
1 (t) ëèíåéíî çàâèñèìû ñî ñòðîêàìè ìàòðèöû B

[0]
1 (t), à ñòðîêè ìàòðèöû
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col (B
[0]
1 (t), A

[0]
2 (t)) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà R. Â ýòîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ ρ1 × (n − ρ)-ìàòðèöà

P1(t) ∈ C∞(R) òàêàÿ, ÷òî

P1(t)B
[0]
1 (t) +A

[0]
1 (t) ≡ O. (4.5)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2 ìàòðèöà P1(t) áóäåò èìåòü íà R ïîëíûé ðàíã ïî ñòðîêàì,
ðàâíûé ρ1.

Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè ñèñòåìû (4.2) îïåðàòîðîì

P1 ≡

 En−ρ O O
O Eρ1 O
O O Eρ−ρ1

+

 On−ρn−ρ O O
P1(t) Oρ1ρ1 O

O O Oρ−ρ1ρ−ρ1

 d

dt
, (4.6)

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ÄÀÓ On−ρ
Oρ1
A[1](t)

 d

dt
x(t) +

 B
[0]
1 (t)

B
[1]
1 (t)

B
[1]
2 (t)

x(t) +

 U
[0]
1 (t)

U
[1]
1 (t)

U
[1]
2 (t)

u(t) +

 On−ρ

P1(t)U
[0]
1 (t)

Oρ−ρ1

 d

dt
u(t) = 0, (4.7)

ãäå

A[1](t) = A
[0]
2 (t),

(
B

[1]
1 (t)

B
[1]
2 (t)

)
= B

[0]
2 (t) +

(
P1(t)(B

[0]
1 (t))′

O

)
,

(
U

[1]
1 (t)

U
[1]
2 (t)

)
= U

[0]
2 (t) +

(
P1(t)(U

[0]
1 (t))′

O

)
.

Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöà A[1](t) áóäåò èìåòü íà R ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã ρ− ρ1. Òàê æå,

êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå â îòíîøåíèè ìàòðèöû B
[0]
1 (t), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå A3)

ãàðàíòèðóåò ïîëíîòó íà R ñòðî÷íîãî ðàíãà ìàòðèöû col (B
[0]
1 (t), B

[1]
1 (t)).

Åñëè ìàòðèöà col (B
[0]
1 (t), B

[1]
1 (t), A[1](t)) îáðàòèìà íà R, òî (4.7) è åñòü èñêîìàÿ ñèñòåìà

(2.5), (2.6). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà A[1](t) ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó A
[1]
1 (t) ðàçìåðà ρ2 × n,

âñå ñòðîêè êîòîðîé ëèíåéíî çàâèñèìû ñî ñòðîêàìè ìàòðèöû B
[1]
1 (t). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A[1](t) = col (A
[1]
1 (t), A

[1]
2 (t)), ãäå rank col (B

[1]
1 (t), A

[1]
2 (t)) ≡ ρ ñîâïàäàåò ñ

÷èñëîì ñòðîê ýòîé ìàòðèöû. Êðîìå òîãî, íàéä¼òñÿ ρ2× ρ1-ìàòðèöà P2(t) ∈ C∞(R) òàêàÿ, ÷òî

P2(t)B
[1]
1 (t) +A

[1]
1 (t) ≡ O íà R. Ïî óòâåðæäåíèþ 2 rankP2(t) ≡ ρ2.

Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.7) îïåðàòîðîì

P2 ≡

 En−ρ O O O
O Eρ1 O O
O O Eρ2 O
O O O Eρ−ρ1−ρ2

+


On−ρn−ρ O O O
O Oρ1ρ1 O O
O P2(t) Oρ2ρ2 O

O O O Oρ−ρ1−ρ2ρ−ρ1−ρ2

 d

dt
. (4.8)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèé äàëåå, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
k ïîëó÷èì ñèñòåìó 

On−ρ
Oρ1
...

Oρk
A[k](t)

 d

dt
x(t) +


B

[0]
1 (t)

B
[1]
1 (t)
...

B
[k]
1 (t)

B
[k]
2 (t)

x(t) +
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+



V
[0]

1 (t) O O . . . O

V
[0]

2 (t) V
[1]

1 (t) O . . . O

V
[0]

3 (t) V
[1]

2 (t) V
[2]

1 (t) . . . O
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

V
[0]
k+1(t) V

[1]
k (t) V

[2]
k−1(t) . . . V

[k]
1 (t)

V
[0]
k+2(t) O O . . . O





u(t)
d

dt
u(t)(

d

dt

)2

u(t)

...(
d

dt

)k
u(t)


= 0, (4.9)

ãäå rankA[k](t) ≡ ρ̂ = ρ−
∑k

j=1 ρj ,

det col (B
[0]
1 (t), B

[1]
1 (t), . . . , B

[k]
1 (t), A[k](t)) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ R. (4.10)

Åñëè ìàòðèöà P0(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì âûøå àëãîðèòìîì ðàçáèâàåò ìàòðèöû
B(t) è U(t) íà áëîêè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà:

col (B
[0]
1 (t), B

[0]
2,1(t), B

[0]
2,2(t), . . . ,B

[0]
2,k+1(t)) = P0(t)B(t),

col (U
[0]
1 (t), U

[0]
2,1(t), U

[0]
2,2(t), . . . , U

[0]
2,k+1(t)) = P0(t)U(t), (4.11)

òî
B

[1]
1 (t) = B

[0]
2,1(t) + P1(t)(B

[0]
1 (t))′, B

[2]
1 (t) = B

[0]
2,2(t) + P2(t)(B

[1]
1 (t))′, . . . ,

B
[k]
1 (t) = B

[0]
2,k(t) + Pk(t)(B

[k−1]
1 (t))′, B

[k]
2 (t) = B

[0]
2,k+1(t);

V
[0]

1 (t) = U
[0]
1 (t), V

[0]
2 (t) = U

[0]
2,1(t) + P1(t)(V

[0]
1 (t))′, . . . ,

V
[0]
k+1(t) = U

[0]
2,k(t) + Pk(t)(V

[0]
k (t))′, V

[0]
k+2(t) = U

[0]
2,k+1(t);

V
[i]

1 (t) = Pi(t)V
[i−1]

1 (t), i = 1, k;

V
[i]
j (t) = Pj+i−1(t)V

[i−1]
j (t) + Pj+i−1(t)(V

[i]
j−1(t))′, i = 1, k − 1, j = 2, k − i+ 1.

Ñèñòåìà (4.9) ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíåíèåì ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà P k-ãî ïîðÿäêà òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé n-ìåðíîé âåêòîð-ôóíêöèè ϕ(t) ∈ Ck(R) âåðíî
ðàâåíñòâî

P[ϕ(t)] = Pk[Pk−1[. . . [P1[P0(t)ϕ(t)] . . .]], (4.12)

ãäå Pk, Pk−1, . . . , P3 � îïåðàòîðû, àíàëîãè÷íûå (4.6), (4.8).
Ëåììà 3. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ À1)�À3) îïåðàòîð P îáðàòèì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ n × n-ìàòðèöà P0(t) îáðàòèìà ïðè âñåõ t ∈ R, à îïå-

ðàòîðû Pi (i = 1, k) èìåþò âèä

Pi = En +Ni(t)
d

dt
, (4.13)

ãäå Ni(t) � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ êâàäðàòíûìè íóëåâûìè áëîêàìè íà äèàãîíàëè, òàê
÷òî N 2

i (t) = O, Ni(t)N ′i (t) = O äëÿ i = 1, k è âñåõ t ∈ R.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P−1
i = En −Ni(t)

d

dt
.

Òàêèì îáðàçîì, P−1[ϕ(t)] = P−1
0 (t)P−1

1 [P−1
2 [. . . [P−1

k [ϕ(t)] . . .]]. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 4. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (0.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ À1)�À3). Òîãäà äëÿ íå¼ ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà

rank Λi(t) = ρ̂+ (i− 1)n = const, (4.14)

rank Γi(t) = rank Γi−1(t) + n äëÿ âñåõ t ∈ R, i = 1, r, r 6 n, (4.15)

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì âûøå àëãîðèòìîì ρ̂ = ρ −
∑k

j=0 ρi = rankA[k](t) (ñì.

(4.9)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê çàïèøåì ÄÀÓ (4.9) â âèäå (2.5), ãäå

B1(t) = col (B
[0]
1 (t), B

[1]
1 (t), . . . , B

[k]
1 (t)), B2(t) = B

[k]
2 (t), A0(t) = A[k](t), (4.16)

à îáîáù¼ííàÿ ôóíêöèÿ col (f1(t), f2(t)) âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ñëàãàåìûå èç (4.9), ñîäåðæàùèå
óïðàâëåíèå è åãî ïðîèçâîäíûå. Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ óñëîâèÿ (2.6) è (4.10) èäåíòè÷íû.

Àíàëîãè ìàòðèö Di(t), Γi(t) è Λi(t) äëÿ ñèñòåìû (4.9) îáîçíà÷èì ÷åðåç D̄i(t), Γ̄i(t) è
Λ̄i(t) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè i : 1 6 i 6 n

D̄i(t) =



C0
0B1(t) O O . . . O O
∗ C0

1A0(t) O . . . O O

∗ C1
1B1(t) O . . . O O

∗ ∗ C1
2A0(t) . . . O O

∗ ∗ C2
2B1(t) . . . O O

∗ ∗ ∗ . . . O O
...

...
...

. . . O O

∗ ∗ ∗ . . . O O
∗ ∗ ∗ . . . Ci−1

i A0(t) O

∗ ∗ ∗ . . . CiiB1(t) O
∗ ∗ ∗ . . . ∗ Cii+1A0(t)



. (4.17)

Çäåñü è íèæå çâåçäî÷êàìè îáîçíà÷åíû áëîêè, ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðûõ äëÿ äàëüíåéøåãî
àíàëèçà íåñóùåñòâåííî.

Ìàòðèöà Λ̄i(t) ðàñïîëàãàåòñÿ â (4.17) ñïðàâà îò äâîéíîé âåðòèêàëüíîé ÷åðòû, à ìàòðèöà
Γ̄i(t) � ïðàâåå îäèíî÷íîé âåðòèêàëüíîé ëèíèè (è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìàòðèöó Λ̄i(t)). Ïðè ýòîì
rankA0(t) ≡ ρ̂ íà R. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (2.6) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

rank Λ̄i(t) = ρ̂+ (i− 1)n, rank Γ̄i(t) = ρ̂+ in. (4.18)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû D̄i(t) è Di(t) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïîñðåäñòâîì íåêî-
òîðîé îáðàòèìîé íà R ìàòðèöû P̄ (t) òàêîé, ÷òî

D̄i(t) = P̄ (t)Di(t), det P̄ (t) 6= 0, t ∈ R. (4.19)

Âñëåäñòâèå ïîñëåäíåãî îáñòîÿòåëüñòâà ðàíãè ìàòðèö Λ̄i(t), Λi(t) è Γ̄i(t), Γi(t) ïîïàðíî ñîâ-
ïàäàþò. Ðàâåíñòâà (4.14), (4.15) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé (4.18). Ëåììà äî-
êàçàíà.

Åñëè óñèëèòü ïðåäïîëîæåíèå A3), çàìåíèâ åãî íà óñëîâèå 3) òåîðåìû 1, òî ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî â (4.9) k = r − 1, ãäå r � èíäåêñ íåðàçðåø¼ííîñòè ñèñòåìû (0.1).

Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) èìåþò ìåñòî ïðåäïîëîæåíèÿ A1), A2);
2) ìàòðèöà Dr(t) ñîäåðæèò ðàçðåøàþùèé ìèíîð.
Òîãäà k = r − 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ñèñòåìó (4.9) â ôîðìå (2.5), âîñïîëüçîâàâøèñü îáîçíà÷åíèÿìè

(4.16).
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Âñëåäñòâèå ñâÿçè (4.19) íàëè÷èå â ìàòðèöå Dr(t) ðàçðåøàþùåãî ìèíîðà îçíà÷àåò, ÷òî
òàêîé æå ìèíîð èìååòñÿ è â ìàòðèöå D̄r(t) (ñì. (4.17)). Ïîñëåäíåå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå
â ìàòðèöå B1(t) îáðàòèìîé íà R ïîäìàòðèöû ïîðÿäêà d = n− ρ̂, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç
B1,2(t). Ïóñòü Q � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ òàêàÿ, ÷òî

B1(t)Q = (B1,1(t) B1,2(t)).

Â ñèñòåìå (2.5) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x(t) = Q col (x1(t), x2(t)), ãäå x1(t), x2(t) ∈
∈ D′ � âåêòîð-ôóíêöèè ðàçìåðíîñòåé ρ̂ = n − d è d ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà
(2.5) ïðèîáðåò¼ò âèä(

Od O
A0,1(t) A0,2(t)

)
d

dt

(
x1(t)
x2(t)

)
+

(
B1,1(t) B1,2(t)
B2,1(t) B2,2(t)

)(
x1(t)
x2(t)

)
+

(
f1(t)
f2(t)

)
= 0, (4.20)

ãäå
(A0,1(t) A0,2(t)) = A0(t)Q, (B2,1(t) B2,2(t)) = B2(t)Q.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâà ëåììà 1, ñîãëàñíî êîòîðîé äëÿ ÄÀÓ (0.1)
îïðåäåë¼í ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (1.1) ïîðÿäêà r, äåéñòâèå êîòîðîãî íà ñèñ-
òåìó (0.1) ïðåîáðàçóåò å¼ ê âèäó(

Od O
En−d O

)
d

dt

(
x1(t)
x2(t)

)
+

(
J2(t) Ed
J1(t) O

)(
x1(t)
x2(t)

)
+R[U(t)u(t)] = 0, (4.21)

J1(t) è J2(t) � íåêîòîðûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Â ñèëó òîãî, ÷òî detB1,2(t) 6= 0 íà R, óñëîâèå (2.6) ãàðàíòèðóåò îáðàòèìîñòü ìàòðèöû [6,

c. 57]

G0(t) = A0,1(t)−A0,2(t)B−1
1,2(t)B1,1(t).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìó (4.20) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó (4.21) ïðè ïîìîùè
äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà

G ≡
(
B−1

1,2 O

O G−1
0

)[( Ed O

−A0,2

(
B−1

1,2

)′
−B2,2B

−1
1,2 En−d

)
+

(
O O

−A0,2B
−1
1,2 O

)
d

dt

]
.

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå îïåðàòîðà (1.1) r-ãî ïîðÿäêà, ïðåîáðàçóþùåãî ÄÀÓ (0.1) ê âèäó
(4.21), îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâîì

R[ϕ(t)] ≡ G[P[ϕ(t)]] äëÿ ëþáîé ϕ(t) ∈ Cr(R),

ãäå P � îïåðàòîð ïîðÿäêà k, ïðåîáðàçóþùèé ñèñòåìó (0.1) â ñèñòåìó (4.9) (èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, â ñèñòåìó (2.5)). Ïîýòîìó k = r − 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ A(t), B(t), U(t) ∈ C∞(R);
2) äëÿ âñåõ t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî rankA(t) = ρ = const;
3) â ìàòðèöå Dr(t) èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð.
Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (0.1) ñóùåñòâóåò â êëàññå D′. Ïðè ýòîì ëþáîå ðåøåíèå ÄÀÓ

(0.1) áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.9) è íàîáîðîò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâà ëåììà 4. Ïîýòîìó äëÿ

ñèñòåìû (0.1) âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ðåøåíèå
ñèñòåìû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3 ñóùåñòâóåò. Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ðåøåíèé
ñèñòåì (0.1) è (4.9) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 3. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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5. Èñêëþ÷åíèå èìïóëüñíîé ñîñòàâëÿþùåé ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñâÿ-
çè. Ïóñòü èìåþò ìåñòî ïðåäïîëîæåíèÿ À1)�À3). Â ñèñòåìå (0.1) çàäàäèì óïðàâëåíèå â âèäå
îáðàòíîé ñâÿçè

u(t) = K(t)x(t) + {w(t)}, K(t) ∈ C∞(R), w(t) ∈ C1
τ (R). (5.1)

Â ýòîì ïóíêòå ðàáîòû íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ ÄÀÓ (0.1) íàéä¼òñÿ l×n-ìàòðèöà
K(t) òàêàÿ, ÷òî îáùåå ðåøåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû

A(t)
d

dt
x(t) + (B(t) + U(t)K(t))x(t) + U(t){w(t)} = 0 (5.2)

íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ ñ äåëüòà-ôóíêöèåé è å¼ ïðîèçâîäíûìè, ò.å. â ïðåäñòàâëåíèè (2.3)
η(t) = 0.

Ñíà÷àëà ïîëó÷èì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ìàòðèöû K(t), ÷òî óìíîæåíèåì ñëåâà
íà íåêîòîðóþ îáðàòèìóþ ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè êëàññà C∞(R) ñèñòåìà (5.2) ìîæåò áûòü
ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó (2.5), (2.6).

Åñëè rankA(t) ≡ n, òî ÄÀÓ (0.1) óæå èìååò ôîðìó (2.5), (2.6) è K(t) ≡ O.
Ïóñòü rankA(t) = ρ < n. Óìíîæèì ñèñòåìó (5.2) ñëåâà íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó P0(t),

çàíóëÿþùóþ ëèíåéíî çàâèñèìûå íà R ñòðîêè â ìàòðèöå A(t) (ñì. (4.1)). Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà
ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé (4.1), (4.3) áóäåò èìåòü âèä(

On−ρ
A[0](t)

)
d

dt
x(t) +

(
B

[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t)

B
[0]
2 (t) + U

[0]
2 (t)K(t)

)
x(t) +

(
U

[0]
1

U
[0]
2

)
{w(t)} = 0, (5.3)

ãäå ìàòðèöà A[0](t) èìååò ïîëíûé ðàíã ρ ïî ñòðîêàì âñþäó íà R. Òàê æå, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìàòðèöà
B

[0]
1 (t) îáëàäàåò ïîëíûì ñòðî÷íûì ðàíãîì âñþäó íà R.
Äëÿ ÄÀÓ (5.3) çà ñ÷¼ò âûáîðà ìàòðèöû K(t) äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (àíàëî-

ãè÷íîå óñëîâèþ (2.6) äëÿ ñèñòåìû (2.5))

det

(
B

[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t)

A[0](t)

)
6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ R. (5.4)

Åñëè ïðè ýòîì ìàòðèöà col (B
[0]
1 (t), A[0](t)) îáðàòèìà íà R, òî óñëîâèå (5.4) âûïîëíÿåòñÿ

ïðè K(t) ≡ O. Åñëè æå ýòà ìàòðèöà ñîäåðæèò ρ1 ëèíåéíî çàâèñèìûõ äëÿ âñåõ t ∈ R ñòðîê,
òî ñóùåñòâóåò ρ1 × (n− ρ)-ìàòðèöà P1(t) ∈ C∞(R) òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî (4.5), â

êîòîðîì A
[0]
1 (t) � (ρ1 × n)-ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A[0](t) (ñì. (4.4)).

Óìíîæèâ ñëåâà ìàòðèöó èç ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (5.4) íà En−ρ O O
P1(t) Eρ1 O
O O Eρ

,
ïîëó÷èì ñ ó÷¼òîì (4.5) ìàòðèöó  B

[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t)

P1(t)U
[0]
1 (t)K(t)

A
[0]
2 (t)

, (5.5)

ãäå ìàòðèöà col (B
[0]
1 (t), A

[0]
2 (t)) èìååò ïîëíûé ðàíã ïî ñòðîêàì:

rank col (B
[0]
1 (t), A

[0]
2 (t)) = n− ρ1 äëÿ âñåõ t ∈ R. (5.6)
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Ëåììà 6. Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ A1)�A3), òî l × n-ìàòðèöà K(t) ∈ C∞(R)
òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (5.4), ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

rankP1(t)U
[0]
1 (t) = ρ1 äëÿ âñåõ t ∈ R. (5.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (5.7). Â ñèëó òîæäåñòâà
(5.6) ïî ëåììå 2 íàéä¼òñÿ îáðàòèìàÿ íà R êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà S(t) ∈ C∞(R) ïîðÿäêà n
òàêàÿ, ÷òî (

B
[0]
1 (t)

A
[0]
2 (t)

)
S(t) =

(
En−ρ O O
O Eρ−ρ1 O

)
.

Óìíîæèâ (5.5) ñïðàâà íà S(t), ïîëó÷èì ìàòðèöó En−ρ + U
[0]
1 (t)K1(t) U

[0]
1 (t)K2(t) U

[0]
1 (t)K3(t)

P1(t)U
[0]
1 (t)K1(t) P1(t)U

[0]
1 (t)K2(t) P1(t)U

[0]
1 (t)K3(t)

O Eρ−ρ1 O

, (5.8)

ãäå (K1(t) K2(t) K3(t)) = K(t)S(t). Ïîëàãàÿ â (5.8)

K1(t) ≡ O, K2(t) ≡ O, K3(t) = (P1(t)U
[0]
1 (t))ò(P1(t)U

[0]
1 (t)(P1(t)U

[0]
1 (t))ò)−1

( ò � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ), ïîëó÷èì En−ρ O U
[0]
1 (t)K3(t)

O O Eρ1
O Eρ−ρ1 O

 . (5.9)

Ïî ïîñòðîåíèþ ðàíãè ìàòðèö (5.9) è (5.5) ñîâïàäàþò. Â ñâîþ î÷åðåäü ìàòðèöû

col (B
[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t), A[0](t))

è (5.5) ñâÿçàíû îáðàòèìûì íà R ïðåîáðàçîâàíèåì, ïîýòîìó èõ ðàíãè òàêæå ñîâïàäàþò ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ t ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåííîé âûøå ìàòðèöû

K(t) = (K1(t)K2(t)K3(t))S−1(t)

óñëîâèå (5.4) áóäåò âûïîëíåíî.
Íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî íàøëàñü ìàòðèöà K(t) òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

(5.4), è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà (5.5) îáðàòèìà íà R. Â ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâî (5.7) òàêæå

áóäåò èìåòü ìåñòî. Â ñàìîì äåëå, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà t̂ ∈ R, â êîòîðîé rankP1(t̂)U
[0]
1 (t̂) <

< ρ1, òî ïî ëåììå 2 íàéä¼òñÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà L, çàíóëÿþùàÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûå ñòðîêè â
ìàòðèöå P1(t̂)U

[0]
1 (t̂). Ïîñëå óìíîæåíèÿ ìàòðèöû (5.5) â òî÷êå t̂ ñëåâà íà íåîñîáåííóþ ìàòðèöó

diag {En−ρ, L,Eρ−ρ1} ïîëó÷èì ìàòðèöó ñ íóëåâûìè ñòðîêàìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îáðàòèìîñòè
ìàòðèöû (5.5) ïðè âñåõ t ∈ R. Ïîýòîìó óñëîâèå (5.7) âûïîëíÿåòñÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3 è óñëîâèå (5.7). Òîãäà íàé-
ä¼òñÿ óïðàâëåíèå âèäà (5.1) òàêîå, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (5.2) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèìî
â âèäå (2.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû (5.2) è (5.3) èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî
ðåøåíèé. Ðåøåíèå ñèñòåìû (5.2) ñóùåñòâóåò è èìååò òðåáóåìûé âèä, åñëè äëÿ ÄÀÓ (5.3) âû-
ïîëíÿþòñÿ âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 2.

Óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (5.3) áóäóò ñïðàâåäëèâû, åñëè äëÿ ÄÀÓ (5.3)
ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó K(t) òàêóþ, ÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèå (5.4) è â ìàòðèöå

B
[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t) O O

B
[0]
2 (t) + U

[0]
2 (t)K(t) A[0](t) O

(B
[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t))′ B

[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t) O

(B
[0]
2 (t) + U

[0]
2 (t)K(t))′ (A[0](t))′ +B

[0]
2 (t) + U

[0]
2 (t)K(t) A[0](t)

 (5.10)

íàéä¼òñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð.
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Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Dr(t). Óìíîæèì å¼ ñëåâà íà îáðàòèìóþ ïðè âñåõ t ∈ R ìàòðèöó
C0

0P0(t) O O . . . O
C0

1P
′
0(t) C1

1P0(t) O . . . O
C0

2P
′′
0 (t) C1

2P
′
0(t) C2

2P0(t) . . . O
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C0
rP

(r)
0 (t) C1

rP
(r−1)
0 (t) C2

rP
(r−2)
0 (t) . . . CrrP0(t)

 ,

à çàòåì íà ìàòðèöó

diag

{
En−ρ,

(
Eρ P1(t)
O En−ρ

)
, . . . ,

(
Eρ P1(t)
O En−ρ

)
, Eρ

}
,

ãäå P0(t) çàíóëÿåò ëèíåéíî çàâèñèìûå ñòðîêè â ìàòðèöå A(t) (ñì. (4.1)), a P1(t) òàêîâà, ÷òî
ñ ó÷¼òîì (4.4) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (4.5). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó (èç-çà ãðîìîçä-
êîñòè ÿâíûé âèä å¼ çàïèñûâàòü íå áóäåì), â êîòîðîé â ñèëó óñëîâèÿ 3) òåîðåìû 3 èìååòñÿ

ðàçðåøàþùèé ìèíîð. Èç ñòðóêòóðû ýòîé ìàòðèöû âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöû B
[0]
1 (t), A[0](t) è

col (A
[0]
2 (t), B

[0]
1 (t)) äîëæíû ñîäåðæàòü îáðàòèìûå íà R ïîäìàòðèöû, èìåþùèå ïîðÿäêè n−ρ,

ρ è n− ρ1 ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ S0 è S1

òàêèå, ÷òî

B
[0]
1 (t)S0 =

(
B̃1(t) B̃2(t)

)
, A[0](t)S1 =

(
Ã1(t) Ã2(t)

)
.

Çäåñü è íèæå îáâåä¼ííûå â ðàìêó ìàòðèöû îáðàòèìû ïðè âñåõ t ∈ R.
Óìíîæèâ ñëåâà ìàòðèöó (5.10) íà

diag

{
En−ρ,

(
Eρ P1(t)
O En−ρ

)
, Eρ

}
,

ïîëó÷èì ñ ó÷¼òîì (4.5) ìàòðèöó
B

[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t) O O

∗ P1(t)U
[0]
1 (t) O

∗ A
[0]
2 (t) O

∗ B
[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t) O

∗ ∗ A[0](t)

 . (5.11)

Îáîçíà÷èì
K(t)S0 = (K1(t) K2(t)), A

[0]
2 (t)S0 = (A2,1(t) A2,2(t)).

Â ìàòðèöå (5.11) ïåðåñòàâèì ìåæäó ñîáîé ñòîëáöû ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû diag {S0, S0, S1}.
Ïîëîæèâ ïðè ýòîì K1(t) ≡ O, ïðèä¼ì ê ìàòðèöå

B̃1 B̃2 + U
[0]
1 K2 O O O O

∗ ∗ O P1U
[0]
1 K2 O O

∗ ∗ A2,1 A2,2 O O

∗ ∗ B̃1 B̃2 + U
[0]
1 K2 O O

∗ ∗ ∗ ∗ Ã1 Ã2


. (5.12)
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Óìíîæèâ ñëåâà ìàòðèöó (5.12) íà ñîîòâåòñòâóþùóþ íåîñîáåííóþ ìàòðèöó, çàíóëèì áëîê
A2,1(t). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó D̃1(t), ïî ñòðóêòóðå îòëè÷àþùóþñÿ îò (5.12) òîëüêî
òåì, ÷òî â òðåòüåé áëî÷íîé ñòðîêå íà ìåñòå A2,1(t) áóäåò ñòîÿòü íóëåâàÿ ìàòðèöà, à âìåñòî

A2,2(t) � ìàòðèöà H(t)−A2,1B̃
−1
1 U

[0]
1 K2, ãäå

H(t) = A2,2(t)−A2,1(t)B̃−1
1 (t)B̃2(t).

Ïîñêîëüêó ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â ìàòðèöå col (A
[0]
2 (t), B

[0]
1 (t)) èìååòñÿ îáðàòè-

ìàÿ íà R ïîäìàòðèöà, òî ïî ïîñòðîåíèþ ïîäìàòðèöà ñ òåì æå ñâîéñòâîì äîëæíà ïðèñóòñòâî-
âàòü è â H(t). Â ñèëó ýòîãî íàéä¼òñÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ S2 òàêàÿ, ÷òî

H(t)S2 =
(
H1(t) H2(t)

)
.

Îáîçíà÷èì K2(t)S2 = (K2,1(t) K2,2(t)).

Óìíîæèâ ñïðàâà ìàòðèöó D̃1(t) íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâîê diag (E2n−ρ, S2, En) è ïîëîæèâ

K2,1(t) ≡ O, K2,2(t) = (P1(t)U
[0](t)
1 )ò, ïîëó÷èì ìàòðèöó âèäà B̃1(t) ∗ O O O

∗ ∗ F (t) O O

∗ ∗ ∗ Ã1(t) Ã2(t)

, (5.13)

ãäå

F (t) =


O O P1(t)U

[0]
1 (t)(P1(t)U

[0]
1 (t))ò

O H1(t) ∗

B̃1(t) ∗ ∗

 .

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà (5.13) ñîäåðæèò ðàçðåøàþùèé ìèíîð, ñîñòîÿùèé èç ñòîëáöîâ,
â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò îáâåä¼ííûå ðàìêîé áëîêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìàòðèöå (5.10) òàêæå
èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð.

Äëÿ ïîñòðîåííîé âûøå ìàòðèöû K(t) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî B
[0]
1 (t) + U

[0]
1 (t)K(t)

P1(t)U
[0]
1 (t)K(t)

A
[0]
2 (t)

 = P̃ (t)F (t)S̃,

â êîòîðîì P̃ (t) � íåêîòîðàÿ îáðàòèìàÿ íà R ìàòðèöà, à S̃ � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ìàòðèöà (5.5) áóäåò îáðàòèìà íà R, à ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò âûïîëíåíî
è óñëîâèå (5.4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

6. Ñâÿçü ñ èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòüþ. Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïîëó÷åíî óñëîâèå, ïðè
êîòîðîì äëÿ ÄÀÓ (0.1) ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè (5.1) òàêîå, ÷òî äëÿ çàìê-
íóòîé ñèñòåìû (5.2) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, (5.3)) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (5.4). Óñëîâèå (5.7)
íîñèò íåîáõîäèìûé è äîñòàòî÷íûé õàðàêòåð, îäíàêî îíî íåêîíñòðóêòèâíî, ïîñêîëüêó íå ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû P1(t). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàâíî èçâåñòíà ñâÿçü
ìåæäó âîçìîæíîñòüþ èñêëþ÷åíèÿ èç ðåøåíèÿ èìïóëüñíûõ ñëàãàåìûõ è ñâîéñòâîì èìïóëüñ-
íîé óïðàâëÿåìîñòè ÄÀÓ. Â [10] ïîëó÷åíî óäîáíîå äëÿ ïðîâåðêè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ êëàññà íåñòàöèîíàðíûõ ÄÀÓ ïðîèçâîëüíî âûñîêîãî
èíäåêñà íåðàçðåø¼ííîñòè. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
ýòî óñëîâèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê àëüòåðíàòèâó óñëîâèþ (5.7).

Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé òåîðåìîé ðåøåíèå
ñèñòåìû (0.1) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3 ñóùåñòâóåò è, êðîìå òîãî, ÄÀÓ (0.1) è (4.9) ýêâèâàëåíòíû
â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ðåøåíèé.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè îïðåäåëåíèå èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè è ïîëó÷èòü ïîäõîäÿùåå
äëÿ åãî àíàëèçà óñëîâèå, íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî íàéòè ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèíãóëÿðíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1), (2.1). Ñîãëàñíî ëåììå 5 â ñèñòåìå (4.9) k = r−1, ïîýòîìó
èìïóëüñíûå ñëàãàåìûå ðåøåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå (ñì. (2.3), (2.4))

η(t) =

k∑
j=1

ηj−1

(
d

dt

)j−1

δ(t− τ). (6.1)

Äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì ñèñòåìó (4.9) ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé (4.16) â âèäå(
On−ρ̂
A0(t)

)
d

dt
x(t) +

(
B1(t)
B2(t)

)
x(t) + P[U(t)u(t)] = 0, (6.2)

ãäå ρ̂ = ρ−
∑k

j=0 ρi, à P � îïåðàòîð, ïðåîáðàçóþùèé ÄÀÓ (0.1) ê âèäó (4.9) (ñì. (4.12), (4.13)).
Â îïåðàòîðå (4.13) ïî ïîñòðîåíèþ áóäåì èìåòü

Ni =

 On−ρn−ρ+ρ1+...+ρi−1
Oρ1 . . . Oρi−2 Oρi−1 Oρi . . . Oρk Oρ̂

Oρi O . . . O Pi(t) O . . . O O
Oρi+1+...+ρk+ρ̂ O . . . O O O . . . O O

, i = 1, k. (6.3)

Èç ïðåäñòàâëåíèé (2.1) è (2.2) âûòåêàþò ðàâåíñòâà(
d

dt

)i
u(t) = {v(i)(t)}+

i−1∑
j=0

∆v(j)(τ)

(
d

dt

)i−1−j
δ(t− τ), i = 1, 2, . . . (6.4)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (2.11) è (6.4), ïîëó÷èì

P[U(t)u(t)] = (En Φk,1 Φk,2 . . . Φk,k)Uk col ({v(t)}, {v′(t)}, . . . , {v(k)(t)}) +

+
k−1∑
j=0

(Φk,j+1(t) Φk,j+2(t) . . . Φk,k(t))Uk−1−j(τ)×

× col (∆v(τ),∆v′(τ), . . . ,∆v(k−1−j)(τ))

(
d

dt

)j
δ(t− τ), (6.5)

ãäå

Ui(t) =


C0

0P0U O . . . O
C0

1 (P0U)′ C1
1P0U . . . O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C0
i (P0U)(i) C1

i (P0U)(i−1) . . . CiiP0U

, i = 0, 1, 2, . . . ; (6.6)

Φ1,1(t) = N1(t), Φi,i(t) = Ni(t)Φi−1,i−1(t),

Φi,1(t) = Φi−1,1(t) +Ni(t)(E + Φ′i−1,1(t)), i = 2, k;

Φk,j(t) = Φk−1,j(t) +Nk(t)(Φk−1,j−1(t) + Φ′k−1,j(t)), j = 2, k − 1. (6.7)

Ïîäñòàâèâ ïðåäñòàâëåíèå (2.3), (6.1) â ñèñòåìó (6.2), (6.5), ïîëó÷èì äâà ìàòðè÷íûõ óðàâíå-
íèÿ: äëÿ ðåãóëÿðíûõ è äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíåå ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ôîðìó-
ëû (2.11), à çàòåì ïðèðàâíÿåì ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ ïðîèçâîäíûõ îò δ-ôóíêöèè, ñòîÿùèå
ñëåâà è ñïðàâà îò çíàêà ðàâåíñòâà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ñêà÷êà ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ hχ(τ) è êîýôôèöèåíòîâ ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ðåøåíèÿ. Èç ýòîé ñèñòåìû åäèíñòâåííûì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû η0, η1,
. . . , ηk−1 :

col (η0, η1, . . . , ηk−1) = −Θ−1
k (τ)Φk(τ)Uk(τ) col (∆v(τ),∆v′(τ), . . . ,∆v(k)(τ)),
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ãäå

Θk(τ) =



B1(τ)
A0(τ)

∗ . . . ∗

O
B1(τ)
A0(τ)

. . . ∗
...

...
. . .

...

O O . . .
B1(τ)
A0(τ)


.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà Θk(t) â ñèëó óñëîâèÿ (4.10) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, (2.6)) îáðàòèìà
ïðè âñåõ t ∈ R. Â ñâîþ î÷åðåäü

Φk(τ) =



k∑
j=1

(−1)j−1Cj−1
j−1 Φ̄

(j−1)
k,j

k∑
j=2

(−1)j−2Cj−2
j−2 Φ̄

(j−2)
k,j . . . C0

0 Φ̄k,k

k∑
j=2

(−1)j−2Cj−2
j−1 Φ̄

(j−2)
k,j

k∑
j=3

(−1)j−3Cj−3
j−2 Φ̄

(j−3)
k,j . . . O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
k∑

j=k−1

(−1)j−k+1Cj−k+1
j−1 Φ̄

(j−k+1)
k,j C0

k−2Φ̄k,k . . . O

C0
k−1Φ̄k,k O . . . O


, (6.8)

ãäå ìàòðèöû Φ̄k,j(t) ïîëó÷åíû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö Φk,j(t) (ñì. (6.7), (6.3)) âû÷¼ðêè-
âàíèåì ïîñëåäíèõ ρ̂ íóëåâûõ ñòðîê.

Ñëåäóÿ ïîäõîäó, èçëîæåííîìó, â ÷àñòíîñòè, â [4, 5, 10], ââåä¼ì îïðåäåëåíèå èìïóëüñíîé
óïðàâëÿåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (0.1) èìïóëüñíî óïðàâëÿåìà, åñëè äëÿ êàæ-
äûõ β ∈ Rkn è τ ∈ R íàéä¼òñÿ óïðàâëåíèå âèäà (2.1) òàêîå, ÷òî äëÿ ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿ-
þùåé ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (6.1), äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

col (η0, η1, . . . , ηk−1) = −Θ−1
k (τ)Φk(τ)β.

Ëåììà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Ñèñòåìà (0.1) èìïóëüñíî óïðàâëÿåìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

rank Φk(τ) = rank Φk(τ)Uk(τ) äëÿ âñåõ τ ∈ R. (6.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [10] ïîëó÷åíî óñëîâèå èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ÄÀÓ
âèäà (0.1), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

rank Θ−1
k (τ)Φk(τ) ≡ rankΘ−1

k (τ)Φk(τ)Uk(τ)

íà R. Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Òåîðåìà 5. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 3 äëÿ ÄÀÓ (0.1) îáðàòíàÿ ñâÿçü âèäà (5.1) òàêàÿ,

÷òî äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (5.2) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, (5.3)) ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (5.4),
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà (0.1) èìïóëüñíî óïðàâëÿåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (5.7) è (6.9).
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëû (6.8), (6.7) è (6.3), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â òîæäåñòâå

(6.9) ìàòðèöà Φk(τ) èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

Φk(τ) =


E O O . . . O O
∗ E O . . . O O
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ ∗ . . . E O
∗ ∗ ∗ . . . ∗ E

Ψ(τ),
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ãäå
Ψ(τ) =

=



P1 O . . . O O . . . O . . . O O O

∗ P2 . . . O P2P1 . . . O . . . O O O
...

... . . .
...

... . . .
... . . .

...
...

...

∗ ∗ . . . O ∗ . . . O . . .
∏k−1
i=1 Pi O O

∗ ∗ . . . Pk ∗ . . . PkPk−1 . . . ∗
∏k
j=2 Pi

∏k
j=1 Pi


, (6.10)

∏m
i=1 Pi(τ) = Pm(τ)Pm−1(τ) · · ·P1(τ). Î÷åâèäíî, ÷òî rank Φk(τ) = rank Ψ(τ).

Ïî ïîñòðîåíèþ (ñì. ï. 5) ìàòðèöû Pi(t) (i = 1, k) îáëàäàþò ïîëíûì ðàíãîì ρi ïî ñòðîêàì
äëÿ âñåõ t ∈ R. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 â ìàòðèöå (6.10) áëîêè, îáâåä¼ííûå ðàìêàìè, òàêæå
áóäóò èìåòü ïîëíûé ðàíã ïî ñòðîêàì, ò.å. rankPi(t)Pi−1(t) · · ·P1(t) ≡ ρi íà R. Ïîýòîìó âñþäó
íà R ðàíã ìàòðèöû Ψ(t) ðàâåí ñóììå ðàíãîâ ìàòðèö, îáâåä¼ííûõ ðàìêàìè. Ñëåäîâàòåëüíî,

rank Φk(τ) =

k∑
i=1

ρi äëÿ âñåõ τ ∈ R. (6.11)

Â ñâîþ î÷åðåäü ñ ó÷¼òîì ôîðìóë (6.6) è (4.11) ïîëó÷àåì

rank Φk(τ)Uk(τ) = rank



P1U
[0]
1 O O . . . O O

∗ P2P1U
[0]
1 O . . . O O

∗ ∗
( 3∏
i=1

Pi

)
U

[0]
1 . . . O O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∗ ∗ ∗ . . . ∗
( k∏
i=1

Pi

)
U

[0]
1


. (6.12)

Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå (5.7) âûïîëíåíî. Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöà P1(t) ñîñòîèò èç ρ1 ñòðîê,

ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà P1(τ)U
[0]
1 (τ) îáëàäàåò ïîëíûì ñòðî÷íûì ðàíãîì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ

óòâåðæäåíèåì 1 èìååì

rankPi(τ)Pi−1(τ) · · ·P1(τ)U
[0]
1 (τ) = ρi äëÿ ëþáîãî τ ∈ R (i = 1, k).

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (6.12) âûòåêàåò òîæäåñòâî

rank Φk(τ)Uk(τ) =
k∑
i=1

ρi äëÿ ëþáîãî τ ∈ R. (6.13)

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (6.9).
Îáðàòíî, ïóñòü èìååò ìåñòî ñâîéñòâî (6.9), òîãäà èç (6.11) âûòåêàåò òîæäåñòâî (6.13). Ïî-

ñëåäíåå â ñâîþ î÷åðåäü ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìàòðèöà Φk(τ)Uk(τ) áóäåò èìåòü âñþäó íà R ïîëíûé

ðàíã ïî ñòðîêàì. À çíà÷èò, òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è å¼ áëîê P1(τ)U
[0]
1 (τ) (ñì. (6.12)), ò.å.

óñëîâèå (5.7) âûïîëíÿåòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 4 è 5 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü
1) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3;
2) ñèñòåìà (0.1) èìïóëüñíî óïðàâëÿåìà.
Òîãäà äëÿ ÄÀÓ (0.1) íàéä¼òñÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü (5.1) òàêàÿ, ÷òî ðåøåíèå çàìêíóòîé ñèñ-

òåìû (5.2) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèìî â âèäå (2.8).
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Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ÄÀÓ (0.1) ïðîèçâîëüíî âûñîêîãî èíäåêñà
íåðàçðåø¼ííîñòè èçó÷àëàñü âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè (5.1)
òàêîãî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû (5.2) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, (5.3)) íå ñîäåðæà-
ëî áû ñèíãóëÿðíûõ îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå (5.7), ãàðàíòèðóþùåå ñóùåñòâîâàíèå óïðàâëåíèÿ âèäà (5.1), îáåñïå÷èâàþùåãî âûïîë-
íåíèå äëÿ ÄÀÓ (5.3) ñîîòíîøåíèÿ (5.4). Äîêàçàíî (òåîðåìà 4), ÷òî ïðåäïîëîæåíèå (5.7) â
ñîâîêóïíîñòè ñ óñëîâèÿìè òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ÄÀÓ (0.1) (òåîðåìà 3) îáåñ-
ïå÷èâàþò îòñóòñòâèå â ðåøåíèè ñèñòåìû (5.2) ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ äåëüòà-ôóíêöèþ è å¼
ïðîèçâîäíûå.

Ê ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå (5.7) ñëîæíî ïðîâåðèòü, ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò
àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû P1(t). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà äëÿ âñåõ ðàáîò â ýòîé
îáëàñòè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ñèñòåìû (0.1) èìåþòñÿ êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ èìïóëüñíîé óïðàâ-
ëÿåìîñòè [10]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå (5.7) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè ÄÀÓ (0.1) (òåîðåìà 5).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âàæíóþ ðîëü â ïðåäñòàâëåííîì àíàëèçå ñûãðàëî ïðåäïîëîæåíèå î
ïîñòîÿíñòâå ðàíãà ìàòðèöû A(t). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îáåñïå÷èâàëî âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ
àëãîðèòìà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (0.1) ê âèäó (2.5), (2.6), èçëîæåííîãî â ï. 4.

Äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâû èññëåäîâàíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ñèñòåì âèäà
(0.1) ñ ìàòðèöåé ïðè ïðîèçâîäíîé ïåðåìåííîãî ðàíãà. Ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ïîäõîä
íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ àíàëèçà òàêèõ ñèñòåì. Â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ñ ïîìîùüþ
óïðàâëåíèÿ âèäà (5.1) èñêëþ÷èòü èìïóëüñíûå ñëàãàåìûå èç ðåøåíèÿ ÄÀÓ â ñëó÷àå, êîãäà
ìàòðèöà A(t) èìååò ïåðåìåííûé ðàíã.
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Ââåäåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îáðàùàþùèìñÿ â íóëü êîýôôèöèåíòîì ïðè
ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé íå âïèñûâàþòñÿ â ðàìêè ñòàíäàðòíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è äàâíî ïðèâëåêàëè âíèìàíèå øèðîêîãî êðóãà èññëåäîâàòåëåé (ñì. ìîíîãðàôèè [1�3]
è èìåþùóþñÿ â íèõ áèáëèîãðàôèþ). Îòäåëüíûå âèäû òàêèõ óðàâíåíèé ïîäðîáíî èçó÷åíû,
îäíàêî äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, âûðîæäàþùèõñÿ â óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íåêî-
òîðûå âîïðîñû â ñëó÷àå îïåðàòîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ (àáñòðàêòíûå óðàâíåíèÿ), â ÷àñòíîñòè,
ïîëó÷åíèå ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ðåøåíèé, òðåáóþò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå â ãèïåðáîëè-
÷åñêîì ñëó÷àå. Ðàíåå çàäà÷à Êîøè ñ îïåðàòîðîì A = A2

0, ãäå A0 � ãåíåðàòîð C0-ãðóïïû,
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà u′′(t) − tαAu(t) = 0, α > 0, èçó÷àëàñü â [4], ñëó÷àé
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ðàññìîòðåí â [5]. Çàäà÷à Êîøè ñ ãåíåðàòîðîì îïåðàòîðíîé êîñèíóñ-
ôóíêöèè äëÿ ñëàáî âûðîæäàþùåãîñÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà tγu′′(t) − Au(t) =
= f(t), 0 < γ < 2, ðàññìàòðèâàëàñü â [6] (ïî ïîâîäó òåðìèíîâ ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ [7]).
È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àÿõ óêàçàííûõ âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü
ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ èõ ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó.

Ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé, ÷åì â [4�6], âèä êàê äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òàê è
îïåðàòîðíîãî êîýôôèöèåíòà, èìåþùåãî, êðîìå òîãî, è ïåðåìåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Èññëåäî-
âàíèÿ òàêæå áóäóò ïðîâîäèòüñÿ ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó, ïðè
ýòîì ïîòðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðíîé ôóíêöèè Áåññåëÿ, ââåä¼ííîé â ðàññìîòðåíèå àâ-
òîðîì [8] è èçó÷åííîé â ðàáîòàõ [8, 9].

Îïèøåì êëàññ îïåðàòîðîâ A, ñ êîòîðûì â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ðàçëè÷íûå
óðàâíåíèÿ. Â ðàáîòàõ [8, 9] ïðè k > 0 â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå èññëåäîâàíà êîððåêòíàÿ
ðàçðåøèìîñòü äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó (ÝÏÄ) ñ îïåðàòîðíûì êîýôôèöèåíòîì
A ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:

v′′(t) +
k

t
v′(t) = Av(t), t > 0, (1)

v(0) = u0, v′(0) = 0. (2)

Â ðàáîòå [8] íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ
îöåíêè íîðìû ðåçîëüâåíòû (λI − A)−1 è å¼ âåñîâûõ ïðîèçâîäíûõ, à â ñòàòüå [9] ïîëó÷åí
êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé êîððåêòíîñòè ýòîé çàäà÷è, êîòîðûé, â îòëè÷èå îò [8], ôîðìóëèðóåòñÿ
â òåðìèíàõ äðîáíîé ñòåïåíè ðåçîëüâåíòû è å¼ íåâåñîâûõ ïðîèçâîäíûõ.

Êëàññ îïåðàòîðîâ A, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à Êîøè (1), (2) ðàâíîìåðíî êîððåêòíà, îáîçíà÷èì
÷åðåç Gk, à ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð (íàçîâ¼ì åãî îïåðàòîðíîé ôóíêöèåé
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Áåññåëÿ (ÎÔÁ)) � ÷åðåç Yk(t), ò.å. v(t) = Yk(t)u0, ïðè ýòîì ÷åðåç G0 (G0 ⊂ Gk ïðè k >
> 0) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãåíåðàòîðîâ îïåðàòîðíîé êîñèíóñ-ôóíêöèè C(t) è Y0(t) = C(t).
Êëàññ Gk áóäåì íàçûâàòü êëàññîì êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè, à ÷èñëî k � åãî èíäåêñîì.
Ïðèìåðû îïåðàòîðîâ A ∈ Gk è ïîðîæäàåìûõ èìè ÎÔÁ Yk(t) ïðèâåäåíû â [9]. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè A ∈ G0 ⊂ Gk è k > 0, òî

Yk(t) =
2Γ(k/2 + 1/2)

Γ(1/2)Γ(k/2)

1∫
0

(1− s2)k/2−1C(ts) ds, (3)

ãäå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
1. Ñëàáî âûðîæäàþùååñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñî ñòåïåííûì õàðàê-

òåðîì âûðîæäåíèÿ. Ïðè t > 0 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ðàññìîòðèì ñëàáî âûðîæäàþ-
ùååñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùåå âèä

tγu′′(t) + btγ−1u′(t) = (A+ tβB)u(t), (4)

ãäå 0 < γ < 2, b ∈ R, β > 0, A � íåîãðàíè÷åííûé çàìêíóòûé îïåðàòîð, B ∈ L(E) �
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Ïðèíàäëåæíîñòü ïàðàìåòðà γ èíòåðâàëó (0, 2) îçíà÷àåò ñëàáîå âû-
ðîæäåíèå, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ � êîãäà γ > 2, êîòîðûé òàêæå áóäåò
ðàññìîòðåí â ðàáîòå.

Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) áóäåì ïîíèìàòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ
íà (0,+∞) ôóíêöèþ u(t), ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(A) îïåðàòîðà A è óäî-
âëåòâîðÿþùóþ ýòîìó óðàâíåíèþ ïðè âñåõ t > 0 . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿ è äëÿ
îñòàëüíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå óðàâíåíèé.

Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ïðè γ = 1, A = λ > 0, B = 0 íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (4) ìåòîäàìè
òåîðèè ïîëóãðóïï èññëåäîâàëîñü â ðàáîòå [10] ïðè èçó÷åíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.

Çàìåíà íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t = (τ/ν)ν , ν = 2/(2− γ), è íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(t) =
= u((τ/ν)ν) = w(τ) ñ ó÷¼òîì î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ

u′(t) =

(
τ

ν

)1−ν
w′(τ), u′′(t) =

(
τ

ν

)2(1−ν)(
w′′(τ) +

1− ν
τ

w′(τ)

)
(5)

ïðèâîäèò ñëàáî âûðîæäàþùååñÿ óðàâíåíèå (4) ê óðàâíåíèþ ÝÏÄ âèäà

w′′(τ) +
bν − ν + 1

τ
w′(τ) =

(
A+

(
τ

ν

)νβ
B

)
w(τ), τ > 0. (6)

Êîððåêòíàÿ ïîñòàíîâêà íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ ÝÏÄ (6) çàâèñèò îò çíàêà ïàðà-
ìåòðà bν− ν+ 1. Åñëè bν− ν+ 1 > 0, òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàê æå, êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ (1),
èìåþò âèä

w(0) = u0, w′(0) = 0. (7)

Åñëè bν − ν + 1 < 0, òî (ñì. [11]) ñëåäóåò çàäàâàòü âåñîâîå íà÷àëüíîå óñëîâèå

w(0) = 0, lim
τ→0+

τ bν−ν+1w′(τ) = u1. (8)

Âîçìîæíà è áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ñì. [12]), íî äëÿ íå¼ òðåáóåòñÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ, è çäåñü ìû å¼ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (6), åñòåñòâåííî, çàâèñèò è îò îïåðàòîðà
A + (τ/ν)νβB. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîð A ïðèíàäëåæèò áîëåå øèðîêîìó, ÷åì â
óêàçàííîé âî ââåäåíèè ðàáîòå [6], êëàññó ôóíêöèé Gk ïðè íåêîòîðîì k > 0 (Gk ⊃ G0).
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Åñëè A ∈ Gk, k > 0, òî âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè âîçìóù¼ííîãî îïåðàòîðà A+B êëàññó
Gk, åñëè B � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, èññëåäîâàí â ðàáîòå [13], à âîïðîñ î åãî ïðèíàäëåæíî-
ñòè íåêîòîðîìó êëàññó êîððåêòíîñòè, åñëè B ∈ Gm, m > 0, � íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, â
ðàáîòå [14]. Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû î âîçìóùåíèè çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿþò êëàññ îïåðàòîðîâ,
ïîðîæäàþùèõ ÎÔÁ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùåíèå îïåðàòîðà A ∈ Gk,
k > 0, ïåðåìåííûì îïåðàòîðîì âèäà B(τ) = (τ/ν)νβB.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k > 0, A ∈ Gk, B(t) = (t/ν)νβB, νβ > 0, à Q(t, s) � íåïðåðûâíûé
ïðè t > s > 0 îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé îïåðàòîðíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂2Q(t, s)

∂t2
− k2 − 2k

4t2
Q(t, s)−B(t)Q(t, s) =

∂2Q(t, s)

∂s2
− k2 − 2k

4s2
Q(t, s) (9)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

dQ(t, t)

dt
=

1

2
B(t), lim

s→0+
sk/2−1Q(t, s) = 0. (10)

Òîãäà ôóíêöèÿ

v(t) = Yk(t)u0 + t−k/2
t∫

0

sk/2Q(t, s)Yk(s)u0 ds (11)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

v′′(t) +
k

t
v′(t) = (A+B(t))v(t), (12)

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðåäñòàâëåíèè (11) ïî îïðåäåëåíèþ ÎÔÁ

Yk(t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Y ′′k (t)u0 +
k

t
Y ′k(t)u0 = AYk(t)u0, (13)

çäåñü è â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

Y ′k(t)u0 = (Yk(t)u0)′.

Îáîçíà÷èì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðåäñòàâëåíèè (11) ÷åðåç ϕ(t), ò.å.

ϕ(t) = t−k/2
t∫

0

sk/2Q(t, s)Yk(s)u0 ds. (14)

Äâàæäû äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî (14), ïîëó÷àåì

ϕ′(t) = t−k/2
t∫

0

sk/2
(
∂Q(t, s)

∂t
− k

2t
Q(t, s)

)
Yk(s)u0 ds+Q(t, t)Yk(t)u0,

ϕ′′(t) = t−k/2
t∫

0

sk/2
(
∂2Q(t, s)

∂t2
− k

t

∂Q(t, s)

∂t
+

2k + k2

4t2
Q(t, s)

)
Yk(s)u0 ds+

+

(
∂Q(t, s)

∂t

∣∣∣∣
s=t

+
dQ(t, t)

dt
− k

2t
Q(t, t)

)
Yk(t)u0 +Q(t, t)Y ′k(t)u0
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ′′(t) +
k

t
ϕ′(t) = t−k/2

t∫
0

sk/2
(
∂2Q(t, s)

∂t2
− k2 − 2k

4t2
Q(t, s)

)
Yk(s)u0 ds+

+

(
∂Q(t, s)

∂t

∣∣∣∣
s=t

+
dQ(t, t)

dt
+
k

2t
Q(t, t)

)
Yk(t)u0 +Q(t, t)Y ′k(t)u0. (15)

Îáîçíà÷èì èíòåãðàë â ðàâåíñòâå (15) ÷åðåç ψ(t) è óïðîñòèì åãî, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (9)
è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (10). Ïîñëå äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì áóäåì èìåòü

ψ(t) =

t∫
0

sk/2
(
∂2Q(t, s)

∂t2
− k2 − 2k

4t2
Q(t, s)

)
Yk(s)u0 ds =

=

t∫
0

sk/2
∂2Q(t, s)

∂s2
Yk(s)u0 ds+

t∫
0

sk/2
(
B(t)− k2 − 2k

4s2
I

)
Q(t, s)Yk(s)u0 ds =

= tk/2
∂Q(t, s)

∂s

∣∣∣∣
s=t

Yk(t)u0 −
t∫

0

∂Q(t, s)

∂s

(
k

2
sk/2−1Yk(s) + sk/2Y ′k(s)

)
u0 ds+

+

t∫
0

sk/2
(
B(t)− k2 − 2k

4s2
I

)
Q(t, s)Yk(s)u0 ds =

= tk/2
∂Q(t, s)

∂s

∣∣∣∣
s=t

Yk(t)u0 −
ktk/2−1

2
Q(t, t)Yk(t)u0 − tk/2Q(t, t)Y ′k(t)u0 +

+

t∫
0

sk/2Q(t, s)

(
Y ′′k (s) +

k

s
Y ′k(s)

)
u0 ds+

t∫
0

sk/2B(t)Q(t, s)Yk(s)u0 ds. (16)

Çàìåíèâ èíòåãðàë â (15) åãî ïðåäñòàâëåíèåì (16), â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (10) ïðèõîäèì
ê ðàâåíñòâó

ϕ′′(t) +
k

t
ϕ′(t) = t−k/2(A+B(t))

t∫
0

sk/2Q(t, s)Yk(s)u0 ds+

+

(
∂Q(t, s)

∂s

∣∣∣∣
s=t

+
∂Q(t, s)

∂t

∣∣∣∣
s=t

+
dQ(t, t)

dt

)
Yk(t)u0 =

= (A+B(t))ϕ(t) + 2
dQ(t, t)

dt
Yk(t)u0 = (A+B(t))ϕ(t) +B(t)Yk(t)u0. (17)

Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (13)�(17) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

v′′(t) +
k

t
v′(t) = AYk(t)u0 + (A+B(t))ϕ(t) +B(t)Yk(t)u0 = (A+B(t))v(t).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (11) ôóíêöèÿ v(t), êîòîðóþ â äàëüíåéøåì óäîá-
íî îáîçíà÷èòü

v(t) = Ỹk(t)u0 ≡ Yk(t)u0 + t−k/2
t∫

0

sk/2Q(t, s)Yk(s)u0 ds, (18)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (12).

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 1 2021



Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ 65

Çàïèñûâàÿ ôóíêöèþ v(t) â âèäå

v(t) = Yk(t)u0 + t

1∫
0

ξk/2Q(t, tξ)Yk(tξ)u0 dξ

è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ÎÔÁ Yk(0) = I, Y ′k(0) = 0, à òàêæå âûòåêàþùåå èç óðàâíåíèÿ (9)
ðàâåíñòâî

lim
t→0+

Q(t, tξ) = 0,

íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ v(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2).
Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (9), (10) ïðîâåä¼ì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü v1(t) è v2(t) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (9), (10). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ

V (t, s) = f(Ỹk(s)(v1(t)− v2(t))),

ãäå f ∈ E∗ (E∗ � ñîïðÿæ¼ííîå ñ E ïðîñòðàíñòâî), t, s > 0. Îíà, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

∂2V

∂t2
+
k

t

∂V

∂t
=
∂2V

∂s2
+
k

s

∂V

∂s
, t, s > 0,

è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

V (0, s) =
∂V (0, s)

∂t
= 0.

Ýòà çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ çàìåíîé

t1 = (t+ s)2/4, s1 = (t− s)2/4

ñâîäèòñÿ (ñì. [15, � 5, ï. 3]) ê çàäà÷å, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êîòîðîé â êëàññå äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïðè t, s > 0 ôóíêöèé óñòàíîâëåíà â [15, � 5, ï. 2]). Êðîìå òîãî,
óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ñîäåðæèòñÿ òàêæå â òåîðåìå 6.1 ðàáîòû [16], â êîòîðîé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ äàæå áîëåå îáùåå óðàâíåíèå.

Èç ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [15] ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è ñëåäóåò òîæ-
äåñòâî V (t, s) ≡ 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè f ∈ E∗, ïîëàãàÿ s = 0, ïîëó÷àåì v1(t) ≡ v2(t), è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óñòàíîâëåíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê äîêàçàíî â òåîðåìå 1, ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (12) çàâèñèò îò
ðàçðåøèìîñòè ãðàíè÷íîé çàäà÷è (9), (10) äëÿ îïåðàòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [17].

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (9) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (10)
èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Åñëè B ∈ R, òî ðàçðåøèìîñòü ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (9) óñòàíîâëåíà
â [17]. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî çàìåíà êîýôôèöèåíòà B ∈ R íåïðåðûâíûì îïåðàòîðíûì
êîýôôèöèåíòîì B(t) = (t/ν)νβB íå ïðåïÿòñòâóåò ïîâòîðåíèþ ðàññóæäåíèé �� 2, 3 ðàáîòû [17].
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñëó÷àé k = 0 ðàññìîòðåí â ðàáîòå [18].

Óêàæåì åù¼, ÷òî åñëè β = 0, k = 2n, n ∈ N, òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3 [13], â ýòîì
÷àñòíîì ñëó÷àå ôóíêöèþ Q(t, s) ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

Q(t, s) =
snB

2n+1n!tn−1

(
1

s

d

ds

)n(
(s2 − t2)n1F2

(
1;n+ 1, 2;

t2 − s2

4
B

))
,

ãäå 1F2(·) � îáîáù¼ííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
Óñòàíîâèâ ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ âîçìóù¼ííîãî óðàâíåíèÿ

ÝÏÄ (12), ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñëàáî âû-
ðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ (4).
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Ïóñòü bν − ν + 1 > 0, ν = 2/(2 − γ) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, 2b > γ. Âîçâðàùàÿñü ê
èñõîäíîé ïåðåìåííîé t è íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(t), ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (6) ïåðåéä¼ò â
óðàâíåíèå (4), à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (7) â ñèëó ðàâåíñòâ (5) � â óñëîâèÿ

u(0) = u0, lim
t→0+

t1−1/νu′(t) = 0. (19)

Èç òåîðåì 1, 2 âûòåêàåò óòâåðæäåíèå î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è (4), (19).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü 0 < γ < 2, 2b > γ, β > 0, A ∈ G(2b−γ)/(2−γ), B ∈ L(E), u0 ∈ D(A).

Òîãäà ôóíêöèÿ u(t) = Ỹ(2b−γ)/(2−γ)(νt
1/ν)u0, ãäå ν = 2/(2−γ), à ôóíêöèÿ Ỹ(2b−γ)/(2−γ)(·) îïðå-

äåëåíà ðàâåíñòâîì (18), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4), óäîâëåòâîðÿþùèì
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (19).

Ïóñòü òåïåðü bν−ν+1 < 0 èëè 2b < γ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóåò çàäàâàòü
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (8), êîòîðûå äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè u(t) ïðèíèìàþò âèä

u(0) = 0, νbν−ν+1 lim
t→0+

tbu′(t) = u1. (20)

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [11] î ðàçðåøèìîñòè âåñîâîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
ÝÏÄ, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 0 < γ < 2, 2b < γ, β > 0, A ∈ G(4−b−γ)/(2−γ), B ∈ L(E), u1 ∈ D(A).
Òîãäà ôóíêöèÿ

u(t) =
νν−bν−1t1−b

1− b
Ỹ(4−b−γ)/(2−γ)(νt

1/ν)u1,

ãäå ν = 2/(2 − γ), à ôóíêöèÿ Ỹ(4−b−γ)/(2−γ)(·) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (18), ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (20).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè b = 0, B = 0 è îïåðàòîðå A ∈ Gν+1 èç áîëåå øèðîêîãî, ÷åì â [6],
ìíîæåñòâà Gν+1 ⊃ G0 ðåøåíèå çàäà÷è (4), (20) èìååò âèä

u(t) = νν−1tYν+1(νt1/ν)u1.

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 3 è 4, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû è ïðè γ = 0, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå (4) óæå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ÝÏÄ. Â ýòèõ òåîðåìàõ íå òîëüêî óêàçàíà ïîñòàíîâêà
íà÷àëüíûõ óñëîâèé è äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèÿ (4), íî è óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ïîðÿäêîì âûðîæäåíèÿ γ, êîýôôèöèåíòîì
b ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé u′(t) è ìíîæåñòâîì îïåðàòîðîâ A, îáðàçóþùèì êëàññ êîððåêòíîé
ðàçðåøèìîñòè.

Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç óòâåðæäåíèé òåîðåìû 3 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûâîäàì. Åñëè
0 6 γ 6 2b è 0 6 b < 1, òî èíäåêñ êëàññà êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ïðè ôèêñèðîâàííîì
b óáûâàåò ïî ïåðåìåííîé γ îò çíà÷åíèÿ b äî çíà÷åíèÿ 0, ïðè ýòîì ñàì êëàññ êîððåêòíîé
ðàçðåøèìîñòè ñóæàåòñÿ ñ Gb äî G0. Åñëè 0 6 γ < 2 è b = 1, òî êëàññ êîððåêòíîé ðàçðå-
øèìîñòè îäèí è òîò æå ïðè âñåõ γ è ñîâïàäàåò ñ G1. Åñëè 0 6 γ < 2 è b > 1, òî èíäåêñ
êëàññà êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé γ îò çíà÷åíèÿ b äî +∞. Ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2b = γ, 0 6 γ < 2, êëàññ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè îäèí è òîò æå ïðè
âñåõ γ è ñîâïàäàåò ñ G0.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè γ, 0 6 γ < 2, èíäåêñ êëàññà êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè
âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé b îò çíà÷åíèÿ γ/2 äî +∞.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2b = γ, 0 6 γ < 2, B = 0, òî êëàññ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè
îäèí è òîò æå ïðè âñåõ γ è ñîâïàäàåò ñ G0. Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé b = γ = 0 ñîîòâåòñòâóåò
àáñòðàêòíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

u′′(t) = Au(t), t > 0, A ∈ G0,

êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäàþùèìñÿ. Êàê èçâåñòíî, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíå-
íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(0) = u0, u′(0) = u1, u0, u1 ∈ D(A),
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ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u(t) = C(t)u0 + S(t)u1, ãäå C(t) � îïåðàòîðíàÿ êîñèíóñ-ôóíêöèÿ è

S(t) =

t∫
0

C(τ) dτ

� îïåðàòîðíàÿ ñèíóñ-ôóíêöèÿ.
Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå γ = 2, b = 1, êîòîðûé ïðè èñïîëüçóåìîé â ï. 1 çàìåíå

íå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ÝÏÄ è êîòîðûé íå èññëåäîâàí â ï. 1, ïîëó÷àåòñÿ âûðîæäàþùååñÿ
àáñòðàêòíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà

t2u′′(t) + tu′(t) = Au(t), t > 0,

êîòîðîå ïðè A ∈ G0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u(t) = C(ln t)u0 + S(ln t)u1,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(1) = u0, u′(1) = u1, u0, u1 ∈ D(A).

Â ìîíîãðàôèè [19] îãðàíè÷åííîå â òî÷êå âûðîæäåíèÿ ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî àáñòðàêòíîãî
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ìàëûõ ñòàáèëèçèðó-
þùèõ âîçìóùåíèé.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.
2. Àáñòðàêòíîå óðàâíåíèå Øàðïà. Ðàññìîòðèì äàëåå ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (4)

ïðè b = γ = β = 1, B = −I. Óðàâíåíèå

tu′′(t) + u′(t)− tu(t) = A0u(t) (21)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øàðïà (ñì. [20, ñ. 118]), è äëÿ íåãî ïðè A0 ∈ G1 ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 3.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî åãî ðåøåíèÿ ìîæíî óêàçàòü ÿâíóþ ôîðìóëó è â ñëó÷àå, åñëè
A0 /∈ G1. Åñòåñòâåííî, çàäà÷à (4), (19) ñ òàêèì îïåðàòîðîì íå áóäåò êîððåêòíîé, ïîñêîëüêó
ïðèíàäëåæíîñòü A0 ∈ G1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîððåêòíîñòè.

Ïóñòü îïåðàòîð A0 ïîðîæäàåò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ ãðóïïó T (t;A0), òîãäà A2
0 ∈

∈ G0 è C(t;A2
0) = 1/2(T (t;A0) + T (−t;A0)) � ïîðîæäàåìàÿ èì ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ

îïåðàòîðíàÿ êîñèíóñ-ôóíêöèÿ.
Ïðè u2 ∈ D(A2

0) ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

u(t) =

π/2∫
0

ch(t cosϕ)C

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ+

π/2∫
0

sh(t cosϕ)A0S

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ, (22)

ãäå S(t;A2
0) � îïåðàòîðíàÿ ñèíóñ-ôóíêöèÿ.

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðíîé êîñèíóñ-ôóíêöèè C(t;A2
0) ñõîäèìîñòü

ïåðâîãî èíòåãðàëà â (22) î÷åâèäíà, à ñõîäèìîñòü âòîðîãî èíòåãðàëà âûòåêàåò èç êîíå÷íîñòè
èíòåãðàëà 2.6.34.3 èç [21]

π/2∫
0

ln sin
ϕ

2
dϕ.

Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (22) ôóíêöèÿ u(t) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì â íóëå
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (21), è ñ ýòîé öåëüþ âû÷èñëèì å¼ ïðîèçâîäíûå. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì ñ ó÷¼òîì ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðíîé êîñèíóñ-ôóíêöèè áóäåì èìåòü

u′(t) =

π/2∫
0

sh(t cosϕ) cosϕC

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ+

π/2∫
0

ch(t cosϕ) cosϕA0S

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ =
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= t

π/2∫
0

ch(t cosϕ) sin2 ϕC

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ+

π/2∫
0

sh(t cosϕ)C ′
(

ln ctg
ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ+

+ t

π/2∫
0

sh(t cosϕ) sin2 ϕA0S

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ+

π/2∫
0

ch(t cosϕ)A0C

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ,

u′′(t) =

π/2∫
0

ch(t cosϕ) cos2 ϕC

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ+

π/2∫
0

sh(t cosϕ) cos2 ϕA0S

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ,

tu′′(t) + u′(t) = tu(t) +

π/2∫
0

sh(t cosϕ)A2
0S

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ+

+

π/2∫
0

ch(t cosϕ)A0C

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ = tu(t) +A0u(t).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (22) îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ u(t) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (21), à ïðè t = 0 óñëîâèþ

u(0) =

π/2∫
0

C

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ.

Åñëè ïîñòàâèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (21), óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(0) = u0, (23)

òî îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòà u2 ∈ D(A2
0) âîçíèêàåò îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà

π/2∫
0

C

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ = u0, (24)

äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè íà íà÷àëüíûé
ýëåìåíò u0.

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðíîé êîñèíóñ-ôóíêöèè C(t;A2
0) ÷åðåç ðåçîëüâåíòó

C(t;A2
0)u2 =

1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

eλtλR(λ2;A2
0)u2 dλ, σ > 0, u2 ∈ E,

ëåâóþ ÷àñòü îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (24) çàïèøåì â âèäå

π/2∫
0

C

(
ln ctg

ϕ

2
;A2

0

)
u2 dϕ = 2

∞∫
0

et

1 + e2t
C(t;A2

0)u2 dϕ =

=
1

πi

σ+i∞∫
σ−i∞

∞∫
0

et(λ+1) dt

1 + e2t
λR(λ2;A2

0)u2 dλ =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

β

(
1− λ

2

)
λR(λ2;A2

0)u2 dλ (25)
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(ïðè ýòîì ìû èñïîëüçîâàëè èíòåãðàë 2.3.12.6 èç [21]), ãäå

β(z) =
1

2

(
ψ

(
z + 1

2

)
− ψ

(
z

2

))
,

ψ(·) � ïñè-ôóíêöèÿ (ñì., íàïðèìåð, [21, ñ. 775; 22, ñ. 536]).
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (25), îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (24) îòíîñèòåëüíî u2 ∈ D(A2

0) çà-
ïèøåì â âèäå

Pu2 ≡
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

β

(
1− λ

2

)
λR(λ2;A2

0)u2 dλ = u0. (26)

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (24) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó
î ñóùåñòâîâàíèè ó çàäàííîãî ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (26) è ïðîäîëæåííîãî ïî íåïðåðûâíî-
ñòè íà E îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà P : D(A2

0) → E îáðàòíîãî îïåðàòîðà, îïðåäåë¼ííîãî íà
íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå èç D(A2

0). Âàæíóþ ðîëü ïðè ýòîì áóäåò èãðàòü ôóíêöèÿ

χ(λ) =
1

2
β

(
1−
√
λ

2

)
,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óðàâíåíèå (26) çàïèøåì â âèäå

Pu2 ≡
1

πi

σ+i∞∫
σ−i∞

ξχ(ξ2)R(ξ2;A2
0)u2 dξ = u0.

Îïåðàòîð A0 ïîðîæäàåò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ ãðóïïó T (t;A0), ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòð
îïåðàòîðà A2

0 ëåæèò íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè, è ïîýòîìó, êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî
äîêàçàòåëüñòâà, íàì áóäåò âàæåí ôàêò îòñóòñòâèÿ [22, ñ. 536] äåéñòâèòåëüíûõ íóëåé ó ôóíê-
öèè χ(λ).

Ïóñòü Υ1 � êîíòóð íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùèé èç ïðîõîäèìîé ñíèçó ââåðõ ïðÿ-
ìîé Re z = σ1 > 0, òîãäà Υ2

1 � ïàðàáîëà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàçîì ïðÿìîé Υ1 ïðè îòîáðàæåíèè
w = z2 (z ∈ Υ1, w ∈ Υ2

1). Ïîñêîëüêó ñïåêòð îïåðàòîðà A2
0 ëåæèò íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè,

òî ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå êîíòóð Ξ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç Υ1 ñòÿãèâàíèåì ê îòðèöàòåëüíîé
ïîëóîñè òàê, ÷òîáû îí íå ñîäåðæàë ñëåâà îò ñåáÿ íóëåé ôóíêöèè χ(z).

Âîçüì¼ì λ0 èç ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà ρ(A2
0) òàêîå, ÷òîáû Reλ0 > σ1 > 0, è ââåä¼ì â

ðàññìîòðåíèå îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

Hv =
1

2πi

∫
Ξ

R(z;A2
0)v dz

χ(z)(z − λ0)
, H : E → E, (27)

àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü êîòîðîãî âûòåêàåò èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà

‖λR(λ2;A2
0)‖ 6 M

Reλ− ω
, Reλ > ω,

äëÿ ðåçîëüâåíòû ãåíåðàòîðà îïåðàòîðíîé êîñèíóñ-ôóíêöèè C(t;A2
0).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîð P èìååò îáðàòíûé îïåðàòîð P−1 : D(A2
0) → E. Ïóñòü

v ∈ D(A2
0), σ1 < σ2 < Reλ. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (27) îïåðàòîð H ê

Pv è ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî Ãèëüáåðòà

R(z;A2
0)R(ξ2;A2

0) =
R(z;A2

0)−R(ξ2;A2
0)

ξ2 − z
,
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ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

HPv =
1

2πi

∫
Ξ

R(z;A2
0)

χ(z)(z − λ0)

1

πi

σ2+i∞∫
σ2−i∞

ξχ(ξ2)R(ξ2;A2
0)v dξ =

=
2

(2πi)2

∫
Ξ

σ2+i∞∫
σ2−i∞

(
ξχ(ξ2)R(z;A2

0)v

χ(z)(z − λ0)(ξ2 − z)
− ξχ(ξ2)R(ξ2;A2

0)v

χ(z)(z − λ0)(ξ2 − z)

)
dξ dz. (28)

Èíòåãðàë â (28) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Èçìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, áóäåì èìåòü

HPv =
2

(2πi)2

∫
Ξ

σ2+i∞∫
σ2−i∞

ξχ(ξ2)R(z;A2
0)v dξ dz

χ(z)(z − λ0)(ξ2 − z)
−

− 2

(2πi)2

σ2+i∞∫
σ2−i∞

ξχ(ξ2)R(ξ2;A2
0)v

∫
Ξ

dz

χ(z)(z − λ0)(ξ2 − z)
dξ. (29)

Åñëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ Ξ çàìêíóòü âëåâî, òî âíóòðåííèé èíòåãðàë âî âòîðîì ñëàãà-
åìîì â (29) îáðàòèòñÿ â íóëü â ñèëó òåîðåìû Êîøè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ æå èíòåãðàëîâ â ïåðâîì
ñëàãàåìîì â (29) èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî

HPv =
2

(2πi)2

∫
Ξ

∫
Υ2

ξχ(ξ2)R(z;A2
0)v dξ dz

χ(z)(z − λ0)(ξ2 − z)
=

1

(2πi)2

∫
Ξ

∫
Υ2

2

χk(λ)R(z;A2
0)v dλ dz

χ(z)(z − λ0)(λ− z)
=

=
1

2πi

∫
Ξ

R(z;A2
0)v dz

z − λ0
= −R(λ0;A2

0)v,

ãäå Υ2 � êîíòóð íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùèé èç ïðîõîäèìîé ñíèçó ââåðõ ïðÿìîé
Re z = σ2, 0 < σ1 < σ2 < Reλ, à êîíòóð Υ2

2 � ïàðàáîëà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàçîì êîíòóðà Υ2

ïðè îòîáðàæåíèè w = z2 (z ∈ Υ2, w ∈ Υ2
2).

Êîììóòèðóþùèå ìåæäó ñîáîé îïåðàòîðû H, P, R(λ0;A2
0) îãðàíè÷åíû, è îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ D(A2
0) ïëîòíà â E, ïîýòîìó ðàâåíñòâî HPv = −R(λ0;A2

0)v ñïðàâåäëèâî è äëÿ v ∈ E,
è ïðè ýòîì HP : E → D(A2

0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð P−1v = −(λ0I − A2
0)Hv ïðè

v ∈ D(A2
0) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îïåðàòîðó P, P−1 : D(A2

0)→ E. Äåéñòâèòåëüíî,

PP−1v = −P (λ0I −A2
0)Hv = −PH(λ0I −A2

0)v = R(λ0;A2
0)(λ0I −A2

0)v = v, v ∈ D(A2
0),

P−1Pv = −(λ0I −A2
0)HPv = (λ0I −A2

0)R(λ0;A2
0)v = v, v ∈ E.

Âîçâðàùàÿñü ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ (26) è òðåáóÿ äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî
âêëþ÷åíèå u0 ∈ D(A4

0), îïðåäåëèì ïðèíàäëåæàùèé D(A2
0) íà÷àëüíûé ýëåìåíò

u2 = (A2
0 − λ0I)Hu0,

ãäå îïåðàòîð H çàäàí ðàâåíñòâîì (27), λ0 ∈ ρ(A2
0), Reλ0 > σ1 > 0. Òîãäà îïðåäåëÿåìàÿ ðà-

âåíñòâîì (22) ôóíêöèÿ u(t) áóäåò îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (21), óäîâëåòâîðÿþùèì
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (23). Çàìåòèì, ÷òî âûðîæäàþùååñÿ óðàâíåíèå (21) ìîæåò èìåòü âòîðîå
íåîãðàíè÷åííîå â íóëå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíà
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü îïåðàòîð A0 ïîðîæäàåò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ ãðóïïó T (t;A0) è
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå u0 ∈ D(A4

0). Òîãäà ôóíêöèÿ u(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (22), â
êîòîðîì u2 = (A2

0 − λ0I)Hu0, ãäå îïåðàòîð H çàäàí ðàâåíñòâîì (27), λ0 ∈ ρ(A2
0), Reλ0 >

> σ1 > 0, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (21), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ (23).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü E = C = D(A), A = iA1, A1 ∈ R, u0 ∈ C. Òîãäà T (t;A0) = eitA1 ,
C(t;A2

0) = cos(tA1) è ðåøåíèå çàäà÷è (21), (23) èìååò âèä

u(t) = u2

π/2∫
0

ch

(
t cosϕ+ iA1 ln ctg

ϕ

2

)
dϕ,

ãäå ôóíêöèÿ u2 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

u2

π/2∫
0

cos

(
A1 ln ctg

ϕ

2

)
dϕ = u0.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü E = BUC(R) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé íà R (èëè E = Lp(R), 1 6 p <∞), îïåðàòîð A0u(x) = u′(x) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ D(A0) = {u(x) ∈ E : u(x) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, u′(x) ∈ E}. Òîãäà

T (t;A0)u(x) = u(x+ t), C(t;A2
0)u(x) = 1/2(u(x+ t) + u(x− t))

è, åñëè u2(x) ∈ D(A2
0), òî ôóíêöèÿ

u(t) =
1

2

π/2∫
0

(ch(t cosϕ) + sh(t cosϕ))u2

(
x+ ln ctg

ϕ

2

)
dϕ+

+
1

2

π/2∫
0

(ch(t cosϕ)− sh(t cosϕ))u2

(
x− ln ctg

ϕ

2

)
dϕ

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (21).
3. Ñèëüíî âûðîæäàþùååñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñî ñòåïåííûì õàðàê-

òåðîì âûðîæäåíèÿ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (4) â ñëó÷àå ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ, êîãäà ïàðà-
ìåòð γ > 2. Çàìåíà íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t = (−τ/ν)−ν , ν = 2/(2 − γ), è íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè u(t) = u((−τ/ν)−ν) = w(τ) ïðèâîäèò ñèëüíî âûðîæäàþùååñÿ óðàâíåíèå (4) ê óðàâ-
íåíèþ ÝÏÄ

w′′(τ) +
1 + ν − bν

τ
w′(τ) =

(
A+

(
−τ
ν

)−νβ
B

)
w(τ), τ > 0.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìàì 3 è 4 óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû 6 è 7, â êîòîðûõ â ñëó-
÷àå ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ óêàçàíà ïîñòàíîâêà íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ
ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (4), à òàêæå óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ ñâÿçü ìåæäó ïîðÿäêîì âûðîæäåíèÿ γ, êîýôôèöèåíòîì b ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé u′(t) è
ìíîæåñòâîì îïåðàòîðîâ A, îáðàçóþùèì êëàññ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü γ > 2, 2b > 4 − γ, β > 0, A ∈ G(2b+γ−4)/(γ−2), B ∈ L(E), u0 ∈
∈ D(A). Òîãäà ôóíêöèÿ u(t) = Ỹ(2b+γ−4)/(γ−2)(−νt−1/ν)u0, ãäå ν = 2/(2 − γ), à ôóíêöèÿ

Ỹ(2b+γ−4)/(γ−2)(·) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (18), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(4), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(0) = u0, lim
t→0+

t1+1/νu′(t) = 0.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü γ > 2, 2b < 4 − γ, β > 0, A ∈ G(γ−2b)/(γ−2), B ∈ L(E), u1 ∈ D(A).
Òîãäà ôóíêöèÿ

u(t) =
(−ν)bν−ν−1t1−b

1− b
Ỹ(γ−2b)/(γ−2)(−νt−1/ν)u1,

ãäå ν = 2/(2 − γ), à ôóíêöèÿ Ỹ(γ−2b)/(γ−2)(·) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (18), ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(0) = 0, (−ν)1+ν−bν lim
t→0+

tbu′(t) = u1.

4.Àáñòðàêòíûé àíàëîã âûðîæäàþùåãîñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñî ñòåïåííûì õàðàêòåðîì âûðîæäåíèÿ. Ïðè α > 0 ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå

u′′(t) = tαAu(t), t > 0. (30)

Åñëè A � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x, íàïðèìåð
Au(t, x) = u′′xx(t, x), òî óðàâíåíèå (30) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäàþùèìñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì è îáîáùà-
åò óðàâíåíèå Òðèêîìè, íî èìååò äðóãîé õàðàêòåð âûðîæäåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèÿìè
ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ. Ïîýòîìó àáñòðàêòíîå óðàâíåíèå (30) åñòåñòâåííî òàêæå íàçûâàòü âû-
ðîæäàþùèìñÿ.

Çàìåíà ïåðåìåííîé t = (τ/µ)µ, µ = 2/(α+ 2), è íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(t) = (τ/µ)µw(τ)
ïðèâîäèò âûðîæäàþùååñÿ óðàâíåíèå (30) ê óðàâíåíèþ ÝÏÄ âèäà

w′′(τ) +
µ+ 1

τ
w′(τ) = Aw(τ), τ > 0. (31)

Ïîñêîëüêó 0 < µ < 1, òî ïî òåîðåìå 1 èç [12] ïðè A ∈ G1−µ ⊂ Gµ+1 ôóíêöèÿ

w(τ) = µµτ−µY1−µ(τ)u0 + Yµ+1(τ)u1 (32)

áóäåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (31), óäîâëåòâîðÿþùèì äâóì íåíóëåâûì íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì

lim
τ→0+

(w(τ)− µµτ−µY1−µ(τ)u0) = u1, lim
τ→0+

τµ+1w′(τ) = −µµ+1u0. (33)

Âîçâðàùàÿñü â (32), (33) ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (30)

u(t) = Y1−µ(µt1/µ)u0 + tYµ+1(µt1/µ)u1 (34)

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
u(0) = u0, u′(0) = u1, (35)

êîòîðûì ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 8. Ïóñòü α > 0, µ = 2/(α + 2), A ∈ G1−µ, u0, u1 ∈ D(A). Òîãäà îïðåäåëÿåìàÿ

ðàâåíñòâîì (34) ôóíêöèÿ u(t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (30), óäîâëåòâî-
ðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (35).

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì â [4] ÷àñòíîì ñëó÷àå A = A2
0, ãäå A0 � ãåíåðàòîð C0-

ãðóïïû, îòñóòñòâóåò óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè, à äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î ðàçðå-
øèìîñòè ñîñòîèò â ïðîâåðêå ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ âèäà (3) äëÿ ÎÔÁ. Èìåÿ ðåøåíèå (34) è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ÎÔÁ îïðåäåëÿòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ÝÏÄ, ýòó ïðîâåðêó ìîæíî ïðîèçâåñòè çíà÷èòåëüíî ïðîùå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîáàâëåíèå â óðàâíåíèå (30) �ìëàäøèõ� ñëàãàåìûõ òðåáóåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé (30), (35),
à íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ èçìåí¼ííîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêîððåêòíîé. Ïðèâåä¼ì
ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.
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Ïðèìåð 3. Ïóñòü u0 ∈ D(An0 ), n = max{2,m}, m ∈ N0, A0 � ãåíåðàòîð C0-ãðóïïû
T (t;A0). Òîãäà ôóíêöèÿ

u(t) =
m∑
j=0

m!
√
πt2j

j!(m− j)!Γ(j + 1/2)
T (t2/2)Aj0u0 (36)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

u′′(t) = t2A2
0u(t) + (4m+ 1)A0u(t), t > 0, (37)

óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(0) = u0, u′(0) = 0. (38)

Ýòîò ôàêò íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñðàâíèâàÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì
(36) ôóíêöèè â óðàâíåíèå (37) êîýôôèöèåíòû ïðè t2jAj+1

0 u0, 0 6 j 6 m, â ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòÿõ ïîëó÷èâøåãîñÿ ñîîòíîøåíèÿ.

Ðàâåíñòâî (36) ïîêàçûâàåò íàëè÷èå çàâèñèìîñòè ìåæäó êîýôôèöèåíòîì ïðè A0u(t) â óðàâ-
íåíèè (37) è ãëàäêîñòüþ íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà u0 â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (38) (ñð. ñî ñëó÷àåì
âûðîæäàþùåãîñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [3, ñ. 255]).

5. Âûðîæäåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå. Â çàêëþ÷åíèå ïî-
êàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñì. [23, � 2]) ìîæíî èññëåäîâàòü
âûðîæäåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

tu′′(t) + (bI − tA)u′(t)− cAu(t) = 0, t > 0, (39)

ïàðàìåòðû b è c êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì b > c > 0.
Áóäåì èñêàòü îãðàíè÷åííîå â íóëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (39) è âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî

b > 1, c = α, 0 < α < 1. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (ñì. [23, ôîðìóëà (15.11)])

Dα
0+(tu(t)) = tDα

0+u(t) + αDα−1
0+ u(t)

äëÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ Dα
0+, ýòî óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå

Dα
0+(t(D1−α

0+ u(t))′ + ((b− α)I − tA)D1−α
0+ u(t)) = 0.

Îáîçíà÷èâ v(t) = D1−α
0+ u(t), îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè v(t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

tv′(t) + (b− α)v(t) = tAv(t) + tα−1v0 (40)

ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì v0 ∈ E.
×òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, åñòåñòâåí-

íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì C0-ïîëóãðóïïû U(t;A). Òîãäà â
êà÷åñòâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (40) âîçüì¼ì ôóíêöèþ

v(t) = tα−1

1∫
0

(1− s)b−2U(ts;A)v0 ds. (41)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (41), íàéä¼ì îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (39). Ïîñëå ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

u(t) = I1−α
0+ v(t) =

1

Γ(1− α)

t∫
0

v(τ)

(t− τ)α
dτ =
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=
1

Γ(1− α)

t∫
0

τα−1

(t− τ)α

1∫
0

(1− s)b−2U(τs;A)v0 ds dτ =

=
1

Γ(1− α)

t∫
0

τα−b

(t− τ)α

τ∫
0

(τ − x)b−2U(x;A)v0 dx dτ =

=
1

Γ(1− α)

t∫
0

U(x;A)v0

t∫
x

τα−b(τ − x)b−2

(t− τ)α
dτ dx =

=
Γ(b− 1)

Γ(b− α)tb−1

t∫
0

xα−1(t− x)b−α−1U(x;A)v0 dx =

=
Γ(b− 1)

Γ(b− c)

1∫
0

sc−1(1− s)b−c−1U(ts;A)v0 ds, (42)

ïðè ýòîì ìû èñïîëüçîâàëè èíòåãðàë 2.2.6.2 èç [21].
Íàêîíåö, ÷òîáû íàéäåííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(0) = u0 ∈ D(A), (43)

â ïðåäñòàâëåíèè (42) ïîëîæèì v0 =
Γ(b)

Γ(b− 1)Γ(c)
u0. Òîãäà

u(t) =
Γ(b)

Γ(c)Γ(b− c)

1∫
0

sc−1(1− s)b−c−1U(ts;A)u0 ds. (44)

Ðàâåíñòâî (44), óñòàíîâëåííîå äëÿ b > 1 è 0 < c < 1, â ñèëó ïðèíöèïà àíàëèòè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ ñïðàâåäëèâî è äëÿ b > c > 0. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 9. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò C0-ïîëóãðóïïó U(t;A), b > c > 0 è âûïîë-
íÿåòñÿ âêëþ÷åíèå u0 ∈ D(A). Òîãäà îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (44) ôóíêöèÿ u(t) ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì âûðîæäåííîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (39),
óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (43).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé (ãðàíò 19-01-00732).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ñìèðíîâ Ì.Ì. Âûðîæäàþùèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ì., 1966.
2. Ñìèðíîâ Ì.Ì. Óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà. Ì., 1970.
3. Îëåéíèê Î.À., Ðàäêåâè÷ Å.Â. Óðàâíåíèÿ ñ íåîòðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé. Ì., 2010.
4. Favini A. Su un'equazione astratta di tipo ellittico-iperbolico // Rend. Sem. Mat. Univ. Padova. 1976.
V. 55. P. 227�242.

5. Âàéíåðìàí Ë.È. Ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåíèåì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå // Ñèá.
ìàò. æóðí. 1977. Ò. 18. � 4. Ñ. 736�746.

6. Îðëîâ Â.Ï. Î ñëàáî âûðîæäàþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2003.
Ò. 39. � 10. Ñ. 1409�1419.

7. Ãîëäñòåéí Äæ. Ïîëóãðóïïû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è èõ ïðèëîæåíèÿ. Êèåâ, 1989.
8. Ãëóøàê À.Â. Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1997. Ò. 352. � 5. Ñ. 587�589.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 1 2021



Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ 75

9. Ãëóøàê À.Â., Ïîêðó÷èí Î.À. Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2016. Ò. 52. � 1. Ñ. 41�59.

10. Brezis H., Rosenkrantz W., Singer B. On a degenerat elliptic-parabolic equation occurring in the theory
of probability // Comm. Pur Appl. Math. 1971. V. 24. P. 395�416.

11. Ãëóøàê À.Â. Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè âåñîâîé çàäà÷è Êîøè äëÿ àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�
Ïóàññîíà�Äàðáó // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2018. Ò. 54. � 5. Ñ. 627�637.

12. Ãëóøàê À.Â., Êîíîíåíêî Â.È., Øìóëåâè÷ Ñ.Ä. Îá îäíîé ñèíãóëÿðíîé àáñòðàêòíîé çàäà÷å Êîøè
// Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 1986. � 6. Ñ. 55�56.

13. Ãëóøàê À.Â. Î âîçìóùåíèè àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó // Ìàò. çàìåòêè.
1996. Ò. 60. Âûï. 3. Ñ. 363�369.

14. Ãëóøàê À.Â. Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ è ñâÿçàííûå ñ íåþ ïîëóãðóïïû è ìîäèôèöèðîâàííîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1999. Ò. 35. � 1. Ñ. 128�130.

15. Ëåâèòàí Á.Ì. Ðàçëîæåíèå ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ â ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå // Óñïåõè ìàò. íàóê.
1951. Ò. 1. Âûï. 2 (42). Ñ. 102�143.

16. Bragg L.R. Fundamental solutions and properties of solutions of the initial value radial Euler�Poisson�
Darboux // J. Math. Mech. 1969. V. 18. P. 607�616.

17. Âîëê Â.ß. Î ôîðìóëàõ îáðàùåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îñîáåííîñòüþ ïðè x=0
// Óñïåõè ìàò. íàóê. 1953. Ò. 8. Âûï. 4 (56). Ñ. 141�151.

18. Ãåëüôàíä È.Ì., Ëåâèòàí Á.Ì. Îá îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî åãî ñïåêòðàëüíîé
ôóíêöèè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàò. 1951. Ò. 15. Âûï. 4. Ñ. 309�360.

19. Ôîìèí Â.È. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ì., 2012.
20. Âàòñîí Ã.Í. Òåîðèÿ áåññåëåâûõ ôóíêöèé. Ì., 1949.
21. Ïðóäíèêîâ À.Ï., Áðû÷êîâ Þ.À., Ìàðè÷åâ Î.È. Èíòåãðàëû è ðÿäû. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ì.,

1981.
22. Äóíàåâ À.Ñ., Øëû÷êîâ Â.È. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè. ×. 2. Åêàòåðèíáóðã, 2015.
23. Ñàìêî Ñ.Ã., Êèëáàñ À.À., Ìàðè÷åâ Î.È. Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà è íåêîòîðûå

èõ ïðèëîæåíèÿ. Ìèíñê, 1987.

Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.05.2020 ã.
èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Ïîñëå äîðàáîòêè 29.05.2020 ã.

Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 26.06.2020 ã.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 1 2021



ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß, 2021, òîì 57, � 1, ñ. 76�86

ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ

ÓÄÊ 517.956.226+517.956.226

ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÀß ÇÀÄÀ×À
ÑÎ ÑÒÅÏÅÍÍÛÌ ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÛÌ ÑËÎÅÌ

c© 2021 ã. À. Ñ. Îìóðàëèåâ, Ý. Ä. Àáûëàåâà, Ï. Ýñåíãóë êûçû

Ñòðîèòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèíãóëÿð-
íî âîçìóù¼ííîãî äâóìåðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, êîãäà
ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå èìååò ðåãóëÿðíóþ îñîáåííîñòü. Â òàêèõ çàäà÷àõ íàðÿäó ñ ïàðàáîëè-
÷åñêèìè ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè âîçíèêàþò ñòåïåííîé è óãëîâûå ïîãðàíè÷íûå ñëîè.

DOI: 10.31857/S0374064121010076

Ââåäåíèå. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Ëîìîâà [1] äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ çàäà÷ ïåðâîíà-
÷àëüíî áûë ðàçðàáîòàí äëÿ óðàâíåíèé, ïîðÿäîê êîòîðûõ ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà
ê íóëþ íå ïîíèæàåòñÿ, à ïðèîáðåòàåò òó èëè èíóþ îñîáåííîñòü [2]. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
ðåãóëÿðèçîâàííóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ [1]. Âïîñëåäñòâèè ýòîò ìåòîä áûë îáîáù¼í íà ìíîãèå
êëàññû ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ óðàâíåíèé â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ (áèáëèîãðàôèþ ðàáîò,
ïîñâÿù¼ííûõ ïîñòðîåíèþ ðåãóëÿðèçîâàííûõ àñèìïòîòèê è îïóáëèêîâàííûõ â ïîñëåäíèå ãîäû,
ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [3]). Çàäà÷è ñî ñòåïåííûì ïîãðàíñëîåì c ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ èçó-
÷àëèñü â ðàáîòàõ [2�7]. Òàê, â ðàáîòå [4] ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé êðàåâûõ è íà÷àëüíûõ
çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ñî ñòåïåííûì
ïîãðàíè÷íûì ñëîåì. Â íåé æå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ
âîçíèêàåò ÿâëåíèå ñòåïåííîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â èçó÷åííûõ â [4] óðàâíåíèÿõ ïåðåä ñàìî-
ñîïðÿæ¼ííûì ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì ìàëûé ïàðàìåòð îòñóòñòâîâàë. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Ôóðüå èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèëàñü ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, àñèìï-
òîòèêà ðåøåíèÿ êîòîðîãî ñîäåðæàëà òîëüêî ñòåïåííîé ïîãðàíè÷íûé ñëîé.

Èññëåäîâàííîå â äàííîé ðàáîòå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [4], ñî-
äåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ÷àñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêîå
âõîæäåíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà â óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ, äîïîëíèòåëüíî, ïàðà-
áîëè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, îïèñûâàåìîãî ñïåöèàëüíîé ôóíêöèåé, íàçûâàåìîé �äîïîëíè-
òåëüíûì èíòåãðàëîì âåðîÿòíîñòè�. Êðîìå òîãî, àñèìïòîòèêà ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ ñîäåðæèò
óãëîâûå ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñòåïåííîé è ïàðàáî-
ëè÷åñêîé ïîãðàíñëîéíûõ ôóíêöèé. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ñòåïåííûì ïîãðàíè÷íûì
ñëîÿì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæèò ìîíîãðàôèÿ [3, ñ. 379�401],
â êîòîðîé ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ çàäà÷ ïîñòðîåíà ðåãóëÿðèçî-
âàííàÿ àñèìïòîòèêà. Ýòà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñîäåðæèò ïîëèíîì ïî ñòåïåíÿì ln(1 + τ),
τ = t/ε. Íàì, ââîäÿ ðåãóëÿðèçóþùèå ôóíêöèè äðóãèì îáðàçîì, óäàëîñü óïðîñòèòü ñòðóêòóðó
ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ � îíî íå ñîäåðæèò ïîëèíîì ïî ñòåïåíÿì ln(1 + τ). Äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêîé ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [7]. Â ðàáîòàõ [5, 6] àëãåáðàè-
÷åñêèì ìåòîäîì èçó÷åíû ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûå íà÷àëüíûå è êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ è ïîñòðîåíû
àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùèå ñòåïåííûå ïîãðàíè÷íûå ñëîè.

Ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í ê çàäà÷àì ãèäðî- è àýðîäèíàìèêè. Ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûå
çàäà÷è èç ìåõàíèêè æèäêîñòè, èç òåîðèè âçðûâà è èç äðóãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé ïðèâåäåíû
â ðàáîòå [8], à â ðàáîòå [9] îïèñûâàþòñÿ òàêèå çàäà÷è èç ðàäèîòåõíèêè.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àñèìïòîòè÷åñêîìó ðåøåíèþ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèí-
ãóëÿðíî âîçìóù¼ííîãî äâóìåðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Lεu(x, y, t, ε) ≡ (ε+ t)∂tu(x, y, t, ε)− ε2a(x)∂2
xu(x, y, t, ε)− L(y, t)u(x, y, t, ε) = f(x, y, t),

(x, y) ∈ Ω ≡ (0, 1)× (0, 1), (x, y, t) ∈ Q ≡ Ω× (0, T ],

u(x, y, t, ε)|t=0 = u(x, y, t, ε)|∂Ω = 0. (1)
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Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàðÿäó ñ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîãðàíñëîéíîé ôóíêöèåé ñî-
äåðæèò è ñòåïåííóþ ïîãðàíñëîéíóþ ôóíêöèþ

Πε(t) =

(
ε

t+ ε

)λ
, λ > 0,

à òàêæå èõ ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò óãëîâîé ïîãðàíè÷íûé ñëîé [7].
Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:
1) ôóíêöèÿ a(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó C∞[0, 1] è ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ x ∈ [0, 1]; ñâî-

áîäíûé ÷ëåí f(x, y, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó C∞(Q);
2) ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð L(y, t) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ïðè êàæäîì

t ∈ [0, T ] èìååò ïðîñòîé äèñêðåòíûé ñïåêòð {λk(t) : k ∈ N} (ò.å. Lψk(y, t) = λk(t)ψk(y, t),
ψk(y, t)|y=0 = ψk(y, t)y=1 = 0), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

a) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå λi(t) 6= λj(t) äëÿ ëþáûõ i 6= j è âñåõ t ∈ [0, T ],
b) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî λk(0) < 0 äëÿ ëþáîãî k ∈ N.
1. Ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è. Íàðÿäó ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè x, t áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü ðåãóëÿðèçóþùèå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ââåä¼ì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

µj = λj(0) ln

(
t+ ε

ε

)
≡ Kj(t, ε), τ =

1

ε
ln

(
t+ ε

ε

)
, ζl =

ϕl(x)

ε3/2
, (2)

ϕl(x) = (−1)l−1

x∫
l−1

ds√
a(s)

, l = 1, 2,

è îáúÿâèì èõ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ðàñøèðåííîé ôóíêöèè

ũ(M, ε)|θ=χ(x,t,ε) ≡ u(x, y, t, ε), (3)

M = (x, y, t, θ), θ = (ζ, τ, µ), µ = (µ1, µ2, . . .), ζ = (ζ1, ζ2),

χ(x, t, ε) =

(
ϕ(x)

ε3/2
,
1

ε
ln

(
t+ ε

ε

)
,K1(t, ε),K2(t, ε), . . .

)
, ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x)).

C ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ (2) èç (3) íàéä¼ì ïðîèçâîäíûå ðàñøèðåííîé ôóíêöèè:

∂tu(x, y, t, ε) ≡
(
∂tũ+

1

ε(t+ ε)
∂τ ũ+

∞∑
j=1

λj(0)

t+ ε
∂µj ũ

)
θ=χ(x,t,ε)

, (4)

∂2
xu ≡

(
∂2
xũ+

2∑
l=1

[(
ϕ′l(x)

ε3/2

)2

∂2
ζl
ũ+

1

ε3/2
(2ϕ′l(x)∂2

x,ζl
+ ϕ′′l (x)∂ζl)ũ

])
θ=χ(x,t,ε)

.

Ðàäè óïðîùåíèÿ çàïèñè íå ïðèâåäåíû ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ∂2
ζ1,ζ2

ũ(M), òàê êàê àñèìïòî-
òèêà íå ñîäåðæèò ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò (ζ1, ζ2).

Íà îñíîâàíèè (1), (2)�(4) äëÿ ðàñøèðåííîé ôóíêöèè ũ(M, ε) ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

L̃εũ(M, ε) ≡ ε∂tũ+
1

ε
T0ũ+ T1ũ−

√
εLζ ũ− ε2Lxũ = f(x, y, t), M ∈ B,

ũ(M, ε)|t=τ=µ=0 = 0, ũ(M, ε)|∂B = 0, (5)
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ãäå

B ≡ Q× (0,∞)3, T0 ≡ ∂τ −∆ζ , T1 ≡ t∂t +
∞∑
j=1

λj(0)∂µj − L(y, t), ∆ζ ≡
2∑
l=1

∂2
ζl
,

Lζ ≡ a(x)

2∑
l=1

Lζ,l, Lx ≡ a(x)∂2
x, Lζ,l ≡ ∂ζlDx,l, Dx,l ≡ 2ϕ′l(x)∂xl + ϕ′′l (x).

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

(L̃εũ(M, ε))θ=χ(x,t,ε) ≡ Lεu(x, y, t, ε). (6)

Ðåøåíèå çàäà÷è (5) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà

ũ(M, ε) =

∞∑
k=0

εk/2uk(M).

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èòåðàöèîííûå
çàäà÷è:

Tνu0(M) = 0, T0u2(M) = −T1u0(M) + f(x, y, t),

T0uk(M) = −T1uk−2(M) + Lζuk−3(M)− ∂tuk−4(M) + Lxuk−6(M),

uk(M)|t=τ=µ=0 = 0, uk(M)|∂B = 0, k > 0, ν = 0, 1. (7)

2. Ïðîñòðàíñòâî áåçðåçîíàíñíûõ ðåøåíèé. Îïðåäåëèì êëàññ ôóíêöèé, â êîòîðîì
êàæäàÿ èç çàäà÷ (7) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

G0 = {g0(x, y, t) : g0(x, y, t) = 〈υ(x, t), ψ(y, t)〉, υ(x, t) ∈ C∞([0, 1]× [0, T ])},

G1 =

{
g1(N l) : g1(N l) =

2∑
l=1

〈Y (N l), ψ(y, t)〉, ‖Y (N l)‖ < c exp

(
−
ζ2
l

8τ

)
,

Y (N l) = y(x, t)Y (ζl, τ), y(x, t) ∈ C∞([0, 1]× [0, T ])

}
,

G2 = {g2(x, y, t, µ) : g2(x, y, t, µ) = 〈[C(x, t) + Λ(P (x))] exp(µ), ψ(y, t)〉,
C(x, t) ∈ C∞([0, 1]× [0, T ]), P (x) ∈ C∞([0, 1])},

G3 =

{
g3(N l) : g3(N l) =

2∑
l=1

〈Z(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉, ‖Z(N l)‖ < c exp

(
−
ζ2
l

8τ

)
,

Z(N l) = z(x, t)Z(ζl, τ), z(x, t) ∈ C∞([0, 1]× [0, T ])

}
,

N l = (x, t, ζl, τ), µ = (µ1, µ2, . . .), υ(x, t) = (υ1(x, t), υ2(x, t), . . .), Z(N l) = (Zij(N
l)),

Y (N l) = (Y1(N l), Y2(N l), . . .), C(x, t) = (cij(x, t)), Λ(P (x)) = diag(P1(x), P2(x), . . .),

exp(µ) = (exp(µ1), exp(µ2), . . .), ψ(y, t) = (ψ1(y, t), ψ2(y, t), . . .), i, j = 1, 2, . . . ,

〈υ(x, t), ψ(y, t)〉 =
∞∑
i=1

υi(x, t)ψi(y, t),

〈[C(x, t) + Λ(P (x))] exp(µ), ψ(y, t)〉 =

∞∑
ij=1

cij(x, t) exp(µj)ψi(y, t) +

∞∑
i=1

Pi(x) exp(µi)ψi(y, t),

〈Z(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉 =

∞∑
ij=1

Zij(N
l) exp(µj)ψi(y, t), 〈Y (N l), ψ(y, t)〉 =

∞∑
i=1

Yi(N
l)ψi(y, t).
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Èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòðîèì íîâîå ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëèâ åãî êàê ïðÿìóþ ñóììó ââåä¼í-
íûõ âûøå ïðîñòðàíñòâ

U = G0
⊕
G1
⊕
G2
⊕
G3,

êîòîðîå, ñëåäóÿ [1], íàçîâ¼ì ïðîñòðàíñòâîì áåçðåçîíàíñíûõ ðåøåíèé. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
uk(M) ïðîñòðàíñòâà U èìååò âèä

uk(M) = 〈vk(x, t), ψ(y, t)〉+
2∑
l=1

〈Y k(N l), ψ(y, t)〉+

+ 〈[Ck(x, t) + Λ(P k(x))] exp(µ), ψ(y, t)〉+
2∑
l=1

〈Zk(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉. (8)

Âû÷èñëèì äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ T0, T1, Lζ íà ôóíêöèþ uk(M) ∈ U. Èìååì

T0uk(M) =
2∑
l=1

〈[∂τY k(N l)− ∂2
ζl
Y k(N l) + (∂τZ

k(N l)− ∂2
ζl
Zk(N l)) exp(µ)], ψ(y, t)〉,

T1uk(M) =

〈(
D1υk(x, t) +

2∑
l=1

D1Y k(N l)

)
, ψ(y, t)

〉
+

+ 〈D3(Ck(x, t) + Λ(P k(x))) exp(µ), ψ(y, t)〉+

〈 2∑
l=1

D3Zk(N l) exp(µ), ψ(y, t)

〉
,

Lζuk(M) = a(x)

2∑
l=1

〈[∂ζl(Dx,l(Y
k(N l))) + ∂ζl(Dx,l(Z

k(N l))) exp(µ)], ψ(y, t)〉,

D1 ≡ t∂t − Λ(λ(t)) + tAò(t), D3Z ≡ t∂tZ + tAò(t)Z + ZΛ(0)− Λ(t)Z,

αik(t) = (∂tψi(y, t), ψk(y, t)), Λ(t) = diag(λ1(t), λ2(t), . . .), A(t) = (αik(t)). (9)

3. Ðàçðåøèìîñòü èòåðàöèîííûõ çàäà÷. Â îáùåì ñëó÷àå èòåðàöèîííûå óðàâíåíèÿ (7)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

T0uk(M) = hk(M). (10)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1), 2) è ôóíêöèÿ hk(M) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó G1

⊕
G3. Òîãäà óðàâíåíèå (10) èìååò ðåøåíèå uk(M), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñò-

ðàíñòâó U.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü hk(M) ∈ G1

⊕
G3, ò.å.

hk(M) =

〈 2∑
l=1

[hk,1(N l) + hk,2(N l) exp(µ)], ψ(y, t)

〉
, ‖hk,r(N l)‖ < c exp

(
−
ζ2
l

8τ

)
, r = 1, 2.

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (8) â óðàâíåíèå (10), òîãäà íà îñíîâàíèè âû÷èñëåíèé (9) ïîëó÷èì
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé Y k(N l) è Zk(N l) óðàâíåíèÿ

∂τZ
k
ij(N

l)− ∂2
ζl
Zkij(N

l) = hk,2ij (N l), ∂τY
k
i (N l)− ∂2

ζl
Y k
i (N l) = hk,1i (N l).

Ýòè óðàâíåíèÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ

Zkij(N
l)|τ=0 = 0, Zkij(N

l)|ζl=0 = W k,l
ij (x, t), Y k

i (N l)|τ=0 = 0, Y k
i (N l)|ζl=0 = dk,li (x, t)
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èìåþò ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâèìûå â âèäå

Zkij(N
l) = W k,l

ij (x, t) erfc

(
ζl

2
√
τ

)
+ hk,2ij (x, t)I2(ζl, τ), erfc (x) =

2√
π

∞∫
x

exp(−t2) dt,

Y k
i (N1,l) = dk,li (x, t) erfc

(
ζl

2
√
τ

)
+ hk,1i (x, t)I1(ζl, τ), (11)

Ir(ζl, τ) =
1

2
√
π

τ∫
0

∞∫
0

hk,r1 (η, s)√
τ − s

[
exp

(
−(ζl − η)2

4(τ − s)

)
− exp

(
−(ζl + η)2

4(τ − s)

)]
dη ds, r = 1, 2,

ãäå hk,r1 (x, t), hk,r2 (η, s) � èçâåñòíûå ôóíêöèè.
Îöåíèì èíòåãðàë Ir(ηl, τ), èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì:

|Ir(N l)| 6 c

∣∣∣∣ 1

2
√
π

τ∫
0

dν√
τ − ν

∞∫
0

[
exp

(
−(ζl − η)2

4(τ − ν)

)
− exp

(
−(ζl + η)2

4(τ − ν)

)]
exp

(
− η

2

8ν

)
dη

∣∣∣∣ =

=
c

2
√
π

∣∣∣∣
τ∫

0

dν√
τ − ν

∞∫
0

exp

[
−
(
ζl + η

)2
4(τ − ν)

+ θ

(
−(ζl − η)2

4(τ − ν)
+

(ζl + η)2

4(τ − ν)

)]
×

×
(
−(ζl − η)2

4(τ − ν)
+

(ζl + η)2

4(τ − ν)

)
exp

(
− η

2

8ν

)
dη

∣∣∣∣ =

=
c

2
√
π

∣∣∣∣
∞∫

0

τ∫
0

exp

(
− η

2

8ν

)
exp

(
−(1− θ)(ζl + η)2

4(τ − ν)
− θ (ζl − η)2

4(τ − ν)

)
ζlη√

(τ − ν)3
dη dν

∣∣∣∣.
Òàê êàê

− 1

(τ − ν)
6 −1

τ
, −1

ν
6 −1

τ
,

∣∣∣∣ ζlη

2
√
τ − ν

exp

(
− ζlη

4(τ − ν)

)∣∣∣∣ < c,

òî, âûáèðàÿ θ = 1/4, áóäåì èìåòü

|I1(Nl)| 6 c

∣∣∣∣ 1

2
√
π

∞∫
0

exp

(
−
η2
l

4τ

)
exp

(
− η

2

8τ

) τ∫
0

exp

(
− η2

4(τ − ν)

)
1

(τ − ν)
dν dη

∣∣∣∣.
Ñäåëàåì çàìåíó τ − ν = z, çàòåì, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì, áóäåì èìåòü

|I1(Nl)| 6 c

∣∣∣∣ 1

2
√
π

∞∫
0

exp

(
−
η2
l

4τ

)
exp

(
− η

2

8τ

)
1

τ

τ∫
θ

exp

(
−η

2

4z

)
dz dη

∣∣∣∣.
Óñèëèâàÿ íåðàâåíñòâî è ïðèìåíÿÿ åù¼ ðàç òåîðåìó î ñðåäíåì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

|I1(Nl)| 6 c

∣∣∣∣1τ exp

(
−
η2
l

4τ

) ∞∫
0

exp

(
− η

2

8τ

)
τ exp

(
− η2

4θτ

)
dη

∣∣∣∣, θ ∈ (0, τ).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 3.321.3 èç [10], ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàëåå äëÿ ìàòðèöû C ÷åðåç C (÷åðåçC) áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó ñ òåìè æå, ÷òî è ó C,
äèàãîíàëüíûìè (âíåäèàãîíàëüíûìè) ýëåìåíòàìè è íóëåâûìè âíåäèàãîíàëüíûìè (äèàãîíàëü-

íûìè) ýëåìåíòàìè, â ÷àñòíîñòè, C = C + C.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1), 2) è hk,2(x, t)|t=0 = 0 (ò.å. hk,2ii (x, 0) =
= 0). Òîãäà çàäà÷à

D3(Ck(x, t) + Λ(P k(x))) = hk,2(x, t),

Ck(x, t)|t=0 = −[Λ(υk(x, 0)) + Λ(Ck(x, t)1) + Λ(P k(x))]t=0(
ò.å. cki,i(xt)|t=0 = −υki(x, 0)− P ki (x)−

∑
i 6=j

ckij(x, 0)

)
, (12)

ãäå 1 = col (1, 1, . . .), îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â óðàâíåíèè (12) ïîëîæèì

Ck(x, t)Λ(0)− Λ(t)Ck(x, t)|t=0 = [hk,2(x, t)]|t=0 (13)(
ò.å. ckij(x, t)|t=0 =

hk,2i,j (x, 0)

λj(0)− λi(0)
, i 6= j

)
.

Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ hk,2(x, t)|t=0 = 0 ñèñòåìà (12) íåâûðîæäåíà.
Óðàâíåíèå (12) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èç (12) è (13) îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåò ôóíêöèþ Ck(x, t). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè èòåðàöèîííûõ óðàâíåíèé óñëîâèå hk,2(x, t)|t=0 = 0 îáåñïå÷èâà-

åòñÿ âûáîðîì âåêòîð-ôóíêöèè P k(x) = (P k1 (x), P k2 (x), . . .).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1), 2). Òîãäà óðàâíåíèå (10) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
a) uk(M)|t=τ=µ=0 = 0, uk(M)|∂B = 0;

b) T1uk(M) + hk(M) ∈ G1
⊕
G3;

c) Lζuk(M) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèìî â âè-

äå (8). Óäîâëåòâîðèì ðåøåíèå (8) óñëîâèþ b): îíî îáåñïå÷èâàåòñÿ, åñëè ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè
υk(x, t), C

k(x, t) áóäóò âûáðàíû êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

D1vk,i(x, t) = −hk,1i (x, t), D3[ckij(x, t) + P ki (x)] = −hk,2ij (x, t).

Òîãäà íà îñíîâàíèè (9) âûðàæåíèå T1uk(M) + hk(M) çàïèøåòñÿ â âèäå

T1uk(M) + hk(M) =

2∑
l=1

[〈D1Y k(N l) + hk,3(N l), ψ(y, t)〉+

+ 〈(D3Zk(N l) + hk,4(N l)) exp(µ), ψ(y, t)〉] ∈ G1
⊕
G3,

hk(M) =

2∑
l=1

〈hk,3(N l) + hk,4(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉.

Óäîâëåòâîðèâ ôóíêöèþ (8) êðàåâûì óñëîâèÿì a), íàéä¼ì, ÷òî

Y k
i (N l)|t=τ=0 = 0, Y k

i (N l)|ζl=0 = dk,li (x, t), dk,li (x, t)|x=l−1 = −υk,i(l − 1, t),

Ck(x, t)|t=0 = −Λ(υk(x, 0))− Λ(P k(x))− Λ(Ck(x, 0)1)(
ò.å. ckii(x, t)|t=0 = −υki(x, 0)− P ki (x)−

∑
i 6=j

ckij(x, 0)

)
, Zkij(N

l)|t=τ=0 = 0,

Zkij(N
l)|ζl=0 = W k,l

ij (x, t), W k,l
ij (x, t)|x=l−1 = −ckij(l − 1, t)− P ki (l − 1). (14)
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Ïî òåîðåìå 2 ìàòðèöà-ôóíêöèÿ Ck(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ uk(M) â óñëîâèå ñ). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (11), à òàêæå

ðàâåíñòâî hk,r+3(N l) = hk,r+3(x, t)Ir(ζl, τ), è çàìå÷àÿ, ÷òî ôóíêöèÿ erfc (ζl/2
√
τ) èìååò òàêóþ

æå, êàê è ôóíêöèÿ Ir(ζl, τ), r = 1, 2, îöåíêó, ïîëó÷àåì, ñîãëàñíî (9), óðàâíåíèÿ

Dx,l[d
k,l
i (x, t) + hk,3i (x, t)] = 0, Dx,l[W

k,l
i,j (x, t) + hk,4i,j (x, t)] = 0.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èç (14) îäíîçíà÷íî îïðåäåëèì ôóíêöèè dk,li (x, t) è
W k,l
i,j (x, t), à ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (11) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè Y k(N l) è Zk(N l).

Óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî υk(x, t) èìååò åäèíñòâåííîå ãëàäêîå ðåøåíèå (ñì. [2, 3, 11, 12]),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ‖υk(x, 0)‖ <∞.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Ðåøåíèå èòåðàöèîííûõ çàäà÷. Èòåðàöèîííîå óðàâíåíèå (7) ïðè k = 0, 1 ÿâëÿåòñÿ
îäíîðîäíûì, ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ýòè óðàâíåíèÿ ðàçðåøèìû â ïðîñòðàíñòâå U, åñëè
ôóíêöèè Y k(N1) è Zk(N l) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

∂τY
k
i (N1) = ∂2

ζl
Y k
i (N l), ∂τZ

k
ij(N

1) = ∂2
ζl
Zkij(N

l).

Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

Y k
i (N1)|τ=0 = 0, Y k

i (N1)|ζl=0 = dk,li (x, t), Zkij(N
1)|τ=0 = 0, Zkij(N

1)|ζl=0 = W k,l
ij (x, t)

ïðåäñòàâèìû â âèäå

Y k
i (N1) = dk,li (x, t) erfc

(
ζl

2
√
τ

)
, Zkij(N1) = W k,l

ij (x, t) erfc

(
ζl

2
√
τ

)
, (15)

ãäå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè dk,li (x, t), W k,l
ij (x, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

dk,li (x, t)|x=l−1 = −vk,i(l − 1, t), W k,l
ij (x, t)|x=l−1 = −ckij(l − 1, t)− P ki (l − 1).

Âû÷èñëèì ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (7) ïðè k = 2, ïðåäâàðèòåëüíî ðàçëîæèâ ñâîáîäíûé
÷ëåí f(x, y, t) â ðÿä

f(x, y, t) =

∞∑
i=1

fi(x, t)ψi(y, t).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

F2(M) = −T1u0(M) + f(x, y, t) = −〈D1υ0(x, t)− f(x, t), ψ(y, t)〉 −

−
2∑
l=1

〈D1Y 0(N1), ψ(y, t)〉−〈D3[C0(x, t)+Λ(P 0(x))] exp(µ), ψ(y, t)〉−
2∑
l=1

〈D3Z0(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉,

f(x, t) = (f1(x, t), f2(x, t), . . .).

Ïîëîæèì
D1v0i(x, t)− fi(x, t) = 0, D3[c0

ij(x, t) + Λ(P 0
i (x))] = 0, (16)

òîãäà

F2(M) = −
2∑
l=1

〈[D1Y 0(N1) +D3Z0(N l) exp(µ)], ψ(y, t)〉.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 1 2021



ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÀß ÇÀÄÀ×À ÑÎ ÑÒÅÏÅÍÍÛÌ ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÛÌ ÑËÎÅÌ 83

Óðàâíåíèå ñ òàêîé ïðàâîé ÷àñòüþ ðàçðåøèìî â ïðîñòðàíñòâå U, åñëè ôóíêöèè Y 2
i (N l) è

Z2
ij(N

l) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

T0Y
2
i (N l) = −D1Y 0

i (N1), T0Z
2
ij(N

l) = −D3Z0
ij(N

l).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (16). Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
(ñì. [2, 3, 11, 12]) ‖υ0(x, 0)‖ <∞.

Ñíèìàÿ âûðîæäåííîñòü âòîðîé ñèñòåìû èç (16), ïîëîæèì

C0(x, t)Λ(0)− Λ(t)C0(x, t)|t=0 = 0 (ò.å. (λi(0)− λj(t))c0
i,j(x, t)|t=0 = 0, i 6= j). (17)

Êðîìå òîãî, èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (14) íàéä¼ì

C0(x, t)|t=0 = −[Λ(v0(x, t)) + Λ(C0(x, t) 1) + Λ(P 0(x))]t=0, (18)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ýòî ðàâåíñòâî ñ ó÷¼òîì (17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

c0
ii(x, t)|t=0 = −[v0,i(x, 0) + P 0

i (x)].

Ñîîòíîøåíèÿ (17), (18) èñïîëüçóþòñÿ â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ âòîðîé ñèñòåìû (16), è îíà
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ïåðåéä¼ì ê ñëåäóþùåìó èòåðàöèîííîìó óðàâíåíèþ ïðè k = 3, åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí íà
îñíîâàíèè âû÷èñëåíèé (9) çàïèøåòñÿ â âèäå

F3(M) = −T1u1(M) + Lζu0(M) = −
〈
D1v1(x, t) +

2∑
l=1

D1Y 1(N l), ψ(y, t)

〉
−

− 〈D3(C1(x, t) + Λ(P 1(x))) exp(µ), ψ(y, t)〉 −
2∑
l=1

〈D3Z1(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉+

+ a(x)
2∑
l=1

〈∂ζlDx,l[Y
0(N l) + Z0(N l) exp(µ)], ψ(y, t)〉.

Îáåñïå÷èâàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, íà îñíîâàíèè (15) ïîëîæèì

D1v1,i(x, t) = 0, Dx,ld
0,l
i (x, t) = 0, Dx,lW

0,l
i,j (x, t) = 0, D3(c1

i,j(x, t) + P 1
i (x)) = 0. (19)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (19) íàéä¼ì, ÷òî v1(x, t) = 0. Ðåøàÿ âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ïðè
óñëîâèÿõ d0,l

i (x, t)|t=0 =−v0,i(x, 0) è W 0,l
i,j (x, t)|t=0 =−c0

i,j(x, 0), îïðåäåëèì d0,l
i (x, t) èW 0,l

i,j (x, t).
×åòâ¼ðòîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(λi(0)− λj(t))c1
ij(x, 0)|t=0 = 0 äëÿ âñåõ i 6= j.

Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (14) íàõîäèì, ÷òî

C1(x, t)|t=0 = −Λ(v1(x, 0))− Λ(P 1(x)) (c1
ii(x, t)|t=0 = −v1,i(x, 0)− P 1

i (x)).

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî P ki (x) = 0 ïðè íå÷¼òíîì k. Óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî c1
ij(x, t) ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîðîäíûì, ïîýòîìó c1
ij(x, t) = 0. Ñâîáîäíûé ÷ëåí èòåðàöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðè k = 3

ïðèìåò âèä

F3(M) = −
2∑
l=1

〈[D1Y 1(N l) +D3Z1(N l) exp(µ)], ψ(y, t)〉,
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ïî òåîðåìå 1 îíî èìååò ðåøåíèå, ïðåäñòàâèìîå â âèäå (8) ñ íîìåðîì k = 3.
Â ñëåäóþùåì øàãå (k = 4) ñâîáîäíûé ÷ëåí èòåðàöèîííîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

F4(M) = −T1u2(M) + Lζu1 − ∂tu0 = −〈D1v2(x, t) + ∂tv0(x, t) +Aò(t)v0(x, t), ψ(y, t)〉 −

−
2∑
l=1

〈D1Y 2(N l) +D3Z2(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉 − 〈D3[C2(x, t) + Λ(P 2(x))] exp(µ), ψ(y, t)〉+

+ a(x)

2∑
l=1

〈∂ζlDx,l[Y
1(N l) + Z1(N l) exp(µ)], ψ(y, t)〉 −

−
2∑
l=1

〈∂tY 0(N l) + ∂tZ
0(N l) exp(µ) +Aò(t)Y 0(N l) +Aò(t)Z0(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉 −

− 〈[∂tC0(x, t) +Aò(t)C0(x, t) +Aò(t)Λ(P 0(x))] exp(µ), ψ(y, t)〉.

Îáåñïå÷èâàÿ ðàçðåøèìîñòü èòåðàöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðè k = 4, ïîëîæèì

D1v2,i(x, t) = −[∂tv0,i +

∞∑
j=1

αji(t)v0,i(x, t)],

D3[c2
ij(x, t) + P 2

i (x)] = −[∂tc
0
ii(x, t) + αii(t)c

0
ii(x, t) + αii(t)P

0
i (x)],

Dx,ld
1,l
i (x, t) = 0, Dx,lW

1,l
ij (x, t) = 0. (20)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôóíêöèþ v2(x, t). Ñíèìàÿ âûðîæäåííîñòü âòîðîãî
óðàâíåíèÿ, ïîëîæèì

(λi(0)− λj(t))c2
ij(x, t)|t=0 = 0 äëÿ âñåõ i 6= j, −(∂tc

0
ii + αii(t)c

0
ii(x, t) + αii(t)P

0
i (x))|t=0 = 0.

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ âûáîðîì êîìïîíåíò âåêòîðà P 0(x)=(P 0
1(x), P 0

2(x), . . .) :

P 0
i (x) = −∂tc

0
ii(x, t) + αii(t)c

0
ii(x, t)

αii(t)

∣∣∣∣
t=0

.

Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé d1,l
i (x, t) è W 1,l

ij (x, t) èç (20) ðåøàþòñÿ ïðè íóëåâûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

d1,l
i (x, t)|x=l−1 = −v1,i(l − 1, t) = 0, W 1,l

ij (x, t)|x=l−1 = −c1
ij(l − 1, t)− P 1

i (l − 1) = 0,

çäåñü ó÷òåíî, ÷òî P 1
i (x) = 0, ïîýòîìó Y 1(N l) = 0, Z1(N l) = 0, à ñëåäîâàòåëüíî, u1(M) = 0.

Ñâîáîäíûé ÷ëåí F4(M) íà îñíîâàíèè (20) ïðèìåò âèä

F4(M) = −
2∑
l=1

{〈D1Y 2(N l) +D3Z2(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉+

+ 〈∂tY 0(N l) +AT (t)Y 0(N l) + [∂tZ
0(N l) +AT (t)Z0(N l)] exp(µ), ψ(y, t)〉} ∈ G1

⊕
G3,

ïî òåîðåìå 1 èòåðàöèîííîå óðàâíåíèå ïðè k = 4 ðàçðåøèìî â U.
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Ðàññìîòðèì åù¼ îäíî èòåðàöèîííîå óðàâíåíèå ïðè k = 5, ñâîáîäíûé ÷ëåí êîòîðîãî çàïè-
øåòñÿ â âèäå

F5(M) = −T1u3(M) + Lζu2(M)− ∂tu1 = −〈D1υ3(x, t) + ∂tυ1(x, t) +Aò(t)υ1(x, t), ψ(y, t)〉 −

−
2∑
l=1

〈D1Y 3(N l) +D3Z3(N l) exp(µ), ψ(y, t)〉 − 〈D3[C3(x, t) + Λ(P 3(x))], ψ(y, t)〉+

+ a(x)
2∑
l=1

〈∂ζlDx,l[Y
2(N l) + Z2(N l) exp(µ)], ψ(y, t)〉 −

2∑
l=1

〈∂tY 1(N l) +

+ ∂tZ
1(N l) exp(µ) +Aò(t)[Y 1(N l) + Z1(N l) exp(µ)], ψ(y, t)〉 −
− 〈∂tC1(x, t) +Aò(t)[C1(x, t) + Λ(P 1(x))], ψ(y, t)〉.

Ïî òåîðåìå 1 èòåðàöèîííîå óðàâíåíèå ïðè k = 5 ðàçðåøèìî, åñëè

D1υ3i(x, t) = −∂tυ1i(x, t)−
∞∑
k=1

αkiυ1k(x, t),

D3[C3(x, t) + Λ(P 3(x))] = ∂tC
1(x, t) +Aò(t)[C1(x, t) + Λ(P 1(x))],

∂ζlDx,lY
2(N l) = 0, ∂ζlDx,lZ

2(N l) = 0. (21)

Ïîñêîëüêó C1(x, t) = 0, òî, îáåñïå÷èâàÿ ðàçðåøèìîñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (21), ïîëîæèì
P 1(x) = 0. Äàëåå, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû ÷àñòè÷-
íîé ñóììû

un,ε(M) =
n∑
k=0

εku2k(M).

5. Îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå

ũ(M, ε) =
n+1∑
k=0

εku2k(M)− εn+1u2(n+1)(M) + εn+1Rε(M) (22)

â ðàñøèðåííóþ çàäà÷ó (5). Òîãäà ñ ó÷¼òîì èòåðàöèîííûõ çàäà÷ (7) ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà çàäà÷ó

L̃εRε(M) = gε,n(M), Rε(M)|t=τ=µ=0(M) = Rε(M)|x=l−1,ζl=0(M) = 0, (23)

ãäå
gε,n(M) = −T1u2n(M)− ∂tu2n−2(M) + Lxu2n−4(M)− L̃εu2(n+1)(M). (24)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (23), (24) ïðîâåä¼ì ñóæåíèå ïîñðåäñòâîì ðåãóëÿðèçóþùèõ ôóíêöèé θ =
= χ(x, t, ε). Òîãäà â ñèëó òîæäåñòâà (6) äëÿ Rε,n(x, t) ≡ Rε(M) ïîëó÷èì çàäà÷ó

LεRε,n(x, t) = gε,n(x, t), Rε,n(x, t)|t=0 = Rε,n(x, t)|x=l−1 = 0. (25)

Èç ñàìîãî ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé uk(M) è òîæäåñòâà (6) âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ïðàâîé
÷àñòè gε,n(x, t) ≡ gε,n(M)|θ=χ(x,t,ε) óðàâíåíèÿ çàäà÷è (25). Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 îïå-
ðàòîð Lε óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [13, ñ. 22], ïîýòîìó, ñëåäóÿ [14],
ïîëó÷àåì îöåíêó ‖Rε,n(x, t)‖ < c. Èç (22) èìååì îöåíêó

‖ũ(M)− un,ε(M)‖θ=χ(x,t,ε) < cεn+1, (26)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò ε > 0, n = 0, 1, 2, . . .
Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1), 2). Òîãäà ÷àñòè÷íàÿ ñóììà (22), ïîëó-

÷åííàÿ îïèñàííûì âûøå ìåòîäîì ïðè θ = χ(x, t, ε), ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1), ò.å. ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 è âñåõ n = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâà îöåíêà (26).
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèé îáîáù¼ííîé ñèñòåìû Êîøè�Ðèìàíà â
ìíîãîìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïî èõ çíà÷åíèÿì íà êóñêå ãðàíèöû
ýòîé îáëàñòè, ò.å. ñòðîèòñÿ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííîå íà ìåòîäå ìàò-
ðèöû Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâà.
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1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå,
íà÷àòîå â ðàáîòå [1]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé [2, 3]

n∑
i=1

(
∂Fi
∂xi

+Hi

)
= 0,

∂Fj
∂xk
− ∂Fk
∂xj
−HkFj +HjFk = 0 (k, j = 1, n), (1.1)

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé n-ìåðíûé àíàëîã îáîáù¼ííîé ñèñòåìû Êîøè�Ðèìàíà, ïî åãî èçâåñò-
íûì çíà÷åíèÿì íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè, ò.å. çàäà÷à Êîøè. Êîãäà âñå Hi òîæäåñòâåííî
íóëåâûå, ñèñòåìà (1.1) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà [4, ñ. 106]. Ñèñòåìà Êîøè�Ðèìàíà â ôèçè-
÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðèâåëà ê äàëåêî èäóùèì îáîáùåíèÿì [5�7], ÿâëÿþùèìèñÿ îäíèìè èç
îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ èíòåíñèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïî÷òè âñåõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè è òåîðå-
òè÷åñêîé ôèçèêè êàê ñ êâàòåðíèîííûì ïàðàìåòðîì, òàê è â ñóïåðàíàëèçå â êâàíòîâîé òåîðèè
ïîëÿ.

Ïóñòü Rn � âåùåñòâåííîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî,

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, x′ = (x2, . . . , xn), y′ = (y2, . . . , yn) ∈ Rn−1,

s = α2 = |y′ − x′|2 = (y2 − x2)2 + . . .+ (yn − xn)2, r2 = (y1 − x1)2 + s = |y − x|2, τ = tg
π

2ρ
,

ρ > 1, Gρ = {y : |y′| < τy1, y1 > 0}, ∂Gρ = {y : |y′| = τy1, y1 > 0}, Gρ = Gρ
⋃
∂Gρ,

ε, ε1 è ε2 � äîñòàòî÷íî ìàëûå ïîñòîÿííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,

Gερ = {y : |y′| < τ(y1 − ε)}, ∂Gερ = {y : |y′| = τ(y1 − ε)}, G
ε
ρ = Gερ

⋃
∂Gερ,

C = {ς : ς = ξ + iη, −∞ < ξ <∞, −∞ < η <∞}.
×åðåç Ωρ áóäåì îáîçíà÷àòü îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü â Rn, ãðàíèöà ∂Ωρ êîòî-
ðîé ñîñòîèò èç ÷àñòè ïîâåðõíîñòè êîíóñà Gρ è ëåæàùåãî â ýòîì êîíóñå ãëàäêîãî êóñêà S
ïîâåðõíîñòè. Ñëó÷àé ρ = 1 ïðåäåëüíûé. Â ýòîì ñëó÷àå ∂G1 � ïëîñêîñòü Rn−1 è G1 � ïîëó-
ïðîñòðàíñòâî y1 > 0, Ω1 � îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãðàíèöåé, ñîñòîÿùåé èç
÷àñòè ïëîñêîñòè Rn−1 è ãëàäêîãî êóñêà ïîâåðõíîñòè S, ëåæàùåãî â ïîëóïðîñòðàíñòâå y1 > 0,
Ωρ = Ωρ

⋃
∂Ωρ, S0 � âíóòðåííèå òî÷êè ïîâåðõíîñòè S. Ïóñòü A(Ωρ) � ñîâîêóïíîñòü âåêòîð-

ôóíêöèé êëàññà C1(Ωρ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå (1.1) è íåïðåðûâíûõ íà
Ωρ = Ωρ

⋃
∂Ωρ, H = (H1, H2, . . . ,Hn) � çàäàííûé ïîñòîÿííûé âåêòîð.
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Íåñëîæíî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà Fi âåêòîð-ôóíêöèè

F (x) = (F1(x), F2(x), . . . , Fn(x)),

ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

4Fi − |H|2Fi = 0. (1.2)

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Lkj(X1, X2, . . . , Xn;H)F = Ljk(X1, X2, . . . , Xn;H)F =

= (Xj −Hj)Fk − (Xk −Hk)Fj + δkj(Xi +Hi)Fi (k 6 j),

Lk(X,H)F = (Lk1F,Lk2F, . . . , LknF ) (k = 1, n),

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, à X = (X1, X2, . . . , Xn). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìó (1.1) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Lk

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
;H

)
F = 0 (k = 1, n). (1.3)

Äëÿ êàæäîãî âåêòîðíîãî îïåðàòîðà Lk îïðåäåëÿåì ñîïðÿæ¼ííûé ê íåìó âåêòîðíûé îïå-
ðàòîð L∗k ðàâåíñòâîì

U · Lk
(
∂

∂x
;H

)
F + F · L∗k

(
∂

∂x
;H

)
U = divFk,

ãäå ∂/∂x = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn). Òîãäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

L∗k

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
;H

)
U =

= Lk

(
− ∂

∂x1
, . . . ,− ∂

∂xk−1
,
∂

∂xk
, . . . ,

∂

∂xn
;−H1, . . . ,−Hk, Hk+1, . . . ,Hn

)
U.

Ïóñòü Uk = (uk1, . . . , u
k
n) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû [2, 3]

L∗k

(
∂

∂x
;H

)
Uk = 0,

ãäå ôóíêöèè uik îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

uii(y, x) =

(
∂Φ0

∂xi
+HiΦ0

)
è uik(y, x) =

(
∂Φ0

∂xk
−HkΦ0

)
sign (k − i), i 6= k, (1.4)

Φ0 � êëàññè÷åñêîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2).
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (çàäà÷à Êîøè). Èçâåñòíû äàííûå Êîøè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.3) íà

ïîâåðõíîñòè S :
F (y) = f(y), y ∈ S, (1.5)

ãäå f(y) = (f1(y), . . . , fn(y)) � çàäàííàÿ íà S íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ âîññòà-
íîâèòü ôóíêöèþ F (x) â îáëàñòè Ωρ, èñõîäÿ èç çàäàííîé íà ÷àñòè S ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè
ôóíêöèè f, ò.å. ðåøèòü çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ îáîáù¼ííîé ñèñòåìû
Êîøè�Ðèìàíà â ìíîãîìåðíóþ åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâåííóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïî çíà÷å-
íèÿì ðåøåíèÿ íà ãëàäêîì êóñêå S ãðàíèöû îáëàñòè.
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Çàäà÷à Êîøè äëÿ îáîáù¼ííîé ñèñòåìû Êîøè�Ðèìàíà, êàê è ìíîãèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, â îáùåì ñëó÷àå îêàçû-
âàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî ìàëûõ èçìåíåíèé íà÷àëüíûõ äàííûõ. Òàêèì
îáðàçîì, ýòè çàäà÷è íåêîððåêòíî ïîñòàâëåíû [8, ñ. 39].

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.1) áóäåì àïðèîðè ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâà-
íèå å¼ ðåøåíèÿ. Áîëåå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó çàäàííîìó
ïîäìíîæåñòâó ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, îáû÷íî êîìïàêòíîìó [9, ñ. 4]. Åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû Õîëìãðåíà [10, ñ. 58]. Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ óêàçàííûõ ðåçóëü-
òàòîâ ðàáîòû îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè â ÿâíîì âèäå äëÿ îáîáù¼ííîé ñèñòåìû Êîøè�Ðèìàíà
ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, çàâèñÿùåé îò ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà è èñ÷åçàþùåé
ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ê áåñêîíå÷íîñòè íà ∂Ωρ\S, êîãäà ïîëþñ ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðåøåíèÿ ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå y1 > 0. Ñëåäóÿ Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâó è Ø. ßðìóõàìåäîâó
â èõ èññëåäîâàíèÿõ ïî çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà, ìàòðèöó ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì íàçîâ¼ì ìàòðèöåé Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâà
äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà [9, ñ. 34; 11; 12]. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâa
â ÿâíîì âèäå ôîðìóëà ïðîäîëæåíèÿ, à òàêæå ðåãóëÿðèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè çàïèñû-
âàþòñÿ â âèäå îáîáù¼ííîé ïðîñòðàíñòâåííîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè.

Åñëè âìåñòî ôóíêöèè f(y) çàäàíû å¼ ïðèáëèæåíèÿ fδ(y) ñ òî÷íîñòüþ δ ∈ (0, 1) â ìåòðèêå
ïðîñòðàíñòâà C(S), à òàêæå ÷èñëî B � ðàçìåð êîìïàêòà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ðåøåíèÿ,
òî ðå÷ü èä¼ò î ïîñòðîåíèè ñåìåéñòâà âåêòîð-ôóíêöèé F (x, fδ) = Fσδ (ðåãóëÿðèçàöèÿ), ñõîäÿ-
ùèõñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1.3), (1.5) â îáëàñòè Ωρ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè σ = σ(δ) è δ → 0 [9].

Ñëåäóÿ [13], ôóíêöèþ Fσδ íàçîâ¼ì ðåãóëÿðèçîâàííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ îáîá-
ù¼ííîé ñèñòåìû Êîøè�Ðèìàíà. Ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà
ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ñîõðàíèëñÿ èíòåðåñ ê êëàññè÷åñêèì íåêîððåêòíûì
çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòî íàïðàâëåíèå â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷è
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà÷àòî ðàáîòàìè [11, 14�16] è ðàçâèâàëîñü âïîñëåäñòâèè â ðà-
áîòàõ [17�27].

2. Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâà. Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå ðå-
çóëüòàòîâ ðàáîò [9, ñ. 34; 11; 12] ïî çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ïî-
ñòðîåíà ìàòðèöà Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâà â ÿâíîì âèäå è íà å¼ îñíîâå � ðåãóëÿðèçîâàííîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.3). Â [28] ïðèâåäåíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèöû
Êàðëåìàíà è êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè-
÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàíåå â [17, 28] äîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà Êàðëåìàíà ñóùåñòâóåò âî âñÿêîé çàäà÷å
Êîøè äëÿ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, åñëè òîëüêî äàííûå Êîøè çàäàþòñÿ íà ãðàíè÷íîì
ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Ïîñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå ðå÷ü èä¼ò î ÿâíûõ ôîðìóëàõ,
òî ïîñòðîåíèå ìàòðèöû Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâà â ýëåìåíòàðíûõ è ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèÿõ
ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ.

Ôóíêöèÿ Êàðëåìàíà çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è äëÿ óðàâíåíèé, áëèçêèõ ê
íåìó, â ñëó÷àå, åñëè äîïîëíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè äî S � ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîíóñà, ïîñòðîåíà
â [11]. Ìàòðèöó Êàðëåìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Êîøè�Ðèìàíà â ñëó÷àå, êîãäà S � ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ïîñòðîèë Ë.À. Àéçåíáåðã [17]. Ðàçâèâàÿ èäåþ Ñ.Å. Ìåðãå-
ëÿíà [16], óêàçàâøåãî ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Êàðëåìàíà â çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà â ñëó÷àå, êîãäà S � êóñîê ñ ãëàäêèì êðàåì ãðàíèöû îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, íà îñíî-
âå òåîðåì îá àïïðîêñèìàöèè â [13] ïîñòðîåíà ìàòðèöà Êàðëåìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì.
Â ìîíîãðàôèÿõ Ë.À. Àéçåíáåðãà [29] è Í.Òàðõàíîâà [30] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ôîðìóëû
Êàðëåìàíà â çàäà÷å Êîøè â êîìïëåêñíîì àíàëèçå è äëÿ ñèñòåìû ñ èíúåêòèâíûì ñèìâîëîì, â
ýòèõ æå ìîíîãðàôèÿõ ïðèâåäåíà îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà n = 2, H = 0, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà (1.3) ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé
ñèñòåìîé Êîøè�Ðèìàíà, òåîðèÿ êîòîðîé ðàçðàáîòàíà È.Í. Âåêóà [31], à ôîðìóëà ïðîäîëæåíèÿ
ðåøåíèÿ ïî å¼ çíà÷åíèÿì íà êóñêå ãðàíèöû ïîëó÷åíà Ò. Èøàíêóëîâûì [32]. Åñëè n = 3, òî
F (y) áóäåò îáîáù¼ííûì ïîòåíöèàëüíûì âåêòîðîì, è â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.3) (ðÿä àíàëèòè-
÷åñêèõ ôàêòîâ) èçó÷åíà [33], à ôîðìóëà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïî å¼

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 1 2021



90 ÑÀÒÒÎÐÎÂ, ÝÐÌÀÌÀÒÎÂÀ

çíà÷åíèÿì íà êóñêå ãðàíèöû è àíàëîã òåîðåìû Ôîêà�Êóíè íàéäåíà â ðàáîòå [22]. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå â [22], îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ñèñòåìû (1.3) è â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè òèïà ñëîÿ. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå
ÿâíî ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì îáîáù¼ííûõ èíòåãðàëîâ
Êîøè è òèïà Êîøè.

Äàäèì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìàòðèöà M0(y, x;H) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-

íèé ñèñòåìû (1.3), åñëè
M0(y, x;H) = ‖L∗k(α; 0)Uk‖,

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ Uk îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (1.4).
Ñëåäóÿ [11], ïðèâåä¼ì
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìàòðèöåé Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâà çàäà÷è (1.3), (1.5) íàçûâàåòñÿ

n× n-ìàòðèöà Mσ(y, x;H), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Mσ(y, x;H) = M0(y, x;H) +Gσ(y, x;H), ãäå σ � ïîëîæèòåëüíûé

÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ìàòðèöà Gσ(y, x;H) ïî ïåðåìåííîé y óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1.3) âñþäó
â îáëàñòè Ω, à M0(y, x;H) � ìàòðèöà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.3);

2) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ Ωρ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∫
∂Gρ
|Mσ(y, x;H)| dSy 6

6 ε(σ), ãäå ε(σ) → 0 ïðè σ → ∞; çäåñü è äàëåå |Mσ| îçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó ìàòðèöû
Mσ = ‖Mij‖, ò.å. |Mσ| = (

∑n
ij=1M

2
ij)

1/2, â ÷àñòíîñòè, |F | = (
∑n

i F
2
i )1/2 äëÿ âåêòîðà F =

= (F1, F2, . . . , Fn).
Äëÿ F (y) ∈ A(Ωρ) ñïðàâåäëèâà îáîáù¼ííàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êî-

øè [2] ∫
∂Ωρ

M0(y, x;H)F (y) dSy =

{
0, x 6∈ Ωρ,

F (x), x ∈ Ωρ,

à òàêæå èìåþò ìåñòî àíàëîã èíòåãðàëà òèïà Êîøè è ôîðìóëû ñêà÷êîâ äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà-
÷åíèé ýòîãî èíòåãðàëà [3].

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâà îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðåøåíèé íà ðåøåíèå òðàíñïîíèðîâàííîé ñèñòåìû, òî îáîáù¼ííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè
îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè â íåé çàìåíèòü ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íà ìàòðèöó Êàðëåìàíà.

Ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3), (1.5) ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Mσ(y, x;H) = ‖L∗k(α; 0)V k‖, (2.1)

ãäå V k = (v1
1, . . . , v

k
n) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

vii(y, x) =

(
∂Φσ

∂xi
+HiΦσ

)
è vik(y, x) =

(
∂Φσ

∂xk
−HkΦσ

)
sign (k − i) ïðè i 6= k, (2.2)

à ôóíêöèÿ Φσ(y, x;λ) ïðè s > 0, v > 1 � ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

CnK(x1)Φσ(y, x;λ) =
∂m−1

∂sm−1

∞∫
0

Im

[
K(w)

w

]
ψ(λu)√
u2 + α2

du, w = i
√
u2 + α2 + y1, (2.3)

ãäå

ψ(λu) =

{
uJ0(λu), n = 2m, m > 1,

cos(λu), n = 2m+ 1, m > 1,

J0(λu) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, çäåñü áåð¼òñÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè J0(λ) â C(n)(Ω), n = 2m, âåùåñòâåííàÿ ïðè λ > 0, λ = |H|2,

Cn =

{
(−1)m2−1(m− 2)!(n− 2)ωn, n = 2m, m > 2,

(−1)m2−2n+1(m− 1)!(n− 2)πωn, n = 2m+ 1, m > 1,

ωn � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn.
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Ïóñòü K(w) � öåëàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, âåùåñòâåííàÿ ïðè âåùåñòâåííîì
w (w = u+ iv, ãäå u, v ∈ R) è K(u) 6=∞, |u| <∞, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

sup
v>1
|K(p)(u+ iv) exp(v)| Imλ|| = M(u) <∞, p = 0, 1, . . . (2.4)

Ïðè âåùåñòâåííîì w èç âåùåñòâåííîñòè K(w) âûòåêàåò ðàâåíñòâî K(w) = K(w). Òàê êàê

Im

(
K(w)

w

)
=

1

2i

{
K(w)

w
− K(w)

w

}
=
wK(w)− wK(w)

2i(r2 + u2)
=

(y1 − x1) ImK(w)−
√
s+ u2 ReK(w)

r2 + u2
,

òî ôîðìóëà (2.3) ïðèíèìàåò âèä

CnK(x1)Φ(y, x;λ) =
∂m−1

∂sm−1

∞∫
0

{
(y1 − x1) ImK(w)√

s+ u2
− ReK(w)

}
ψ(λu)

r2 + u2
du. (2.5)

Èç ðàâåíñòâ (2.4) è (2.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè y 6= x èíòåãðàë â (2.3) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Åñëè K(w) ≡ 1, òî ôóíêöèÿ Φσ(y, x;λ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêîå ôóíäàìåíòàëü-

íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, ò.å.

Φσ(y, x;λ) ≡ Φ0(y, x;λ) = Cn
1

rn−2
e−λr.

Ñîãëàñíî [22] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

1

rn−2
e−λr =

∂m−1

∂sm−1

∞∫
0

ψ(λu)

r2 + u2
du.

Â [12] äîêàçàíà
Ëåììà 2.1. Ôóíêöèÿ Φσ(y, x;λ), îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìóëîé (2.3), ïðåäñòàâèìà â âèäå

Φσ(y, x;λ) = Φ0(r;λ) + gσ(y, x;λ),

ãäå Φ0(r;λ) � êëàññè÷åñêîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2):

Φ0(r;λ) = Am

(
λ

2

)n/2−1

K−1+n/2(λr), A2m = (−1)m2m−1, A2m+1 = (−1)m2−m−1/2,

K0(λ) � ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà [34, 35], gσ(y, x;λ) � ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2) ïî y
â Rn äëÿ λ ∈ Cn(Ω).

Äëÿ ñèñòåìû (1.3) ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ
Ëåììà 2.2. Ìàòðèöà Mσ(y, x;H), îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìóëîé (2.2), ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé

Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâà çàäà÷è (1.3), (1.5), ò.å. ïðåäñòàâèìà â âèäå

Mσ(y, x;H) = M0(r;λ) +Gσ(y, x;H), (2.6)

ãäå Gσ = ‖Gijσ(y, x, σ)‖n×n � ìàòðèöà, îïðåäåë¼ííàÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé y, x è óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ ïî ïåðåìåííîé y ñèñòåìå (1.3) âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëåíèå (2.6) ñëåäóåò èç ëåììû 2.1 è îïðåäåëåíèÿ 2.1. Òàê êàê

∆
∂

∂y
gσ − λ2gσ = 0,

òî îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà Gσ(y, x;H) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.3), ò.å. îíà ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì ïî ïåðåìåííîé y, âêëþ÷àÿ è òî÷êó y = x.
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Èç ôîðìóëû (2.3) âèäèì, ÷òî íà ∂Gρ (y1 = 0) ôóíêöèÿ Φσ(y, x;λ) è å¼ ãðàäèåíò
∇Φσ(y, x;λ) ïðè σ → ∞ ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè âñåõ y2, . . . , yn è x ∈ Rn,
x > 0. Òîãäà ïðè σ →∞ ìàòðèöà Mσ(y, x;H) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè âñåõ y2, . . . , yn è
x ∈ Rn, x > 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.1 ìàòðèöà Mσ(y, x;H), îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìóëîé (2.1),
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Êàðëåìàíà�ßðìóõàìåäîâà äëÿ îáëàñòè Ω è ÷àñòè ∂Gρ. Ëåììà äîêàçàíà.

3. Öåëàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ë¼ôôëåðà è íåêîòîðûå å¼ ñâîéñòâà. Ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è (1.3), (1.5) ôîðìóëà ïðîäîëæåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç öåëóþ ôóíêöèþ Ìèòòàã-Ë¼ôôëåðà,
ïîýòîìó ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè. Îíè èçëîæåíû â [36,
ãë. 3, � 2] ñ ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Öåëàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ë¼ôôëåðà îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì

Eρ(w) =
∞∑
n=0

wn

Γ(1 + n/ρ)
, ρ > 0, w ∈ C, E1(w) = exp(w),

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ρ > 1. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç γ = γ(1, β), 0 < β < π/ρ, ρ > 1, êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè w, ïðî-
áåãàåìûé â íàïðàâëåíèè íåóáûâàíèÿ argw è ñîñòîÿùèé èç ëó÷à argw = −β, |w| > 1, äóãè
−β 6 argw 6 β, îêðóæíîñòè |w| = 1 è ëó÷à argw = β, |w| > 1. Êîíòóð γ ðàçáèâàåò ïëîñ-
êîñòü C íà äâå îäíîñâÿçíûå áåñêîíå÷íûå îáëàñòè Ω− è Ω+, ëåæàùèå ñëåâà è ñïðàâà îò γ
ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà π/(2ρ) < β < π/ρ, ρ > 1.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ:

Eρ(w) = ρ exp(wρ) + ψρ(w), w ∈ Ω+,

Eρ(w) = ψρ(w), E′ρ(w) = ψ′ρ(w), w ∈ Ω−, (3.1)

ãäå

ψρ(w) =
ρ

2πi

∫
γ

exp(ςρ)

ς − w
dς, ψ′ρ(w) =

ρ

2πi

∫
γ

exp(ςρ)

(ς − w)2
dς. (3.2)

Òàê êàê çíà÷åíèå Eρ(w) âåùåñòâåííî ïðè âåùåñòâåííîì w, òî

Reψρ(w) =
ψρ(w) + ψρ(w)

2
=

ρ

2πi

∫
γ

exp(ςρ)(ς − Rew)

(ς − w)(ς − w)
dς, (3.3)

Imψρ(w) =
ψρ(w)− ψρ(w)

2i
=
ρ Imw

2πi

∫
γ

exp(ςρ)

(ς − w)(ς − w)
dς, (3.4)

Im
ψ′ρ(w)

Imw
=

ρ

2πi

∫
γ

2 exp(ςρ)(ς − Rew)

(ς − w)2(ς − w)2
dς.

Âñþäó â äàëüíåéøåì â îïðåäåëåíèè êîíòóðà γ(1, β) áóäåì âûáèðàòü β = π/(2ρ)+ε2/2, ρ > 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè

π

2ρ
+ ε2 6 | argw| 6 π, (3.5)

òî w ∈ Ω−ρ è Eρ(w) = ψρ(w).
Îáîçíà÷èì

Tk,p(w) =
ρ

2πi

∫
γ

ςpeς
p

(ς − w)k(ς − w)k
dς, k = 1, 2, . . . , p = 0, 1, . . .
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Ïðè π/(2ρ) + ε2 6 | argw| 6 π ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|Eρ(w)| 6 C1

1 + |w|
, |E′ρ(w)| 6 C2

1 + |w|2
, (3.6)

|Tk,p(w)| 6 C3

1 + |w|2k
, k = 1, 2, . . . , (3.7)

ãäå C1 C2, C3 � ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò w. Âûáåðåì â ðàâåíñòâå (3.3) β = π/(2ρ) +
+ ε2/2 < π/ρ, ρ > 1. Òîãäà Eρ(w) = ψρ(w), ãäå ψρ(w) îïðåäåëÿåòñÿ â (3.2). Ïðè ýòîì
çàìåòèì, ÷òî cos ρβ < 0 è èíòåãðàë ñõîäèòñÿ:∫

γ

|ζ|p exp[cos ρβ|ζ|ρ]| dς| <∞, p = 0, 1, . . . (3.8)

Äàëåå, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì |w| (w ∈ Ω+ è w ∈ Ω−) èìååì

min
ς∈γ
|ς − w| > |w| sin ε2

2
, min

ς∈γ
|ς − w| > |w| sin ε2

2
. (3.9)

Òåïåðü èç ïðåäñòàâëåíèé (3.1) è ðàçëîæåíèé

1

ς − w
= − 1

w
+

ζ

w(ς − w)
,

1

ς − w
= − 1

w
+

ζ

w(ς − w)
(3.10)

äëÿ áîëüøèõ |w| ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣Eρ(w)− Γ−1

(
1− 1

ρ

)
1

w

∣∣∣∣ 6 ρ

2π sin(ε2/2)

1

|w|2

∫
γ

|ς| exp[cos ρβ|ς|ρ]| dς| 6 const

|w|2
,

Γ−1

(
1− 1

ρ

)
=

ρ

2πi

∫
γ

exp(ςρ) dς.

Îòñþäà âûòåêàåò ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (3.6). Èç (3.8), (3.2) è ðàçëîæåíèÿ

1

(ς − w)2
=

1

w2
− 2

ς

w2(ς − w)
+

ς2

w2(ς − w)2

ïðè áîëüøèõ |w| àíàëîãè÷íî âûâîäèì íåðàâåíñòâî∣∣∣∣E′ρ(w)− Γ−1

(
1− 1

ρ

)
1

w2

∣∣∣∣ 6 const

|w|3
.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (3.6) äîêàçàíî.
Ïðè k = 1, 2, . . . èç ðàçëîæåíèÿ (3.10) ñëåäóåò, ÷òî

1

(ς − w)k
1

(ς − w)k
=

[
(−1)k

wk
+ . . .+

ζk

wk(ς − w)k

][
(−1)k

ςk
+ . . .+

ζk

wk(ζ − ς)k

]
=

=
1

|w|2k
+

−k
|w|2k+1(ς − w)

+ . . .

Ïðè áîëüøèõ |w| ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâ
(3.8) è (3.9) âûòåêàåò îöåíêà∣∣∣∣Tk,p − Γ−1

(
1− 1

ρ

)
1

|w|2k

∣∣∣∣ 6 const

|w|2k+1
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (3.7).
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4. Ôîðìóëà ïðîäîëæåíèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Ëàâðåíòüåâó. Â ôîðìóëå (2.5) â
êà÷åñòâå ôóíêöèè K(w) âûáåðåì öåëóþ ôóíêöèþ Ìèòòàã-Ë¼ôôëåðà

K(w) = exp(aw2)Eρ(σw),

ãäå ρ > 1, w = i
√
u2 + s + y1 − x1, a > 0 è σ > 0. Ñîãëàñíî (2.5), âûäåëÿÿ ìíèìûå ÷àñòè,

áóäåì èìåòü

CnΦσ(y, x;λ) =
∂m−1

∂sm−1

∞∫
0

Im

[
eaw

2
Eρ(σw)

w

]
ψ(λu)√
s+ u2

du =

= ea(y1−x1)2 ∂
m−1

∂sm−1

∞∫
0

ϕσ(y, x, λ, u)
e−as−au

2
ψ(λu) du

u2 + r2
, (4.1)

ãäå

ϕσ(y, x, λ, u) =

[
(y1 − x1)√
u2 + s

ImEρ(σw)− ReEρ(σw)

]
cos(ν

√
u2 + s) +

+

[
ImEρ(σw) +

(y1 − x1)√
u2 + s

ReEρ(σw)

]
sin(ν

√
u2 + s), ν = 2a(y1 − x1). (4.2)

Åñëè σ = 0 è K(0) = Eρ(0) = 1, òî ôóíêöèÿ Φ0(y−x;λ) èç (4.1) îïðåäåëÿåò êëàññè÷åñêîå
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. (Ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (4.1) îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèñóòñòâèåì â í¼ì ìíîæèòåëÿ e−σu

2
.)

Â òî÷êå (0, 0, . . . , 0) ∈ ∂Ωρ íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà. Òàê êàê ôóíêöèè F (y),
Φσ(y − x;λ), Mσ(y − x;H) (x ∈ Ωρ) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî
ãðàíèöû ∂Ωρ, òî

∂F

∂n
(0) =

∂F

∂yn
(0),

∂Mσ

∂n
(0, x) =

∂Mσ

∂yn
(0, x), x ∈ Ωρ.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ Ωρ îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗ òó ÷àñòü S, íà êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |y′| = τy1 − |x′| > α. Åñëè x = x0 ∈ Ωρ, òî S = S∗ (â ýòîì ñëó÷àå |y′| = τy1 −
− |x′| = τy1, α = |y′| è íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà y ëåæèò âíóòðè èëè íà êîíóñå
|y′| = τy1 − |x′|).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (y) ∈ A(Ωρ) îãðàíè÷åíà íà ∂Ωρ :

|F (y)| 6 B, y ∈ T ≡ ∂Ωρ \ S, (4.3)

ãäå B � çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè âåðíà îáîáù¼ííàÿ èíòåãðàëü-
íàÿ ôîðìóëà Êîøè

F (x) =

∫
∂Ωρ

Mσ(y, x;H)F (y) dSy, x ∈ Ωρ. (4.4)

Îáîçíà÷èì

Fσ(x) =

∫
S

Mσ(y, x;H)F (y) dSy, x ∈ Ωρ, (4.5)

∂Fσ
∂xj

(x) =

∫
S

∂Mσ

∂xj
(y − x;H)F (y) dSy, x ∈ Ωρ. (4.6)

Çàìå÷àíèå. Èç-çà ïðèñóòñòâèÿ âåëè÷èíû α0 =
√
x2

2 + . . .+ x2
n â âûðàæåíèè β = τy1−α0

ôóíêöèÿ Φσ(y, x;λ), y ∈ ∂Ωρ, íå èìååò ïðîèçâîäíûõ ïî xj (j = 2, n) â òî÷êàõ x = x0 =
= (x1, 0, . . . , 0) ∈ Ωρ. Ïîýòîìó ∂Fσ(x)/∂xj îïðåäåëåíû âñþäó â Ωρ, êðîìå òî÷åê x = x0. Äî-
îïðåäåëèì â òî÷êàõ x = x0 ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â (4.5), (4.6) âåëè÷èíó β = τy1

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 1 2021



ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÎÁÎÁÙ�ÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÊÎØÈ�ÐÈÌÀÍÀ 95

ïîëàãàåì ðàâíîé β = τy1 (γ = τx1). Òîãäà ôóíêöèÿ Φσ(y − x;λ), y ∈ ∂Ωρ, äèôôåðåíöèðóå-
ìà ïî ïåðåìåííîé x âñþäó â Ωρ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè x 6= x0 ∈ Ωρ ïðîèçâîäíûå ∂Fσ(x)/∂xj
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (4.6), â êîòîðîé β = τy1−α0. Çàòåì â ïðàâîé ÷àñòè â (4.6) ïîëîæèì
α0 = 0 (β = τy1) è âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî ôîðìóëå ∂Fσ(x)/∂xj .

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (y) ∈ A(Ωρ) íà ÷àñòè T ãðàíèöû ∂Ωρ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (4.3). Òîãäà äëÿ ëþáûõ x ∈ Ωρ è σ > σ0 > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|F (x)− Fσ(x)| 6 C1(σ,H)Be−σx
2
n ,

∣∣∣∣∂F (x)

∂xj
− ∂Fσ(x)

∂xj

∣∣∣∣ 6 C2(σ,H)Be−σx
2
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (4.4) äëÿ ëþáîãî x ∈ Ωρ ñëåäóåò, ÷òî

|F (x)− Fσ(x)| = J1
σ(x),

∣∣∣∣∂F (x)

∂xj
− ∂Fσ(x)

∂xj

∣∣∣∣ = J2
σ(x),

J1
σ(x) =

∫
T

Mσ(y, x;H)F (y) dSy, J2
σ(x) =

∫
T

∂Mσ

∂xj
(y, x;H)F (y) dSy, (4.7)

|J1
σ(x)| 6 BT 1

σ (x), T 1
σ (x) =

∫
T

|Mσ(y, x;H)| dSy,

|J2
σ(x)| 6 BT 2

σ (x), T 2
σ (x) =

∫
T

∣∣∣∣∂Mσ

∂xj

∣∣∣∣ dSy. (4.8)

Ñîãëàñíî (2.1), (2.2), âîñïîëüçîâàâøèñü ÿâíûì âèäîì (4.1), (4.2) ìàòðèöû Mσ(y, x;H), ïîëó-
÷àåì íåðàâåíñòâî

|Mσ(y, x;H)| =
( n∑
i,j=1

|Mσij |
)1/2

6 n

[
|H||Φσ|+

∣∣∣∣∂Φσ

∂y1

∣∣∣∣+ . . .+

∣∣∣∣∂Φσ

∂yn

∣∣∣∣]. (4.9)

Ïðèâåä¼ì, ñîãëàñíî [37], îöåíêè äëÿ ôóíêöèé

Φσ(y, x;λ),
∂Φσ(y, x;λ)

∂yk
,

∂i

∂xij

∂Φσ(y, x;λ)

∂yk
.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü K � êîìïàêò â Gρ, δ � ðàññòîÿíèå îò K äî ∂Gρ. Òîãäà äëÿ σ > 0
ïðè x ∈ K, y ∈ Rn\Gρ (|y′| > τy1) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|Φσ(y, x;λ)|+
∣∣∣∣ ∂∂yiΦσ(y, x;λ)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂i∂xij ∂

∂yi
Φσ(y, x;λ)

∣∣∣∣ 6 C3(ρ, δ)r

1 + σδ
, r > δ > 0, i, j = 1, n. (4.10)

Èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K � êîìïàêò â Ωρ,
òî K ⊂ Gρ. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèè Φσ(y, x;λ) è å¼ ïðîèçâîäíûõ, ó÷àñòâóþùèõ
â ôîðìóëèðîâêå ëåììû, ñîõðàíÿþòñÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà x ∈ K ⊂ Ωρ è y ∈ ∂Ωρ\S ⊂ ∂Gρ
(â ýòîì ñëó÷àå δ � ðàññòîÿíèå îò êîìïàêòà K ⊂ Ωρ äî ∂Ωρ). Òîãäà ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå
îöåíêè äëÿ (4.8).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1. Íóæíî îöåíèòü èíòåãðàë ñïðàâà â ðàâåíñòâå (4.1) è åãî
ïðîèçâîäíûå. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ε > 0 òàêèì, ÷òîáû K ⊂ Gερ(|x′| 6 τ(x1− ε)), G

ε
ρ ⊂ Gρ. Òàê

êàê ðàññòîÿíèå îò ∂Gερ äî ∂Gρ ðàâíî ετ1, òî δ > ετ1. Â óñëîâèÿõ ëåììû 4.1 èìååì

τw = iτ
√
u2 + s+ τy1 − τx1 =

√
u2 + s

(
itg

π

2ρ
+
τy1 − τx1√
u2 + s

)
, u > 0, ρ > 1,

τy1 − τx1√
u2 + s

6
|y′| − |x′| − ετ
|y′ − x′|

6 1− ε1, y′ 6= x′,

∣∣∣∣ arg

(
a± tg

π

2ρ

)∣∣∣∣ > π

2ρ
; a 6 1.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè y′ 6= x′ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (3.5); åñëè y′ = x′, òî Rew < 0, è,
çíà÷èò, ýòè íåðàâåíñòâà òàêæå âûïîëíÿþòñÿ. Ïîýòîìó Eρ(w) = ψρ(w), w ∈ Ω−ρ , ãäå β =
= π/(2ρ) + ε2/2.

Äàëåå èìååì

(ζ − σw)(ζ − σw) = ζ2 − 2σζ(y1 − x1) + σ2(u2 + s+ (y1 − x1)2),

∂m−1

∂sm−1

1

(ζ − σw)(ζ − σw)
=

(−1)m−1(m− 1)!σ2(m−1)

(ζ − σw)m(ζ − σw)m
.

Òåïåðü èç (3.2) è (3.3) ïîëó÷àåì

∂m−1

∂sm−1
ReEρ(σw) =

(−1)m−1(m− 1)!σ2(m−1)ρ

2πi

∫
γ

(ς − σ(y1 − x1)) exp(ςρ)

(ζ − σw)m(ζ − σw)m
dς,

∂m−1

∂sm−1

ImEρ(σw)√
u2 + s

=
(−1)m−1(m− 1)!σ2m−1ρ

πi

∫
γ

exp(ςρ)

(ζ − σw)m(ζ − σw)m
dς.

Èíòåãðàëû îöåíèâàåì ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì (3.6):∣∣∣∣ ∂m−1

∂sm−1
ReEρ(σw)

∣∣∣∣ 6 C4(ρδ,m)σ2m−1r

1 + σ2m|w|2m
, |w|2 = u2 + r2 > r2 > δ2, δ > τ1ε, (4.11)

∣∣∣∣ ∂m−1

∂sm−1

ImEρ(σw)√
u2 + s

6
C4(ρδ,m)σ2m−1r

1 + σ2m|w|2m

∣∣∣∣. (4.12)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè íåðàâåíñòâàìè∣∣∣∣ ∂k∂sk sin(να)

α

∣∣∣∣ 6 Ck
2k|yn|kσk

αk+1
è

∣∣∣∣ ∂k∂sk cos(να)

∣∣∣∣ 6 Ck
2k|yn|kσk

αk
, α > 1, k = 0, 1, . . . ,

∣∣∣∣ ∂k∂sk sin(να)

α

∣∣∣∣ 6 Ck
2k|yn|kσk

α2k
, 0 < α 6 1, k = 1, 2, . . . ,∣∣∣∣ ∂k∂sk cos(να)

∣∣∣∣ 6 Ck
2k|yn|kσk

α2(k+1)
, 0 < α 6 1, k = 2, 3, . . . ,

∣∣∣∣ ∂∂s cos(να)

∣∣∣∣ 6 Ck
2|yn|σ
α

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî s = α2 â ôîðìóëå (4.1), èìååì

∂m−1

∂sm−1

{
e−σs

u2 + s+ (y1 − x1)2
ϕσ(y, x, λ, u)

}
=

=
m−1∑
p=0

Cpm−1

∂m−1−p

∂sm−1−p

(
e−σs

u2 + s+ (y1 − x1)2

)
∂p

∂sp
ϕσ(y, x, λ, u). (4.13)

Â ôîðìóëå (4.13) âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå

∂m−1−p

∂sm−1−p

(
e−σs

u2 + (y1 − x1)2 + s

)
=

m−p−1∑
i=0

Cim−p−1(e−σs)(m−p−1)[(u2 + s+ (y1 − x1)2)−1](i) =

=

m−p−1∑
i=0

Cim−p−1(−1)m−p−1σm−p−1−ie−σs(m− p− i)!((u2 + s+ (y1 − x1)2)−1)−m+p+i.
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Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ ðàâåíñòâàìè (3.3), (3.4), ïî ïåðåìåííûì
yi, i = 1, n. Çàìåòèì, ÷òî îöåíêè (4.11) è (4.12) äëÿ íèõ ñîõðàíÿþòñÿ, íî ñ äðóãèìè ïîñòîÿí-
íûìè. Òîãäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà (4.10). Òåïåðü âû÷èñëÿåì èíòåãðàëû (4.7), (4.8) àíàëîãè÷íî
(4.9), (4.10). Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Ωρ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

F (x) = lim
σ→∞

Fσ(x), lim
σ→∞

∂Fσ
∂xj

(x) =
∂F

∂xj
(x),

âûïîëíÿþùèåñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç Ωρ.
Ïðèâåä¼ì îöåíêó óñòîé÷èâîñòè.
Ïîëîæèì

Rρ = max
y∈S

Rew0, x ∈ Ωρ, σ = R−ρ ln
1

δ
. (4.14)

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ F (y) ∈ A(Ωρ) óäîâëåòâîðÿåò íà ïîâåðõíîñòè T =
= ∂Ωρ\S ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.3), à íà ïîâåðõíîñòè S � óñëîâèþ

|F (y)| 6 δ, y ∈ S, 0 < δ < 1.

Òîãäà

|F (x)| 6 C1(x)B1−(γ/R)ρδ(γ/R)ρ lnn
1

δ
,∣∣∣∣ ∂F∂xj (x)

∣∣∣∣ 6 C̃2(x)B1−(γ/R)ρδ(γ/R)ρ lnn+2 1

δ
, x ∈ Ωρ. (4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.4) è òåîðåìå 4.1 èìååì

|F (x)| 6
∣∣∣∣ ∫
S

|Mσ(y, x;H)| dSy
∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∫
T

|Mσ(y, x;H)| dSy
∣∣∣∣.

Äëÿ ôóíêöèé Fσ(x), ∂Fσ(x)/∂xj âñëåäñòâèå (4.5), (4.6), (4.8), (4.10) ïîëó÷àåì îöåíêè

|Fσ(x)| 6 C1(x)σneσR
ρ−σγρ ,

∣∣∣∣∂Fσ∂xj
(x)

∣∣∣∣ 6 C2σ
n+2eσR

ρ−σγρ , x ∈ Ωρ, j = 1, n.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû 4.2 è íåðàâåíñòâàì (4.8), (4.10) çàêëþ÷àåì, ÷òî

|Fσ(x)| 6 C1(x)σn(1 + δeσR
ρ
),

∣∣∣∣∂Fσ∂xj
(x)

∣∣∣∣ 6 C2(1 + δeσR
ρ
), x ∈ Ωρ, j = 1, n, σ > σ0 > 0.

Âûáèðàÿ σ êàê (4.14), äîêàçûâàåì îöåíêó (4.15). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå F (x) ïðèáëèæ¼ííî, êîãäà

íà ïîâåðõíîñòè S âìåñòî ôóíêöèè f(y) çàäàíû å¼ íåïðåðûâíûå ïðèáëèæåíèÿ fδ(y) êëàññà
C(S) ñ çàäàííûì óêëîíåíèåì 0 < δBe−σb

2
1 :

max
S
|f(y)− fδ(y)| 6 δ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü S çàäàíà óðàâíåíèåì

y1 = h(y2, . . . , yn), (y2, . . . , yn) ∈ T,

ãäå h � îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì Ëÿïóíîâà, ïðè ýòîì

max
T

h = b1, b2 = max
T

[
1 +

(
dh

dy2

)2

+ . . .+

(
dh

dyn

)2]1/2

.

7 ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 1 2021



98 ÑÀÒÒÎÐÎÂ, ÝÐÌÀÌÀÒÎÂÀ

Ïîëîæèì Fσδ(x) =
∫
SMσ(y, x;H)fδ(y) dS, òîãäà

∂Fσδ
∂xj

(x) =

∫
S

∂Mσ

∂xj
(y, x;H)fδ(y) dS, x ∈ Ω,

ãäå σ = (1/b21) ln(B/δ), δ < B.
Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ F (y) ∈ A(Ωρ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.3). Òîãäà

ïðè σ > 1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|F (x)− Fσδ(x)| 6 C1(x)B1−(γ/R)ρδ(γ/R)ρ lnn
1

δ
, x ∈ Ωρ,∣∣∣∣ ∂F∂xj (x)− ∂Fσδ

∂xj
(x)

∣∣∣∣ 6 C̃2(x)B1−(γ/R)ρδ(γ/R)ρ lnn+2 1

δ
, x ∈ Ωρ. (4.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îáîáù¼ííîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè (4.4) ïðè ëþáîì x ∈ Ωρ

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

F (x)− Fσδ(x) = J1
σ(x) +

∫
S

Mσ(y, x;H)[f(y)− fδ(y)] dSy,

∣∣∣∣ ∂F∂xj (x)− ∂Fσδ
∂xj

(x)

∣∣∣∣ = J2
σ(x) +

∫
S

∂Mσ(y, x;H)

∂xj
[f(y)− fδ(y)] dSy,

J1
σ(x) =

∫
T

Mσ(y, x;H)F (y) dSy, J2
σ(x) =

∫
S

∂Mσ(y, x;H)

∂xj
F (y) dSy, x ∈ Ωρ, j = 1, n.

Òåïåðü, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1, ïîëó÷àåì îöåíêè (4.16). Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Ωρ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

F (x) = lim
δ→0

Fσδ(x), lim
δ→0

∂Fσδ
∂xj

(x) =
∂F

∂xj
(x),

âûïîëíÿþùååñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç Ωρ.
Ïîñòðîåííûé ôóíêöèîíàë Fσδ(x, fδ), îïðåäåë¼ííûé íà ìíîæåñòâå {fδ}, ãäå fδ(x) ∈ C(S),

0 < δ < δ0, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé ïî Ëàâðåíòüåâó ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.
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Äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ âûðîæäåííûì
îïåðàòîðîì ïðè äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà�Êàïóòî äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâî-
âàíèè åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè íåèçâåñòíûì êî-
ýôôèöèåíòîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ïàðû
îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèè è çàäàíèå óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ ñ îïåðàòîðîì, ÿäðî êîòîðî-
ãî ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî âûðîæäåíèÿ èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëü-
òàò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå íå ðàçðåø¼ííîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè
äðîáíîãî ïîðÿäêà ìîäåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ íåèçâåñòíûì
êîýôôèöèåíòîì, ñíàáæ¼ííîé íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè è óñëîâèåì ïåðåîïðåäå-
ëåíèÿ.

DOI: 10.31857/S037406412101009X

Ââåäåíèå. Ïóñòü U, X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîð L : X → Y ëèíååí è
íåïðåðûâåí, îïåðàòîð M : DM → Y ëèíååí, çàìêíóò è èìååò ïëîòíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
DM ⊂ X, ñíàáæ¼ííóþ íîðìîé ãðàôèêà îïåðàòîðà M, ÷èñëî T > 0 ôèêñèðîâàíî, îïåðà-
òîð B(t) : U → Y ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] ëèíååí è íåïðåðûâåí, à ôóíêöèÿ y : [0, T ] → Y
íåïðåðûâíà, m ∈ N, m − 1 < α 6 m, Dα

t � ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà�Êàïóòî ïîðÿäêà α.
Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó, íàçûâàåìóþ òàêæå çàäà÷åé èäåíòèôèêàöèè [1] (èëè çàäà÷åé
ïðîãíîç-óïðàâëåíèÿ [2�4]) äëÿ ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé âûðîæäåííûì (kerL 6=
6= {0}) ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì

Dα
t Lx(t) = Mx(t) +B(t)u(t) + y(t), t ∈ [0, T ], (1)

ñ õàðàêòåðíûìè äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

(Px)(k)(0) = xk, k = 0,m− 1, (2)

ãäå P � îïðåäåëÿåìûé îïåðàòîðàìè L è M ïðîåêòîð âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà âûðîæäåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) (ïîäðîáíåå ñì. ï. 3). Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïàðû (u, x) ôóíêöèé u ∈
∈ C([0, T ];U) è x ∈ C([0, T ];DM ), äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ∈ [0, T ],
à äëÿ ôóíêöèè x ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèå Dα

t Lx ∈ C([0, T ];Y) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2). Äëÿ
ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå � óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ,
êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä

Φx(t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ], (3)

ãäå îïåðàòîð Φ : X→ U è ôóíêöèÿ Ψ : [0, T ]→ U çàäàíû.
Â ðàìêàõ çàäà÷è (1)�(3) ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé

è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èìåþùèõ íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû â ïðàâîé
÷àñòè (èëè ôóíêöèè èñòî÷íèêà) [5, 6]. Óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ÷à-
ñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè (ñì. [7, 8]
è äð.).

Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1, 3, 4, 9�15] ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îá îïåðà-
òîðàõ L è M. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (L, p)-îãðàíè÷åííîñòè
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îïåðàòîðà M (îïðåäåëåíèå ïðèâîäèòñÿ â ï. 3 ðàáîòû). Ïðÿìàÿ çàäà÷à (1), (2) (ïðè èçâåñò-
íîé ôóíêöèè u) â ñëó÷àå (L, p)-îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà M è å¼ ïðèëîæåíèÿ èññëåäîâàíû â
ðàáîòàõ [16�19]. Óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ðàçëè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæ-
äåííîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà âèäà (1) ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [20�22], äëÿ
äðóãèõ äðîáíûõ óðàâíåíèé ñì., íàïðèìåð, [23�25] è ïðèâåä¼ííóþ â íèõ áèáëèîãðàôèþ.

Â ðàáîòå [26] òàêæå èññëåäîâàëàñü çàäà÷à (1)�(3) ñ (L, p)-îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì M
ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî è â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Îäíàêî ðåçóëüòàò îá îäíîçíà÷íîé ðàç-
ðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è áûë óñòàíîâëåí òîëüêî ïðè îãðàíè÷åíèÿõ α > 1, p = 0. Ïðè÷èíîé
ýòèõ îãðàíè÷åíèé ÿâèëîñü îòñóòñòâèå â [26] äîêàçàòåëüñòâà ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ
âñïîìîãàòåëüíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû. Â äàííîé ðàáîòå ýòî îãðàíè÷åíèå ñíÿ-
òî � ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1)�(3) ïðè ëþáûõ α > 0, p ∈ N0 := {0}

⊔
N.

Âòîðîé ïóíêò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïîâû-
øåííîé ãëàäêîñòè óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû ñïåöèàëüíîãî âèäà. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ â ðàññìîòðå-
íèå âåñîâîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé êîíå÷íîé ãëàäêîñòè ñ îñîáåííîñòüþ â íóëå
è óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêèõ ôóíêöèé. Â òðåòüåì ïóíêòå äîêàçàíà òåîðåìà î
ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè íåâûðîæäåííîé çàäà÷è (1)�(3) â ñëó÷àå, åñëè
X = Y, L = I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, è íàéäåíà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. ×åòâ¼ðòûé
ïóíêò ðàáîòû ñîäåðæèò îñíîâíîé ðåçóëüòàò � òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1)�(3). Â ïîñëåäíåì ïóíêòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå
íå ðàçðåø¼ííîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ìîäåëüíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ íåèçâåñòíûì êîýôôèöèåíòîì, ñíàáæ¼ííîé íà÷àëüíûìè è
êðàåâûìè óñëîâèÿìè è êîíêðåòíûì óñëîâèåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ âèäà (3).

1. Ðåøåíèÿ ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè ñïåöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû. Ïóñòü
U, V � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, L(U;V) � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ
íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç U â V, L(U) := L(U;U); Cl(U;V) � ìíîæåñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ â U, äåéñòâóþùèõ â
ïðîñòðàíñòâî V, Cl(U) := Cl(U;U).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn,k(4̂;L(U)) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïðÿìîóãîëüíèêå 4̂ :=
:= {(t, s) : t ∈ [0, T ], s ∈ [0, t]} ⊂ R2, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L(U) è ÿâëÿþ-
ùèõñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé è äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî � ïî âòîðîé.

Ëåììà 1. Ïóñòü n ∈ N0, α > n, h ∈ Cn([0, T ];U), K ∈ Cn,0(4̂;L(U)). Òîãäà óðàâíåíèå

u(t) =

t∫
0

(t− s)α−1K(t, s)u(s) ds+ h(t) (4)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ Cn([0, T ];U), ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖Cn([0,T ];U) 6 C(K)‖h‖Cn([0,T ];U) (5)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C = C(K), íå çàâèñÿùåé îò h.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (4) â âèäå u=F (u), ãäå îïåðàòîð F : Cn([0, T ];U)→

→ Cn([0, T ];U) äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

[F (u)](t) =

t∫
0

(t− s)α−1K(t, s)u(s) ds+ h(t). (6)

Ïðè k 6 n < α èìååì

dk

dtk

t∫
0

(t− s)α−1K(t, s)u(s) ds =

k∑
l=0

clk

t∫
0

(t− s)α−1−lKk−l(t, s)u(s) ds,
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ãäå clk � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, Kl(t, s) = ∂lK(t, s)/∂tl. Ïîýòîìó ïðè âñÿêîì t1 ∈ (0, T ] ïðè
íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ bl > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖F (u1)− F (u2)‖Cn([0,t1];U) 6
n∑
l=0

blt
α−l
1 ‖K‖

Cn,0(4̂;L(U))
‖u1 − u2‖Cn([0,t1];U),

â êîòîðîì

‖v‖Cn([0,t1];U) =

n∑
l=0

max
t∈[0,t1]

‖v(l)(t)‖U, ‖K‖
Cn,0(4̂;L(U))

=

n∑
l=0

max
(t,s)∈4̂

∥∥∥∥ ∂l∂tlK(t, s)

∥∥∥∥
L(U)

.

Âûáðàâ t1 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷èì ñæèìàþùèé îïåðàòîð F íà ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå Cn([0, t1];U). Ïî òåîðåìå î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà u1

0 ∈ Cn([0, t1];U) îïåðàòîðà F.
Åñëè t1 < T, òî ïðè t2 ∈ (t1, T ] ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Cnt1([0, t2];U) := {u ∈ Cn([0, t2];U) : u(t) = u1
0(t), t ∈ [0, t1]}

ñ ìåòðèêîé d(u1, u2) = ‖u1 − u2‖Cn([0,t2];U). Íåòðóäíî ïîêàçàòü åãî ïîëíîòó, ïðè ýòîì, â ñèëó
äîêàçàííîãî âûøå, îïåðàòîð F äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà Cnt1([0, t2];U) â íåãî æå, ïîñêîëüêó
ïðè âñÿêîì u ∈ Cnt1([0, t2];U) äëÿ t ∈ [0, t1] èìååì (Fu)(t) = (Fu1

0)(t) = u1
0(t). Äëÿ ëþáûõ

u1, u2 ∈ Cnt1([0, t2];U) ïðè k 6 n î÷åâèäíî ðàâåíñòâî

dk

dtk
(F (u1)− F (u2)) =

k∑
l=0

clk

t∫
t1

(t− s)α−1−lKk−l(t, s)(u1(s)− u2(s)) ds.

Òàêèì îáðàçîì,

‖F (u1)− F (u2)‖Cn([0,t2];U) 6
n∑
l=0

bl(t2 − t1)α−l‖K‖
Cn,0(4̂;L(U))

‖u1 − u2‖Cn([0,t2];U),

ïðè ýòîì êîíñòàíòû bl � òå æå, ÷òî è âûøå. Ïîýòîìó, åñëè t2 = min{2t1, T}, îïåðàòîð F
ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Cnt1([0, t2];U) è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó � ôóíêöèþ u2

0 ∈ Cnt1([0, t2];U), ñîâïàäàþùóþ, òàêèì
îáðàçîì, íà [0, t1] ñ ôóíêöèåé u1

0.
Åñëè t2 = 2t1 < T, òî íà ñëåäóþùåì øàãå âûáèðàåì t3 ∈ (2t1, T ] è ðàññìàòðèâàåì îòîáðà-

æåíèå F íà ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Cnt2([0, t3];U) := {u ∈ Cn([0, t3];U) : u(t) = u2
0(t), t ∈ [0, t2]}.

Ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ k ðàç äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (k − 1)t1 < T, kt1 > T.
Äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ u ∈ Cn([0, T ];U) èìååì ïðè l ∈ N ïðåäñòàâëåíèå

u(t) = [F l+1(u)](t) =

t∫
0

t1∫
0

· · ·
tl∫

0

[(t− t1)(t1 − t2) · · · (tl − tl+1)]α−1 ×

×K(t, t1)K(t1, t2) · · ·K(tl, tl+1)u(tl+1) dtl+1 · · · dt2 dt1 +
l−1∑
r=0

(F r0h)(t),

ãäå

[F0h](t) =

t∫
0

(t− s)α−1K(t, s)h(s) ds.
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Òîãäà ïðè k ∈ {1, 2, . . . , n} ïîëó÷àåì

dk

dtk
u(t) =

k∑
p=0

dpk

t∫
0

t1∫
0

· · ·
tl∫

0

(t− t1)α−p−1[(t1 − t2) · · · (tl − tl+1)]α−1 ×

×Kk−p(t, t1)K(t1, t2) · · ·K(tl, tl+1)u(tl+1) dtl+1 · · · dt2 dt1 +

+

l−1∑
r=0

k∑
p=0

epk

t∫
0

t1∫
0

· · ·
tr−1∫
0

(t− t1)α−p−1[(t1 − t2) · · · (tr−1 − tr)]α−1 ×

×Kk−p(t, t1)K(t1, t2) · · ·K(tr−1, tr)h(tr) dtr · · · dt2 dt1,

‖u‖Cn([0,T ];U) 6
n∑
k=0

dk‖K‖Cn,0(4̂;L(U))
‖K‖l

C(4̂;L(U))

T (α−1)lTα+l

α(α+ 1) · · · (α+ l)
‖u‖Cn([0,T ];U) +

+ lCh‖h‖Cn([0,T ];U) 6
C1T

(α+1)l‖K‖l
C(4̂;L(U))

αl!
‖u‖Cn([0,T ];U) + lCh‖h‖Cn([0,T ];U) 6

6 ql‖u‖Cn([0,T ];U) + lCh‖h‖Cn([0,T ];U),

ãäå dpk, epk � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, dk � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, ql < 1 ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì l. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (5). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðè n > m ∈ N ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Cnm([0, T ];U) := {u ∈ Cm−1([0, T ];U) : tk+1u(m+k)(t) ∈ C([0, T ];U), k = 0, n−m}.
Óñëîâèìñÿ, ÷òî ïðè n < m ïî îïðåäåëåíèþ Cnm([0, T ];U) := Cn([0, T ];U). Ïðè m ∈ N, n ∈ N0

èìååì âëîæåíèå Cnm([0, T ];U) ⊂ C([0, T ];U).
Ëåììà 2. Ïóñòü n > m ∈ N. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Cnm([0, T ];U) ñ íîðìîé

‖u‖Cnm([0,T ];U) = ‖u‖Cm−1([0,T ];U) +

n−m∑
k=0

max
t∈[0,T ]

tk+1‖u(m+k)(t)‖U

ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Àêñèîìû íîðìû ïðîâåðÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.
Äîêàæåì ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, ôóíäàìåíòàëüíóþ

â óêàçàííîé íîðìå. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u ∈ Cm−1([0, T ];U), ê êîòîðîé ýòà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â Cm−1([0, T ];U). Òîãäà ôóíêöèÿ tu(m−1)(t) ëåæèò â C([0, T ];U), à

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (tu
(m−1)
k (t))′ = u

(m−1)
k (t) + tu

(m)
k (t) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíê-

öèè v = (tu(m−1)(t))′ = u(m−1)(t) + tu(m)(t) â C([0, T ];U), ïîýòîìó tu(m)(t) ∈ C([0, T ];U).

Àíàëîãè÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (t2u
(m)
k (t))′ = 2tu

(m)
k (t) + t2u

(m+1)
k (t) ñõîäèòñÿ ê 2tu(m)(t) +

+ t2u(m+1)(t) â C([0, T ];U), à çíà÷èò, t2u(m+1)(t) ∈ C([0, T ];U). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, çà
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì òðåáóåìîå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Ïóñòü U, V, W � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è ◦ : U × V → W � áèëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ u ∈ Cnm([0, T ];U), v ∈ Cnm([0, T ];V) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ u ◦ v ∈
∈ Cnm([0, T ];W) è îöåíêà

‖u ◦ v‖Cnm([0,T ];W) 6 ‖u‖Cnm([0,T ];U)‖v‖Cnm([0,T ];V).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} èìååì ðàâåíñòâî

tk+1(u ◦ v)(m+k) =
k∑
l=0

tlC lm+ku
(l) ◦ tk−l+1v(m+k−l) + tk+1

m−1∑
l=k+1

C lm+ku
(l) ◦ v(m+k−l) +

+
m+k∑
l=m

tm+k−lC lm+kt
l−m+1u(l) ◦ v(m+k−l), C lm+k =

(m+ k)!

l!(m+ k − l)!
,
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à ïðè k ∈ {m,m+ 1, . . . , n−m} � ðàâåíñòâî

tk+1(u ◦ v)(m+k) =
m−1∑
l=0

tlC lm+ku
(l) ◦ tk−l+1v(m+k−l) + tm−1

k∑
l=m

C lm+kt
l−m+1u(l) ◦ tk−l+1v(m+k−l) +

+
m+k∑
l=k+1

tm+k−lC lm+kt
l−m+1u(l) ◦ v(m+k−l).

Îñòàëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíà. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 4. Ïóñòü n ∈ N, 0 < α 6 n, h ∈ Cnm([0, T ];U), K ∈ Cn,n−m+1(4̂;L(U)). Òîãäà

óðàâíåíèå (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ Cnm([0, T ];U), ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖Cnm([0,T ];U) 6 C(K)‖h‖Cnm([0,T ];U) (7)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C = C(K), íå çàâèñÿùåé îò h.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1, ðàññìîòðèì îïåðàòîð (6), íî òåïåðü

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Cnm([0, T ];U). Ïðè α 6 k ∈ N èìååì

dk

dtk

t∫
0

(t− s)α−1K(t, s)u(s) ds =
dk−m+1

dtk−m+1

m−1∑
l=0

cl,m−1

t∫
0

(t− s)α−1−lKm−1−l(t, s)u(s) ds =

=
dk−m+1

dtk−m+1

m−2∑
l=0

cl,m−1

t∫
0

(t− s)α−1−lKm−1−l(t, s)u(s) ds+

+ cm−1,m−1
dk−m+1

dtk−m+1

t∫
0

sα−mK(t, t− s)u(t− s) ds =

=
dk−m

dtk−m

m−1∑
l=0

cl,m

t∫
0

(t− s)α−1−lKm−l(t, s)u(s) ds+

+ cm−1,m−1
dk−m

dtk−m

(
tα−mK(t, 0)u(0) +

t∫
0

sα−m
d

dt
[K(t, t− s)u(t− s)] ds

)
=

=
dk−m−1

dtk−m−1

m−1∑
l=0

cl,m+1

t∫
0

(t− s)α−1−lKm+1−l(t, s)u(s) ds+

+ cm−1,m
dk−m−1

dtk−m−1

(
tα−mK1(t, 0)u(0) +

t∫
0

sα−m
d

dt
[K1(t, t− s)u(t− s)] ds

)
+

+ cm−1,m−1
dk−m−1

dtk−m−1

(
(α−m)tα−m−1K(t, 0)u(0) + tα−mK1(t, 0)u(0) +

+ tα−m
d

dt

∣∣∣∣
s=t

[K(t, t− s)u(t− s)] +

t∫
0

sα−m
d2

dt2
[K(t, t− s)u(t− s)] ds

)
=

=
m−1∑
l=0

cl,k

t∫
0

(t−s)α−1−lKk−l(t, s)u(s) ds+
k∑

l=m

Cl(t)t
α−l+

k−m+1∑
l=0

cl

t∫
0

sα−m
dl

dtl
[K(t, t−s)u(t−s)] ds.
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Ïðè ýòîì ïðè ëþáîì t1 ∈ (0, T ] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

max
t∈[0,t1]

‖Cl(t)tα−l+k−m+1‖U 6

6 b‖K‖
Ck−l,k−l(4̂;L(U))

(m−1∑
i=0

max
t∈[0,t1]

tα−m+1‖u(i)(t)‖U +

k−l∑
i=m

max
t∈[0,t1]

tα‖ti−m+1u(i)(t)‖U
)

6

6 btα−m+1
1 ‖K‖

Ck−l,k−l(4̂;L(U))
‖u‖Ck−lm ([0,t1];U),

ãäå b > 0, cl, cl,r � êîíñòàíòû,

‖K‖
Ck,l(4̂;L(U))

=
k∑
i=0

l∑
j=0

max
(t,s)∈4̂

∥∥∥∥ ∂i+j

∂ti∂sj
K(t, s)

∥∥∥∥
L(U)

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

max
t∈[0,t1]

∥∥∥∥tk−m+1 d
k

dtk
(F (u1(t))− F (u2(t)))

∥∥∥∥
U

6 atα+k−2m+2
1 ‖K‖

Ck,0(4̂;L(U))
‖u1 − u2‖C([0,t1];U) +

+ b1t
α−m+1
1 ‖K‖

Ck−m,k−m(4̂;L(U))
‖u1 − u2‖Ck−mm ([0,t1];U) +

+ c‖K‖
Ck−m+1,k−m+1(4̂;L(U))

(m−1∑
i=0

max
t∈[0,t1]

tα+k−2m+2‖u(i)
1 (t)− u(i)

2 (t)‖U +

+
k−m+1∑
i=m

max
t∈[0,t1]

tα‖ti−m+1(u
(i)
1 (t)− u(i)

2 (t))‖U
)

6

6 a1t
α−m+1
1 (‖K‖

Ck,0(4̂;L(U))
+ ‖K‖

Ck−m+1,k−m+1(4̂;L(U))
)‖u1 − u2‖Ck−m+1

m ([0,t1];U)

ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ a, a1, b1, c.
Ïðè k 6 m− 1 íóæíàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå:

dk

dtk

t∫
0

(t− s)α−1K(t, s)u(s) ds =

k∑
l=0

cl,k

t∫
0

(t− s)α−1−lKk−l(t, s)u(s) ds,

∥∥∥∥ dkdtk (F (u1)− F (u2))

∥∥∥∥
C[0,t1];U)

6 atα−k1 ‖K‖
Ck,0(4̂;L(U))

‖u1 − u2‖C([0,t1];U).

Â èòîãå ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖F (u1)− F (u2)‖Cnm([0,t1];U) 6 a2t
α−m+1
1 ‖K‖

Cn,n−m+1(4̂;L(U))
‖u1 − u2‖Cnm([0,t1];U).

Âûáðàâ t1 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷èì ñæèìàåìîñòü îïåðàòîðà F íà ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå Cnm([0, t1];U). Ïî òåîðåìå î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà u1

0 ∈ Cnm([0, t1];U) îïåðàòîðà F.
Çàìåòèì, ÷òî èç ïðîâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé è óñëîâèÿ h ∈ Cnm([0, T ];U) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

îïåðàòîð F äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà Cnm([0, T ];U) â íåãî æå.
Åñëè t1 < T, òî ïðè t2 ∈ (t1, T ] ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Cnm,t1([0, t2];U) := {u ∈ Cnm([0, t2];U) : u(t) = u1
0(t), t ∈ [0, t1]}
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ñ ìåòðèêîé d(u1, u2) = ‖u1 − u2‖Cnm([0,t2];U). Íåòðóäíî äîêàçàòü åãî ïîëíîòó, ïðè ýòîì, â ñèëó
äîêàçàííîãî âûøå, îïåðàòîð F äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà Cnm,t1([0, t2];U) â íåãî æå. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ u1, u2 ∈ Cnm,t1([0, t2];U) îáîçíà÷èì v = u1 − u2, òîãäà ïðè k 6 m− 1 èìååì

dk

dtk
(F (u1)− F (u2)) =

dk

dtk

t∫
t1

(t− s)α−1K(t, s)v(s) ds =

k∑
l=0

cl,k

t∫
t1

(t− s)α−1−lKk−l(t, s)v(s) ds,

∥∥∥∥ dkdtk (F (u1)− F (u2))

∥∥∥∥
C[0,t2];U)

6 a(tα−k2 − tα−k1 )‖K‖
Ck,0(4̂;L(U))

‖u1 − u2‖C([0,t2];U),

à ïðè m 6 k 6 n ïîëó÷àåì

dk

dtk
(F (u1)− F (u2)) =

dk−m+1

dtk−m+1

m−2∑
l=0

cl,m−1

t∫
t1

(t− s)α−1−lKm−1−l(t, s)v(s) ds+

+ cm−1,m−1
dk−m+1

dtk−m+1

t−t1∫
0

sα−mK(t, t− s)v(t− s) ds =

=
m−1∑
l=0

cl,k

t∫
0

(t− s)α−1−lKk−l(t, s)v(s) ds+
k−m+1∑
l=0

cl

t∫
0

sα−m
dl

dtl
[K(t, t− s)v(t− s)] ds

â ñèëó î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ v(t1) = v′(t1) = . . . = v(n)(t1) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

‖F (u1)− F (u2)‖Cnm([0,t2];U) 6 a1(tα−m+1
2 − tα−m+1

1 )‖K‖
Cn,n−m+1(4̂;L(U))

‖u1 − u2‖Cnm([0,t2];U),

ïðè ýòîì êîíñòàíòó a1 ìîæíî âûáðàòü òîé æå, ÷òî è íà ïðåäûäóùåì ýòàïå ðàññóæäåíèé. Ïî-
ýòîìó ïðè t2 = min{2t1, T} îïåðàòîð F ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñò-
ðàíñòâå Cnm,t1([0, t2];U) è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó � ôóíê-
öèþ u2

0 ∈ Cnm([0, t2];U), ñîâïàäàþùóþ íà [0, t1] ñ ôóíêöèåé u1
0 ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà

Cnm,t1([0, t2];U).
Åñëè t2 < T, òî íà ñëåäóþùåì øàãå âûáèðàåì t3 = min{3t1, T} è ðàññìàòðèâàåì îòîáðà-

æåíèå F íà ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Cnm,t2([0, t3];U) := {u ∈ Cnm([0, t3];U) : u(t) = u2
0(t), t ∈ [0, t2]}.

Íàéä¼òñÿ òàêîå k ∈ N, ÷òî (k − 1)t1 < T, kt1 > T. Ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ k ðàç, çàâåðøèì
äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (7) ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé îöåíêè
â ëåììå 1. Ëåììà äîêàçàíà.

2. Íåâûðîæäåííàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè. Îáîçíà÷èì

gδ(t) := Γ(δ)−1tδ−1, Jδt h(t) := (gδ ∗ h)(t) =

t∫
0

gδ(t− s)h(s) ds

ïðè δ > 0, t > 0. Ïóñòü m− 1 < α 6 m ∈ N, Dm
t � îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ öåëîãî ïîðÿäêà m,

J0
t � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð,

Dα
t f(t) = Dm

t J
m−α
t

(
f(t)−

m−1∑
k=0

f (k)(0)gk+1(t)

)
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� ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà�Êàïóòî (ñì. [27, 28], îáñóæäåíèå òåðìèíîëîãèè � íàïðèìåð, â [29,
30]). Ïðè α, β > 0 îáîçíà÷èì ôóíêöèþ Ìèòòàã-Ë¼ôôëåðà

Eα,β(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)
.

Ïóñòü Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ L(Z), f : [0, T ] → Z, zk ∈ Z, k = 0,m− 1.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

Dα
t z(t) = Az(t) + f(t), t ∈ [0, T ], (8)

z(k)(0) = zk, k = 0,m− 1. (9)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (8), (9) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ z ∈ Cm−1([0, T ];Z), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåä-
ëèâî âêëþ÷åíèå

Jm−αt

(
z −

m−1∑
k=0

z(k)(0)gk+1

)
∈ Cm([0, T ];Z)

è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (8), (9).
Ëåììà 5 [18, 19]. Ïóñòü A ∈ L(Z), f ∈ C([0, T ];Z), zk ∈ Z, k = 0,m− 1. Òîãäà çàäà÷à

(8), (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

z(t) =
m−1∑
k=0

tkEα,k+1(Atα)zk +

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α(A(t− s)α)f(s) ds. (10)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè

Dα
t z(t) = Az(t) +B(t)u(t) + g(t), t ∈ [0, T ], (11)

z(k)(0) = zk, k = 0,m− 1, (12)

Φz(t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ], (13)

ãäå m − 1 < α 6 m ∈ N, U, V, Z � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A ∈ L(Z), B : [0, T ] → L(U;Z),
g : [0, T ] → Z, Φ ∈ L(Z;V), Ψ : [0, T ] → V, zk ∈ Z, k = 0,m− 1 çàäàíû, à ôóíêöèè
z : [0, T ]→ Z è u : [0, T ]→ U òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, (13) � óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ.

Ðåøåíèåì çàäà÷è (11)�(13) áóäåì íàçûâàòü ïàðó (u, z) ôóíêöèé u ∈ C([0, T ];U) è z ∈
∈ Cm−1([0, T ];Z) òàêóþ, ÷òî

Jm−αt

(
z −

m−1∑
k=0

z(k)(0)gk+1

)
∈ Cm([0, T ];Z)

è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (11)�(13).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü m ∈ N, n ∈ N, A ∈ L(Z), B ∈ Cmax{0,n−m+1}([0, T ];L(U;Z)), g ∈

∈ Cnm([0, T ];Z), Φ ∈ L(Z;V), ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð (ΦB(t))−1 ∈
∈ L(V;U), (ΦB(t))−1 ∈ Cn([0, T ];L(V;U)), zk ∈ Z, k = 0,m− 1, Ψ ∈ C([0, T ];V), m − 1 <

< α 6 m, Dα
t Ψ ∈ Cnm([0, T ];V), Ψ(k)(0) = Φzk, k = 0,m− 1. Òîãäà çàäà÷à (11)�(13) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u, z), ïðè ýòîì u ∈ Cnm([0, T ];U) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖z‖Cm−1([0,T ];Z) + ‖Dα
t z‖C([0,T ];Z) + ‖u‖Cnm([0,T ];U) 6

6 C

(m−1∑
k=0

‖zk‖Z + ‖g‖Cnm([0,T ];Z) + ‖Dα
t Ψ‖Cnm([0,T ];V)

)
, (14)

â êîòîðîé êîíñòàíòà C = C(A,B,Φ) íå çàâèñèò îò z0, z1, . . . , zm−1, g, Ψ.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 1 2021



108 ÔÅÄÎÐÎÂ, ÊÎÑÒÈ×

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè z � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (11), (12) ïðè íåêîòîðîì u, òî â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Φ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Dα
t Φz(t) = ΦDα

t z(t) = Φ(Az(t) +B(t)u(t) + g(t)).

Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (10) è óñëîâèåì (13) èìååì

Dα
t Ψ(t) = ΦA

(m−1∑
k=0

tkEα,k+1(tαA)zk +

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α((t− s)αA)g(s) ds+

+

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α((t− s)αA)B(s)u(s) ds

)
+ ΦB(t)u(t) + Φg(t).

Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ ñåìåéñòâà ΦB(t), ïðèõî-
äèì ê ðàâåíñòâó

u(t) =

t∫
0

(t− s)α−1K(t, s)u(s) ds+ h(t), (15)

ãäå
K(t, s) = −(ΦB(t))−1ΦAEα,α((t− s)αA)B(s) ∈ Cn,max{0,n−m+1}(4̂;L(U)),

h(t) = (ΦB(t))−1

(
Dα
t Ψ(t)− ΦA

m−1∑
k=0

tkEα,k+1(tαA)zk −

− ΦA

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α((t− s)αA)g(s) ds− Φg(t)

)
∈ Cnm([0, T ];U).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4, ïðè g ∈ Cnm([0, T ];Z)
ïîëó÷àåì â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðîâ Φ è A, ÷òî

Φg ∈ Cnm([0, T ];V), ΦA

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α((t− s)αA)g(s) ds ∈ Cnm([0, T ];V),

îñòà¼òñÿ ó÷åñòü âëîæåíèå Cn([0, T ];V) ⊂ Cnm([0, T ];V) è ëåììó 3.
Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 1 ïðè n < α èëè ïî ëåììå 4 â ñëó÷àå n > α ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ Cnm([0, T ];U) óðàâíåíèÿ (15), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå âèäà (14)
äëÿ ôóíêöèè u.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïî ëåììå 5 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z çàäà÷è Êîøè
(11), (12) ñ çàäàííûì u, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (14) â ñèëó ðàâåíñòâà (10) ñ ôóíêöèåé
f(t) = g(t) +B(t)u(t). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîíÿòíî, ÷òî êëþ÷åâûì óñëîâèåì â òåîðåìå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîé
îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ ñåìåéñòâà ΦB(t). Ïî ñóòè îíî îçíà÷àåò àäåêâàòíîå ñîîòâåòñòâèå èí-
ôîðìàöèè, ïîëó÷àåìîé èç óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ, è íåèçâåñòíîé èíôîðìàöèè â óðàâíåíèè.

3. Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè äëÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà, L ∈ L(X;Y), M ∈ Cl(X;Y), DM � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà M, ñíàá-
æ¼ííàÿ åãî íîðìîé ãðàôèêà ‖ · ‖DM := ‖ · ‖X + ‖M · ‖Y. Îáîçíà÷èì RLµ(M) := (µL−M)−1L,

LLµ := L(µL−M)−1.
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Îïåðàòîð M íàçûâàåòñÿ (L, σ)-îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå a > 0, ÷òî ïðè
ëþáîì µ èç ìíîæåñòâà {µ ∈ C : |µ| > a} ñóùåñòâóåò îïåðàòîð (µL − M)−1 ∈ L(Y;X).
Âîçüì¼ì êîíòóð γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a}. Â [31, c. 89] ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîðû

P :=
1

2πi

∫
γ

RLµ(M) dµ ∈ L(X) è Q :=
1

2πi

∫
γ

LLµ(M) dµ ∈ L(Y) (16)

ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè. Ïîëîæèì

X0 := kerP, X1 := imP, Y0 := kerQ, Y1 := imQ, P0 := I − P, Q0 := I −Q.

Òîãäà X = X0
⊕

X1, Y = Y0
⊕

Y1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk (÷åðåç Mk) ñóæåíèå îïåðàòîðà L
(îïåðàòîðà M) íà ïîäïðîñòðàíñòâî Xk (DMk

:= DM
⋂
Xk), k = 0, 1.

Òåîðåìà 2 [31, c. 90]. Ïóñòü îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ (L, σ)-îãðàíè÷åííûì. Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) M1 ∈ L(X1;Y1), M0 ∈ Cl(X0;Y0), Lk ∈ L(Xk;Yk), k = 0, 1;
(ii) ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû M−1

0 ∈ L(Y0;X0), L−1
1 ∈ L(Y1;X1).

Îáîçíà÷èì H := M−1
0 L0. Ïðè p ∈ N0 îïåðàòîð M íàçûâàåòñÿ (L, p)-îãðàíè÷åííûì, åñëè

îí (L, σ)-îãðàíè÷åí è ïðè ýòîì Hp 6= 0, Hp+1 = 0.
Ëåììà 6 [18]. Ïóñòü α, β > 0, îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ (L, σ)-îãðàíè÷åííûì è

Xα,β(t) :=
1

2πi

∫
γ

RLµ(M)Eα,β(µtα) dµ, t > 0.

Òîãäà ïðè âñåõ t > 0 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
(i) Xα,β(t)P = PXα,β(t) = Xα,β(t);
(ii) X0 ⊂ kerXα,β(t), imXα,β(t) ⊂ X1;

(iii) Xα,β(t) = Eα,β(L−1
1 M1t

α)P.
Ïóñòü f : [0, T ]→ Y. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Dα
t Lx(t) = Mx(t) + f(t), t ∈ [0, T ], (17)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ x ∈ C([0, T ];DM ), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Lx ∈ Cm−1([0, T ];Y), Jm−αt

(
Lx−

m−1∑
k=0

(Lx)(k)(0)gk+1

)
∈ Cm([0, T ];Z)

è ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (17). Ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (17), äëÿ êîòîðîãî
x ∈ Cm−1([0, T );X) è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

x(k)(0) = xk, k = 0,m− 1, (18)

íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (17), (18).
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå G := L0M

−1
0 ∈ L(Y0).

Ëåììà 7. Ïóñòü îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ (L, p)-îãðàíè÷åííûì ïðè p ∈ N0, g : [0, T ] →
→ Y0 è ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû (Dα

t H)kM−1
0 g ∈ C([0, T ];X) ïðè k = 0, p. Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Dα
t Hx(t) = x(t) +M−1

0 g(t), è ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå

x(t) = −
p∑

k=0

(Dα
t H)kM−1

0 g(t).

Åñëè, êðîìå òîãî, g ∈ Cmp([0, T ];Y), òî äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖x‖C([0,T ];DM ) + ‖Lx‖Cm−1([0,T ];Y) + ‖Dα
t Lx‖C([0,T ];Y) 6 C‖g‖Cmp([0,T ];Y),

â êîòîðîì ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C = C(L,M) íå çàâèñèò îò g.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ x äîêàçàíî â ðàáîòå [18]. Ó÷è-
òûâàÿ ðàâåíñòâî Dα

t L0x(t) = M0x(t) + g(t), äëÿ ðåøåíèÿ x : DM0 → X èìååì îöåíêó

‖x‖C([0,T ];DM ) + ‖Lx‖Cm−1([0,T ];Y) + ‖Dα
t Lx‖C([0,T ];Y) 6

6 2‖x‖C([0,T ];DM ) + ‖Lx‖Cm−1([0,T ];Y) + ‖g‖C([0,T ];Y) 6

6 2

p∑
k=0

‖(Dα
t H)kM−1

0 g‖C([0,T ];X) + 2

p∑
k=1

‖(Dα
t G)kg‖C([0,T ];Y) + 3‖g‖C([0,T ];Y) +

+

p−1∑
k=0

‖(Dα
t G)kGg‖Cm−1([0,T ];Y) 6 C(L,M)‖g‖Cmp([0,T ];Y).

Ëåììà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî

Lx(t) = −
p∑

n=0

(Dα
t G)nGg(t) = −

p−1∑
n=0

(Dα
t G)nGg(t) ∈ Cm−1([0, T ];Y)

â óñëîâèÿõ äàííîé ëåììû, ïîñêîëüêó Gp+1 = M0H
p+1M−1

0 = 0.
Ïóñòü U, V, X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, L ∈ L(X;Y), îïåðàòîð M ∈ Cl(X;Y) ÿâ-

ëÿåòñÿ (L, p)-îãðàíè÷åííûì ïðè p ∈ N0, Φ ∈ L(X;V), B : [0, T ] → L(U;Y), y : [0, T ] → Y,
Ψ : [0, T ] → V, xk ∈ X1, k = 0,m− 1, çàäàíû. Ïðè m − 1 < α 6 m ∈ N ðàññìîòðèì çàäà÷ó
èäåíòèôèêàöèè

Dα
t Lx(t) = Mx(t) +B(t)u(t) + y(t), t ∈ [0, T ], (19)

Px(k)(0) = xk, k = 0,m− 1, (20)

Φx(t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ]. (21)

Ïàðà (u, x) ôóíêöèé u ∈ C([0, T ];U) è x ∈ C([0, T ];DM ), äëÿ êîòîðîé Dα
t Lx ∈ C([0, T ];Y),

íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (19)�(21).
Çàìå÷àíèå 2. Ïðè ïîñòàíîâêå óñëîâèé (20) âàæåí òîò ôàêò, ÷òî ãëàäêîñòü ôóíêöèè Px

íå ìåíüøå, ÷åì ó Lx, òàê êàê Px = L−1
1 L1Px = L−1

1 QLx.
Çàìå÷àíèå 3. Ïðè p > 1 óðàâíåíèå (19) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûðîæäåííûì, ïîñêîëüêó â

ýòîì ñëó÷àå åãî ïîäïðîñòðàíñòâî âûðîæäåíèÿ X0 ñîñòîèò íå òîëüêî èç âåêòîðîâ ÿäðà kerL,
íî è èç èõ M -ïðèñîåäèí¼ííûõ âåêòîðîâ âûñîòû, íå áîëüøåé p (ñì. [31]).

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ êëþ÷åâîå óñëîâèå X0 ⊂ ker Φ.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü m ∈ N, p ∈ N0, îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ (L, p)-îãðàíè÷åííûì, B ∈

∈ C
max{0,mp−m+1}
m ([0, T ];L(U;Y)), Q0B ∈ Cmp([0, T ];L(U;Y)), ïðè p > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîò-

íîøåíèå ‖Q0B
(m−1+k)‖L(U;Y) = O(tk) ïðè t → 0 äëÿ k = 1,mp−m+ 1, y : [0, T ] → Y,

Qy ∈ Cmpm ([0, T ];Y), Q0y ∈ Cmp([0, T ];Y), Φ ∈ L(X;V), X0 ⊂ ker Φ, ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð (ΦL−1

1 QB(t))−1 ∈ L(V;U), (ΦL−1
1 QB(t))−1 ∈ Cmp([0, T ];L(V;U)),

Ψ ∈ C([0, T ];V), m−1 < α 6 m, Dα
t Ψ ∈ Cmpm ([0, T ];V), xk ∈ X1, Ψ(k)(0) = Φxk, k = 0,m− 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u, x) çàäà÷è (19)�(21), ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

‖x‖C([0,T ];DM ) + ‖Lx‖Cm−1([0,T ];Y) + ‖Dα
t Lx‖C([0,T ];Y) + ‖u‖C([0,T ];U) 6

6 C

(m−1∑
k=0

‖xk‖X + ‖Qy‖Cmpm ([0,T ];Y) + ‖Q0y‖Cmp([0,T ];Y) + ‖Dα
t Ψ‖Cmpm ([0,T ];V)

)
, (22)

â êîòîðîì ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C = C(L,M,B,Φ) > 0 íå çàâèñèò îò xk, k =
= 0,m− 1, y, Ψ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì x(t) = v(t) +w(t), ãäå Px(t) := v(t), P0x(t) := w(t). Èç óñëîâèÿ
X0 ⊂ ker Φ ñëåäóåò, ÷òî ΦP0 = 0, ïîýòîìó èñõîäíàÿ çàäà÷à (19)�(21) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å
íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé v, w, u, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

Dα
t v(t) = L−1

1 M1v(t) + L−1
1 QB(t)u(t) + L−1

1 Qy(t), t ∈ [0, T ], (23)

v(k)(0) = xk, k = 0,m− 1, (24)

Φx(t) ≡ Φv(t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ], (25)

Dα
t Hw(t) = w(t) +M−1

0 Q0B(t)u(t) +M−1
0 Q0y(t), t ∈ [0, T ]. (26)

Ïî òåîðåìå 1 ñ n = mp çàäà÷à (23)�(25) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-
÷åíèå u ∈ Cmpm ([0, T ];U) ⊂ C([0, T ];U). Òîãäà ñ ó÷¼òîì óñëîâèé íà îïåðàòîð Q0B èìååì
ïî ëåììå 3 âêëþ÷åíèå Q0Bu ∈ Cmp([0, T ];Y), ïîýòîìó ïðè n = 0, p ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
(Dα

t H)nM−1
0 Q0Bu ∈ C([0, T ];X) è óðàâíåíèå (26) ðàçðåøèìî â ñèëó ëåììû 7, ïðè ýòîì

‖w‖C([0,T ];DM ) + ‖Lw‖Cm−1([0,T ];Y) + ‖Dα
t Lw‖C([0,T ];Y) 6

6 C(L,M)(‖Q0Bu‖Cmp([0,T ];Y) + ‖Q0y‖Cmp([0,T ];Y)) 6

6 C(L,M)‖Q0y‖Cmp([0,T ];Y)) + C(L,M,B)‖u‖Cmpm ([0,T ];U).

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (14) âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà (22). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 4. Ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 3, ïîëó÷åí â [26] òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî

α > 1 è p = 0.
Çàìå÷àíèå 5. Ïðè óñëîâèè X1 ⊂ ker Φ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (19)�(21) áûëà

èññëåäîâàíà äëÿ ëþáûõ α > 0 è p ∈ N0 êàê â ñëó÷àå íà÷àëüíûõ óñëîâèé (20), òàê è ïðè
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Êîøè.

4. Ïðèìåð. Ïóñòü d ∈ {1, 2, 3}, Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω.
Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

∂kv1

∂tk
(s, 0) = v1k(s), k = 0,m− 1, s ∈ Ω, (27)

v1(s, t) = v3(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (28)

Dα
t 4v1 = v1 + b1(s, t)u(t), (s, t) ∈ Ω× [0, T ],

Dα
t 4v3 = v2 + b2(s, t)u(t), (s, t) ∈ Ω× [0, T ],

0 = 4v3 + b3(s, t)u(t), (s, t) ∈ Ω× [0, T ], (29)

v1(s0, t) = Ψ(t), t ∈ [0, T ], (30)

ãäå m− 1 < α 6 m ∈ N0, s0 ∈ Ω.

Ïóñòü A := ∆ =
∑d

k=1 ∂
2/∂s2

k � îïåðàòîð Ëàïëàñà ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2
0 (Ω) := {z ∈

∈ H2(Ω) : z(s) = 0, s ∈ ∂Ω} ⊂ L2(Ω), {ϕk} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ â L2(Ω) ñèñòåìà åãî
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {λk} îïåðàòîðà A, çàíóìå-
ðîâàííûì â ïîðÿäêå èõ íåâîçðàñòàíèÿ ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè.

Ðåäóöèðóåì çàäà÷ó (27)�(30) ê çàäà÷å (19)�(21), âûáðàâ ïðîñòðàíñòâà

X = H2
0 (Ω)× L2(Ω)×H2

0 (Ω), Y = (L2(Ω))3, U = R (31)

è îïåðàòîðû

L =

4 0 0
0 0 4
0 0 0

 ∈ L(X;Y), M =

I 0 0
0 I 0
0 0 4

 ∈ L(X;Y). (32)

Ïðè ýòîì Φx = x1(s0) äëÿ x = (x1, x2, x3) ∈ X, ïîýòîìó V = R, Φ ∈ L(X;R), òàê êàê ïðè
d < 4 èìååò ìåñòî âëîæåíèå H2

0 (Ω) ⊂ C(Ω).
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Ëåììà 8 [32]. Ïóñòü çàäàíû ïðîñòðàíñòâà (31) è îïåðàòîðû (32). Òîãäà îïåðàòîð M
(L, 1)-îãðàíè÷åí è ïðîåêòîðû (16) èìåþò âèä

P =

I 0 0
0 0 0
0 0 0

 , Q =

I 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Çàìå÷àíèå 6. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîåêòîðà P ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (27) èìåþò
âèä óñëîâèé (20), ïðè ýòîì X0 ⊂ ker Φ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü m ∈ N, b1 ∈ C1
m([0, T ];L2(Ω)), b2, b3 ∈ Cm([0, T ];L2(Ω)), ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ ‖∂mbi( ·, t)/∂tm‖L2(Ω) = O(t) ïðè t→ 0 è i = 2, 3, ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ (A−1b1( ·, t))|s=s0 6= 0 è [(A−1b1( ·, t))|s=s0 ]−1 ∈ Cm([0, T ];R), Ψ ∈ C([0, T ];R),

m − 1 < α 6 m, Dα
t Ψ ∈ Cmm ([0, T ];R), v1k ∈ H2

0 (Ω), Ψ(k)(0) = v1k(s0), k = 0,m− 1. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (v1, v2, v3, u) çàäà÷è (27)�(30), ïðè ýòîì èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

‖v1‖C([0,T ];H2
0 (Ω)) + ‖v2‖C([0,T ];L2(Ω)) + ‖v3‖C([0,T ];H2

0 (Ω)) + ‖∆v1‖Cm−1([0,T ];L2(Ω)) +

+ ‖∆v3‖Cm−1([0,T ];L2(Ω)) + ‖Dα
t ∆v1‖C([0,T ];L2(Ω)) + ‖Dα

t ∆v3‖C([0,T ];L2(Ω)) +
∑

i=1,2,3

‖ui‖C([0,T ];R) 6

6 C(‖v11‖H2
0 (Ω) + ‖v12‖L2(Ω) + ‖v13‖H2

0 (Ω) + ‖Dα
t Ψ‖Cmm ([0,T ];R)),

â êîòîðîì êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò v1k, k = 0,m− 1, è Ψ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è (27)�(30) îòîáðàæåíèå ΦL−1

1 QB(t) : R → R ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî (A−1b1( ·, t))|s=s0 . Ïîýòîìó âñå óñëîâèÿ òåîðå-
ìû 3 ïðè p = 1 âûïîëíÿþòñÿ è ïî ýòîé òåîðåìå ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàáîòà Ôåäîðîâà Â.Å. âûïîëíåíà â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé Óðàëüñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåí-
òðà, à òàêæå ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé (ïðîåêò 19-41-450001) è ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(àêò 211, êîíòðàêò 02.A03.21.0011).
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ëÿþùèå óäàëèòü ñäâèã-îòðàæåíèå â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì êðàåâîé
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Ââåäåíèå. Êðàåâûì çàäà÷àì Ðèìàíà è ñâÿçàííûì ñ íèìè ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò. Îñîáîå ìåñòî â ýòîé òåìàòèêå çàíèìàþò èññëå-
äîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñäâèãàìè. Èíòåðåñ ê ýòîé ïðîáëåìàòèêå
íå îñëàáåâàåò è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Â ðàáîòå [1] íàìè ïîñòðîåíû îïåðàòîðíûå òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå ñèíãóëÿðíûå èí-
òåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ èíâîëþöèÿìè, ïîðîæä¼ííûìè äðîáíî-ëèíåéíûìè êàðëåìàíîâñêèìè
ñäâèãàìè, ê ýêâèâàëåíòíûì ìàòðè÷íûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îïåðàòîðàì áåç ñäâèãîâ. Ïðå-
îáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ. Ïðîñòîòà ðàññìàòðèâàåìûõ
ñäâèãîâ ïîçâîëèëà èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ è êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå
íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà ïîñòðîåíèå òåîðèè Ôðåäãîëüìà, íî ñóùåñòâåííî ñêàçûâàþòñÿ íà
ðàçìåðíîñòè, ñòðóêòóðå ÿäðà îïåðàòîðîâ è ìåòîäàõ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé. Äëÿ ñèí-
ãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà B ñ èíâîëþöèåé, èçìåíÿþùåé îðèåíòàöèþ, îïåðàòîðíîå
òîæäåñòâî èìååò âèä HBE = DR+ . Çäåñü H è E � îáðàòèìûå îïåðàòîðû, à DR+ � ìàòðè÷íûé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð áåç ñäâèãà.

Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðíûõ òîæäåñòâ îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ
ìàòðè÷íûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçîâàòü äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ñêàëÿðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñî ñäâèãîì, è íàîáîðîò.

Íà ýòîì ïóòè áûëè íàéäåíû ïðèëîæåíèÿ, â êîòîðûõ îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ñëó-
æèëè èìåííî îïåðàòîðíûå òîæäåñòâà.

Â ðàáîòå [2] íà îñíîâå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ôàêòîðèçàöèè [3] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îáðàòè-
ìîñòè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ äðîáíî-
ëèíåéíîé èíâîëþöèåé è êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ òðåìÿ ñîãëàñîâàííûìè òî÷-
êàìè ðàçðûâà. Äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ òàêèìè îïåðàòîðàìè ïîëó÷åíû ôîðìóëû ïîäñ÷¼òà
÷èñëà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé [4, òåîðåìà 4].

Äîñòîèíñòâà ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèëîæå-
íèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîäõîäîì â ðàáîòå [5, òåîðåìà 1] èçó÷àëàñü êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà
ñî ñäâèãîì âî âíóòðü îáëàñòè è êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèíèìàþùèìè äâà
çíà÷åíèÿ, ñ òî÷êîé ðàçðûâà â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è, à òàêæå ôîðìóëû ïîäñ÷¼òà ÷èñëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è.

Îïåðàòîðíûå òîæäåñòâà òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè èçó÷åíèè ìàòðè÷íûõ ñèíãóëÿð-
íûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ áåç ñäâèãîâ. Â ñòàòüå [6, òåîðåìà 3.1] ðàññìàòðèâàëèñü ìàò-
ðè÷íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îïåðàòîðû ñ êîýôôèöèåíòàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñ ðàçðûâàìè íà ìíîæåñòâå òî÷åê {−1, 0, 1}, ïðèíèìàþùèå ñîãëàñîâàí-
íûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ èõ îáðàòèìîñòè â âåñîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâàõ Ëåáåãà íà âåùåñòâåííîé îñè.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì ïðèìåíÿòü îïåðàòîðíûå òîæäåñòâà äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ êðàåâûõ çàäà÷ Ðèìàíà è ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðåäëàãàåì íîâûå ïðè-
ëîæåíèÿ. Â ï. 2 ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ îá îïåðàòîðíûõ òîæäåñòâàõ äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ñäâèãà-
îòðàæåíèÿ è íåêîòîðûå ôîðìóëû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ðàáîòû.
Â ï. 3 ôîðìóëèðóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà ñ îòðàæåíèåì íà âåùåñòâåííîé îñè, êîòîðîé è
ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Â ï. 4 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñêàëÿðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñî ñäâèãîì-îòðàæåíèåì î íàõîæäåíèè
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé Φ+(z) â âåðõíåé è Φ−(z) â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ ïî óñëîâèþ íà
ãðàíèöå R ≡ (−∞,+∞) :

[χR+ − χR−a(x)]Φ+(x) + [χR+a(x)− χR− ]Φ−(x)− [χR+b(x)]Φ+(−x) + [χR−b(x)]Φ−(−x) = 0,

ãäå R+ è R− � ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóîñè, χR±(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ êîíòóðà R±, çàäàííàÿ íà R, ýêâèâàëåíòíà ìàòðè÷íîé êðàåâîé çàäà÷å áåç ñäâèãà î íà-
õîæäåíèè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè Ψ(z) â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì âäîëü âåùåñòâåííîé ïîëîæè-
òåëüíîé ïîëóîñè ïî óñëîâèþ

Ψ+(x) = G(x)Ψ−(x),

ãäå Ψ+(x) è Ψ−(x) � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó è ñíèçó
îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèå î ïðèâåäåíèè ðàññìàòðèâàå-
ìîé êðàåâîé çàäà÷è ñ èçìåíÿþùèì îðèåíòàöèþ ñäâèãîì ê êðàåâîé çàäà÷å ñ ñîõðàíÿþùèì
îðèåíòàöèþ ñäâèãîì.

1. Îá îïåðàòîðíûõ ðàâåíñòâàõ è ïðîäîëæåíèè îïåðàòîðîâ ñ ïîëóîñè íà âñþ
âåùåñòâåííóþ îñü. Ïóñòü Γ è γ � äâà êîíòóðà è γ ⊂ Γ. Ðàñøèðåíèå ôóíêöèè f(t), t ∈ γ,
íà Γ \ γ íóë¼ì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (JΓ\γf)(t), t ∈ Γ, à ñóæåíèå ôóíêöèè ϕ(t), t ∈ Γ, íà
γ � ÷åðåç (Cγϕ)(t), t ∈ γ. Ñèìâîëîì [H1, H2] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà H1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî H2; [H1] ≡
≡ [H1, H1].

Ïðîñòðàíñòâà ñ âåñîì îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

L2
2(R+, ρ(t)) = {f : ρf ∈ L2

2(R+)}.

Ââåä¼ì îïåðàòîðû âäîëü êîíòóðà R : IR � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, WR � îïåðàòîð îòðà-
æåíèÿ, SR è SR+ � îïåðàòîðû ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü êîíòóðîâ R è R+ ñîîò-
âåòñòâåííî:

(IRϕ)(t) = ϕ(t), (WRϕ)(t) = ϕ(−t), (SRϕ)(t) =
1

πi

∫
R

ϕ(t)

τ − t
dτ, (SR+ϕ)(t) =

1

πi

∫
R+

ϕ(t)

τ − t
dτ,

IR, SR,WR ∈ [L2(R)]; CR+ ∈ [L2(R), L2(R+)]; JR− ∈ [L2(R+), L2(R)].

Îòìåòèì, ÷òî SRWR = −WRSR.
Ââåä¼ì òàêæå îïåðàòîðû

MR

[
ϕ1

ϕ2

]
=

{
ϕ1(t), t ∈ R+

ϕ2(−t), t ∈ R−
= JR−ϕ1 +WRJR−ϕ2, M−1

R ϕ =

[
ϕ(t), t ∈ R+

ϕ(−t), t ∈ R+

]
=

[
CR+

ϕ

CR+
WRϕ

]
,

Z±1 =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
, (NRζ)(t) = ζ(t2), (N−1

R ζ)(t) = ζ(t1/2),

M−1
R ∈ [L2(R), L2

2(R+)], MR ∈ [L2
2(R+), L2(R)],

NR ∈ [L2
2(R+, ρ), L2

2(R+)], N−1
R ∈ [L2

2(R+), L2
2(R+, ρ)], ρ(t) = t−1/4.

Îïåðàòîð H ∈ [L2(R), L2
2(R+, ρ)] îïðåäåëèì êàê êîìïîçèöèþ îïåðàòîðîâ N−1ZM−1

R .
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Ââåä¼ì òàêæå îáðàòèìûé îïåðàòîð P =

(
SR+ + U1,R+ 0

0 IR+

)
, P ∈ [L2

2(R+)].

Â ðàáîòå [1, òåîðåìà 3.11] ïîñòðîåíû îïåðàòîðíûå ðàâåíñòâà, ïðåîáðàçóþùèå ñèíãóëÿðíûå
èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû aIR + bQR + cSR + dQRSR ∈ L2(R) ñ îãðàíè÷åííûìè èçìåðèìûìè
êîýôôèöèåíòàìè a, b, c, d è èíâîëþöèåé QR, îïðåäåëÿåìîé ïðàâèëîì

(QRϕ)(x) =

√
δ2 + ρ

x− δ
ϕ[α(x)], α(x) =

δx+ ρ

x− δ
,

ãäå δ, ρ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, δ2 + ρ > 0, â ìàòðè÷íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñèíãóëÿð-
íûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû uIR+ + vSR+ ∈ [L2

2(R+, t
−1/4)] ñ îãðàíè÷åííûìè èçìåðèìûìè

êîýôôèöèåíòàìè u è v.
Ñôîðìóëèðóåì ýòó òåîðåìó îá îïåðàòîðíûõ ðàâåíñòâàõ äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ñäâèãà-îò-

ðàæåíèÿ.
Òåîðåìà 1. Ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Bw = aIR + bWR + cSR + dWRSR, Bw ∈ [L2(R)],

ñ îòðàæåíèåì (WRϕ)(t) = ϕ(−t) è îãðàíè÷åííûìè èçìåðèìûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c,
d ïðè óìíîæåíèè íà íåãî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ

H = N−1
R Z−1M−1

R ∈ [L2
2(R+), L2

2(R+, t
−1/4)] è E = MRZPNR ∈ [L2

2(R+, t
−1/4), L2

2(R+)],

íà H ñëåâà è íà E ñïðàâà, ïðåîáðàçóåòñÿ â ìàòðè÷íûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ñèíãóëÿðíûé
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð DR+ :

DR+ = HBwE , DR+ = uIR+ + vSR+ , DR+ ∈ [L2
2(R+, t

−1/4)]. (1)

Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà Bw è êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà DR+ ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

u(t) =
1

2

[
(c(
√
t)− d(

√
t))− (c(−

√
t)− d(−

√
t)) (a(

√
t)− b(

√
t))− (a(−

√
t)− b(−

√
t))

(c(
√
t)− d(

√
t)) + (c(−

√
t)− d(−

√
t)) (a(

√
t)− b(

√
t)) + (a(−

√
t)− b(−

√
t))

]
,

v(t) =
1

2

[
(a(
√
t) + b(

√
t)) + (a(−

√
t) + b(−

√
t)) (c(

√
t) + d(

√
t)) + (c(−

√
t) + d(−

√
t))

(a(
√
t) + b(

√
t))− (a(−

√
t) + b(−

√
t)) (c(

√
t) + d(

√
t))− (c(−

√
t) + d(−

√
t))

]
.

Îïåðàòîð Bw ïðåäñò�àâèì â óäîáíîì äëÿ íàñ âèäå

Bw = a0IR + b0SR + (a1IR + b1SR)WR, Bw ∈ L2(R),

è ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ èç ðàáîò [1, 6], ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ è áûëà äîêàçàíà
òåîðåìà îá îïåðàòîðíûõ òîæäåñòâàõ. Òåïåðü îíè áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ èçó÷åíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ â ñëåäóþùåì ïóíêòå ðàáîòû.

Îïåðàòîð ñäâèãà WR, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå L2(R), ïåðåõîäèò â îïåðàòîð óìíîæå-
íèÿ íà ìàòðèöó V â ïðîñòðàíñòâå L2

2(R) :

HWRH−1 = V, V =

[
1 0
0 −1

]
. (2)

Îòìåòèì òàêæå, êóäà ïåðåõîäèò îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ:

Ha(t)IH−1 =
1

2

[
(a(
√
t) + a(−

√
t)) (a(

√
t)− a(−

√
t))

(a(
√
t)− a(−

√
t)) (a(

√
t) + a(−

√
t))

]
. (3)

Â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ (2), (3) íåñëîæíî óáåäèòüñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.
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Ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð ñî ñäâèãîì ïåðåõîäèò â îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó-
ôóíêöèþ:

H[a(t)I + b(t)WR]H−1 =

=
1

2

[
(a(
√
t) + b(

√
t)) + (b(−

√
t) + a(−

√
t)) (a(

√
t)− b(

√
t)) + (b(−

√
t)− a(−

√
t))

(a(
√
t) + b(

√
t))− (b(−

√
t) + a(−

√
t)) (a(

√
t)− b(

√
t))− (b(−

√
t)− (−

√
t))

]
.

Ïåðåìíîæàÿ îïåðàòîðû â ïðîèçâåäåíèè Z−1M−1
R BwMRZ, ïðèõîäèì ê îïåðàòîðó

B2 := Z−1M−1
R BwMRZ = u2IR+ + v2

1∑
k=0

(−1)kV −kUk,R+ , (4)

ãäå

U0,R+ =
1

πi

∫
R+

f(τ)

τ − x
dτ, U1,R+ =

1

πi

∫
R+

f(τ)

τ + x
dτ, x ∈ R+,

è ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû u2, v2, îïðåäåë¼ííûå íà R+, çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

u2(x) =
1

2

[
(a0 + a1)(x) + (a0 + a1)(−x) (a0 − a1)(x)− (a0 − a1)(−x)
(a0 + a1)(x)− (a0 + a1)(−x) (a0 − a1)(x) + (a0 − a1)(−x)

]
, (5)

v2(x) =
1

2

[
(b0 + b1)(x)− (b0 + b1)(−x) (b0 − b1)(x) + (b0 − b1)(−x)
(b0 + b1)(x) + (b0 + b1)(−x) (b0 − b1)(x)− (b0 − b1)(−x)

]
. (6)

Óìíîæèâ îïåðàòîð (4) ñïðàâà íà îïåðàòîð P, ïîëó÷èì

B2P = u3IR+ + v3(SR+ + U1,R+) =: B3, (7)

ãäå

u3 = u2

(
0 0
0 1

)
+ v2

(
1 0
0 0

)
, v3 = u2

(
1 0
0 0

)
+ v2

(
0 0
0 1

)
. (8)

Óìíîæàÿ îïåðàòîð (7) ñëåâà íà N−1
R è ñïðàâà íà NR è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

N−1
R (SR+ + U1,R+)NR = SR+ ,

ïðèä¼ì ê ìàòðè÷íîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó îïåðàòîðó

N−1
R B3NR = uIR+ + vSR+ =: DR+ , DR+ ∈ [L2

2(R+, t
−1/4)],

ñ îãðàíè÷åííûìè èçìåðèìûìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè

u = N−1
R u3, v = N−1

R v3. (9)

Ïîêàæåì, êàê ïðîäîëæàþòñÿ ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîëóîñè íà âñþ âå-
ùåñòâåííóþ îñü. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2

2(R+, ρ) óðàâíåíèå

(BR+ϕ)(t) = 0, t ∈ R+, BR+ =
1

2
[1 + GR+(t)]IR+ +

1

2
[1−GR+(t)]SR+ , (10)

ãäå GR+(t) � îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà R+.

Ñ îïåðàòîðàìè P+
R+

= 1/2(IR+ +SR+), P−R+
= 1/2(IR+ −SR+) óðàâíåíèå (10) çàïèñûâàåòñÿ

â âèäå
(P+

R+
ϕ)(t) + GR+(t)(P−R+

ϕ)(t) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû P±R+
íå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè.
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Ïðîäîëæèì óðàâíåíèå îãðàíè÷åííîé èçìåðèìîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé-ôóíêöèåé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà K(t), çàäàííîé íà R−, íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî L2

2(R, ρ) :

B̃R = [JR+K] + JR−

[
1 + GR+(t)

2
IR+ +

1−GR+(t)

2
SR+

]
CR+ =

= [JR+K] + JR− [P+
R+

+ GR+(t)P−R+
]CR+ . (11)

Ðàññìîòðèì òàêæå â ïðîñòðàíñòâå L2
2(R, ρ) óðàâíåíèå (BRf)(t) = 0, t ∈ R,

BR =

[
JR+K + JR−

1 + GR+(t)

2

]
IR +

[
JR−

1−GR+(t)

2

]
SR =

= [JR+K + JR− ]P+
R + [JR+K + JR−GR+(t)]P−R . (12)

Îòìåòèì, ÷òî â îïåðàòîðå ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â (11) èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî
âåùåñòâåííîé ïîëóîñè: (SR+f)(t) = (SRJ−CR+f)(t), íî ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ èç
L2

2(R, ρ), à â (12) � ïî âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (11) è (12) ðàâíû íóëþ
íà êîíòóðå R−, òàê êàê äëÿ íèõ J+Kf(t) = 0. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ÿäðàìè:

J−BR+ = ker B̃R = kerBR, kerBR+ = CR+ ker B̃R = CR+ kerBR.

Îòëè÷èå (12) îò (11) è îò (10) ñîñòîèò â òîì, ÷òî â (12) èíòåãðèðîâàíèå â îïåðàòîðå ñèí-
ãóëÿðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âåä¼òñÿ âäîëü âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè è çäåñü îïåðàòîðû P+

R =

= (IR + SR)/2, P−R = (IR − SR)/2 óæå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè.
2. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà ñ îòðàæåíèåì íà âåùåñòâåííîé îñè. Îïðå-

äåëèì, êàêàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Bw ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðíîãî òîæäåñòâà ïðåîáðàçóåòñÿ â îïåðà-
òîð P+

R+
, à êàêàÿ åãî ÷àñòü � â îïåðàòîð P−R+

, ò.å. ìû èùåì îïåðàòîðû Π+
R è Π−R òàêèå, ÷òî

HΠ+
RE = P+

R+
, HΠ−RE = P−R+

.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî u = v = 2−1IR+ ïîðîæäàåò îïåðàòîð P+
R+
,

a ðàâåíñòâî u = −v = 2−1IR+ � îïåðàòîð P−R+
. Äëÿ îïåðàòîðà P−R+

âñëåäñòâèå ðàâåíñòâ (9)
ïîëó÷àåì

u3 =
1

2

(
1 0
0 1

)
, v3 = −1

2

(
1 0
0 1

)
.

Çàòåì â ñèëó ðàâåíñòâ (8) íàõîäèì, ÷òî

u3 = u2

(
0 0
0 1

)
+ v2

(
1 0
0 0

)
, v3 = u2

(
1 0
0 0

)
+ v2

(
0 0
0 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

u2 =
1

2

(
−1 0
0 1

)
, v2 =

1

2

(
1 0
0 −1

)
.

Èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà (5) è (6) äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a0, b0, a1, b1 îïåðàòî-
ðà Π−R :

(a0 + a1)(x) + (a0 + a1)(−x) = −1, (a0 − a1)(x)− (a0 − a1)(−x) = 0, x ∈ R+,

(a0 + a1)(x)− (a0 + a1)(−x) = 0, (a0 − a1)(x) + (a0 − a1)(−x) = 1, x ∈ R+,

(b0 + b1)(x)− (b0 + b1)(−x) = 1, (b0 − b1)(x) + (b0 − b1)(−x) = 0, x ∈ R+,

(b0 + b1)(x) + (b0 + b1)(−x) = 0, (b0 − b1)(x)− (b0 − b1)(−x) = −1, x ∈ R+.
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Âû÷èòàÿ è ñêëàäûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì òîæäåñòâà

2(a0 + a1)(x) = −1, 2(a0 + a1)(−x) = −1, 2(a0 − a1)(x) = 1, 2(a0 − a1)(−x) = 1, x ∈ R+,

2(b0 + b1)(x) = 1, −2(b0 + b1)(−x) = 1, 2(b0 − b1)(x) = −1, 2(b0 − b1)(−x) = −1, x ∈ R+,

èç êîòîðûõ âûòåêàåò, ÷òî

4a0(x) = 0, 4a1(x) = −1

2
, 4a0(−x) = 0, 4a1(−x) = −1

2
, x ∈ R+,

4b0(x) = 2, 4b1(x) = 0, −4b1(−x) = 0, −4b0(−x) = 2, x ∈ R+.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà Π−R , èìåííî:

a0(x) = 0, a1(x) = −1

2
, b0(x) = 0, b1(x) =

1

2
sgn (x), x ∈ R.

Èòàê,

Π−R =

[
− 1

2
IR +

1

2
sgn (x)SR

]
WR, HΠ−RE = P−R+

. (13)

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì äëÿ îïåðàòîðà P+
R+

ìàòðèöû

u2 =
1

2

(
1 0
0 1

)
, v2 =

1

2

(
1 0
0 1

)
è íàõîäèì, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà Π+

R ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

a0(x) =
1

2
, a1(x) = 0, b1(x) = 0, b0(x) =

1

2
sgn (x), x ∈ R.

Èòàê,

Π+
R =

1

2
IR +

1

2
sgn (x)SR, HΠ+

RE = P+
R+
. (14)

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ñêàëÿðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó Ðèìàíà: íàéòè àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè
Φ+(z) â âåðõíåé D+ è Φ−(z) â íèæíåé D− ïîëóïëîñêîñòÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ íà
ãðàíèöå

[χR+ −χR−a(x)]Φ+(x) + [χR+a(x)−χR− ]Φ−(x)− [χR+b(x)]Φ+(−x) + [χR−b(x)]Φ−(−x) = 0. (15)

Èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû a(x), b(x) ïðèíàäëåæàò êëàññó îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé, à êðàåâûå çíà÷åíèÿ Φ+(x), Φ−(x) èùåì èç ïðîñòðàíñòâà L2(R), ïðè ýòîì Φ−(∞) = 0.

Ïðèâåä¼ì è äðóãèå ôîðìû çàïèñè êðàåâîãî óñëîâèÿ (15):

(1− a(x))
Φ+(x)− Φ−(x)

2
+ sgn (x)(1 + a(x))

Φ+(x) + Φ−(x)

2
−

− b(x)
Φ+(−x)− Φ−(−x)

2
− sgn (x)b(x)

Φ+(−x) + Φ−(−x)

2
= 0.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ÷åòûð¼õýëåìåíòíûì êðàåâûì çàäà÷àì ñî
ñäâèãîì Êàðëåìàíà [7, ãë. 16.1]. Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýòèõ çàäà÷ èçâåñòíû ìåòîäû
íàõîæäåíèÿ èõ ðåøåíèé.

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ðàáîòû ïðè ïåðåõîäå îò êðàåâîé çàäà÷è (15) ê ñèíãóëÿðíîìó èíòå-
ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñòàíåò ïîíÿòíî, çà÷åì ïîíàäîáèëîñü ïîëó÷àòü ñîîòíîøåíèÿ (13), (14) è
ïî÷åìó êðàåâîå óñëîâèå âûáðàíî íàìè â òàêîì âèäå.
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3. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè êðàåâîé çàäà÷è ñ îòðàæåíèåì íà âåùåñòâåííîé îñè è
ìàòðè÷íîé êðàåâîé çàäà÷è áåç ñäâèãà íà âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.
Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ çàäà÷ó Ðèìàíà: íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ âåêòîð-ôóíêöèþ Ψ(z) íà ïëîñ-
êîñòè ñ ðàçðåçîì âäîëü ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè ïî êðàåâîìó óñëîâèþ

Ψ+(t) = GR+(t)Ψ−(t), t ∈ R+, (16)

ãäå Ψ+(t), Ψ−(t) � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé âåêòîð-ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó è

ñíèçó îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, êîýôôèöèåíò GR+(t) =

[
g11(t) g12(t)
g21(t) g22(t)

]
� èç-

âåñòíàÿ íå ñèíãóëÿðíàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ñ ýëåìåíòàìè gij(t) èç ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííûõ
èçìåðèìûõ ôóíêöèé, êðàåâûå çíà÷åíèÿ Ψ+(t) è Ψ−(t) èùåì èç ïðîñòðàíñòâà L2

2(R+) ïðè
óñëîâèè Ψ−(∞) = 0.

Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå äëÿ ã¼ëüäåðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà è
çàìêíóòîãî êîíòóðà ðåøåíà â [8, � 14], çàòåì çàäà÷à îáîáùàëàñü íà ðàçëè÷íûå êëàññû êîýô-
ôèöèåíòîâ è êîíòóðîâ. Îäíàêî ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ çàäà÷ íå íàéäåíû.

Òåîðåìà 2. Êðàåâûå çàäà÷è (15) è (16) ýêâèâàëåíòíû. Ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè
êðàåâûõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

a(t) =
1

2
JR− [g11(t2) + g12(t2) + g21(t2) + g22(t2)] +

+
1

2
WRJR− [g11(t2)− g12(t2)− (tg21(t2)− g22(t2))],

b(t) =
1

2
JR− [g11(t2)− g12(t2) + g21(t2)− g22(t2)] +

+
1

2
WRJR− [g11(t2) + g12(t2)− (g21(t2) + g22(t2))] (17)

è

GR+(t)=
1

2

[
(a(
√
t)+a(−

√
t))+(b(

√
t)+b(−

√
t)) −(a(

√
t)− a(−

√
t))+(b(

√
t)− b(−

√
t))

(a(
√
t)− a(−

√
t))+(b(

√
t)− b(−

√
t)) −(a(

√
t)+a(−

√
t))+(b(

√
t)+b(−

√
t))

]
. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò êðàåâîé çàäà÷è (15) ïî ôîðìóëàì Ñîõîöêîãî [9, c. 55]

(IRϕ)(x) = Φ+(x)− Φ−(x), (SRϕ)(x) = Φ+(x) + Φ−(x) (19)

ïåðåéä¼ì ê ýêâèâàëåíòíîìó åé ñêàëÿðíîìó ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñî ñäâè-
ãîì (Bwϕ)(t) = 0,

(Bwϕ)(t) =

[
1

2
(IRϕ)(x) +

1

2
sgn (x)(SRϕ)(x)

]
+

+ [a(x)IR + b(x)WR]

[
− 1

2
(IRϕ)(x) +

1

2
sgn (x)(SRϕ)(x)

]
, (20)

ðåøåíèÿ êîòîðîãî èùóòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(R).
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

−1

2
IR +

1

2
sgn (x)SR = Π−RWR = WRΠ−R ,

çàïèøåì óðàâíåíèå (20) â äðóãîé ôîðìå, ÷åðåç îïåðàòîð Π+
R , Π−R :

(Bwϕ)(t) = (Π+
Rϕ)(t) + [a(t)WR + b(t)IR](Π−Rϕ)(t). (21)
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Îò ìàòðè÷íîé êðàåâîé çàäà÷è (16) ïî ôîðìóëàì Ñîõîöêîãî (19)

Ψ+(t) = (P+
R+
ψ)(t), Ψ−(t) = −(P−R+

ψ)(t),

ãäå P+
R+

= (IR+ + SR+)/2, P−R+
= (IR+ − SR+)/2, ïåðåéä¼ì ê ðàâíîñèëüíîìó åé âåêòîðíîìó

ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

(BR+ψ)(t) = 0, (BR+ψ)(t) = (P+
R+
ψ)(t) + GR+(t)(P−R+

ψ)(t), t ∈ R+, (22)

ðåøåíèÿ êîòîðîãî èùóòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2
2(R+).

Òåïåðü ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (21) è (22).
Ïðèìåíèâ îïåðàòîðíîå òîæäåñòâî ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñî ñäâèãîì

(21), ïîëó÷èì

(HBwEψ)(t) = 0, HΠ+
REψ(t) +H[a(x)WR + b(x)IR]H−1HΠ−REψ(t) = 0,

ãäå ψ(t) = (E−1ϕ)(t).
Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî SWR = −WRS è ñîîòíîøåíèÿ (2), (3), (13), (14), ïðèõîäèì ê ìàòðè÷-

íîìó óðàâíåíèþ

P+
R+
ψ +

(
1

2

[
(a(
√
t) + a(−

√
t)) (a(

√
t)− a(−

√
t))

(a(
√
t)− a(−

√
t)) (a(

√
t) + a(−

√
t))

]
V +

+
1

2

[
(b(
√
t) + b(−

√
t)) (b(

√
t)− b(−

√
t))

(b(
√
t)− b(−

√
t)) (b(

√
t) + b(−

√
t))

])
P−R+

ψ = 0,

êîòîðîå è ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíîìó ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ áåç ñäâèãà (22)
ñ êîýôôèöèåíòàìè, ïîäñ÷èòûâàåìûìè ïî ôîðìóëå (18).

×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè, âûðàæàåìóþ ôîðìóëàìè (17), çàïè-
øåì ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðíîãî òîæäåñòâà ê ìàòðè÷íîìó êîýôôèöèåíòó GR+(t) =

=

[
g11(t) g12(t)
g21(t) g22(t)

]
. Äëÿ ýòîãî, ÷òîáû óïðîñòèòü â äàëüíåéøåì çàïèñü, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

g1(t) = g11(t) + g12(t), g2(t) = g21(t) + g22(t), g3(t) = g11(t)− g12(t), g4(t) = −g21(t) + g22(t).

Òîãäà áóäåì èìåòü

H−1GR+Hφ = MRZNGR+N
−1Z−1M−1

R φ = MRZGR+(t2)Z−1M−1
R φ =

=
1√
2
MR

[
1 1
1 −1

] [
g11(t2) g12(t2)
g21(t2) g22(t2)

]
1√
2

[
1 1
1 −1

]
M−1

R φ =

=
1

2
MR

[
g1(t2) + g2(t2) g3(t2)− g4(t2)
g1(t2)− g2(t2) g3(t2) + g4(t2)

] [
CR+φ

CR+WRφ

]
=

=
1

2
MR

[
(g1(t2) + g2(t2))CR+φ+ (g3(t2)− g4(t2))CR+WRφ
(g1(t2)− g2(t2))CR+φ+ (g3(t2) + g4(t2))CR+WRφ

]
=

=
1

2
JR− [(g1(t2) + g2(t2))CR+φ+ (g3(t2)− g4(t2))CR+WRφ] +

+
1

2
WJR− [(g1(t2)− g2(t2))CR+φ+ (g3(t2) + g4(t2))CR+Wφ].

Èòàê, íàìè ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî H−1GR+Hφ = a(t)(Iφ)(t) + b(t)(WRφ)(t), ãäå

a(t) =
1

2
JR− [g11(t2) + g12(t2) + g21(t2) + g22(t2)] +

1

2
WRJR− [g11(t2)− g12(t2)− (g21(t2)− g22(t2))],

b(t) =
1

2
JR− [g11(t2)− g12(t2) + g21(t2)− g22(t2)] +

1

2
WRJR− [g11(t2) + g12(t2)− (g21(t2) + g22(t2))].
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Îáîçíà÷èì: T � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, D+ � îãðàíè÷èâà-
åìûé åþ îòêðûòûé êðóã, à D− � äîïîëíåíèå ê åãî çàìûêàíèþ, D− = C \D+. Ñôîðìóëèðóåì
ñêàëÿðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó Ðèìàíà ñî ñäâèãîì, ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ íà îêðóæíîñòè T :
íàéòè àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè Θ+(z) â îáëàñòè D+ è Θ−(z) â îáëàñòè D− ïî óñëîâèþ íà
ãðàíèöå:

Θ−(t) = aT (t)Θ+(t) + bT (t)Θ+(α(t)), α(t) = −t, t ∈ T. (23)

Èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû aT (t), bT (t) ïðèíàäëåæàò êëàññó îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé, êðàåâûå çíà÷åíèÿ Θ+(t), Θ−(t) èùåì èç ïðîñòðàíñòâà L2(T, h(t)), ïðè÷¼ì Θ−(∞) = 0,

à âåñîâóþ ôóíêöèþ áåð¼ì ðàâíîé h(t) = (1− t)−1/4(1 + t)1/4.
Ñëåäñòâèå. Êðàåâàÿ çàäà÷à (15) ýêâèâàëåíòíà êðàåâîé çàäà÷å (23) ñ êîýôôèöèåíòàìè,

ïîäñ÷èòûâàåìûìè ïî ôîðìóëàì (17) è (26), (27), (29) (ñì. íèæå).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 îò ñêàëÿðíîé çàäà÷è (15) ñ êðàåâûì óñëîâèåì

[χR+ − χR−a(x)]Φ+(x) + [χR+a(x)− χR− ]Φ−(x)− [χR+b(x)]Φ+(−x) + [χR−b(x)]Φ−(−x) = 0

ïðèõîäèì ê âåêòîðíîé çàäà÷å (16) ñ êðàåâûì óñëîâèåì

Ψ+(x) = GR+(x)Ψ−(x), x ∈ R+.

Ôîðìóëû (17) äàþò âûðàæåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû GR+(x) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû a(x) è b(x)
êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà ñ èíâîëþöèåé, èçìåíÿþùåé îðèåíòàöèþ.

Çàòåì ïî ôîðìóëàì (19) çàïèñûâàåì å¼ â âèäå âåêòîðíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
(22) â ïðîñòðàíñòâå L2

2(R+, x
−1/4) :

(BR+ψ)(x) = 0, BR+ = P+
R+

+ GR+(x)P−R+
.

C ïîìîùüþ åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæàåì óðàâíåíèå íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî L2
2(R, x−1/4).

Â ôîðìóëå (12) ôóíêöèþ K(x) íàäî âçÿòü ðàâíîé åäèíèöå K(x) = 1. Ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ

(BRf)(x) = 0, BR = uRIR + vRSR,

uR(x) =

[
χR−(x) + J−

(1 + GR+(x))

2

]
, vR(x) =

[
J−

1−GR+(x)

2

]
. (24)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêòîðîâ ýòî óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

(BRf)(x) = (P+
R f)(x) + [χR−(x) + J−GR+(x)](P−R f)(x).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T+ è T− âåðõíþþ è íèæíþþ ÷àñòè îêðóæíîñòè T. ×òîáû íå âîçíèêàëî
ðàçíî÷òåíèé, òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð è ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Êîøè âäîëü
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå [L2

2(T, h(t)], áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç IT è ST , à ðàññìàòðèâàåìûå â ñêàëÿðíîì ïðîñòðàíñòâå [L2(T, h(t)] � ÷åðåç IT
è ST ñîîòâåòñòâåííî.

C ïîìîùüþ âçàèìíîîáðàòíûõ îïåðàòîðîâ

(Λϕ)(t) =
1

t− 1
ϕ

(
i
t+ 1

t− 1

)
, (Λ−1ϕ)(x) =

2i

x− i
ξ

(
i
x+ i

x− i

)
, Λ ∈ [L2

2(R, ρ(x)), L2
2(T, h(t))]

ïåðåâåä¼ì óðàâíåíèå (24) ñ âåùåñòâåííîé îñè íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü [10, ãë. 9.6; 94]:

(AT ξ)(t) = 0, ξ(t) = (Λf)(t), AT = ΛBRΛ−1 = uT (t)IT − vT (t)ST , AT ∈ [L2
2(T, h(t)], (25)

ãäå

uT (t) = Λ

[
χR−(x) + J−

1 + GR+(x)

2

]
Λ−1uR(x), vT (t) = Λ

[
J−

1−GR+(x)

2

]
Λ−1vR(x). (26)
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Âûøå áûëî ó÷òåíî ðàâåíñòâî ΛSRΛ−1 = −ST . Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ΛP±RΛ−1 = P∓T ,

è çàïèøåì óðàâíåíèå (25) ÷åðåç ïðîåêòîðû P±T = 2−1IT ± 2−1ST :

(AT ξ)(t) = (P−T ξ)(t) + GT (P+
T ξ)(t), GT (t)IT = Λ[χR−(x) + J−GT+(x)]Λ−1. (27)

Ïðèìåíÿåì îïåðàòîðíîå òîæäåñòâî FATF−1 = Aw èç ðàáîòû [6] ê âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ
áåç ñäâèãà (25), ÷òîáû ïîëó÷èòü ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå ñ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ êàðëåìà-
íîâñêèì ñäâèãîì

(Awξ)(t) = 0, Aw = F [P−T + GTP+
T ]F−1, ξ(t) = (Ff)(t), F = MZΠN, (28)

â ïðîñòðàíñòâå L2(T, h(t)), ãäå ñîñòàâëÿþùèå ÷àñòè M, Z, Π, N îïåðàòîðà F âûðàæàþòñÿ
ïî ôîðìóëàì

MT

[
ψ1

ψ2

]
=JT−ψ1 +WTJT−ψ2, MT ∈ [L2

2(T+, h), L2(T, h)], (NT ζ)(t)=ζ(t2), NT ∈ [L2
2(T+, h)],

M−1
T ϕ =

[
CT+ϕ

CT+WTϕ

]
, M−1

T ∈ [L2(T ), L2
2(T+)], (N−1

T ζ)(t) = ζ(t1/2), N−1
T ∈ [L2

2(T+, h)],

Z±1 =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
, Π±1 = diag [1, t±1].

Óêàæåì âçàèìîñâÿçü ïðîåêòîðîâ FP±TF−1 = P±T è îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà
ìàòðèöó-ôóíêöèþ GT ïåðåõîäèò â ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð ñî ñäâèãîì

FGTF−1 = FΛ[χR−(x) + JR−GR+(x)]Λ−1F−1 = aT IT + bTWT .

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè. Êîýôôèöèåíòû aT (t), bT (t) âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ìàòðèöû-ôóíêöèè GT (t) =

[
q11(t) q12(t)
q21(t) q22(t)

]
ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ

aT (t) =
1

2
JT−{q11(t2) + t−1q12(t2) + tq21(t2) + q22(t2)}+

+
1

2
WTJT−{q11(t2)− t−1q12(t2)− [tq21(t2)− q22(t2)]},

bT (t) =
1

2
JT−{q11(t2)− t−1q12(t2) + tq21(t2)− q22(t2)}+

+
1

2
WTJT−{q11(t2) + t−1q12(t2)− [tq21(t2) + q22(t2)]}, (29)

êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå äëÿ ñäâèãà, èçìåíÿþ-
ùåãî îðèåíòàöèþ íà âåùåñòâåííîé îñè.

Èòàê, îò óðàâíåíèÿ (28) ìû ïðèõîäèì ê ñêàëÿðíîìó ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-
íèþ â ïðîñòðàíñòâå L2(T, h(t)) ñî ñäâèãîì (WTφ)(t) = φ(−t), íî óæå ñîõðàíÿþùèì îðèåíòà-
öèþ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè:

(P−T ξ)(t) + (aT IT + bTWT )(P+
T ξ)(t) = 0.

Ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (17), (25), (27), (29).
×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, îñòàëîñü ïåðåéòè ïî ôîðìóëàì Ñîõîöêîãî

Θ+(t) = (P+
T ξ)(t), Θ−(t) = −(P−T ξ)(t)

ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà ñî ñäâèãîì (23).
Äîêàçàííîå ñëåäñòâèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó êðàåâîé çàäà÷åé ñ èçìåíÿþùèì îðèåí-

òàöèþ ñäâèãîì è êðàåâîé çàäà÷åé ñ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ñäâèãîì.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ïðÿìîóãîëüíèêå Ω = [0, T ]× [0, ω] äëÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

∂3u

∂x2∂t
= A(t, x)

∂2u

∂x2
+B(t, x)

∂2u

∂x∂t
+ C(t, x)

∂u

∂x
+D(t, x)

∂u

∂t
+ E(t, x)u+ f(t, x) (1.1)

ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

m+1∑
j=0

{
P0,j(x)

∂2u(tj , x)

∂x2
+ P1,j(x)

∂2u(t, x)

∂x∂t

∣∣∣∣
t=tj

+ P2,j(x)
∂u(tj , x)

∂x
+

+ P3,j(x)
∂u(t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=tj

+ P4,j(x)u(tj , x)

}
= ϕ(x), x ∈ [0, ω], (1.2)

u(t, 0) = ψ1(t), t ∈ [0, T ], (1.3)

∂u(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= ψ2(t), t ∈ [0, T ], (1.4)

ãäå u(t, x) = col (u1(t, x), u2(t, x), . . . , un(t, x)) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ; n × n-ìàòðèöû A(t, x),
B(t, x), C(t, x), D(t, x), E(t, x) è n-âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x) íåïðåðûâíû íà Ω; n × n-ìàò-
ðèöû Pi,j(x), i = 0, 4, j = 0,m+ 1, è n-âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíû íà [0, ω]; 0 =
= t0 6 t1 < . . . < tm 6 tm+1 = T ; n-âåêòîð-ôóíêöèè ψ1(t) è ψ2(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìû íà [0, T ].

×åðåç C(Ω,Rn) (C([0, ω],Rn)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà Ω (íà [0, ω]) n-
âåêòîð-ôóíêöèé u(t, x) (ϕ(x)) ñ íîðìîé ‖u‖0 = max

(t,x)∈Ω
‖u(t, x)‖ (‖ϕ‖0 = max

x∈[0,ω]
‖ϕ(x)‖), ãäå

‖u(t, x)‖ = max
i=1,n

|ui(t, x)| (‖ϕ(x)‖ = max
i=1,n

|ϕi(x)|), à ÷åðåç C1([0, T ],Rn) � ïðîñòðàíñòâî íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [0, T ] n-âåêòîð-ôóíêöèé ψ(t) ñ íîðìîé

‖ψ‖1 = max( max
t∈[0,T ]

‖ψ(t)‖, max
t∈[0,T ]

‖ψ̇(t)‖).
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Ôóíêöèÿ u(t, x) ∈ C(Ω,Rn), èìåþùàÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Ω íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíî-
ñòè ïåðåìåííûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂u(t, x)/∂x, ∂u(t, x)/∂t, ∂2u(t, x)/∂x2, ∂2u(t, x)/∂x∂t,
∂3u(t, x)/∂x2∂t, íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1)�(1.4), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿ-
åò ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.1) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Ω è êðàåâûì óñëîâèÿì (1.2)�(1.4).

Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõ-
íèêè (èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ ïðèâîäÿòñÿ ïðèëîæåíèÿ òàêèõ ñèñòåì, óêà-
æåì òîëüêî ìîíîãðàôèè [1�4]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êëàñ-
ñè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.4) è ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ å¼ ïðèáëèæ¼ííûõ ðå-
øåíèé. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ìåòîä ââåäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ [5]. Ñ ïî-
ìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ðàññìàòðèâàåìàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å, âêëþ÷àþùåé íåëîêàëü-
íóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòð-
ôóíêöèè è èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ïîñòðîåí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðè-
áëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è è óñòàíîâëåíà åãî ñõîäèìîñòü. Äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (1.1)�(1.4) ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìè-
íàõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû è ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé. Ðåçóëüòàòû ðàáîò [6, 7] ðàñïðîñòðàíÿ-
þòñÿ íà êëàññ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è òèïà (1.1)�(1.4)
ðàññìàòðèâàëèñü â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

2. Ðåäóêöèÿ ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å è îñíîâíîå óòâåðæäåíèå. Ââåä¼ì íîâóþ íåèç-
âåñòíóþ ôóíêöèþ v(t, x) = ∂u(t, x)/∂x. Òîãäà çàäà÷à (1.1)�(1.4) ïåðåéä¼ò â ýêâèâàëåíòíóþ
çàäà÷ó

∂2v

∂x∂t
= A(t, x)

∂v

∂x
+B(t, x)

∂v

∂t
+ C(t, x)v + f(t, x) + F

(
t, x, u,

∂u

∂t

)
, (2.1)

m+1∑
j=0

{
P0,j(x)

∂v(tj , x)

∂x
+ P1,j(x)

∂v(t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=tj

+ P2,j(x)v(tj , x)

}
=

= ϕ(x)− Φ

(
x, u,

∂u

∂t

)
, x ∈ [0, ω], (2.2)

v(t, 0) = ψ2(t), t ∈ [0, T ], (2.3)

u(t, x) = ψ1(t) +

x∫
0

v(t, ξ) dξ,
∂u(t, x)

∂t
= ψ̇1(t) +

x∫
0

∂v(t, ξ)

∂t
dξ, (t, x) ∈ Ω, (2.4)

ãäå

F

(
t, x, u,

∂u

∂t

)
=D(t, x)

∂u

∂t
+E(t, x)u, Φ

(
x, u,

∂u

∂t

)
=

m+1∑
j=0

{
P3,j(x)

∂u(t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=tj

+P4,j(x)u(tj , x)

}
.

Â ñîîòíîøåíèÿõ (2.4) ó÷òåíû óñëîâèÿ (1.3).
Ïàðà ôóíêöèé (v(t, x), u(t, x)), íåïðåðûâíûõ íà Ω, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�

(2.4), åñëè ôóíêöèÿ v(t, x) ∈ C(Ω,Rn) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂v(t, x)/∂x,
∂v(t, x)/∂t, ∂2v(t, x)/∂x∂t íà Ω è óäîâëåòâîðÿåò íåëîêàëüíîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (2.1)�(2.3), ãäå ôóíêöèè u(t, x) è v(t, x) ñâÿçàíû èíòå-
ãðàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (2.4).

Ïóñòü u∗(t, x) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.4). Òîãäà ïàðà (v∗(t, x), u∗(t, x)), ãäå
v∗(t, x) = ∂u∗(t, x)/∂x, áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.4). Îáðàòíî, åñëè ïàðà (ṽ(t, x), ũ(t, x)) �
ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.4), òî ôóíêöèÿ ũ(t, x) áóäåò êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è
(1.1)�(1.4).
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Åñëè èçâåñòíû ôóíêöèÿ u(t, x) è å¼ ïðîèçâîäíàÿ ∂u(t, x)/∂t, òî èç íåëîêàëüíîé çàäà÷è
äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (2.1)�(2.3) íàõîäèì ôóíêöèþ v(t, x) è å¼ ïðîèçâîä-
íûå. Åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ v(t, x), òî èç èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (2.4) íàõîäèì ôóíêöèþ
u(t, x) è å¼ ïðîèçâîäíóþ ∂u(t, x)/∂t. Òàê êàê íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êàê ôóíêöèÿ u(t, x),
òàê è ôóíêöèÿ v(t, x), òî ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñòðîÿùèéñÿ ïî ñëåäóþùåìó
àëãîðèòìó.

Øàã 0. 1) Ïîëîæèì u(t, x) = ψ1(t), ∂u(t, x)/∂t = ψ̇1(t) â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé
(2.1) è â ñîîòíîøåíèè (2.2); çàòåì, ðåøàÿ íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó (2.1)�(2.3), íàõîäèì v(0)(t, x) è
å¼ ïðîèçâîäíûå ∂v(0)(t, x)/∂x, ∂v(0)(t, x)/∂t äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Ω.

2) Èç èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (2.4) ïðè v(t, x) = v(0)(t, x), ∂v(t, x)/∂t = ∂v(0)(t, x)/∂t

îïðåäåëÿåì u(0)(t, x) è ∂u(0)(t, x)/∂t äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Ω.

Øàã m (m ∈ N). 1) Ïîëîæèì u(t, x) = u(m−1)(t, x), ∂u(t, x)/∂t = ∂u(m−1)(t, x)/∂t â
ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) è â ñîîòíîøåíèè (2.2); çàòåì, ðåøàÿ íåëîêàëüíóþ çà-
äà÷ó (2.1)�(2.3), íàõîäèì v(m)(t, x) è å¼ ïðîèçâîäíûå ∂v(m)(t, x)/∂t, ∂v(m)(t, x)/∂x äëÿ âñåõ
(t, x) ∈ Ω.

2) Èç èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (2.4) ïðè v(t, x) = v(m)(t, x), ∂v(t, x)/∂t = ∂v(m)(t, x)/∂t

îïðåäåëÿåì u(m)(t, x) è ∂u(m)(t, x)/∂t äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Ω; m = 1, 2, . . .
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: 1) ïðè ôèêñèðîâàííûõ

u(t, x) ðåøàþòñÿ íåëîêàëüíûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè v(t, x); 2) ïðè ôèêñèðîâàííûõ v(t, x) èç èíòåãðàëüíîãî ñîîòíî-
øåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè u(t, x).

Ïóñòü Us(t, x) � ìàòðèöà, èìåþùàÿ âèä

Us(t, x) = I +

t∫
0

A(τ1, x) dτ1 + . . .+

t∫
0

A(τ1, x) · · ·
τs−2∫
0

A(τs−1, x)

τs−1∫
0

A(τs, x) dτs · · · dτ1, s ∈ N.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ α(x) = max
t∈[0,T ]

‖A(t, x)‖, P (x) =
∑m+1

j=1 ‖P0,j(x)‖, x ∈ [0, ω]. Ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1)�(1.4), îäíî-
âðåìåííî îáåñïå÷èâàþùèå ðåàëèçóåìîñòü è ñõîäèìîñòü ïðèâåä¼ííîãî âûøå àëãîðèòìà.

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì s0 > 0 äëÿ ëþáîãî s > s0 n × n-ìàòðèöà
Qs(x) = P0,0(x) +

∑m+1
j=1 P0,j(x)Us(tj , x) îáðàòèìà ïðè âñåõ x ∈ [0, ω] è ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-

ñòâà:
1) ‖[Qs(x)]−1‖ 6 γs(x), ãäå γs(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, ω];

2) qs(x) = γs(x)P (x)[eα(x)T − 1−
∑s

j=1 [α(x)T ]j/(j!)] 6 χ < 1, ãäå χ = const .

Òîãäà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1)�(1.4) èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u∗(t, x)∈
∈ C(Ω,Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû n × n-ìàòðèöà Qs(x) îáðàòèìà ïðè âñåõ
x ∈ [0, ω] è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 1), 2). Ïîýòîìó íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∂2v

∂x∂t
= A(t, x)

∂v

∂x
+B(t, x)

∂v

∂t
+ C(t, x)v + F0(t, x), (2.5)

m+1∑
j=0

{
P0,j(x)

∂v(tj , x)

∂x
+ P1,j(x)

∂v(t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=tj

+ P2,j(x)v(tj , x)

}
= ϕ(x), x ∈ [0, ω], (2.6)

v(t, 0) = ψ2(t), t ∈ [0, T ], (2.7)

èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ F0(t, x) ∈ C(Ω,Rn), ϕ(x) ∈ C([0, ω],Rn)
è ψ2(t) ∈ C1([0, T ],Rn) [7].
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Èñïîëüçóåì ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ (1.1)�(1.4) è (2.1)�(2.4). Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.4) � ïà-
ðó ôóíêöèé (v(t, x), u(t, x)) � íàéä¼ì ñîãëàñíî ïðèâåä¼ííîìó âûøå àëãîðèòìó. Âîçüì¼ì ôóíê-
öèþ ψ1(t) çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u(t, x), òîãäà ôóíêöèþ v(0)(t, x) íàéä¼ì, ðåøàÿ çàäà÷ó

∂2v

∂x∂t
= A(t, x)

∂v

∂x
+B(t, x)

∂v

∂t
+ C(t, x)v + f(t, x) + F (t, x, ψ1, ψ̇1), (2.8)

m+1∑
j=0

{
P0,j(x)

∂v(tj , x)

∂x
+ P1,j(x)

∂v(t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=tj

+ P2,j(x)v(tj , x)

}
=

= ϕ(x)− Φ(x, ψ1, ψ̇1), x ∈ [0, ω], (2.9)

v(t, 0) = ψ2(t), t ∈ [0, T ]. (2.10)

Ïðè óñëîâèÿõ 1), 2) òåîðåìû çàäà÷à (2.8)�(2.10) èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
v(0)(t, x). Òîãäà èç èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (2.4) îïðåäåëÿåì u(0)(t, x) è å¼ ïðîèçâîäíóþ
∂u(0)(t, x)/∂t ïðè v(t, x) = v(0)(t, x), ∂v(t, x)/∂t = ∂v(0)(t, x)/∂t.

Ñîîòâåòñòâåííî íà (m− 1)-ì øàãå àëãîðèòìà íàõîäèì v(m−1)(t, x) è u(m−1)(t, x) äëÿ âñåõ
(t, x) ∈ Ω. Òîãäà v(m)(t, x) íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3), â êîòîðîé u(t, x) =

= u(m−1)(t, x), ∂u(t, x)/∂t = ∂u(m−1)(t, x)/∂t, m = 1, 2, . . .

Åñëè íàéäåíà ôóíêöèÿ v(m)(t, x), òî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè u(t, x) è å¼ ïðîèç-
âîäíîé ∂u(t, x)/∂t îïðåäåëÿåòñÿ èç èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (2.4):

u(m)(t, x) = ψ1(t) +

x∫
0

v(m)(t, ξ) dξ,
∂u(m)(t, x)

∂t
= ψ̇1(t) +

x∫
0

∂v(m)(t, ξ)

∂t
dξ, (t, x) ∈ Ω.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

∆
(m)
1 (t, x) = v(m)(t, x)− v(m−1)(t, x), ∆

(m)
2 (t, x) =

∂v(m)(t, x)

∂t
− ∂v(m−1)(t, x)

∂t
,

∆
(m)
3 (t, x) = u(m)(t, x)− u(m−1)(t, x), ∆

(m)
4 (t, x) =

∂u(m)(t, x)

∂t
− ∂u(m−1)(t, x)

∂t
, (t, x) ∈ Ω.

Òîãäà äëÿ íèõ áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆(m+1)
1 (t, x)‖, max

t∈[0,T ]
‖∆(m+1)

2 (t, x)‖
)

6

6 Hd(x) max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆(m)
3 (t, x)‖, max

t∈[0,T ]
‖∆(m)

4 (t, x)‖
)
,

max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆(m)
3 (t, x)‖, max

t∈[0,T ]
‖∆(m)

4 (t, x)‖
)
6

x∫
0

max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆(m)
1 (t, ξ)‖, max

t∈[0,T ]
‖∆(m)

2 (t, ξ)‖
)
dξ,

ãäå
H = max{eH0H1ω[1 + ωH0], H2[H1(1 + ωH0) + 1]}, H0 = max(H2, ‖A‖0H2 + 1),

H1 = max
x∈[0,ω]

max

{
max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖+ max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖,
m+1∑
j=0

(‖P1,j(x)‖+ ‖P2,j(x)‖)
}
,

H2 = max
x∈[0,ω]

[k1(x, s) + k2(x, s)], d(x) = max
t∈[0,T ]

‖D(t, x)‖+ max
t∈[0,T ]

‖E(t, x)‖, d0 = max
x∈[0,ω]

d(x),

k1(x, s) =
γs(x)

1− qs(x)
P (x)

[α(x)T ]s

s!
k0(x, s) + Tγs(x) max

{
1 + P (x)

s−1∑
j=0

[α(x)T ]j

j!
,

s−1∑
j=0

[α(x)T ]j

j!

}
,
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k2(x, s) =

{
[eα(x)T − 1]

γs(x)

1− qs(x)
P (x)

[α(x)T ]s

s!
+ 1

}
k0(x, s),

k0(x, s) = [eα(x)T − 1]γs(x) max

{
1 + P (x)

s−1∑
j=0

[α(x)T ]j

j!
,

s−1∑
j=0

[α(x)T ]j

j!

}
T + Teα(x)T ;

âñå ýòè âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò f, ψ1, ψ2 è ϕ.
Îòñþäà âûòåêàåò îñíîâíîå íåðàâåíñòâî

max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆(m+1)
1 (t, x)‖, max

t∈[0,T ]
‖∆(m+1)

2 (t, x)‖
)

6

6 Hd(x)

x∫
0

max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆(m)
1 (t, ξ)‖, max

t∈[0,T ]
‖∆(m)

2 (t, ξ)‖
)
dξ. (2.11)

Èç íåðàâåíñòâà (2.11) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {v(m)(t, x)} è {∂v(m)(t, x)/∂t} ñõîäÿòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå C(Ω,Rn) ïðè m → ∞ ê ôóíêöèÿì v∗(t, x) è w∗(t, x) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðå-
äåëüíûå ôóíêöèè v∗(t, x) è w∗(t, x) íåïðåðûâíû íà Ω, êðîìå òîãî, w∗(t, x) = ∂v∗(t, x)/∂t
äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Ω. Èç íåðàâåíñòâà (2.10) âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé {u(m)(t, x)} è {∂u(m)(t, x)/∂t} íà Ω ïðè m→∞ ê ôóíêöèÿì u∗(t, x) è ∂u∗(t, x)/∂t
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïàðà ôóíêöèé (v∗(t, x), u∗(t, x)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.4)
è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

max{‖v∗‖0, ‖u∗‖0} 6 (1 + ω)eHd0ω max{‖f‖0, ‖ψ1‖1, ‖ψ2‖1, ‖ϕ‖0}. (2.12)

Ïóñòü òåïåðü ïàðà (ṽ(t, x), ũ(t, x)) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.4), ãäå f(t, x) = 0, ψ1(t) = 0,
ψ2(t) = 0 è ϕ(x) = 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Ω. Òîãäà èç îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2.5)�
(2.7) è óñëîâèé (2.4) çàêëþ÷àåì, ÷òî ṽ(t, x) = 0 è ũ(t, x) = 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Ω. Ïîýòîìó
èç îöåíêè (2.12) âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à (2.1)�(2.4) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè
çàäà÷ (2.1)�(2.4) è (1.1)�(1.4) ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1)�(1.4). Êëàññè÷å-
ñêîå ðåøåíèå u∗(t, x) ∈ C(Ω,Rn) çàäà÷è (1.1)�(1.4) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖u∗‖0 6 (1 + ω)eHd0ω max{‖f‖0, ‖ψ1‖1, ‖ψ2‖1, ‖ϕ‖0}.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðåñïóá-
ëèêè Êàçàõñòàí íà 2020�2022 ãã. (ãðàíò AP08955461).
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Ââåäåíèå. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ∆(λ) êðàåâîé çàäà÷è èëè äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà [1, ñ. 26] íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé, òî äëÿ ýòèõ
çàäà÷è èëè îïåðàòîðà èõ êðàåâûå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ íåâûðîæäåííûìè êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè [2, ñ. 35], â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà ∆(λ) ≡ const, îíè íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè.

Â ðàáîòå [3] Ì.Õ. Ñòîóíîì ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â çàäà÷å Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

y′′ + q(x)y + λy = 0,

y(0)− y(π) = 0,

y′(0) + y′(π) = 0,

ðàññìàòðèâàåìîé íà îòðåçêå [0, π], ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ q(x) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (ò.å.
q(x) = q(π − x) äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, π]), òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ýòîé êðàåâîé
çàäà÷è òîæäåñòâåííî íóëåâîé, à çíà÷èò, å¼ ñïåêòð ïîëíîñòüþ çàïîëíÿåò âñþ ïëîñêîñòü.

Â ìîíîãðàôèè [3, ñ. 27] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû îáûêíîâåííîãî ëèíåéíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, òî äëÿ ñïåêòðà åãî êðàåâîé çàäà÷è èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ àëüòåðíàòèâà: ëèáî 1) ñóùåñòâóåò íå áîëåå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, íå èìåþùèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê â C, ëèáî 2) êàæäîå λ ∈ C åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñëó÷àÿ 1) äî-
ñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû (ñì., íàïðèìåð, [4, 5]). Âûðîæäåííûé ñëó÷àé 2) èçó÷åí çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå.

Â ðàáîòàõ [6] è [7] îïèñàíû âñå âûðîæäåííûå äâóõòî÷å÷íûå êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ îïåðà-
òîðà D2 è äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà
îïåðàòîð äèôôóçèè â ðàáîòå [8]. Èìåííî, â íåé ïîêàçàíî, ÷òî ó ðàññìàòðèâàåìîãî íà îòðåçêå
[0, π] óðàâíåíèÿ

y′′ + (λ2 − 2λp(x)− q(x))y = 0,

â êîòîðîì λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à p(·) ∈W 1
2 (0, π), q(·) ∈ L2(0, π) � âåùåñòâåííîçíà÷íûå

ôóíêöèè, â ñëó÷àå, åñëè p(x) 6= p(π − x) èëè q(x) 6= q(π − x) äëÿ x èç íåêîòîðîãî ïîäûíòåð-
âàëà îòðåçêà [0, π], äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèé ñ ∆(λ) ≡ 0 íå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
âîçìîæíûìè âûðîæäåííûìè äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè:
y(0) = y′(0) = 0 è y(π) = y′(π) = 0. Â ñëó÷àå æå p(x) = p(π− x) è q(x) = q(π− x), x ∈ [0, π],

òîæäåñòâî ∆(λ) ≡ 0 ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî äëÿ óñëîâèé y(i)(0) + (−1)iy(i)(π) = 0, i = 0, 1, è
y(i)(0) + (−1)i+1y(i)(π) = 0, i = 0, 1 (íàçâàííûõ â [7] ëîæíîïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè), à
òîæäåñòâî ∆(λ) ≡ const 6= 0 � òîëüêî äëÿ óñëîâèé y(i)(0) + (−1)iay(i)(π) = 0, i = 0, 1, è
y(i)(0) + (−1)i+1ay(i)(π) = 0, i = 0, 1, ãäå a 6= 1 (íàçâàííûõ â [7] îáîáù¼ííûìè óñëîâèÿìè
Êîøè).
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Ïåðâûå ðåçóëüòàòû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîèçâîëüíîãî ÷¼òíîãî ïîðÿäêà
ïîëó÷åíû â ðàáîòå [9] (ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ [10]). Â ýòîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ïðèìåðû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ëþáîãî ÷¼òíîãî ïîðÿäêà n, ñïåêòð êîòîðûõ çàïîëíÿåò âñþ êîì-
ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Êðàåâûå óñëîâèÿ ó ýòèõ îïåðàòîðîâ èìåëè ñëåäóþùèé âèä:

y(i)(0) + (−1)iy(i)(π) = 0, i = 0, n− 1.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå, ïîìèìî ïðèâåä¼ííûõ â [9], ïðèìå-
ðû îïåðàòîðîâ ÷¼òíîãî ïîðÿäêà, ñïåêòð êîòîðûõ çàïîëíÿåò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

Â ðàáîòå [11] äàí óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Áîëåå òîãî, äëÿ îïåðà-
òîðà D4 îïèñàíû âñå 12 âîçìîæíûõ êëàññîâ äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, ñïåêòð êîòîðûõ çàïîëíÿåò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ
ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó. Ïîýòîìó äëÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷åòâ¼ðòîãî
ïîðÿäêà èìååòñÿ êîíòèíóóì êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñïåêòðîì, ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùèì âñþ êîì-
ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

Äî íåäàâíîãî âðåìåíè îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, ñôîðìóëèðîâàííûé, â ÷àñòíîñòè, â ìî-
íîãðàôèè [10]: ñóùåñòâóþò ëè ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íå÷¼ò-
íîãî ïîðÿäêà, ñïåêòð êîòîðûõ çàïîëíÿåò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Ïðèìåðû òàêèõ îïåðà-
òîðîâ äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ïðèâåäåíû â ðàáîòå [12].

Â ðàáîòå [13] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè n � ÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå äâóõ, à d 6= ±1, òî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü çàäà÷è

y(n)(x) +

n∑
m=1

pm(x)y(n−m)(x) + λy(x) = 0,

y(n−j)(0) + d(−1)j+1y(n−j)(π) = 0, j = 1, n,

ãäå pm(·) ∈ L1(0, π), òîæäåñòâåííî ðàâåí êîíñòàíòå, îòëè÷íîé îò íóëÿ.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ âûðîæäåííûìè êðàåâûìè

óñëîâèÿìè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû [14, 15] âîïðîñû ïîëíîòû è áàçèñíîñòè.

1. Ñëó÷àé, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ � êîíñòàíòû. Ðàññìîòðèì
ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó, ïîðîæä¼ííóþ óðàâíåíèåì

d2y

dx2
+ p1(x, λ)

dy

dx
+ p2(x, λ)y = 0 (1)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Uj(y) ≡ aj1y(0) + aj2y(1) + aj3y
′(0) + aj4y

′(1) = 0, j = 1, 2, (2)

çäåñü λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, x ∈ [0, 1], ajk ∈ C (j = 1, 2, k = 1, 4), à ôóíêöèè pi(x, λ)
(i = 1, 2) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

p1(x, λ) = λp10 + p11(x), p2(x, λ) = λ2p20 + λp21(x) + p22(x),

ãäå pi1(x) ∈ C1[0, 1], p22(x) ∈ C[0, 1], pi0 = const, i = 1, 2.
Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ êîýôôèöèåíòàìè ajk êðàåâûõ óñëîâèé (2) ÷åðåç A, à

å¼ ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå èç l-ãî è m-ãî ñòîëáöîâ, ÷åðåç Mlm, ò.å.

A =

∥∥∥∥ a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

∥∥∥∥ , Mij =

∣∣∣∣ a1l a1m

a2l a2m

∣∣∣∣ , l,m = 1, 4.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì:

rankA = 2. (3)
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Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:
1) p2

10 − 4p20 6= 0;
2) p10 6= 0;
3) p20 6= 0.
Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ 1) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ω2 +p10ω+p20 = 0 èìååò ðàçëè÷íûå

êîðíè ω1 6= ω2. Ïîýòîìó (ñì. [16]) óðàâíåíèå (1) èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé
{y1(x, λ), y2(x, λ)} òàêóþ, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå äîïóñêàþò ïðè λ→ +∞, λ ∈ R,
àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

yk(x, λ) = eωkλx(uk0(x) + λ−1uk1(x) + λ−2uk2(x) +O(λ−3)), k = 1, 2, (4)

dyk(x, λ)

dx
= ωkλe

ωkλx

(
uk0(x) + λ−1(uk1(x) +

1

ωk
u′k0(x)) +O(λ−2)

)
, k = 1, 2, (5)

ãäå uk0(x) 6= 0, k = 1, 2, ïðè âñåõ x ∈ [0, 1]. Çäåñü è íèæå ÷åðåç O(λ−m), ãäå m ∈ N,
îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ îò x è λ, ìîäóëü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò const |λ|−m äëÿ âñåõ x ∈
∈ [0, 1] è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |λ|.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

f1(λ) = y1(0, λ)y2(1, λ)− y2(0, λ)y1(1, λ), f2(λ) = y1(0, λ)y′2(0, λ)− y′1(0, λ)y2(0, λ),

f3(λ) = y1(0, λ)y′2(1, λ)− y2(0, λ)y′1(1, λ), f4(λ) = y1(1, λ)y′2(0, λ)− y′1(0, λ)y2(1, λ),

f5(λ) = y1(1, λ)y′2(1, λ)− y2(1, λ)y′1(1, λ), f6(λ) = y′1(0, λ)y′2(1, λ)− y′2(0, λ)y′1(1, λ). (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî f2(λ) 6= 0 äëÿ ëþáîãî λ ∈ C.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç zi(x, λ), i = 1, 2, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì z1(0, λ) = 1, z′1(0, λ) = 0 è z2(0, λ) = 0, z′2(0, λ) = 1. Îòñþäà è èç ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé y1(x, λ) è y2(x, λ) âûòåêàþò òîæäåñòâà

z1(x, λ) =
y′2(0, λ)y1(x, λ)− y′1(0, λ)y2(x, λ)

f2(λ)
, z2(x, λ) =

y1(0, λ)y2(x, λ)− y2(0, λ)y1(x, λ)

f2(λ)
. (7)

Êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (7), õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäå-
ëèòåëü ∆(λ) = det (Uk(zi))

2
k,i=1 çàäà÷è (1), (2) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∆(λ) = M12
f1(λ)

f2(λ)
+M13 +M14

f3(λ)

f2(λ)
+M23

f4(λ)

f2(λ)
+M24

f5(λ)

f2(λ)
+M34

f6(λ)

f2(λ)
. (8)

Èç âèäà ôóíêöèé fi(λ), i = 1, 6, è ïðåäñòàâëåíèé (4), (5) ñëåäóåò [17], ÷òî òîæäåñòâî
∆(λ) ≡ const 6= 0 íåâîçìîæíî. Â ðàáîòå [17] äîêàçàíà ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñåìåéñòâà
ôóíêöèé {fi(λ) : i = 1, 6}, à çíà÷èò, òîæäåñòâî ∆(λ) ≡ 0 âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà M12 = M13 = M14 = M23 = M24 = M34 = 0, íî ýòè ðàâåíñòâà
ïðîòèâîðå÷àò óñëîâèþ (3). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (1), (2) íå èìååò âûðîæäåííûõ êðàåâûõ äâóõòî÷å÷íûõ óñëîâèé.

2. Ñëó÷àé, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ � ïåðåìåííûå. Ðàññìîò-
ðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó, ïîðîæä¼ííóþ óðàâíåíèåì

d2y

dx2
+ λq1(x, λ)

dy

dx
+ λ2q2(x, λ)y = 0 (9)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2), ãäå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ qi(x, λ) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

qi(x, λ) =
∞∑
j=0

λ−jpij(x), i = 1, 2, (10)
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äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] è λ ∈ ΩR ïðè íåêîòîðîì R > 0 (çäåñü è íèæå ΩR = {λ ∈ C : |λ| > R}) è
õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé pi0(x), i = 1, 2, íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ íà [0, 1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
à) ôóíêöèè pij(x), i = 1, 2, j = 0, 1, . . . , (ñì. ïðåäñòàâëåíèå (10)) íåïðåðûâíû è îãðàíè-

÷åíû â ñîâîêóïíîñòè íà îòðåçêå [0, 1];
á) êîðíè ω1(x), ω2(x) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ω2 +p10(x)ω+p20(x) = 0 ðàçëè÷íû

ìåæäó ñîáîé ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x ∈ (0, 1);
â) ôóíêöèè dpi0(x)/dx è pi1(x), i = 1, 2, èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå â ïðîìåæóòêå

(0, 1);

ã) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäîáëàñòü Ω̃R îáëàñòè ΩR, â êîòîðîé ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
x ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Re (λω1(x)) 6 Re (λω2(x));

ä) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

1∫
0

ωi(x) dx 6= 0, i = 1, 2, è

1∫
0

(ω1(x)± ω2(x)) dx 6= 0;

å) ω1(1)ω2(0) 6= 0 èëè ω1(0)ω2(1) 6= 0;
æ) ω1(0)ω1(1)− ω2(0)ω2(1) 6= 0.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé à)�ã) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèé (9) èìååò â îáëàñòè Ω̃R ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé {y1(x, λ), y2(x, λ)}, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå

yk(x, λ) = eλ
∫ x
0 ωk(τ)dτ (uk0(x) + λ−1uk1(x) + λ−2uk2(x) +O(λ−3)), k = 1, 2, (11)

ãäå uk0(x) 6= 0, k = 1, 2, ïðè âñåõ x ∈ [0, 1]; ïðè÷¼ì ïðåäñòàâëåíèÿ (11) ìîæíî äèôôåðåíöè-
ðîâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ∆(λ) çàäà÷è (2), (9) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì (8), â êîòîðîì
ôóíêöèè fi(λ), i = 1, 6, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (6) ñ ôóíêöèÿìè (11).

Èç âèäà ôóíêöèé {fi(λ)}, i = 1, 6, ñëåäóåò [17], ÷òî òîæäåñòâî ∆(λ) ≡ const 6= 0 íåâîç-
ìîæíî. Â ðàáîòå [17] äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè {fi(λ) : i = 1, 6}, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè (6),
(11), ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, ïîýòîìó òîæäåñòâî ∆(λ) ≡ 0 âîçìîæíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà M12 = M13 = M14 = M23 = M24 = M34 = 0, íî ýòè
ðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷àò óñëîâèþ (3). Ïîýòîìó èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (2), (9) íå èìååò âûðîæäåííûõ êðàåâûõ äâóõòî÷å÷íûõ óñëîâèé.
Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷¼ò ñðåäñòâ ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòà ïî ãîñçàäàíèþ (ïðîåêò

0246-2019-0088) è ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàí-
òû 18-51-06002-Aç_a, 18-01-00250-a).
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Ââåäåíèå. Äâèæåíèå íåñæèìàåìîé íåëèíåéíî-âÿçêîé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, T ] (T <∞) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷åé:

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
−Div [2µ(I2(v))ε(v)] + grad p = f, (1)

div v = 0, v|t=0 = v0(x), v|∂Ω×[0,T ] = 0, (2)

ãäå v(x, t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû æèäêîñòè â òî÷êå x ∈ Ω â ìîìåíò âðåìåíè
t ∈ [0, T ]; p � ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ â æèäêîñòè; f � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë; ε � òåíçîð ñêîðî-
ñòåé äåôîðìàöèè ε(v) = (εij(v)), εij(v) = (∂vi/∂xj + ∂vj/∂xi)/2; òåíçîð I2(v) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì I2

2 (v) = ε(v) : ε(v) =
∑n

i,j=1[εij(v)]2. Çäåñü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
A = (aij) è B = (bij) îäíîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå A : B :=

∑n
i,j=1 aijbij , à ÷åðåç

DivM îáîçíà÷åíà äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà M = (mij), ò.å. âåêòîð

DivM :=

( n∑
j=1

∂m1j

∂xj
, . . . ,

n∑
j=1

∂mnj

∂xj

)
.

Äàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ ïðîôåññîðà Â.Ã. Ëèòâè-
íîâà (ñì., íàïðèìåð, [1]), â êîòîðûõ ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêèõ æèäêîñòåé è åñòåñòâåííûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà âÿçêîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû, âûðàæåííûå ÷åðåç ñâîéñòâà ôóíêöèè µ : R+ →
→ R. Ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

a) 0 < C1 6 µ(s) 6 C2 <∞; b) − sµ′(s) 6 µ(s) ïðè µ′(s) < 0;

c) |sµ′(s)| 6 C3 <∞.

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Ci îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû.
Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äëÿ äàííîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ [1�3] è äð.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ ñèñ-
òåìû (1), (2). Èññëåäîâàíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì. [4�6]).
Îäíàêî, â òî âðåìÿ êàê óïðàâëåíèå äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíî, óïðàâ-
ëåíèå äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì îñòà¼òñÿ ìàëîèññëåäîâàííîé çàäà÷åé (äàæå äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ
èëè ëîêàëüíûõ îáëàñòåé). Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à óïðàâëåíèÿ (îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ) äâèæåíèåì æèäêîñòè ïðè ïîìîùè âíåøíèõ ñèë. Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè òàêèõ
çàäà÷ óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ èç íåêîòîðîãî çàäàííîãî (êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ âíåøíèìè ñèëàìè, êîòîðûå çàâèñÿò
îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ çàäà÷àìè ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (ñì.,
íàïðèìåð, [7�9] è ïðèâåä¼ííóþ â ýòèõ ðàáîòàõ áèáëèîãðàôèþ). Ýòà ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî âû-
áèðàòü óïðàâëåíèå, ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ íå èç êîíå÷íîãî íàáîðà
èìåþùèõñÿ óïðàâëåíèé, à ïðèíàäëåæèò îáðàçó íåêîòîðîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ (åñòå-
ñòâåííî, ÷òî íà ýòî îòîáðàæåíèå íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ), ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü
áîëåå òî÷íî âûáðàòü óïðàâëåíèå.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé
ñâÿçüþ äëÿ ìîäåëè íåëèíåéíî-âÿçêîé æèäêîñòè (1), (2), à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, äàþùåãî ìèíèìóì çàäàííîìó îãðàíè÷åííîìó
ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ñíà÷àëà ââåä¼ì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ
è ïðèâåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Îáîçíà÷èì: Lp(Ω), 1 6 p < ∞, � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ âåêòîð-ôóíêöèé v : Ω → Rn,
ñóììèðóåìûõ ñ p-é ñòåïåíüþ; Wm

p (Ω), m > 1, p > 1, � ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà; C∞0 (Ω)n �
ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîð-ôóíêöèé èç Ω â Rn ñ êîìïàêòíûì íî-
ñèòåëåì â Ω. ×åðåç V îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {v ∈ C∞0 (Ω)n : div v = 0}. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
V ïî íîðìå L2(Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H, à ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà W 1

2 (Ω) � ÷åðåç V.
Ââåä¼ì îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì áóäóò èçó÷àòüñÿ ñëàáûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è:

W1 = {v : v ∈ L2(0, T, V )
⋂
L∞(0, T ;H), v′ ∈ L1(0, T, V ∗)}.

Ïðîñòðàíñòâî W1 ñíàáæåíî íîðìîé ‖v‖W1 = ‖v‖L2(0,T,V ) + ‖v‖L∞(0,T ;H) + ‖v′‖L1(0,T,V ∗).

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ : W1 ( L2(0, T, V ∗) â êà÷åñòâå ôóíêöèè óïðàâ-
ëåíèÿ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ψ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(Ψ1) îòîáðàæåíèå Ψ îïðåäåëåíî íà ïðîñòðàíñòâå W1 è èìååò íåïóñòûå, êîìïàêòíûå è
âûïóêëûå çíà÷åíèÿ;

(Ψ2) îòîáðàæåíèå Ψ êîìïàêòíî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó (ò.å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈
∈W1 è îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Y ⊂ L2(0, T, V ∗), òàêîãî ÷òî Ψ(v) ⊂ Y, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
U(v), äëÿ êîòîðîé Ψ(U(v)) ⊂ Y );

(Ψ3) îòîáðàæåíèå Ψ ãëîáàëüíî îãðàíè÷åíî, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C4 > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖Ψ(v)‖L2(0,T,V ∗) := sup{‖u‖L2(0,T,V ∗) : u ∈ Ψ(v)} 6 C4 äëÿ âñåõ v ∈W1;

(Ψ4) îòîáðàæåíèå Ψ ñëàáî çàìêíóòî â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè {vl}∞l=1 ⊂W1, vl ⇀ v0 è
ul ∈ Ψ(vl), ul → u0 â L2(0, T, V ∗), òî u0 ∈ Ψ(v0).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëàáóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ íà-
÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1), (2). Â ðàáîòå ïîä îáðàòíîé ñâÿçüþ ìû ïîíèìàåì óñëîâèå

f ∈ Ψ(v). (3)

Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðà ôóíêöèé (v, f) ∈ W1 × L2(0, T, V ∗) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì
çàäà÷è ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (1), (2), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ ϕ ∈ V è ï.â. t ∈ [0, T ]
ðàâåíñòâó

〈v′, ϕ〉 −
∫
Ω

n∑
i,j=1

vivj
∂ϕj
∂xi

dx+ 2

∫
Ω

µ(I2(v))ε(v) : ε(ϕ) dx = 〈f, ϕ〉, (4)

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v(0) = v0 è óñëîâèþ îáðàòíîé ñâÿçè (3).
Çäåñü è äàëåå 〈v′, ϕ〉 = (∂v/∂t, ϕ).
Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Ψ1)�(Ψ4),

à âÿçêîñòü µ ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû � óñëîâèÿì a)� c). Òîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî
ðåøåíèå (v∗, f∗) ∈W1 × L2(0, T, V ∗) çàäà÷è ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (1)�(3).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ W1 × L2(0, T ;V ∗) ìíîæåñòâî âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è óïðàâëå-
íèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (1)�(3). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà Φ : Σ → R,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(Φ1) Ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ òàêîå, ÷òî Φ(v, f) > γ äëÿ âñåõ (v, f) ∈ Σ.
(Φ2) Åñëè vl ⇀ v∗ â W1 è fl → f∗ â L2(0, T ;V ∗), òî Φ(v∗, f∗) 6 lim

m→∞
Φ(vl, fl).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2. Åñëè îòîáðàæåíèå Ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Ψ1)�(Ψ4), âÿçêîñòü µ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñðåäû � óñëîâèÿì a)� c), à ôóíêöèîíàë Φ � óñëîâèÿì (Φ1), (Φ2), òî çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (1)�(3) èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå
(v∗, f∗) òàêîå, ÷òî

Φ(v∗, f∗) = inf
(v,f)∈Σ

Φ(v, f).

2. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 è 2 îñíîâàíî íà àïïðîêñèìàöèîííî-
òîïîëîãè÷åñêîì ìåòîäå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè (ñì. [10�14]).

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïåðåõîäÿò ê îïåðàòîðíîé òðàêòîâêå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è:

v′(t) +D(v)−K(v) = f, (5)

â êîòîðîé îïåðàòîðû K : V → V ∗ è D : V → V ∗ äëÿ ôóíêöèé v ∈ V è ϕ ∈ V çàäàþòñÿ
ðàâåíñòâàìè

〈K(v), ϕ〉 =

∫
Ω

n∑
i,j=1

vivj
∂ϕj
∂xi

dx è 〈D(v), ϕ〉 = 2

∫
Ω

µ(I2(v))ε(v) : ε(ϕ) dx.

Òàêèì îáðàçîì, ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (1)�(3) � ýòî ðåøåíèå (v, f) ∈W1×
× L2(0, T, V ∗) îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (5), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v|t=0 = v0

è óñëîâèþ îáðàòíîé ñâÿçè (3). Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåä¼ííûõ âûøå îïåðàòîðîâ.
Ëåììà 1. 1) Îïåðàòîð K : L2(0, T ;V )→ L1(0, T ;V ∗) íåïðåðûâåí.
2) Îïåðàòîð D : L2(0, T ;V )→ L2(0, T ;V ∗) íåïðåðûâåí è ìîíîòîíåí.
Äàëåå, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îïåðàòîðû â ïîëó÷åííîì îïåðàòîðíîì âêëþ÷åíèè íå îáëàäà-

þò íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, àïïðîêñèìèðóþùàÿ èñõîäíóþ (â äàí-
íîì ñëó÷àå îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêæå îïåðàòîðíîå âêëþ÷åíèå, íî ñ îïåðàòîðîì, îáëàäà-
þùèì òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, ðàññìàòðèâàåìîå â áîëåå óäîáíîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå W2 = {v : v ∈ L2(0, T ;V ), v′ ∈ L2(0, T ;V ∗)}).

Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à. Íàéòè ïàðó ôóíêöèé (v, f) ∈W2×L2(0, T, V ∗), óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ îïåðàòîðíîìó âêëþ÷åíèþ

v′(t) +D(v)−Kδ(v) = f ∈ Ψ(v) (6)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v(0) = v0. Çäåñü îïåðàòîð Kδ : V → V ∗, δ > 0, äëÿ ôóíêöèé v ∈ V è
ϕ ∈ V çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

〈Kδ(v), ϕ〉 =

∫
Ω

n∑
i,j=1

vivj
1 + δ|v|2

∂ϕj
∂xi

dx, ãäå |v|2 =
n∑
i=1

vivi.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 îïåðàòîð Kδ : W2 → L2(0, T ;V ∗) êîìïàêòåí è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖Kδ(v)‖L2(0,T ;V ∗) 6 C5/δ (7)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C5, íå çàâèñÿùåé îò v.
Ïîñëå ÷åãî íà îñíîâå àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé è òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Äëÿ
ýòîãî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

L(v)−Kδ(v) ∈ Ψ(v),
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ãäå L : W2 → L2(0, T ;V ∗)×H, L(v) = (v′+D(v), v|t=0); Kδ : W2 ⊂ L2(0, T ;V )→ L2(0, T ;V ∗)×
×H, Kδ(v) = (Kδ(v), 0); Ψ : W2 → L2(0, T ;V ∗)×H, Ψ(v) = (Ψ(v), v0).

Ëåììà 3. Íåëèíåéíûé îïåðàòîð L : W2 → L2(0, T ;V ∗) × H êîððåêòíî îïðåäåë¼í, îáðà-
òèì, è äëÿ ëþáûõ v ∈W2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖v‖W2 6 C6‖L(v)‖L2(0,T ;V ∗)×H . (8)

Êðîìå òîãî, îáðàòíûé îïåðàòîð L−1 : L2(0, T ;V ∗)×H →W2 íåïðåðûâåí.
Èç ïîñëåäíåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî èçó÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî èññëåäî-

âàíèþ çàäà÷è î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñëåäóþùåãî âêëþ÷åíèÿ:

v ∈ F (v), (9)

ãäå F : W2 →W2 è F (v) = L−1(Kδ(v) + Ψ(v)).
Òåîðåìà 3. Îïåðàòîðíîå âêëþ÷åíèå (9) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå v ∈W2.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ âêëþ÷åíèé:

v ∈ G(v), ãäå G(v) = L−1(λKδ(v) + λΨ(v)). Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ñåìåéñòâî ñîâïàäàåò ñ
èçó÷àåìîé çàäà÷åé (9) ïðè λ = 1.

Óñòàíîâèì àïðèîðíóþ îöåíêó ðåøåíèé äëÿ âêëþ÷åíèÿ v ∈ G(v). Åñëè v ∈ W2 � ðåøåíèå
îäíîãî èç âêëþ÷åíèé ñåìåéñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, òî â ñèëó îöåíîê (7) è (8) è óñëîâèé
(Ψ1)�(Ψ4) èìååì

‖v‖W2 6 C7(‖Kδ(v)‖L2(0,T ;V ∗) + ‖f‖L2(0,T ;V ∗) + ‖v0‖H) 6 C7(C5/δ + C8 + ‖v0‖H).

Âûáåðåì R > C7(C5/δ + C8 + ‖v0‖H), òîãäà íè îäíî ðåøåíèå ñåìåéñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ
çàäà÷ íå ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå øàðà BR ⊂ W2. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå G : W2 × [0, 1] → W2

îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé íà BR. Ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãè÷åñêàÿ
ñòåïåíü deg (G, B̄R, 0) îïðåäåëåíà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ λ ∈ [0, 1] (ñì. [15, ãë. 3]). Â ñèëó
ñâîéñòâà ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñòåïåíè èìååì deg (F, B̄R, 0) = deg (I, B̄R, 0) = 1.
Îòëè÷èå îò íóëÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ F îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî
âêëþ÷åíèÿ (9), a ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ vδ ∈W2, δ > 0, îïåðàòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ (9) ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

max
t∈[0,T ]

‖vδ(t)‖H + ‖vδ‖L2(0,T ;V ) 6 C9(‖f‖L2(0,T ;V ∗) + ‖vδ0‖H), (10)

‖v′δ‖L1(0,T ;V ∗) 6 C10(1 + ‖f‖L2(0,T ;V ∗) + ‖vδ0‖H)2 (11)

ñ êîíñòàíòàìè C9 è C10, íå çàâèñÿùèìè îò δ.
È, íàêîíåö, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ê ðåøåíèþ èñõîä-
íîãî îïåðàòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ.

Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {δl}∞l=1, δl →
→ 0. Äëÿ êàæäîãî δl èçâåñòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à èìååò ïî êðàé-
íåé ìåðå îäíî ðåøåíèå vl ∈W2. Âñëåäñòâèå îöåíîê (10) è (11), íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ðàññóæ-
äåíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî vl ⇀ v∗ ñëàáî â L2(0, T ;V ), vl ⇀ *� ñëàáî â L∞(0, T ;H), vl → v∗ ñèëüíî
â L2(QT ), vl → v∗ ïî÷òè âñþäó QT , v′l ⇀ v′∗ â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé. Òàê êàê îïåðàòîð D
ñëàáî íåïðåðûâåí, òî áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî D(vl) ⇀ D(v∗) ñëàáî â L2(0, T ;V ∗), à ñëåäîâàòåëü-
íî, â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â V ∗. Â ñèëó ëåììû 5.3 èç ãë. 5 ìîíîãðàôèè [16]
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñõîäèìîñòü: Kδl(vl) 99K K(v∗) â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêè (10), (11) è óñëîâèÿ (Ψ1)�(Ψ4), áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò f∗ ∈ L2(0, T ;V ∗) òàêîå, ÷òî fl → f∗ ∈ Ψ(v∗) ïðè l →
→∞. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ â êàæäîì èç ÷ëåíîâ ðàâåíñòâà

v′l +D(vl)−Kδl(vl) = fl ∈ Ψ(vl)

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 1 2021



ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ Ñ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÑÂßÇÜÞ 139

ê ïðåäåëó ïðè l→∞, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåëüíûå ôóíêöèè (v∗, f∗) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

v′∗ +D(v∗)−K(v∗) = f∗ ∈ Ψ(v∗),

à ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè l→∞ â íà÷àëüíîì óñëîâèè vl(0) = v0, çàêëþ÷àåì, ÷òî v∗ óäîâëå-
òâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v∗(0) = v0.

Ñëåäîâàòåëüíî, (v∗, f∗) � ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (1)�(3).
Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê v∗ ∈ L2(0, T ;V )

⋂
L∞(0, T ;H), òî èç ðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

v′∗ ∈ L1(0, T ;V ∗).
Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ìíîæåñòâå

ðåøåíèé íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, äàþùåå ìèíèìóì çàäàííîìó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà
(èìåííî ïîýòîìó äàííûé âèä çàäà÷ íàçûâàþò çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì
æèäêîñòè ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ).

Èññëåäîâàíèÿ Çâÿãèíà Â.Ã. âûïîëíåíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò FZGU-2020-0035) è Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 20-01-00051). Èññëåäîâàíèÿ Çâÿãèíà À.Â. âûïîëíåíû
ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 19-
31-60014).
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è òèïà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà. Ïóñòü îáëàñòü D ñîäåðæèò òî÷êó
z = 0 è îêðóæíîñòü L = {z : |z| = R} è îãðàíè÷åíà ïðîñòûì ëÿïóíîâñêèì êîíòóðîì Γ, îðè-
åíòèðîâàííûì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Îáîçíà÷èì D0 = D \ ({0}

⋃
L) è Dε = D \ (d0ε

⋃
d1ε)

ñ ìàëûì ε > 0, ãäå d0ε = {z : |z| < ε} è d1ε = {z : R − ε < |z| < R + ε}. Â îáëàñòè D0

ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
∂u

∂z̄
− p(z) a(z)

||z| −R|n
u+

b(z)

|z|m
u = f(z), (1.1)

ãäå 2∂z = ∂x+ i∂y, u(z) = u1(x, y) + iu2(x, y), íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü p(z) = p0(z)|p0(z)|−1,

p0(z) = z(|z|−R). Êîýôôèöèåíòû a, b ïðèíàäëåæàò êëàññó C(D), à ïðàâàÿ ÷àñòü f � êëàññó
Lp(D), p > 2, ãäå n > 1, 0 < m < 1.

Èññëåäîâàíèþ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ñ êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèìè îñîáåííîñòè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå èëè ëèíèè, ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1�8] è äð.

Ïîä îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u ∈ C(D\({0}
⋃
L)),

èìåþùàÿ ïåðâóþ îáîáù¼ííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî z, ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó Lp(Dε) äëÿ ëþáîãî
ε > 0, è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óðàâíåíèþ ïî÷òè âñþäó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ îáîáù¼ííîé ñèñòåìû òèïà Êîøè�Ðèìàíà (1.1), êîýôôèöèåíòû
êîòîðîé äîïóñêàþò ñèëüíóþ îñîáåííîñòü íà îêðóæíîñòè L è ñëàáóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå
z = 0, èññëåäîâàíà çàäà÷à òèïà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà.

Çàäà÷à R. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) â êëàññå

u, ea(R)/||z|−R|n−1
u ∈ Cµ(D), 0 < µ < 1− 2/p, (1.2)

òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷à òèïà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà:

ReGea(R)/||z|−R|n−1
u|Γ = g, (1.3)

ãäå ôóíêöèè G, g çàäàíû è ïðèíàäëåæàò êëàññó Cν(Γ), ïðè÷¼ì G âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ.
2. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ

(1.1) ñ b = 0, ò.å. óðàâíåíèå
uz̄ −Au = f, (2.1)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæåíî A(z) = p(z)(||z| − R|n)−1a(z), a(z) ∈ C(D). Â äàííîì ñëó÷àå
êîýôôèöèåíò A îãðàíè÷åí â íà÷àëå êîîðäèíàò è èìååò ñèëüíóþ íåïîäâèæíóþ îñîáåííîñòü
íà îêðóæíîñòè L.

Â ïðåäñòàâëåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ è â åãî îïèñàíèè ñóùåñòâåííóþ
ðîëü èãðàåò èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Âåêóà [9, ñ. 31]

(Tf)(z) = − 1

π

∫
D

f(ζ) d2ζ

ζ − z

140



ÇÀÄÀ×È ÒÈÏÀ ÃÈËÜÁÅÐÒÀ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎØÈ�ÐÈÌÀÍÀ 141

ñ ïëîòíîñòüþ f ∈ Lp(D), p > 2. Çäåñü è íèæå ÷åðåç d2ζ îáîçíà÷àåòñÿ ýëåìåíò ïëîùàäè.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòîò îïåðàòîð T : Lp(D)→W 1,p(D) îãðàíè÷åí è èìååò ìåñòî âëîæåíèå
W 1,p(D) ⊂ Cα(D) ñ ïîêàçàòåëåì Ã¼ëüäåðà α = (p−2)/p. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò îïåðàòîð êîìïàêòåí
â ïðîñòðàíñòâå Lp(D), p > 2.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîãî êîýôôèöèåíòà A èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Âåêóà òàêæå ìîæ-
íî ïðèìåíèòü ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíî íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ω′z̄ = A â îáëàñòè
D0, ãäå

Ω(z) = lim
ε→0

(TεA)(z), z 6= L.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà [10] îïèñûâàåò îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ω′z̄ = A â îáëàñòè D0.
Ëåììà 1. Â ïðåäïîëîæåíèè

A0(z) = p(z)(a(z)− a(R))(||z| −R|n)−1 ∈ Lp(D), n > 1, (2.2)

ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë Ω(z) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèì â âèäå

Ω(z) = − 2a(R)

(n− 1)||z| −R|n−1
+ h(z),

ãäå h(z) ∈ H(D) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

h(z) = (TA0)(z) +
1

πi

a(R)

(n− 1)

∫
Γ

1

|ρ−R|n−1

dζ

ζ − z
.

C ïîìîùüþ ýòîé ëåììû ïî îáû÷íîé ïðîöåäóðå [9, ñ. 31] íåïîñðåäñòâåííî ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ, ïîëó÷åííîìó â ðàáîòå [8].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2.2) è Re a(R) > 0, à òàêæå e−Ωf ∈ Lp(D). Òîãäà
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) â êëàññå C(D\L) äà¼òñÿ ôîðìóëîé

u = eΩ[φ+ T (e−Ωf)],

ãäå ôóíêöèÿ φ ∈ C(D\L) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè C(D\L).
Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

u = O(1)e−2a(R)/||z|−R|n−1
ïðè |z| → R.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû a(z) è b(z) îòëè÷íû îò íóëÿ äëÿ ëþáîãî
z ∈ D. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü D ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ñîñòîèò èç
äâóõ íåïîäâèæíûõ îñîáåííîñòåé: òî÷êà z = 0 è îêðóæíîñòü L. Èñïîëüçóÿ îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.1), ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

V + T (BV ) = φ+ F, (2.3)

â êîòîðîì V = e−Ωu, B = |z|−mb(z)e−2i Im Ω, F = T (e−Ωf), ïðè÷¼ì âèä ôóíêöèè Ω óêàçàí
â ëåììå 1. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñèíãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïîäîáíîå óðàâíåíèå âîçíèêà-
ëî ó È.Í. Âåêóà, êîòîðûé äëÿ åãî îáðàùåíèÿ ïðåäëîæèë [9, ñ. 28] ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé. Îäíàêî ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíò b ïî
ìîäóëþ äîñòàòî÷íî ìàë. Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå ðåçîëüâåíòó
ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.3) ïðåäâàðèòåëüíî èçó÷èì äåéñòâèå â ðàç-
ëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà âèäà

(T0ϕ)(z) =

∫
D

ϕ(ζ) d2ζ

|ζ|α0 |ζ − z|α1
, z ∈ D,

ñ ïîëîæèòåëüíûìè αj , j = 1, 2 [8].
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Ëåììà 2. Ïóñòü ïîñòîÿííûå α0, α1, p, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

0 < α0 < 1 6 α1 < 2, α0 + 2α1 < 3, p > 2/(3− α0 − 2α1), (2.4)

òàêîâû, ÷òî
0 < µ0 = 3− α0 − 2α1 − 2/p < 1. (2.5)

Òîãäà îïåðàòîð T0 : Lp(D)→ Cµ(D) îãðàíè÷åí.
Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, â ïðåäñòàâëåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (1.1) âàæíóþ

ðîëü èãðàåò âåùåñòâåííûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(Kϕ)(z) =
1

π

∫
D

b1(ζ)

|ζ|m(ζ − z)
ϕ(ζ) d2ζ, z ∈ D,

è ñâÿçàííîå ñ íèì óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ϕ+Kϕ = f.
Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.4) è (2.5) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(a) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ϕ+Kϕ = 0 â êëàññå C(D) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûõ (íàä ïîëåì R) ðåøåíèé ϕ1, . . . , ϕn ∈ H(G), è ñóùåñòâóþò òàêèå ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûå ñóììèðóåìûå ôóíêöèè h1, . . . , hn ∈ L(D), ÷òî óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

Re

∫
D

f(ζ)hj(ζ) d2ζ = 0, 1 6 j 6 n, (2.6)

íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ϕ+Kϕ = f ;
(b) äëÿ çàäàííîãî 1 < α1 < 2, êîòîðîå ïî îòíîøåíèþ ê α0 = m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(2.4), íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè P1(z, ζ), P2(z, ζ) ∈ C(D × D), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
(2.6) ôóíêöèÿ

ϕ(z) = f(z) + (Pf)(z), (Pf)(z) =
1

π

∫
D

[P1(z, ζ)f(ζ) + P2(z, ζ)f(ζ)] d2ζ

|ζ|m|ζ − z|α1
, (2.7)

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ϕ+Kϕ = f ;
(c) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 îïåðàòîð P : C(D)→ Cε(D) îãðàíè÷åí.
Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (2.3) ñ ÿäðîì B = |z|−mb(z)e−2i Im Ω, à òàêæå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

φ+ F, ãäå F = T (e−Ωf).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(D, eΩ) êëàññ ôóíêöèé u, äëÿ êîòîðûõ e−Ωu ∈ H(D). Àíàëîãè÷íûé

ñìûñë èìååò è âåñîâîé êëàññ Lp(D, eΩ).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü n > 1, 0 < m < 1, âûáðàíî 1 < α < (3 −m)/2 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

òåîðåìû 1. Ïóñòü e−ΩF ∈ Lp(D), p > 2, òàê ÷òî ôóíêöèÿ F ∈ H(D). Òîãäà â îáîçíà÷åíèÿõ
òåîðåìû 2 ëþáîå ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (1.1) â êëàññå u ∈ H(D, eΩ) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u = eΩ

[
φ+ Pφ+ F + PF +

n∑
j=1

ξjϕj

]
(2.8)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ξj ∈ R, ãäå èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð P îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.7), à

ôóíêöèÿ φ(z) ∈ H(D) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Re

∫
D

(φ+ F )(ζ)hj(ζ) d2ζ = 0, 1 6 j 6 n. (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1�3 ïðèâåäåíû â [8].
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3. Ðåøåíèå çàäà÷è òèïà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà. Ìû íå ïðèâîäèì õîðîøî èçâåñòíûå ðå-
çóëüòàòû (ñì., íàïðèìåð, [11, 12]) îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàâàåìîé óñëîâèåì

ReGφ|Γ = g,

ãäå ôóíêöèÿ G ∈ Cν(Γ) âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ.
Ïóñòü êîíòóð Γ ïðèíàäëåæèò êëàññó C1,ν è ôóíêöèÿ ζ = α(z) îñóùåñòâëÿåò êîíôîðì-

íîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã |ζ| < 1. Òîãäà ïî òåîðåìå Êåëëîãà [13] ýòà
ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó C1,ν(D). Ñ÷èòàÿ êîíòóð Γ îðèåíòèðîâàííûì ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, ââåä¼ì èíäåêñ Êîøè

κ =
1

2π
argG|Γ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 2, 3 è F ∈ Lp(D, eΩ), p > 2. Òîãäà çàäà÷à
R ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâîé â êëàññå H(D, eΩ) è å¼ èíäåêñ ðàâåí 1− 2κ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-
øåíèé, íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà ïðè âûïîëíåíèè m′ óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè íà ïðà-
âóþ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1.1) è ïðàâîé ÷àñòè g çàäà÷è R, ïðè÷¼ì m−m′ = 1− 2κ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.8) â óñëîâèå (1.3), äëÿ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè φ âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (2.9) ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó

ReG0(φ+Rφ)|Γ +
n∑
1

ξjRe (G0ϕj)|Γ = g0 (3.1)

ñ êîýôôèöèåíòîì G0 = λeh|Γ è ïðàâûìè ÷àñòÿìè

g0 = g − Re [G0(F + PF )]|Γ.

Íåèçâåñòíûìè â ýòîé çàäà÷å íàðÿäó ñ ôóíêöèåé φ ÿâëÿþòñÿ è âåùåñòâåííûå ÷èñëà ξj .
Ñîîòíîøåíèÿ (3.1) çàïèøåì â ñëåäóþùåì îïåðàòîðíîì âèäå:

R0φ+ P 0φ+

n∑
1

ξjϕ
0
j = g0,

Re

∫
D

φ(ζ)hj(ζ) d2ζ = ηj , 1 6 j 6 n, (3.2)

ãäå ïîëîæåíî
R0φ = ReG0φ|Γ, P 0φ = ReG0(Pφ)|Γ, ϕ0

j = ReG0ϕj |Γ,

g0 = g0, ηj = −Re

∫
D

F (ζ)hj(ζ) d2ζ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé φ, êîòîðûå àíàëèòè÷íû â D è ïðè-
íàäëåæàò êëàññó Cµ(D). ×åðåç Y 0 îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé èç
êëàññà Cµ(Γ). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì µ îïåðàòîð R0 : X → Y 0 îãðàíè÷åí, à ñ ó÷¼òîì
òåîðåìû 2 îïåðàòîð P 0 : X → Y 0 êîìïàêòåí. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, îïåðàòîð R0 : X →
→ Y 0 ôðåäãîëüìîâ è åãî èíäåêñ ðàâåí 1 − 2κ, ïîýòîìó íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ñâîéñòâ
(ñì. [14, ñ. 122; 15]) ôðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ ýòî æå âåðíî è äëÿ îïåðàòîðà N = (R0 +P 0).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàòîð ñèñòåìû (3.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
Ñ : X × Rn → Y 0 × Rn, ãëàâíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ N. Ïîýòîìó (ñì. [14, ñ. 122; 15])
îïåðàòîð Ñ òàêæå ôðåäãîëüìîâ è åãî èíäåêñ ind Ñ = indN = 1− 2κ. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü [12,
ñ. 134, 334], ÷òî ñèñòåìà (3.2) ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé çàäà÷å R. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü À.Ï. Ñîëäàòîâó çà öåííûå ñîâåòû.
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