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Мы оценили вклад двойных звезд в дисперсию скоростей внутри ОВ-ассоциаций, вычисленную c
использованием собственных движений Gaia DR2. Наибольший вклад в дисперсию скоростей дают
двойные звезды с периодом  года, компоненты которых смещаются на расстояние, близкое
к диаметру системы за время наблюдений Gaia DR2. Движение фотоцентра двойной системы ис-
следовалось двумя методами: один основан на вычислении смещения между первым и последним
наблюдательными периодами Gaia DR2, а другой – на решении  уравнений, определяющих сме-
щение в момент времени . Первый и второй методы дают очень близкие значения , равные со-
ответственно 0.90 и 0.87 км/с. Учет эллиптичности орбит двойных звезд вызывает небольшое
уменьшение . Предполагая, что эксцентриситеты орбит двойных массивных систем распределе-
ны равномерно на интервале , мы получили среднее по эксцентриситету значение

 км/с. Выбор значения  в степеннóм законе распределения числа двойных систем 
от отношения масс компонентов  мало влияет на величину . Изменение показателя 
от 0 (постоянное распределение) до  (преобладание систем с маломассивными компонентами)
приводит к изменению  от 0.90 до 1.07 км/с. Статья основана на докладе, сделанном на конфе-
ренции “Астрометрия вчера, сегодня, завтра” (ГАИШ МГУ, 14–16 октября 2019 г.).

DOI: 10.31857/S0004629920330014

1. ВВЕДЕНИЕ
Второй промежуточный релиз данных со спут-

ника Gaia (Gaia DR2) включает высокоточные
определения собственных движений для 1.3 мил-
лиарда звезд, полученных по измерениям поло-
жений в течение 1.8 года [1–3]. Средняя ошибка
определения собственных движений для звезд
ОВ-ассоциаций составляет 0.1 мсд/год1, что на
расстоянии 1 кпк дает неопределенность около
0.5 км/с.

ОВ-ассоциации – это разреженные группи-
ровки звезд спектральных классов О и В [4]. Блаха
и Хамфрис [5] составили каталог звезд высокой
светимости в широкой окрестности Солнца. Их
список включает O–B2 звезды главной последо-
вательности, О–В3 яркие гиганты и сверхгиганты
всех спектральных классов, возраст которых не
превышает 40 млн лет. Блаха и Хамфрис [5] выде-
лили 91 ОВ-ассоциаций, расположенных в

окрестности 3 кпк от Солнца. Из 2209 звезд
ОВ-ассоциаций 2007 (90%) были отождествлены
с каталогом Gaia DR2.

Вычисленная дисперсия скоростей внутри
ОВ-ассоциаций имеет несколько источников:
турбулентные движения внутри гигантских моле-
кулярных облаков, из которых потом рождаются
молодые звезды [6], движения внутри двойных
систем и ошибки определения скоростей.

Существует много доказательств того, что ги-
гантские молекулярные облака находятся в со-
стоянии, близком к вириальному равновесию,
например, [7, 8]. Звезды ОВ-ассоциаций рожда-
ются в турбулентной газовой среде и “наследуют”
ее дисперсию скоростей. Поэтому вириальная
масса ОВ-ассоциаций должна быть примерно
равна массам их родительских молекулярных об-
лаков. Вириальная масса ОВ-ассоциаций опреде-
ляется следующим выражением:

(1)

= .5 9P
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∈ , .[0 0 9]e

σ = .0 81bn γ γ
∼qp q

= 2 1/q M M σbn γ
−2

σbn

1 1 mas (milli arc second) или 1 мсд =  секунды дуги –
единицы измерения угловых расстояний.

−× 31 10

∼

σ= ,
2

vir
5 taM

G

УДК 524.42



92

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 98  № 2  2021

МЕЛЬНИК, ДАМБИС

где  – характерный радиус ОВ-ассоциации и
– одномерная дисперсия турбулентных движе-

ний. Вириальные массы ОВ-ассоциаций из ката-
лога Блаха и Хамфрис [5] лежат в диапазоне

 [9, 10], что в целом согласуется с оцен-
ками масс гигантских молекулярных облаков:

 [11].
Используя собственные движения из каталога

Gaia DR2, мы вычислили дисперсии скоростей
звезд внутри ОВ-ассоциаций в направлении галак-
тической долготы  и широты . Наблюдаемые дис-
персии скоростей  и  были исправлены за
ошибки собственных движений и расстояний:

(2)

где  и  – средние ошибки собственных дви-
жений из каталога Gaia DR2,  и  – средние
собственные движения звезд ассоциации в на-
правлении галактической долготы и широты,  –
расстояние от Солнца до ОВ-ассоциации; коэф-
фициент  [кпк] переводит единицы мсд/год
в км/с. При вычислении скоростей в картинной
плоскости мы использовали среднее расстояние
до ассоциации  и не использовали параллаксы
отдельных звезд. В этом случае средняя ошибка
расстояний примерно равна характерному радиу-
су  ассоциации в картинной плоскости. Среднее
значение дисперсии скоростей, вызванной
ошибками собственных движений Gaia DR2, рав-
но 0.5 км/с. Ошибки в расстояниях до индивиду-
альных звезд (последний член в 2) также создают
дополнительную дисперсию скоростей, среднее
значение которой составляет 0.5 км/с.

Среднее значение одномерной дисперсии ско-
ростей, вычисленное для 28 ОВ-ассоциаций,
включающих более 20 звезд с собственными дви-
жениями  Gaia DR2, составляет  км/с.
Дисперсии скоростей внутри ОВ-ассоциаций
не исправлялись за эффект двойных звезд, ко-
торый по умолчанию принимался малым [10].

Однако доля двойных систем в популяции
ОВ звезд достаточно велика и достигает 30–100%
[12–15]. В настоящей работе мы вычисляем вклад
двойных систем в дисперсию скоростей внутри
ОВ-ассоциаций, моделируя движение компонен-
тов двойной системы.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ
2.1. Смещение фотоцентра двойной системы 

между начальным и финальным периодами 
наблюдений Gaia DR2

Смещение звезды в двойной системе за время
наблюдений Gaia DR2 (  года) приводит к
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возникновению дополнительного собственного
движения и дополнительной скорости, которая
увеличивает дисперсию скоростей внутри ОВ-ас-
социаций.

Давайте рассмотрим двойную систему, компо-
ненты которой вращаются по круговым орбитам
в плоскости небесной сферы с периодом обраще-
ния  (см. рис. 1а). Обозначим главный и вторич-
ный компоненты двойной звезды соответственно
1 и 2. Типичным представителем звезды ОВ-ассо-
циаций в каталоге Блаха и Хамфрис [5] является
звезда с массой 10 , поэтому будем считать, что
главный компонент имеет массу , а
масса вторичного компонента равна :

(3)

Компоненты двойной вращаются вокруг общего
центра масс  по орбитам с радиусами соответ-
ственно  и . Радиус  можно оценить из зако-
на гравитации Ньютона:

(4)

а радиус  вычисляется из следующего соотноше-
ния:

(5)

Смещения  и  компонентов двойной системы
между первым и последним наблюдательными
периодами Gaia DR2 равны:

(6)

(7)

где  – это временнáя база наблюдений Gaia DR2.
Однако проект Gaia DR2 включает много на-

блюдений индивидуальных звезд. Например,
звезды ОВ-ассоциаций наблюдались в среднем в
течение 14 наблюдательных периодов. Наблюда-
тельные периоды (visibility periods) – это интерва-
лы наблюдений, разнесенные друг от друга не ме-
нее, чем на 4 дня [3, 16]. В разделе 2.2 мы рассмот-
рим другой метод, основанный на решении 
уравнений, определяющих смещение  в момент
времени .

Оказалось, что двойные системы с периодом
 года дают максимальный вклад в диспер-

сию скоростей. В этом случае смещение компо-
нентов двойной системы  между пер-
вым и последним наблюдательными периодами
имеет значение, близкое к диаметру системы

, равному  а.е., что на расстоянии
 кпк соответствует углу  мсд. Заметим, что
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медианное значение расстояний от Солнца до
ОВ-ассоциаций из каталога Блаха и Хамфрис [5]
равно  кпк, т.е. медианное значение угла
между компонентами двойной звезды должно
быть в 1.7 раза меньше.

Изображения звезд в фокальной плоскости
спутника Gaia имеют большой размер, что дела-
ется специально для увеличения числа пикселов,
участвующих в построении изображения, и дает
возможность точнее определять положение цен-
тра изображения. Медианное значение полуши-
рины изображения, вычисленное на половине
максимума линейной функции источника (full
width half maximum of the line spread function), со-
ставляет  мсд [17]. Это означает, что компо-
ненты рассмотренной двойной системы должны
быть представлены одним и тем же источником.

= .1 7r

∼100

Таким образом, мы должны рассматривать
смещение фотоцентра двойной системы, а не
движение одного из ее компонентов. В целом вы-
числение эффекта двойных требует учета линей-
ной функции источника, точечной функции ис-
точника и алгоритма определения источника.
Здесь мы не претендуем на полное решение, а де-
лаем приблизительную оценку, полагая, что ли-
нейная функция источника является практиче-
ски плоской вблизи  мсд от положения макси-
мума [17].

Следовательно, световой поток от обоих ком-
понентов двойной системы, полностью, без по-
терь, участвует в построении изображения. Ис-
пользуя соотношение между светимостью звезды

 и ее массой , например, [18]:

(8)

±10

L M

,∼

4L M

Рис. 1. Вклад двойных систем в дисперсию скоростей внутри ОВ-ассоциаций. (a) – Модель двойной системы с ком-
понентами 1 и 2, вращающимися вокруг общего центра масс по круговым орбитам в плоскости небесной сферы с пе-
риодом . Векторы  и  показывают смещение звезд двойной системы за время наблюдений Gaia DR2, равное .
Положение центра масс системы находится в точке . Радиусы орбит звезд 1 и 2 равны соответственно  и . (b) –
Зависимость дополнительной скорости , усредненной по параметру , от . Скорость  – это средний вклад
двойных систем с периодом  в дисперсию скоростей. Максимальное значение скорости  км/с достигается
при периоде обращения  года. (c) – Зависимость функции  (см. (11)) от отношения масс в двойной системе

. Функция  достигает максимума при .
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мы можем записать следующее выражение для
смещения фотоцентра двойной системы:

(9)

Подставляя переменные из (4) (7), получаем:

(10)

где функция  имеет вид:

(11)

Рисунок 1c показывает ход функции , которая
равна нулю при . Действительно, движение
двух одинаковых звезд в картинной плоскости не
приводит к смещению их общего фотоцентра. С
другой стороны, если один компонент очень мал,
то перемещения основного компонента будут ни-
чтожными. Оказалось, что функция  достигает
максимума при .

Движение фотоцентра двойной системы при-
водит к появлению дополнительной скорости,
которая искажает скорость звезды в картинной
плоскости:

(12)

где  – временнáя база наблюдений Gaia DR2.
Рисунок 1b показывает зависимость дополни-
тельной скорости , усредненной по параметру

, от . В целом легко понять зави-
симость скорости  от периода обращения си-
стемы : при малых периодах двойная система
имеет малый диаметр и смещения фотоцентра
малы; чем больше период, тем больше диаметр
системы, но в этом случае скорости движения по
орбите малы и за время наблюдений Gaia DR2
фотоцентр смещается на небольшое расстояние.
Следовательно, существует определенный пери-
од , соответствующий максимальному смеще-
нию . Максимальное смещение  и, следова-
тельно, максимальная скорость  достигаются
при периоде  года. Максимальная ско-
рость имеет значение  км/с. При малых
периодах  скорость  демонстрирует колеба-
ния, а нулевые значения скорости  соот-
ветствуют периодам , где  – целое число,
при которых двойная система делает несколько
полных оборотов за время , что приводит к ну-
левому смещению .

Чтобы оценить вклад двойных звезд  в дис-
персию скоростей внутри ОВ-ассоциаций , мы
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интегрируем  по всем возможным перио-
дам  и отношениям масс :

(13)

где множители  и  характеризуют соответ-
ственно долю двойных звезд и эффекты проек-
ции, а функции  и  учитывают рас-
пределение двойных систем по периодам и по от-
ношению масс компонентов  в них. Здесь мы
принимаем следующие предположения. Доля
двойных систем среди массивных молодых звезд
составляет  [13]. Ансамбль двойных си-
стем ориентирован случайным образом по отно-
шению к лучу зрения, следовательно, квадрат
проекции полной скорости  на случайное на-
правление, например , в среднем составляет

, что дает фактор проекции, равный
. Алдоретта и др. [19] показали, что рас-

пределение массивных двойных звезд по перио-
дам является практически плоским по инкремен-
ту  (так называемый закон Эпика [20, 21]) на
интервале  от –3 до +6. Поэтому мы можем
принять значение  на единицу . Сана
и Эванс [22] нашли, что распределение двойных
систем по отношению масс компонентов  явля-
ется практически плоским на интервале

, поэтому мы можем принять .
Численно интегрируя (13), мы получаем сред-

нее значение вклада двойных звезд в дисперсию
скоростей внутри ОВ-ассоциаций:

(14)

что примерно в два раза превышает значение
 км/с, полученное для временной базы

наблюдений Gaia DR1, равной  = 24 года [23].
Оба значения  являются достаточно малыми
по сравнению с наблюдаемой дисперсией скоро-
стей внутри ОВ-ассоциаций  км/с. Из
(14) видно, что значение  слабо зависит от мас-
сы : при уменьшении массы звезды в 10 раз (c

 до 1 ) значение  уменьшается толь-
ко в  раза.

2.2. Смещение фотоцентра двойной звезды 
с учетом промежуточных наблюдений Gaia DR2

Предположим, что положение фотоцентра
двойной системы измеряется  раз за время на-
блюдений Gaia DR2. Для определенности рас-
смотрим  – среднее число периодов наблю-
дений звезд высокой светимости из каталога Бла-
ха и Хамфрис [5]. Рисунок 2a показывает
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вращение компонентов двойной системы с пери-
одом обращения  года, обеспечивающим
максимальное смещение фотоцентра за время на-
блюдений Gaia DR2. Рисунок 2b демонстрирует
вращение фотоцентра  относительно центра
масс системы . Радиус орбиты фотоцентра ра-
вен:

(15)

Вектор  равен смещению между начальным и
финальным периодами наблюдений. Введем ло-
кальную систему координат: ось  совпадает с на-
правлением вектора , а ось  перпендикулярна
ему. Хорда  показывает смещение фотоцентра C
к моменту времени . Проекции хорды  на на-
правления  и  равны соответственно  и .
Максимальное смещение фотоцентра происхо-
дит вдоль оси , а в перпендикулярном направле-
нии положение фотоцентра отклоняется на вели-
чину  и возвращается в положение, близкое
к исходному. Дополнительные скорости  и  в
направлении осей соответственно  и  вычисля-
ются из решения системы  уравнений:

(16)

Так как мы вычисляем одномерную дисперсию
скоростей  и учитываем эффект проекции с
помощью коэффициента , то нам надо
найти максимально возможное смещение в од-
ном направлении. Это означает, что

(17)

Заметим, что скорость  и дополнительное соб-
ственное движение (см. (32)) вычисляются с
большой ошибкой, что может привести к боль-
шому размеру эллипсоида ошибок (astromet-
ric_sigma5d_max) при определении пяти аст-
рометрических параметров ( , , ,  и ) дан-
ной звезды и их последующей отбраковке [3]. Эта
проблема будет обсуждаться в разделе 2.5.

Рисунок 2c показывает зависимость дополни-
тельной скорости , усредненной по параметру

, от , полученную двумя методами: первый
основан на полном смещении  между на-
чальным и конечным периодами наблюдений
(раздел 2.1), а второй метод включает решение 
уравнений, определяющих проекцию  в момент
времени . Максимальная скорость , вычис-
ленная первым и вторым методом, имеет значе-
ния соответственно 5.4 и 6.0 км/с. Максимальная
скорость , вычисленная вторым методом, име-
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ет большее значение (  км/с), но при малых
периодах, там где происходят колебания, она
принимает меньшие значения, чем скорость, вы-
численная первым методом.

Интегрируя скорость  по инкременту ,
мы получаем средний вклад двойных систем в
дисперсию скоростей, вычисленную с учетом
промежуточных измерений:

(18)

Таким образом, средний вклад двойных си-
стем в дисперсию скоростей внутри ОВ-ассоциа-
ций, вычисленный двумя методами, отличается
только на 3%.

2.3. Эллиптические орбиты

Распределение орбит массивных двойных
звезд по эксцентриситету  зависит от периода:
долгопериодические системы (  лет) имеют
практически равномерное распределение по экс-
центриситету, а короткопериодические системы
(  дней) показывают избыток круговых ор-
бит [13, 15, 24, 25].

Рассмотрим двойную систему с эксцентриси-
тетом орбит  и оценим вклад таких систем
в дисперсию скоростей внутри ОВ-ассоциаций.
Рисунок 3а показывает двойную систему, компо-
ненты которой двигаются по эллиптическим ор-
битам, фокусы которых находятся в центре масс
системы . Точки  и  показывают положения
перицентра и апоцентра орбиты вторичного ком-
понента, углы  и  отсчитываются от перицен-
тра  и соответствуют положению вторичного
компонента в начальный  и конечный  перио-
ды наблюдений Gaia DR2.

Движение материального тела по эллиптиче-
ской орбите описывается законом Кеплера:

(19)

где  – эксцентрическая аномалия, а  – сред-
няя аномалия:

(20)

где  – время прохождения перицентра. Зная экс-
центрическую аномалию , мы легко можем вы-
числить истинную аномалию – угол  между на-
правлением на спутник в момент времени  и на-
правлением на перицентр [26]:

(21)
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Расстояние  от центра масс системы до вторич-
ного компонента в момент времени  определяет-
ся соотношением:

(22)

r
t

−= ,
+ θ

21
1 cos
a er

e

где  – большая полуось орбиты вторичного ком-
понента, которая зависит от периода системы ,
массы основного компонента  и отношения
масс  (см. (4)).

Величина  вычислялась методом последова-
тельных приближений по Денби [27] до точности

a
P

1M
q

E

Рис. 2. a – Двойная система с компонентами  и , вращающимися вокруг центра масс . Положение фотоцентра
в начальный момент отмечено точкой . b – Движение фотоцентра  по окружности радиуса . Положение фото-
центра измеряется  раз за время наблюдений Gaia DR2. Вектор  соединяет положения фотоцентра между началь-
ным и финальным периодами наблюдений. Хорда  показывает смещение фотоцентра к моменту времени , а  и

 – ee проекции соответственно на направление  и на перпендикулярное направление. c – Зависимость дополни-
тельной скорости , усредненной по параметру , от , выведенная двумя методами: один основан на полном
смещении  между начальным и конечным периодами наблюдений (синяя линяя), а другой на решении  уравнений,
определяющих проекцию  в момент времени  (красная линия). Максимальная скорость , вычисленная первым
и вторым методами, имеет значения соответственно 5.4 и 6.0 км/с.
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порядка 10–6 рад. В нулевом приближении E0 =
, и каждое следующее значение равно:

(23)

Время  определяет значение угла  и
радиуса  в начальный период наблюдений Gaia
DR2. Время  соответствует последнему периоду
наблюдений Gaia DR2:

(24)

Для каждого момента времени  вычислялись
значения , углов  и , расстояний  и , а так-
же смещение вторичного компонента:

(25)

Смещение первичного компонента  определя-
ется выражением (7). Зная  и , мы можем най-
ти смещение фотоцентра системы  (см. (9)) и
дополнительную скорость  (см. (12)).

Рисунок 3b показывает зависимость дополни-
тельной скорости , усредненной по парамет-
рам  и  ( ), от , вычисленную для
орбит с эксцентриситетом  (красная кри-
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вая). В этом случае максимальное значение ско-
рости составляет  км/с. Для сравнения
приведена кривая  (показана синим цветом),
полученная для круговых орбит методом, изло-
женным в разделе 2.1. Видно, что предположение
об эллиптичности орбиты немного уменьшает
значение дополнительной скорости .

Средний вклад эллиптических орбит с  в
дисперсию скоростей внутри ОВ-ассоциаций со-
ставляет:

(26)

что примерно на 10% меньше значения 0.90 км/с,
полученного для круговых орбит (см. (14)). Веро-
ятно, это связано с тем, что вторичный компо-
нент проводит большую часть времени вблизи
апоцентра своей орбиты, где вращается с низкой
угловой скоростью, смещаясь на малый угол за
время наблюдений Gaia DR2, и его большое рас-
стояние  от центра масс системы не может ском-
пенсировать низкую угловую скорость.

Оказалось, что изменение эксцентриситета 
орбит двойных звезд от  до 0.9 соответствует
изменению  от  до 0.58 км/с. Предпо-
лагая, что эксцентриситеты орбит двойных мас-
сивных систем распределены равномерно на ин-
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Рис. 3. а – Эллиптические орбиты компонентов 1 и 2 двойной системы представлены соответственно малым и боль-
шим эллипсами. Фокусы орбит и центр масс системы находятся в точке . Точки  и  показывают положения пе-
рицентра и апоцентра орбиты вторичного компонента. Углы  и  отсчитываются от перицентра  и соответствуют
положению вторичного компонента в начальный  и конечный  периоды наблюдений Gaia DR2. b – Зависимость
дополнительной скорости , усредненной по параметрам  и  ( ), от , вычисленная для орбит с экс-
центриситетом  и .
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тервале , мы вычислили среднее значе-
ние  по эксцентриситету:

(27)

которое практически совпадает со значением, по-
лученным для эксцентриситета .

2.4. Другое распределение 

В предыдущих разделах мы предполагали, что
массивные двойные системы распределены рав-
номерно по  на интервале 
[20]. Но есть мнение, что распределение двойных
звезд  смещено в сторону малых значений  и

описывается степенным законом , где 
лежит в диапазоне от –0.5 до –2.4 [15].

Рисунок 4 показывает плотность вероятности
распределения  для значений 
(постоянное распределение), , –1.0, –1.5
и –2.0. Значение константы  выбирается из
условия нормировки:

(28)

Интегрирование  (см. (13)) с функцией 
для показателя  дает значение дисперсии
скоростей :

(29)

которое лишь на 18% больше значения 
= 0.90 км/c, полученного для равномерного рас-
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пределения . В целом выбор показателя  мало
влияет на значение : изменение  от 0 до –2.0
соответствует изменению  в диапазоне 0.90–
1.07. Это связано с тем, что максимальный вклад в
дисперсию скоростей дают системы с , при
котором все рассмотренные функции  имеют
близкие значения (рис. 4).

2.5. Анализ ошибок собственных движений
при движении фотоцентра двойной системы

Максимальный вклад в дисперсию скоростей,
выведенную по данным Gaia DR2, дают двойные
системы с периодом  года. При этом в од-
ном направлении фотоцентр системы двигается
практически линейно, а в другом совершает коле-
бание, не имеющее ничего общего с линейным
движением. В этом разделе мы анализируем
ошибки собственных движений, вызванные не-
линейными движениями.

Рисунок 5 показывает положения фотоцентра
двойной системы в разные моменты времени и
вычисленные по ним собственные движения.
Моменты времени выбирались случайно на вре-
менной базе наблюдений Gaia DR2. Ось  совпа-
дает с вектором , соединяющим положения фо-
тоцентра между начальным и финальным перио-
дами наблюдений, а ось  перпендикулярна оси 
(см. рис. 2b). Для примера выбрана система c пе-
риодом обращения  года, дающая макси-
мальный вклад в смещение фотоцентра. Для
удобства перехода к угловым единицам система
расположена на расстоянии  кпк от Солнца.
Собственные движения фотоцентра  и  вы-

qp γ
σbn γ

σbn

= .0 5q
qp

= .5 9P

x
��

S

y x

= .5 9P

= 1r
μx μy

Рис. 4. Распределения двойных систем по отношению масс : , для  (постоянное распределение),
, 1.0, 1.5 и 2.0.
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числяются из решения системы линейных урав-
нений, определяющих положения фотоцентра на
небесной сфере ( , ) в разные моменты времени:

(30)

где значения , ,  и  даны в единицах мсд, а
собственные движения  и  в единицах мсд/год:

(31)

(32)

Рисунки 5а, b показывают, что смещение фото-
центра по оси x подчиняется линейному закону, а
смещение по оси y описывает дугу, существенно
увеличивая ошибки определения координаты 
и собственного движения . В целом движение
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по дуге предполагает, как минимум, квадратиче-
скую зависимость от времени.

Мы также рассмотрели влияние параллактиче-
ского смещения на выведенные значения соб-
ственных движений. Рисунки 5c, d показывают
движение фотоцентра двойной системы, искажен-
ное параллактическими смещениями. Для удоб-
ства амплитуды параллактических движений
вдоль осей  и  были приняты равными

 мсд.

(33)

Хорошо видно, что наклоны прямых на рис. 5а, c,
а также на рис. 5b, d практически совпадают, что
говорит о малом влиянии параллактического
смещения на вычисленные значения собствен-
ных движений.

Таблица 1 представляет собственные движе-
ния  и  и их ошибки, а также ошибки опреде-
ления координат  и  (сами координаты в на-
шем случае не представляют интереса), выведен-
ные для движения фотоцентра двойной системы с
учетом и без учета параллактического смещения.

x y
= = 1x yP P

= π + ϕ ,
= π + ϕ .

0

0

cos(2 )
sin(2 )

x x n

y y n

p P t
p P t

μx μy

0x 0y

Рис. 5. Положения фотоцентра двойной системы в разные моменты времени (точки) и вычисленные по ним собствен-
ные движения (прямые линии). Ось  совпадает с вектором , соединяющим положения фотоцентра между началь-
ным и финальным периодами наблюдений, а ось  перпендикулярна оси  (см. рис. 2,b). Для примера выбрана систе-
ма c периодом обращения  года, дающая максимальный вклад в смещение фотоцентра. Для удобства перехода
к угловым единицам система расположена на расстоянии  кпк от Солнца. (a, b) – Положения фотоцентра без уче-
та параллактического смещения, c, d – с его учетом. Хорошо видно, что наклоны прямых на рис. (а) и (c), а также на
рис. (b) и (d) практически совпадают, что говорит о малом влиянии параллактического смещения на выведенные зна-
чения собственных движений. Смещения фотоцентра по оси  (а) подчиняются линейному закону, а смещения по оси

 (b) описывают дугу, существенно увеличивая ошибки определения координаты  и собственного движения .
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Видно, что точность определения координаты и
собственного движения по оси  примерно на по-
рядок выше, чем по оси . Так, ошибки определе-
ния значений  и  составляют 0.01 мсд и
0.01 мсд/год, а ошибки определения  и  име-
ют значения 0.1 мсд и 0.1 мсд/год соответственно.

Таким образом, движение фотоцентра рас-
смотренной двойной системы практически не
увеличивает ошибку определения собственного
движения в одном направлении и добавляет до-
полнительную погрешность в 0.1 мсд/год в опре-
деление собственного движения в другом направ-
лении. Средняя точность собственных движений
звезд ОВ-ассоциаций равна 0.1 мсд/год, поэтому
рассмотренная двойная система будет иметь
ошибки собственных движений в диапазоне 0.1–
0.2 мсд/год.

Линдегрен и др. [3] сформулировали три усло-
вия, при которых пятипараметрическое решение,
выведенное по наблюдениям Gaia GR2, не будет
отброшено:

(34)

где .
Для звезд ОВ-ассоциаций средние значения

звездной величины в полосе  и числа наблюда-
тельных периодов равны соответственно 
и . Следовательно, два первых условия
легко выполняются. Третье условие состоит в
том, что пятимерный эквивалент большой полу-
оси позиционного эллипсоида ошибок (astro-
metric_sigma5d_max) не должен превышать
1.2 мсд [3]. Рассмотренные выше нелинейные
движения фотоцентра двойной системы создают
ошибки на уровне 0.1 мсд, что примерно на поря-
док меньше порогового значения 1.2 мсд (см.
(34)). Таким образом, выведенное пятипарамет-
рическое решение для движения фотоцентра
двойной системы не будет отброшено.

Заметим, что двойные системы других перио-
дов создают меньшее смещение фотоцентра и,

x
y

0x μx

0y μy


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≥ 

≤ . ″ × γ 

(1) средняя величина
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ошибок (1 2 мсд) ( ),
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G

. −γ = , 0 2( 18)( ) max[1 10 ]GG

G
= .8 5mG

=vis 14n

следовательно, ошибки, вызванные нелинейны-
ми движениями, также должны быть меньше.

Кроме того, медианное значение расстояния
от Солнца до ОВ-ассоциаций из каталога Блаха и
Хамфрис [5] составляет  кпк и, следова-
тельно, медианное значение ошибок собствен-
ных движений должно быть в 1.7 раза меньше.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы оценили вклад двойных звезд в дисперсию
скоростей внутри ОВ-ассоциаций, вычисленную c
использованием собственных движений Gaia DR2.
Его среднее значение составляет  км/с.
Наибольший вклад в дисперсию скоростей дают
двойные звезды с периодом  года, компо-
ненты которых смещаются на расстояние, близ-
кое к диаметру системы за время наблюдений Ga-
ia DR2. Эти системы имеют диаметр а.е., что
на расстоянии 1 кпк от Солнца соответствует
угловому размеру  мсд. Так как характерный
размер изображений в фокальной плоскости
спутника Gaia составляет 100 мсд, то оба компо-
нента двойной системы формируют единое изоб-
ражение.

Мы исследовали движение фотоцентра двой-
ной системы двумя методами: один метод осно-
ван на вычислении смещения между первым и
последним наблюдательными периодами Gaia
DR2, а другой на решении  уравнений, опреде-
ляющих смещение в момент времени . Так как
звезды ОВ-ассоциаций [5] наблюдались в сред-
нем в течение 14 наблюдательных периодов, то
значение  было принято равным . Первый
и второй метод дали очень близкие значения ,
равные соответственно 0.90 и 0.87 км/с.

Мы рассмотрели влияние эллиптичности ор-
бит компонетов двойных систем на дисперсию
скоростей внутри ОВ-ассоциаций . Оказалось,
что учет эксцентриситета орбит уменьшает значе-
ние  на ~10%. Так, орбиты с эксцентриситетом

 дают значение  км/с. Предпола-
гая, что эксцентриситеты орбит двойных массив-
ных систем распределены равномерно на интер-
вале , мы получили среднее по эксцен-
триситету значение  км/с. Оказалось,
что выбор значения  в степенном законе распре-
деления , где , мало влияет на

= .1 7r

σ = .0 90bn

= .5 9P

∼8

∼8

n
nt

n = 14n
σbn

σbn

σbn

= .0 5e σ = .0 82bn
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Таблица 1. Ошибки координат и собственных движений

, мсд , мсд , мсд/год , мсд/год

 мсд

±ε 0x ±ε 0y μμ ± εx x μμ ± εy y

= = 0x yP P ± .0 012 ± .0 085 . ± .1 248 0 012 − . ± .0 046 0 086
= = 1x yP P ± .0 012 ± .0 085 . ± .1 260 0 009 − . ± .0 077 0 090
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величину . Изменение показателя  от 0 (по-
стоянное распределение) до –2 (преобладание
маломассивных компонентов) приводит к изме-
нению  от 0.90 до 1.07 км/с.

Двойные системы увеличивают ошибки опреде-
ления координат и собственных движений на вели-
чины соответственно  мсд и  мсд/год.
Так как медианное значение расстояния от Солн-
ца до ОВ-ассоциаций равно  кпк, то ошиб-
ки, возникающие вследствие нелинейного дви-
жения фотоцентра, примерно на порядок меньше
порогового значения размера эллипсоида оши-
бок, равного 1.2 мсд, превышение которого при-
водит к отбраковке пятипараметрического реше-
ния, выведенного по данным Gaia DR2. Таким
образом, нелинейные движения фотоцентра
двойных систем в ОВ-ассоциациях не приводят к
критическому увеличению ошибок определения
астрометрических параметров.

Мы показали, что вклад двойных систем в
дисперсию скоростей внутри ОВ-ассоциаций
(  км/с) мал по сравнению с диспер-
сией скоростей, вызванной турбулентным движе-
ниями внутри гигантских молекулярных облаков,

 км/с.

Учет эффекта двойных систем уменьшает зна-
чение дисперсии скоростей, обусловленной тур-
булентными движениями. Ее среднее значение,
вычисленное для 28 ОВ-ассоциаций, уменьшает-
ся с 4.5 до 4.4 км/с, что увеличивает медианную
эффективность звездообразования с 1.2 до 1.3%
(подробнее [10]). Полученное малое значение эф-
фективности звездообразования внутри гигант-
ских молекулярных облаков согласуется с други-
ми оценками [28–30].
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Разработан алгоритм нахождения глобального минимума многомерной функции ошибки при впи-
сывании модельных спектральных карт в наблюдаемые, в котором с помощью метода главных ком-
понент снижается размерность модели, уменьшается степень связанности параметров и определя-
ется область минимума. Для расчета оптимальных значений параметров применяется метод k бли-
жайших соседей. Алгоритм использован для оценки физических параметров плотного
сжимающегося звездообразующего ядра L1287. Проведено вписывание карт в линиях HCO+(1–0),
H13CO+(1–0), HCN(1–0) и H13CN(1–0), рассчитанных в рамках микротурбулентной 1D модели, в
наблюдаемые. Получены оценки физических параметров ядра, включая радиальные профили плот-
ности ( ), турбулентной скорости ( ) и скорости сжатия ( ). Рассчитаны доверитель-
ные интервалы полученных значений параметров. Степенной индекс радиального профиля скоро-
сти сжатия с учетом погрешности его определения ниже по абсолютному значению, чем ожидаемый
в случае коллапса газа на протозвезду в режиме свободного падения. Данный результат может яв-
ляться аргументом в пользу модели глобального сжатия ядра L1287.

DOI: 10.31857/S0004629921010047

1. ВВЕДЕНИЕ
Исследования структуры и кинематики плот-

ных ядер молекулярных облаков дают информа-
цию о начальных условиях и ранних стадиях про-
цесса звездообразования, которая используется в
теоретических моделях. Это является особенно
важным при изучении областей образования мас-
сивных звезд и звездных скоплений, сценарий
эволюции которых в настоящее время только раз-
рабатывается (см., напр., [1, 2]).

Согласно данным наблюдений массивные
звезды ( ) и звездные скопления образуют-
ся в близких к вириальному равновесию плотных
ядрах, находящихся в массивных газо-пылевых
комплексах и сгустках, имеющих форму волокон
(см., напр., [3–7]). Существующие теоретические
модели звездообразования используют различ-
ные предположения о начальном состоянии ядер.
Так, в модели изотермической сферы, применяе-
мой для описания образования изолированных
звезд малой массы [8, 9], предполагается, что ква-
зиравновесное сферическое ядро с профилем

плотности Боннора-Эберта (плоский участок
вблизи центра и близкая к  зависимость в
оболочке) эволюционирует к состоянию с сингу-
лярностью в центре (протозвезда), после чего на-
чинается коллапс, который распространяется из-
нутри наружу (“inside-out”). В модели турбулент-
ного ядра [10], предложенной для описания
образования массивных звезд и звездных скопле-
ний, в качестве начального состояния также рас-
сматривается сфера в гидростатическом равнове-
сии, обладающая сверхзвуковой турбулентно-
стью и профилем плотности  [10, 11].
Профили плотности и скорости в области, где газ
коллапсирует на протозвезду, как в модели изо-
термической сферы, так и в модели турбулентно-
го ядра, имеют вид  и , соответственно.
Как показано в работе [12], данные профили не
зависят от уравнения состояния газа в ядре.

Альтернативная модель глобального иерархи-
ческого коллапса [13] исходит из того, что ядра,
как и родительские облака, являются неравновес-

− .∝ 1 7r − .∝ 0 4r − .∝ 0 1r

�*8 M

−∝ 2r

− /∝ 3 2r

− /∝ 3 2r − /∝ 1 2r

УДК 524.527.7
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ными объектами, находящимися в процессе гло-
бального коллапса еще до формирования прото-
звезды, а наблюдаемая близость их к состоянию
вириального равновесия происходит, в частно-
сти, из-за близости скорости свободного падения
к вириальной. В данной модели, основанной на
классических работах Ларсона и Пенстона [14,
15], после формирования протозвезды профиль
плотности в оболочке имеет вид , а скорость
сжатия не зависит от радиального расстояния
(см., напр., [16, 13]). Вблизи протозвезды, где
происходит коллапс, радиальные профили плот-
ности и скорости сжатия такие же, как и в моде-
лях изотермической сферы и турбулентного ядра.
Таким образом, для того, чтобы сделать выбор
между указанными моделями, информации о
профиле плотности недостаточно, необходимо, в
первую очередь, знать профиль скорости во
внешних областях ядер.

Кинематику ядер оценивают, в основном, по
данным наблюдений в молекулярных линиях.
Наличие систематических скоростей на луче зре-
ния приводит к смещению центров оптически
толстых и тонких линий (см., напр., [17]) и к по-
явлению асимметрии на спектрах оптически тол-
стых линий за счет поглощения излучения внут-
ренних слоев внешними и эффекта Доплера (см.,
напр., [18, 19]). Усредненное значение скорости
сжатия ядра можно оценить в рамках более или
менее простых моделей из наблюдений асиммет-
ричной линии в одной точке (см., напр., [20–23]).
Для оценки радиального профиля систематиче-
ской скорости необходимо проводить вписыва-
ние модельных спектральных карт в наблюдае-
мые, одновременно рассчитывая или задавая
профили других физических параметров.

Методы автоматического вписывания модель-
ных спектральных карт в наблюдаемые в случае
нескольких свободных параметров на сегодняш-
ний день используются редко. Обычно исследо-
ватели сравнивают спектры, наблюдаемые в от-
дельных точках, с модельными, реже спектраль-
ные карты, варьируя один-два параметра и считая
остальные заданными на основании независи-
мых наблюдений, предсказаний теоретических
моделей или результатов предварительных расче-
тов (см., напр., [24–29]). Систематическая ско-
рость сжатия при этом считается либо постоян-
ной, либо используется радиальный профиль

. Сложность нахождения оптимальных зна-
чений при одновременном варьировании не-
скольких параметров связана с тем, что функция
ошибки может иметь более одного локального
минимума, а сами параметры могут коррелиро-
вать друг с другом, что приводит к зависимости от
начальных условий и плохой сходимости. Ис-
пользование специальных методов поиска гло-
бального минимума функции ошибки (напри-

−∝ 2r

− /∝ 1 2r

мер, метода дифференциальной эволюции [30]) в
случае модели с несколькими свободными пара-
метрами может приводить к существенным вы-
числительным затратам.

Для анализа экспериментальных данных в по-
следнее время успешно применяется метод глав-
ных компонент (ГК) [31]. Он предполагает преоб-
разование данных к такому оптимальному бази-
су, линейные связи между базовыми векторами
которого исключены. Это позволяет снизить раз-
мерность рассматриваемых данных. Данный ме-
тод нередко используется для снижения размер-
ности астрономических данных (см., напр., [32] и
ссылки в этой работе), однако его также можно
применить к результатам модельных расчетов,
снизив размерность модели и определив область
значений параметров вблизи минимума функции
ошибки. Точные значения модельных парамет-
ров, соответствующие минимуму функции ошиб-
ки, можно рассчитать с помощью метода регрес-
сии. В частности, весьма удобным для этой цели
представляется метод k ближайших соседей (kБС)
[33]. Он является аналогом метода наименьших
квадратов, но в отличие от последнего позволяет
выбрать из набора моделей те, что соответствуют
данным наблюдений по критерию минимума
квадрата ошибки.

Целью настоящей работы являлась разработка
алгоритма, использующего методы ГК и kБС, для
вписывания модельных спектральных карт в на-
блюдаемые, и применение этого алгоритма для
оценки радиального профиля систематической
скорости и других физических параметров в плот-
ном ядре L1287. В данном объекте формируется
скопление звезд малой и промежуточной масс, а
наблюдаемые профили оптически толстых линий
обладают асимметрией, характер которой указы-
вает на сжатие (см., напр., [34]). Для анализа бы-
ли использованы данные наблюдений в линиях
HCO+(1–0), HCN(1–0), которые являются инди-
каторами газа с высокой плотностью (  см–3

[18]), а также линий изотопов этих молекул. На-
блюдения в различных линиях молекул HCO  и
HCN нередко используются для поиска массив-
ных ядер с систематическими движениями на лу-
че зрения (см., напр., [35–39]). Линия HCN(1–0),
однако, для этих целей используется реже. Она
обладает тремя сверхтонкими компонентами с
различной оптической толщиной и отношения-
ми интенсивностей, отличающимися от случая
локального термодинамического равновесия
(ЛТР), наблюдаемые профили которых могут пе-
рекрываться. Для определения параметров физи-
ческой и кинематической структуры ядер по дан-
ным HCN(1–0) необходимо использовать не-
ЛТР модели (см., напр., [40, 41]). В настоящей ра-
боте для расчета возбуждения HCO , HCN и их

*
510

+

+
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изотопов использовалась 1D микротурбулентная
сферически-симметричная не-ЛТР модель, в ко-
торой физические параметры, включая система-
тическую скорость, являлись функциями рассто-
яния от центра.

Статья состоит из пяти разделов и Приложе-
ния. В разделе 2 представлен алгоритм вписыва-
ния модельных спектральных карт в наблюдае-
мые с помощью методов ГК и kБС. В разделе 3.1
дана сводка наблюдательных данных и физиче-
ских свойств ядра L1287. Применение алгоритма
к данным наблюдений L1287 и результаты оценки
физических параметров приведены в разделе 3.2.
Обсуждение результатов и выводы представлены
в разделах 4 и 5, соответственно. В Приложении
дано описание модели.

2. АЛГОРИТМ ВПИСЫВАНИЯ МОДЕЛЬНЫХ 
СПЕКТРАЛЬНЫХ КАРТ В НАБЛЮДАЕМЫЕ 

С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА ГЛАВНЫХ 
КОМПОНЕНТ

Процесс вписывания модельных спектраль-
ных карт в наблюдаемые с помощью обычных
итеративных методов для оценки физических па-
раметров осложнен тем, что многомерная функ-
ция ошибки (суммарная невязка между наблюда-
емыми и модельными спектрами) может иметь
несколько локальных минимумов, что приводит
к зависимости от начальных значений. Наличие
корреляции между параметрами может при этом
серьезно ухудшать сходимость. Иной подход за-
ключается в том, чтобы заранее рассчитать мно-
жество модельных карт для некоторой сетки мо-
дельных параметров и выбрать из них те, что
близки к наблюдаемым. Сложность данного под-
хода состоит в том, что проведение расчетов для
дискретной -мерной сетки (где  – число пара-
метров), достаточно плотно перекрывающей
пространство вероятных значений, может выхо-
дить за пределы вычислительных возможностей.
Очевидно, однако, что такая сетка избыточна. Ес-
ли значения параметров задавать случайным об-
разом, то рассчитав для них модельные карты,
можно грубо определить область значений, внут-
ри которой находится минимум функции ошиб-
ки. Применив к полученной области некоторое
преобразование, которое минимизирует связи
между параметрами, и отобразив его в новое про-
странство ортогональных векторов, можно сни-
зить размерность, отбросив вектора, которые не-
сут минимальную информацию о параметрах
модели. Заполнив оставшееся пространство век-
торов достаточно плотной сеткой и сделав обрат-
ное преобразование, получаем заполненное про-
странство параметров модели вблизи минимума,
точное значение которого можно найти методом
регрессии. В качестве такого преобразования
можно использовать метод главных компонент

n n

(ГК), который является классическим методом
снижения размерности [31]. Он предполагает на-
хождение такого линейного отображения, в кото-
ром исходное множество параметров будет пред-
ставлено базисом векторов (главных компонент),
корреляции между которыми сведены к миниму-
му.

Описанные общие положения определили ал-
горитм нахождения физических параметров
плотных ядер молекулярных облаков с помощью
вписывания модельных карт молекулярных ли-
ний в наблюдаемые. Алгоритм включал в себя
предварительный анализ данных наблюдений и
определение параметров, которые будут свобод-
ными, снижение размерности и выделение обла-
сти модельных параметров вблизи минимума ме-
тодом ГК, нахождение оптимальных значений
свободных параметров с помощью метода k бли-
жайших соседей (kБС) [33] и определение границ
доверительных областей для каждого из них.
Блок-схема алгоритма представлена на рис. 1.
Оптимальные параметры определялись, исходя
из минимума функции ошибки:

(1)

где  – количество пространственных точек в
карте,  – количество каналов в спектре,  и

 – наблюдаемая и модельная интенсивность в
-м спектральном канале для -й точки на карте,

соответственно,  – среднеквадратичное откло-
нение наблюдаемого спектра в точке , рассчи-
танное по флуктуациям интенсивности вне диа-
пазона линии, ,  – количество пара-
метров модели.

В ходе предварительного анализа определя-
лись координаты центральной точки на карте
(центр ядра) и скорость источника по данным на-
блюдений оптически тонкой линии. Затем с по-
мощью генератора случайных чисел задавалось
множество значений модельных параметров в
достаточно широких диапазонах, рассчитыва-
лись модельные спектральные карты и значения
функции ошибки. Среди данного множества от-
бирались те, что удовлетворяли неравенству:

, где  есть значение
функции ошибки при тех же модельных парамет-
рах, что дают минимальное значение  для дан-
ного множества при добавлении к наблюдаемым
интенсивностям шумов со среднеквадратичным
отклонением, равным . Для полученной вы-
борки параметров рассчитывались матрицы пря-
мого и обратного преобразования в пространство
ГК, число компонент сокращалось, а оставшееся
пространство заполнялось регулярной сеткой.
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Узлы сетки с помощью обратного преобразова-
ния отображались в значения физических пара-
метров.

Выбор достаточного количества компонент
является непростой задачей, поскольку любой
метод снижения размерности приводит к потере
информации. Обзор возможных вариантов ее ре-
шения представлен в Приложении статьи [42] и в
ссылках к этой статье. В использованном нами
линейном методе ГК потеря информации может
проявляться в смещении значений физических
параметров после прямого и обратного преобра-
зования. Количество оставшихся компонент,
определяющее величину потери, выбиралось та-
ким образом, чтобы отношение суммы собствен-
ных векторов матрицы ковариации ГК к сумме
собственных векторов матрицы ковариации фи-
зических параметров отличалось от единицы
(значения в случае тождественного преобразова-
ния) не более, чем на 10%, а смещение в оценке
параметров не приводило к систематическим
ошибкам [42, 43].

Заключительный шаг заключался в расчете
значений физических параметров, соответствую-
щих точному минимуму функции ошибки, и
оценке погрешностей. Для этого был использо-
ван метод kБС [33], ранее применявшийся нами
для оценки физических параметров плотного яд-
ра S255N [44]. Метод kБС аналогичен методу наи-
меньших квадратов, но в отличие от последнего
не подгоняет параметры модели под наблюдае-
мые спектры, а рассчитывает оптимальные значе-
ния параметров из заранее полученных модель-
ных спектров по тому же критерию. Данный ме-
тод позволяет проводить регрессионный анализ
между множеством модельных карт с различны-
ми параметрами и наблюдаемой картой. Таким
образом, среди всех модельных карт находилось k
ближайших к наблюдаемой по критерию мини-
мума среднего значения . В случае, если такойχ2

минимум отсутствовал (  возрастает при увели-
чении k, усреднение по моделям увеличивает
функцию ошибки), требовалась более частая сет-
ка в области главных компонент около предпола-
гаемого минимума. Оптимальным значением па-
раметра  являлось взвешенное на  среднее по k
отобранным реализациям:

(2)

где  и  – значения параметра и функции
ошибки для -й точки в пространстве параметров,
соответственно.

Используя карты объекта в нескольких спек-
тральных линиях с различной оптической толщи-
ной, можно сузить диапазон доверительных зна-
чений, вписывая модельные спектры в эти карты
одновременно. Дополнительными параметрами
модели при этом будут являться относительные
распространенности молекул. Суммарная функ-
ция ошибки для карт в нескольких линиях ( )
имеет следующий вид:

(3)

где ,  – количество про-
странственных точек на карте в -й линии,  –
количество каналов в спектре -й линии,  –
среднеквадратичное отклонение наблюдаемого
спектра в -линии в точке .

Поскольку пространство параметров является
криволинейным, то доверительные области веро-
ятных значений параметров определялись с помо-
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Рис. 1. Блок-схема алгоритма определения параметров при вписывании модельных спектральных карт в наблюдае-
мые.
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щью сечения многомерной функции ошибки ги-
перплоскостью . Расчет  не зависит от
выбора базиса, и его удобно проводить в простран-
стве главных компонент. В качестве порогового
значения было принято ,
значение функции ошибки в случае, когда одна из
главных компонент ( ) принимает значение,
смещенное от оптимального на , а остальные
компоненты варьируются так, чтобы функция
ошибки приняла минимальное значение. В каче-
стве  бралась симметричная оценка погреш-
ности компоненты , представляющая собой
диагональный элемент матрицы, обратной к мат-
рице Гессе,  (см., напр., [45–47]), эле-
мент которой рассчитывался как

(4)

где  – различные главные компоненты.
Производные рассчитывались численно по всему
множеству модельных карт. После оценки поро-
гового значения  строились двумерные проек-
ции функции ошибки и ее сечения гиперплоско-
стью на плоскости различных пар модельных па-
раметров и определялись доверительные области.
Эти области в общем случае являются несиммет-
ричными относительно оптимальных значений
параметров. Пример использования двумерных
проекций функции ошибки для оценки довери-
тельных диапазонов модельных параметров при
анализе карт молекулярных линий в ядре L1287
приведен в разделе 3.2.

3. ОЦЕНКА ФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
ЯДРА L1287

3.1. Наблюдательные проявления L1287
Темное облако L1287 расположено на расстоя-

нии  кпк [48] и имеет форму волокна
длиной  пк. Карта излучения пыли в контину-
уме на длине волны 500 m, полученная на теле-
скопе “Herschel” в направлении L1287 (observa-
tion ID: 1342249229 [49]), приведена на рис. 2
(цвета различных оттенков). В центральной части
облака расположено ядро повышенной плотно-
сти, в котором находится источник IRAS
00338+6312 (  [34]). В ядре также обна-
ружены два объекта типа FU Ori (RNO 1B/1C)
[51–53], а также скопление ИК и радиоисточни-
ков, которые, вероятно, связаны с молодыми
звездными объектами малой и промежуточной
массы [54, 53]. Здесь же обнаружены мазерные
линии молекул воды [55] и метанола [56]. Наблю-
дения в молекулярных линиях [34, 57, 58] показа-
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ли наличие биполярного истечения в направле-
нии на северо-восток и на юго-запад. По данным
наблюдений в линии H13CO+(1–0) в работе [59]
сделан вывод о наличии в центральной части ядра
вращающегося диска радиусом  а.е., вдоль
оси которого направлено биполярное истечение.
По данным интерферометрических наблюдений
внутренняя часть ядра (  пк) сильно фрагмен-
тирована [60, 61]. В работе [61] была предложена
кинематическая модель центральной части ядра
L1287, согласно которой движения газа, направ-
ленные к центру из внешних областей ядра, ста-
новятся неизотропными вблизи центра и перехо-
дят во вращение диска.

Размеры областей излучения ядра L1287 в раз-
личных молекулярных линиях и в континууме ва-
рьируют в диапазоне от нескольких десятых до
одного парсека [34, 62–65], форма областей излу-
чения в целом близка к сферически-симметрич-
ной. Профили оптически толстых линий в ядре
L1287 асимметричны и имеют два пика, разделен-
ные провалом, причем амплитуда голубого пика
на большей части карт выше, чем у красного [25,
34, 62].

Ядро L1287 наблюдалось нами в 2015 г. на ра-
диотелескопе OSO-20m в различных молекуляр-
ных линиях в диапазоне частот ~85–89 ГГц [50].
Угловое разрешение при наблюдениях составля-
ло , что соответствовало линейному разре-
шению  пк. Изолинии интегральной интен-
сивности линии HCO+(1–0), наложенные на
карту “Herschel”, приведены на рис. 2. Наблюдав-
шиеся практически во всей области (  пк)
асимметричные профили HCO+(1–0), HCN(1–0)
и симметричные профили оптически тонких ли-
ний, пики интенсивности которых близки к по-
ложению провалов на профилях оптически тол-
стых линий, по всей вероятности, указывают на
сжатие газа.

3.2. Анализ карт ядра L1287 
в различных молекулярных линиях

Алгоритм, изложенный в разделе 2, был при-
менен для оценки физических параметров ядра
L1287. Для этого проводилось вписывание карт в
линиях HCO (1 0), H13CO+(1–0), HCN(1–0) и
H13CN(1–0), рассчитанных в рамках 1D микро-
турбулентной модели (см. Приложение), в цен-
тральную часть наблюдаемой области с угловым
размером  (  пк). Физические параметры
(плотность, турбулентная и систематическая ско-
рости и кинетическая температура) зависели от
расстояния до центра  по закону: 

, где  есть радиус центрально-
го слоя. Свободными параметрами модели явля-
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лись величины  для радиальных профилей
плотности, турбулентной и систематической ско-
ростей ( , , , соответственно), степенн е
индексы  ( , , ), а также относитель-
ные распространенности молекул ( ), не завися-
щие от радиального расстояния, и внешний ради-
ус ядра .

Профиль кинетической температуры задавал-
ся в виде  и не менялся в
процессе расчетов. При этом кинетическая тем-
пература изменялась в диапазоне от 40 K в цен-
тральном слое до  K на периферии, что в це-
лом соответствует оценкам по данным наблюде-
ний (см., напр., [62, 63, 65, 50]). Хотя температуры
пыли в L1287 по данным наблюдений “Herschel”
составляют  К1 [66], данные интерферо-
метрических наблюдений указывают, что во
внутренних областях ядра L1287 (  пк), где
сильны эффекты фрагментации, кинетическая
температура фрагментов может достигать ~80–
100 K (см. [60]). Таким образом, в расчетах значе-
ние 40 К было принято в качестве усредненного
значения кинетической температуры в централь-
ном слое, радиус которого ( ) задавался равным

 см (  а.е.).
Значения лучевой скорости и координат цен-

тра ядра были оценены по линии H13CO+(1–0).

1 http://www.astro.cardiff.ac.uk/research/ViaLactea/

0P
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.= + 0 3
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−∼15 24

.&0 1
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Далее для поиска минимума функции ошибки
была использована карта в линии HCO+(1–0).
С помощью генератора случайных чисел был со-
здан массив из 6000 значений, которые были слу-
чайно и равновероятно распределены в следую-
щих диапазонах восьми параметров:  – от 
до  см–3,  – от 1.3 до 2.5,  – от 1.4 до
7.5 км/с,  – от 0.1 до 0.7,  – от –1.3 до
‒0.2 км/с,  – от –0.2 до 0.4, (HCO+) – от

 до ,  от  до  см. Хотя пред-
полагалось, что данные диапазоны заведомо
включают в себя оптимальные значения парамет-
ров для ядра L1287, их границы не являлись жест-
кими и могли быть расширены при обратном
преобразовании из пространства ГК.

Для каждого значения массива параметров
рассчитывались карта в линии HCO+ (1–0) и
функция ошибки. В соответствии с принятым
критерием, , из первоначального
множества было отобрано 246 значений. Данного
количества было достаточно для построения ста-
тистики в пространстве главных компонент. Для
этих значений с помощью процедуры из библио-
теки scikit-learn [67] был рассчитан набор главных
компонент. С помощью графика зависимости 
отношения суммы диагональных элементов мат-
рицы ковариации ГК к сумме диагональных
элементов матрицы ковариации физических па-
раметров, от количества компонент было оцене-

0n .6 510
910 αn turbV

αturb sysV
αsys X

− .10 510 −810 maxR .17 710 .19 210

χ ≤ χ σ2 2
min obs(3 )

R

Рис. 2. Карта темного облака L1287 на длине волны 500 m по данным наблюдений на телескопе “Herschel”. Изолинии
интегральной интенсивности линии HCO+(1–0) соответствуют значениям 20 и 50% от максимума (38.6 К км/с) [50].
Звездочкой показан источник IRAS 00338+6312.
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но минимальное количество ГК, необходимое
для представления физических параметров
(рис. 3). Из рис. 3 видно, что 5 главных компо-
нент в достаточной мере представляют 8 физиче-
ских параметров на уровне . Для пяти
главных компонент отличие после обратного
преобразования не превышало 5% от шага сетки
для всех параметров, что не предполагает искаже-
ния дальнейших расчетов и накопления ошибки.
На рис. 3 также показан вклад каждой компонен-
ты в относительную матрицу ковариации ГК.

В пространстве оставшихся пяти главных ком-
понент была построена равномерная 5-мерная
сетка, центр которой находился в точке миниму-
ма функции ошибки, размер сетки соответство-
вал , где  представляет собой средне-
квадратичное отклонение значений -й компо-
ненты, вычисленное по отобранному множеству
точек. Массив значений ГК был пересчитан к
массиву значений физических параметров, для
которых были рассчитаны спектральные карты и
оценены функции ошибки. Из рассчитанных мо-
дельных карт методом kБС было оценено значе-
ние оптимальных физических параметров по дан-
ным HCO (1 0). Варьируя с помощью метода
наименьших квадратов значения относительных
содержаний H CO , HCN и H CN, мы вписали
соответствующие модельные спектральные кар-
ты в наблюдаемые. При этом также происходила

= .0 9R

Δ6 ( )ipc Δ( )ipc
i

+ −

13 + 13

небольшая подгонка параметров в пределах диа-
пазонов погрешностей, рассчитанных по данным
HCO+(1–0). На основе сравнения набора модель-
ных спектральных карт с наблюдаемыми была
оценена общая по четырем линиям функция
ошибки по формуле (3). Полученные модельные
спектры оказались близки к наблюдаемым вплоть
до масштабов  пк, что подтверждало адекват-
ность использованной модели.

На рис. 4 представлен набор проекций 8-мер-
ной функции ошибки на плоскости различных
пар параметров, а также графики зависимости
проекции функции ошибки от каждого из пара-
метров. Из двумерных проекций и графиков сле-
дует, что модель имеет глобальный минимум, и
для каждого параметра можно определить уро-
вень доверительности. Некоторые параметры
коррелируют друг с другом. Отчетливая корреля-
ция наблюдается между  и относительной
концентрацией HCO  (X0), между  и , а также
между турбулентной и систематической скоро-
стями в центральном слое и соответствующими
степенными индексами радиальных профилей
этих величин. Более слабая корреляция суще-
ствует между  и , а также между  и . Точ-
ное положение минимума оценивалось методом
kБС по всем линиям, оно отмечено красным кре-
стиком на двумерных проекциях и красной вер-
тикальной линией на графиках зависимости про-

.∼0 8

maxR
+ αn 0X

αn 0n maxR αn

Рис. 3. График зависимости отношения суммы диагональных элементов матрицы ковариации ГК к сумме диагональ-
ных элементов матрицы ковариации физических параметров от количества компонент (красные крестики). Зелеными
кружками показан вклад в относительную матрицу ковариации ГК отдельной компоненты. Горизонтальная штрихо-
вая линия соответствует уровню отсечки 0.9.
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екций  от отдельных параметров. Доверитель-
ные области были рассчитаны с использованием
сечения функции ошибки гиперплоскостью .
Проекции сечений функции ошибки гиперплос-
костью  представляют собой контуры на
плоскостях пар параметров, им соответствуют го-
ризонтальные линии на графиках (см. рис. 4). До-
верительные области не симметричны относи-
тельно оптимальных значений. Искажения фор-
мы контуров связаны с шумами наблюдений и
дискретностью заполнения пространства пара-
метров. При анализе зависимостей  от отдель-
ных параметров в более широких диапазонах, чем
представлены на рис. 4, обнаружены дополни-
тельные локальные минимумы, значения в кото-
рых, однако, выше значения, соответствующего
глобальному минимуму, а соответствующие зна-
чения параметров существенно расходятся с не-
зависимыми оценками.

Оценки физических параметров ядра L1287,
соответствующие глобальному минимуму функ-
ции ошибки, а также неопределенности этих оце-
нок, соответствующие границам доверительных
диапазонов (рис. 4), приведены в табл. 1. Заме-

χ2

σχ2

σχ2

χ2

тим, что в соответствии с заданным видом ради-
альных профилей значения физических парамет-
ров в центральном слое вдвое ниже соответствую-
щих значений , Vturb и Vsys.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

На рис. 5, 6 показаны спектральные карты
центральной части ядра L1287 (  пк) в линиях
HCO+(1–0), HCN(1–0), H13CO+(1–0) и H13CN(1–0)
с вписанными модельными спектрами, соответ-
ствующими глобальному минимуму функции
ошибки. Асимметрия и провал на наблюдаемых
профилях оптически толстых линий HCO+(1–0) и
HCN(1–0) хорошо воспроизводится моделью.
В центральной и юго-западной частях анализиру-
емой области на спектрах оптически толстых ли-
ний заметно излучение высокоскоростного газа,
которое не учитывалось в модельных расчетах.
Небольшое расхождение между модельными и
наблюдаемыми спектрами на краях рассматрива-
емой области может быть связано с отличием от
сферической симметрии. Диаметр модельного
облака (1.6 пк) превышает наблюдаемые размеры
областей излучения в различных молекулярных

0n

.∼0 4

Рис. 4. Проекции 8-мерной функции ошибки  на плоскости различных пар параметров, рассчитанные по данным
вписывания модельных спектральных карт в линиях HCN(1 0), HCO+(1–0), H13CO+(1–0) и H13CN(1–0) в наблюда-
емые карты в ядре L1287. Над каждым столбцом проекций приведены графики зависимости функции ошибки от от-
дельного параметра. Красные точки на диаграммах и красные вертикальные линии на верхних графиках соответству-
ют глобальному минимуму функции ошибки, полученному из метода kБС. Доверительные области для оптимальных

значений параметров, рассчитанные из сечения функции ошибки гиперплоскостью , показаны голубыми контура-
ми и горизонтальными линиями на двумерных проекциях и одномерных графиках, соответственно.
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линиях, индикаторах плотного газа HCO+(1–0),
HCN(1–0) и NH3(1, 1) (~0.3–0.5 пк) [62, 63, 50],
поскольку включает в себя внешние слои с низ-
кой плотностью, которые обусловливают провал
на профилях оптически толстых линий, погло-
щая излучение от центральных слоев.

Рассчитанные физические параметры ядра с
учетом погрешностей (см. табл. 1) согласуются с
оценками, полученными из данных независимых
наблюдений. Так, модельная лучевая концентра-
ция молекулярного водорода для области радиу-
сом  согласуется со значением, рассчитан-
ным по данным наблюдений пыли на телескопе
“Herschel” [66] (  см–2 и 
× 1023 см–3, соответственно). Масса ядра, рассчи-
танная из модели для области радиусом  пк,
составляет , что с учетом погрешности
( ), связанной, в первую очередь, с погреш-
ностью величины , согласуется со значением
810 , полученным из наблюдений пыли для об-
ласти с близким радиусом [65]. Степенной индекс
радиального профиля плотности  также не
противоречит значению 1.25  0.2, полученному
из наблюдений пыли в континууме [65]. Обе эти
оценки лежат в диапазоне значений степенного
индекса профиля плотности, полученном для вы-
борок плотных ядер, связанных с областями об-
разования массивных звезд и звезд в скоплениях
(см., напр, [65, 68, 69]), однако ниже значения 2,
предсказываемого моделями изотермической
сферы [8] и глобального коллапса [13].

Отношения модельных распространенностей
основных и более редких изотопов

″∼20
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− .. ×3 0 23
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.∼0 6
�∼1200 M

*50%
0n

�M
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− .. 0 1

0 31 7
±

([HCO ]/[H CO ] и [HCN]/[H CN]) в  раза
ниже, чем значение отношения изотопов
[ C]/[ C] , рассчитанное из гелиоцентриче-
ской зависимости этого отношения [70] для

 кпк (L1287). Неопределенности отноше-
ний модельных распространенностей, однако,
достаточно высоки ( ), чтобы делать даль-
нейшие выводы из данного расхождения. Для

+ 13 + 13
∼2

12 13
∼ 58

∼ 9GR

*80%

Таблица 1. Полученные значения физических пара-
метров

Параметр Значение

, см 2.6

1.7

, км/с 5.6

0.44

, км/с –0.66

0.1

, пк 0.8

X(HCO ) 1.0

X(H CO ) 3.7

X(HCN) 2.5

X(H CN) 8.5

× 7
0 10n −3 + .

− .
1 7
1 3

αn + .
− .

0 1
0 3

turbV + .
− .

0 7
1 4

αturb .
− .
0 05

0 13

sysV + .
− .

0 21
0 24

αsys + .
− .

0 08
0 13

maxR + .
− .

0 2
0 25

+ −× 910 + .
− .

0 5
0 4

13 + −× 1110 + .
− .

2 4
2 0

−× 910 + .
− .

1 4
1 1

13 −× 1110 + .
− .

5 3
4 8

Рис. 5. Результаты вписывания модельных спектров HCO+(1–0) (слева) и HCN(1–0) (справа) (плавные красные кри-
вые) в наблюдаемые (гистограммы, черные линии) в центральной части ядра L1287. По оси абсцисс отложены скоро-
сти в диапазоне от –33 до –5 км/с. Точка (0″, 0″) соответствует координатам α(2000) = 00:36:42.2, δ(2000) = +63:28:30.0.
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проверки полученных значений необходимо
сравнение с результатами химического модели-
рования.

Турбулентная скорость достаточно резко пада-
ет с расстоянием от центра (от 2.8 км/с в цен-
тральном слое до  км/с во внешнем), что не-
обходимо для воспроизведения формы провала
на спектрах HCO+(1–0) и HCN(1–0) (сплошная
кривая 1 на рис. 7, правая панель). Скорость сжа-
тия по абсолютной величине слабо убывает с рас-
стоянием от центра (  км/с в центральном
слое и  км/с во внешнем слое) (штриховая
кривая 1 на рис. 7, правая панель). Ее среднее зна-
чение по модельному облаку составляет

 км/с, что не противоречит значению
 км/с, рассчитанному из параметров линии

HCO+(1–0) для точки (60 , 40 ) по формуле двух-
слойной модели [20] (значение, приведенное в
работе [50], является заниженным).

Степенной индекс радиального профиля ско-
рости сжатия, полученный в модельных расчетах
с учетом погрешностей, оказался меньше значе-
ния 0.5 для случая коллапса газа на протозвезду в
режиме свободного падения [8, 10, 13]. В работе
[25] было проведено сравнение данных наблюде-
ний ядра 0038 + 6312 (L1287) в линиях HCO+(1–
0), CS(2–1) и CS(5–4) с результатами расчетов
для модели с профилями плотности и скорости
сжатия  и , соответственно. Хотя ин-
тенсивности и ширины модельных линий оказа-
лись в неплохом согласии с наблюдаемыми в
направлении отдельных позиций с учетом чув-
ствительности и спектрального разрешения ис-
пользованных данных, провал на профиле линий

.∼ 0 6

.∼0 33
.∼0 25

. ± .0 26 0 09
.∼ 0 22

″ ″

− /∝ 3 2r − /∝ 1 2r

HCO+(1–0) не был воспроизведен (см. [25]). Это
связано с различием радиальных профилей ско-
рости, принятых в модели [25], и профилей, полу-
ченных в наших расчетах (рис. 7, правая панель).
На левой панели рис. 7 приведены радиальные
профили плотности и кинетической температуры
для нашей модели и модели [25].

Как показано в модели глобального иерархи-
ческого коллапса (см., напр., [13, 16]), если ядро
глобально неравновесно, в нем будет происхо-
дить сжатие с постоянной скоростью, которое со-
храняется во внешних слоях и после формиро-
вания протозвезды. Для сравнения нами было
проведено вписывание модельных карт в наблю-
даемые для случая, когда степеннóй индекс ради-
ального профиля систематической скорости
имел фиксированное значение 0.5. Соответству-
ющий профиль скорости обозначен индексом 1A
на рис. 7 (правая панель). На рис. 8 приведены на-
блюдаемые линии HCO+(1–0) и HCN(1–0) для
точки (60 , 40 ) вблизи центра ядра и модельные
спектры для значения степеннóго индекса систе-
матической скорости 0.1, соответствующего гло-
бальному минимуму функции ошибки, и для слу-
чая, когда индекс равен 0.5, соответственно. Из
сравнения спектров видно, что модель с индек-
сом 0.1 более точно воспроизводит интенсивно-
сти и ширины асимметричного профиля
HCO+(1–0) и, в особенности, профилей трех
сверхтонких HCN(1–0), чем модель с индексом
0.5. Аналогичный вывод справедлив и для других
точек, хотя в юго-западной части высокоскорост-
ное излучение, связанное с биполярным истече-
нием, сильнее искажает форму спектров (рис. 5),
что затрудняет сравнение моделей. Тот факт, что

″ ″

Рис. 6. Результаты вписывания модельных спектров H13CO+(1–0) (слева) и H13CN(1–0) (справа) (плавные красные
кривые) в наблюдаемые (гистограммы, черные линии) в центральной части ядра L1287. По оси абсцисс отложены ско-
рости в диапазоне от –28.5 до –7 км/с.
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полученное в модели со степенн м индексом
профиля скорости в качестве свободного пара-
метра значение оказалось ниже значения 0.5, мо-
жет указывать на вероятность существования в
ядре неоднородного характера сжатия газа: с по-
стоянной скоростью в протяженной оболочке и с
профилем  в области вблизи центра. Ис-
пользование модели с единым степенн м индек-
сом при этом случае дает взвешенное среднее зна-
чение по всему ядру.

Хотя использованная нами 1D модель с еди-
ными степенн ми индексами радиальных про-
филей физических параметров является доста-

′ы

− /∝ 1 2r
′ы

′ы

точно упрощенной, она позволила, используя
разработанный алгоритм вписывания модельных
спектральных карт в наблюдаемые с помощью
методов ГК и kБС, достаточно хорошо воспро-
извести наблюдаемые спектральные карты в ли-
ниях HCO+(1–0), HCN(1–0), H13CO+(1–0) и
H13CN(1–0) и оценить радиальные профили фи-
зических параметров во внешних областях ядра
L1287 (  пк). Некоторые отличия между мо-
дельными и наблюдаемыми спектрами могут
быть устранены, по-видимому, в рамках более
сложных моделей c составными радиальными
профилями параметров, а также 2D и 3D моде-
лей, позволяющих учесть возможную простран-
ственную неоднородность поля скоростей, вра-

.* 0 1r

Рис. 7. Модельные радиальные профили плотности и кинетической температуры (левая панель), скорости сжатия и
турбулентной скорости (правая панель). Приведены профили, полученные в настоящей работе (1) и использованные
в работе [25] (2). Радиус облака для этой модели принят равным 1.4 пк, что соответствует расстоянию 0.93 кпк до L1287.
Под меткой 1А на правой панели показан профиль скорости сжатия, полученный в модели с фиксированным значе-
нием степенного индекса 0.5.
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(60 , 40 ) для моделей с различными значениями степеннóго индекса радиального профиля скорости сжатия.
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щение и высокоскоростные истечения. Для
уменьшения погрешностей рассчитанных пара-
метров и подтверждения вывода о возможном
глобальном сжатии ядра L1287 необходимы даль-
нейшие наблюдения в молекулярных линиях,
имеющих различную оптическую толщину, с луч-
шим пространственным и спектральным разре-
шением.

Особенностью разработанного алгоритма яв-
ляется то, что он не привязан к конкретной моде-
ли и может быть использован для одновременно-
го анализа спектральных карт с различным про-
странственным разрешением и размерами, а
также для анализа карт в континууме. Основным
ограничением при этом является только вычис-
лительное время, необходимое для построения
необходимой статистики.

5. ВЫВОДЫ

Результаты работы можно суммировать следу-
ющим образом.

1. Разработан алгоритм нахождения глобаль-
ного минимума многомерной функции ошибки и
расчета оптимальных значений параметров при
вписывании модельных спектральных карт в на-
блюдаемые. Алгоритм основан на применении
метода главных компонент к заданной области
параметров, в результате чего снижается размер-
ность модели, уменьшается степень связанности
параметров и определяется область минимума.
Расчет оптимальных значений параметров произ-
водится с помощью метода k ближайших соседей.
Доверительные области для оптимальных значе-
ний параметров определяются с помощью сече-
ния функции ошибки гиперплоскостью, рассчи-
тываемой в пространстве главных компонент, и
ее проекций на различные пары параметров. Ал-
горитм не привязан к определенной модели.

2. С помощью данного алгоритма проведено
вписывание модельных карт в линиях HCO+(1–0),
H13CO+(1–0), HCN(1–0) и H13CN(1–0) в наблю-
даемые карты протозвездного ядра L1287, в кото-
ром происходит формирование молодого звезд-
ного скопления, а характер асимметрии профи-
лей оптически толстых линий указывает на
сжатие. Карты рассчитывались в рамках сфериче-
ски-симметричной 1D модели, в которой физи-
ческие параметры (плотность, турбулентная и си-
стематическая скорости) являются функциями
расстояния от центра. Рассчитаны оптимальные
значения параметров модели и определены их по-
грешности. Получено, что плотность в ядре L1287
убывает с расстоянием от центра, как , а тур-
булентная скорость и скорость сжатия убывают,
как  и , соответственно. Абсолютное зна-
чение степеннóго индекса радиального профиля

− .1 7r

− .0 4r − .0 1r

скорости сжатия с учетом вероятной погрешно-
сти ниже значения 0.5, ожидаемого в случае кол-
лапса газа на протозвезду в режиме свободного
падения, что может указывать на существование
глобального сжатия ядра L1287, предсказываемо-
го в ряде теоретических работ.
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Возбуждение вращательных уровней молекул
HCO+, HCN и их изотопов, а также профили ли-
ний переходов (1–0) рассчитывались в рамках
сферически-симметричной микротурбулентной
модели. Модельное облако представляло собой
набор концентрических слоев, в каждом из кото-
рых определенный физический параметр 
(плотность, кинетическая температура, турбу-
лентная и систематическая скорость) был посто-
янным, меняясь от слоя к слою в соответствии с
зависимостью: , где  есть
расстояние от центра,  – радиус центрального
слоя. Данная функциональная зависимость, яв-
ляющаяся упрощенным видом функции Пламме-
ра, нередко используется в качестве модельного
профиля плотности (см., напр., [22]), позволяя
избежать сингулярности в центре. В нашей моде-
ли данный вид зависимости был использован для
всех параметров. Значения  и  для каждого
параметра варьировались в процессе вписывания
модельных профилей в наблюдаемые. Профиль
кинетической температуры был взят равным

 и не изменялся в ходе рас-
четов. Заметим, что кинетическая температура в
меньшей степени, чем плотность и концентра-
ция, влияет на интенсивности рассчитываемых
линий HCO+(1–0) и HCN(1–0). Турбулентная
скорость являлась параметром, дающим допол-
нительный к тепловому вклад в локальную шири-
ну линий. Относительная молекулярная концен-
трация не зависела от радиального расстояния.
При расчетах возбуждения HCN и H13CN учиты-
валось наличие сверхтонкой структуры враща-
тельного спектра и перекрытие близко располо-
женных сверхтонких компонент [40, 71]. Описа-
ние модели и методики расчета переноса
излучения для случая HCN приведено в приложе-
нии к статье [40]. В использованном нами вари-
анте данной модели толщина слоев увеличива-
лась по степеннóму закону с удалением от центра,
а также добавлен учет радиального профиля си-
стематической скорости, дающей доплеровский

P
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сдвиг локального профиля линии. Для расчетов
бралось 14 слоев. При расчетах использовались
столкновительные вероятности HCO+–H2 [72] и
HCN–H2 с учетом сверхтонкой структуры [73].

Возбуждение вращательных уровней опреде-
ленной молекулы рассчитывалось итеративным
методом, последовательно для одной точки в
каждом слое, радиальное расстояние которой
равно среднему геометрическому от значений
внутреннего и внешнего радиуса слоя, для кото-
рой решалась система уравнений баланса насе-
ленностей, при этом населенности в других слоях
считались неизменными. После достижения
внешнего слоя населенности в каждом слое срав-
нивались со значениями, полученными в преды-
дущей итерации, и процесс повторялся [40]. Для
повышения точности расчета переноса излуче-
ния в движущейся среде каждый слой дополни-
тельно разделялся на десять подслоев, системати-
ческая скорость в которых была различна. Прове-
денное тестовое сравнение результатов расчетов
данной модели с результатами расчетов из работы
[74] для случая молекулы с двумя энергетически-
ми уровнями показало, что рассчитанные значе-
ния населенностей отличаются друг от друга не
более, чем на 0.4% для случая оптической толщи-
ны линии .

Модельный код, написанный на языке Фор-
тран, управлялся с помощью модуля, написанно-
го на языке Python. Модельные спектры рассчи-
тывались для различных прицельных параметров.
С помощью процедуры astropy.convolve_fft [75]
полученные карты поканально сворачивались с
двумерной гауссианой с шириной 40  (ширина
основного луча диаграммы направленности ра-
диотелескопа OSO-20m на частоте  ГГц). Впи-
сывание модельных спектров в наблюдаемые
проводилось с помощью алгоритма, включающе-
го в себя методы ГК и kБС (раздел 2), написанно-
го на языке Python.
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Звезды, близкие к сверхмассивным черным дырам (СМЧД), могут в определенных условиях обра-
зовывать с ними тесные двойные системы, в которых возможны заполнение звездой полости Роша
и интенсивная аккреция вещества звезды на СМЧД. В данной работе исследована эволюция двой-
ных систем типа “звезда + СМЧД” в предположении, что черная дыра аккрецирует главным обра-
зом вещество звезды-спутника. В расчетах учтены все процессы, определяющие эволюцию обыч-
ных двойных систем, а также облучение звезды потоком жесткого излучения, возникающим при ак-
креции ее вещества на СМЧД. Поглощение внешнего потока излучения в оболочке звезды
рассчитывалось с помощью того же формализма, который используется при вычислении непро-
зрачности звездного вещества. Кроме того, в расчетах предполагалось, что если характерное время
обмена массой меньше теплового времени звезды, то обмен между орбитальным угловым моментом
системы и угловым моментом перетекающего на СМЧД вещества не имеет места. Численное моде-
лирование, выполненное нами в предыдущих работах, показало, что в рамках принятых предполо-
жений возможны три типа эволюции рассматриваемой двойной системы, в зависимости от масс
СМЧД и звезды, а также от начального расстояния звезды от СМЧД. Первый тип заканчивается
разрушением звезды. Для маломассивных звезд главной последовательности (ГП) с массами менее

 осуществляется только этот вариант, даже если масса СМЧД сравнительно мала, а начальное
расстояние звезды от СМЧД велико. Для массивных звезд ГП разрушение также имеет место, если
масса СМЧД велика, а начальное расстояние звезды от СМЧД достаточно мало. Второй тип эволю-
ции может осуществляться для массивных звезд ГП, которые в начальный момент располагаются
дальше от СМЧД, чем в первом варианте. В этом случае массивная звезда в ходе эволюционного
расширения заполняет свою полость Роша, после чего наступает этап интенсивного обмена веще-
ством. Характерное свойство эволюции второго типа – увеличение орбитального периода системы
со временем. В результате после этапа интенсивной потери вещества звезда “уходит” под полость
Роша. Остаток звезды в виде белого карлика сохранится и может оказаться в итоге на достаточно
большом расстоянии от СМЧД. Третий тип эволюции может осуществляться для массивных звезд
ГП, находящихся в начальный момент еще дальше от СМЧД, чем во втором варианте, а также для
проэволюционировавших массивных звезд. В этом случае консервативный обмен массой при ин-
тенсивном звездном ветре приводит к тому, что звезда удаляется от СМЧД, вообще не заполняя
свою полость Роша. В данной работе детально исследуется эволюция первого типа, заканчивающа-
яся разрушением звезды. Согласно результатам расчетов,  – максимальная масса звезд, кото-
рые могут разрушиться, – тем больше, чем больше масса СМЧД. Для черных дыр промежуточных
масс, , величина  сравнительно невелика и составляет (2–9) . Для СМЧД с

массой  значение  близко к 25 . Для массивных СМЧД с массами  вели-
чина  превышает 50 . Если масса звезды меньше , то при значении начальной степени
заполнения полости Роша , большем граничного значения , звезда будет разрушена, а при

 она будет удаляться от СМЧД и может избежать разрушения. Для звезды заданной массы
значение  тем меньше, чем больше масса СМЧД. Характер эволюции системы “звезда +
+ СМЧД” перед разрушением звезды зависит от звездной массы. Для звезд с массами  раз-
рушение начинается сразу после заполнения ими полости Роша и соответствующего быстрого уве-
личения темпа потери вещества. Для более массивных звезд после заполнения полости Роша насту-
пает фаза эволюции со сравнительно невысоким темпом потери вещества. При уменьшении боль-
шой полуоси орбиты до определенной величины этот темп быстро возрастает, что приводит к
увеличению степени облучения звезды и к ее разрушению. На начальной фазе разрушения звезды
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скорость потери ею вещества растет тем быстрее, чем больше масса СМЧД, чем меньше начальная
масса звезды, и чем ближе звезда к СМЧД в начальный момент. Характерные времена увеличения

 на три порядка в начале фазы разрушения составляют от нескольких десятков до нескольких ты-
сяч лет, в зависимости от масс звезды и СМЧД.

DOI: 10.31857/S000462992102002X

1. ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время установлено, что в ядрах

всех ярких галактик находятся сверхмассивные
черные дыры (СМЧД), массы которых составля-
ют , а светимости доходят до 
[1–4]. В ядрах шаровых звездных скоплений и в
ядрах карликовых галактик могут располагаться
ЧД промежуточных масс (ЧДПМ) с массами

 [5–7]. В последнее время именно
аккрецирующие ЧДПМ связываются с гиперяр-
кими источниками рентгеновского излучения
HLX (hyperluminous X-ray sources) [8], рентге-
новские светимости которых могут превосходить

эрг/с.
Происхождение СМЧД объясняется различ-

ными причинами. Одна из гипотез связывает их с
очень массивными ЧД звездных масс. На ранних
стадиях эволюции галактик, при малых концен-
трациях тяжелых элементов, массы звезд могут
достигать (100–1000)  [9]. Соответственно, из
них формируются ЧД с массами, достигающими
(100–200) . В дальнейшем их массы могут уве-
личиваться за счет аккреции вещества. По оцен-
кам, в гало нашей Галактики может быть около
100 таких рано сформировавшихся ЧД [10]. Со-
гласно второй гипотезе [11] СМЧД могут быть
продуктами слияния звездных ЧД, которые в ре-
зультате приливного торможения в звездном поле
концентрируются к центральным областям га-
лактик либо шаровых скоплений. Третья гипоте-
за [12] предполагает, что СМЧД и ЧДПМ являют-
ся изначальными (primordial) объектами, фор-
мирующимися на ранних стадиях эволюции
Вселенной.

Наблюдательные данные свидетельствуют о
том, что в ядерной области галактик, т.е. в окрест-
ности их СМЧД, находится большое количество
звезд [13–19]. Наблюдения близких галактик по-
казали, что в их центрах располагаются плотные
звездные скопления с размерами порядка 1 пк и
массами  [19]. О большом количестве
массивных звезд вблизи галактических ядер так-
же свидетельствует высокое обилие тяжелых эле-
ментов в околоквазарной области даже при высо-
ких красных смещениях, т.е. в ядрах даже самых
молодых галактик [13]. Часть этих звезд, вероят-
но, образуется в этой области [20]. Другие звезды
диффундируют к ядру галактик из его окрестно-

стей в результате динамического трения [21], ли-
бо приближаются к СМЧД под действием различ-
ных факторов. Например, такое сближение воз-
можно в результате распада двойных систем при
столкновениях, происходящих в более далеком от
ядра звездном диске и приводящих к выбросу од-
ной из звезд на более близкую к СМЧД орбиту
[22].

В ядре нашей Галактики внутри области с ра-
диусом  пк находится  звезд (включая мо-
лодые массивные звезды, нейтронные звезды и
ЧД звездных масс) [21]. Детальные исследования
самой центральной области этого плотного звезд-
ного скопления показали, что оно состоит из трех
основных компонентов [18]. Первый компонент,
располагающийся в центральной области с ради-
усом менее  пк, состоит из изотропно рас-
пределенных молодых массивных звезд. В основ-
ном это звезды главной последовательности (ГП)
спектрального класса B (они получили название
“S-звезды”). Второй компонент – вращающийся
вокруг СМЧД звездный диск с радиусом более

 пк, содержащий около 20% звезд централь-
ного скопления. Третий – изотропно распреде-
ленные в более отдаленной области молодые мас-
сивные звезды спектральных классов O, B, а
также звезды Вольфа-Райе. Анализ гипотез о про-
исхождении S-звезд [18] позволяет предполо-
жить, что они, в частности, могли попасть в
окрестность СМЧД при распаде тесных двойных
систем (ТДС), приблизившихся к СМЧД и рас-
павшихся вследствие приливного взаимодей-
ствия с ней.

Детальные наблюдения S-звезд позволили вы-
явить несколько объектов, самых близких к цен-
тральной СМЧД нашей Галактики. Звезда S62,
вращающаяся по самой близкой к ней устойчивой
орбите, имеет орбитальный период 9.9 лет, а ее
скорость в перицентре достигает 10% скорости
света [23]. Звезды S2 и S0-102 имеют орбитальные
периоды 16 и 11.2 лет соответственно, большая по-
луось орбиты звезды S2 равна 120 a.e. [24]. Это сви-
детельствует о возможности формирования устой-
чивых (в течение достаточно большого времени)
тесных двойных систем типа “звезда + СМЧД”.

Проблема взаимодействия близких звезд с
СМЧД и ЧДПМ представляет большой интерес и
активно исследуется. С одной стороны, такие
черные дыры могут приливным образом разру-
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шать близкие звезды, проходящие мимо них по
параболическим орбитам и приближающиеся на
критическое расстояние, меньшее ,
где  и  – радиус и масса звезды, а  – масса
СМЧД [25, 26]. С другой стороны, СМЧД могут
образовывать с близкими звездами тесные двой-
ные системы, что подтверждается, как отмечено
выше, результатами наблюдений.

Образование рассматриваемых ТДС возмож-
но, по крайней мере, двумя способами. Первый
их них связан с тем, что процессы, происходящие
в центральных звездных скоплениях, окружаю-
щих СМЧД, могут привести к появлению в самой
близкой окрестности черной дыры звезд с доста-
точно малым угловым моментом [27, 28]. В даль-
нейшем под влиянием приливного воздействия
СМЧД на звезду, а также излучения гравитацион-
ных волн (ИГВ) при движении звезды по орбите,
в принципе, возможно образование тесной пары
“звезда + СМЧД”. В частности, детальные иссле-
дования частоты формирования ТДС, состоящих
из СМЧД с массами  и белого карли-
ка [27, 28], показывают, что образование таких
систем в результате приливного воздействия
СМЧД на близкие компактные звезды является
вполне возможным. Однако, согласно результа-
там этих исследований, темп образования тесных
двойных систем “белый карлик + СМЧД” на не-
сколько порядков меньше, чем темп приливного
разрушения звезд, движущихся вблизи СМЧД по
параболическим орбитам.

Вторая возможность образования рассматри-
ваемых ТДС связана с приближениями к СМЧД
тесных двойных звезд. При этом один из компо-
нентов двойной звезды, обычно более массив-
ный, становится спутником СМЧД, а второй
компонент улетает с большой скоростью, “уно-
ся” энергию связи вновь образованной тесной
двойной системы. Подобные столкновения изу-
чались в целом ряде работ (см., напр., [29]). Одна-
ко необходимо отметить, что если орбита звезды в
образовавшейся двойной системе “звезда +
+ СМЧД” будет иметь малые размеры и большой
эксцентриситет, то в периастре орбиты возможно
разрушение звезды приливными силами СМЧД,
как и в случае близкого прохождения звезды око-
ло СМЧД по параболической орбите. В итоге эво-
люция двойной системы закончится практически
сразу после ее формирования. Однако нельзя ис-
ключать захвата звезды на орбиту с малым экс-
центриситетом либо постепенной циркуляриза-
ции орбиты при уменьшении ее размеров. Именно
такими случаями ограничивается исследование,
выполненное в настоящей работе. В итоге на ка-
чественном уровне можно сделать вывод, что
формирование рассматриваемых в данной работе

/1 3
BH( / )R M M

R M BHM

− �

3 6(10 10 ) M

ТДС возможно, но число таких систем, вероятно,
не слишком велико.

Эволюция тесных двойных систем “звезда +
+ СМЧД” уже исследовалась нами в предыдущих
работах [30–33]. В настоящей работе мы продол-
жаем это исследование с целью более детального
изучения условия разрушения звезд в ходе эволю-
ции такой двойной системы.

Эволюция тесных двойных систем “звезда +
+ СМЧД” изучалась также в целом ряде работ
других авторов. Наиболее детальные исследова-
ния для ЧДПМ массой  и звезд массой (5–
50)  выполнены в работе [34]. Однако эти ис-
следования ограничивались исследованием ста-
дии эволюции, начинающейся с заполнения по-
лости Роша звездами ГП (главной последователь-
ности). Но представляет интерес также случай
(возможно, типичный), когда в начальный мо-
мент звезда еще не заполняет свою полость Роша.
При этом начальная разделенная стадия, на кото-
рой СМЧД аккрецирует звездный ветер звезды-
спутника, имеет большое значение и во многом
определяет дальнейшую эволюцию системы. К
тому же в расчетах [34] не учитывалось облучение
звезды жестким излучением, возникающим при
аккреции на СМЧД, которое может иметь опре-
деляющее значение в целом ряде случаев.

Следует отметить, что результаты подобных
расчетов носят оценочный характер ввиду ряда
остающихся неопределенностей. Одна из них –
возможное наличие газа в области, окружающей
СМЧД. Это обстоятельство может дополнитель-
но повлиять на движение звезды, на потерю ею
углового момента, на скорость приближения к
СМЧД и на степень облучения звезды жестким
излучением СМЧД. В наших расчетах предпола-
гается, что двойная система “звезда + СМЧД” су-
ществует в течение достаточно продолжительно-
го времени, а орбита звезды близка к круговой.
Наличие заметного количества газа в области
движения звезды может способствовать цирку-
ляризации ее орбиты, однако оно же может со-
кратить время существования рассматриваемой
двойной системы за счет торможения движения
звезды. Однако, как показано нами в [31], в этом
случае возникает и противоположный эффект:
наличие дополнительной аккреции газа на
СМЧД увеличивает степень облучения звезды-
донора. В результате усиливается ее звездный ве-
тер, что приводит к дополнительному “отталки-
ванию” звезды от СМЧД. Возможно, этот эффект
в какой-то степени может скомпенсировать вли-
яние торможения звезды в газе, окружающем
СМЧД. Еще одна неопределенность связана с
описанием звездного ветра звезды-донора, кото-
рый играет важную роль в данном исследовании.
Используемая нами формула для скорости поте-
ри вещества звездным ветром, приведенная ни-
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же, конечно, не является универсальной, и лишь
приближенно описывает темп потери массы звез-
дой. В итоге представленные в данной работе рас-
четы эволюции двойной системы “звезда +
+ СМЧД” можно рассматривать лишь как пред-
варительное описание картины взаимодействия
СМЧД со звездами-спутниками. Поэтому в этой
работе мы не ставим задачу определения точных
граничных значений рассматриваемых парамет-
ров для разных типов эволюции системы.

В части 2 настоящей статьи кратко описывает-
ся метод расчета моделей звезд, облучаемых жест-
ким излучением, возникающим при аккреции ве-
щества на СМЧД. Кроме того, излагается метод
расчета эволюции двойной системы “звезда +
+ СМЧД” и обсуждаются основные отличия та-
кой системы от обычных двойных звезд с ком-
пактными аккреторами. В части 3 изложены ре-
зультаты численного моделирования эволюции
двойных систем “звезда + СМЧД”.

2. МЕТОД РАСЧЕТА МОДЕЛЕЙ 
ОБЛУЧАЕМЫХ ЗВЕЗД И РАСЧЕТ 

ЭВОЛЮЦИИ ДВОЙНОЙ СИСТЕМЫ 
“ЗВЕЗДА + СМЧД”

В наших предыдущих работах [30–33] детально
описан метод расчета моделей звезд, облучаемых
жестким излучением, возникающим при аккре-
ции на СМЧД. В них также описываются особен-
ности используемого метода расчета эволюции
двойной системы “звезда + СМЧД” и ее характер-
ные отличия от эволюции тесной двойной систе-
мы с компактным аккретором звездной массы.
Поэтому в данной статье мы ограничимся кратким
изложением этих вопросов.

В расчетах использовалась эволюционная
программа, исходно основанная на эволюцион-
ном коде Пачинского [35] и ориентированная на
исследование эволюции одиночных и двойных
звезд на стадиях горения водорода и гелия. Не-
прозрачность звездного вещества рассчитывалась
по таблицам и формулам, приведенным в [36–
38]. Скорости ядерных реакций были взяты из ра-
боты [39]. Использовалось табличное уравнение
состояния вещества, рассчитанное в работах [40,
41]. Начальный химический состав звезд предпо-
лагался близким к солнечному ( ,

, ). При раcчете конвективных
зон отношение  в теории длины пути переме-
шивания принималось равным 1.8, так как эта ве-
личина соответствует стандартной модели совре-
менного Солнца, полученной с помощью данной
программы.

Поглощение жесткого излучения веществом
оболочки звезды рассчитывалось с помощью того
же формализма, который используется при вы-
числении непрозрачности звездного вещества.

= .0 0 70X
= .0 0 28Y = .0 0 02Z

/ pl H

При этом использовалась процедура, основанная
на работе Подсядловского [42]. Эта процедура
была применена в работе Вилху, Эргмы и Федо-
ровой [43] для моделирования облучения звезды-
донора в двойной системе с компактным аккре-
тором звездной массы.

При расчете модели облучаемой звезды мы ис-
пользовали спектр жесткого излучения из работы
[44] для интервала значений энергии  от 0.4 до
20 кэВ:

(1)

где ,  кэВ. Такой спектр типичен
для массивных рентгеновских тесных двойных
систем звездных масс [44, 42]. При численном
моделировании эволюции звезд, подвергающих-
ся облучению жестким излучением, мы рассчи-
тывали поглощение падающего на звезду излуче-
ния во внешних слоях оболочки звезды в рамках
сферически-симметричного приближения, пред-
полагающего усреднение воздействия этого излу-
чения по всей поверхности звезды. Необходимо
отметить, что использование этого приближения
не является полностью оправданным. В реально-
сти приливное взаимодействие звезды и СМЧД
может привести к синхронизации осевого враще-
ния звезды с орбитальным. При наличии синхро-
низации облучению будет подвергаться только
одна полусфера звезды, обращенная к черной ды-
ре. Качественная оценка влияния использования
сферически-симметричного приближения [33]
показывает, что оно может привести к недооцен-
ке темпа потери массы звездой  на некоторых
фазах эволюции системы. Конечно, данный во-
прос требует отдельного, более детального иссле-
дования.

В качестве одного из граничных условий расче-
та оболочки звезды принимается, что светимость
звезды равна сумме поглощенной в единицу вре-
мени энергии внешнего облучения и собственной
“внутренней” светимости, обусловленной выделе-
нием энергии в ядерных реакциях в недрах звезды
и освобождением тепловой энергии в ходе звезд-
ной эволюции. Поскольку в нашем исследовании
используется программа расчета квазистационар-
ной звездной эволюции, то исследуемый интервал
значений интенсивности падающего на звезду из-
лучения СМЧД не должен превышать эддингто-
новского предела для светимости звезды. Поэтому
при возрастании потока внешнего облучения до
этого предела расчет прекращается ввиду появле-
ния в структуре звезды изменений, приводящих к
динамической неустойчивости ее внешних слоев.

Так же, как в работах [31–33], мы принимали
коэффициент энерговыделения при аккреции на
черную дыру  равным 0.1, т.е. предполагали, что
энергия, выделяющаяся при падении на СМЧД

E
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единицы массы вещества, равна , где  – ско-
рость света. В расчетах предполагалось, что ско-
рость аккреции вещества звезды на СМЧД огра-
ничена эддингтоновским пределом. Отметим, од-
нако, что это предположение не является
полностью обоснованным, поскольку сверхэд-
дингтоновская аккреция на компактные объекты
считается вполне вероятной (см., напр., [34]).

В данном исследовании, как и в работах [31–
33], предполагается, что эволюция тесной двой-
ной системы “звезда + СМЧД” управляется теми
же основными процессами, которые определяют
эволюцию тесных двойных звезд: обмен массой
между компонентами системы при потере веще-
ства донором за счет звездного ветра либо через
точку  (в случае заполнения звездой полости
Роша), потеря углового момента системой вслед-
ствие излучения гравитационных волн, а также
посредством магнитного звездного ветра (МЗВ)
донора (если он имеет достаточно массивную
конвективную оболочку).

Для скорости потери вещества звездой за счет
звездного ветра мы использовали так называе-
мый “радиативный” закон потери массы. Этот
закон предполагает, что основным механизмом
потери вещества одиночными массивными звез-
дами является давление излучения звезды на ве-
щество ее атмосферы, и при этом импульс уходя-
щего от звезды вещества близок (как подтвержда-
ет анализ наблюдаемых скоростей потери массы)
к импульсу излучения звезды [45]:

(2)

где масса , радиус  и светимость звезды  вы-
ражены в солнечных единицах. Коэффициент  –
величина порядка единицы, равная отношению
импульса, уносимого веществом ветра, к импуль-
су, уносимому излучением звезды. Отметим, что

 в этой формуле – полная светимость звезды с
учетом облучения. Для маломассивных звезд та-
кой закон можно рассматривать как верхний пре-
дел для их реального звездного ветра, и его ис-
пользование оправдано тем, что если даже при за-
вышенном звездном ветре звезда не может
избежать разрушения, то она тем более разрушит-
ся при более слабом ветре.

В расчетах учитывалось, что двойная система
“звезда + СМЧД” имеет ряд отличий от обычных
двойных систем с компактным аккретором (чер-
ной дырой звездной массы либо нейтронной
звездой). Рассмотрим основные из них.

1. Существенное отличие системы “звезда +
+ СМЧД” от обычной двойной звезды связано с
усилением роли излучения гравитационных волн
(ИГВ) в эволюции системы. Характерное время

. 20 1c c

1L

− /= − . × β ,�

11 1 23 28 10 ( / ) /годwM L R M M

M R L
β

L

уменьшения большой полуоси системы под дей-
ствием ИГВ в общем случае дается формулой [46]:

(3)

Здесь массы компонентов и полуось орбиты вы-
ражены в солнечных единицах. Для рассматрива-
емых двойных систем в случае заполнения доно-
ром полости Роша эта формула принимает вид:

(4)

Если принять, что донор имеет параметры Солн-
ца, то для обычной двойной звезды с аккретором
солнечной массы  составит приблизительно

 лет, но для аккреторов с массой  и 

это характерное время будет близко к  и  лет
соответственно. Таким образом, роль гравитаци-
онного излучения в эволюции двойных систем
“звезда + СМЧД” может быть определяющей.
При этом влияние ИГВ на эволюцию системы
усиливается с ростом массы СМЧД.

В ходе эволюции рассматриваемых двойных
систем ИГВ, приводящее к уменьшению боль-
шой полуоси орбиты , конкурирует с процессом
обмена веществом между компонентами, дей-
ствующим в направлении увеличения . При
этом свойства этого процесса также отличаются
от обмена в обычных двойных звездах (см. ниже
пп. 2, 3).

2. На разделенной стадии эволюции двойных
систем, когда звезда-донор теряет массу только
посредством звездного ветра, в обычной двойной
звезде только малая часть вещества звездного вет-
ра донора захватывается аккретором, а остальное
вещество уходит из системы, унося удельный мо-
мент донора. Результирующее влияние этого про-
цесса на изменение полуоси орбиты  описыва-
ется классическим джинсовским инвариантом:

, что при массивном аккрето-
ре означает незначительное увеличение  со вре-
менем. Однако в разделенной системе “звезда +
+ СМЧД” сверхмассивный аккретор может за-
хватывать практически все вещество, потерянное
донором. В этом случае процесс обмена массой
становится консервативным, и его влияние опи-
сывается другим инвариантом: .
При  это означает быстрое увеличение 
за счет обмена, поскольку . В итоге, если
донор имеет интенсивный звездный ветер, уси-
ленный облучением, то процесс увеличения
большой полуоси орбиты может эффективно
конкурировать с процессом ее уменьшения за
счет излучения системой гравитационных волн.
Однако в ряде случаев менее массивные СМЧД
могут аккрецировать только часть вещества
звездного ветра, что учитывалось в настоящих
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расчетах. Если это имеет место на стадиях увели-
чения полуоси орбиты, то  увеличивается со
временем медленнее, чем в консервативном слу-
чае, поскольку при этом изменение  за счет об-
мена веществом соответствует промежуточной
закономерности между двумя инвариантами,
приведенными выше.

3. Отличие обмена веществом на полуразделен-
ной стадии, когда звезда заполняет свою полость
Роша, обусловлено различной величиной эддинг-
тоновского предела скорости аккреции для черных
дыр звездной массы и СМЧД. Этот предел прибли-
зительно равен  [47]. Для
СМЧД он на несколько порядков больше, чем
для ЧД звездной массы. Если темп аккреции
ограничивается эддингтоновским пределом, то в
обычной двойной системе ЧД аккрецирует толь-
ко часть вещества донора, в то время как в систе-
ме “звезда + СМЧД” даже при очень больших
темпах потери массы донором его вещество будет
с той же скоростью аккрецироваться черной ды-
рой, что, в свою очередь, может привести к силь-
ному облучению донора.

4. Следующее отличие связано с характером
обмена массой в двойной системе при высоких
скоростях потери вещества донором. При иссле-
довании эволюции двойных звезд обычно ис-
пользуется стандартное предположение о прямом
обмене между орбитальным угловым моментом
системы и угловым моментом переходящего со
звезды на звезду вещества. Однако в вопросе о
возможности прямого обмена угловым моментом
нет полной ясности. Характерное время предпо-
лагаемого прямого обмена между орбитальным
угловым моментом и моментом перетекающего
вещества может быть достаточно большим, так
что этот обмен, вполне вероятно, не успевает осу-
ществиться на фазах быстрой эволюции системы.
В настоящем исследовании, как и в работах [31–
33], мы предполагали, что рассматриваемый пря-
мой обмен угловым моментом имеет место толь-
ко на тех фазах эволюции системы “звезда +
+ СМЧД”, когда шкала времени обмена массой
больше характерного теплового времени донора
(шкала Кельвина–Гельмгольца). Если обмен
массой протекает в более короткой шкале време-
ни, то предполагалось, что прямой обмен угло-
вым моментом отсутствует, и аккреция на СМЧД
не меняет большую полуось орбиты. В результате
при быстром обмене веществом исчезает фактор,
действующий в направлении увеличения рассто-
яния между звездой и СМЧД, и остается только
ИГВ, уменьшающее это расстояние. Это приводит
к заметному ускорению потери вещества донором
на определенных фазах эволюции системы.

5. В отличие от обычных двойных звезд, в си-
стеме “звезда + СМЧД” для наиболее массивных
СМЧД заполнение близкой звездой своей поло-

A

A

−≈ �
�

8
BH10 /годEddM M M

сти Роша невозможно из-за увеличения гравита-
ционного радиуса ЧД с ростом ее массы. Оценки
(см., напр., [31]) показывают, что для звезд ГП с
массами 0.1, 1, 10, 100  максимальное значение

, при котором звезда ГП может заполнить
свою полость Роша, составляет приблизительно

, , ,  соответственно.
Если массы СМЧД будут выше этих пределов, то
приближающиеся к СМЧД звезды указанных
масс достигнут радиуса последней устойчивой
орбиты еще до заполнения полости Роша, и могут
быть поглощены черной дырой без существенно-
го выделения энергии [19].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

С целью детального исследования возможно-
сти разрушения звезды в ходе эволюции двойной
системы “звезда + СМЧД” нами было выполнено
численное моделирование такой эволюции для
СМЧД с массами  и звезд ГП
с начальными массами . В расче-
тах предполагалось, что в начальный момент ис-
следуемая звезда оказывается в близкой окрест-
ности СМЧД и образует с ней тесную двойную
систему. При расчете эволюции системы счита-
лось, что СМЧД аккрецирует главным образом
вещество звезды-спутника. Предполагалось, что
звезда в момент формирования такой двойной
системы находится на ГП. Как показали наши
предыдущие исследования, ситуация, когда мас-
сивная звезда в этот момент является проэволю-
ционировавшей, не отличается принципиально
от случая, когда звезда ГП той же массы оказыва-
ется на большом расстоянии от СМЧД и эволю-
ционирует со временем. Отметим, что эволюция
массивной звезды, т.е. превращение ее в красного
гиганта во время нахождения в близкой окрест-
ности черной дыры, играет очень большую, ино-
гда решающую роль в изменении со временем па-
раметров системы “звезда + СМЧД” [31–33].

Предполагалось, что звезда в момент форми-
рования исследуемой двойной системы еще не
заполняет свою полость Роша, т.е. система явля-
ется разделенной. Начальное значение большой
полуоси орбиты системы характеризовалось па-
раметром , представляющим собой начальную
степень заполнения звездой своей полости Роша
и равным  – отношению радиуса звезды к
среднему радиусу полости Роша. Исследовались
значения  в интервале от 0.001 до 0.90.

Численное моделирование, выполненное на-
ми в предыдущих работах, показало, что в рамках
принятых предположений и в зависимости от
масс СМЧД и звезды, а также от значения , воз-
можны три типа эволюции двойной системы
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“звезда + СМЧД”. В ходе эволюции первого типа
звезда приближается к СМЧД, что заканчивается
ее разрушением. Второй тип эволюции может
осуществляться для массивных звезд ГП, которые
в начальный момент располагаются дальше от
СМЧД, чем при первом типе. В этом случае мас-
сивная звезда в ходе эволюционного расширения
заполняет свою полость Роша, после чего насту-
пает этап интенсивного обмена веществом. Ха-
рактерное свойство эволюции второго типа –
увеличение орбитального периода системы со
временем. В результате после этапа интенсивной
потери вещества звезда “уходит” под полость Ро-
ша. Остаток звезды в виде белого карлика сохра-
нится и может оказаться в итоге на достаточно
большом расстоянии от СМЧД. Третий тип эво-
люции может осуществляться для массивных
звезд ГП, находящихся в начальный момент еще
дальше от СМЧД, чем при втором типе, а также
для проэволюционировавших к начальному мо-
менту массивных звезд. В этом случае консерва-
тивный обмен массой при интенсивном звездном
ветре приводит к тому, что звезда со временем
удаляется от СМЧД, вообще не заполняя свою
полость Роша. Характер изменения со временем
орбитального периода системы “звезда + СМЧД”

и темпа потери массы звездой для всех трех типов
эволюции иллюстрируется на рис. 1 на примере
систем с  и  при различ-
ных значениях  (здесь и далее  – начальная
масса звезды).

Настоящая работа посвящена детальному ис-
следованию эволюции первого типа, заканчива-
ющейся разрушением звезды-донора. В этом
случае процесс увеличения большой полуоси ор-
биты  в результате аккреции черной дырой ве-
щества звезды не может конкурировать с процес-
сом уменьшения  за счет излучения системой
гравитационных волн (как на разделенной ста-
дии, так и на стадии заполнения звездой полости
Роша). В итоге в ходе эволюции системы звезда
будет приближаться к СМЧД под влиянием ИГВ,
что закончится ее разрушением. При этом в раз-
рушении звезды решающую роль играет облуче-
ние жестким излучением, возникающим при ак-
креции. При уменьшении  до определенной
величины происходит увеличение степени облу-
чения, что приводит к увеличению темпа потери
массы звездой и дальнейшему усилению облу-
чения, и далее процесс развивается лавинным
образом.

= �

8
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D M
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A

Рис. 1. Диаграмма “логарифм орбитального периода–логарифм темпа потери массы звездой” для систем с

 и . Сплошной линией показан трек для эволюции второго типа при , штриховой
линией – трек для эволюции первого типа при , пунктирной линией – трек для эволюции третьего типа при

. Темными кружками отмечены моменты заполнения звездой полости Роша, светлым кружком – момент ухо-
да звезды под полость Роша. Цифрами указан тип эволюции. Стрелки показывают направление изменения орбиталь-
ного периода системы в ходе ее эволюции.
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Наши предыдущие исследования показали,
что если  сравнительно невелико, порядка

 (т.е. СМЧД относится к классу чер-
ных дыр промежуточных масс), то разрушение
имеет место, когда относительно маломассивная
звезда, не имеющая сильного звездного ветра,
оказывается в начальный момент достаточно
близко к СМЧД. Для более массивных СМЧД с
массами  то же самое осуществляется
даже для достаточно массивных звезд. Согласно
результатам предыдущих работ, максимальная
масса разрушающихся звезд  тем больше,
чем больше  [48]. Кроме того, вероятность
разрушения тем больше, чем ближе находится
звезда к СМЧД на начальном этапе формирова-
ния двойной системы (и соответственно, чем
больше значение ).

Цель настоящих расчетов – более детальное,
чем в предыдущих работах, определение макси-
мальной массы  разрушающихся звезд ГП
для различных значений , а также выяснение
соответствующих граничных значений , разде-
ляющих случаи разрушения звезды при эволю-
ции первого типа и ухода звезды от СМЧД при
эволюции второго типа. Граничное значение 
характеризуется величиной : при 
звезда с начальной массой меньше  (в рамках
принятых при расчетах предположений) будет
приближаться к СМЧД в ходе эволюции системы
и заведомо будет разрушена.

Как отмечено выше, в данной задаче имеется
целый ряд неопределенностей: моделирование не
учитывает возможного наличия газа вблизи
СМЧД; в расчетах пока используется только одна
формула для описания скорости потери вещества
звездным ветром; предполагается, что темп ак-
креции вещества на СМЧД ограничен эддингто-
новским пределом; облучение звезды трактуется
в рамках сферически-симметричного приближе-
ния и т.д. Оценка влияния подобных неопреде-
ленностей на результаты моделирования требует
отдельного исследования. Поэтому в данной ра-
боте мы не ставим задачу определения точных
граничных значений параметров для различных
ситуаций, связанных с разрушением звезд, а
определяем их приближенно, чтобы выяснить ка-
чественную картину эволюции систем “звезда +
+ СМЧД” в рамках принятых нами предположе-
ний. Значение  определяется в наших расче-
тах с точностью не выше 0.1. Например, если в
конкретной системе звезда разрушается при

 и избегает разрушения при , то
 считается равным 0.3. Значение  опре-

деляется с точностью не выше 1  для 
 и с точностью не выше 5  для
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. Для более массивных СМЧД, для
которых  превосходит 50 , мы в данной
работе не уточняем его значение.

3.1. Зависимость максимальной массы 

разрушающихся звезд от массы СМЧД

Максимальная масса разрушающихся звезд
 для заданной  определяется нами следу-

ющим образом: звезды с начальными массами
больше  не разрушаются ни при каких на-
чальных расстояниях от СМЧД, поскольку в лю-
бом случае будут удаляться от черной дыры в ходе
эволюции. Звезды с массами менее  разру-
шаются, если их начальная степень заполнения
полости Роша  больше определенного гранич-
ного значения  (т.е. если начальное расстоя-
ние от СМЧД достаточно мало). При этом звезда
будет приближаться к СМЧД в ходе эволюции си-
стемы. Однако при  меньше  (т.е. при боль-
ших начальных расстояниях от СМЧД) звезды с
массами менее  избегают разрушения, по-
скольку будут удаляться от СМЧД.

В табл. 1 приведены значения  для СМЧД

с массами . Для черных дыр проме-

жуточных масс, , значения 
сравнительно невелики и составляют (2–9) .
При увеличении  значение  быстро уве-

личивается. Для СМЧД с массой  оно
близко к 25 , а для массивных СМЧД с масса-

ми  величина  превышает 50 .
Таким образом, практически все звезды ГП,
включая самые массивные, не могут избежать
разрушения после формирования тесной двой-
ной системы с самыми массивными СМЧД, если
в начальный момент значение  для них окажет-
ся больше , которое в данном случае сравни-
ельно мало (табл. 1). Для систем, в которых 
превышает 50 , все величины в табл. 1 даны для
звезды с массой 50 .

Необходимо отметить, что согласно результа-
там расчетов [31–33], массивные звезды, уже про-
эволюционировавшие к моменту образования
двойной системы “звезда + СМЧД”, вероятнее
всего будут удаляться от черной дыры под влия-
нием сильного звездного ветра, и тем самым мо-
гут избежать разрушения, даже если их массы бу-
дут меньше .
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3.2. Зависимость вероятности разрушения
звезд от значения 

Как показывают расчеты, чем больше  (т.е.
чем меньше начальное расстояние звезды от

D

D

СМЧД), тем больше вероятность разрушения
звезды в ходе дальнейшей эволюции системы.
Это обстоятельство иллюстрируется рис. 2, на ко-
тором показана диаграмма “начальная масса
звезды – ” для систем, состоящих из СМЧД с
массами , , ,  и звезд с массами в
интервале (5–50) . Линии значений  для
каждой массы СМЧД – это приблизительные
границы, разделяющие две области значений .
В области, находящейся слева от данной границы
и выше ее, звезда будет разрушена (либо, для са-
мых массивных СМЧД, поглощена без выделе-
ния энергии). В области, находящейся справа от
границы и ниже ее, звезда может избежать разру-
шения.

Как видно из рис. 2, чем меньше начальная
масса звезды, тем меньше соответствующее зна-
чение , т.е. тем дальше звезде надо находить-
ся от СМЧД, чтобы избежать разрушения. При
больших  маломассивные звезды будут прибли-
жаться к СМЧД, и эволюция системы завершится
их разрушением. Но более массивные звезды мо-
гут удаляться от черной дыры даже в том случае,
когда начальное расстояние было малым (а , со-
ответственно, большим). Отметим, что звезды с
массой больше 25  в паре с СМЧД с массой

M D
510 610 710 �

810 M

�M destrD

D

destrD

D

D

�M

Таблица 1. Максимальные массы разрушающихся
звезд для СМЧД различных масс

Примечание.  – масса СМЧД,  – максимальная
начальная масса разрушающихся звезд,  – граничное
значение  для звезды с начальной массой  (при

 она будет разрушена),  и  – соответству-
ющие значения большой полуоси орбиты и орбитального

периода. Для  все величины приведены
для звезды с массой 50 .

    часы

2 0.7 26.8

4 0.8 24.7

9 0.9 24.4

25 0.9 35.2

>50 0.6 95.8

>50 0.4 176.0

>50 0.3 271.0

,BHM �M ,maxM �M destrD ,destrA �R ,destrP

310 . × 14 5 10
410 . × 19 2 10
510 . × 22 0 10
610 . × 25 4 10
710 . × 32 3 10
810 . × 37 4 10
910 . × 42 1 10

BHM maxM

destrD

D maxM

� destrD D destrA destrP

= − �

7 9
BH (10 10 )M M

�M

Рис. 2. Диаграмма “начальная масса звезды – ” для систем с , , ,  и . Лини-
ями изображены приблизительные границы между областью значений , в которой звезда будет разрушена (область
слева и выше линии для данного ) и областью, в которой звезда удаляется от СМЧД (область справа и ниже линии
для данного ). Цифрами указаны значения масс СМЧД.
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 не разрушаются даже при , близких к
единице (см. табл. 1).

Рис. 2 демонстрирует также, что чем больше
масса СМЧД, тем меньше граничные значения

 для звезды фиксированной начальной мас-
сы. Этот эффект иллюстрируется также рис. 3. На
этом рисунке изображены границы указанных
выше областей на диаграмме “логарифм массы
СМЧД – ” для систем, состоящих из СМЧД
с массами , ,  и звезд с массами 5 и
10 . Область разрушения звезды отмечена на
рис. 3 как “destr”, а область, где звезда удаляется
от СМЧД и избегает разрушения, как “remove”.
Как видно на рис. 2 и 3, для того, чтобы звезда
могла избежать разрушения, ей надо в начальный
момент находиться тем дальше от СМЧД, чем
больше масса черной дыры.

3.3. Разрушение маломассивных звезд
на примере звезды с массой 1 

Численные исследования показывают, что ма-
ломассивные звезды с начальными массами ме-
нее  практически всегда разрушаются в ходе
эволюции двойной системы “звезда + СМЧД”,

�

610 M D

destrD

BHM D
610 710 �

810 M

�M

�M

�∼1M

даже при сравнительно малой массе СМЧД, рав-
ной , и при малых D. Поскольку их звезд-
ный ветер является слабым, то обмен веществом в
ходе аккреции черной дырой вещества этого вет-
ра, действующий в направлении увеличения A,
недостаточно эффективен и не может противо-
стоять влиянию излучения гравитационных волн,
уменьшающему A. При этом, в отличие от более
массивных звезд c , процесс разруше-
ния маломассивных звезд начинается сразу после
заполнения звездой своей полости Роша и соот-
ветствующего быстрого увеличения темпа потери
массы. Для более массивных звезд ситуация дру-
гая: после заполнения ими полости Роша сначала
имеет место фаза эволюции со сравнительно не-
высоким темпом обмена массой, и только при
уменьшении A до определенной величины проис-
ходит быстрое увеличение , приводящее к уве-
личению степени облучения звезды и к ее разру-
шению. Эта ситуация иллюстрируется на рис. 4,
на котором показана зависимость  от орбиталь-
ного периода для систем , 

и ,  при . К мо-
менту разрушения масса звезды в первой из этих
систем почти не уменьшается, в то время как во

�

310 M

�2M M�

�M

�M

= �

6
BH 10M M = �1M M

= �

6
BH 10M M = �10M M = 0.5D

Рис. 3. Диаграмма “логарифм массы СМЧД – ” для систем с , ,  и  и . Ли-
ниями изображены приблизительные границы между областью значений , в которой звезда будет разрушена (об-
ласть “destr” выше линии для данного ) и областью, в которой звезда удаляется от СМЧД (область “remove” ниже
линии для данного ). Цифрами указаны значения масс звезды.
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второй системе звезда теряет около 90% началь-
ной массы.

В табл. 2 даны параметры систем с 
 и  при . Харак-

терно, что для сравнительно маломассивных
СМЧД время приближения звезды к СМЧД ока-
зывается слишком большим, и хотя формально
звезда в конце концов должна быть разрушена, но
система “звезда + СМЧД” может подвергнуться
влиянию других процессов в течение этого пери-
ода. Эти процессы (например, влияние окружаю-
щего СМЧД газа на движение звезды) могут
уменьшить время жизни системы.

С другой стороны, как отмечено выше, для
наиболее массивных СМЧД заполнение близкой
звездой (особенно маломассивной) своей поло-
сти Роша невозможно ввиду увеличения гравита-
ционного радиуса черной дыры с ростом ее мас-
сы. Для звезды ГП с массой  максимальное
значение , при котором заполнение остается
возможным, составляет . Поэтому при

 звезда солнечной массы в ходе
приближения к СМЧД достигнет радиуса послед-
ней устойчивой орбиты еще до заполнения поло-
сти Роша, и может быть поглощена черной дырой

=BHM

= − �

3 8(10 10 ) M = �1M M = .0 5D

�1 M

BHM

× �∼

77 10 M

�

8
BH 10M M�

без существенного выделения энергии [19]. Одна-
ко более массивные звезды в паре с СМЧД такой
массы могут быть разрушены катастрофическим
образом, со значительным выделением энергии.

Рис. 4. Зависимость логарифма темпа потери массы звездой от логарифма орбитального периода для систем с

,  (сплошная линия) и   (штриховая линия) при . Кружка-
ми отмечены моменты заполнения звездой полости Роша. Цифрами указана начальная масса звезд. Орбитальный пе-
риод в обоих треках уменьшается.
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Таблица 2. Начальные и конечные параметры двойных
систем типа “звезда + СМЧД” для звезды с начальной
массой 1  и СМЧД различных масс при 

Примечание.  – масса СМЧД,  – начальное значение
большой полуоси орбиты,  – начальный орбитальный пе-
риод системы,  – значение большой полуоси орбиты на
фазе разрушения звезды,  – орбитальный период систе-
мы на фазе разрушения звезды,  – время эволюции си-

стемы до разрушения звезды, а для  =  – время
уменьшения  до радиуса последней устойчивой орбиты.

   
часы

  
часы

 
годы

22.2 7.8

22.2 7.8

22.2 7.8

22.2 7.8

22.2 7.8

22.2 12.6

�M = .0 5D

,BHM �M ,0A �R
,0P ,destrA �R

,destrP ,destrt

310 . × 14 0 10 . × 12 0 10 . × 83 4 10
410 . × 18 6 10 . × 14 3 10 . × 77 5 10
510 . × 21 9 10 . × 19 3 10 . × 71 0 10
610 . × 24 0 10 . × 22 0 10 . × 63 5 10
710 . × 28 6 10 . × 24 3 10 . × 57 8 10
810 . × 31 8 10 . × 31 3 10 . × 51 3 10

BHM 0A

0P

destrA

destrP

destrt

BHM �

810 M
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3.4. Разрушение массивных звезд
на примере звезды с массой 10 

Звезды с начальной массой, близкой к 10 ,
разрушаются только в системах с 

. При этом величина  тем меньше,

чем массивнее СМЧД. Для систем с ,
, ,   составляет 0.5, 0.4, 0.3, 0.2

соответственно. Иначе говоря, звезда такой
массы не разрушится в паре со сравнительно
маломассивной СМЧД, а удалится от нее. Но в
системе с очень массивной СМЧД она разрушит-
ся даже при достаточно большом начальном
расстоянии от черной дыры. Отметим, что для

 звезда в ходе приближения к
СМЧД достигнет радиуса последней устойчивой
орбиты еще до заполнения полости Роша, и мо-
жет быть поглощена черной дырой без суще-
ственного выделения энергии [19].

На рис. 5 показано изменение темпа потери
вещества звездой по мере уменьшения ее массы
для систем с  и , , 
при . В табл. 3 дан ряд параметров этих си-
стем для начального этапа разрушения звезды.
Как видно на рис. 5 и в табл. 3, чем больше масса
СМЧД, тем больше масса остатка звезды на на-

�M

�M

BHM �

�

610 M� destrD

= 6
BH 10M

710 810 �

910 M destrD

��
9

BH 10M M

= �10M M = 6
BH 10M

710 �

810 M

= .0 5D

чальной фазе ее разрушения. При , ,
 звезда к этому моменту теряет 91%, 78%,

33% массы соответственно. Таким образом, чем
больше , тем больше часть массы звезды, ак-
крецируемая черной дырой при высоких темпах
аккреции. С увеличением  увеличивается
также орбитальный период системы на этой ста-
дии (табл. 3).

3.5. Характерные времена разрушения звезд

Продолжительность начальной фазы разруше-
ния звезд в исследуемых случаях иллюстрируется
табл. 3, в которой для ряда треков приведены зна-
чения  – характерного времени увеличения
темпа потери массы звездой на 3 порядка в начале
стадии разрушения. Отметим, что после этого
дальнейшее увеличение  происходит значи-
тельно быстрее – он возрастает на следующие 3–
4 порядка за время в тысячи и десятки тысяч раз
меньшее, чем .

Значение  зависит главным образом от мас-
сы СМЧД и начальной массы звезды, а также от

, хотя зависимость от  сравнительно слабая.
Чем больше начальная масса звезды, тем медлен-
нее растет темп потери массы звездой в начале

= 6
BH 10M

710

�

810 M

BHM

BHM

ΔT

�M

ΔT

ΔT

D D

Рис. 5. Изменение темпа потери вещества звездой по мере уменьшения ее массы для двойных систем “звезда +

+ СМЧД” со звездой ГП с начальной массой 10  и СМЧД с массами , ,  при . Цифрами указаны
значения масс СМЧД.
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разрушения. Например, при  в системе с
,  величина  приблизи-

тельно в 100 раз больше, чем в системе с
, . Для более массивных

звезд различие не столь велико: в системе с
,  значение  прибли-

зительно в 5 раз больше, чем в системе с
, .

С другой стороны,  достаточно сильно за-
висит от массы СМЧД: чем массивнее СМЧД,
тем быстрее увеличивается темп потери массы
звездой на начальной стадии ее разрушения. На-
пример, при начальной массе звезды, равной
10  и при  в системе с  ве-
личина  приблизительно в 140 раз меньше, чем
в системе с . При увеличении 
это отношение несколько уменьшается: в системе
с  значение  приблизительно в

80 раз меньше, чем в системе с .
В итоге при увеличении массы СМЧД в 100 раз,
от  до ,  увеличивается примерно
в 11 тысяч раз.

Как отмечено выше,  зависит также от на-
чальной степени заполнения звездой полости Ро-
ша , хотя эта зависимость сравнительно слабая.
Чем больше , т.е. чем ближе звезда к СМЧД, тем

= .0 5D
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ΔT

D

D

меньше значение . Например, в системе с
,  величина  для

 в 1.4 раза меньше, чем для . Таким
образом, на первой фазе разрушения звезды ско-
рость потери ею массы растет тем быстрее, чем
больше масса СМЧД, чем меньше начальная мас-
са звезды, и чем ближе звезда к СМЧД в началь-
ный момент.

4. О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ПРОЦЕССА 
РАЗРУШЕНИЯ ЗВЕЗД ВБЛИЗИ СМЧД

Кратко рассмотрим вопрос о свойствах про-
цесса разрушения звезды. Эволюция разрушаю-
щихся звезд в двойной системе “звезда + СМЧД”
в принципе похожа на судьбу звезд, пролетающих
вблизи СМЧД по параболическим орбитам и раз-
рушаемых приливными силами СМЧД после
приближения на критическое расстояние. Имен-
но такие события интенсивно исследуются в по-
следнее время как наблюдателями, так и теорети-
ками (см., напр., [49–56]). Однако в этих двух
случаях могут иметь место заметные различия.
При движении звезды по параболической орбите
образовавшийся газ имеет небольшие энергии
связи, он образует струю, из которой впослед-
ствии и формируется аккреционный диск (см.,
напр., [57]). А в случае, рассматриваемом в дан-
ной работе, энергия связи образовавшегося ве-
щества порядка энергии связи круговой орбиты,
и можно ожидать формирования из этого веще-
ства газового тора. Эта ситуация была рассмотре-
на, например, в [58]. Различные особенности
формирования аккреционных потоков в этих
двух случаях могут сказаться, например, на зави-
симости светимости черной дыры от времени в
ходе аккреции вещества разрушенной звезды.

С другой стороны, некоторые явления, сопро-
вождающие процесс разрушения звезды, проле-
тающей мимо СМЧД по параболической орбите,
могут иметь место и при разрушении звезды-
спутника СМЧД. Например, согласно результа-
там расчетов, выполненных в [49], в аккрецируе-
мом веществе диска возможно образование сгуст-
ков с массами от 0.1 до 12 масс Юпитера. Аккре-
ция таких сгустков на СМЧД может привести к
возникновению пиков на кривой блеска СМЧД в
ходе вспышки. При этом численное моделирова-
ние показывает, что некоторые из сгустков могут
преобразоваться в планетоподобные тела и стать
на определенное время спутниками СМЧД [49].
Возможно, подобные процессы могут иметь ме-
сто и в тороидальном диске, образовавшемся в
результате разрушения звезды-спутника.

Однако некоторые явления, имеющие место
при разрушении пролетающей звезды, едва ли
возможны для тороидального диска. Детальные
численные исследования процесса разрушения

ΔT

= �

6
BH 10M M = �10M M ΔT

= .0 8D = .0 5D

Таблица 3. Характерное время увеличения темпа по-
тери массы звездой на 3 порядка в начале разрушения
звезды

Примечание.  – начальная масса звезды,  – масса
СМЧД,  – начальная степень заполнения звездой полости
Роша,  – масса звезды в начале ее разрушения,  –
орбитальный период системы во время разрушения звезды,

 – характерное время увеличения темпа потери массы
звездой на 3 порядка в начале разрушения звезды.

 
   

часы
, 

годы

1 0.5 0.99 7.6

1 0.5 1.0 7.8

3 0.5 1.0 8.9

5 0.9 1.1 9.4

10 0.5 0.91 8.1

10 0.8 1.3 7.6

10 0.5 2.2 10.3

10 0.5 6.7 14.6

50 0.5 5.9 15.9
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310 . × 28 6 10
510 . × 12 9 10
510 . × 32 8 10
510 . × 31 7 10
610 . × 44 4 10
610 . × 43 1 10
710 . × 23 1 10
810 . × 04 0 10
810 . × 11 9 10
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пролетающих мимо СМЧД звезд [50–54], в част-
ности, показывают, что при этом возможно ча-
стичное разрушение звезды с сохранением ее
остатков, которые могут либо удалиться от
СМЧД, либо вернуться к ней и быть, в свою оче-
редь, разрушенными. Но в случае тороидального
диска сохранение таких звездных остатков, веро-
ятно, исключено.

В обоих рассматриваемых здесь случаях свети-
мость СМЧД в ходе аккреции вещества разруша-
ющейся звезды на короткое время может, вероят-
но, достигать величины, характерной для кваза-
ров. Кроме того, эта светимость может заметно
увеличиваться, если ее значение не ограничено
эддингтоновским пределом для черных дыр, а
может превышать его. Сверхэддингтоновская ак-
креция считается вполне вероятной, например,
для некоторых ультраярких рентгеновских источ-
ников, представляющих собой тесные двойные
системы, в которых нейтронная звезда или ЧД
звездной массы аккрецирует вещество обычной
звезды-донора [34]. Не исключено, что такое пре-
вышение возможно и при аккреции вещества раз-
рушающихся звезд на СМЧД. Например, соглас-
но [59], наблюдавшаяся вспышка Swift J1644+57
являлась результатом приливного разрушения
звезды вблизи СМЧД с массой в несколько мил-
лионов солнечных масс, и при этом, по оценкам,
темп аккреции превышал эддингтоновский пре-
дел в 100 раз или больше.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Звезды, близкие к сверхмассивным черным

дырам, могут в определенных условиях образовы-
вать с ними тесные двойные системы. В ходе эво-
люции этих систем возможна интенсивная аккре-
ция вещества звезды на СМЧД. Изучение эволю-
ции систем “звезда  СМЧД” осложнено тем, что
на нее может влиять целый ряд остающихся не-
определенными факторов. Например, возможное
наличие газа в области вблизи СМЧД, которое
может привести как к нестационарности звезд-
ной орбиты, так и к дополнительному облучению
звезды, возникающему при аккреции на СМЧД
этого газа. Поэтому предпринятое в данной рабо-
те исследование двойных систем “звезда +
+ СМЧД” выполняется только в рамках приня-
тых условий и демонстрирует лишь определен-
ные возможные варианты эволюции таких ТДС.

Численное моделирование эволюции этих си-
стем выполнено нами для случая, когда началь-
ная система является разделенной, орбита звез-
ды-донора близка к круговой, а СМЧД аккреци-
рует только вещество этой звезды. При этом
предполагается, что “посторонний” газ в окрест-
ности СМЧД отсутствует. В расчетах учитывается
облучение звезды жестким излучением, возника-
ющим при аккреции ее вещества на СМЧД. По-

+

глощение потока этого излучения в оболочке
звезды рассчитывалось с помощью того же фор-
мализма, который используется при вычислении
непрозрачности звездного вещества. Кроме того,
в расчетах предполагалось, что если характерное
время обмена массой меньше теплового времени
звезды, то обмен между орбитальным угловым
моментом системы и угловым моментом перете-
кающего на СМЧД вещества отсутствует. Пред-
полагалось, что в момент формирования двойной
системы звезда находится на ГП. Численное мо-
делирование, выполненное в рамках принятых
нами предположений, показывает, что эволюция
системы “звезда + СМЧД” существенно зависит
как от массы СМЧД, так и от массы звезды, и
прежде всего от начальной степени заполнения
звездой полости Роша . Согласно результатам
моделирования, возможны три типа эволюции
данных двойных систем.

Первый из них заканчивается разрушением
звезды после начала обмена массой с СМЧД. Он
осуществляется для маломассивных звезд ГП с
массами менее , а также для более массив-
ных звезд ГП, если масса СМЧД велика, а началь-
ное расстояние звезды от СМЧД достаточно ма-
ло. В этом случае в ходе эволюции системы звезда
сближается с СМЧД под влиянием излучения
гравитационных волн. Решающее значение в
процессе разрушения звезды играет облучение
жестким излучением, возникающим при аккре-
ции. При уменьшении  до определенной вели-
чины происходит увеличение степени облучения,
что приводит к увеличению темпа потери массы
звездой и дальнейшему усилению облучения, и
далее процесс развивается лавинным образом.

Второй тип эволюции может осуществляться
для массивных звезд в определенном интервале
значений начальной степени заполнения звездой
полости Роша , если звезда в начальный момент
оказывается дальше от СМЧД, чем при первом
типе эволюции. В этом случае решающую роль в
изменении со временем параметров системы
“звезда  СМЧД” играет возможность постепен-
ного превращения массивной звезды в красного
гиганта во время нахождения в близкой окрест-
ности черной дыры. В ходе эволюционного рас-
ширения массивная звезда заполняет свою по-
лость Роша, после чего наступает этап интенсив-
ного обмена веществом. На этой фазе эволюции
система “звезда + СМЧД” может проявлять себя
как гиперяркий источник рентгеновского излу-
чения, когда  в течение достаточно длительно-
го времени превышает  эрг/с. После этапа ин-
тенсивной потери вещества звезда “уходит” под
полость Роша. Ее остаток в виде белого карлика
сохранится и может оказаться в итоге на доста-
точно большом расстоянии от СМЧД.

D
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D

+
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Третий возможный тип эволюции таких си-
стем также связан с превращением массивной
звезды в красный гигант в ходе пребывания в
окрестности СМЧД. Он осуществляется в том
случае, когда начальное расстояние звезды ГП от
СМЧД достаточно велико, либо когда на близкой
орбите около СМЧД сразу оказывается уже за-
метно проэволюционировавшая массивная звез-
да. При этом консервативный обмен массой при
интенсивном звездном ветре (который усилива-
ется облучением) приводит к тому, что звезда уда-
ляется от СМЧД, вообще никогда не заполняя
свою полость Роша.

В настоящей работе детально исследуется эво-
люция первого типа, заканчивающаяся разруше-
нием звезды. Согласно результатам расчетов,

 – максимальная масса звезд, которые могут
разрушиться, тем больше, чем больше масса
СМЧД. Для черных дыр промежуточных масс,

, величина  сравнительно неве-
лика и составляет (2–9) . Для СМЧД с массой

 значение  близко к 25 . Для мас-

сивных СМЧД с массами  величина
 превышает 50 . Таким образом, в систе-

мах с самыми массивными СМЧД могут разру-
шаться даже самые массивные звезды ГП. При
этом, если масса звезды меньше , то для ее
разрушения необходимо выполнение дополни-
тельного условия: начальная степень заполнения
звездой полости Роша  должна быть больше гра-
ничного значения . Если же , звезда
будет удаляться от СМЧД и избегать разрушения.
Для звезды ГП фиксированной начальной массы
значение  уменьшается с ростом массы
СМЧД.

Характер эволюции системы “звезда + СМЧД”
перед разрушением звезды зависит от начальной
звездной массы. Для звезд с массами 
разрушение начинается сразу после заполнения
ими полости Роша и соответствующего быстрого
увеличения темпа потери массы. Для более мас-
сивных звезд ситуация другая: после заполнения
ими полости Роша сначала имеет место фаза эво-
люции со сравнительно невысоким темпом обме-
на массой, и только при уменьшении  до опре-
деленной величины происходит быстрое увели-
чение , приводящее к увеличению степени
облучения звезды и к ее разрушению. При этом
чем массивнее СМЧД, тем больше орбитальный
период системы в момент разрушения донора.

На начальной фазе разрушения звезды ско-
рость потери ею массы растет тем быстрее, чем
больше масса СМЧД, чем меньше масса звезды, и
чем ближе звезда к СМЧД в начальный момент.
Характерные времена увеличения  на три по-
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рядка в начале фазы разрушения составляют от
нескольких десятков до нескольких тысяч лет в
зависимости от масс звезды и СМЧД. Дальней-
шее увеличение  происходит значительно
быстрее – он возрастает на следующие 3–4 по-
рядка за времена, в тысячи и десятки тысяч раз
меньшие.
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В работе получены оценки параметров аккреционных потоков плазмы и центральной черной дыры
путем сравнения численных расчетов МГД моделей с наблюдениями для центра нашей Галактики
Стрелец  в радиодиапазоне. Аккреционный поток моделировался как распределение торообраз-
ной двухтемпературной электрон-протонной плазмы. Предполагается, что протоны нагреваются за
счет эффектов вязкой диссипации, а электроны теряют энергию за счет синхротронного излучения.
Считается, что кулоновские взаимодействия между протонами и электронами неэффективны. Из
сравнения с наблюдениями спектральной плотности потока излучения и поляризации (линейной и
круговой) для сверхмассивной черной дыры в источнике Стрелец  были получены следующие
ограничения: параметр вращения (спин) черной дыры равен , температура электронов со-
ставляет долю  от температуры протонов, наблюдатель расположен под углом 
к оси вращения черной дыры, темп аккреции много меньше эддингтоновского предела

. Ограничения на магнитное поле получить не удалось из-за маленькой выбор-
ки по параметру плазмы .

DOI: 10.31857/S0004629921020018

1. ВВЕДЕНИЕ
Стрелец  (Sgr ) является компактным ис-

точником нетеплового радиоизлучения в центре
нашей Галактики Млечный путь, внутри которого
расположена сверхмассивная черная дыра [1]. Это
радиоизлучение происходит из горячей, разре-
женной торообразной электрон-протонной плаз-
мы, которая вращается вокруг черной дыры со
скоростью около 100 км/с [2]. Размер центральной
области – порядка одной астрономической еди-
ницы [3]. Считается, что масса черной дыры

, а расстояние до нее  кпк
[4–6]. Параметр вращения (спин) черной дыры
определить достаточно сложно и надежные дан-
ные по измерению спина черной дыры отсутству-
ют. В работе [7] по сейсмологии аккреционного
диска путем измерения квазипериодических ос-
цилляций была получена оценка параметра вра-
щения черной дыры, равная . В работе [8]
автор получил оценку величины параметра вра-
щения черной дыры, равной .

Считается, что торообразная плазма представ-
ляет из себя аккреционный диск, который враща-
ется вокруг черной дыры [2]. Согласно современ-

ным представлениям, аккреционные диски мож-
но разделить на два типа [9]. Первый тип –
геометрически тонкие, оптически толстые диски,
которые излучают чернотельное излучение [10].
Второй тип – геометрически толстые, но оптиче-
ски тонкие диски, которые практически прозрач-
ны к излучению [11]. Предполагается, что аккре-
ционные диски содержат мелкомасштабное маг-
нитное поле, которое генерируется и усиливается
за счет магниторотационной неустойчивости.
Светимость многих активных галактических ядер
лежит в диапазоне  [12]. В от-
личие от большинства галактик в нашей Галакти-
ке дело обстоит совершенно противоположно.
Максимум светимости приходится на субмилли-
метровый диапазон. Предполагая, что боломет-
рическая светимость по порядку величины соот-
ветствует светимости в субмиллиметровом диапа-
зоне, получаем  эрг/с [13, 14],
что составляет малую долю эддингтоновского
предела  [13–15], где

(1)

*A
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а темп аккреции порядка  и меньше
[15], где

(2)

и коэффициент  здесь, и везде ниже, выбирается
равным  [15], где  – гравитационная
постоянная,  – масса протона,  – скорость
света,  – томсоновское сечение. Такая малая
светимость центра нашей Галактики обусловлена
малым темпом аккреции и низкой радиационной
эффективностью аккрецирующего потока [1].
Такие диски являются геометрически толстыми и
оптически тонкими [11, 15–17].

В данной работе нас будет интересовать санти-
метровое, миллиметровое и субмиллиметровое
радиоизлучение из центра нашей Галактики. Как
было сказано выше, максимум светимости при-
ходит на субмиллиметровую область спектра.
В спокойном состоянии плотность потока в этой
области спектра приблизительно равна 3 Ян [13].
Это излучение имеет как линейную, так и круго-
вую поляризацию. Впервые линейная поляриза-
ция была измерена в работе [18], круговая поля-
ризация в работе [19]. Считается, что источником
линейной поляризации является синхротронное
излучение. Круговая поляризация плохо изучена
и составляет, как правило, доли процентов от ин-
тенсивности излучения. Считается, что круговая
поляризация возникает из линейной поляризации
(реполяризация) за счет фарадеевского преобразо-
вания. Она имеет постоянную отрицательную хи-
ральность (handedness). Постоянное значение хи-
ральности предполагает стабильную конфигура-
цию магнитного поля. Линейная поляризация
отсутствует на сантиметровых длинах волн [19, 20]
и достигает десяти процентов в миллиметровой и
субмиллиметровой областях спектра [18, 21–23].
Предполагается, что линейная поляризация под-
вержена значительному фарадеевскому враще-
нию, поэтому средняя мера вращения достаточно
большая,  рад/м2 [14]. Считается,
что линейная поляризация возникает в области

 ( ) от горизонта событий [24] и
интерпретируется как внутренняя линейная по-
ляризация.

Источник Sgr  также проявляет вспышеч-
ную активность во всем наблюдаемом диапазоне
длин волн от радио до гамма [25–29]. Продолжи-
тельность таких вспышек около часа [26, 27, 30,
31], что соответствует масштабам в несколько
гравитационных радиусов, и считается, что эти
области расположены во внутренних частях ак-
креционного диска, в ближайшей окрестности
черной дыры [26, 32]. Если это так, то вспышеч-
ная активность даст важную информацию о меха-
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низмах излучения вблизи черной дыры [13].
Плотность потока излучения во время вспышки,
в зависимости от диапазона, может меняться от
нескольких процентов в радиодиапазоне до двух
порядков в рентгеновском диапазоне. Также на-
блюдается корреляция между вспышками в раз-
личных диапазонах [13, 27]. Существуют много
различных моделей, которые способны объяс-
нить вспышечную активность: это модели аккре-
ционных неустойчивостей, пересоединение маг-
нитных силовых линий, расширяющие сгустки
плазмы и другие модели [26, 27, 31], но на сего-
дняшний день единая самосогласованная модель
отсутствует. По задержкам вспышек в разных
диапазонах можно оценить параметры протон-
электронной плазмы в непосредственной окрест-
ности черной дыры. Предполагая электроней-
тральность плазмы и равнораспределение между
энергией частиц и энергией магнитного поля,
можно оценить следующие величины: плотность
релятивистских электронов  см–3,
температуру теплового газа  K и вели-
чину магнитного поля  Гс [33].

Для объяснения низкой светимости источника
Sgr  рассматриваются радиационно неэффек-
тивные модели аккреции плазмы на черную дыру
[11]. В таком приближении излучением плазмы
можно пренебречь, но само вещество нельзя рас-
сматривать в одножидкостном приближении, так
как температура электронов будет отлична от
температуры протонов [1, 34]. Таким образом, за-
дача сводится к отдельному вычислению аккре-
ционного потока и соответствующих величин
(магнитного поля, термодинамических величин,
темпа аккреции), связанных с протонами, и затем
к вычислению излучательной способности ак-
креционного диска за счет релятивистских элек-
тронов (синхротронных электронов). Главной
проблемой данных моделей является неопреде-
ленность температуры электронов. В упрощен-
ной постановке считается, что температура элек-
тронов связана с температурой протонов некото-
рой постоянной величиной  [35]. В
более сложных моделях рассматривают связь
между температурами электронов и протонов от-
дельно в диске и в джете [36].

В данной работе строятся аналогичные МГД
модели [35, 36], а затем для каждой модели от-
дельно вычисляются спектральная плотность по-
тока излучения и поляризация (как линейная, так
и круговая) и сравниваются с наблюдениями [37,
38]. Новизной данной работы является то, что
плотность потока излучения сравнивается с на-
блюдениями не на одной частоте (230 ГГц), как в
большинстве работ [39], а в некотором диапазоне
частот (1–900 ГГц). Помимо этого, также сравни-
ваются с наблюдениями линейная и круговая по-

≈ . × 23 5 10en
≈ × 95 10T

≈ 11B
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=/ conste pT T
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ляризация [37, 38] в диапазоне частот 80–400 и
2‒400 ГГц соответственно. Благодаря этому мож-
но более строго определить ограничения на пара-
метры плазмы из наблюдений.

В работе [39] рассматривалась численная осе-
симметричная магнитогидродинамическая мо-
дель эволюции торообразного распределения
электрон-протонной плазмы вокруг черной ды-
ры. При сравнении с наблюдениями были полу-
чены следующие значения параметров модели:
параметр вращения черной дыры , отно-
шение температуры протонов к температуре
электронов  и наклонение . В ра-
боте [37] при сравнении численной модели с
наблюдениями, как плотности потока, так и по-
ляризации, были получены следующие оценки:
параметр вращения черной дыры , накло-
нение , температура электронов 
× 1010 K, темп аккреционного потока 

/год.
Везде ниже время  будет измеряться в ком-

пьютерных единицах. Для перевода в физические
единицы  необходимо умножить на фактор

. Пространственные масштабы изме-

ряются в единицах .

2. ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ
В данном разделе рассматривается численная

постановка задачи и ограничения, которые пред-
полагаются в данной МГД модели. Будет рас-
смотрена модель излучения и представлены на-
блюдательные данные, которые использовались
для сравнения с численной моделью.

2.1. Магнитогидродинамическая модель

Рассматривается радиационно неэффектив-
ный геометрически толстый, оптически тонкий
идеальный аккреционный диск. При моделиро-
вании такие диски позволяют пренебречь излуче-
нием во всей области диска, что значительно
облегчает решение численной задачи. Для моде-
лирования идеальной замагниченной плазмы во-
круг вращающейся черной дыры использовался
двухмерный осесимметричный свободный код
HARM2d [40, 41]. Рассматривалось осесиммет-
ричное распределение торообразной электрон-
протонной плазмы. Предполагалось, что ось вра-
щения черной дыры сонаправлена с осью враще-
ния диска (обратный случай был рассмотрен в ра-
боте [42]), но наблюдатель смотрит на аккреци-
онный диск под разными углами в диапазоне

, где угол наклонения 
отсчитывается от оси вращения черной дыры.
Для моделирования выбиралась торообразная

≈ .0 94a
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проблема (TORUS–PROBLEM) с численным
разрешением  = 250 × 250 точек. Началь-
ное гидростатическое равновесие торообразной
плазмы описано в работое [43] со следующими
численными параметрами: внутренний радиус

численной области , где  –
параметр вращения черной дыры, внешний ради-
ус численной области , и с параметрами
аккреционного диска: внутренний радиус диска

, максимальное давление (плотность) зада-
валось в точке . Максимальный внешний
радиус диска равен  гравитационных ра-
диусов для , тем самым рассматривается
распределение плазмы в ближайшей окрестности
черной дыры.

В данной работе рассмотрены три значения
параметра вращения черной дыры. Слабое вра-
щение , умеренное вращение  и
быстрое вращение . Начальное состояние
плазмы описывалось гидродинамическими урав-
нениями с двумя значениями показателя адиаба-
ты:  и 5/3, что соответствует релятивист-
скому и нерелятивистскому распределению тем-
пературы протонов соответственно. Считалось,
что показатель адиабаты является постоянной ве-
личиной во всей области плазмы. В работе [44]
рассмотрен случай, в котором показатель адиаба-
ты  зависел от температуры и было показано, что
показатель адиабаты меняется от величины

 в средней области диска до величины
 в полярных областях. Полоидальное маг-

нитное поле задавалось через векторный потен-
циал [40, 41]

(3)

где  – плотность плазмы. Амплитуда векторного
потенциала нормируется параметром ,
которое определяется отношением газового дав-
ления к магнитному давлению. Этот параметр яв-
ляется ключевым в данной задаче. Такое распре-
деление магнитного поля представляет из себя
вложенные замкнутые петли в полоидальной
плоскости. Рассматривались два значения пара-
метра  и .

На рис. 1 показан пример начального (в момент
) торообразного распределения плотности

электрон-протонной плазмы для модели со следу-
ющими параметрами , , . Ве-
личина  приблизительно соответствует на-
чальной величине магнитного поля  Гс.

Моделирование выполнялось до момента вре-
мени , кроме моделей с параметрами

, , для которых моделирование вы-
полнялось до момента времени . Орби-
тальный период в точке максимального давления
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приблизительно равен 264, что для момента вре-
мени  приблизительно соответствует 57
орбитальным периодам. На рис. 2 показан при-
мер зависимости темпа аккреции от времени для
модели с параметрами  и . Темп ак-
креции определяется формулой [45]

(4)

где  – определитель метрики Керра,  –ради-
альная скорость. Синяя сплошная кривая показа-
на для случая , зеленая штриховая – для
случая , красная штрихпунктирная – для
случая . Из рис. 2 видно, что при временах
больше  решение заведомо выходит на
квазистационарное решение с медленно изменя-
ющимся с течением времени потоком.

= 15000t

Γ = 4/3 β = 100

π π

= − ρ φ θ, �

2

0 0

rM g u d d

g ru

= .0 2a
= .0 6a
= .0 95a
≈ 4000t

Другим важным параметром в данных моделях
является отношение магнитного потока к потоку
частиц. Данный параметр определяется следую-
щим образом [45]:

(5)

где  – радиальное магнитное поле. Величина 
вычисляется на гравитационном радиусе. Если
величина этого параметра больше  [45], то
данная модель соответствует диску с захвачен-
ным магнитным полем (Magnetically Arrested
Disks, MAD), в противном случае аккреционный
диск является обычным диском со стандартной и
нормальной эволюцией (Standard and Normal
Evolution, SANE). В нашей работе все смоделиро-
ванные аккреционные диски относятся к классу
SANE. Считается, что именно такие диски опи-

π π
πφ = − φ θ,

 
 

�

2

0 0

1 4 | |
2

rg B d d
M

rB ϕ

∼50

Рис. 1. Пример начального распределения плотности плазмы (показано цветом) вокруг черной дыры для модели с па-
раметрами ,  и . Черным полукругом изображена черная дыра.
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Рис. 2. Пример зависимости темпа аккреции плазмы в компьютерных единицах с течением времени для модели с па-
раметрами ,  и трех значений . Синяя сплошная кривая показана для случая , зеленая штрихо-
вая – для случая , красная штрихпунктирная – для случая .
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сывают аккреционный поток в источнике Стре-
лец .

На рис. 3 показан пример зависимости вели-
чины  от времени для модели с параметрами

 и . Синяя сплошная кривая соот-
ветствует случаю , зеленая штриховая –
случаю , и красная штрихпунктирная –
случаю . Из рис. 3 видно, что кривые заве-
домо меньше критического значения  на
всем рассмотренном промежутке времени. Синяя
кривая стремится к величине , а красная
кривая имеет среднее значение .

Смоделированные МГД модели зависят от че-
тырех физических параметров. Это масса черной
дыры , параметр вращения черной дыры , по-
казатель адиабаты  и отношение газового давле-
ния к магнитному давлению . Масса черной дыры
фиксируется наблюдениями, поэтому остаются
три свободных параметра, которые варьирова-

лись в диапазоне: , ,

. Для каждого набора параметров вы-
бирались три различных промежутка времени

, с которым затем вычис-
лялись характеристики излучения (см. раздел 2.2).
Для модели с параметрами Γ = 5/3 и β = 10
промежутки времени равны t = (600; 1200; 1800).
Всего было рассмотрено 36 МГД моделей.

*A

ϕ
Γ = 4/3 β = 100

= .0 2a
= .0 6a

= .0 95a
φ ≈ 50

φ ∼ 50
φ ≈ 15

M a
Γ

β

( )Γ = ; 54
3 3

= . ; . ; .(0 2 0 6 0 95)a

β = ;(10 100)

= ; ;(5000 10 000 15000)t

2.2. Модель излучения
Для вычисления свойств излучения плазмы

каждой из 36 МГД моделей использовался сво-
бодный код grtrans [46]. Предполагалось, что сво-
бодные релятивистские электроны излучают
синхротронное излучение в заданном распреде-
лении магнитного поля, которое определялось
путем решения идеальных МГД уравнений (см.
раздел 2.1). Функция распределения излучающих
частиц, электронов задавалась в виде релятивист-
ского распределения Максвелла, с некоторой
температурой электронов , которая определяет-
ся параметром  (см. ниже). В случае, когда плот-
ность аккрецирующей плазмы достаточно низ-
кая, а это будет при темпе аккреции меньше, чем

, кулоновские столкновения между
электронами и протонами будут достаточно ред-
кими, следовательно, электроны и протоны будут
иметь различную температуру [1]. Равновесная
температура будет определяться балансом следу-
ющих процессов: турбулентный (вязкий) нагрев
протонов, радиационное охлаждение электронов
и передача энергии от протонов к электронам.
При низких плотностях электрон-электронные
столкновения редки и тепловое равновесие меж-
ду электронами будет достигаться за более про-
должительный промежуток времени. Даже если
функция распределения электронов достаточно
быстро термолизуется, в аккреционных дисках
существуют процессы, такие как магнитное пере-

eT
μ

−<� �

3
Edd10M M

Рис. 3. Зависимость параметра  от времени для моделей с параметрами ,  и тремя значениями . Синяя
сплошная кривая соответствует случаю , зеленая штриховая – случай  и красная штрихпунктирная соот-
ветствует случаю .
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соединение, ударные волны, которые могут уско-
рить малую долю электронов до релятивистской
нетепловой функции распределения. Эта функ-
ция распределения может существовать продол-
жительное время из-за редких столкновений
между электронами [15].

Существует несколько подходов для того, что-
бы выразить температуру электронов через тем-
пературу протонов. Отношение температур про-
тонов и электронов можно фиксировать глобаль-
но [35, 47] или локально, в зависимости от
рассматриваемой области (джет или диск) [36].
В данной работе фиксируем температуру элек-
тронов глобально в диске следующим соотно-
шением:

(6)

где  – температура протонов,  – температура
электронов [46].

Модель излучения зависит от трех свободных
параметров. Это температура электронов  (па-
раметр ), темп аккреционного потока  и угол
наклона наблюдателя  к оси вращения черной
дыры. Рассматривались три значения отношения
температур: случай, когда температуры протонов
и электронов равны ( ), случай, когда тем-
пература электронов составляет одну треть от
температуры протонов ( ) и случай
( ), когда температура электронов много

меньше температуры протонов ( ).
Более сложные зависимости с учетом истечения
плазмы (джетов) были рассмотрены в работе [48].
Рассматривались четыре случая положения на-
блюдателя относительно оси вращения черной
дыры. Три случая, когда наблюдатель распо-
ложен под углом к аккреционному диску
( , 0.4, 0.2), и один случай, когда на-
блюдатель расположен на краю диска ( ).
Свободный параметр – темп аккреции  – вы-
бирался в диапазоне  гр/с
таким образом, чтобы в пределах ошибки наилуч-
шим образом удовлетворить наблюдениям в суб-
миллиметровой области спектра.

Для каждой из 36 МГД моделей вычислялись
четыре параметра Стокса (спектральная плот-
ность потока и поляризация) в зависимости от
параметров излучения ( ,  и ). Решалась пол-
ная система уравнений переноса с учетом реляти-
вистских эффектов, поглощения и фарадеевских
эффектов (преобразования и вращения) в метри-
ке вращающейся черной дыры Керра [46]. Спек-
тры вычислялись в диапазоне частот от 
до  Гц.

μ = + ,1/(1 / )p eT T

pT eT

eT
μ �M

i

μ = 1/2

μ = 1/4
μ = 1/8

= 1
7e p pT T T!

= .cos 0 6428i
=cos 0i

�M
× < < ×�

14 204 10 4 10M

μ i �M

ν = × 93 10
× 131 10

Приведенные выше модели были применены
к источнику Стрелец  с массой, равной 

 и расстоянием до центра Галактики
 кпк. Построены изображения в картин-

ной плоскости, разрешение которых было выбра-
но равным  пикселей.

2.3. Наблюдательные данные

В данном разделе представлены наблюдатель-
ные данные по измерению спектральной плотно-
сти потока излучения и поляризации для источ-
ника Стрелец , собранные из многочисленных
статей (ссылки см. ниже).

Существует огромное количество литературы
по наблюдению спектральной плотности потока
излучения из объекта Стрелец . Данные были
взяты из работ [14, 18, 19, 21–23, 32, 33, 49–69].
Излучение наблюдается во всей области частот,
от радио до гамма, с максимумом в области суб-
миллиметров. В данной работе будем рассматри-
вать диапазон частот от  до  ГГц. Пред-
полагается, что излучение генерируется за счет
аккреции газа на черную дыру. Из-за маленького
темпа аккреции (много меньше эддингтоновской
предела) болометрическая светимость Sgr  до-
статочно низкая. Считается, что источником суб-
миллиметрового излучения являются релятивист-
ские электроны, которые излучают синхротрон-
ное излучение в неоднородном магнитном поле.
Излучение является переменным с характерными
временами от нескольких часов до месяцев.

Данные по линейной поляризации были взяты
из работ [14, 21–23, 52, 57, 58, 70]. Линейная поля-
ризация не наблюдается в сантиметровом диапа-
зоне длин волн [20, 56], в то время как в милли-
метровом и субмиллиметровом диапазонах длин
волн наблюдается величина до  [14]. Линей-
ную поляризацию интерпретируют как внутрен-
нюю линейную поляризацию, которая образуется
за счет синхротронного излучения в ближайшей
окрестности черной дыры внутри области поряд-
ка . Магнитное поле не является однородным
на таких масштабах, а имеет более сложную
структуру.

В табл. 1 представлены данные по линейной
поляризации (параметры Стокса Q и U), которые
использовались при сравнении с численными
моделями. Из работы [21] были взяты только зна-
чения параметра Стокса U, так как ошибки изме-
рения параметра Стокса Q сравнимы с наблюда-
тельными данными. Данные из работы [52] для
параметра Q, полученные 17.10.2002, и для пара-
метра U, полученные 27.12.2003, не учитывались
из-за больших ошибок наблюдений.

*A =M

= × �

64 10 M
= .8 2D

×250 250
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ν ≈ 3 ≈ 310
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Данные по круговой поляризации были взяты
из работ [14, 19, 21, 49–52, 57, 58, 71]. Наблюдения
были проведены на частотах 

 ГГц. Круговая поляризация переменная
и превышает абсолютную величину линейной по-
ляризации при частотах выше 15 ГГц [49]. Во всех
наблюдениях знак круговой поляризации (хи-
ральность) отрицательный и абсолютная величи-
на не превышает  [14]. Происхождение круго-
вой поляризации не до конца понято, и считает-

ν = . ; . ; . ; ;1 4 4 8 8 4 15
;230 340

≤1%

ся, что круговая поляризация образуется за счет
фарадеевского преобразования линейной поля-
ризации. Данные статьи [21] не использовались
из-за большой ошибки наблюдений, в статье [51]
был дан только верхний предел на величину кру-
говой поляризации, данные из работ [52, 57] были
взяты только те, ошибка которых меньше самих
наблюдательных данных. В табл. 2 представлены
данные по круговой поляризации (параметр
Стокса V), которые использовались при сравне-
нии с численными моделями. Наблюдается зна-

Таблица 1. Наблюдательные значения параметров Стокса Q и U линейной поляризации, которые использова-
лись в работе при сравнении с численными моделями

, Ггц Q, mJy U, mJy , Ггц Q, mJy U, mJy

82.8 20 34 [22] –78 –113 [52]
31 9 [22] –131 –104 [52]
29 16 [22] 230.6 100 –176 [23]
29 18 [22] 231.9 –244 –7 [23]
55 21 [22] –93 –196 [23]

86.3 –10 –11 [22] 15 –180 [23]
7 –15 [22] –91 –120 [23]

30 –19 [22] –223 26 [23]
215 –92 –136 [52] 239.96 88.882 106.037 [14]

–86 –86 [52] –132.402 –228.727 [14]
–89 –111 [52] 126.549 –138.611 [14]

220.6 48 –153 [23] 241.96 81.717 107.850 [14]
221.9 –224 28 [23] –129.888 –234.454 [14]

–109 –157 [23] 131.360 –142.502 [14]
–25 –165 [23] 331.7 104 –138 [57]

–105 –110 [23] 41 –273 [57]
–193 53 [23] 29 –164 [57]

223.96 140.533 79.584 [14] 31 –67 [57]
–176.558 –190.601 [14] 29 –175 [57]

82.909 –121.412 [14] 338.0 94 –214 [23]
225.96 132.145 84.040 [14] 29 –181 [23]

–167.737 –191.118 [14] 109 –276 [23]
85.942 –120.428 [14] 225 –203 [23]

226.9 77.6 –205.6 [58] 341.7 145 –97 [57]
–214.7 –112.6 [58] 42 –267 [57]

170.3 123.8 [58] 58 –169 [57]
230 –83 [21] 38 –35 [57]

–241 [21] 37 –243 [57]
–104 [21] 343 85.6 155.3 [58]

–65 [21] 348 126 –177 [23]
–69 –57 [52] 45 –166 [23]
–91 –64 [52] 148 –228 [23]
–80 –60 [52] 240 –220 [23]

–180 –96 [52]

ν ν
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чительная переменность величины параметра
Стокса V, что может быть связано как с источни-
ком поляризации, так и со средой.

В работе [37] диапазон частот был разделен на
группы, внутри которых наблюдательные данные
усреднялись, и эти усреднения непосредственно
сравнивались с численными решениями. В дан-
ной работе мы сравниваем наблюдательные дан-
ные, взятые непосредственно из табл. 1 и табл. 2,
полученные на определенных частотах, с числен-
ными решениями.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ
В предыдущем разделе были рассмотрены

36 МГД моделей распределения электрон-про-
тонной плазмы в окрестности вращающейся чер-
ной дыры (см. раздел 2.1). Для каждой МГД моде-
ли вычислялась спектральная плотность потока и
поляризация излучения в зависимости от пара-
метров задачи (см. раздел 2.2). Среди всех рас-
смотренных МГД моделей с различными пара-
метрами излучения лучше всех описывают наблю-
дательные данные две модели со следующими
параметрами: первая модель – , ,Γ = 5/3 β = 10

, , , , 
 гр/с; вторая модель – , β =

= 100, , , , ,
 гр/с. Остальные модели плохо со-

гласуются с наблюдательными данными по одно-
му или по всем параметрам Стокса.

Рассмотрим каждую модель в отдельности.

3.1. Первая модель

На рис. 4 приведено сравнение параметров
Стокса I, Q, U, V наблюдательных данных, изме-
ренных в янских, с данными, полученными чис-
ленным моделированием, в зависимости от часто-
ты (в Герцах). Сверху вниз звездочками, квадрата-
ми, ромбами и кругами показаны наблюдательные
данные для параметров Стокса I, Q, U, V соответ-
ственно. Синяя сплошная линия соответствует по-
току вещества, равному , зе-
леная штриховая линия – .
Данные кривые хорошо описывают наблюдатель-
ные данные по спектральной плотности потока

= .0 6a μ = 1/4 = .cos 0 6428i = 1200t =�M
= − . × 15(3 3 5) 10 Γ = 4/3

= .0 6a μ = 1/2 = .cos 0 6428i = 5000t
= − ×�

17(4 5) 10M

−= . ×� �

10
Edd3 85 10M M

−= . ×� �

10
Edd4 49 10M M

Таблица 2. Наблюдательные значения параметра Стокса V круговой поляризации, которые использовались в ра-
боте при сравнении с численными моделями

, Ггц V, mJy , % , Ггц V, mJy , %

1.4 –0.995 –0.21 [50] 223.96 –50.173 –1.24 [14]
4.8 –1.8 –0.34 [19] –30.207 –0.88 [14]

–1.5 –0.30 [19] –39.496 –1.49 [14]
–2.6 –0.42 [19] 225.96 –49.793 –1.26 [14]
–2.7 –0.42 [71] –29.792 –0.89 [14]
–2.6 –0.35 [71] –36.879 –1.43 [14]
–2.0 –0.34 [71] 226.9 –42.7 –1.1 [58]
–2.7 –0.31 [50] –42.2 –1.2 [58]
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Рис. 4. Графики сравнения численных вычислений параметров Стокса (в янских) с наблюдательными данными в за-
висимости от частоты (в герцах) для модели с параметрами , , , , , ,

 г/с. Наблюдательные данные для параметров Стокса I, Q, U, V показаны (сверху вниз) звездочками,
квадратами, ромбами и кругами соответственно. Синяя сплошная линия соответствует потоку вещества, равному

, зеленая штриховая линия – .
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излучения в миллиметровой и в субмиллиметро-
вой области спектра в диапазоне частот от

 до  Гц, но при меньших частотах
наклон численных кривых становится круче на-
клона наблюдательных данных. То же относится
и к круговой поляризации. Кроме того, круговая
поляризация Стрелец  в диапазоне частот от

 до  Гц имеет отрицательные
значения. Численные кривые в диапазоне частот
от  до  Гц достаточно хорошо вос-
производят эти значения, но при меньших часто-
тах наблюдаются расхождения с наблюдениями.
С линейной поляризацией дело обстоит гораздо
проще в связи с тем, что на низких частотах
(  Гц) линейная поляризация не наблю-
дается. В миллиметровой и в субмиллиметровой
области спектра данные численной модели доста-
точно хорошо описывают наблюдательные дан-
ные параметра Q и хуже параметра U линейной
поляризации.

На рис. 5 показана зависимость величины тем-
па аккреции  на черную дыру от времени для
данной модели. При временах порядка 
темп аккреции выходит на квазистационарное
решение. Таким образом, первая модель заведо-

ν ≈ × 104 10 ≈ 1210

*A

ν ≈ × 94 10 ≈ × 114 10

ν ≈ × 104 10 ≈ 1210

ν ≈ × 105 10

�M
≈ 150t

мо находится в квазистационарном состоянии.
Эволюция замагниченной торообразной плазмы
определяется магниторотационной неустойчиво-
стью, которая, в свою очередь, развивает турбу-
лентность. В результате чего происходит аккре-
ция плазмы на черную дыру [36].

На рис. 6 цветом показано логарифмическое
распределение отношения плотности энергии
магнитного поля к плотности энергии плазмы

, где  – квадрат магнитного поля. Белый
кружок в начале координат изображает черную
дыру. Этот рисунок качественно показывает гра-
ницу Пойтинга доминирующего истечения (дже-
та), ветра (короны) и радиационно неэффектив-
ного аккреционного диска [72]. Граница исте-
чения и ветра приближенно определяется
равенством магнитной энергии и энергии плаз-
мы. В данном случае это происходит, когда

. Граница ветра и аккреционного диска
приближенно определяется равенством нулю ин-
теграла Бернулли, когда . Если интеграл
Бернулли больше нуля, , то плазма переста-
ет быть гравитационно связанной и может ухо-
дить на бесконечность. Из рис. 6 видно, что в
аккреционном диске развивается магниторота-
ционная неустойчивость, в результате чего про-

ρ2/B 2B

ρ ≈ .2/ 0 5B

≈ 0Be
> 0Be
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исходит медленная квазистационарная аккреция
замагниченной плазмы (с полоидальным магнит-
ным полем) на черную дыру. При прохождении
эргосферы магнитное поле изгибается вдоль ази-
мутального направления, образуя истечение
плазмы (джета) из черной дыры, которое распро-

страняется вдоль оси , образуя коническую фор-
му. Стоит заметить, что величина  внутри ис-
течения слабо зависит как от радиуса , так и от
угла , но плотность плазмы сильно зависит от
радиуса . Это приводит к тому, что не наблюда-
ется накапливания магнитного поля вдоль оси 

z
ρ2/B

r
θ

r
z

Рис. 5. Зависимость темпа аккреции в компьютерных единицах от времени для модели с параметрами , ,

, , , ,  г/с, которая наилучшим образом соответствует наблюда-
тельным данным.
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Рис. 6. Логарифмическое распределение отношения плотности энергии магнитного поля к плотности энергии плазмы
вокруг черной дыры для модели с параметрами , , , , , ,
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Рис. 7. Карты параметров Стокса – плотность потока и поляризация излучения (в янских) со стороной от –13 М до
13 М на частоте 375 ГГц (  мм). Показаны параметры Стокса I, Q (верхняя панель) и U, V (нижняя панель) соот-
ветственно.
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[72] и оно становится однородным во всей обла-
сти истечения.

Крупномасштабное полоидальное магнитное
поле существует только в области истечения
плазмы, когда . Поток Пойтинга непо-
средственно истекает из черной дыры, что свиде-
тельствует о том, что процесс истечения происхо-
дит за счет процесса Блендфорда–Знаека [34].
Вычисление параметра  показало, что эта модель
относится к классу аккреционных дисков со
стандартной и нормальной эволюцией (класс
SANE), т.к. параметр  приблизительно в два
раза меньше предельного значения .

На рис. 7 изображены образы черной дыры на
частоте 375 ГГц (субмиллиметровая область с
длиной волны  мм) для данной численной
модели. На такой частоте явно наблюдются фо-
тонное кольцо и диск вблизи черной дыры [16].
Небольшое увеличение яркости связано с прояв-
лением фотонных орбит и линзирования, кото-
рое непосредственно зависит от параметра вра-
щения черной дыры.

ρ > .2/ 0 5B

φ

φ ≈ 28
φ ≈ 50

λ = .0 8

Численное моделирование линейной поляри-
зации показало, что она имеет пятнистую струк-
туру, в каждой области которой имеется своя по-
ляризация с определенным знаком. Просумми-
ровав по всей области карты, можно получить
результирующую линейную поляризацию, кото-
рая непосредственно наблюдается. Суммарное
значения параметра Стокса Q линейной поляри-
зации имеет положительный знак, а параметра
Стокса U – отрицательный знак. Знак круговой
поляризации, как видно из рис. 7, как положи-
тельный, так и отрицательный, но суммарное
значение имеет отрицательную хиральность и со-
ставляет величину порядка одного процента
(см. табл. 2), что приближенно и наблюдается
(см. рис. 4).

На рис. 8 показан образ спектральной плотно-
сти потока излучения, на который наложена ли-
нейная поляризация, изображенная штрихами.
Длина штриха соответствует величине линейной
поляризации. Наибольшее значение линейной
поляризации наблюдается в области уярчения за
счет линзирования и имеет хаотическое направ-
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Рис. 8. Плотность потока излучения в янских (параметр Стокса I, см. рис. 7), штрихами показана линейная поляриза-
ция.
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ление, что означает присутствие нерегулярного
магнитного поля.

3.2. Вторая модель

Результаты для второй модели схожи с резуль-
татами первой модели, но есть и отличия. На
рис. 9 приведено сравнение наблюдательных дан-
ных параметров Стокса I, Q, U, V (в янских) с дан-
ными, полученными численным моделировани-
ем, в зависимости от частоты (в герцах). Сверху
вниз звездочками, квадратами, ромбами и круга-
ми показаны наблюдательные данные для пара-
метров Стокса I, Q, U, V соответственно. Синяя
сплошная линия соответствует потоку вещества,
равному , зеленая штриховая
линия – . Данные кривые так
же хорошо описывают наблюдательные данные,
что и первая модель, в том же диапазоне для всех
четырех параметров Стокса. Отличие заключа-
ется в том, что кривые, которые описывают па-
раметр Стокса Q, более гладкие и плавно из-
меняются во всем диапазоне частот от  до

 Гц. Во всем этом диапазоне кривые по-
ложительны. То же относится и к параметру
Стокса U. Кривые более гладкие и везде отрица-
тельные в том же частотном диапазоне.

На рис. 10 показана зависимость величины
темпа аккреции  на черную дыру от времени. В

−= . ×� �

8
Edd5 13 10M M

−= . ×� �

8
Edd6 41 10M M

× 108 10
× 114 10

�M

данном случае при временах порядка 
темп аккреции выходит на квазистационарное
решение, что означает, что данная модель заведо-
мо находится в квазистационарном состоянии.

На рис. 11 цветом показано логарифмическое
распределение отношения плотности энергии
магнитного поля к плотности энергии плазмы

. Белый кружок в начале координат изобра-
жает черную дыру. Отличие данной модели от
первой заключается в следующем. Граница Пой-
тинга доминирующего истечения определяется
соотношением . Это отношение 
внутри истечения плазмы зависит от радиуса ,
но не от угла . Плотность плазмы также зависит
только от радиуса , как и в первой модели. Из
рис. 11 видно, что в аккреционном диске плазма
не успела перемешаться, наблюдается плавная
аккреция, но в то же время развивается магнито-
ротационная неустойчивость, что в конечном
счете приведет к перемешиванию плазмы. Круп-
номасштабное полоидальное магнитное поле
также наблюдается только в истекающей плазме.
Процесс истечения происходит за счет процесса
Блендфорда–Знаека [34]. Вычисление параметра

 показало, что эта модель относится к классу ак-
креционных дисков со стандартной и нормаль-
ной эволюцией (класс SANE), т.к. параметр

 приблизительно в три раза меньше пре-
дельного значения .

≈ 2500t
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Рис. 9. Графики сравнения численных вычислений параметров Стокса (в янских) с наблюдательными данными в за-
висимости от частоты (в герцах) для модели с параметрами , , , , , ,

 г/с. Сверху вниз звездочками, квадратами, ромбами и кругами показаны наблюдательные данные для
параметров Стокса I, Q, U, V соответственно. Синяя сплошная линия соответствует потоку вещества, равному

, зеленая штриховая линия – .
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Рис. 10. Зависимость плотности потока плазмы в компьютерных единицах от времени для модели с параметрами

, , , , , ,  гр/с, которая наилучшим образом соответ-
ствует наблюдательным данным.
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Рис. 11. Логарифмическое распределение отношения плотности энергии магнитного поля к плотности энергии плаз-
мы вокруг черной дыры для модели с параметрами , , , , , ,

 гр/с.
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Рис. 12. Образы параметров Стокса – плотность потока и поляризация излучения (в янских) со стороной от –13 М до
13 М на частоте 375 ГГц (  мм). Показаны параметры Стокса I, Q (верхняя панель) и U, V (нижняя панель) соот-
ветственно.
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На рис. 12 изображены образы черной дыры на
частоте 375 ГГц (  мм) для второй числен-
ной модели. Здесь более резко наблюдаются фо-
тонное кольцо и образ аккреционного диска над
фотонным кольцом. Это связано с тем, что маг-
нитное поле вблизи черной дыры более сильное
по величине, чем в первой модели.

Численное моделирование линейной поляри-
зации показало, что она имеет более крупную
пятнистую структуру. Это связано с тем, что маг-
нитное поле вблизи черной дыры имеет более ре-
гулярную структуру. То же самое наблюдается и в
образе круговой поляризации.

На рис. 13 показан образ спектральной плот-
ности потока излучения, на который наложена
линейная поляризация, изображенная штриха-
ми. Здесь также максимум линейной поляриза-
ции имеет хаотическое направление, что характе-
ризуется нерегулярной структурой магнитного
поля.

3.3. Выводы

Общие выводы заключаются в следующем.
Наблюдательные данные лучше всего описыва-
ются моделью с умеренным вращением черной
дыры, когда спин порядка , что согласует-
ся с наблюдениями по квазипериодическим ос-
цилляциям [7, 8]. Наблюдатель расположен под
углом к оси вращения черной дыры, равным

λ = .0 8

≈ .0 6a

. Менее точно можно объяснить наблюда-
тельные данные и при углах наклонения в диапа-
зоне , но при углах наклонения в диа-
пазоне  наблюдательные данные не
воспроизводятся полностью. Температура элек-
тронов равна или чуть меньше температуры про-
тонов . Случай, когда температура
электронов много меньше температуры прото-
нов, , исключается полностью. Величину
магнитного поля ограничить не удалось. Это свя-
зано с маленькой выборкой величины параметра

, рассмотренной в данной работе. Поток веще-
ства на черную дыру достаточно мал и составляет
малую долю от эддингтоновского предела. Для
первой модели , для второй мо-
дели , что значительно меньше
потока вещества на радиусе Бонди, а это в свою
очередь означает существование крупномасштаб-
ного истечения (ветра).

Если мы хотим сравнить численное моделиро-
вание только со спектральной плотностью потока
излучения без поляризации, то это можно сделать
с хорошей точностью и для других моделей с дру-
гими параметрами, например, для ,

 и . Таким образом, ограничить па-
раметры плазмы и параметр вращения черной
дыры только по наблюдениям спектральной
плотности потока излучения в данных моделях
затруднительно. Для всех рассмотренных моде-

≈ °50i

° < < °50 70i
≈ °− °70 90i

< </3p e pT T T

e pT T!

β

−≈ ×� �

10
Edd4 10M M

−≈ ×� �
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Edd6 10M M

= .0 2a
= .0 95a μ = 1/8

Рис. 13. Плотность потока излучения в янских (параметр Стокса I), на которую штрихами наложена линейная поля-
ризация.
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лей наблюдения описываются значительно луч-
ше для наблюдателя, расположенного под углом

, чем под углом . Это озна-
чает, что наблюдатель смотрит на черную дыру в
центре нашей Галактики не строго в плоскости
вращения черной дыры, а находится над ней.

Полученные образы на рис. 7 и 12 должны не-
посредственно наблюдаться в будущих наблюде-
ниях проекта Телескоп горизонта событий и
Миллиметрон при наблюдениях Стрелец  на
частоте 375 ГГц.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Были рассмотрены простейшие МГД модели

торообразной электрон-протонной плазмы в
ближайшей окрестности черной дыры, которые
относятся к радиационно неэффективным типам
аккреционных дисков, т.е. к дискам, в которых
пренебрегают радиационными эффектами. В за-
висимости от параметра  такие диски относятся
к классу либо аккреционных дисков с нормаль-
ной и стандартной эволюцией (SANE), либо к
аккреционным дискам с захваченным магнит-
ным полем (MAD). Оба этих класса характеризу-
ются темпом аккреции, значительно меньшим
эддингтоновского предела. В работе рассматри-
вались аккреционные диски, принадлежащие
классу SANE. Для каждой модели такого диска
вычислялись спектральные параметры синхро-
тронного излучения (параметры Стокса) и срав-
нивались с наблюдениями.

Для сравнения с наблюдениями был выбран
источник, расположенный в центре нашей галак-
тики Млечный Путь. Это достаточно массивная
черная дыра, которая излучает в миллиметровом
и в субмиллиметровом диапазонах спектра. Со-
поставляя результаты численных расчетов с на-
блюдениями, удалось оценить параметры плазмы
и параметр вращения черной дыры. Оказалось,
что наилучшее соответствие между численными
моделями и наблюдательными данными достига-
ется для умеренного вращения черной дыры

, когда наблюдатель расположен под углом
, а температура излучающих электронов

порядка или чуть меньше температуры протонов.
Были построены карты спектральной плотности
потока излучения и поляризации для численных
моделей, которые наилучшим образом согласу-
ются с наблюдательными данными.

Помимо этого, данные модели имеют ряд не-
достатков [34], связанных с неучетом многих яв-
лений, таких как нагрев электронов за счет пере-
соединения магнитных силовых линий, постоян-
ного отношения температуры электронов к
температуре протонов как в диске, так и в джете,
и с проблемами устойчивости относительно теп-
ловых возмущений.

° < < °50 70i ≈ °− °70 90i

*A

φ

≈ .0 6a
≈ °50i
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В затменно-двойных системах RY Aqr, AK Vir и AX Vul изучены изменения орбитального периода.
Показано, что изменения периодов этих систем можно представить с одинаковой точностью двумя
способами: либо в виде суперпозиции векового уменьшения и циклических изменений, либо толь-
ко в виде циклических колебаний. Циклические изменения периодов AK Vir и AX Vul вполне можно
объяснить световым уравнением вследствие присутствия третьего тела в системе. Циклические из-
менения периода RY Aqr можно объяснить как световым уравнением, так и магнитными циклами.
Вековое уменьшение периодов может быть вызвано магнитным торможением.

DOI: 10.31857/S0004629921020031

1. ВВЕДЕНИЕ
Наблюдательными проявлениями процессов,

происходящих в тесных двойных системах (ТДС),
являются изменения орбитальных параметров, в
частности, периода. Наиболее удобным инстру-
ментом для изучения периодов ТДС служат за-
тменно-двойные звезды. Изменения орбитально-
го периода делятся на вековые (монотонные) и
циклические. Вековые изменения периода свя-
зывают с процессами обмена веществом между
компонентами и потерей вещества системой в це-
лом. В зависимости от физических процессов,
происходящих в двойной системе, период может
увеличиваться или уменьшаться [1–3]. Количе-
ственные оценки скорости уменьшения (или уве-
личения) периода помогут сделать выбор среди
имеющихся теоретических моделей. Поэтому
важно быть уверенным, что в системе действи-
тельно происходит вековое изменение периода.
Например, при больших периодах движения в
долгопериодической орбите и при недостаточно
продолжительных рядах наблюдений моментов
минимумов можно ошибочно интерпретировать
части долгопериодических синусоидальных из-
менений периода как параболы [4–7]. В других
случаях допустима двоякая интерпретация изме-
нений орбитального периода: их можно предста-
вить либо суперпозицией монотонного измене-
ния периода и циклических изменений, либо
только циклическими изменениями (см., напри-
мер, [7]). Ясность в вопрос о характере изменения

периода в таких системах могут внести дальней-
шие наблюдения моментов минимумов. До выяс-
нения этого вопроса эти системы лучше не ис-
пользовать в работах, посвященных сравнению
наблюдений с теоретическими моделями.

В представленной работе рассматриваются как
раз такие затменно-двойные системы, изменения
орбитальных периодов которых допускают двоя-
кую интерпретацию. При этом точность пред-
ставления практически одинакова для обоих слу-
чаев. Для исследования изменений периода
каждой из затменно-двойных систем были ис-
пользованы моменты минимумов из базы данных
B. R. N. O. [8]. Начальные значения параметров
световых уравнений определялись методом пере-
бора в области их возможных значений. Затем
они уточнялись методом дифференциальных по-
правок [9] совместно с линейными или квадра-
тичными элементами. Одновременно вычисля-
лись ошибки определения параметров.

2. ИЗМЕНЕНИЯ СО ВРЕМЕНЕМ 
ОРБИТАЛЬНОГО ПЕРИОДА RY AQR

Переменность звезды RY Aqr (HD 203069,
BD –11 5574, V = 8.82m, P = 1.9666d) открыла
Г.С. Ливит [10]. Эфемериды и основные характе-
ристики кривой блеска были получены в работе
[11]. Первый подробный фотометрический ана-
лиз опубликовал Дуган [12]. Поппер [13] построил
кривые лучевых скоростей для обоих компонен-

УДК 524.386
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тов и определил массы компонентов и их спек-
тральные классы. Кривые блеска были решены в
работах [14] и [15]. В работе [14] были также изу-
чены изменения периода RY Aqr, но имевшиеся к
тому времени данные не позволяли сделать опре-
деленные выводы об их природе, было лишь сде-
лано предположение, что они могут быть след-
ствием светового уравнения с периодом ∼70 лет.
Сойдуган [16] интерпретировал изменения пери-
ода RY Aqr как световое уравнение с периодом
89.7 года. Он нашел функцию масс тройной си-
стемы f(m) = 0.178  и минимальную массу тре-
тьего тела 1.06 . В работе [15] изменения пери-
ода RY Aqr были представлены в виде суперпози-
ции векового уменьшения периода со скоростью
8.6 × 10–7 сут/год и его циклических изменений с
периодом 72.69 года. Масса третьего тела получи-
лась довольно большой (1.59 ), а вклад третье-
го тела в светимость системы довольно малень-
ким (6.5% в фильтре V). При этом из-за слишком
большого модулирующего периода авторы от-
вергли идею, что циклические изменения орби-
тального периода могут быть вызваны магнитны-
ми колебаниями, и предположили, что третье те-
ло – белый карлик. Однако масса белого карлика
не может быть больше 1.4 . К сожалению, гра-
фики, приведенные в работе [15], не дают пред-
ставления о том, насколько хорошо данная ин-
терпретация удовлетворяет наблюдениям. В ра-

�М
�М

�М

�М

боте [17] изменения периода RY Aqr также
представлены в виде суперпозиции векового
уменьшения периода и его циклических измене-
ний с периодом 55 лет за счет третьего тела массой
1.11 . Приведенная в этой работе теоретиче-
ская кривая плохо представляет наблюдения.

Для RY Aqr имеется 165 моментов главного
минимума: 115 визуальных, 1 фотографический и
49 минимумов из фотоэлектрических и ПЗС-на-
блюдений. Для вторичного минимума имеется
10 моментов. Поскольку вторичный минимум
очень мелкий, его моменты определяются с на-
много меньшей точностью, чем моменты главно-
го минимума, и они не использовались в анализе.
На рис. 1 приведены отклонения (O – C)1 наблю-
даемых (О) моментов минимумов RY Aqr от вы-
численных (C) с линейными элементами:

(1)

где T – эпоха наблюдения. На этом рисунке фото-
графический момент минимума обозначен тре-
угольником, визуальные наблюдения – малень-
кими точками, фотоэлектрические и ПЗС-на-
блюдения – большими точками.

Изменения периода RY Aqr можно предста-
вить непосредственно световым уравнением, то-

�М

×
≡ = +

+ d

HJD Min I 2452499.955

1.9665889 ,

( )C

Т

Рис. 1. Отклонения (O – C)1 наблюдаемых (О) моментов минимумов RY Aqr от вычисленных (C) с линейными эле-
ментами (1). Сплошная линия – теоретическая кривая для светового уравнения с параметрами из табл. 1. В нижней
части рисунка приведена зависимость от времени значений (O – C)2, полученных вычитанием из наблюдаемых мо-
ментов минимумов теоретических, вычисленных с учетом светового уравнения. Фотографический момент минимума
обозначен треугольником, визуальные наблюдения – маленькими точками, фотоэлектрические и ПЗС – большими
точками.
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гда теоретические моменты минимумов вычисля-
ются по формуле:

(2)

где LTE = (1 – )sin(  + ω3) [18].

Здесь  и Е – истинная и эксцентричная анома-
лии соответственно, а3 – большая полуось, i3 –
наклонность, е3 – эксцентриситет и ω3 – долгота
периастра орбиты затменной системы относи-
тельно центра тяжести тройной системы, c – ско-
рость света. Полученные нами значения парамет-
ров светового уравнения в RY Aqr приведены в
табл. 1. В таблице использованы следующие обо-
значения: P3 – период обращения в долгоперио-
дической орбите, JD3 – момент прохождения че-
рез периастр, A3 = ( )/с. Теоретическая кри-
вая для светового уравнения с параметрами из
табл. 1 показана на рис. 1 в виде сплошной линии.
В нижней части рис. 1 приведена зависимость от
времени значений (O – C)2, полученных вычита-
нием из наблюдаемых моментов минимумов тео-
ретических, вычисленных с учетом светового
уравнения.

Изменения периода RY Aqr можно также пред-
ставить суперпозицией параболы и светового
уравнения:

(3)

Параметры светового уравнения для этого слу-
чая также приведены в табл. 1. Зависимость от
времени остатков (O – C)21, полученных вычита-
нием из наблюдаемых моментов минимумов тео-
ретической параболы с параметрами из представ-
ления (3), приведена на рис. 2. Сплошная линия
на этом рисунке – теоретическая кривая для све-
тового уравнения с параметрами из второго
столбца табл. 1. В нижней части рис. 2 приведена
зависимость от времени значений (O – C)22, полу-
ченных вычитанием из наблюдаемых моментов
минимумов теоретических, вычисленных с уче-
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том квадратичных элементов (3) и светового
уравнения. На рис. 3 приведены изменения со
временем отклонений (О – С)23 наблюдаемых мо-
ментов минимумов RY Aqr от вычисленных с ли-
нейными элементами (3). Сплошная линия на
этом рисунке – сумма теоретических кривых для
параболы (3) и светового уравнения с параметра-
ми из второго столбца табл. 1. Из рисунка видно,
что эта кривая неплохо описывает изменения ор-
битального периода RY Aqr. Обратная парабола
означает, что происходит вековое уменьшение
периода. Его скорость вычисляется по формуле:
dP/dt = 2Q/P, где Q – коэффициент при квадра-
тичном члене в представлении моментов ми-
нимумов [1]. Используя величины из представле-
ния (3), получаем dP/dt = –3.4 × 10–7 сут/год. Ве-
ковое уменьшение периода может быть вызвано
потерей углового момента системы вследствие
магнитного торможения [19–21].

Интерпретируя циклические изменения пери-
ода как движение в долгопериодической орбите с
параметрами, приведенными в табл. 1, можно
оценить массу третьего тела, вычислив функцию
масс:

(4)

Здесь М1 и М2 – массы компонентов затменно-
двойной системы, М3 – масса третьего тела, G –
гравитационная постоянная. В случае непосред-
ственного представления диаграммы О – С свето-
вым уравнением f(M3) = 0.525 , в случае супер-
позиции параболы и светового уравнения f(M3) =
= 0.143 . Из кривой лучевых скоростей затмен-
но-двойной системы RY Aqr Поппер [13] нашел:

 = 1.26 ,  = 0.26 , где i – на-
клонность орбиты затменно-двойной системы.
Используя значение наклонности орбиты, i =
= 83.2°, полученное в работе [15], получим: M1 =
= 1.287 , M2 = 0.266 . С этими значениями
масс компонентов затменно-двойной системы и
считая i3 = 90°, находим нижнюю границу для
массы третьего тела: М3 > 1.81  для первого
случая и М3 > 0.969  для второго.
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+ +

=
3 3 3 32
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Таблица 1. Параметры гипотетической долгопериодической орбиты RY Aqr

Параметр Только 3-е тело Парабола + 3-е тело

P3 (47800 ± 300) сут = (130.9 ± 0.8) лет (31600 ± 300) сут = (86.5 ± 0.8) лет
A3 (0.120 ± 0.003) сут (0.059 ± 0.004) сут
e3 0.28 ± 0.03 0.30 ± 0.07
ω3 2° ± 1° 330° ± 3°
JD3 2434900 ± 260 2433580 ± 240

(3.11 ± 0.08) × 109 км = (20.8 ± 0.5) а.е. (1.53 ± 0.10) × 109 км = (10.2 ± 0.7) а.е.3 3sina i
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Из рис. 1–2 видно, что оба представления, и с
линейными элементами, и с квадратичными, хо-
рошо удовлетворяют наблюдениям. Рассмотрим
возможную природу третьего тела в каждом
случае.

1) Линейные элементы + световое уравнение.
В этом случае для третьего тела получается масса
М3 > 1.81 . Звезда главной последовательности
такой массы имела бы светимость больше свети-
мости всей затменно-двойной системы. Однако
величина третьего света, найденная в работе [15],
составляет 6.5%. Третий компонент может быть
нейтронной звездой, тем более что в системе об-
наружено рентгеновское излучение [22].

2) Квадратичные элементы + световое уравне-
ние. Для этого случая масса третьего компонента
М3 > 0.969 . Это может быть как нейтронная
звезда, так и белый карлик.

3) В обоих случаях третье тело может быть, в
свою очередь, тесной двойной системой.

Альтернативная причина циклических изме-
нений периода – проявление магнитной актив-
ности звезды позднего спектрального класса,
имеющей конвективную оболочку. Вторичный
компонент RY Aqr имеет спектральный класс ∼ K
и попадает в число звезд, имеющих конвектив-
ную оболочку. В модели Эппелгейта [23] ампли-
туда модуляций орбитального периода ΔP и ам-

�М

�М

плитуда осцилляций Δ(О – С) на диаграмме О – С
связаны соотношением: ΔP/P0 = 2πΔ(О – С)/Pmod.
Период циклических изменений орбитального
периода RY Aqr при линейных элементах, пожа-
луй, слишком велик, чтобы отнести его на счет
магнитных колебаний. Однако период цикличе-
ских изменений при квадратичных элементах
вполне можно отнести на счет таких колебаний.
Например, в работе [23] в качестве примера рас-
сматривается SV Cam, у которой период цикличе-
ских колебаний ∼80 лет. Принимая для радиуса и
светимости вторичного компонента значения со-
гласно [15] и используя приближенные соотно-
шения из работы [23], находим оценки величины
переносимого (от ядра звезды к ее оболочке и об-

Рис. 2. Зависимость от времени остатков (O – C)21, полученных вычитанием из наблюдаемых моментов минимумов
RY Aqr теоретической параболы с параметрами из представления (3). Сплошная линия – теоретическая кривая для
светового уравнения с параметрами из второго столбца табл. 1. Внизу приведена зависимость от времени значений
(O – C)22, полученных вычитанием из наблюдаемых моментов минимумов теоретических, вычисленных с учетом
квадратичных элементов (3) и светового уравнения. Обозначения как на рис. 1.
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Таблица 2. Величины, характеризующие циклы маг-
нитной активности вторичного компонента RY Aqr

Величина Значение

Рmod 31600 сут
Δ(О – С) 0.059 сут
ΔP 1.99 с
ΔJ 2.38 × 1047 г см2/с
ΔE 1.82 × 1041 эрг
B 2.64 × 103 Гаусс
ΔL 2.09 × 1032 эрг/с = 0.054  = 0.040 L2�L
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ратно) углового момента ΔJ, количества энергии,
необходимого для переноса углового момента во
внешнюю часть звезды, ΔE, напряженности маг-
нитного поля B активного компонента и измене-
ний его светимости ΔL. Эти величины приведены
в табл. 2. Полученные оценки магнитных и энер-
гетических величин вполне укладываются в допу-
стимые рамки. Возможные колебания свети-
мости вторичного компонента невелики. Сле-
довательно, магнитные колебания могут быть
причиной циклических изменений орбитального
периода RY Aqr.

3. ИЗМЕНЕНИЯ СО ВРЕМЕНЕМ 
ОРБИТАЛЬНОГО ПЕРИОДА AK VIR

Переменность звезды AK Vir (BD –17 3997, V =
= 10.0m, P = 1.1936d) открыл Хоффмайстер [24] и
определил, что это затменно-переменная типа
Алголя. Соловьев [25] построил кривую блеска из
визуальных наблюдений. Фотометрические на-
блюдения AK Vir в системе UBV были проведены
в работах [26, 27]. Последнее определение эфеме-
рид сделано в работе [28]. Для этой системы нет
ни решения кривой блеска, ни спектроскопиче-
ских наблюдений. Проблемы с получением кри-
вой блеска AK Vir связаны, по-видимому, с при-
сутствием звезды BD –17 3996 на расстоянии 44
от нее [29]. В работе [30] определены приближен-

″

ные характеристики компонентов. Исследование
изменений периода не проводилось.

Для затменно-двойной системы AK Vir имеет-
ся 74 момента главного минимума: 56 визуальных
и 18 из фотоэлектрических и ПЗС-наблюдений.
Наблюдений моментов вторичного минимума
нет. На рис. 4 приведены отклонения (O – C)1 на-
блюдаемых (О) моментов минимумов AK Vir от
вычисленных (C) с линейными элементами:

(5)

На этом рисунке визуальные наблюдения обозна-
чены маленькими точками, фотоэлектрические и
ПЗС-наблюдения – большими точками. Эти из-
менения периода можно представить непосред-
ственно световым уравнением:

(6)

Полученные нами значения параметров светового
уравнения приведены в табл. 3. Сплошная линия
на рис. 4 – теоретическая кривая для светового
уравнения с параметрами из табл. 3. В нижней ча-
сти рис. 4 приведена зависимость от времени зна-
чений (O – C)2, полученных вычитанием из на-
блюдаемых моментов минимумов теоретических,
вычисленных с учетом светового уравнения.

= + ×dHJD Min I 2442576.381 1.1935960( ) .Т
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Рис. 3. Изменения со временем отклонений (О – С)23 наблюдаемых моментов минимумов RY Aqr от вычисленных с
линейными элементами (3). Сплошная линия на этом рисунке – сумма теоретических кривых для параболы (3) и све-
тового уравнения с параметрами из табл. 1. Обозначения как на рис. 1.
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Изменения периода AK Vir можно также пред-
ставить суперпозицией параболы и светового
уравнения:

(7)

Параметры светового уравнения для этого случая
также приведены в табл. 3. Зависимость от време-
ни остатков (O – C)21, полученных вычитанием из
наблюдаемых моментов минимумов теоретиче-
ской параболы с параметрами из представления
(7), приведена на рис. 5. Сплошная линия на этом
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рисунке – теоретическая кривая для светового
уравнения с параметрами из второго столбца
табл. 3. В нижней части рис. 5 приведена зависи-
мость от времени значений (O – C)22, полученных
вычитанием из наблюдаемых моментов миниму-
мов теоретических, вычисленных с учетом квад-
ратичных элементов (7) и светового уравнения.

Световые уравнения в затменно-двойной си-
стеме AK Vir, полученные для линейных и квад-
ратичных элементов, имеют близкие периоды и
амплитуды и различаются в основном формой
кривой. Коэффициент при квадратичном члене
довольно мал, поэтому график для суммы парабо-
лы и светового уравнения почти не отличается от
рис. 5. Скорость уменьшения периода, соответ-

Рис. 4. Отклонения (O – C)1 наблюдаемых (О) моментов минимумов AK Vir от вычисленных (C) с линейными элемен-
тами (5). Сплошная линия – теоретическая кривая для светового уравнения с параметрами из табл. 3. В нижней части
рисунка приведена зависимость от времени значений (O – C)2, полученных вычитанием из наблюдаемых моментов
минимумов теоретических, вычисленных с учетом светового уравнения. Визуальные наблюдения обозначены ма-
ленькими точками, фотоэлектрические и ПЗС– большими точками.
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Таблица 3. Параметры гипотетической долгопериодической орбиты AK Vir

Параметр Только 3-е тело Парабола + 3-е тело

P3 (22600 ± 250) сут = (61.9 ± 0.7) лет (22000 ± 300) сут = (60.2 ± 0.8) лет

A3 (0.0188 ± 0.0016) сут (0.021 ± 0.003) сут

e3 0.57 ± 0.14 0.69 ± 0.10

ω3 285° ± 7° 338° ± 8°
JD3 2430200 ± 300 2432500 ± 300

(4.9 ± 0.4) × 108 км = (3.3 ± 0.3) а.е. (5.4 ± 0.8) × 108 км = (3.6 ± 0.5) а.е.3 3sina i
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ствующая квадратичным элементам (7), dP/dt =
= ‒4.1 × 10–8 сут/год. Для уточнения характера
изменения периода AK Vir нужны новые наблю-
дения.

Используя найденные нами параметры долго-
периодической орбиты, приведенные в табл. 3,
можно оценить массу третьего тела в AK Vir, вы-
числив функцию масс. В случае непосредствен-
ного представления диаграммы О – С световым
уравнением f(M3) = 0.00902 , в случае суперпо-
зиции параболы и светового уравнения f(M3) =
= 0.0133 . Для масс компонентов затменно-
двойной системы имеются лишь оценки, полу-
ченные в работе [30]: М1 = 2.05 , М2 = 0.43 .
Считая i3 = 90°, находим нижнюю границу для
массы третьего тела: М3 > 0.42  для первого
случая и М3 > 0.49  для второго. То есть значе-
ния массы третьего компонента для обоих случа-
ев примерно одинаковы, и это приближенные
оценки, так как для компонентов затменно-двой-
ной системы нет надежных определений масс.
Для этой системы нет решения кривой блеска,
так что вопрос о третьем свете остается откры-
тым. Однако можно предполагать, что третье тело
является звездой главной последовательности.

�М

�М

�М �М

�М

�М

4. ИЗМЕНЕНИЯ СО ВРЕМЕНЕМ 
ОРБИТАЛЬНОГО ПЕРИОДА AX VUL

Переменность звезды AX Vul (HD 340621, V =
= 11.0m, P = 2.0248d) открыл Хоффмайстер [31] и
определил, что это затменно-переменная типа
Алголя. Спектральный класс системы был опре-
делен в работе [32]: A1V. В течение долгого време-
ни для этой системы публиковались только
моменты минимумов и эфемериды. Диаграмма
О – С, приведенная в атласе [33], показывает, что
орбитальный период системы меняется. В работе
[34] изменения орбитального периода затменно-
двойной системы AX Vul были представлены в ви-
де суперпозиции векового уменьшения периода
(dP/dt ≈ –1.17 × 10–7 сут/год) и светового уравне-
ния с периодом 43 года. В той же работе из реше-
ния кривых блеска в фильтре V были получены
фотометрические элементы орбиты. Вследствие
накопления точных фотоэлектрических опреде-
лений моментов минимумов AX Vul следует пере-
смотреть изменения ее периода.

Для затменно-двойной системы AX Vul имеет-
ся 143 момента главного минимума: 111 визуаль-
ных, 14 фотографических и 18 минимумов из фо-
тоэлектрических и ПЗС-наблюдений. Для вто-
ричного минимума имеется всего 4 момента
минимума. На рис. 6 приведены отклонения (O – C)

Рис. 5. Зависимость от времени остатков (O – C)21, полученных вычитанием из наблюдаемых моментов минимумов
AK Vir теоретической параболы с параметрами из представления (7). Сплошная линия – теоретическая кривая для
светового уравнения с параметрами из второго столбца табл. 3. Внизу приведена зависимость от времени значений
(O – C)22, полученных вычитанием из наблюдаемых моментов минимумов теоретических, вычисленных с учетом
квадратичных элементов (7) и светового уравнения. Обозначения как на рис. 4.
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наблюдаемых (О) моментов минимумов AX Vul от
вычисленных (C) с линейными элементами, по-
лученными методом наименьших квадратов с ис-
пользованием всех имеющихся моментов главно-
го минимума:

(8)

На этом рисунке фотографические наблюде-
ния обозначены треугольниками, визуальные –
маленькими точками, фотоэлектрические и ПЗС –
большими точками. В дальнейшем анализе не ис-
пользовались фотографические точки, а также
две сильно отскакивающие точки: визуальная
JD = 2442403.315 и фотоэлектрическая JD =
= 2451276.174. Остальные моменты главного ми-
нимума AX Vul были представлены выражением:

(9)

При вычислениях фотоэлектрические и ПЗС точ-
ки брались с весом 5, визуальные – с весом 1. Зна-
чения параметров светового уравнения в AX Vul
приведены в табл. 4. На рис. 7 приведены откло-
нения (O – C)1 наблюдаемых моментов миниму-
мов AX Vul от вычисленных с линейными элемен-
тами из представления (9). Сплошная линия на
этом рисунке – теоретическая кривая для свето-
вого уравнения с параметрами из табл. 4. В ниж-
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+ +d
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ней части рис. 7 приведена зависимость от време-
ни значений (O – C)2, полученных вычитанием из
наблюдаемых моментов минимумов теоретиче-
ских, вычисленных с учетом светового уравнения.

Изменения периода AX Vul можно также пред-
ставить суперпозицией параболы и светового
уравнения:

(10)

Вычисления проводились с теми же весами, что и
в предыдущем случае. Параметры светового урав-
нения для этого случая также приведены в табл. 4.
Зависимость от времени остатков (O – C)21, полу-
ченных вычитанием из наблюдаемых моментов
минимумов теоретической параболы с парамет-
рами из представления (10), приведена на рис. 8.
Сплошная линия на этом рисунке – теоретиче-
ская кривая для светового уравнения с парамет-
рами из второго столбца табл. 4. В нижней части
рис. 8 приведена зависимость от времени значе-
ний (O – C)22, полученных вычитанием из наблю-
даемых моментов минимумов теоретических, вы-
численных с учетом квадратичных элементов (10)
и светового уравнения. На рис. 9 приведены изме-
нения со временем отклонений (О – С)23 наблюда-
емых моментов минимумов AX Vul от вычислен-

+=
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× × +
×d d

–10 2
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Рис. 6. Отклонения (O – C) наблюдаемых (О) моментов минимумов AX Vul от вычисленных (C) с линейными элемен-
тами (8). Фотографические наблюдения обозначены треугольниками, визуальные – маленькими точками, фотоэлек-
трические и ПЗС – большими точками.
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ных с линейными элементами (10). Сплошная
линия на этом рисунке – сумма теоретических
кривых для параболы (10) и светового уравнения
с параметрами из табл. 4. Из рисунка видно, что
эта кривая неплохо описывает изменения орби-
тального периода AX Vul. Используя значение ве-
личин из представления (10), получим для скорости
уменьшения периода dP/dt = –1.4 × 10–7 сут/год.
Характеристики изменения орбитального перио-
да AX Vul в этом случае близки к полученным в
работе [34].

Используя найденные нами параметры долго-
периодической орбиты, приведенные в табл. 4,
можно оценить массу третьего тела, вычислив
функцию масс. В случае непосредственного

представления диаграммы О – С световым урав-
нением f(M3) = 0.000833 , в случае суперпози-
ции параболы и светового уравнения f(M3) =
= 0.000234 . Для масс компонентов затменно-
двойной системы имеются лишь оценки, полу-
ченные в работе [30]: М1 = 2.25 , М2 = 0.54 .
Считая i3 = 90°, находим нижнюю границу для
массы третьего тела: М3 > 0.20  для первого слу-
чая и М3 > 0.13  для второго. То есть в обоих слу-
чаях для массы третьего компонента получается
небольшое значение, это может быть звезда глав-
ной последовательности. Оценок вклада третьего
света в светимость этой системы не делалось.

�М
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�М �М

�М

�М

Таблица 4. Параметры гипотетической долгопериодической орбиты AX Vul

Параметр Только 3-е тело Парабола + 3-е тело

P3 (33300 ± 200) сут = (91.2 ± 0.5) лет (17000 ± 200) сут = (46.5 ± 0.5) лет

A3 (0.0110 ± 0.0005) сут (0.0046 ± 0.0005) сут

e3 0.38 ± 0.08 0

ω3 120° ± 4° 0

JD3 2444700 ± 120 2455400 ± 100

(2.85 ± 0.13) × 108 км = (1.90 ± 0.09) а.е. (1.19 ± 0.13) × 108 км = (0.80 ± 0.09) а.е.3 3sina i

Рис. 7. Отклонения (O – C)1 наблюдаемых моментов минимумов AX Vul от вычисленных с линейными элементами из
представления (9). Сплошная линия – теоретическая кривая для светового уравнения с параметрами из табл. 4. Внизу
приведена зависимость от времени значений (O – C)2, полученных вычитанием из наблюдаемых моментов миниму-
мов теоретических, вычисленных с учетом светового уравнения. Обозначения как на рис. 4.
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Рис. 8. Зависимость от времени остатков (O – C)21, полученных вычитанием из наблюдаемых моментов минимумов
AX Vul теоретической параболы с параметрами из представления (10). Сплошная линия – теоретическая кривая для
светового уравнения с параметрами из второго столбца табл. 4. Внизу приведена зависимость от времени значений
(O – C)22, полученных вычитанием из наблюдаемых моментов минимумов теоретических, вычисленных с учетом
квадратичных элементов (10) и светового уравнения. Обозначения как на рис. 4.
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Рис. 9. Изменения со временем отклонений (О – С)23 наблюдаемых моментов минимумов AX Vul от вычисленных с
линейными элементами (10). Сплошная линия на этом рисунке – сумма теоретических кривых для параболы (10) и
светового уравнения с параметрами из второго столбца табл. 4. Обозначения как на рис. 4.
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изменения орбитальных периодов затменно-

двойных систем RY Aqr, AK Vir и AX Vul хорошо
представляются как суперпозицией обратной па-
раболы и светового уравнения, так и одним толь-
ко световым уравнением.

Для RY Aqr в обоих случаях масса третьего тела
получается очень большой при небольшом тре-
тьем свете. Приходится предположить, что тре-
тий компонент либо нейтронная звезда (в случае
линейных эфемерид), либо белый карлик (в слу-
чае квадратичных эфемерид). Третье тело может
быть также тесной двойной системой. В случае
квадратичных эфемерид причиной циклических
изменений орбитального периода RY Aqr могут
быть также магнитные колебания.

Для AK Vir в обоих случаях получается неболь-
шое значение для массы третьего тела. При этом
коэффициент при квадратичном члене определя-
ется с очень большой ошибкой. Изменения орби-
тального периода AK Vir вполне можно объяс-
нить только световым уравнением.

Для AX Vul в обоих случаях для массы третьего
компонента получается приемлемое значение, а
коэффициент при квадратичном члене определя-
ется с хорошей точностью. Для окончательного
решения вопроса о характере изменения орби-
тального периода AX Vul требуются дальнейшие
наблюдения.
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Рассмотрен околоземный гравитационный эксперимент, в котором пара спутников обменивается
лазерными сигналами. В качестве конкретного примера для проведения численных оценок исполь-
зовалась конфигурация спутников в миссии GRACE-FO. Получено выражение для фазы сигнала,
обеспечивающее точность в 1 пикометр (пм) при вычислении расстояния между спутниками. Рас-
смотрено влияние на распространение сигнала всех существенных гравитационных эффектов, та-
ких как гравимагнитное поле Земли и приливные поля Солнца и Луны. Особое внимание уделено
исследованию вкладов гармоник потенциала Земли. Рассмотрены возмущения фазы первого и вто-
рого порядков и показано, что влияние поправок второго порядка лежит за пределами точности в
1 пм. Это позволяет представить выражение для фазы сигнала в достаточно компактном виде.

DOI: 10.31857/S0004629921020055

1. ВВЕДЕНИЕ

За последние десятилетия были проведены не-
сколько космических экспериментов по измере-
нию гравитационного поля Земли с низкоорби-
тальных космических аппаратов (КА). Особенно
успешным был эксперимент с двумя КА GRACE.
В течение его работы с 2002 по 2017 г. КА провели
беспрецедентно точные измерения гравитацион-
ного поля Земли, открывая тем самым новую эру
для изучения временных вариаций гравитацион-
ного поля Земли из космоса. По наблюдениям
GRACE месячная модель гравитационного поля
Земли рассчитывается с точностью лучше, чем
0.1 мгал и с пространственным разрешением при-
мерно 400 км [1–4]. Эти модели теперь успешно
применяются во многих областях геофизики, в
том числе в изучении колебаний уровня моря, по-
тери массы полярного ледяного покрова, масс
пресной воды, колебаний грунтовых вод и т.д.
Сейчас на орбите вокруг Земли работают два но-
вых КА, GRACE Follow on (GRACE-FO), кото-
рые продолжают изучение гравитационного поля
Земли с более высокой точностью. Готовятся но-
вые экспедиции для изучения гравитационного
поля Земли с еще большей точностью. Кроме того,
готовятся космические эксперименты с класте-
ром спутников на высоких орбитах вокруг Земли
для детектирования гравитационных волн [5].
Основной принцип измерения гравитационного

поля посредством пары спутников – измерение
изменений расстояния между ними. Если для
экспедиций типа GRACE точность измерения
между КА составляла порядка 1 мкм, то в случае
космических детекторов гравитационных волн
точность измерения должна быть уже на шесть
порядков выше и составлять примерно 1 пико-
метр (пм).

Релятивистские редукции в космических экс-
периментах на низких орбитах неоднократно рас-
сматривались для различных конфигураций и
характеристик кластеров КА [6]. В связи с по-
степенным улучшением точности измерений не-
обходимо обновить и формулы редукции для них.
В нашу задачу входит написать формулы для ре-
дукции измерений расстояния между двумя КА с
учетом вторых поправок по гравитационному по-
лю Земли, что уже необходимо для измерений
указанной выше точности. Для этого мы будем
работать с фазой сигнала, которым обменива-
ются спутники, и в данной статье получим выра-
жение для фазы, в котором учтены все гравитаци-
онные поправки, достаточные для редукции
измерений расстояния между спутниками с точ-
ностью в 1 пм. Используемый нами метод был
развит в работах [7, 8], где планка желаемой точ-
ности была установлена на уровне 1 нанометра в
расстоянии между спутниками; полученные там
результаты были приняты как часть модели ре-
ального анализа результатов миссии GRACE-FO.

УДК 520
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Рассматриваемый нами фазовый подход может
быть применен для анализа измерений в около-
земном эксперименте с парой спутников, обме-
нивающихся сигналами, по запаздыванию кото-
рых делается вывод о расстоянии между спут-
никами и скорости его изменения. В качестве
конкретного примера такого эксперимента мы
будем работать с конфигурацией миссии
GRACE-FO.

Здесь следует упомянуть, что помимо реляти-
вистских эффектов оптический путь лучей света
искажают также ионосфера и атмосфера. Эффект
искажения оптического пути, вносимый ионо-
сферой, зависит от частоты обратно пропорцио-
нально квадрату частоты. Поэтому, если на стан-
дартных частотах K (27 ГГц) и Ka (32 ГГц) вариа-
ции оптического пути составляют примерно 1 см,
то для лазерного излучения (282 ТГц) соответ-
ствующие вариации есть примерно 100 пм. Эту
вариацию можно редуцировать при наблюдении
на двух частотах. Для верхней атмосферы ситуа-
ция сложнее. Несмотря на значительные высоты
(400–500 км) существует остаточная нейтральная
атмосфера, которая также искажает оптический
путь. Причем искажение пути не зависит от ча-
стоты излучения.

Существуют несколько моделей атмосферы на
высотах превышающих 100 км. Они строились на
основе наблюдений за полетами спутников и ра-
кет, а также на основе наблюдений радарного эха.
Плотность газов на таких высотах определяется
годом, днем года, всемирным временем, высотой,

геодезической широтой и долготой, местным
солнечным временем, потоком солнечного излу-
чения (для предыдущего дня и среднего трехме-
сячного значения) и магнитным индексом. Мож-
но провести оценки вариации оптического пути.
На высоте 400 км они составляют от 78 до 216 пм,
а на высоте 500 км они составляют от 12 до 47 пм.
Более подробные вычисления этих эффектов и
возможности их редукции являются предметом
отдельного исследования.

Обрисуем в общих чертах геометрию миссии
GRACE-FO [8] (см. рис. 1).

Спутник GRACE-FO-A движется по траекто-
рии с координатами  и в геоцентрический
момент времени  испускает сигнал ко второму
спутнику GRACE-FO-B, который движется по
траектории  и принимает сигнал в момент 
(эту часть мы будем называть сигналом “туда”,
после чего второй спутник мгновенно ретрансли-
рует сигнал обратно к первому (сигнал “обрат-
но”), и момент регистрации обратного сигнала
первым спутником будем обозначать как . Гео-
центрическими координатами события испус-
кания сигнала “туда” являются , собы-
тие приема этого сигнала имеет координаты

, и координаты приема обратного сиг-
нала есть . Таким образом, для описа-
ния фазы при распространении сигнала “туда”
мы полагаем  и . Обратный
сигнал в данной работе мы не рассматриваем, от-
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Рис. 1. Прохождение сигнала между спутниками в миссии GRACE-FO. В геоцентрической системе координат (GCRS)
символически показаны траектории спутников А и В, траектория сигнала от А к В, и траектория ретранслированного
сигнала от В к А, указаны соответствующие моменты координатного времени.
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ВЛАСОВ и др.

кладывая это для следующей статьи, в которой
будет рассмотрено конструирование наблюдае-
мых величин. Поэтому для краткости мы не бу-
дем указывать в формулах зависимость от кон-
кретных моментов времени; как общее правило,
все величины с индексом A берутся в момент , а
с индексом B – в момент . В связи с этим удобно
ввести ряд обозначений, упрощающих описание
геометрии задачи: единичные вектора координат
спутников , , где  и

; вектор, соединяющий точки испускания
и приема , его длина  и
единичный вектор . Отсюда следу-
ет, что единичный вектор  вдоль невозмущен-
ной траектории сигнала представим в виде

. Отметим, что так как оба спутни-
ка движутся по почти идентичным и почти круго-
вым орбитам (на высоте  км над поверхно-
стью Земли), то расстояние  между ними для
многих оценок можно считать постоянным, так
что  км там, где
не требуется учет эксцентриситета. Расстояние
между спутниками  км было использо-
вано для оценок в [8], и в нашей работе мы будем
полагать его таким же.

Наши обозначения во многом совпадают с ис-
пользованными в классической работе [9]. Ла-
тинские буквы  обозначают простран-
ственно-временные индексы и имеют значения
от 0 до 3, а греческие буквы  соответствуют
пространственным индексам и имеют значения
от 1 до 3. Метрика Минковского обозначается
как . Для пространствен-
но-временных индексов мы используем стан-
дартное правило суммирования Эйнштейна, при
этом манипулирование индексами производится
посредством полной метрики  (или, с соответ-
ствующим комментарием, с помощью плоской
метрики ). Для чисто пространственных вели-
чин мы не делаем различия между верхними и
нижними индексами (во избежание путаницы со
знаками). Например, для компонентов трехмер-
ного вектора  мы полагаем , т.е. в трех-
мерных объектах индексы меняют уровень по-
средством свертки с трехмерным символом Кро-
некера (единичной матрицей) .
Прочие обозначения поясняются по мере появ-
ления в тексте.

2. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ФАЗЫ СИГНАЛА
ВО ВТОРОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Рассмотрим фазу  электромагнитной волны,
которая является скаляром и в приближении гео-
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метрической оптики удовлетворяет уравнению
эйконала

(1)
здесь и далее индекс после запятой обозначает
частную производную по соответствующей коор-
динате. В плоском пространстве волна распро-
страняется прямолинейно, и фаза линейно зави-
сит от пространственных координат вдоль луча,
оставаясь при этом фиксированной в любой дви-
жущейся вместе с волной точке волнового фрон-
та. Для описания такого приближения введем по-
стоянный (по отношению к метрике Минковско-
го) вектор , который направлен вдоль
невозмущенной прямолинейной траектории луча
и является нулевым, т.е. его компоненты удовле-
творяют условию

(2)
Так как в дальнейшем естественным образом
происходит расщепление четырехмерных вели-
чин на пространственную и временную часть, то
будет удобным представить компоненты этого
нулевого вектора как

(3)

(4)

где ,  есть постоянная угловая частота
невозмущенной волны. Трехмерный единичный
(относительно плоской метрики) вектор  имеет
компоненты  и является касательным к про-
странственной проекции невозмущенной миро-
вой линии сигнала. Для удобства обозначений мы
не будем делать различий между верхним и ниж-
ним индексами компонентов этого вектора, т.е.
по определению полагаем , но в формулах
будем помещать индексы в позициях, согласую-
щихся со стандартным правилом суммирования
Эйнштейна.

Параметризация мировой линии сигнала ко-
ординатным временем  позволяет записать про-
странственную часть траектории в виде уравне-
ния прямой линии с направляющим вектором ,
с добавлением поправки  (первого порядка по

), описывающей искривление реальной траек-
тории. Точный вид этой поправки в рассматрива-
емой задаче оказывается несущественным, так
что в общем виде координаты вдоль луча предста-
вимы как

(5)

Вернемся к рассмотрению фазы. Так как сиг-
нал распространяется в искривленном простран-
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стве, то к нулевому невозмущенному приближе-
нию необходимо добавить возмущения. Поправку
к фазе первого порядка по степени гравитацион-
ной постоянной  обозначим как , решение
для нее было детально исследовано в работе [8]; в
нашей работе мы доведем соответствующую ей
точность в определении расстояния между спут-
никами до одного пикометра, а также получим
решение для нелинейной части возмущения ,
квадратичной по . Таким образом, запишем
разложение фазы вдоль луча в виде

(6)

Здесь и далее точка между векторами обозначает
трехмерное декартово скалярное произведение.
Аналогично, метрику представляем как сумму
плоской метрики Минковского и возмущений
первого и второго порядка по , соответственно

 и  (их явный вид будет конкретизирован
позже):

(7)

С учетом разложений метрики и фазы уравне-
ние эйконала (1) дает уравнение для возмущений
первого и второго порядка в виде

(8)

Так как нас интересует фаза на луче, то от част-
ных производных удобно перейти к полным
производным по времени; для произвольной
функции , при зависимости координат тра-
ектории от времени в виде (5), справедливо соот-
ношение

(9)

Из этого, беря в качестве функции  возмуще-
ния фазы, получаем

(10)

так что (8) переходит в
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Последний член в левой части этого уравнения
можно удалить, выполнив разложение в ряд Тэй-
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лора около невозмущенной прямолинейной тра-
ектории сигнала:

(12)

Далее под функциями  и  будем понимать
функции в точках на невозмущенной траектории,
как в правых частях (12), и для сокращения запи-
си не будем указывать эту зависимость в уравне-
ниях. Теперь, собирая отдельно члены первого и
второго порядка по , получаем уравнения для
линейной и квадратичной поправок к фазе:

(13)

(14)

В следующих разделах будут найдены решения
этих уравнений и оценен их вклад в определение
расстояния между спутниками. Переход от фазы
к расстояниям можно проделать следующим об-
разом: перепишем уравнение (6) в виде

(15)

так что функция  представляет собой пол-
ное расстояние, пройденное сигналом с момента
излучения  по момент приема ; в соответствии с
(6), она зависит от поправок к фазе как

(16)

Из этого видно, что линейная и квадратичная
поправки к фазе вносят коррекции в расстояние
соответственно как  и .
Из уравнений (16), (13) и (14) можно заключить,
что , так что члены  величиной около
3.7 × 10–18 в метрическом тензоре приводят к по-
правкам в районе 1 пм в измерении расстояния
между спутниками (для конфигурации GRACE-FO
с  км).

3. РЕШЕНИЕ ДЛЯ ПОПРАВОК 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА К ФАЗЕ

В этом разделе будет получено решение для
– поправки первого порядка по гравитацион-

ной постоянной, и оценен вклад в измеренное
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расстояние от различных ее составляющих. До
сих пор наши рассуждения обладали некой общ-
ностью в том смысле, что применимы к физиче-
ской ситуации достаточно слабого гравитацион-
ного поля, точнее, для случаев достаточно хоро-
шей сходимости постминковского разложения
полей на поправки с возрастающими степенями
гравитационной постоянной . Так как основ-
ной целью данной работы является описание си-
туации околоземного гравитационного экспери-
мента, то следует конкретизировать вид метриче-
ского тензора; мы будем работать в рамках
метрики слабого поля, представленной в виде
стандартного разложения и реализующей так на-
зываемую геоцентрическую систему координат
(GCRF). Данная система координат является кине-
матически невращающейся и имеет начало отсчета
в центре масс Земли, и контравариантные компо-
ненты соответствующей ей метрики имеют вид

(17)

где  и  обозначают соответственно реляти-
вистский скалярный и векторный потенциал.
Поправки второго порядка  здесь оставлены в
общем виде, и речь о них пойдет в разделе о реше-
нии для возмущения фазы второго порядка. От-
брошенные в (17) члены имеют порядок  по
скорости света, и их величины оценены в районе
орбиты околоземного спутника (на высоте 500 км
от поверхности Земли). Как было сказано выше,
члены порядка  в метрике приводят к по-
правкам в расстоянии на уровне 1 пм, поэтому
влиянием отброшенных в (17) членов можно пре-
небречь при нашей точности. Далее рассмотрим,
что конкретно имеется в виду под метрическими
потенциалами  и .

Основная, линейная по  часть метрики (17),
соответствует рекомендованному МАС [10, 11]
представлению метрического тензора в геоцен-
трической системе координат и описывается по-
средством двух релятивистских потенциалов  и

, каждый из которых состоит из трех частей
различной природы. Скалярный потенциал опи-
сывает влияние массы тел и записывается как

(18)
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т.е. является линейной суперпозицией реляти-
вистского скалярного гравитационного потенци-
ала  изолированной Земли (он отличается от
классического ньютоновского потенциала реля-
тивистскими поправками), внешнего “прилив-
ного” потенциала , создаваемого остальны-
ми телами Солнечной системы (его главная часть
квадратична по расстоянию от начала координат
и тоже близка к классическому приливному по-
тенциалу), и поправки , возникающей из-за
отклонения движения начала координат (центра
масс Земли) от геодезической. Такое отклонение
возникает в основном из-за отличия формы Зем-
ли от сферической, что приводит к взаимодей-
ствию квадрупольного момента Земли с внешним
гравитационным полем (в первую очередь с по-
лем Луны). Величина  линейна по расстоя-
нию от начала координат и пропорциональна не-
геодезическому ускорению Земли. В работе [12]
такое ускорение оценено как  м/с2, что со-
ответствует членам порядка  в метрике
для околоземного пространства. Таким образом,
величиной  в нашей точности можно прене-
бречь. Внешний потенциал дает поправки к мет-
рике около  и соответствующие члены долж-
ны быть учтены в пикометровой модели. Нако-
нец, главный вклад происходит от скалярного
потенциала Земли, члены с ним в метрике имеют
величину .

Векторный потенциал описывает влияние
вращения массивных тел и дается похожим раз-
ложением

(19)

т.е. разделяется на аналогичные по смыслу части:
он является линейной суперпозицией релятивист-
ского векторного гравитационного потенциала 
изолированной Земли, внешнего “приливного”
потенциала , создаваемого остальными тела-
ми Солнечной системы, и поправки , отвеча-
ющей релятивистской прецессии, которая возни-
кает из-за наличия вращения геоцентрической си-
стемы координат относительно динамически
невращающейся системы. За подробностями, ка-
сающимися этой поправки, отсылаем читателя к
работе [10]. Отметим, что соответствующие ей чле-
ны в метрике имеют величину около  и
должны быть оставлены в модели. Приливный
вклад от вращения внешних тел, собранный в

, дает в метрике члены не более , и по-
этому далее учитываться не будет. За подробно-
стями, касающимися его структуры, отсылаем
читателя к работам [13, 14]. Вращательный потен-
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циал Земли  приводит к поправкам в метрике
на уровне  и должен учитываться в нашей
модели. По причине малости вращательных эф-
фектов поправка второго порядка  в пикомет-
ровой модели не требуется и была отнесена к от-
брошенным членам в разложении компонентов
метрики  в (17).

С учетом этих оценок линейные по  поправ-
ки  к плоской метрике достаточно полагать
равными

(20)

Следует отметить, что поправки второго порядка
 лежат за пределами точности разложения мет-

рики в первом постньютоновском приближении.
Соответствующая им квадратичная по  поправ-
ка к фазе будет найдена и оценена в разделе 4.
Уравнение (13) для линейной поправки к фазе
выражается с учетом (20) через потенциалы как

(21)

Здесь члены расположены в порядке убывания
значимости. Для удобства разобьем поправку 
на четыре составляющие, соответствующие по
порядку членам с разными потенциалами в (21):

(22)

и далее получим решения и оценки для каждой из
этих поправок по отдельности.

Последний член в (21) описывает поправку к
фазе за счет вращательных инерциальных эффек-
тов:

(23)

“Инерциальный” векторный потенциал  по
своей смысловой нагрузке является потенциалом
для релятивистской силы Кориолиса, возникаю-
щей из-за вращения геоцентрической системы
координат относительно инерциальной системы
[10]. Обозначая угловую скорость этого вращения
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как , данный потенциал записывается в виде
векторного произведения

(24)

Угловая скорость такого вращения разделяется на
сумму трех так называемых релятивистских пре-
цессий: геодезическую (составляет около /сто-
летие), Лензе–Тирринга ( /столетие) и То-
маса ( /столетие). Для пикометровой точ-
ности достаточен учет только первого из этих
типов прецессии. Геодезическая прецессия воз-
никает как следствие вращения системы коорди-
нат, связанной с Землей, вокруг центра масс Сол-
нечной системы, и с достаточной точностью пол-
ная угловая скорость представима в виде

(25)

где  и  обозначают соответственно барицен-
трическую скорость и ускорение центра масс
Земли, и по величине оценивается как 

 рад/с. Вклад от данного эффекта в изме-
ренное расстояние между спутниками GRACE-
FO может достигать 18 пм, так что он должен учи-
тываться в нашей модели. Решение уравнений
(23)–(25) может быть найдено точно (считая ско-
рость и ускорение Земли неизменными на малом
промежутке времени полета сигнала, составляю-
щем менее 1 мс), и отождествляя начальное собы-
тие с положением спутника A в момент испуска-
ния сигнала, а конечное событие – с положением
спутника B в момент приема сигнала, получаем
для сигнала от A к B “прецессионную” поправку
к фазе

(26)

здесь погрешность оценена по отброшенным в
(25) членам.

Предпоследний член в уравнении (21) соответ-
ствует вкладу внешнего потенциала в поправку к
фазе; обозначив эту поправку как , имеем для
нее уравнение

(27)

Внешний “приливный” потенциал  с доста-
точной точностью определен как часть суммарно-
го ньютоновского потенциала внешних тел, кото-
рая является квадратичной (и выше) по расстоя-
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нию от начала координат, плюс релятивистские
поправки, имеющие порядок малости 

(28)

Здесь суммирование ведется по всем телам  Сол-
нечной системы, исключая Землю,  и 
обозначают соответственно значения потенциала
тела  в текущей точке  и в начале координат ;
градиент потенциала тела  в начале координат
обозначен как . Наконец,  есть геоцен-
трический радиус-вектор центра масс тела ,  –
его модуль, и . Во втором равенстве в
первой сумме собраны вторые производные
внешнего потенциала, т.е. эта сумма является
квадрупольной частью внешнего потенциала. Во
второй сумме собраны третьи производные, что
дает октупольную часть внешнего потенциала.
В данном выражении пренебрегается постньюто-
новскими поправками к потенциалу и более вы-
сокими, чем третья, производными в разложении
в ряд Тэйлора в окрестности начала координат.
Это оправдано тем, что вклад внешнего потенци-
ала в определение расстояния, как будет показано
ниже, достаточно мал и находится на уровне не-
скольких десятков пикометров.

Оценим, какую поправку в расстояние между
спутниками дают гравитационные потенциалы
внешних тел. Для этого достаточно считать пра-
вую часть дифференциального уравнения (27) по-
стоянной на времени полета сигнала. Это являет-
ся хорошим приближением, так как расстояние
между спутниками  км сигнал проходит
всего за 0.9 мс. Тогда приливная поправка к фазе

оценивается как , и по (16) по-

правка к расстоянию составляет .

Для указанных ранее параметров орбиты спутни-
ков в миссии GRACE-FO максимальный вклад
квадрупольной части приливного поля Солнца и
Луны в нахождение расстояния между спутника-
ми оценивается по этой формуле как 11 и 30 пм
соответственно. Следующий ближайший по ма-
лости квадрупольный вклад оказывается от по-
тенциала Венеры и составляет порядка 0.0013 пм.
Наибольший эффект от октупольных членов в
разложении (28) происходит от поля Луны и со-
ставляет не более 0.58 пм, следующий по малости
вклад равен  пм (от поля Солнца). Таким
образом, для точности в 1 пм можно пренебречь
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всей второй суммой в (28), а в первой сумме со-
хранить только члены для Луны и Солнца. При
этих условиях уравнение (27) может быть решено
точно. Отождествляя начальное событие с по-
ложением спутника A в момент испускания сиг-
нала, а конечное событие – с положением спут-
ника B в момент приема сигнала, получаем для
сигнала от A к B приливную поправку к фазе

(29)

в которой содержится только сумма вкладов от
квадрупольных приливных потенциалов Луны
(M) и Солнца (S). Оценка точности здесь дана по
отброшенным членам с октупольным приливным
потенциалом Луны.

Перейдем к рассмотрению влияния на фазу
векторного гравитационного потенциала; такую
поправку обозначим через , и соответствую-
щий ей второй член в (21) приводит к дифферен-
циальному уравнению

(30)

С достаточной точностью векторный потенциал
определен как

(31)

где  обозначает релятивистскую плот-
ность импульса материи вращающейся Земли, и
интегрирование ведется по объему Земли. Во вто-
рой части уравнения выполнено мультипольное
разложение и сохранен только ведущий спино-
вый момент (плотность момента импульса) ,
который имеет стандартное определение в виде
интеграла по объему Земли,

(32)

Отметим известный факт, что для однородно-
го шара с радиусом  и массой , вращающегося
твердотельно с угловой скоростью , такое опре-

деление спина дает значение . Осталь-
ные члены мультипольного разложения и пост-
ньютоновские поправки к потенциалу пренебре-
жимо малы: согласно оценкам в работе [10],
отброшенные в (31) члены имеют величину при-
мерно в  раз меньшую, чем главный диполь-
ный спиновый член. При таком выражении для
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векторного потенциала может быть найдено точ-
ное решение уравнения (30): для прохождения
сигнала от A к B,

(33)

что соответствует поправке порядка 200 пм при
измерении расстояния между спутниками (вели-
чина отброшенного члена дана по приведенной
выше оценке отброшенных спиновых мультипо-
лей). Таким образом, поправка (33) должна быть
учтена в окончательной формулировке выраже-
ния для фазы. Отметим, что альтернативная фор-
ма записи решения (33) была получена в [8], где
сначала проводилось интегрирование по време-
ни, а затем разложение по мультиполям.

Наиболее сложной является ситуация с вкла-
дом  от скалярного потенциала Земли. В урав-
нении (21) ему отвечает первое слагаемое, так что
эта поправка подчиняется уравнению

(34)

В работе [8], посвященной созданию модели,
обеспечивающей нанометровую точность в изме-
рении расстояния, было получено точное реше-
ние уравнения (34), имеющее вид

(35)

Здесь интегрирование производится по объему
Земли, и  обозначает релятивистскую мас-
совую плотность материи. Отброшенные члены
соответствуют ряду постньютоновских поправок
к определению скалярного потенциала Земли и
по величине составляют порядка  от величи-
ны основного интеграла, представленного здесь.

Далее, раскладывая в ряд логарифм под зна-
ком интеграла, в [8] были получены монопольная
и квадрупольная поправки к фазе; для опреде-
ления массы Земл  и ее квадрупольного мо-
мента  в (35) было проделано мультипольное
разложение

(36)
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и выполняя мультипольное разложение в (35),
получаем поправку к фазе в форме

(38)

Первый (логарифмический) член представляет
собой классический эффект Шапиро от точечной
массы , он является доминирующим по вели-
чине среди всех поправок к фазе и приводит для
сигнала от A к B в миссии GRACE-FO к поправке
в расстоянии порядка 350 мкм. Для круговых ор-
бит этот вклад постоянен во времени; при нали-
чии небольшого эксцентриситета  по-
является дополнительная поправка порядка
0.35 мкм с периодом, равным периоду обращения
спутников. Группа членов с  представляет со-
бой квадрупольный вклад в фазу и приводит к по-
правке (периодической) в несколько десятых
микрометра. Следующие члены мультипольного
разложения (октупольный и прочие) здесь отбро-
шены; они были оценены в [8] как дающие по-
правку в расстояние менее 1 нм.

В связи с перспективами повышения точности
в измерении расстояния между спутниками мис-
сии GRACE-FO до  м возникает вопрос, до
каких порядков следует продолжить мультиполь-
ное разложение (38) и имеет ли вообще смысл в
задаче с повышенной точностью оперировать та-
кого рода разложением, так как уже квадруполь-
ная поправка выглядит не слишком компактно, а
следующие члены разложения усложняются еще
больше [15]. Для решения этой проблемы мы обра-
тимся к более удобному для практики, чем мульти-
польное, разложению потенциала по сферическим
гармоникам. Для релятивистского скалярного по-
тенциала такое разложение имеет вид [10]:

(39)

где  обозначает радиус Земли,  – присоеди-
ненные полиномы Лежандра. Коэффициенты
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 и  являются функциями времени и
геоцентрического расстояния, а именно

(40)

Коэффициенты  и  описывают разло-
жение релятивистского геопотенциала в геоцен-
трической системе координат; они соотносятся
(путем релятивистского преобразования между
вращающимися и невращающимися координата-
ми) с приблизительно постоянными коэффици-
ентами  и  в моделях геопотенциала во вра-
щающихся вместе с Землей координатах. Наборы

 и  отличаются на множитель по-
рядка  из-за преобразования между
системами координат; для орбит с высотой 500 км
над поверхностью это составляет около

, что приводит к поправкам в изме-
рение расстояния между спутниками GRACE-FO
порядка  пм. Релятивистские поправки в (40)
имеют тот же порядок малости. Наконец, харак-
терные времена изменения гармоник  и 
много больше динамической шкалы в нашей за-
даче, описываемой миллисекундными интерва-
лами в обмене сигналами между спутниками, так
что на протяжении распространения сигналов
можно пренебречь временной зависимостью гар-
моник. Все это позволяет нам представить реля-
тивистский геопотенциал в районе орбит спутни-
ков в виде стандартного разложения

(41)

с так называемыми нормализованными (посто-
янными) гармониками  и , которые вычис-
лены и затабулированы для многочисленных мо-
делей гравитационного поля Земли. Различия в
численных значениях гармоник в разных со-
временных моделях находятся за пределами точ-
ности рассматриваемой нами задачи, и для ана-
лиза поправки к фазе  мы выбрали модель
GGM05C, содержащую гармоники по  и
датированную 2015 годом [16]. Таблицы с числен-
ными значениями гармоник этой модели, как и
множества других, можно найти в открытом до-
ступе на сайте icgem.gfz-potsdam.de.

В разложении (41) координаты точки  даются
стандартным набором сферических (геоцентри-
ческих невращающихся) координат . Необ-
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ходимо отметить, что азимутальная координата 
для фиксированной точки должна пониматься
как линейная функция времени вида 
по причине того, что гармоники  и  относят-
ся к вращающейся вместе с Землей системе коор-
динат; в результате этого в фиксированной в гео-
центрической системе координат точке  значе-
ние потенциала  является переменным во
времени. Другой важный момент, на котором
здесь следует заострить внимание, это использо-
вание в разложении (41) так называемых норма-
лизованных присоединенных полиномов Ле-
жандра . Обычные присоединенные полиномы

 определяются через производные от классиче-
ских полиномов Лежандра  как

(42)

(обращаем внимание на отсутствие в этом опре-
делении множителя , называемого фазой
Кондона–Шортли, что является обычной прак-
тикой в геодезии). Нормализованные присоеди-
ненные полиномы Лежандра  вычисляются по
правилу [17]

(43)

с множителем  при  и  при .
В разложениях с большими порядками гармоник
использование нормализованных полиномов
вместо обычных объясняется вычислительной
необходимостью, так как максимальные значе-
ния обычных полиномов слишком быстро растут
с увеличением порядка, что делает их неудобны-
ми при численных вычислениях.

Для иллюстрации темпа сходимости ряда (41)
на рис. 2 представлена зависимость модуля коэф-
фициентов  от номера гармоники , начиная с
квадрупольного члена  и далее по .
Коэффициенты убывают очень медленно, и схо-
димость разложения (41), помимо знакоперемен-
ности, обусловлена убыванием фактора расстоя-
ния . Однако спутники GRACE-FO нахо-
дятся на низкой орбите с высотой  км, так
что для них , и для сотой гармоники
фактор расстояния составляет всего около .
Октупольный момент дает вклад в расстояние
между спутниками порядка 1 нм, так что прихо-
дится говорить о нескольких десятках гармоник,
дающих вклад не менее 1 пм. Более того, возмо-
жен накопительный эффект – отброшенные за
малостью высокие гармоники в сумме могут да-
вать достаточно большую поправку.

Все это приводит к необходимости детального
анализа влияния различных гармоник. Обозна-
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чим  вклад от гармоник  (просуммированный
по ) в вычисление расстояния между спутника-
ми. Из (16), (34) и разложения (41) следует, что
для произвольного момента испускания сигнала 
эти величины могут быть вычислены как

(44)

где сферические координаты  вычисля-
ются для точек на прямолинейном отрезке траек-
тории сигнала от A к B

(45)

по стандартным формулам сферической триго-
нометрии (заметим, что геоцентрическая долго-
та φ' должна быть дополнительно сдвинута на

 для перехода к вращающейся вместе с
Землей системе координат, в которой заданы гар-
моники  и ).

Численный анализ вклада каждой гармоники
проведем следующим образом. Будем считать,
что спутник А шлет сигнал к спутнику В один раз
в секунду, и для каждого такого события вычис-
лим поправки в измеряемое при этом расстояние,
разделяя по отдельности вклады от каждой гар-
моники, так что для каждой гармоники можно
будет рассмотреть динамику во времени. Для ор-
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биты пары спутников сделаем упрощающее пред-
положение, что они движутся синхронно на фик-
сированном расстоянии  км друг от
друга по круговой околополярной орбите с гео-
центрическим радиусом  км и накло-
ном  к экватору (параметры орбиты близки к
реальным для GRACE-FO). Для такой орбиты
вычисляем координаты спутников  и  с
шагом в одну секунду на протяжении 15 их оборо-
тов, что составляет около одних земных суток.
Для каждого такого секундного шага, соответ-
ствующего моменту , вычисляем величины 
по определению (44) для всех номеров гармоник l.
Для этого интервал интегрирования 

 секунды делится на 64 равных отрезка и
интегрирование выполняется численно по мето-
ду Ромберга. При таком методе интегрирования
численные ошибки лежат далеко за пределами
желаемой нами точности вычислений, и на полу-
ченные результаты будем далее в тексте ссылаться
как на точные.

В результате описанных действий мы для каж-
дой гармоники проследили зависимость попра-
вок к расстоянию между спутниками от времени
на протяжении 15 оборотов спутников (примерно
1 сут). Этого вполне достаточно для оценки мак-
симального вклада различных гармоник. В каче-
стве иллюстрации полученных результатов на
рис. 3 приведен ряд графиков зависимости от вре-
мени для поправок к расстоянию от некоторых
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Рис. 2. Характер убывания модуля нормализованных гармоник . Точки соответствуют гармоникам с номером .
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гармоник. В верхнем ряду слева показано, как за-
висит от времени самый крупный (после моно-
польного) вклад от квадрупольных  гармо-
ник земного потенциала. Видно, что максималь-
ный по модулю вклад в измеренное расстояние
между спутниками (для GRACE-FO) составляет
немного более 300 нм. Справа в верхнем ряду
приведена зависимость суммарного вклада от
всех гармоник, больших квадрупольной, т.е. для
всех порядков с . Видно, что максимальное
значение составляет около трех нанометров. Это
следует понимать так, что ошибка при учете толь-
ко монопольной и квадрупольной составляющей
потенциала Земли достигала бы 3 нм. В верхнем
ряду масштабы осей  взяты разными из-за отли-
чия значений эффектов примерно на два поряд-
ка. В каждом следующем ряду на рис. 3 масштабы
осей сделаны одинаковыми для лучшей визуали-
зации при сравнении вкладов индивидуальных
гармоник (левый столбец) с  с сум-
марными вкладами всех последующих гармоник
(соответственно с  правый столбец).

По графикам во втором ряду видно, что окту-
польные гармоники приводят к максимальным
поправкам около двух нанометров, в то время как
все остальные гармоники с  суммарно могут
давать те же два нанометра. Похожая ситуация
наблюдается и в третьем ряду, где максимальный
эффект около 1 нм дают как гармоники с ,
так и суммарно с . В четвертом ряду слева
представлен график для первой по порядку гар-
моники, вклад которой оказывается менее одного
пикометра (гармоника с ). Однако по соот-
ветствующему правому графику видно, что все
последующие гармоники суммарно могут давать
эффект в три раза больший. Наконец, в нижнем
ряду справа показан суммарный вклад всех гар-
моник с порядками , который оказывается
ниже желаемой планки в 1 пм. При этом гармо-
ники с  приводят к поправкам не более
0.2 пм (график в нижнем ряду слева). Для двух по-
следних рядов в графиках справа хорошо заметны
резкие пики, в которых вклады высоких гармо-
ник усиливают друг друга; все это позволяет гово-
рить о значительном накопительном эффекте,
имеющем здесь место. Формальное отбрасыва-
ние всех гармоник с индивидуальными вкладами,
меньшими одного пикометра, приводит к ошиб-
кам при измерении расстояния не в 1 пм, а в 3 пм,
как видно из второго снизу ряда на рис. 3. Точ-
ность в 1 пм для конфигурации GRACE-FO обес-
печивается учетом всех гармоник потенциала
вплоть по .

На рис. 4 проиллюстрирована важность нако-
пительного эффекта в целом. Из набора получен-
ных данных о временнóй зависимости поправок
от каждой гармоники, пять примеров которых
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≥ 3l
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были представлены на рис. 3, можно вычислить
максимальные вклады в измерение расстояния
для каждой гармоники, которые наблюдаются на
интервале в 15 оборотов спутников. Модуль таких
максимальных вкладов в зависимости от номера
гармоники  представлен нижней линией на рис. 4.
Верхняя линия изображает аналогичный макси-
мальный вклад от суммы всех гармоник с номера-
ми . Вертикальное расстояние между линиями
показывает величину накопленного эффекта от
всех гармоник, больших данной. Значительное
расхождение линий хорошо демонстрирует суще-
ственное влияние такого накопительного эффек-
та: видно, что для всех гармоник выше примерно
двадцатой, величина суммарного эффекта от гар-
моник  в 3–5 раз превосходит величину эффек-
та от гармоники номер . Мы можем заключить,
что каждая гармоника, начиная с , дает мак-
симальную поправку менее 1 пм, однако для
обеспечения точности в 1 пм при анализе фазо-
вой информации необходимо учитывать все гар-
моники земного потенциала вплоть по номер

. Так как при построении модели распро-
странения фазы имеются ошибки из других ис-
точников, повысим здесь планку точности в
10 раз и потребуем, чтобы отброшенные гармо-
ники земного потенциала приводили к ошибке
в измерении расстояния между спутниками
GRACE-FO не более, чем в 0.1 пм. Из рис. 4 вид-
но, что для этого нужно полностью учитывать
первые 100 гармоник. Отметим, что есть вероят-
ность того, что на бóльших временах мониторин-
га спутников, чем те 15 оборотов, которые рас-
сматривали мы, будут появляться более высокие
пики от сумм высоких гармоник, так что наша
оценка необходимого числа гармоник может
быть занижена на несколько единиц.

Возникает вопрос, каким образом можно
адекватно включить в процедуру анализа фазы та-
кое большое число гармоник земного потенциа-
ла. В работе [8] представлен механизм аналитиче-
ского вычисления поправок к фазе для произ-
вольной гармоники и выведены формулы для
монопольного и квадрупольного вкладов, но не
был найден общий вид формул для других гармо-
ник, так как в этом не было необходимости в свя-
зи с ограничением планируемой точности экс-
перимента в 1 нм. Даже если такие формулы
получить, то выражения для вклада каждой сле-
дующей гармоники будут содержать в несколько
раз больше членов, чем для предыдущей, поэтому
общий вид такого разложения скорее представля-
ет только теоретический, а не практический ин-
терес. При реальной обработке эксперимента
приходится прибегнуть к той или иной форме
численного интегрирования, по типу использо-
ванного нами при вычислении поправок (44). Не
вдаваясь в детали реализации конкретных мето-

l

≥ l

≥ l
l

= 58l
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дов обработки наблюдений, мы изучили вопрос,
какой из численных методов взятия интегралов
(44) достаточен по точности для пикометровой
модели. Мы исследовали, помимо метода Ром-
берга, еще 3 более быстрых метода интегрирова-
ния и сравнили получившиеся результаты с “точ-

ными” (полученными методом Ромберга и опи-
санными выше). На рис. 5 для каждой гармоники
приведены абсолютные значения максимальных
расхождений между упрощенными методами ин-
тегрирования и методом Ромберга в вычислении
расстояния между спутниками. Верхняя кривая

Рис. 3. Зависимость от времени (в орбитальных периодах спутников) вкладов в измеренное расстояние от различных
гармоник. В левом столбце представлены вклады от гармоник с номерами  и 70 (считая сверху вниз).
Справа от каждого такого графика приведен график суммарного вклада от всех гармоник, больших данной, т.е. при

 и 71.
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соответствует ошибкам при интегрировании ме-
тодом прямоугольников (по одной точке, функ-
ция считается постоянной на интервале интегри-
рования и равной своему значению, например, на
левой границе). Можем заключить, что точность
этого метода не является удовлетворительной.
Средняя кривая показывает ошибки при инте-
грировании методом трапеций (по двум точкам,
функция аппроксимируется отрезком прямой,
соединяющей значения на концах интервала ин-
тегрирования). Видно небольшое увеличение
точности, но его все равно недостаточно для пи-
кометровой точности. Наконец, нижняя кривая
соответствует ошибкам при интегрировании ме-
тодом Симпсона (по трем точкам, функция ап-
проксимируется параболой). Этот метод оказы-
вается вполне пригодным, и даже для квадру-
польных гармоник дает наибольшее расхождение
около 0.04 пм.

Выясним, какова точность интегрирования
методом Симпсона суммарного эффекта от всех
гармоник земного потенциала. Это следует про-
анализировать, так как возможна ситуация, когда
ошибки интегрирования накапливаются при сло-
жении большого количества членов. Действи-
тельно, на рис. 6 нижняя линия является копией
нижней линии с рис. 5 и представляет собой
ошибки для индивидуальных гармоник  в методе
Симпсона. Верхняя линия показывает макси-

l

мальные ошибки при интегрировании совокуп-
ности гармоник со всеми номерами . Видно,
что метод парабол гарантирует точность числен-
ного интегрирования в 0.1 пм для полного разло-
жения потенциала по гармоникам. Окончательно
мы приходим к выводу, что учет 100 первых гар-
моник земного потенциала и численное интегри-
рование в (44) по методу Симпсона приводят к
ошибкам в вычислении расстояния между спут-
никами GRACE-FO не более 0.2 пм.

Таким образом, для вычисления поправки к
фазе  от скалярного потенциала Земли предста-
вим потенциал  в виде разложения, содержа-
щего 100 первых гармоник :

(46)

где гармоники  определены через коэффициен-
ты  и  из модели потенциала Земли как

(47)

Решение уравнения (34) для ньютоновской
поправки к фазе будем записывать в виде суммы
логарифмического члена Шапиро, описывающей
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Рис. 4. Зависимость от номера гармоники  (с номера 2 по 120) максимального вклада в определение расстояния между
спутниками. Нижняя линия (синие квадраты) показывает максимальный за 15 оборотов спутников вклад от каждой
индивидуальной гармоники с номерами . Верхняя линия (красные кружки) показывает максимальный суммарный
вклад от всех гармоник с номерами .

Δd для отдельных гармоник с номером l
Δd суммарно для всех гармоник  ≥l

Макс. поправка к расстоянию, Δd (м)

2010 30 50 70 90 11040 60 80 100 1200

10−12

10−11

10−10

10−9

10−8

10−7

10−13

10−14

Номер гармоники, l

l

l
≥l



АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 98  № 2  2021

РЕЛЯТИВИСТСКИЕ РЕДУКЦИИ В ИЗМЕРЕНИЯХ РАССТОЯНИЯ 173

влияние монопольной части потенциала, и фор-
мулы Симпсона (из численного интегрирования
методом парабол) для гармоник с  по 100:

(48)

Данная формула является основным результатом
исследования влияния скалярного потенциала
Земли на фазу сигнала.

Напомним, что полная поправка первого по-
рядка к фазе была разбита в (22) на 4 части, и в за-
ключение этого раздела соберем вместе получен-
ные результаты.

Скалярный потенциал Земли приводит к фа-
зовой поправке в виде (48), с вкладом в расстоя-
ние от монопольной части на уровне 350 мкм, от
квадрупольной – до 320 нм, и суммарно от гармо-
ник с номерами от 3 по 100 – до 3 нм.

Релятивистская поправка, связанная с враще-
нием Земли (гравимагнитный эффект) дается вы-
ражением (33) и приводит к поправкам в расстоя-
ние до 200 пм.

Влияние внешних по отношению к Земле тел
(достаточно принимать во внимание только Луну
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и Солнце) может достигать 40 пм и дается форму-
лой (29).

Наконец, вращение Земли вокруг Солнца
приводит к геодезической прецессии, что оказы-
вает влияние на фазу сигнала (26) на уровне 18 пм.
Приведем единое выражение для поправки к фазе
первого порядка:

(49)

Напоминаем, что все координаты  вычисляют-
ся в момент испускания сигнала , а координаты

 – в момент приема . То же относится и к про-
чим выводимым из них величинам. Оценка по-
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Рис. 5. Зависимость от номера гармоники  (с номера 2 по 120) максимальной ошибки в определении расстояния меж-
ду спутниками, возникающей при упрощенных методах численного интегрирования в (44). Верхняя линия (красные
треугольники) соответствует взятию интеграла методом прямоугольников, средняя линия (синие квадраты) – мето-
дом трапеций, нижняя линия (зеленые кружки) – методом парабол (формула Симпсона).
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грешности в (49) получена как сумма погрешно-
стей четырех рассмотренных частей фазы.

4. РЕШЕНИЕ ДЛЯ ПОПРАВОК 
ВТОРОГО ПОРЯДКА К ФАЗЕ

Уравнение (14), которому подчиняется по-
правка второго порядка по , запишем в более
развернутом виде, разделяя компоненты  на
временную и пространственные в соответствии с
(4), а также учитывая отсутствие явной зависимо-
сти от времени у поправок первого порядка ,
что видно из итогового результата (49) предыду-
щего раздела. Получаем

(50)

Как было получено в предыдущей главе, домини-
рующим членом в  является поправка от моно-
польного эффекта Шапиро, которая дает вклад в
измерение расстояния примерно  м, а все
остальные поправки как минимум на 3 порядка
меньше. По грубой оценке, поправки второго по-
рядка получают дополнительный множитель по-
рядка , поэтому ожидаемая ве-
личина поправок в расстоянии за счет  должна

G
mK

ϕ1

αβ α
α β α

α αβ αβ
,α α ,β ,α ,β

ϕ = − − + −

− ϕ + ϕ + δ ϕ ϕ .

00 00 02
2 2 0 2

0
1 1 1 1 1 1

0

2 2

2

ck ckd h k k h ck k h
dt

cch ch k
k

ϕ1

−. × 43 5 10

−. ×∼

2 10
E / 6 5 10U c

ϕ2

находиться в районе  м. Это ниже приня-
той нами планки в 1 пм, однако находится неда-
леко от нее, поэтому желательна более аккурат-
ная оценка. В силу малости рассматриваемой по-
правки второго порядка, в функции  в (50)
достаточно сохранить только эффект Шапиро
(логарифмический член в (49)), а остальными по-
правками пренебречь; тогда необходимые здесь
производные от фазы по пространственным ко-
ординатам вычисляются как

(51)

Добавление сюда производных от более высоких
гармоник земного потенциала излишне, так как
максимальное значение производной от вклада
гармоники с номером  растет примерно пропор-
ционально , и этого недостаточно, чтобы соот-
ветствующие члены попали в диапазон значений
выше 1 пм.

Покажем, что третий и четвертый члены в (50)
можно сразу исключить из рассмотрения. Они
связаны с влиянием гравимагнитной составляю-
щей гравитационного поля Земли, и поэтому
вклад от них достаточно мал. В предыдущем раз-
деле показано, что поправка в расстоянии от ли-
нейного возмущения метрики  находится на
уровне  м; во втором приближении анало-
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Рис. 6. Зависимость от номера гармоники  (с номера 2 по 120) максимальной ошибки в определении расстояния меж-
ду спутниками, возникающей при численном интегрировании в (44) по методу Симпсона. Нижняя линия (синие
квадраты) показывает ошибки для индивидуальных гармоник с номерами , верхняя линия (красные кружки) пока-
зывает ошибку при суммировании интегралов для всех гармоник с номерами .
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гичный по своей природе третий член в (50), про-
порциональный , имеет следующий порядок
малости, т.е. его вклад подавлен примерно в 
раз. Очевидно, такой поправкой к фазе мы прене-
брегаем. Для четвертого члена в (50) приведем бо-
лее точную оценку. Оставляя в мультипольном
разложении векторного гравитационного потен-
циала Земли только главный спиновый член (31),
получаем

(52)

Для твердотельного однородного шара с радиу-
сом , вращающегося с угловой скоростью ,

спиновый момент , поэтому вклад
члена (52) в измерение расстояния между спутни-
ками оценивается как

(53)

где, как обычно, мы полагаем время распростра-
нения сигнала от спутника A к B  с.
Соответственно, этой поправкой тоже можно
пренебречь.

Для вычисления квадратичных по  поправок
 и , входящих в (50), поступим следующим

образом. Мы показали, что во втором приближе-
нии вклад гравимагнитного поля Земли прене-
брежимо мал. Также мал вклад от несферичности
Земли и от гравитационного поля внешних тел
(такие поправки к расстоянию оцениваются как
поправки первого порядка, умноженные на реля-
тивистский фактор , т.е. состав-
ляют менее  м). Это говорит о том, что для
описания гравитационного поля во втором при-
ближении достаточно считать Землю изолиро-
ванным сферически симметричным телом. В то
время как поправка первого порядка к фазе была
нами получена в полной модели с учетом несфе-
ричности и вращения Земли, для второго порядка
будем представлять поле Земли в качестве метри-
ки Шварцшильда, записанной в подходящих ко-
ординатах. Координатами, в которых метрика
Шварцшильда при разложении по малому пара-
метру дает монопольное приближение нашей
метрики (17), являются изотропные координаты;
интервал в них имеет вид [18]

(54)
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Такая метрика является диагональной, и неслож-
но вычислить квадратичные поправки в обратной
метрике при разложении по степеням :

(55)

В таком виде подставим эти поправки в первые два
слагаемые уравнения (50), а производные (51) – в
последние два слагаемых, и в результате получим
достаточно компактное уравнение для поправки
второго порядка к фазе:

(56)

Точки с координатами , как и ранее, берутся на
прямолинейной невозмущенной траектории сиг-
нала, так что координаты точек зависят от време-
ни как . С учетом этого данное
уравнение оказывается возможным проинтегри-
ровать точно, и нами было найдено его решение в
следующем виде:

(57)

Для сигнала от спутника A к B в качестве на-
чальной и конечной точек выступают  и

. Сделаем некоторые упрощения для оцен-
ки вклада от (57) в расстояние между спутниками.
Во всех знаменателях, а так же под корнем в чис-
лителе внутри арктангенса, считаем  и

, так как вектор  вдоль луча близок к
перпендикуляру к радиусу-вектору спутника.
Расстояние между спутниками  мало по
сравнению с радиусом орбиты , так что для ма-
лого  используем приближение .
Орбиты спутников считаем круговыми, так что

. Наконец, для разности координат спутни-
ков имеем точное равенство . В та-
ком случае для (57) справедлива оценка

(58)

При  с значение этой поправки со-
ставляет  м. Таким образом, можно кон-
статировать, что квадратичные поправки к фазе
оказываются за пределами точности измерения
расстояния в 1 пм.
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ВЛАСОВ и др.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В качестве главного итога данной работы нами

получено аналитическое выражение для фазы
сигнала, которым обмениваются спутники в экс-
перименте типа GRACE-FO. Фаза была проана-
лизирована методом возмущений, и для возму-
щений первого порядка по гравитационной по-
стоянной найдены все поправки, достаточные
для обработки измерения расстояния с точно-
стью в 1 пм. Затем было показано, что возмуще-
ния второго порядка приводят к поправкам в рас-
стоянии между спутниками GRACE-FO на уров-
не 0.03 пм и тем самым могут не учитываться в
пикометровой модели. Итоговое выражение для
фазы сигнала, испущенного спутником А в гео-
центрический момент времени , и принимаемо-
го на спутнике В в момент , получается комби-
нированием формулы разложения фазы на воз-
мущения (6) и решением (49) для возмущения
фазы первого порядка:

(59)

Здесь логарифмический член (монопольный эф-
фект Шапиро) записан в более удобном виде с ис-
пользованием соотношения [7]:

(60)

Уравнение (59) связывает начальную и конечную
фазу точки волнового фронта сигнала; так как
фаза точки не изменяется , то
(59) в сущности задает связь между временем дви-
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жения сигнала  и расстоянием между спут-
никами. В следующей публикации будет рассмот-
рен вопрос об использовании результата (59) для
формулировки наблюдаемых величин в экспери-
менте типа GRACE-FO.

Авторы признательны профессору В.Г. Туры-
шеву за многочисленные комментарии и помощь
в структурировании материала.
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