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Þðèé Èñààêîâè÷ Íåéìàðê ðîäèëñÿ 24 íîÿáðÿ 1920 ã. â ã. Àìóð-Íèæíå-
äíåïðîâñêå, çàêîí÷èë ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ãîðüêîâñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â 1944 ã. Çäåñü æå íà÷àë íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü
â êà÷åñòâå àñïèðàíòà ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Àëåêñàíäðà Àëåêñàíäðî-
âè÷à Àíäðîíîâà. Ïåðâàÿ íàó÷íàÿ ñòàòüÿ �Î äâèæåíèÿõ èäåàëüíîé ìîäåëè
÷àñîâ, èìåþùåé äâå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ìîäåëü äî-ãàëèëååâûõ ÷àñîâ� â ñîàâ-
òîðñòâå ñ À.À. Àíäðîíîâûì áûëà îïóáëèêîâàíà â 1946 ã. â æóðíàëå �Äîêëàäû
ÀÍ ÑÑÑÐ�. Âïîñëåäñòâèè èìåííî Þ.È. Íåéìàðê âîçãëàâèë íàó÷íóþ øêîëó
À.À. Àíäðîíîâà, ñâÿçàííóþ ñ èçó÷åíèåì íåëèíåéíîé äèíàìèêè ñèñòåì.

Âêëàä Þ.È. Íåéìàðêà â íàóêó è âûñøåå îáðàçîâàíèå ïîèñòèíå îãðîìåí.
Îí îñòàâèë çàìåòíûé ñëåä â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, òåîðèè àäàïòèâíîãî è ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ,
â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ, íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêå è ìåõàíèêå ãèðîñêîïè-
÷åñêèõ ñèñòåì, ïîèñêîâîé îïòèìèçàöèè è ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.
Þ.È. Íåéìàðê ÿâëÿåòñÿ îñíîâàòåëåì ïåðâîãî â ÑÑÑÐ ôàêóëüòåòà âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè (ÂÌÊ) è íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî
èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè (ÍÈÈ ÏÌÊ). Àêàäå-
ìèê ÐÀÅÍ, ëàóðåàò ïðåìèè ÀÍ ÑÑÑÐ èì. À.À. Àíäðîíîâà, ìåæäóíàðîä-
íîé ïðåìèè èì. Í. Âèíåðà, íàãðàæäåí îðäåíîì �Çíàê Ïî÷¼òà� è ìåäàëÿìè
Ê.Ý. Öèîëêîâñêîãî, À.Ñ. Ïîïîâà, Â.Ì. Êåëäûøà çà çàñëóãè â ðàçâèòèè îòå-
÷åñòâåííîé êîñìîíàâòèêè.
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Þ.È. Íåéìàðê è ß.Ç. Öûïêèí

Ïåðâûå çíà÷èòåëüíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Þ.È. Íåé-
ìàðêîì óæå ê êîíöó 40-õ ãã. XX â. è çàùèùåíû â âèäå êàíäèäàòñêîé äèñ-
ñåðòàöèè â 1947 ã. Â 1949 ã. â Ëåíèíãðàäå èì áûëà îïóáëèêîâàíà ìîíî-
ãðàôèÿ �Óñòîé÷èâîñòü ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì (äèñêðåòíûõ è ðàñïðåäåëåí-
íûõ)�, â êîòîðîé èçëîæåí òåïåðü óæå âñåìèðíî èçâåñòíûé ìåòîä D-ðàçáèåíèÿ.
Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò âûäåëèòü îáëàñòè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ
íåïðåðûâíûõ èëè äèñêðåòíûõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåííîìó ÷èñ-
ëó êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà èëè êâàçèïîëèíîìà, ïðèíàäëåæà-
ùèõ çàäàííîé îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îäíî èç ïåðâûõ ïðèìåíåíèé
ýòîãî ìåòîäà ê èññëåäîâàíèþ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè óëüòðàöåíòðèôóãè, èñ-
ïîëüçóåìîé äëÿ ðàçäåëåíèÿ èçîòîïîâ óðàíà â ñîâåòñêîì àòîìíîì ïðîåêòå,
â êîòîðîì Þ.È. Íåéìàðê ïðèíèìàë ó÷àñòèå, ïîçâîëèëî ïðåäîòâðàòèòü àâà-
ðèè è ðàçðóøåíèÿ öåíòðèôóã. Â 50-å ãã. XX â. Þ.È. Íåéìàðê îáðàùàåòñÿ ê
íîâîé òåìàòèêå: èì èññëåäóþòñÿ ðåëåéíûå ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëè-
ðîâàíèÿ, è â 1956 ã. îí çàùèùàåò â Èíñòèòóòå àâòîìàòèêè è òåëåìåõàíèêè
(Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ) äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ.

Ïîñëå çàùèòû äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Þ.È. Íåéìàðê çàíÿëñÿ ðàçðàáîò-
êîé ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé è åãî ìíîãîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèé â òåî-
ðèè êîëåáàíèé è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èìåííî çäåñü îí âèäåë âîç-
ìîæíîñòü ñóùåñòâåííîãî ïðîãðåññà â èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ ìíîãîìåð-
íûõ ñèñòåì, ïåðåõîäà îò äâóìåðíûõ, õîðîøî èçó÷åííûõ, ê ñèñòåìàì òðåõìåð-
íûì è áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ñëóæèëè èññëåäîâàíèÿ
À. Ïóàíêàðå è Ä. Áèðêãîôà â îáëàñòè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è óñïåõè,
äîñòèãíóòûå â èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ òðåõìåðíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñè-
ñòåì â ðàáîòàõ À.À. Àíäðîíîâà, Í.Í. Áàóòèíà è À.Ã. Ìàéåðà. Â 1964�1965 ãã.
Þ.È. Íåéìàðê ïðèìåíèë íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ òî÷å÷íûõ îòîáðàæå-
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íèé, íàçâàííûé èì ìåòîäîì âñïîìîãàòåëüíûõ îòîáðàæåíèé, è ïîíÿë, ÷òî ìå-
õàíèçìîì âîçíèêíîâåíèÿ ñëîæíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, íàçâàííûõ ïîçäíåå õàîòè÷åñêèìè è ñòîõàñòè÷åñêèìè, ÿâëÿþòñÿ ãî-
ìîêëèíè÷åñêèå ñòðóêòóðû À. Ïóàíêàðå. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé áûëè
îïóáëèêîâàíû â äâóõ ìîíîãðàôèÿõ: �Ìåòîä òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé â òåîðèè
íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé� â 1972 ã. è �Ñòîõàñòè÷åñêèå è õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ�
â 1987 ã. (ñîâìåñòíî ñ Ï.Ñ. Ëàíäîé).

Ñî âðåìåíåì îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Þ.È. Íåéìàðêà çíà÷èòåëüíî
ðàñøèðÿåòñÿ è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçëè÷íûå ðàçäåëû êèáåðíåòèêè (òåîðèè
óïðàâëåíèÿ): àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå, èäåíòèôèêàöèÿ è ôèëüòðàöèÿ, ðîáàñò-
íàÿ óñòîé÷èâîñòü, ãëîáàëüíàÿ ïîèñêîâàÿ îïòèìèçàöèÿ ñ àäàïòèâíîé ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ìîäåëüþ îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, àâòîìàòíàÿ ïîèñêîâàÿ îïòè-
ìèçàöèÿ, òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è ìåäè-
öèíñêàÿ äèàãíîñòèêà. Èíòåðåñ ê ïðîáëåìàì êèáåðíåòèêè áûë èíèöèèðîâàí
À.À. Àíäðîíîâûì, êîòîðûé ãîâîðèë, ÷òî �êèáåðíåòèêà ðîäèëàñü íå íà ïóñ-
òîì ìåñòå, ÷òî îíà áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè êîëåáàíèé è àâòîìàòè÷åñêîì ðåãó-
ëèðîâàíèè, ÷òî çà íåé áóäóùåå, çà åå ñïèíîé âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà, íîâûé
ìîãó÷èé èíñòðóìåíò òî÷íîãî ïîçíàíèÿ ìèðà�.

Â àäàïòèâíîì óïðàâëåíèè Þ.È. Íåéìàðêîì áûë èçîáðåòåí è îáîñíîâàí
ïðèíöèï ñèíòåçà àëãîðèòìîâ íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ óñòîé-
÷èâîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû: âåêòîð ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ äîë-
æåí áûòü íàïðàâëåí â ñòîðîíó ìàêñèìàëüíîãî óáûâàíèÿ ñêîðîñòè ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Â çàäà÷å ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ íåîïðåäåëåííûìè îáúåêòàìè íà îñíî-
âå èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ èì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå âîçìîæíî è
â óñëîâèÿõ íåèäåíòèôèöèðóåìîñòè îáúåêòà. Â ìîíîãðàôèè �Íîâûå òåõíîëî-
ãèè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ� (ñîâìåñòíî ñ Ë.Ã. Òåêëèíîé)
ïðåäñòàâëåíà óíèâåðñàëüíàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìà ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ êàê óïðàâëÿåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è èçëîæåíû ðàçíîîáðàçíûå
ñïîñîáû ïðèìåíåíèÿ ýòîé ôîðìû. Çàíèìàÿñü îáùèìè ïðîáëåìàìè òåîðèè
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, Þ.È. Íåéìàðê ðàçðàáîòàë ðÿä êîíêðåòíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé óïðàâëåíèÿ óëè÷íûì äâèæåíèåì òðàíñïîðòà íà ïåðå-
êðåñòêå. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé 60�70 ãã. XX â. â îáëàñòè òåîðèè óïðàâ-
ëåíèÿ îòðàæåíû â ìîíîãðàôèè �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è óïðàâëÿåìûå ïðî-
öåññû�. Â 1972 ã. âûøëà â ñâåò êíèãà Þ.È. Íåéìàðêà �Ðàñïîçíàâàíèå îáðà-
çîâ è ìåäèöèíñêàÿ äèàãíîñòèêà� (ñîâìåñòíî ñ Ç.Ñ. Áàòàëîâîé, Þ.Ã. Âàñèíûì
è Ì.Ä. Áðåéäî), â êîòîðîé ïîäâåäåí èòîã ìíîãîëåòíåãî ñîòðóäíè÷åñòâà ìà-
òåìàòèêîâ è âðà÷åé ïî ïðèìåíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñïîçíàâàíèÿ
îáðàçîâ ê ñîçäàíèþ àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû äèàãíîñòèêè ðàçëè÷íûõ çà-
áîëåâàíèé.

Â ðàçâèòèå ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ Þ.È. Íåéìàðê â êîíöå 80-õ ãã. XX â. îá-
ðàòèëñÿ ê ïðîáëåìå ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè, â òîì ÷èñëå è ïðè íåëèíåéíîì
âõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ â õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, è ïðåäëîæèë ñïîñîá
íàõîæäåíèÿ ìåðû ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè êàê ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè â ìíîãî-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, îòâå÷àþùåé èõ íîìèíàëüíûì çíà÷åíèÿì,
äî ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Çà ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ ïðîáëåìû
ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè Þ.È. Íåéìàðê áûë óäîñòîåí â 1994 ã. Ìåæäóíàðîä-
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Þ.È. Íåéìàðê ñ ó÷åíèêàìè: Ì.Ì. Êîãàí, Ä.Â. Áàëàíäèí,
Â.À. Áðóñèí è Â.Ï. Ñàâåëüåâ

íîé ïðåìèè èì. Íîðáåðòà Âèíåðà. Â òå÷åíèå âñåé ñâîåé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè
Þðèé Èñààêîâè÷ óäåëÿë çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå ïðîáëåìàì ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ
ÿâëåíèé îí ñ÷èòàë, ñêîðåå, èñêóññòâîì, ÷åì íàóêîé. Íå áóäåò ïðåóâåëè÷åíè-
åì ñêàçàòü, ÷òî âñÿ ñîâðåìåííàÿ òåõíèêà, îïðåäåëÿþùàÿ îáðàç æèçíè ëþäåé,
îñíîâàíà íà óñïåõàõ ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè è ÿâëÿåòñÿ äåòèùåì ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îäíîé èç ïåðâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñîçäàí-
íûõ Þ.È. Íåéìàðêîì, áûëà ìîäåëü âèáðîïîãðóæåíèÿ ìåòàëëè÷åñêîãî øïóí-
òà â ìåðçëûé ãðóíò. Òåõíè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî âèáðàòîðû,
ïðèìåíÿåìûå ïðè ñòðîèòåëüñòâå ïëîòèíû Ãîðüêîâñêîé ÃÝÑ â 1951 ã., áûñòðî
âûõîäèëè èç ñòðîÿ. Ýòà ìîäåëü ïîçâîëèëà óñòàíîâèòü, ÷òî â ðåæèìå ðåçî-
íàíñà, ò.å. ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû âèáðàòîðà è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáà-
íèé øïóíòà, ïðîèñõîäèò �ñìÿã÷åíèå� ãðóíòà. Äàëüíåéøåå ñîâåðøåíñòâîâàíèå
ìåòîäà âèáðîïîãðóæåíèÿ ïðèâåëî ê ïåðåõîäó îò öåíòðîáåæíûõ âèáðàòîðîâ
ê âèáðîóäàðíûì ìåõàíèçìàì. Âïîñëåäñòâèè ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü âèáðîóäàð-
íèêà ðàññìàòðèâàëàñü Þ.È. Íåéìàðêîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà òî÷å÷íûõ
îòîáðàæåíèé, à áîëåå ïîëíûå ìîäåëè èçó÷àëèñü È.È. Áëåõìàíîì.

Áîëüøîå âíèìàíèå Þ.È. Íåéìàðê óäåëÿë êîððåêòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé. Îäíà èç èíòåðåñíûõ çàäà÷, êîòîðîé îí çàíèìàëñÿ, � ïàðàäîêñ Ïåí-
ëåâå è àâòîêîëåáàíèÿ ïðè êóëîíîâñêîì òðåíèè. Â ñàìîì êîíöå XIX â. ôðàí-
öóçñêèé ìåõàíèê Ï. Ïåíëåâå, ñòðåìÿñü ê ñîçäàíèþ îáùåé òåîðèè, îáíàðó-
æèë, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
òðåíèåì íåðàçðåøèìû. Ýòà ïðîáëåìà âûçâàëà áóðíóþ äèñêóññèþ ñ ó÷àñòèåì
âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ òîãî âðåìåí: Ð. Ìèçåñà, Ë. Ïðàíäòëÿ, Ô. Êëåéíà è äð.
Þ.È. Íåéìàðê ïðèâíåñ íîâîå ïîíèìàíèå ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñëó÷àå
ñóõîãî òðåíèÿ è ïðåäëîæèë ñõåìó íàïðàâëåííûõ ñâÿçåé ñ çàìêíóòûì öèêëîì,
ïîäîáíî òîé, ÷òî èìååò ìåñòî â ðåëåéíûõ ñèñòåìàõ àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëè-
ðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îí óñòàíîâèë, ÷òî ñóõîå êóëîíîâñêîå òðåíèå ìîæåò
âûçâàòü àâòîêîëåáàíèÿ, êîòîðûå ïðè óâåëè÷åíèè æåñòêîñòè âõîäÿùèõ â ñè-
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ñòåìó òâåðäûõ òåë è ñâÿçåé ìåæäó íèìè ïåðåõîäÿò â ðàçðûâíûå ïåðèîäè÷å-
ñêèå àâòîêîëåáàíèÿ.

Ïîçäíåå ó íåãî ïîÿâèëèñü ñòàòüè, ïîñâÿùåííûå ïîñòðîåíèþ è èññëåäî-
âàíèþ ïðîñòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èìåþùèõ èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü
â ïîçíàíèè ìèðà. Ýòî è ìîäåëü ñîîáùåñòâà �ïðîèçâîäèòåëè�ïðîäóêò�óïðàâ-
ëåíöû�, è ìîäåëü àâòîêîëåáàòåëüíîé õîäüáû, è çàãàäêà Êàñïèéñêîãî ìîðÿ, è
ìîäåëü ÃÝÑ, è ìîäåëü èììóííîãî îòâåòà îðãàíèçìà íà âòîðæåíèå èíôåêöèè,
è ýíåðãåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàáîòû ñåðäöà, è ïîòîêîâàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîé
äèíàìèêè, è èãðîâàÿ ìîäåëü ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåñòâà. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó,
âñå îíè âûäåëÿþò â îïèñàíèè ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöè-
àëüíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ ñàìîå ñóùåñòâåííîå è îñíîâíîå. Ýòà èäåîëîãèÿ
ÿâíî ïðîñëåæèâàëàñü â åãî ïëåíàðíîì äîêëàäå �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå êàê íàóêà è èñêóññòâî è ðîëü ïðîñòûõ ìîäåëåé â ïîçíàíèè ìèðà�, ñäåëàí-
íîì íà VI-ì Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ,
êîòîðûé ïðîõîäèë â 2004 ã. â Íèæåãîðîäñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå.

Îêîëî 70 ëåò ñâîåé æèçíè Þ.È. Íåéìàðê îòäàë îáó÷åíèþ ñòóäåíòîâ è
àñïèðàíòîâ â Íèæåãîðîäñêîì (Ãîðüêîâñêîì) ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå
èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì áûëî çàùèùåíî 55 êàíäèäàò-
ñêèõ äèññåðòàöèé, 16 åãî ó÷åíèêîâ çàùèòèëè äîêòîðñêèå äèññåðòàöèè. Èì
áûëè ðàçðàáîòàíû óíèêàëüíûå ó÷åáíûå êóðñû ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Îí àâòîð 580 íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé è 12 ìîíî-
ãðàôèé, ìíîãèå èç êîòîðûõ èçäàíû çà ðóáåæîì.

Ñïèñîê ìîíîãðàôèé è ó÷åáíèêîâ Þ.È. Íåéìàðêà

1. Íåéìàðê Þ.È. Óñòîé÷èâîñòü ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì (äèñêðåòíûõ è ðàñïðåäå-
ëåííûõ). Ë.: ËÊÂÂÈÀ, 1949.

2. Íåéìàðê Þ.È., Ôóôàåâ Í.À. Äèíàìèêà íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà, 1967.

3. Íåéìàðê Þ.È. Ìåòîä òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ì.: Íàóêà, 1972.

4. Íåéìàðê Þ.È., Áàòàëîâà Ç.Ñ., Âàñèí Þ.Ã., Áðåéäî Ì.Ä. Ðàñïîçíàâàíèå îáðà-
çîâ è ìåäèöèíñêàÿ äèàãíîñòèêà. Ì.: Íàóêà, 1972.

5. Áóòåíèí Í.Â., Íåéìàðê Þ.È., Ôóôàåâ Í.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ íåëèíåéíûõ
êîëåáàíèé. Ì.: Íàóêà, 1976.

6. Íåéìàðê Þ.È. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû. Ì.: Íàóêà,
1978.

7. Íåéìàðê Þ.È., Êîãàí Í.ß., Ñàâåëüåâ Â.Ï. Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè òåîðèè óïðàâ-
ëåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1985.

8. Íåéìàðê Þ.È., Ëàíäà Ï.Ñ. Ñòîõàñòè÷åñêèå è õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ì.: Íàó-
êà, 1987.

9. Íåéìàðê Þ.È. Ñóõîé îñòàòîê: ê èñòîðèè â ëèöàõ íàó÷íîé øêîëû À.À. Àíäðî-
íîâà. Í. Íîâãîðîä: Èçä-âî Íèæåãîðîäñêèé ãóìàíèòàðíûé öåíòð, 2000.

10. Neimark Ju.I. Mathematical Models in Natural Science and Engineering. Berlin:
Springer, 2003.

11. Íåéìàðê Þ.È., Òåêëèíà Ë.Ã. Íîâûå òåõíîëîãèè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ. Í. Íîâãîðîä: Èçä-âî ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, 2003.

12. Íåéìàðê Þ.È. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàê íàóêà è èñêóññòâî. Í. Íîâ-
ãîðîä: Èçä-âî ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, 2010.

Ä.Â. Áàëàíäèí, Ì.Ì. Êîãàí

7



Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 8, 2020

c© 2020 ã. Ä.Â. ÁÀËÀÍÄÈÍ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê (dbalandin@yandex.ru)
(Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî),

Ì.Ì. ÊÎÃÀÍ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê (mkogan@nngasu.ru)
(Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò)

ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ È ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ Â ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ

ÝËËÈÏÑÎÈÄÀËÜÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ1

Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé
íåïðåðûâíîé èëè äèñêðåòíîé ñèñòåìû, â êîòîðîé ñóììà êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è èíòåãðàëà èëè ñóììû êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì âîçìóùåíèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè îãðàíè÷åíà ñâåðõó
çàäàííîé âåëè÷èíîé, ÿâëÿåòñÿ ýâîëþöèîíèðóþùèé ýëëèïñîèä. Ìàòðè-
öà ýëëèïñîèäà óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó èëè ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâåííî. Ñèíòåçèðîâàíû îï-
òèìàëüíûå ýëëèïñîèäàëüíûå íàáëþäàòåëü è àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè,
îáåñïå÷èâàþùèå íàèëó÷øèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
è íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå îïòèìàëüíûå ðåãóëÿòîðû, îáåñïå÷è-
âàþùèå ïîïàäàíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â öåëåâîå ìíîæåñòâî èëè óäåðæà-
íèå òðàåêòîðèè ñèñòåìû â ýëëèïñîèäàëüíîé òðóáêå. Óñòàíîâëåíî ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó îïòèìàëüíûì ýëëèïñîèäàëüíûì íàáëþäàòåëåì è ôèëüòðîì
Êàëìàíà. Ïðèâåäåíû èëëþñòðèðóþùèå ïðèìåðû äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå,
îïèñûâàþùåãî ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà, ýëëèïñîèäàëüíîå
ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, îïòèìàëüíîå îöåíè-
âàíèå.

DOI: 10.31857/S0005231020080024

1. Ââåäåíèå

Àâòîðû ïîñâÿùàþò ýòó ñòàòüþ ïàìÿòè Þ.È. Íåéìàðêà, ó÷åíèêàìè êîòî-
ðîãî (ïðÿìûìè èëè êîñâåííûìè) îíè ÿâëÿþòñÿ. Õî÷åòñÿ ïîâòîðèòü ñëîâà,
êîòîðûå Þðèé Èñààêîâè÷ íàïèñàë â ýïèãðàôå ñâîåé ïîñëåäíåé ìîíîãðàôèè
�Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàê íàóêà è èñêóññòâî� [1, 2]: �Â íàóêå è åå
ïðèëîæåíèÿõ, êàê è â æèçíè, ñàìîå ãëàâíîå � ïîíèìàíèå. Îíî âñåãäà ïðîñòî,
íî äîáûâàåòñÿ òðóäíî.�

Â ìîíîãðàôèè [3] Þ.È. Íåéìàðê èçëîæèë ðåçóëüòàòû øèðîêîãî êðóãà ñâî-
èõ èññëåäîâàíèé, êàñàþùèõñÿ âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè, óïðàâëåíèÿ è îïòè-
ìèçàöèè â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Îäíà èç âàæíûõ òåì ýòèõ èññëåäîâàíèé
îòíîñèëàñü ê çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ è äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèé. Ýòà òåìà
ðàçâèâàëàñü â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ Þ.È. Íåéìàðêà (ñì., íàïðèìåð, [4�7]) è
èçó÷àåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû �� 18-41-520002, 19-01-00289), ïðîåêòà � 0729-2020-0055 è íàó÷íî-
îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà �Ìàòåìàòèêà òåõíîëîãèé áóäóùåãî�.
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Â çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïðè îòñóò-
ñòâèè ïîëíîé èíôîðìàöèè î íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, âîçìóùåíèÿõ è ïîìåõàõ
â èçìåðåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû, ïîíè-
ìàåìîå êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ñèñòåìà ìîæåò îêàçàòüñÿ â
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè âñåâîçìîæíûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ íåîïðåäå-
ëåííûõ ôàêòîðîâ. Õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è èõ çàâèñèìî-
ñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ïðîåêòèðîâàòü îïòèìàëüíûå ñèñòåìû
îöåíèâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèíòåçè-
ðîâàííîé ñèñòåìû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè èëè â òå÷åíèå íåêîòîðîãî èí-
òåðâàëà âðåìåíè âêëþ÷åíû â æåëàåìûå öåëåâûå ìíîæåñòâà ñ îïòèìàëüíûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè.

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Á.Â. Áóëãàêîâà î âëèÿíèè îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé
íà ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà â [8]. Ïðîáëå-
ìà íàõîæäåíèÿ èëè îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè àêòèâíî èçó÷àåòñÿ
ñ êîíöà 60-õ ã. ïðîøëîãî âåêà è äî ñèõ ïîð ïðîäîëæàåò ïðèâëåêàòü âíèìàíèå
ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðèè óïðàâëåíèÿ è åå ïðèëîæåíèé [9�19]. Â ñèëó
ëèíåéíîñòè ñèñòåìû ñîñòîÿíèå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè åñòü ñóììà äâóõ
âåêòîðîâ: ñîñòîÿíèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ñ íåîïðåäåëåííûì íà÷àëüíûì
ñîñòîÿíèåì è ñîñòîÿíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿ-
íèåì. Åñëè ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé âûáðàòü ýëëèïñîèäàëüíûì è
ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè âîçìóùåííîé ñèñòåìû àïïðîêñèìèðîâàòü ýëëèï-
ñîèäîì, òî âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììû äâóõ ýëëèïñîè-
äîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, íî íå ýëëèïñîèäîì. Â çàäà÷àõ
ðåêóððåíòíîãî îöåíèâàíèÿ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â íàõîæäåíèè ýëëèïñîè-
äà íàèìåíüøåãî ðàçìåðà, âêëþ÷àþùåãî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ýëëèïñîèäîâ. Äëÿ
îïèñàíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ îáû÷íî ñòàðàþòñÿ ïîëó÷àòü èõ âåðõíèå è íèæ-
íèå ýëëèïñîèäàëüíûå àïïðîêñèìàöèè. Âñå ýòî ïðèâåëî ê ðàçâèòèþ òåõíèêè
îïåðèðîâàíèÿ ñ ýëëèïñîèäàìè. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ýòîì
íàïðàâëåíèè, ñâÿçàííûé ñ ïðèìåíåíèåì ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ïðîáëåìà îñòàåòñÿ îòêðûòîé
â ñèëó òîãî, ÷òî ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, òðóäíî ïðèìåíèòü äëÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ñèñòåì
îöåíèâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ çà èñêëþ÷åíèåì î÷åíü ïðîñòûõ ñëó÷àåâ.

Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [20�23] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ìàêñèìàëüíîãî óêëî-
íåíèÿ âûõîäà ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû íà êîíå÷íîì èíòåðâà-
ëå âðåìåíè ïðè íåîïðåäåëåííûõ íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè è âîçìóùåíèè. Ïî-
ñóùåñòâó, ýòî � èíäóöèðîâàííàÿ íîðìà îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ñèñòåìîé è
îòîáðàæàþùåãî ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç âåêòîðà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è âåêòîð-
ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ, â öåëåâîé âûõîä, ãäå êâàäðàò �âåëè÷èíû� ïàðû èçìå-
ðÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è èíòåãðàëà îò
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû âîçìóùåíèÿ, à �âåëè÷èíà� âûõîäà èçìåðÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì ïî âðåìåíè çíà÷åíèåì åãî åâêëèäîâîé íîðìû. Äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèî-
íàðíîé ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ ïîäîáíàÿ õàðàêòåðèñòèêà áûëà ââåäåíà â [24] è íàçâàíà îáîáùåííîé
H2-íîðìîé ñèñòåìû. Â [20�23] ìàêñèìàëüíîå óêëîíåíèå âûõîäà õàðàêòåðèçó-
åòñÿ â òåðìèíàõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ èëè íåðàâåíñòâ è íà îñíîâå ýòîãî ñèíòåçèðóåòñÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå,
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ìèíèìèçèðóþùåå ìàêñèìàëüíîå óêëîíåíèå âûõîäà. Ýòè ðåçóëüòàòû íàâåëè
àâòîðîâ íà ìûñëü î òîì, ÷òî êîãäà ñóììà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ è èíòåãðàëà îò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû âîçìóùåíèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó
çàäàííîé âåëè÷èíîé, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó ñ ìàòðè-
öåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óêàçàííîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ. Ïîäòâåðæäåíèå òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ áûëî íàéäåíî â ðàáîòàõ [11, 13],
â ïîñëåäíåé èç êîòîðûõ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðè àíàëîãè÷íîì îãðàíè÷åíèè ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèä, ìàòðèöà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè. Íà ýòîé îñíîâå â [13] áûë ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé
íàáëþäàòåëü, îáåñïå÷èâàþùèé ýëëèïñîèäàëüíóþ îöåíêó ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.
Îäíàêî óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè äîñòàòî÷íî æåñòêèõ óñëîâèÿõ
íåâûðîæäåííîñòè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è âîçìóùåíèé,
êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äîëæíî ïðèíàäëåæàòü íåâûðîæ-
äåííîìó ýëëèïñîèäó, à âîçìóùåíèÿ äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü â óðàâíåíèè äëÿ
êàæäîé êîìïîíåíòû ñîñòîÿíèÿ è â èçìåðåíèè êàæäîé êîìïîíåíòû âûõîäà.

Â äàííîé ðàáîòå ýòè ðåçóëüòàòû ðàçâèâàþòñÿ â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíè-
ÿõ îäíîâðåìåííî êàê äëÿ íåïðåðûâíûõ (ñì. òàêæå [25]), òàê è äëÿ äèñêðåò-
íûõ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì. Âî-ïåðâûõ, ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå
âûðîæäåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì â ñîâìåñòíîì îãðàíè÷åíèè íà íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå è âîçìóùåíèå è, â ÷àñòíîñòè, â êðàéíèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âîçìóùåíèå
îòñóòñòâóåò èëè êîãäà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå íóëåâîå, ìíîæåñòâàìè äîñòèæè-
ìîñòè ñèñòåìû òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäû, â òîì ÷èñëå è âûðîæäåííûå.
Íåîáõîäèìîñòü â èçó÷åíèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â ñëó÷àå âûðîæäåííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â çàäà-
÷àõ óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ óäàðíûìè âîçäåéñòâèÿìè, êîãäà
íåêîòîðûå ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ èçâåñòíû, à íåêîòîðûå èñïûòûâàþò ìãíî-
âåííûå íåîïðåäåëåííûå èçìåíåíèÿ. Ðàññìîòðåíèå ýòîãî âîïðîñà ïîòðåáîâàëî
ïðèìåíèòü èíîé ïîäõîä äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðåçóëüòàòà, êîòîðûé ïðèâåë ê ëè-
íåéíûì ìàòðè÷íûì äèôôåðåíöèàëüíîìó èëè ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèÿì Ëÿïó-
íîâà, îïèñûâàþùèì äèíàìèêó ýëëèïñîèäàëüíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â
íåïðåðûâíîì è äèñêðåòíîì ñëó÷àÿõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëü-
íîé íà çàäàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïîëóîñè ýëëèïñîèäàëüíîãî ìíîæåñòâà
äîñòèæèìîñòè äëÿ äàííîãî âûõîäà ñèñòåìû äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ îáîá-
ùåííîé H2-íîðìîé ñèñòåìû ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Âî-âòîðûõ,
ïîëó÷åíî óðàâíåíèå îïòèìàëüíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ, îáåñïå-
÷èâàþùåãî îöåíêó ñîñòîÿíèÿ â âèäå ýëëèïñîèäà ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà â
òîì ÷èñëå è â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, êîãäà âîçìóùåíèÿ â ñèñòåìå è ïîìå-
õè â èçìåðåíèÿõ ìîãóò îòñóòñòâîâàòü â íåêîòîðûõ óðàâíåíèÿõ. Âûÿâëåíà
ñâÿçü îïòèìàëüíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ â çàäà÷àõ ôèëüòðàöèè è
èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñ ôèëüòðîì Êàëìàíà è ðåêóððåíò-
íûì àëãîðèòìîì ìåòîäà íàèìåíüøèõ âçâåøåííûõ êâàäðàòîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Â-òðåòüèõ, ïîêàçàíî, êàê ñèíòåçèðîâàòü îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå, ïðè êîòî-
ðîì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîïàäàåò â öåëåâîå ýëëèïñîèäàëüíîå ìíîæåñòâî èëè
òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû óäåðæèâàåòñÿ â çàäàííîé ýëëèïñîèäàëüíîé òðóáêå. Âñå
ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå ëèíåéíîãî íåñòàöèîíàðíîãî îñöèë-
ëÿòîðà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì Ìàòüå.
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2. Ýëëèïñîèäàëüíûå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêèé îáúåêò, îïèñûâàåìûé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

∂x(t) = A(t)x(t) +B(t)v(t), x(t0) = x0, t ∈ [t0, tf ],(2.1)

ãäå ∂ � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå èëè îïåðà-
òîð ñäâèãà íà åäèíèöó âïåðåä â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïðè t = t0, t0 + 1, . . . , tf ,
x ∈ Rnx � ñîñòîÿíèå îáúåêòà, v ∈ Rnv � âîçìóùåíèå, äåéñòâóþùåå íà îáúåêò.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèå â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàëëåëü-
íî íåïðåðûâíûé è äèñêðåòíûé ñëó÷àè: äëÿ âåêòîðà a è äëÿ íåïðåðûâíîé èëè
äèñêðåòíîé âåêòîð-ôóíêöèè b(t) íà èíòåðâàëå [t0, t] îáîçíà÷èì:

|a|2Q = aTQ−1a, ‖b‖2M [t0,t]
=





t∫

t0

bT(σ)M−1(σ)b(σ) dσ,

t−1∑

i=t0

bTi M
−1
i bi

äëÿ îáðàòèìûõ ìàòðèö Q, M(σ) è Mi. Åñëè îáîçíà÷åíèå ìàòðèöû ó íîðìû
îòñóòñòâóåò, ýòî çíà÷èò ìàòðèöà åäèíè÷íàÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x(t0) è âîçìóùåíèå v = v(σ),
σ ∈ [t0, t] ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ ïàð íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé è
âîçìóùåíèé, îïðåäåëÿåìîìó êàê

S(t, t0;R,G) =
=
{
(x, v(σ)) : x = R1/2w1, v(σ) = G1/2(σ)w2(σ), |w1|2 + ‖w2‖2[t0,t] 6 1

}(2.2)

äëÿ çàäàííûõ ìàòðèöû RT = R > 0 è ìàòðè÷íîé ôóíêöèè GT(σ) = G(σ) > 0,
σ ∈ [t0, t]. Åñëè R > 0 è G(σ) > 0, σ ∈ [t0, t], òî, âûðàæàÿ w1 è w2(σ) èç ïåð-
âûõ äâóõ ðàâåíñòâ â (2.2) è ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì,
÷òî â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå äîïóñòèìûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è âîçìóùåíèÿ
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|x(t0)|2R + ‖v‖2G [t0,t]
6 1.(2.3)

Ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êâàäðàò ìåðû
íåîïðåäåëåííîñòè â ñèñòåìå äëÿ òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè, à ñàìî óñëîâèå
(2.3) � êàê òî, ÷òî ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò èçâåñòíîé
âåëè÷èíû, êîòîðóþ, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðèíÿòü åäèíèöåé. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå íàõîäèòñÿ âíóòðè çàäàííîãî ýëëèïñîèäà, à
�ýíåðãèÿ� âîçìóùåíèÿ îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé, çàâèñÿùåé îò íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ. Ñìûñë ýòîãî ñîâìåñòíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è
âîçìóùåíèå ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîñòîÿíèå ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè çàâèñèò ëèíåéíî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé
è âîçìóùåíèÿ è èõ óâåëè÷åíèå ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óâåëè÷åíèþ
ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû õàðàêòåðèçîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû
ïðè íåîïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è âîçìóùåíèÿõ, èìååò ñìûñë íîð-
ìèðîâàòü òåêóùåå çíà÷åíèå åâêëèäîâîé íîðìû ñîñòîÿíèÿ âåëè÷èíîé, ðàâíîé
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óêàçàííîé ñóììå, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, îãðàíè÷èòü
óêàçàííóþ ñóììó åäèíèöåé.

Âåñîâàÿ ìàòðèöà R ïðè çàäàííîé G(σ) îòðàæàåò îòíîñèòåëüíóþ âàæíîñòü
ó÷åòà íåîïðåäåëåííîñòåé íà÷àëüíûõ óñëîâèé è âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ: ÷åì
�áîëüøå� R, òåì áîëüøèé âåñ ïðèäàåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòè â íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ. Èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñîâïà-

äàåò ñ ýëëèïñîèäîì E(R) = {x = R1/2w : |w| 6 1}. Åñëè R > 0, òî ïðèõîäèì
ê ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ýëëèïñîèäà E(R) = {x : xTR−1x 6 1}. Åñëè
R > 0, òî E(R) � âûðîæäåííûé ýëëèïñîèä, àôôèííàÿ ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ìàòðèöû R [26, ñ. 30]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t; τ, x, v) ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(τ) = x ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóíêöèè v = v(σ), σ ∈ [τ, t].

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïèñàíèè ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ñèñòåìà ìî-
æåò îêàçàòüñÿ â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè âñåâîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ
ñîñòîÿíèÿõ è âîçìóùåíèÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó S(t, t0;R,G).

Îïð å ä å ë å í è å 1. Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè D(t, τ, E(R)) ñèñòå-
ìû (2.1) â ìîìåíò âðåìåíè t > τ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü êîíöîâ òðàåê-
òîðèé ϕ(t; τ, xτ , v) ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ xτ ∈ E(R) â
ìîìåíò âðåìåíè τ è âîçìóùåíèÿõ v(σ), σ ∈ [τ, t], ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæå-
ñòâó S(t, τ ;R,G).

Òå î ð åì à 2.1. Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (2.1) â ìîìåíò
âðåìåíè t > t0 ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ è âîçìóùåíè-
ÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó S(t, t0;R,G), t ∈ [t0, tf ] ñ R > 0 è G(σ) > 0,
σ ∈ [t0, t], ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèä

D(t, t0, E(R)) = E(P (t)),(2.4)

ìàòðèöà P (t) > 0 êîòîðîãî â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå � ðåøåíèå ëèíåéíîãî
ìàòðè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ṗ = A(t)P + PAT(t) +B(t)G(t)BT(t)(2.5)

è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå � ðåøåíèå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ

P (t+ 1) = A(t)P (t)AT(t) +B(t)G(t)BT(t)(2.6)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (t0) = R.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2.1. Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2.5) èìååò âèä

P (t) = Φ(t, t0)P (t0)Φ
T(t, t0) +

t∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)G(τ)BT(τ)ΦT(t, τ)dτ,(2.7)

ãäå Φ(t, τ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dΦ(t, τ)

dt
= A(t)Φ(t, τ), Φ(τ, τ) = I.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé R > 0 è G(t) > 0, t ∈ [t0, tf ]. Òàê
êàê Φ(t, τ) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî òîãäà P (t) > 0, t ∈ [t0, tf ]. Ðàññìîò-

ðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó V (t, x) = xTP−1(t)x
ñ ìàòðèöåé P (t), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (2.5). Âû÷èñëèì åå ïðî-
èçâîäíóþ â ñèëó ñèñòåìû (2.1), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî d(P−1)/dt =

= −P−1(Ṗ )P−1:

V̇ = vTG−1v − (v − v∗)
TG−1(v − v∗),(2.8)

ãäå v∗(t) = G(t)BT(t)P−1(t)x(t), à x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẋ =
[
A(t) +B(t)G(t)BT(t)P−1(t)

]
x.(2.9)

Èíòåãðèðóÿ (2.8) íà èíòåðâàëå [t0, t], èìååì

xT(t)P−1(t)x(t) = |x(t0)|2R + ‖v‖2G [t0,t]
− ‖v − v∗‖2G [t0,t]

.(2.10)

Òàê êàê R > 0 è G(σ) > 0, òî äëÿ (x0, v(σ)) ∈ S(t, t0;R,G) âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî (2.3). Ñëåäîâàòåëüíî,

xT(t)P−1(t)x(t) 6 1,(2.11)

ò.å. x(t) ∈ E(P (t)).
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x̄ ∈ E(P (t)) íàéäåòñÿ òî÷êà x̄0 ∈ E(R) è

âîçìóùåíèå v̄(σ), σ ∈ [t0, t], ïðèíàäëåæàùèå S(t, t0;R,G), òàêèå ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ ϕ(t; t0, x̄0, v̄) = x̄. Âîçüìåì v̄(σ) = v∗(σ), ãäå x(σ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.9) ñ êîíå÷íûì óñëîâèåì x(t) = x̄. Î÷åâèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå èñêîìîé òî÷êè
ñëåäóåò âçÿòü íà÷àëüíóþ òî÷êó x̄0 = x(t0) ýòîé òðàåêòîðèè. Ñ ó÷åòîì (2.10)
ïîëó÷èì

|x̄0|2R + ‖v∗‖2G [t0,t]
= x̄TP−1(t)x̄ 6 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, |x̄0|2R 6 1, ò.å. x̄0 ∈ E(R0).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðîæäåííûé ñëó÷àé R > 0 è G(t) > 0, t ∈ [t0, tf ]. Ââå-
äåì ìàòðèöû

Rε = R+ εI > 0, Gε(t) = G(t) + εI > 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5), â êîòîðîì ìàòðèöà G(t) çàìåíåíà ìàòðèöåé Gε(t)
è íà÷àëüíîå óñëîâèå åñòü P (t0) = Rε, èìååò âèä Pε(t) = P (t) + εP1(t) > 0,
ãäå P1(t) > 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5) ïðè G(σ)≡ I è R = I. Ñîãëàñíî
äîêàçàííîìó íåâûðîæäåííûé ýëëèïñîèä E(Pε(t)) åñòü ìíîæåñòâî äîñòèæè-
ìîñòè ñèñòåìû ïðè íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ è âîçìóùåíèÿõ èç ìíîæåñòâà
S(t, t0;Rε, Gε).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû ïðè íà÷àëüíûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ è âîçìóùåíèÿõ èç ìíîæåñòâà S(t, t0;R,G) â ñëó÷àå R > 0
è G(t) > 0 òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûðîæäåííîãî ýëëèïñîèäà

E(P (t)) =
{
x = P 1/2(t)w, |w| 6 1

}
. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðî-

èçâîëüíîé ïàðû èç S(t, t0;R,G) êîíåö òðàåêòîðèè â ìîìåíò t áóäåò ïðèíàä-
ëåæàòü ýëëèïñîèäó E(P (t)). Çàôèêñèðóåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 ∈ E(R) è
âûáåðåì íåêîòîðîå ìàëîå ε > 0. Ïîñêîëüêó S(t, t0;R,G)⊂ S(t, t0;Rε, Gε), òî
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äëÿ äàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî âîçìóùåíèÿ
êîíåö ôàçîâîé òðàåêòîðèè x(t) = ϕ(t; t0, x0, v) â ìîìåíò t áóäåò ïðèíàäëå-
æàòü ýëëèïñîèäó E(Pε(t)) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
x(t) ∈ E(P (t)).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ x(t) ∈ E(P (t)) íàéäåòñÿ ïà-
ðà (x∗0, v

∗(σ)) ∈ S(t, t0;R,G), äëÿ êîòîðîé x(t) = ϕ(t; t0, x
∗
0, v

∗). Òàê êàê x(t) ∈
∈ E(Pε(t)) è E(Pε(t)) � îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû â ðåãóëÿðíîì ñëó-
÷àå ïðè Rε > 0 è Gε(σ) > 0, òî íàéäåòñÿ ïàðà (xε0, v

ε(σ)) ∈ S(t, t0;Rε, Gε), ãäå

xε0 = (R+ εI)1/2wε
1, v

ε(σ) = (G+ εI)1/2wε
2(σ), |wε

1|2 + ‖wε
2(σ)‖2 6 1, äëÿ êîòî-

ðîé x(t) = ϕ(t; t0, x
ε
0, v

ε). Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn → 0 ïðè n→ ∞. Òàê
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (wεn

1 , w
εn
2 (σ)) îãðàíè÷åíà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

<
(
w

(1)
1 , w

(1)
2 (σ)

)
,
(
w

(2)
1 , w

(2)
2 (σ)

)
>= w

(1)T
1 w

(2)
1 +

t∫

t0

w
(1)T
2 (σ)w

(2)
2 (σ) dσ,

òî îíà ñîäåðæèò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü [27, òåîðåìà 1.8.1].
Ñîãëàñíî [27, òåîðåìà 1.8.4] èç óêàçàííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî

èçâëå÷ü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (w
εnk

1 , w
εnk

2 (σ)), ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü åå ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ
∑m

k=1(w
εnk

1 , w
εnk

2 (σ))/m ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê
(w∗

1, w
∗
2(σ)) ïðèm→∞. Òàê êàê ìíîæåñòâî {(w1, w2(σ)) : |w1|2+‖w2(σ)‖261}

âûïóêëî è çàìêíóòî, òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàä-
ëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó è |w∗

1|2 + ‖w∗
2(σ)‖2 6 1. Â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåð-

ïîçèöèè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû òðàåêòîðèè ñ íà÷àëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè è
âîçìóùåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè êàæäîé ïàðå óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ, â ìîìåíò âðåìåíè t ïîïàäàþò â x(t). Òàê
êàê ε̂m =

∑m
k=1 εnk

/m→ 0 ïðè m→ ∞, òî R+ ε̂mI → R, G(σ) + ε̂mI → G(σ),

P (t) + ε̂mP1(t) → P (t) ïðè m→ ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, (x∗0, v
∗(σ)) ñ x∗0 = R1/2w∗

1

è v∗(σ) = G1/2w∗
2(σ) åñòü èñêîìàÿ ïàðà.

Çàì å ÷ à í è å 1. Âîçìîæíî àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû, îñíîâàííîå íà ïîíÿòèè îïîðíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-
ñòè [11], âû÷èñëåíèå êîòîðîé ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ íà øàðå2.

Ïåðåõîäèì ê äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ. Íà÷íåì ñî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäå-
íèÿ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü S � (m× n)-ìàòðèöà, ïðè÷åìm 6 n. Ñëåäóþùèå äâà
ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò:

S1 = {x = Sg ∀ g ∈ Rn : |g| 6 1} =

=
{
x = (SST)1/2w ∀w ∈ Rm : |w| 6 1

}
= S2,

ãäå S2 � ýëëèïñîèä, ìàòðèöà êîòîðîãî SST.

2 Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ëþáåçíî ïðåäîñòàâèë àâòîðàì À.È. Ìàòàñîâ.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) èìååò âèä

x(t) = Ψ(t, t0)x(t0) +
t−1∑

i=t0

Ψ(t, i+ 1)B(i)v(i), t > t0 + 1,(2.12)

ãäå ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà

Ψ(t, t0) =

{
A(t− 1)A(t− 2) · · ·A(t0), t > t0 + 1,
I, t = t0,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

Ψ(t+ 1, t0) = A(t)Ψ(t, t0), Ψ(t0, t0) = I, t > t0.(2.13)

Ñ ó÷åòîì (2.2) çàïèøåì (2.12) â âèäå

x(t) = Stgt, gTt gt 6 1,(2.14)

ãäå

St =
(
Ψ(t, t0)R

1/2 Ψ(t, t0 + 1)B(t0)G
1/2(t0) · · · Ψ(t, t)B(t− 1)G1/2(t− 1)

)
,

gt = col
(
w1, w2(t0), · · · , w2(t− 1)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî StS
T
t = P (t) > 0, ãäå

P (t) = Ψ(t, t0)RΨ
T(t, t0) +

t−1∑

i=t0

Ψ(t, i+ 1)B(i)G(i)BT(i)ΨT(t, i+ 1),

ò.å. ìàòðèöà P (t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (2.6). Òàêèì îá-
ðàçîì, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t îáðàçóþò âñå âåêòî-
ðû âèäà (2.14). Â ñèëó ëåììû 2.1 ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ýëëèïñîèäîì
E(P (t)). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å 2.1. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (2.1) ïðè íà-
÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ è âîçìóùåíèÿõ èç ìíîæåñòâà S(t, t0;R,G) îáëàäàåò
ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâîì

D(t, t0, E(R)) = D(t, τ,D(τ, t0, E(R))),
òàê êàê D(τ, t0, E(R)) = E(P (τ)) è D(t, τ, E(P (τ))) = D(t, t0, E(R)) äëÿ ëþáîãî
τ ∈ [t0, t].

Çàì å ÷ à í è å 2. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.5) è (2.6) â òåîðåìå 2.1 ñîâïà-
äàþò ñ óðàâíåíèÿìè äëÿ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö Ex(t)xT(t) ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû (2.1) â íåïðåðûâíîì è äèñêðåòíîì ñëó÷àÿõ, êîãäà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
è âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè íåçàâèñèìûìè ïðîöåññàìè ñ íóëåâûìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è çàäàííûìè êîâàðèàöèîííûìè ìàòðèöààìè
Ex(t0)x

T(t0) = R, Ev(t)vT(t) = G(t) [28].

Çàì å ÷ à í è å 3. Íåïîñðåäñòâåííî, íî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïðè óñëîâèè detA(t) 6= 0, R > 0 è G(t) > 0 äëÿ ïðè-
ðàùåíèÿ ôóíêöèè V (t) = xTP−1(t)x, ãäå P (t) > 0, t ∈ [t0, tf ] � ðåøåíèå óðàâ-
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íåíèÿ (2.6), â ñèëó ñèñòåìû òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ

∆V (t) = vT(t)G−1(t)v(t)−
−(v(t)− v∗(t))

T[G−1(t)−BT(t)P−1(t+ 1)B(t)](v(t)− v∗(t)),
(2.15)

ãäå v∗(t) = [G−1(t)−BT(t)P−1(t+ 1)B(t)]−1BT(t)P−1(t+ 1)A(t)x(t). Íåðà-
âåíñòâî G−1(t)−BT(t)P−1(t+ 1)B(t) > 0 ïî ëåììåØóðà ýêâèâàëåíòíî íåðà-
âåíñòâó P (t+ 1)−B(t)G(t)BT(t) > 0, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó óðàâíå-
íèÿ (2.6). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììèðóÿ òîæäåñòâà (2.15) è ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíîå
óñëîâèå P (t0) = R, à òàêæå (2.3), ïîëó÷èì

xT(tf )P
−1(tf )x(tf ) 6 1,

ò.å. x(tf ) ∈ E(P (tf )) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé è âîçìóùå-
íèé.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âîçìóùåíèÿ îòñóòñòâóþò è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó E(R), R > 0, ò.å. ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ íà÷àëü-
íûõ ñîñòîÿíèé è âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ S(t, t0;R, 0), ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
ñèñòåìû (2.1) åñòü ýëëèïñîèä E(P0(t)), ìàòðèöà êîòîðîãî P0(t) > 0 � ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (2.5) èëè (2.6) ïðè G(t)≡ 0 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P0(t0) = R.
Â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, êîãäà ìíîæå-
ñòâî äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé è âîçìóùåíèé ñîñòàâëÿåò S(t, t0; 0, G),
ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèä E(Pv(t)), ìàòðèöà êîòîðîãî
Pv(t) > 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5) èëè (2.6) ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì Pv(t0) = 0. Òàê êàê ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìî â
âèäå

P (t) = P0(t) + Pv(t),(2.16)

òî E(P0(t))⊆ E(P (t)) è E(Pv(t))⊆ E(P (t)).
Çàì å ÷ à í è å 4. Îáðàòèì âíèìàíèå íà âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìíîæå-

ñòâà äîñòèæèìîñòè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è: äëÿ çàäàííîé ìàò-
ðèöû S > 0 íàéòè ìàòðèöó R > 0 òàêóþ, ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòå-
ìû (2.1) â ìîìåíò âðåìåíè t > t0 ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ
è âîçìóùåíèÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó S(t, t0;R,G), ñîâïàäàåò ñ ýëëèï-
ñîèäîì E(S). Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì óðàâíåíèÿ

Q̇ = −AT(t)Q−QA(t)−QB(t)G(t)BT(t)Q(2.17)

äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ è

Q(t) =AT(t)Q(t+1)A(t)−AT(t)Q(t+1)B(t)M−1(t)BT(t)Q(t+1)A(t)(2.18)

ñ M(t) = G−1(t)−BT(t)Q(t+ 1)B(t) > 0 äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ê óðàâíåíèÿì (2.5) è (2.6). Çàäàâàÿ Q(tf ) = S−1

â óðàâíåíèÿõ (2.17) è (2.18) è íàõîäÿ Q(t0), ïîëó÷èì, ÷òî çàäàííûé ýëëèïñî-
èä E(S) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (2.1) ïðè âñåõ íà÷àëüíûõ
ñîñòîÿíèÿõ è âîçìóùåíèÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó S(t, t0;Q−1(t0), G).

Äàëåå, ïóñòü z = Cz(t)x � íåêîòîðûé âûõîä ñèñòåìû (2.1). Åñëè x(t) ∈
∈ E(P (t)), ò.å. x(t) = P 1/2(t)w, ãäå |w| 6 1, òî z(t) = Cz(t)P

1/2(t)w. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 2.1 ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåò ýëëèïñîèä
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E
(
Cz(t)P (t)C

T
z (t)

)
=
{
z : z =

(
Cz(t)P (t)C

T
z (t)

)1/2
g, |g| 6 1

}
, à ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå åâêëèäîâîé íîðìû âûõîäà ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé ìàêñèìàëüíîé ïî-
ëóîñè ýòîãî ýëëèïñîèäà, ò.å.

max
(x0,v)∈S(t,t0;R,G)

|z(t)| = λ1/2max

(
Cz(t)P (t)C

T
z (t)

)
.(2.19)

Åñëè R > 0 è G(σ) > 0, σ ∈ [t0, t], òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû
íà çàäàííîì îòðåçêå âðåìåíè [t0, tf ]

sup
t∈[t0,tf ]

max
(x0,v)∈S(t,t0;R,G)

|z(t)| = max
x(t0)6=0,v 6≡0

sup
t∈[t0,tf ]

|z(t)|
(
|x(t0)|2R + ‖v‖2G [t0,t]

)1/2 =

= sup
t∈[t0,tf ]

λ1/2max(Cz(t)P (t)C
T
z (t))

(2.20)

ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì óêëîíåíèåì âûõîäà, êîòîðîå ïðè G(σ)≡ I ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåííîé H2-íîðìîé ñèñòåìû ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ [20�23].

Ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 2.1 ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíî-
ñèòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü
ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì íå â íóëå, à â çàäàííîé òî÷êå x∗. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è âîçìóùåíèå ñèñòåìû (x0, v(σ)) ïðåäñòàâèìû â âèäå

x0 = x∗ +R1/2w1, v(σ) = G1/2(σ)w2(σ), |w1|2 + ‖w2‖2[t0,t] 6 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó E(R, x∗)
ñ öåíòðîì â x∗ è ìàòðèöåé R. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ñèñòåìû ïðåäñòàâèì åå
ðåøåíèå â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ: ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñ íà÷àëü-
íûì ñîñòîÿíèåì, ïðèíàäëåæàùèì ñîîòâåòñòâóþùåìó ýëëèïñîèäó ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò, è ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿ-
íèåì x∗, ò.å.

ϕ(t; t0, x0, v) = ϕ(t; t0, x0 − x∗, v) + ϕ∗(t), ϕ∗(t) = ϕ(t; t0, x∗, 0).

Òîãäà èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â òî÷-
êå ϕ∗(t) è ìàòðèöåé P (t), ò.å.

D(t, t0, E(R, x∗)) = E(P (t), ϕ∗(t)).

Äëÿ èëëþñòðàöèè òåîðåìû 2.1 ðàññìîòðèì èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ìàòüå,
îïèñûâàþùåå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà. Ïðåäñòà-
âèì ýòî óðàâíåíèå â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −ω2
0(1 + ε sinωt)x1 + v,

x1(0) = x10, x2(0) = x20,

(2.21)

ãäå ω0, ω è ε � çàäàííûå ïàðàìåòðû, v = v(t) � âíåøíåå âîçìóùåíèå, äåéñò-
âóþùåå íà îñöèëëÿòîð. Èçâåñòíî [1, ñ. 162], ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíî-
øåíèè ïàðàìåòðîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå âîçìîæåí ïàðàìåòðè÷åñêèé
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Ðèñ. 1. Äèíàìèêà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè óðàâíåíèÿ Ìàòüå â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå.

ðåçîíàíñ. Îñíîâíîé ðåçîíàíñ âîçíèêàåò ïðè ñîîòíîøåíèè ω0/ω = 1/2. Äàëåå
ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ω0 = π,
ω = 2π, ε = 0,1.

Íà ðèñ. 1 äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè 1, 5,1, 20,7, 60 ïîêàçàíû ìíîæåñòâà äîñòè-
æèìîñòè äëÿ ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà R = diag(1, 1), G(σ)≡ 1 (ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ), äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îòñóòñòâóåò âíåøíåå âîçìóùåíèå
G(σ)≡ 0 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), è äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëü-
íîå ñîñòîÿíèå íóëåâîå R = 0 (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè
t = 60 ýëëèïñ, îáîçíà÷åííûé ïóíêòèðíîé ëèíèåé, èìååò äëèíû ïîëóîñåé, ðàâ-
íûå 0,0093 è 111,75 ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå ðàññìîòðèì âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà âíåøíåå âîçìóùåíèå îò-
ñóòñòâóåò (G(σ)≡ 0), à â êà÷åñòâå ìàòðèöû R âûáðàíà âûðîæäåííàÿ äèàãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà R = diag(0, 1). Äðóãèìè ñëîâàìè, â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëàãàåòñÿ x10 = 0, x20 ∈ [−1, 1]. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íà
ðèñ. 2 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè âåëè÷èíû L, îïðåäåëÿþùåé äëèíó ïî-
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Ðèñ. 2. Äèíàìèêà �ðàçìåðà� ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óðàâíåíèÿ Ìàòüå â âû-
ðîæäåííîì ñëó÷àå.

ëîâèíû îòðåçêà � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ýòà çàâèñèìîñòü
íîñèò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê 2π.

3. Îïòèìàëüíîå ýëëèïñîèäàëüíîå îöåíèâàíèå ñîñòîÿíèÿ è ïàðàìåòðîâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ x(t) ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìû

∂x(t) = A(t)x(t) +B(t)v(t),

y(t) = C(t)x(t) +D(t)v(t)
(3.1)

ñ íåèçâåñòíûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x(t0) ïî èçìåðåíèÿì âûõîäà y(σ),
σ ∈ [t0, t]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû è âîçìóùåíèÿ
ïðåäñòàâèìû â âèäå

x(t0)− x∗ = R1/2w1, v(σ) = G1/2(σ)w2(σ),

|w1|2 + ‖w2‖2[t0,t] 6 1, t ∈ [t0, tf ]
(3.2)

äëÿ çàäàííûõ ìàòðèöû RT = R > 0 è ìàòðè÷íîé ôóíêöèè GT(σ) = G(σ) > 0,
σ ∈ [t0, t]. Ïîñòðîèì íàáëþäàòåëü ïîëíîãî ïîðÿäêà

∂x̂(t) = A(t)x̂(t) + L(t)[y(t)− C(t)x̂(t)], x̂(t0) = x∗,(3.3)

ãäå x̂(t) � îöåíêà ñîñòîÿíèÿ x(t), à L(t) � ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ íàáëþäàòåëÿ,
ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ. Îáîçíà÷èì îøèáêó îöåíèâàíèÿ: e(t) = x(t)− x̂(t),
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂e(t) = Ac(t)e(t) +Bc(t)v(t), e(t0) = x(t0)− x∗,(3.4)

ãäå Ac(t) = A(t)− L(t)C(t), Bc(t) = B(t)− L(t)D(t). Òîãäà ìíîæåñòâî äîñòè-
æèìîñòè ñèñòåìû (3.4) â ìîìåíò âðåìåíè t ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 åñòü ýëëèï-
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ñîèä E(P (t)), ìàòðèöà êîòîðîãî â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

Ṗ = Ac(t)P + PAT
c (t) +Bc(t)G(t)B

T
c (t)(3.5)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (t0) = R, à â äèñêðåòíîì ñëó÷àå � óðàâíåíèþ

P (t+ 1) = Ac(t)P (t)A
T
c (t) +Bc(t)G(t)B

T
c (t)(3.6)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (t0) = R. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòîÿíèå x(t) ñèñòå-
ìû (3.1) íàõîäèòñÿ âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëëèïñîèäà E(P (t), x̂(t)) ñ öåí-
òðîì â òî÷êå x̂(t), îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì íàáëþäàòåëÿ (3.3). Ýòî ìíîæå-
ñòâî åñòåñòâåííî íàçâàòü ýëëèïñîèäàëüíîé îöåíêîé ñîñòîÿíèÿ x(t) â ìîìåíò
âðåìåíè t, à íàáëþäàòåëü ñ ìàòðèöåé L∗(t), ïðè êîòîðîé, íàïðèìåð, ñëåä ìàò-
ðèöû P (t) áóäåò ìèíèìàëüíûì, íàçâàòü îïòèìàëüíûì.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2 äèíàìèêà ìàòðèöû ýëëèïñîèäàëüíîãî ìíîæåñòâà
äîñòèæèìîñòè óðàâíåíèÿ (3.4) îïèñûâàåòñÿ òåì æå óðàâíåíèåì, ÷òî è äè-
íàìèêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáêè Ee(t)eT(t) â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó-
÷àå, êîãäà êîâàðèàöèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà Ex(t0)x

T(t0) = R, à êî-
âàðèàöèÿ âîçìóùåíèÿ ðàâíà Ev(t)vT(t) = G(t). Òàê êàê ñëåä ìàòðèöû ýë-
ëèïñîèäàëüíîé îöåíêè ðàâåí äèñïåðñèè îøèáêè îöåíèâàíèÿ, òî óðàâíåíèå
îïòèìàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ôèëüòðà Êàëìàíà äëÿ
îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (3.1), â êîòîðîé âîçìóùåíèÿ ξ1(t) = B(t)v(t) è
ξ2(t) = D(t)v(t), âõîäÿùèå àääèòèâíî â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ è â óðàâíåíèå
èçìåðåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ êîððåëèðîâàííûìè

E

(
ξ1(t)

ξ2(t)

)(
ξT1 (t) ξ

T
2 (t)

)
=

(
B(t)G(t)BT(t) ∗
D(t)G(t)BT(t) D(t)G(t)DT(t)

)
,(3.7)

ãäå ∗ çàìåùàåò ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííîìó
áëîêó. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñòàíäàðòíîå òðåáîâàíèå â êîíòåêñòå êàëìàíîâ-
ñêîé ôèëüòðàöèè î íåâûðîæäåííîñòè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âîçìóùåíèé
â èçìåðåíèÿõ [28, ñ. 404], ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òå î ð åì à 3.1. Åñëè det[D(σ)G(σ)DT(σ)] 6= 0, σ ∈ [t0, t], òî îïòèìàëü-
íûé íàáëþäàòåëü (3.3), îáåñïå÷èâàþùèé íàèëó÷øóþ ýëëèïñîèäàëüíóþ îöåí-
êó E(P∗(t), x̂(t)) ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (3.1) â ìîìåíò âðåìåíè t > t0 ïðè ëþ-
áûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ è âîçìóùåíèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.2)
ïðè R > 0 è G(σ) > 0, σ ∈ [t0, t], îïðåäåëÿåòñÿ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ìàòðè-
öåé L(t), ðàâíîé

L(c)(t) =
[
D(t)G(t)BT(t) + C(t)P∗(t)

]T [
D(t)G(t)DT(t)

]−1
,(3.8)

ãäå ìàòðèöà P∗(t) > 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.5) ïðè L(t) = L(c)(t),
à â äèñêðåòíîì ñëó÷àå � ìàòðèöåé L(t), ðàâíîé

L(d)(t) =(3.9)

=
[
A(t)P∗(t)C

T(t) +B(t)G(t)DT(t)
] [
C(t)P∗(t)C

T(t) +D(t)G(t)DT(t)
]−1

,

ãäå P∗(t) > 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.6) ïðè L(t) = L(d)(t).
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Çàì å ÷ à í è å 5. Åñëè z(t) = Cz(t)x(t) ∈ Rnz � íåêîòîðûé âûõîä ñèñòåìû
(3.1), òî îïòèìàëüíîé ýëëèïñîèäàëüíîé îöåíêîé âûõîäà â ìîìåíò âðåìåíè t
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèä E(Cz(t)P∗(t)C

T
z (t), ẑ(t)), ãäå ẑ(t) = Cz(t)x̂(t), à x̂(t) � îöåí-

êà ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ îïòèìàëüíûì íàáëþäàòåëåì (3.3).

Çàì å ÷ à í è å 6. Óñòàíîâëåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïòèìàëüíûì íàáëþ-
äàòåëåì è ôèëüòðîì Êàëìàíà ïîçâîëÿåò âûÿâèòü âàæíîå ñâîéñòâî ïîñëåä-
íåãî. Ïóñòü x̂(t) � îöåíêà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (3.1), îïðåäåëÿåìàÿ ôèëü-
òðîì Êàëìàíà ïðè çàäàííûõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèöàõ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ Kx(t0) = R è âîçìóùåíèÿ Kv(t)≡G(t), à P∗(t) � êîâàðèàöèÿ îøèáêè
ýòîé îöåíêè. Òîãäà ïðè ëþáûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ
è âîçìóùåíèÿõ âèäà (3.2) ñîñòîÿíèå ñèñòåìû x(t) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó
E(P∗(t), x̂(t)).

Ïðåäñòàâèì òåïåðü çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé
ðåãðåññèè

χ(t) = Φ(t)ζ0 + v(t), t = t0, . . . , tf ,(3.10)

ãäå χ(t) � âåêòîð èçìåðåíèé, Φ(t) � ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ, ζ0 � âåêòîð íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, v(t) � âåêòîð ïîìåõ èçìåðåíèé, êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

ζ(t+ 1) = ζ(t), ζ(t0) = ζ0(3.11)

ïî èçìåðåíèÿì çàøóìëåííîãî âûõîäà χ(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåèçâåñòíûå
ïàðàìåòðû è âîçìóùåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ

(ζ0 − ζ∗)
TR−1(ζ0 − ζ∗) + ‖v‖2G [t0,t]

6 1, t ∈ [t0, tf ](3.12)

ïðè R > 0 è G(t) > 0, ãäå ζ∗ � çàäàííûé âåêòîð. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 îï-
òèìàëüíûé íàáëþäàòåëü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ ê
ñëåäóþùåìó âèäó:

ζ̂(t+ 1) = ζ̂(t) + P (t+ 1)ΦT(t)G−1(t)[χ(t)− Φ(t)ζ̂(t)], ζ̂(t0) = ζ∗,

P (t+1)=P (t)−P (t)ΦT(t)[Φ(t)P (t)ΦT(t)+G(t)]−1Φ(t)P (t), P (t0)=R.
(3.13)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ðåêóððåíòíûé àë-
ãîðèòì ìåòîäà íàèìåíüøèõ âçâåøåííûõ êâàäðàòîâ [29], à òàêæå ñîãëàñíî [30,
ñ. 56], è ôèëüòð Êàëìàíà ïðè êîâàðèàöèÿõ Eζ0ζ

T
0 = R è Ev(t)vT(t) = G(t), à

îöåíêà ζ̂(t) ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë

Jt(ζ) = (ζ − ζ∗)
TR−1(ζ − ζ∗) +

t−1∑

i=0

(
χ(i)− Φ(i)ζ

)T
G−1(i)

(
χ(i)− Φ(i)ζ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèÿõ (3.12) ìåòîä íàèìåíüøèõ âçâåøåííûõ
êâàäðàòîâ îáåñïå÷èâàåò îïòèìàëüíóþ ýëëèïñîèäàëüíóþ îöåíêó íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ, ò.å. ãàðàíòèðóåò â ìîìåíò âðåìåíè t, ÷òî íåèçâåñòíûé âåêòîð ζ0
ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó E(P (t), ζ̂(t)).

Äëÿ èëëþñòðàöèè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3.1 îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ Ìà-
òüå, ïðåäñòàâëåííîìó â âèäå ñèñòåìû (2.21). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èçìåðÿåìûé
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Ðèñ. 3. Äèíàìèêà îïòèìàëüíîé ýëëèïñîèäàëüíîé è îáîáùåííîéH∞-îïòèìàëü-
íîé îöåíîê ñîñòîÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå.

âûõîä ýòîé ñèñòåìû
y = x1 + x2 + v.

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω0 =
= π/6, ω = 2π, ε = 0,1, R = 10,5I, G(σ)≡ 1. Íà ðèñ. 3 íà ïëîñêîñòè (x1, x2)
ïðåäñòàâëåíû òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) x(t), îòâå÷àþùàÿ íà-
÷àëüíûì óñëîâèÿì x10 = 0,5, x20 = 0 è âîçìóùåíèþ v(t) = 0,05 sinπt, à òàêæå
òðàåêòîðèÿ îïòèìàëüíîé îöåíêè x̂(t) (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëëèïñû E(P∗(t), x̂(t)) â ìîìåíòû âðåìåíè t1 = 2, t2 = 4, t3 = 6. Íà ýòîì æå
ðèñóíêå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíà òðàåêòîðèÿ îáîáùåííîé H∞-îïòèìàëüíîé
îöåíêè (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), ïðè êîòîðîé îáîáùåííàÿ H∞-íîðìà ñè-
ñòåìû (3.4) [31] ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ýëëèïñîè-
äàëüíûå îöåíêè ñîñòîÿíèÿ. Ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî �ðàçìåðû� ýëëèïñîâ
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè çàìåòíî óìåíüøàþòñÿ è ÷òî ýëëèïñû, ïîëó÷àåìûå â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îáîáùåííîé H∞-íîðìîé îøèáêè, �áîëüøå� ýëëèïñîâ, îòâå÷àþùèõ
îïòèìàëüíûì ýëëèïñîèäàëüíûì îöåíêàì.

4. Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäàëüíûå óïðàâëåíèÿ

Âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîñòîÿíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè íåîïðåäå-
ëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è âîçìóùåíèÿõ, ñâÿçàííûõ îáùèì îãðàíè÷åíè-
åì, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ âíóòðè ýâîëþöèîíèðóþùåãî ýëëèï-
ñîèäà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå
âèäà íåñòàöèîíàðíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ u = Θ(t)x, îáåñïå÷èâàþ-
ùåå âûïîëíåíèå îäíîé èç ñëåäóþùèé öåëåé: (i) ïîïàäàíèå ñîñòîÿíèÿ èëè âû-
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õîäà çàìêíóòîé ñèñòåìû â çàäàííîå ýëëèïñîèäàëüíîå ìíîæåñòâî â îïðåäåëåí-
íûé ìîìåíò âðåìåíè, (ii) íàõîæäåíèå â çàäàííîé ýëëèïñîèäàëüíîé òðóáêå â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèå çàêîíû óïðàâëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ýëëèï-
ñîèäàëüíûìè.

Óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû èìååò âèä

∂x(t) = [A(t) +Bu(t)Θ(t)]x(t) +B(t)v(t), x(t0) = x0, t ∈ [t0, tf ],

z(t) = [Cz(t) +D(t)Θ(t)]x(t),
(4.1)

ãäå z(t) � óïðàâëÿåìûé âûõîä ñèñòåìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîïóñòèìûå
íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ è âîçìóùåíèÿ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó S(t, t0;R,G),
âåêòîð óïðàâëåíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äîëæåí ïðèíàäëåæàòü ýë-
ëèïñîèäó u(t) ∈ E(Qu(t)) ñ Qu(t) > 0, à öåëåâîå ìíîæåñòâî åñòü ýëëèïñîèä
Ez(Q(t)) = {z : zTQ−1(t)z 6 1} ñ Q(t) > 0.

Äàëåå ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðî-
ãî ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.

Ëåììà 4.1. Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû Θ(t) èìååò ìåñòî u(t) = Θ(t)x(t) ∈
∈ E(Qu(t)) ñ Qu(t) > 0 ïðè âñåõ x(t) ∈ E(P (t)) ñ P (t) > 0 òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

(
P (t) ∗

Θ(t)P (t) Qu(t)

)
> 0(4.2)

ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî P (t).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 ñîñòîÿíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû (4.1) â íåïðåðûâíîì
ñëó÷àå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà E(P (t)), ìàò-
ðèöà êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Ṗ = A(t)P + PAT(t) +Bu(t)Z(t) + ZT(t)BT
u (t) +B(t)G(t)BT(t)(4.3)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (t0) = R, â êîòîðîì Z(t) = Θ(t)P (t). Òîãäà ïðè
âñåõ äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è âîçìóùåíèÿõ öåëåâîé âûõîä çà-
ìêíóòîé ñèñòåìû áóäåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà Ez(Qz(t)), ãäå
Qz(t) = [C(t) +D(t)Θ(t)]P (t)[C(t) +D(t)Θ(t)]T, è áóäåò ñîäåðæàòüñÿ âíóòðè
öåëåâîãî ìíîæåñòâà, åñëè Ez(Qz(t))⊆ E(Q(t)), ò.å. Qz(t) 6 Q(t). Ïîäñòàâëÿÿ
â ýòî íåðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ Qz(t) è ïðèìåíÿÿ ëåììó Øóðà, à òàêæå
ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òå î ð åì à 4.1. Çàêîí óïðàâëåíèÿ u = Θ(t)x ñ ïàðàìåòðàìè Θ(t) =
= Z(t)P−1(t) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ u(t) ∈ E(Qu(t)), Qu(t) > 0,
∀ t ∈ [t0, tf ] è îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå z(tf ) ∈ Ez(Q(tf )) äëÿ öåëè (i)
(z(t) ∈ Ez(Q(t)), ∀ t ∈ [t0, tf ] äëÿ öåëè (ii)) ïðè âñåõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ è
âîçìóùåíèÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó S(t, t0;R,G), åñëè ñóùåñòâóþò
ìàòðè÷íûå ôóíêöèè P (t) > 0 è Z(t), óäîâëåòâîðÿþùèå ìàòðè÷íîìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (4.3), íåðàâåíñòâàì (4.2) è Qz(tf ) 6 Q(tf ) äëÿ
öåëè (i) (Qz(t) 6 Q(t), ∀ t ∈ [t0, tf ] äëÿ öåëè (ii)).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè ïðîâåäåì äèñêðåòè-
çàöèþ óêàçàííîé çàäà÷è. Ââåäåì íà îòðåçêå [t0, tf ] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó tk =
= tk−1 + h, k = 1, . . . , N , ãäå h = (tf − t0)/N , è çàïèøåì äèñêðåòíûé àíàëîã
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ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â âèäå ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé ïðè k = 0, . . . , N :

Y (k + 1)− Y (k)− h
(
A(k)Y (k) + Y (k)AT(k)

)
−

− h
(
Bu(k)Z(k) + ZT(k)BT

u (k) +B(k)G(k)BT(k)
)
= 0, k 6= N,

(
Y (k) ∗
Z(k) Qu(k)

)
> 0, Y (k) > 0, Y (0) = R,

(i) :

(
Y (N) ∗

C(N)Y (N) +D(N)Z(N) Q(N)

)
> 0,

(ii) :

(
Y (k) ∗

C(k)Y (k) +D(k)Z(k) Q(k)

)
> 0,

(4.4)

ãäå àðãóìåíò k óêàçûâàåò íà çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé â ìîìåíò
âðåìåíè tk. Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ Y (k), Z(k), íàéäåì ìàòðèöû Θ(k) = Z(k)Y −1(k).

Â òåîðåìå 4.1 è â ïðîöåäóðå (4.4) âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà
ñäåëàíû äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
ìàòðèö P (t) > 0 è Y (k) > 0, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà. Çàìåòèì, ÷òî èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè äëÿ
îïòèìèçàöèè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñêàòü îïòè-
ìàëüíîå ýëëèïñîèäàëüíîå óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ïîïàäàíèå â öåëåâîé
ýëëèïñîèä, ìàòðèöà êîòîðîãî èìååò ìèíèìàëüíûé ñëåä. Â òàêîì ñëó÷àå ìàò-
ðèöà Q(N) ñòàíîâèòñÿ ïåðåìåííîé è ðåøàåòñÿ çàäà÷à min trQ(N) ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ, îïðåäåëåííûõ â (4.4).

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òå î ð åì à 4.2. Çàêîí óïðàâëåíèÿ u(t) = Θ(t)x(t) ñ ïàðàìåòðàìè Θ(t) =
= Z(t)Y −1(t) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ u(t) ∈ E(Qu(t)), Qu(t) > 0,
∀ t ∈ [t0, tf ] è îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ztf ∈ Ez(Q(tf )) äëÿ öåëè (i)
(zt ∈ Ez(Q(t)), ∀ t ∈ [t0, tf ] äëÿ öåëè (ii)) ïðè âñåõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ è
âîçìóùåíèÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó S(t, t0;R,G), åñëè ðàçðåøèìû
ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà ïðè t = t0, . . . , tf :




Y (t) ∗ ∗
A(t)Y (t) +Bu(t)Z(t) Y (t+ 1) ∗

0 BT(t) G−1(t)


 > 0, t 6= tf ,

(
Y (t) ∗
Z(t) Qu(t)

)
> 0, Y (t0) > R,

(i) :

(
Y (tf ) ∗

C(tf )Y (tf ) +D(tf )Z(tf ) Q(tf )

)
> 0,

(ii) :

(
Y (t) ∗

C(t)Y (t) +D(t)Z(t) Q(t)

)
> 0

(4.5)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö Y (t) > 0, Z(t).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2 ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà òðóáêè îò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷è-
íû óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèâåäåííûõ â äàííîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòîâ îáðàòèìñÿ
ê ñèñòåìå

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −ω2
0(1 + ε sinωt)x1 + u+ v,

x1(0) = x10, x2(0) = x20,

(4.6)

îïèñûâàþùåé ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ óïðàâëÿåìîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿ-
òîðà. Çàäàäèì ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðà òî÷íî òàêèå æå, êàê è ðàçäåëå 2, ò.å.
ω0 = π, ω = 2π, ε = 0,1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà íåñòàöèîíàðíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ â âèäå u = θ1(t)x1 + θ2(t)x2 ïðè çàäàííîì îãðàíè÷å-
íèè |u| 6 u0, îáåñïå÷èâàþùåãî íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìåíè [0, 60] óäåðæà-
íèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (4.6) ïðè íåîïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è
âîçìóùåíèÿõ, ñâÿçàííûõ îáùèì îãðàíè÷åíèåì c ìàòðèöåé R = diag(1, 1) è
G(σ)≡ 1, â êðóãëîé òðóáêå x21(t) + x22(t) 6 r2, t ∈ [0, 60] ñ ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíûì ðàäèóñîì r. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà
òðóáêè îò ïàðàìåòðà u0.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñîâìåñòíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà íåòî÷íî çàäàí-
íûå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è âîçìóùåíèå ìíîæåñòâàìè äîñòèæèìîñòè ëèíåé-
íîé íåñòàöèîíàðíîé íåïðåðûâíîé èëè äèñêðåòíîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ýâîëþ-
öèîíèðóþùèå ýëëèïñîèäû, ìàòðèöû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó ìàò-
ðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó èëè ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ. Ïðèìåíåíèå ýòî-
ãî ðåçóëüòàòà ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü îïòèìàëüíûé íàáëþäàòåëü íåèçìå-
ðÿåìîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îáåñïå÷èâàþùèé ýëëèïñîèäàëüíóþ îöåíêó ñ ìè-
íèìàëüíûì ñëåäîì ìàòðèöû ýëëèïñîèäà, à òàêæå ëèíåéíûå íåñòàöèîíàðíûå
ðåãóëÿòîðû äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â çàäàííîå ýëëèïñîèäàëüíîå
ìíîæåñòâî. Äîêàçàíî, ÷òî ôèëüòð Êàëìàíà â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ è
ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì ìåòîäà íàèìåíüøèõ âçâåøåííûõ êâàäðàòîâ â çàäà÷å
èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ îáåñïå÷èâàþò îïòèìàëüíûå ýëëèï-
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ñîèäàëüíûå îöåíêè ñîñòîÿíèÿ è ïàðàìåòðîâ ïðè äåòåðìèíèðîâàííûõ íà÷àëü-
íîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû è âîçìóùåíèè ñ çàäàííîé ìåðîé íåîïðåäåëåííîñòè.
Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñòîõàñòè÷åñêèì è äåòåðìèíèðîâàí-
íûì ïîäõîäàìè ê çàäà÷àì ôèëüòðàöèè è èäåíòèôèêàöèè. Èëëþñòðàòèâíûå
ïðèìåðû äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå äåìîíñòðèðóþò ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåí-
íîãî ïîäõîäà.

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû À.È. Ìàòàñîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è êîíñòðóê-
òèâíûå ïðåäëîæåíèÿ ïî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 2.1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëÿðíûì ðàçëîæå-
íèåì [32, ñ. 490] ïðåäñòàâèì ìàòðèöó S â âèäå S = (SST)1/2U , ãäå UUT = I.

Òîãäà x = Sg = (SST)1/2Ug = (SST)1/2w, ãäå w = Ug. Òàê êàê wTw 6 1 è äëÿ
êàæäîãî òàêîãî w íàéäåòñÿ g = UTw òàêîé, ÷òî gTg = wTw 6 1, òî ëåììà äî-
êàçàíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 4.1. Çàïèøåì ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ

u ∈ E(Qu) ∀x ∈ E(P ) ⇔ maxxTΘTQ−1
u Θx 6 1, x = P 1/2w ∀w : wTw 6 1.

Ââîäÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = wTP 1/2ΘTQ−1
u ΘP 1/2w + µ

(
1− wTw

)
,

ïðèõîäèì ê óñëîâèþ

µ = λmax

(
P 1/2ΘTQ−1

u ΘP 1/2
)
= λmax

(
Q−1/2

u ΘPΘTQ−1/2
u

)
6 1,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó ΘPΘT 6 Qu. Ñîãëàñíî õàðàêòåðèçàöèè
ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ïðåäñòàâèì P = PP+P è çàïèøåì ïîñëåäíåå íåðà-
âåíñòâî êàê ΘPP+PΘT 6 Qu. Ñ ó÷åòîì âàðèàíòà ëåììû Øóðà äëÿ âûðîæ-
äåííûõ ìàòðèö, äîêàçàííîãî â [29, ñ. 190], ïðèõîäèì ê (4.2). Ëåììà äîêàçàíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 4.2. Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

x(t+ 1) = Ac(t)x(t) +B(t)v(t), Ac(t) = A(t) +Bu(t)Θ(t).

Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ýòîé ñèñòåìû � ýëëèïñîèäû E(Pc(t)) ñ ìàòðè-
öàìè Pc(t), îïðåäåëÿåìûìè ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1. Ââåäåì ìàòðèöû Y (t) =
= Y T(t) > 0, t = t0, · · · , tf , óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

Y (t+ 1) > Ac(t)Y (t)AT
c (t) +B(t)G(t)BT(t), Y (t0) > R.(Π.1)

Åñëè îáîçíà÷èòü Θ(t)Y (t) = Z(t) è ïðèìåíèòü ëåììó Øóðà, òî ýòî íåðàâåí-
ñòâî ïðåâðàòèòñÿ â ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (4.5). Èç (Π.1) ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíî-
øåíèÿ

Y (t+ 1)− Pc(t+ 1) = Ac(t)[Y (t)− Pc(t)]A
T
c (t) +M(t), Y (t0)− Pc(t0) > 0

âûïîëíÿþòñÿ ïðè íåêîòîðûõ ìàòðèöàõ M(t) =MT(t) > 0. Òîãäà

Y (t)− Pc(t) = Φ(t, t0)[Y (t0)− Pc(t0)]Φ
T(t, t0) +

t−1∑

i=t0

Φ(i, t0)M(i)ΦT(i, t0) > 0,
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ãäå Φ(t, t0) � ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî,
Pc(t) 6 Y (t) è E(Pc(t))⊆ E(Y (t)), ò.å. ñîñòîÿíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû íàõîäèò-
ñÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà E(Y (t)), à çíà÷èò, öåëåâîé âûõîä íàõîäèòñÿ âíóòðè ýë-
ëèïñîèäà Ez(Qz(t)), ãäå Qz(t) = [C(t) +D(t)Θ(t)]Y (t)[C(t) +D(t)Θ(t)]T. Òî-
ãäà âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Qz(t) 6 Q(t), êîòîðîå ïðè Z(t) = Θ(t)Y (t) ñ ïî-
ìîùüþ ëåììû Øóðà ïðèâîäèòñÿ ê òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó íåðàâåíñòâàì â
(4.5), îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé öåëè óïðàâëåíèÿ. Âòîðîå íåðà-
âåíñòâî â (4.5) ñîãëàñíî ëåììå 4.1 îçíà÷àåò, ÷òî u(t) ∈ E(Qu(t)). Òàêèì îáðà-
çîì, åñëè íåðàâåíñòâà (4.5) âûïîëíÿþòñÿ, òî óïðàâëåíèå îáåñïå÷èâàåò âûïîë-
íåíèå öåëè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÈ ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÀÒÒÐÀÊÒÎÐÎÂ
Â ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÃËÀÄÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ËÎÐÅÍÖÅÂÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ1

Èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà êóñî÷íî-ãëàäêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé ðàíåå áûëî ñòðîãî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñòðàí-
íîãî àòòðàêòîðà ëîðåíöåâñêîãî òèïà è ïîëó÷åíû áèôóðêàöèîííûå ìåõà-
íèçìû åãî ðîæäåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ðàçðó-
øåíèè ýòîãî àòòðàêòîðà çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ â åãî ñòðóêòóðå ñêîëüçÿùèõ
äâèæåíèé. Êà÷åñòâåííî-÷èñëåííûìè ìåòîäàìè èçó÷àåòñÿ ñëîæíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé àòòðàêòîðà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé â ñèñòåìå
îñòàåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâîé
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ C-áèôóðêàöèè è áèôóðêàöèè ìíîãî-
îáõîäíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, áèôóðêàöèè, ïðåäåëüíûé öèêë,
ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ, ñòðàííûé àòòðàêòîð, õàîñ.

DOI: 10.31857/S0005231020080036

1. Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ âûïîëíåíà â ðóñëå îäíîãî èç ãëàâíûõ íàó÷íûõ íàïðàâ-
ëåíèé Þ.È. Íåéìàðêà � áèôóðêàöèîííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Øè-
ðîêî èçâåñòíûé ìåòîä D-ðàçáèåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí èç ïåð-
âûõ ðåçóëüòàòîâ Þ.È. Íåéìàðêà ïî òåîðèè áèôóðêàöèé êîðíåé õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëèíåàðèçîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äðóãîé çíà÷è-
ìûé ðåçóëüòàò � ýòî áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ òîðà èëè ñëîæíîãî íåáëóæäàþ-
ùåãî ìíîæåñòâà èç ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïðè ñìåíå åãî óñòîé÷èâîñòè.
Ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ ñïåöèàëèñòàì áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà�Ñàêåðà [1]. Òåî-
ðèÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ (ðåëåéíûõ) ñèñòåì, íà÷àòàÿÞ.È. Íåéìàðêîì â 50�60 ãã.
XX â. [2, 3], ïðîäîëæàåò óñïåøíî ðàçâèâàòüñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ [4, 5]. Íà-
ñòîÿùóþ ñòàòüþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçâèòèå òåîðèè áèôóðêàöèé â
êóñî÷íî-ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû �18-01-00556 è �18-31-20052), à òàêæå Íàöèîíàëüíîãî íàó÷íî-
ãî ôîíäà ÑØÀ (ïðîåêò DMS-1909924). ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå
Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò �19-12-00367).

29



Êóñî÷íî-ëèíåéíûå è êóñî÷íî-ãëàäêèå ñèñòåìû øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü â
òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ êîíòåêñòàõ è ïðèëîæåíèÿõ [4, 6�8].
Èõ ïîòåíöèàëüíîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä èõ íåëèíåéíûìè àíàëîãàìè çàêëþ÷à-
åòñÿ â âîçìîæíîñòè ïîëó÷àòü ÿâíûå ðåøåíèÿ â çàäàííûõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû è �ñêëåèâàòü� ðåøåíèÿ íà ãðàíèöàõ ýòèõ îáëàñòåé.

Øèðîêèé êëàññ êóñî÷íî-ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [4�6] â íàñòîÿùåå
âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåõíèêå â êà÷åñòâå ðåëåéíûõ, àâòîìàòè÷åñêèõ
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè [9�12].

Èíòåðåñíûì ïðèìåðîì òàêîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ áèîìåõà-
íè÷åñêàÿ ìîäåëü áàëàíñà ïåøåõîäà, èäóùåãî ïî ìîñòó [13], â êîòîðîé ïåðå-
êëþ÷åíèÿ ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè [14] ñîîòâåòñòâóþò ïåðåíîñó âåñà ïåøå-
õîäà ñ îäíîé íîãè íà äðóãóþ. Òðàåêòîðèÿ òàêîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ñèñòåìû
îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ñêëååííûìè ðåøåíèÿìè èíòåãðèðóåìûõ ïîäñèñòåì, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íûå ôîðìû ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïåøåõîäà [15].

Êóñî÷íî-ãëàäêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïîòîêîâ, îáëàäàþùèõ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè õàîòè÷åñêèõ íåëè-
íåéíûõ ñèñòåì è äîïóñêàþùèõ ñòðîãîå àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå. Â íåäàâ-
íåé ñòàòüå [16] àâòîðàìè áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-
ãëàäêèõ ìîäåëåé, çàìåíÿþùèõ íåëèíåéíûå íåèíòåãðèðóåìûå õàîòè÷åñêèå ñè-
ñòåìû. Ýòè ìîäåëè èìåþò êà÷åñòâåííî òó æå áèôóðêàöèîííóþ ñòðóêòóðó è
ïîçâîëÿþò àíàëèòè÷åñêè äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ
è èõ áèôóðêàöèé.

Ýòîò ïîäõîä áûë ïðèìåíåí ê èçâåñòíîé ñèñòåìå Ëîðåíöà [17], âìåñòî êî-
òîðîé áûëà ïîñòðîåíà êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ñèñòåìà êàê åå ïðîñòåéøèé àíàëîã.
Äëÿ ýòîé ñèñòåìû àâòîðàì óäàëîñü ïðîâåñòè ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñèíãóëÿðíî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà è áèôóðêàöèé åãî ðîæ-
äåíèÿ. Ïîëó÷åííûå áèôóðêàöèè è àòòðàêòîðû êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò ñ áè-
ôóðêàöèîííîé êàðòèíîé è ñòðóêòóðîé àòòðàêòîðà ñàìîé ñèñòåìû Ëîðåíöà,
äåòàëüíî èçó÷åííûìè êà÷åñòâåííî-÷èñëåííûìè ìåòîäàìè [18�20]. Èç ÷èñëåí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ èçâåñòíî, ÷òî àòòðàêòîð Ëîðåíöà ðàçðóøàåòñÿ ïðè ïîòåðå
èíâàðèàíòíîãî ñëîåíèÿ [19, 21] ñ ïîñëåäóþùèìè ñëîæíûìè áèôóðêàöèÿìè.
Â ñèëó ñëîæíîñòè ñöåíàðèé ðàçðóøåíèÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà òåîðåòè÷åñêè
èçó÷åí ñëàáî.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýòîò âîïðîñ, ò.å. áèôóðêàöèîííàÿ
êàðòèíà ãèáåëè ñèíãóëÿðíî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, íî íå â ñèñòåìå
Ëîðåíöà, à â åå àíàëîãå � â ìîäåëè èç [16]. Ýòî ðàçðóøåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ
ðàçðóøåíèÿ èíâàðèàíòíîãî ñëîåíèÿ è ïîñëå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áèôóðêàöèé çàêàí÷èâàåòñÿ ðîæäåíèåì åäèíñòâåííîãî óñòîé÷èâîãî ïðåäåëü-
íîãî öèêëà.

Ñòàòüÿ óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 äàíî îïèñàíèå ïðåä-
ëîæåííîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ìîäåëè, â ðàçäåëå 3 ïðèâåäåíà õàðàêòåðèñòè-
êà ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé, â ðàçäåëå 4 ïðåäñòàâëåí îñíîâíîé ðåçóëüòàò [16],
â ðàçäåëå 5 ïðèâåäåí êà÷åñòâåííî-÷èñëåííûé àíàëèç ðàçðóøåíèÿ ñòðàííîãî
àòòðàêòîðà.
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2. Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ñêëååííàÿ èç òðåõìåðíûõ ëè-
íåéíûõ ïîäñèñòåì As, Al, è Ar

ẋ = x,

As : ẏ = −αy, (x, y, z) ∈ Gs,

ż = −νz,
ẋ = −λ(x+ 1) + ω(z − b),

Al : ẏ = −δ(y + 1), (x, y, z) ∈ Gl,

ż = −ω(x+ 1)− λ(z − b),

ẋ = −λ(x− 1)− ω(z − b),

Ar : ẏ = −δ(y − 1), (x, y, z) ∈ Gr,

ż = ω(x− 1)− λ(z − b),

(1)

ãäå α, δ, ν, ω, λ è b� ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Ýòè ïîäñèñòåìû îïðåäåëåíû
íà ñëåäóþùåì ðàçáèåíèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Gs, Gl, è Gr ñîîòâåòñòâåííî:

Gs : |x| < 1, y ∈ R1, z < b,

Gl :





x 6 −1 ïðè z 6 b,

x 6 −1 ïðè z > b è y > 0,

x < 1 ïðè z > b è y < 0,

Gr :





x > 1 ïðè z 6 b,

x > 1 ïðè z > b è y < 0,

x > −1 ïðè z > b è y > 0.

(2)

Âåêòîðíûå ïîëÿ ïîäñèñòåì As, Al è Ar áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåí-
íî Fs, Fl è Fr â âèäå ñèñòåìû Ẋ = Fi(X), ãäå èíäåêñ i = (s, l, r) è âåêòîð
X = (x, y, z).

Ýòà ñèñòåìà ìîäåëèðóåò èçâåñòíóþ ñèñòåìó Ëîðåíöà [17]. Îíà, êàê è ñèñòå-
ìà Ëîðåíöà, èìååò òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî
çàìåíû (x, y, z) → (−x,−y, z).

Ëèíåéíàÿ ïîäñèñòåìà As óïðàâëÿåò äèíàìèêîé ñèñòåìû (1) â îáëàñòè Gs.
Ýòà ñèñòåìà èìååò ñåäëîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ Os â íà÷àëå êîîðäèíàò,
ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü Gs ñåäëîâîé îáëàñòüþ. Ïîäñèñòåìû Ar,l îïðåäåëå-
íû â îáëàñòÿõ Gr,l è èìåþò ñèììåòðè÷íûå ðàâíîâåñèÿ er,l = {±1,±1, b} ñî-
îòâåòñòâåííî. Ýòè ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè òðåõìåðíûìè ôîêóñà-
ìè â ïîäñèñòåìàõ Ar,l. Â ïîëíîé ñèñòåìå ýòè ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñêëååí-
íûìè è ïîýòîìó ìîãóò ìåíÿòü óñòîé÷èâîñòü. Çàìåòèì, ÷òî ëèíèè ñêëåéêè
wl = {x = −1, z = b, y ∈ R1} è wr = {x = 1, z = b, y ∈ R1} ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷è-
âûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ôîêóñîâ el è er ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1). Áóäåì
íàçûâàòü Gr è Gl ïðàâîé è ëåâîé ôîêóñíûìè îáëàñòÿìè.

Ñåäëîâàÿ îáëàñòü Gs îãðàíè÷åíà ñïðàâà è ñëåâà âåðòèêàëüíûìè ïîëó-
ïëîñêîñòÿìè S1 = {x = 1, y ∈ R1, z < b} è S2 = {x = −1, y ∈ R1, z < b} (ñì.

31



Ðèñ. 1. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñèñòåìû (1). Ôàçîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî ðàçäåëåíî íà òðè îáëàñòè: Gs, Gl è Gr (íå óêàçàíû íà ðèñóíêå). Ñåäëîâàÿ
îáëàñòü Gs îáðàçîâàíà âåðòèêàëüíûìè ïîëóïëîñêîñòÿìè S1,2 è ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòüþD. Ôîêóñíûå îáëàñòè Gl è Gr ðàçäåëåíû ñåäëîâîé îáëàñòüþ
è âåðòèêàëüíîé Z-îáðàçíîé ãðàíèöåé Zs. Ñåäëî Os èìååò äâóìåðíîå óñòîé÷è-
âîå ìíîãîîáðàçèå W s è îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå (Wu

1 è Wu
2 åãî

ïðàâàÿ è ëåâàÿ âåòâè ñîîòâåòñòâåííî). Îòðåçêè wl è wr ïðèíàäëåæàò îäíî-
ìåðíûì óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿì ôîêóñîâ el è er ñîîòâåòñòâåííî.

ðèñ. 1). Îáëàñòü Gs òàêæå îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷àñòüþ ïëîñêîñòè D = {|x| 6 1,
y ∈ R1, z = b} (òåìíî-ñåðàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü íà ðèñ. 1). Íèæå ïëîñ-
êîñòèD ôîêóñíûå îáëàñòè Gl è Gr ðàñïîëîæåíû ñëåâà è ñïðàâà îò âåðòèêàëü-
íûõ ïîëóïëîñêîñòåé S2 è S1 ñîîòâåòñòâåííî. Âûøå ïëîñêîñòè D ôîêóñíûå
îáëàñòè ðàçäåëåíû Z-îáðàçíîé ãðàíèöåé Zs (ñì. ðèñ. 1).

Ñåäëî Os èìååò äâóìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëåííîå â
ñåäëîâîé îáëàñòè êàê W s

saddle = {x = 0, y ∈ R1, z < b} (öåíòðàëüíàÿ âåðòè-
êàëüíàÿ ïëîñêîñòü íà ðèñ. 1) è îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå,
îïðåäåëåííîå â ñåäëîâîé îáëàñòè êàê W u

1saddle = {0 < x < 1, y = z = 0} è
W u

2saddle = {−1 < x < 0, y = z = 0}. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ è èõ ïðîäîëæåíèÿ ïî
òðàåêòîðèÿì ñèñòåì Ar,l â ôîêóñíûõ îáëàñòÿõ îáðàçóþò ãëîáàëüíûå ìíîãî-
îáðàçèÿ ñåäëà W s, W u

1 è W u
2 ñåäëà Os â ïîëíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòå-

ìû (1).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

1

2
< ν < 1 < α.(3)

×àñòü íåðàâåíñòâà (3) ν < 1 îçíà÷àåò, ÷òî ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ðàâíîâåñèÿ Os

ïîëîæèòåëüíà. Â ñèëó íåðàâåíñòâà 1 < α ïëîñêîñòü W lead = ((x, z) ∈ Gs,
y = 0) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âåäóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ, ÷òî àíàëîãè÷íî ñèñòåìå Ëî-
ðåíöà.

3. Ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ

Ñèñòåìà (1) äèññèïàòèâíà, ò.å. â åå ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ïî-
ãëîùàþùàÿ îáëàñòü G òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé â
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îáëàñòè R3 \G ïîïàäàåò â îáëàñòü G è îñòàåòñÿ â íåé íàâñåãäà. Ýòà îáëàñòü
çàäàíà íåðàâåíñòâàìè [16]

G =





|y| 6 1,

0 6 z 6 2b ïðè |x| 6 1,

Vl 6 b2 ïðè x < −1,

Vr 6 b2 ïðè x > 1,

(4)

ãäå Vl,r = (x± 1)2 + (z − b)2. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîé îáëàñòè íàõîäÿòñÿ âñå òðà-
åêòîðèè ñèñòåìû (1). Ñèñòåìà (1) èìååò äâå ïîâåðõíîñòè óñòîé÷èâûõ ñêîëü-
çÿùèõ äâèæåíèé S+

1 = {x = 1, z > b+ = b+ 2λ
ω , y < 0} è S+

2 = {x = −1,

z > b+ = b+ 2λ
ω , y > 0}. Íà ïîâåðõíîñòÿõ S+

1 è S+
2 âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû Al

îðèåíòèðîâàíî â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ x, à ñèñòåìû Ar � â ñòîðîíó óìåíüøå-
íèÿ x (âåêòîðíûå ïîëÿ ñèñòåì Al è Ar �âñòðå÷àþòñÿ� íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ).
Ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ çàäàþòñÿ äâóìåðíûìè ñèñòå-
ìàìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïî äîîïðåäåëåíèþ À.Ô. Ôèëèïïîâà [22], àíàëî-
ãè÷íîãî îäíîìó èç äîîïðåäåëåíèé Þ.È. Íåéìàðêà [2]. Ýòî äîîïðåäåëåíèå â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

Ẋ = αFr(X) + (1− α)Fl(X).(5)

Çäåñü êîýôôèöèåíò α îïðåäåëåí ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(αFr(X) + (1− α)Fl(X),▽s) = 0,(6)

ãäå ãðàäèåíò ôóíêöèè s(X), îïðåäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòü ñêîëüçÿùèõ äâèæå-
íèé s(X) = 0, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå åñòü âåêòîð ▽s(1, 0, 0). Èç (1), (2),
(5), (6) ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé èìååò âèä

ẏ = −δy + λδ

ω(z − b)− λ
,

ż = −ω − λ(z − b)− λω

ω(z − b)− λ
.

(7)

Èç ñèñòåìû (7) ïîëó÷àåì ïðîñòóþ äèíàìèêó ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé. Ïî-
ñêîëüêó â (7) ż

∣∣
S+

1,2

< 0, êîîðäèíàòà z óìåíüøàåòñÿ è ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïîêè-

äàåò S+
1,2 ÷åðåç ëèíèè ñðûâà z = b+. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (1)

ðîëü ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé â äèíàìèêå ñèñòåìû (1) ðàçíàÿ. Ðàññìîòðèì äâà
îñíîâíûõ ñëó÷àÿ.

4. Àòòðàêòîðû áåç ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé

Â [16] äîêàçàíî, ÷òî â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ

δ > δcr =
ω ln 2

π
,

b < bcr = 2

√
1 +

λ2

ω2
exp

{
λ

ω

(
arctg

ω

λ
+ π

)}(8)

àòòðàêòîðû ñèñòåìû (1) íå ñîäåðæàò ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé. Ïðè óñëîâèÿõ (8)
ñòðîãî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [16].
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Ðèñ. 2. Àòòðàêòîð ëîðåíöåâñêîãî òèïà, ñóùåñòâóþùèé â ñèñòåìå (1) ïðè çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b = 3,8, α = 2, ν = 0,75, δ = 0,588, ω = 2 è λ = 0,294 èç
îáëàñòè (9). Òðàåêòîðèè àòòðàêòîðà ñêëååíû èç òðàåêòîðèé ñåäëîâîé ñèñòå-
ìû As (èçîáðàæåíû ÷åðíûì) è òðàåêòîðèé ôîêóñíûõ ñèñòåì Al,r (èçîáðàæåíû
ñåðûì).

Òå î ð åì à 1 [16]. 1. Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ

bhet = γhet exp
3πλ

2ω
6 b < ν−1 exp

3πλ

2ω
,

ãäå γhet(ν) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ôóíêöèè ν = 1 + ln 2−ln γ
ln(γ−1) , ñóùåñòâóåò ñòðàí-

íûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ëîðåíöåâñêîãî òèïà, ðîäèâøèéñÿ â ðåçóëüòà-
òå ãåòåðîêëèíè÷åñêîé áèôóðêàöèè ïðè b = bhet è ñîñóùåñòâóþùèé ñ äâóìÿ
óñòîé÷èâûìè ôîêóñàìè el è er;

2. Ïîâåðõíîñòü

bAH = ν−1 exp
3πλ

2ω
ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà, ïðè êîòîðîé äâà ñèììåò-
ðè÷íûõ ñåäëîâûõ öèêëà âëèïàþò â óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ el è er;

3. Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ

bAH 6 b 6 bcr(9)

ñòðàííûé ñèíãóëÿðíî-ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
àòòðàêòîðîì ñèñòåìû (1) (ñì. ðèñ. 2).

5. Àòòðàêòîðû, ñîäåðæàùèå ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ

Ïðè b > bcr òðàåêòîðèè àòòðàêòîðà ñèñòåìû (1) ìîãóò ïîïàäàòü íà ïî-
âåðõíîñòè ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé. Ïðè ýòîì ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà,
ñîäåðæàùàÿ ó÷àñòîê ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé, ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâîé. Äåëî â
òîì, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ñèñòåìû îïðåäåëåíà íà-
ïðàâëåíèåì îñè x (ñì. ñèñòåìó As â (1)). Îñü x ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêî-
ñòè ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé, âäîëü êîòîðîé òðàåêòîðèè ïîïàäàþò íà íèõ íå
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àñèìïòîòè÷åñêè. Òåì ñàìûì íåóñòîé÷èâîñòü âäîëü ñåäëîâûõ îðáèò êîìïåí-
ñèðóåòñÿ ñóïåðóñòîé÷èâîñòüþ ñêîëüçÿùèõ ïëîñêîñòåé. Åñëè æå òðàåêòîðèè
íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû íå ïîïàäàþò íà ïîâåðõíîñòè ñêîëüçÿ-
ùèõ äâèæåíèé, òî îíè ïðîäîëæàþò îñòàâàòüñÿ ñåäëîâûìè, òàêèìè æå, êàê è
ïðè b < bcr â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ àòòðàêòîðîâ, ñîäåðæàùèõ êàê óñòîé÷èâûå òðàåêòîðèè ñî ñêîëüçÿùèìè
äâèæåíèÿìè, òàê è ñåäëîâûå òðàåêòîðèè, óñëîæíÿåò ðåøåíèå çàäà÷è î ðàç-
ðóøåíèè ñòðàííîãî àòòðàêòîðà è ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
êà÷åñòâåííî-÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ñèñòåìû (1),
ïðîâîäèìîì äàëåå, îáðàùàåì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ýôôåêòû.

1. Ñòàáèëèçàöèÿ ñåäëîâûõ òðàåêòîðèé, ïîïàäàþùèõ íà ïëîñêîñòè ñêîëüçÿ-
ùèõ äâèæåíèé, ò.å. ýôôåêò ïîÿâëåíèÿ óñòîé÷èâûõ îðáèò. Ïðè ìàëîì îòêëî-
íåíèè ïàðàìåòðà b îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ µ = 1− bcr/b > 0, µ≪ 1, óñòîé-
÷èâûå îðáèòû èìåþò áîëüøèå ïåðèîäû, à èõ îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ (basins)
ìàëû íàñòîëüêî, ÷òî èõ ñëîæíî íàéòè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ µ > 0 àòòðàêòîð ïåðåñòàåò áûòü ãèïåðáîëè÷åñêèì è
ñòàíîâèòñÿ òàê íàçûâàåìûì êâàçèñòðàííûì àòòðàêòîðîì [23].

2. Áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ óñòîé÷èâîãî öèêëà èç ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû
ñåäëà ñ ïîëîæèòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé. Ýòîò ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ íåîæè-
äàííûì, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå ãëàäêèõ èëè äàæå êóñî÷íî-ãëàäêèõ íåïðåðûâíûõ
ñèñòåì öèêë äîëæåí ðîæäàòüñÿ íåóñòîé÷èâûì.

3. Âîçìîæíîñòü C-áèôóðêàöèè [11], ïðè êîòîðîé èç óñòîé÷èâîãî ïðåäåëü-
íîãî öèêëà ðîæäàþòñÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ óñòîé÷èâûõ öèêëà òîãî æå ïå-
ðèîäà, à ñàì öèêë, ïîêèäàÿ ïîâåðõíîñòü ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé, ñòàíîâèò-
ñÿ ñåäëîâûì. Â ãëàäêèõ ñèñòåìàõ àíàëîãîì òàêîé áèôóðêàöèè ÿâëÿåòñÿ áè-
ôóðêàöèÿ ðàçäâîåíèÿ êîðàçìåðíîñòè äâà (pitchfork bifurcation), ïðîèñõîäÿ-
ùàÿ â ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåìàõ, ïðè êîòîðîé èç ïðåäåëüíîãî öèêëà, òåðÿþùå-
ãî óñòîé÷èâîñòü ÷åðåç ìóëüòèïëèêàòîð m = +1, ðîæäàþòñÿ äâà óñòîé÷èâûõ
öèêëà òîãî æå ïåðèîäà. Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû òàêóþ C-áèôóðêàöèþ â ñèñòå-
ìå (1) áóäåì íàçûâàòü áèôóðêàöèåé ðàçäâîåíèÿ.

5.1. Áèôóðêàöèè àòòðàêòîðîâ, ñîäåðæàùèõ ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ b > bcr, äëÿ òî÷åê
êîòîðîé àòòðàêòîð ñîäåðæèò ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ, óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü
ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà b, íà÷èíàÿ ñ áîëüøèõ çíà÷åíèé b≈ 300.

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû (1). Ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà b ïî îñè îðäèíàò óêàçàíû òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ äâèæåíèé ñèñòåìû ñ ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ D.
Ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè âáëèçè ëèíèé x = ±1 ÿâëÿþòñÿ êðàéíèì ñëåäîì ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ.

Íà ðèñ. 3,a áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïîñòðîåíà äëÿ âñåãî èíòåðâà-
ëà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà b ∈ [0, 300]. Ïðè b > 283 íà äèàãðàììå ñóùåñòâóþò
òîëüêî ñëåäû äâóõîáõîäíîãî ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà (ñì.
ðèñ. 4,a).

Âåðòèêàëüíàÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ â òî÷êå b = 283 ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé
C-áèôóðêàöèè ðàçäâîåíèÿ öèêëà. Â ýòîé òî÷êå îò êðàéíèõ ñëåäîâ îòõîäÿò
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Ðèñ. 3. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû (1) ïðè α = 2, ω = 2, δ = 0,588,
λ = 0,294. Ïî îñè îðäèíàò èçîáðàæåíû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ
äâèæåíèé ñèñòåìû (1) ñ ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ D.

äâå êðèâûå. Âìåñòå ñ ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè îíè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäàì
äâóõ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ðîäèâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè
ðàçäâîåíèÿ (ñì. ðèñ. 4,á).

Âåðòèêàëüíîé øòðèõîâîé ëèíèåé â òî÷êå b = 143 îòìå÷åíà ïåðâàÿ ãîìî-
êëèíè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ, ïðè êîòîðîé äâà óñòîé÷èâûõ öèêëà ñëèâàþòñÿ, ïî-
ïàäàÿ â ëèíèþ (x = 0, |y| < 1, z = b) íà óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ñåäëà W s,
è îáðàçóþò ãîìîêëèíè÷åñêóþ áàáî÷êó (ñì. ðèñ. 4,â). Ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ïå-
ðåñå÷åíèå êðèâûõ â òî÷êå (b = 143, x = 0).

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè b ãîìîêëíè÷åñêàÿ áàáî÷êà ðàçðóøàåòñÿ
è ðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë óäâîåííîãî ïåðèîäà
(ñì. ðèñ. 4,ã). Âñå ÷åòûðå êðèâûå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íà èíòåð-
âàëå b ∈ (29, 143) ÿâëÿþòñÿ ñëåäîì ýòîãî öèêëà äî ñëåäóþùåé áèôóðêàöèè
ðàçäâîåíèÿ, íàñòóïàþùåé ïðè b = 29.

Ðèñóíêè 3,á è 3,â ÿâëÿþòñÿ óâåëè÷åííûìè ôðàãìåíòàìè ðèñ. 3,a. Íà
ðèñ. 3,á èçîáðàæåíà âòîðàÿ ïàðà áèôóðêàöèé �ðàçäâîåíèå (b = 29) � áèôóð-
êàöèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé áàáî÷êè (b = 21)�.

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà b ïàðû áèôóðêàöèé �ðàçäâîåíèå-
ãîìîêëèíè÷åñêàÿ áàáî÷êà� ïîâòîðÿþòñÿ, óäâàèâàÿ ïåðèîä (îáõîäíîñòü) óñòîé-
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Ðèñ. 4. Ïåðâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñìåíû ôàçîâûõ êàðòèí ñèñòåìû (1) ïðè
óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà b. a � Ïðè b = 300 â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò äâóõîáõîä-
íûé ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, îãèáàþùèé óñòîé÷èâûå îäíî-
ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ wl,r ôîêóñîâ el,r ïî îäíîìó ðàçó. á � Ïðè b = 270 ñî-
ñóùåñòâóþò äâà óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëà òîãî æå ïåðèîäà. â � Ïðè
b = 143,07 ýòè ïðåäåëüíûå öèêëû âëèïàþò â ãîìîêëèíè÷åñêóþ áàáî÷êó è ïðè
äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà îáðàçóþò ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë óäâîåííîãî ïåðèîäà. ã � Ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîãî ÷åòûðåõîáõîäíîãî
öèêëà ïðè b = 40. Òðàåêòîðèÿ öèêëà îãèáàåò êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé wl,r ïî
äâà ðàçà. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû: α = 2, ω = 2, δ = 0,588, λ = 0,294.
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Ðèñ. 5. Ïðèìåð ãîìîêëèíè÷åñêîé áàáî÷êè, îáðàçîâàííîé äâóìÿ ñèììåòðè÷íû-
ìè ìíîãîîáõîäíûìè ãîìîêëèíè÷åñêèìè îðáèòàìè ïðè b = 4,075. Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû: α = 2, ω = 2, δ = 0,588, λ = 0,294.

÷èâûõ öèêëîâ (ñì. ðèñ. 5). Ýòè ïàðû íàêàïëèâàþòñÿ ïðè b→ bcr, îáðàçóÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñëóæèò ñêåëåòîì áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà.
Èç ðèñ. 3,â, âèäíî, ÷òî êàæäûé èíòåðâàë (bk+1, bk), ãäå bk � ïðåäûäóùàÿ,
à bk+1 � ïîñëåäóþùàÿ áèôóðêàöèè ðàçäâîåíèÿ, ñîäåðæèò õàîòè÷åñêîå îêíî.
Áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî â õàîòè÷åñêèõ îêíàõ óñëîæíÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíè-
åì k. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ó÷àñòêè ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé íà
íåáëóæäàþùèõ òðàåêòîðèÿõ óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì k, ò.å. ïðè ïðèáëèæåíèè
ê îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà.
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Îáëàñòü ñëåâà îò âåðòèêàëüíîé øòðèõîâîé ëèíèè bcr = 3,95 íà ðèñ. 3,â
ñîîòâåòñòâóåò ñèíãóëÿðíî-ãèïåðáîëè÷åñêîìó àòòðàêòîðó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïî èçâåñòíîìó ñöåíàðèþ ïåðåõîäà ê õàîñó äëÿ ëî-
ðåíöåïîäîáíûõ ãëàäêèõ ïîòîêîâ ñ îòðèöàòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé [24, 25]
ïðè óâåëè÷åíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ïðîèñõîäèò óäâîåíèå ïåðèîäà
óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ÷åðåç êàñêàä áèôóðêàöèé ãîìîêëèíè÷åñêèõ
îðáèò.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñöåíàðèÿ, ïîëó÷åííîãî â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî ó ñèñòåìû (1) ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà. Îäíàêî öèê-
ëû, ðîæäàþùèåñÿ èç ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ãëàäêèõ
ñèñòåì [26] óñòîé÷èâû èç-çà íàëè÷èÿ ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé. Êðîìå òîãî, â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèñóòñòâóþò îêíà õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé íàðÿäó
ñ îêíàìè óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííî-÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñëîæíîãî áè-
ôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçðóøåíèþ ñèíãóëÿðíî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñèñòåìå, ÿâëÿþùåéñÿ àíà-
ëîãîì èçâåñòíîé ñèñòåìû Ëîðåíöà. Ýòî ðàçðóøåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â
ñòðóêòóðå àòòðàêòîðà ïîÿâëÿþòñÿ ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ. Áèôóðêàöèîííîå
ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàòòåðíîâ, ñõîäÿùóþñÿ ê
êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåìó íà÷àëó ðàçðóøåíèÿ
ñòðàííîãî àòòðàêòîðà. Îñíîâó áèôóðêàöèîííûõ ïàòòåðíîâ ñîñòàâëÿþò C-áè-
ôóðêàöèè, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò ðàçäâîåíèÿ ìíîãîîáõîäíûõ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ, è áèôóðêàöèè ìíîãîîáõîäíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò, ïðèâîäÿùèõ
ê ðîæäåíèþ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñ óäâîåííûì ïåðèîäîì. Ýòè ïàò-
òåðíû ñîäåðæàò õàîòè÷åñêèå îêíà, ñòðóêòóðà êîòîðûõ óñëîæíÿåòñÿ âäîëü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à ñòðîãîãî àíàëèçà, êðàòêî îïèñàííî-
ãî â ðàáîòå ñëîæíîãî áèôóðêàöèîííîãî ïåðåõîäà îò óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî
öèêëà ê ñòðàííîìó àòòðàêòîðó, òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé,
ó÷èòûâàþùèõ ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ, è âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ñòàòüè.
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ÍÀ ÊÎÍÅ×ÍÎÌ ÃÎÐÈÇÎÍÒÅ1

Íà êîíå÷íîì ãîðèçîíòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâíî-äèñ-
êðåòíûé íåñòàöèîíàðíûé îáúåêò, îïèñûâàåìûé ñîâîêóïíîñòüþ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîé
H2-íîðìû íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî îáúåêòà êàê èíäóöèðîâàííîé íîðìû
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìîé. Ïîëó÷å-
íà åå õàðàêòåðèçàöèÿ êàê â òåðìèíàõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà,
òàê è â òåðìèíàõ ðåêóððåíòíûõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Ñèíòå-
çèðîâàíû äèñêðåòíûå íåñòàöèîíàðíûå îïòèìàëüíûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ,
â òîì ÷èñëå è ìíîãîêðèòåðèàëüíûå, ïðè êîòîðûõ îáîáùåííàÿ H2-íîðìà
çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà, îáîáùåí-
íàÿ H2-íîðìà, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à.

DOI: 10.31857/S0005231020080048

1. Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ðåàëèçóþòñÿ â öèôðî-
âîì âèäå, â òî âðåìÿ êàê ðåàëüíûå îáúåêòû ôóíêöèîíèðóþò â íåïðåðûâíîì
âðåìåíè. Ïîäîáíîå ðàçäåëåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåãóëÿòîð èñïîëüçóåò
çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà, ïîñòóïàþùåãî ñ îáúåêòà, ëèøü â äèñêðåò-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñòàíîâèòñÿ âàæíîé çàäà÷à ñèíòåçà
äèñêðåòíîãî ðåãóëÿòîðà, ìàêñèìàëüíî ïîëíî ó÷èòûâàþùåãî ïîâåäåíèå îáú-
åêòà â ìîìåíòû âðåìåíè ìåæäó èçìåðåíèÿìè. Îäíèì èç ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå
öåëåâîãî âûõîäà ñèñòåìû îò íåêîòîðîãî íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïî îòíîøå-
íèþ ê âíåøíåìó âîçìóùåíèþ.

Â [10] äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, à â [5] äëÿ äèñêðåòíûõ, áûëî ââåäåíî ïî-
íÿòèå îáîáùåííîé H2-íîðìû, êàê ìàêñèìàëüíîå îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîãî
ïî âðåìåíè çíà÷åíèÿ åâêëèäîâîé íîðìû âûõîäà ê L2-íîðìå íåîïðåäåëåííîãî
âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû. Â [1, 9, 11] áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå êàê â
òåðìèíàõ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, òàê è â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðà-
âåíñòâ. Â ðàáîòàõ [2�4] äëÿ íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ñèñòåì áûëî ââåäåíî

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî òåìå ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ (� 0729-2020-0055) ïðè ÷àñòè÷-
íîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû �� 18-41-
520002, 19-01-00289) è íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà �Ìàòåìàòèêà òåõ-
íîëîãèé áóäóùåãî�.
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ïîíÿòèå ìàêñèìàëüíîãî óêëîíåíèÿ êàê åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå îáîáùåííîé
H2-íîðìû íà ñèñòåìû ñ íåíóëåâûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì.

Äëÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûõ ñèñòåì íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå, îïèñûâàå-
ìûõ ñîâîêóïíîñòüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, â [6�8] áû-
ëè ïîëó÷åíû îöåíêè îáîáùåííîé H2-íîðìû è ñèíòåçèðîâàíû çàêîíû óïðàâ-
ëåíèÿ, ìèíèìèçèðóþùèå âåðõíþþ îöåíêó íîðìû, â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàò-
ðè÷íûõ íåðàâåíñòâ [7, 8] è â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ðèêêà-
òè [6].

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûé îáúåêò ñ äèñ-
êðåòíûì öåëåâûì âûõîäîì íà êîíå÷íîì ãîðèçîíòå ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ. Ñëåäóÿ ðàáîòàì [2�4, 10] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîé H2-íîðìû
êàê èíäóöèðîâàííîé íîðìû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìîé. Ïîäîáíî òîìó êàê ýòî äåëàëîñü â ðàáîòàõ [3, 10], ïîëó÷åíà
åå õàðàêòåðèçàöèÿ êàê â òåðìèíàõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà, òàê è
â òåðìèíàõ ðåêóððåíòíûõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñèíòåçèðîâàòü îïòèìàëüíûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ.

2. Îáîáùåííàÿ H2-íîðìà íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî îáúåêòà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûé íåñòàöèîíàðíûé îáúåêò,
îïèñûâàåìûé ñîâîêóïíîñòüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

ẋ = Ac(t)x+∆c(t)ξk +Bc(t)v, tk 6 t < tk+1, k = 0, 1, . . . , N − 1,

ξk+1 = Ad,kξk +∆d,kx(tk) +Bd,kwk,

zk = Cc,kx(tk) + Cd,kξk,

(1)

ãäå x ∈ Rnx è ξk ∈ Rnξ � âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîé è äèñêðåòíîé ÷à-
ñòåé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî, v(t) ∈ Rnv � íåïðåðûâíîå âíåøíåå âîçìóùå-
íèå � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà âåêòîð-ôóíêöèÿ, wk ∈ Rnw � äèñêðåòíîå
âíåøíåå âîçìóùåíèå è zk ∈ Rnz � öåëåâîé âûõîä. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

v∈L2

(
[t0, tN ],Rnv

)
, w= {wk}∈ l2

(
[0, N −1],Rnw

)
, z= {zk}∈ l∞

(
[0, N ],Rnw

)
,

íîðìû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðà-
çîì:

‖v‖2L2
=

tN∫

t0

|v(t)|22dt, ‖w‖2l2 =
N−1∑

k=0

|wk|22, ‖z‖∞ = max
k=0,...,N

|zk|2,(2)

çäåñü ÷åðåç | · |2 îáîçíà÷åíà åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà. Êðîìå ýòîãî ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(t0) = x0 è ξ0 â îáùåì ñëó÷àå íåíóëåâûå è
íåèçâåñòíû, à èõ âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå îáúåêòà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íà-
÷àëüíîå âîçìóùåíèå. Ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Ac(t), Bc(t) è ∆c(t) òàêîâû, ÷òî
ïðè âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è âîçìóùåíèÿõ ðåøåíèå ñèñòåìû íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì îòðåçêå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ñèñòåìà (1) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð S âèäà

S : Rnx × Rnξ × L2

(
[t0, tN ],Rnv

)
× l2

(
[0, N − 1],Rnw

)
→ l∞

(
[0, N ],Rnw

)
,(3)
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îòîáðàæàþùèé íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ x0, ξ0 è âíåøíèå âîçìóùåíèÿ v, w â
öåëåâîé âûõîä z. Îïðåäåëèì íîðìó ýëåìåíòà (x0, ξ0, v, w) ôîðìóëîé

‖(x0, ξ0, v, w)‖(R,2)
△
=
√
x⊤0 R

−1
x x0 + ξ⊤0 R

−1
ξ ξ0 + ‖v‖2L2

+ ‖w‖2l2 ,(4)

ãäå Rx = R⊤
x > 0 è Rξ = R⊤

ξ > 0 � âåñîâûå ìàòðèöû, îòðàæàþùèå îòíîñè-
òåëüíóþ âàæíîñòü ó÷åòà íåîïðåäåëåííîñòåé íà÷àëüíûõ óñëîâèé è âíåøíèõ
âîçìóùåíèé.

Îïð å ä å ë å í è å. Îáîáùåííîé H2-íîðìîé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî îáúåê-
òà (1) íàçîâåì èíäóöèðîâàííóþ íîðìó îïåðàòîðà S, òî åñòü

‖S‖∞/(R,2) = sup

{ ‖z‖∞
‖(x0, ξ0, v, w)‖(R,2)

: ‖(x0, ξ0, v, w)‖(R,2) 6= 0

}
.(5)

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (5) â ðàçâåðíóòîì âèäå:

‖S‖∞/(R,2) = sup
(x0,ξ0,v,w)

max
n=0,...,N

|zn|2
(
x⊤0 R

−1
x x0+ ξ⊤0 R

−1
ξ ξ0+

tN∫
t0

|v(t)|22dt+
N−1∑
k=0

|wk|22

)1/2
,(6)

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì íàáîðàì (x0, ξ0, v, w) äëÿ
êîòîðûõ çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà |zn|2 äëÿ
êàæäîãî n = 0, . . . , N çàâèñèò îò âíåøíèõ âîçìóùåíèé, îïðåäåëåííûõ íà îò-
ðåçêå t0 6 t 6 tn, òî ñîîòíîøåíèå (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

‖S‖∞/(R,2) =

= max
n=0,...,N

sup
(x0,ξ0,v,w)

|zn|2(
x⊤0 R

−1
x x0 + ξ⊤0 R

−1
ξ ξ0 +

tn∫
t0

|v(t)|22dt+
n−1∑
k=0

|wk|22

)1/2
,(7)

çäåñü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ, ôàêòè÷åñêè, òîëüêî ïî âñåì âîçìóùåíè-
ÿì èç îòðåçêà t0 6 t 6 tn. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííàÿ H2-íîðìà îáúåêòà (1)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìóì èç ìàêñèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ çíà÷åíèé ìî-
äóëÿ öåëåâîãî âûõîäà. Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà â ñèñòåìå (1) îò-
ñóòñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ÷àñòü, òî åñòü êîãäà x(t)≡ 0 è v(t)≡ 0, òî ââåäåííàÿ
òàêèì îáðàçîì îáîáùåííàÿ H2-íîðìà ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííûì â [3] ìàêñè-
ìàëüíûì óêëîíåíèåì âûõîäà äèñêðåòíîé ñèñòåìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(t, s) ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Êîøè ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé

d

dt
Φ(t, s) = Ac(t)Φ(t, s), Φ(s, s) = I,
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è îïðåäåëèì ìàòðèöû

Ac,k = Φ(tk+1, tk), ∆c,k =

tk+1∫

tk

Φ(tk+1, s)∆c(s)ds,

Qc,k =

tk+1∫

tk

Φ(tk+1, s)Bc(s)B
⊤
c (s)Φ

⊤(tk+1, s)ds.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.

Òå î ð åì à 1. Îáîáùåííàÿ H2-íîðìà äëÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî îáúåêòà
(1) íà çàäàííîì ãîðèçîíòå [t0, tN ] íàõîäèòñÿ êàê

‖S‖∞/(R,2) = max
k=0,...,N

λ1/2max

(
ĈkPkĈ

⊤
k

)
, Ĉk =

(
Cc,k, Cd,k

)
,(8)

ãäå ÷åðåç λmax(·) îáîçíà÷åíî ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìàòðèöû, à Pk = P⊤

k > 0 � ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿ-
ïóíîâà

Pk+1 = ÂkPkÂ
⊤
k + Q̂k, Âk =

[
Ac,k ∆c,k

∆d,k Ad,k

]
, Q̂k =

[
Qc,k 0

0 Bd,kB
⊤
d,k

]
,(9)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè P0 = R = diag (Rx, Rξ).

Äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî è ïîñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ñîäåðæàòñÿ â Ïðèëî-
æåíèè. Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ îáúåê-
òà (1) íóëåâûå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííîé H2-íîðìû â ðåêóððåíòíûõ óðàâ-
íåíèÿõ (9) íåîáõîäèìî âçÿòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé P0 = 0. Â äðóãîì
÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âíåøíèå âîçìóùåíèÿ îòñóòñòâóþò, à íà÷àëüíûå ñî-
ñòîÿíèÿ íåèçâåñòíû, îáîáùåííàÿ H2-íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (8)

è (9), â êîòîðûõ ñëåäóåò ïîëîæèòü Q̂k = 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ î íàèõóäøèõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ x∗0, ξ

∗
0 è âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ v∗, w∗ äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ (5).

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1) ëèíåéíà, à îáîáùåííàÿ H2-íîðìà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíûé ôóíêöèîíàë, òî íàèõóäøèå íà÷àëüíûå ñî-
ñòîÿíèÿ è âíåøíèå âîçìóùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

Òå î ð åì à 2. Åñëè äëÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî îáúåêòà (1) íà çàäàííîì
ãîðèçîíòå [t0, tN ] îáîáùåííàÿ H2-íîðìà ðàâíà γ

∗ è ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåò-
ñÿ ïðè k = k∗, òî íàèõóäøèå íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ è âíåøíèå âîçìóùåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ êàê

[
x∗0

ξ∗0

]
=

1

γ∗
R−1Ψ⊤

k∗,0Ĉ
⊤
k∗e,

[
v∗(t)

w∗
k

]
=

1

γ∗

[
B⊤

c (t)Φ
⊤(tk+1, t)x

B⊤
d,kξ

]
Ψ⊤

k∗,k+1Ĉ
⊤
k∗e,

(10)
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çäåñü ÷åðåç e = emax

(
Ĉk∗Yk∗Ĉ

⊤
k∗
)
îáîçíà÷åí íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåê-

òîð ìàòðèöû Ĉk∗Yk∗Ĉ
⊤
k∗, ñîîòâåòñòâóþùèé åå ìàêñèìàëüíîìó ñîáñòâåí-

íîìó ÷èñëó, à ÷åðåç Ψi,j � ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà äèñêðåòíîé ñèñòåìû

ζk = Âkζk, òî åñòü

Ψ0,0 = I, Ψi,j = Âi−1Âi−2 . . . Âj , i > j + 1.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî îáîáùåííàÿ H2-íîðìà íà ãîðèçîíòå [t0, tN ] çàâè-
ñèò îò çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ âîçìóùåíèÿìè v∗, w∗ íà îòðåçêå t0 6 t 6 tk∗ ,
è íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé âíå ýòîãî îòðåçêà.

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó 1 â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ,
ñèìâîëîì ∗ îáîçíà÷åí ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðè÷åñêèé áëîê.

Òå î ð åì à 3. Îáîáùåííàÿ H2-íîðìà äëÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî îáú-
åêòà (1) íà çàäàííîì ãîðèçîíòå [t0, tN ] íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è
‖S‖2∞,2 = inf γ2, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè
íåðàâåíñòâàìè:

[
Yk ∗
ÂkYk Yk+1 − Q̂k

]
>0,

[
Yl ∗
ĈlYl γ2I

]
>0, Y0>R,

k = 0, . . . , N − 1,

l = 0, . . . , N,
(11)

òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ïåðåìåííîé γ è ñèììåòðè÷åñêèì íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåííûì ìàòðèöàì Y0, . . . , YN .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïóùåíî, ïîñêîëüêó äîñëîâ-
íî ïîâòîðÿåò îñíîâíûå øàãè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 èç [3]. Òàêæå ñäå-
ëàåì çàìå÷àíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî áûëè ñäåëàíû ê òåîðåìå 1. Â ñëó÷àå,
åñëè íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà (1) íóëåâûå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííîé
H2-íîðìû â íåðàâåíñòâàõ (11) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü Y0 > 0, à â ñëó÷àå, êî-
ãäà âíåøíèå âîçìóùåíèÿ îòñóòñòâóþò, à íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ íåèçâåñòíû, â

íåðàâåíñòâàõ (11) ñëåäóåò ïîëîæèòü Q̂k = 0.

3. Ñèíòåç îáîáùåííîãî H2-óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûé íåñòàöèîíàðíûé îáúåêò ñ
óïðàâëåíèåì, îïèñûâàåìûé ñîâîêóïíîñòüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé

ẋ = Ac(t)x+∆c(t)ξk +Bc(t)v +Hc(t)u(t),

ξk+1 = Ad,kξk +∆d,kx(tk) +Bd,kwk +Hd,ku(tk),

zk = Cc,kx(tk) + Cd,kξk +Dku(tk),

tk 6 t < tk+1, k = 0, . . . , N − 1,

(12)

ãäå u ∈ Rnu � óïðàâëåíèå, à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå èìåþò òîò æå ñìûñë,
÷òî è ðàíåå. Ïîñòàâèì çàäà÷ó ñèíòåçà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè [t0, tN ]
óïðàâëåíèÿ â âèäå íåñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ

u(t) = uk = Θc,kx(tk) + Θd,kξk, tk 6 t < tk+1, k = 0, . . . , N − 1,(13)
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îáåñïå÷èâàþùåãî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îáîáùåííîé H2-íîðìû çàìêíóòîé
ñèñòåìû.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òå î ð åì à 4. Ïàðàìåòðû îïòèìàëüíîãî îáîáùåííîãî H2-ðåãóëÿòîðà âè-

äà (13) äëÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî îáúåêòà (12) íàõîäÿòñÿ êàê Θ̂k =
=
(
Θc,k, Θd,k

)
= ZkY

−1
k , ãäå ìàòðèöû Yk = Y ⊤

k > 0 è Zk ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-

åì çàäà÷è inf γ2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè
íåðàâåíñòâàìè:

[
Yk ⋆

ÂkYk + ĤkZk Yk+1 − Q̂k

]
> 0,

[
Yl ⋆

ĈlYl +DlZl γ2I

]
> 0, Y0 >R,(14)

â êîòîðûõ k = 0, . . . , N − 1, l = 0, . . . , N è ìàòðèöû Ĥk îïðåäåëåíû ñîîòíî-
øåíèÿìè

Ĥk =

[
Hc,k

Hd,k

]
, Hc,k =

tk+1∫

tk

Φ(tk+1, s)Hc(s)ds.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îáúåêò óïðàâëåíèÿ èìååò íåñêîëüêî öåëåâûõ
âûõîäîâ

ẋ = Ac(t)x+∆c(t)ξk +Bc(t)v +Hc(t)u(t),

ξk+1 = Ad,kξk +∆d,kx(tk) +Bd,kwk +Hd,ku(tk),

z
(j)
k = C

(j)
c,kx(tk) + C

(j)
d,kξk +D

(j)
k u(tk), j = 1, . . . ,m,

tk 6 t < tk+1, k = 0, . . . , N − 1,

(15)

è òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü óïðàâëåíèå âèäà (13) ïðè êîòîðîì çíà÷åíèÿ îáîá-
ùåííîé H2-íîðìû ïî êàæäîìó öåëåâîìó âûõîäó çàìêíóòîé ñèñòåìû áóäóò
ìèíèìàëüíûìè. Â îáùåì ñëó÷àå óêàçàííûå êðèòåðèè ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷è-
âûìè, ïîýòîìó îïòèìàëüíîñòü ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå Ïàðåòî. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Θ = {Θ̂1, . . . , Θ̂N−1} ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè, à ÷åðåç γj(Θ) çíà÷åíèå
îáîáùåííîé H2-íîðìû j-ãî öåëåâîãî âûõîäà ñèñòåìû (15), çàìêíóòîé ðåãóëÿ-
òîðîì Θ. Ñêàæåì, ÷òî ðåãóëÿòîð Θ∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â ñìûñëå Ïàðåòî,
åñëè íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî ðåãóëÿòîðà Θ òàêîãî, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà γj(Θ) 6 γj(Θ

∗), j = 1, . . . ,m, â êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî âûïîëíÿ-
åòñÿ ñòðîãî. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî ôîðìóëèðóþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì [1].

Òå î ð åì à 5. Ïóñòü (γ1, . . . , γm) � îïòèìàëüíàÿ ïî Ïàðåòî òî÷êà â ïðî-
ñòðàíñòâå êðèòåðèåâ è Θα � ìèíèìóì ñâåðòêè Ãåðìåéåðà, ñêàëÿðíîé ôóíê-
öèè âèäà

G(Θ) = max
j=1,...,m

γj(Θ)

αj
, αj =

γj
max

j=1,...,m
γj
.(16)

Òîãäà òî÷êà Θα ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ïàðåòî è γj(Θα) = γj, j =
= 1, . . . ,m.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 5, îïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî ðåøåíèÿ â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè îïòèìàëüíûõ ðå-
øåíèé äëÿ ñâåðòêè Ãåðìåéåðà. Ïðèìåíèì òåîðåìó 3 ê âûðàæåíèþ (16), òîãäà:

G(Θ) = max
j=1,...,m

max
k=0,...,N

α−1
j λ1/2max

(
Ĉ

(j)
k YkĈ

(j)⊤
k

)
,(17)

çäåñü Yk = Y ⊤
k > 0 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ïðåäñòàâ-

ëåíèå (17) ïîçâîëÿåò ñâåñòè ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñâåðòêè Ãåð-
ìåéåðà ê ðåøåíèþ çàäà÷è âûïóêëîãî ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òå î ð åì à 6. Ïàðàìåòðû îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî îáîáùåííûõ H2-ðåãó-
ëÿòîðîâ âèäà (13) äëÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî îáúåêòà (15) íàõîäÿòñÿ êàê

Θ̂α,k = ZkY
−1
k , ãäå ìàòðèöû Yk = Y ⊤

k > 0 è Zk ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà-

÷è inf γ2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåí-
ñòâàìè:

[
Yk ⋆

ÂkYk + ĤkZk Yk+1 − Q̂k

]
> 0,

[
Yl ⋆

Ĉ
(j)
l Yl +D

(j)
l Zl α2

jγ
2I

]
> 0, Y0 > R,

(18)

â êîòîðûõ k = 0, . . . , N − 1, l = 0, . . . , N è j = 1, . . . ,m.

4. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ñîñòîÿùóþ
èç îñíîâàíèÿ ¾1¿ è îáúåêòà ¾2¿, ñâÿçàííîãî ñ îñíîâàíèåì ÷åðåç âèáðîèçîëÿ-
òîð (ðèñ. 1). Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçîëÿöèè îáúåêòà îò îñíîâàíèÿ, ñîâåð-
øàþùåãî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèåì:

ẍ = u+ v +
N−1∑

k=0

wkδ(t− tk), x(0) = x10, ẋ(0) = x20,(19)

ãäå x � êîîðäèíàòà çàùèùàåìîãî îáúåêòà, u � óïðàâëÿþùåå ñèëîâîå âîçäåé-
ñòâèå, ïîðîæäàåìîå âèáðîèçîëÿòîðîì, v � íåïðåðûâíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå,
ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàþùåå ñ óñêîðåíèåì îñíîâàíèÿ, è wk � äèñêðåò-
íîå âíåøíåå âîçìóùåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé èìïóëüñû, ïðèëîæåííûå ê
îñíîâàíèþ. Ìîìåíòû âðåìåíè tk, k = 0, . . . , N − 1, â êîòîðûå ïðîèñõîäÿò óäà-
ðû ïî îñíîâàíèþ, ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè è îáðàçóþò ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (19) â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîì âèäå (12). Äëÿ ýòîãî
îïðåäåëèì ïåðåìåííóþ x2 ôîðìóëîé

x2 = ẋ−
N−1∑

k=0

wkη(t− tk),
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2

u

x1

v, wk

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ìîäåëè çàùèòû îò óäàðîâ è âèáðàöèè.

ãäå ÷åðåç η(t) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ïîëàãàÿ òåïåðü x = x1 è ââî-
äÿ äèñêðåòíóþ ïåðåìåííóþ ξk, ðàâíóþ ñóììàðíîìó èìïóëüñó, ñîîáùåííîìó
îñíîâàíèþ çà âðåìÿ tk+1, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

ẋ1 = x2 + ξk, tk 6 t < tk+1,

ẋ2 = u+ v,

ξk+1 = ξk + wk,

(20)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(0) = x10, x2(0) = x20 è ξ0 = 0.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà ôóíêöèîíàëà, õàðàêòåðèçóþùèõ êà÷åñòâî âèá-
ðîèçîëÿöèè:

J1(u) = sup

max
k=0,...,N

∣∣x1(tk)
∣∣

√
ζ⊤0 Rζ0 + ‖v‖2L2

+ ‖w‖2l2
,

J2(u) = sup

max
k=0,...,N

∣∣u(tk)
∣∣

√
ζ⊤0 Rζ0 + ‖v‖2L2

+ ‖w‖2l2
.

(21)

çäåñü ζ0 = column (x10, x20, ξ0) è òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì ζ0 è âíåøíèì âîçìóùåíèÿì v, w ïðè êîòîðûõ çíàìåíàòåëü íå
îáðàùàåòñÿ â íîëü. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèîíàë J1 õàðàêòåðèçóåò ìàê-
ñèìàëüíûå ñìåùåíèÿ çàùèùàåìîãî òåëà îòíîñèòåëüíî îñíîâàíèÿ, à ôóíêöèî-
íàë J2 îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå óïðàâëÿþùåå óñèëèå. Ââåäåííûå êðèòåðèè
ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ÷åì ìåíüøå ïåðâûé ôóíêöèî-
íàë, òî åñòü ÷åì ìåíüøå ñìåùàåòñÿ òåëî, òåì áîëüøåå óïðàâëÿþùåå âîçäåé-
ñòâèå ïîðîæäàåòñÿ èçîëÿòîðîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåìó çíà÷åíèþ âòî-
ðîãî ôóíêöèîíàëà, è íàîáîðîò. Òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå
óïðàâëåíèå âèäà uk = u(tk) = θ1,kx1(tk) + θ2,kx2(tk) + θ3,kξk ïðè tk 6 t < tk+1,
ìèíèìèçèðóþùåå â ñìûñëå Ïàðåòî îáà êðèòåðèÿ J1 è J2.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è, ïîëîæèì Rx = 10I, Rξ = 1,
N = 5 è ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå ïðîèñõîäÿò
óäàðû ïî îñíîâàíèþ: S1 = {0; 2; 4; . . . ; 20} è S2 = {0,5; 1,5; 2,0; 6,0; 10,0; 14,0;
18,0; 18,5; 19,5; 20,0}. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 6 áûëè ñèíòåçèðîâàíû îïòèìàëüíûå

â ñìûñëå Ïàðåòî ðåãóëÿòîðû Θ̂α,k è âû÷èñëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïòè-
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Ðèñ. 2. Ïàðåòî-ôðîíò.
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t

q1

q2

q3

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò âðåìåíè îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî êîýôôè-
öèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè.

ìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ. Íà ðèñ. 2 íà ïëîñêîñòè êðèòåðèåâ (J1, J2)
ñïëîøíîé êðèâîé èçîáðàæåí Ïàðåòî-ôðîíò äëÿ ìíîæåñòâà S1, à ïóíêòèð-
íîé � äëÿ ìíîæåñòâà S2. Òî÷êè A1(2,493; 1,528) è A2(5,148; 3,156) ñîîòâåò-
ñòâóþò ïàðàìåòðó ñâåðòêè α = 0,62. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì çíà÷åíèå ïåðâî-
ãî ôóíêöèîíàëà â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ óïðàâëåíèÿ: äëÿ ìíîæåñòâà S1 ïîëó÷à-
åòñÿ J1 = 65,167, à äëÿ S2 � J1 = 67,021. Îòìåòèì ñëåäóþùóþ îñîáåííîñòü,
çàìå÷åííóþ ïðè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ: ÷åì ñèëüíåå ìîìåíòû âðåìåíè tk
¾îòëè÷àþòñÿ¿ îò ðàâíîìåðíîé ñåòêè, òåì ñèëüíåå Ïàðåòî-ôðîíò ñäâèãàåòñÿ
âïðàâî. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè îïòèìàëüíûõ

ïî Ïàðåòî êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè Θ̂α,k, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êå A1:

48



ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò êîýôôèöèåíòó θ1,k, øòðèõîâàÿ � êîýôôèöè-
åíòàì θ2,k è θ3,k, êîòîðûå, êàê îêàçàëîñü ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, ñîâïàäàþò.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå äëÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî íåñòàöèîíàðíîãî îáúåê-
òà ñ äèñêðåòíûì öåëåâûì âûõîäîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîé H2-íîðìû,
êàê èíäóöèðîâàííîé íîðìû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ýòèì îáúåê-
òîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà õàðàêòåðèñòèêà åñòü ìàêñèìàëüíîå îòíîøåíèÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî ïî âðåìåíè çíà÷åíèÿ åâêëèäîâîé íîðìû âûõîäà ê ñìåøàííîé íîðìå
íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è âíåøíèõ âîçìóùåíèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
âû÷èñëåíèå îáîáùåííîé H2-íîðìû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è âûïóêëîãî
ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ýòî ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ñèíòå-
çà îïòèìàëüíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íîå çíà÷åíèå îáîáùåííîé H2-íîðìû çàìêíóòîé ñèñòåìû îäíîãî èëè íåñêîëü-
êèõ âûõîäîâ. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà
ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ äëÿ çàäà÷è àêòèâíîé
âèáðîçàùèòû.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð S∗, äâîéñòâåí-
íûé ê îïåðàòîðó (3)

S∗ : {zk} 7→
(
x0, ξ0, v(t), {wk}

)
,(Π.1)

çäåñü

z ∈ l1([0, N ],Rn), (x0, ξ0, v, w)∈Rnx

2 ×R
nξ

2 ×L2([t0, tN ],Rnv)×l2([0, N − 1],Rnw).

Íîðìà îïåðàòîðà S∗ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

∥∥S∗
∥∥
(R,2)/1

= sup
{∥∥(x0, ξ0, v, w

)∥∥
(R,2)

: ‖z‖l1 ≤ 1
}

è, ñîãëàñíî äâîéñòâåííîñòè, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:
∥∥S
∥∥
∞/(E,2)

=
∥∥S∗

∥∥
(E,2)/1

.(Π.2)

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî âû÷èñëåíèÿ íîðìû îïåðàòîðà S ìîæíî âû÷èñëÿòü
íîðìó äâîéñòâåííîãî îïåðàòîðà S∗, ÷òî, êàê áóäåò âèäíî ïîçäíåå, ñóùåñòâåí-
íî ïðîùå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ îïåðàòîðà S∗, ðàññìîòðèì ýëåìåíò
z ∈ l1([0, N ],Rn), òîãäà

〈z,Sy〉 = 〈S∗z, y〉(R,2),(Π.3)

ãäå y = (x0, ξ0, v, w) è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè, îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

〈z, ζ〉 =
N−1∑

k=0

z⊤k ζk.
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè, èìååò âèä

〈y1, y2〉(R,2) = x⊤0,1R
−1
x x0,2 + ξ⊤0,1R

−1
ξ ξ0,2 +

N−1∑

k=0

w⊤
1,kw2,k +

tN∫

t0

v⊤1 (τ)v2(τ)dτ,

è ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì íîðìû (4).

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1) â ïîëóäèñêðåòíîé ôîðìå, ïîñëåäíåå îçíà÷àåò äèñ-
êðåòèçàöèþ òîëüêî íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé x, â òî âðåìÿ êàê íåïðåðûâíîå
âíåøíåå âîçìóùåíèå v îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, òî åñòü

ζk+1 = Âkζk + Bkωk,

zk = Ĉkζk,
(Π.4)

ãäå ωk = column (v(t), wk) è

Bk : L2

(
[tk, tk+1),R

nv
)
× Rnw → Rnx+nξ

:

[
v(t)

wk

]
7→




tk+1∫
tk

Φ(tk+1, τ)Bc(τ)v(τ)dτ

Bd,kwk


 .

(Π.5)

Òåïåðü, çàïèøåì çàìêíóòîå âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå âåêòîðû
ỹ = column (ζ0, ω0, . . . , ωN−1) è z̃ = column (z0, . . . , zN ). Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (Π.4), òîãäà

z̃ = C̃Ã B̃ ỹ,(Π.6)

çäåñü

C̃ = diag
(
Ĉ0, Ĉ1, . . . , ĈN

)
, B̃ = diag

(
I,B0, . . . ,BN−1

)
,

Ã =




I 0 0 · · · 0

Â0 I 0 · · · 0

Â1Â0 Â1 I · · · 0
...

...
...

. . .
...

ÂN−1 . . . Â0 ÂN−1 . . . Â1 ÂN−1 . . . Â2 · · · I



.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð S ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå S = C̃Ã B̃. Èñ-
ïîëüçóÿ âûðàæåíèå (Π.3), ëåãêî óâèäåòü, ÷òî äâîéñòâåííûé îïåðàòîð S∗ ìî-
æåò áûòü çàïèñàí êàê

S∗ = B̃∗Ã⊤C̃⊤,(Π.7)

ãäå B̃∗ = diag
(
R−1,B∗

0, . . . ,B∗
N−1

)
è

B∗
k : Rnx+nξ → L2

(
[tk, tk+1),R

nv
)
× Rnw

2 :

[
x

ξ

]
7→
[
B⊤

c (t)Φ
⊤(tk+1, t)x

B⊤
d,kξ

]
.
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Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (Π.7), íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëè-
âîñòü ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ

‖S∗z‖2(R,2) = ‖S∗z̃‖2(R,2) = z̃⊤C̃ WC̃⊤z̃,

ãäå

W = ÃQ̃Ã⊤, Q̃ = diag
(
R−1, Q̂0, . . . , Q̂N−1

)
.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà C̃ ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé, ðàññìîòðèì âñïîìîãà-

òåëüíóþ áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Ỹ = diag
(
Y0, . . . , YN

)
, èìåþùóþ òå

æå ñàìûå áëîêè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ÷òî è ìàòðèöà W . Áëîêè Yk óäîâëå-
òâîðÿþò ëèíåéíîìó ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

Y0 = R−1, Yk+1 = ÂkYkÂ
⊤
k + Q̂k,

ñîâïàäàþùåìó ñ óðàâíåíèåì (9) è, êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

∥∥S∗
∥∥2
(R,2)/1

= sup
{∥∥S∗z

∥∥2
(R,2)

: ‖z‖l1 6 1
}
=

= sup
{
z̃⊤C̃ WC̃⊤z̃ : ‖z‖l1 6 1

}
=

= sup
{
z̃⊤C̃ Ỹ C̃⊤z̃ : ‖z‖l1 6 1

}
= max

k=0,...,N
λmax

(
ĈkYkĈ

⊤
k

)
.

(Π.8)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ (8), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûðàæåíèÿ (10),
ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå îáîáùåííîé H2-íîðìû ðàâíî γ∗ è äîñòèãàåòñÿ íà
øàãå k = k∗. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

z̃∗ = column (0, . . . , 0, zk∗ , 0, . . . , 0), ‖z̃∗‖l1 = 1

òàêîé, ÷òî

γ∗ =
∥∥S∗z̃∗

∥∥
(R,2)

.

Ðàâåíñòâî ‖z̃∗‖l1 = 1 îçíà÷àåò, ÷òî zk∗ = emax

(
Ĉk∗Yk∗Ĉ

⊤
k∗
)
, çäåñü ỹ∗ = S∗z̃∗ =

= column (ζ∗, ω∗
0, . . . , ω

∗
N−1) ýòî âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç íàèõóäøèõ íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé è âíåøíèõ âîçìóùåíèé, êðîìå ýòîãî, ‖ỹ∗‖(R,2) = γ∗. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ỹ∗ ñëåäóåò âûáðàòü k∗ ñòîëáåö èç ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ îïåðàòîðà S∗:

ỹ∗ =




ζ∗

ω∗
0
...
ω∗
k∗
...

ω∗
N−1




=




R−1Â⊤
0 . . . Â

⊤
k∗Ĉ

⊤
k∗zk∗

B0Â
⊤
1 . . . Â

⊤
k∗Ĉ

⊤
k∗zk∗

...

Bk∗Â
⊤
k∗Ĉ

⊤
k∗zk∗

...
0




=




R−1Ψ⊤
k∗,0Ĉ

⊤
k∗zk∗

B0Ψ
⊤
k∗,1Ĉ

⊤
k∗zk∗

...

Bk∗Ψ
⊤
k∗,k∗Ĉ

⊤
k∗zk∗

...
0




.
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Íàêîíåö, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (10), íóæíî óìíîæèòü âåêòîð ỹ∗ íà
1/γ∗, ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè îáîáùåííîé H2-íîðìû (5) âåêòîð íàèõóä-
øèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è âíåøíèõ âîçìóùåíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
‖ỹ∗‖(R,2) = 1. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 4. Çàïèøåì óðàâíåíèå ñèñòåìû (12), çàìê-
íóòîé îáðàòíîé ñâÿçüþ âèäà (13), òîãäà:

ζk+1 =
(
Âk + ĤkΘ̂k

)
ζk + Bkωk,

zk =
(
Ĉk +DkΘ̂k

)
ζk.

(Π.9)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, îáîáùåííàÿ H2-íîðìà ñèñòåìû (Π.9) ìîæåò áûòü âû-

÷èñëåíà êàê ðåøåíèå çàäà÷è (11), â êîòîðîé ìàòðèöû Âk è Ĉk ñëåäóåò çà-

ìåíèòü íà Âk + ĤkΘ̂k è Ĉk +DkΘ̂k ñîîòâåòñòâåííî. Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå

Zk = Θ̂kYk, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâàì (14). Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 6. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû çàìåòèì,
÷òî ðàâåíñòâî (17) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

G(Θ) = max
j=1,...,m

max
k=0,...,N

α−1
j λ1/2max

(
Ĉ

(j)
k YkĈ

(j)⊤
k

)
=

= max
j=1,...,m

max
k=0,...,N

λ1/2max

(
α−2
j Ĉ

(j)
k YkĈ

(j)⊤
k

)
,

ñëåäîâàòåëüíî, â íåðàâåíñòâàõ (14) äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ìàòðèöû Ĉk è D̂k íà

α−1
j Ĉ

(j)
k è α−1

j D̂k, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà (18). Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.
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Îòìå÷àåòñÿ àêòèâíûé èíòåðåñ Þ.È. Íåéìàðêà ê èññëåäîâàíèÿì ÷à-
ñòîòíîé ñèíõðîíèçàöèè, à òàêæå åãî ñóùåñòâåííàÿ ïîääåðæêà èññëåäî-
âàíèé â ýòîé îáëàñòè. Îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå, åùå íå âïîëíå óñòàíîâèâ-
øèåñÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ òåîðèè ÷àñòîòíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ÿâëåíèÿìè ñèíõðîíèçàöèè, ñà-
ìîñèíõðîíèçàöèè è çàõâàòûâàíèÿ. Ïîä÷åðêèâàåòñÿ ÷àñòî èãíîðèðóåìàÿ
ïðèíàäëåæíîñòü ñàìîñèíõðîíèçàöèè ê ÿâëåíèÿì ñàìîîðãàíèçàöèè. Ïåðå-
÷èñëÿþòñÿ íåêîòîðûå àêòóàëüíûå íåðåøåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷àñòîò-
íîé ñèíõðîíèçàöèè. Â èõ ÷èñëå âîïðîñ î âîçìîæíîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ðîëè ñèíõðîíèçàöèè â ìèêðîìèðå, êîòîðûé îáñóæäàåòñÿ ïîäðîáíî. Âû-
ñêàçûâàåòñÿ ìíåíèå î öåëåñîîáðàçíîñòè ïîïûòêè îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîé
ðåàëüíîñòè åäèíûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè çàêîíàìè ôèçèêè ñ ó÷åòîì ïå-
ðå÷èñëåííûõ â ñòàòüå è äðóãèõ íîâûõ äîñòèæåíèé íåëèíåéíîé äèíàìèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíõðîíèçàöèÿ, ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ, çàõâàòûâàíèå, òåí-
äåíöèÿ ê ñèíõðîíèçàöèè, ñàìîîðãàíèçàöèÿ, ñèíåðãåòèêà, óñòîé÷èâîñòü,
êâàíòîâàíèå, óíèâåðñàëüíîñòü, ÿâëåíèÿ ìèêðîìèðà, íåðåøåííûå ïðîáëå-
ìû.
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1. Ââåäåíèå. Þ.È. Íåéìàðê è ïðîáëåìû ñèíõðîíèçàöèè

Þðèé Èñààêîâè÷ Íåéìàðê àêòèâíî èíòåðåñîâàëñÿ ïðîáëåìîé ÷àñòîòíîé
ñèíõðîíèçàöèè. Ýòîé ïðîáëåìå ïîñâÿùåíà îáñòîÿòåëüíàÿ ïóáëèêàöèÿ [1]; ñì.
òàêæå [2].

Ïîñâÿùàÿ ýòè ñòðîêè ñâåòëîé ïàìÿòè Þðèÿ Èñààêîâè÷à, õîòåëîñü áû ðàñ-
ñêàçàòü î íåñêîëüêèõ âñòðå÷àõ ñ íèì, êîòîðûå ñûãðàëè ñóùåñòâåííóþ ðîëü â
ðàçâèòèè ðàáîò ïî ñèíõðîíèçàöèè è ïîâëèÿëè íà íàó÷íóþ ñóäüáó àâòîðà.

Ìîå ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ Þ.È. Íåéìàðêîì îòíîñèòñÿ ê 50�60-ì ãã. XX â.
Ïî ïðèãëàøåíèþ À.È. Ëóðüå Þðèé Èñààêîâè÷ âûñòóïàë íà ãîðîäñêîì ñåìè-
íàðå â Ëåíèíãðàäñêîì ïîëèòåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå. Ýòî áûë ÿðêèé è î÷åíü
èíòåðåñíûé äîêëàä, êàñàþùèéñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ìíå ïîìíèòñÿ,
÷òî Þðèé Èñààêîâè÷ óæå òîãäà ãîâîðèë îá ýôôåêòàõ ñëîæíîãî (�õàîòè÷åñêî-
ãî�) ïîâåäåíèÿ ïðîñòûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ò.å. íåñêîëüêî ðàíåå, ÷åì ïîÿ-
âèëàñü çíàìåíèòàÿ ñòàòüÿ Ëîðåíöà î ñòðàííîì àòòðàêòîðå [3]. À.È. Ëóðüå è
äðóãèå ó÷àñòíèêè ñëóøàëè äîêëàä ñ áîëüøèì âíèìàíèåì è èíòåðåñîì, áûëî
ìíîãî âîïðîñîâ.

Âòîðîå âîñïîìèíàíèå îòíîñèòñÿ ê áîëåå ïîçäíåìó ïåðèîäó. Âî âðåìÿ ïðå-
áûâàíèÿ â Ãîðüêîì íà îäíîé èç çàùèò äèññåðòàöèé Þðèé Èñààêîâè÷ ïðè-
ãëàñèë ìåíÿ ïðîêàòèòüñÿ íà êàòåðå ïî Âîëãå. Âî âðåìÿ ïîåçäêè â ñâîáîäíîé
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íåïðèíóæäåííîé ôîðìå Þðèé Èñààêîâè÷ ãîâîðèë î ðàçíûõ ïðîáëåìàõ òåî-
ðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé è, â ÷àñòíîñòè, î òîì, ÷òî ñëåäóåò îòíîñèòü ê
íåëèíåéíûì ÿâëåíèÿì, è î ïðîñòûõ ìîäåëÿõ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé. Îí âû-
ñêàçàë ñîîáðàæåíèå, ÷òî, ñ îïðåäåëåííîé òî÷êè çðåíèÿ, òàêèõ ÿâëåíèé âñåãî
÷åòûðå � çàõâàòûâàíèå, ñèíõðîíèçàöèÿ, çàòÿãèâàíèå è àñèíõðîííîå âîçáóæ-
äåíèå êîëåáàíèé.

Òðåòüå âîñïîìèíàíèå îòíîñèòñÿ ê îáñóæäåíèþ çàÿâêè ñîòðóäíèêîâ èíñòè-
òóòà Ìåõàíîáð íà îòêðûòèå ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè âðàùàþùèõñÿ òåë â Èí-
ñòèòóòå ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ (Ìîñêâà). Ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà àêàäåìèê
À.Þ. Èøëèíñêèé áûë èñêëþ÷èòåëüíî íåéòðàëåí ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàò-
ðèâàåìûì âîïðîñàì. Â òî æå âðåìÿ ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà áûëè âèä-
íûå ó÷åíûå, âûñòóïàâøèå ïðîòèâ ðåãèñòðàöèè çàÿâêè. Èõ äîâîäû ñîñòîÿëè
â òîì, ÷òî îòêðûòèå Õ. Ãþéãåíñîì ñèíõðîíèçàöèè ìàÿòíèêîâ óæå ïîêðûâà-
åò ñîáîé ïðîáëåìó, à òàêæå ÷òî ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ, â ñóùíîñòè, óæå ðàñ-
ñìîòðåíà â ðàáîòàõ À.À. Àíäðîíîâà è åãî ó÷åíèêîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîáëåìå
çàõâàòûâàíèÿ. Ìîè âîçðàæåíèÿ çàêëþ÷àëèñü â òîì, ÷òî ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ
âðàùàþùèõñÿ òåë ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò ñèíõðîíèçàöèè êîëå-
áàíèé ìàÿòíèêîâ è, êðîìå òîãî, â îòëè÷èå îò ìàÿòíèêîâ èìååò ñóùåñòâåííûå
òåõíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ. ×òî æå êàñàåòñÿ çàõâàòûâàíèÿ, òî îíî, ñêîðåå, îò-
íîñèòñÿ ê âûíóæäåííûì êîëåáàíèÿì â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ïðè çàäàííîé
ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå, â òî âðåìÿ êàê ñèíõðîíèçàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âûðàáîòêó åäèíîãî, çàðàíåå íåèçâåñòíîãî ðèòìà äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Þðèé
Èñààêîâè÷ óáåäèòåëüíî ïîääåðæàë ýòó òî÷êó çðåíèÿ, ÷òî è îáåñïå÷èëî îäîá-
ðåíèå çàÿâêè Ñîâåòîì.

×åòâåðòîå âîñïîìèíàíèå îòíîñèòñÿ ê ïîñëåäíèì äíÿì æèçíè Þðèÿ Èñàà-
êîâè÷à, êîãäà àâòîð ñòàòüè ñ ïðîôåññîðîì Ï.Ñ. Ëàíäîé ïîñåòèëè åãî, óæå
òÿæåëî áîëüíîãî â åãî êâàðòèðå íà óëèöå Ïèñêóíîâà. Þðèé Èñààêîâè÷ òîãäà
âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè èãðàþò ñóùå-
ñòâåííóþ ðîëü â ïðîöåññå ýâîëþöèè. Â ÷àñòíîñòè, îí îáðàòèë âíèìàíèå íà òî,
÷òî çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî ñëó÷àè óñòîé÷èâîé ñàìî-
ñèíõðîíèçàöèè, íî è âûïàäåíèå èç ðèòìà âñëåäñòâèå íåóñòîé÷èâîñòè. Ìîæíî
íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîëó÷àò ñâîå ïðîäîëæåíèå â äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèÿõ.

Þðèé Èñààêîâè÷ ñêàçàë òàêæå, ÷òî èçìåíèë ñâîè âçãëÿäû íà ïàðàíîð-
ìàëüíûå ÿâëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè íà îïûòû ñ íàãðåâîì è ñãèáàíèåì ëîæåê. �Âîç-
ìîæíî, � ñêàçàë îí, � â ýòîì åñòü ÷òî-òî, ÷åãî ìû íå ïîíèìàåì, ìîæåò áûòü,
çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ òà æå ñèíõðîíèçàöèÿ�. Àâòîð âñïîìíèë îá ýòèõ ñëîâàõ, êî-
ãäà óçíàë íåäàâíî, ÷òî òàêèõ æå âçãëÿäîâ íà ïàðàíîðìàëüíûå ÿâëåíèÿ ïðè-
äåðæèâàåòñÿ Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò Áðàéàí Äæîçåôñîí, ïðè÷àñòíûé ê òåìå
íàñòîÿùåé çàìåòêè [4].

Àâòîð ñ÷èòàåò áîëüøîé óäà÷åé áëèçêîå çíàêîìñòâî ñ ýòèì âûäàþùèìñÿ
ó÷åíûì, åãî âíèìàíèå, ïîääåðæêó è äðóæåñêîå ðàñïîëîæåíèå. Êàæäàÿ áåñå-
äà è âñòðå÷à ñ Þðèåì Èñààêîâè÷åì âûçûâàëà æåëàíèå çàíèìàòüñÿ íàóêîé
è íàòàëêèâàëà íà íîâûå ïëîäîòâîðíûå ðàçìûøëåíèÿ. Ãëóáîêàÿ áëàãîäàð-
íîñòü ýòîìó çàìå÷àòåëüíîìó ó÷åíîìó è ÷åëîâåêó � ïðîäîëæàòåëþ çíàìå-
íèòîé Ãîðüêîâñêîé øêîëû òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé.

55



2. Ñèíõðîíèçàöèÿ, ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ, çàõâàòûâàíèå

×àñòîòíàÿ (ãþéãåíñîâà) ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ � óäèâèòåëüíîå ñâîéñòâî äè-
íàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû âûðàáàòûâàòü åäèíûé ðèòì
äâèæåíèÿ, íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èå èíäèâèäóàëüíûõ ðèòìîâ.

×àñòîòíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äâà èëè íåñêîëüêî îáúåêòîâ,
ñîâåðøàþùèõ ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ èëè
âðàùåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè ñðåäíèìè ÷àñòîòàìè, ïðè íàëè÷èè ïîä÷àñ âåñüìà
ñëàáûõ ñâÿçåé ìåæäó íèìè äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâûìè ñðåäíèìè ÷àñòîòàìè,
ïðè÷åì óñòàíàâëèâàþòñÿ îïðåäåëåííûå ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîëå-
áàíèÿìè èëè âðàùåíèÿìè [5].

Ïðè ýòîì ïîä ñðåäíèìè ÷àñòîòàìè ïîíèìàþòñÿ âåëè÷èíû ω = 2π/T , ãäå
T � ïåðèîä êîëåáàíèé èëè âðåìÿ îäíîãî ïîëíîãî îáîðîòà. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ãîâîðèòü íå î ñîâïàäåíèè ñðåäíèõ ÷àñòîò ïðè ñèíõðîíèçàöèè, à î ñîâ-
ïàäåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé èëè âðàùåíèé. Ïðè ÷àñòîò-
íîé ñàìîñèíõðîíèçàöèè êîîðäèíàòû îáúåêòîâ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ. Ñîâïàäàþò
ëèøü èõ ñðåäíèå ÷àñòîòû èëè ïåðèîäû äâèæåíèÿ.

Ïðèâåäåííîå âåðáàëüíîå îïðåäåëåíèå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîòîðûé ìîæåò
áûòü íàçâàí ïðîñòîé ñàìîñèíõðîíèçàöèåé. Ïîä êðàòíîé ñàìîñèíõðîíèçàöèåé
ïîíèìàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìåæäó ñðåäíèìè ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé èëè âðàùå-
íèé óñòàíàâëèâàþòñÿ ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñîîòíîøåíèÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

ßâëåíèå çàõâàòûâàíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ÿâëåíèÿ ñàìîñèíõðî-
íèçàöèè. Ïðè ñàìîñèíõðîíèçàöèè ñèíõðîííàÿ ÷àñòîòà âûðàáàòûâàåòñÿ âñå-
ìè îáúåêòàìè êàê ðàâíîïðàâíûìè. Îáû÷íî ýòà ÷àñòîòà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé
ñðåäíåé ìåæäó ÷àñòîòàìè îáúåêòîâ � îíà ìåíüøå íàèáîëüøåé è áîëüøå íàè-
ìåíüøåé èç ÷àñòîò îáúåêòîâ (ïàðöèàëüíûõ ÷àñòîò). Ñèñòåìà â öåëîì ïðè
ýòîì ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé. Çàõâàòûâàíèå ìîæåò îòíîñèòüñÿ ê îäíîìó åäèí-
ñòâåííîìó îáúåêòó. ×àñòîòà æå çàäàåòñÿ âíåøíèì îáúåêòîì, îíà ñ÷èòàåòñÿ
çàäàííîé è íåèçìåííîé. Ýòà ÷àñòîòà �íàâÿçûâàåòñÿ� âíåøíèì èñòî÷íèêîì è
îíà ìîæåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå ÷àñòîòû îáúåêòà. Ñèñòåìà ïðè
ýòîì ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé.

Ðàñøèðåíèå íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ â íåå èñòî÷íèêà
âîçìóùåíèÿ �îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè� íåîáõîäèìî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ñà-
ìîñèíõðîíèçàöèè, ÷òî è áûëî âûïîëíåíî â ïåðâîé ïóáëèêàöè ïî òåîðèè ñèí-
õðîíèçàöèè âèáðîâîçáóäèòåëåé, à òàêæå â òåîðèè ýôôåêòà Çîììåðôåëüäà [6].
Ïîçäíåå ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå íà çàäà÷è î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ
áûëî èíèöèèðîâàíî Â.Î. Êîíîíåíêî [7, 8].

Âìåñòå ñ òåì çàõâàòûâàíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåäåëüíûé ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ÷àñòîòíîé ñàìîñèíõðîíèçàöèè, à èìåííî êîãäà îäèí èç îáúåêòîâ
ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ìîùíûì, ÷åì îñòàëüíûå, è ãåíåðèðóåìàÿ èì ÷à-
ñòîòà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ çàäàííîé è íåèçìåííîé. Òàêèì îáðàçîì, çàõâàòûâàíèå
â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïîäîáíî âûíóæäåííûì êîëåáàíèÿì. Îáíàðóæåíèþ è
èññëåäîâàíèþ ýôôåêòîâ çàõâàòûâàíèÿ ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèÿ êëàññè÷å-
ñêîé ãîðüêîâñêîé øêîëû, âîçãëàâëÿåìîé À.À. Àíäðîíîâûì [9].

Èíîãäà ïîä ñèíõðîíèçàöèåé íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè èìåþò â âèäó çàõâà-
òûâàíèå. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ñèíõðîíèçàöèè, áóäåì èìåòü â âèäó èìåííî
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÷àñòîòíóþ ñàìîñèíõðîíèçàöèþ, åñëè òîëüêî íå îãîâàðèâàåòñÿ èíîå. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî èçâåñòíîå ÿâëåíèå âèáðàöèîííîãî ïîääåðæàíèÿ âðàùåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê çàõâàòûâàíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ.

Ñàìîñèíõðîíèçàöèè ìîæíî ïðîòèâîïîñòàâèòü ïðèíóäèòåëüíóþ ñèíõðîíè-
çàöèþ, êîãäà ïîñëåäíÿÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íå çà ñ÷åò èìåþùèõñÿ â ñèñòåìå
�åñòåñòâåííûõ� ñâÿçåé, à ïóòåì ââåäåíèÿ íåêîòîðûõ ñèíõðîíèçèðóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ èëè èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ê ïðèíóäèòåëüíîé ñèíõðîíè-
çàöèè ìîæíî îòíåñòè è çàõâàòûâàíèå. ×àñòîòíàÿ ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ � ïðè-
ðîäíîå ÿâëåíèå, à ïðèíóäèòåëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ � ðåçóëüòàò óïðàâëåíèÿ.

Ïîä òåíäåíöèåé ê ñèíõðîíèçàöèè ïîíèìàåòñÿ íàëè÷èå ó ñèñòåìû ñâÿçàí-
íûõ îáúåêòîâ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî óñòîé÷èâîãî â òîì èëè èíîì ñìûñëå
ñèíõðîííîãî äâèæåíèÿ, ò.å. äâèæåíèÿ, â êîòîðîì îáúåêòû äâèæóòñÿ ñ ðàâ-
íûìè èëè êðàòíûìè ñðåäíèìè ÷àñòîòàìè (óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè).

Ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ, íåñîìíåííî, îòíîñèòñÿ ê ÿâëåíèÿì ñàìîîðãàíèçàöèè.
Ïðè ýòîì îíà áûëà îòêðûòà è èññëåäîâàíà çíà÷èòåëüíî ðàíüøå, ÷åì äðóãèå
òàêèå ÿâëåíèÿ [10]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, êàê ïðàâèëî, íå îòìå÷àåòñÿ èññëåäî-
âàòåëÿìè, îòíîñÿùèìè ñâîè ïóáëèêàöèè ê ñèíåðãåòèêå (Ã. Õàêåí).

×àñòîòíàÿ ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çíà÷èòåëüíî áî-
ëåå îáùåãî ïîíÿòèÿ î ñèíõðîíèçàöèè êàê ñîãëàñîâàííîãî âî âðåìåíè ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ äâóõ èëè íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îïðåäåëåíèå òàêîãî áîëåå îáùåãî (ýíöèêëîïåäè÷åñêîãî) ïîíÿòèÿ î ñèí-
õðîíèçàöèè ïðåäëîæåíî â ïóáëèêàöèÿõ [11, 12], à òàêæå â [5] (2-å èçä.). Îáçîð
ñèòóàöèè, îòíîñÿñÿùåéñÿ ê ýòîìó áîëåå øèðîêîìó ïîíÿòèþ, ïðèâåäåí â [4].

Êàê è â ñëó÷àå ÷àñòîòíîé ñèíõðîíèçàöèè, â îáùåì ñëó÷àå òåðìèí �ñèíõðî-
íèçàöèÿ� äîïóñêàåò äâîéñòâåííîå òîëêîâàíèå � è êàê ÿâëåíèå (â ýòîì ñëó-
÷àå óìåñòíî ãîâîðèòü î ñàìîñèíõðîíèçàöèè), òàê è äåéñòâèå ïî îáåñïå÷åíèþ
íóæíîãî ñèíõðîííîãî äâèæåíèÿ (êîãäà ðå÷ü èäåò îá óïðàâëÿåìîé (ïðèíóäè-
òåëüíîé) ñèíõðîíèçàöèè).

Îòêðûòàÿ Õðèñòèàíîì Ãþéãåíñîì âî âòîðîé ïîëîâèíå XVII-ãî ñòîëåòèÿ
ñèíõðîíèçàöèÿ ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ â äàëüíåéøåì áûëà îáíàðóæåíà ïðè êî-
ëåáàíèÿõ êàìåðòîíîâ è îðãàííûõ òðóá. Áûëè èçâåñòíû òàêæå öåëî÷èñëåííûå
ñîîòíîøåíèÿ â îðáèòàëüíûõ äâèæåíèÿõ íåáåñíûõ òåë. Òîë÷êîì ê âçðûâíîìó
èíòåðåñó ê ñèíõðîíèçàöèè è ïîÿâëåíèþ çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà èññëåäîâàíèé
ïîñëóæèëî îáíàðóæåíèå â 1947 ã. â èíñòèòóòå Ìåõàíîáð (Ëåíèíãðàä) ÿâëå-
íèÿ ñàìîñèíõðîíèçàöèè íåóðàâíîâåøåííûõ ðîòîðîâ (ìåõàíè÷åñêèõ âèáðîâîç-
áóäèòåëåé). Îíî ñòàëî îñíîâîé ñîçäàíèÿ íîâîãî êëàññà ñåðèéíî âûïóñêàåìûõ
âèáðàöèîííûõ ìàøèí.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñèíõðîíèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äàðîì ïðèðîäû, ïîñêîëüêó ëå-
æèò â îñíîâå ìíîãî÷èñëåííûõ ïîëåçíûõ ïðèëîæåíèé. Îäíàêî ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, îíà ìîæåò ïðèâîäèòü ê âðåäíûì è îïàñíûì ïîñëåäñòâèÿì (íåóðàâíîâå-
øåííûå ìàøèíû íà îáùåì ôóíäàìåíòå, ñèíõðîíèçàöèÿ ïðè äâèæåíèè ìíîãèõ
ëþäåé ïî ìîñòàì è ïåðåêðûòèÿì).

Êîëëåêòèâû ó÷åíûõ, çàíèìàþùèåñÿ ïðîáëåìàìè ñèíõðîíèçàöèè, ñóùå-
ñòâóþò íå òîëüêî â Ðîññèè, íî è â Ãåðìàíèè, Èñïàíèè, Êèòàå, Ëèòâå, Íèäåð-
ëàíäàõ, Ïîëüøå, Ñåðáèè, ÑØÀ, Òóðöèè, Óêðàèíå, Ôðàíöèè, ßïîíèè. Îïóá-
ëèêîâàíî è ïðîäîëæàåò ïóáëèêîâàòüñÿ áîëüøîå ÷èñëî ñòàòåé, ñîäåðæàùèõ
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òåðìèí �ñèíõðîíèçàöèÿ�. Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ îïðåäåëåííîå ðàçëè÷èå â èñ-
ïîëüçóåìîé òåðìèíîëîãèè. Ïîÿâèëñÿ òàêæå ðÿä êíèã ïî ñèíõðîíèçàöèè, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ, îäíàêî, åñòåñòâåííûì îáðàçîì äàåò íåñêîëüêî îäíîñòîðîííåå
ïðåäñòàâëåíèå î ïðîáëåìå â ñîîòâåòñòâèè ñ íàó÷íûìè èíòåðåñàìè àâòîðîâ.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îòäåëüíûå èññëåäîâàòåëè ðàáîòàþò èçîëèðîâàííî,
ïîâòîðÿÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû áåç íàäëåæàùèõ ññûëîê.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âîçíèêëî ïîíèìàíèå âñåîáùíîñòè ñèíõðîíèçàöèè
êàê ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, ñâîéñòâåííîãî íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèì, íî è ýëåê-
òðè÷åñêèì, õèìè÷åñêèì, áèîëîãè÷åñêèì è äàæå ñîöèàëüíûì îáúåêòàì. Îíî
ñâîéñòâåííî ìàÿòíèêîâûì ÷àñàì, îðãàííûì òðóáàì, íåáåñíûì òåëàì, ýëåê-
òðè÷åñêèì è êâàíòîâûì ãåíåðàòîðàì, âîçáóäèòåëÿì ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé,
ëîïàòêàì òóðáîìàøèí, õèìè÷åñêèì îáúåêòàì, ñîîáùåñòâàì êëåòîê è äðóãèì
ýëåìåíòàì æèâûõ îðãàíèçìîâ, æèâûì îðãàíèçìàì â êîëëåêòèâàõ. ×åëîâå÷å-
ñêèé îðãàíèçì � ñðåäîòî÷èå îãðîìíîãî ÷èñëà ðèòìîâ, ìíîãèå èç êîòîðûõ ñèí-
õðîíèçèðîâàíû. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê ðèòìàì ðàáîòû ëåãêèõ è ñåðäöà.
Ðÿä ïàòîëîãèé ñâÿçàí èìåííî ñ íàðóøåíèåì ñèíõðîíèçàöèè èõ ðèòìîâ.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåñîìíåííà óíèâåðñàëüíîñòü ÿâëåíèÿ
ñèíõðîíèçàöèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Îòíîñèòåëüíî êâàíòîâûõ ñèñòåì
èçâåñòíû ëèøü îòäåëüíûå ñëó÷àè èñïîëüçîâàíèÿ ñèíõðîíèçàöèè.

3. Íåêîòîðûå àêòóàëüíûå íåðåøåííûå ïðîáëåìû
òåîðèè ÷àñòîòíîé ñèíõðîíèçàöèè

1. Îáùèå âîïðîñû òåîðèè.

à) Èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ïîâûøåíèÿ ðîáàñòíîñòè òðåáóå-
ìûõ ðåæèìîâ ñàìîñèíõðîíèçàöèè è ïîäàâëåíèÿ íåæåëàòåëüíûõ ðåæèìîâ.

á) Èññëåäîâàíèå ïîäàâëåíèÿ èëè èñïîëüçîâàíèÿ êîëåáàíèé îáúåêòîâ ñ
êðàòíûìè ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòîòå ñèíõðîííîãî äâèæåíèÿ ÷àñòîòàìè. Òà-
êèå êîëåáàíèÿ ñîïðîâîæäàþò ñèíõðîííûå äâèæåíèÿ îáúåêòîâ ñî ñðåäíèìè
÷àñòîòàìè êîëåáàíèé èëè âðàùåíèé.

â) Èññëåäîâàíèå ñàìîñèíõðîíèçàöèè ñëîæíûõ îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ ñè-
ñòåìîé ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èëè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

2. Ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé ÿâëåíèé ñèíõðîíèçàöèè â áèîëîãèè, ôèçèî-
ëîãèè, ìåäèöèíå (â ÷àñòíîñòè, ãèïîòåçà Âèíåðà î ìåõàíèçìå ðîñòà ðàêîâûõ
êëåòîê, ðàñïðîñòðàíåíèå èíôåêöèé, ýïèäåìèè).

3. Èññëåäîâàíèå ÿâëåíèé ñèíõðîíèçàöèè â ýêîíîìèêå (òåîðèÿ êðèçèñîâ).

4. Èññëåäîâàíèå ñèíõðîíèçàöèè â ïîâåäåíèè êîëëåêòèâîâ è ãðóïï ëþäåé,
æèâîòíûõ (íàïðèìåð, ïîâåäåíèå òîëïû, ìàññîâûé ïñèõîç, ïîëåò ïòèö è ïëà-
âàíèå ðûá).

5. Èçó÷åíèå âîçìîæíîé ðîëè ñèíõðîíèçàöèè â òàê íàçûâàåìûõ ïàðàíîð-
ìàëüíûõ ÿâëåíèÿõ (òåëåïàòèÿ è äðóãèå).

6. Ðîëü ÿâëåíèé ñèíõðîíèçàöèè â ìèêðîìèðå (ñì. ïï. 4 è 5).

4. Î íåêîòîðûõ ÿâëåíèÿõ ñèíõðîíèçàöèè â ìèêðîìèðå è èõ èñïîëüçîâàíèè
Óïîìÿíåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïðèëîæåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè â êâàíòîâûõ

ñèñòåìàõ:

1. Ñèíõðîíèçàöèÿ êâàíòîâûõ ãåíåðàòîðîâ [13, 14] (ñì. òàêæå [15�18]);
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2. Ñèíõðîíèçàöèÿ ìîä ïðè ãåíåðàöèè ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ñâåðõêîðîòêîé
äëèòåëüíîñòè è âûñîêîé ìîùíîñòè [19];

3. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñàçåðàõ [20];

4. Ñèíõðîíèçàöèÿ êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà [21].

Ïîä êîíòàêòîì Äæîçåôñîíà ïîíèìàåòñÿ òîíêèé ñëîé èçîëÿòîðà, ðàçäå-
ëÿþùåãî äâà ñâåðõïðîâîäíèêà. Ïîä ýôôåêòîì Äæîçåôñîíà ïîíèìàþò êâàí-
òîâûé ýôôåêò, îïðåäåëÿþùèé çàêîíîìåðíîñòü ïðîòåêàíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùå-
ãî òîêà ÷åðåç òàêîé êîíòàêò. Îêàçàëîñü, ÷òî äèíàìèêà êîíòàêòà Äæîçåôñîíà
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ íåóðàâíîâå-
øåííîãî ðîòîðà (ìàÿòíèêà, �ðîòàòîðà�). Â ñâÿçè ñ ýòèì ê ïðîáëåìå ñàìîñèí-
õðîíèçàöèè êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû òåîðèè ñàìîñèí-
õðîíèçàöèè âèáðîâîçáóäèòåëåé [5, 12, 22�24].

5. Î âîçìîæíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ðîëè
ñèíõðîíèçàöèè â ìèêðîìèðå

Ïðè ðàññìîòðåíèè äàííîãî âîïðîñà îáðàùàþò íà ñåáÿ âíèìàíèå ñëåäóþ-
ùèå ðåçóëüòàòû òåîðèè ÷àñòîòíîé ñèíõðîíèçàöèè:

1. Êîëåáàòåëüíûå èëè âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ ñâîéñòâåííû âñåì ôóí-
äàìåíòàëüíûì îáúåêòàì ìèêðîìèðà, à ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè èìåþò ìåñòî
âåçäå, ãäå âñòðå÷àþòñÿ êîëåáàíèÿ è âðàùåíèÿ [5, 24];

2. Óñòîé÷èâûå ñèíõðîííûå äâèæåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ îðáèòàëüíûõ ñèñòåì
êâàíòîâàíû ïî ýíåðãèÿì è ÷àñòîòàì. Ýòè äâèæåíèÿ îáëàäàþò ÿðêî âûðàæåí-
íûìè ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè � îíè îòâå÷àþò ìàêñèìàëüíûì èëè ìè-
íèìàëüíûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèé, èìåþùèõ ÷åòêèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë [5, 25]
(ñì. òàêæå [26�28]);

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò ìûñëè Í.Ã. ×åòàåâà îá óñòîé÷èâîñòè �ýëèò-
íûõ� äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Í.Ã. ×åòàåâó ïðèíàäëåæèò òàêæå âû-
ñêàçûâàíèå î òîì, ÷òî òàêîå ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå êàê óñòîé÷èâîñòü
äâèæåíèÿ äîëæíî íàõîäèòü îòðàæåíèå â çàêîíàõ ïðèðîäû [29, 30] (ñì. òàê-
æå [31]);

3. Äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ñàìîñèíõðîíèçàöèè ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæ-
íûì, ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìûì îò õàîòè÷åñêîãî. Ýòî îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
ê ñëó÷àþ ñàìîñèíõðîíèçàöèè íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ èëè ïî÷òè îäèíàêîâûõ
îáúåêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñó-
ùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî óñòîé÷èâûõ â ìàëîì ñèíõðîííûõ äâèæåíèé ñ ðàçëè÷-
íûì íàáîðîì ôàç, ïðè÷åì êàæäîìó òàêîìó äâèæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ìàëàÿ
îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå äâèæåíèå ñèñòåìû âîñïðèíèìàåòñÿ êàê
õàîòè÷åñêîå ([5] � 2-å èçä., [32]).

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè î÷åâèäíî âñåîáùåå ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ÿâ-
ëåíèé ñèíõðîíèçàöèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñàìîé ðàç-
íîé ïðèðîäû.

Âîïðîñ î ôóíäàìåíòàëüíîé ðîëè ñàìîñèíõðîíèçàöèè â ìèêðîìèðå òîëüêî
íà÷èíàåò îáñóæäàòüñÿ. Åìó ïîñâÿùåíî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî ïóá-
ëèêàöèé, ÷àñòè÷íî, íà óðîâíå ãèïîòåç [5, 33�36]. Ê ýòîé êàòåãîðèè îòíîñÿòñÿ
è ðàçäåëû 4 è 5 íàñòîÿùåé ñòàòüè.
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6. Èãðàåò ëè Áîã â êîñòè?

Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ íàâîäÿò íà ìûñëü � íå ñòîèò ëè âíîâü
ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü åäèíîãî äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ÿâëåíèé
ìàêðî- è ìèêðîìèðà, ò.å. ê ìûñëè Ýéíøòåéíà, ÷òî �Áîã íå èãðàåò â êîñòè�
(�God does not play dice�.).

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëåííóþ íàäåæäó íà óñïåõ òàêîé ïîïûòêè äàþò
ðàññìîòðåííûå âûøå ðåçóëüòàòû òåîðèè ñàìîñèíõðîíèçàöèè, à òàêæå íàëè-
÷èå äîñòèæåíèé íåëèíåéíîé äèíàìèêè.

Áûòü ìîæåò, äåëî íå â ðàçëè÷íûõ çàêîíàõ, à â òîì, ÷òî â îäíèõ ñëó÷à-
ÿõ öåëåñîîáðàçíî ìîäåëèðîâàòü ÿâëåíèÿ êàê äåòåðìèíèðîâàííûå, à â äðóãèõ
âñëåäñòâèå ñëîæíîñòè � êàê ñëó÷àéíûå?

Ðàçóìååòñÿ, ðå÷ü èäåò î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè òàêîãî åäèíîãî îïè-
ñàíèÿ, à íå î öåëåñîîáðàçíîì ñïîñîáå ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ òà
æå èãðàëüíàÿ êîñòü: êàæäûé åå áðîñîê îïèñûâàåòñÿ çàêîíàìè Íüþòîíà, íî
ðåçóëüòàòû áðîñàíèÿ öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â âåðîÿòíîñòíîé ôîðìå.

7. Çàêëþ÷åíèå

Íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ, ÷òî ÷àñòîòíàÿ ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ � �ïðèòÿæåíèå
÷àñòîò� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíîå ÿâëåíèå, õàðàêòåðíîå äëÿ âñåõ
ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ êîëåáàíèÿ èëè âðàùåíèÿ. Çàõâàòûâàíèå
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåäåëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñàìîñèíõðîíèçàöèè.
Âìåñòå ñ òåì êàê ñàìî ÿâëåíèå ñàìîñèíõðîíèçàöèè, òàê è åãî îòäåëüíûå àñ-
ïåêòû åùå òðåáóþò ðàçìûøëåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ. Íåêîòîðûå àêòóàëüíûå
ïðîáëåìû îñòàþòñÿ íåðåøåííûìè. Ýòî îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ê âîïðîñó î
ðîëè ñàìîñèíõðîíèçàöèè â ìèêðîìèðå.
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1. Ââåäåíèå

Þ.È. Íåéìàðê åùå â 1953 ã. ïðîâåë óíèêàëüíîå èññëåäîâàíèå [1], íà êîòî-
ðîå àâòîðû ïðèêëàäíûõ ðàáîò äî ñèõ ïîð ññûëàþòñÿ. Îí âûïîëíèë õàðàêòåð-
íîå äëÿ íåãî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, êîòîðîå èìåëî ñóãóáî ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Â [1] èçó÷àåòñÿ ïðîöåññ âèáðîïîãðóæåíèÿ â ñëó÷àå óïðóãîãî ãðóíòà; îò-
êðûò íîâûé ýôôåêò âèáðàöèé: îíè ñïîñîáíû ñíèæàòü ñîïðîòèâëåíèå ïðè
âíåäðåíèè â ãðóíò. Ðåçóëüòàòû äåéñòâèÿ âèáðàöèé íà òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû
îïèñàíû â ìîíîãðàôèè [2]. Ïðè èçó÷åíèè âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì (êîãäà ê äåé-
ñòâèþ âèáðàöèé äîáàâëÿþòñÿ óäàðû) èññëåäîâàòåëè çàíèìàþòñÿ:

ìåòîäàìè ðàñ÷åòà âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì (íàïðèìåð, [3, 4 è äð.]);

ðàçðàáîòêîé ìîäåëåé, ìåòîäîâ ñèíòåçà è àíàëèçà äèíàìèêè âèáðîóäàðíûõ
ñèñòåì ðàçëè÷íîãî òèïà (íàïðèìåð, [5�7 è äð.]).

Áîëåå ïîäðîáíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè òåîðèè âèáðî-
óäàðíûõ ñèñòåì ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, èç [8].

Â òî æå âðåìÿ â òåîðèè âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì èçâåñòíû äâèæåíèÿ, ïðè
êîòîðûõ çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè òðàåêòîðèÿ áåñ÷èñëåííîå ÷èñëî
ðàç ïîïàäàåò íà ìíîãîîáðàçèå ðàçðûâà. Ýòî � áåñêîíå÷íîóäàðíûå äâèæåíèÿ
[9, c. 291; 10; 11], ò.å. äâèæåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì óäàðíûõ âçàèìîäåé-
ñòâèé çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Â [12] ïðåäëàãàåòñÿ íàèáîëåå îáùàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óäàð-
íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè (âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì), âêëþ÷àþùàÿ â òîì ÷èñëå
è ñèñòåìû, èñïîëüçóåìûå â [11]. Äëÿ ââåäåííûõ ñèñòåì (â îäíîì îáùåì ñëó-
÷àå) â [12] äàåòñÿ îïèñàíèå áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé ñ ïîìîùüþ ãëàä-
êèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ýòèõ óðàâíåíèé
ïîëó÷èëè íàçâàíèå âñïîìîãàòåëüíûå ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ. Â [13] ïðåäëà-
ãàþòñÿ ãëàäêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèÿ óêà-
çàííûõ ñèñòåì íà ãðàíèöå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâè-
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æåíèé. Â [14] îïèñàíû ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè äàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Â [15, 16] óñòàíàâëèâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óêàçàííûõ ëî-
êàëüíûõ îñîáåííîñòåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ãëàäêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
îïèñûâàþùèå äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óäàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿ-
ìè â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé îñîáåííîñòè øåñòîãî òèïà [14], ò.å. òàêîé òî÷êè
íà ãèïåðïîâåðõíîñòè S = 0 óäàðà, â êîòîðîé ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ
(â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ) îò ãèïåðïîâåðõíîñòè óäà-
ðà ðàâíà íóëþ, à òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ � îòðèöàòåëüíà (äâèæåíèå ñèñòåìû
ïðîèñõîäèò â îáëàñòè S > 0). Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òàêèõ óðàâ-
íåíèé. Äàíû òàêæå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû â [12] è äåéñòâóþò â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé îñîáåí-
íîñòè ÷åòâåðòîãî òèïà, ò.å. òàêîé òî÷êè íà ãèïåðïîâåðõíîñòè S = 0, â êîòîðîé
ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ (â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ) îò ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè óäàðà ðàâíà íóëþ, à âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ � îòðèöàòåëüíà.

Ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû [12] Þ.È. Íåéìàðê ïðåäëîæèë èäåþ îá îïèñà-
íèè áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Ýòà èäåÿ ñðàçó ðåøàëà ïðîáëåìó î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè
áåñêîíå÷íîóäàðíîãî äâèæåíèÿ è êðèâîé, â êîòîðîé íà÷èíàþòñÿ, ïðîäîëæà-
þòñÿ áåñêîíå÷íîóäàðíûå äâèæåíèÿ, çàêàí÷èâàþùèåñÿ â âûäåëåííîé òî÷êå.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà æå èäåÿ ðàáîòàåò è äëÿ ëîêàëüíîé îñîáåííîñòè ïÿòîãî
è øåñòîãî òèïà. Èäåè Þ.È. Íåéìàðêà âñåãäà áëàãîòâîðíû è èìåþò äàëåêîå
èäóùåå áóäóùåå.

2. Ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ [12], ÷òî ìãíîâåííûå óäàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðî-
èñõîäÿò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè xn = 0, ïî äîñòèæåíèè êîòîðîé ôàçîâûå ïåðå-
ìåííûå x1, . . . , xn−1 ìåíÿþòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî (ïåðåìåííàÿ xn îñòàåòñÿ ðàâíîé
íóëþ) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

x̄1 = H1

(
x−1 , . . . , x

−
n−1

)
= x−1 H11

(
x−1 , . . . , x

−
n−1

)
,

x̄i = Hi

(
x−1 , . . . , x

−
n−1

)
= x−i + x−1 H1i

(
x−1 , . . . , x

−
n−1

)
, i = 2, n− 1,

(1)

à ïðè xn > 0 èçìåíåíèå ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ïîä÷èíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì âèäà

dxi
dt

= ẋi = Φi(x1, . . . , xn), i = 1, n− 1,

dxn
dt

= ẋn = Φn(x1, . . . , xn) = x1Φn1(x1, . . . , xn) + xnΦnn(x1, . . . , xn).

(2)

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ñîñòàâëÿþò òî÷êè (x1, . . . , xn−1, xn > 0).

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:−1 < H11(0, x
−
2 , . . . , x

−
n−1) < 0;

H11(x
−
1 , x

−
2 , . . . , x

−
n−1) < 0; Φn1(x1, . . . , xn−1, 0) > 0; t � âðåìÿ. Çäåñü ôóíê-

öèè H1j , j = 1, n− 1, îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êëàññà Cm, m > 5, â
ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê (x−1 6 0, x−2 , . . . , x

−
n−1) ïðîñòðàíñòâà R

n−1, à ôóíê-

öèè Φj , j = 1, n− 1, Φn1, Φnn îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êëàññà Cm â
ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê (x1, . . . , xn−1, xn > 0) ïðîñòðàíñòâà Rn.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñïåöèôè÷åñêèé âèä óðàâíåíèé (2) è óñëîâèå òèïà
íåðàâåíñòâà íà ôóíêöèþ Φn1 îçíà÷àåò ëèøü, ÷òî íà ãèïåðïîâåðõíîñòè xn = 0
ñîãëàñíî (2), ẋn = x1Φn1(x1, . . . , xn−1, 0). Ïîýòîìó ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòå-
ìû (2) ïðè x1 = 0 êàñàþòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè xn = 0, ïðè âîçðàñòàíèè âðåìå-
íè t îíè âûõîäÿò èç òî÷åê (x1 > 0, x2, . . . , xn−1, xn = 0), à ïðè óìåíüøåíèè t �
èç òî÷åê (x1 < 0, x2, . . . , xn−1, 0).

Óêàçàííûé âèä (1) óäàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé ïîäðàçóìåâàåò ëèøü, ÷òî ïðè
äîñòèæåíèè ãèïåðïîâåðõíîñòè xn = 0 ôàçîâîé òðàåêòîðèåé ñî ñêîðîñòüþ èç-
ìåíåíèÿ ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé, ðàâíîé ẋn = 0, óäàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ íå
ìåíÿþò (òàê êàê â ýòîò ìîìåíò x1 = 0) çíà÷åíèé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, à óñëî-
âèÿ â âèäå íåðàâåíñòâ íà ôóíêöèþ H11 îçíà÷àþò ïîòåðþ àáñîëþòíîé âåëè÷è-
íû ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé xn ïîñëå óäàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Ïåðå-
ìåííàÿ xn ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ (ïî íîðìàëè) ìåæäó ñîóäàðÿþùèìèñÿ
òåëàìè.

Åñëè êàêàÿ-òî ïåðåìåííàÿ xj íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óäàðå, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ H1j â ôîðìóëàõ (1) ðàâíà íóëþ.

Äàëåå íà äâóõ çàäà÷àõ ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ìîæíî âèáðîóäàðíûå ñèñòåìû
ïðèâåñòè ê âèäó (1)�(2).

Ïðèì å ð 1 (âèáðîóäàðíûé ìåõàíèçì [17, ñ. 263]). Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ
ïðîñòåéøåãî âèáðîóäàðíîãî ìåõàíèçìà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (ïîä äåéñòâèåì
ñèíóñîèäàëüíîé F sinωt è ïîñòîÿííîé P ñèë) óäàðíîé ìàññû M , ïîäâåøåí-
íîé íà ïðóæèíå (êîýôôèöèåíò åå óïðóãîñòè ðàâåí k), â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó
óäàðàìè (ïðè x < x0) èìååò âèä

Md2x/dt2 + kx = P + F sinωt.

Ïðè x = x0 ïðîèñõîäèò ìãíîâåííûé óäàð ìàññû M î íåïîäâèæíûé îãðàíè-
÷èòåëü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìåíÿåòñÿ òîëüêî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìàññû

dx/dt+ = −Rdx/dt−, 0 6 R 6 1,

ãäå dx/dt− è dx/dt+ � ñîîòâåòñòâåííî äîóäàðíûå è ïîñëåóäàðíûå çíà÷åíèÿ
ñêîðîñòè.

Îñöèëëÿòîð ñ ïðåäâàðèòåëüíûì íàòÿãîì. Ïðè kx0 − P < 0 óêàçàííóþ
âûøå ñèñòåìó çàìåíîé ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ

t = ωτ − π, λ2 =
k

Mω2
, W =

F

P − kx0
, q =

Mω2(x− x0)

kx0 − P

ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó.

Â òðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ q, q̇ = dq/dt, t ïðè q > 0
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

q̈ + λ2q =W sin t− 1, q̈ = d2q/dt2, W > 0, 0 < λ.

Åñëè ïðè äîñòèæåíèè ïîâåðõíîñòè q = 0 çíà÷åíèå dq/dt = q̇ = q̇− < 0, òî â
ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ìãíîâåííîå óäàðíîå âçàèìîäåéñòâèå ïî ôîðìóëå

q̇+ = −Rq̇−,
ãäå q̇− è q̇+ � ñîîòâåòñòâåííî äîóäàðíûå è ïîñëåóäàðíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè.
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Ïîýòîìó ïðè x1 = q̇, x2 = t, x3 = q ýòà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä (1)�(2), ãäå
óðàâíåíèÿ (1) èìåþò âèä

(q̇+) = x̄1 = −Rx−1 = (−Rq̇−),
(t+) = x̄2 = x−2 = (t−),

à óðàâíåíèÿ (2) � âèä

ẋ1 = −λ2x3 +W sinx2 − 1,

ẋ2 = 1,

ẋ3 = x1.

Îñöèëëÿòîð ñ çàçîðîì. Ïðè kx0 − P > 0 çàìåíîé ïåðåìåííûõ è ïàðàìåò-
ðîâ

t = ωτ − π, λ2 =
k

Mω2
, V =

F

kx0 − P
, q =

Mω2(x0 − x)

kx0 − P

óðàâíåíèå âèáðîóäàðíîãî ìåõàíèçìà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

q̈ + λ2q = V sin t+ 1, q̈ = d2q/dt2, V > 0, 0 < λ,

êîòîðûé ñïðàâåäëèâ ïðè q > 0. Óñëîâèÿ óäàðà â ýòîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ ïðåæ-
íèìè.

Ïîýòîìó ïðè òîé æå ñàìîé çàìåíå x1 = q̇, x2 = t, x3 = q ñèñòåìà ïðèíèìàåò
âèä (1)�(2), ãäå óðàâíåíèÿ óäàðà (1) îñòàþòñÿ ïðåæíèìè, à óðàâíåíèÿ (2)
ïðèíèìàþò âèä

ẋ1 = −λ2x3 + V sinx2 + 1,

ẋ2 = 1,

ẋ3 = x1.

Äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ââîäèòñÿ òî÷å÷-
íîå îòîáðàæåíèå T = T2T1 ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ xn = 0, x1 > 0 â ñåáÿ.
Îòîáðàæåíèå T1 ïåðåâîäèò òî÷êó (x1 > 0, x2, . . . , xn−1, 0) â òî÷êó (x1 6 0,
x2, . . . , xn−1, 0) ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (2); T2 � îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå
ôîðìóëàìè (1) óäàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Z èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

Z = Z(x1, . . . , xn−1), Z(M1) = Z(x̄1, . . . , x̄n−1),

ãäå M1 = T (M) = (x̄1, . . . , x̄n−1), M = (x1 > 0, x2, . . . , xn−1).

3. Îñîáåííîñòè ÷åòâåðòîãî òèïà

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷åòâåðòûé òèï [14] ëîêàëüíûõ îñîáåííîñòåé, ò.å. òà-
êàÿ òî÷êà M∗ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè S = 0 óäàðà, â êîòîðîé ïåðâàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ (â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ) îò ãèïåðïîâåðõíîñòè
óäàðà ðàâíà íóëþ, à âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà (äâèæåíèå ñèñòåìû
ïðîèñõîäèò â îáëàñòè S > 0).

Òîãäà â òî÷êå M∗ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

xn = 0, ẋn = Φn(x1, . . . , xn) = 0, ẍn =

n∑

k=1

∂Φn

∂xk
Φk < 0.(3)
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Ïðåæäå âñåãî â [12] äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîé òî÷êèM∗ ìîæíî óêàçàòü ïðè R=−H11(0, x
∗
2, . . .

. . . , x∗n−1) 6= 0 òàêóþ ìàëóþ îêðåñòíîñòü íà ìíîãîîáðàçèè xn = 0, èç êàæäîé
òî÷êè êîòîðîé ïðè x1 > 0 âûõîäèò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
áåñêîíå÷íîóäàðíîìó äâèæåíèþ. Ýòî äâèæåíèå îêàí÷èâàåòñÿ â íåêîòîðîé
òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ x1 = 0, xn = 0.

Çàòåì äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òå î ð åì à 3.1. Äëÿ ëþáîé òàêîé òî÷êè M∗ ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü íà
ìíîãîîáðàçèè xn = 0, èç êàæäîé òî÷êè M êîòîðîé ïðè x1 > 0 âûõîäèò ôà-
çîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåñêîíå÷íîóäàðíîìó äâèæåíèþ. Ýòî
äâèæåíèå îêàí÷èâàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ xn = 0, x1 = 0.
Ïðè ýòîì âñå òî÷êè Mj = T j(M), j = 1, 2, 3, . . . , ëåæàò íà îäíîé è òîé æå
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M èíòåãðàëüíîé êðèâîé (�âñïîìîãàòåëüíûå ñêîëüçÿùèå
äâèæåíèÿ�) ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi
dx1

= fi(x1, . . . , xn−1), i = 2, n− 1,(4)

ãäå ôóíêöèè fi ∈ Cm−2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàõîäèòñÿ âèä îòîáðàæåíèÿ T

x̄1 = Rx1 + x1ϕ1 = g1,

x̄i = xi + x1(ci + ϕi) = gi, i = 2, n− 1,
(5)

ãäå

R = −H11(0, x
∗
2, . . . , x

∗
n−1) (0 < R < 1), ci = −bi − 2aia

−1
1 ,

bi =H1i(0, x
∗
2, . . . , x

∗
n−1), ϕj(0, x

∗
2, . . . , x

∗
n−1) = 0, j = 1, n− 1, ϕj ∈Cm−1,

aj = Φj(0, x
∗
2, . . . , x

∗
n−1, 0), j = 1, n− 1.

Ôóíêöèè fi èç (4) íàõîäÿòñÿ èç òîæäåñòâ

∂gi
∂x1

+

n−1∑

j=2

∂gi
∂xj

fj = fi(M1)


∂g1
∂x1

+

n−1∑

j=2

∂g1
∂xj

fj


 , i = 2, n− 1,(6)

ãäå fi = ci/(R− 1) + f̃i è f̃i = 0 ïðè M =M∗.

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ (6) ñîñòàâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê è ñî-
îòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû â [13].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ x1, xi − x∗i , i = 2, n− 1, ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (6) ìîæíî óêàçàòü, èñïîëüçóÿ (5), ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ:

f s+1
i = −ci − ϕi − x1


∂ϕi

∂x1
+

n−1∑

j=2

∂ϕi

∂xj
f sj


+

+ f si (M1)


R+ ϕ1 + x1


∂ϕ1

∂x1
+

n−1∑

j=2

∂ϕ1

∂xj
f sj




 , i = 2, n− 1, s = 0, 1, 2, . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 îïèðàåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ýòî-
ãî ïðîöåññà è ãëàäêîñòè åãî ðåøåíèÿ.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííîãî îïèñàíèÿ áåñêîíå÷-
íîóäàðíûõ äâèæåíèé.

3.1. Íàõîæäåíèå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé
áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé

Ïóñòü òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1)�(2), âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè M(x1 > 0,
x2, . . . , xn−1) ìíîãîîáðàçèÿ xn = 0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîóäàðíîå
äâèæåíèå, îêàí÷èâàþùååñÿ â òî÷êå M∗(0, x∗2, . . . , x

∗
n−1) ìíîãîîáðàçèÿ (3). Òî-

ãäà êîîðäèíàòû òî÷êè M∗ ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè x1 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî â êà÷åñòâå òî÷êè M∗ ìîæíî âçÿòü òî÷êó
(0, x2, . . . , xn−1), è óðàâíåíèå (4) â ñèëó (6) ïðèìåò âèä

dxi
dx1

= fi(0, x2, . . . , xn−1) + x1
∂fi(0, x2, . . . , xn−1)

∂x1
+ . . . =

=
ci(x2, . . . , xn−1)

R− 1
+ . . . , i = 2, n− 1,

ãäå

ci = −H1i(0, x2, . . . , xn−1)− 2Φi(0, x2, . . . , xn−1, 0)[Φ1(0, x2, . . . , xn−1, 0)]
−1,

R = −H11(0, x2, . . . , xn−1),

ìíîãîòî÷èå â ôîðìóëàõ îçíà÷àåò íàëè÷èå ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè ïî x1 îòíîñèòåëüíî ðÿäîì ñòîÿùèõ. Îòñþäà

x∗i = xi +

0∫

x1

fi(x1, . . . , xn−1)dx1 = xi +
ci

1−R
x1 + . . . , i = 2, n− 1.(7)

Åñëè t íå âõîäèò â ñïèñîê ïåðåìåííûõ xi, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âðåìå-
íè t∗ îêîí÷àíèÿ áåñêîíå÷íîóäàðíîãî äâèæåíèÿ äîñòàòî÷íî, ïîëàãàÿ yi = xi,
i = 1, n− 1, yn+1 = xn, yn = t, ðàññìîòðåòü îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ y1, . . .
. . . , yn+1 íîâóþ ñèñòåìó ñ óäàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, êîòîðàÿ èìååò âèä
(1)�(2). Â íîâîé ñèñòåìå óðàâíåíèÿ (1) ïðèìóò âèä

ȳi = Hi

(
y−1 , . . . , y

−
n−1, y

−
n+1

)
, i = 1, n− 1,

ȳn = y−n , yn+1 = Hn

(
y−1 , . . . , y

−
n−1, y

−
n+1

)
,

óðàâíåíèÿ (2), îïðåäåëåííûå â îáëàñòè yn+1 > 0, � âèä

ẏi = Φi (y1, . . . , yn−1, yn+1), i = 1, n− 1,

ẏn = 1, ẏn+1 = Φn (y1, . . . , yn−1, yn+1),

à óäàðíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò íà ãèïåðïëîñêîñòè yn+1 = 0. Â íîâîé
ñèñòåìå ôîðìóëà (7) ïðèìåíèìà äëÿ ïåðåìåííîé yn, îòêóäà

t∗ = t+
2

(R− 1)Φ1(0, x2, . . . , xn−1, 0)
x1 + . . . ,

ãäå t � âðåìÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå âûõîäó ôàçîâîé òðàåêòîðèè èç òî÷êè M ,
ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò íàëè÷èå ÷ëåíîâ íå íèæå 2-ãî ïîðÿäêà ïî x1.
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3.2. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé

Íà ìíîãîîáðàçèè xn = 0 ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âñïîìîãàòåëüíûå ñêîëüçÿùèå
äâèæåíèÿ � ãëàäêèå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó M∗ ìíîãîîá-
ðàçèÿ x1 = 0, xn = 0, ẍn < 0. Èç ëþáîé òî÷êè òàêîé êðèâîé âûõîäÿò ôàçîâûå
òðàåêòîðèè áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé, îêàí÷èâàþùèõñÿ â îäíîé è òîé æå
òî÷êå M∗. ×òîáû ïðèáëèæåííî îòûñêàòü ýòó êðèâóþ, äîñòàòî÷íî íàéòè ïðè
äåéñòâèè îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé T−1, T−2, T−3, . . . îáðàçû òî÷êè M , ëåæà-
ùåé âáëèçè M∗, è ðÿäà òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
M è T−1(M).

Íàïðèìåð, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â ñëó÷àå ïåðåìåùåíèÿ
ñ ïîäáðàñûâàíèåì äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè âèáðîòðàíñ-
ïîðòèðîâàíèÿ îïèñûâàåòñÿ, åñëè òîëüêî q > 0, â âèäå [18, ñ. 23]

d2q

dt2
= q̈ =W sin t− 1, W > 0.

Åñëè ïðè äîñòèæåíèè ìíîãîîáðàçèÿ q = 0 çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ñêîðîñòè ðàâíî q̇ = q̇− < 0, òî â ñèñòåìå ïðîèñõîäÿò ìãíîâåííûå óäàðíûå
âçàèìîäåéñòâèÿ ïî ôîðìóëàì [18, ñ. 24]

q̇+ = −Rq̇−, 0 < R < 1.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 1 ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ x1 = q̇, x2 = t, x3 = q
äàííàÿ ñèñòåìà ïðèìåò âèä (1)�(2), ãäå Φ1 =W sinx2 − 1, Φ2 = 1, Φ3 = x1,
H11 = −R, H12 = 0, n = 3. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ R = 0,5, W = 0,5 âñå
òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ x1 = 0, xn = x3 = 0 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè îñîáåííîñòÿ-
ìè, â ñèëó (3), ÷åòâåðòîãî òèïà (òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå xn = q = 0, ẋn = q̇ = 0,
ẍn = q̈ =W sin t− 1 < 0).

×àñòü ôàçîâûõ êðèâûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé áûëà ïî-
ëó÷åíà â ýòîì ñëó÷àå óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì. Äâå èç íèõ ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 1, ãäå òî÷êè (q̇, t = 0) è (q̇, t = 2π) ïðåäïîëàãàþòñÿ îòîæäåñòâëåííû-
ìè. Âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êàõ îäíîé êðèâîé âñïî-

2p

30 6
.
q

t

Ðèñ. 1. Âèä äâóõ òðàåêòîðèé âñïîìîãàòåëüíûõ ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé îäíîé
ñèñòåìû âèáðîïåðåìåùåíèÿ ïðè R = 0,5, W = 0,5.
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ìîãàòåëüíûõ ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåñêîíå÷íîóäàðíûå
äâèæåíèÿ, îêàí÷èâàþùèåñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé êðèâîé ñ îñüþ t. Ñòðåë-
êàìè (íà êðèâîé) óêàçàíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ (âäîëü êðèâîé) òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ ýòîé êðèâîé ñ áåñêîíå÷íîóäàðíûìè äâèæåíèÿìè (ïðè óâåëè÷åíèè
âðåìåíè).

4. Îñîáåííîñòè êà÷åñòâåííîé ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
â ìàëîé îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé îñîáåííîñòè øåñòîãî òèïà

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ëîêàëüíîé îñîáåííîñòèM∗ øåñòîãî
òèïà îáùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì ìîãóò áûòü çàìåíîé
ïåðåìåííûõ ïðèâåäåíû ê ñëåäóþùåìó âèäó. Ìãíîâåííîå óäàðíîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ïðîèñõîäèò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè xn = 0, ïî äîñòèæåíèè êîòîðîé ôàçî-
âûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn−1 ìåíÿþòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî (ïåðåìåííàÿ xn îñòàåò-
ñÿ ðàâíîé íóëþ) ñîãëàñíî (1), à ïðè xn > 0 èçìåíåíèå ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ
ïîä÷èíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

ẋ1 = dx1/dt = x1Φ11(x1, . . . , xn) + x2Φ12(x1, . . . , xn) +

+ xnΦ1n(x1, . . . , xn) = Φ1,

ẋi = dxi/dt = Φi(x1, . . . , xn), i = 2, . . . , n− 1,

ẋn = dxi/dt = x1Φn1(x1, . . . , xn) + xnΦnn(x1, . . . , xn) = Φn.

(8)

Çäåñü: Φn1(x1, . . . , xn−1, 0) > 0, Φ12(0, x2, . . . , xn−1, 0) > 0, Φ2(0, . . . , 0) < 0,
t � âðåìÿ. Ôóíêöèè Φi, i = 2, . . . , n− 1, Φ11,Φ12,Φ1n,Φn1,Φnn ïðèíàäëåæàò
êëàññó Cm(Ω̄), m > 5, ãäå Ω � íåêîòîðàÿ ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (x1 =
= 0, . . . , xn = 0) â Rn, à ôóíêöèè H1j ∈ Cm(Ω̄0), j = 1, . . . , n− 1, ãäå Ω0 �
íåêîòîðàÿ ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (x−1 = 0, . . . , x−n−1 = 0) íà ìíîãîîáðàçèè
xn = 0, x1 6 0. Òî÷êà M∗ = (0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ëî-
êàëüíîé îñîáåííîñòüþ.

Â ñèëó (8) â òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ x1 = 0, xn = 0 ïðè x2 > 0 âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ẋn = 0, ẍn = x2Φ12(0, x2, . . . , xn−1, 0)Φn1(0, x2, . . . , xn−1, 0) > 0,
ïðè x2 < 0 � ñîîòíîøåíèÿ ẋn = 0, ẍn < 0. Â òî÷êåM∗ = (0, . . . , 0) èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ

ẋn = 0, ẍn = 0, x···n = Φ2(0, . . . , 0)Φ12(0, . . . , 0)Φn1(0, . . . , 0) < 0.(9)

Ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1), (8) â îêðåñòíîñòè òî÷êè M∗

ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M∗, ðàññìàòðèâàåìîé ëîêàëüíîé îñîáåííî-
ñòè øåñòîãî òèïà, ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû (8) îïðåäåëÿþò òî÷å÷íîå îòîá-
ðàæåíèå T1 ìíîãîîáðàçèÿ xn = 0, x1 > 0 â ìíîãîîáðàçèå xn = 0, x1 6 0. Ýòî
ïðîèñõîäèò â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è â ñèëó (9). Ïîýòîìó äëÿ òî-
÷åê (x1 > 0, x2, . . . , xn−1) èç ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå T = T2T1 ìíîãîîáðàçèÿ xn = 0, x1 > 0 â ñåáÿ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì t ôóíêöèé
xi(t) = ϕi(t, x1, . . . , xn−1), i = 1, n, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå ñèñòåìû (8), ïðî-
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xn

x1

M1

M2

M *

n1

n2

x2 - xn - 1

Ðèñ. 2. Çäåñü ñïëîøíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû òðàåêòîðèè ñèñòåìû (8), à
øòðèõîâûìè � ñîåäèíåíû îáðàçû è ïðîîáðàçû ôàçîâûõ òî÷åê ïðè îòîáðà-
æåíèè (1).

õîäÿùåå ïðè t = 0 ÷åðåç òî÷êó (x1 > 0, x2, . . . , xn−1, 0), ìîæíî íàéòè âèä îòîá-
ðàæåíèÿ T :

x̄1 =

[
x1 + t

(
x2(a12 + . . .) + x1(a11 + . . .)

)
+

+ t2
(
a2a12
2

+ . . .

)
+ t3A1

]
(−R+ . . .) = g1(x1, . . . , xn−1, t),

x̄i = xi + t(ai + . . .) +Ait
2 +

[
x1 + t

(
x2(a12 + . . .) + x1(a11 + . . .)

)
+

+ t2
(
a2a12
2

+ . . .

)
+A1t

3

]
(bi + . . .) = gi(x1, . . . , xn−1, t), i = 2, n− 1,

(10)

ãäå

bi = H1i(0, . . . , 0), 0 < R = −H11(0, . . . , 0) < 1,

à âåëè÷èíà t > 0 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

gn(x1, . . . , xn−1, t) = x1(1 + . . .) + t

[
x1(ã+ . . .) + x2

(
a12
2

+ . . .

)]
+

+ t2
(
a12a2
6

+ . . .

)
+ t3An(x1, . . . , xn−1, t) = 0.

(11)
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Çäåñü: ai = Φi(0, . . . , 0), aij = Φij(0, . . . , 0), i, j = 1, n, a2 < 0, a12 > 0; ã � íåêî-
òîðîå ÷èñëî; 0 < θi < t, i = 1, n; Aj (j = 1, n) � íåêîòîðûå ôóíêöèè, îãðà-

íè÷åííûå íà ìíîæåñòâå
∑n−1

i=1 |xi| 6 r, |t| 6 r1 (÷èñëà r, r1 > 0); gi ∈ Cm,
i = 1, n− 1.

Òåïåðü ìîæíî íàéòè óðàâíåíèå äëÿ ìíîæåñòâà ν1(îáðàç ìíîæåñòâà xn = 0,
x1 = 0, x2 > 0 ïðè îòîáðàæåíèè T ):

x̄1 = x̄22

(
−3a12

8a2
R+ . . .

)
= x̄22ν̃1(x̄2, . . . , x̄n−1) = ν1,

ν̃1 ∈ Cm−2, 0 < R = −H11(0, . . . , 0) < 1,

(12)

ãäå x̄2 = x2(−2 + . . .) 6 0 ïðè
∑n−1

i=2 |xi| 6 r1 è r1 � äîñòàòî÷íî ìàëî.

Ðàññìàòðèâàÿ ìíîæåñòâà

n−1∑

i=2

|xi| 6 r, 0 < x1 6 x22ν̃N (x2, . . . , xn−1) = νN , x2 < 0,

ãäå x1 = νN � îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ x1 = 0, xn = 0, x2 > 0 ïðè äåéñòâèè îòîá-
ðàæåíèÿ TN , ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.1. Ñóùåñòâóþò òàêèå äîñòàòî÷íî ìàëûå ÷èñëà r è r0

(r, r0 > 0), ÷òî èç êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà Gr

n−1∑

i=1

|xi| 6 r; xn = 0; x1 > 0 èëè x1 = 0, x2 > 0,(13)

âûõîäèò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1), (8), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé áåñ-
êîíå÷íîóäàðíîå äâèæåíèå, êîòîðîå îêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ

xn = 0, x1 = 0, x2 < 0,

n−1∑

i=2

|xi| 6 r0.

5. Îïèñàíèå áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé â ñëó÷àå
ëîêàëüíîé îñîáåííîñòè øåñòîãî òèïà

Áåñêîíå÷íîóäàðíûå äâèæåíèÿ, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 4.1, äîïóñ-
êàþò îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ ãëàäêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èõ èí-
òåãðàëüíûå êðèâûå � âñïîìîãàòåëüíûå ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ. (Íà ðèñ. 1
êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè M1 è M2, èçîáðàæàåò òðàåêòîðèþ òàêèõ
äâèæåíèé).

Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðîèçâåñòè çàìåíó êîîðäèíàò

x1 = y1y
2
2, xi = yi, i = 2, . . . , n− 1.(14)

Äëÿ ëþáîãî y01 > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå âåëè÷èíû r∗ = r∗(y01) > 0 è δ∗ =
= δ∗(y01) > 0, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ

y01 − δ∗ 6 y1 6 y01 + δ∗,
n−1∑

i=2

|yi| 6 r∗, y2 < 0(15)
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îòîáðàæåíèå T èìååò âèä

ȳ1 =
[
G1(y1, t̃) + q̃1(y1, . . . , yn−1, t̃)

] [
G2(t̃) + q̃2(y1, . . . , yn−1, t̃)

]−2
=

= y1g̃1(y1, . . . , yn−1) = q1(y1, . . . , yn−1),

ȳ2 = y2
(
G2(t̃) + q̃2(y1, . . . , yn−1, t̃)

)
=

= y2 + y2y1g̃i(y1, . . . , yn−1) = q2(y1, . . . , yn−1),

ȳi = yi + y2q̃i(y1, . . . , yn−1, t̃) =

= yi + y2y1g̃i(y1, . . . , yn−1) = qi(y1, . . . , yn−1), i = 3, . . . , n− 1,

(16)

ãäå t̃ íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Gn(y1, t̃) + q̃n(y1, . . . , yn−1, t̃) = qn(y1, . . . , yn−1) = 0,(17)

t̃ ∈ Cm−2 è èìååò â ñèëó (17) âèä

t̃ = t̃(y1, y2, . . . , yn−1), t̃(y01, 0, . . . , 0) = 3(y0 − 1)(2a2)
−1,

y0 =
√

1− 8a2y01(3a12)
−1.

(18)

Çäåñü

q̃j ∈ Cm−2, j = 1, . . . , n; q̃k(y1, 0, . . . , 0, t̃)≡ 0, k = 1, 2, n;

q̃i(y1, 0, . . . , 0, t̃)≡ ait̃, i = 3, . . . , n− 1;

G1 = −R
(
y1 + a12t̃+ a2a12t̃

2/2
)
, G2 = 1 + a2t̃,

Gn = y1 + a12t̃/2 + a2a12t̃
2/6,

g̃1(0, . . . , 0) = R, g̃2(0, . . . , 0) = −2a2a
−1
12 , g̃i(0, . . . , 0) = −2aia

−1
12 .

Òå î ð åì à 5.1. Ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû òàêèå ôóíêöèè fi è ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ âåëè÷èíà r∗1 > 0, ÷òî ïðè âñåõ 0 < r 6 r∗1 äëÿ ëþáîé òî÷êè M
ìíîæåñòâà Dr, çàäàâàåìîãî óñëîâèÿìè

0 < x1, x1 = ax22, x2 < 0,
n−1∑

i=2

|xi| 6 r − a, 0 < a 6 r, xn = 0,(19)

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

âñå òî÷êè Mj = T j(M), j = 1, 2, 3, . . . , ëåæàò íà ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dyi
dy1

= fi (y1, . . . , yn−1), i = 2, . . . , n− 1,(20)

ãäå

fi = y2f̃i ∈ Cm−4(D̄r
1),

73



Dr
1 � ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâàìè

n−1∑

i=1

|yi| 6 r, y1 > 0, y2 6 0.(21)

Ïóñòü Er îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì

n−1∑

i=2

|xi| 6 r, xn = 0, 0 < x1 6 ν1(x2, . . . , xn−1), x2 < 0,(22)

ãäå ôóíêöèÿ ν1 îïðåäåëÿåòñÿ â (12).

Òå î ð åì à 5.2. Ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû òàêèå ôóíêöèè fi è ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ âåëè÷èíà r∗2 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M ìíîæåñòâà Er∗

2 ,
çàäàâàåìîãî óñëîâèÿìè (22) ïðè r = r∗2, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

âñå òî÷êè Mj = T j(M), j = 1, 2, 3, . . . , ëåæàò íà ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M
èíòåãðàëüíîé êðèâîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (20), ãäå fi ∈
∈ Cm−4, fi = y2f̃i, f̃i ∈ Cm−5.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñì. â Ïðèëîæåíèè.

6. Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííîãî îïèñàíèÿ
ëîêàëüíîé îñîáåííîñòè øåñòîãî òèïà

6.1. Íàõîæäåíèå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé

Â ñèëó (Ï.10) ñèñòåìà (20) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä

dyi
dy1

= fi(y1, . . . , yn−1) =

= y2

(
− 2ai/

[
a12(1−R)

]
+ . . .

)
, i = 2, . . . , n− 1.

Ïîýòîìó ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ
â òî÷êå (y1, . . . , yn−1), ðàâíû

y∗i = yi +

0∫

y1

fi(y1, . . . , yn−1)dy1 =

= yi + y1y2

(
2ai

a12(1−R)
+ . . .

)
, i = 2, n− 1,

ìíîãîòî÷èå â ôîðìóëàõ îçíà÷àåò íàëè÷èå ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè ïî y2 . . . , yn−1 îòíîñèòåëüíî ðÿäîì ñòîÿùèõ.

Âðåìÿ t∗ îêîí÷àíèÿ áåñêîíå÷íîóäàðíîãî äâèæåíèÿ, â ñèëó ðàññóæäåíèé
ðàçäåëà 3.1, èìååò âèä

t∗ = t+ y1y2

(
2

a12(1−R)
+ . . .

)
.
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Ðèñ. 3. Îáëàñòü áåñêîíå÷íîóäàð-
íûõ äâèæåíèé (çàøòðèõîâàíà) îä-
íîé ñèñòåìû âèáðîïåðåìåùåíèÿ.

Ðèñ. 4. Âèä òðåõ òðàåêòîðèé âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé
îäíîé ñèñòåìû âèáðîïåðåìåùåíèÿ.

6.2. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé

Çäåñü íà ïðèìåðå êîíêðåòíîé çàäà÷è èç ðàçäåëà 3.2 ïîêàçàíû ïðè R = 0,5,
W = 3:

îáëàñòü áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé [14] (ðèñ. 3), â êîòîðîé ðåàëèçóþòñÿ
óêàçàííûå íèæå òðàåêòîðèè;

âñïîìîãàòåëüíûå ñêîëüçÿùèå äâèæåíèÿ (ðèñ. 4), âêëþ÷àÿ òðàåêòîðèþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (q̇ = 0, t1 = arcsin(W−1)) � ëîêàëüíóþ îñîáåííîñòü
5-ãî òèïà.

Ñòðåëêè íà ðèñ. 4 èìåþò òîò æå ñàìûé ñìûñë, ÷òî è íà ðèñ. 1. Òî÷êà
(q̇ = 0, t2), t2 = π − t1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîêàëüíóþ îñîáåííîñòü 6-ãî òèïà,
òî÷êè (q̇ = 0, t2 < t 6 2π) � ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè 4-ãî òèïà.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ îïèñàíèå äâèæåíèé
âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû íàèáîëåå îáùåãî âèäà, ñîñòîÿùèõ èç óäàðíûõ äâè-
æåíèé (ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ) è áåçóäàðíûõ äâèæåíèé (äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ). Òàêîé ñèíòåç äâèæåíèé ðàçíûõ òèïîâ ïðåäñòàâëÿåò îñíîâíóþ
òðóäíîñòü äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèé âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì. Ýòè ðàçíîòèïíûå
äâèæåíèÿ ÷åðåäóþòñÿ áåñ÷èñëåííîå ÷èñëî ðàç, à îïèñàííûé çäåñü ðåçóëüòàò
òàêèõ ÷åðåäîâàíèé � ãëàäêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (õîòÿ äàæå ïðî-
ñòåéøèå âèáðîóäàðíûå ñèñòåìû äî ñèõ ïîð íå èìåþò ïîëíîãî îïèñàíèÿ).

Òàêîå îïèñàíèå íåîáõîäèìî äëÿ ïðàâèëüíîãî è ãðàìîòíîãî âû÷èñëåíèÿ
ïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ â âèáðîóäàðíûõ ñèñòåìàõ, â ÷àñòíîñòè áåñêîíå÷íî-
óäàðíûõ äâèæåíèé, äëÿ ïîäñ÷åòà âñåâîçìîæíûõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèé â
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óêàçàííûõ ñèñòåìàõ (íàïðèìåð, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [20] ïðè ðàñ÷åòå ñðåä-
íåé ñêîðîñòè âèáðîïåðåìåùåíèÿ, âêëþ÷àÿ ðåæèìû, èìåþùèå ó÷àñòêè áåñêî-
íå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé). À äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ çíàíèå ìîìåíòà (è âðåìåíè)
îêîí÷àíèÿ áåñêîíå÷íîóäàðíûõ äâèæåíèé.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 5.1. Äàëåå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ(y1, . . .
. . . , yn−1) èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

ϕ = ϕ(y1, . . . , yn−1), ϕ(M1) = ϕ(ȳ1, . . . , ȳn−1),

ãäå

M1 = T (M) = (ȳ1, . . . , ȳn−1), M = (y1 > 0, y2, . . . , yn−1).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ fi, i = 2, . . . , n− 1, ñîñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû â [13]. Â äàííîì ñëó÷àå
ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

∂qi
∂y1

+

n−1∑

j=2

∂qi
∂yj

fj = fi(M1)


∂q1
∂y1

+

n−1∑

j=2

∂q1
∂yj

fj


 , i = 2, . . . , n− 1,(Π.1)

à îòîáðàæåíèå T çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (15). Óðàâíåíèÿ (Ï.1) ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â âèäå

q̃2y2 + y2y1
∂q̃2
∂y1

+

n−1∑

j=3

y2y1
∂q̃2
∂yj

fj +

(
1 + y1q̃2 + y1y2

∂q̃2
∂y2

)
f2 =

= f2(M1)


q̃1 + y1

∂q̃1
∂y1

+

n−1∑

j=2

y1
∂q̃1
∂yj

fj


 ,

q̃iy2 + y1y2
∂q̃i
∂y1

+

n−1∑

j=3,j 6=i

y2y1
∂q̃i
∂yj

fj +

+

(
y1q̃i + y1y2

∂q̃i
∂y2

)
f2 +

(
1 + y2y1

∂q̃i
∂yi

)
fi =

= fi(M1)


q̃1 + y1

∂q̃1
∂y1

+
n−1∑

j=2

y1
∂q̃1
∂yj

fj


 , i = 3, . . . , n− 1.

(Π.2)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (Ï.2) ìîæíî èñêàòü â òàêîé ôîðìå:

fi = y2f̃i, i = 2, . . . , n− 1.(Π.3)
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Òîãäà (Ï.2) ïðèìóò âèä

q̃2 + y1
∂q̃2
∂y1

+

n−1∑

j=3

y1y2
∂q̃2
∂yj

f̃j +

(
1 + y1q̃2 + y1y2

∂q̃2
∂y2

)
f̃2 =

= f̃2(M1)(1 + y1q̃2)


q̃1 + y1

∂q̃1
∂y1

+

n−1∑

j=2

y1y2
∂q̃1
∂yj

f̃j


 ,

q̃i + y1
∂q̃i
∂y1

+

n−1∑

j=3, j 6=i

y1y2
∂q̃i
∂yj

f̃j +

+

(
y1q̃i + y1y2

∂q̃i
∂y2

)
f̃2 +

(
1 + y2y1

∂q̃i
∂yi

)
f̃i =

= f̃i(M1)(1 + y1q̃2)


q̃1 + y1

∂q̃1
∂y1

+

n−1∑

j=2

y1y2
∂q̃1
∂yj

f̃j


 , i = 3, . . . , n− 1.

(Π.4)

Óðàâíåíèÿ (Ï.4) óäîáíåå çàïèñàòü â âèäå

ψi0 + f̃i +

n−1∑

j=2

ψij f̃j = f̃i(M1)


ψ10 +

n−1∑

j=2

ψ1j f̃j


 , i = 2, . . . , n− 1,(Π.5)

ãäå

ψ10(y1 = 0, . . . , yn−1 = 0) = R, ψk0(0, . . . , 0) = −2aka
−1
12 , k = 2, . . . , n− 1;

ψij(0, . . . , 0) = 0, i = 1, . . . , n− 1, j = 2, . . . , n− 1;

ψij ∈ Cm−4, i = 1, . . . , n− 1, j = 0, 2, 3, . . . , n− 1.

Òåïåðü äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ yi, i = 1, . . . , n− 1, ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (Ï.5) ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

f̃ s+1
i = −ψi0 −

n−1∑

j=2

ψij f̃
s
j + f̃ si (M1)


ψ10 +

n−1∑

j=2

ψ1j f̃
s
j


 ,

i = 2, . . . , n− 1, s = 0, 1, 2, . . .

(Π.6)

à) C õ î ä èì î ñ ò ü ï ð î ö å ñ ñ à (Ï.6). Ïóñòü íîðìà íåïðåðûâíûõ â Dr
1 âåê-

òîðíûõ ôóíêöèé f̃ s = (f̃ s2 , . . . , f̃
s
n−1) ðàâíà

‖f̃ s‖ = max
M∈Dr

1

{
n−1∑

i=2

|f̃ si |
}
,(Π.7)

ãäå Dr
1 � ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâàìè (21); r � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà,

ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ; r 6 r0; r0 � âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ â ëåììå 4.1.
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Òîãäà äëÿ äâóõ ñåðèé íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé f̃ s = (f̃ s2 , . . . , f̃
s
n−1)

è h̃s = (h̃s2, . . . , h̃
s
n−1), ïîëó÷àåìûõ èç (Ï.6), èìååò ìåñòî

f̃ s+1
i − h̃s+1

i = −
n−1∑

j=2

ψij(f̃
s
j − h̃sj) + ψ10

[
f̃ si (M1)− h̃si (M1)

]
+

+
n−1∑

j=2

ψ1j

[
f̃ si (M1)f̃

s
j − h̃si (M1)h̃

s
j + h̃si (M1)f̃

s
j − h̃si (M1)f̃

s
j

]
=

=

n−1∑

j=2

(
−ψij + h̃si (M1)ψ1j

)
(f̃ sj − h̃sj) +

+


ψ10 +

n−1∑

j=2

ψ1j f̃
s
j



(
f̃ si (M1)− h̃si (M1)

)
.

Îòñþäà,

n−1∑

i=2

∣∣∣f̃ s+1
i − h̃s+1

i

∣∣∣ 6
n−1∑

j=2

n−1∑

i=2

∣∣∣∣−ψij + h̃si (M1)ψ1j

∣∣∣∣
∣∣∣f̃ sj − h̃sj

∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
ψ10 +

n−1∑

j=2

ψ1j f̃
s
j

∣∣∣∣∣∣

n−1∑

i=2

∣∣∣f̃ si (M1)− h̃si (M1)
∣∣∣ .

Ïîýòîìó

(Π.8)
∥∥∥f̃ s+1 − h̃s+1

∥∥∥ 6 max
M∈Dr

1





n−1∑

i=2

n−1∑

j=2

∣∣∣∣ψji − h̃sj(M1)ψ1i

∣∣∣∣
∣∣∣f̃ si − h̃si

∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
ψ10 +

n−1∑

j=2

ψ1j f̃
s
j

∣∣∣∣∣∣

n−1∑

i=2

∣∣∣f̃ si (M1)− h̃si (M1)
∣∣∣



 .

Èñïîëüçóÿ (16), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî M1 = T (M) ∈ Dr
1, åñëè M ∈ Dr

1.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ(y1, . . . , yn−1)

max
M∈Dr

1

|ϕ(M1)| 6 max
M∈Dr

1

|ϕ(M)|.(Π.9)

Åñëè f̃i, f̃i ∈ C0(D̄r
1), i = 2, . . . , n− 1, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (Ï.6), òî

ñïðàâåäëèâî

f̃i = −2ai[a12(R− 1)]−1 + f̂i,

ãäå

f̂i(y1 = 0, . . . , yn−1 = 0) = 0.
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Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

f̃ si = 2ai[a12(1−R)]−1 + f̂ si , h̃si = 2ai[a12(1−R)]−1 + ĥsi ,

i = 2, . . . , n− 1, s = 0, 1, 2, . . . ,
(Π.10)

ãäå f̂ si , ĥ
s
i � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è f̂ si (y1 = 0, . . . , yn−1 = 0) = ĥsi (y1 = 0, . . .

. . . , yn−1 = 0) = 0.

Ïóñòü ïðè M ∈ Dr
1 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

|f̂ si | < K, |ĥsi | < K, i = 2, . . . , n− 1,(Π.11)

ãäå K � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, s = 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ âûòåêà-
þùèå èç (Ï.6) ðàâåíñòâà

f̂ s+1
i = −ψi0 + ψi0

∣∣∣∣
yj=0,j=1,...,n−1

−
n−1∑

j=2

ψij

(
2aj [a12(1−R)]−1 + f̂ sj

)
+

+
(
2ai[a12(1−R)]−1 + f̂ si (M1)

)[
ψ10 − ψ10|yj=0,j=1,...,n−1 +

+

n−1∑

j=2

ψ1j

(
2aj [a12(1−R)]−1 + f̂ sj

)]
+Rf̂ si (M1),

i = 2, . . . , n− 1, s = 0, 1, 2, . . . ,

è óìåíüøàÿ (ïðè íåîáõîäèìîñòè) â (21) âåëè÷èíó r, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîë-
íåíèÿ (Ï.11) âî âñåì ìíîæåñòâå Dr

1 ïðè ëþáûõ s.

Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê (Ï.8), ìîæíî ñ ïîìîùüþ (Ï.9)�(Ï.11) òàê ïîäîáðàòü

ìíîæåñòâî Dr∗∗
1 = Dr∗∗

1 (f̃0, h̃0) (çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ â (21) âåëè÷èíû r), ÷òî
â íîðìå (Ï.7)

∥∥∥f̃ s+1 − h̃s+1
∥∥∥ 6 0,5(1 +R)

∥∥∥f̃ s − h̃s
∥∥∥ , s = 0, 1, 2, . . . .(Π.12)

Íåðàâåíñòâî (Ï.12) ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå (â ñèëó [19, ñ. 103] ïîëíî-

òû ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ â D̄r
1 ôóíêöèé) ðåøåíèÿ f̃i, i = 2, . . . , n− 1,

óðàâíåíèé (Ï.4) â êëàññå C0 (íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) â çàìêíóòîì ìíîæå-

ñòâå Dr∗∗
1 (f̃0, h̃0).

á) Ã ë à ä ê î ñ ò ü ð åø å í è ÿ. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå (16) èìååò âèä (Ï.1)
èç [13], à ðîëü ìíîæåñòâà Dr â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû â [13]
ìîæåò èãðàòü ìíîæåñòâî Dr

1, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâàìè (21) äàííîé ðàáîòû
è îáëàäàþùåå àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì (T (Dr

1)⊂Dr
1), òî èìåþò ìåñòî óñòàíîâ-

ëåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû [13] åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
(Ï.1) äàííîé ðàáîòû è ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

fi ∈ Cm−4(D̄r∗
1 ), i = 2, . . . , n− 1,
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ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè r∗, ãäå â ñèëó åäèíñòâåííîñòè è (Ï.3) fi =

= y2f̃i.

Ïîýòîìó çíà÷åíèå r∗1 = min{r∗, r∗∗, r∗} óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ òåîðå-
ìû.

Òåîðåìà 5.1 äîêàçàíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 5.2. Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, äëÿ ëþáîãî
y01 > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå âåëè÷èíû r∗ = r∗(y01), δ

∗ = δ∗(y01), ÷òî ïðè óñëîâè-
ÿõ (15) îòîáðàæåíèå T ïðèíèìàåò âèä (16), (17). Ñîñòàâëÿÿ, êàê è ðàíåå [13],
ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (20), ìîæíî ïðèéòè ê (Ï.1). Ïî òåîðåìå 5.1 ðåøåíèå ýòèõ

óðàâíåíèé ïðè (y1, . . . , yn−1) ∈ D
r∗
1

1 ñóùåñòâóåò è èìååò âèä fi = y2f̃i ∈ Cm−4,

f̃i ∈ Cm−5, i = 2, . . . , n− 1, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå T ïðèíèìàåò âèä (16).

Èç (Ï.1) ïðè fi = y2f̃i, i = 2, . . . , n− 1, ñëåäóåò

n−1∑

j=2

(
∂qi
∂yj

− ȳ2f̃i(M1)
∂q1
∂yj

)
f̃j = y−1

2 ȳ2f̃i(M1)
∂q1
∂y1

− y−1
2

∂qi
∂y1

,

i = 2, . . . , n− 1.

(Π.13)

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (16), ìîæíî ïîëó÷èòü

n−1∑

j=2

[
∂q2
∂yj

− y2

(
G2(t̃) + q̃2(y1, . . . , yn−1, t̃)

)
f̃2(M1)

∂q1
∂yj

]
f̃j =

=
(
G2(t̃) + q̃2(y1, . . . , yn−1, t̃)

)
f̃2(M1)

∂q1
∂y1

−

−
(
∂G2(t̃)

∂t̃
t̃′y1 +

∂q̃2(y1, . . . , yn−1, t̃)

∂y1
+
∂q̃2(y1, . . . , yn−1, t̃)

∂t̃
t̃′y1

)
,

n−1∑

j=2

[
∂qi
∂yj

− y2
(
G2(t̃) + q̃2(y1, . . . , yn−1, t̃)

)
f̃i(M1)

∂q1
∂yj

]
f̃j =

=
(
G2(t̃) + q̃2(y1, . . . , yn−1, t̃)

)
f̃i(M1)

∂q1
∂y1

−

−
(
∂q̃i(y1, . . . , yn−1, t̃)

∂y1
+
∂q̃i(y1, . . . , yn−1, t̃)

∂t̃
t̃′y1

)
, i = 3, . . . , n− 1.

(Π.14)

Íà (Ï.14), ò.å. è íà (Ï.13), ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíî-

ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ f̃i, i = 2, . . . , n− 1, ïðè óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíû f̃i(M1),
i = 2, . . . , n− 1, èçâåñòíû.

Â ñèëó (16)�(18) â òî÷êåM0 = (y1 = y01, y2 = 0, . . . , yn−1 = 0) ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïðîèçâîäíûå èìåþò çíà÷åíèÿ

∂q2
∂y2

∣∣∣∣
M0

= 1 + a2t̃
∣∣∣
M0

= (3y0 − 1)/2,
∂q2
∂yj

∣∣∣∣
M0

= 0, j = 3, . . . , n− 1,
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∂qi
∂yi

∣∣∣∣
M0

= 1,
∂qi
∂yj

∣∣∣∣
M0

= 0, j = 3, 4, . . . , i− 1, i+ 1, i+ 2, . . . , n− 1,

∂qi
∂y2

∣∣∣∣
M0

= ait̃
∣∣∣
M0

= 3ai(y
0 − 1)(2a2)

−1, i = 3, . . . , n− 1,

ãäå

y0 =
√

1− 8a2y01(3a12)
−1 > 1.

Îòñþäà, ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ∆ ñèñòåìû (Ï.13), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn−1, â òî÷êå M0 èìååò çíà÷åíèå

∆
∣∣∣
M0

= (3y0 − 1)/2 6= 0.

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ r∗ è δ∗ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
y1, . . . , yn−1, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (15), èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∆ 6= 0,(Π.15)

ò.å. èç ñèñòåìû (Ï.13) ìîæíî îäíîçíà÷íî íàéòè f̃i ∈ Cm−5, i = 2, . . . , n− 1,

çíàÿ f̃i(M1) ∈ Cm−5.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â ðàçäåëå 4, ñóùåñòâóåò òàêîå ìà-
ëîå r̃∗ > 0, ÷òî ïðè

0 < x1 6 r̃∗x22, x2 < 0,

n−1∑

i=2

|xi| 6 r̃∗

îòîáðàæåíèå T â êîîðäèíàòàõ (14) èìååò âèä (16). Îòñþäà ãëàâíûé îïðå-
äåëèòåëü ∆ ñèñòåìû (Ï.13) â òî÷êå M0

0 = (y1 = 0, y2 = 0, . . . , yn−1 = 0) ðàâåí

∆
∣∣∣
M0

0

= 1 6= 0.

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ r̃∗∗ è δ̃∗ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
y1, . . . , yn−1, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì

0 6 y1 6 δ̃∗,

n−1∑

i=2

|yi| 6 r̃∗∗, y2 6 0,

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (Ï.15).

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îòðåçêà A =
[
δ̃∗, −3a12R(4a2)

−1
]
íàéäåòñÿ êîíå÷-

íîå ÷èñëî òî÷åê y01 ýòîãî îòðåçêà òàêèõ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü èíòåðâàëîâ
(y01 − δ∗(y01), y

0
1 + δ∗(y01)), îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèÿìè (Ï.15) è (15), îáðàçóåò êî-

íå÷íîå ïîäïîêðûòèå îòðåçêà A. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêîå ìàëîå çíà÷åíèå
r∗∗1 > 0, ìèíèìàëüíîå èç çíà÷åíèé r∗ = r∗(y01) èç (15) è çíà÷åíèÿ r̃∗∗, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé

0 6 y1 6 −3a12R(4a2)
−1, y2 6 0,

n−1∑

i=2

|yi| 6 r∗∗1(Π.16)

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (Ï.15).
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Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå.

Óòâ å ðæä å í è å Ï.1. Ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå P > 0 è òàêîå ìàëîå
r∗2 > 0, ÷òî îáðàç TP (Er∗

2 ) ìíîæåñòâà Er∗
2 , çàäàâàåìîãî íåðàâåíñòâàìè (22)

ïðè r = r∗2, ëåæèò âíóòðè ìíîæåñòâà D
r∗
1

1 .

Çäåñü âåëè÷èíà r∗1 îïðåäåëÿåòñÿ â òåîðåìå 5.1, ìíîæåñòâî Dr
1 çàäàåòñÿ

óñëîâèÿìè (21), r∗2 6 r∗∗1 , ïðè÷åì ïðè
n−1∑
i=2

|yi| 6 r∗2, y2 6 0 èìååò ìåñòî

ν̃1(y2, . . . , yn−1) 6 −3a12R(4a2)
−1.

Ïðè ýòîì, âñå îáðàçû T (Er∗
2 ), T 2(Er∗

2 ), . . . , TP (Er∗
2 ) ìíîæåñòâà Er∗

2 è ñàìî

ìíîæåñòâî D
r∗
1

1 ëåæàò âíóòðè ìíîæåñòâà (Ï.16).

Òîãäà â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè (Ï.15) è òåîðåìû 5.1 â ëþáîé òî÷êå ìíî-

æåñòâà Er∗
2 ìîæíî íàéòè èç ñèñòåìû (Ï.13) çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f̃i ∈ Cm−5,

i = 2, . . . , n− 1.

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè fi = y2f̃i, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé (Ï.1), ÿâëÿþòñÿ áîëåå ãëàäêèìè (åäèíñòâåííîñòü ôóíêöèé fi óñòà-
íàâëèâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì óòâåðæäåíèÿ Ï.1 è òåîðå-
ìû 5.1). Òî÷íåå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ fi = y2f̃i, ìîæíî ïîâòîðèòü ïðîâå-
äåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ (íî óæå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé fi, i = 2, . . . , n− 1)
è ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r = r∗2 â ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà Er∗

2

ìîæíî íàéòè èç ñèñòåìû (Ï.1) çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fi ∈ Cm−4.

Òåîðåìà 5.2 äîêàçàíà.
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1. Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [1], è ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå
ñïåöèàëüíîãî DIRECT-ïîäîáíîãî ìåòîäà óñëîâíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè
äëÿ çàäà÷

Q∗ = minQ(x), x ∈ X,(1)

X =
{
x ∈ D = [a, b]⊂ RN : g(x) 6 0

}
,(2)

ãäå âåêòîðû a è b êîíå÷íû, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Q è ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíèÿ g
ìîãóò ñëîæíî çàâèñåòü îò x è ñ÷èòàþòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûìè. Êîíêðåò-
íûå òðåáîâàíèÿ íà íèõ áóäóò óêàçàíû äàëåå, íî ñ÷èòàåì, ÷òî ìèíèìóì â
(1)�(2) ñóùåñòâóåò â îáû÷íîì èëè ðàñøèðåííîì ñìûñëå ñîãëàñíî [1], ãäå
ïîä ðàñøèðåííîé ïîíèìàåòñÿ òðàêòîâêà (1)�(2) ïðè X = ∅ êàê çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè íåâÿçêè g(x) íà D. Åñëè îãðàíè÷åíèé íåðàâåíñòâ â (2) íåñêîëü-
êî, òî â (1)�(2) îíè çàìåíÿþòñÿ îäíèì îãðàíè÷åíèåì ñ ôóíêöèåé âèäà
g(x) = max{g1(x), . . . , gm(x)}. Ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ôîðìà çàäà-
íèÿ ôóíêöèé è ñóùåñòâåííîñòü âðåìåíè èõ âû÷èñëåíèÿ. Ýòî äåëàåò îïðàâ-
äàííûì ðàçðàáîòêó äëÿ (1)�(2) ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïëàíèðîâàíèè íîâûõ
òî÷åê èñïûòàíèé, èñõîäÿ èç ïðèíÿòûõ òðåáîâàíèé îïòèìàëüíîñòè ê èõ ðàç-
ìåùåíèþ.

Ïîòðåáíîñòü â òàêèõ ìåòîäàõ âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, âêëþ÷àÿ
ðàçðàáîòêó ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå ñî-
âðåìåííûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ ïî çàäàííûì (êàê ïðà-
âèëî, ëèíåéíûì) öåëåâûì âûõîäàì (íàïðèìåð, [2�6]) ìîãóò åùå íå ïîëíîñòüþ
óäîâëåòâîðÿòü êîíñòðóêòîðà-ðàçðàáîò÷èêà, òàê êàê åãî åùå ÷àñòî èíòåðåñóåò
óìåíüøåíèå èëè îãðàíè÷åíèå ñîäåðæàòåëüíûõ íåëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé êà-
÷åñòâà (òàêèõ êàê âðåìÿ îêîí÷àòåëüíîãî âõîæäåíèÿ îòêëèêîâ íåëèíåéíîé
ñèñòåìû â æåëàåìóþ îêðåñòíîñòü âõîäíîãî çàäàþùåãî ñèãíàëà, âåëè÷èíû

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà
�Ìàòåìàòèêà òåõíîëîãèé áóäóùåãî�.
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ïåðåðåãóëèðîâàíèé è ò.ï.). Îïòèìàëüíàÿ íàñòðîéêà òàêèõ êðèòåðèåâ ìîæåò
áûòü âûïîëíåíà ÷èñëåííî â ôîðìå ðåøåíèÿ çàäà÷ âèäà (1)�(2) ïî îñòàâøèì-
ñÿ ñâîáîäíûì ïàðàìåòðàì ïåðâè÷íîãî àëãîðèòìà ñèíòåçà ðåãóëÿòîðà. Çàìå-
òèì, ÷òî íåëèíåéíûå êðèòåðèè â òàêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî èìåþò ðàçðûâû ëèáî
çà ñ÷åò ýôôåêòà áèôóðêàöèé, ëèáî èç-çà ñàìîãî âèäà êðèòåðèÿ (íàïðèìåð,
ðàçðûâû õàðàêòåðíû äëÿ óêàçàííîãî âûøå êðèòåðèÿ �âðåìåíè âõîæäåíèÿ�).
Â [7] èñïîëüçîâàíèå ïðÿìîé ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà
ìîäåëüíîì ïðèìåðå, ïðè÷åì ìåòîäîâ ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè îêàçàëîñü íåäî-
ñòàòî÷íî.

Ïðèìåíåíèå ê òàêèì çàäà÷àì ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ëèïøèöåâîé ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè, èñïîëüçóþùèõ îöåíêè êîíñòàíò Ëèïøèöà ïî ðåçóëüòàòàì èçìå-
ðåíèé ôóíêöèé (íå ïðåòåíäóÿ íà îáùíîñòü, óêàæåì ëèøü íåñêîëüêî ìåòîäîâ
èç [8�12]), âûçîâåò íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ýòèõ îöåíîê ïðè ïîÿâëåíèè ðàçðûâîâ
â îêðåñòíîñòÿõ ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ýòî ïðèâåäåò ê âûðîæäåíèþ ìåòîäîâ
â ïî÷òè ðàâíîìåðíûé ïåðåáîð.

Çàäà÷àìè óêàçàííîãî âûøå òèïà åùå â ïåðèîä 1978�90 ãã. çàíèìàëàñü ãðóï-
ïà â îòäåëå Þ.È. Íåéìàðêà â ÍÈÈ Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè
ïðè ÃÃÓ (íûíå ÍÍÃÓ) èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. Ýòî áûëè êðóïíûå õîçäîãî-
âîðíûå ðàáîòû ïî çàêàçó ðÿäà ïðåäïðèÿòèé. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âèäà (1)�(2),
ñâÿçàííûõ ñ îïòèìàëüíîé íàñòðîéêîé ñëåäÿùèõ ñèñòåì ïî 4�5 îñíîâíûì ïà-
ðàìåòðàì, ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû óñëîâíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ àäàï-
òèâíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, ðàçðàáîòàííûå â [13] äëÿ íåêîòîðûõ
ïîäêëàññîâ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ìåòîäû îñíîâûâàëèñü íà îáùåé
êîíöåïöèè, ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäëîæåííîéÞ.È. Íåéìàðêîì â [14, ãë. VIII, � 7],
ïåðâûé âàðèàíò ðåàëèçàöèè êîòîðîé ïðåäñòàâëåí â [15]. Ìåòîäû îáëàäàëè
ñõîäèìîñòüþ çà ñ÷åò âñþäó ïëîòíîãî â ïðåäåëå ðàçìåùåíèÿ òî÷åê èñïûòà-
íèé. Îäíàêî â [13] äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ áûëè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè
îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè ðàçìåùåíèÿ èñïûòàíèé, äîêàçûâàþùèå ñóùåñòâåí-
íóþ íåðàâíîìåðíîñòü òàêîãî ðàçìåùåíèÿ. Íåäîñòàòêîì ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿ-
ëàñü íåâîçìîæíîñòü èõ òî÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèè, à íàëè÷èå ëèøü
ïðèáëèæåííîé.

Ìåòîäû ñ íåñêîëüêî ïîõîæèì ïîâåäåíèåì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíî-
âå ñîâåðøåííî äðóãîãî ïîäõîäà, ëåæàùåãî â îñíîâå îðèãèíàëüíîãî ìåòîäà
DIRECT (îò Dividing Rectangles), ïðåäëîæåííîãî â [16] 1993 ã. Ýòîò ìåòîä,
õîòÿ è îòíîñèòñÿ ê ëèïøèöåâîé îïòèìèçàöèè, â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðèìåíèì
è ê çàäà÷àì ñ íàëè÷èåì ðàçðûâîâ. Èñõîäíàÿ âåðñèÿ ìåòîäà ïîñòðîåíà â [16]
äëÿ çàäà÷ íà ãèïåðèíòåðâàëå D áåç ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé

f∗ = f(x∗) = min f(x), x ∈ D = [a, b]⊂ RN .(3)

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèïøèöåâîé ñ êîíñòàíòîé Lf = L. Îäíàêî
çíà÷åíèå L ñ÷èòàåòñÿ íåèçâåñòíûì, íå îöåíèâàåòñÿ è ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñ-
ëîì èç äèàïàçîíà [0,∞). DIRECT ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ ìå-
òîäîâ ëèïøèöåâîé îïòèìèçàöèè èìåííî îòêàçîì îò âîçìîæíîãî îöåíèâàíèÿ
è èñïîëüçîâàíèÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé êîíñòàíòû L. Îí îòíîñèòñÿ ê êîìïî-
íåíòíûì ìåòîäàì, èñïîëüçóåò àäàïòèâíîå ðàçáèåíèå íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâàD
íà êîìïîíåíòû-ãèïåðèíòåðâàëû Di = [ai, bi], â öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ ci êîòî-
ðûõ ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ ôóíêöèè f .
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Êðàòêî ïîÿñíèì ïðèíöèï ðàáîòû. Ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè êîíñòàíòû
Ëèïøèöà Lf = L ëåãêî âû÷èñëèòü íèæíþþ îöåíêó çíà÷åíèé f äëÿ êàæäîãî
ãèïåðèíòåðâàëà ñ öåíòðîì â ci

f−i (L) = f−(L,Di) = fi − Ldi/2, fi = f(ci),

ãäå di = diam(Di) = ‖bi − ai‖. Â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëåå ïðèîðèòåòíûì äëÿ íî-
âûõ èçìåðåíèé ñëåäóåò ñ÷èòàòü ãèïåðèíòåðâàë Dt ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì
íèæíåé îöåíêè ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó â ìåòîäå DIRECT çíà÷åíèå Lf = L íåèç-
âåñòíî, îí èñïîëüçóåò èíîå ïðàâèëî îòáîðà äåëèìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâDt. Îíî
îñíîâàíî íà äâóõ ïðèíöèïàõ. Ïåðâûé � íåäîìèíèðóåìîñòü

∃L ∈ [0,∞) : f−(L,Dt) = min
{
f−(L,Di) : i = 1, . . . ,Mk

}
,(4)

ãäå Mk � êîëè÷åñòâî ãèïåðèíòåðâàëîâ ïîñëå k èòåðàöèé, ò.å. íåäîìèíèðóå-
ìûì ÿâëÿåòñÿ ãèïåðèíòåðâàë, ÿâëÿþùèéñÿ �ëó÷øèì� õîòÿ áû ïðè îäíîì èç
çíà÷åíèé L. Âòîðîé � äîñòàòî÷íàÿ óëó÷øàåìîñòü äîñòèãíóòîãî ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî õîòÿ áû ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ L èç (4) è çàäàííûõ ηk > 0 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

f−(L,Dt) 6 fk∗ − ηk, fk∗ = min
{
f(xi) : i = 1, . . . , nk

}
,(5)

ãäå xi � òî÷êè âûïîëíåííûõ èçìåðåíèé, nk � èõ ÷èñëî (â îðèãèíàëüíîì
DIRECT âñåãäà nk =Mk).

Ãèïåðèíòåðâàëû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (4) è (5), íàçûâàþò ïîòåíöè-
àëüíî îïòèìàëüíûìè. Èìåííî òàêèå ãèïåðèíòåðâàëû DIRECT âûäåëÿåò äëÿ
äåëåíèÿ íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè. Â [16] íàéäåíî ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå, ïîçâîëÿþùåå ëåãêî íàõîäèòü ìíîæåñòâî ãèïåðèíòåðâàëîâ Dt, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ (4)�(5). Åñëè ñîïîñòàâèòü ãèïåðèíòåðâàëàì Di òî÷êè íà ïëîñ-
êîñòè (d/2, f) ñ êîîðäèíàòàìè (di/2, fi), ãäå di = ‖bi − ai‖, fi = f(ci), è äîáà-
âèòü ê íèì òî÷êó (0, fk∗−ηk), òî ìíîæåñòâó òî÷åê (dt/2, ft) ïîòåíöèàëüíî îïòè-
ìàëüíûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ Dt ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû ïðàâîé-íèæíåé ÷àñòè
ãðàíèöû âûïóêëîé ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê (di/2, fi), âêëþ-
÷àÿ äîïîëíèòåëüíóþ. Äëÿ âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíîãî âûäåëåíèÿ (dt/2, ft)
è, ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèÿ äåëèìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ Dt èñïîëüçóþò ïðà-
âèëî Ãðýõåìà [17].

Äëÿ äðîáëåíèÿ âûáðàííûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ ìåòîä ïðèìåíÿåò ñõåìó èõ äå-
ëåíèÿ íà òðè ðàâíûå ÷àñòè ïî áîëüøåìó ðåáðó (ñì. îïèñàíèå â [18]). Ñ èñïîëü-
çîâàíèåì öåíòðàëüíîé ñõåìû èçìåðåíèé ïðè äåëåíèè îäíîãî Dt äîñòàòî÷íî
ïðîâåñòè òîëüêî äâà íîâûõ èçìåðåíèÿ f(x) â öåíòðàõ êðàéíèõ èç òðåõ íîâûõ
ãèïåðèíòåðâàëîâ, ïîñêîëüêó â öåíòðå ñðåäíåãî ðåçóëüòàò óæå èçâåñòåí.

Çàìåòèì, ÷òî ñàìà ñõåìà äåëåíèÿ íà òðè â ðåêóðñèâíîé ðåàëèçàöèè èñ-
ïîëüçîâàëàñü â ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ çàäà÷ (1)�(2) è (3) çíà÷èòåëüíî
ðàíüøå, åùå â ïðîãðàììíîé ðàçðàáîòêå Compromiss Solver ÂÖ ÀÍ ÑÑÑÐ
80-õ ãã. XXâ. (ïðåäòå÷å ìåòîäà äåëåíèÿ íà òðè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äåëåíèÿ íà
äâà, êîòîðûé áûë îïóáëèêîâàí â [19]).

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ DIRECT. Îáøèð-
íàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïðèâåäåíà â [8]. Óêàæåì íà íåêîòîðûå. Îðèãèíàëüíûé
DIRECT îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî óòî÷íÿåò íàéäåííûå îöåíêè ðåøåíèÿ, â [20]
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ïðåäëîæåíà äîñòàòî÷íî óäà÷íàÿ ëîêàëüíî-îðèåíòèðîâàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ.
Â [21] ïîñòðîåí, à òàêæå îïèñàí â [8] áîëåå ýôôåêòèâíûé âàðèàíò ìåòîäà [16]
äëÿ çàäà÷ (3), ðàáîòàþùèé ïî äèàãîíàëüíîé ñõåìå äåëåíèÿ íà òðè (â êàæäîì
ãèïåðèíòåðâàëå ïðîâîäèòñÿ íå îäíî, à äâà èçìåðåíèÿ íà êîíöàõ ñïåöèàëü-
íî îðèåíòèðóåìûõ ãëàâíûõ äèàãîíàëåé, îáðàçóþùèõ âìåñòå ýôôåêòèâíóþ
äèàãîíàëüíóþ êðèâóþ, ïîñòðîåíèå êîòîðîé áûëî ðàíåå ïðåäëîæåíî â [22]).
Â [21] êðîìå äâóõòî÷å÷íîé äèàãîíàëüíîé ñõåìû èçìåðåíèé ïðèìåíåí òàêæå
ñïåöèàëüíûé ìåõàíèçì áàëàíñèðîâêè ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé ñòðàòåãèé ïî-
èñêà çà ñ÷åò èñêóññòâåííûõ óñå÷åíèé ìíîæåñòâ ïîòåíöèàëüíî îïòèìàëüíûõ
ãèïåðèíòåðâàëîâ, ÷òî óëó÷øèëî ñõîäèìîñòü ê ãëîáàëüíîìó ðåøåíèþ. Â [23]
ïîëó÷åíî íåòðèâèàëüíîå îáîáùåíèå ìåòîäà DIRECT íà çàäà÷è ñ âû÷èñëèìîé
ëèïøèöåâîé ïðîèçâîäíîé, êîíñòàíòà Ëèïøèöà êîòîðîé íåèçâåñòíà è ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ íà ïðîìåæóòêå [0,∞); ìåòîä ïîñòðîåí äëÿ çàäà÷ (3) ñ ðàçìåð-
íîñòüþ N = 1. Â [24] ìåòîä èç [23] ðàñïðîñòðàíåí íà ìíîãîìåðíûå çàäà÷è ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíîé íåöåíòðàëüíîé îäíîòî÷å÷íîé ñõåìû ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà D â çàäà÷å (3). Òàêæå â 2001 ã. ïîëó÷åí êîíöåïòóàëüíî áëèçêèé ê
DIRECT ìåòîä äëÿ çàäà÷ (1)�(2) ñ íåñêîëüêèìè îãðàíè÷åíèÿìè, âòîðîå èç-
äàíèå 2009 ã. ýòîé ïóáëèêàöèè ïðèâåäåíî â [18]. Ïðåäñòàâëåííûé â [18] ìåòîä
â îòëè÷èå îò [1] èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíî ñêîíñòðóèðîâàííûé íà ñëó÷àé íàëè-
÷èÿ îãðàíè÷åíèé ïîäõîä ê âûäåëåíèþ äåëèìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ. Ïðèíöèï
èõ âûäåëåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îðèãèíàëüíîãî DIRECT.

Çàìåòíûé èíòåðåñ ê DIRECT-ïîäîáíûì ìåòîäàì ïðèâåë ê ïðîâåäåíèþ
â [25] ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ
íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ [16, 20, 21] ýòîãî ñåìåéñòâà â ñîïîñòàâëåíèè ñ ãðóïïîé ýâ-
ðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, âêëþ÷àÿ ýâîëþöèîííî-ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Òåñòè-
ðîâàíèå ïðîâåäåíî íà çàäà÷àõ áåç ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ðàçìåðíîñòè
N = 5, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðîñòîé è ñëîæíûé êëàññû èç 100 òåñòîâûõ ôóíê-
öèé GKLS ãåíåðàòîðà (åãî îïèñàíèå ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [8]). Ðåçóëüòàòû,
ïðåäñòàâëåííûå â [25], ïîêàçàëè, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå èçìå-
ðåíèé nk ðåøåíèå ñ íàèáîëüøåé íàäåæíîñòüþ îáåñïå÷èâàåòñÿ èìåííî äèàãî-
íàëüíîé ðåàëèçàöèåé DIRECT, ïðåäñòàâëåííîé â [21], è îñîáåííî íà êëàññå
ñëîæíûõ òåñòîâûõ çàäà÷. Ýòî àêòóàëèçèðóåò ðàçðàáîòêó äèàãîíàëüíîé âåð-
ñèè îäíîòî÷å÷íîãî âàðèàíòà ìåòîäà [1] â çàäà÷àõ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè.

Â [1] ïðåäëîæåíî äâà ïîäõîäà ê îáîáùåíèþ ìåòîäà DIRECT íà çàäà÷è ñ
îãðàíè÷åíèÿìè. Îáà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ïðåäñòàâëåííîãî â [18]. Ïåð-
âûé ïîäõîä ñâîäèò èñõîäíóþ çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé ñ ïåðåñòðàèâàåìîé öåëåâîé ôóíêöèåé. Âòîðîé îñíîâàí
íà íåïîñðåäñòâåííîì ðàñïðîñòðàíåíèè ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ DIRECT íà çà-
äà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Â îáîèõ ïîäõîäàõ â [1] ïðèìåíåíà ñõåìà äåëåíèÿ íà
òðè ñ èçìåðåíèåì ôóíêöèé â öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ (äàëåå èçìåðåíèÿ ôóíêöèé
çàäà÷è íàçûâàåì èñïûòàíèåì). Äàííàÿ ñòàòüÿ îáîáùàåò âòîðîé èç ïîäõîäîâ,
ïðåäëîæåííûõ â [1], íà äâóõòî÷å÷íóþ äèàãîíàëüíóþ ñõåìó èçìåðåíèé [22],
èñïîëüçîâàííóþ â [21]. Ïðè ýòîì èñïûòàíèÿ çàäà÷è â ãèïåðèíòåðâàëàõ Dt

ïðîâîäÿòñÿ â äâóõ òî÷êàõ at, bt, ðàñïîëîæåííûõ íà êîíöàõ îäíîé èç ãëàâíûõ
äèàãîíàëåé. Îðèåíòàöèÿ ýòîé äèàãîíàëè îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì
ñîãëàñíî áåçûçáûòî÷íîé ñòðàòåãèè ðàçáèåíèÿ, ïðåäëîæåííîé â [22] (îïèñà-
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íà òàêæå â [8, 21]). Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è,
ïîÿñíèì îñíîâû ïîäõîäà è òåðìèíîëîãèþ, èñïîëüçîâàííóþ â [1] è äàëåå ïðè-
ìåíÿåìóþ.

Ïîñêîëüêó â çàäà÷àõ ñ îãðàíè÷åíèåì (1)�(2) äîáàâëÿåòñÿ ôàêòîð äîïó-
ñòèìîñòè èëè íåäîïóñòèìîñòè òî÷åê èçìåðåíèé, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ ïóñòîòû
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X. Ïðè X 6= ∅ öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ýëåìåí-
òîâ x∗ èç ìíîæåñòâà X∗ ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ çàäà÷è. Â ñëó÷àå ïóñòîòû
(X = ∅), ñëåäóÿ [1], íåÿâíî òðàêòóåì ðåøåíèå â ðàñøèðåííîì ñìûñëå, êàê
îïðåäåëåíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà x∗ íåâÿçêè â îãðàíè÷åíèÿõ (ïðåäïîëàãà-
åòñÿ ÷òî ýòîò ìèíèìóì ñóùåñòâóåò):

g∗ = g(x∗) = min g(x), x ∈ D = [a, b]⊂ RN .

Ìíîæåñòâî òàêèõ ìèíèìóìîâ ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåì ÷åðåç X∗.

Äàëåå óäîáíî òðàêòîâàòü ýòó çàäà÷ó êàê çàäà÷ó c äîáàâëåííûì ôóíêöèî-
íàëüíûì îãðàíè÷åíèåì g̃(x) 6 0, çàäàííûì ôèêòèâíîé ôóíêöèåé g̃(x)≡−1.

Çàìåòèì, ÷òî â (1)�(2) ïðè X 6= ∅ è íàëè÷èè äîïóñòèìûõ è íåäîïóñòèìûõ
ïîäìíîæåñòâ òî÷åê ðàçëè÷èÿ çíà÷åíèé Q(x) íà ïîäìíîæåñòâàõ ñ íàðóøåíèåì
îãðàíè÷åíèé íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà X∗ � ìíîæåñòâî ãëîáàëüíûõ ìèíè-
ìóìîâ çàäà÷è. Îäíàêî íàëè÷èå ñëèøêîì ìàëûõ çíà÷åíèé Q â íåäîïóñòèìûõ
îáëàñòÿõ ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà ïðîöåññ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïî-
ýòîìó öåëåâóþ ôóíêöèþ â (1) ïðè X 6= ∅ öåëåñîîáðàçíî çàìåíèòü ôóíêöèåé
âèäà

f(x) = max{Q(x);Q∗ − ξ}, ξ > 0.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå â óñëîâíîì ãëîáàëüíîì ìèíèìóìå Q∗ íåèçâåñòíî, çà-
ìåíèì åãî òåêóùåé îöåíêîé Q∗

k. Â ðåçóëüòàòå ìåòîä ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé
äàëåå áóäåò ïðèìåíåí íå ê ðåøåíèþ çàäà÷è â ôîðìå (1)�(2), à ê ñïåöèàëüíî
ìîäèôèöèðîâàííîé, âîçíèêàþùåé èç óêàçàííûõ âûøå çàìåí

min fk(x), x ∈ Xk,(6)

Xk =
{
x ∈ D = [a, b]⊂ RN : gk(x) 6 0

}
,(7)

ãäå k � íîìåð èòåðàöèè. Åå òî÷íûé âèä ïðèâåäåí â ðàçäåëå 2. ×òîáû íå
óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, äàëåå áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû k ó fk è gk, çàïèñûâàÿ
èõ êàê f è g. Ïðåäïîëîæåíèÿ î ôóíêöèÿõ äàëåå ïðèìåì ïî îòíîøåíèþ ê
çàäà÷å (6)�(7). Îíè áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò òðåáîâàíèé â [1].

Â [1] ïðåäïîëîæåíèÿ î ôóíêöèÿõ ñëåäóþùèå: f è g ëèïøèöåâû â åâ-
êëèäîâîé íîðìå ñ íåèçâåñòíûìè êîíñòàíòàìè Ëèïøèöà: Lf = L ∈ [0,∞) è
Lg ∈ [0, αL) (ãäå α > 0 � ââåäåííûé ïàðàìåòð êëàññà çàäà÷). Ïðè íåîãðàíè-
÷åííîì L çíà÷åíèå Lg òàêæå ìîæåò áûòü ñêîëüêî óãîäíî áîëüøèì. Ïðèíöèï
ïîòåíöèàëüíîé îïòèìàëüíîñòè ïðè îòáîðå äåëèìûõ íà èòåðàöèè ãèïåðèíòåð-
âàëîâ Dt â [1] çàìåíåí íà ìîäèôèöèðîâàííóþ ïîòåíöèàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü,
êîòîðàÿ ñîñòîèò â îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè äëÿ Dt òðåõ îñíîâíûõ ïðèí-
öèïîâ.

Ïåðâûé íàçîâåì ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî íàðóøåíèÿ, à èìåííî: èç ìíîæå-
ñòâàDk âñåõ ãèïåðèíòåðâàëîâ òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ âûäåëèì íà èòåðàöèè k ñî-

êðàùåííîå ïîäìíîæåñòâî D̃k ãèïåðèíòåðâàëîâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû òðå-
áîâàíèÿ:
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∄D′, D′′ ∈ D̃k, ÷òî åñëè ñ ó÷åòîì èçìåðåíèé f ′ = f(c′), f ′′ = f(c′′) âûïîëíåíî:

D′ 6=D′′, diam(D′) = diam(D′′), f ′= f ′′, g′= g(c′)>0, g′′= g(c′′)>0,(8)

òî g′ 6= g′′ è, êðîìå òîãî, åñëè ãèïåðèíòåðâàë òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ D′′ /∈ D̃k,

à D′ ∈ D̃k, òî èç âûïîëíåíèÿ äëÿ íèõ óñëîâèé (8) äîëæíî ñëåäîâàòü íåðàâåí-
ñòâî g′ < g′′.

Âòîðîé ïðèíöèï � ìîäèôèöèðîâàííîé íåäîìèíèðóåìîñòè. Ê ìîäèôèöèðî-

âàííî íåäîìèíèðóåìûì îòíåñåì âñå Dt ∈ D̃k, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì

∃L ∈ [0,∞):

f−(L,Dt) = min
{
f−(L,Di) : Di ∈ D̃k, ∃Lg ∈ [0, αL] : g−(Lg, Di) 6 0

}
,(9)

∃Lg ∈ [0, αL] : g−(Lg, Dt) 6 0.(10)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ � ïðÿìîå îáîáùåíèå ïðèíöèïà íåäîìèíèðóåìîñòè
ìåòîäà DIRECT, îïèñàííîãî, íàïðèìåð, â [8].

Òðåòèé ïðèíöèï � äîñòàòî÷íàÿ óëó÷øàåìîñòü. Ïóñòü fk∗ � òåêóùàÿ îöåíêà
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â (6)�(7) ïî ðåçóëüòàòàì èñïûòàíèé, òîãäà äëÿ Dt

èç D̃k ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè L, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (9)�(10), äîëæíî
òàêæå äëÿ çàäàííîãî ηk ñîáëþäàòüñÿ íåðàâåíñòâî

f−(L,Dt) 6 fk∗ − ηk, ηk > 0.(11)

Çäåñü íèæíèå îöåíêè ôóíêöèé èìåþò âèä:

f−i (L) = f−(L,Di) = fi−Ldi/2; g−i (L
g) = g−(Lg, Di) = gi−Lg di/2.(12)

Â [1] ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì âûäåëåíèÿ ãèïåðèíòåðâàëîâDt

ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè (9)�(11). Â ïðèìåíåííîé äëÿ ýòîãî òåõíèêå ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçîâàíà óäîáíàÿ ñòðóêòóðà íèæíåé îöåíêè çíà÷åíèÿ îãðàíè-
÷åíèÿ ïðè öåíòðàëüíîì èçìåðåíèè èç (12). Âàæíûì îêàçàëîñü òî, ÷òî çíàê
ïåðâîãî ýëåìåíòà gi â g

−(Lg, Di) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äîïóñòèìîñòü èëè
íåäîïóñòèìîñòü èçìåðåíèÿ, âûïîëíåííîãî â öåíòðå Di.

Â äâóõòî÷å÷íîì äèàãîíàëüíîì îáîáùåíèè [21] ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà
DIRECT (â çàäà÷àõ áåç îãðàíè÷åíèé) èñïîëüçîâàí äðóãîé âèä íèæíèõ îöå-
íîê ôóíêöèè f . Â äâóõòî÷å÷íîé ñõåìå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f â Di èçìåðåíà
â äâóõ òî÷êàõ ai, bi íà êîíöàõ âûáðàííîé ãëàâíîé äèàãîíàëè Di. Íèæíþþ
îöåíêó ôóíêöèè f ñòðîèì íà ýòîé äèàãîíàëè. Ïðè îáû÷íûõ äëÿ DIRECT
ïðåäïîëîæåíèÿõ î ëèïøèöåâîñòè f(x) ñ êîíñòàíòîé Lf = L ∈ [0,∞) ïîëó÷èì
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îöåíêè íà äèàãîíàëè

f−i (L) = f−(L,Di) =
fai + f bi

2
− L

di
2
.

Òàêîé âèä îöåíêè íå ïîäõîäèò äëÿ ôóíêöèè g(x) ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷å-
íèé, åñëè ñòðîèòü äâóõòî÷å÷íîå îáîáùåíèå ìåòîäà èç [1]. Äåéñòâèòåëüíî, â
îöåíêå òàêîãî âèäà äëÿ g(x) ïåðâûì ýëåìåíòîì áóäåò (gai + gbi )/2. Î÷åâèä-
íî, çíàê ýòîé ñóììû îäíîçíà÷íî íå âûäåëÿåò ñèòóàöèè íàëè÷èÿ äîïóñòèìîé
òî÷êè ñðåäè äâóõ èñïûòàíèé â ai, bi.
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Ïîýòîìó â äàííîé ñòàòüå ïðèìåíåí äðóãîé âèä íèæíèõ îöåíîê, âûòåêàþ-
ùèé èç èçìåíåííûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ f è g â çàäà÷å
(6)�(7). Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå g(x). Ïóñòü ïîëó÷åíû èçìåðåíèÿ gai , g

b
i íà

êîíöàõ ai, bi ãëàâíîé äèàãîíàëè äëèíû di ãèïåðèíòåðâàëà Di. Âû÷èñëèì çíà-
÷åíèå Lg

i = |gai − gbi |/di. Î÷åâèäíî, ÷òî â Di äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
Lg > Lg

i . Ïðèìåì çíà÷åíèå Lg äëÿ Di â âèäå Lg = Lg
i +∆Lg, ãäå ∆Lg áóäåì

ñ÷èòàòü îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ ãèïåðèíòåðâàëîâ. Òîãäà íèæíÿÿ îöåíêà çíà÷å-
íèé ôóíêöèè g íà äèàãîíàëè îò ai äî bi ïðèìåò âèä

g−i (∆L
g) = g−(∆Lg, Di) =

gai + gbi
2

− (Lg
i +∆Lg)

di
2

= Gi −∆Lg di
2
;

∆Lg
> 0,

(13)

ãäå Gi = min{gai ; gbi }. Ïðè ýòîì çíàê Gi îäíîçíà÷íî îïðåäåëèò íàëè÷èå äîïó-
ñòèìîãî èñïûòàíèÿ íà êîíöàõ èñïîëüçóåìîé äèàãîíàëè. Ýòî ïîçâîëèò íåïî-
ñðåäñòâåííî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû [1] íà ñëó÷àé äâóõòî÷å÷íûõ äèàãîíàëüíûõ
èçìåðåíèé.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

2.1. Ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé çàäà÷è

Ïóñòü âûïîëíåíî k èòåðàöèé íåêîòîðîãî ìåòîäà è ïðîâåäåíî nk èñïûòà-
íèé (èçìåðåíèé ôóíêöèé çàäà÷è) â òî÷êàõ xi ∈ D ñ ñîõðàíåíèåì â ïàìÿòè
çíà÷åíèé Qi, gi (i = 1, . . . , nk). Îïðåäåëèì ðåêîðäíîå çíà÷åíèå Q∗

k â (1)�(2):

Q∗
k =

{
min{Qi : gi 6 0, i = 1, . . . , nk}, åñëè ∃ gi 6 0,
+∞, åñëè ∀i = 1, . . . , nk : gi > 0.

(14)

Åñëè åùå íå íàéäåíî íè îäíîé äîïóñòèìîé òî÷êè, çíà÷åíèå Q∗
k = +∞, è

ñ ó÷åòîì ðàñøèðåííîé òðàêòîâêè ðåøåíèÿ âûïîëíèì ïåðåõîä îò ðåøåíèÿ
(1)�(2) ê çàäà÷å ïîèñêà ìèíèìóìà íåâÿçêè g(x) íà D äî òåõ ïîð, ïîêà íå
âñòðåòèòñÿ ïåðâàÿ äîïóñòèìàÿ òî÷êà. Äëÿ åäèíîîáðàçíîãî ðàññìîòðåíèÿ àë-
ãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïåðåéäåì îò èñõîäíîé ôîðìû çàäà÷è (1)�(2) ê åå èçìå-
íåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ â ôîðìå (6)�(7), ãäå ôóíêöèè fk(x) è gk(x) èìåþò
âèä:

fk(x) =

{
max{Q(x);Q∗

k − ξk}, Q∗
k 6= +∞,

g(x), Q∗
k = +∞;

(15)

gk(x) =

{
g(x), Q∗

k 6= +∞,

−1, Q∗
k = +∞.

(16)

Ïðè ïðîâåäåíèè èñïûòàíèé ýòîé çàäà÷è â òî÷êàõ xi âû÷èñëÿþòñÿ è ñî-
õðàíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ Qi è gi èñõîäíîé çàäà÷è, à âåëè÷èíû âñïîìîãàòåëüíûõ
ôóíêöèé fk(x

i) è gk(x
i) âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñîãëàñíî (15), (16) ïî ñîõðàíèâ-

øèìñÿ â ïàìÿòè ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé èñõîäíûõ ôóíêöèé. ×èñëåííûé ìå-
òîä ðåøàåò çàäà÷ó (6)�(7), (15), (16), êîòîðàÿ íà èòåðàöèÿõ ñàìà èçìåíÿåò
ñâîþ ñòðóêòóðó â çàâèñèìîñòè îò ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ (14). Òàêàÿ ôîðìà
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ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è óäîáíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà. Òåêóùåå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé öåëåâîé ôóíêöèè (15) îáîçíà÷èì

fk∗ = min
{
fk(x

i) : gk(x
i) 6 0, i = 1, . . . , nk

}
.(17)

Çíà÷åíèå fk∗ âñåãäà êîíå÷íî. Äàëåå, êàê óæå áûëî óêàçàíî âûøå, îáû÷íî
áóäåì îïóñêàòü ó âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé fk è gk íèæíèé èíäåêñ k.

2.2. Èñïîëüçîâàíèå áåçûçáûòî÷íîé äèàãîíàëüíîé ñòðàòåãèè ðàçáèåíèÿ

Ïîÿñíèì ïðàâèëà ðàçìåùåíèÿ òî÷åê èñïûòàíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè áåçûç-
áûòî÷íîé äèàãîíàëüíîé ñòðàòåãèè ðàçáèåíèÿ [22] (ñì. òàêæå [8]). Ïåðåä íà÷à-
ëîì ïîèñêà ïðîâîäèì äâà íà÷àëüíûõ èñïûòàíèÿ â âåðøèíàõ a è b èñõîäíîãî
ãèïåðèíòåðâàëà D, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì çíà÷å-
íèÿì êîîðäèíàò. Â ïîñëåäóþùåì êàæäûé èç äåëèìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ ðàç-
äåëÿåòñÿ íà òðè ðàâíûå ÷àñòè ïî ïåðâîìó èç åãî áîëüøèõ ðåáåð. Ó î÷åðåäíî-
ãî äåëèìîãî ãèïåðèíòåðâàëà Dt ïåðåä äåëåíèåì âñåãäà èìååòñÿ ïàðà âåðøèí
at è bt (íàçîâåì èõ àêòèâíûìè), â êîòîðûõ èñïûòàíèÿ óæå ïðîâåäåíû. Ýòè
âåðøèíû ëåæàò íà îäíîé èç ãëàâíûõ äèàãîíàëåé (äàëåå áóäåì íàçûâàòü åå
àêòèâíîé). Ýòè äèàãîíàëè ìîãóò èìåòü ðàçíûå îðèåíòàöèè. Ïóñòü r � äëèíà
äåëèìîãî ðåáðà, à e � íîðìèðîâàííûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç âåðøèíû at

âäîëü ýòîãî ðåáðà òàê, ÷òîáû e⊤
(
bt − at

)
> 0. Ñîãëàñíî [22] ïðè äåëåíèè Dt

âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè u è v, â êîòîðûõ ìîãóò ïðîâîäèòüñÿ íîâûå èñïûòàíèÿ:

u = at +
2

3
r e; v = bt − 2

3
r e.

Òðè íîâûõ ãèïåðèíòåðâàëà ïîðîæäàþòñÿ èç Dt ïî ñëåäóþùèì ïàðàì àê-
òèâíûõ âåðøèí (ñì. ðèñ. 1): at è v, v è u, u è bt.

Â [22] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïèñàííîì ñïîñîáå âûáîðà òî÷åê íîâûõ èçìåðåíèé
íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ àêòèâíûìè è äëÿ äðóãèõ ñìåæíûõ ãèïå-
ðèíòåðâàëîâ (ñì. ïðàâóþ ÷àñòü ðèñ. 1). Ïîýòîìó â íåêîòîðûõ èç íîâûõ òî÷åê
u èëè v èñïûòàíèÿ çàäà÷è ìîãóò áûòü óæå ïðîâåäåíû ðàíåå è ïîâòîðíî èõ

a
t

a
t

1

3 2

6

4

b
t

b
t

Dt

DS

D4

uu55

u

e

-e

v

v
D2

D1

D3

Ðèñ. 1. Ñëåâà � âûáîð íîâûõ òî÷åê èçìåðåíèé è îðèåíòàöèé àêòèâíûõ äèà-
ãîíàëåé ïðè äåëåíèè íà òðè âûáðàííîãî ãèïåðèíòåðâàëà ïî áåçûçáûòî÷íîé
äèàãîíàëüíîé ñòðàòåãèè â R3; ñïðàâà � ïðèìåð âîçìîæíîãî ðàçáèåíèÿ íà-
÷àëüíîãî D â R2: ïðè äåëåíèè D2 íîâàÿ òî÷êà u ñîâïàëà ñ òî÷êîé ïðåæíåãî
èñïûòàíèÿ ñ íîìåðîì 5.
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âûïîëíÿòü íå ñëåäóåò � ìîæíî èçâëå÷ü ãîòîâûå ðåçóëüòàòû èç ïàìÿòè, ýêî-
íîìÿ íà êîëè÷åñòâå èñïûòàíèé. Áûñòðîå âûïîëíåíèå îïåðàöèè ïîèñêà äëÿ
ïîñëåäóþùåãî èçâëå÷åíèÿ îáåñïå÷åíî ñîçäàíèåì ñïåöèàëüíî îðãàíèçîâàííîé
ñòðóêòóðû õðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèé.

2.3. Íîâàÿ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé çàäà÷è è äèàãîíàëüíîå îáîáùåíèå
DIRECT-ïîäîáíîãî ïðèíöèïà îòáîðà äåëèìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ

ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé

Ïóñòü íà èòåðàöèè k èìååòñÿ òåêóùåå ðàçáèåíèå Dk =
{
Dk

i

}Mk

i=1
íà÷àëü-

íîãî ìíîæåñòâà D íà ãèïåðèíòåðâàëû Di = Dk
i , ïîëó÷åííîå ïî áåçûçáûòî÷-

íîé äèàãîíàëüíîé ñòðàòåãèè ðàçáèåíèÿ [8, 22]. Â êàæäîì Di, â âåðøèíàõ
ai è bi, îêàí÷èâàþùèõ àêòèâíóþ äèàãîíàëü, ïðîâåäåíû èñïûòàíèÿ çàäà÷è.
Ïóñòü fai = f(ai), f bi = f(bi), gai = g(ai), gbi = g(bi) � ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Li = Lf
i =

∣∣∣fai − f bi

∣∣∣ /di, Lg
i =

∣∣∣gai − gbi

∣∣∣ /di.(18)

Ïðèìåì, ÷òî ôóíêöèè f è g, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (15) è (16),
ëèïøèöåâû â D ñ íîðìîé ‖·‖ è êîíñòàíòàìè Lf = L è Lg, ïðè÷åì â ãèïåð-
èíòåðâàëå Di çíà÷åíèÿ ýòèõ êîíñòàíò ñ èñïîëüçîâàíèåì (18) ïðåäñòàâèìû â
âèäå:

L = Li +∆L, Lg = Lg
i +∆Lg.

Ïðèðàùåíèÿ ∆L è ∆Lg íåîòðèöàòåëüíû è îäèíàêîâû äëÿ âñåõ ãèïåðèíòåð-
âàëîâ ðàçáèåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðèíòåðâàëàì ðàçáèåíèÿ íàçíà÷àþòñÿ
ðàçíûå ïî âåëè÷èíå ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò è îäèíàêîâûå
ïðèðàùåíèÿ ê íèì. Ââåäåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðèðà-
ùåíèå ∆L íåèçâåñòíî è åãî âåëè÷èíà ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, ò.å.
∆L ∈ [0,∞); çíà÷åíèå ∆Lg òàêæå íåèçâåñòíî, íî ∆Lg ∈ [0, α∆L], ãäå α > 0 �
ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð ìåòîäà. Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ
ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèè f âïåðâûå áûëè èñïîëüçîâàíû è ýêñïåðèìåíòàëüíî
èññëåäîâàíû â [26] ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé â R1.

Âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå (13), ïîëó÷èì ñëåäóþùèé âèä ìè-
íèìàëüíûõ çíà÷åíèé íèæíèõ îöåíîê ôóíêöèé f è g íà àêòèâíûõ äèàãîíàëÿõ
ãèïåðèíòåðâàëîâ Di:

f−i (∆L) = f−(∆L,Di) = Fi −∆Ldi/2,

g−i (∆L
g) = g−(∆Lg, Di) = Gi −∆Lg di/2,

(19)

Fi = min
{
fai ; f

b
i

}
, Gi = min

{
gai ; g

b
i

}
.(20)

Çíà÷åíèÿ Fi è Gi èç (20) íàçîâåì áàçîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ôóíêöèé
f è g íà ãèïåðèíòåðâàëå Di. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî íèæíèå
îöåíêè (19), (20) äâóõòî÷å÷íîé äèàãîíàëüíîé ñõåìû îòëè÷àþòñÿ îò àíàëî-
ãè÷íûõ îöåíîê öåíòðàëüíîé ñõåìû çàìåíîé ïðåæíèõ çíà÷åíèé fi, L, gi, L

g

íîâûìè Fi, ∆L, Gi, ∆L
g. Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ðÿä ôàêòîâ è ðàçðàáîòàòü

àëãîðèòìû, áëèçêèå ê ïîëó÷åííûì â [1].
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Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å 1. Ïîäìíîæåñòâîì ãèïåðèíòåðâàëîâ ñ íàèìåíüøèì íà-

ðóøåíèåì (îãðàíè÷åíèé) íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî D̃k ìíîæåñòâà âñåõ ãèïåð-
èíòåðâàëîâ òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ Dk, â êîòîðîå èç êàæäîé ãðóïïû ãèïåðèí-
òåðâàëîâ {D} ⊆Dk îäèíàêîâîãî äèàìåòðà, ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè áàçî-
âûõ õàðàêòåðèñòèê F è ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè G áàçîâûõ õàðàêòå-
ðèñòèê îãðàíè÷åíèé âêëþ÷åíû òîëüêî ãèïåðèíòåðâàëû ñ íàèìåíüøèì çíà-
÷åíèåì G â ýòîé ãðóïïå.

Ïðîâîäèìîå ñîêðàùåíèå Dk äî ïîäìíîæåñòâà D̃k ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì ïðè
ðåøåíèè ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è (6)�(7), êîãäà óæå îáíàðóæåíû äîïóñòèìûå
òî÷êè, ò.å. Q∗

k 6= +∞. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó (15)�(16) ìîæåò âîçíè-
êàòü çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ãèïåðèíòåðâàëîâ Di ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿ-
ìè Fi = Q∗

k − ξk è Gi > 0.

Îïð å ä å ë å í è å 2. Ãèïåðèíòåðâàë Dt ∈ Dk íàçîâåì ìîäèôèöèðîâàíî

íåäîìèíèðóåìûì íà èòåðàöèè k, åñëè Dt ∈ D̃k è ∃∆L ∈ [0,∞) òàêîå, ÷òî
äëÿ íèæíèõ îöåíîê íà àêòèâíûõ äèàãîíàëÿõ èç (19) ôóíêöèé fk(x), gk(x) èç
(15)�(16) âûïîëíåíî:

f−(∆L,Dt) =

= min
{
f−(∆L,Di) : Di ∈ D̃k, ∃∆Lg ∈ [0, α∆L] : g−(∆Lg, Di) 6 0

}
,

(21)

∃∆Lg ∈ [0, α∆L] : g−(∆Lg, Dt) 6 0.(22)

Îïð å ä å ë å í è å 3. Ãèïåðèíòåðâàë Dt íàçîâåì ìîäèôèöèðîâàííî ïîòåí-
öèàëüíî îïòèìàëüíûì (íà èòåðàöèè k), åñëè îí ìîäèôèöèðîâàííî íåäîìè-
íèðóåìûé íà ýòîé èòåðàöèè è õîòÿ áû äëÿ íåêîòîðûõ ∆L, ïðè êîòîðûõ
äëÿ íåãî ñîáëþäåíû òðåáîâàíèÿ (21)�(22), âûïîëíÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå äî-
ñòàòî÷íîé óëó÷øàåìîñòè ñ çàäàííûì ηk > 0 è fk∗ èç (17):

f−(∆L,Dt) 6 fk∗ − ηk.(23)

Ñëåäóÿ [1], ñôîðìóëèðóåì ïðîñòîå óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå çàïèñàòü
òðåáîâàíèÿ (21)�(22) â ýêâèâàëåíòíîé, íî áîëåå ïðîñòîé ôîðìå.

Óòâ å ðæä å í è å 1 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè). Óñëîâèÿ (21)�(22) ìîäèôèöè-

ðîâàííîé íåäîìèíèðóåìîñòè Dt ∈ D̃k â äèàïàçîíå ∆L ∈ [∆L′,∆L′′) ýêâèâà-
ëåíòíû ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ∃∆L ∈ [∆L′,∆L′′) òàêîå, ÷òî

f−(∆L,Dt) = min
{
f−(∆L,Di) : Di ∈ D̃k, g−(α∆L,Di) 6 0

}
;

g−(α∆L,Dt) 6 0.
(24)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê îïðåäåëåíèþ 2 óòâåðæäåíèå ïðèìåíÿåì,
ïîëîæèâ [∆L′,∆L′′) = [0,∞).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèàãîíàëü-
íîãî âàðèàíòà DIRECT-ïîäîáíîãî ìåòîäà óñëîâíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ è ñòðóêòóðó àëãîðèòìîâ âûäå-
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ëåíèÿ íà èòåðàöèè k ïîäìíîæåñòâà (îáîçíà÷èì åãî D̂k) âñåõ ìîäèôèöèðî-
âàííî ïîòåíöèàëüíî îïòèìàëüíûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ ñ ó÷åòîì óïðîùàþùåãî
óòâåðæäåíèÿ 1. Òàêæå íåîáõîäèìî ïðîâåñòè àíàëèç ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííî-
ãî ìåòîäà è âûïîëíèòü åãî ýêñïåðèìåíòàëüíóþ àïðîáàöèþ. Â äàííîé ñòàòüå
îïèñàíû óêàçàííûå âûøå ïîäõîäû ê îáðàáîòêå èíôîðìàöèè â àëãîðèòìàõ

ôîðìèðîâàíèÿ D̂k è èõ ñòðóêòóðà, âûïîëíåí àíàëèç ñõîäèìîñòè, à òàêæå
ïðåäñòàâëåíû âû÷èñëèòåëüíûå èëëþñòðàöèè ðàáîòû ìåòîäà íà äâóìåðíûõ
çàäà÷àõ. Äåòàëüíîå îïèñàíèå è àíàëèòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå àëãîðèòìîâ âûäå-

ëåíèÿ D̂k, à òàêæå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà çàäà÷àõ ðàçíûõ ðàçìåð-
íîñòåé íå ÿâëÿþòñÿ öåëüþ äàííîé ñòàòüè, à ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò îòäåëüíîé
ïóáëèêàöèè.

3. Î ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ îòáîðà äåëèìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ
ïðè äâóõòî÷å÷íîé äèàãîíàëüíîé ñõåìå èçìåðåíèé

Ìíîæåñòâî D̂k ãèïåðèíòåðâàëîâ, äåëèìûõ íà òåêóùåé k-é èòåðàöèè, ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ìîäèôèöèðîâàííî ïîòåíöèàëüíî îïòèìàëüíûõ ãèïå-
ðèíòåðâàëîâ. Ïîÿñíèì ïðàâèëà èõ âûäåëåíèÿ è ðåàëèçóþùèå èõ àëãîðèòìû,
èñïîëüçóÿ èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû.

Çàìåòèì, ÷òî â îáû÷íîì ìåòîäå DIRECT äëÿ çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé îò-
áîð äåëèìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèåì íà ïëîñêîñòè (d/2, f)
èõ èçîáðàæàþùèõ òî÷åê, ãäå ïåðâàÿ êîîðäèíàòà � ïîëîâèíà äèàìåòðà ãè-
ïåðèíòåðâàëà, à âòîðàÿ � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â åãî öåíòðå. Ïðè íà-
ëè÷èè îãðàíè÷åíèé è èñïîëüçîâàíèè îäíîòî÷å÷íîé öåíòðàëüíîé ñõåìû ãè-
ïåðèíòåðâàëû Di â [1] ïðåäñòàâëåíû òðåõìåðíûìè èçîáðàæàþùèìè òî÷êàìè
(di/2, fi, gi), âêëþ÷àþùèìè ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé f è g â öåíòðå Di.
Â ðàññìàòðèâàåìîé äâóõòî÷å÷íîé ñõåìå çíà÷åíèÿ fi, gi â öåíòðàëüíûõ òî÷-
êàõ çàìåíèì áàçîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ýòèõ ôóíêöèé Fi, Gi èç (20). Ïîñëå

òàêîé çàìåíû âûäåëåíèå èñêîìîãî ïîäìíîæåñòâà D̂k ìîæåò áûòü âûïîëíåíî
ïî äâóõýòàïíîé ïðîöåäóðå, ïîõîæåé íà îïèñàííóþ â [1].

Ïîÿñíèì õàðàêòåð âîçíèêàþùåé ïðè ýòîì îáðàáîòêè íàêîïëåííîé ïî-
èñêîâîé èíôîðìàöèè. Íà ïåðâîì ýòàïå íà ìíîæåñòâå òðåõìåðíûõ òî÷åê
(di/2, Fi, Gi) âûäåëèì ïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðèíòåðâàëàì Dd

i

G

1 2 3

4

5
0 DL

DL0

d
DL1

d
DL2

d
DL3

d
DL4 = +¥

d

fk
*- xk

F

Ðèñ. 2. Ñëåâà � íàáîð òî÷åê (Gj , Fj), ñîîòâåòñòâóþùèõ d-ñëîþ ãèïåð-

èíòåðâàëîâ ñ diam(Dj) = d, ÷åðíûå òî÷êè îòâå÷àþò ãðóïïàì {D̂d
s} îòî-

áðàííûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ; ñïðàâà � ïîðîæäàåìûå äëÿ {D̂d
s} ãðàíèöû

äèàïàçîíîâ [∆Ld
s ,∆L

d
s+1) ïðèðàùåíèé∆L: çíà÷åíèå s = 0 ñîîòâåòñòâóåò

òî÷êàì 1 è 2, s = 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì 3, 4, 5.
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îäèíàêîâîãî äèàìåòðà ñ di = d (íàçîâåì òàêèå ïîäìíîæåñòâà d-ñëîÿìè).
Â êàæäîì d-ñëîå âûïîëíèì ïðåäâàðèòåëüíûé îòáîð ãèïåðèíòåðâàëîâ çà ñ÷åò
ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì òî÷åê íà ïëîñêîñòè (G,F ) ïðè âûáðàííîì d.
Ñðàâíåíèÿ âûïîëíèì òàê, ÷òîáû âûäåëåííûå â ðåçóëüòàòå îòáîðà ãðóïïû

ãèïåðèíòåðâàëîâ (îáîçíà÷èì èõ {D̂d
s}, s = 0, . . . , S(d)) óäîâëåòâîðÿëè îïðå-

äåëåíèÿì 1 è 2, íî òîëüêî â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà ãèïåðèíòåðâàëîâ ñâîåãî
d-ñëîÿ. Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íî [1], íî ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé äèà-
ãîíàëüíûõ èñïûòàíèé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â äîñòàòî÷íî îáùåé ñèòóàöèè,
ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2 ñëåâà, îòîáðàííûìè íà ïëîñêîñòè (G, F ) áóäóò òî÷-

êè, âûäåëåííûå ÷åðíûì. Àíàëîãè÷íî [1] äëÿ ãðóïï ãèïåðèíòåðâàëîâ {D̂d
s},

ñîîòâåòñòâóþùèõ âûäåëåííûì òî÷êàì, íàáîðû çíà÷åíèé ∆L, ïðè êîòîðûõ

äëÿ D̂d
s â ïðåäåëàõ d-ñëîÿ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (21), (22), îáðàçóþò äèàïà-

çîíû âèäà [∆Ld
s ,∆L

d
s+1), ãäå ïðè Gs 6 0 çíà÷åíèå ∆Ld

s = 0, à ïðè Gs > 0

∆Ld
s = 2Gs/(αd). Â ïîñëåäíåì äèàïàçîíå ∆Ld

S(d)+1 = +∞. Ïîêàçàííûå íà

ðèñ. 2 íàêëîííûå òî÷å÷íûå ëèíèè, èìåþò êîýôôèöèåíò íàêëîíà 1/α, ãäå α �
ââåäåííûé ðàíåå ïàðàìåòð êëàññà ôóíêöèé îãðàíè÷åíèé. Ïðåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
ëèíèé ñ îñüþ F ïîðîæäàþò óêàçàííûå çíà÷åíèÿ ∆Ld

s , ïðè êîòîðûõ âïåðâûå

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïîëîæèòåëüíîñòè g−(α∆Ld
s , D̂

d
s) 6 0, à îðäèíàòû òî-

÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ f−(∆Ld
s , D̂

d
s). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â êàæäîì d-ñëîå

áóäåò ñóùåñòâîâàòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå îòáèðàåìûõ
ãèïåðèíòåðâàëîâ.

Â íà÷àëå âòîðîãî ýòàïà ïðîèñõîäèò îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ çíà÷åíèé ∆Ld
s

ïî âñåì d è ïî âñåì s ñ ôîðìèðîâàíèåì îáùåãî óïîðÿäî÷åííîãî ðÿäà çíà÷åíèé:

0 6 ∆L1 < ∆L2 < . . . < ∆Lmk
< ∆Lmk+1 = +∞.(25)

Äàëåå, ïðè ïðîäîëæåíèè âòîðîãî ýòàïà îáðàáîòêè äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóò-
êà [∆Lj ,∆Lj+1) ïðèðàùåíèé∆L âûäåëÿþòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ d-ñëîåâ èç ãðóïï

{D̂d
s}S(d)s=0 îòîáðàííûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ òå, äëÿ êîòîðûõ íå ïóñòî ïåðåñå÷åíèå:

[∆Lj ,∆Lj+1) ∩ [∆Ld
s ,∆L

d
s+1) 6= ∅.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ãèïåðèíòåðâàëîâ ÷åðåç Õ
j
k, à åãî ýëåìåíòû ÷å-

ðåç D̃j
k. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ Õ

j
k îòäåëüíî ïðåäñòàâèì íàáîðîì èçîáðàæàþ-

ùèõ òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (d/2, F ).

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïðàâèë ìåòîäà
DIRECT, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íèæíåé îöåíêè ôóíêöèè fk(x) íà àêòèâ-

íîé äèàãîíàëè îäíîãî èç ãèïåðèíòåðâàëîâ D̃j
k, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåêîòîðîé

èçîáðàæàþùåé òî÷êå (d/2, F ), ìîæíî ïîëó÷èòü êàê îðäèíàòó ïåðåñå÷åíèÿ ñ
îñüþ F ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé ñ êîýôôèöèåíòîì íàêëîíà ∆L ÷åðåç ýòó èçîáðà-
æàþùóþ òî÷êó. Â îðèãèíàëüíîì ìåòîäå DIRECT ñðàâíåíèå ãèïåðèíòåðâàëîâ
ïðîèñõîäèò ïî çíà÷åíèÿì àíàëîãè÷íûõ íèæíèõ îöåíîê äëÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè ïðè óñëîâèè, ÷òî äèàïàçîí èçìåíåíèÿ êîíñòàíòû Ëèïøèöà åñòü [0,+∞).
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ∆L îãðàíè÷åí ïðîìåæóòêîì
[∆Lj ,∆Lj+1), ÷òî òðåáóåò íîâûõ àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè. Èõ òî÷íîå îïèñàíèå
è îáîñíîâàíèå âûõîäÿò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè.
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F

p8p8

p9p9 p7p7

p6p6 p5p5 p4p4

p3p3

p2p2 p1p1

f k - hk
*

1 3 9

d/2

Ðèñ. 3. Ïðèìåð îòáîðà â ìíîæåñòâî D̂
j
k ãèïåðèíòåðâàëîâ, äåëèìûõ íà k-é èòå-

ðàöèè, èç ìíîæåñòâà Õ
j
k, ñôîðìèðîâàííîãî äëÿ çíà÷åíèé ∆L èç [∆Lj ,∆Lj+1);

åñëè ãèïåðèíòåðâàëàì èç Õj
k ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî òî÷åê P j

k = {p1, . . . , p9},
òî îòîáðàííûì äëÿ äåëåíèÿ ãèïåðèíòåðâàëàì áóäóò îòâå÷àòü òî÷êè p9; p7; p4,
âûäåëåííûå ÷åðíûì.

Íà ïîëó÷åííîì ìíîæåñòâå òî÷åê ýòè àëãîðèòìû äîëæíû ïðîâîäèòü äîïîë-
íèòåëüíûé îòáîð òàê, ÷òîáû äëÿ ãèïåðèíòåðâàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòàâ-
øèìñÿ òî÷êàì, îêàçàëèñü âûïîëíåíû îïðåäåëåíèÿ 2 è 3, ïðè÷åì óñëîâèÿ èç
îïðåäåëåíèÿ 2 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ îòîáðàííûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ òîëü-

êî â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà Õ
j
k è òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé ∆L èç [∆Lj ,∆Lj+1).

Ïðèìåð îòáîðà ïîêàçàí íà ðèñ. 3. Îí èëëþñòðèðóåò ðåçóëüòàò âûäåëåíèÿ

ïîäìíîæåñòâà D̂
j
k èç Õ

j
k íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Âåðòèêàëüíûå òî÷å÷íûå

ëèíèè íà ðèñ. 3 ñîîòâåòñòâóþò äèàìåòðàì âîçìîæíûõ ñóùåñòâóþùèõ d-ñëîåâ
ïîñëå 9 èòåðàöèé íà ïðèìåðå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà â âèäå íåêîòîðîãî ÷åòû-
ðåõìåðíîãî ãèïåðèíòåðâàëà. Ãðàíèöàì ïðîìåæóòêà [∆Lj ,∆Lj+1) íà ðèñóíêå
ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòû íàêëîíà ñïëîøíûõ ëèíèé, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç
òî÷êè. Íàêëîííûå øòðèõîâûå ëèíèè îòðàæàþò ïðîöåññ îòáîðà. ×åðíûì âû-
äåëåíû òå èçîáðàæàþùèå òî÷êè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ãèïåðèíòåðâàëû,

îòîáðàííûå â ýòîì ïðèìåðå â ìíîæåñòâî D̂
j
k äëÿ èõ ïîñëåäóþùåãî âêëþ÷å-

íèÿ â ïîëíûé íàáîð D̂k ãèïåðèíòåðâàëîâ, äåëèìûõ íà èòåðàöèè k.

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ D̂
j
k äëÿ j = 1, . . . ,mk è âêëþ÷àÿ (ñ óñòðà-

íåíèåì ïîâòîðîâ) âñå îòîáðàííûå òàêèì îáðàçîì ãèïåðèíòåðâàëû â èñêîìîå

ìíîæåñòâî D̂k, ïîëó÷èì ïîëíûé íàáîð D̂k ãèïåðèíòåðâàëîâ, äåëèìûõ íà øà-

ãå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííîå D̂k ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì âñåõ ìî-
äèôèöèðîâàííî ïîòåíöèàëüíî îïòèìàëüíûõ íà èòåðàöèè k ãèïåðèíòåðâàëîâ.

Ëåììà 1 (î íàèáîëüøåì ãèïåðèíòåðâàëå). Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî ãè-

ïåðèíòåðâàëîâ D̂k âñåãäà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ãèïåðèíòåðâàë íàèáîëü-
øåãî äèàìåòðà èç ãèïåðèíòåðâàëîâ òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ Dk.

Ëåììà èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè â ðàçäåëå 4.
Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû è ïîñëåäóþùåé òåîðåìû ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè.
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4. Ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå äèàãîíàëüíîãî ìåòîäà ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé,
àíàëèç ñõîäèìîñòè

4.1. Îïèñàíèå ïîñòðîåííîãî ìåòîäà

Íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîä äîëæåí âûäåëèòü î÷åðåäíîé íàáîð D̂k äåëè-
ìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ Dt, ðåàëèçóÿ ïðèíöèïû, ïðåäëîæåííûå â ðàçäåëå 2.
Êðàòêîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû âîçíèêàþùåé ïðè ýòîì îáðàáîòêè íàêîïëåííîé
ïîèñêîâîé èíôîðìàöèè ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3. Àëãîðèòìû ýòîé îáðàáîòêè
ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíîé ÷àñòüþ ïîñòðîåííîãî ìåòîäà è â îòëè÷èå îò [1] ó÷èòû-
âàþò ñïåöèôèêó äâóõòî÷å÷íûõ äèàãîíàëüíûõ èçìåðåíèé â ãèïåðèíòåðâàëàõ.
Èç ìàòåðèàëà ðàçäåëîâ 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíèå àëãîðèòìîâ îáðàáîò-
êè çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ðÿäà âåëè÷èí, à èìåííî: ηk èç óñëîâèÿ (23); α �
ïàðàìåòð, ââåäåííûé â íà÷àëå ïîäðàçäåëà 2.3 ïðè îïèñàíèè òðåáîâàíèé ê
äèàïàçîíó çíà÷åíèé ∆Lg � ïðèðàùåíèé êîíñòàíòû Ëèïøèöà ôóíêöèè îãðà-
íè÷åíèÿ; à òàêæå ξk èç (15). Çíà÷åíèÿ ηk è ξk âûáåðåì ïðîïîðöèîíàëüíûìè
íåêîòîðîé âåëè÷èíå ∆fk, êîòîðàÿ â [1] áûëà íàçâàíà áàçîâûì çíà÷åíèåì öå-
ëåâîé ôóíêöèè ðåøàåìîé çàäà÷è, à èìåííî ïðèìåì: ηk = ∆fkε; ξk = ∆fkδ.
Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ∆fk ïðåäëîæåí è ïîäðîáíî îïèñàí â [1, ðàçäåë 3] (â ïîä-
ðàçäåëå Íîâîå áàçîâîå çíà÷åíèå). Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå, ïðèìåíèòåëüíî ê
ðàññìàòðèâàåìîìó äèàãîíàëüíîìó âàðèàíòó ìåòîäà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ∆fk âìåñòî íàáîðà èçìåðåíèé öåëåâîé ôóíêöèè â öåíòðàõ
ãèïåðèíòåðâàëîâ òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íàáîð èìåþùèõñÿ èçìå-
ðåíèé öåëåâîé ôóíêöèè fk(x) èç (15) íà êîíöàõ àêòèâíûõ äèàãîíàëåé ýòèõ
ãèïåðèíòåðâàëîâ. Ïðè âû÷èñëåíèè ∆fk êàæäîå òàêîå èçìåðåíèå ó÷èòûâàåòñÿ
òîëüêî îäèí ðàç, õîòÿ ïî÷òè êàæäàÿ òî÷êà èçìåðåíèÿ âõîäèò â íåñêîëüêî ãè-
ïåðèíòåðâàëîâ. Çíà÷åíèå ∆fk ñîäåðæàòåëüíî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ãðóáóþ
îöåíêó ðàçíîñòè fµk − fk∗ , ãäå f

k
∗ îïðåäåëÿåòñÿ â (17), à fµk � çíà÷åíèå, ïðè

êîòîðîì îòíîñèòåëüíàÿ ìåðà ìíîæåñòâà òî÷åê {x ∈ D : fk(x) 6 fµk } â D ðàâíà
çàäàííîé âåëè÷èíå µ èç èíòåðâàëà (0, 1). fµk ôîðìèðóåòñÿ â [1] ïðèáëèæåííî
ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèé. Ïðèíÿòûé â [1] àëãîðèòì âû÷èñëå-
íèÿ ∆fk ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå åùå îäíîãî ïàðàìåòðà ñ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò
ïîðîãîâîå ÷èñëî èçìåðåíèé. À èìåííî åñëè ïîñëå î÷åðåäíîé k-é èòåðàöèè
÷èñëî èçìåðåíèé nk âïåðâûå ïðåâûñèò çàäàííîå ñ (îáîçíà÷èì ýòîò íîìåð k

÷åðåç k̃), òî ïîñëå ýòîé èòåðàöèè ïðîèñõîäèò îáíîâëåíèå ∆f
k̃
, è äàëåå ïðè

âñåõ k > k̃ èñïîëüçóåòñÿ ∆fk = ∆f
k̃
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì íàáîð ïàðàìåòðîâ: µ, ñ, à òàêæå ε, α, δ. Ïàðàìåòðû ε
è δ âñåãäà íåîòðèöàòåëüíû è âëèÿþò íà ðàáîòó ìåòîäà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Óâåëè÷åíèå ε, êàê ïðàâèëî, óâåëè÷èâàåò ðàâíîìåðíîñòü ðàçìåùåíèÿ òî÷åê
èçìåðåíèé, à åãî óìåíüøåíèå óâåëè÷èâàåò òåíäåíöèþ ê äåëåíèþ ãèïåðèíòåð-
âàëîâ ìàëîãî äèàìåòðà. Óìåíüøåíèå δ, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
äîëè èçìåðåíèé â íåäîïóñòèìûõ îáëàñòÿõ, à åãî óâåëè÷åíèå ïîâûøàåò äîëþ
íåäîïóñòèìûõ èçìåðåíèé. Ìåòîä óïðàâëÿåò ýòèìè òåíäåíöèÿìè çà ñ÷åò èñ-
ïîëüçîâàíèÿ òðåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ε, α, δ. Íàáîð ε0, α0, δ0 ìåòîä ïðèìåíÿåò
íà ïåðâîé ñòàäèè ïîèñêà, ïîêà ÷èñëî èçìåðåíèé ìåíüøå çàäàííîãî ñ, à äàëåå
èñïîëüçóåò äâà äðóãèõ (ε1, α1, δ1, ëèáî ε2, α2, δ2), ïîïåðåìåííî ïðèìåíÿÿ èõ
â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè k. Åñëè k êðàòíî äîïîëíèòåëüíîìó ïàðà-
ìåòðó K, ïðèìåíÿåòñÿ ïåðâûé íàáîð, à åñëè íå êðàòíî, � âòîðîé. Çíà÷åíèÿ
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ïàðàìåòðîâ äâóõ ïîñëåäíèõ íàáîðîâ, êàê ïðàâèëî, âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû
ïåðâûé ñîîòâåòñòâîâàë ñòðàòåãèè óòî÷íåíèÿ íàéäåííûõ îöåíîê ðåøåíèÿ, à
âòîðîé � ïîèñêó â ìåíåå èññëåäîâàííûõ îáëàñòÿõ. Íà÷àëüíûé íàáîð äîëæåí
ñïîñîáñòâîâàòü äîñòàòî÷íîé ðàâíîìåðíîñòè ðàçìåùåíèÿ íà÷àëüíûõ òî÷åê.

Îäíîòî÷å÷íûé ìåòîä, ïîñòðîåííûé â [1], èìååò ìàðêèðîâêó ExDIR (îò
DIRECT Extention), åãî äâóõòî÷å÷íîå äèàãîíàëüíîå îáîáùåíèå îáîçíà÷èì
êàê ExDIR-diag.

Ïîñêîëüêó DIRECT-ïîäîáíûå ìåòîäû íå îöåíèâàþò êîíñòàíòû Ëèïøèöà,
îñòàíîâ ïî òî÷íîñòè íåâîçìîæåí, ïîýòîìó óêàçûâàþò ðåñóðñ ïî êîëè÷åñòâó
èñïûòàíèé.

Àë ã î ð è òì 1 (ïðèíöèïèàëüíîå îïèñàíèå ìåòîäà ExDIR-diag).
1. Çàäàåì ïàðàìåòðû µ, ñ, K, εs, αs, δs, (s = 0, 1, 2) è nmax � ìàêñèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé.
2. Ïðîâîäèì äâà íà÷àëüíûõ èñïûòàíèÿ â âåðøèíàõ a è b èñõîäíîãî ãèïå-

ðèíòåðâàëà D èç (1), ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì çíà-
÷åíèÿì êîîðäèíàò, ïîëàãàåì íîìåð èòåðàöèè k = 1, êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé
nk = 2 è ìíîæåñòâî ãèïåðèíòåðâàëîâ Dk = {D}, êîëè÷åñòâî ãèïåðèíòåðâàëîâ
Mk = 1.

3. Ñ ó÷åòîì ïðîâåäåííûõ íà k-é èòåðàöèè èñïûòàíèé îáíîâëÿåì Q∗
k èç (14),

ïðè íåîáõîäèìîñòè êîððåêòèðóåì òåêóùèé âèä ôóíêöèé (15), (16) ðåøàå-
ìîé çàäà÷è (6)�(7). Åñëè çàäà÷à èçìåíèëàñü, ïåðåñ÷èòûâàåì çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé fk(x) è gk(x) íà êîíöàõ ai, bi àêòèâíûõ äèàãîíàëåé âñåõ ãèïåðèíòåðâà-
ëîâ Di òåêóùåãî ìíîæåñòâà Dk ãèïåðèíòåðâàëîâ. Ïðè ýòîì ôóíêöèè èñõîä-
íîé çàäà÷è ïîâòîðíî íå âû÷èñëÿþòñÿ, èñïîëüçóþòñÿ èõ ðàíåå ñîõðàíåííûå â
ïàìÿòè çíà÷åíèÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè êîððåêòèðóåì fk∗ èç (17) è x∗k � òî÷-

êó èñïûòàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ fk∗ . Åñëè îäèíàêîâîå ðåêîðäíîå
çíà÷åíèå fk∗ íàáëþäàåòñÿ â òî÷êàõ íåñêîëüêèõ èñïûòàíèé, òî â êà÷åñòâå x∗k
ïðèíèìàåì ïîñëåäíåå. Âû÷èñëÿåì áàçîâîå çíà÷åíèå ∆fk ñîãëàñíî [1] ñ ó÷åòîì
çàìå÷àíèé è îïèñàíèÿ, ïðèâåäåííîãî âûøå.

4. Åñëè nk > nmax, òî îñòàíàâëèâàåì ïîèñê è âûäàåì çíà÷åíèÿ Q∗
k, f

k
∗ ,

x∗k â êà÷åñòâå îöåíêè ðåøåíèÿ. Ïðè nk < nmax, â çàâèñèìîñòè îò ïðåâûøå-
íèÿ ÷èñëîì èñïûòàíèé nk ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ñ è îò êðàòíîñòè k çíà÷åíèþ
K âûáèðàåì, êàê îïèñàíî âûøå, îäèí èç òðåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé εs, αs, δs,
(s = 0, 1, 2) â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ε, α, δ.

5. Âûïîëíÿÿ äâóõýòàïíóþ îáðàáîòêó èíôîðìàöèè, ñòðóêòóðíî îïèñàííóþ
â ðàçäåëå 3, èç ìíîæåñòâà Dk âñåõ ãèïåðèíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ âûäåëÿåì ïîä-

ìíîæåñòâî D̂k âñåõ ìîäèôèöèðîâàííî ïîòåíöèàëüíî îïòèìàëüíûõ.

6. Ïîëàãàåì nk+1 = nk. Äëÿ êàæäîãî ãèïåðèíòåðâàëà D̂k
t èç D̂k ñîãëàñíî

îïèñàíèþ èç ïîäðàçäåëà 2.2 îïðåäåëÿåì ïîòåíöèàëüíûå òî÷êè íîâûõ èñïû-
òàíèé ut è vt äëÿ åãî äåëåíèÿ íà òðè ïî áîëüøåìó ðåáðó. Äëÿ êàæäîé èç
ýòèõ äâóõ òî÷åê âûïîëíÿåì ïîèñê â áàçå ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèé. Â òî÷êàõ
ut è vt, íå íàéäåííûõ â áàçå, ïðîâîäèì íîâûå èñïûòàíèÿ, óâåëè÷èâàÿ ïðè

ýòîì ñ÷åò÷èê nk+1. Êàæäûé ãèïåðèíòåðâàë D̂k
t ðàçäåëÿåì íà òðè ïî áîëüøå-

ìó ðåáðó, D̂k
t èñêëþ÷àåì èç ìíîæåñòâà Dk, äîáàâëÿåì â íåãî òðè íîâûõ ãèïå-

ðèíòåðâàëà. ÏîëàãàåìMk+1 =Mk + 2. Ïðèíèìàåì èçìåíåííîå ìíîæåñòâî Dk

â êà÷åñòâå Dk+1. Ïîëàãàåì k = k + 1 è ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ï. 3.
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4.2. Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ExDIR-diag ïðîâåäåì ïðè áîëåå ñëàáûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé çàäà÷è (1)�(2), ÷åì áûëî ïðèíÿòî ïðè
ïîñòðîåíèè ìåòîäà. Êàê è â [1], ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1)�(2) ïîíèìàåì
â ðàñøèðåííîì ñìûñëå. À èìåííî åñëè â (2) äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X 6= ∅,
òî ïðåäïîëàãàåì ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â (1)�(2), öåëüþ ðå-
øåíèÿ ñ÷èòàåì îïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ x∗ èç ìíîæåñòâà X∗ ãëîáàëüíûõ ìè-
íèìóìîâ çàäà÷è: X∗ ⊆X, x∗ ∈ X∗, Q(x∗) = Q∗. Â ñëó÷àå ïóñòîòû äîïóñòèìî-
ãî ìíîæåñòâà (X = ∅) íåÿâíî òðàêòóåì ðåøåíèå äëÿ (1)�(2) â ðàñøèðåííîì
ñìûñëå êàê îáåñïå÷åíèå ìèíèìóìà íåâÿçêè â îãðàíè÷åíèÿõ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò:

g∗ = min g(x), x ∈ D = [a, b]⊂ RN .

Ïðè ýòîì öåëüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ïðè X = ∅ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
ýëåìåíòîâ x∗ èç ìíîæåñòâà X∗, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ êàê
ìíîæåñòâî ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ g(x) íà D: X∗ ⊆D, x∗ ∈ X∗, g(x∗) = g∗.

Ïðè àíàëèçå ñõîäèìîñòè íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ëèïøèöåâîñòü ôóíêöèé,
íî íàëîæèì ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ.

À. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Q è g îãðàíè÷åíû íà D.

Â. Ïðè íåïóñòîòå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ x∗ ñóùå-
ñòâóåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî χ⊂X, çàìûêàíèå êîòîðîãî χ ñîäåðæèò x∗, à
ôóíêöèè Q è g íåïðåðûâíû íà ýòîì çàìûêàíèè. Åñëè X = ∅, òî äëÿ âñÿêîãî
ðàñøèðåííîãî ðåøåíèÿ x∗ ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî χ⊂D, çàìû-
êàíèå êîòîðîãî χ ñîäåðæèò x∗, à ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà ýòîì çàìûêàíèè.

Ñ. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗, ïîíèìàåìîå â îáû÷íîì èëè ðàñøèðåííîì âà-
ðèàíòå, çàìêíóòî è ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûì (ïî àíàëîãèè ñ òåðìèíî-
ëîãèåé [27]) â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè xk, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè X 6= ∅ óñëîâèÿì
xk ∈ X, Q(xk) → Q∗ ïðè k → ∞, à ïðè X = ∅ óñëîâèÿì xk ∈ D, g(xk) → g∗

ïðè k → ∞, âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå ρ(xk, X
∗) → 0, ãäå

ρ(xk, X
∗) = inf {‖xk − x∗‖ : x∗ ∈ X∗}.

Òå î ð åì à 1 (î ñõîäèìîñòè). Ïóñòü äëÿ çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íåðàâåí-
ñòâàìè (1)�(2), ðåøåíèå êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ â ðàñøèðåííîì ñìûñëå, âû-
ïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ À, Â è Ñ, òîãäà äâóõòî÷å÷íûé äèàãîíàëüíûé ìåòîä
ExDIR-diag, ðàñøèðÿþùèé ïðèíöèïû ìåòîäà DIRECT íà çàäà÷è ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè, ïîðîæäàåò íà ìíîæåñòâå ïîèñêà D ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïûòà-
íèé ñî âñþäó ïëîòíûì â ïðåäåëå õàðàêòåðîì ðàçìåùåíèÿ, ïðè ýòîì âñå ïðå-
äåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê ðåøåíèÿ x∗k ïðèíàäëåæàò ìíî-
æåñòâó ðåøåíèé X∗.

Çàìåòèì, ÷òî âñþäó ïëîòíûé õàðàêòåð ðàçìåùåíèÿ òî÷åê èñïûòàíèé íå
îçíà÷àåò èõ ðàâíîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå ïîèñêà D. Õîòÿ äëÿ
DIRECT-ïîäîáíûõ ìåòîäîâ, â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ èç [13], äî ñèõ ïîð íå ïî-
ëó÷åíî àíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè ðàçìåùåíèÿ èñïû-
òàíèé, ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå 5 âû÷èñëèòåëüíûå èëëþñòðàöèè ïîêàçûâàþò
ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê èçìåðåíèé â çàâèñèìîñòè
îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé Q è g çàäà÷è (1)�(2). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè-
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÷åñòâå èçìåðåíèé íàèáîëåå âûñîêàÿ êîíöåíòðàöèÿ èñïûòàíèé íàáëþäàåòñÿ â
îêðåñòíîñòÿõ ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

5. Âû÷èñëèòåëüíûå èëëþñòðàöèè

Â êà÷åñòâå âû÷èñëèòåëüíûõ èëëþñòðàöèé ðàáîòû ïîñòðîåííîãî äâóõòî-
÷å÷íîãî äèàãîíàëüíîãî ìåòîäà ExDIR-diag ïðèâåäåì ïðèìåðû ðàçìåùåíèÿ
èñïûòàíèé íà òðåõ çàäà÷àõ ñ íîìåðàìè � 1, � 3 è � 7 èç òåñòîâîãî íàáî-
ðà, èñïîëüçîâàííîãî â [1]. Òàì æå ïðåäñòàâëåíû ïîñòàíîâêè è îïèñàíèÿ ýòèõ
çàäà÷. Çäåñü óêàæåì ëèøü îáùèå õàðàêòåðèñòèêè: ÷èñëî îãðàíè÷åíèé íåðà-
âåíñòâ m, ÷èñëî óñëîâíûõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ nloc, ïàðàìåòðû ãëîáàëüíî-
ãî ìèíèìóìà Q∗ è x∗, Qo � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå â ëîêàëüíîì ìèíèìóìå, íå
ñîâïàäàþùåì ñ ãëîáàëüíûì.

Â çàäà÷å � 1 m = 3 è ôóíêöèè îãðàíè÷åíèé ñèëüíî ðàçíîìàñøòàáíûå,
nloc = 5, Q∗ = −1,48968, x∗ = (0,94248; 0,94526), Qo = −1,0; â çàäà÷å � 3
m = 1, nloc = 8, Q∗ = −0,81911, x∗ = (1,30499; 2,27249), Qo = −0,81814, ýòà çà-
äà÷à õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàëûì îòëè÷èåì â çíà÷åíèÿõ ãëîáàëüíîãî è ñëåäóþùå-
ãî ïî çíà÷åíèþ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (Qo −Q∗ = 0,00097).

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâåäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ãðóïï çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíû E1 è E3. Íàáîð ïà-
ðàìåòðîâ E1 âêëþ÷àåò: µ = 0,3, ñ = 100, K = 2; ε0 = 0,5, α0 = 1,0, δ0 = 0,0;
ε1 = 0,0001, α1 = 0,5, δ1 = 0,1; ε2 = 0,1, α2 = 2,0, δ2 = 0,1. Íàáîð E3 îòëè÷à-
åòñÿ èçìåíåíèåì ÷àñòè ïàðàìåòðîâ: ε1 = 0,00001, α1 = 0,5, δ1 = 0,01; ε2 = 0,1,
α2 = 2,0, δ2 = 0,01.

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4 è ðèñ. 5 ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå ýêñïåðèìåíòà.

Äëÿ çàäà÷è ââîäèì æåëàåìóþ ïîãðåøíîñòü ǫ îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíî ìè-
íèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Q∗. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèì äî ïåðâîãî èñïûòàíèÿ, â ðå-
çóëüòàòå êîòîðîãî òåêóùàÿ îöåíêà Q∗

k çíà÷åíèÿ Q∗ îêàæåòñÿ ìåíüøåé èëè
ðàâíîéQ∗ + ǫ. Â ýòîò ìîìåíò îïðåäåëÿåì n∗ � êîëè÷åñòâî ïðîâåäåííûõ èñïû-
òàíèé, k∗ � íîìåð èòåðàöèè è M∗ � êîëè÷åñòâî ãèïåðèíòåðâàëîâ. Çíà÷åíèÿ
n∗, k∗ è M∗ óêàçûâàåì íàðÿäó ñ âèäàìè ðàçìåùåíèÿ èñïûòàíèé. Äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî íà âñåõ ðèñóíêàõ âûäåëåíî ñåðûì. Ðåçóëüòàòû ðèñ. 4 ïîêàçûâàþò
ðàçìåùåíèÿ èñïûòàíèé â îäíîòî÷å÷íîì ìåòîäå ExDIR èç [1] â ñðàâíåíèèè ñ
åãî äèàãîíàëüíûì îáîáùåíèåì � ExDIR-diag äëÿ çàäà÷è � 1. Èñïîëüçîâàíà
ãðóïïà ïàðàìåòðîâ E1. Ðàçìåùåíèå âûãëÿäèò áîëåå ðàöèîíàëüíûì ó äèàãî-
íàëüíîãî âàðèàíòà ìåòîäà (íà ðèñóíêå ñïðàâà). Äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè
ǫ = 0,002 ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè åìó ïîíàäîáèëîñü ïðîâåñòè n∗ = 111 èñïû-
òàíèé (âûïîëíåíî k∗ = 15 èòåðàöèé, M∗ = 157). Ó ìåòîäà ExDIR èñïûòàíèé
n∗ = 219 çà k∗ = 43 èòåðàöèè, M∗ = n∗. ×èñëî äåëèìûõ â ñðåäíåì íà èòåðà-
öèè ãèïåðèíòåðâàëîâ äëÿ ExDIR-diag îêàçàëîñü ïðèìåðíî â äâà ðàçà áîëüøå,
÷åì ó ExDIR.

Â çàäà÷å � 3 ìàëîå îòëè÷èå çíà÷åíèé ãëîáàëüíîãî è ñëåäóþùåãî ïî ãëó-
áèíå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà óâåëè÷èâàåò ÷èñëî èñïûòàíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ǫ = 0,00051. Ìåòî-
äó ExDIR ïîòðåáîâàëîñü n∗ = 577 èñïûòàíèé (âûïîëíåíà k∗ = 61 èòåðàöèÿ,
M∗ = n∗), à äèàãîíàëüíîìó ìåòîäó ExDIR-diag ïîòðåáîâàëîñü n∗ = 369 èñïû-
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Ðèñ. 4. Ðàçìåùåíèå èñïûòàíèé ìåòîäàìè ExDIR (ñëåâà) è ExDIR-diag (ñïðàâà)
â çàäà÷å � 1 äî ìîìåíòà îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ ǫ = 0,002.
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Ðèñ. 5. Ðàçìåùåíèå èñïûòàíèé â ExDIR-diag äî ìîìåíòà ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ
ñ ïîãðåøíîñòüþ ǫ = 0,00051 â çàäà÷å � 3 áåç ðàçðûâà (ñëåâà) è çàäà÷å � 7 ñ
ðàçðûâîì.

òàíèé (âûïîëíåíî k∗ = 30 èòåðàöèé,M∗ = 547). Â îáîèõ ìåòîäàõ èñïîëüçîâà-
ëàñü ãðóïïà ïàðàìåòðîâ E3. Ðàçìåùåíèå èñïûòàíèé â äèàãîíàëüíîì ìåòîäå
ExDIR-diag ïîêàçàíî íà ðèñ. 5 ñëåâà.

Äîïîëíèòåëüíî íà ðèñ. 5 ñïðàâà ïðåäñòàâëåíà çàäà÷à � 7 èç [1] äëÿ èë-
ëþñòðàöèè âëèÿíèÿ ðàçðûâîâ íà ïîâåäåíèå ìåòîäà. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò çà-
äà÷è � 3 òîëüêî äîáàâëåííûì ðàçðûâîì â öåëåâóþ ôóíêöèþ Q(x) âäîëü
ïðÿìîé x2 = 2,3 çà ñ÷åò âû÷èòàíèÿ èç Q(x) çíà÷åíèÿ ∆ = 1 íà ìíîæåñòâå
òî÷åê ñ x2 6 2,3. Ëèíèÿ ðàçðûâà ïðîõîäèò â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò
òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ñ x∗2 = 2,27249. Îáùèå õàðàêòåðèñòèêè çàäà-
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÷è � 7 îòëè÷àþòñÿ îò çàäà÷è � 3 ëèøü òåì, ÷òî äëÿ íåå Q∗ = −1,81911 è
Qo = −1,81814.

Ïîñêîëüêó ìåòîä ExDIR-diag íå îöåíèâàåò êîíñòàíòû Ëèïøèöà, òî íåñìîò-
ðÿ íà ðàçðûâû â îáëàñòÿõ êîíöåíòðàöèè òî÷åê íå ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèÿ
ýòîãî ìåòîäà â ðàâíîìåðíûé ïåðåáîð. Âèäíî, ÷òî ìåòîä ExDIR-diag íà çà-
äà÷å ñ ðàçðûâîì ñîõðàíÿåò öåëåñîîáðàçíîå ïîâåäåíèå. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
ïðàâèëüíîå ðàñïîçíàâàíèå îáëàñòè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïðîèñõîäèò äîñòà-
òî÷íî áûñòðî, îäíàêî íàëè÷èå ðàçðûâîâ çàìåòíî çàìåäëÿåò óòî÷íåíèå íàé-
äåííîãî ðåøåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ äîñòèæåíèÿ òîé æå òî÷íîñòè ǫ=0,00051
ìåòîäó ïîòðåáîâàëîñü n∗ = 707 èñïûòàíèé (âûïîëíåíî k∗ = 53 èòåðàöèè,
M∗ = 1137). Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû ñ ãðóïïîé ïàðàìåòðîâ E1.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííóþ â ñòàòüå âåðñèþ äâóõòî÷å÷íîãî
äèàãîíàëüíîãî ìåòîäà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê áàçîâóþ, êîòîðóþ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ åãî äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ.

6. Çàêëþ÷åíèå

Îðèãèíàëüíûé ìåòîä DIRECT, ïîñòðîåííûé â [16] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ìíîãîýêñòðåìàëüíîé îïòèìèçàöèè áåç ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ïðè-
âëåêàòåëåí òåì, ÷òî ñîõðàíÿåò ñïîñîáíîñòü ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà
ïðè íàëè÷èè êîíå÷íûõ (óìåðåííîé âåëè÷èíû) ðàçðûâîâ öåëåâîé ôóíêöèè
â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ðåøåíèé. Ýòà îñîáåííîñòü ñâÿçàíà ñî ñïåöè-
àëüíûìè ïðèíöèïàìè îòáîðà äåëèìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ, âõîäÿùèõ â òåêóùåå
ïîêðûòèå ìíîæåñòâà ïîèñêà. Ýòè ïðèíöèïû íå èñïîëüçóþò îöåíîê êîíñòàíò
Ëèïøèöà, õîòÿ ëèïøèöåâîñòü öåëåâîé ôóíêöèè (ïðè íåîãðàíè÷åííîñòè äèà-
ïàçîíà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîíñòàíòû) ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Â äàííîé ñòàòüå âïåðâûå ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ïðèíöèïîâ DIRECT ñ ó÷å-
òîì ñðàçó äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ôàêòîðîâ: íàëè÷èÿ ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè-
÷åíèé è èñïîëüçîâàíèÿ èñïûòàíèé ôóíêöèé â ãèïåðèíòåðâàëå íå â îäíîé öåí-
òðàëüíîé òî÷êå, à â äâóõ íà êîíöàõ ñïåöèàëüíî îðèåíòèðóåìûõ ãëàâíûõ äèà-
ãîíàëåé. Äëÿ îäíîâðåìåííîãî ó÷åòà ïàð èçìåðåíèé ïîòðåáîâàëîñü èçìåíèòü
òðàäèöèîííûå äëÿ DIRECT ïðåäïîëîæåíèÿ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé ðåøàåìîé
çàäà÷è. Ââåäåííûå îáîáùåííûå ïðèíöèïû îòáîðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðÿìîå ðàçâèòèå è ðàñøèðåíèå ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà DIRECT. Â ñòà-
òüå ïîêàçàíà ëèøü ñòðóêòóðà äâóõýòàïíîé îáðàáîòêè èíôîðìàöèè ïðè îòáî-
ðå äåëèìûõ ãèïåðèíòåðâàëîâ. Äåòàëüíîå îïèñàíèå è îáîñíîâàíèå àëãîðèòìîâ
ðåàëèçàöèè îáîáùåííûõ ïðèíöèïîâ òðåáóåò îòäåëüíîé ïóáëèêàöèè.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ñõîäèìîñòü îöåíîê ðåøåíèÿ ïîñòðî-
åííîãî ìåòîäà (êàê è â ìåòîäå DIRECT) äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âñþäó ïëîòíîãî
â ïðåäåëå ðàçìåùåíèÿ òî÷åê èñïûòàíèé, íî âûïîëíåííàÿ ÷èñëåííàÿ àïðîáà-
öèÿ äåìîíñòðèðóåò ñóùåñòâåííóþ íåðàâíîìåðíîñòü èõ ðàçìåùåíèÿ ñ ïðåèìó-
ùåñòâåííîé êîíöåíòðàöèåé â îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé, ÷òî îïðåäåëÿåò ýôôåê-
òèâíîñòü ìåòîäà. Ìåòîä ðàññ÷èòàí íà èñïîëüçîâàíèå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ,
ãäå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå çàòðàòíûõ ïî âðåìåíè âû-
÷èñëåíèé, à ñàìè ôóíêöèè ìîãóò èìåòü ðàçðûâû. Ôóíêöèè êà÷åñòâà òàêîãî
âèäà ìîãóò âîçíèêàòü, íàïðèìåð, â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ïðè îï-
òèìàëüíîé íàñòðîéêå ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïî ÷èñëåííî ðàññ÷èòûâàåìûì
äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû äîïîëíèòåëüíûì íåëèíåéíûì êðèòåðèÿì.
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Ïîñòðîåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé, íî âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèé íà íàáîðå ãèïåðèíòåðâàëîâ, âûäåëåííûõ äëÿ äåëåíèÿ íà î÷å-
ðåäíîé èòåðàöèè, ìîæíî âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíî.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ó ò â å ðæä å í è ÿ 1. Åñëè óñëîâèÿ (24) âûïîëíåíû
ïðè íåêîòîðîì ∆L èç óêàçàííîãî ïðîìåæóòêà, òî (21)�(22), î÷åâèäíî, áóäóò
ñïðàâåäëèâû ïðè òîì æå ∆L è ïðè ∆Lg = α∆L. Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíû

(21)�(22) è äëÿ Dt íàøëàñü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà ∆̃L, ∆̃L
g
. Íî ïîñêîëüêó

g−(∆Lg, Di) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ âîçðàñòàíèåì ∆Lg, òî (21)�(22) òåì áî-

ëåå áóäóò âûïîëíåíû ïðè çíà÷åíèÿõ ∆̃L, ∆Lg = α ∆̃L, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 1. Íà ïåðâîì ýòàïå îáðàáîòêè ïîèñêîâîé èí-
ôîðìàöèè íà èòåðàöèè k ñîãëàñíî îïèñàíèþ â ðàçäåëå 3 â êàæäîì d-ñëîå
âûäåëÿåòñÿ õîòÿ áû îäèí ìîäèôèöèðîâàííî íåäîìèíèðóåìûé ãèïåðèíòåð-

âàë D̂d
s ýòîãî ñëîÿ. Ïîñëåäíèé èç âûäåëåííûõ èìååò ñâÿçàííûé äèàïàçîí

[∆Ld
s ,∆L

d
s+1) ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì s = Sk(d), ãäå∆L

d
Sk(d)+1 = +∞. Ýòî âåð-

íî, â ÷àñòíîñòè, è äëÿ d-ñëîÿ ãèïåðèíòåðâàëîâ, èìåþùèõ íà òåêóùåé k-é èòå-
ðàöèè íàèáîëüøèé äèàìåòð d = dmaxk .

Äàëåå, ïðè ïîñòðîåíèè ðàçáèåíèÿ (25) îñè ïðèðàùåíèé ∆L â ïîñëåäíåì
ïðîìåæóòêå [∆Lj ,∆Lj+1) ñ íîìåðîì j = mk çíà÷åíèå ∆Lmk+1 = +∞. Ýòî-

ìó ïðîìåæóòêó ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ãèïåðèíòåðâàëîâ Õ
mk

k , êîòîðîå ïî

ïîñòðîåíèþ îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ õîòÿ áû îäèí ãèïåðèíòåðâàë D̂d
s

d-ñëîÿ ñ d = dmaxk (ò.å. ìàêñèìàëüíîãî äèàìåòðà), ñîîòâåòñòâóþùèé äèàïàçî-

íó [∆Ld
s ,∆L

d
s+1) çíà÷åíèé ∆L ñ íîìåðîì s = Sk(d

max

k ). Íà ïëîñêîñòè ñðàâ-

íåíèÿ (d/2, F ) ïðè ñîïîñòàâëåíèè ãèïåðèíòåðâàëîâ èç Õ
mk

k ýòîìó ãèïåðèí-
òåðâàëó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñàìàÿ ïðàâàÿ òî÷êà â ïîëó÷åííîì ìíîæåñòâå
òî÷åê Pmk

k . Ïîñêîëüêó ñðàâíåíèå ïðîèñõîäèò äëÿ ïðîìåæóòêà [∆Lmk
,+∞),

òî÷êà ñ íàèáîëüøèì d = dmaxk ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ∆L îáÿçàòåëüíî áóäåò
äîìèíèðîâàòü îñòàëüíûå è äëÿ íåå òàêæå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå (17). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ãèïåðèíòåðâàë íàèáîëüøåãî äèàìåòðà áóäåò âêëþ÷åí â ìíîæåñòâî D̂k

ãèïåðèíòåðâàëîâ, äåëèìûõ íà èòåðàöèè k. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ãëîáàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé X∗ (òðåáîâàíèå C), à òàêæå òðåáîâàíèé B
ê ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ X∗ è ôóíêöèÿì çàäà÷è, äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî îáîñíîâàòü âñþäó ïëîòíîå â ïðåäåëå ðàç-
ìåùåíèå òî÷åê èñïûòàíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî ïîèñêà D êîìïàêòíî.
Ïðè âûïîëíåíèè òðåáîâàíèé A è B âñþäó ïëîòíîå â ïðåäåëå ðàçìåùåíèå
èñïûòàíèé ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê èçìåðåíèé,
ñõîäÿùèõñÿ ê êàæäîìó èç ðåøåíèé x∗. Êàæäîå x∗ ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ
íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà χ èç X, åñëè X 6= ∅, èëè èç D â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Ïðè âñþäó ïëîòíîì â ïðåäåëå ðàçìåùåíèè èñïûòàíèé ñêîëü
óãîäíî áëèçêî îò x∗ íàéäóòñÿ òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ öåíòðàìè îòêðûòûõ øàðîâ,
âêëþ÷åííûõ â χ. Â êàæäîì èç òàêèõ øàðîâ â êàêîé-òî ìîìåíò ìåòîä ðàçìå-
ñòèò òî÷êó èñïûòàíèÿ. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòè-
ìûõ òî÷åê èç ïîäìíîæåñòâ χ, ñõîäÿùèåñÿ ê x∗ ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòà-
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íèè ÷èñëà èòåðàöèé. Ôóíêöèè Q, g èëè (ïðè X = ∅) ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíû
íà çàìûêàíèÿõ χ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåêîðäíûõ èçìåðå-
íèé x∗k áóäåò ìèíèìèçèðóþùåé è â ñèëó òðåáîâàíèÿ C åå ïðåäåëüíûå òî÷êè
áóäóò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è.

Îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü âñþäó ïëîòíîå â ïðåäåëå ðàçìåùåíèå èñïûòàíèé.
Ïðèâåäåì ëèøü ñõåìó ðàññóæäåíèÿ. Íóæíîå ïîâåäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 1,
êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò, ÷òî â ïîñòðîåííîì ìåòîäå íà êàæäîé èòåðàöèè îáÿçà-
òåëüíî äåëèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ãèïåðèíòåðâàëîâ íàèáîëüøåãî äèà-
ìåòðà. Ïîñêîëüêó äåëåíèå ãèïåðèíòåðâàëîâ ïðîèñõîäèò íà òðè ðàâíûå ÷à-
ñòè ïî íàèáîëüøåìó ðåáðó, ýòî îáåñïå÷èâàåò ñòðîãîå óáûâàíèå äèàìåòðà ñ
íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì, îòäåëåííûì îò åäèíèöû. Ýòèõ äâóõ ôàêòîðîâ
äîñòàòî÷íî. Áîëåå ïîäðîáíîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íî äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.6 èç [8] ñ ó÷åòîì ëåììû 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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1. Ââåäåíèå

È.À. Âûøíåãðàäñêèé (1871�1876) îáðàòèëñÿ ê çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ðå-
æèìà ðàáîòû ïàðîâîé ìàøèíû, ñíàáæåííîé ðåãóëÿòîðîì Óàòòà. Â çíàìåíè-
òîé ðàáîòå 1876 ã. È.À. Âûøíåãðàäñêèé âïåðâûå óñòàíîâèë óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè äâèæåíèÿ ïàðîâîé ìàøèíû, à òàêæå ïîëó÷èë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé êîðíåé àëãåáðàè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ (ïîëèíîìà) òðåòüåé ñòåïåíè è äàë ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ ýòèõ óñëîâèé â âèäå äèàãðàìì Âûøíåãðàäñêîãî. Ä.Ê. Ìàêñâåëë â çàäà÷å,
áëèçêîé ê òîé, êîòîðîé çàíèìàëñÿ È.À. Âûøíåãðàäñêèé, ïðèøåë ê òåì æå ìà-
òåìàòè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì îòðèöàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (1868), íî íå ñäåëàë îò÷åòëèâûõ èíæåíåðíûõ
âûâîäîâ. Êðèòåðèé îòðèöàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé âñåõ êîðíåé ïî-
ëèíîìà n-é ñòåïåíè ïîëó÷èë Ðàóñ (1877). À.Ì. Ëÿïóíîâ â ñâîåé äèññåðòàöèè
(1892) äàë ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå èññëåäîâàíèÿì óñòîé÷èâîñòè ïðè ïî-
ìîùè ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé. À. Ñòîäîëà (1893) ðàñïðîñòðàíèë ëèíåà-
ðèçîâàííóþ òåîðèþ È.À. Âûøíåãðàäñêîãî íà íåïðÿìîå ðåãóëèðîâàíèå è, íå
çíàÿ î ðàáîòàõ Ä.Ê. Ìàêñâåëëà è Ðàóñà, ïðåäëîæèë À. Ãóðâèöó çàäà÷ó î íà-
õîæäåíèè êðèòåðèÿ îòðèöàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé âñåõ êîðíåé ïî-
ëèíîìà n-é ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. À. Ãóðâèö íàøåë
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â èçÿùíîé ôîðìå äåòåðìèíàíòíûõ íåðàâåíñòâ (1895).
Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé Ðàóñà�Ãóðâèöà ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà, êîðíè êîòîðîãî ðàñïîëàãàþòñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêî-
ñòè. Íî òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî Ëüåíàðîì è Øèïàðîì (1914), êîëè÷åñòâî
äåòåðìèíàíòíûõ íåðàâåíñòâ ñîêðàùàåòñÿ ïî÷òè âäâîå, ò.å. íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé âñåõ êîðíåé ïî-
ëèíîìà ñòåïåíè n ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ïîðÿäêå ëè÷íîé èíèöèàòèâû.
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äåòåðìèíàíòûõ íåðàâåíñòâ

∆n−1 > 0, ∆n−3 > 0, . . . ,

ãäå ∆k, k = 1, n � îïðåäåëèòåëè èç óñëîâèé Ãóðâèöà [1].

Â äàëüíåéøåì ðóêîâîäÿùèì ñòèìóëîì ñòàëî ñòðåìëåíèå äàòü â ðóêè ïðè-
êëàäíèêîâ ïðàêòè÷åñêè ïðèãîäíûå ïðèåìû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Íà
ïðàêòèêå îáû÷íî ðå÷ü èäåò íå ñòîëüêî î òîì, ÷òî óñòîé÷èâà èëè íåóñòîé÷èâà
äàííàÿ ñèñòåìà, ñêîëüêî î òàêîì ïîäáîðå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ÷òîáû ñèñòåìà
óäîâëåòâîðÿëà ðÿäó òåõíè÷åñêèõ òðåáîâàíèé, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì óñòîé÷èâîé.
Ôàêòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
íà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè. Ñóùåñòâåííûì øàãîì â ðåøåíèè
ýòîé çàäà÷è ñòàëî ïîÿâëåíèå ÷àñòîòíûõ êðèòåðèåâ Íàéêâèñòà (1932) è Ìè-
õàéëîâà (1938), íîâàÿ òðàêòîâêà êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà è ìåòîä D-ðàçáèåíèÿ
Þ.È. Íåéìàðêà (1949) [2]. Â ìåòîäå D-ðàçáèåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå
ñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûõ ïîëèíîìîâ, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ïîëèíîìû ñòåïåíè n, à èõ êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò ëèáî îò îäíîãî êîìïëåêñ-
íîãî, ëèáî îò äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ; çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, òàêèì
îáðàçîì, ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ. Ïîñêîëüêó êîðíè ïîëèíîìîâ
íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò èõ êîýôôèöèåíòîâ, òî êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè ïàðàìåò-
ðîâ (D-êðèâàÿ), òî÷êàì êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ïîëèíîìû, èìåþùèå õîòÿ áû
îäèí êîðåíü íà ìíèìîé îñè, ðàçáèâàåò, â îáùåì ñëó÷àå, ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ
íà îáëàñòè ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè, ò.å. ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì
êîðíåé ñïðàâà îò ìíèìîé îñè. D-êðèâàÿ, ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ìíèìîé îñè ïëîñêîñòè êîðíåé ïîëèíîìîâ íà ïëîñêîå ñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâà
ïîëèíîìîâ. Ìåòîä D-ðàçáèåíèÿ áûë îáîáùåí íà êâàçèïîëèíîìû è äðóãèå öå-
ëûå ôóíêöèè, ÷òî ïîçâîëèëî ïðèìåíÿòü åãî ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè
íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìíèìîé îñè ïëîñêîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
÷èñåë íà ïëîñêîå ñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ îêàçàëàñü î÷åíü ïëîäî-
òâîðíîé. Óäàëîñü ïîñòðîèòü îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå òàêèõ ñèñòåì, äëÿ
êîòîðûõ ñàìî âûïèñûâàíèå êîíå÷íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷è-
ñåë ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ðàññìîò-
ðåíèå âñåâîçìîæíûõ âîçìóùåííûõ äâèæåíèé èçëèøíå, à äîñòàòî÷íî ëèøü
ðàññìîòðåòü óñëîâèÿ îñóùåñòâèìîñòè âîçìóùåííûõ äâèæåíèé îïðåäåëåííîãî
òèïà. Äàëåå ðå÷ü ïîéäåò îá óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ
ðîòîðíûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ æèäêîñòü. Èìåííî äëÿ íèõ ïðè èññëåäîâàíèè
óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óäàëîñü ðàçâèòü ýôôåêòèâíûé ìåòîä
[3, 4], â êîòîðîì, â îòëè÷èå îò ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ, çíàíèå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ íå òðåáóåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ èññëåäîâàíèå âîçìóùåííûõ
äâèæåíèé òèïà êðóãîâîé ïðåöåññèè ïîçâîëÿåò ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè
ïîñòðîèòü D-êðèâóþ è âûäåëèòü îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè.

Ïðîèëëþñòðèðóåì îðèãèíàëüíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íà
ïðèìåðå çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè (â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè) ñòàöèîíàðíî-
ãî âðàùåíèÿ öèëèíäðà, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîãî âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêî-
ñòüþ. Îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òåëà, ñîäåðæàùåãî æèäêîñòü, ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííîé
çà ñ÷åò âíåøíåãî èñòî÷íèêà ýíåðãèè, âñëåäñòâèå ÷åãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
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ñîäåðæàùåéñÿ â ïîëîñòè æèäêîñòè ìîæåò âîçðàñòàòü âî âðåìåíè áëàãîäàðÿ
âçàèìîäåéñòâèþ ñî ñòåíêàìè ïîëîñòè. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåò áîëü-
øóþ òðóäíîñòü èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü êðóãîâîé öèëèíäð ðàäèóñà a ñîâåðøàåò ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå âî-
êðóã ñâîåé îñè (ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ Oz íåïîäâèæíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò Oxyz), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â âÿçêîóïðóãîì îñåñèììåòðè÷-
íîì çàêðåïëåíèè. Âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, ÷àñòè÷íî çàïîëíÿþùàÿ
öèëèíäð, ïðè ñòàöèîíàðíîì âðàùåíèè ðàñïîëîæåíà â ñëîå ïîñòîÿííîé òîë-
ùèíû h íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà è âðàùàåòñÿ âìåñòå ñ íèì êàê
òâåðäîå òåëî. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè â ëèíåé-
íîì ïðèáëèæåíèè è â ðàìêàõ ïëîñêîé ìîäåëè, ò.å. â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òî÷-
êè öèëèíäðà ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ëèøü ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè Oxy, à ïîëå
ñêîðîñòåé æèäêîñòè èìååò ëèøü x- è y-êîìïîíåíòû, êîòîðûå, êàê è äàâëåíèå
æèäêîñòè, íå çàâèñÿò îò z. Ïëîñêàÿ ìîäåëü ïðèìåíèìà, åñëè îñåâûå ïåðå-
ìåùåíèÿ öèëèíäðà è óãëîâîå ïåðåìåùåíèå åãî îñè ïðåíåáðåæèìî ìàëû (íà-
ïðèìåð, îñü öèëèíäðà â ïîäøèïíèêàõ), à ñàì öèëèíäð äîñòàòî÷íî äëèííûé
(êîíöåâûå ýôôåêòû íåñóùåñòâåííû). Ñèñòåìà ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé
ïëîñêîé ìîäåëè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ê íèì, èñïîëüçóåìàÿ â äàííîé ðàáîòå,
ñîäåðæèò:

1. Óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öèëèíäðà ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè
Oxy, ëèíåàðèçîâàííûå âáëèçè ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðà ïðè ñòàöèîíàðíîì âðàùå-
íèè

Mẍ0 +Hẋ0 +Kx0 = Fx,

Mÿ0 +Hẏ0 +Ky0 = Fy,
(1)

ãäå x0, y0 � êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îñè öèëèíäðà ñ ïëîñêîñòüþ Oxy;
Fx, Fy � êîìïîíåíòû ñèëû, ñ êîòîðîé æèäêîñòü äåéñòâóåò íà åäèíèöó äëè-
íû öèëèíäðà; M � ìàññà åäèíèöû äëèíû öèëèíäðà; H, K � ñîîòâåòñòâåííî
êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ è æåñòêîñòè çàêðåïëåíèÿ îñè öèëèíäðà, äå-
ëåííûå íà åãî äëèíó;

2. Óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ öèëèíäðà
âîêðóã îñè Oz: Ω = const;

3. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïëîñêîñòè Oxy,
ëèíåàðèçîâàííûå âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî êâàçèòâåðäîãî âðàùåíèÿ æèäêîñòè
âîêðóã îñè Oz:

∂υj
∂t

+ υ0k
∂

∂xk
vj + υγ

∂

∂xγ
υ0j = −1

ρ

∂p′

∂xj
+ ν∆υj ,

∂υj
∂xj

= 0; υ01 = −Ωx2; υ02 = Ωx1;

(2)

4. Óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè ê ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, óñëîâèå íåïðå-
ðûâíîñòè íàïðÿæåíèé è êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè,
ïåðåíåñåííûå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî îòêëîíåíèÿì îò ñîñòîÿíèÿ ñòàöèî-
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íàðíîãî âðàùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè x2 + y2 = a2 è x2 + y2 = (a− h)2 ñîîòâåò-
ñòâåííî:

υ1 = ẋ01 +Ωẋ02; υ2 = ẋ02 − Ωẋ01,

x21 + x22 = a2,

σ′ikn
0
k = −ρΩ2bSn0i ,

σ′ik = −p′δik + µ

(
∂υi
∂xk

+
∂υk
∂xi

)
,

∂S

∂t
+Ω

(
−x2

∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2

)
S = υjn

0
j ; x21 + x22 = b2,(3)

çäåñü n0j � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, S � îòêëîíåíèå ñâî-

áîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îò íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè x2 + y2 = b2 â
íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê íåé;

5. Ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå Fx, Fy ÷åðåç îòêëîíåíèÿ äàâëåíèÿ è êîìïîíåíò
ïîëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí ïðè ñòàöèîíàðíîì
êâàçèòâåðäîì âðàùåíèè:

Fj = −
∫
σ′iknkdl + ρ

Ω2a2

2
x0j ,(4)

x21 + x22 = a2.

Èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2, dl � ýëåìåíò äëèíû
äóãè.

3. Ñâîéñòâà ñèììåòðèè è êðóãîâàÿ ïðåöåññèÿ

Ïåðå÷èñëåííûå óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíû è îäíîðîäíû îò-
íîñèòåëüíî îòêëîíåíèé îò ñîñòîÿíèÿ ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ öèëèíäðà è
÷àñòè÷íî çàïîëíÿþùåé åãî æèäêîñòè è îáëàäàþò äâóìÿ î÷åâèäíûìè ñâîé-
ñòâàìè ñèììåòðèè: à) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà÷àëà îòñ÷åòà âðå-
ìåíè, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ t′ = t− t0; á) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà
ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã Oz íà óãîë π

2 , ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ x
′ = y, y′ = −x,

z′ = z. Â ñèëó ñâîéñòâà ñèììåòðèè à) ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(4) äîïóñêàåò
÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûå eλt, ãäå λ � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî.
Áóäåì ñ÷èòàòü ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå öèëèíäðà ñ æèäêîñòüþ óñòîé÷èâûì â
ìàëîì, åñëè âñå λ èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, è íåóñòîé÷è-
âûì, åñëè õîòÿ áû îäíî λ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü. Åñëè
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà λ íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, òî
èçìåíåíèå ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ïðè ïîÿâëåíèè ìíè-
ìîãî λ = iω. Ïðè ýòîì íàðÿäó ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (1)�(4)

(
x∗ex + y∗ey, v

∗
x(x, y)ex + v∗y(x, y)ey, p

∗(x, y)
)
eiωt.

Â ñèëó ñâîéñòâà ñèììåòðèè á) ñóùåñòâóåò òàêæå ðåøåíèå
(
− y∗ex + x∗ey,−v∗y(y,−x)ex + v∗x(y,−x)ey, p∗(y,−x)

)
eiωt,
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ãäå x∗, y∗ � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû êîìïîíåíò ðàäèóñà-âåêòîðà òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ îñè öèëèíäðà ñ ïëîñêîñòüþ Oxy; v∗x, v

∗
y , p

∗ � êîìïëåêñíûå àìïëè-
òóäû îòêëîíåíèé êîìïîíåíò ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ æèäêîñòè îò ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âåëè÷èí ïðè ñòàöèîíàðíîì êâàçèòâåðäîì âðàùåíèè; ex, ey �
îðòû êîîðäèíàòíûõ îñåé. Óìíîæàÿ ïåðâîå èç ýòèõ ðåøåíèé íà i è ñêëàäû-
âàÿ ñî âòîðûì, ïîëó÷èì â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé (1)�(4) ÷àñòíîå ðå-
øåíèå, îïèñûâàþùåå òàê íàçûâàåìóþ êðóãîâóþ ïðåöåññèþ öèëèíäðà ñ æèä-
êîñòüþ, ò.å. òàêîå äâèæåíèå, â êîòîðîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñè öèëèíäðà ñ
ïëîñêîñòüþ Oxy îïèñûâàåò îêðóæíîñòü, à îòêëîíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ îò ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ∼ eiωt. Îáðàò-
íî: åñëè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ (1)�(4) äîïóñêàþò
ðåøåíèå òèïà êðóãîâîé ïðåöåññèè, òî ñóùåñòâóåò ìíèìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
÷èñëî λ. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò èç-
ìåíåíèå ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìå (ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ìíèìîå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî), ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
êðóãîâîé ïðåöåññèè öèëèíäðà ñ æèäêîñòüþ. Ïðèâåäåííîå ñîîáðàæåíèå îïðå-
äåëÿåò õîä ðåøåíèÿ çàäà÷è â äàííîé ñòàòüå. Èìåííî ñíà÷àëà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè,
÷àñòè÷íî çàïîëíÿþùåé âðàùàþùèéñÿ öèëèíäð, ñîâåðøàþùèé êðóãîâóþ ïðå-
öåññèþ. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ñèëà, ñ êîòîðîé æèäêîñòü äåéñòâóåò íà âðàùàþ-
ùèéñÿ öèëèíäð â ñëó÷àå êðóãîâîé ïðåöåññèè. Äàëåå, íà îñíîâàíèè ïîëó÷åí-
íûõ âûðàæåíèé äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû èç óðàâíåíèé ïîñòóïàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ öèëèíäðà (1) íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíà êðóãî-
âàÿ ïðåöåññèÿ. Ýòè óñëîâèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå îïðåäåëÿþò
ãðàíèöû îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïà-
ðàìåòðîâ çàäà÷è.

4. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à

Ïóñòü áåñêîíå÷íî äëèííûé êðóãîâîé öèëèíäð ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì à
âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0 è ïðåöåññèðóåò ñ ÷àñòî-
òîé ω òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî îñü îïèñûâàåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü
ðàäèóñà ε (ðèñ. 1). Àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü öèëèíäðà Ω ñêëàäûâàåòñÿ
èç óãëîâîé ñêîðîñòè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ öèëèíäðà ω0 è ñêîðîñòè ïðåöåñ-
ñèè ω (Ω = ω0 + ω).

Âûáåðåì íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà Oξη (ñì. ðèñ. 1), æåñòêî ñâÿ-
çàííóþ ñ òàê íàçûâàåìîé ëèíèåé öåíòðîâ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ïðåöåñ-
ñèè O1 è öåíòð ñå÷åíèÿ öèëèíäðà O. Ýòà ñèñòåìà ïîñòóïàòåëüíî äâèãàåòñÿ ïî
îêðóæíîñòè ðàäèóñà ε ñî ñêîðîñòüþ ωε è âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè öèëèíäðà ñ
óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Â ïðîñòðàíñòâå îòñ÷åòà Oξη ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò r, ϕ ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Â ýòîé ñèñòåìå êîìïîíåíòû ïîëÿ ñèë
èíåðöèè, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå îòñ÷åòà Oξη íà ÷àñòèöó åäèíè÷íîé
ìàññû, èìåþò âèä:

fr = ω2r + 2ωυ + ω2ε cosφ,

fφ = −2ωu− ω2ε sinφ.(5)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïëîñêîì äâèæåíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè,
÷àñòè÷íî çàïîëíÿþùåé âðàùàþùèéñÿ öèëèíäð, â ñëó÷àå êðóãîâîé ïðåöåñ-
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Ðèñ. 1. Íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà Oξη.

ñèè ñ ìàëûì ðàäèóñîì ε, ïðè êîòîðîé îòêëîíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ýëå-
ìåíòîâ îò ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé ìàëû è â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ∼ eiωt. Èñïîëüçóÿ çàêîí èçìåíåíèÿ ýíåðãèè âÿçêîé
æèäêîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå êðóãîâîé ïðåöåññèè ñ ìàëûì ðàäèó-
ñîì äâèæåíèå æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà Oξη óñòàíîâèâøååñÿ,
ò.å. íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Óðàâíåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Oξη è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ëèíåàðèçîâàííûå âáëèçè
ñòàöèîíàðíîãî êâàçèòâåðäîãî âðàùåíèÿ æèäêîñòè âîêðóã îñè öèëèíäðà

u = 0, υ = ω0r(6)

çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

ω0
∂u′

∂ϕ
= Ω2r + ω2ε cosϕ+ 2Ωυ′ − 1

ρ

∂p

∂ρ
+ ν

(
∆u′ − u′

r2
− 2

r2
∂υ′

∂ϕ

)
,

ω0
∂υ′

∂ϕ
= −ω2ε sinϕ− 2Ωu′ − 1

rρ

∂p

∂ϕ
+ ν

(
∆υ′ − υ′

r2
+

2

r2
∂u′

∂ϕ

)
,(7)

∂u′

∂r
+
u′

r
+

1

r

∂υ′

∂ϕ
= 0,

u′ = 0, υ′ = 0, r = a,(8)

−p− ρΩ2rη + 2µ
∂u′

∂r
= −p0,

i
∂υ′

∂r
+

1

r

∂u′

∂ϕ
− υ′

r
= 0,(9)

ω0
∂η

∂ϕ
= u′; r = a− h.
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Çäåñü u′, υ′ � ìàëûå îòêëîíåíèÿ êîìïîíåíò ïîëÿ ñêîðîñòåé îò (6), p �
äàâëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü, ν,µ � êèíåìàòè÷åñêàÿ è äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü
æèäêîñòè, r = a− h+ η(ϕ) � óðàâíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè,
p0 � äàâëåíèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ââåäåì ïîòåíöèàëû Ëàìáà θ, ψ è
ôóíêöèþ χ

u′ =
∂θ

∂r
+

1

r

∂ψ

∂ϕ
,

υ′ =
1

r

∂θ

∂ϕ
− ∂ψ

∂r
,

χ =
1

2
Ω2r2 + ω2εr cosϕ− 2Ωψ + const

è çàïèøåì ñèñòåìó (7) â âèäå:

∂

∂r
F +

1

r

∂

∂ϕ
G = 0,

1

r

∂

∂ϕ
F − ∂

∂r
G = 0, ∆θ = 0,

F = χ− p

ρ
− ω0

∂θ

∂ϕ
, G = ν∆ψ + 2Ωθ − ω0

∂ψ

∂φ
.(10)

Íåîäíîçíà÷íîñòüþ â âûáîðå ïîòåíöèàëîâ Ëàìáà (êàëèáðîâêîé ïîòåíöèà-
ëîâ) ìîæíî ðàñïîðÿäèòüñÿ òàê, ÷òî (10) ñâåäåòñÿ ê ñèñòåìå:

F = 0, G = 0, ∆θ = 0.(11)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8) è (9) ïîñëå ââåäåíèÿ ïîòåíöèàëîâ Ëàìáà ïðèíèìà-
þò âèä:

∂θ

∂r
+

1

r

∂ψ

∂φ
= 0,

1

r

∂θ

∂φ
− ∂ψ

∂r
= 0, r = a,(12)

2ν

(
∂2θ

∂r2
− 1

r2
∂ψ

∂φ
+

1

r

∂2ψ

∂r∂φ

)
− p

ρ
− Ω2rη = −p0

ρ
,

r2
∂2ψ

∂r2
− 2r

∂2ψ

∂r∂φ
− ∂2ψ

∂φ2
+ 2

∂θ

∂φ
− r

∂ψ

∂r
= 0,(13)

ω0
∂θ

∂φ
=
∂θ

∂r
+

1

r

∂ψ

∂φ
, r = a− h.

Óðàâíåíèÿ (11) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (12), (13) ñîäåðæàò ëèøü ñëåäóþ-
ùèå ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: ω0, Ω, ν, a, a− h, ε (ïàðàìåòð p0 íåñóùåñòâåí, òàê
êàê æèäêîñòü íåñæèìàåìà). Â ñèëó ëèíåéíîñòè ñôîðìóëèðîâàííîé êðàåâîé
çàäà÷è ïàðàìåòð ε âîéäåò â ðåøåíèå â ïåðâîé ñòåïåíè. Ýòèì ïàðàìåòðîì
îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ìàñøòàá ñêîðîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè, âûçâàííîãî ïðå-
öåññèåé öèëèíäðà. Îñòàâøèåñÿ ïÿòü ïàðàìåòðîâ îáðàçóþò âñåãî òðè íåçàâè-
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ñèìûå áåçðàçìåðíûå êîìáèíàöèè:

ω

Ω
,

a− h

a
,

ν

Ωa2
,(14)

êîòîðûå è áóäóò êðèòåðèÿìè ïîäîáèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.

5. Âû÷èñëåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (11)�(13). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (11) â âèäå:

θ = 2Re
[
Θ(r)eiφ

]
, ψ = 2Re

[
Ψ(r)eiφ

]
, i2 = −1.

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (11) íàéäåì

θ = 2Re
[(
c1r +

c2
r

)
eiφ
]
,(15)

ïîñëå ÷åãî âòîðîå óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê âèäó

d2Ψ

dr2
+

1

r

dΨ

dr
−
(
iω0

ν
+

1

r2

)
Ψ = −2Ω

ν

(
c1r +

c2
r

)
.(16)

Èíòåãðèðóÿ (16), ïîëó÷èì

ψ = 2Re

([
−2Ω

ω0
i
(
c1r +

c2
r

)
+ c3L1(kr) + c4M1(kr)

]
eiφ
)
,

L1 = e−κaH
(2)
1 (kr), M1 = eκbH

(1)
1 (kr),(17)

k = κ

(
− ω0

|ω0|
+ i

)
, κ =

√
|ω0|
2ν

, b = a− h.

ãäå H
(1,2)
n (kr) � ôóíêöèè Ãàíêåëÿ.

Âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ íàéäåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (11):

p

ρ
= 2Re

([
−iω0

(
c1r +

c2
r

)
+
ω2εr

2

]
eiφ
)
− 2Ωψ +

Ω2r2

2
+ C.(18)

Ðàäèàëüíîå îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè η(φ) èùåì â âèäå

η(φ) = 2Re (η∗eiφ).(19)

Ïîäñòàâëÿÿ (15), (17)�(19) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12), (13), ïîëó÷èì
ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ
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c1, c2, c3, c4, âûðàæåíèÿ äëÿ η∗ è àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé â (18):

3− τ

1− τ
c1 +

1 + τ

1− τ

c2
a2

+
i

a
Z1(ka) = 0,

3− τ

1− τ
ic1 −

1 + τ

1− τ

ic2
a2

− kZ0(ka) +
1

a
Z1(ka) = 0,

1 + τ

1− τ

4i

b3
c2 +

2k

b
Z0(kb) +

(
k2 − 4

b2

)
Z1(kb) = 0,(20)

−τ
2(3− τ)

(1− τ)2
ibc1 +

i

b
(1 + τ)

[
2− 4τ + τ2

(1− τ)2
− 4

k2b2

]
c2 −

− 2
1− τ

kb
Z0(kb) +

(
2τ − 1

1− τ
+ 4

1− τ

k2b2

)
Z1(kb) = −1

2
τ2Ωεb,

iω0η
∗ =

3− τ

1− τ
c1 +

1 + τ

1− τ

c2
b2

+
i

b
Z1(kb), C =

p0
ρ

− Ω2b2

2
,

ãäå

τ =
ω

Ω
, Zn(kr) = c3Ln(kr) + c4Mn(kr),(21)

Ln(kr) = e−κaH(2)
n (kr), Mn(kr) = eκbH(1)

n (kr).

Ïðè âûâîäå (20) áûëè èñïîëüçîâàíû èçâåñòíûå ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîä-
íûõ îò öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé [5]. Â ðÿäå èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ çíà÷åíèå kr
(b 6 r 6 a) î÷åíü âåëèêî, ÷òî ïîçâîëÿåò òàêæå èñïîëüçîâàòü â (20) àñèìï-
òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ýòèõ ôóíêöèé. Ïðèìåíåíèå ïåðåíîðìèðîâàííûõ
ôóíêöèé Ãàíêåëÿ Ln(kr) è Mn(kr) îêàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì î÷åíü óäîáíûì.
Ïîñëå òîãî êàê íàéäåíû ïîñòîÿííûå c1, c2, c3, c4, êðàåâàÿ çàäà÷à (11)�(13), â
ïðèíöèïå, ðåøåíà. Îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñèëû, ñ êîòîðîé æèäêîñòü äåé-
ñòâóåò íà öèëèíäð. Èíòåãðèðóÿ íàïðÿæåíèÿ, ïðèëîæåííûå ê âíóòðåííåé ïî-
âåðõíîñòè öèëèíäðà, ïîëó÷èì äëÿ êîìïîíåíò ñèëû, äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó
åãî äëèíû:

Fξ = 2πaρRe

[
1

2
ω2εa+ 2i(Ω + ω)

c2
a

]
,

Fη = −4πρ(Ω + ω)Re c2.

(22)

Â ñëó÷àå êîãäà ÷àñòîòà ïðåöåññè ω → Ω, ìîæíî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî âû-
ðàçèòü c2 èç (20), âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè äëÿ
öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà [5], è çàïèñàòü
(22) â âèäå:

Fξ = πρΩ2a2ε+O(ω0),

Fη =
8πεµω0(δ

4 + 1)

δ4 − 1− 2(δ4 + 1)lnδ
+O

(
ω2
0ln|ka|

)
, δ =

b

a
.

(23)
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ êîìïîíåíò ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû îò ïà-
ðàìåòðà τ .

Èç âûðàæåíèé (23) âèäíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà ω = Ω ïðîåêöèÿ
ñèëû íà ëèíèþ öåíòðîâ Fξ > 0, ò.å. ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ñòðåìèòñÿ óâå-
ñòè îñü öèëèíäðà îò îñè ïðåöåññèè (íà ðèñ. 1 òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñè ïðåöåñ-
ñèè ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà � öåíòð ïðåöåññèè O1). Äàëåå, êîìïîíåíòà ñèëû Fη

ìîæåò áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîñòè. Çíàìåíà-
òåëü â âûðàæåíèè äëÿ Fη ïðè 0 < δ < 1 ïîëîæèòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
ω < Ω èìååì Fη > 0, ò.å. ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ñòðåìèòñÿ óâåëè÷èòü óã-
ëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè öèëèíäðà, à ïðè ω > Ω ïîëó÷àåì, ÷òî Fη < 0 è
ýôôåêò äåéñòâèÿ ñèëû îáðàòíûé. Ýòè âûâîäû ñîãëàñóþòñÿ ñ òàê íàçûâàåìîé
êîíöåïöèåé âðàùàþùåãîñÿ òðåíèÿ [6], ðàñïðîñòðàíåííîé â ïðèêëàäíûõ èññëå-
äîâàíèÿõ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîìåíò ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû (23) îòíîñè-
òåëüíî îñè öèëèíäðà ðàâåí íóëþ. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû â êà÷åñòâå ïðèìåðà
çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ êîìïîíåíò ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû Fξ∗ = Fξ/F

0

(ñïëîøíûå ëèíèè) è Fη∗ = Fη/F
0 (øòðèõîâûå ëèíèè) îò ω/Ω, ïîëó÷åííûå

â ñîîòâåòñòâèè ñ (20), (22) â ñëó÷àå δ = 0,5; ν/(Ωa2) = 10−5. Ìàñøòàá ñèëû
F 0 = mω2ε, ãäå m = πρ(a2 − b2) � ìàññà æèäêîñòè, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäè-
íèöó äëèíû öèëèíäðà. Çàâèñèìîñòü ñèëû îò îòíîøåíèÿ ÷àñòîò èìååò ÷åòêî
âûðàæåííûé ðåçîíàíñíûé õàðàêòåð, ÷òî îáóñëîâëåíî ðåçîíàíñíûì âîçáóæ-
äåíèåì âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âðàùàþùåéñÿ
æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé öèëèíäð.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû ñ ñèëîé, ïî-
ëó÷åííîé â ðàìêàõ êîíñåðâàòèâíîé ìîäåëè (µ = 0), ïîêàçûâàåò õîðîøåå êî-
ëè÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ξ-êîìïîíåíò âíå îêðåñòíîñòåé ðåçîíàíñíûõ çíà÷å-
íèé ω/Ω. Âìåñòå ñ ýòèì â îêðåñòíîñòÿõ ðåçîíàíñîâ, â îòëè÷èå îò òîãî, ÷òî äà-
åò êîíñåðâàòèâíàÿ ìîäåëü, ξ-êîìïîíåíòà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû êîíå÷íà è
ñðàâíèìà ïî âåëè÷èíå ñ η-êîìïîíåíòîé. Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â îêðåñò-
íîñòÿõ ðåçîíàíñîâ, äàæå ïðè âåñüìà ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ν/(Ωa2) âîë-
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íîâîå äâèæåíèå, âûçâàííîå ïðåöåññèåé öèëèíäðà, âñþäó â æèäêîñòè ñèëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò òîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå äàåò êîíñåðâàòèâíàÿ ìîäåëü.

6. Ïîñòðîåíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ
â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèÿ îñè öèëèíäðà

Ïîäñòàâèì âû÷èñëåííóþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà åäè-
íèöó äëèíû öèëèíäðà, â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öèëèíäðà, ïîëîæèâ â ïðàâûõ
÷àñòÿõ (1):

Fx = Fξ cos(ωt)− Fη sin(ωt),

Fy = Fξ sin(ωt) + Fη cos(ωt).

Ïîëîæèâ çàòåì â (1) x0 = ε cosωt; y0 = ε sinωt , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâîé
ïðåöåññèè ñ ÷àñòîòîé ω è ðàäèóñîì ε, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ω
è ïàðàìåòðû çàäà÷è â ñëó÷àå êðóãîâîé ïðåöåññèè:

K∗ − M

m
τ2 = F ∗

ξ τ
2, H∗τ = F ∗

η τ
2, K∗ =

K

mΩ2
, H∗ =

H

mΩ
,(24)

ãäå K∗, H∗ � ñîîòâåòñòâåííî, áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè è
äåìïôèðîâàíèÿ çàêðåïëåíèÿ îñè öèëèíäðà. Áåçðàçìåðíûå êîìïîíåíòû ñè-
ëû F ∗

ξ, F
∗
η çàâèñÿò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ (14). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-

íèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñîîòíîøåíèÿ (24) çàäàþò â ïëîñêîñòè H∗, K∗ êðè-
âóþ, òî÷êàì êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòî-
ðûõ âîçìîæíà êðóãîâàÿ ïðåöåññèÿ öèëèíäðà. Ýòà êðèâàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñäåëàííûìè âûøå çàìå÷àíèÿìè ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ çàêðåïëå-
íèÿ îñè öèëèíäðà H∗, K∗ íà îáëàñòè ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè.
Ñëåäóÿ [2], áóäåì íàçûâàòü åå D-êðèâîé. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî ðàçáèåíèå ïëîñ-
êîñòè H∗, K∗, îñóùåñòâëÿåìîå D-êðèâîé, â ñëó÷àå δ = 0,9, ν/(Ωa2) = 10−6,

Ðèñ. 3. D-êðèâàÿ.
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M/m = 1,68. Ñòðåëêîé âäîëü D-êðèâîé óêàçàíî íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ ïà-
ðàìåòðà τ . D-êðèâàÿ íà ðèñ. 3 îáðàçîâàíà ðåãóëÿðíîé âåòâüþ, âäîëü êîòîðîé
ïàðàìåòð τ èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå (−∞,+∞), è êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåò-
ðà τ ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà êðèâîé è îñîáîé ïðÿìîé K∗ = 0, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé τ = 0. Íàëè÷èå îñîáîé ïðÿìîé âûçâàíî òåì, ÷òî ïðè τ = 0 êîìïîíåíòû
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû îáðàùàþòñÿ â íóëü.

D-êðèâóþ ïðèíÿòî øòðèõîâàòü òàê, ÷òî ïåðåõîä â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ
ñî øòðèõîâàííîé ñòîðîíû êðèâîé íà íåøòðèõîâàííóþ ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷å-
íèþ ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè. Øòðèõîâêà ìîæåò ïåðåõîäèòü ñ îäíîé ñòîðîíû
D-êðèâîé íà äðóãóþ â òåõ òî÷êàõ, ãäå íàðóøàåòñÿ îäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæå-
íèÿ ìíèìîé îñè ïëîñêîñòè λ â òî÷êè D-êðèâîé [2]. Â ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü
çàäà÷å øòðèõîâêà D-êðèâîé ìåíÿåòñÿ â òî÷êå ðåãóëÿðíîé âåòâè, ñîîòâåòñò-
âóþùåé çíà÷åíèþ τ = 0, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì çíà÷åíèè τ íàðóøàåòñÿ îäíî-
çíà÷íîñòü âûøåíàçâàííîãî îòîáðàæåíèÿ (òî÷êå τ = 0 íà ìíèìîé îñè ïëîñêî-
ñòè λ ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ ïðÿìàÿ â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèÿ îñè
öèëèíäðà).

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè âñåãäà äîëæíà ñîäåðæàòü òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ
äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòà äåìïôèðî-
âàíèÿ H∗. Èñõîäÿ èç ýòîãî, íà ðèñ. 3 óêàçàíà îáëàñòü ñ íóëåâîé ñòåïåíüþ
íåóñòîé÷èâîñòè D1(0). Óêàçàíû òàêæå îáëàñòè D(n) ñî ñòåïåíüþ íåóñòîé÷è-
âîñòè n. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî íàðÿäó ñD1(0) ñóùåñòâóåò åùå îäíà îáëàñòü
óñòîé÷èâîñòè � D2(0) � â îêðåñòíîñòè íóëåâûõ çíà÷åíèé H∗, K∗ (ðàçáèåíèå
ýòîé îêðåñòíîñòè ïðèâåäåíî â ïðàâîé ÷àñòè ðèñ. 3). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè
H∗ = 0 òî÷êå íà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóåò τ = 1, ÷òî ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì, óñòàíîâëåííûì â [6] ïóòåì ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêîãî ââåäåíèÿ ñèë âíóòðåííåãî òðåíèÿ âî âðàùàþùåìñÿ ðîòîðå.

7. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè áûë óñïåøíî ïðèìåíåí
ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèÿ ðîòîðíûõ ñèñòåì, ñîäåð-
æàùèõ æèäêîñòü [7�12]. Ïðè ýòîì îäíè çàäà÷è ñòàâèëèñü âïåðâûå, à ðåøåíèå
äðóãèõ áûëî, ïî ñóòè äåëà, ïîëó÷åíî çàíîâî. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåæè-
ìà ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ öèëèíäðà, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîãî âÿçêîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòüþ, âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ ïðîâåäåíî â [13] âïåðâûå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó
ãðàíèöó ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà � îò ðåæèìà ñòàöèîíàð-
íîãî âðàùåíèÿ ðîæäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå òèïà êðóãîâîé ïðåöåññèè.
Â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå, â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîãî ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ,
çíàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âîîáùå íå òðåáóåòñÿ. Áîëåå òîãî, ïðè
èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü
âîçìóùåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà � òèïà êðóãîâîé ïðåöåññèè. Ïîñëåäíåå ñâÿ-
çàíî ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû.

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü Ä.Í. Äåðåíäÿåâó çà ïîìîùü â îôîðìëåíèè ñòà-
òüè.
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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïåðåêëþ-
÷åíèåì ïàðàìåòðîâ â ïîâòîðÿþùåìñÿ ðåæèìå. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä
ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì. Ìåòîä îñíîâàí íà ïîñòðîå-
íèè âñïîìîãàòåëüíîé 2D-ìîäåëè â ôîðìå äèñêðåòíîãî ïîâòîðÿþùåãîñÿ
ïðîöåññà, óñòîé÷èâîñòü êîòîðîé ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ïðîöåññà îáó÷å-
íèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçóåòñÿ äèâåðãåíòíûé
ìåòîä âåêòîðíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñðåäíåãî âðåìå-
íè îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâòîðåíèé. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, äåìîíñòðè-
ðóþùèé âîçìîæíîñòè è îñîáåííîñòè íîâîãî ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëåíèå ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì, äèñêðåòíûå ñè-
ñòåìû, ñèñòåìû ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè, ïîâòîðÿþùèåñÿ ïðîöåññû, 2D-ñèñòå-
ìû, óñòîé÷èâîñòü, äèññèïàòèâíîñòü, âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

DOI: 10.31857/S0005231020080097

1. Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïîä ñèñòåìàìè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè îáû÷-
íî ïîíèìàþò êëàññ ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà ïîäñèñòåì, èç êîòîðûõ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ôóíêöèîíèðó-
åò ëèøü îäíà, íàçûâàåìàÿ àêòèâíîé ïîäñèñòåìîé, ïðè ýòîì âûáîð àêòèâ-
íîé ïîäñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ëîãè÷åñêèì ïðàâèëîì. Ïðîñòåéøèì
ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìíîãîðåæèìíàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïîäñèñòåìû
èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê îòäåëüíûå ðåæèìû ýòîé ñèñòåìû. Îáû÷íî ïîäñèñòå-
ìû îïèñûâàþòñÿ èíäåêñèðîâàííûì ìíîæåñòâîì äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé. Êëàññ ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè èíòåíñèâíî èçó÷àëñÿ â
ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ è ïðîäîëæàåò àêòèâíî èçó÷àòüñÿ, ÷òî ìîòèâèðîâàíî,
êàê ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè â òåõíèêå, ôèçèêå, áèîëîãèè, ýêîíîìè-
êå è äðóãèõ îáëàñòÿõ, òàê è îòêðûòûìè â ýòîì íàïðàâëåíèè òåîðåòè÷åñêèìè
çàäà÷àìè. Êàê è äëÿ äðóãèõ êëàññîâ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïåðâîî÷åðåäíîé èí-
òåðåñ çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ðàçâèòèå òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè, ãäå
ïîëó÷åí öåëûé ðÿä èíòåðåñíûõ è âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî
çíàêîìñòâà ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè ìîæíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ðåêîìåíäîâàòü
ìîíîãðàôèþ [1], îáçîðíûå ñòàòüè [2, 3] è íåäàâíèå ìîíîãðàôèè [4, 5].

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 19-08-00528_à).
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Íà÷èíàÿ ñ 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà íà÷àëà àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ òåîðèÿ
2D ñèñòåì. Ee ïîÿâëåíèå ìîòèâèðîâàëè çàäà÷è îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé è ìíî-
ãîìåðíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ãäå ïîÿâèëèñü ñòàâøèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ
êëàññè÷åñêèìè 2D ìîäåëè Ðîåññåðà è Ôîðíàçèíè-Ìàðêåçèíè [6] è ñïèñîê ëè-
òåðàòóðû â [6]. Ñóùåñòâåííûé âñïëåñê ðàçâèòèÿ òåîðèè 2D ñèñòåì ñòèìóëè-
ðîâàëè ðàáîòû Àðèìîòî [7], â êîòîðûõ âïåðâûå áûëî ïðåäñòàâëåíî òåîðåòè-
÷åñêîå îáîñíîâàíèå àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèÿ (ÓÈÎ)
äëÿ ðîáîòîâ, âûïîëíÿþùèõ ïîâòîðÿþùèåñÿ îïåðàöèè è âûÿâëåí åñòåñòâåí-
íûé 2D õàðàêòåð ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ (îí âêëþ÷àåò äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ
íà îòäåëüíîì ïîâòîðåíèè è äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ ïåðåõîäà îò ïîâòîðåíèÿ
ê ïîâòîðåíèþ). Åñòåñòâåííûì îïèñàíèåì ïðîöåññîâ ÓÈÎ ñëóæàò 2D ìîäå-
ëè â âèäå ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðîöåññîâ [6, 8]. Òåîðèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðîöåññîâ
óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü ê ñèíòåçó ÓÈÎ â [9, 10], ãäå áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû,
ïîäòâåðæäåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ
ÓÈÎ ïðîäîëæàþò èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ, èì ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå
ïóáëèêàöèè. Äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî çíàêîìñòâà ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü îáçîð-
íûå ñòàòüè [11, 12]. Èç íåäàâíèõ ðàáîò îòìåòèì [13], ãäå ÓÈÎ ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ âûñîêîòî÷íîãî ëàçåðíîãî íàïûëåíèÿ ìåòàëëà è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ. Î÷åíü âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìå-
íåíèå ÓÈÎ â ìåäèöèíñêèõ ðîáîòàõ äëÿ ðåàáèëèòàöèè áîëüíûõ ïåðåíåñøèõ
èíñóëüò. Èçâåñòíûå ðàçðàáîòêè â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîøëè êëèíè÷åñêèå èñ-
ïûòàíèÿ [14, 15].

Ïîâòîðÿþùèåñÿ ïðîöåññû ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàëèñü â [16, 17].
Ýòè ðàáîòû ìîòèâèðîâàíû çàäà÷åé ïðîêàòà ìåòàëëà, ãäå ìåòàëëè÷åñêàÿ ïî-
ëîñêà êîíå÷íîé äëèíû ïðèîáðåòàåò æåëàåìóþ ôîðìó ïðîõîäÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âàëêîâ, òàê ÷òî âûõîäíàÿ ôîðìà ïðåäûäóùåé ãðóïïû âàëêîâ ÿâëÿåòñÿ âõîä-
íîé äëÿ ñëåäóþùåé ãðóïïû. Â [16] òàêèå ñèñòåìû ìîäåëèðîâàëèñü ëèíåéíû-
ìè ïîâòîðÿþùèìèñÿ ïðîöåññàìè ñ ïåðåêëþ÷àåìîé äèíàìèêîé. Â îáåèõ öè-
òèðîâàííûõ ñòàòüÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðàâèëà ïåðåêëþ÷åíèÿ.
Êîíå÷íûìè ðåçóëüòàòàìè ýòèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ñèíòåçà
çàêîíà óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì âû-
÷èñëåíèé íà îñíîâå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.

Îòìåòèì ðÿä ñîâñåì íåäàâíèõ ðàáîò [18�21]. Â ñòàòüå [18] ðàññìàòðèâàåòñÿ
êëàññ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè, ñîñòîÿùèõ èç ëèíåéíîé ÷àñòè
è ñòàòè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé îãðàíè÷åíèÿì ñïåöèàëüíîãî
âèäà. Ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè è ñðåäíåãî âðå-
ìåíè îæèäàíèÿ è óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ îáùåé è ìíîæåñòâåííîé 2D ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàëåå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì. Â [19] ïðåäëàãàåòñÿ óïðàâëå-
íèe c èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì âûñîêîãî ïîðÿäêà äëÿ ëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ
ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ íà ïîâòîðåíè-
ÿõ è âîçäåéñòâèè îãðàíè÷åííûõ ïî íîðìå âîçìóùåíèé. Äèñêðåòíûå ëèíåé-
íûå ñèñòåìû ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå â [20] ãäå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ íà ïîâòîðåíèÿõ ïðåäïîëàãàëèñü îäèíàêîâûìè. Ïîëó÷åííûé çäåñü çà-
êîí óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì ïðåäïîëàãàåò äîñòóïíîñòü ïîëíîãî
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è îáåñïå÷èâàåò ìîíîòîííóþ ñõîäèìîñòü îøèáêè îáó÷åíèÿ.
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Â [21] ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñîñòîÿùèå èç ïåðåêëþ÷àåìîé íåïðåðûâíîé
ëèíåéíîé ÷àñòè è ëèïøèöåâîé íåëèíåéíîñòè. Ïðåäëîæåí àäàïòèâíûé çàêîí
óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì, ïðåäïîëàãàþùèé äîñòóïíîñòü ïîëíîãî
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ
òåõíèêà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå äèñêðåòíûå ñèñòåìû ñ ïåðå-
êëþ÷åíèÿìè. Â îòëè÷èå îò öèòèðîâàííûõ è äðóãèõ èçâåñòíûõ ðàáîò äîñòóï-
íûì äëÿ èçìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî âåêòîð âûõîäà è çàêîí óïðàâëåíèÿ ñ
èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå îøèáêè è îöåíêè âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ðàçâèâàåò ðåçóëüòàòû àâòîðîâ [22�25] äëÿ
ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè è åãî îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí
ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåò îöåíêè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ õàðàê-
òåðèñòèê ïðîöåññà îáó÷åíèÿ è îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ñèíòåçà íåëèíåéíûõ
çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ, ïåðåêëþ÷àåìûõ â çàâèñèìîñòè îò äîñòèãíóòîé òî÷íîñòè.
Äàåòñÿ ïðèìåð, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ãèáêîãî ïî-
âîðîòíîãî çâåíà â ïîâòîðÿþùåìñÿ ðåæèìå [26]. Ïîëó÷åíû ïåðåêëþ÷àåìûå è
íåïåðåêëþ÷àåìûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì è ïðèâîäèò-
ñÿ èõ ñðàâíåíèå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó â ïîâòîðÿþùåìñÿ ðåæèìå, îïèñûâàåìóþ
ëèíåéíîé ìîäåëüþ c ïåðåêëþ÷åíèÿìè

xk(p+ 1) = A(k)xk(p) +B(k)uk(p), (A(k), B(k)) ∈ F ,
yk(p) = Cxk(p), p ∈ [0, T − 1], k = 0, 1, . . . ,(2.1)

ãäå T � ÷èñëî øàãîâ íà êàæäîì ïîâòîðåíèè, xk(p) ∈ Rnx � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ,
yk(p) ∈ Rny � âåêòîð âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, uk(p) ∈ Rnu � âåêòîð óïðàâëå-
íèÿ, F = {(A1, B1), (A2, B2), . . . , (AN , BN )} � ìíîæåñòâî ïàð ìàòðèö ñîãëàñî-
âàííûõ ðàçìåðîâ.

Ñëåäóÿ ïîíÿòèÿì, ïðèíÿòûì â òåîðèè ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè [1], ðàñ-
ñìîòðèì êóñî÷íî ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ öå-
ëûõ ÷èñåë Z+ → F . Òàêîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ôóíê-
öèåé σ : Z+ → N = {1, . . . , N} òàê, ÷òî A(k) = Aσ(k) è B(k) = Bσ(k), k =
= 0, 1, 2 . . . .

Ôóíêöèþ σ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèãíàë ïåðåêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëü-
íî ïîâòîðåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò â íà÷àëå êàæ-
äîãî ïîâòîðåíèÿ è îïðåäåëèì ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ k1, k2, . . . êàê íîìåðà
ïîâòîðåíèé, íà êîòîðûõ â ñèñòåìå (2.1) ïðîèñõîäÿò ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ñèãíàë ïåðåêëþ÷åíèÿ îïðåäåëÿåò íà êàæäîì ïîâòîðåíèè k èíäåêñ
σ(k) = i ∈ N àêòèâíîé ïîäñèñòåìû, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè

xk(p+ 1) = Aixk(p) +Biuk(p), i ∈ N ,

yk(p) = Cxk(p), p ∈ [0, T − 1], k = 0, 1, . . .(2.2)
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèé íàáëþäàåìû è èìïóëüñ-
íûå ýôôåêòû îòñóòñòâóþò, ò.å. çíà÷åíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò ïåðå-
êëþ÷åíèÿ íå ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì, è îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ñèñòåìû (2.1) íà êàæäîì ïîâòîðåíèè äîëæíà âîñ-
ïðîèçâîäèòü æåëàåìóþ òðàåêòîðèþ yref (p), 0 6 p 6 T − 1. Äëÿ äîñòèæåíèÿ
ýòîé öåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ek(p) îøèáêó âîñïðîèçâåäåíèÿ æåëàåìîé òðàåêòîðèè íà k-ì ïîâòîðåíèè

ek(p) = yref (p)− yk(p), 0 6 p 6 T − 1.(2.3)

Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà êàæäîì ïîâòîðåíèè îäèíàêîâû óïðàâëåíèå ñ îá-
ðàòíîé ñâÿçüþ áóäåò îáåñïå÷èâàòü îäèíàêîâóþ îøèáêó âîñïðîèçâåäåíèÿ æå-
ëàåìîé òðàåêòîðèè íà âñåõ øàãàõ, ïðè÷åì ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âåëè÷èíà
ýòîé îøèáêè íå ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèÿì ïî òî÷íîñòè. Ïîñòàâèì çàäà÷ó
íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âõîäíûõ ïåðåìåííûõ uk(p), k = 0, 1, . . . , êî-
òîðàÿ îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè âîñïðîèçâåäåíèÿ ïðîôèëÿ
çà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîâòîðåíèé kfin è ñîõðàíåíèå ýòîé òî÷íîñòè ïðè äàëüíåé-
øèõ ïîâòîðåíèÿõ, ò.å.

|ek(p)| 6 e∗, k > kfin, 0 6 p 6 T − 1.(2.4)

Äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ïîäõîä íà îñíîâå óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó-
÷åíèåì, ïðè êîòîðîì íà î÷åðåäíîì ïîâòîðåíèè âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

uk+1(p) = uk(p) + ∆uk+1(p),(2.5)

ãäå ∆uk+1(t) � êîððåêòèðóþùàÿ ïîïðàâêà. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à áóäåò ðåøå-
íà, åñëè ýòà ïîïðàâêà îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå óñëîâèé,

lim
k→∞

|ek(p)| = 0, lim
k→∞

|uk(p)− u∞(p)| = 0, 0 6 p 6 T − 1(2.6)

ãäå u∞(p)� îãðàíè÷åííàÿ ïåðåìåííàÿ, îáû÷íî íàçûâàåìàÿ îáó÷åííûì óïðàâ-
ëåíèåì.

3. Äèñêðåòíàÿ 2D ìîäåëü

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êîððåêòèðóþùåé ïîïðàâêè, ñëåäóÿ [25], áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îøèáêó îáó÷åíèÿ è îöåíêó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x̂k(p), êîòîðàÿ ïîëó÷à-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ íàáëþäàòåëÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà.

x̂k(p+ 1) = Aix̂k(p) +Biuk(p) + Fi(yk(p)− Cx̂k(p)), i ∈ N .(3.1)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îøèáêó îöåíèâàíèÿ è ïðèðàùåíèÿ îöåíêè è îøèáêè
îöåíèâàíèÿ

x̃k(p) = xk(p)− x̂k(p),

ξ̂k+1(p+ 1) = x̂k+1(p)− x̂k(p),

ξ̃k+1(p+ 1) = x̃k+1(p)− x̃k(p),

(3.2)
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òîãäà äèíàìèêó ñèñòåìû ñ íàáëþäàòåëåì îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé ìîæíî
îïèñàòü óðàâíåíèÿìè:

ξ̃k+1(p+ 1) = (Ai − FiC)ξ̃k+1(p),

ξ̂k+1(p+ 1) = FiCξ̃k+1(p) +Aiξ̂k+1(p) +Bivk+1(p),

ek+1(p) =−CAiξ̃k+1(p)−CAiξ̂k+1(p)+ ek(p)−CBivk+1(p), i∈N ,

(3.3)

ãäå

vk+1(p) = ∆uk+1(p− 1).

Îáîçíà÷èì

ηk(p) = [ξ̃k(p)
T ξ̂k(p)

T]T, Ai11 =

[
Ai − FiC 0

FiC Ai

]
, Bi1 =

[
0

Bi

]
,

Ai12 =

[
0

0

]
, Ai21 = [−CAi − CAi], A22 = I, Bi2 = −CiB

è çàïèøåì (3.3) â âèäå ñòàíäàðòíîé ìîäåëè äèñêðåòíîãî ïîâòîðÿþùåãîñÿ ïðî-
öåññà [6]:

ηk+1(p+ 1) = Ai11ηk+1(p) +Ai12ek(p) +Bi1vk+1(p),

ek+1(p) = Ai12ηk+1(p) +Ai22ek(p) +Bi2vk+1(p), i ∈ N .(3.4)

Êîððåêòèðóþùóþ ïîïðàâêó áóäåì èñêàòü â âèäå çàêîíà îáðàòíîé ñâÿçè ïî
ïðèðàùåíèÿì

∆uk+1(p− 1) = vk+1(p) = ϕ(ηk+1(p), ek(p)), ϕ(0, 0) = 0.(3.5)

Åñëè äëÿ âñåõ 0 6 p 6 T − 1 |ek(p)| → 0 ïðè k → ∞, òî ñóùåñòâóåò kfin, ïðè
êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.4). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à
áóäåò ðåøåíà, åñëè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vk(p), òàêàÿ ÷òî

lim
k→∞

|ek(p)| = 0, |u∞(p)| <∞, 0 6 p 6 T − 1,(3.6)

ïðè óñëîâèè, ÷òî íîðìà îøèáêè îãðàíè÷åíà ñâåðõó ìîíîòîííî óáûâàþùåé
ôóíêöèåé, ãäå u∞(p) = limk→∞ uk(p).ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò kfin,
íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå (2.4).

4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

4.1. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé ñèãíàëà σ íà èíòåðâàëå (ks, kf ) ÷åðåç
Nσ(kf , ks) è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì
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Îïð å ä å ë å í è å 1. Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî κa ∈ Z+ íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì
âðåìåíåì îæèäàíèÿ äëÿ ñèãíàëà ïåðåêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâòîðåíèé σ,
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî N0 > 0

Nσ(kf , ks) 6 N0 +
kf − ks
κa

, kf > ks > 0.(4.1)

Íåðàâåíñòâî (4.1) îçíà÷àåò, ÷òî â ñðåäíåì ÷èñëî øàãîâ ìåæäó ëþáûìè äâó-
ìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå íå
ìåíüøå ÷åì κa.

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü íà îñíîâå ðàçâèòèÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è äèññè-
ïàòèâíîñòè ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðîöåññîâ [22].

Îïð å ä å ë å í è å 2 [22]. Ñèñòåìà (3.4), (3.5) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-
íî óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà κ > 0 è 0 < ̺ < 1, òàêèå ÷òî

|ηk(p)|2 + |ek(p)|2 6 κ̺k+p,(4.2)

ãäå ̺ íå çàâèñèò îò T .

Çàìåòèì, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ (4.2) ãàðàíòèðóåòñÿ óêàçàííàÿ â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå îãðàíè÷åííîñòü íîðìû îøèáêè ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöè-
åé, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè.

Ñèñòåìà (3.4), (3.5) â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíà. Óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì
àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíî-
âà. Îäíàêî óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íå ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî
ïîëíûõ ïðèðàùåíèé ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, è ïðèìåíèòü ýòîò ìåòîä íåïî-
ñðåäñòâåííî íåâîçìîæíî. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè àâòîðàìè ðàçðà-
áîòàí òàê íàçûâàåìûé äèâåðãåíòíûé ìåòîä âåêòîðíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà,
â êîòîðîì, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé âåðñèè, óñòîé÷èâîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ
íà îñíîâå ñâîéñòâ äèâåðãåíöèè (äèñêðåòíîãî àíàëîãà äèâåðãåíöèè) óêàçàííûõ
âåêòîðíûõ ôóíêöèé. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ââåäåì âåêòîðíóþ ôóíêöèþ
Ëÿïóíîâà òàê:

Vi(ηk+1(p), ek(p)) =

[
V1(ηk+1(p))

V2i(ek(p))

]
, i ∈ N ,(4.3)

ãäå V1(xk+1(p)) > 0, xk+1(t) 6= 0, V2i(ek(p)) > 0, yk(p) 6= 0, V1(0) = 0, V2i(0) = 0,
i ∈ N . Àíàëîã äèâåðãåíöèè ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëèì êàê

DV (ηk+1(p), yk(p)) = ∆pV1(ηk+1(p)) + ∆kV2(ek(p)),(4.4)

ãäå ∆pV1(ηk+1(p)) = V1(ηk+1(p+1))−V1(ηk+1(p)), ∆kV2(ek(p)) = V2(ek+1(p))−
−V2(ek(p)).

Òå î ð åì à 1. Äèñêðåòíûé ïîâòîðÿþùèéñÿ ïðîöåññ (3.4), (3.5) ÿâëÿåò-
ñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì äëÿ ëþáîãî ñèãíàëà ïåðåêëþ÷åíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ïîâòîðåíèé σ ñî ñðåäíèì âðåìåíåì îæèäàíèÿ

κa > ln

(
c1
c2

)(
ln

(
1− c3

c1

))−1

(4.5)
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è ïðîèçâîëüíûì N0, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ (4.3) è ïîëîæè-
òåëüíûå ñêàëÿðû c1, c2 è c3, òàêèå ÷òî

c1|η|2 6 V1(η) 6 c2|η|2,(4.6)

c1|e|2 6 V2i(e) 6 c2|e|2,(4.7)

DVi(ηk+1(p), ek(p)) 6 −c3
(
|ηk+1(p)|2 + |ek(p)|2

)
.(4.8)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (0, kf ) è îáîçíà÷èì ÷åðåç
Nσ = Nσ(kf , 0) ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé íà ýòîì èíòåðâàëå. Èç íåðàâåíñòâà (4.8)
ñëåäóåò

DVσ(k)(ηk+1(p), ek(p)) 6 −c3
(
|ηk+1(p)|2 + |ek(p)|2

)
.(4.9)

Èñïîëüçóÿ (4.6), (4.7) è (4.8), íåðàâåíñòâî (4.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

V1(ηk+1(p+ 1))− V1(ηk+1(p)) + V2σ(k+1)(ek+1(p))− V2σ(k)(ek(p)) 6

6 −c3
(
|ηk+1(p)|2 + |ek(p)|2

)
6 −c3

c2
(V1(ηk+1(p) + V2σ(k)(ek(p)))),

(4.10)

èëè

V1(ηk+1(p+ 1)) + V2σ(k+1)(ek+1(p)) 6

6

(
1− c3

c2

)(
V1(ηk+1(p)) + V2σ(k)(ek(p))

)
.

(4.11)

Ëåâàÿ ÷àñòü (4.11) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ñëåäîâàòåëüíî 0 <
< 1− c3

c2
< 1. Îáîçíà÷èì λ = 1− c3

c2
è ïåðåïèøåì (4.11) â âèäå

V1(ηk+1(p+ 1)) 6 λV1(ηk+1(p)) + λV2σ(k)(ek(p))− V2σ(k+1)(ek+1(p)).(4.12)

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî (4.12) îòíîñèòåëüíî V1(xk+1(p)) ïîëó÷èì

V1(ηk+1(p)) 6 V1(ηk+1(0))λ
p +

+

p−1∑

h=0

[
λV2σ(k)(ek(h))− V2σ(k+1)(ek+1(h))

]
λp−1−h.

(4.13)

Îáîçíà÷èìHk,σ(k)(p) =
∑p−1

h=0 V2,σ(k)(ek(p))λ
p−1−h, òîãäà èç (4.13) ñëåäóåò ÷òî

Hk+1,σ(k+1)(p) 6 λHk,σ(k)(p) + λpV1(ηk+1(0))− V1(ηk+1(p)).(4.14)

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ïîâòîðåíèè kn àêòèâíûé ðåæèì i ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà ðå-
æèì j. Èç óñëîâèÿ (4.7) ñëåäóåò, ÷òî

V2j(e) 6 µV2i(e), i, j ∈ N ,(4.15)

ãäå µ = c2
c1

> 1. Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî (4.14) ñ ó÷åòîì (4.15) ïîëó÷èì

Hk,σ(k)(p) 6 µNσλkH0,σ(0)(p) +

+ µNσ

k−1∑

n=0

λk−1−n
(
λpV1(ηn+1(0))− V1(ηn+1(p))

)
,

(4.16)
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èëè

k−1∑

n=0

λk−1−nV1(ηn+1(p)) +

p−1∑

h=0

λp−1−hV2σ(k)(ek(h)) 6

6 µNσ

k−1∑

n=0

λk−1−nV1(ηn+1(p)) +

p−1∑

h=0

λp−1−hV2σ(k)(ek(h)) 6

6 µNσ

(
λp

k−1∑

n=0

λk−1−nV1(ηn+1(0)) + λk
p−1∑

h=0

λp−1−hV2,σ(0)(e0(h))

)
.

(4.17)

Èç íåðàâåíñòâà (4.17) ñëåäóåò, ÷òî

(4.18) λ−(p−1)
k−1∑

n=0

λ−nV1(ηn+1(p)) + λ−(k−1)
p−1∑

h=0

λ−hV2σ(k)(ek(h)) 6

6 µNσ

(
λ−(k−1)

k−1∑

n=0

λk−1−nV1(ηn+1(0)) +

+λ−(p−1)
p−1∑

h=0

λp−1−hV2,σ(0)(e0(h))

)
.

Ïî óñëîâèþ âñå ïîâòîðåíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ îäíèìè è òåìè æå íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè, ñëåäîâàòåëüíî V1(ηn+1(0)) = 0. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó yref (p) îãðàíè-
÷åíà äëÿ âñåõ p, òî |eo(p)|2 = f(p) 6Mf . Òîãäà ëåâóþ ÷àñòü (4.18) ìîæíî
îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(4.19) µNσ

(
λ−(k−1)

k−1∑

n=0

λk−1−nV1(ηn+1(0)) +

+ λ−(p−1)
p−1∑

h=0

λp−1−hV2,σ(0)(e0(h))

)
6

6 µNσc2Mf

T∑

h=0

λ−h
6 µNσ

c2Mf (λ
−T − 1)

λ−1 − 1
= Cfµ

Nσ

äëÿ âñåõ k 6 kf è p ∈ [0, T ]. Ñ ó÷åòîì (4.19) èç (4.18) ñëåäóåò

Cfµ
Nσ > λ−(p−1)

p−1∑

h=0

λp−1−hV2(y0(p)) > c1λ
−(k−1)λ−(p−1)|ηk(p)|2,(4.20)

Cfµ
Nσ > λ−(p−1)

p−1∑

h=0

λp−1−hV2(y0(h)) > c1λ
−(k−1)λ−(p−1)|ek(p− 1)|2(4.21)
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äëÿ âñåõ k 6 kf è p ∈ [0, T ]. Ïîëàãàÿ k = kf ñ ó÷åòîì (4.5) èç (4.18)�(4.21)
ïîëó÷èì

|ηkf (p)|2 + |ekf (p)|2 6
CµN0

c1λ
λ
kf+p
0

äëÿ ëþáûõ kf è p ∈ [0, T ], ãäå λ0 = µκ
−1
a = (c2/c1)

κ−1
a < 1. Ýòî äîêàçûâàåò

ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Äèñêðåòíûé ïîâòîðÿþùèéñÿ ïðîöåññ (3.4), (3.5) ÿâëÿåò-
ñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà ïåðåêëþ÷åíèÿ
îòíîñèòåëüíî ïîâòîðåíèé σ, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

V (ηk+1(p), ek(p)) = [V1(ηk+1(p)) V2(ek(p))]
T(4.22)

è ïîëîæèòåëüíûå ñêàëÿðû c1, c2, c3, òàêèå ÷òî

c1|η|2 6 V1(η) 6 c2|η|2,
c1|e|2 6 V2(e) 6 c2|e|2,(4.23)

DV (ηk+1(p), ek(p)) 6 −c3
(
|ηk+1(p)|2 + |ek(p)|2

)
.

4.2. Ñèíòåç íà îñíîâå òåîðèè äèññèïàòèâíîñòè

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð

zk+1(p) = C1ηk+1(p) + C2ek(p) +Dvk+1(p),(4.24)

ãäå C1, C2 è D � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîãëàñîâàííûõ ðàçìåðîâ. Ñëåäóÿ [22]
ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïð å ä å ë å í è å 3. Äèñêðåòíûé ïîâòîðÿþùèéñÿ ïðîöåññ (3.4) íàçûâà-
åòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî äèññèïàòèâíûì îòíîñèòåëüíî âõîäíîé ïåðåìåííîé
vk+1(t) è âûõîäíîé ïåðåìåííîé zk+1(t), îïðåäåëåííîé â (4.24), åñëè ñóùåñòâó-
þò âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ (4.3) è ïîëîæèòåëüíûå ñêàëÿðû c1, c2 è c3 òàêèå,
÷òî

c1|ηk+1(p)|2 6 V1(ηk+1(p)) 6 c2|ηk+1(p)|2,
c1|ek(p)|2 6 V2i(ek(p)) 6 c2|ek(p)|2,

DVi(ηk+1(t), ek(t)) 6 Si(zk+1(p), vk+1(p))− c3
(
|ηk+1(t)|2 + |ek(t)|2

)
, i ∈ N ,

ãäå Si � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî Si(0, 0) = 0.

Â òåîðèè äèññèïàòèâíîñòè ïî Âèëëåìñó ôóíêöèè Si è Vi íàçûâàþò-
ñÿ ôóíêöèåé çàïàñà è ôóíêöèåé íàêîïëåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè
ïðè íåêîòîðîì âûáîðå z ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Si(zk+1(p), vk+1(p)) 6 0, i ∈ N , òî ñèñòåìà (3.4), (3.5) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåî-
ðåìîé 1 áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà äëÿ ëþáîãî ñèãíàëà ïåðåêëþ÷åíèÿ
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îòíîñèòåëüíî ïîâòîðåíèé σ ñî ñðåäíèì âðåìåíåì îæèäàíèÿ (4.5). Òàêèì îá-
ðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñòàáèëèçèðóþùåé òðîéêè {V, z, v}.
Îáîçíà÷èì

ζk+1(p) =

[
ηk+1(p)

ek(p)

]
, Āi =

[
Ai11 Ai12

Ai21 Ai22

]
, B̄i =

[
Bi1

Bi2

]
, i ∈ N .

Îïðåäåëèì áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Pi = diag[P1 P2i] ≻ 0 êàê ðåøåíèå
íåðàâåíñòâà Ðèêêàòè

ĀT
i PiĀ− (1−σ)Pi− ĀT

i PiB̄i

[
B̄T

i PiB̄i+R
]−1

B̄T
i PiĀi+Q4 0, i∈N ,(4.25)

ãäå 0 < σ < 1 � ïîëîæèòåëüíûé ñêàëÿð, Q ≻ 0 è R ≻ 0 � âåñîâûå ìàòðèöû.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ




(1− σ)Xi XĀT Xi

ĀiXi Xi + B̄iR
−1B̄T

i 0

Xi 0 Q−1


 < 0, Xi ≻ 0, i ∈ N(4.26)

ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî Xi = diag[X1 X2i] ≻ 0, òî Pi = X−1
i , i ∈ N .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäëàãàåò îäíî èç âîçìîæíûõ ìíîæåñòâ ñòàáèëèçè-
ðóþùèõ òðîåê.

Òå î ð åì à 2. Äèñêðåòíûé ïîâòîðÿþùèéñÿ ïðîöåññ (3.4) ÿâëÿåòñÿ ýêñïî-
íåíöèàëüíî äèññèïàòèâíûì ñ ôóíêöèåé çàïàñà

Si(vk+1(p), zk+1(p)) = zTk+1(p)
(
B̄T

i PiB̄i +R
)−1

zk+1(p) +

+ 2zk+1(p)
Tvk+1(p) + vk+1(p)

T
[
B̄T

i PiB̄i +R
]
vk+1(p), i ∈ N

(4.27)

îòíîñèòåëüíî âõîäíîé ïåðåìåííîé vk+1(p) è âûõîäíîé ïåðåìåííîé

zk+1(p) = B̄T
i PiĀiζk+1(p), i ∈ N ,(4.28)

ãäå Pi = X−1
i , Xi = diag[X1 X2i] ≻ 0 i ∈ N , � ðåøåíèå (4.25). Ìíîæåñòâî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîððåêòèðóþùèõ ïîïðàâîê (3.5), îáåñïå÷èâàþùèõ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (3.4), (3.5) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì

vk+1(p) = −
[
B̄T

i PiB̄i +R
]−1

B̄T
i PĀiΘi(ζk+1(p))ζk+1(p), i ∈ N ,(4.29)

ãäå Θ(ζ) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíî-
øåíèþ

Mi −MiΘi(ζ)−Θi(ζ)Mi +Θi(ζ)MiΘi(ζ)−Q− (σ − µ)Pi ≺ 0, i ∈ N(4.30)

äëÿ âñåõ ζ ∈ R2nx+ny , ãäå Mi = ĀT
i PiB̄i[B̄

T
i PiB̄i +R]−1B̄T

i PiĀi, 0 < µ < σ,
i ∈ N .
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì êîìïîíåíòû âåêòîðíîé ôóíêöèè íàêîïëå-
íèÿ (4.3) â âèäå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì:

V1(ηk+1(p)) = ηk+1(p)
TP1ηk+1(p), V2i(ek(p)) = ek(p)

T(t)P2ek(p), i ∈ N ,

ãäå P1 ≻ 0 è P2 ≻ 0� äèàãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèöû P , ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé
ðåøåíèå (4.25). Âû÷èñëÿÿ àíàëîã äèâåðãåíöèè (4.3) âäîëü òðàåêòîðèé (3.4),
ïîëó÷èì, ÷òî

DVi(ηk+1(p), ek(p)) =(4.31)

= ζk+1(p)
T
(
ĀT

i PĀi−(1−σ)Pi−ĀT
i PiB̄

[
B̄T

i PiB̄i+R
]−1

B̄T
i PiĀi+Q

)
ζk+1(p)+

+ ζk+1(p)
TĀT

i PiB̄
[
B̄T

i PiB̄i+R
]−1

B̄T
i PiĀiζk+1(p)− ζk+1(p)

T(Q+σPi)ζk+1(p)+

+ 2ζk+1(p)
TĀT

i PiB̄ivk+1(p) + vk+1(p)
TB̄T

i PiB̄ivk+1(p) 6

6 ζk+1(p)
TĀT

i PiB̄i

[
B̄T

i PiB̄i+R
]−1

B̄T
i PiĀζk+1(p)+2ζk+1(p)

TĀT
i PiB̄ivk+1(p) +

+ vk+1(p)
T
[
B̄T

i PiB̄i +R
]
vk+1(p)− ζk+1(p)

T(Q+ σPi)ζk+1(p), i ∈ N .

Èç (4.31) ñëåäóåò, ÷òî (3.4) ýêñïîíåíöèàëüíî äèññèïàòèâíà îòíîñèòåëüíî âõîä-
íîé ïåðåìåííîé vk+1(p) è âûõîäíîé ïåðåìåííîé (4.28) ñ ôóíêöèåé çàïàñà
(4.27). Èç (4.31) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.5) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.29), òî

DVi(ηk+1(p), ek(p)) 6 −µλmin(Pi)
(
|ηk+1(p)|2 + |ek(p)|2

)

è â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ñèñòåìà (4.29), (3.4) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâîé äëÿ ëþáîãî ñèãíàëà ïåðåêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâòîðåíèé σ ñî
ñðåäíèì âðåìåíåì îæèäàíèÿ (4.5). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Çàì å ÷ à í è å 1. Ïîñêîëüêó ïðèðàùåíèå îøèáêè îöåíèâàíèÿ ξ̃k+1(p) íåäî-
ñòóïíî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êîððåêòèðóþùåé ïîïðàâêè, ìàòðèöà Θi âñåãäà
äîëæíà èìåòü èìåòü âèä Θi(ζ) = diag[0nx Θi1(ζ)]. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìàò-
ðèöà Θi1 ìîæåò áûòü âûáðàíà íå çàâèñÿùåé îò ζ è òîãäà, ïîñëå òîãî, êàê
ìàòðèöà Pi íàéäåíà, óñëîâèå (4.30) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ, ïðè ýòîì òåîðåìà 2 äàåò ëèíåéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîððåê-
òèðóþùèõ ïîïðàâîê. Â îáùåì ñëó÷àå Θi(ζ) çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ îøèáêè
îòíîñèòåëüíî ïîâòîðåíèé è ìîæíî ïûòàòüñÿ óìåíüøàòü çíà÷åíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ êîððåêòèðóþùèõ ïîïðàâîê ïîñëå äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè
è, íàîáîðîò, óâåëè÷èâàòü ýòè êîýôôèöèåíòû, êîãäà îøèáêà âåëèêà, äðóãèìè
ñëîâàìè, ââîäèòü àäàïòàöèþ ê âåëè÷èíå îøèáêè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèò íàé-
òè ðàçóìíûé êîìïðîìèññ ìåæäó ñêîðîñòüþ îáó÷åíèÿ è ýíåðãîçàòðàòàìè íà
óïðàâëåíèå. Íàèáîëåå ïðîñòî ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà ñ÷åò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî
èçìåíåíèÿ Θ, â çàâèñèìîñòè îò äîñòèãíóòîé òî÷íîñòè. Òàêîå ðåøåíèå äëÿ ñè-
ñòåì áåç ïåðåêëþ÷åíèé ðàññìîòðåíî â [24].

4.3. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå áåç ïåðåêëþ-
÷åíèé. Çäåñü áîëåå ýôôåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà (4.22) ñ êîìïîíåíòàìè

V1(ξk+1(p)) = ξTk+1(p)P1ξk+1(p), V2(ek) = eTk (p)P2ek(p),

ãäå P1 ≻ 0 è P2 ≻ 0. Çàêîí êîððåêöèè áóäåì èñêàòü â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé
ñâÿçè ïî ïðèðàùåíèÿì äîñòóïíûõ äëÿ èçìåðåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïî îøèáêå

vk+1(p) = K1ξ̂k+1(p) +K2ek(p) = KHζk+1(p),(4.32)

ãäå K = [K1 K2], H = [0 Inx+ny ]. Âû÷èñëÿÿ äèâåðãåíöèþ (4.22) âäîëü òðàåê-
òîðèé (3.4), (4.32) ïîëó÷èì

DV = x̄T
(
ĀT

ciPiĀci − P
)
x̄, i ∈ N ,(4.33)

ãäå

Pi =diag[P1 P2i], Āci =



Ai − FiC 0 0
FiC Ai +BiK1 BiK2

−CAi −C(Ai +BiK1) I − CBiK2


, i∈N .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû P ≻ 0 è K óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

(Āi + B̄iKH)TP (Āi + B̄iKH)− Pi +Q+HTKTRKH 4 0, i ∈ N ,(4.34)

ãäå Q ≻ 0 è R ≻ 0 � ìàòðèöû àíàëîãè÷íûå âåñîâûì ìàòðèöàì â òåîðèè
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîãî ðåãóëÿòîðà. Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ (4.33) òî ñîãëàñ-
íî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 1 ñèñòåìà (3.4), (4.32) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà ïåðåêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâòîðåíèé σ.
Íåðàâåíñòâà (4.34) ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé ëåììû î äîïîëíåíèèØóðà ñâîäÿòñÿ
ê ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì è óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ
X = diag[P−1

1 P−1
2 ] , Y , Z




X (ĀiX + B̄iY H)T X (Y H)T

ĀiX + B̄iY H X 0 0

X 0 Q−1 0

Y H 0 0 R−1


 < 0,

X ≻ 0, HX = ZH, i ∈ N .

(4.35)

Åñëè íåðàâåíñòâà è óðàâíåíèå (4.35) ñîâìåñòíû, òî K = [K1 K2] = Y Z−1, ïî-
ñêîëüêó, â ñèëó ñòðóêòóðû ìàòðèöû H, ìàòðèöà Z ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

5. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ìàíèïóëÿòîðà ñ îäíèì ãèáêèì çâåíîì [26], ôóíêöèî-
íèðóþùåãî â ïîâòîðÿþùåìñÿ ðåæèìå ñ ïîñòîÿííûì ïåðèîäîì ïîâòîðåíèÿ.
Äèíàìèêà äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿòîðà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè

ẋk(t) =A0xk(t)+B0uk(t), yk(t) =Cxk(t), 06 t6 Tf , k=0, 1, 2, . . . ,(5.1)
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Ðèñ. 1. Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ èçìåíåíèÿ óãëà ïîâîðîòà âàëà ñåðâîìîòîðà.

ãäå x(t) =
[
θ(t) α(t) θ̇(t) α̇(t)

]T
, θ(t)� óãîë ïîâîðîòà ñåðâîïðèâîäà, α(t)�

óãîë îòêëîíåíèÿ ãèáêîãî çâåíà,

A0 =




0 0 1 0

0 0 0 1

0
Ks

Jeq
−Beq

Jeq
0

0 −Ks(Jl + Jeq)

JlJeq

Beq

Jeq
0




, B0 =




0

0

1

Jeq

− 1

Jeq




, C = [1 0 0 0] ,

Beq � êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ ñåðâîïðèâîäà, Ks � æåñòêîñòü ãèáêîãî
çâåíà, Jl � ìîìåíò èíåðöèè ãèáêîãî çâåíà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, Jeq �
ìîìåíò èíåðöèè ñåðâîïðèâîäà. Äâèæåíèå ãèáêîãî çâåíà ïðîèñõîäèò â ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì
îáó÷åíèåì, ïðè êîòîðîì âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ y(t) = θ(t) âîñïðîèçâîäèëà áû
æåëàåìóþ òðàåêòîðèþ yref (t) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ e∗. Íåïîñðåäñòâåííîìó
èçìåðåíèþ äîñòóïåí òîëüêî óãîë θ.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ è ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå íîìèíàëü-
íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èç [26]: Beq = 0,004 Í·ì/(ðàä/ñ), Ks = 1,3 Í·ì/ðàä,
Jl = 0,0038 êã·ì2, Jeq = 2,08 · 10−3 êã·ì2. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü öèêëà ïîâòîðå-
íèÿ Tf ñîñòàâëÿåò 3 c, òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü e∗ = 0,5 ãðàä. = 0,00873 ðàä.

Æåëàåìàÿ òðàåêòîðèÿ èçìåíåíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì è ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1

yref (t) =
πt2

6
− πt3

27
, t ∈ [0;Tf ].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ íà êîìïüþòåðå ñ ïå-
ðèîäîì äèñêðåòíîñòè Ts = 0,01 c. Ýêâèâàëåíòíàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü (5.1),
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ñâÿçûâàþùàÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â ìîìåíòû 0, Ts, 2Ts, . . . çàïèøåòñÿ â
âèäå

xk(p+ 1) = Axk(p) +Buk(p), p = 0, 1, . . . , NTf
, k = 0, 1, 2, . . . ,(5.2)

ãäå A = exp(A0Ts), B =

(
Ts∫
0

exp(A0τ)dτ

)
B0, NTf

� ÷èñëî ïåðèîäîâ äèñêðåò-

íîñòè íà îòðåçêå [0, Tf ].

Ïðè íà÷àëå ðàáîòû ìàíèïóëÿòîðà íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîâòîðåíèé ïðîõî-
äÿò áåç íàãðóçêè äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé íàñòðîéêè, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþò íîìèíàëüíûì. Ïîñëå òðåõ ïîâòîðåíèé ìàíèïóëÿ-
òîð íàãðóæàåòñÿ, ïðè ýòîì Jl = 0,0076 êã · ì2, Jeq = 3,3 · 10−3 êã · ì2. Èñõî-
äÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ çàäàäèì âåñîâûå ìàòðèöû
Q = diag[10−3I8 10

6], R = 0,01. Ðàññìàòðèâàÿ ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå íà-
ãðóçêè íà ìàíèïóëÿòîð êàê ïåðåêëþ÷åíèå, âîñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàç-
äåëà 4.3, êîòîðûå óäîáíû äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà. Îáîçíà÷èì ìàòðèöû
íåíàãðóæåííîãî ìàíèïóëÿòîðà ÷åðåç A1, B1 è ìàòðèöû íàãðóæåííîãî ìà-
íèïóëÿòîðà A2, B2. Ïåðåêëþ÷àåìûé àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì
îáó÷åíèåì èìååò âèä

x̂k(p) = Aix̂k(p− 1) +Biuk(p− 1) + Fi(yk(p− 1)− Cx̂k(p− 1)),

i =

{
1 åñëè k < 3,

2 åñëè k > 3,

Fi =

{
F1 = [1,9199 − 1,8415 91,1151 − 84,9936]T åñëè k < 3,

F2 = [1,7575 − 1,7001 81,2812 − 78,3325]T åñëè k > 3,

uk(p) = uk−1(p) +K1 (x̂k(p)− x̂k−1(p)) +K2i (yref (p)− yk−1(p+ 1)) ,

K1 = [−31,0300 − 0,3018 − 0,4530 − 0,0444], K2i =

{
9,5140 åñëè k < 3,

27,1609 åñëè k > 3.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áåç ïåðåêëþ÷åíèé

uk(p) = uk−1(p) +K1 (x̂k(p)− x̂k−1(p)) +K2 (yref (p)− yk−1(p+ 1)) ,

K1 = [−28,1965 − 0,2408 − 0,4345 − 0,0395], K2 = 12,8135.

Â êà÷åñòâå ìåðû òî÷íîñòè âîñïðîèçâåäåíèÿ æåëàåìîé òðàåêòîðèè óäîáíî âû-
áðàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó îáó÷åíèÿ

E(k) =

√√√√√ 1

NTf

NTf∑

p=0

|ek(p)|2.(5.3)

Íà ðèñ. 2, 3 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè â çàâèñèìîñòè
îò ÷èñëà ïîâòîðåíèé äëÿ óïðàâëåíèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèåì è áåç ïåðåêëþ÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïî-
âòîðåíèé äëÿ óïðàâëåíèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèåì.

Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïî-
âòîðåíèé äëÿ óïðàâëåíèÿ áåç ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ ñ
ïåðåêëþ÷åíèåì òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ ñðàçó æå ïîñëå íàñòðîå÷íûõ
ïîâòîðåíèé, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ áåç ïåðåêëþ÷åíèé äëÿ äîñòè-
æåíèÿ íóæíîé òî÷íîñòè òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå øàãè â ðàáî÷åì ðåæèìå,
÷òî, î÷åâèäíî, íåæåëàòåëüíî.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó-
÷åíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáëþäàòåëÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷å-
íèÿìè íà îñíîâå òåîðèè 2D-ñèñòåì â ôîðìå äèñêðåòíûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðî-
öåññîâ. Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåêëþ÷åíèÿ
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íàáëþäàåìû, óïðàâëåíèå ñ ïåðåêëþ÷åíèåì ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ñõîäèìîñòü
ïðîöåññà îáó÷åíèÿ. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé â äàííîì íàïðàâëå-
íèè àâòîðû ñâÿçûâàþò ñ ðàçâèòèåì òåîðèè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîâòî-
ðÿþùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè è åå ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ê
çàäà÷àì ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì. Äàëüíåéøåãî èññëå-
äîâàíèÿ òðåáóåò âîïðîñ âûáîðà íåëèíåéíîé ôóíêöèè Θi(ζ) â ìåòîäå ñèíòåçà
íà îñíîâå äèññèïàòèâíîñòè (òåîðåìà 2 è çàìå÷àíèå 1 ê íåé). Çíà÷èòåëüíûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñåòåâûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì,
ãäå ïåðåêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííîé ìîäåëüþ èçìåíåíèé èíôîðìàöèîí-
íîé ñòðóêòóðû ñåòè. Êîìáèíàöèÿ óïðàâëåíèÿ ñ èòåðàòèâíûì îáó÷åíèåì è
óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñíóþ çàäà÷ó äëÿ
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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ÐÅÄÓÊÖÈÈ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ1

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìíîãîìåðíîé ìíîãîýêñòðåìàëüíîé îïòèìèçà-
öèè è ÷èñëåííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Îá îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè äå-
ëàåòñÿ ëèøü îáùåå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ñ àïðèîðè íåèçâåñòíîé êîíñòàíòîé (çàäà÷è òàêîãî òèïà ÷àñòî âñòðå-
÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ). Ðàññìîòðåíî äâà ñïîñîáà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè
â çàäà÷àõ ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè: èñïîëüçîâàíèå êðèâûõ Ïåàíî (ðàç-
âåðòîê) è ðåêóðñèâíàÿ ìíîãîøàãîâàÿ ñõåìà. Ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ ñõå-
ìà, êîìáèíèðóþùàÿ ýòè äâà ïîäõîäà. Â íîâîé ñõåìå ðåøåíèå ìíîãîìåðíîé
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñåìåéñòâà çàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, â êî-
òîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü èñïîëüçóþòñÿ ðàçâåðòêè. Ðåàëèçîâàí àäàïòèâíûé
àëãîðèòì, â êîòîðîì âñå âîçíèêàþùèå ïîäçàäà÷è ðåøàþòñÿ îäíîâðåìåí-
íî. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà íåñêîëüêèõ ñîòíÿõ òåñòîâûõ
çàäà÷, ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîé ñõåìû ðåäóêöèè
ðàçìåðíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ìíîãîýêñòðåìàëüíûå ôóíê-
öèè, ðåäóêöèÿ ðàçìåðíîñòè, êðèâûå Ïåàíî, ðåêóðñèâíàÿ îïòèìèçàöèÿ.

DOI: 10.31857/S0005231020080103

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè âèäà

ϕ(y∗) = min {ϕ(y) : y ∈ D},
D =

{
y ∈ RN : ai 6 yi 6 bi, 1 6 i 6 N

}
.

(1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ìíîãîýêñòðåìàëüíîé, çà-
äàíà íåÿâíî (ôóíêöèÿ âèäà �÷åðíûé ÿùèê�), à âû÷èñëåíèå åå çíà÷åíèé ñâÿ-
çàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêîé
îïåðàöèåé.

Ëþáàÿ âîçìîæíîñòü äîñòîâåðíî îöåíèòü ãëîáàëüíûé îïòèìóì â ìíîãîýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷å ñ ôóíêöèÿìè âèäà �÷åðíûé ÿùèê� ïðèíöèïèàëüíî îñíî-
âàíà íà àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, ïîçâîëÿþùåé ñâÿçàòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî òåìå ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ (0729-2020-0055) ïðè ÷àñòè÷íîé
ïîääåðæêå íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà (075-02-2020-1483/1).
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öåëåâîé ôóíêöèè ñ åå èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ ïðîâåäåííûõ èñïû-
òàíèé. Äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà
îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ y âûçûâàåò îãðàíè÷åííîå èç-
ìåíåíèå çíà÷åíèé ϕ(y). Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, îïèñûâàþùåé óêàçàííîå
ïðåäïîëîæåíèå, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà

∣∣ϕ(y′)− ϕ(y′′)
∣∣ 6 L

∥∥y′ − y′′
∥∥ , y′, y′′ ∈ D, 0 < L <∞.

Ïðåäïîëîæåíèå ëèïøèöåâîñòè öåëåâîé ôóíêöèè òèïè÷íî äëÿ ìíîãèõ ïîäõî-
äîâ ê ðàçðàáîòêå îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Ïåðâûå ìåòîäû ëèïøèöåâîé
îïòèìèçàöèè áûëè ïðåäëîæåíû â íà÷àëå 70-õ ãã. XX â. [1�3]; ñ òåõ ïîð äàí-
íîå íàïðàâëåíèå ïðîäîëæàåò àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ [4�8]. Íàïðèìåð, ìíîãèå
èçâåñòíûå ìåòîäû îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè ïî-
èñêà íà ñèñòåìó ïîäîáëàñòåé è ïîñëåäóþùåãî âûáîðà íàèáîëåå ïåðñïåêòèâ-
íîé ïîäîáëàñòè äëÿ ðàçìåùåíèÿ î÷åðåäíîãî èñïûòàíèÿ (âû÷èñëåíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè). Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîì íàïðàâëåíèè, ïðåäñòàâëåíû â
ïóáëèêàöèÿõ [9�13].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ôóíêöèÿìè âèäà
�÷åðíûé ÿùèê� øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ãåíåòè÷åñêèå è ïîïóëÿöèîííûå àëãî-
ðèòìû (ñì., íàïðèìåð, [14, 15]), êîòîðûå òàê èëè èíà÷å îñíîâàíû íà èäåÿõ
ñëó÷àéíîãî ïîèñêà. Â ñèëó ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè è èñïîëüçîâàíèÿ îíè ïîëó-
÷èëè áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü, îäíàêî ïî êà÷åñòâó ðàáîòû (÷èñëåííîé îöåíêîé
êîòîðîãî ìîæåò ñëóæèòü ÷èñëî êîððåêòíî ðåøåííûõ çàäà÷ èç íåêîòîðîãî íà-
áîðà) îíè ñóùåñòâåííî óñòóïàþò äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìàì [16, 17].

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíî-
ãîýêñòðåìàëüíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêèé
àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïîèñêà. Îñíîâû èíôîðìàöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîä-
õîäà áûëè çàëîæåíû Þ.È. Íåéìàðêîì [18, 19] è ðàçâèòû Ð.Ã. Ñòðîíãèíûì
[20, 21]. Âïîñëåäñòâèè ìåòîä, èçíà÷àëüíî ïðåäëîæåííûé äëÿ ðåøåíèÿ áåç-
óñëîâíûõ çàäà÷, áûë óñïåøíî îáîáùåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåâûïóêëûìè
îãðàíè÷åíèÿìè [22, 23] è ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ [24]. Äëÿ ðàçëè÷íûõ âà-
ðèàíòîâ àëãîðèòìà áûëè ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, ó÷èòûâà-
þùèå îñîáåííîñòè àðõèòåêòóðû ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì [25].

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû îñíîâàíû íà ðåäóêöèè èñõîäíîé ìíîãîìåðíîé çà-
äà÷è ê ýêâèâàëåíòíîé îäíîìåðíîé èëè ê ñèñòåìå îäíîìåðíûõ ïîäçàäà÷ ñ ïî-
ñëåäóþùèì ðåøåíèåì îäíîìåðíûõ çàäà÷ ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè îïòèìè-
çàöèè ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðåäëîæåíî äâå òàêèå ñõåìû: ðåäóêöèÿ
íà îñíîâå êðèâûõ, çàïîëíÿþùèõ ïðîñòðàíñòâî (êðèâûõ Ïåàíî, èëè ðàçâåð-
òîê) [26, 27], è ñõåìà ðåêóðñèâíîé âëîæåííîé îïòèìèçàöèè (ìíîãîøàãîâàÿ
ñõåìà) [28, 29]. Â [30] ïðåäëîæåíà àäàïòèâíàÿ ìíîãîøàãîâàÿ ñõåìà, ñóùå-
ñòâåííî ïîâûøàþùàÿ ýôôåêòèâíîñòü îïòèìèçàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ áàçîâûì
ïðîòîòèïîì. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå àäàïòèâíîé ñõåìû ðå-
äóêöèè ðàçìåðíîñòè, êîìáèíèðóþùåå èñïîëüçîâàíèå âëîæåííîé îïòèìèçà-
öèè è êðèâûõ Ïåàíî. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âëîæåííûå ïîäçàäà÷è â àäàïòèâíîé
ñõåìå ìîãóò áûòü êàê îäíîìåðíûìè, òàê è ìíîãîìåðíûìè; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
äëÿ ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè âëîæåííûõ ïîäçàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ðàçâåðòêè.
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2. Áàçîâûé àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïîèñêà

Â êà÷åñòâå áàçîâîé çàäà÷è ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ìíîãîýêñòðå-
ìàëüíîé îïòèìèçàöèè

ϕ∗ = ϕ(x∗) = min {ϕ(x) : x ∈ [0, 1]}(2)

ñ öåëåâîé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà (ÀÃÏ) äëÿ ðåøåíèÿ
áàçîâîé çàäà÷è â ñîîòâåòñòâèè ñ [27]. Â ïðîöåññå ñâîåé ðàáîòû ÀÃÏ ïîðîæ-
äàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xi, â êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè zi = ϕ(xi). Áóäåì íàçûâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè èñïûòàíèåì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì ïåðâûå äâà èñïûòàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ãðà-
íè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà [0, 1], ò.å. x0 = 0, x1 = 1. Â ýòèõ òî÷êàõ âû÷èñëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè z0 = ϕ(x0), z1 = ϕ(x1) è óñòàíàâëèâàåòñÿ çíà÷å-
íèå ñ÷åò÷èêà k = 1. Òî÷êà î÷åðåäíîãî èñïûòàíèÿ xk+1, k > 1, âûáèðàåòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè.

Øàã 1. Ïåðåíóìåðîâàòü íèæíèì èíäåêñîì (íà÷èíàÿ ñ 0) òî÷êè xi,
0 6 i 6 k, ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ êîîðäèíàòû, ò.å.

0 = x0 < x1 < . . . < xk = 1.

Ñîïîñòàâèòü òî÷êàì xi, 0 6 i 6 k, âû÷èñëåííûå â íèõ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè zi = ϕ(xi), 0 6 i 6 k.

Øàã 2. Âû÷èñëèòü ìàêñèìàëüíîå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé
ïåðâîé ðàçíîñòè

µ = max
16i6k

|zi − zi−1|
∆i

,(3)

ãäå ∆i = xi − xi−1. Åñëè âû÷èñëåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííîé ôîðìóëîé çíà-
÷åíèå ðàâíî íóëþ, òî ïîëîæèòü µ = 1.

Øàã 3. Äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ (xi−1, xi), 1 6 i 6 k, âû÷èñëèòü çíà÷åíèå

R(i) = rµ∆i +
(zi − zi−1)

2

rµ∆i
− 2(zi + zi−1),(4)

íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòèêîé èíòåðâàëà; âåëè÷èíà r > 1 ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåò-
ðîì àëãîðèòìà.

Øàã 4. Íàéòè èíòåðâàë (xt−1, xt) ñ ìàêñèìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé

R(t) = max
16i6k

R(i).(5)

Åñëè ìàêñèìàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêèì èíòåðâàëàì,
òî â êà÷åñòâå t âûáðàòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (5).

Øàã 5. Ïðîâåñòè íîâîå èñïûòàíèå â òî÷êå

xk+1 =
1

2
(xt−1 + xt)−

zt − zt−1

2rµ
.(6)
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Àëãîðèòì ïðåêðàùàåò ñâîþ ðàáîòó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ∆t < ǫ; çäåñü
t èç (5), à ǫ > 0 � çàäàííàÿ òî÷íîñòü. Â êà÷åñòâå îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è
âûáèðàþòñÿ çíà÷åíèÿ

z∗k = min
06i6k

ϕ(xi), x∗k = arg min
06i6k

ϕ(xi).

Òåîðåòè÷åñêèå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåíû
â [27].

3. Ðåäóêöèÿ ðàçìåðíîñòè

3.1. Ðåäóêöèÿ ðàçìåðíîñòè ñ ïîìîùüþ êðèâûõ,
çàïîëíÿþùèõ ïðîñòðàíñòâî

Ðàññìîòðèì ñõåìó ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè, îñíîâàííóþ íà èñïîëüçîâàíèè
êðèâûõ, çàïîëíÿþùèõ ïðîñòðàíñòâî (êðèâûõ Ïåàíî). Èçâåñòíî, ÷òî ïîäîáíî-
ãî òèïà êðèâûå ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî îòîáðàçèòü îäíîìåðíûé îòðåçîê [0, 1]
íà ìíîãîìåðíóþ îáëàñòü, ò.å.

{y(x) : 0 6 x 6 1} =
{
y ∈ RN : −2−1

6 yi 6 2−1, 1 6 i 6 N
}
.(7)

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ êðèâàÿ y(x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåëüíûé
îáúåêò. Ïîýòîìó ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ëèøü
íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê èñòèííîé êðèâîé. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ
àïïðîêñèìàöèé (íàçûâàåìûõ ðàçâåðòêàìè) ðàññìîòðåíû â [21, 27]. Ïðè ýòîì
òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ðàçâåðòêè ê èñòèííîé êðèâîé y(x) çàâèñèò îò ïëîò-
íîñòè ðàçâåðòêè m (ÿâëÿþùåéñÿ ïàðàìåòðîì åå ïîñòðîåíèÿ) è ñîñòàâëÿåò
âåëè÷èíó ïîðÿäêà 2−m ïî êàæäîé êîîðäèíàòå.

Èñïîëüçîâàíèå ïîäîáíîãî ðîäà îòîáðàæåíèé ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå
ìíîãîìåðíîé çàäà÷è (1) ê ðåøåíèþ ýêâèâàëåíòíîé åé îäíîìåðíîé

ϕ(y∗) = ϕ(y(x∗)) = min {ϕ(y(x)) : x ∈ [0, 1]}.(8)

Âàæíûì ñâîéñòâîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå îãðàíè÷åííîñòè îòíî-
ñèòåëüíûõ ðàçíîñòåé ôóíêöèè (ñì. [27]). Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(y) â îáëàñòè D
óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Ëèïøèöà, òîãäà ðåäóöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ϕ(y(x)),
x ∈ [0, 1], áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ Ãåëüäåðà

|ϕ(y(x1))− ϕ(y(x2))| 6 H |x1 − x2|1/N ,(9)

ãäå êîíñòàíòà Ãåëüäåðà H ñâÿçàíà ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L ñîîòíîøåíèåì

H = 2L
√
N + 3.(10)

Óñëîâèÿ (9), (10) ïîçâîëÿþò ëåãêî îáîáùèòü �îäíîìåðíûé� àëãîðèòì èç
ðàçäåëà 2 äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü
äëèíû èíòåðâàëîâ ∆i â ôîðìóëàõ (3), (4) íà äëèíû

∆i = (xi − xi−1)
1/N ,(11)
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à òàêæå çàìåíèòü ôîðìóëó (6) äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷êè íîâîãî èñïûòàíèÿ íà
ôîðìóëó

xk+1 =
xt + xt−1

2
− sign(zt − zt−1)

1

2r

[ |zt − zt−1|
µ

]N
.(12)

3.2. Ìíîãîøàãîâàÿ ñõåìà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè

Ìíîãîøàãîâàÿ ñõåìà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè (ñõåìà âëîæåííîé îïòèìèçà-
öèè) îñíîâàíà íà èçâåñòíîì ñîîòíîøåíèè [21, 25]

min
y∈D

ϕ(y) = min
y1∈[a1,b1]

min
y2∈[a2,b2]

. . . min
yN∈[aN ,bN ]

ϕ(y),(13)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå èñõîäíîé ìíîãîìåðíîé çàäà÷è (1) ê ðåøå-
íèþ ñåìåéñòâà ðåêóðñèâíî ñâÿçàííûõ îäíîìåðíûõ ïîäçàäà÷.

Äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ìíîãîøàãîâîé ñõåìû ââåäåì ñåìåéñòâî ôóíê-
öèé, îïðåäåëÿåìûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè

ϕN (y1, . . . , yN )≡ ϕ(y1, . . . , yN ),(14)

ϕi(y1, . . . , yi) = min
yi+1∈[ai+1,bi+1]

ϕi+1(y1, . . . , yi, yi+1), 1 6 i 6 N − 1.(15)

Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (13), äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è (1) äîñòà-
òî÷íî ðåøèòü îäíîìåðíóþ çàäà÷ó

ϕ∗ = min
y1∈[a1,b1]

ϕ1(y1).(16)

Îäíàêî êàæäîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ1 â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êå y1 ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè âòîðîãî
óðîâíÿ

ϕ1(y1) = min
y2∈[a2,b2]

ϕ2(y1, y2).(17)

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ2 â ñâîþ î÷åðåäü òðåáóåò îäíîìåðíîé ìèíè-
ìèçàöèè ôóíêöèè ϕ3 è ò.ä. âïëîòü äî ðåøåíèÿ çàäà÷è

ϕN−1(y1, . . . , yN−1) = min
yN∈[aN ,bN ]

ϕN (y1, . . . , yN )(18)

íà ïîñëåäíåì óðîâíå ðåêóðñèè.

Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ïîäçàäà÷è è âçàèìîñâÿçè ìåæäó íèìè îòîáðàæåíû
íà ðèñ. 1. Íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî ñòðóêòóðà âçàèìîñâÿçåé èìååò ôîðìó äåðåâà,
ïðè÷åì ôóíêöèè ϕN (y1, . . . , yN ) íà N -ì óðîâíå ÿâëÿþòñÿ ëèñòüÿìè äåðåâà
çàäà÷, èõ çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Äëÿ îïèñàííîé âûøå ìíîãîøàãîâîé ñõåìû áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå �
áëî÷íàÿ ìíîãîøàãîâàÿ ñõåìà, êîòîðîå êîìáèíèðóåò èñïîëüçîâàíèå ðàçâåðòîê
è âëîæåííîé îïòèìèçàöèè [31].

Ðàññìîòðèì y êàê âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ (áëî÷íûõ ïåðåìåííûõ)

y = (y1, y2, . . . , yN ) = (u1, u2, . . . , uM ),(19)
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…  

…  

…  

…

min j1(y1)
y1 Î[a1, b1]

min j2(y1, y2)2

y2 Î[a2, b2]

min j2(y1, y2)3

y2 Î[a2, b2]

min j3(y1, y2, y3)2 2

y3 Î[a3, b3]

min j3(y1, y2, y3)2 1

y3 Î[a3, b3]

min j2(y1, y2)1

y2 Î[a2, b2]

Ðèñ. 1. Âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïîäçàäà÷àìè â ìíîãîøàãîâîé ñõåìå.

ãäå i-ÿ áëî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ, ò.å. âåêòîð ui, ñîñòîèò èç âçÿòûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà y, ò.å. u1 = (y1, y2, . . . , yN1

), u2 = (yN1+1, yN1+2, . . .
. . . , yN1+N2

), . . . , uM = (yN−NM+1, yN−NM+2, . . . , yN ), à N1+N2+ . . .+NM =N.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå ìíîãîøàãîâîé
ñõåìû (13) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå

min
y∈D

ϕ(y) = min
u1∈D1

min
u2∈D2

. . . min
uM∈DM

ϕ(y),(20)

ãäå ïîäîáëàñòè Di, 1 6 i 6M , ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè èñõîäíîé îáëàñòè ïîèñ-
êà D íà ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì ui, 1 6 i 6M .

Ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (20) áóäåò â öåëîì
ïîâòîðÿòü (14)�(16). Íåîáõîäèìî ëèøü çàìåíèòü èñõîäíûå ïåðåìåííûå yi,
1 6 i 6 N , íà áëî÷íûå ïåðåìåííûå ui, 1 6 i 6M .

Ïðè ýòîì âëîæåííûå ïîäçàäà÷è

ϕi(u1, . . . , ui) = min
ui+1∈Di+1

ϕi+1(u1, . . . , ui, ui+1), 1 6 i 6M − 1,(21)

áóäóò ìíîãîìåðíûìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì îòëè÷èåì îò èñõîäíîé ìíîãîøà-
ãîâîé ñõåìû. Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïîäçàäà÷ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà
ñõåìà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè íà îñíîâå êðèâûõ Ïåàíî.

3.3. Áëî÷íàÿ àäàïòèâíàÿ ñõåìà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè

Ðåøåíèå âîçíèêàþùåãî ìíîæåñòâà ïîäçàäà÷ âèäà (15) (äëÿ ìíîãîøàãîâîé
ñõåìû) èëè âèäà (21) (äëÿ áëî÷íîé ìíîãîøàãîâîé ñõåìû) ìîæåò áûòü îðãàíè-
çîâàíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Î÷åâèäíûé ñïîñîá (äåòàëüíî ïðîðàáîòàííûé
â [28, 32, 33] äëÿ ìíîãîøàãîâîé ñõåìû è â [31, 34] äëÿ áëî÷íîé ìíîãîøàãîâîé
ñõåìû) îñíîâàí íà ðåøåíèè ïîäçàäà÷ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóðñèâíûì ïîðÿäêîì
èõ ïîðîæäåíèÿ. Îäíàêî çäåñü âîçíèêàåò ïîòåðÿ çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè èíôîð-
ìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè.
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Èíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ àäàïòèâíàÿ ñõåìà, â êîòîðîé âñå ïîäçàäà÷è ðå-
øàþòñÿ îäíîâðåìåííî, ÷òî ïîçâîëÿåò áîëåå ïîëíî ó÷èòûâàòü èíôîðìàöèþ î
ìíîãîìåðíîé çàäà÷å è çà ñ÷åò ýòîãî óñêîðÿòü ïðîöåññ åå ðåøåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ
îäíîìåðíûõ ïîäçàäà÷ äàííûé ïîäõîä áûë òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí è àïðî-
áèðîâàí â [30, 35, 36]. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðåäëàãàåò îáîáùåíèå àäàïòèâíîé
ñõåìû äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîìåðíûõ ïîäçàäà÷.

Ïåðåä èçëîæåíèåì íîâîé ñõåìû îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé åùå ðàç îòìåòèì,
÷òî â ðàìêàõ èñõîäíîé ìíîãîøàãîâîé ñõåìû (èëè æå åå áëî÷íîãî âàðèàíòà)
ïîðîæäàåìûå ïîäçàäà÷è ðåøàþòñÿ ñòðîãî ïîñëåäîâàòåëüíî; ïîëó÷àåìàÿ â ðå-
çóëüòàòå èåðàðõè÷åñêàÿ ñõåìà ïîðîæäåíèÿ è ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ (â âèäå äåðå-
âà) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Ïîñòðîåíèå ýòîãî äåðåâà ïðîèñõîäèò äèíàìè÷åñêè
â ïðîöåññå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1). Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå îäíîãî çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè ϕi(y1, y2, . . . , yi) íà i-ì óðîâíå òðåáóåò ïîëíîãî ðåøåíèÿ âñåõ
çàäà÷ îäíîãî èç ïîääåðåâüåâ óðîâíÿ i+ 1.

Àäàïòèâíàÿ ìíîãîøàãîâàÿ ñõåìà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè èçìåíÿåò ïîðÿ-
äîê ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷: îíè áóäóò ðåøàòüñÿ íå ïî îäíîé (â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ
èåðàðõèåé â äåðåâå çàäà÷), à îäíîâðåìåííî, ò.å. áóäåò ñóùåñòâîâàòü íåêîòî-
ðîå ìíîæåñòâî ïîäçàäà÷, íàõîäÿùèõñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Â ðàìêàõ íîâîé
ñõåìû:

• äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè i-ãî óðîâíÿ èç (21) ïîðîæäàåòñÿ íîâàÿ
çàäà÷à óðîâíÿ i+ 1, â êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ òîëüêî îäíî èñïûòàíèå, ïîñëå
÷åãî íîâàÿ ïîðîæäåííàÿ çàäà÷à âêëþ÷àåòñÿ â ìíîæåñòâî óæå èìåþùèõñÿ
çàäà÷, ïîäëåæàùèõ ðåøåíèþ;

• èòåðàöèÿ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà ñîñòîèò â âûáîðå îäíîé (íàèáîëåå ïåðñïåê-
òèâíîé) çàäà÷è èç ìíîæåñòâà èìåþùèõñÿ çàäà÷, â êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ îäíî
èñïûòàíèå; òî÷êà ïðîâåäåíèÿ íîâîãî èñïûòàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ àëãîðèòìîì èç ïîäðàçäåëà 3.1;

• â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé èç (21) èñïîëüçóþòñÿ èõ òåêó-
ùèå îöåíêè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå íàêîïëåííîé ïîèñêîâîé èíôîðìàöèè.

Êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâíûõ øàãîâ áëî÷íîé àäàïòèâíîé ñõåìû ðåäóêöèè
ðàçìåðíîñòè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü âëîæåííûå ïîäçàäà÷è âèäà (21)
ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà, îïèñàííîãî â ïîäðàç-
äåëå 3.1. Òîãäà êàæäîé ïîäçàäà÷å (21) ìîæíî ïðèñâîèòü íåêîòîðîå ÷èñëî-
âîå çíà÷åíèå, íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòèêîé ýòîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå òàêîé
õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî âçÿòü çíà÷åíèå R(t) èç (5), ò.å. ìàêñèìàëüíóþ õàðàê-
òåðèñòèêó èíòåðâàëîâ, ñôîðìèðîâàííûõ â äàííîé çàäà÷å. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (4) ÷åì âûøå çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòèêè,
òåì áîëåå ïåðñïåêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ ïîäçàäà÷à äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ïîèñêà â íåé
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà èñõîäíîé çàäà÷è (1). Ïîýòîìó íà êàæäîé èòåðàöèè âû-
áèðàåòñÿ ïîäçàäà÷à ñ ìàêñèìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé äëÿ ïðîâåäåíèÿ â íåé
î÷åðåäíîãî èñïûòàíèÿ. Ýòî èñïûòàíèå ëèáî ïðèâîäèò ê âû÷èñëåíèþ çíà÷å-
íèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ϕ(y) (åñëè âûáðàííàÿ ïîäçàäà÷à ïðèíàäëåæàëà óðîâíþ
j =M), ëèáî ïîðîæäàåò íîâûå ïîäçàäà÷è ñîãëàñíî (21) ïðè j 6M − 1. Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå íîâûå ïîðîæäåííûå çàäà÷è äîáàâëÿþòñÿ ê òåêóùåìó ìíîæå-
ñòâó çàäà÷, âû÷èñëÿþòñÿ èõ õàðàêòåðèñòèêè è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Çàâåðøå-
íèå ïðîöåññà îïòèìèçàöèè ïðîèñõîäèò, êîãäà â êîðíåâîé çàäà÷å âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå îñòàíîâêè àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî ýòó çàäà÷ó.
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Îòìåòèì íîâûå ýëåìåíòû ïðåäëàãàåìîé ñõåìû ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè:

• Â àäàïòèâíîé ìíîãîøàãîâîé ñõåìå âñå ïîðîæäàåìûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñîâ-
ìåñòíî � íà êàæäîé èòåðàöèè âûáèðàåòñÿ îäíà (íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíàÿ)
ïîäçàäà÷à èç ìíîæåñòâà ïîäçàäà÷, â êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ îäíî èñïûòàíèå.
Òàêîé ïîäõîä, ñ îäíîé ñòîðîíû, òðåáóåò îäíîâðåìåííîãî õðàíåíèÿ ïîèñêî-
âîé èíôîðìàöèè âî âñåõ ðåøàåìûõ ïîäçàäà÷àõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ïîç-
âîëÿåò (ïðè íåîáõîäèìîñòè) óâåëè÷èâàòü íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1) áåç ïðîâåäåíèÿ ïîâòîðíîãî ðåøåíèÿ âñåõ ïîäçàäà÷ (21). Íàïðè-
ìåð, íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ñ äîñòàòî÷íî
ãðóáîé òî÷íîñòüþ, ÷òî ïîçâîëèò áûñòðî ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ îöåíêó ðå-
øåíèÿ; äàëåå (ïîñëå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ) òî÷íîñòü ìîæåò áûòü ïîâûøåíà
è ïðîöåññ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí;

• Â èñõîäíîé ìíîãîøàãîâîé ñõåìå ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè ðåøåíèå êàæäîé
âîçíèêàþùåé ïîäçàäà÷è ïðîâîäèòñÿ �äî êîíöà�, ò.å. ïîðîæäåíèÿ íîâîé ïîä-
çàäà÷è íå ïðîèçîéäåò, ïîêà íå áóäåò ðåøåíà òåêóùàÿ ïîäçàäà÷à. Íî òî÷-
êà ui åå ðåøåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò ñîâïàäàòü ñ i-é êîìïîíåíòîé
âåêòîðà ðåøåíèÿ y∗ = (u∗1, . . . , u

∗
i , . . . , u

∗
M ) èñõîäíîé ìíîãîìåðíîé çàäà÷è.

Â àäàïòèâíîé ñõåìå ïîäîáíûå áåñïåðñïåêòèâíûå ïîäçàäà÷è ìîãóò áûòü îò-
áðàêîâàíû óæå íà íà÷àëüíîì ýòàïå èõ ðåøåíèÿ;

• Íàëè÷èå ïðàâèëà âûáîðà ïîäçàäà÷è ïðè âûïîëíåíèè î÷åðåäíîé èòåðàöèè
â ðàìêàõ àäàïòèâíîé ñõåìû ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå åå âàðèàíòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ïðàâèëàì âûáîðà ïîäçàäà÷è. Íàïðèìåð, êàê èñ-
õîäíàÿ ìíîãîøàãîâàÿ ñõåìà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè, òàê è ñõåìà ðåäóêöèè
ðàçìåðíîñòè ñ ïîìîùüþ åäèíñòâåííîé êðèâîé Ïåàíî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè íîâîãî ïîäõîäà;

• Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà îäíîâðåìåííî ðåøàåìûõ ïîäçàäà÷ ïîçâîëÿåò
îðãàíèçîâàòü èõ ïàðàëëåëüíîå ðåøåíèå è ýôôåêòèâíî çàäåéñòâîâàòü ðå-
ñóðñû ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â äàí-
íîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåíû â [37].

4. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê ñðàâíåíèþ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè
îñíîâàí íà ðåøåíèè óêàçàííûìè ìåòîäàìè ñåðèè çàäà÷, âûáðàííûõ ñëó÷àéíî
èç íåêîòîðîãî êëàññà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà êëàññà ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ
òåñòîâûõ ôóíêöèé (GKLS Simple, GKLS Hard), îïèñàííûõ â [38].

Â [36, 39] áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî
ïîèñêà (ÀÃÏ) êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçâåðòîê, òàê è â ñî÷åòàíèè ñ àäàïòèâ-
íîé ñõåìîé ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè ïðåâîñõîäèò ìíîãèå èçâåñòíûå àëãîðèòìû
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, âêëþ÷àÿ ìåòîäû DIRECT è DIRECTl. Ïîýòîìó â
äàííîì èññëåäîâàíèè îãðàíè÷èìñÿ ñðàâíåíèåì âàðèàíòîâ ÀÃÏ â ñî÷åòàíèè ñ
ðàçëè÷íûìè ñõåìàìè ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü
äâà êðèòåðèÿ: ñðåäíåå ÷èñëî èñïûòàíèé è îïåðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè.
Îïåðàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêîé àëãîðèòìà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ P (k), îïðå-
äåëÿåìàÿ êàê äîëÿ çàäà÷ èç ðàññìàòðèâàåìîé ñåðèè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ
ïîòðåáîâàëîñü íå áîëåå ÷åì k èñïûòàíèé. Çàäà÷ó áóäåì ñ÷èòàòü ðåøåííîé,
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Ðèñ. 2. Îïåðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè íà êëàññàõ GKLS Simple (à) è Hard (á),
N = 2.

åñëè àëãîðèòì ñãåíåðèðîâàë òî÷êó yk î÷åðåäíîãî èñïûòàíèÿ â îêðåñòíîñòè
ðåøåíèÿ y∗, ò.å.

∥∥yk − y∗
∥∥ < δ ‖b− a‖, ãäå δ = 10−2, a è b � ãðàíèöû îáëàñòè

ïîèñêà D.

Ïåðâàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ áûëà ïðîâåäåíà íà äâóìåðíûõ çàäà÷àõ êëàñ-
ñîâ GKLS Simple è GKLS Hard (100 ôóíêöèé êàæäîãî êëàññà). Â òàáë. 1
ïðåäñòàâëåíî ñðåäíåå ÷èñëî èñïûòàíèé, âûïîëíåííûõ ÀÃÏ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ðàçâåðòîê (Ke), ìíîãîøàãîâîé ñõåìû (Kn) è àäàïòèâíîé ìíîãîøàãîâîé
ñõåìû (Ka). Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû îïåðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìîâ,
ïîëó÷åííûå íà óêàçàííûõ êëàññàõ çàäà÷. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò àë-
ãîðèòìó ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçâåðòîê, òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ � àäàïòèâíîé ìíîãî-
øàãîâîé ñõåìå, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ìíîãîøàãîâîé ñõåìå. Ðåçóëüòàòû ýêñïå-
ðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ÀÃÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì àäàïòèâíîé ìíîãîøàãîâîé
ñõåìû äåìîíñòðèðóåò ïðèìåðíî îäèíàêîâîå áûñòðîäåéñòâèå ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàçâåðòêàìè è îáà îíè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé
ìíîãîøàãîâóþ ñõåìó. Ïîýòîìó â äàëüíåéøèõ ýêñïåðèìåíòàõ îãðàíè÷èìñÿ
ñðàâíåíèåì ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ àäàïòèâíîé ñõåìû ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè.

Âòîðàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ áûëà ïðîâåäåíà íà ÷åòûðåõìåðíûõ çàäà-
÷àõ êëàññîâ GKLS Simple è GKLS Hard (100 ôóíêöèé êàæäîãî êëàññà).
Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíî ñðåäíåå ÷èñëî èñïûòàíèé, âûïîëíåííûõ ÀÃÏ ñ èñ-

Òàáëèöà 1. Ñðåäíåå ÷èñëî èñïûòàíèé íà êëàññàõ
GKLS Simple è Hard , N = 2

GKLS Simple GKLS Hard

Ke 252 674
Kn 697 1252
Ka 279 815

Òàáëèöà 2. Ñðåäíåå ÷èñëî èñïûòàíèé íà êëàññàõ
GKLS Simple è Hard, N = 4

GKLS Simple GKLS Hard

Ka 21 747 35 633
Kba 15 942 33 206
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Ðèñ. 3. Îïåðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè íà êëàññàõ GKLS Simple (à) è Hard
(á ), N = 4.

Ðèñ. 4. Îïåðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè íà êëàññå GKLS Simple, N = 6.

ïîëüçîâàíèåì àäàïòèâíîé ìíîãîøàãîâîé ñõåìû (Ka) è áëî÷íîé àäàïòèâíîé
ñõåìû (Kba) ñ ôîðìèðîâàíèåì äâóõ óðîâíåé ïîäçàäà÷ îäèíàêîâîé ðàçìåðíî-
ñòè N1 = N2 = 2. Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè èñõîäíîãî âàðèàíòà àäàï-
òèâíîé ìíîãîøàãîâîé ñõåìû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðàçìåðíîñòè N = 4 ôîðìè-
ðóåòñÿ ÷åòûðå óðîâíÿ îäíîìåðíûõ ïîäçàäà÷, ÷òî óñëîæíÿåò èõ îáðàáîòêó.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû îïåðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìîâ, ïîëó÷åí-
íûå íà êëàññàõ GKLS Simple è GKLS Hard . Òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
àëãîðèòìó ñ èñïîëüçîâàíèåì àäàïòèâíîé, à ñïëîøíàÿ � áëî÷íîé àäàïòèâíîé
ñõåìû. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå áëî÷íîé
àäàïòèâíîé ñõåìû äàåò îùóòèìûé âûèãðûø ïî ÷èñëó èñïûòàíèé (äî 35 %)
ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ñõåìîé ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè.

Ïîñëåäíÿÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ áûëà ïðîâåäåíà íà øåñòèìåðíûõ çàäà÷àõ
êëàññà GKLS Simple (100 ôóíêöèé). Ñðàâíèâàëàñü ðàáîòà ÀÃÏ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ðàçâåðòîê è áëî÷íîé àäàïòèâíîé ñõåìû ñ ôîðìèðîâàíèåì äâóõ óðîâíåé
ïîäçàäà÷ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè N1 = N2 = 3. Ñðåäíåå ÷èñëî èñïûòàíèé,
âûïîëíåííûõ ÀÃÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçâåðòîê, ñîñòàâèëî 102 987, òîãäà êàê
ñ èñïîëüçîâàíèåì áëî÷íîé àäàïòèâíîé ñõåìû � 75 390. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäå-
íû îïåðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìîâ. Òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâó-
åò àëãîðèòìó ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçâåðòîê, à ñïëîøíàÿ � áëî÷íîé àäàïòèâíîé
ñõåìû.
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5. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ àäàïòèâíàÿ ñõåìà ðåäóêöèè ðàç-
ìåðíîñòè äëÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, êîìáèíèðóþùàÿ èñïîëüçîâà-
íèå êðèâûõ Ïåàíî è ñõåìó âëîæåííîé (ðåêóðñèâíîé) îïòèìèçàöèè. Äëÿ ðå-
øåíèÿ ðåäóöèðîâàííûõ ïîäçàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïîèñêà.
Ïðèâåäåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà àëãîðèòìà, ðàññìîòðåíû îñíîâíûå âîïðî-
ñû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì àäàïòèâíîé ñõåìû ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè.
Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íà ñåðèè òåñòîâûõ çàäà÷ ñ öåëüþ
ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ñõåì ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè. Ðåçóëüòà-
òû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå áëî÷íîé àäàïòèâíîé ñõåìû
ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè ìîæåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ÷èñëî èñïûòàíèé, íåîá-
õîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êèáåðíåòè÷åñêèé ìåòîä îïèñàíèÿ è àíàëèçà ðåàëüíûõ
ïîòîêîâ, êîãäà èíòåðâàëû ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè ïîñòóï-
ëåíèÿ òðåáîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìûìè è èìåþò ðàçíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäëîæåíû ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, êîòîðûå ïîçâîëÿ-
þò âûäåëèòü â ïîòîêå äâà êëàññà íåîäíîðîäíûõ òðåáîâàíèé. Â êà÷åñòâå
îïèñàíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òîëüêî èíòåðâàëû ìåæäó ñîñåäíè-
ìè òðåáîâàíèÿìè ïåðâîãî êëàññà è êîëè÷åñòâî âñåõ òðåáîâàíèé â êàæäîì
òàêîì èíòåðâàëå. Öåëåñîîáðàçíîñòü ïðåäëàãàåìîãî îïèñàíèÿ ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàíà íå òîëüêî íà ïðèìåðå òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà äâèæóùèõñÿ àâ-
òîìîáèëåé íà ìàãèñòðàëè, íî è ïðè îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëüíûõ ïîòîêîâ äðóãîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû.
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1. Ââåäåíèå

Â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èçâåñòíî [1], ÷òî êëàññè÷åñêîå îïèñà-
íèå âõîäíîãî ïîòîêà ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ â âèäå
âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(τ ′j , η′j); j = 1, 2, . . .}, â êîòîðîé

÷åðåç η′j îáîçíà÷åíî ÷èñëî ïîñòóïèâøèõ òðåáîâàíèé â ìîìåíò âðåìåíè τ ′j
ñ íîìåðîì j. Êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå âõîäíûõ ïîòîêîâ óñïåøíî ïðèìåíèë
Þ.È. Íåéìàðê äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ òðàíñïîðòîì
íà ïåðåêðåñòêå [2, 3]. Þ.È. Íåéìàðê âíåñ ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä â òåîðèþ
óïðàâëåíèÿ êîíôëèêòíûìè ïóàññîíîâñêèìè ïîòîêàìè â êëàññå öèêëè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ [4]. Ïðè êëàññè÷åñêîì îïèñàíèè ïîòîêîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåçàâè-
ñèìîñòü è îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå êàê âåëè÷èí τ ′j+1 − τ ′j , j = 1, 2, . . . , òàê è

íåçàâèñèìîñòü è îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí η′j , j = 1, 2, . . . Èç-çà óâå-
ëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè âõîäíûõ ïîòîêîâ â ñîâðåìåííûõ ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ
ýòî ïðåäïîëîæåíèå îòñóòñòâóåò [5]. Ïîýòîìó êëàññè÷åñêèé ñïîñîá îïèñàíèÿ
âõîäíîãî ïîòîêà äëÿ òàêèõ ñèñòåì íå ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì, òàê êàê òðåáóåò çà-
äàíèÿ ñëîæíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(τ ′j , η′j);
j = 1, 2, . . .}. Çàäà÷à îñòàåòñÿ ñëîæíîé, åñëè äàæå η′j(ω)≡ 1 ïðè j = 1, 2, . . .

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îïèñàíèå âõîäíîãî ïîòîêà â âèäå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {(τi+1 − τi, χi); i = 0, 1, . . .}. Çäåñü {τi; i = 0, 1, . . .} � ñòðîãî âîçðàñ-

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêò �18-413-520005).
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òàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ òî÷åê íà îñè âðåìåíè Ot, è χi îïðå-
äåëÿåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé íà ïðîìåæóòêå [τi, τi+1) èëè â ãðóïïå ñ
íîìåðîì i. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïî íàáëþäåíèþ çà êîíå÷-
íîé ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(τ ′j , η′j); j = 1, 2, . . .} è ïî

àëãîðèòìó âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τi; i = 0, 1, . . .} íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ èíòåðâàëîâ {τi+1 − τi; i = 0, 1, . . .} è ðàçìå-
ðîâ ãðóïï {χi; i = 0, 1, . . .} â íåêîòîðûõ êëàññàõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé, äëÿ êîòîðûõ ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ïëîòíîñòü ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì
âèäå. Â òåîðèè ìàðêèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ êàæäîå òðåáîâàíèå ïîòî-
êà îòîáðàæàåòñÿ òî÷êîé èëè èíòåðâàëîì íà îñè âðåìåíè Ot. Â ýòîì ïðåä-
ïîëîæåíèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τi+1 − τi;
i = 0, 1, . . .} ìîæíî ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå òåñòîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, â òîì ÷èñ-
ëå ñìåùåííûå. Ñïîñîá îïèñàíèÿ ïîòîêà ïðåäïîëàãàåò íàáëþäåíèå òîëüêî çà
ãðóïïàìè òðåáîâàíèé, à íå çà êàæäûì òðåáîâàíèåì ïîòîêà ñëîæíîé âåðî-
ÿòíîñòíîé ñòðóêòóðû. Òàêîé ïðèíöèï îïèñàíèÿ ïîòîêîâ òðåáîâàíèé ìîæíî
íàçâàòü íåëîêàëüíûì [6, 7]. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðåäëîæèòü íå òîëüêî ìå-
õàíèçì ôîðìèðîâàíèÿ êàæäîé ãðóïïû ðåàëüíîãî ïîòîêà, íî è íà ýòîì îñíî-
âàíèè âûáðàòü àëãîðèòì âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τi; i = 0, 1, . . .}. Â ñèëó
ýòîãî îïðåäåëåíèå è âûáîð òåñòîâûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{χi; i = 0, 1, . . .} âûçûâàåò áîëüøèå òðóäíîñòè.

Ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ âåëè÷èíû χi ãðóïïû ñ íîìåðîì i ïîòîêà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ êàê ôóíêöèîíèðîâàíèå ïî âîçìîæíîñòè ïðîñòîé óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû
îáñëóæèâàíèÿ [6, 7]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü àäåêâàòíûé
ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ ãðóïïû (ïà÷êè) ñ íîìåðîì i äëÿ ñëîæíîãî ðåàëüíîãî
ïîòîêà. Èíòåðïðåòàöèÿ òàêîãî ìåõàíèçìà îáðàçîâàíèÿ ãðóïïû äàåòñÿ íà ïðè-
ìåðå ïîòîêà ïà÷åê àâòîìîáèëåé íà áåñêîíå÷íîé èëè êîëüöåâîé ìàãèñòðàëè ñ
îäíîïîëîñíûì äâèæåíèåì, ëèáî íà ìàãèñòðàëè ñ ìíîãîïîëîñíûì äâèæåíèåì,
åñëè ðàññìàòðèâàòü îáðàçîâàíèå ïà÷åê òîëüêî íà îäíîé èç ïîëîñ. Ïðè ýòîì
â ïîòîêå áóäåì ðàçëè÷àòü òðåáîâàíèÿ ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì è òðåáîâàíèÿ
ñ áûñòðûì äâèæåíèåì. Çíà÷èò, â ïîòîêå èìååòñÿ äâà êëàññà (òèïà) òðåáî-
âàíèé, ÷òî è îçíà÷àåò èõ íåîäíîðîäíîñòü. Ïðè ìíîãîïîëîñíîì äâèæåíèè ñ
âîçìîæíîñòüþ ïåðåñòðîåíèÿ èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà àâòîìîáèëåé ñ áûñòðûì
äâèæåíèåì äëÿ êîíêðåòíîé ïîëîñû èçìåíÿåòñÿ çà ñ÷åò òðåáîâàíèé èç äðó-
ãèõ ïîëîñ, êîòîðûå áóäóò îñóùåñòâëÿòü îáãîí ïî ýòîé ïîëîñå. Â ýòîì ñëó÷àå
ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîòîê àâòîìîáèëåé ñ áûñòðûì äâèæåíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ ïóàññîíîâñêèì. Òîëüêî òðåáîâàíèÿ ñ áûñòðûì äâèæåíèåì èìåþò âîçìîæ-
íîñòü îáãîíà òðåáîâàíèé ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì. Ïðåäëàãàåìûé â ñòàòüå
ïîäõîä äàåò âîçìîæíîñòü ãåíåðèðîâàòü ðàçëè÷íûå è íåèçâåñòíûå ðàíåå çà-
êîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëüíûõ âõîäíûõ ïîòîêîâ, íå èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíûå
òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

2. Ïðåäñòàâëåíèå ìåõàíèçìà ôîðìèðîâàíèÿ ïîòîêà
â âèäå ïðîöåññà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùåé

êèáåðíåòè÷åñêîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ

Â ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îñíîâíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (Ω,F,P(·)), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ èçó÷àåìîãî
ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà E. Çäåñü Ω åñòü äîñòîâåðíûé èñõîä èëè ìíîæåñòâî
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Cтратегия механизма

обслуживания

Обслуживающее

устройство

(внутренняя память)

Очередь быстрых

машин

(внешняя память)

Входной поток

быстрых машин

(входной полюс)

Выходной поток

быстрых машин

(выходной полюс)

Медленная

машина

d d0

Ñõåìà óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû.

îïèñàíèé âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà E. Âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíê-
öèÿ P(A) : F → [0, 1] çàäàíà íà σ-àëãåáðå F, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
íàáëþäàåìûå èñõîäû A⊂ Ω ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà E. Â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ íå áóäåì ÿâíî ôèêñèðîâàòü ñèìâîë ω êàê àðãóìåíò êàêèõ-ëèáî ôóíêöèé.
Ïðè ýòîì áóäåì ïîìíèòü î òîì, ÷òî âñå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû è ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ íà óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå
(Ω,F,P(·)). Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ýêñïåðèìåíòà E ìîæåò ñëóæèòü ïðîöåññ
äâèæåíèÿ ðàçíîòèïíûõ àâòîìîáèëåé íà ìàãèñòðàëè ñ îäíîïîëîñíûì äâèæå-
íèåì èëè âðåìåííîé ïðîöåññ ïðèáûòèÿ àâòîìîáèëåé ê ñòîï-ëèíèè íåêîòîðîãî
óïðàâëÿåìîãî ïåðåêðåñòêà.

Ìîäåëü ìåõàíèçìà ôîðìèðîâàíèÿ ðàçìåðà χi êàæäîé òðàíñïîðòíîé ïà÷êè
ðåàëüíîãî ïîòîêà íåîäíîðîäíûõ è òî÷å÷íûõ äâèæóùèõñÿ àâòîìîáèëåé áóäåì
ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ýâîëþöèè óïðàâëÿþùåé êèáåðíåòè÷åñêîé ñèñòåìû îáñëó-
æèâàíèÿ [6, 7] èç íåêîòîðîãî êëàññà. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû íà ðèñóíêå ïðåäñòàâ-
ëåíû ñëåäóþùèå åå áëîêè: âõîäíîé ïîëþñ, âíåøíÿÿ ïàìÿòü, óñòðîéñòâî δ ïî
ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè âíåøíåé ïàìÿòè, âíóòðåííÿÿ ïàìÿòü, óñòðîéñòâî δ0
ïî ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè âíóòðåííåé ïàìÿòè è âûõîäíîé ïîëþñ.

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êàæäîãî èç óêàçàííûõ áëîêîâ.
Âõîäíîé ïîëþñ åñòü ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé ñ áûñòðûì äâèæåíè-
åì. Èíòåíñèâíîñòü ýòîãî ïîòîêà ðàâíà λ0 > 0. Èíòåíñèâíîñòü λ′ > 0 ïîòîêà
èç òðåáîâàíèé ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì äîñòàòî÷íî ìàëà è òàêîâà, ÷òî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè ñîñåäíèìè òðåáîâàíèÿìè ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì
âåëèêî. Ýòî îáåñïå÷èâàåò âîññòàíîâëåíèå ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà òðåáîâàíèé
ñ áûñòðûì äâèæåíèåì ïîñëå ïðîöåññà îáãîíà [8, 9]. Ïóñòü çäåñü è äàëåå ñèì-
âîë o(∆t) îáîçíà÷àåò íåîòðèöàòåëüíóþ áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ âåëè÷èíîé ∆t > 0 è ïóñòü çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t, t+∆t) â î÷å-
ðåäü èç òðåáîâàíèé äëÿ îáãîíà ìåäëåííîãî òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàåò ñëó÷àéíîå
÷èñëî ξ(ω; t,∆t) òðåáîâàíèé ñ áûñòðûì äâèæåíèåì. Òîãäà äëÿ ïóàññîíîâñêîãî
ïîòîêà ñ ïàðàìåòðîì λ0 ïðè ∆t→ 0 õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

P({ω : ξ(ω; t,∆t) = 0}) = 1− λ0∆t+ o(∆t),

P({ω : ξ(ω; t,∆t) = 1}) = λ0∆t− o(∆t),

P({ω : ξ(ω; t,∆t) > 2}) = o(∆t).

(1)

Ñîîòíîøåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì âõîäíîãî ïîëþñà.
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Ïî íàáëþäåíèÿì çà ðåàëüíûìè ïîòîêàìè îêàçàëîñü, ÷òî êàæäîå òðåáîâà-
íèå ñ áûñòðûì äâèæåíèåì äîãîíÿåò òðåáîâàíèå ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì è
ïîñòóïàåò â íåêîòîðóþ î÷åðåäü. Ïðè ýòîì ãðóïïà ñîñòîèò èç òðåáîâàíèé ñ
áûñòðûì äâèæåíèåì, êîòîðûå îæèäàþò âîçìîæíîñòè îáãîíà, è îáÿçàòåëüíî
èç òðåáîâàíèÿ ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì. Âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà ðàçìåð
î÷åðåäè ðàâåí íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà ñîñòîèò òîëüêî èç òðåáîâàíèÿ ñ
ìåäëåííûì äâèæåíèåì. Èòàê, ôèçè÷åñêè âíåøíÿÿ ïàìÿòü åñòü î÷åðåäü èç
òðåáîâàíèé ñ áûñòðûì äâèæåíèåì è åäèíñòâåííîãî òðåáîâàíèÿ ñ ìåäëåííûì
äâèæåíèåì. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà χ(ω; t) ∈ {1, 2, . . .} èçìåðÿåò ÷èñëî òðå-
áîâàíèé âñåõ òèïîâ â ãðóïïå â ìîìåíò âðåìåíè t > 0, òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
{χ(t) : t > 0} ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì áëîêà âíåøíåé ïàìÿòè.

Áëîê âíóòðåííåé ïàìÿòè îòâå÷àåò çà ïðîöåññ îáãîíà òðåáîâàíèé ñ áûñò-
ðûì äâèæåíèåì òðåáîâàíèÿ ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì. Êàæäîå òðåáîâàíèå ñ
ìåäëåííûì äâèæåíèåì ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáñëóæèâàþùèé ïðè-
áîð äëÿ òðåáîâàíèé ñ áûñòðûì äâèæåíèåì. Ïðè ýòîì ïîä âðåìåíåì îáñëóæè-
âàíèÿ, åñòåñòâåííî, ïîíèìàåòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ îáãîíà. Äëÿ òàêîãî êëàññà
ñèñòåì íå çàäàåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âðåìå-
íè îáñëóæèâàíèÿ, òàê êàê âðåìåíà îáãîíà áûñòðûìè ìàøèíàìè ìåäëåííîé
ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è èìåþò ðàçëè÷íûå çàêîíû
ðàñïðåäåëåíèÿ. Áîëåå òîãî, èç ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé íåò âîçìîæíîñòè íàé-
òè ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó âìå-
ñòî ñåìåéñòâà ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí
îáñëóæèâàíèÿ äëÿ òàêîãî ðîäà ñèñòåì óäîáíî çàäàâàòü òàê íàçûâàåìûé ïî-
òîê íàñûùåíèÿ [6, 7] â âèäå ñåìåéñòâà {κ(t, t0) : t > 0, t0 > 0} ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí. Çäåñü ÷åðåç κ(ω; t, t0) îáîçíà÷åíî ñëó÷àéíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé ñ áûñò-
ðûì äâèæåíèåì, êîòîðûå ìîãóò îáîãíàòü òðåáîâàíèå ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì
çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t, t+ t0). Òîãäà ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âèäà
{κ(t, t0) : t > 0, t0 > 0} îïðåäåëÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå áëîêà âíóòðåí-
íåé ïàìÿòè.

Òàê êàê â ïîòîêå íå ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ òðåáîâàíèé, òî ïðè ∆t > 0 óñòðîé-
ñòâî δ ïî ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè âíåøíåé ïàìÿòè ìîæíî ìàòåìàòè÷åñêè
îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

χ(ω; t+∆t) = χ(ω; t) + ξ(ω; t,∆t)− κ(ω; t,∆t).(2)

Â ñèëó ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà âåëè÷èí χ(ω; t), ξ(ω; t,∆t), κ(ω; t,∆t) äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå 0 6 κ(ω; t,∆t) 6 χ(ω; t) + ξ(ω; t,∆t)− 1. Îòñþäà ñ
ó÷åòîì (2) ïîëó÷àåì, ÷òî χ(ω; t+∆t) > 1. Óñòðîéñòâî δ ïî ïåðåðàáîòêå âíåø-
íåé ïàìÿòè ðåàëèçóåò ôóíêöèîíàëüíûé çàêîí (2) îòáîðà òðåáîâàíèé ñ áûñò-
ðûì äâèæåíèåì èç î÷åðåäè äëÿ îáãîíà òðåáîâàíèÿ ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì.
Äëÿ ïðîöåññà îáãîíà â òðàíñïîðòíîì ïîòîêå ìåõàíèçì îòáîðà åñòåñòâåííî
äîëæåí ïðîèñõîäèòü â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ (FIFO). Äëÿ ïîòîêîâ äðóãîé ôè-
çè÷åñêîé ïðèðîäû ìîæíî äîïóñòèòü äðóãóþ äèñöèïëèíó îáñëóæèâàíèÿ, íî
ñîîòíîøåíèå (2) åñòü óñëîâèå ìîäåëè è îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ.

Íà ïðàêòèêå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ (îáãîíà) ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò âåëè÷èíû î÷åðåäè èç òðåáîâàíèé ñ áûñòðûì äâèæåíèåì. Âïîëíå
åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ∆t > 0 óñëîâíûå âå-
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ðîÿòíîñòè ñîáûòèé, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé κ(ω; t,∆t), îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

P({ω : κ(ω; t,∆t) = 0}|{ω : χ(ω; t) = m, ξ(ω; t,∆t) = 0}) = 1− µm−1∆t+ o(∆t),

P({ω : κ(ω; t,∆t) = 1}|{ω : χ(ω; t) = m, ξ(ω; t,∆t) = 0}) = µm−1∆t− o(∆t),

m = 2, . . . , q;

P({ω : κ(ω; t,∆t) = 0}|{ω : χ(ω; t) = m, ξ(ω; t,∆t) = 0}) = 1− µq∆t+ o(∆t),

P({ω : κ(ω; t,∆t) = 1}|{ω : χ(ω; t) = m, ξ(ω; t,∆t) = 0}) = µq∆t− o(∆t),

m = q + 1, q + 2, . . .

(3)

Â (3) ïàðàìåòðû µ−1
1 , µ−1

2 , . . . , µ−1
q−1 çàäàþò óñëîâíîå ñðåäíåå âðåìÿ îáãî-

íà, êîãäà ÷èñëî òðåáîâàíèé âñåõ òèïîâ â ãðóïïå ðàâíî 2, 3, . . . , q ñîîòâåò-
ñòâåííî. Çäåñü âåëè÷èíà q > 1 � çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Àíàëîãè÷íî
ïàðàìåòð µ−1

q â ñîîòíîøåíèè (3) îïðåäåëÿåò óñëîâíîå ñðåäíåå âðåìÿ îáãî-
íà, åñëè òðàíñïîðòíàÿ ïà÷êà ñîñòîèò èç q + 1 è áîëåå òðåáîâàíèé. Ïàðàìåò-
ðû µ1, µ2, . . . , µq áóäåì íàçûâàòü óñëîâíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè îáãîíà. Òàêèì
ñïîñîáîì ìîäåëèðóåòñÿ çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáãîíà îò ÷èñëà
òðåáîâàíèé âñåõ òèïîâ â î÷åðåäè. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè â (3) çàäàþò ìàòåìà-
òè÷åñêîå îïèñàíèå áëîêà δ0 èëè óñòðîéñòâà ïî ïåðåðàáîòêå âíóòðåííåé ïàìÿ-
òè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîîòíîøåíèå (3) îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòíîãî
çàêîíà äëÿ îáãîíà òðåáîâàíèé ñ áûñòðûì äâèæåíèåì.

Â óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî âñåõ áëîêîâ óïðàâëÿþùåé ñè-
ñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ ãðóïï, òðå-
áóåòñÿ íàéòè íåëîêàëüíîå îïèñàíèå [6, 7] âõîäíîãî ïîòîêà. Ïðè ýòîì íà âõîä-
íîé ïîòîê íåîäíîðîäíûõ òðåáîâàíèé ñëåäóåò ñìîòðåòü êàê íà ïîòîê ãðóïï,
êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò ïåðåìåùåíèå. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî êàæäîå òðå-
áîâàíèå ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì îáðàçîâàíèÿ î÷åðåäè
äâèæóùèõñÿ òðåáîâàíèé. Ñîîòíîøåíèÿ òèïà (1), (2), (3) è óïðàâëÿþùèå ïà-
ðàìåòðû λ0, q, µ1, µ2, . . . , µq � ýòî óäîáíûé ñïîñîá çàäàíèÿ êëàññà ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ. Ýòî êëàññ ñèñòåì ñ
îæèäàíèåì, íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ, îäíèì ïðèáîðîì ñ ïåðåìåííîé ñòðóê-
òóðîé è ñ íåêîòîðîé çàäàííîé ñòðàòåãèåé ìåõàíèçìà îòáîðà òðåáîâàíèé.

Ïóñòü âåëè÷èíà Q(t,m) = P({ω : χ(ω, t) = m}) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-
íèÿõ t > 0 è m = 1, 2, . . . Äëÿ âåðîÿòíîñòåé Q(t,m) â [10] ïîëó÷åíà áåñêîíå÷-
íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dQ(t, 1)/dt = −λ0Q(t, 1) + µ1Q(t, 2),

dQ(t,m)/dt = λ0Q(t,m− 1)− (λ0 + µm−1)Q(t,m) + µmQ(t,m+ 1),

m = 2, . . . , q;

dQ(t,m)/dt = λ0Q(t,m− 1)− (λ0 + µq)Q(t,m) + µqQ(t,m+ 1),

m > q + 1.

(4)

Â [11] ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå äåòåð-
ìèíèðîâàííûå è ñëó÷àéíûå. Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ïðåäëîæåí ìåòîä îïèñàíèÿ
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è óðàâíåíèÿ èëè ñîîòíîøåíèÿ, çàäàþùèå äèíàìèêó èç-
ìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Òàê, äëÿ îäíîé èç çàäà÷ â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèÿ äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû âûáðàíî âåðîÿòíîñòîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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Ïðè ýòîì äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ìîæåò çàäàâàòüñÿ â âè-
äå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåðîÿòíîñòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Èñïîëüçóÿ îïèñàííûé ïîäõîä äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ñîñòîÿíèåì áëî-
êà âíåøíåé ïàìÿòè â ìîìåíò t ÿâëÿåòñÿ íå êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû χ(t) ∈ {1, 2, . . .}, à åå ðàñïðåäåëåíèå (Q(t, 1), Q(t, 2), . . .). Ñîîòíîøå-
íèå (4) îïðåäåëÿåò ôóíêöèîíèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â [10] äîêàçà-
íî, ÷òî ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå limt→∞Q(t,m) = Q(m),m > 1, ñóùåñòâó-
åò ïðè λ0 < µq. Ïðè q = 3 è îáîçíà÷åíèÿõ α = λ0µ

−1
1 , β = λ0µ

−1
2 , γ = λ0µ

−1
3

ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå

Q(1) = p = (1 + α+ αβ/(1− γ))−1,

Q(2) = α(1 + α+ αβ/(1− γ))−1,

Q(m) = αβγm−3(1 + α+ αβ/(1− γ))−1, m > 3.

(5)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîãî
÷èñëà χ(ω) òðåáîâàíèé â ãðóïïå â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå äâèæåíèÿ òðàíñ-
ïîðòà ïî ìàãèñòðàëè. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí χi,
i = 1, 2, . . ., èìååò òàêæå ðàñïðåäåëåíèå (5). Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χ(ω)
ïîëó÷åíû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mχ(ω) è äèñïåðñèÿ Dχ(ω) â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

Mχ(ω) = p

(
1 + 2α+ αβ

(
2

1− γ
+

1

(1− γ)2

))
,

Dχ(ω) = p2
[
α+ αβ

(
1

1− γ
+

1

(1− γ)2
+

2

(1− γ)3

)
+

+ α2β

(
− 1

(1− γ)2
+

2

(1− γ)3

)
+ α2β2

(
− 1

(1− γ)3
+

1

(1− γ)4

)]
.

Ñäåëàåì îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Ïðè β = γ ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (5)
äëÿ ÷èñëà χ(ω) òðåáîâàíèé âñåõ òèïîâ â êàæäîé ãðóïïå âõîäíîãî ïîòî-
êà ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áàðòëåòòà [12]. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
µ2 = µ3 = . . . = µq. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñðåäíåå âðåìÿ îáãîíà îñòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííûì, åñëè ÷èñëî òðåáîâàíèé âñåõ òèïîâ â êàæäîé ãðóïïå ðàâíî 3, 4, . . .
Íàêîíåö, ïðè α = β = γ ðàñïðåäåëåíèå (5) ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì. Ýòî âîçìîæíî ïðè µ1 = µ2 = . . . = µq, êîãäà ñðåäíåå âðåìÿ îá-
ãîíà íå çàâèñèò îò ÷èñëà òðåáîâàíèé âñåõ òèïîâ â êàæäîé ãðóïïå âõîäíîãî
ïîòîêà. Ñâîéñòâà òàêèõ ïîòîêîâ ïîäðîáíî èçó÷åíû â [9].

Äëÿ ðåàëüíûõ ïîòîêîâ äðóãîé âåðîÿòíîñòíîé ñòðóêòóðû ìîæíî äîïóñòèòü
íåñêîëüêî èíûå ñîîòíîøåíèÿ (1), (2), (3) è óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû. Äëÿ
ýòîãî â ñëåäóþùåì àáçàöå ðàññìîòðèì äðóãîé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé
íåîäíîðîäíûõ ïîòîêîâ.

Ïóñòü óñëîâíûå èíòåíñèâíîñòè µ1, µ2, . . . , µq îáãîíà â òðàíñïîðòíîì ïîòî-
êå äîñòàòî÷íî âûñîêè è èíòåíñèâíîñòü λ0 áûñòðûõ ìàøèí ìàëà. Òîãäà áó-
äåì íàáëþäàòü îáðàçîâàíèå âåëè÷èíû ïà÷åê íå áîëåå öåëîãî ÷èñëà N > 2.
Â ýòîì ñëó÷àå χ(ω; t) ∈ {1, 2, . . . , N}. Åñëè χ(ω; t) = N è íà ìàëîì ïðîìåæóò-
êå [t, t+∆t) â ãðóïïó ïîñòóïàåò òðåáîâàíèå, òî ìãíîâåííî ïðîèñõîäèò îáãîí è,
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çíà÷èò, â ïîòîêå íå ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ òðåáîâàíèé. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
äëÿ ïîòîêà íåîäíîðîäíûõ òðåáîâàíèé èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (1), ðàâåí-
ñòâî (2) ïðè χ(ω; t) ∈ {1, 2, . . . , N} è ñîîòíîøåíèÿ

P({ω : κ(ω; t,∆t) = 0}|{ω : χ(ω; t) = m, ξ(ω; t,∆t) = 0}) = 1− µm−1∆t+ o(∆t),

P({ω : κ(ω; t,∆t) = 1}|{ω : χ(ω; t) = m, ξ(ω; t,∆t) = 0}) = µm−1∆t− o(∆t),

m = 2, . . . , N ;

P({ω : κ(ω; t,∆t) = 1}|{ω : χ(ω; t) = N, ξ(ω; t,∆t) = 1}) = 1− o(∆t).

(6)

Ñîîòíîøåíèÿ (6) çàäàþò ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå áëîêà δ0 èëè óñòðîéñòâà
ïî ïåðåðàáîòêå âíóòðåííåé ïàìÿòè â ñëó÷àå îáðàçîâàíèÿ ïà÷åê âåëè÷èíû íå
áîëåå N . Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåõàíèçìà îáðàçîâàíèÿ òðàíñïîðòíîé ïà÷-
êè âåëè÷èíû íå áîëåå N áûëà ïîäðîáíî èçó÷åíà â [13]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
âåðîÿòíîñòåé Q(t,m), m ∈ {1, 2, . . . , N}, â äàííîé ìîäåëè ïîëó÷åíà ñèñòåìà
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dQ(t, 1)/dt = −λ0Q(t, 1) + µ1Q(t, 2),

dQ(t,m)/dt = λ0Q(t,m− 1)− (λ0 + µm−1)Q(t,m) + µmQ(t,m+ 1),

m = 2, . . . , N − 1;

dQ(t,N)/dt = λ0Q(t,N − 1)− µN−1Q(t,N).

Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ. Äëÿ ýðãîäè÷åñêî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ (Q(1), Q(2), . . . , Q(N)) ïðè µ3 = µ4 = . . . = µN−1 ïîëó÷åíû
ôîðìóëû

Q(1) =
(
1 + α+ αβ(1− γN−2)/(1− γ)

)−1
,

Q(2) = α
(
1 + α+ αβ(1− γN−2)/(1− γ)

)−1
,

Q(m) = αβγm−3
(
1 + α+ αβ(1− γN−2)/(1− γ)

)−1
, m = 3, 4, . . . , N.

3. Àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ íåëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ ïîòîêîâ
íåîäíîðîäíûõ òðåáîâàíèé

Ðàäè ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â äàëüíåéøåì ïðè η′j(ω)≡ 1 äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . .

îáîçíà÷èì τ ′j ÷åðåç θj . Â ýòîì ñëó÷àå θj îïðåäåëÿåò ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ òðå-
áîâàíèÿ ñ íîìåðîì j. Â ýòîì ðàçäåëå ïî èíôîðìàöèè î êîíå÷íîé ðåàëèçàöèè
ïîòîêà {θj ; j = 1, 2, . . .} ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {τi+1 − τi; i = 0, 1, . . .} òàêîãî òèïà, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñ÷è-
òàòü åå ýëåìåíòû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè è íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ïîêàçàíà â ðàçäå-
ëå 4 ñòàòüè. Ïðèâåäåì äâà àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ ìîìåíòîâ τi, i = 0, 1, . . .,
ïîñòóïëåíèÿ ïåðâûõ òðåáîâàíèé ãðóïï èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ θi,
i = 0, 1, . . ., ïîñòóïëåíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé.

Ñîãëàñíî ïåðâîìó àëãîðèòìó òðåáîâàíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ â ãðóïïû ïî ñëå-
äóþùåìó ïðèíöèïó áëèçîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ1 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íà÷èíàåì íàáëþäàòü ñèñòåìó ñ ìîìåíòà ïðèõîäà ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ (ýòîò
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ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ ñèíõðîííûì [8]). Çàäàäèì íåêîòîðûé ïàðàìåòð áëèçîñòè
h0 = const > 0 è êîýôôèöèåíòû 0 < a < 1 è b > 0. Òîãäà âåëè÷èíû τi, i > 0,
áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

τi = θki , k0 = 0, ki+1 = inf
{
k : k > ki, θk − θk−1 > hia

k−ki−1
}
,

hi+1 = hia
ki+1−ki−1b.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì i > 0 ìíîæåñòâî {k : k > ki, θk − θk−1 > h0} îêàæåòñÿ ïó-
ñòûì, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τi+1 = +∞. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ðàçáèåíèè
ìîìåíòó τi, i > 0, áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîñòóïëåíèå i-é ãðóïïû òðåáîâà-
íèé, èëè i-é òðàíñïîðòíîé ïà÷êè. Äëèíà êàæäîé òàêîé ïà÷êè áóäåò ðàâíà
ηi = ki+1 − ki. Äàííûé àëãîðèòì ïîäñòðàèâàåòñÿ ïîä èíòåíñèâíîñòü ïîñòó-
ïàþùèõ òðåáîâàíèé, èçìåíÿÿ ïàðàìåòð áëèçîñòè òðåáîâàíèé hi. Âûáèðàÿ ïà-
ðàìåòðû a è b, ìîæíî ðåãóëèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàçìåðà ãðóï-
ïû.

Ñîãëàñíî âòîðîìó àëãîðèòìó èñõîäíûé ïîòîê äåëèòñÿ íà ãðóïïû ïîýòàï-
íî. Íà ýòàïå ñ íîìåðîì m (m = 0, 1, . . .) áóäåì ïîëó÷àòü âåêòîðíóþ ñëó÷àé-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(τmi , ηmi ); i > 0}, êîòîðóþ äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íà-
çûâàòü äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (èëè ïîòîêîì) m-ãî óðîâíÿ. Êàê è ðàíü-
øå, äëÿ ëþáîãî m ìîìåíòû τmi , i > 0, ñîâïàäàþò ñ ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèé
íåêîòîðûõ òðåáîâàíèé èñõîäíîãî ïîòîêà â ñèñòåìó, ò.å. τmi = θkm,i

, km,i > 1.
Äàëåå, êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â i-é ãðóïïå ïîòîêà m-ãî óðîâíÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ηmi = km,i+1 − km,i. Òàêæå ââåäåì âåëè÷èíó δmi = θkm,i+1

− θkm,i+1−1, êîòî-
ðàÿ îïðåäåëÿåò èíòåðâàë ìåæäó i-é è (i+ 1)-é ïà÷êàìè èñõîäíîãî ïðîöåññà
ïðè åãî íåëîêàëüíîì îïèñàíèè ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m-ãî óðîâíÿ.
Ïàðàìåòðàìè äàííîãî ñïîñîáà ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî d è ïîñòîÿííûå
âåëè÷èíû h0, h1, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ 0 < h0 < h1. Èòàê, ðåêóð-
ðåíòíûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ τmi ïðè m > 0, i > 0 èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

k0,0 = 1, k0,i+1 = inf {k : k > k0,i, θk − θk−1 > h0} ,
sm = inf

{
k : k > 0, ηmk 6 d, ηmk+1 6 d, δmk < h1, η

m
k = ηmk−1

}
,

τm+1
i =

{
τmi , i 6 sm,

τmi+1, i > sm.

Çäåñü ïîëàãàåòñÿ ηm−1 = 0 ïðè ëþáîì m > 0. Äâå ãðóïïû èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ îáúåäèíÿþòñÿ, êîãäà êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæèò íå
áîëüøå d òðåáîâàíèé, èíòåðâàë ìåæäó ïà÷êàìè ìåíüøå, ÷åì h1, à òàêæå ðàç-
ìåð ïåðâîé ãðóïïû â ðàññìàòðèâàåìîé ïàðå ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì ãðóïïû, åé
ïðåäøåñòâóþùåé. Îòìåòèì, ÷òî {ω : limm→∞ τmi ñóùåñòâóåò} = Ω, ïîýòîìó,
îïðåäåëèâ τi = limm→∞ τmi è ηi = ki+1 − ki äëÿ ëþáîãî i > 0, ïîëó÷èì íåëî-
êàëüíîå îïèñàíèå {(τi, ηi); i > 0} èñõîäíîãî ïîòîêà òðåáîâàíèé.

Ïîëó÷èì îöåíêó ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ (5) äëÿ ìîäåëè ñ íåîãðàíè÷åí-
íûì ðàçìåðîì ãðóïïû. Ïóñòü åñòü âûáîðêà x1, x2, . . . , xn îáúåìà n ðåàëèçà-
öèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç mk ÷èñëî çíà÷åíèé â âûáîðêå,
ðàâíûõ k (÷èñëî ïà÷åê ðàçìåðà k). Íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû α, β è γ áóäåì
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îöåíèâàòü ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ [14, 15]. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ
äàííîãî ìåòîäà óäîáíî ïåðåéòè îò ïàðàìåòðîâ α è β ê íîâûì ïàðàìåòðàì p è
f , ãäå p = Q(1) è f =

∑∞
k=3Q(k). Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ âûðàæåíèÿ äëÿ Q(k),

k = 1, 2, . . ., ïðèìóò âèä:

Q(1) = p,

Q(2) = 1− f − p,

Q(k) = f(1− γ)γk−3, k > 3.

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíà

L(x1, . . . , xn, p, f, γ) = Q(x1)Q(x2) . . . Q(xn) =

= pm1(1− f − p)m2

∞∏

k=3

(
f(1− γ)γk−3

)mk

.

Äàëåå íàéäåì íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

lnL(x1, . . . , xn, p, f, γ) = m1 ln p+m2 ln(1− f − p) +

+
∞∑

k=3

mk ln
(
f(1− γ)γk−3

)
.

(7)

Ñîãëàñíî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íåîáõîäèìî íàéòè àðãóìåí-
òû ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ îíà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ





∂

∂p
lnL(x1, . . . , xn, p, f, γ) = 0,

∂

∂f
lnL(x1, . . . , xn, p, f, γ) = 0,

∂

∂γ
lnL(x1, . . . , xn, p, f, γ) = 0.

(8)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (7) è (8), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé




m1

p
− m2

1− f − p
= 0,

− m2

1− f − p
+

∞∑

k=3

mk

f
= 0,

− m3

1− γ
+

∞∑

k=4

mk

(1− γ)γk−3

(
(k − 3)γk−4(1− γ)− γk−3

)
= 0

(9)

äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ðåøàÿ ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé (9), ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ p, f è γ:

p∗ = m1/n,

f∗ = (n−m1 −m2)/n,

γ∗ =

∞∑

k=3

(k − 3)mk

/ ∞∑

k=3

(k − 2)mk.
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Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìûì, òàê êàê p � ýòî âåðîÿòíîñòü ïîëó-
÷èòü ãðóïïó èç îäíîé ìàøèíû, à f � èç òðåõ èëè áîëåå ìàøèí. Îöåíêè äëÿ
èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ α∗, β∗ è γ∗ âûðàæàþòñÿ òàê:

α∗ =
1− f − p

p
=
m2

m1
,

β∗ =
f(1− γ)

1− f − p
=
n−m1 −m2

m2

∞∑

k=3

mk

/ ∞∑

k=3

(k − 2)mk,

γ∗ =

∞∑

k=3

(k − 3)mk

/ ∞∑

k=3

(k − 2)mk.

(10)

4. Íåëîêàëüíîå îïèñàíèå ðåàëüíûõ ïîòîêîâ

Â [16] áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà. Ïî-
êàæåì ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà äëÿ àíàëèçà äàí-
íûõ äðóãîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû. Èññëåäóåì äàííûå BC-pAug89.TL
(ftp://ita.ee.lbl.gov/html/contrib/BC.html) [17]. Â ôàéëå ñîäåðæàòñÿ ìî-
ìåíòû ïîñòóïëåíèÿ è ðàçìåðû ïàêåòîâ â ñåòè Ethernet. Îáùèé îáúåì
äàííûõ ñîñòàâëÿåò 1 ìëí ïàêåòîâ. Ïðîàíàëèçèðóåì ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ
ïàêåòîâ. Ðåàëèçàöèÿ {x1, x2, . . . xV } îáúåìà V = 96 ïîòîêà âèäà {θj+1 − θj ;
j = 1, 2, . . . , V } ïðèâåäåíà â òàáë. 1. Â ýòîé òàáëèöå ïî ñòðîêàì ïðèâåäåíû
çíà÷åíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè ïàêåòîâ.

Ïðèìåíÿÿ ôàçîâî-÷àñòîòíûé êðèòåðèé Âàëëèñà�Ìóðà [9] î íåçàâèñèìî-
ñòè è îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîñåäíèìè ïàêåòàìè ê
ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì òàáë. 1, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè

Z(V, x1, x2, . . . , xV ) =

=
[
Z1(V, x1, x2, . . . , xV )− (2V − 7)3−1

]
× (90)1/2 × (16V − 29)−1/2

ïðè V = 10000, ðàâíîå 9,6221. Çäåñü ôóíêöèÿ Z1(V, x1, x2, . . . , xV ) îïðåäåëÿåò
òàê íàçûâàåìîå ÷èñëî ôàç ïî âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì x1, x2, . . . , xV ñëó÷àé-
íûõ èíòåðâàëîâ θi+1 − θi, i = 1, 2, . . . , V , è âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ èíòåðâàëîâ θi+1 − θi, i = 1, 2, . . . , 80

0,000168 0,002668 0,003964 0,002896 0,004036 0,00282 0,002712 0,001428

0,002268 0,000452 0,002604 0,001336 0,002148 0,000768 0,004236 0,002624

0,004056 0,00152 0,00128 0,001972 0,001952 0,001112 0,001824 0,001636

0,002536 0,002688 0,003984 0,002872 0,004132 0,002728 0,003968 0,002888

0,004116 0,002744 0,004008 0,002848 0,00416 0,00434 0,00392 0,00458

0,004008 0,004492 0,00392 0,00294 0,00408 0,00278 0,00396 0,002896

0,001104 0,002836 0,000712 0,002208 0,00084 0,003172 0,000088 0,002756

0,003932 0,002928 0,004128 0,002732 0,004056 0,0028 0,004016 0,002844

0,003324 0,00062 0,002912 0,000956 0,003688 0,00036 0,003496 0,001436

0,002592 0,002832 0,00128 0,002688 0,002892 0,001432 0,001956 0,000576
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Äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , (V − 1) ôèêñèðóåòñÿ çíàê ðàçíîñòè xj+1 − xj . Ïðè
ýòîì íóëåâûå çíà÷åíèÿ ðàçíîñòåé íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäè-
íàêîâûõ çíàêîâ íàçûâàþò ôàçîé. Äàëåå âû÷èñëÿþò ñóììàðíîå ÷èñëî ïëþ-
ñîâûõ è ìèíóñîâûõ ôàç, ïðè÷åì íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ ôàçû èñêëþ÷àþòñÿ.
Òîãäà çíà÷åíèå ôóíêöèè Z1(V, x1, x2, . . . , xV ) ðàâíî òàêîìó ñóììàðíîìó ÷èñ-
ëó ôàç. Â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè âûäâèíóòîé ãèïîòåçû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âèäà

{Z(V, θ2 − θ1, θ3 − θ2, . . . , θV+1 − θV ;V > 30)}
ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó. Ïîðîãî-
âîå çíà÷åíèå íà 5-ïðîöåíòíîì óðîâíå çíà÷èìîñòè ðàâíî 1,96. Òàê êàê çíà-
÷åíèå ñòàòèñòèêè Âàëëèñà�Ìóðà äëÿ äàííîãî ïîòîêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
9,6221 > 1,96, òî ñîãëàñíî ôàçîâî-÷àñòîòíîìó êðèòåðèþ âûäâèíóòóþ ãèïîòå-
çó î íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè èíòåðâàëîâ ìåæäó ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè ïàêåòàìè ñëåäóåò îòêëîíèòü.

Ïî äàííûì òàáë. 1 çàìåòèì, ÷òî èíòåðâàëû èìåþò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþ-
ùèåñÿ äëèíû. Òàê â ïåðâûõ 10000 íàáëþäåíèé ìèíèìàëüíûé èíòåðâàë èìååò
äëèíó 0,000064, à ìàêñèìàëüíûé � 0,11617. Äàííîå ïîâåäåíèå ìîæíî îáúÿñ-
íèòü îáðàçîâàíèåì ãðóïï. Ðàçîáüåì îïèñàííûå äàííûå íà ïà÷êè ñ ïîìîùüþ
ïåðâîãî ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Ïîäáèðàÿ óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû h0,
a è b, ìîæíî ðàçáèòü ïåðâîíà÷àëüíûé ïîòîê îáúåìà V = 10000 íà ãðóïïû.
Íàïðèìåð, ïðè h0 = 0,001, a = 0,96 è b = 1,44 ïîëó÷èì N = 1009 çíà÷åíèé
èíòåðâàëîâ τi+1 − τi, ãäå i = 0, 1, . . . , 1008 ìåæäó ãðóïïàìè, è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç 1009 çíà÷åíèé äëÿ ðàçìåðîâ χ0, χ1, . . . , χ1008 ãðóïï ïàêåòîâ. ×àñòü
îáðàáîòàííûõ äàííûõ ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Ñòàòèñòèêà Âàëëèñà�Ìóðà âèäà Z(1009, y0, y1, . . . , y1008) äëÿ âðåìåíí�ûõ
èíòåðâàëîâ ìåæäó ïåðâûìè ïàêåòàìè â ãðóïïàõ ðàâíà 0,772. Çíà÷åíèå
ñòàòèñòèêè Âàëëèñà�Ìóðà äëÿ ýòèõ èíòåðâàëîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
|Z(1009, y0, y1, . . . , y1008)| = 0,772 < 1,96. Òîãäà ñîãëàñíî ôàçîâî-÷àñòîòíîìó
êðèòåðèþ [9] ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè èíòåðâà-
ëîâ ìåæäó ãðóïïàìè ïàêåòîâ íå îòêëîíÿåòñÿ. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (13) èç [16]
ïðè ïàðàìåòðàõ

s = 5, a1 = min{y0, y1, . . . , y1008}+
+ (max{y0, y1, . . . , y1008} −min{y0, y1, . . . , y1008})/(6(s− 1)),

b1 = (max{y0, y1, . . . , y1008} −min{y0, y1, . . . , y1008})/(s− 1)

ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ ñìåùåííîãî ýêñïîíåíöèàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ h è σ: h∗ = 0,0042 è σ∗ = 0,0198. Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ õè-
êâàäðàò ïðîâåðèì ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi+1 − τi; i > 0}
ñîñòàâëåíà èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñìåùåííîå ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðè N = 1009, s = 5, a1 = 0,0075 è b1 = 0,0343
èç òàáë. 2 âû÷èñëèì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò, ðàâ-
íîå 5,42. Ïðè äâóõ ñòåïåíÿõ ñâîáîäû è óðîâíå çíà÷èìîñòè â 5% ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî 5,991. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðèíÿòîå
ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ èíòåðâàëîâ τi+1 − τi, i > 0, ìåæäó ïîñëå-
äîâàòåëüíûìè ãðóïïàìè ïàêåòîâ õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì èç òàáë. 2. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èí-
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Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ (zi, yi) âåêòîðà (χi; τi+1 − τi), ãäå i = 0, 1, . . . , 49

(2; 0,002836) (1; 0,003964) (1; 0,002896) (1; 0,004036) (10; 0,020772)

(2; 0,00668) (10; 0,020504) (10; 0,034464) (10; 0,03902) (10; 0,020544)

(12; 0,035004) (25; 0,038748) (1; 0,004) (2; 0,00684) (15; 0,02566)

(6; 0,0146) (1; 0,012168) (9; 0,027832) (4; 0,040048) (6; 0,034612)

(1; 0,02306) (4; 0,039592) (11; 0,071748) (7; 0,08092) (9; 0,05648)

(50; 0,110752) (6; 0,013856) (11; 0,030088) (10; 0,031168) (9; 0,02788)

(16; 0,042356) (2; 0,007064) (18; 0,041292) (4; 0,013376) (10; 0,022272)

(11; 0,034268) (9; 0,020552) (5; 0,0218) (2; 0,026012) (13; 0,034444)

(2; 0,014516) (2; 0,02656) (8; 0,083952) (4; 0,057936) (21; 0,12668)

(34; 0,076308) (21; 0,024744) (13; 0,015112) (6; 0,010656) (3; 0,006644)

òåðâàëîâ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ãðóïïàìè â íàáëþäàåìîì ïîòîêå èìååò
âèä

P({ω : τi+1 − τi < t}) = 1− exp{−(t− 0,0042)/0,0198}, t > 0,0042;

P({ω : τi+1 − τi < t}) = 0, t 6 0,0042.

Ñòàòèñòèêà Âàëëèñà�Ìóðà Z(1009, z0, z1, . . . , z1008) äëÿ êîëè÷åñòâà ïàêå-
òîâ â ãðóïïå ðàâíà 1,694 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |Z(1009, z0, z1, . . . , z1008)| =
= 1,694 < 1,96. Çíà÷èò, ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëå-
íèè ðàçìåðîâ ãðóïï íå îòêëîíÿåòñÿ. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (10) ïîëó÷åíû
îöåíêè äëÿ α, β è γ: α∗ = 0,864, β∗ = 0,688, γ∗ = 0,9042. Ïðè ÷èñëå íàáëþ-
äåíèé N = 1009 è êîëè÷åñòâå ðàçðÿäîâ r = 5 ïîëó÷èì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè
õè-êâàäðàò, ðàâíîå 2,9234. Ýòî çíà÷åíèå ìåíüøå 5% ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ õè-
êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ðàâíîãî 3,841. Òàêèì îáðà-
çîì, ãèïîòåçà î ðàñïðåäåëåíèè âèäà (5) äëÿ êîëè÷åñòâà òðåáîâàíèé â ãðóïïå
íå îòâåðãàåòñÿ. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5) è îöåíêè α∗, β∗ è γ∗, ïîëó÷èì ðàñ-
ïðåäåëåíèå äëÿ êîëè÷åñòâà ïàêåòîâ â ãðóïïå ñëåäóþùåãî âèäà: Q(1) = 0,1238,
Q(2) = 0,107, Q(k) = 0,0736× (0,9042)k−3, k > 3.

5. Ïîëó÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ ðåàëèçàöèé ïî îäíîé âûáîðêå

Ïðè ïîëó÷åíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âîçìîæíû îøèáêè èëè ïî-
ãðåøíîñòè â ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ. Ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ íåòî÷íî-
ñòüþ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ (ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà) èëè ñ îøèáêàìè
íàáëþäàòåëÿ (ñëó÷àéíàÿ îøèáêà). Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ìîãëè ëè îøèá-
êè ïîëó÷åíèÿ äàííûõ çíà÷èòåëüíî ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàò àíàëèçà ïîëó÷åí-
íîé âûáîðêè. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ðåàëèçà-
öèé, áëèçêèõ ê èñõîäíîé. Åñëè àíàëèç èçìåíåííûõ äàííûõ äàñò ðåçóëüòàò,
áëèçêèé ðåçóëüòàòó àíàëèçà èñõîäíûõ äàííûõ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âîç-
ìîæíûå íåòî÷íîñòè â äàííûõ íå ìîãëè ïîâëèÿòü íà âûâîäû, ñäåëàííûå ïî
èñõîäíîé âûáîðêå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàòåëü ïîëó÷àåò äàííûå ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-
íîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé âåëè÷èíû δ. Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî îøèáêà èìååò
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà ïîëó÷åííîå èçìåðåíèå òàêæå èìååò íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ðåàëüíûì çíà÷åíè-
åì èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíî ïðàâèëî
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Òàáëèöà 3. Ìîäèôèöèðîâàííûå äàííûå θi+1 − θi, i = 1, 2, . . . , 80

0,000167 0,002651 0,003939 0,002877 0,004010 0,002802 0,002695 0,001419

0,002253 0,000449 0,002587 0,001327 0,002134 0,000763 0,004209 0,002607

0,004030 0,001510 0,001272 0,001959 0,001939 0,001105 0,001812 0,001625

0,002520 0,002671 0,003958 0,002854 0,004105 0,002710 0,003942 0,002869

0,004090 0,002726 0,003982 0,002830 0,004133 0,004312 0,003894 0,004551

0,003982 0,004463 0,003894 0,002921 0,004054 0,002762 0,003935 0,002877

0,001097 0,002818 0,000707 0,002194 0,000835 0,003152 0,000087 0,002738

0,003907 0,002909 0,004101 0,002714 0,004030 0,002782 0,003990 0,002825

0,003302 0,000616 0,002893 0,000950 0,003664 0,000358 0,003474 0,001427

0,002575 0,002814 0,001272 0,002671 0,002873 0,001423 0,001943 0,000572

Òàáëèöà 4. Çíà÷åíèÿ (zi, yi) âåêòîðà (χi; τi+1 − τi), i = 0, 1, . . . , 49

(2; 0,002818) (1; 0,003939) (1; 0,002877) (1; 0,00401) (10; 0,020638)

(2; 0,006637) (10; 0,020372) (10; 0,034242) (10; 0,038769) (12; 0,027423)

(10; 0,027768) (25; 0,038499) (1; 0,003974) (2; 0,006796) (15; 0,025495)

(6; 0,014506) (1; 0,01209) (9; 0,027653) (4; 0,039791) (6; 0,03439)

(1; 0,022912) (4; 0,039338) (11; 0,071287) (7; 0,0804) (9; 0,056117)

(50; 0,11004) (6; 0,013767) (11; 0,029895) (10; 0,030968) (9; 0,027701)

(16; 0,042084) (4; 0,01364) (16; 0,034405) (4; 0,01329) (10; 0,022129)

(11; 0,034048) (9; 0,02042) (5; 0,02166) (2; 0,025845) (13; 0,034223)

(2; 0,014423) (2; 0,026389) (8; 0,083412) (4; 0,057564) (21; 0,125866)

(34; 0,075817) (21; 0,024585) (13; 0,015015) (6; 0,010588) (3; 0,006601)

�òðåõ ñèãìà� � ïî÷òè âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàõîäÿòñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè íå áîëåå âåëè÷èíû 3σ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîëîæèì, ÷òî
÷èñëî 3σ ðàâíî àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè δX, ãäå X � ïîëó÷åííîå èçìåðåíèå.
Ïîëó÷àåì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ = δX/3. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïî-
ìîùüþ èñõîäíîé âûáîðêè {X1, X2, . . . , Xn} ìîæíî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî âûáî-
ðîê {Y1, Y2, . . . , Yn}, ãäå Yi � ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì N(Xi, (δXi/3)

2), i = 1, 2, . . . , n.

Ïðèì�åíèì îïèñàííûé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âûáîðîê ê
äàííûì, ïðîàíàëèçèðîâàííûì â ðàçäåëå 4. Ïóñòü ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé íå
ïðåâûøàåò δ = 0,05. Â òàáë. 3 ïðèâåäåíà ÷àñòü ìîäèôèöèðîâàííûõ äàííûõ.

Ïðèìåíÿÿ ôàçîâî-÷àñòîòíûé êðèòåðèé Âàëëèñà�Ìóðà ê ñòàòèñòè÷åñêèì
äàííûì òàáë. 3, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Z(10000, x1, x2, . . . , x10000) =
= 9,6221. Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè äëÿ äàííîãî ïîòîêà ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà-
÷åíèå 1,96. Òîãäà ñîãëàñíî ôàçîâî-÷àñòîòíîìó êðèòåðèþ âûäâèíóòóþ ãèïîòå-
çó î íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè èíòåðâàëîâ ìåæäó ïàêåòàìè
ñëåäóåò îòêëîíèòü.

Ïðèì�åíèì ê ìîäèôèöèðîâàííûì äàííûì ïåðâûé àëãîðèòì ñ òåìè æå ñà-
ìûìè ïàðàìåòðàìè h0 = 0,001, a = 0,96 è b = 1,44. Ïîëó÷èì òàêîå æå ÷èñëî
N = 1009 ãðóïï, íî îáúåäèíåíû äðóãèå ïàêåòû. ×àñòü îáðàáîòàííûõ äàííûõ
ïðèâåäåíà â òàáë. 4.

Ñòàòèñòèêà Âàëëèñà�Ìóðà Z(1009, y0, y1, . . . , y1008) = 0,323 äëÿ âðåìåíí�ûõ
èíòåðâàëîâ ìåæäó ïåðâûìè ïàêåòàìè â ãðóïïàõ íå ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîãî
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Òàáëèöà 5. Ìîäèôèöèðîâàííûå äàííûå θi+1 − θi, i = 1, 2, . . . , 80

0,000166 0,002640 0,003860 0,002907 0,004025 0,002755 0,002736 0,001445

0,002261 0,000461 0,002654 0,001366 0,002158 0,000761 0,004396 0,002666

0,004114 0,001551 0,001272 0,001915 0,001956 0,001099 0,001836 0,001592

0,002563 0,002676 0,003965 0,002880 0,004134 0,002743 0,004014 0,002914

0,004083 0,002679 0,004020 0,002826 0,004167 0,004390 0,003877 0,004458

0,004023 0,004402 0,003939 0,002845 0,004101 0,002749 0,004068 0,002869

0,001082 0,002811 0,000730 0,002202 0,000851 0,003130 0,000087 0,002800

0,003907 0,002911 0,004188 0,002751 0,004113 0,002819 0,003987 0,002797

0,003299 0,000619 0,002894 0,000955 0,003637 0,000355 0,003541 0,001436

0,002686 0,002906 0,001271 0,002718 0,002960 0,001462 0,001970 0,000575

óðîâíÿ 1,96. Ïîýòîìó ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè
èíòåðâàëîâ ìåæäó ãðóïïàìè ïàêåòîâ íå îòêëîíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì
ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ ñìåùåííîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ h è σ: h∗ = 0,0041 è σ∗ = 0,0197. Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ðàâíî 5,8864. Ýòî çíà÷åíèå íå ïðåâûøàåò 5-ïðî-
öåíòíîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò, ðàâíîå 5,991. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ãèïîòåçà î ñìåùåííîì ýêñïîíåíöèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè èíòåð-
âàëîâ ìåæäó ãðóïïàìè ïàêåòîâ íå îòâåðãàåòñÿ.

Ñòàòèñòèêà Âàëëèñà�Ìóðà Z(1009, z0, z1, . . . , z1008) äëÿ êîëè÷åñòâà ïàêå-
òîâ â ãðóïïå ðàâíà 1,684 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |Z(1009, z0, z1, . . . , z1008)| <
< 1,96. Çíà÷èò, ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè ðàç-
ìåðîâ ãðóïï íå îòêëîíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (10) ïîëó÷åíû
îöåíêè äëÿ α, β è γ: α∗ = 0,9024, β∗ = 0,6675, γ∗ = 0,9043. Çíà÷åíèå ñòàòè-
ñòèêè õè-êâàäðàò, ðàâíîå 3,293, ìåíüøå 5% ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ õè-êâàäðàò
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ðàâíîãî 3,841. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-
ïðåäåëåíèå âèäà (5) äëÿ êîëè÷åñòâà òðåáîâàíèé â ïà÷êå õîðîøî îïèñûâàåò
äàííûå. Ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ êîëè÷åñòâà ïàêåòîâ â ãðóïïå ñëåäóþ-
ùåãî âèäà: Q(1) = 0,1219, Q(2) = 0,11, Q(k) = 0,0734× (0,9043)k−3, k > 3.

Ïðèâåäåì òàêæå åùå îäíó ìîäèôèöèðîâàííóþ âûáîðêó ïðè ñëó÷àéíîì
êîëåáàíèè, íå ïðåâûøàþùåì îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè δ = 0,05. Â òàáë. 5
ïðèâåäåíà ÷àñòü ìîäèôèöèðîâàííûõ äàííûõ.

Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Âàëëèñà�Ìóðà ê ìîäèôèöèðîâàííûì äàííûì, ïîëó-
÷àåì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Z(10000, x1, x2, . . . , x10000) = 9,343 > 1,96. Ñîãëàñ-
íî ôàçîâî-÷àñòîòíîìó êðèòåðèþ âûäâèíóòóþ ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè è
îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè èíòåðâàëîâ ìåæäó ïàêåòàìè ñëåäóåò îòêëîíèòü.
Îáðàáîòàåì ìîäèôèöèðîâàííûå äàííûå ïåðâûì àëãîðèòìîì ñ ïàðàìåòðà-
ìè h0 = 0,001, a = 0,96 è b = 1,44. ×àñòü îáðàáîòàííûõ äàííûõ ïðèâåäåíà
â òàáë. 6.

Ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè èíòåðâàëîâ ìåæ-
äó ãðóïïàìè ïàêåòîâ íå îòêëîíÿåòñÿ, òàê êàê ñòàòèñòèêà Z(1009, y0, y1, . . .
. . . , y1008) = 0,274 äëÿ âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó ïåðâûìè ïàêåòàìè â
ãðóïïàõ íå ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ 1,96. Îöåíêè äëÿ ïàðàìåò-
ðîâ ñìåùåííîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû h∗ = 0,0043 è
σ∗ = 0,0194. Çíà÷åíèå 5,647 ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èí-
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Òàáëèöà 6. Çíà÷åíèÿ (zi, yi) âåêòîðà (χi; τi+1 − τi), i = 0, 1, . . . , 49

(2; 0,002806) (1; 0,00386) (1; 0,002907) (1; 0,004025) (10; 0,020992)

(2; 0,00678) (10; 0,020427) (10; 0,03446) (10; 0,038859) (12; 0,027569)

(10; 0,027871) (25; 0,039184) (1; 0,004018) (2; 0,006844) (15; 0,02585)

(6; 0,014664) (1; 0,012114) (9; 0,027843) (4; 0,039897) (6; 0,03436)

(1; 0,023018) (4; 0,040091) (11; 0,071316) (7; 0,080915) (9; 0,056205)

(50; 0,110372) (6; 0,013994) (11; 0,030369) (10; 0,031335) (9; 0,027789)

(8; 0,022248) (10; 0,027432) (18; 0,04113) (4; 0,013428) (10; 0,022303)

(11; 0,034471) (9; 0,020528) (5; 0,021935) (2; 0,026031) (13; 0,034193)

(2; 0,014612) (2; 0,026430) (8; 0,083282) (4; 0,05783) (21; 0,126454)

(34; 0,07632) (21; 0,024614) (13; 0,015086) (6; 0,010784) (3; 0,006716)

òåðâàëîâ íå ïðåâûøàåò 5-ïðîöåíòíîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ õè-
êâàäðàò. Ïîýòîìó ãèïîòåçà î ñìåùåííîì ýêñïîíåíöèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
èíòåðâàëîâ ìåæäó ãðóïïàìè ïàêåòîâ íå îòâåðãàåòñÿ.

Ñòàòèñòèêà Z(1009, z0, z1, . . . , z1008) = 0,7971 äëÿ êîëè÷åñòâà ïàêåòîâ â
ãðóïïå íå ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ 1,96. Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà
î íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè ðàçìåðîâ ãðóïï íå îòêëîíÿ-
åòñÿ. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ: α∗ = 0,8281,
β∗ = 0,6985, γ∗ = 0,9044. Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò ðàâíî 3,124 è îíî
ìåíüøå 5-ïðîöåíòíîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 3,841. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â ïà÷êå èìååò ðàñïðåäåëåíèå
âèäà (5). Èòàê, ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå ñëåäóþùåãî âèäà: Q(1) = 0,1268,
Q(2) = 0,105, Q(k) = 0,0733× (0,9044)k−3, k > 3.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå îïèñàíà ìîäåëü íåîäíîðîäíîãî ïîòîêà òðàíñïîðòà. Íåîäíîðîä-
íîñòü ïîðîæäàåò çàâèñèìîñòü è ðàçíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåðâàëîâ ìåæäó ñî-
ñåäíèìè òðåáîâàíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, òðàíñïîðòíûé ïîòîê èìååò ñëîæíóþ
âåðîÿòíîñòíóþ ñòðóêòóðû. Ïðåäëîæåíî òðàíñïîðòíûé ïîòîê ðàññìàòðèâàòü
êàê ïîòîê ãðóïï (ïà÷åê) òðåáîâàíèé ñ îïðåäåëåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ðàçìåðà
ãðóïïû. Ïðåäñòàâèòü èñõîäíûé ïîòîê â âèäå ïîòîêà ãðóïï ìîæíî ñ ïîìîùüþ
îäíîãî èç ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Äàííûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ èçó÷åíèÿ ëþáîãî ðåàëüíîãî ïîòîêà íåîäíîðîäíûõ òðåáîâàíèé.

Ïðè èçó÷åíèè ðåàëüíûõ ïîòîêîâ ÷àñòî äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîñòóïíà òîëü-
êî îäíà ðåàëèçàöèÿ äàííûõ. Â ñòàòüå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ äî-
ïîëíèòåëüíûõ ðåàëèçàöèé àíàëîãè÷íîé âåðîÿòíîñòíîé ñòðóêòóðû. Ïðè ýòîì
èñïîëüçîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ëþáîå êîëè÷åñòâî
äîïîëíèòåëüíûõ ðåàëèçàöèé. Íîâûå ðåàëèçàöèè ìîæíî èññëåäîâàòü òåìè æå
ìåòîäàìè, ÷òî è èñõîäíóþ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îêàçàëèñü áëèçêèìè ê
ðåçóëüòàòàì àíàëèçà èñõîäíûõ äàííûõ.

Èòàê, ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå êàê èñõîäíûõ ðåàëüíûõ äàííûõ,
òàê è ìîäèôèöèðîâàííûõ. Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòíîé ñòðóêòóðû ïîòîêîâ íåîäíîðîäíûõ òðåáîâàíèé ïîêàçàëè ñâîþ ýôôåê-
òèâíîñòü.
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Èññëåäîâàíà äèíàìèêà âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèé â ñèñòåìå äâóõ íåñèì-
ìåòðè÷íî ñâÿçàííûõ ñèñòåì ìàÿòíèêîâîãî òèïà. Èçó÷åíû ìåõàíèçìû ïî-
òåðè óñòîé÷èâîñòè ñèíôàçíîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïðîàíàëèçèðî-
âàí ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â çàâèñèìîñòè îò çíà-
÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðîòàòîð, ôàçîâîå óïðàâëåíèå, ñèíõðîíèçàöèÿ, âðàùà-
òåëüíûé ðåæèì, õàîñ.

DOI: 10.31857/S0005231020080127

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ â ñåòÿõ ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîé èç ïðèâëåêàòåëüíûõ è âàæíûõ îáëàñòåé íåëèíåéíîé äèíàìèêè,
àêòóàëüíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè è ïðèëîæåíèé [1�4]. Èçâåñòíî, ÷òî äàæå
ïðè ñëàáîé ñâÿçè ýëåìåíòû àíñàìáëåé ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê äîñòèæåíèþ îá-
ùåãî ðèòìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ò.å. ê ñèíõðîíèçàöèè [1]. Äîñòàòî÷íî øèðî-
êèé êëàññ îáúåêòîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ôèçèêå, ðàäèîòåõíèêå, ýëåêòðîíèêå
è äðóãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ, ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé
ñèñòåì ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ [5]. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ýòèõ ìîäåëåé, îíè
èñïîëüçóþòñÿ íå òîëüêî äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ [6], íî è äëÿ
ðàçíîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ â ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè [7�9], ïîëóïðîâîäíèêî-
âûõ ñòðóêòóðàõ [10] è ò.ä. Äàííàÿ ìîäåëü òàêæå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
áàçîâàÿ ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ñâÿçàííûõ äæîçåôñîíîâñêèõ êîí-
òàêòîâ [11�13], à òàêæå ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè [3, 4, 14, 15].

2. Îïèñàíèå ìîäåëè

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ äâóõ ïàðöèàëüíûõ ñè-
ñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè, ñîåäèíåííûõ ïàðàëëåëüíî ÷åðåç ñèãíàëû ôà-
çîâûõ ðàññîãëàñîâàíèé [3, 4]. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà àíñàìáëÿ ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 1. Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñèñòåìû äâóõ òàêèõ îáúåêòîâ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàÿòíèêîâîãî òèïà:

ϕ̈1 + λϕ̇1 + sinϕ1 = γ + κ1 sin (ϕ2 − ϕ1),

ϕ̈2 + λϕ̇2 + sinϕ2 = γ + κ2 sin (ϕ1 − ϕ2).
(1)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà, ïðîåêò
� 19-12-00367.
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Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ïàðû ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè (ÑÔÑ1
è ÑÔÑ2), ñâÿçàííûõ ïàðàëëåëüíî ÷åðåç ñèãíàëû ôàçîâûõ ðàññîãëàñîâàíèé
(ÔÄ � ôàçîâûé äåòåêòîð).

Çäåñü λ � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ ñèãíàëà, γ � îòíîøåíèå íà÷àëüíîé ê ìàê-
ñèìàëüíîé ðàññòðîéêå ÷àñòîò, κ1, κ2 � ïàðàìåòðû óñèëåíèÿ ñèãíàëà, õàðàê-
òåðèçóþùèå ñèëó ñâÿçè ìåæäó ñèñòåìàìè.

Àíñàìáëü äâóõ ñèììåòðè÷íî ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ ìàÿòíèêîâ áûë ðàñ-
ñìîòðåí â [16]. Äèíàìèêà íåèäåíòè÷íûõ ìàÿòíèêîâ (ñ ðàçëè÷íûìè âåëè÷è-
íàìè γ) èññëåäîâàíà â [17] . Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû (1) âîçìîæíî
îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ àíñàìáëÿ ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ, â êîòîðîì îá-
ðàçóþòñÿ äâà êëàñòåðà ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì âçàèìíî ñèíõðîííûõ ýëåìåíòîâ
(N1 è N2) [18]. Â ñèëó ðàçëè÷íûõ N1 è N2 ñâÿçü ìåæäó êëàñòåðàìè åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ àñèììåòðè÷íîé.

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (1) îò ñòåïåíè àñèììåòðè÷íî-
ñòè ñâÿçè. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (1) â âèäå

ϕ̈1 + λϕ̇1 + sinϕ1 = γ +K sin (ϕ2 − ϕ1),

ϕ̈2 + λϕ̇2 + sinϕ2 = γ + βK sin (ϕ1 − ϕ2),
(2)

ãäå òåïåðü K � ïàðàìåòð ñâÿçè, β � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü
àñèììåòðè÷íîñòè ñâÿçè. Òàêîé âèä ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ñðåä-
ñòâîì óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ðåæèìàìè, â òîì ÷èñëå ñèíõðîííûìè ðå-
æèìàìè â ðàçëè÷íîãî ðîäà òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ, íàïðèìåð â ñèñòåìàõ
ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè [3, 4]. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðè îïðåäåëåííîì
âûáîðå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ â òàêîé ñèñòåìå ìîãóò óñòàíàâëèâàòüñÿ êàê
ñèíôàçíûå, òàê è íåñèíôàçíûå âðàùàòåëüíûå ðåæèìû.

3. Ñèíôàçíûé ðåæèì è åãî óñòîé÷èâîñòü

Â ñèñòåìå (2) ñóùåñòâóåò ñèíôàçíîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå: êîîðäèíàòû
ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì, ò.å. ϕ1(t) = ϕ2(t) = φs(t). Ïðè ýòîì φs(t) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

φ̈s + λφ̇s + sinφs = γ.

Îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ñèíôàçíûé âðà-
ùàòåëüíûé ðåæèì ñèñòåìû (2) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Äëÿ ýòîãî ëèíåàðèçóåì
ñèñòåìó (2) îòíîñèòåëüíî ñèíôàçíîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ φs. Ïðåäñòà-
âèì ôàçû ðîòàòîðîâ â âèäå

ϕ1 = φs + δϕ1,

ϕ2 = φs + δϕ2,
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ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

¨δϕ1 + λ ˙δϕ1 + cos (φs)δϕ1 = K(δϕ2 − δϕ1),

¨δϕ2 + λ ˙δϕ2 + cos (φs)δϕ2 = βK(δϕ1 − δϕ2).

Ââåäåì íîâóþ âåëè÷èíó η = δϕ2 − δϕ1, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ðàññòðîéêó
ïðèðàùåíèé ôàç â îêðåñòíîñòè φs, è ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî η äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

η̈ + λη̇ + (cosφs + (1 + β)K)η = 0.(3)

Ïîäðîáíûé àíàëèç óðàâíåíèÿ (3) ïðåäñòàâëåí â [16, 19], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò äèàïàçîí çíà÷åíèé ïàðàìåòðàK (K1 < K < K2), â êîòîðîì èìååò
ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü ñèíôàçíîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Çíà÷åíèÿK1,K2

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

K1,2 =
1

1 + β

[
γ2

λ2
± 2
√

1− γ2 +
1

2

λ2

γ2

]
+O

(
λ4

γ4

)
.(4)

Âíóòðè èíòåðâàëà ∆K = K2 −K1 âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå àñèíõðîííûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ (ðàçíîãî ïåðèîäà) è õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé. Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî
óâåëè÷åíèå àñèììåòðèè ñâÿçè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îáëàñòè íåóñòîé÷èâî-
ñòè ñèíôàçíîãî ðåæèìà. Ïðè ýòîì èíòåðâàë íåóñòîé÷èâîñòè ∆K ñìåùàåòñÿ
â îáëàñòü ìàëûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçè K.

4. Ïîèñê ðåãóëÿðíûõ âðàùàòåëüíûõ ðåæèìîâ

Ïðèâåäåì îïèñàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîèñêà ðåãó-
ëÿðíûõ âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèé, ñóùåñòâóþùèõ â áàçîâîé ìîäåëè (2), è
îïðåäåëåíèÿ èõ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî èçëàãàå-
ìàÿ íèæå ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè ìîäèôèêàöèåé ñõåìû íàõîæäåíèÿ
çàìêíóòûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è èñ-
ïîëüçóåò ìåòîäû, èçëîæåííûå â [20]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå {ϕn(t)} � çäåñü è
äàëåå âåêòîð-ñòðîêà, ãäå n = 1, 2. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ñëåäóþùåì. Ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü {ϕn(t)}, èñêîìîãî êëàññà òðàåêòîðèé
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðåæäå âñåãî ñâîèì ïåðèîäîì T (êîòîðûé, íåèçâåñòåí è äîë-
æåí áûòü íàéäåí â êîíöå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû) è ÷èñëîì k, îïðåäå-
ëÿþùèì òî, ñêîëüêî ðàç êàæäàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èç íàáîðà öèêëè÷åñêèõ êîîð-
äèíàò {ϕn(t)} èçìåíèòñÿ íà 2π çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè T . Îñíîâûâàÿñü íà
ýòîì, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå {ϕn(0), ϕ̇n(0)} → {ϕn(T ), ϕ̇n(T )} è ñêîíñòðóè-
ðóåì ñëåäóþùèé âåêòîð:

p(T, {ϕ0n, ϕ̇0n}) = {ϕn(T, {ϕ0n, ϕ̇0n})− ϕ0n − 2πk, ϕ̇n(T, {ϕ0n, ϕ̇0n})− ϕ̇0n} ,
ãäå {ϕn(t), ϕ̇n(t)} � ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè {ϕ0n, ϕ̇0n},
ò.å. {ϕn(0), ϕ̇n(0)} = {ϕ0n, ϕ̇0n}.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåííóþ ïîäîáíûì ïóòåì ìíîãîìåðíóþ ôóíêöèþ
p(T, {ϕ0n, ϕ̇0n}), ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå, äàþùåå âîçìîæíîñòü íàé-
òè {ϕn(t)} è T . Îíî ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íóëþ âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà
p(T, {ϕ0n, ϕ̇0n}). Â èòîãå ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü òàêèå
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çíà÷åíèÿ T è {ϕn(t)}, êîòîðûå ïîçâîëÿò óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèþ
p(T, {ϕ0n, ϕ̇0n}) = 0.(5)

Äðóãèìè ñëîâàìè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàäà÷à òåïåðü ñîñòîèò â ïîèñêå íåïî-
äâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ {ϕn(0), ϕ̇n(0)} → {ϕn(T ), ϕ̇n(T )} ñ ó÷åòîì öèê-
ëè÷íîñòè {ϕn(t)} [20]. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû (2) îòíîñèòåëüíî
òðàíñëÿöèè âî âðåìåíè îäíó èç âåëè÷èí {ϕ0n} ìîæíî ïðèðàâíÿòü íóëþ áåç
ïîòåðè îáùíîñòè è ñäåëàòü òåì ñàìûì êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ è ÷èñëî ñîîò-
íîøåíèé â (3) îäèíàêîâûì. Äëÿ îòûñêàíèÿ êîðíåé ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé
(3) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà, òàê êàê îí îáëàäàåò âûñî-
êîé ýôôåêòèâíîñòüþ. Ïðîäîëæàÿ ýòè ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó β â èíòåðâàëå
íåóñòîé÷èâîñòè ñèíôàçíîãî ðåæèìà, ìîæíî ïðîñëåäèòü âñå ñåìåéñòâî íåòðè-
âèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé è ïðîàíàëèçèðîâàòü èõ áèôóðêàöèè.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ïðîèçâîëüíûõ (2π-, 4π-, 8π- è ò.ä.)
ïåðèîäè÷åñêèõ âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèé (ñ ó÷åòîì öèêëè÷íîñòè) äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû (2) ââåäåì ìàëûå âîçìóùåíèÿ δϕn(t): {ϕn(t) = φn(t) + δϕn(t)},
ãäå φn(t) � ðàññìàòðèâàåìîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïðîöåäó-
ðû ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé {δϕn(t)}:

δϕ̈1 + λδϕ̇1 + cos (φ1)δϕ1 = K cos (φ2 − φ1)(δϕ2 − δϕ1),

δϕ̈2 + λδϕ̇2 + cos (φ2)δϕ2 = βK cos (φ1 − φ2)(δϕ1 − δϕ2).

Äàëüíåéøèé àíàëèç ìîæåò áûòü ïðîâåäåí â ðàìêàõ òåîðèè Ôëîêå. Óñòîé-
÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ äâèæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (îïåðàòîðà Ôëîêå) M(T ), êîòîðàÿ çàäàåòñÿ
âûðàæåíèåì

{δϕn(T ), δϕ̇n(T )}T =M {δϕn(0), δϕ̇n(0)}T .
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µm (çäåñü è äàëåå m = 1, 4 ) ìàòðèöû M(T ) ÿâëÿþòñÿ
ìóëüòèïëèêàòîðàìè Ôëîêå, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïîêàçàòåëÿìè Ôëîêå qm ïåðè-
îäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ {φn(t)} ñîîòíîøåíèÿìè m = exp(iqm). Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè êàæäîãî îáñóæäàåìîãî äâèæåíèÿ äîñòàòî÷-
íî âû÷èñëèòü µm. Åñëè |µm| ≤ 1 äëÿ âñåõ m, òîãäà âðàùàòåëüíûé ðåæèì
ëèíåéíî óñòîé÷èâ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé µm
âñåãäà äîëæíî áûòü ñòðîãî ðàâíûì åäèíèöå, òàê êàê {ϕ̇n(t)} ïðèíàäëåæèò
ñåìåéñòâó ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé (ñ ó÷åòîì öèêëè÷íîñòè). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè òîãî, ÷òî íàéäåííîå ñ ïî-
ìîùüþ îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû ðåøåíèå {φn(t)} ïðèíàäëåæèò îáñóæäàå-
ìîìó êëàññó ïðåäåëüíûõ âðàùåíèé. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ
Ôëîêå µm ðàñïîëîæåí íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà ïðåäåëàìè åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè, òî âðàùàòåëüíûé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåóñòîé÷èâûì.

5. Íåñèíôàçíûå ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå âðàùàòåëüíûå ðåæèìû

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå íåò
óñòîé÷èâîñòè ñèíôàçíîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ (ñì. âûðàæåíèå (4)), áû-
ëè èññëåäîâàíû óñòàíàâëèâàþùèåñÿ âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ è èõ áèôóðêà-
öèè.
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Ðèñ. 3. à, á � Ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ϕ̇1, ϕ̇2. â, ã � Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàì-
ìû âðàùàòåëüíûõ ðåæèìîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû õàðàêòåðèçîâàòü ñòåïåíü îòêëîíåíèÿ îò ñèíôàçíîãî ðåæè-
ìà, ââåäåì âåëè÷èíó ξ = max

0<t<T
|ϕ̇1(t)− ϕ̇2(t)|, ãäå T � ïåðèîä âðàùàòåëüíûõ

äâèæåíèé. Çäåñü è äàëåå ïàðàìåòð âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ âûáåðåì ðàâíûì
γ = 0,97.

Íà ðèñ. 2,à�2,â è ðèñ. 3,à, 3,á èçîáðàæåíû ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ìãíî-
âåííûõ ÷àñòîò îñöèëëÿòîðîâ ϕ̇1(t) è ϕ̇2(t). Êðóãëûìè ìàðêåðàìè îòìå÷åíû
çíà÷åíèÿ max(ϕ̇1(t)), êðåñòîîáðàçíûìè ìàðêåðàìè îòìå÷åíû max(ϕ̇2(t)). Íà
ðèñ. 2,ã�2,å è ðèñ. 3,â, 3,ã èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà ξ îò ïàðàìåò-
ðà β. Çàêðàøåííûå ìàðêåðû ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûì âðàùàòåëüíûì äâè-
æåíèÿì, ïîëûå ìàðêåðû � íåóñòîé÷èâûì. Ïðè ýòîì êðóãîâûìè, òðåóãîëü-
íûìè è ÷åòûðåõóãîëüíûìè ìàðêåðàìè ïîêàçàíû 4π-, 8π-, 16π-ïåðèîäè÷åñêèå
âðàùàòåëüíûå ðåæèìû ñîîòâåòñòâåííî. Ëèíèÿ áåç ìàðêåðîâ ñîîòâåòñòâóåò
ñèíôàçíîìó 2π-ïåðèîäè÷åñêîìó âðàùàòåëüíîìó ðåæèìó, ñïëîøíàÿ � óñòîé-
÷èâîìó, ïóíêòèðíàÿ � íåóñòîé÷èâîìó. Äëÿ K = 0,06, λ = 0,77 (ðèñ. 2,à, 2,ã)
ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà β ñèíôàçíîå ïåðèîäè÷åñêîå âðàùàòåëüíîå äâèæå-
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Ðèñ. 5. à � Ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ϕ̇1, ϕ̇2. á � Ðåæèì äèíàìè÷åñêîãî õàîñà
ïðè β = 1,25.

íèå ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðè β ≈ 2,3. Ïðè ýòîì èç
óñòîé÷èâîãî ñèíôàçíîãî 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâîå
4π-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, à 2π-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå òåðÿåò ñâîþ óñòîé-
÷èâîñòü. Çàòåì ïðè β ≈ 10,2 â ðåçóëüòàòå îáðàòíîé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ
óñòîé÷èâîå 4π-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ñëèâàåòñÿ ñ íåóñòîé÷èâûì ñèíôàç-
íûì 2π-ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèåì, ñèíôàçíîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âíîâü
ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì. Ïðè λ = 0,8 (ðèñ. 2,á , 2,ä) òåïåðü óæå íåñèíôàç-
íîå 4π-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà,
ïðè ýòîì ðîæäàåòñÿ 8π-ïåðèîäè÷åñêîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå, à 4π-ïåðèî-
äè÷åñêîå äâèæåíèå òåðÿåò ñâîþ óñòîé÷èâîñòü. Äàëåå ïðè áîëüøåì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà äèññèïàöèè λ = 0,81 (ðèñ. 2,â, 2,å) ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà β
ñèñòåìà ïðåòåðïåâàåò íåñêîëüêî áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà, â ðåçóëüòà-
òå êîòîðûõ óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íåóñòîé÷èâûõ âðàùàòåëüíûõ äâèæå-
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íèé. Íà ðèñ. 4, 5 èçîáðàæåíû ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ìãíîâåííûõ ÷àñòîò
ϕ̇1(t), ϕ̇2(t). Êðóãëûìè (êðåñòîîáðàçíûìè) ìàðêåðàìè îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ
max(ϕ̇1(t)) (max(ϕ̇2(t))) (ðèñ. 4,à, 5,a) è âðåìåííûå ðåàëèçàöèè ϕ̇1(t), ϕ̇2(t)
(ðèñ. 4,á , 5,á ). Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ϕ̇1(t), ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ϕ̇2(t). Ïðè
λ = 0,816 (ðèñ. 4) íàáëþäàåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå êàñêàäà áèôóðêàöèé óäâîå-
íèÿ ïåðèîäà ïîÿâëÿåòñÿ äèàïàçîí çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β (3, 53 < β < 4, 53),
âíóòðè êîòîðîãî â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ðåæèì äèíàìè÷åñêîãî õàîñà [21]. Òå-
ïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà K = 0,21 è λ = 0,6 (ðèñ. 3,à, 3,â). Â ðåçóëüòà-
òå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñèíôàçíîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå çäåñü
òàêæå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè β ≈ 1,39. Ïðè ýòîì ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâîå
4π-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, îòëè÷èå êîòîðîãî îò ñèíôàçíîãî ðåæèìà âîç-
ðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà β. Îäíàêî ïðè β > 3,22 ñèñòåìà (2) âíîâü
âîçâðàùàåòñÿ ê òîé ñèòóàöèè, êîãäà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîñòîÿíèå ϕ1(t) = ϕ2(t).
Íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (ðèñ. 3,â) âèäíî, ÷òî òàêîå èçìåíåíèå â ïî-
âåäåíèè ìîäåëè (2) ïðîèñõîäèò ðåçêèì îáðàçîì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ñ
β = 3,22. Äàííûé ýôôåêò æåñòêîãî èñ÷åçíîâåíèÿ îáóñëîâëåí ñóùåñòâîâàíè-
åì íåóñòîé÷èâîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â èíòåðâàëå 3,199 < β < 3,24.

×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðîèñõîäÿùèå ñìåíû ðåæèìîâ, ðàññìîòðèì çà-
âèñèìîñòü ïàðàìåòðà ξ îò ïàðàìåòðà β (ðèñ. 3,à, 3,â). Âèäíî, ÷òî êðîìå óñòîé-
÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, ñóùåñòâóåò òàêæå íåóñòîé÷èâîå íåñèíôàç-
íîå 4π-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, êîòîðîå ðîæäàåòñÿ èç ñèíôàçíîãî íåóñòîé-
÷èâîãî 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â ðåçóëüòàòå ñóáêðèòè÷åñêîé áèôóðêà-
öèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà (β ≈ 3,199), ïðè ýòîì ñèíôàçíîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå äâè-
æåíèå âíîâü ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì. Äàëåå ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà β
óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå 4π-ïåðèîäè÷åñêèå âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ ñëè-
âàþòñÿ è èñ÷åçàþò â ðåçóëüòàòå ñåäëîóçëîâîé áèôóðêàöèè. Ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà β â ñèñòåìå (2) âîçìîæåí òîëüêî ñèíôàçíûé âðàùà-
òåëüíûé ðåæèì. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò áèñòàáèëüíî-
ñòè âðàùàòåëüíûõ ðåæèìîâ. Ïðè λ = 0,71 (ðèñ. 3,á , 3,ã) ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà
ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ: ñóùåñòâóåò 4π-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå è ïðîèñõîäèò
áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà (β ≈ 1,38), â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ðîæäàåòñÿ
óñòîé÷èâîå 8π-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, ïðè ýòîì 4π-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæå-
íèå òåðÿåò ñâîþ óñòîé÷èâîñòü. Ïðè λ = 0,779 (ðèñ. 5) â ðåçóëüòàòå êàñêàäà
áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïîÿâëÿåòñÿ äèàïàçîí çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β
(1,15 < β < 1,35), ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ðåæèì äèíàìè÷åñêîãî
õàîñà.

Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíû êàðòû âðàùàòåëüíûõ ðåæèìîâ, ïîêàçûâàþùèå òèï
óñòàíîâèâøåãîñÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ðåàëèçóþùåãîñÿ â ñèñòåìå â çà-
âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ K è β. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ = 0,67 (ðèñ. 6,à), ïðè
ýòîì ïîìèìî ñèíôàçíîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îá-
ëàñòè ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò òîëüêî óñòîé÷èâûé íåñèíôàçíûé 4π-ïåðèîäè-
÷åñêèé âðàùàòåëüíûé ðåæèì. Ïðè óâåëè÷åíèè λ äî çíà÷åíèÿ 0,73 (ðèñ. 6,á )
êðîìå óñòîé÷èâîãî 4π-âðàùàòåëüíîãî ðåæèìà, ïðè íåêîòîðûõK è β íàáëþäà-
åòñÿ 8π-ïåðèîäè÷åñêèé íåñèíôàçíûé âðàùàòåëüíûé ðåæèì, ïðè ýòîì 4π-âðà-
ùàòåëüíîå äâèæåíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Ïðè λ = 0,82 (ðèñ. 6,â) â ñèñòåìå
ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ðåæèì äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, âîçíèêàþùèé â ðåçóëüòàòå
êàñêàäà áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà.
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Ðèñ. 6. Òèï âðàùàòåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ K, β ïðè γ = 0,97. à � λ = 0,67, á � λ = 0,73,â � λ = 0,82.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñâÿçè K íåóñòîé÷èâîñòü
ñèíôàçíîãî ðåæèìà âîçíèêàåò ïðè áîëüøåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà àñèììåò-
ðè÷íîñòè ñâÿçè β.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà âðàùàòåëüíàÿ äèíàìèêà â ñâÿçàííûõ ñèñòåìàõ ôà-
çîâîé ñèíõðîíèçàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìå ñ àñèììåòðè÷íîé ñâÿçüþ ñó-
ùåñòâóåò îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé ñèíôàçíîå âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ïðè ýòîì ðåàëèçóþòñÿ íåñèíôàçíûå ïå-
ðèîäè÷åñêèå è õàîòè÷åñêèå âðàùåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíî, ÷òî óâåëè-
÷åíèå àñèììåòðèè ñâÿçè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè
ñèíôàçíîãî ðåæèìà ∆K = K2 −K1. Ïðè ýòîì èíòåðâàë íåóñòîé÷èâîñòè ∆K
ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü ìàëûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçè K. Äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ
íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñâÿçè íåîáõîäèìà áîëüøàÿ
ñòåïåíü åå àñèììåòðè÷íîñòè.

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïå-
ðèîäà (ïðÿìîé è îáðàòíîé). Ïðè îáðàòíîé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà â
ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ æåñòêèé ïåðåõîä ê íåñèíôàçíîìó ðåæèìó. Â ñëó÷àå
áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà çàòóõàíèÿ â ðåçóëüòàòå êàñêàäà áèôóðêàöèé
óäâîåíèÿ ïåðèîäà âîçíèêàþò õàîòè÷åñêèå âðàùåíèÿ.

Îïèñàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü è îïðåäåëÿòü ëèíåé-
íóþ óñòîé÷èâîñòü ðåãóëÿðíûõ âðàùàòåëüíûõ ðåæèìîâ.
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