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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ СИНГУЛЯРНО
ВОЗМУЩЕННОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

С ЭЛЛИПСОИДАЛЬНЫМ ОГРАНИЧЕНИЕМ НА УПРАВЛЕНИЕ

Основное отличие статьи от предыдущих публикаций авторов заклю-
чается в том, что интегральная часть функционала качества имеет более
общий вид и ограничения на управление определяются не шаром, а эл-
липсоидом. Доказано, что в случае конечного числа точек смены вида
оптимального управления можно построить асимптотику начального век-
тора сопряженного состояния lε, который определяет вид оптимального
управления. Показано, что асимптотика имеет степенной характер.
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1. Введение

Статья посвящена исследованию асимптотики вектора сопряженного со-
стояния в задаче оптимального управления [1–3] линейной системой с быст-
рыми и медленными переменными (см. обзор [4]), с интегральным выпуклым
функционалом качества [3, гл. 3] и ограничениями на управление в виде эл-
липсоида.

В публикациях [5, 6] рассматривались проблемы, связанные с предельной
задачей для задач оптимального управления линейной системой с быстры-
ми и медленными переменными. В других постановках асимптотика реше-
ний возмущенных задач управления рассматривалась в [7–9]. Отметим, что
данный вид управляемой системы, но с терминальным критерием качества,
зависящим только от медленных переменных, был рассмотрен в [8]. В [10]
рассмотрена задача с функционалом качества, зависящим от медленных и
быстрых переменных, но с верхнетреугольной матрицей системы.

В данной статье получено полное асимптотическое разложение вектора
сопряженной системы, определяющего оптимальное управление. Главной от-
личительной особенностью задачи от рассмотренной в [11] является более
общий вид критерия управления и ограничивающего множества для допу-
стимых управлений.
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Отметим, что в отличие от [11] в рассматриваемом случае оптимальное
управление определяется неявно заданной функцией и построение асимпто-
тического разложения по сравнению с [11] существенно усложняется.

2. Постановка задачи

Пусть управляемая система содержит быстрые и медленные переменные,
а терминальная часть функционала качества зависит только от медленных
переменных:





ẋε = A11xε +A12yε + B̃1ũ, t ∈ [0, T ], ‖Dũ‖ 6 1,

εẏε = A21xε +A22yε + B̃2ũ, xε(0) = x0, yε(0) = y0,

Jε(ũ) :=ϕ(xε(T )) +

T∫

0

〈
Q̃ũ(t), ũ(t)

〉
dt → min,

(1)

где xε ∈ R
n, yε ∈ R

m, ũ ∈ R
r; Aij , B̃i, i, j = 1, 2, — постоянные веществен-

нозначные матрицы соответствующей размерности, квадратная веществен-
нозначная матрица D невырожденная, вещественнозначная матрица Q̃ сим-
метрическая и положительная, а ϕ(·) – непрерывно дифференцируемая на R

n

строго выпуклая и кофинитная функция (в смысле выпуклого анализа)
[12, § 13].

Нормы во всех рассматриваемых пространствах будем обозначать через
‖ · ‖, а скалярные произведения — через 〈·, ·〉.

Если M — матрица, то, как и в [1, с. 134, формула (5)], M∗ — оператор,
сопряженный к оператору M, т.е. оператор, определяемый матрицей, полу-
чающейся из матрицы M транспонированием.

Приведем задачу (1) к некоторому “каноническому” виду.

Обозначив v :=Dũ, получим, что ‖v‖ 6 1, а
〈
Q̃ũ(t), ũ(t)

〉
=
〈
(D−1)

∗
Q̃D−1v(t), v(t)

〉
.

Так как матрица D̃ := (D−1)
∗
Q̃D−1 > 0, то существует ортогональная мат-

рица P такая, что Q :=P−1D̃P = diag{q1, . . . , qr} (см., например, [13, гл. 4, § 7,
теорема 2]).

Обозначив u :=P−1v, аBi := B̃iD
−1P (i = 1, 2), в силу ‖Pu‖ = ‖u‖ получим

следующую задачу оптимального управления




ẋε = A11xε +A12yε +B1u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1,

εẏε = A21xε +A22yε +B2u, xε(0) = x0, yε(0) = y0,

Jε(u) :=ϕ(xε(T )) +

T∫

0

〈Qu(t), u(t)〉 dt → min,

(2)

где Q = diag{q1, . . . , qr} > 0.
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Отметим, что функция 〈Qu, u〉 строго выпукла по u.

В дальнейшем будем изучать задачу (2), при этом, не ограничивая общ-
ности, будем считать, что

0 < q1 6 . . . 6 qr.(3)

При каждом фиксированном ε > 0 управляемая система из (2) имеет вид:

żε = Aεzε + Bεu,

где

zε(t) =

(
xε(t)

yε(t)

)
, zε(0) = z0 :=

(
x0

y0

)
,

Aε :=

(
A11 A12

ε−1A21 ε−1A22

)
, Bε :=

(
B1

ε−1B2

)
.

Опр е д е л е н и е 1. Будем говорить, что пара матриц (A,B) вполне

управляема, если вполне управляема система ẋ = Ax+Bu.

Предп о л ожени е 1. При всех достаточно малых ε > 0 пара матриц

(Aε,Bε) вполне управляема, т.е. rank
(
Bε,AεBε, . . . ,An+m−1

ε Bε) = n+m.

Отметим, что пара матриц (Aε,Bε) из (2) вполне управляема тогда и толь-

ко тогда, когда вполне управляема пара матриц (Aε, B̃ε) из (1).

Предп о л ожени е 2. Все собственные значения матрицы A22 имеют

отрицательные вещественные части.

Опр е д е л е н и е 2. Вырожденной задачей для (2) называется задача





ẋ0 = A0x0 +B0u, A0 :=A11 −A12A
−1
22 A21,

x0(0) = x0, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1, B0 :=B1 −A12A
−1
22 B2,

J0(u) :=ϕ(x0(T )) +

T∫

0

〈Qu(t), u(t)〉 dt → min,

(4)

которая определяется формальной подстановкой ε = 0 в (2).

Предп о л ожени е 3. Пары матриц (A0, B0) и (A22, B2) вполне управ-

ляемы.

Отметим, что выполнение предположений 2 и 3 влечет выполнение пред-
положения 1 [6, теорема 1].

В рассматриваемом интегральном выпуклом функционале качества Jε
первое слагаемое можно интерпретировать как штраф за ошибку управле-
ния в конечный момент времени T , а второе — как учет энергозатрат на
реализацию управления.
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Основная задача, которая ставится для (2), есть нахождение полного
асимптотического разложения по степеням малого параметра ε оптимального
управления u, оптимального значения функционала качества Jε и оптималь-
ного процесса (xε(t), yε(t)).

3. Основное уравнение

При выполнении предположения 1 принцип максимума Понтрягина есть
необходимое и достаточное условие оптимальности, которое дает единствен-
ное решение задачи (2) [3, п. 3.5, теорема 14]. Для рассматриваемой задачи
этот принцип имеет следующий вид: существует единственная пара (z, η) —
решение системы уравнений

{
żε = Aεzε + Bεuopt,
η̇ = −A∗

εη
(5)

с граничными условиями





zε(0) = z0,

η(T ) = −
( ∇ϕ(x(T ))

0

)
,

(6)

где единственное управление uopt определяется из принципа максимума
[3, с. 258]:

−
〈
Quopt(t), uopt(t)

〉
+
〈
B∗
εη(t), u

opt(t)
〉
=

= max
‖u‖61

(−〈Qu, u〉+ 〈B∗
εη(t), u〉) = − min

‖u‖61
(〈Qu, u〉 − 〈B∗

εη(t), u〉)(7)

и является оптимальным управлением в задаче (2).

Здесь и далее ∇ϕ(·) — градиент выпуклой функции ϕ(·).
В общем случае оптимальное управление uopt(t) зависит от параметра ε

и в дальнейшем будет обозначаться как uoptε (t).

Применяя условие максимума (7), выразим оптимальное управление

uoptε (t) через функцию B∗
εη(t).

Если при фиксированном значении t максимум в (7) достигается во внут-
ренней точке, то согласно теореме Ферма градиент функции

(−〈Qu, u〉+ 〈B∗
εη(t), u〉)

по переменной u равен нулю. Откуда получаем:

uoptε (t) =
1

2
Q−1B∗

εη(t).

Из условия ‖uoptε (t)‖ < 1 получим, что ‖Q−1B∗
εη(t)‖ < 2.
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Для нахождения значения оптимального управления, которое достигается
на границе ‖uoptε (t)‖ = 1, т.е. для нахождения соответствующего максимума
в (7), можно применить теорему о достаточных условиях условного экстрему-
ма в форме множителей Лагранжа (или с учетом выпуклости 〈Qu, u〉 и ‖u‖2 —
теорему Куна–Таккера о задаче выпуклого программирования, рассмотрев
задачу на минимум в (7)). Функция Лагранжа в рассматриваемом случае
имеет вид

L(u, µ) = −〈Qu, u〉+ 〈B∗
εη(t), u〉 − µ

(
‖u‖2 − 1

)
.

Поскольку ∂
∂uL(u, µ) = −2Qu+ B∗

εη(t)− 2µu, то u, на котором достигается

максимум, удовлетворяет уравнению ∂
∂uL(u, µ) = 0 и условию ‖uoptε (t)‖ = 1.

Поэтому

uoptε (t) =
1

2
(Q+ µI)−1B∗

εη(t)

и, следовательно,
∥∥(Q+ µI)−1B∗

εη(t)
∥∥ = 2.(8)

Так как ∂2

∂u2
L(u, µ) = −2Q− 2Iµ, то для локального максимума доста-

точно выполнения неравенства Q+ µI > 0, т.е. µ > −q1. Но на интервале
(−q1,+∞) уравнение (8) имеет единственное решение µ, которое при усло-
вии ‖Q−1B∗

εη(t)‖ > 2 неотрицательно.

Таким образом, оптимальное управление uoptε (t) имеет вид

uoptε (t) = S(B∗
εη(t)),(9)

где функция S(·) определена следующим образом:

S(ξ) :=





1

2
Q−1ξ, ‖Q−1ξ‖ < 2,

S̃(ξ) :=
(Q+ µ(ξ)I)−1ξ

2
, ‖(Q+ µ(ξ)I)−1ξ‖ = 2,

‖Q−1ξ‖ > 2, µ(ξ) > 0.

(10)

Пусть λε := η(T ), тогда в силу (5) и (6):

η(t) = eA
∗

ε(T−t)λε, где λε =

(
lε
0

)
.

Обозначим:

eAεt =: W(t, ε) =

( W11(t, ε) W12(t, ε)

W21(t, ε) W22(t, ε)

)
,

Cε(t) :=W11(t, ε)B1 + ε−1W12(t, ε)B2.
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Тогда

B∗
εη(t) = B∗

εe
A∗

ε(T−t)λε = C∗
ε (T − t)lε

и в силу (9)

uoptε (t) = S(C∗
ε (T − t)lε).(11)

Для нахождения асимптотического разложения вектора lε удобно продол-
жить функцию S̃(ξ) на более широкое множество. Поскольку функция

F̃ (ξ, µ) :=
∥∥(Q+ µI)−1ξ

∥∥2 − 4(12)

по переменной ξ – непрерывна, строго убывает при µ∈ (−q1,+∞) и

F̃ (ξ,+∞) = −4 < 0,

то естественным расширением S̃(ξ) будет новая функция (обозначение этой
функции оставим старое), определенная на множестве

D(S̃) :=
{
ξ : ∃µ̃ > −q1 F̃ (ξ, µ̃) > 0

}
,

и такая, что S̃(ξ) — единственное решение уравнения

F̃ (ξ, µ) = 0, µ > −q1.

Зам е ч а ни е 1. Функция S̃(ξ) совпадает с S(ξ) только при ‖Q−1ξ‖ > 2,

поэтому функция S̃(B∗
εη(t)), вообще говоря, не есть оптимальное управление

и не удовлетворяет (7).

У тв е ржд е ни е 1. Функция S̃(ξ) бесконечно дифференцируема на D(S̃)
и

∂S̃(ξ)

∂ξ
∆ξ =

= −1

2




〈
(Q+ µ(ξ)I)−2 ξ,∆ξ

〉

〈
(Q+ µ(ξ)I)−3 ξ, ξ

〉 (Q+ µ(ξ)I)−2 ξ − (Q+ µ(ξ)I)−1∆ξ


 .

(13)

У тв е ржд е ни е 2. При всех ξ ∈ D(S̃) и при всех ∆ξ:
〈
∂S̃(ξ)
∂ξ ∆ξ,∆ξ

〉
> 0.

У тв е ржд е ни е 3. Функция S(ξ) бесконечно дифференцируема при

‖Q−1ξ‖ 6= 2 и липшицева на R
r.

Из этого утверждения следует, что оптимальное управление непрерывно
на [0, T ]. Кроме этого, если lε – вектор, определяющий оптимальное управле-
ние, а lN,ε – его приближение, которое удовлетворяет условию

‖lε − lN,ε‖ = O(εN ), ε→ +0,
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то
∥∥uoptε (t)− S(C∗

ε (T − t)lN,ε)
∥∥ = O(εN ), ε→ +0.

Поэтому асимптотическое разложение вектора lε дает асимптотическое
разложение оптимального управления, следовательно, и состояния управляе-
мой системы.

В силу формулы Коши, вида оптимального управления (11) и свойств
кофинитных функций [12, теорема 26.6] второе равенство из (6) эквивалентно
соотношению (в интеграле сделана замена переменной τ :=T − t)

∇ϕ∗(−lε) = W11(T, ε)x
0 +W12(T, ε)y

0 +

T∫

0

Cε(t)S(C
∗
ε (t)lε)dt,(14)

где ϕ∗ – сопряженная функция к функции ϕ в смысле выпуклого анализа.

Отметим, что свойства функции S̃(ξ) таковы, что построение и обоснова-
ние асимптотического разложения вектора lε можно проводить по стандарт-
ной схеме (см., например, [11]). Кратко эта схема описана в разделах 4–6.

4. Асимптотика матричной экспоненты
и основные соотношения

Рассматривая eAεt как фундаментальную матрицу W(t, ε) решения систе-
мы в задаче (2) в случае uε ≡ 0 и следуя методу пограничных функций [14]
при выполнении предположения 2, получаем для W(t, ε) равномерное на от-
резке [0, T ] асимптотическое разложение при ε→ 0:

eAεt =: W(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εk
(
Wk(t) + W̃k(τ)

)
, τ :=

t

ε
,

где для блоков Wij(t, ε) справедливы асимптотические разложения, равно-
мерные на t ∈ [0, T ] при каждом фиксированном k > 0:

Wk(t) =

( W11,k(t) W12,k(t)

W21,k(t) W22,k(t)

)
, W̃k(τ) =

(
W̃11,k(τ) W̃12,k(τ)

W̃21,k(τ) W̃22,k(τ)

)
.

Здесь Wk(t), W̃k(τ) — бесконечно дифференцируемые матричнозначные
функции, которые определяются из равенства d

dtW(t, ε) = AεW(t, ε) и началь-

ных условий W(0, ε) = I. В [15, формулы (2.4)–(2.8), с. 125] приведены фор-
мулы для построения этих разложений. В частности (при τ := t/ε),





W11,0(t) = eA0t, W12,0(t)≡ 0, W21,0(t) = −A−1
22 A21e

A0t,

W̃11,0(τ)≡ 0, W̃12,0(τ)≡ 0, W̃21,0(0) = eA22τA−1
22 A21,

W22,0(t)≡ 0, W̃22,0(τ) = eA22τ , W12,1(t) = −eA0tA12A
−1
22 ,

W̃12,1(τ) = A12A
−1
22 e

A22τ .

(15)
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Отметим, что все W̃ij,k(τ) экспоненциально убывают при τ → +∞ (см.,
например, [15, утверждение 2.1]).

Из формул (15) простым вычислением получим, что при ε→ +0 [15, фор-
мулы (2.19)–(2.21)]

Cε(t) = C0(t) +A12A
−1
22 e

A22τB2 +O(ε2),

∂

∂t
Cε(t) =

d

dt
C0(t) + ε−1A12e

A22τB2 +A12e
A22τA−1

22 A21B1 +

+
(
A11A12A

−1
22 e

A22τ +A12B̃22,1(τ)
)
B2 +O(ε).

(16)

Те ор ем а 1. Пусть выполнены предположения 1 и 2. Тогда

lε → l0 при ε→ +0,

где lε – единственное решение уравнения (14), а l0 – единственное решение

уравнения

∇ϕ∗(−l0) = eA0tx0 +

T∫

0

C0(t)S(C
∗
0 (t)l0)dt.(17)

Доказательство этой теоремы почти дословно (с соответствующими изме-
нениями) повторяет доказательство теоремы 1 из [11].

Отметим также, что uopt0 (t) = S(C∗
0 (T − t)l0) есть единственное оптималь-

ное управление в вырожденной задаче (4).

5. Точки смены вида подынтегрального выражения

Если на промежутке [t1, t2]⊂ [0, T ] выполняется условие

∀ t ∈ [t1, t2]
∥∥Q−1C∗

ε (t)lε
∥∥ < 2 либо ∀ t ∈ [t1, t2]

∥∥Q−1C∗
ε (t)lε

∥∥ > 2,

то S(C∗
ε (t)lε) на этом промежутке определяется одной из двух формул

Q−1C∗
ε (t)lε
2

либо S̃(C∗
ε (t)lε).(18)

Интеграл из равенства (14) на этом промежутке будет иметь вид

1

2

t2∫

t1

CεQ
−1C∗

ε (t)lεdt либо

t2∫

t1

Cε(t)S̃(C
∗
ε (t)lε)dt.

Опр е д е л е н и е 3. Точки ti,ε — решения уравнения ‖Q−1C∗
ε (t)lε‖ = 2 бу-

дем называть точками смены вида подынтегрального выражения в (14), а

точки ti,0 — решения уравнения ‖Q−1C∗
0 (t)l0‖ = 2 будем называть точками

смены вида подынтегрального выражения в (17).
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Зам е ч а ни е 2. В дальнейшем точки смены вида подынтегрального вы-
ражения будем называть просто точками смены в (14) или в (17) соответ-
ственно.

Отметим, что в силу формулы (14) решения уравнения ‖Q−1C∗
ε (t)lε‖ = 2

не будут временами смены вида оптимального управления. Если tε — ре-
шение этого уравнения, то соответствующее ему время смены оптимального
управления равно T − tε.

Из формул (16) следует, что при t ∈ [
√
ε, T ] справедливы асимптотические

формулы

Cε(t) = C0(t) +O(ε),
∂

∂t
Cε(t) =

d

dt
C0(t) +O(ε), ε→ 0.

При t∈ [0,
√
ε] функция Cε(t) после замены переменной τ := t/ε перепи-

шется как C̃ε(τ) :=Cε(ετ), которая при τ ∈ [0, 1/
√
ε] определяется асимпто-

тической формулой

C̃ε(τ) = ψ(τ) +O(ε),
∂

∂τ
C̃ε(τ) = A12e

A22τB2 +O(ε), ε→ 0,

где

ψ(τ) := B0 +A12A
−1
22 e

A22τB2.

Таким образом, существуют K1 > 0 и ε0 > 0 такие, что при всех ε ∈ (0, ε0)
и t ∈ [

√
ε, T ] справедливы неравенства

‖C∗
ε (t)− C∗

0 (t)‖ 6 K1ε,

∥∥∥∥
∂

∂t
C∗
ε (t)−

d

dt
C∗
0 (t)

∥∥∥∥ 6 K1ε.

Следовательно, можно ожидать, что решения уравнения ‖Q−1C∗
ε (t)lε‖ = 2

при t ∈ [
√
ε, T ] находятся вблизи решений уравнения ‖Q−1C∗

0 (t)l0‖ = 2, т.е.
вблизи точек смены в (17), а при τ ∈ [0, 1/

√
ε] — вблизи решений уравнения

‖Q−1ψ∗(τ)l0‖ = 2, где ψ∗(τ) :=B∗
0 +B∗

2e
A∗

22τ (A∗
22)

−1A∗
12.(19)

Опр е д е л е н и е 4. Решение t∗ уравнения ‖Q−1C∗
0 (t)l0‖ = 2 будем назы-

вать регулярным, если d
dt‖Q−1C∗

0 (t∗)l0‖2 6= 0.

Аналогично τ∗ — решение уравнения ‖Q−1ψ∗(τ)l0‖ = 2 будем называть

регулярным, если d
dτ ‖Q−1ψ∗(τ∗)l0‖2 6= 0.

Предп о л ожени е 4. Матрицы Q, B∗
0 и вектор l0 таковы, что выпол-

няется следующее соотношение: ‖Q−1B∗
0 l0‖ 6= 2.

У тв е ржд е ни е 4. При выполнении предположений 3, 4 уравнение

‖Q−1C∗
0 (t)l0‖ = 2 при t ∈ [0, T ] и уравнение ‖Q−1ψ∗(τ)l0‖ = 2 при τ > 0 име-

ют не более чем конечное число решений.

11



Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния следует из аналитичности функций

‖Q−1C∗
ε (t)lε‖2 − 4, ‖Q−1C∗

0 (t)l0‖2 − 4, ‖Q−1ψ∗(τ)l0‖2 − 4.(20)

Как и в случае Q = I (см., [15, теорема 2.1]) справедлива теорема о коли-
честве точек смены в (14).

Те ор ем а 2. Пусть выполнены предположения 1–4, {ti}p1 ⊂ [0, T ] — все

решения уравнения ‖Q−1C∗
0 (t)l0‖ = 2, а {τj}q1 ⊂ [0,+∞) — все решения урав-

нения (19). Кроме того, при i = 1, . . . , p и j = 1, . . . , q все такие решения –

регулярные.

Тогда существует ε0 > 0 такое, что для любого ε ∈ (0, ε0) существуют

{ti,ε}p1 ⊂ [
√
ε, T ] и {τj,ε}q1 ⊂ [0, 1/

√
ε] – точки смены в (14). Других точек сме-

ны в (14) нет, и при всех i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q справедливы соотношения

ti,ε → ti, τj,ε → τj, ε→ 0.

Таким образом, при выполнении условий теоремы 2 интеграл из (14) разо-
бьется в конечную сумму интегралов с подынтегральными функциями ви-
да (18).

6. Построение асимптотики вектора lε

Для технического упрощения, и не ограничивая общности рассуждений,
будем вести это построение в случае, когда имеется лишь одна точка t0 смены
вида в (17), а в (19) таких точек две, т.е. выполнено предположение 5.

Предп о л ожени е 5. Пусть t1 = ετ1, t2 = ετ2, где τ1, τ2 — все решения

уравнения (19), а у уравнения ‖Q−1C∗
0 (t)l0‖ = 2 имеется единственное ре-

шение t0. Решения t0, τ1, τ2 — регулярны.

Отметим, что все условия в предположении 5 есть условия общего поло-
жения.

В силу теоремы 2 у рассматриваемой управляемой системы будут три
точки смены вида в (14): t1,ε := ετ1,ε, t2,ε := ετ2,ε и t0,ε. При этом τ1,ε → τ1,

τ2,ε → τ2 и t0,ε → t0 при ε→ 0, а интеграл
∫ T
0 Cε(t)S(C

∗
ε (t)lε)dt разбивается в

сумму четырех интегралов

T∫

0

Cε(t)S (C∗
ε (t)lε) dt =

=

t1,ε∫

0

Cε(t)S̃(C
∗
ε (t)lε)dt+

1

2

t2,ε∫

t1,ε

Cε(t)Q
−1C∗

ε (t)lε dt+

+

t0,ε∫

t2,ε

Cε(t)S̃(C
∗
ε (t)lε)dt+

1

2

T∫

t0,ε

Cε(t)Q
−1C∗

ε (t)lε dt.
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Пусть

∆lε := lε − l0, ∆tε := t0,ε − t0, ∆τ1,ε := τ1,ε − τ1, ∆τ2,ε := τ2,ε − τ2.

Тогда

∆lε = o(1), ∆tε = o(1), ∆τ1,ε = o(1), ∆τ2,ε = o(1) при ε→ 0.

Величины ∆lε, ∆τ1,ε, ∆τ2,ε и ∆tε, являются решением следующей системы
уравнений, зависящей от параметра ε > 0:





0 = F (ε,∆l,∆t,∆τ1,∆τ2) :=−∇ϕ∗(−l) +∇ϕ∗(−l0) +

+ εW11,1(T, ε)x
0 + εW12,1(T, ε)y

0 +

ε(τ1+∆τ1)∫

0

Cε(t)S̃(C
∗
ε (t)l)dt+

+
1

2

ε(τ2+∆τ2)∫

ε(τ1+∆τ1)

Cε(t)Q
−1C∗

ε (t)l dt+

t0+∆t∫

ε(τ2+∆τ2)

Cε(t)S̃(C
∗
ε (t)l)dt+

+
1

2

T∫

t0+∆t

Cε(t)Q
−1C∗

ε (t)l dt−
t0∫

0

C0(t)S̃(C
∗
0 (t)l)dt−

− 1

2

T∫

t0

C0(t)Q
−1C∗

0 (t)l dt,

0 = G1(ε,∆l,∆τ1) :=
∥∥Q−1C∗

ε (ε(τ1 +∆τ1))(l0 +∆l)
∥∥2 − 4,

0 = G2(ε,∆l,∆τ2) :=
∥∥Q−1C∗

ε (ε(τ2 +∆τ2))(l0 +∆l)
∥∥2 − 4,

0 = G3(ε,∆l,∆t) :=
∥∥Q−1C∗

ε (t0 +∆t)(l0 +∆l)
∥∥2 −

∥∥Q−1C∗
0(t0)l0

∥∥2 .

(21)

Здесь и в дальнейшем индекс ε у вектора lε, а также у величин ∆lε, ∆τ1,ε,
∆τ2,ε, ∆tε опустим.

Согласно (20) функции F и Gi (при i = 1, 2, 3) непрерывны, а Gi — бес-
конечно дифференцируемые. Рассмотрим их асимптотические разложения
относительно бесконечно малых ∆l, ∆τ1, ∆τ2 и ∆t.

Поскольку функции ϕ∗ и Gi бесконечно дифференцируемые, то их степен-
ные асимптотические разложения есть ряды Тейлора, построенные в окрест-
ности точки (ε,∆l,∆τ1,∆τ2,∆t) = 0, в частности,

−∇ϕ∗(−l0 −∆l) +∇ϕ∗(−l0) ∼ D2ϕ∗(−l0)∆l +
∞∑

k=2

Φk(∆l),(22)
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где D2ϕ∗(−l0) — дифференциал второго порядка от ϕ∗ в точке (−l0),
а Φk(∆l) — однородные степени k известные функции (многочлены от ком-
понент вектора ∆l).

Степенное асимптотическое разложение интегральных слагаемых из (21)
строится так же, как и в случае Q = I (см. [15, раздел 3]): в частности, ис-
пользуется прeдставление интегралов из (21) в следующем виде:

ε(τ1+∆τ1)∫

0

Cε(t)S̃(C
∗
ε (t)l)dt =

ετ1∫

0

+

ε(τ1+∆τ1)∫

ετ1

,

ε(τ2+∆τ2)∫

ε(τ1+∆τ1)

Cε(t)Q
−1C∗

ε (t)l dt =

ετ1∫

ε(τ1+∆τ1)

+

ετ2∫

ετ1

+

ε(τ2+∆τ2)∫

ετ2

,

t0+∆t∫

ε(τ2+∆τ2)

Cε(t)S̃(C
∗
ε (t)l)dt =

ετ2∫

ε(τ2+∆τ2)

+

t0∫

ετ2

+

t0+∆t∫

t0

,

T∫

t0+∆t

Cε(t)Q
−1C∗

ε (t)l dt =

t0∫

t0+∆t

+

T∫

t0

.

Отметим, что продолжение функции S̃ требовалось для возможности та-
кого представления интегралов из (21).

Покажем, что оператор первого приближения в системе (21) обратим.

Обозначим линейную часть по △l функции F как F(∆l). В силу пред-
ставления (22) непосредственным вычислением (используя формулу (13), в
которой нужно ξ заменить на C∗

0 (t)l0, а ∆ξ — на C∗
0 (t)∆l), получаем равенство

F (ε,∆l,∆τ1,∆τ2,∆t) =

= D2ϕ∗(−l0)∆l + εf1 + F2(ε,∆l,∆t,∆τ1,∆τ2) +

+

t0∫

0

C0(t)
∂S̃

∂ξ
(C∗

0 (t)l0)C
∗
0 (t)∆ldt+

1

2

T∫

t0

C0(t)Q
−1C∗

0 (t)∆ldt =:

=: F(∆l) + εf1 + F2(ε,∆l,∆t,∆τ1,∆τ2),

(23)

где

F2(ε,∆l,∆t,∆τ1,∆τ2) = O
(
ε2 + ‖∆l‖2 + (∆t)2 + (∆τ1)

2 + (∆τ2)
2
)
,

а f1 — известная величина.
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Аналогично для функций Gi:

G1(ε,∆l,∆τ1) = 2
〈
Q−1ψ∗(τ1)l0, Q

−1ψ∗(τ1)∆l +Q−1B∗

2e
A∗

22
τ1A∗

12∆τ1l0

〉
+

+2
〈
Q−1ψ∗(τ1)l0, εQ

−1B∗

1W∗

11,1(t0)l0 + εQ−1B∗

1A
∗

21(A
−1
22 )

∗eA
∗

22
τ1(A−1

22 )
∗A∗

12l0

〉
+

+ 2
〈
Q−1ψ∗(τ1)l0, εQ

−1B∗

2W∗

12,2(t0)l0
〉
+G1,2(ε,∆l,∆τ1),

G2(ε,∆l,∆τ2) = 2
〈
Q−1ψ∗(τ2)l0, Q

−1ψ∗(τ2)∆l +Q−1B∗

2e
A∗

22
τ2A∗

12∆τ2l0

〉
+

+2
〈
Q−1ψ∗(τ2)l0, εQ

−1B∗

1W∗

11,1(t0)l0 + εQ−1B∗

1A
∗

21(A
−1
22 )

∗eA
∗

22
τ2(A−1

22 )
∗A∗

12l0

〉
+

+ 2
〈
Q−1ψ∗(τ2)l0, εQ

−1B∗

2W∗

12,2(t0)l0
〉
+G2,2(ε,∆l,∆τ2),

G3(ε,∆l,∆t) = 2

〈
Q−1C∗

0 (t0)l0, Q
−1C∗

0 (t0)∆l +Q−1 ∂

∂t
C∗

0 (t0)l0∆t

〉
+

+ 2
〈
Q−1C∗

0 (t0)l0, εQ
−1B∗

1W∗

11,1(t0)l0 + εQ−1B∗

2W∗

12,2(t0)l0
〉
+G3,2(ε,∆l,∆t),

(24)

где

G1,2(ε,∆l,∆τ1) = O
(
ε2 + ‖∆l‖2 + (∆τ1)

2
)
,

G2,2(ε,∆l,∆τ2) = O
(
ε2 + ‖∆l‖2 + (∆τ2)

2
)
,

G3,2(ε,∆l,∆t) = O
(
ε2 + ‖∆l‖2 + (∆t)2

)
.

Согласно равенствам (23), (24) оператор первого приближения для систе-
мы (21) имеет вид

H :=




F(∆l)

2
〈
Q−1ψ∗(τ1)l0, Q

−1ψ∗(τ1)∆l
〉
+ 2∆τ1

〈
Q−1ψ∗(τ1)l0, Q

−1B∗

2e
A∗

22
τ1A∗

12l0
〉

2
〈
Q−1ψ∗(τ2)l0, Q

−1ψ∗(τ2)∆l
〉
+ 2∆τ2

〈
Q−1ψ∗(τ2)l0, Q

−1B∗

2e
A∗

22
τ2A∗

12l0
〉

2
〈
Q−1C∗

0 (t0)l0, Q
−1C∗

0 (t0)∆l
〉
+ 2∆t

〈
Q−1C∗

0 (t0)l0, Q
−1 ∂

∂t
C∗

0 (t0)l0
〉



,

а система первого приближения для (21) запишется в виде





F(∆l1) = −εf1,
2
〈
Q−1ψ∗(τ1)l0, Q

−1ψ∗(τ1)∆l1 +Q−1B∗
2e
A∗

22τ1A∗
12l0∆τ1,1

〉
= εg1,1,

2
〈
Q−1ψ∗(τ2)l0, Q

−1ψ∗(τ2)∆l1 +Q−1B∗
2e
A∗

22τ2A∗
12l0∆τ2,1

〉
= εg2,1,

2
〈
Q−1C∗

0(t0)l0, Q
−1C∗

0 (t0)∆l1 +Q−1 ∂
∂tC

∗
0 (t0)l0∆t1

〉
= εg3,1,

(25)

где gi,1, i = 1, 2, 3, — известные величины (в силу (24)).

В силу условий строгой выпуклости функции ϕ (из постановки задачи)
линейный оператор D2ϕ∗(−l0) – положительный, а в силу утверждения 2
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остальные слагаемые в определении линейного оператора F – неотрицатель-
ны (после скалярного умножения на вектор Q−1C∗(t)△l подынтегрального
выражения в (23)). Поэтому оператор F > 0 и, таким образом, из первого
уравнения в системе (25) однозначно находится значение ∆l1 = εF−1(−f1) =:
=: εl1.

Поскольку в силу регулярности точек τj,0 при j = 1, 2 и t0:

〈
Q−1ψ∗(τj)l0, Q

−1B∗
2e
A∗

22τjA∗
12l0

〉
6= 0,

то из второго и третьего уравнения в системе (25) по ∆l1 однозначно нахо-
дятся значения ∆τ1,1, ∆τ2,1 и они имеют вид ∆τ1,1 = ετ1, ∆τ2,1 = ετ2 и

〈
Q−1C∗

0 (t0)l0, Q
−1C∗

0(t0)l0
〉
6= 0,

а из четвертого уравнения в (25) по ∆l1 однозначно находится ∆t1, имеющее
вид ∆t1 = εt1.

Таким образом, оператор первого приближения обратим. Построение и
обоснование асимптотики величин происходит аналогично случаю Q = I
[15, раздел 3]. Справедлива теорема 3.

Те ор ем а 3. Пусть выполнены предположения 2–5. Тогда вектор lε и

моменты времени ti,ε, i = 0, 1, 2, раскладываются в степенные асимптоти-

ческие ряды

lε
as
= l0 +

∞∑

k=1

εklk, t0,ε
as
= t0 +

∞∑

k=1

εktk, t1,ε := ετ1,ε
as
= ετ1 + ε

∞∑

k=1

εkτ1,k,

t2,ε := ετ2,ε
as
= ετ2 + ε

∞∑

k=1

εkτ2,k, ε→ 0,

коэффициенты которых находятся рекуррентным образом.

В общем случае оператор F(∆l) (см. (23)) имеет вид

F(∆l) = D2ϕ∗(−l0)∆l + F0,

где

F0 :=

∫

E1

C0(t)Q
−1C∗

1,0(t)∆l

2
dt+

∫

E2

C0(t)
∂S̃

∂ξ
(C∗

0 (t)l0) · C∗
0 (t)∆ldt,

E1 =
{
t ∈ [0, T ] : ‖Q−1C∗

0 (t)l0‖ 6 2
}
,

E2 =
{
t ∈ [0, T ] : ‖Q−1C∗

0 (t)l0‖ > 2
}
,

и F0 > 0.
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Те ор ем а 4. Пусть выполнены предположения 2–4, условия теоремы 2.

Тогда вектор lε и моменты времени {t1,ε, t2,ε, . . . , tp,ε} раскладываются в

степенные асимптотические ряды на промежутке [
√
ε, T ]

lε
as
= l0 +

∞∑

k=1

εklk, ti,ε
as
= ti +

∞∑

k=1

εkti,k, i = 1, . . . , p, ε→ 0,

и дополнительные точки {τ1,ε, τ2,ε, . . . , τq,ε} раскладываются в степенные

асимптотические ряды на промежутке

τj,ε
as
= τj +

∞∑

k=1

εkτj,k, ε→ 0,

коэффициенты которых находятся рекуррентным образом.

В силу теоремы 4 в общем случае для нахождения асимптотического раз-
ложения указанных в теореме 4 величин можно сразу искать их в виде рядов
с неопределенными коэффициентами. Коэффициенты этих рядов находят-
ся стандартным образом — приравниванием в формальном асимптотическом
разложении основного уравнения слагаемых одного порядка малости по ε.

7. Заключение

Статья носит теоретический характер. Результаты статьи дополняют тео-
рию асимптотических разложений решений сингулярно возмущенных задач
оптимального управления для системы с медленными и быстрыми перемен-
ными и гладкими геометрическими ограничениями на управление с инте-
грально выпуклым критерием качества. Терминальная часть функционала
качества есть непрерывно дифференцируемая на R

n строго–выпуклая и ко-
финитная функция, а интегральная часть содержит строго выпуклую функ-
цию, зависящую от управления. Показано, что решение задачи с ограниче-
ниями на управление в виде эллипсоида сводится к решению задачи с огра-
ничением на управление в виде шара.

В статье предложен алгоритм определения всех коэффициентов асимпто-
тического разложения по малому параметру определяющего вектора lε, кото-
рый задает вид оптимального управления. Главная особенность и сложность
рассматриваемой задачи определяются тем, что оптимальное управление в
ней определяется через неявно заданную функцию.

Авторы статьи выражают благодарность рецензенту, сделавшему ряд цен-
ных замечаний, учет которых при подготовке статьи к печати позволил ав-
торам улучшить ее текст.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Рассмотрим функцию µ(ξ). Она

задана неявно уравнением F̃ (ξ, µ) = 0.
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Функция F̃ (ξ, µ) ∈ D(S̃), определенная в (12), бесконечно дифференцируе-

ма на области {(ξ, µ) : ξ ∈ D(S̃), µ > −q1}. При этом

∂F (ξ, µ)

∂ξ
∆ξ = 2

〈
(Q+ µI)−2ξ,∆ξ

〉
,

∂F (ξ, µ)

∂µ
= −2

〈
(Q+ µI)−3ξ, ξ

〉
∈ R

(Π.1)

и
〈
(Q+ µ(ξ)I)−3ξ, ξ

〉
6= 0

при всех ξ ∈ D(S̃) силу положительности (Q+ µ(ξ)I). Поэтому по теореме о
дифференцируемости функции, заданной неявно, функция µ(ξ) — бесконечно

дифференцируема при ξ ∈ D(S̃) и в силу (Π.1)

∂µ(ξ)

∂ξ
∆ξ = −

(
∂F (ξ, µ)

∂µ

)−1(∂F (ξ, µ)
∂ξ

∆ξ

)
=

=

〈
(Q+ µ(ξ)I)−2ξ,∆ξ

〉

〈(Q+ µ(ξ)I)−3ξ, ξ〉 ∈ R.

(Π.2)

Поскольку S̃(ξ) = (Q+ µ(ξ)I)−1ξ/2, то

∂S̃(ξ)

∂ξ
∆ξ =

d

d t

(
1

2
(Q+ µ(ξ + t∆ξ)I)−1(ξ + t∆ξ)

) ∣∣∣
t=0

=

=
1

2

(
−(Q+ µ(ξ)I)−2ξ

(
∂µ(ξ)

∂ξ
∆ξ

)
+ (Q+ µ(ξ)I)−1∆ξ

)
(Π.2)
=

(Π.2)
= −1

2

(〈
(Q+ µ(ξ)I)−2ξ,∆ξ

〉

〈(Q+ µ(ξ)I)−3ξ, ξ〉 (Q+ µ(ξ)I)−2ξ − (Q+ µ(ξ)I)−1∆ξ

)
.

Утверждение 1 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 2. При любом ξ ∈ D(S̃) в силу

определения D(S̃) : (Q+ µ(ξ)I)−1 > 0, поэтому в R
r можно ввести новое ска-

лярное произведение 〈ξ1, ξ2〉µ :=
〈
(Q+ µ(ξ)I)−1ξ1, ξ2

〉
.

Тогда
〈
∂S̃(ξ)

∂ξ
∆ξ,∆ξ

〉
=

=
1

2

(
〈
(Q+ µ(ξ)I)−1∆ξ,∆ξ

〉
−

−
〈
(Q+ µ(ξ)I)−2ξ,∆ξ

〉

〈(Q+ µ(ξ)I)−3ξ, ξ〉
〈
(Q+ µ(ξ)I)−2ξ,∆ξ

〉
)

=
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=
1

2 〈(Q+ µ(ξ)I)−3ξ, ξ〉×

×
(
‖∆ξ‖2µ · ‖(Q+ µ(ξ)I)−1ξ‖2µ −

〈
(Q+ µ(ξ)I)−1ξ,∆ξ

〉2
µ

)
.

Выражение в скобках неотрицательно в силу неравенства Коши–Буняков-
ского.

Утверждение 2 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 3. Справедливость первого утвер-
ждения следует из определения функции S(·) из (10) и утверждения 1.

Пусть ‖Q−1ξ‖ > 2, тогда ‖(Q+ µ(ξ)I)−1ξ‖ = 2 и µ(ξ) > 0.

Теперь оценим знаменатель в первом слагаемом из (13):

〈
(Q+ µ(ξ)I)−3ξ, ξ

〉
=

r∑

k=1

ξ2k
(qk + µ(ξ))3

(3)

>
‖ξ‖2

(qr + µ(ξ))3
.

Таким образом, в силу (13)
∥∥∥∥∥
∂S̃(ξ)

∂ξ

∥∥∥∥∥ 6

6
1

2

(‖(Q+ µ(ξ)I)−2‖2‖ξ‖2(qr + µ(ξ))3

‖ξ‖2 + ‖(Q+ µ(ξ)I)−1‖
)

=

=
1

2

(
(qr + µ(ξ))3

(q1 + µ(ξ))4
+

1

(q1 + µ(ξ))

)
→ 0 при µ(ξ) → +∞.

(Π.3)

Поэтому существует такое K(S̃), что
∥∥∥∂S̃(ξ)∂ξ

∥∥∥ 6 K(S̃) при всех ξ: ‖Q−1ξ‖ >
2.

Если ‖Q−1ξ‖ = 2, то µ(ξ) = 0, поэтому S̃(ξ) = ‖Q−1ξ‖. Таким образом,

функция S̃ непрерывна на R
k.

Если ‖Q−1ξi‖ < 2 (i = 1, 2), то ‖S(ξ2)− S(ξ1)‖ 6 1
2‖Q−1‖ · ‖ξ2 − ξ1‖.

Если ‖Q−1ξi‖ > 2 (i = 1, 2), то в силу формулы конечных приращений
Лагранжа из (Π.3) получим

‖S(ξ2)− S(ξ1)‖ = ‖S̃(ξ2)− S̃(ξ1)‖ 6 K(S̃)‖ξ2 − ξ1‖.

Наконец, пусть ‖Q−1ξ1‖ < 2 и ‖Q−1ξ2‖ > 2. Тогда найдется единственная

точка ξ̃ ∈ [ξ1, ξ2] такая, что ‖Q−1ξ̃‖ = 2. Поэтому

‖S(ξ2)− S(ξ1)‖ 6 ‖S(ξ2)− S(ξ̃)‖+ ‖S(ξ̃)− S(ξ1)‖ 6

6 K(S̃)‖ξ2 − ξ̃‖+ 1

2
‖Q−1‖ · ‖ξ̃ − ξ1‖ 6 K1(‖ξ2 − ξ̃‖+ ‖ξ̃ − ξ1‖).

Но ‖ξ2 − ξ̃‖+ ‖ξ̃ − ξ1‖ = ‖ξ2 − ξ1‖.
Утверждение 3 доказано.
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НОРМАЛИЗАЦИЯ ВОЗБУЖДЕНИЯ РЕГРЕССОРА В ПРОЦЕДУРЕ
ДИНАМИЧЕСКОГО РАСШИРЕНИЯ И СМЕШИВАНИЯ1

Предложен подход к нормализации возбуждения регрессора контура
идентификации, построенного на основе процедуры динамического рас-
ширения и смешивания. Применение этого подхода позволяет при посто-
янном значении коэффициента усиления контура оценки иметь одина-
ковую верхнюю границу параметрической ошибки идентификации для
скалярных регрессоров с различной степенью возбуждения, что является
существенным преимуществом для практики. Выполнено сравнение раз-
работанного подхода с известным методом амплитудной нормализации
регрессора и показано, что классический метод нормализации не обла-
дает указанным свойством. В качестве валидации полученных теорети-
ческих выводов приводятся результаты сравнительного математического
моделирования классического градиентного контура оценки, контуров с
амплитудной нормализацией регрессора и с предложенной нормализаци-
ей возбуждения регрессора.

Ключевые слова: идентификация, градиентный метод, параметрическая
ошибка, коэффициент усиления контура оценки, степень возбуждения,
нормализация.

DOI: 10.31857/S0005231022010020

1. Введение

Методы классической теории идентификации динамических объектов [1]
получили широкое распространение в инженерной практике специалистов по
автоматизации технологических процессов различных отраслей промышлен-
ности и, как правило, используются в процессе пусконаладочных работ для
получения математической модели технологического агрегата. Полученная
модель в дальнейшем обычно используется для расчета параметров промыш-
ленных ПИ и ПИД регуляторов. При этом точность модели является крити-
чески важным показателем, поскольку от нее напрямую зависит и точность

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 18-47-310003 р_а).
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параметров регуляторов, а значит, и экономические показатели технологиче-
ского агрегата, зависящие от качества управления.

Классические методы теории идентификации, к которым прежде всего
относятся рекурсивный метод наименьших квадратов и метод градиентно-
го спуска, обеспечивают точную идентификацию параметров модели толь-
ко при выполнении условия незатухающего возбуждения регрессора [2]. На
практике это требует инжекции высокочастотного тестового сигнала в управ-
ляющий вход технологического агрегата [3]. Использование метода инжек-
ции не всегда возможно в условиях реального промышленного производства.
Поэтому для ослабления условия незатухающего возбуждения за последние
несколько лет в публикациях были предложены новые методы [4–9], позво-
ляющие так или иначе улучшить точность идентификации параметров мо-
дели и, следовательно, степень ее соответствия реальному промышленному
агрегату. Главным достижением этих методов можно считать новые конту-
ры оценки со сходимостью за конечное время [4–6] и различные алгоритмы
фильтрации и предобработки регрессора [7–10], позволяющие исключить ин-
жекцию тестовых сигналов и точно идентифицировать параметры модели в
режиме работы технологического агрегата, близком к нормальному. В целом
с некоторыми оговорками можно считать, что проблема точной идентифика-
ции стационарных параметров динамических объектов является развитой с
ясными направлениями дальнейших исследований и перспективными прак-
тическими приложениями [11, 12] в промышленности.

Среди актуальных направлений исследований необходимо отметить пере-
нос полученных результатов на регрессионные уравнения с нелинейной пара-
метризацией [13] и интервально заданными и нестационарными параметрами
[6, 9,14].

Другой, менее проработанной проблемой как классических, так и совре-
менных контуров идентификации является задача выбора коэффициента уси-
ления γ закона оценки [15].

Для контуров оценки, обеспечивающих сходимость оценок параметров мо-
дели за конечное время [4–6], данная проблема состоит в необходимости вы-
бора коэффициента γ исходя из удовлетворения специальных условий.

Для классического градиентного контура оценки, а также для контуров
оценки градиентного типа, построенных с использованием процедур пред-
обработки регрессора [7–10], данную проблему можно условно разделить на
технический и теоретический уровни.

На техническом уровне проблема заключается в невозможности числен-
ного решения средствами современной промышленной микроконтроллерной
техники “жесткого” дифференциального уравнения контура оценки, получае-
мого при большом значении коэффициента усиления [15].

На теоретическом уровне упомянутая проблема состоит в: а) прямой за-
висимости от коэффициента усиления скорости сходимости оценок парамет-
ров модели и обратной зависимости точности получаемых оценок при нали-
чии возмущений, б) необходимости использования различных коэффициен-
тов усиления в зависимости от степени возбуждения регрессора [1].
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В данной статье остановимся подробней на п. (б) теоретического уров-
ня проблемы выбора коэффициента усиления законов оценки градиентного
типа.

Основная трудность выбора коэффициента усиления как для базового гра-
диентного контура оценки, так и для его усовершенствованных путем пред-
обработки регрессора аналогов [7–10] заключается в зависимости между ве-
личиной верхней оценки ошибки идентификации и произведением коэффи-
циента усиления контура оценки γ на степень возбуждения регрессора α.
Здесь отметим, что для стандартного градиентного контура оценки зависи-
мость ошибки идентификации от γα получена при некоторых допущениях
[16], а для большинства современных контуров оценки с предобработкой ре-
грессора эта зависимость имеет место без допущений.

Степень возбуждения регрессора α в общем виде определяется длиной ин-
тервала возбуждения T и амплитудой регрессора A, поэтому упомянутая за-
висимость означает различную верхнюю оценку ошибки идентификации для
регрессоров с различной степенью возбуждения. Другими словами, при выбо-
ре стационарного коэффициента усиления γ для одних регрессоров парамет-
рическая ошибка может быть чрезвычайно большой, а для других напротив —
чрезвычайно малой. С точки зрения практики применения современных ме-
тодов теории идентификации в промышленности весьма желательным было
бы иметь одинаковую верхнюю оценку параметрической ошибки для регрес-
соров с различной степенью возбуждения α.

Для этого в публикациях были предложены: 1) метод масштабирова-
ния [17], позволяющий, изменяя коэффициент усиления контура оценки γ в
зависимости от косвенной оценки степени возбуждения регрессора α, поддер-
живать приближенно одинаковую верхнюю оценку параметрической ошибки;
2) рекурсивный метод наименьших квадратов с экспоненциальным забывани-
ем [14, 15, 17], который в пределе обеспечивает зависимость верхней оценки
параметрической ошибки только от коэффициента экспоненциального забы-
вания. Метод масштабирования требует ручного выбора целого ряда пара-
метров масштабирования, а рекурсивный метод наименьших квадратов обес-
печивает необходимое свойство пропорциональности верхней оценки парамет-
рической ошибки и коэффициента забывания только в предельном случае и
только в контурах оценки с регрессорами определенного вида.

Метод масштабирования и рекурсивный метод наименьших квадратов с
экспоненциальным забыванием основаны на общей идее поддержания соот-
ношения γα постоянным путем динамической коррекции коэффициента уси-
ления γ в зависимости от оценки степени возбуждения регрессора α. Однако,
по мнению авторов настоящей статьи, такой подход, в конечном итоге, неиз-
бежно приводит или к новому контуру настройки с новыми параметрами,
требующими ручной настройки, или к различного рода эвристикам.

Поэтому в данной работе для получения одинаковой верхней оценки па-
раметрической ошибки для регрессоров с различной степенью возбуждения
предлагается не настраивать коэффициент усиления γ, а разработать проце-
дуру нормирования возбуждения регрессора, позволяющую получить зави-
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симость параметрической ошибки не от произведения γα, а от нового про-
изведения γ∆, в котором ∆ – величина, в отличие от α, не зависящая от
амплитуды A регрессора.

Предлагаемый подход позволит использовать стационарный коэффициент
усиления оценки γ и при этом иметь одинаковую верхнюю оценку парамет-
рической ошибки для различных исходных регрессоров.

Построить контур идентификации, обладающий указанными свойствами,
в статье предлагается, дополнив один из методов предобработки регрессора,
а именно процедуру динамического расширения и смешивания [10].

2. Формальное описание проблемы и постановка задачи

Рассматривается задача идентификации параметров класса линейных
объектов:

y (t) =
b (p)

a (p)
u (t) ,(2.1)

где p = d/dt — оператор дифференцирования, y — выходная переменная, u —

управляющее воздействие, b (p) =
∑m

i=0 bip
i и a (p) = pn +

∑n−1
i=0 aip

i — поли-

номы с квазистационарными (ḃi ≈ 0, ȧi ≈ 0) неизвестными параметрами.

Модель (2.1) известным методом [15] может быть представлена в виде ли-
нейной регрессии:

z (t) = θTω (t) + η = y (t) + ψTω2 (t)+η,

θ := [bm, bm−1, . . . , b0, an−1, an−2, . . . , a0]
T , η := ρeΨct,

ω (t) :=

[
αm (p)

Ψ (p)
u (t) −αn−1 (p)

Ψ (p)
y (t)

]T
=
[
ωT
1 (t) ωT

2 (t)
]T
,

(2.2)

где z ∈ R — измеримая функция, ω ∈ Rm+n+1 — измеримый регрессор,
θ — вектор неизвестных параметров, η ∈ R — экспоненциально затухаю-
щее возмущение, вызванное несоответствием начальных условий в (2.1) и

(2.2), αi (p) :=
[
pi, pi−1, . . . , 1

]T
— оператор дифференцирования, Ψ(p) = pn+

+ψTαn−1 (p) — устойчивый полином с ψ = [ψn−1, ψn−2, . . . , ψ0]
T, Ψc — мат-

рица, соответствующая полиному Ψ(p).

Относительно возмущения η в статье принимается следующее предполо-
жение.

Предп о л ожени е 1. Возмущение η = 0 ∀t ≥ 0 или существует извест-
ное t0 → 0, такое что η = 0 ∀t ≥ t0.

Зам е ч а ни е 1. В предположении 1 предполагается или полное отсутствие
в регрессии (2.2) возмущения η, или обеспечение для η достаточно быстрой
сходимости к нулю путем выбора характеристического полинома Ψ(p).

В дальнейших рассуждениях также будем предполагать выполнение для
регрессора ω условия конечного возбуждения на интервале

[
ts; ts + T

]
.
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Опр е д е л е н и е 1. Регрессор ω возбуждается конечно (ω ∈ FE) на ин-

тервале
[
ts; ts + T

]
, если существуют ts ≥ t0 ≥ 0, T > 0 и α > 0 такие, что

верно неравенство

ts+T∫

ts

ω (τ)ωT (τ) dτ ≥ αI,(2.3)

где α – степень возбуждения, I – единичная матрица.

Учитывая предположение 1, применим к регрессии (2.2) процедуру дина-
мического расширения и смешивания [10]. Для этого ∀t ≥ t0 введем операто-
ры запаздывания в количестве m+ n:

(.)fi(t) := [Hi (.)] (t) = (.) (t− di) ; i ∈ {1, 2, . . . ,m+ n} ,(2.4)

где di – параметр, определяющий временнóе запаздывание i-го оператора
(2.4).

Пропуская через (2.4) функцию z и регрессор ω, сформируем ∀t ≥ t0 рас-
ширенное уравнение регрессии

zf (t) = ωf (t) θ,

zf (t) : =
[
z (t) zf1 (t) . . . zfn+m

(t)
]T

;

ωf (t) :=
[
ω (t) ωf1 (t) . . . ωf

n+m
(t)
]T
.

(2.5)

Домножив уравнение (2.5) слева на присоединенную матрицу алгебраиче-
ских дополнений adj {ωf (t)} матрицы расширенного регрессора ωf (t), а так-
же пользуясь равенством adj {ωf (t)}ωf (t) = det {ωf (t)} I, получим ∀t ≥ t0
уравнение:

z (t) = ω (t) θ,

z (t) : = adj {ωf (t)} zf (t) ; ω (t) : = det {ωf (t)} ,
(2.6)

где z ∈ Rm+n+1, ω ∈ R.

Относительно параметров di принимается предположение 2.

Предп о л ожени е 2. Параметры di выбраны так, что если ω ∈ FE на
интервале

[
ts; ts + T

]
, то ω ∈ FE на интервале [ts; ts + T ], поэтому существу-

ют ts ≥ t0 > ts, T > 0 и α > 0 такие, что для ω верно неравенство

ts+T∫

ts

ω2 (τ) dτ ≥ α,(2.7)

где α – степень возбуждения скалярного регрессора, t0 – момент времени
неравенства нулю выхода оператора (2.4) с максимальным значением пара-
метра di.
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Зам е ч а ни е 2. Предположение 2 необходимо, поскольку при неудачном
выборе параметров di, матрица ωf (t) может являться вырожденной ∀t [18].
Ослабить предположение 1 возможно, использовав вместо операторов запаз-
дывания (2.4) устойчивые минимально-фазовые динамические фильтры или
применив для генерации скаляризованной регрессии (2.6) вместо базовой про-
цедуры DREM ее модифицированный аналог [19] или процедуру MREM [20].

В силу принятых предположений, уравнение стандартного градиентного
контура оценки параметров регрессии (2.6) имеет вид

˙̃
θi (t) =

˙̂
θi (t) = −γω

(
θ̂iω − z

)
= −γω2θ̃i (t) .(2.8)

Получим решение скалярного дифференциального уравнения (2.8):

θ̃i (t) = e
−γ

t∫
t0

ω2(τ)dτ

θ̃i (t0) .(2.9)

С учетом предположения 1 из (2.9) получим выражение для ошибки

θ̃i (ts + T ) на интервале [ts; ts + T ]:

θ̃i (ts + T ) = e
−γ

ts+T∫
ts

ω2dτ

θ̃i (ts) ≤ e−γαθ̃i (ts) .(2.10)

Как следует из (2.10), параметрическая ошибка θ̃i (ts + T ) ограничена
сверху выражением, зависящим от произведения γα. С точки зрения прак-
тики применения контура оценки (2.8) полезно поддерживать одинаковую
точность идентификации, а значит, иметь для различных регрессоров оди-
наковую верхнюю границу (2.10) на параметрическую ошибку. Однако, как
следует из (2.7), параметр α меняется от регрессора к регрессору и определя-
ется длиной интервала возбуждения T и амплитудой регрессора A. Поэтому
для поддержания одинакового соотношения γα при изменении параметров A
и T в контуре оценки (2.8) требуется коррекция коэффициента γ. В против-
ном случае при постоянном γ для регрессоров с α→ 0, но α > 0 возможны
значения параметрической ошибки, такие что θ̃i (ts + T ) → θ̃i (ts), а для ре-

грессоров с α→ ∞, наоборот, θ̃i (ts + T ) → 0.

В этой статье ограничимся решением задачи поддержания одинаковой
верхней границы (2.10) параметрической ошибки (2.8) для класса регрессо-
ров c различными амплитудами A, но возбуждаемыми конечно на интервалах
одинаковой длинны T.

Опр е д е л е н и е 2. Регрессоры ωj возбуждены конечно на одинаковом ин-

тервале времени [ts; ts + T ], если существуют ts ≥ t0 > ts, T > 0 и αj > 0
такие, что верны неравенства

ts+T∫

ts

ω2
j (τ) dτ ≥ αj ,(2.11)

где αj – степень возбуждения j-го регрессора.
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Зам е ч а ни е 3. В частности, классу (2.11) принадлежат регрессоры, по-
лученные процедурой (2.2)–(2.6) при управляющих воздействиях различной
амплитуды (например, u = 1, u = 10, u = 100).

На частном численном примере продемонстрируем необходимость коррек-
ции коэффициента усиления γ для регрессоров из класса (2.11).

Прим ер 1. Пусть ts = 0 c, T = 10 c, тогда при ω = Ae−1t в (2.10) соответ-
ственно имеем:

θ̃i (10) = e
−γA2

10∫
0

e−2tdτ
θ̃i (0)≈ e−γA

20,5θ̃i (0) .(2.12)

Откуда, устремив A к нулю при зафиксированном γ, получаем θ̃i (10) → θ̃i (0),
что означает: 1) разную верхнюю границу на параметрическую ошибку для
регрессоров из класса (2.11); 2) необходимость перевыбора коэффициента γ
при изменении амплитуды A регрессора для поддержания одинаковой верх-
ней границы параметрической ошибки.

Обойти необходимость перевыбора коэффициента γ можно было бы, имея
для регрессоров из класса (2.11) вместо регрессора ω в уравнениях контура
оценки (2.8)–(2.10) некоторый нормированный регрессор ϕ = ω

f(ω) , такой что
верно неравенство

ts+T∫

ts

ϕ2 (τ) dτ ≥ ∆ > 0.(2.13)

Тогда перевыбор коэффициента γ не требуется, а для всех регрессоров
класса (2.11) обеспечивается одинаковая верхняя граница параметрической
ошибки.

Таким образом, цель настоящей статьи — разработка функции нормали-
зации f (ω), позволяющей для регрессоров из класса (2.11) получить одина-
ковую верхнюю границу параметрической ошибки без перевыбора коэффи-
циента γ.

Зам е ч а ни е 4. В примере 1 экспоненциально затухающий регрессор был
использован исключительно для наглядности, а продемонстрированная про-
блема характерна для всех регрессоров c различными амплитудами, но воз-
буждаемыми конечно на интервалах одинаковой длины T.

3. Основной результат

Определим нормирующую функцию для регрессора ω в виде

f (ω) : = sat (ω) ,(3.1)

где sat (ω) – функция насыщения:

sat (ω) =

{
sgn (ω)ωmin, ecли |ω| ≤ ωmin,
ω иначе.

(3.2)
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Разделим регрессию (2.6) на нормирующую функцию (3.1):

Υ = ϕθ,

Υ : =
z

f (ω)
; ϕ : =

ω

f (ω)
=

{
|ω|ω−1

min, если |ω| ≤ ωmin,
1 иначе,

(3.3)

где ϕ – нормированный скалярный регрессор.

Зам е ч а ни е 5. На данном этапе работы необходимо кратко отметить воз-
можность аналитического вычисления из регрессии (3.3) оценки неизвестных
параметров за конечное время. На основании определения регрессора ϕ в
(3.3) неизвестные параметры θ при отсутствии шумов измерения w могут
быть найдены за конечное время tk с помощью процедуры:

θ = Υ(tk) ,

если ϕ (t) = 1, то tk = t.
(3.4)

Однако поскольку на практике в регрессии (3.3) неизбежно присутству-
ют шумовые составляющие w (tk), то ϕ (tk) = 1 может означать равенство
Υ(tk) = θ + w (tk), в котором в конкретный момент времени tk может слу-
читься так, что w (tk) > θ. Тогда оценка (3.3), полученная за конечное время,
является недостаточно точной. В то же время применение градиентного кон-
тура идентификации для регрессии Υ(t) = ϕ (t) θ + w (t) позволяет получить
оценку параметров не по одной точке t = tk, а следовательно, уменьшить
влияние на качество оценки возмущений в каждый конкретный момент вре-
мени tk [15].

У тв е ржд е ни е 1. Нормированный регрессор ϕ ∈ [0; 1].

У тв е ржд е ни е 2. Если для регрессора ω выполняется условие конечного

возбуждения (2.7) на интервале [ts; ts + T ], то для нормированного регрес-

сора ϕ на интервале [ts; ts + T ]:

1) при |ω| ≤ ωmin выполняется неравенство

αω−2
min ≤

ts+T∫

ts

ϕ2 (τ) dτ ≤ T ;(3.5)

2) при |ω| > ωmin выполняется неравенство

0 < ∆ ≤
ts+T∫

ts

ϕ2 (τ) dτ = T,(3.6)

где ∆ ∈ (0; T ] – одинаковая величина ∀ωj, для которых на интервале

[ts; ts + T ] верно |ωj| > ωmin.
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Доказательства утверждений 1 и 2 приведены в Приложении.

Градиентный контур оценки, построенный по нормированной регрессии
(3.3), имеет вид:

˙̃
θi (t) = −γϕ2θ̃i (t) .(3.7)

Получим решение дифференциального уравнения (3.7) на интервале
[ts; ts + T ]:

θ̃i (ts + T ) = e
−γ

ts+T∫
ts

ϕ2(τ)dτ

θ̃i (ts) .(3.8)

Для решения (3.8), пользуясь утверждением 2, могут быть получены два
важных следствия.

Сл ед с т в и е 1. Для всех ωj, для которых на всем интервале [ts; ts + T ]

верно |ωj| ≤ ωmin, параметрическая ошибка θ̃i (ts + T ) ограничена в соответ-

ствии c выражением:

e−γT θ̃i (ts) ≤ θ̃i (ts + T ) ≤ e−γαjω
−2

min θ̃i (ts) .(3.9)

Сл ед с т в и е 2. Для всех ωj, для которых на всем интервале [ts; ts + T ]

верно |ωj| > ωmin, параметрическая ошибка θ̃i (ts + T ) ограничена в соответ-

ствии c выражением:

θ̃i (ts + T ) = e−γT θ̃i (ts) ≤ e−γ∆θ̃i (ts) .(3.10)

В следствиях 1 и 2 рассмотрены ситуации, когда на всем интервале воз-
буждения [ts; ts + T ] выполняется либо условие |ωj| > ωmin, либо условие
|ωj| ≤ ωmin. На практике такие ситуации обычно периодически чередуются
на интервале возбуждения [ts; ts + T ], поэтому рассмотрим ситуацию, ко-
гда для ωj на интервале [ts; ts + T ] хотя бы раз было выполнено условие
|ωj| > ωmin. Для этого введем утверждение 3.

У т в е р ж д е н и е 3. Пусть ωj ∈ FE на интервале [ts; ts + T ] и

для ωj существуют моменты времени tj ∈ (0; T ) и Tj ∈ (tj ; T ) такие, что

∀t ∈ [ts + tj; ts + Tj] верно неравенство |ωj| > ωmin.

Тогда:

1. Для нормированного регрессора ϕ верно

0 < ∆min ≤
ts+T∫

ts

ϕ2 (τ) dτ ≤ T,(3.11)

где ∆min – одинаковая величина ∀ωj, соответствующих постановке утвер-

ждения 3.
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2. Для всех ωj, соответствующих постановке утверждения 3, парамет-

рическая ошибка θ̃i (ts + T ) ограничена сверху в соответствии с выражени-

ем

θ̃i (ts + T ) ≤ e−γ∆min θ̃i (ts) .(3.12)

Доказательство утверждения 3 и определение величины ∆min приводятся
в Приложении.

Таким образом, из утверждения 3 следует, что выбор параметра ωmin

из условия выполнения неравенства |ωj| > ωmin хотя бы раз на интервале
[ts; ts + T ] является необходимым и достаточным для ограниченности пара-

метрической ошибки θ̃i (ts + T ) сверху одинаковой величиной для различных
регрессоров ωj, что позволяет в контуре оценки (3.7) использовать одинако-
вое значение коэффициента усиления γ.

Зам е ч а ни е 6. Выбор величины ωmin из класса (2.11) позволяет выде-
лить некоторый подкласс регрессоров, для которых хотя бы раз на интер-
вале возбуждения [ts; ts + T ] выполняется |ωj| > ωmin, и поэтому существует
одинаковая верхняя оценка параметрической ошибки. Для регрессоров ωj , не
входящих в этот подкласс, т.е. таких, для которых на всем интервале возбуж-
дения [ts; ts + T ] |ωj| ≤ ωmin будет осуществлена нормализация регрессора,
но не нормализация его возбуждения (3.5). Поэтому на практике величи-
ну ωmin необходимо выбирать, исходя из априорных данных о минимально
возможном регрессоре ωj и максимальной амплитуде шумов измерения. При
неудачном выборе параметра ωmin, так что |ωj| ≤ ωmin ∀t ∈ [ts; ts + T ], пред-

ложенная нормализация при ωmin < 1 позволяет (3.9) увеличить в ω−2
min раз

исходную степень возбуждения регрессора, что свидетельствует о преимуще-
стве выбора значений параметра ωmin из условия ωmin < 1.

Продемонстрируем описанные свойства нормированного контура оценки
(3.7) на примере 2.

Прим ер 2. Пусть ts = tj = 0 с, T = 10 с, ωmin = 10−2. Рассмотрим для
примера регрессоры: ω1 = e−1t и ω2 = 10e−1t. Чтобы воспользоваться выво-
дами утверждения 3, сначала определим моменты времени Tj для каждого
регрессора:

T1 =
ln (0,01)

−1
≈ 4,61; T2 =

ln
(
0,01
10

)

−1
≈ 6,91.(3.13)

Откуда, учитывая ωmin = 10−2, можем получить функциональное описа-
ние регрессоров ϕ1 и ϕ2 на соответствующих интервалах (см. таблицу).

Таблица
t ϕ1 t ϕ2

[0; 4,61] 1 [0; 6,91] 1

[4,61; 10] |ω|ω−1
min = e−1(t−4,61) [6,91; 10] |ω|ω−1

min = e−1(t−6,91)
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Пользуясь полученным описанием регрессоров ϕ1 и ϕ2, вычислим значение
интеграла в (3.8):

10∫

0

ϕ2
1 (τ) dτ ≈

4,61∫

0

12dτ +

10∫

4,61

e−2(t−4,61)dτ ≈ 5,11 ≥ ∆min,

10∫

0

ϕ2
2 (τ) dτ ≈

6,91∫

0

12dτ +

10∫

6,91

e−2(t−6,91)dτ ≈ 7,409 ≥ ∆min.

(3.14)

Зная моменты времени Tj , в соответствии с (П.7) для ϕ1 и ϕ2 можем вы-
брать общую ∆min из интервала (0; 4,61]. Тогда параметрическая ошибка на
интервале [0; 10] для регрессоров ϕ1 и ϕ2 имеет вид:

θ̃ϕ1

i (10)≈ e−γ5,11θ̃i (ts) ≤ e−γ∆min θ̃i (0) ,

θ̃ϕ2

i (10) ≈ e−γ7,409θ̃i (ts) ≤ e−γ∆min θ̃i (0) .
(3.15)

Как следует из (3.14) и (3.15), для параметрических ошибок, полученных
контуром (3.7) с различными регрессорами, существует одинаковая оценка
сверху, значение которой может быть отрегулировано с помощью выбора еди-
ного коэффициента усиления γ.

4. Сравнение с нормализованным градиентным законом оценки

Сравним разработанный контур оценки с уже известным градиентным
контуром с классической нормализацией регрессора [15]. Уравнение гради-
ентного контура оценки с классической нормализацией имеет вид

˙̃
θi = −γ ω2

1 + ω2
θ̃i.(4.1)

При выполнении условия (2.7) для нормированного регрессора будет вер-
ным неравенство

0 < αn ≤
ts+T∫

ts

ω2 (τ)

1 + ω2 (τ)
dτ < T,(4.2)

где αn < α – степень возбуждения нормированного регрессора.

Как следует из (4.2), степень возбуждения αn нормированного регрессо-
ра в законе оценки (4.1) строго меньше степени возбуждения исходного α и
строго ограничена сверху величиной T для любого регрессора.

Однако в сравнении с предложенной в этой статье нормализацией воз-
буждения регрессора, во-первых, верхняя оценка возбуждения в (4.2) только
строгая, во-вторых, в предложенном контуре оценки (3.7) в самом плохом
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случае (3.5) возможно не уменьшить, а увеличить степень возбуждения пу-
тем выбора ωmin < 1.

С учетом (4.2) верхняя оценка на решение дифференциального уравне-
ния (4.1) на интервале [ts; ts + T ] имеет вид

θ̃i (ts + T ) ≤ e−γαn θ̃i (ts) .(4.3)

Из (4.3) по аналогии с (2.10) следует, что для контура оценки с классиче-
ской нормализацией (4.1) также требуется перевыбор коэффициента усиле-
ния γ с целью поддержания соотношения γαn постоянным для регрессоров
с различной степенью возбуждения αn, в то время как в разработанном кон-
туре оценки (3.7) этого не требуется.

5. Численный пример

В среде Matlab/Simulink сравним разработанный контур оценки (3.7) с
нормализацией возбуждения регрессора с градиентным контуром (2.8) и гра-
диентным контуром с нормализованным регрессором (4.1). Моделирование
будем проводить, используя численное интегрирование методом Эйлера c по-
стоянным шагом дискретизации τs = 10−2 с.

В качестве объекта, параметры которого необходимо идентифицировать,
выберем следующее звено:

y (t) =
b1p+ b0

p2 + a1p+ a0
u (t) =

2p+ 1

p2 + 1p+ 2
u (t) .(5.1)

Параметры фильтров (2.2), величины задержек (2.4), а также пара-
метр ωmin зададим следующим образом:

ψ1 = 20; ψ0 = 100; d1 = 0,2; d2 = 0,4; d3 = 0,6; ωmin = 10−12.(5.2)

Значения задержек были определены в соответствии с рекомендациями,
данными в [18], а величина параметра ωmin была выбрана в соответствии с
замечанием 6.

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,5 1,0 2,0 3,0 3,5 t, c

j

2,51,5
0

0

Рис. 1. Сравнение нормализованных регрессоров ϕ при различных u (сплош-
ная линия — u = 1, штриховая линия — u = 10, штрихпунктирная линия —
u = 100).

33



0,5

1,0

2,0

3,0

3,5
||q||-(2.8)
~

2,5

1,5

0,5 1,0 2,0 3,0 3,5

UB

t, c2,51,50

0

0,5

1,0

2,0

3,0

3,5

2,5

1,5

0

2,8

2,6

2,4

3,2

||q||-(3.7)
~

||q||-(4.1)
~
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0,5 1,0 2,0 3,0 3,5 t, c2,51,50

0,5 1,0 2,0 3,0 3,5 t, c2,51,50

Рис. 2. Нормы параметрических ошибок контуров оценки (2.8), (3.7) и (4.1)
(сплошная линия — u = 1, штриховая линия — u = 10, штрихпунктирная ли-
ния — u = 100, UB — Ultimate Bound (верхняя граница)).

В качестве сигнала управления u на вход объекта (2.1) в соответствии с
замечанием 1 будем подавать постоянные сигналы различной амплитуды:

u = 1; u = 10; u = 100.(5.3)

Начальную параметрическую ошибку примем θ̃ (0) = −θ, а коэффициенты
усиления моделируемых контуров оценки выберем следующим образом:

γ = 104; γNE = 0,1; γNR = 104,(5.4)

где γ, γNE , γNR – коэффициенты усиления контуров оценки (2.8), (3.7) и (4.1)
соответственно.

На рис. 1 приведено сравнение нормализованных регрессоров ϕ, получен-
ных из регрессора ω при сигналах управления различной амплитуды (5.3).
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Рис. 3. Нормы параметрической ошибки контура (3.7) при различных γ
(сплошная линия — u = 1, штриховая линия — u = 10, штрихпунктирная ли-
ния — u = 100, UB — Ultimate Bound (верхняя граница)).

Приведенные на рис. 1 переходные процессы подтверждают выводы, сде-
ланные в утверждениях, и в терминах утверждения 3 позволяют определить
величину ∆min ∈ (0; 0,88].

На рис. 2 приведено сравнение переходных процессов по
∥∥θ̃
∥∥, полученных

при применении контуров оценки (2.8), (3.7) и (4.1). На графике нормы пара-
метрической ошибки разработанного контура оценки (3.7) также приводится
верхняя оценка (UB), рассчитанная по формуле (3.12) при ∆min = 0,7 и ts =
= 0 с.

Как следует из рис. 2, разработанный контур оценки, в отличие от (2.8)
и (4.1), позволяет не допускать ситуаций, когда для одних регрессоров∥∥θ̃ (t→ ∞)

∥∥→
∥∥θ̃ (t0)

∥∥, а для других —
∥∥θ̃ (t→ ∞)

∥∥→ 0, что и является
основным результатом статьи.

Далее промоделируем разработанный контур оценки (3.7) при различных
управляющих воздействиях (5.3) и различных значениях коэффициента уси-
ления γ.

Результаты данного эксперимента показывают, что выбор коэффициен-
та γ в (3.7) позволяет корректировать верхнюю оценку параметрической
ошибки и при этом не допускать ситуаций, когда для одних регрессоров∥∥θ̃ (t→ ∞)

∥∥→
∥∥θ̃ (t0)

∥∥, а для других
∥∥θ̃ (t→ ∞)

∥∥→ 0.
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6. Заключение

Для идентификации параметров линейных динамических объектов в раз-
личных режимах работы без перевыбора коэффициента усиления контура
оценки в исследовании была разработана процедура нормализации возбуж-
дения регрессора. Предложенная процедура может оказаться полезной при
оффлайн идентификации интервальных моделей промышленных объектов
управления, функционирующих по технологическим ступеням уставок.

Так как в данной статье влияние шумов измерения на полученные ре-
зультаты было отмечено кратко (см. замечание 3 и 4), то в дальнейших ра-
ботах планируется более подробно исследовать свойства разработанной нор-
мализации в условиях их наличия. Также в следующих работах планиру-
ется использование предложенного подхода для нормализации возбуждения
интегрально-растущего регрессора в процедуре [21].

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. При |ω| > ωmin регрессор ϕ = 1

по определению в (3.3). В противном случае |ω|ω−1
min ≤ 1, откуда следует при-

надлежность ϕ отрезку [0; 1], что и требовалось доказать.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 2. Для доказательства утвержде-
ния выпишем из (3.3) выражение для регрессора ϕ:

ϕ =
ω

f (ω)
.(Π.1)

Выражая из (П.1) ω2 и подставляя полученное выражение в определение
(2.11), имеем:

ts+T∫

ts

ω2 (τ) dτ =

ts+T∫

ts

f2 (ω (τ))ϕ2 (τ) dτ ≥ α.(Π.2)

Откуда при |ω| ≤ ωmin с учетом (3.1) и (3.2) непосредственно следует ниж-
няя оценка в (3.5). Также, пользуясь теоремой об оценке определенного ин-
теграла и учитывая ϕ ∈ [0; 1], из (П.2) имеем верхнюю оценку в (3.5).

В случае |ω| > ωmin из (П.1) можем получить:

ts+T∫

ts

ω2 (τ)

f2 (ω (τ))
dτ =

ts+T∫

ts

ϕ2 (τ) dτ.(Π.3)

Пользуясь формулой Лейбница и учитывая ϕ = 1 при |ω| > ωmin, из (П.3)
нетрудно получить равенство:

ts+T∫

ts

ω2 (τ)

f2 (ω (τ))
dτ =

ts+T∫

ts

ϕ2 (τ) dτ = T.(Π.4)

36



Так как T > 0 по условию конечного возбуждения, то в (П.4) всегда су-
ществует некоторое 0 < ∆ ≤ T такое, что верно неравенство (3.6). Поскольку
T одинакова для всех регрессоров класса (2.11), то величина ∆ также может
быть принята одинаковой ∀ωj, для которых верно |ωj| > ωmin, что завершает
доказательство утверждения 2.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 3. Условие конечного возбужде-
ния для регрессора ϕ может быть записано в эквивалентном виде:

ts+T∫

ts

ϕ2 (τ) dτ =

ts+tj∫

ts

ϕ2 (τ) dτ +

ts+Tj∫

ts+tj

ϕ2 (τ) dτ +

ts+T∫

ts+Tj

ϕ2 (τ) dτ ≥

≥
ts+Tj∫

ts+tj

ϕ2 (τ) dτ.

(Π.5)

В силу |ωj| > ωmin на интервале [ts+tj; ts + Tj ], по доказанному в утвер-
ждении 2, для нижней оценки в (П.5) имеем:

ts+Tj∫

ts+tj

ϕ2 (τ) dτ = Tj − tj.(Π.6)

Поскольку по условию утверждения tj ∈ (0; T ), а Tj ∈ (tj; T ), то существует
момент времени ∆min, такой, что:

0 < ∆min ≤ min
j≥0

{Tj − tj} ≤ Tj − tj < T.(Π.7)

Учитывая неравенства (П.5), (П.6) и (П.7), имеем нижнюю оценку в (3.11).
Для получения верхней оценки в (3.11) запишем с учетом утверждения 2
оценку сверху на первое и третье слагаемое в равенстве (П.5):

ts+tj∫

ts

ϕ2 (τ) dτ ≤ tj;

ts+T∫

ts+Tj

ϕ2 (τ) dτ ≤ T − Tj .

(Π.8)

Складывая верхние оценки (П.6) и (П.8), имеем верхнюю оценку в (3.11),
что вместе с полученной нижней оценкой в (П.5) позволяет записать нера-
венство (3.11) в полном виде. С помощью оценки (3.11) нетрудно получить
оценку (3.12) на решение (3.8), что завершает доказательство утверждения 3.
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СИНТЕЗ ИНВАРИАНТНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ОДНОКАНАЛЬНЫХ
СИСТЕМ СЛЕЖЕНИЯ С СИГМОИДАЛЬНЫМИ ОБРАТНЫМИ

СВЯЗЯМИ С ОБЕСПЕЧЕНИЕМ ЗАДАННОЙ ТОЧНОСТИ СЛЕЖЕНИЯ1

Для нелинейных одноканальных объектов управления, математиче-
ская модель которых представима в треугольной форме вход – выход,
рассматривается задача слежения в условиях внешних и параметриче-
ских возмущений. В рамках блочного подхода разработана декомпози-
ционная процедура синтеза нелинейной обратной связи, обеспечивающая
отслеживание выходной переменной целевого сигнала с заданной точно-
стью за заданное время. Формализован новый тип сигмоидальных ло-
кальных связей из класса гладких и всюду ограниченных S-образных
функций, обеспечивающих инвариантность по отношению к неконтроли-
руемым ограниченным возмущениям, не принадлежащим пространству
управления, без предположений об их гладкости. Приведены результа-
ты моделирования разработанных алгоритмов для системы управления
перевернутым маятником.

Ключевые слова: нелинейная SISO система, слежение, декомпозиция, ин-
вариантность, сигма-функция, перевернутый маятник.

DOI: 10.31857/S0005231022010032

1. Введение

Базовой проблемой теории автоматического управления является задача
слежения, при решении которой нужно обеспечить в замкнутой системе от-
работку выходными переменными целевых допустимых сигналов с заданны-
ми показателями переходных и установившихся процессов. Основные усилия
специалистов направлены на решение этой задачи применительно к объек-
там, функционирующим при действий внешних неконтролируемых возмуще-
ний. Наиболее разработанным является случай, когда аффинные внешние
возмущения действуют в пространстве управления, т.е. условия согласования
(англ. “matching conditions”) выполнены [1]. По отношению к согласованным
возмущениям можно обеспечить инвариантность всего вектора состояния как

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 20-01-00363А).
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с помощью динамической, так и статической обратной связи. В первом слу-
чае предварительно нужно получить оценки внешних возмущений с помощью
динамического компенсатора или наблюдателя возмущений (см., например,
[1–6]) и компенсировать их действие с помощью комбинированного управле-
ния. Во втором случае для подавления внешних ограниченных возмущений
используются “силовые” методы: глубокие обратные связи или разрывные
управления с организацией скользящего режима [7–9].

Наибольшую сложность представляют объекты с несогласованными воз-
мущениями, которые нельзя непосредственно компенсировать или подавить
с помощью истинного управления. В задаче слежения к таким возмущени-
ям относятся также производные целевых сигналов. Поэтому задача обеспе-
чения инвариантности по отношению к возмущениям ставится только для
регулируемых выходов (ошибок слежения), а остальные переменные вы-
нуждены отрабатывать соответствующие внешние воздействия. Для синтеза
следящей системы в предположении о гладкости внешних и параметриче-
ских возмущений используют генераторы задающих и возмущающих воздей-
ствий, наблюдатели возмущений, регрессоры и идентификаторы параметров
[1, 10–12]. При этом динамический порядок замкнутой системы увеличивает-
ся в несколько раз по сравнению с размерностью модели объекта управления.
Кроме того, построение адекватных динамических моделей внешних воздей-
ствий достаточно проблематично, если они меняются в процессе эксплуатации
или недостаточно гладкие. Примером могут служить ударные нагрузки и си-
лы сухого трения при управлении электромеханическими объектами [13–15].
В частном случае, когда негладкое возмущение отделено от истинного управ-
ления одним интегратором, можно подавить его с помощью “вихревого” ста-
тического управления с непрерывной и разрывной составляющими. Результат
достигается за счет организации в системе колебательного переходного про-
цесса, при котором часть переменных состояния автоматически компенсирует
влияние неизвестных слагаемых [16].

В общем случае для обеспечения инвариантности ошибок слежения по от-
ношению к несогласованным возмущениям, которые не подлежат дифферен-
цированию, целесообразно использовать локальные связи специального вида
и блочный принцип управления как методологическую основу для их реа-
лизации. При решении задачи слежения в рамках блочного подхода [17–22]
уравнения внешней динамики приводятся к блочной форме вход–выход с аф-
финным вхождением фиктивных и истинных управлений. Она состоит из
элементарных блоков, в каждом из которых размерность управляемых пере-
менных равна рангу матрицы перед фиктивными управлениями, в качестве
которых используются переменные следующего блока. Последовательно фор-
мируемые стабилизирующие локальные связи в каждом блоке в итоге обеспе-
чиваются выбором истинного управления. Внешние возмущения при блочной
организации являются согласованными с фиктивными управлениями. Как
было отмечено, классическими методами подавления внешних и параметри-
ческих ограниченных возмущений, действующих в пространстве управления,
являются: 1) непрерывные линейные обратные связи с большими коэффици-
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ентами усиления; 2) ограниченные по модулю разрывные управления с ор-
ганизаций скользящих режимов. При этом только управления первого типа
(в силу гладкости) можно использовать для формирования локальных свя-
зей. Применению глубоких обратных связей на практике препятствует из-
вестная проблема всплесков в начале переходных процессов [23–24], на ве-
личину которых в практических приложениях накладываются ограничения.
Гибридом линейного и разрывного управлений является кусочно-линейное
управление с насыщением в виде sat-функции [25–26], которое сочетает в себе
положительные свойства обоих методов, но свободно от их недостатков. С по-
мощью ограниченного и непрерывного sat-управления в замкнутой системе
обеспечиваются свойства, близкие к свойствам систем с разрывными управле-
ниями, функционирующим в скользящем режиме. Негладкость sat-функции
не является препятствием для ее использования в истинном управлении и
в корректирующих воздействиях наблюдателей состояния [5, 18], но сужает
возможности ее применения для синтеза фиктивных управлений в практиче-
ских задачах.

Для универсального формирования инвариантных локальных связей
требуются гладкие аналоги sat-функции — трансцендентные S-образные
функции (арктангенс, гиперболический тангенс, логистическая функция и
т.п.). Конструктивным инструментом для анализа и синтеза нелинейного
управления представляется нечетный гиперболический тангенс th(x) = 1−
−2/(exp(2x) + 1), он зависит от экспоненты, его производные всюду огра-
ничены и рекурсивно выражаются через первообразную. В данной работе
используется более удобная для построений модификация гиперболического
тангенса — сигма-функция σ(x) = −th(−x/2).

Заметим, что с помощью сигма-функций можно с любой точностью ап-
проксимировать любую ограниченную функцию с конечным числом разры-
вов. Это свойство используется в задачах нейросетевого обучения, где сиг-
моиды служат функциями активации нейронов: из набора сигмоидов фор-
мируется нейронный слой, выходом которого является их линейная комби-
нация. Вычисление параметров нейронной сети (весовых коэффициентов и
смещений) происходит в процессе обучения по заранее известной обучающей
выборке (англ. “data set”) с целью минимизации функции потерь, в каче-
стве которой выступает среднеквадратическая ошибка между целевыми зна-
чениями обучающей выборки и выходом нейронной сети. После завершения
процесса обучения нейронная сеть применяется к новым данным и позволя-
ет прогнозировать целевые значения на основе настроенных при обучении
параметров [27].

В данной работе сигма-функции используются непосредственно в контуре
обратной связи в качестве фиктивных и истинных управлений. Параметры
регулятора выбираются на этапе синтеза исходя из наихудших допустимых
значений параметров объекта управления и границ изменения внешних воз-
действий. В процессе регулирования сигмоидальные фиктивные и истинные
управления за конечное время сходятся к согласованным с ними неизвестным
сигналам и повторяют их форму с наперед заданной точностью. При этом
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автоматически реализуется механизм компенсации возмущений, в том чис-
ле не принадлежащих пространству истинного управления, что и обеспечи-
вает инвариантность выходных переменных. Таким образом, предлагаемый
метод принципиально отличается от способа использования сигмоидальных
функций в задачах нейросетевого управления, где параметры регулятора на-
страиваются по заранее известной обучающей выборке, при формировании
которой требуется предусмотреть все возможные модификации регулируемо-
го процесса [28].

Апробация сигмоидальных обратных связей в задачах наблюдения [3, 17],
а также в задачах управления применительно к различным мехатронным
объектам [15, 29–32] показала несомненное преимущество этого подхода
по сравнению с линейной обратной связью с большими коэффициентами.
К недостаткам метода можно отнести более сложную вычислительную реали-
зацию, но с учетом постоянно наращиваемой мощности современных управ-
ляющих микропроцессоров это не является серьезным препятствием для его
использования в системах управления современными и перспективными тех-
ническими объектами.

В данной работе блочный принцип управления с сигмоидальными обрат-
ными связями формализован для решения задачи слежения применитель-
но к нелинейным одноканальным системам треугольного вида произволь-
ной размерности, функционирующих в условиях параметрических и внешних
несогласованных возмущений (без предположений об их гладкости). Обратим
внимание, что динамические генераторы внешних воздействий в построения
не вводятся; в оценивании параметрических и внешних возмущений нет необ-
ходимости. Задача рассматривается в детерминированной постановке: пола-
гается, что весь вектор состояния объекта управления измеряется, шумы в
измерениях отсутствуют.

Работа имеет следующую структуру. В разделе 2 приводятся базовые све-
дения о сигма-функции и ее применении для синтеза инвариантной элемен-
тарной системы; описывается математическая модель объекта управления,
формулируется постановка задачи слежения. В разделе 3 представлен основ-
ной результат: формализованы достаточные условия и разработана декомпо-
зиционная процедура синтеза параметров сигмоидальных обратных связей
на основе иерархических неравенств, обеспечивающих стабилизацию ошибки
слежения с заданной точностью за заданное время. В разделе 4 приведены
результаты численного моделирования разработанных алгоритмов для систе-
мы управления перевернутым маятником.

2. Описание проблемы

2.1. Особенности сигмоидальной обратной связи

Рассмотрим гладкую и ограниченную сигма-функцию

σ(kx) =
2

1 + exp(−kx) − 1, k = const > 0,
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Рис. 1. Графики сигма-функции (сверху) и ее производной (снизу).

которая определена на всей числовой оси и имеет следующие свойства:

σ(−kx) = −σ(kx), σ(kx) ∼
x→0

kx/2, σ(kx) ∼
k→+∞

sign(x).

В аргументе специально выделен множитель k, который в дальнейших по-
строениях играет роль большого коэффициента усиления в малой окрестно-
сти нуля. Производная сигма-функции имеет рекурсивный вид:

σ′(kx) = k(1− σ2(kx))/2 > 0, x ∈ R, σ′(−kx) = σ′(kx).

Для упрощения анализа нелинейной сигма-функции установим ее анало-
гию с кусочно-линейной sat-функцией. Рассмотрим некоторую окрестность
нуля с радиусом ∆ > 0. Для сигма-функции и ее производной в указанных
интервалах справедливы следующие оценки:

σ(k∆) < |σ(kx)| < 1, 0 < σ′(kx) < σ′(k∆), |x| > ∆;

σ(k∆) |x|
∆

≤ |σ(kx)| ≤ σ(k∆), σ′(k∆)≤ σ′(kx)≤ σ′(0) =
k

2
, |x| ≤∆.

(2.1)

Неравенства (2.1) демонстрируют, что при |x| > ∆ сигма-функция близка к
постоянной, а при |x| ≤ ∆ — к линейной функции (см. рис. 1). Для фор-
мализации абсцисс указанного разделения введем параметр c = const > 0:
|x| = ∆ = c/k, который целесообразно выбирать из интервала

k∆ = c ∈ [1,3; 3],(2.2)

где: ±1,3 — абсциссы точек перегиба первой производной σ′′′(±1,3) = 0,
при этом σ(±1,3)≈± 0,57, σ′(±1,3)≈ 0,34k; ± 3 — абсциссы вершин сигма-
функции, в которых ее кривизна достигает максимума, при этом σ(±3)≈
≈± 0,9, σ′(± 0,9)≈ 0,095k [17].
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Поясним идею использования сигмоидальной обратной связи и выбора ее
параметров в задаче обеспечения инвариантности на примере элементарной
возмущенной системы

ẋ = f(t) + u,(2.3)

где x ∈ R – измеряемая переменная состояния, f(t) – внешнее возмущение, ко-
торое описывается детерминированной, неизвестной, но ограниченной функ-
цией времени, требование гладкости к ней не предъявляется, достаточно, что-
бы она была кусочно-непрерывная. Переменную системы (2.3) можно трак-
товать как ошибку слежения, тогда f(t) аддитивно включает производную
задающего воздействия.

Ставится задача стабилизации системы (2.3) с помощью статической об-
ратной связи. Управляющее воздействие u сформируем в виде сигма-функ-
ции

u = −mσ(kx)(2.4)

с постоянной амплитудой m = const > 0.

Лемма. Если в системе (2.3), (2.4) внешнее возмущение ограничено из-

вестной константой |f(t)| ≤ F = const > 0, t ≥ 0, то тогда для любых сколь

угодно малых ∆ > 0, T > 0 и любого начального условия x(0) найдутся та-

кие положительные действительные числа k̄ и m̄, что при любых k ≥ k̄,
m ≥ m̄ выполнится неравенство

|x(t)| ≤ ∆, t ≥ T.(2.5)

Дока з а т е л ь с т в о л еммы. Заданное ∆ > 0 (2.5) и коэффициент k свя-
жем параметрически (2.2), что сводит проблему выбора k к выбору c из ука-
занного диапазона.

Формализуем для замкнутой системы (2.3), (2.4) достаточные условия
устойчивости: введем функцию Ляпунова V = x2/2 и оценим ее производ-
ную. Вне области |x| ≤ ∆ с учетом (2.1)–(2.2) имеем:

V̇ = x(f(t)−mσ(kx)) ≤ |x| (F −mσ(c)).(2.6)

Из (2.6) следует, что неравенство V̇ ≤ |x| (F −mσ(c)) < 0 справедливо, если

m > m∗ = F/σ(c).(2.7)

Выполнение (2.7) обеспечивает |x(t)| ≤ ∆ без учета времени сходимости,
которое зависит от начального условия. В частном случае |x(0)| ≤ ∆ нера-
венство |x(t)| ≤ ∆ обеспечивается при (2.7) и t ≥ 0, т.е. цель управления (2.5)
достигается.

В общем случае |x(0)| > ∆ для гарантированного достижения переменной
состояния заданной области за заданное время T > 0 повысим нижнюю
границу для выбора амплитуды (2.7). С учетом оценки решения системы (2.3)
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на интервале t ∈ [0; T ]

|x(t)| ≤ |x(0)| + (F −mσ(c))T ≤ ∆, t ≥ T

получим

m ≥ m̄ =
1

σ(c)

( |x(0)| −∆

T
+ F

)
> m∗, |x(0)| > ∆.(2.8)

Таким образом, принятое значение c (2.2) определяет m̄ (2.8) и k̄

k ≥ k̄ = c/∆,(2.9)

отвечающие цели управления (2.5) при любом x(0). Выбор амплитуды m
управления (2.4) на основе неравенства (2.8) гарантирует попадание пере-
менной состояния системы (2.3) из любого начального условия в окрестность
нуля за заданное время (и чем больше m, тем быстрее). Если переменная
изначально находится в этой области, то гарантированно не покинет ее в
процессе регулирования. Выбор большого коэффициента k на основе (2.9)
обеспечивает заданный радиус этой окрестности (и чем больше k, тем мень-
ше радиус). Лемма доказана.

Зам е ч а ни е 1. В процессе доказательства леммы 1 формализованы до-
статочные условия (2.8), (2.9), гарантирующие выполнение целевых показа-
телей (2.5). Однако предельный радиус окрестности нуля, достигаемой пе-
ременной x(t) в стационарном режиме, будет несколько меньше заданного
∆ > 0. Действительно, при t ≥ T для замкнутой системы (2.3), (2.4) оценка
производной функции Ляпунова (2.6) в силу (2.1) имеет вид

V̇ = x(f(t)−mσ(kx)) ≤ |x| (F −mσ(c) |x| /∆).

Неравенство V̇ < 0 справедливо вне области

|x| ≤ ∆
F

mσ(c)
< ∆,(2.10)

к которой асимптотически стремится x(t) и которая в силу (2.8) меньше за-
данной (2.5). Ее радиус сокращается с ростом амплитуды m.

Тем не менее на практике целесообразно выбирать k и m как можно ближе
к базовым значениям k̄ (2.9) и m̄ (2.8) в целях экономии ресурса управления.

Рассмотрим вопрос о выборе параметра c из указанного диапазона (2.2).
Принимая во внимание последующее использование сигма-функций для син-
теза локальных связей в многомерных системах, в качестве критерия выбора
примем минимум базовой оценки модуля скорости управления. Для замкну-
той системы (2.3) имеют место следующие выражения:

u̇(t) = −mk(1− σ2(kx))ẋ/2; 0 < 1− σ2(kx) ≤ 1, x ∈ R;

|ẋ(t)| < F +m < 2m, t ≥ 0.
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Отсюда с учетом (2.8), (2.9) следует базовая оценка скорости изменения
управления:

|u̇(t)|<m2k, t≥ 0, m2k≥ m̄2(c)k̄(c) =
c

σ2(c)∆

( |x(0)|−∆

T
+F

)2
.(2.11)

Из (2.11) при фиксированных значениях ∆, |x(0)|, T, F имеем целевое
условие:

y(c) =
c

σ2(c)
→ min, c > 0.(2.12)

Исследуем на экстремумы функцию (2.12). Ее производная имеет вид

y′ =
(1 + ec)(e2c − 4cec − 1)

(ec − 1)3
,

из уравнения y′ = 0 ⇒ e2c − 4cec − 1 = 0 численно находим стационарную
точку c≈ 2,17. На интервале c ∈ (0; 2,17) функция убывает (y′ < 0), на интер-
вале c ∈ (2,17; +∞) — возрастает (y′ > 0), следовательно, c≈ 2,17 ∈ [1,3; 3] —
точка минимума. Для удобства расчетов положим

c̄ = 2,2; σ(c̄)≈ 0,8;
1

σ(c̄)
≈ 1,25.(2.13)

В принятой точке y(2,2)≈ 3,43322, что практически не отличается от мини-
мального значения функции y(2, 17) ≈ 3,43299. Тогда с учетом (2.13) оценки
(2.1) примут следующий вид:

0,8 < |σ(kx)| < 1, 0 < σ′(kx) < 0,18k, |x| > c̄/k, c̄ = 2,2;(2.14)

0,8k |x|
c̄

=0,36k |x| ≤ |σ(kx)| ≤ 0,8, 0,18k≤ σ′(kx)≤ σ′(0) =
k

2
, |x| ≤ c̄/k.

Зам е ч а ни е 2. В элементарной возмущенной системе (2.3) с помощью
сигмоидального управления обеспечивается монотонный переходный про-
цесс и |x(t)| ≤ x̄ = max{|x(0)| , ∆}, t ≥ 0, что позволяет расширить класс
рассматриваемых элементарных систем за счет систем вида

ẋ = f1(x) + f2(t) + b(x, t)u,(2.15)

где значения f1(x) точно не известны, требование ограниченности на всей
области определения к данной функции не предъявляется, достаточно вы-
полнения условия |f1(x)| ≤ F1 = const > 0 при |x| ≤ x̄+ ε, где ε > 0 — любая
малая величина; f2(t) — неизвестное ограниченное возмущение |f2(t)| ≤ F2 =
= const > 0 при t ≥ 0. Достаточное условие управляемости системы (2.15)
в сделанных предположениях: b(x, t) — знакопостоянная функция, т.е.
b(x, t) 6= 0 при |x| ≤ x̄+ ε, t ≥ 0, допускается ее параметрическая неопреде-
ленность, но в указанных интервалах известны ее знак sign(b(x, t)) = const
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и границы изменения 0 < bmin ≤ |b(x, t)| ≤ bmax. Ко всем функциям системы
(2.15) не предъявляется требование гладкости, достаточно, чтобы они были
кусочно-непрерывными с конечным числом точек разрыва первого рода.

Обозначим: f(x, t) = f1(x) + f2(t), |f(x, t)| ≤ F = F1 + F2 при |x| ≤ x̄+ ε,
t ≥ 0. Управление

u = −sign(b)mσ(kx)

приводит к замкнутой системе

ẋ = f(x, t)− |b(x, t)|mσ(kx).(2.16)

Зафиксируем большой коэффициент на основе (2.9) с учетом (2.13):

k ≥ k̄ =
c̄

∆
=

2,2

∆
.(2.17)

Для замкнутой системы (2.15) при ∆ < |x| < x̄+ ε аналогично (2.6), (2.7) име-
ем:

V̇ = x(f − |b|mσ(kx)) ≤ |x| (F − bminmσ(c̄)) = |x| (F − 0,8bminm),

0,8bminm > F ⇔ m > 1,25F/bmin ⇒ V̇ < 0.
(2.18)

Если |x(0)| ≤ ∆, то выполнение (2.17), (2.18) обеспечит |x(t)| ≤ ∆ при t ≥ 0.
В общем случае ∆ < |x(0)| < x̄+ ε переменная состояния не выйдет из обла-
сти |x(t)| ≤ x̄, t ≥ 0, а цель управления (2.5) будет достигнута, если анало-
гично (2.8) амплитуда принята на основе неравенства

m ≥ m̄ =
1

bminσ(c̄)

( |x(0)| −∆

T
+ F

)
=

1, 25

bmin

( |x(0)| −∆

T
+ F

)
,

|x(0)| > ∆.

(2.19)

Приведенные построения далее распространяются на неэлементарные управ-
ляемые системы.

2.2. Описание модели объекта управления. Постановка задачи

В качестве объекта управления рассматривается нелинейная одноканаль-
ная система, функционирующая при действии внешних несогласованных воз-
мущений, математическая модель которой представима в треугольной (по
составу аргументов функций ее подсистем) форме вход–выход:

ẋi = fi(x1, . . . , xi, t) + bi(x1, . . . , xi, t)xi+1, i = 1, n − 1,

ẋn = fn(x1, . . . , xn, t) + bi(x1, . . . , xn, t)u,
(2.20)

где x = col(x1, . . . , xn) ∈ X ⊂Rn – измеряемый вектор состояния, X – откры-
тая ограниченная область изменения переменных состояния, определяемая
физикой процесса, границы области допустимых начальных значений пере-
менных x(0) ∈ X заранее известны; x1 ∈ X1 ⊂R – регулируемая переменная
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(выход), u ∈ R – управляющее воздействие (вход); fi(x1, . . . , xi, t) – функции
от указанных переменных вектора состояния и внешних возмущений, кото-
рые в общем случае полагаются неизвестными функциями времени, ограни-
ченными по модулю:

|fi(x1(t), . . . , xi(t), t)| ≤ Fi = const > 0, x(t) ∈ X, t ≥ 0, i = 1, n,(2.21)

характер вхождения параметрических и сигнальных возмущений не принци-
пиален, так как задача их индивидуального оценивания и компенсации не
ставится.

Зам е ч а ни е 3. Константы Fi, i = 1, n (2.21) нужно знать заранее, поэто-
му самый простой вариант — предполагать, что функции fi(x1, . . . , xi, t) огра-
ничены по всем указанным аргументам. Конечно, это сильно сужает класс
допустимых систем, из рассмотрения сразу выпадают линейные системы. От-
метим, что предлагаемая далее процедура синтеза всюду ограниченных об-
ратных связей является удобным аналитическим инструментом для обеспече-
ния в процессе регулирования заданных ограничений на переменные состоя-
ния и управления [15]. В данной работе эта проблема не рассматривается. Тем
не менее если функции fi(x1, . . . , xi, t) не ограничены всюду по x1, . . . , xi, то
имеется принципиальная возможность априори для худшего расчетного слу-
чая оценить область изменения переменных состояния X и соответствующие
значения Fi, i = 1, n при x(t) ∈ X (см. замечание 2).

Система (2.20) является управляемой, а именно, bi(x1(t), . . . , xi(t), t) 6= 0,
x(t) ∈ X , t ≥ 0, i = 1, n [20]. Данные функции могут содержать различ-
ные неопределенности, но при этом известными считаются их знаки
sign(bi(x1(t), . . . , xi(t), t)) = const, t ≥ 0 и диапазоны изменения

0 < bi,min ≤ |bi(x1(t), . . . , xi(t), t)| ≤ bi,max,

x(t) ∈ X, t ≥ 0, i = 1, n.
(2.22)

Требование гладкости к функциям fi(t), bi(t), i = 1, n (2.20) не предъявля-
ется, достаточно, чтобы они были кусочно-непрерывными с конечным числом
точек разрыва первого рода.

Модель (2.20) без ограничения общности можно рассматривать как одну
из подсистем уравнений внешней динамики многоканальной системы [1, 33].
Под такое описание попадает представительный класс динамических объек-
тов управления, например теплообменные и электромеханические системы
[9, 12–15, 19, 25, 26, 29–32, 34, 35]. Модели ряда других объектов можно пред-
ставить в виде связного набора подсистем типа (2.20) с помощью невырож-
денных замен переменных без задействования в преобразованиях внешних
возмущений.

Для объекта управления (2.20) ставится задача синтеза закона управле-
ния в форме статической обратной связи, обеспечивающего отслеживание
выходной переменной x1(t) заданного допустимого сигнала g(t), который по-
ступает в систему управления в реальном времени из внешнего источника, его

49



аналитическое описание отсутствует, известны только его текущие значения,
области изменения начальных условий и первой производной:

g(t) ∈ G⊆X1, |ġ(t)| ≤ G1, t ≥ 0.(2.23)

В сделанных предположениях задача слежения, а именно стабилизация ошиб-
ки слежения e1(t) = x1(t)− g(t), может быть решена только с некоторой точ-
ностью. Пусть заданы точность стабилизации ∆1 > 0 и время t1 > 0 ее до-
стижения. Цель управления — обеспечить в замкнутой системе

|e1(t)| ≤ ∆1, t ≥ t1.(2.24)

В следующем разделе получены достаточные условия решения поставлен-
ной задачи (2.24) в рамках блочного подхода с использованием сигмоидаль-
ных обратных связей.

3. Декомпозиционная процедура синтеза сигмоидальных обратных связей
с обеспечением заданной точности стабилизации ошибки слежения

Система (2.20) имеет структуру блочной формы управляемости [20–22].
Согласно идеологии блочного принципа управления каждое уравнение си-
стемы (2.20) трактуется как элементарный блок, аналогичный (2.15), отно-
сительно фиктивного или истинного управления. В i-м блоке (i = 1, n − 1)
в качестве фиктивного управления выступает переменная следующего бло-
ка xi+1. Таким образом, неопределенности fi(x1, . . . , xi, t), i = 1, n − 1, кото-
рые не согласованы с истинным управлением, находятся в пространстве со-
ответствующих фиктивных управлений. Чтобы избежать большого перере-
гулирования, характерного для линейных обратных связей с большими ко-
эффициентами, которые стандартно используются для подавления неопреде-
ленностей [22–24, 30], стабилизирующие фиктивные управления предлагается
выбрать в виде гладких и ограниченных сигма-функций:

x∗i = −sign(bi−1)mi−1σ(ki−1ei−1), ki−1, mi−1 = const > 0, i = 2, n,(3.1)

где e1 – ошибка слежения, ei−1 (i = 3, n + 1) – невязки между переменными xi
и выбранными фиктивными управлениями (3.1):

e1 = x1 − g,

ei = xi − x∗i = xi + sign(bi−1)mi−1σ(ki−1ei−1), i = 2, n.
(3.2)

В замкнутой системе с помощью истинного управления, которое также
для единообразия принимается в виде сигма-функции

u = −sign(bn)mnσ(knen), kn,mn = const > 0,(3.3)

требуется обеспечить стабилизацию невязок (3.2), в том числе ошибки сле-
жения e1, что отвечает цели управления (2.24).
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Перепишем замкнутую систему (2.20), (3.3) относительно невязок (3.2):

ė1 = − |b1|m1σ(k1e1) + f1 − ġ + b1e2;

ėi = − |bi|miσ(kiei) + fi + Λi−1 + biei+1, i = 2, n − 1;

ėn = − |bn|mnσ(knen) + fn +Λn−1,

(3.4)

где слагаемые

Λi = sign(bi)mi
ki(1− σ2(kiei))

2
ėi, i = 1, n − 1(3.5)

являются производными соответствующих фиктивных управлений (3.1), ко-
торые возникают при переходе к новому координатному базису (3.2).

Для настройки параметров сигмоидальных обратных связей в системе
(3.4) используем блочный подход, в котором реализуется принцип декомпози-
ции [34, 35]. Задача сводится к последовательному решению элементарных за-
дач синтеза в подсистемах (блоках), аналогичных (2.16). Отличие заключает-
ся в том, что только последняя, n-я подсистема регулируется непосредствен-
но истинным управлением, а в остальных в качестве фиктивных управлений
выступают переменные следующего блока. Как следствие, в общем случае
ненулевых начальных значений невязок только в последнем блоке гаранти-
руется монотонный переходный процесс. Формализуем достаточные условия
стабилизации системы (3.4).

Те ор ем а. Если в системе (3.4) выполняются условия (2.21)–(2.23), то

тогда для любых начальных условий x(0) ∈ X и любых, сколь угодно малых

∆1 > 0, t1 > 0 найдутся такие действительные числа k̄i > 0, i = 1, n, 0 <
< m̄i < ¯̄mi, i = 1, n− 1, m̄n > 0, что при любых ki ≥ k̄i, mi: m̄i < mi ≤ ¯̄mi,

mn ≥ m̄n неравенство (2.24) выполнится.

В Приложении приведено конструктивное доказательство теоремы, в ходе
которого получена декомпозиционная процедура выбора параметров фиктив-
ных и истинного управлений на основе неравенств, обеспечивающая решение
поставленной задачи (2.24). Заметим, что на стадии проектирования следя-
щей системы в полученные оценки для выбора амплитуд вместо конкретных
значений |xi(0)|, i = 1, n, |g(0)| (2.23) следует подставлять граничные значе-
ния областей допустимых начальных условий соответствующих переменных
состояния.

Для упрощения вычислительной реализации в качестве истинного управ-
ления вместо (3.3) можно также использовать всюду ограниченную, но
негладкую sat-функцию [25, 26].

Зам е ч а ни е 4. Для управления механическими системами часто исполь-
зуют электрические безынерционные исполнительные устройства, построен-
ные на базе силовых электронных элементов, которые могут функциониро-
вать исключительно в ключевом режиме. В этом случае вместе с сигмоидаль-
ными локальными связями (3.2) естественно вместо непрерывного управле-
ния (3.3) использовать закон разрывного управления:

u = −sign(bn)mnsign(en).(3.6)
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Разрывное управление (3.6) имеет один настраиваемый параметр — амплиту-
ду, которая выбирается на основе неравенства, аналогичного (Π.22), а именно:

mn ≥ m̄n =
1

bn,min

( |xn(0)| +m∗
n−1

t∗n
+ Fn + k∗n−1(m

∗
n−1)

2bn−1,max

)
.(3.7)

При выполнении (3.7) в замкнутой системе (2.20), (3.2), (3.6) за конечное вре-
мя 0 < t∗n < 0,2bn−1,mint

∗
n−1/bn−1,max < t1 возникнет скользящий режим [7–9].

В теории — на поверхности en = 0 в виртуальном пространстве невязок
(e1, . . . , en) ∈ Rn, а в реальности из-за различного рода неидеальностей дви-
жение изображающей точки происходит в пограничном слое поверхности пе-
реключения |en(t)| ≤ ∆n, t ≥ t∗n, ширина которого пропорциональна ампли-
туде разрывного управления. При этом неравенства (Π.1), а следовательно,
и цель управления (2.24) обеспечиваются.

Необходимо отметить, что параметры обратной связи в предложенной
процедуре определяются на основе неравенств, составленных для худшего
расчетного случая, что не требует перенастройки регулятора при измене-
нии внутренних и внешних факторов в допустимых пределах. Кроме то-
го, показана принципиальная возможность в рамках предложенного подхо-
да обеспечить любую, сколь угодно малую ошибку слежения с любым, до-
статочно малым перерегулированием (Π.11) за любое, сколь угодно малое
время при любых начальных условиях. Но эти построения имеют больше
теоретическую значимость, поскольку уменьшение показателей цели управ-
ления (2.24), (Π.11) обернется ростом параметров регулятора. Это может
привести к избыточным величинам фиктивных и истинных управлений в
переходном процессе, недопустимым в реальных системах автоматического
управления.

Зам е ч а ни е 5. При использовании разработанной в доказательстве тео-
ремы процедуры настройки в практических приложениях рекомендуется
фиксировать коэффициенты обратной связи как можно ближе к нижним
базовым границам. Учитывая консервативность полученных оценок, мож-
но несколько завышать целевые показатели (2.24) при выполнении расчетов,
так как реально в установившемся режиме будет достигаться меньшая ошиб-
ка слежения (2.10) и/или меньшее время регулирования (см. раздел 4).

Обратим внимание, что в силу организации локальных обратных связей
(3.1) в замкнутой системе (2.20), (3.6) переменные состояния xi(t), i = 2, n
будут “отслеживать” ограниченные сигмоидальные сигналы, при этом мак-
симальные отклонения фиктивных управлений от “задающих воздействий”
ограничены (Π.6), а точность слежения будет зависеть от задаваемой точ-
ности стабилизации невязок (3.2) (“ошибок слежения”). Этот факт является
предпосылкой для использования данного подхода при решении задачи сле-
жения в условиях проектных ограничений на переменные состояния и управ-
ления.

4. Результаты моделирования

Для иллюстрации разработанного метода рассмотрим задачу синтеза сле-
дящей системы для перевернутого математического маятника. За точку от-
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Рис. 2. Схема перевернутого маятника.

счета принято верхнее вертикальное положение x1 = 0, которое является
неустойчивым (см. рис. 2).

Математическая модель с учетом редуцированной динамики двигателя по-
стоянного тока (ДПТ) аналогична (2.20) и имеет третий порядок:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = a21 sinx1 − a22x2 + b2x3 + η(t),

ẋ3 = −a32x2 − a33x3 + b3u,

(4.1)

где aij, bi – положительные конструктивные коэффициенты

a21 = g̃/l, a22 = κ/l, b2 = ka/(m̃l
2),

a32 = c/L, a33 = R/L, b3 = 1/L,
(4.2)

которые не определены и могут изменяться в известных диапазонах. Описа-
ние переменных состояния x = col(x1, x2, x3) системы (4.1), которые подлежат
прямым измерениям, и параметров (4.2) приведено в табл. 1.

В системе (4.1) регулируемой (выходной) переменной является угловое по-
ложение маятника x1(t), для которого ставилась задача отслеживания задан-
ного сигнала g(t) (2.23). Для обеспечения (2.24) применялся разработанный
метод с формированием сигмоидальных локальных связей и синтеза разрыв-

Таблица 1. Описание переменных состояния и параметров объекта управления

Обозначение Описание,
единица измерения

Обозначение Описание,
единица измерения

x1(t) угловое положение маят-
ника, [−π;π] [рад]

l длина маятника, [м]

x2(t) угловая скорость маятни-
ка, [−2; 2] [рад/с]

κ коэффициент вязкого
трения, [H · c/м2]

x3(t) ток якоря ДПТ, [−4; 4] [А] c коэффициент противо-
ЭДС ДПТ, [В · с/рад]

η(t) неконтролируемое возму-
щение, [H · м]

R сопротивление якоря
ДПТ, [Ом]

g̃ = 9,81 ускорение свободного па-
дения, [м/c2]

L индуктивность якоря
ДПТ, [Гн]

m̃ масса маятника, [кг] ka коэффициент пропор-
циональности, [H · м/А]
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Таблица 2. Параметры объекта управления, принятые при моделировании

Диапазон
изменения

Вид или значение

Эксперимент 1 Эксперимент 2 Эксперимент 3 Эксперимент 4

η(t) [−0,5; 0,5]
0,25t, t ∈ [(k − 1)T, kT ),
k = 1, 2, . . . , T = 2

0,5 cos t 0,3 sin t

g(t)
[−0,5; 0,5]

|ġ(t)| ≤ 0,5
0,2 sin t 0,5| sin t| 0,25 sin 2t

m̃ [0,18; 0,25] 0,18 0,25 0,07 |cos(t/2)|+ 0,18

l [0,2; 0,3] 0,2 0,3 0,25 0,23

κ [2; 4] 2 4 3 3,8

c [0,27; 0,33] 0,27 0,33 0,3 0,28

R [4,15; 4,2] 4,15 4,2 4,18 4,1

L [0,012; 0,013] 0,012 0,013 0,013 0,012

ka [1,68; 1,75] 1,68 1,75 1,7 1,69

ного управления, аналогично (3.1), (3.6) соответственно, где n = 3, u – напря-
жение питания якорной цепи ДПТ, [B].

В табл. 2 приведены рассматриваемые диапазоны изменения внешних воз-
действий, параметров объекта, а также конкретные функции и значения, при-
нятые при моделировании.

По данным табл. 2 были рассчитаны допустимые диапазоны для коэффи-
циентов (4.2):

a21 ∈ [32,70; 49,05], a22 ∈ [6,67; 20], b2 ∈ [74,67; 243,06],

a32 ∈ [20,76; 27,5], a33 ∈ [319,23; 350], b3 ∈ [76,92; 83,34].

На их основе, а также с учетом заданных (завышенных, см. замечание 5)
показателей (2.24)

∆1 = 0,1 [рад], t1 = 5 [с](4.3)

и принятых E1 = 2,05 (Π.11), ∆2 = 0,64, ∆3 = 0,05 (Π.1) для худшего расчет-
ного случая на основе неравенств (Π.2), (Π.16), (Π.21), (Π.22) были выбраны
следующие коэффициенты обратной связи:

m1 = 1,96, k1 = 22; m2 = 3,54, k2 = 3,44; m3 = 190.(4.4)

Моделирование проводилось в среде MATLAB-Simulink, для численного
интегрирования системы (4.1) использовался метод Эйлера с постоянным
шагом 10−5. Как показано в табл. 2, в первых двух экспериментах были при-
няты граничные значения параметров объекта из допустимых диапазонов
(в первом — наименьшие, во втором — наибольшие). В третьем и четвертом
экспериментах масса маятника полагалась переменной негладкой величиной,
задающее воздействие — негладким (в третьем) и гладким (в четвертом),
параметры приняты в виде промежуточных значений из допустимых диа-
пазонов. Все четыре эксперимента проводились при одинаковых коэффици-
ентах обратной связи (4.4) и одинаковых начальных условиях x1(0) = π/3,
x2(0) = 0,64, x3(0) = 0,5.
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Рис. 3. Графики g(t), x1(t) (эксперимент 1).
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Рис. 4. График e1(t) (эксперимент 2).

На рис. 3 для эксперимента 1 представлены графики задающего воздей-
ствия g(t) и регулируемой переменной x1(t), ее поведение во втором экспери-
менте практически не отличается от показанного на рис. 3. На рис. 4 пред-
ставлен график ошибки слежения e1(t) = x1(t)− g(t) [рад] для эксперимен-
та 2. На рис. 5–6 для экспериментов 3 и 4 приведены графики задающего
воздействия g(t) и регулируемой переменной x1(t) (снизу), а также ошибки
слежения e1(t) = x1(t)− g(t) [рад] (сверху).

В табл. 3 для всех экспериментов представлены показатели регулирования
ошибки слежения e1(t): время регулирования t∗: |e1(t)| ≤ 0,1, t ≥ t∗; величина
перерегулирования e1,max ≥ |e1(t)|, t ≥ 0; точность δ1 ≥ |e1(t)|, достигаемая
при t ≥ 5 [c].

Таким образом, из рис. 3–6 и табл. 3 следует, что цель управления дости-
гается во всех случаях, все показатели не превышают заданных значений.
Следует отметить, что в силу выбора параметров регулятора из достаточных
условий, радиусы областей сходимости ошибок слежения в установившемся
режиме оказались примерно в 4–10 раз меньше заданного, а время регулиро-
вания — в 10–12 раз меньше заданного (4.3).

Конечно, высокоточные системы слежения потребуют индивидуальной на-
стройки каждого рабочего режима в условиях полной определенности пара-
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Рис. 5. Графики g(t), x1(t), e1(t) = x1(t)− g(t) (эксперимент 3).
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Рис. 6. Графики g(t), x1(t), e1(t) = x1(t)− g(t) (эксперимент 4).

метров объекта управления и внешних воздействий. Для системы (4.1), функ-
ционирующей в условиях неопределенности, можно обеспечить лучшие, чем
указанные в табл. 3, показатели регулирования путем увеличения коэффи-
циентов обратной связи (4.4). Предельные значения зависят от проектных
ограничений на переменные состояния и управления конкретного объекта
управления.

Таблица 3. Значения показателей качества регулирования

Показатель Требования
(не более)

Эксперимент
1

Эксперимент
2

Эксперимент
3

Эксперимент
4

t∗, c 5 0,4532 0,4714 0,4067 0,4138

e1,max, рад 2,05 1,0474 1,0477 1,0473 1,0472

δ1, рад 0,1 0,0093 0,0096 0,0242 0,0240

5. Заключение

Предложен метод синтеза сигмоидальных обратных связей, который прин-
ципиально отличается от способа использования сигмоидов в задачах нейро-
сетевого обучения. Цель исследований заключалась в синтезе системы сле-
жения для нелинейного объекта одноканального управления при воздействии
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параметрических и внешних возмущений без предположений об их гладкости,
о которых известны только границы диапазонов их изменения. Поставленная
цель была достигнута за счет распространения блочного подхода на форми-
рование нелинейных, всюду ограниченных сигмоидальных локальных связей,
обеспечивающих ε-инвариантность по отношению к возмущениям, не согла-
сованным с истинным управлением. Результаты моделирования подтвердили
эффективность разработанных алгоритмов.

Представленный материал является установочным для дальнейшего прак-
тикоориентированного решения задачи слежения с учетом проектных огра-
ничений на переменные состояния и управление. Эта проблема, а также рас-
пространение данного метода на многоканальные системы, представимые в
блочной форме управляемости с блоками разной размерности, составит пред-
мет дальнейших исследований авторов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. Согласно идеологии блочного подхода в
замкнутой системе (3.4) нужно обеспечить следующую последовательность
сходимости невязок:

|en(t)| ≤ ∆n (t ≥ tn > 0) ⇒ |en−1(t)| ≤
≤ ∆n−1 (t ≥ tn−1 > tn) ⇒ . . .⇒ |e1(t)| ≤ ∆1 (t ≥ t1 > t2),

(Π.1)

где ∆1 > 0, t1 > 0 заданы (2.24), ∆i > 0, i = 2, n назначаются произвольно,
зависимости ti от начальных значений невязок и принятых ∆i > 0 устанав-
ливаются в процессе доказательства.

Из леммы следует существование k̄i > 0, i = 1, n таких, что для лю-
бых ki ≥ k̄i, i = 1, n гарантируются желаемые радиусы ∆i > 0, i = 1, n (Π.1)
окрестностей нуля, в которые невязки сойдутся в указанные моменты време-
ни (Π.1). С учетом (2.13) аналогично (2.17) зафиксируем значения больших
коэффициентов ki на основе неравенств:

k∗i ≥ k̄i = 2,2/∆i, i = 1, n.(Π.2)

Сходимость невязок в установленные области за указанное время (Π.1) обес-
печивается с помощью выбора mi, i = 1, n.

Стабилизация системы (3.4) осуществляется “снизу вверх” (Π.1). Доста-
точные условия для выбора амплитуд, аналогичные (2.18), справедливы при
выполнении указанных условий:

0,8b1,minm1 > F1 +G1 + b1,min∆2, |e2| ≤ ∆2;

0,8bi,minmi > Fi + |Λi−1|+ bi,min∆i+1, |ei+1| ≤ ∆i+1, i = 2, n − 1;

0,8bn,minmn > Fn + |Λn−1| .
(Π.3)

Выполнение (Π.2)–(Π.3) обеспечивает последовательную стабилизацию
невязок с заданной точностью без учета времени сходимости, которое за-
висит от начальных условий. В частном случае |ei(0)| ≤ ∆i, i = 1, n выполне-
ние (Π.2)–(Π.3) обеспечит |ei(t)| ≤ ∆i, i = 1, n при t ≥ 0, т.е. цель управления
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(2.24) достигается. Заметим, что если |ei(0)| ≤ ∆i, i = n, j + 1, |ej(0)| > ∆j, то
переходный процесс невязки ej(t) будет монотонным; в частности, при j = 1
у ошибки слежения e1(t) переходный процесс будет без перерегулирования.

В общем случае |ei(0)| > ∆i, i = 1, n в рамках данных построений моно-
тонный переходный процесс гарантируется только для en(t). Пока перемен-
ные нижних блоков системы (3.4) не достигнут установленных окрестностей
нуля (Π.1), переменные верхних блоков растут по модулю и достигают мак-
симального значения не позже, чем в следующие моменты времени:

|en(t)| ≤ |en(0)| = en,max,

|ei(t)| ≤ |ei(ti+1)| = ei,max, i = n− 1, 1, t ≥ 0.
(Π.4)

В силу построений (3.2) оценим начальные значения невязок:

|e1(0)| ≤ |x1(0)| + |g(0)| ,
|ei(0)| ≤ |xi(0)| +mi−1σ(ki−1 |ei−1(0)|) ≤ |xi(0)|+mi−1, i = 2, n.

(Π.5)

Принимая во внимание (3.4), (Π.3), (Π.5) и учитывая, что собственные дви-
жения в замкнутой системе (3.4) устойчивые, составим оценки максимальных
значений (Π.4):

e1,max = |e1(0)| + b1,max(e2,max −∆2)t2;

ei,max = |xi(0)| +mi−1 + bi,max(ei+1,max −∆i+1)ti+1, i = 2, n − 1;

en,max = |xn(0)| +mn−1.

(Π.6)

Для обеспечения заданного времени сходимости требуется увеличить ниж-
ние границы для выбора амплитуд (Π.3). Предварительно дадим оценки про-
изводных фиктивных управлений (3.5). Они отличаются на разных интер-
валах и зависят от соответствующих оценок производных сигма-функций и
производных соответствующих невязок (3.4). Для производных невязок ei(t),
i = 1, n − 1 с учетом (Π.3) справедливы оценки:

t ∈ [0; t2) : |ė1(t)| ≤
≤ F1 +G1 + b1,max∆2︸ ︷︷ ︸

<0,8b1,minm1

+b1,max(e2,max −∆2) + b1,maxm1 <

< 2b1,maxm1 + b1,max(e2,max −∆2),

t ≥ t2 : |ė1(t)| ≤ F1 +G1 + b1,max∆2 + b1,maxm1 < 2b1,maxm1;

t ∈ [0; ti+1) : |ėi(t)| =
= Fi + |Λi−1|+ bi,max∆i+1︸ ︷︷ ︸

<0,8bi,minmi

+bi,max(ei+1,max −∆i+1) + bi,maxmi <

< 2bi,maxmi + bi,max(ei+1max −∆i),

t ≥ ti+1 : |ėi(t)| = Fi + |Λi−1|+ bi,max∆i+1 + bi,maxmi <

< 2bi,maxmi, i = 2, n − 1.

(Π.7)
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Для производной сигма-функции в силу (2.14) на указанных интервалах
имеем:

|ei(t)|> c̄/ki, t ∈ [0; ti) : 0 < 0,5ki(1− σ2(kiei)) < 0,18ki,

|ei(t)| ≤ c̄/ki, t≥ ti : 0,18ki ≤ 0,5ki(1−σ2(kiei))≤ 0,5ki, i= 1, n− 1.
(Π.8)

Объединяя (Π.7)–(Π.8), получим оценки производных фиктивных управле-
ний (3.5) на указанных интервалах:

|Λi| = mi
ki(1− σ2(kiei))

2
|ėi| ≤

≤




0,36kim
2
i bi,max + 0,18kimibi,max(ei+1,max −∆i+1), t ∈ [0; ti+1);

0,36kim
2
i bi,max, t ∈ [ti+1; ti);

kim
2
i bi,max, t ≥ ti; i = 1, n − 1.

Для того чтобы единообразно принять в качестве оценки

|Λi| ≤ kim
2
i bi,max, t ≥ 0; i = 1, n− 1,(Π.9)

нужно обеспечить

0,18kimibi,max(ei+1,max −∆i+1) ≤ 0,64kim
2
i bi,max ⇒ ei+1,max −∆i+1 ≤ 3,5mi,

i = 1, n − 1.

С этой целью введем ограничения на пиковые значений невязок, несколько
снизив предельные оценки для удобства расчетов:

ei,max ≤ 3mi−1 +∆i, i = 2, n.(Π.10)

Для единообразия введем ограничение для перерегулирования по ошибке
слежения:

|e1(0)| < e1,max ≤ E1.(Π.11)

В частном случае |e1(0)|<∆1 выполнение e1,max ≤E1 =∆1 обеспечит |e1(t)| ≤
≤ ∆1, t ≥ 0.

С учетом (Π.10)–(Π.11) неравенства (Π.6) примут вид

e1,max = |e1(0)| + 3b1,maxm1t2 ≤ E1;

ei,max = |xi(0)| +mi−1 + 3bi,maxmiti+1 ≤ 3mi−1 +∆i, i = 2, n − 1;

en,max = |xn(0)|+mn−1 ≤ 3mn−1 +∆n,

(Π.12)

откуда следуют дополнительные условия, которые надо учитывать при вы-
боре ti, i = n, 2 (0 < tn < tn−1 < . . . < t2 < t1) и амплитуд фиктивных управ-
лений:

0 < m1 ≤
E1 − |e1(0)|
3b1,maxt2

, 0 < mi ≤
2mi−1 +∆i − |xi(0)|

3bi,maxti+1
, i = 2, n− 1;

(Π.13)

mi >
|xi+1(0)| −∆i+1

2
, i = 1, n− 1.(Π.14)
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Заметим, что по построениям (Π.3) mi−1 > ∆i, i = 2, n, при этом ∆i > 0
могут быть приняты как меньше, так и больше величин |xi(0)|, требования
малости к ним не предъявляются. Для упрощения расчетов можно изначаль-
но зафиксировать ∆i = |xi(0)|, i = 2, n, что снимает необходимость проверки
выполнения условий (Π.14).

В общем случае ∆i < |xi(0)|, i = 2, n неравенства нижней границы выбора
амплитуд mi, i = 1, n − 1 будут содержать две базовые компоненты. С помо-
щью первой компоненты mi1, а также mn аналогично (2.19) обеспечивает-
ся сходимость невязок e1(t), e2(t), . . . , en(t) на интервалах [t2; t1], [t3; t2], . . . ,
[0; tn] соответственно из пиковых значений (Π.6), (Π.12) в заданные области
(Π.1) за заданное время (2.24); а с помощью второй mi2 — ограничения (Π.14).
При этом в отличие от амплитуды истинного управления mn, которая выби-
рается только на основе нижней оценки, для выбора амплитуд фиктивных
управлений имеются ограничения сверху (Π.13).

Формализуем пошаговую процедуру последовательного “сверху вниз” вы-
бора амплитуд сигмоидальных управлений и допустимых моментов време-
ни ti, i = 2, n при заданных ∆1, t1, назначенных E1 (Π.11), ∆i > 0, i = 2, n и
принятых на их основе k∗i , i = 1, n (Π.2). В процессе процедуры допускается
варьирование свободных параметров.

Ш аг 1. С учетом (Π.12) первое неравенство (Π.3) примет вид:

0,8b1,minm1 ≥
|e1(0)|+ 3b1,maxm1t2 −∆1

t1 − t2
+ F1 +G1 + b1,min∆2 ⇒

⇒ m11 ≥
|e1(0)| −∆1 + (F1 +G1 + b1,min∆2)(t1 − t2)

0,8b1,mint1 − (0,8b1,min + 3b1,max)t2
,

откуда следует ограничение на выбор 0 < t2 < t1:

0,8b1,mint1 − (0,8b1,min + 3b1,max)t2 > 0 ⇒ t2 < 0,2
b1,min

b1,max
t1.(Π.15)

Выбираем t∗2 > 0 на основе (Π.15) и подставляем его в двойное неравенство

max{m11;m12} < m̄1 < ¯̄m1,(Π.16)

где

m11 =
|e1(0)| −∆1 + (F1 +G1 + b1,min∆2)(t1 − t∗2)

0,8b1,mint1 − (0,8b1,min + 3b1,max)t∗2
,

m12 =
|x2(0)| −∆2

2
, ¯̄m1 =

E1 − |e1(0)|
3b1,maxt∗2

.

(Π.17)

Если (Π.16) выполняется, то тогда фиксируем t∗2, m
∗
1 ∈ (m̄1; ¯̄m1] и переходим

на второй шаг. При невыполнении (Π.3) следует варьировать произвольные
параметры. Это можно сделать двумя способами.

Первый способ . Если требуется обеспечить принятое E1 (Π.11), то то-
гда варьируем ∆2 и/или t2. Если при изначально принятом 0 < t∗2 <
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< 0,2b1,mint1/b1,max имеет место m12 > m11 (Π.17), то путем увеличения ∆2

(вплоть до ∆2 = |x2(0)|) нужно обеспечить m11 > m12. Если при новом ∆∗
2

неравенство (Π.16) не выполняется или изначально m11 > m12, то тогда сни-
жаем t∗2. Критическое значение t̄2 > 0 : m11(t̄2) = ¯̄m1(t̄2) существует и равно

t̄2 =

√
p212 − 4p11p13 − p12

2p11
,

где

p11 = −3b1,max(F1 +G1 + b1,min∆2),

p12 = 0,8b1,min (E1 − |e1(0)|) + 3b1,max(E1 −∆1 + (F1 +G1 + b1,min∆2)t1),

p13 = −0,8b1,min (E1 − |e1(0)|) t1.

Из предельного соотношения

lim
t2→+0

m11(t2) =
|e1(0)| −∆1 + (F1 +G1 + b1,min∆2)t1

0,8b1,mint1
=

= const < lim
t2→+0

E1 − |e1(0)|
3b1,maxt2

= +∞
(Π.18)

следует, что ¯̄m1 можно сделать сколь угодно большим и при любом t∗2 > 0 :
0 < t∗2 < t̄2 неравенство (Π.16) будет выполнено.

Таким образом, путем снижения t2 можно обеспечить любое, достаточ-
но малое перерегулирование по ошибке слежения (Π.11). Однако это может
привести к существенному росту нижних границ для выбора амплитуд в сле-
дующих блоках.

Второй способ . Если отказаться от принятого E1 (Π.11) и увеличить его
значение:

E1 > Ē = |e1(0)| + 3b1,maxm
∗
1t

∗
2,

где Ē – минимально возможное перерегулирование ошибки слежения при
изначально принятом 0 < t∗2 < 0,2b1,mint1/b1,max, то тогда можно произвольно
увеличить верхнюю границу ¯̄m1 для выбора амплитуды (Π.16).

Допустимые значения t∗2, m
∗
1, ∆∗

2 и k∗2(∆
∗
2) фиксируются, переходим на

второй шаг.

Ш аг i (i = 2, n− 1). Соответствующее номеру шага неравенство (Π.1), а
именно |ei(t)| ≤ ∆i (t ≥ ti > ti+1), обеспечивается путем выбора mi. С учетом
(Π.9), (Π.12) i-е неравенство (Π.3) примет вид

0,8bi,minmi ≥
|xi(0)|+m∗

i−1 + 3bi,maxmiti+1 −∆∗
i

t∗i − ti+1
+(Π.19)

+ Fi + k∗i−1(m
∗
i−1)

2bi−1,max + bi,min∆i+1 ⇒

mi1 ≥
|xi(0)|+m∗

i−1−∆∗
i +(Fi+k

∗
i−1(m

∗
i−1)

2bi−1,max+ bi,min∆i+1)(t
∗
i − ti+1)

0,8bi,mint∗i − (0,8bi,min + 3bi,max)ti+1
,
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откуда следует ограничение на выбор 0 < ti+1 < t∗i , аналогичное (Π.15):

0,8bi,mint
∗
i − (0,8bi,min + 3bi,max)ti+1 > 0 ⇒ ti+1 < 0,2

bi,min

bi,max
t∗i .(Π.20)

Выбираем t∗i+1 > 0 на основе (Π.20) и подставляем его в двойное неравен-
ство

max{mi1; mi2} < m̄i < ¯̄mi,(Π.21)

где mi1(t
∗
i+1) (Π.19),

mi2 =
|xi+1(0)| −∆i+1

2
, ¯̄mi =

2m∗
i−1 +∆∗

i − |xi(0)|
3bi,maxt∗i+1

.

Если (Π.21) выполняется, то тогда фиксируем t∗i+1, m
∗
i ∈ (m̄i; ¯̄mi] и пе-

реходим на следующий шаг. При невыполнении (Π.21) следует варьиро-
вать произвольные параметры ∆i+1 и/или ti+1. Если изначально mi2 > mi1,
то путем увеличения ∆i+1 (вплоть до ∆i+1 = |xi+1(0)|) нужно обеспе-
чить mi1 > mi2. Если при новом ∆∗

i+1 неравенство (Π.21) не выполняется
или изначально mi1 > mi2, то тогда снижаем t∗i+1. Критическое значение
t̄i+1 > 0 : mi1(t̄i+1) = ¯̄mi(t̄i+1) существует и равно

t̄i+1 =

√
p2i2 − 4pi1pi3 − pi2

2pi1
,

где

pi1 =− 3bi,max

(
Fi + k∗i−1(m

∗
i−1)

2bi−1,max + bi,min∆i+1

)
,

pi2 = 3bi,max

(
3m∗

i−1 + (Fi + k∗i−1(m
∗
i−1)

2bi−1,max + bi,min∆i+1)t
∗
i

)
+

+ 0,8bi,min

(
2m∗

i−1 +∆∗
i − |xi(0)|

)
,

pi3 =− 0,8bi,min

(
2m∗

i−1 +∆∗
i − |xi(0)|

)
t∗i , i = 2, n − 1.

Из предельного соотношения, аналогичного (Π.18), а именно

lim
ti+1→+0

mi1(ti+1) =

=
|xi(0)| +m∗

i−1 −∆∗
i + (Fi + k∗i−1(m

∗
i−1)

2bi−1,max + bi,min∆i+1)t
∗
i

0,8bi,mint∗i
= const <

< lim
ti+1→+0

2m∗
i−1 +∆∗

i − |xi(0)|
3bi,maxti+1

= +∞,

следует, что при любом t∗i+1 > 0 : 0 < t∗i+1 < t̄i+1 неравенство (Π.3) будет вы-
полнено.

Заметим, что на i-м шаге (в отличие от первого) обеспечить выполнение
(Π.21) можно только указанным способом. Увеличение верхней границы ¯̄mi
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путем увеличения m∗
i−1 приведет также к росту нижней границы m̄i(mi1),

причем более быстрыми темпами.

Допустимые значения t∗i+1,m
∗
i , ∆

∗
i+1 и k∗i+1(∆

∗
i+1) фиксируются, переходим

на следующий шаг.

Ш аг n (последний). С учетом (Π.9), (Π.12) третье неравенство (Π.3) при-
мет вид, аналогичный (2.19):

mn ≥ m̄n =
1,25

bn,min

( |xn(0)|+m∗
n−1−∆∗

n

t∗n
+Fn+k

∗
n−1(m

∗
n−1)

2bn−1,max

)
.(Π.22)

На основе (Π.22) фиксируем m∗
n. Процедура настройки амплитуд законче-

на.

Таким образом, существуют такие k̄i > 0, i = 1, n (Π.2), 0 < m̄i < ¯̄mi, i =
= 1, n − 1 (Π.16)–(Π.17), (Π.21) и m̄n > 0 (Π.22), что для любых ki ≥ k̄i,
mi : m̄i < mi ≤ ¯̄mi, ∀mn ≥ m̄n в замкнутой системе (3.4) переменные по-
следовательно сходятся в указанные области за указанное время (Π.1), что и
обеспечивает цель управления (2.24). Теорема доказана.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ЦИКЛА В СВЯЗАННОЙ
МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ1

Исследуются механические системы, каждая из которых в отсутствие
связи допускает семейство периодических движений. Доказывается, что
необходимым условием существования цикла в связанной системе явля-
ется невырожденность периодических движений в подсистемах; исключе-
ние быть может в одной подсистеме. Находятся структура и конкретный
вид связующего управления, решаются задачи существования, устойчи-
вости и естественной стабилизации колебания. Показывается, что в цикле
происходит синхронизация колебаний механических систем по частоте и
фазе. В статье развивается идея стабилизации колебания связанной си-
стемы путем выбора подходящей связи-управления между подсистемами.

Ключевые слова: механическая система, связующее управление, колеба-
ние, цикл, стабилизация.
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1. Введение

Для решения задачи стабилизации колебания модели, содержащей связан-
ные подсистемы (МССП), в [1] предлагается выбирать связи, обеспечиваю-
щие одновременно существование, устойчивость и саму стабилизацию. Тогда
связь действует как управление, а задача стабилизации колебания решается
естественным образом, т.е. без привлечения иных управлений.

В рамках механической системы, подверженной действию позиционных
сил, периодическое движение (одночастотное колебание) не может быть
асимптотически устойчивым. Поэтому для стабилизации необходимо привле-
кать управление, нарушающее симметрию фазового портрета системы. Та-
ким управлением для равновесия служит диссипация Релея. В уравнении
Ван дер Поля используется нелинейная диссипация, которая линейна по ско-
рости и приложена в текущей точке траектории. Здесь действие на линейный
осциллятор управления с малым коэффициентом ε регулятора приводит к
орбитально асимптотически устойчивому циклу. Физически управление реа-
лизуется посредством анодного тока в триоде, который не зависит явно от
времени. Поэтому замкнутая система остается автономной и допускает цикл.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 19-01-00146).
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В уравнении Ван дер Поля в терминах МССП связь замыкает систему на
себя: конструируется управлямаемая система с обратной связью. Такой под-
ход к управляемой механичекой системе оказался продуктивным для произ-
вольной механической системы [2, 3]. Возникает вопрос о перенесении подхода
Ван дер Поля на связанную систему.

Связанные системы исследуются в различных областях знаний. Классиче-
ским примером в механике является симпатический маятник Зоммерфельда.
Синхронизация находит примение в механических и электрических устрой-
ствах. Некоторые примеры, показыващие разнообразие постановок задач и
исследуемых динамических свойств в связанных системах, даются в [4–14].
В этой статье приоритетными являются вопросы агрегирования консерва-
тивных систем в связанную систему с притягивающим циклом и управление
посредством связей в сложной системе. Способы агрегирования сложной си-
стемы методом Ляпунова приводятся в [15].

Идея [1] о связях-управлениях развивается в статье для слабо связан-
ных механических систем с одной степенью свободы. Предполагается, что
в каждой из них в отсутствие связи существует семейство периодических
движений. Устанавливается, что необходимым условием существования цик-
ла в связанной системе является невырожденность семейства в подсистемах;
исключение может быть в одной подсистеме. Находятся структура и конкрет-
ный вид связующего управления, решаются задачи существования, устойчи-
вости и естественной стабилизации колебания связанной системы. Показыва-
ется, что в цикле происходит синхронизация колебаний механических систем
по частоте и фазе.

2. Связанные механические системы

Рассматриваются слабо связанные механические системы

ẍs + fs(xs) = εus(x, ẋ), s = 1, . . . , n, x = (x1, . . . , xn),(1)

где параметр ε можно интерпретировать как коэффициент усиления регу-
лятора. При ε > 0 получается связанная система, в которой наличие мало-
го ненулевого параметра ε может приводить к качественным изменениям в
поведении механических систем. Функции εus(x, ẋ) действуют как связи–
управления. Они замыкают систему на себя: связанная система (1) стано-
вится замкнутой системой.

В случае ε = 0 система (1) распадается на независимые консервативные
системы с интегралами энергии

Es ≡
ẋ2s
2

+

∫
f(xs)dxs = hs (const), s = 1, . . . , n.

Фазовый портрет каждой системы симметричен относительно оси абсцисс;
колебания пересекают эту ось в двух различных точках и представляют собой
симметричные периодические движения (СПД).
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Предполагается, что каждая из систем допускает семейство СПД; решения
содержат два параметра hs и γs и обозначаются как

xs = ϕs(hs, t+ γs), s = 1, . . . , n.

Нулевому значению сдвига γs начальной точки по времени отвечает в каждой
системе четная функция xs = ϕs(hs, t).

Семейство СПД бывает двух типов в зависимости от того, как ведет себя
период с изменением энергии. Так, колебания линейного осциллятора име-
ют один и тот же период. В другом примере период колебаний математиче-
ского маятника монотонно зависит от начального отклонения маятника от
вертикали. Чтобы различать эти типы семейств СПД, будем пользоваться
следующим определением для системы с одной степенью свободы.

Опр е д е л е н и е 1. Семейство СПД по параметру h называется невы-

рожденным, если на нем производная от периода T (h) по постоянной энер-

гии h отлична от нуля. СПД невырожденного семейства называется невы-

рожденным.

Вырожденное семейство СПД описывается формулой

xs = As cosωs(t+ γs),

где As — амплитуда колебания, ωs — частота.

Для связанной автономной системы сдвиг будет единым для всех подси-
стем. Без ограничения общности полагается, что траектории в подсистемах
пересекают оси абцисс в момент времени t = 0. Тогда γs = γ, s = 1, . . . , n.

Рассмотрим систему (1) при малых ε 6= 0 и запишем условие существо-
вания T ∗-периодического решения в первом по ε приближении. Получится
амплитудное, или бифуркационное, уравнение

I ≡
T ∗∫

0

n∑

s=1

us(ϕ1(h1, t), . . . , ϕn(hn, t), ϕ̇1(h1, t), . . . , ϕ̇n(hn, t))ψsdt = 0,(2)

где ψs — решение сопряженной линейной системы; для консервативной си-
стемы с одной степенью свободы ψs = ẋs [1].

Выполнение условия (2) приводит к продолжению в первом по ε приближе-
нии T ∗-периодического решения, которым обладала система при ε = 0. Най-
дем необходимые условия выполнения равенства (2) по частотам в случае
двух систем. Для линейных осцилляторов выполнение (2) возможно только
тогда, когда их частоты равны: ω1 = ω2 = 2π/T ∗. Для механических систем с
невырожденными семействами СПД необходимым условием будут равенства
T ∗ = Ts(hs(h

∗)), s = 1, 2, где в каждой подсистеме Ts = Ts(hs) — зависимость
периода от параметра. Наконец, для механических систем с различными ти-
пами семейств СПД получается: ω1 = 2π/T ∗ — для вырожденного семейства,
T ∗ = T2(h

∗
2) — для невырожденного семейства.
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При действии автономного управления решение в (1) может быть изолиро-
ванным периодическим решением автономной системы, т.е. циклом. Доста-
точное условие существования цикла в слабо связанной системе (1) дается
неравенством (см. [1])

dI(h∗)

dh
6= 0,(3)

гарантирующим простоту корня амплитудного уравнения.

Пусть необходимые условия по частотам для амплитудного уравнения (2)
выполнены. Найдем условия для выполнения неравенства (3) в случае двух
механических систем в (1). Если системы содержат вырожденные семейства
СПД, то уравнение (2) содержит два независимых друг от друга неизвест-
ных A1 и A2, поэтому простой корень в (2) невозможен и (3) не выполняется.
В случае двух невырожденных семейств уравнение (2) составляется относи-
тельно одной неизвестной h и уравнение I(h) = 0 может допускать простой
корень. Наконец, когда рассматриваются семейства различных типов, урав-
нение (2) содержит одну неизвестную A1: простой корень уравнения (2) воз-
можен.

Эти рассуждения распространяются на случай произвольного числа ме-
ханических систем с учетом того, что вырожденное семейство допускается
только в одной системе.

Лемма 1. Цикл в слабо связанной системе (1) существует только в

случае, когда все механические системы, за исключением, быть может, од-

ной системы с вырожденным семейством СПД, содержат невырожденные

семейства СПД.

Пусть ε = 0 и каждая система в (1) допускает невырожденное семейство
СПД. Тогда справедлива следующая лемма 2.

Лемма 2. Если при ε = 0 в системе (1) содержатся только невырож-

денные семейства СПД и (1) допускает периодическое движение, то:

1) движение принадлежит к семейству СПД ;

2) периоды СПД во всех механических системах в (1) возрастают (убы-

вают).

Дока з а т е л ь с т в о. При ε = 0 в (1) получается обратимая механическая
система с фазовым портретом, симметричным относительно неподвижного
множества M = {x, ẋ : ẋ = 0}. Поэтому каждое невырожденное СПД систе-
мы принадлежит семейству (см., например, [16]). Это семейство для системы
с n степенями свободы содержит в качестве составляющих семейства систем
с одной степенью свободы, которые, следовательно, имеют одновременно воз-
растающие (убывающие) периоды на семействах СПД. Лемма 2 доказана.

Семейство СПД системы (1) при ε = 0 обозначается через Σ. СПД содер-
жат два скалярных параметра h и γ и описываются векторной функцией
ϕ(h, t+ γ), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn).
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3. Поиск управления

При доказательстве леммы 2 указывалось, что при ε = 0 системы с одной
степенью свободы в (1) объединяются в обратимую механическую систему с
n степенями свободы, содержащую семейство Σ невырожденных СПД. В слу-
чае, когда управления us(x, ẋ) удовлетворяют условиям

us(x, ẋ) = us(x,−ẋ),(4)

система (1) сохраняет свою принадлежность к классу обратимых механиче-
ских систем при ε > 0 и согласно [16] по-прежнему обладает невырожденным
семейством СПД.

Таким образом, справедлива лемма 3.

Лемма 3. Если управления в (1) удовлетворяют условиям (4), то си-

стема (1) допускает невырожденное семейство СПД, наследующее моно-

тонную зависимость периода СПД в подсистемах.

Условия (4) гарантируют симметрию фазового портрета связанной систе-
мы (1). Поэтому при конструировании цикла в управляемой системе необхо-
димо нарушать данную симметрию. Пример необходимого для этого управ-
ления находится в правой части уравнения Ван дер Поля

ẍ+ x = ε(1− x2)ẋ.

Это управление вполне удовлетворяет условиям (2), (3). При этом отри-
цательность производной (3) гарантирует существование притягивающего
цикла.

Изохронность семейства СПД осциллятора не стала препятствием для
обобщения результата Ван дер Поля на семейство невырожденных колеба-
ний. Результат по существованию орбитально асимптотически устойчивого
цикла переносится в [1] на общий случай консервативной системы с одной
степенью свободы. При этом для одного уравнения стабилизируется колеба-
ние управляемой системы, близкой к неуправляемой системе. Тогда для рас-
сматриваемых здесь n механических систем ставится задача стабилизации
колебания всей связанной системы: при отсутствии связи нет самой связан-
ной системы.

Выбор управления основывается на следующих наблюдениях. Для связан-
ной системы управляющие связи должны быть такими, чтобы в случае одной
подсистемы переходили в управление, найденное в [1]. В уравнении Ван дер
Поля управление представляется диссипацией, действующей в текущей точ-
ке цикла. В связанной системе текущая точка единая для всех подсистем.
Наконец, требуется выполнение амплитудного уравнения.

В результате находятся управления

us =
(
1−K‖x‖2

)
ẋs, ‖x‖2 =

n∑

s=1

x2s,(5)
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где положительное число K гарантирует выполнение амплитудного уравне-
ния. В связанной системе реализуется колебание, рождающееся из колеба-
ния системы (1) при ε = 0, т.е. порождающего решения. Поэтому K(h) будет
функцией параметра h, отвечающего порождающему решению.

Функция K(h) выбирается так, чтобы амплитудное уравнение

T (h∗)∫

0

(
1−K(h∗)‖ϕ(h, t)‖2

)
‖ϕ̇(h, t)‖2dt = 0

имело бы корнем число h = h∗. В результате для T ∗-периодического движе-
ния, T ∗ = T (h∗), находится число K(h∗), которое вычисляется как отношение
интегралов в правой части равенства при h = h∗. Теперь, рассматривая h∗ как
переменную, получим, что

K(h) =

T (h)∫
0

‖ϕ̇(h, t)‖2dt

T (h)∫
0

‖ϕ(h, t)‖2‖ϕ̇(h, t)‖2dt
.

Функция K(h) становится характеристикой семейства СПД связанной си-
стемы, гарантирующей выполнение амплитудного уравнения при всех h∗. По-
этому для СПД с коэффициентом K(h∗) амплитудное уравнение имеет ко-
рень h = h∗.

Применение управлений вида (5) обосновывается в [2, 3].

4. Цикл связанной системы

Для найденного связующего управления (5) амплитудное уравнение (2)
принимает вид

I(h)≡
T ∗∫

0

(
1−K(h∗)‖ϕ(h, t)‖2

)
‖ϕ̇(h, t)‖2dt = 0.(6)

Вычислим

dI(h∗)

dh
= χν,

χ =
dK(h∗)

dh
, ν =

T ∗∫

0

‖ϕ(h∗, t)‖2‖ϕ̇(h∗, t)‖2dt > 0.

(7)

Опр е д е л е н и е 2. Точка, в которой χ = 0, назовается критической

точкой семейства СПД по характеристике K(h).
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С использованием определения 2 формулируется достаточное условие су-
ществования цикла связанной системы.

Те ор ем а 1. Пусть каждая консервативная система с одной степенью

свободы допускает семейство невырожденных СПД, принадлежащее семей-

ству Σ по параметру h несвязанной системы. Тогда при выборе связующих

управлений (5) связанная система в каждой точке, не являющейся крити-

ческой по характеристике K(h), допускает единственный цикл.

Зам е ч а ни е 1. Согласно лемме 2 существование семейства Σ гарантиру-
ется существованием хотя бы одного СПД системы (1) при ε = 0.

Зам е ч а ни е 2. В цикле происходит синхронизация колебаний механиче-
ских систем по частоте и фазе.

Зам е ч а ни е 3. В случае отдельной системы теорема 1 доставляет усло-
вия существования предельного цикла Понтрягина [17].

Теперь обратимся к задаче стабилизации цикла. Система (1), (5) записы-
вается в виде

ẍs + fs(xs) = εΨẋs, Ψ≡ 1−K(h∗)

n∑

j=1

x2j , s = 1, . . . , n.(8)

При этом для s-й системы справедливо дифференциальное равенство

dEs
dt

= εΨẋ2s, s = 1, . . . , n.(9)

Следствием равенств (9) будет закон изменения полной механической энергии
E =

∑n
s=1Es системы из n консервативных систем с одной степенью свободы

dE

dt
= εΨ

n∑

s=1

ẋ2s.(10)

Из (10) при h = h∗ получается амплитудное уравнение:

I(h)≡
T ∗∫

0

E(h, t)dt = 0.(11)

Отсюда с использованием (9) вычисляется приращение ∆E энергии E на
отрезке [0, T ∗]:

∆E = εχν(h− h∗) + o(ε).(12)

Формула (12) справедлива при малых приращениях ∆h = h− h∗. Из нее сле-
дует, что при χ < 0 на каждом временно́м отрезке длиной T ∗ знак прира-
щения энергии противоположен знаку приращения ∆h. Значит, траектория
системы (8) асимптотически приближается к поверхности уровня энергии
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h = h∗, отвечающей циклу. При этом происходит бифуркация одной жорда-
новой клетки с нулевым характеристическим показателем (ХП). В результате
цикл имеет один нулевой ХП, связанный с произвольностью сдвига γ в ре-
шении автономной системы, другой ХП вычисляется по формуле (см. [1])

λ̂h =
ε

T (h∗)

dI(h∗)

dh
+ o(ε).

Законы изменения энергии (9) аналогичны закону (10) изменения энергии
всей системы. Поэтому сравнением равенств (9) и (10) находятся соотношения

ẋ2sdE =
n∑

j=1

ẋ2jdEs, s = 1, . . . , n,(13)

справедливые в точках, где Ψ 6= 0. На цикле функция Ψ(t) будет T ∗-периоди-
ческой и Ψ(t) = 0 в конечном числе точек (двух — для СПД, четырех — для
двоякосимметричного периодического движения). Такая же ситуация будет
для траекторий в окрестности цикла.

Обратимся к точкам окрестности цикла. Из равенств (13) следует, что
изменение энергии Es каждой подсистемы в (8) происходит подобно изме-
нению энергии всей системы. В частности, для приращения ∆Es на отрезке
[0, T (h∗)] справедлив закон, аналогичный закону (12). Поэтому в случае χ < 0
траектория системы (8) по каждой паре переменных (xs, ẋs), будучи в момент
t = 0 в окрестности цикла, при t = T ∗ по-прежнему будет находиться в этой
окрестности, приближаясь за время T ∗ к поверхности h = h∗. Одновременное
во всех парах (xs, ẋs) приближение означает приближение к циклу. Следова-
тельно, применением отображения G : 0 → T ∗ фазового пространства (x, ẋ)
на себя в случае χ < 0 устанавливается орбитальная асимптотическая устой-
чивость цикла.

Таким образом, справедлива следующая теорема 2.

Те ор ем а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и цикл связанной си-

стемы существует. Тогда при выполнении неравенства χ < 0 цикл орби-

тально асимптотически устойчив.

Зам е ч а ни е 4. При действии связующих управлений (5) осуществляется
естественная стабилизация цикла связанной механической системы.

5. Пример

Рассматриваются два идентичных друг другу слабо связанных математи-
ческих маятника. Для одного маятника ϕ̈+ sinϕ = 0 зависимость K(h) при-
водится в [18]: функция K(h) монотонно стремится к нулю. В случае двух ма-
ятников, когда частоты колебаний несвязанных маятников равны друг дру-
гу, характеристикой семейства будет согласно определению функция K(h),
деленная на два. Тогда в связанной системе с управлениями (5) согласно тео-
реме 2 реализуется асимптотически орбитально устойчивый цикл, близкий к
колебаниям маятников как одного целого.
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6. Заключение

Связанные системы интенсивно исследуются в различных областях зна-
ний. Цикл в слабо связанной механической системе возможен, если состав-
ляющие его подсистемы обладают невырожденными семействами СПД за
исключением, быть может, одной системы с вырожденным семейством СПД.
Для решения задачи естественной стабилизации цикла системы подходят свя-
зующие управления типа диссипации Ван дер Поля, действующей в каждой
текущей точке траектории. В режиме цикла происходит синхронизация ко-
лебаний механических систем по частоте и фазе.
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ДЕТЕРМИНИРОВАННОГО ТЕРМИНАЛЬНОГО
УПРАВЛЕНИЯ С ПРЕДИКТИВНЫМ ПРОГНОЗИРОВАНИЕМ

НЕВЯЗОК КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ1

Рассматривается формулировка задачи синтеза терминального управ-
ления с разделением координат состояния объекта на два типа: медленно
меняющиеся координаты, участвующие в краевых условиях, и координа-
ты контура стабилизации. Получено обобщение теоремы о производной
невязок краевых условий. На ее основе производится дискретизация си-
стемы. Выводится критерий наличия возможности приведения получен-
ной системы к линейной путем замены управления. Полученный резуль-
тат используется для построения управления с прогнозирующими моде-
лями. Произведено численное моделирование полученного алгоритма для
задачи вывода центра масс ступени ракеты-носителя на заданную орбиту
на безатмосферном участке.

Ключевые слова: терминальное управление, управление с прогнозирую-
щими моделями, управление тангажом ракеты-носителя.

DOI: 10.31857/S0005231022010056

1. Введение

Задачи терминального управления возникают во многих областях техни-
ки. В ракетодинамике примерами таких задач являются выведение на око-
лоземную орбиту, расходование топлива до его полной выработки из баков,
сближение космических аппаратов и др. В указанных примерах задача управ-
ления заключается в приведении объекта в заданные конечные состояния при
известных начальных условиях. Конечные условия могут определяться в ви-
де значений координат состояния объекта, а также и более сложным образом,
например в виде функций от координат состояния.

Современная концепция терминального управления объектами ра-
кето-космической техники в наиболее полном объеме сформулирована в [1].
Принципиальным элементом способа терминального управления является
прогнозирование конечного состояния объекта в виде заданных краевых усло-
вий.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 20-08-00073 A).
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Принципы методов прогнозирования в области ракетодинамики рассмат-
ривались уже в [2, 3]. Для обзора подхода в области управления линейными
системами, см., например, [4]. Применение современных методов управления
с прогнозирующей моделью к нелинейным системам подробно рассматрива-
ется в [5]. Общая идея метода состоит в том, что задается прогнозирующая
модель объекта, для которой находится оптимальное управление в текущий
и последующие моменты времени. При этом на реализацию идет только те-
кущее управление, а в следующий момент времени процедура оптимизации
повторяется. В публикации [6] для заданного управления в модели прогно-
зирования определяется производная прогнозируемых значений координат
по времени. Методы синтеза алгоритмов управления развивались также в
направлении применения оптимизации в реальном времени [7] и придания
робастности замкнутой системе [8].

В приведенных выше примерах терминальное управление формулируется
как часть общей задачи управления объектом путем выделения в объекте
сравнительно медленно протекающих физических процессов, определяющих
движение к заданной цели. При этом общее управление декомпозируется на
терминальное управление и задачу стабилизации объекта относительно дви-
жения к заданной цели. В качестве примера можно привести стабилизацию
углового положения ракеты-носителя относительно программы угла тангажа
при управлении выведением. Отметим, что управление непосредственно воз-
действует на ту динамическую часть объекта, которая относится к контуру
стабилизации. Синтез терминального управления, как правило, рассматри-
вается независимо от контура стабилизации. При этом координаты объекта,
формируемые на выходе контура стабилизации, принимаются в качестве тер-
минального управления.

В данной статье задача синтеза терминального управления рассматрива-
ется при условии декомпозиции общей задачи с учетом формального опи-
сания динамики объекта в целом, включая контур стабилизации. Суть та-
кого подхода состоит не в том, чтобы учитывать погрешности работы это-
го контура. Целью такого рассмотрения является учет динамики переход-
ных процессов реакции контура стабилизации на управляющее воздействие.
В этом случае идея прогнозирования конечного состояния объекта реализу-
ется для всего динамического тракта системы: от места непосредственного
воздействия управления до значений невязок краевых условий. В результате
может быть получено дифференциальное уравнение, определяющее в явном
виде зависимость невязок от управления.

Полученное дифференциальное уравнение дискретизируется. Для рас-
смотренного уравнения выводится критерий, при котором это уравнение с
точностью до невырожденной замены управления сводится к линейному. Это
используется для обобщения результатов для линейных систем, в частности
для алгоритма терминального управления в случае отсутствия ограничений
на управление. Затем данный алгоритм используется в качестве эвристики
для решения задачи управления с учетом ограничений. Производится числен-
ное моделирование полученных алгоритмов для задачи управления центром
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масс ступени ракеты-носителя на безатмосферном участке путем изменения
программы угла тангажа.

Элементы описанного подхода докладывались на [9] и были отмечены
в [10].

2. Постановка задачи

Рассматривается динамическая система





dx1
dt

= f1(x1(t), x2(t), t),

dx2
dt

= f2(x2(t), u(t), t),

x(t0) = x0,

(1)

где x1 ∈ R
n1 , x2 ∈ R

n2 , x0 ∈ X0 ⊂ R
n1+n2 , u ∈ U ⊂ R

m, t ∈ [t0, T ], u — управ-
ление, значения которого принадлежат множеству U.

Здесь предполагается, что решение (1) для любых начальных условий су-
ществует и единственно (например, при выполнении условий одной из соот-
ветствующих теорем в [11, гл. 1]). Это же предположение используется для
всех рассматриваемых в статье систем и не будет в дальнейшем оговаривать-
ся отдельно.

Ставится задача терминального управления — перевода системы в состоя-
ние x, удовлетворяющее краевым (граничным) условиям ψ в момент време-
ни T :

ψ(x1) : ψj(xj(T )) = 0, j ∈ L⊂ 1, l,

l — число краевых условий. Предполагается, что краевые условия наклады-
ваются только на координаты x1, а граничные условия представляют собой
вектор условий для отдельных x1j . Функция ψ предполагается дифференци-
руемой.

Момент времени T > t0 либо является фиксированным, либо определяется
первым моментом выполнения p-го краевого условия ψp(x1p) = 0.

Координаты x2 объекта формируются на выходе стабилизирующего кон-
тура системы управления. В данном случае работа контура рассматрива-
ется только в части переходных процессов реакции на изменение управ-
ляющего воздействия. Предполагается, что переходный процесс завершается
на интервале, существенно меньшем, чем интервал терминального управле-
ния. Ограничением общности является независимость динамики координат
состояния x2 от координат объекта x1.

Задачу синтеза терминального управления объектом (1) будем рассмат-
ривать в классе систем с прогнозирующей моделью. Данный класс систем
рассматривался в [1]. Общий обзор метода представлен, например, в [4, 5].
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3. Теорема о производной прогнозируемой невязки

Рассмотрим динамическую систему общего вида:





dx

dt
= f(x(t), u(t), t),

x(t0) = x0.
(2)

Краевые условия могут накладыватся на все координаты xi.

Опр е д е л е н и е 1. Назовем прогнозирующей моделью для системы (2) в

момент времени t при управлении û(t) систему вида





dx̂

dτ
= f̂(x̂(τ), û(τ), τ),

x̂(t) = x(t).
(3)

Обозначим интеграл системы (3), записанной в момент времени t с на-
чальными условиями x(t) через x̂(τ |t, x(t)). Это обозначение подчеркивает,
что x̂(τ |t, x(t)) зависит от момента прогнозирования и начальных условий
прогноза. В дальнейшем изложении будем писать просто x̂(τ |t), опуская x и
подразумевая, что x̂(t) совпадает с состоянием системы (2) в момент време-
ни t, или просто x̂(τ), опуская t и x̂(t), когда момент прогнозирования t ясен
из контекста.

Опр е д е л е н и е 2. Прогнозируемой невязкой краевых условий (в силу

прогнозирующей модели) будем называть

z(t)≡ ψ(x̂(T |t)),

где момент времени T вычисляется для системы (3) так же, как и для

исходной системы (2), т.е. либо фиксирован, либо определяется первым мо-

ментом выполнения краевого условия ψp.

Зам е ч а ни е 1. В определениях 1 и 2 dim x̂ = dimx. Аналогичные опреде-
ления можно сформулировать для dim x̂ 6= dimx путем выбора координат x̂,
участвующих в начальных/краевых условиях.

Зам е ч а ни е 2. Прогнозируемая невязка краевых условий определена не
всегда, в частности при выбранном û(t) условие ψp(x̂p) = 0 может никогда
не выполняться. В дальнейшем рассматриваются только те прогнозирующие
модели, для которых прогнозируемая невязка краевых условий существует.

Это одно из ограничений области применения рассматриваемых методов —
требуется знать û, для которого прогнозируемая невязка существует.

Справедлива теорема 1.

Те ор ем а 1. Пусть ψ, x̂(T |t), T — дифференцируемы (по x, {x, t} и t
соответсвтенно), тогда

80



(4)
dz(t)

dt
=

∂ψ

∂x̂(T )

[
∂x̂(T )

∂x(t)

(
f(x(t), u(t), t) − f̂(x(t), û(t), t)

)
+

+
dT

dt
f̂(x̂(T ), û(T ), T )

]
.

Доказательство теоремы 1 (и следствий из нее) приведено в Приложении.

Зам е ч а ни е 3. Теорема 1 не является новой. Аналог теоремы 1 исполь-
зовался в [6] для решения задачи нетерминального типа.

Зам е ч а ни е 4. Для доказательства дифференцируемости x̂(T |t) может
использоваться, например, теорема Люстерника, см., например, [12]. В част-

ности, достаточно существования непрерывной сюръективной f̂ ′.

Сл ед с т в и е 1. Пусть верны условия теоремы 1 и T = const, тогда

dz(t)

dt
=

∂ψ

∂x̂(T )

∂x̂(T )

∂x(t)

(
f(x(t), u(t), t) − f̂(x(t), û(t), t)

)
.

Прогнозируемая невязка зависит от разности d
dt (x(t)− x̂(t)), т.е. от ошиб-

ки прогнозирующей модели, вызванной отличием f от f̂ .

Для T, соответствующего ψp(xp(T )) = 0, при выполнении некоторых до-

полнительных условий возможно явно вычислить dT
dt .

Сл ед с т в и е 2. Пусть верны условия теоремы 1, T определяется первым

моментом выполнения ψp(xp(T )) = 0 и дополнительно

fp(x̂(T ), û(T )) 6= 0,
dψp
dxp

(x̂p(T )) 6= 0.

Тогда

dz(t)

dt
=

∂ψ

∂x̂(T )

[
∂x̂(T )

∂x(t)
− C(x̂(T ))

](
f(x(t), u(t), t) − f̂(x(t), û(t), t)

)
,(5)

где

C(x̂(T )) =
f̂(x̂(T ), x̂(T ), T )

f̂p(x̂(T ), x̂(T ), T )

∂x̂p(T )

∂x(t)
.(6)

Зам е ч а ни е 5. Условие зависимости ψp только от xp существенно. Для
других координат x данное требование можно опустить.

Рассмотрим систему (1) с прогнозирующей моделью





dx̂1
dτ

= f1(x̂1(τ), x̂2(τ), τ),

dx̂2
dτ

= 0,

x̂(t) = x(t).

(7)
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Прогнозирующую модель (7) можно рассматривать как движение объекта с
фиксированным значением x2.

После применения теоремы 1 получим

dz(t)

dt
=

∂ψ

∂x̂1(T )

[
∂x̂1(T )

∂x2(t)
f2(x(t), u(t), t) +

dT

dt
f1(x̂1(T ), x̂2(T ), T )

]
.

Для T = const:

dz(t)

dt
=

∂ψ

∂x̂1(T )

∂x̂1(T )

∂x2(t)
f2(x2(t), u(t), t).(8)

Использование декомпозиции (1) и прогнозирующей модели (7) позволяет
получить более простой вид уравнения (4).

4. Дискретизация уравнения для прогнозируемой невязки.
Неограниченное управление при сведении задачи к линейной

Введем обозначение ∂z
∂x2

. Под ∂z
∂x2

будем понимать матрицу, на которую в

выражении для dz
dt домножается f2. В данных обозначениях (8) примет вид

dz

dt
=

∂z

∂x2
(x(t), t)f2(x2(t), u(t)).(9)

Проинтегрируем (9) на малом интервале [t; t+ δt] :

z(t+ δt) = z(t) +

t+δt∫

t

∂z

∂x2
(x(τ), τ)f2(x2(τ), u(τ), τ)dτ =

= z(t) +
∂z

∂x2
(x(t), t)∆x2 + o(δt).

При малых δt переходим к дискретной системе

z(ti+1) = z(ti) +
∂z

∂x2
(x(ti), ti)∆x2(ti).(10)

Рассмотрим случай, когда отсутствуют ограничения на возможные значе-
ния ∆x2. Будем искать решение терминальной задачи:

{∆x2(ti)} : z(tk) = 0.(11)

Запишем (10) для z(tk) :

z(tk) = z(tk−1) +
∂z

∂x2
(x(tk−1), tk−1)∆x2(tk−1).(12)

Пусть Qk−1 — матрица размерности m×n, где n = dim z,m ∈ N. Справед-
лива следующая теорема.
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Те ор ем а 2. Решение задачи

{∆x2(t1),∆x2(t2), . . . ,∆x2(tk−2), Q} :

Qk−1z(tk−1) = 0,

Qk−1
∂z

∂x2
(x(tk−1), tk−1) = 0,

rank






Qk−1
∂z

∂x2

⊺

(x(tk−1), tk−1)




 = dim z,

{∆x2(tk−1)} :
∂z

∂x2

⊺

(x(tk−1), tk−1)z(tk) = 0

(13)

является решением задачи (11). При этом матрицу Qk−1 (если она суще-

ствует) можно выбрать в виде

Qk−1 ≡K(x(tk−1), tk−1) = E − ∂z

∂x2

(
∂z

∂x2

⊺ ∂z

∂x2

)−1 ∂z

∂x2

⊺

,(14)

где

∂z

∂x2
=

∂z

∂x2
(x(tk−1), tk−1).

Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении. Управление ∆x2 при
этом можно выбирать в виде линейной обратной связи:

∆x2(tk−1) = −
(
∂z

∂x2

⊺ ∂z

∂x2

)−1 ∂z

∂x2

⊺

z(tk−1),(15)

z(tk) при данном управлении примет значение

z(tk) =

(
E − ∂z

∂x2

(
∂z

∂x2

⊺ ∂z

∂x2

)−1 ∂z

∂x2

⊺
)

= K(x(tk−1))z(tk−1).(16)

В выражении (16) K — линейный оператор относительно z(tk−1).

Зам е ч а ни е 6. Данные выражения предполагают, что матрица ∂z
∂x2

⊺ ∂z
∂x2

обратима. Если ∂z
∂x2

⊺ ∂z
∂x2

6= 0, то воспользуемся результатами из [13]. Управ-
ление ∆x2 можно выбрать в виде

∆x2(tk−1) = −
l∑

i=1

〈z(tk−1), ei〉
λi

∂z

∂x2

⊺

ei,(17)

K = E −
l∑

i=1

eie
⊺

i ,(18)

где ei — ортонормированные собственные векторы оператора ∂z
∂x2

∂z
∂x2

⊺
, соот-

ветствующие собственным значениям λi > 0. Заметим, что (17) также линей-
но относительно z(tk−1).
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Зам е ч а ни е 7. Полученное управление (17) также является решением
задачи минимизации квадрата невязки z(tk) при фиксированном z(tk−1).

В дальнейшем будем пользоваться записью (16).

В случае ∂z
∂x2

⊺ ∂z
∂x2

= 0 управление не оказывает влияния в момент време-

ни tk−1 и z(tk) = z(tk−1). Их можно исключить из рассмотрения.

Предположим, что

K(x(tj), tj)≡K(tj),(19)

т.е. линейный оператор K зависит только от времени tk−1, а не от всего век-
тора состояния. Обозначим через zk−1

zk−1(t) = K(tk−1)z(t).

Новая невязка zk−1 представляет собой значение z(tk) при управле-
нии (17). Для zk−1 справедливы равенства:

zk−1(tk−1) = K(tk−1)z(tk−1) =

= K(tk−1)

(
z(tk−2) +

∂z

∂x2
(x(tk−2), tk−2)∆x2(tk−2)

)
,

zk−1(tk−1) = zk−1(tk−2) +
∂zk−1

∂x2
(x(tk−2), tk−2)∆x2(tk−2).(20)

Так как (20) имеет вид (12), то для невязки zk−1(tk−1) можно искать реше-
ние задачи, аналогичной (11). В результате найдем zk−2(t). Процедура может
быть продолжена для моментов времени, предшествующих tk−1, если усло-
вие на K продолжает выполняться. Управление при этом находится исходя
из выражений типа (15). Заметим, что в будущие моменты времени управ-
ление будет зависеть от, вообще говоря, неизвестных координат объекта, а в
текущий момент времени зависит только от текущих координат.

Выясним, для каких систем выполняется (19). Ответ на этот вопрос дает
теорема 3.

Те ор ем а 3. Для системы (10) K(x(tk−1), tk−1) = K(tk−1) тогда и

только тогда, когда система невырожденной заменой входов сводится к

линейной:

∃Ptk−1
(x, y) ∀x, xs :

∂z

∂x2
(x, tk−1) =

∂z

∂x2
(xs, tk−1)Ptk−1

(xs, x),

где матрицы Ptk−1
(x, y) ∈ R

dim∆x2×dim∆x2 образуют группу:

∀x : Ptk−1
(x, x) = I,

∀x, y : Ptk−1
(x, y)Ptk−1

(y, x) = I,

∀x, y, z : Ptk−1
(y, x)Ptk−1

(z, y) = Ptk−1
(z, x).
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Заменой ∆x′2(tk−1) = Ptk−1
(xs, x(tk−1))∆x2(tk−1) уравнение (10) будет приве-

дено к линейному виду

z(tk) = z(tk−1) +
∂z

∂x2
(xs, tk−1)∆x

′
2(tk−1).

Доказательство теоремы 3 приведено в Приложении. Замены данного типа
производятся для всех будущих и текущего моментов времени.

Для определения управления можно применять рекуррентные выражения
для K и z :

z(tk) = zj−1(tj−1) = K(tj−1)z(tj−1) ∀j ∈ 2, k,(21)




K(tk) = E,

K(tj−1) =

(
E −K(tj)

∂z

∂x2

(
∂z

∂x2

⊺

K(tj)
∂z

∂x2

)−1 ∂z

∂x2

⊺

K(tj)

)
K(tj),

(22)

где

∂z

∂x2
=

∂z

∂x2
(xs, tj).

Эти выражения проверяются непосредственно. В них учтено, что оператор K
есть симметричный ортогональный проектор. Следовательно, в явном виде
замену входов P можно не находить.

Из того что управления находятся из условий

∂z

∂x2

⊺

(xs, ti)K(ti)zi(ti) =
∂z

∂x2

⊺

(xs, ti)z(tk) = 0 ∀i ∈ p, k − 1,

имеет следствие 3.

Сл ед с т в и е 3. Управляемость системы (10) на интервале tk−p, . . . ,
tk−1 в случае удовлетворения системой условия (19) в моменты времени

tk−p+1, . . . , tk эквивалентна полноте ранга матрицы

[
∂z

∂x2
(xs, tk)

∂z

∂x2
(xs, tk−1) . . .

∂z

∂x2
(xs, tk−p)

]

для произвольных xs. Управление, решающее терминальную задачу (11), при

этом можно выбирать исходя из (15).

Обобщением результата публикации [14] служит теорема 4.

Те ор ем а 4. Пусть управление u в задаче (1) импульсное в моменты tj
без ограничений на размер и направление импульса ∆x2. Пусть выполнено

условие (19), где K определяется рекурсивно по формуле (22).

Тогда существует управление из r 6 dim(z) импульсов, минимизирующее

z⊺(T )z(T ).
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Сл ед с т в и е 4. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда ядро опе-

ратора K(tj) есть управляемое подпространство невязок, если управление

ведется начиная с момента времени tj . Если K(tj) = 0, то система полно-

стью управляема.

Зам е ч а ни е 8. Существенна линейность оператора K. Для ограничен-
ных импульсов аналогично определенный оператор K перестанет быть ли-
нейным.

5. Эвристический алгоритм управления

Воспользуемся теоремой 4 как эвристикой для построения управления с
учетом ограничений. В основу возьмем метод управления с прогнозирующи-
ми моделями.

Запишем выражение типа (10) для z(T ) через текущее и будущее управ-
ление:

z(T ) = z(tc) +
∂z

∂x2
(x(tc), tc)∆x2(tc) +

k∑

i=c+1

∂z

∂x2
(x(ti), ti)∆x2(ti),(23)

где tc есть текущий момент времени в дискретизированной системе. В выра-
жении (23) отдельно выделены члены для текущего и будущих управлений.

Будем приближать сумму в (23) суммой импульсов в моменты времени
{tp}, p ∈ 1, I :

k∑

i=c+1

∂z

∂x2
(x(ti), ti)∆x2(ti)≈

I∑

p=1

∂z

∂x2
(x(tp), tp)∆x2(tp).(24)

Обозначив прогнозируемое будущее изменение невязки через ∆fz, полу-
чим

z(T )−∆fz =
∂z

∂x2
(x(tc), tc)∆x2(tc).(25)

Текущий же импульс можно найти, обрезав полученный импульс.

В следующий момент дискретизации процедуру следует повторить для
нахождения нового управления.

Зам е ч а ни е 9. Важно, чтобы будущие импульсы не могли целиком све-
сти невязку в 0 — иначе текущее управление не будет выбрано.

В данной статье для модельной задачи (26) с управлением по тангажу
было численно промоделировано с одним будущим управлением в момент
времени t1 = (1− α)t+ αT . Коэффициент α был подобран в процессе моде-
лирования.
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6. Модельная задача управления

Упрощенная модель ступени ракеты-носителя на безатмосферном участке
взята из [1, c. 74–75]:





ẍ =
Wβ

m0 +m1 +m2
cos(ν),

ÿ =
Wβ

m0 +m1 +m2
sin(ν)− g,

ṁ = −β,
ν̇ = u,

(26)

где x, y — горизонтальная и вертикальная координаты,
m — масса топлива,
m0 — масса ступени,
β — секундный расход топлива,
W — скорость истечения топлива,
g — ускорение силы притяжения,
ν — угол тангажа.

Координаты x, y и их производные ẋ, ẏ являются координатами x1 в де-
композиции (1), m, ν принадлежат x2.

Управление ограничено:

νmin 6 ν(t) 6 νmax.(27)

Данная система рассматривается при фиксированном моменте времени T
и фиксированном β(t) — случай управления только тангажом через произ-
водную.

Требуется достижение заданной высоты при нулевой вертикальной скоро-
сти:

{
y(T ) = yk,

ẏ(T ) = 0.
(28)

Фиксируем ν, β. Известно [1, c. 304–305], что





x̂(T ) = S cos(ν),

dx̂

dτ
(T ) = L cos(ν),

ŷ(T ) = S sin(ν),

dŷ

dτ
(T ) = L sin(ν),

(29)
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где




tM ≡ T − t,

τf ≡
m+m0

β
,

L≡W ln
τf

τf − tM
,

J ≡ τfL−WtM ,

S ≡ LtM − J,

(30)

τf есть время “полного сгорания” ступени.

Заметим, что согласно (8) достаточно дифференцировать только по на-
чальным условиям, на которые прямо влияет управление.

Матрица частных производных для краевых условий (28) будет иметь вид
[
S(t) cos ν
L(t) cos ν

]
.(31)

Очевидно, что замена управления

∆ν ′ =
∆ν

cos ν

сводит уравнение к линейному.

7. Результаты моделирования

В рамках статьи было произведено численное моделирование системы (26).

Параметры, использованные при моделировании:




t0 = 0, T = 388,

m0 = 24142, m(t0) = 64 930,

vx(t0) = 2905, vy(t0) = 1677,

θ(t0) =
π

6
, θmax speed = 0,01,

β(t) = 167,15,

W = 3537, g = 9,8,

где −θmax speed 6 ν 6 θmax speed.

Частота дискретизации — одна секунда. Считается, что в момент дискре-
тизации все необходимые вычисления производятся мгновенно.

При этом вместо импульсного управления использовалось кусочно-непре-
рывное, постоянное между точками дискретизации. В последние 10 с симу-
ляции управление фиксируется. Это производится, чтобы избежать вырож-
дения управления вследствие приближения обращаемых в алгоритме матриц
к вырожденным.
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Рис. 1. Зависимость высоты от времени полета.
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Рис. 2. Зависимость угла тангажа от времени полета.

Способность предложенного алгоритма обеспечивать подъем на различ-
ные высоты демонстрируется на рис. 1, где изображены траектории подъема
на высоты 200—400 км c шагом 50 км. Соответствующие управления изобра-
жены на рис. 2.

Будущий момент времени один, в каждый момент дискретизации вычис-
ляемый по формуле

tI = t+
T − t

4
.
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Результаты моделирования

Высота, км 200 250 300 350 400

vx(T ), м/c 6634,2 6829,6 6927,9 6948,6 6885,4

z⊺(T )z(T ) 0,0030 8,5e−04 1,1e−04 6,5e−06 2,9e−04

Перенабор высоты в процессе управления объясняется высокой начальной
вертикальной скоростью.

Конечные значения квадрата невязки и энергетические характеристики
(горизонтальной скорости) представлены в таблице.

8. Заключение

При терминальном управлении объектами ракето-космической техники,
например при управлении вектором тяги в задаче выведения на околоземную
орбиту, в общем движении объекта выделяются два класса взаимосвязанных
процессов с существенно различающимися динамическими характеристика-
ми. Первый класс процессов характеризуется уравнениями с медленно из-
меняющимися координатами состояния, на которые накладываются краевые
условия. Ко второму классу относятся сравнительно быстро изменяющие-
ся координаты, которые негативно влияют на динамику объекта. При этом
управление непосредственно воздействует на производные этих координат.

При рассмотрении общих уравнений движения объекта получено обобще-
ние теоремы о производной прогнозируемой невязки краевых условий (тео-
рема 1 и ее следствия). Проведена дискретизация уравнения путем интегри-
рования дифференциальных уравнений для производных невязок на малом
интервале затухания реакции объекта на изменение управления. Разностные
уравнения непосредственно связывают невязку с импульсами управляющих
воздействий.

Сформулирована задача синтеза импульсного терминального управления
из условий нулевой невязки и минимизации квадратичного критерия. Раз-
вита процедура синтеза и получены алгоритмы импульсного терминального
управления для систем, сводящихся к линейным. Работоспособность предло-
женных алгоритмов была продемонстрирована на модельной задаче терми-
нального управления тангажем ступени ракеты-носителя на безатмосферном
участке.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.

По формуле полной производной

dx̂(T )

dt
:=

dx̂(T |t, x(t))
dt

=
∂x̂(T )

∂x(t)

dx(t)

dt
+
∂x̂(T )

∂t
+
∂x̂(T )

∂T

dT

dt
.(Π.1)

90



Частные производные будут иметь вид

∂x̂(T )

∂T
= f̂(x̂(T ), û(T ), T ),

∂x̂(T )

∂x(t)
= E +

∂

∂x(t)

T∫

t

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ,(Π.2)

∂x̂(T )

∂t
=

∂

∂t

T∫

t

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ.

Воспользуемся формулой Ньютона—Лейбница:

T∫

s

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ = x̂(T )− x̂(s).

Дифференцируя по s внутри одного прогноза (помня, что внутри одного про-
гноза T = const), получим

d

ds

T∫

s

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ = −f̂(x̂(s), û(s), s).(Π.3)

Распишем d
ds

∫ T
s f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ через формулу полной производной

d

ds

T∫

s

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ =
∂

∂x̂(s)




T∫

s

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ


 dx̂(s)

ds
+

+
∂

∂s

T∫

s

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ.

Выразив ∂
∂s

∫ T
s f̂(x̂(τ), û(τ))dτ и воспользовавшись (Π.3), получим

∂

∂s

T∫

s

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ =

= −


E +

∂

∂x̂(s)

T∫

s

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ


 f̂(x̂(s), û(s), s).

(Π.4)

Заметим, что (Π.4) верна для любого s из интервала [t;T ], в частности для
s = t, и соответственно x̂(s)|s=t = x̂(t) = x(t) :

∂

∂t

T∫

t

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ = −


E +

∂

∂x(t)

T∫

t

f̂(x̂(τ), û(τ), τ)dτ


 f̂(x̂(t), û(t), t).
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Подставим результат в (Π.1), воспользовавшись (Π.2):

dx̂(T |t)
dt

=
∂x̂(T )

∂x(t)

(
f(x(t), u(t), t) − f̂(x(t), û(t), t)

)
+
dT

dt
f̂(x̂(T ), û(T )).(Π.5)

Формула (4) получается из (Π.5) дифференцированием сложной функции
ψ(x̂(T |t)). Теорема 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2.

(Π.6)
dzp(T |t)

dt
=

dψp
dx̂p(T )

[
∂x̂p(T )

∂x(t)

(
f(x(t), u(t), t) − f̂(x(t), û(t), t)

)
+

+
dT

dt
f̂p(x̂(T ), û(T ), T )

]
,

где производная
dψp

dx̂p(T )
полная из условия зависимости p-го краевого условия

только от p-й координаты. Также заметим, что эта производная является
числом.

По условию определения T : ψp(x̂p(T )) = 0, следовательно,

dzp(T |t)
dt

= 0.(Π.7)

Объединив (Π.6), (Π.7) и сократив на
dψp

dxp
(x̂p(T )) 6= 0, получим

∂x̂p(T )

∂x(t)

(
f(x(t), u(t), t) − f̂(x(t), û(t), t)

)
+
dT

dt
f̂p(x̂(T ), û(T ), T ) = 0.

Выразим производную T при f̂p(x̂(T ), û(T ), T ) 6= 0 :

dT

dt
= − 1

f̂p(x̂(T ), û(T ), T )

∂x̂p(T )

∂x(t)

(
f(x(t), u(t), t) − f̂(x(t), û(t), t)

)
.(Π.8)

Подстановка (Π.8) в (4) приводит к (5). Следствие 2 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2.

Пусть найдены {∆x2(t1),∆x2(t2), . . . ,∆x2(tk−2),∆x2(tk−1), Q}, удовлетво-
ряющие условиям (13). Рассмотрим

Qk−1z(tk) = Qk−1

(
z(tk−1) +

∂z

∂x2
∆x2(tk−1)

)
= 0.

Следовательно,



Qk−1

∂z

∂x2

⊺


 z(tk) =




0

∂z

∂x2

⊺

z(tk)


 =

[
0
0

]
.
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Так как матрица

[
Qk−1
∂z
∂x2

⊺

]
имеет полный ранг, то z(tk) = 0. Управление ∆x2

находится из равенства

∂z

∂x2

⊺

z(tk) = 0 =
∂z

∂x2

⊺

z(tk−1) +
∂z

∂x2

⊺ ∂z

∂x2
∆x2.

Проверим, что если существует Qk−1, удовлетворяющее условиям (2), то
этим условиям также удовлетворяет K, определенное по (18). Рассмотрим(
K ∂z

∂x2

)(
K ∂z

∂x2

)⊺
:

K
∂z

∂x2

(
K
∂z

∂x2

)⊺

=

(
E −

l∑

i=0

eie
⊺

i

)
∂z

∂x2

∂z

∂x2

⊺
(
E −

l∑

i=0

eie
⊺

i

)
=

=
∂z

∂x2

∂z

∂x2

⊺

−
l∑

i=0

eie
⊺

i

∂z

∂x2

∂z

∂x2

⊺

=

(
E −

l∑

i=0

eie
⊺

i

)
∂z

∂x2

∂z

∂x2

⊺

=

=
∂z

∂x2

∂z

∂x2

⊺
(
E −

l∑

i=0

eie
⊺

i

)
=

∂z

∂x2

∂z

∂x2

⊺

−
l∑

i=0

λieie
⊺

i .

Для любой матрицы A верно AA⊺ =
∑l

i=0 λieie
⊺

i . Следовательно, K ∂z
∂x2

= 0.

Покажем, что K удовлетворяет ранговому условию. Так как K ортого-
нальна ∂z

∂x2
, то

rank

([
K
∂z
∂x2

⊺

])
= rank (K) + rank

(
∂z

∂x2

)
= n− l + rank

(
∂z

∂x2

)
> n.

Условие Kz(tk) = 0 следует из того, что управление ∆x2 минимизирует
квадрат невязки. Теорема 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3.

Пусть K(x(tk−1), tk−1) = K(tk−1). Заметим, что

kerK(tk−1) = Im
∂z

∂x2
(x(tk−1), tk−1).

Следовательно, образ ∂z
∂x2

(x(tk−1), tk−1) не зависит от x(tk−1). Фиксируем

xs, x. Выберем Ptk−1
(xs, x), отображающее векторы ядра ∂z

∂x2
(x, tk−1) в векто-

ры ядра ∂z
∂x2

(xs, tk−1) и производящее аналогичное отображение для векторов
из прообраза, т.е.

∂z

∂x2
(x, tk−1) =

∂z

∂x2
(xs, tk−1)Ptk−1

(xs, x).

При x = xs можно выбрать Ptk−1
(x, x) = I. Если определено Ptk−1

(x, y), то
Ptk−1

(y, x) можно определить как обратную к ней матрицу. Если определены
Ptk−1

(y, x), Ptk−1
(z, y), то можно определить Ptk−1

(x, z) = Ptk−1
(y, x)Ptk−1

(z, y).

Достаточность проверяется непосредственно. Теорема 3 доказана.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ТЕЛЕЖКИ С ОБРАТНЫМ МАЯТНИКОМ

Рассматривается задача стабилизации движущейся вдоль прямой те-
лежки с установленным на ней перевернутым маятником. Цель управ-
ления — стабилизировать тележку в заданной целевой точке так, чтобы
при этом маятник находился в верхнем вертикальном положении. Ос-
новная трудность, связанная с решением данной задачи, заключается в
том, что две подсистемы (тележка и маятник) должны быть стабилизиро-
ваны одновременно с помощью одного управления. Предлагается новый
закон управления, основанный на введении эталонной системы второго
порядка, траектория движения которой принимается в качестве целевой
для тележки с маятником. С помощью расширения эталонной системы
до 4-го порядка и введения алгебраического условия, связывающего две
системы, находится целевая траектория в четырехмерном фазовом про-
странстве исходной системы и строится закон управления, обеспечиваю-
щий асимптотическое стремление траектории замкнутой системы к це-
левой. Полученный в работе закон управления применим к системам с
произвольным соотношением масс маятника и тележки, так как замкну-
тая система не зависит от массовых характеристик системы. Найдена об-
ласть значений параметров системы, при которых линеаризованная си-
стема устойчива. Изложение иллюстрируется численными примерами, де-
монстрирующими эффективность предлагаемого управления.

Ключевые слова: стабилизация, тележка с обратным маятником, локаль-
ная устойчивость.

DOI: 10.31857/S0005231022010068

1. Введение

Тележка с обратным маятником — классический пример нелинейной
неустойчивой системы. Модель рассматривалась во множестве работ по тео-
рии управления и использовалась как тестовый пример при апробации новых
идей и подходов, разработанных для стабилизации неминимально фазовых
аффинных систем, в частности систем, описывающих движение велосипеда,
моноцикла, сигвея и т.п. В линейном приближении задача подробно обсуж-
далась в книге Ю. Неймарка [1]. Большинство обсуждаемых в литературе
нелинейных законов управления основаны на представлении системы в виде
совокупности двух связанных подсистем с разнотемповой динамикой: подси-
стемы с быстрой динамикой (маятник) и подсистемы с медленной динамикой
(тележка). При этом можно выделить три различных подхода, используемых
почти во всех работах по этой тематике.
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Первый подход [2] основан на оптимальной стабилизации маятника по
быстродействию, при этом стабилизация тележки в нужной точке достигает-
ся введением силы вязкого трения, которая не позволяет тележке разгонять-
ся. Если эта сила равна нулю, как в рассматриваемом в настоящей статье
случае, стабилизация тележки вообще не гарантируется, несмотря на стаби-
лизацию маятника. Дальнейшее развитие этого подхода можно найти в [3].

Идея второго подхода [4] заключается в выделении “многообразия внут-
реннего равновесия” (internal equilibrium manifold). Ищется такой закон
управления, который приводит систему в малую окрестность многообразия и
обеспечивает ее движение в этой окрестности. Предположение о более быст-
рой динамике маятника по сравнению с динамикой тележки позволяет за-
давать многообразие с помощью алгебраического уравнения, связывающе-
го отклонение маятника с позицией и скоростью тележки. Похожий прием
в упрощенном виде применялся позднее в [5, 6]. В [5] ставится задача гло-
бальной оптимизации при ограниченном ресурсе управления и предлагается
комбинированный закон управления, когда при больших начальных отклоне-
ниях для попадания в область, где стабилизация может быть гарантирована,
применяется раскачивание маятника. В [6] указанный подход обобщается на
случай, когда параметры системы известны неточно, и предлагается робаст-
ный вариант закона управления.

Разработанный Тилом третий подход [7] применим к достаточно широкому
классу нелинейных систем, представимых в блочном виде, где одна из под-
систем асимптотически устойчива при нулевой динамике второй подсистемы
(feedforward form), и основан на применении теоремы о малом параметре уси-
ления [7]. Основная идея данного подхода применительно к рассматриваемой
системе заключается в том, что если есть глобальный закон управления ма-
ятником, то всегда можно построить локальный закон управления тележкой.
На этих же идеях основаны работы [8, 9]. Основной недостаток данного под-
хода заключается в том, что стабилизация достигается только для достаточно
узкой локальной области по переменным, отвечающим за позицию тележки.
С другой стороны, если, наоборот, потребовать глобальную стабилизацию те-
лежки, будет сужена гарантированная область устойчивости по переменным,
отвечающим за положение маятника.

Множество законов управления, предложенных для рассматриваемой си-
стемы, не исчерпывается непрерывными законами. Так, в [10] для стабили-
зация системы применяется разрывный закон управления на скользящих ре-
жимах. Автор приводит исходную систему с помощью обратимой нелинейной
замены переменных к регулярной форме, содержащей управление только в
последнем уравнении. В результате синтезируется закон управления для но-
вой системы, содержащий как непрерывную (отвечающую за компенсацию
внутренней динамики маятника), так и разрывную компоненты (гарантиру-
ет выход и скольжение системы по нелинейной поверхности в 4-х мерном
фазовом пространстве для некоторого множества начальных условий).

Основной недостаток всех вышеперечисленных работ — отсутствие кон-
структивного метода выбора параметров в законе управления, гарантирую-
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щих хотя бы локальную стабилизацию. Как правило, авторы ограничиваются
достаточно общими утверждениями о существовании таких параметров.

В настоящей работе предлагается новый гладкий нелинейный закон управ-
ления, основанный на введении более простой, эталонной, системы второго
порядка. Эталонная система стабилизируется в целевой точке с помощью
аналитически заданного ограниченного управления, обеспечивающего желае-
мые характеристики переходного процесса. Траектория эталонной системы
принимается в качестве целевой для тележки с маятником, и ищется такое
управление, которое обеспечит движение тележки по траектории, асимпто-
тически приближающейся к целевой траектории. Синтезированный в работе
закон управления применим к системам с произвольным соотношением масс
маятника и тележки, так как замкнутая система не зависит от массовых
характеристик системы. Проведен исчерпывающий анализ линеаризованной
замкнутой системы и определена область значений параметров закона управ-
ления, гарантирующих локальную стабилизируемость системы.

2. Постановка задачи

Рассматривается задача стабилизации движущейся без проскальзывания
колес вдоль прямой тележки массы M с установленным на ней переверну-
тым маятником массы m. Для простоты будем считать маятник математи-
ческим и пренебрежем трением. Координату центра тележки обозначим че-
рез x, а угловое отклонение маятника от вертикальной оси — через φ (рис. 1).
Будем считать положительным угол, отсчитываемый от верхнего положения
маятника в направлении по часовой стрелке. Уравнения движения системы
хорошо известны (например, [5, 10]):

µẍ+mlφ̈ cosφ−mlφ̇2 sinφ = U,(1)

mlẍ cosφ+ml2 φ̈−mgl sinφ = 0.(2)

Здесь µ =M +m, l – длина подвеса маятника и U – действующая на тележ-
ку управляющая сила. Будем считать, что в начальный момент отклонение

m

U
M

g

x

x
.

f
f

.

Рис. 1. Тележка с обратным маятником.
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маятника ограничено прямым углом, т.е. |φ(0)| < π/2. Случай большего от-
клонения сводится к рассматриваемому предварительным применением спе-
циального закона управления, позволяющего перевести маятник из произ-
вольного начального положения в указанную область (например, с помощью
раскачивания, как в [5] в случае ограниченного управления).

Цель управления — стабилизировать тележку в заданной целевой точке
на линии так, чтобы при этом маятник находился в верхнем вертикальном
положении. Без потери общности будем считать, что целевая точка совпада-
ет с началом координат. Основная трудность, связанная с данной задачей,
заключается в том, что две подсистемы (тележка и маятник) должны быть
стабилизированы одновременно с помощью одного управления.

Рассмотрим также более простую задачу стабилизации в начале координат
тележки массы µ =M +m без маятника, которую будем называть эталон-

ной системой, с помощью заданной управляющей силы U1(w, ẇ) (будем ис-
пользовать обозначение w для координаты центра тележки, чтобы отличать
эталонную систему от исходной):

µẅ = U1(w, ẇ), w(0) = x(0), ẇ(0) = ẋ(0).(3)

Относительно функции U1(w, ẇ) предполагаем, что она дважды непрерывно
дифференцируема и удовлетворяет условиям U1(0, 0) = 0 и ∂U1/∂w(0, 0) < 0,
∂U1/∂ẇ(0, 0) < 0. Будем также полагать, что управление U1 и скорость эта-
лонной системы ограничены:

|U1(w, ẇ)| 6 Umax, ∀w, ẇ, |ẇ(t)| 6 Vmax ∀t > 0.

Конкретный вид функции U1 обсуждается в конце статьи в разделе 5. В на-
стоящий момент достаточно знать, что она удовлетворяет сформулирован-
ным выше условиям, из которых, в частности, следует, что начало координат
является положением устойчивого равновесия системы (3), в окрестности ко-
торого функция U1(w, ẇ) аппроксимируется линейной функцией.

Цель введения эталонной системы — определить для тележки с маятни-
ком некоторую “желаемую” (целевую) траекторию, которая задается неявно
управлением U1, и свести задачу к нахождению такого управления U , кото-
рое обеспечит движение тележки в начало координат по траектории, асимп-
тотически приближающейся к желаемой. Максимальная скорость системы
и управляющая сила на практике всегда ограничены. В настоящей рабо-
те ограничения на управление и скорость при синтезе закона управления
не вводились, однако учитывались при планировании траектории: введение
ограничений при стабилизации эталонной системы позволяет получить “ра-
зумную” целевую траекторию, которая может быть реализована (за исклю-
чением, быть может, некоторого начального участка) исходной системой с за-
данными ограниченным управлением и скоростью. Параметры Umax и Vmax

будут также использованы при приведении уравнений движения системы к
безразмерной форме.
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3. Безразмерная модель

Перейдем к безразмерным переменным. В отличие от большинства посвя-
щенных решению данной задачи работ, где в качестве масштаба времени при-
нимается период колебаний маятника (см., например, [4, 5, 7, 8]), в настоящей
работе в качестве масштаба берется величина l/Vmax, и безразмерные пере-
менные вводятся как

t̃ = tVmax/l, x̃ = x/l, φ̃ = φ.(4)

Производные по времени в размерных и безразмерных переменных связаны
формулами

ẋ = Vmax
dx̃

dt̃
, ẍ =

V 2
max

l

d2x̃

dt̃2
, φ̇ =

Vmax

l

dφ

dt̃
, φ̈ =

V 2
max

l2
d2φ

dt̃2
.(5)

Подставляя эти выражения в уравнения (1), (2) и деля первое уравнение на
µV 2

max/l, а второе на mV 2
max, получаем уравнения системы в безразмерном

виде:

¨̃x+
m

µ
¨̃
φ cos φ̃− m

µ
˙̃
φ2 sin φ̃ = Ũ ,(6)

¨̃x cos φ̃+
¨̃
φ− ω̃2

0 sinφ = 0,(7)

где ω̃0 – безразмерная круговая частота маятника и Ũ – безразмерное управ-
ление,

ω̃0 =

√
g

l

l

Vmax
≡

√
gl

Vmax
, Ũ =

U

µg

gl

V 2
max

≡ Ul

µV 2
max

.

Уравнение эталонной системы (3) и ограничения при переходе к безраз-
мерной записи принимают вид:

¨̃w = Ũ1, | ˙̃w(t)| 6 1, |Ũ1(w̃, ˙̃w)| 6 Ũmax, Ũmax =
Umaxl

µV 2
max

.

Далее в статье все уравнения приводятся в безразмерном виде и, чтобы из-
бежать громоздкости, тильду над символами опускаем.

Разрешая систему (6), (7) относительно старших производных, получим

ẍ =
1

γ

[
m

µ
φ̇2 sinφ− m

µ
ω2
0 sinφ cosφ+ U

]
,(8)

φ̈ =
1

γ

[
−m
µ
φ̇2 sinφ cosφ+ ω2

0 sinφ− cosφ · U
]
,(9)

где

γ ≡ γ(φ) = 1− m

µ
cos2 φ.(10)
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4. Синтез стабилизирующего управления

4.1. Замена переменных

Сделаем замену переменных в φ-подсистеме и запишем уравнения (8)–(9)
в виде системы уравнений первого порядка. Для этого введем новые пере-
менные состояния

x1 = x, x2 = ẋ, x3 = ω2
0 tanφ, x4 = ω2

0φ̇/ cos
2 φ

и обозначение X = [x1, . . . , x4]. В новых переменных (для компактности за-
писи здесь и далее будем применять смешанные обозначения, т.е. наряду с
новыми переменными в правых частях уравнений использовать старые) си-
стема (8)–(9) принимает вид

ẋ1 = x2,

ẋ2 =
1

γ

[
m

µ
φ̇2 sinφ− m

µ
ω2
0 sinφ cosφ+ U

]
,

ẋ3 = x4,

ẋ4 = fφ(φ, φ̇) + gφ(φ)U,

(11)

где, с учетом формулы ẋ4 = ω2
0(φ̈+ 2φ̇2 tan φ)/ cos2 φ,

fφ(φ, φ̇) =
ω2
0

γ cosφ

[
x3 +

φ̇2 tan(φ)

cosφ

(
2γ − m

µ
cos2 φ

)]
, gφ(φ) = − ω2

0

γ cosφ
.

4.2. Идея подхода

Так как исходная система имеет четвертый порядок, запишем уравнения
эталонной системы также в виде системы четвертого порядка:

ẇ1 = w2, ẇ2 = w3, ẇ3 = w4, ẇ4 = Ü1,(12)

где w1 и w2 – координата и скорость, w3 и w4 – зависимые переменные,

w3 = U1(w1, w2), w4 = U̇1(w1, w2),(13)

а U̇1 и Ü1 – производные по времени функции U1 в силу системы (3). Ре-
шение системы (12) будет решением (3) только при фиксированных началь-
ных условиях для третьей и четвертой переменных, а именно при w3(0) =
= U1(w1(0), w2(0)) и w4(0) = U̇1(w1(0), w2(0)).

Наряду с (12) рассмотрим еще одну систему (будем называть ее возму-

щенной эталонной системой):

ẇ1 = w2, ẇ2 = w3, ẇ3 = w4, ẇ4 = Ü1 + β1δ1 + β2δ2,(14)

где β1, β2 > 0 и

δ1 = U1(w1, w2)− w3, δ2 = U̇1(w1, w2)− w4.
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Здесь w3 и w4 – независимые переменные, которые могут принимать произ-
вольные начальные значения. Решение системы (14) с начальными условиями
wi(0) = xi(0), i = 1, 2, 3, 4, будем называть целевой траекторией для исход-
ной системы.

Будем искать такое управление U в исходной системе, при котором пра-
вые части четвертых уравнений исходной и эталонной систем совпадают при
подстановке xi вместо wi:

fφ(φ, φ̇) + gφ(φ)U = Ü1(x1, x2) + β1δ1 + β2δ2.

Подставляя правые части выражений для функций fφ и gφ в левую часть
уравнения, находим:

U = x3+
φ̇2 tan(φ)

cosφ

(
2γ−m

µ
cos2 φ

)
− 1

ω2
0

γ cosφ
[
Ü1(x1, x2)+β1δ1+β2δ2

]
,(15)

где

δ1 = U1(x1, x2)− x3, δ2 = U̇1(x1, x2)− x4.(16)

Подставляя найденное управление U в (11), получаем уравнения замкнутой
системы в виде

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3 +
2φ̇2 tan(φ)

cosφ
− 1

ω2
0

cosφ(Ü1 + β1δ1 + β2δ2),

ẋ3 = x4,

ẋ4 = Ü1 + β1δ1 + β2δ2,

(17)

отличающиеся от уравнений возмущенной эталонной системы только правой
частью второго уравнения. Из вида правой части (17) следует, что поведение
системы, замкнутой управлением (15), не зависит от массовых характеристик
системы и определяется одним параметром ω0 и выбранной функцией U1.

Обратная связь (15) получена с помощью эвристических соображений, так
что предыдущие рассуждения не являются доказательством устойчивости
замкнутой системы (17). В следующем разделе докажем, что функция U1 и
параметры β1 и β2 могут быть выбраны так, чтобы система (17) была ло-
кально устойчива, и найдем область значений параметров, гарантирующих
устойчивость линеаризованной системы.

4.3. Локальная устойчивость замкнутой системы

Для доказательства локальной устойчивости линеаризуем систему (17) в
малой окрестности начала координат четырехмерного пространства состоя-
ний. Согласно предположению функция U1(x1, x2) линейна в окрестности ну-
ля: U1(x1, x2) = α1x1 + α2x2 + o(x1, x2), откуда следует, что матрица линеари-
зованной системы зависит от пяти параметров: ω0, α1, α2, β1 и β2. Ограничим
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выбор коэффициентов α1 и α2 условием α2
1 > 4α2, при выполнении которого

начало координат в пространстве переменных x1, x2 будет положением рав-
новесия типа узел, что, в свою очередь, обеспечит монотонное приближение
эталонной системы к целевой точки. Далее, чтобы уменьшить количество па-
раметров, ограничимся случаем вырожденного узла, взяв функцию U1(x1, x2)
вида

U1 = −λ2x1 − 2λx2 + o(x1, x2).(18)

Аналогично будем выбирать β1 и β2 из однопараметрического семейства ко-
эффициентов: β1 = ρ2 и β2 = 2ρ, ρ > 0, сведя, таким образом, количество па-
раметров до трех: ω0, λ и ρ.

Дифференцируя (18) в силу системы (3), получим

U̇1 = −λ2ẋ1 − 2λẋ2 +
∂o

∂x1
ẋ1 +

∂o

∂x2
ẋ2 =

= 2λ3x1 + 3λ2x2 − λ2
∂o

∂x2
x1 +

(
∂o

∂x1
− 2λ

∂o

∂x2

)
x2 + o(x1, x2).

Так как (по определению функции o(x1, x2)) ∂o/∂xi → 0 при xi → 0, i = 1, 2,
получаем

U̇1 = 2λ3x1 + 3λ2x2 + o(x1, x2).

Аналогично дифференцируя второй раз в силу системы, находим

Ü1 = −3λ4x1 − 4λ3x2 + o(x1, x2).

Отсюда правая часть четвертого уравнения принимает в окрестности на-
чала координат вид

Ü1 + β1δ1 + β2δ2 ≈W1x1 +W2x2 − β1x3 − β2x4,

где

W1 =
∂Ü1

∂x1
+ β1

∂U1

∂x1
+ β2

∂U̇1

∂x1
= −λ2(β1 − 2β2λ+ 3λ2),

W2 =
∂Ü1

∂x2
+ β1

∂U1

∂x2
+ β2

∂U̇1

∂x2
= −λ(2β1 − 3β2λ+ 4λ2).

Введем обозначения

ξ = ρ/λ, s = (λ/ω0)
2.(19)

Оставляя линейные члены в (17) и пренебрегая членами более высокого по-
рядка, после несложных преобразований получим зависящую от двух пара-
метров линеаризованную систему

Ẋ = AX, A =




0 1 0 0

sλ2c1(ξ) sλc2(ξ) 1 + sξ2 2sξ/λ

0 0 0 1

−λ4c1(ξ) −λ3c2(ξ) −λ2ξ2 −2λξ


 ,(20)
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где

c1(ξ) = (ξ − 3)(ξ − 1), c2(ξ) = 2(ξ − 2)(ξ − 1).(21)

Пусть ν̃ – собственное значение матрицы A. Нормируя его на λ, ν̃ = λν,
получаем характеристический полином линеаризованной системы в виде

P (ν) = det(A− ν̃I) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λν 1 0 0

sλ2c1 sλc2 − λν 1 + sξ2 2sξ/λ

0 0 −λν 1

−λ4c1 −λ3c2 −λ2ξ2 −2λξ − λν

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−λν

∣∣∣∣∣∣

sλc2 − λν 1 + sξ2 2sξ/λ

0 −λν 1

−λ3c2 −λ2ξ2 −2λξ − λν

∣∣∣∣∣∣
−

−

∣∣∣∣∣∣

sλ2c1 1 + sξ2 2sξ/λ

0 −λν 1

−λ4c1 −λ2ξ2 −2λξ − λν

∣∣∣∣∣∣
=

= λ4
[
ν4 + ν3(2ξ − sc2(ξ)) + ν2(ξ2 − sc1(ξ)) + νc2(ξ) + c1(ξ)

]
.(22)

Отметим, что устойчивость характеристического полинома, а следователь-
но, и линеаризованной системы, зависит только от двух параметров s и ξ,
определенных формулой (19), а так как s и ξ не зависят ни от масс маят-
ника и тележки, ни от их отношения, то и область устойчивости не зависит
от массовых характеристик исходной системы. Анализ устойчивости поли-
нома, результат которого сформулирован в следующей теореме, приведен в
Приложении.

Те ор ем а. Линеаризованная система (20) устойчива при любых s и ξ,
принадлежащих области

Ω = {3 < ξ <∞, 0 < s < smax(ξ)},
где

smax(ξ) =
ξ2(ξ − 2)2 + 4(ξ − 1)2

ξ(ξ − 1)(ξ − 2)(ξ2 − 3ξ + 3)
.(23)

Из теоремы следует, что найдется окрестность нуля в 4-мерном простран-
стве такая, что система (17) (система (11), замкнутая обратной связью (15))
устойчива при любом принадлежащем ей начальном векторе X(0).

Легко видеть, что smax(ξ) – монотонно убывающая функция при ξ > 3.
Кривая smax(ξ) изображена на рис. 2. Здесь Ω – внутренность области,
ограниченной кривой smax(ξ), горизонтальной осью и вертикальной пря-
мой ξ = 3. Подставляя ξ = 3 в правую часть формулы для smax(ξ), нахо-
дим верхнюю границу значений s, при которых возможна стабилизация:
maxξ smax(ξ) = 25/18. Отсюда получаем ограничение на выбор желаемой экс-
поненциальной скорости убывания отклонения λ:
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Рис. 2. Область устойчивости линеаризованной системы в пространстве пара-
метров s и ξ, определенных формулой (19).

Сл ед с т в и е 1. Система (11) может быть локально стабилизирована

с помощью обратной связи (15), если λ принадлежит интервалу 0 < λ <
< λmax, где

λmax =
5ω0

3
√
2
.(24)

Из рис. 2 видно, чем больше значение λ, тем меньше диапазон значений ξ
(а значит, и β1, β2), при которых линеаризованная система устойчива.

Сл ед с т в и е 2. Для любых параметров исходной системы (6), (7) и за-

данной скорости λ убывания отклонения из интервала 0 < λ < λmax суще-

ствует ξmax(λ) такое, что обратная связь (15) с коэффициентами β1 = λ2ξ2

и β2 = 2λξ, где ξ ∈ (3, ξmax(λ)), локально стабилизирует рассматриваемую

систему.

5. Управление эталонной системой

Для стабилизации эталонной системы предлагается применять обратную
связь в виде вложенных сигмоидов, позволяющую одновременно удовлетво-
рить фазовые ограничения и ограничения на управление (например, [11, 12]):

U1(w, ẇ) = −k4σ2(k3(ẇ + k2σ1(k1w))),(25)

где σ1 и σ2 – сигмоиды. Напомним, что сигмоидой называется гладкая моно-
тонно возрастающая функция, меняющаяся от −1 до +1. В семейство функ-
ций класса сигмоид входят такие функции, как арктангенс, гиперболический
тангенс, функция ошибок и многие другие подобного вида. Нетрудно прове-
рить, что функция (25) удовлетворяет всем требованиям, сформулированным
в разделе 2 при k2 = Vmax и k4 = Umax, или в безразмерной записи (см. раз-
дел 3) при k2 = 1 и k4 = Ũmax. С помощью двух оставшиеся коэффициентов
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k1 и k3 можно регулировать форму кривой и ее наклон в окрестности нуля,
который, в свою очередь, определяет скорость экспоненциального убывания
отклонения вблизи нуля, а также оптимизировать некоторый критерий каче-
ства управления, как, например, в [12]. Легко проверить, что если положить

k1 = λ/2, k3 = 2λ/Ũmax,

то нулевая точка будет положением равновесия эталонной системы типа вы-
рожденный узел (см. раздел 4.3) с экспоненциальной скоростью убывания
отклонения вблизи нуля λ.

6. Численные примеры

Прежде чем представить результаты численных экспериментов, опишем,
как выбрать параметры закона управления для физической (размерной) си-
стемы. Здесь и далее, чтобы различать размерные и безразмерные парамет-
ры, будем помечать последние тильдой. Для реализации описанного выше
подхода, кроме физических параметров системы и ограничений на скорость
и управление в эталонной системе, требуется выбрать конкретные сигмои-
дальные функции σ1 и σ2. В приведенных здесь численных экспериментах,
результаты которых обсуждаются ниже, в качестве обоих сигмоид использо-
валась функция арктангенса:

σi = (2/π) arctan(x), i = 1, 2.

Заметим, что вид сигмоиды влияет на поведение системы вдали от положения
равновесия, в то время как локальная устойчивость зависит только от коэф-
фициентов ki в формуле (25). Коэффициенты k1 и k3 выбираются так, чтобы
обеспечить желаемую экспоненциальную скорость λ приближения к целевой
точке, которая должна принадлежать интервалу (0, λmax). Связь размерно-

го λ(λmax) и безразмерного λ̃(λ̃max) легко определить, рассматривая линеа-
ризацию в окрестности нуля функции U1(x, ẋ), заданной выражением (25), в
размерной и безразмерной записи. С помощью формул (4), (5), связывающих
размерные и безразмерные переменные и их производные по времени, легко
находим: λ = λ̃Vmax/l. Отсюда размерные λmax и ω0 связаны тем же соотно-
шением (24), что и безразмерные величины, а значит, чем больше круговая

частота маятника ω0 =
√
g/l, тем больше максимально возможная экспонен-

циальная скорость приближения к целевой точке λmax, при которой локаль-
ная стабилизация уже невозможна.

По заданным физическим параметрам исходной (1), (2) и эталонной (3)
систем и заданому λ определяется безразмерный параметр s = (λ/ω0)

2, вы-
бирается значение ξ из диапазона (3, ξmax(λ)) и строится обратная связь по
формуле (15) с коэффициентами β1 = λ2ξ2 и β2 = 2λξ. Умножая полученное
управление на масштабирующий множитель µV 2

max/l, получаем управление в
исходной размерной системе (1), (2). Как установлено в разделе 4.2, замкну-
тая система (17) не зависит от массовых характеристик исходной системы.
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Рис. 3. Стабилизация системы с начальным состоянием x(0) = −3,0,

ẋ(0) = −1,0, φ(0) = 0,5, φ̇(0) = 0 при ξ = 4, 0. Зависимость от времени
расстояния до целевой точки (кривые 1 и 3) и скорости тележки
(кривые 2 и 4) для тележки с маятником и возмущенной эталонной
системы соответственно.
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Рис. 4. Стабилизация системы с начальным состоянием x(0) = −3,0,

ẋ(0) = −1,0, φ(0) = 0,5, φ̇(0) = 0 при ξ = 4,0. Зависимость от времени
переменных x3 (кривая 1), x4 (кривая 2) (тележка с маятником) и
w3 (кривая 3), w4 (кривая 4) (возмущенная эталонная система).

По этой причине не имеет смысла рассматривать системы с разными отноше-
ниями масс маятника и тележки, так как для таких систем отличаться будут
только графики управлений.

Экспериментально установлено, что область притяжения замкнутой систе-
мы (область начальных значений в четырехмерном пространстве состояний)
зависит от значения ξ ∈ (3, ξmax(λ)) и сложно устроена. Область притяже-
ния уменьшается при увеличении ξ, стягиваясь в точку, когда ξ → ξmax(λ).
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Рис. 5. Стабилизация системы с начальным состоянием x(0) = −3,0,

ẋ(0) = −1,0, φ(0) = 0,5, φ̇(0) = 0 при ξ = 4,0. Зависимость от времени
управления U (кривая 1) тележкой с маятником и управления U1

(кривая 2) возмущенной эталонной системой.

При уменьшении же ξ область притяжения растет, расширяясь предположи-
тельно до всего пространства R4 вблизи нижней границы интервала ξ = 3.
Установление зависимости области притяжения от параметра ξ является пер-
востепенной задачей будущих исследований.

Полученный закон управления апробировался в численных экспериментах
для различных параметров и начальных условий. Представленные ниже ре-
зультаты получены для безразмерной системы со следующими параметрами:
m/µ = 1/3, ω2

0 = 2 и Ũmax = 2. Управление U1 в эталонной системе определено

формулой (25) с коэффициентами k1 = 0,5π/2, k2 = 1, k3 = 4k1/Ũmax = π/2
и k4 = 2. Такие значения коэффициентов соответствуют единичной скоро-
сти экспоненциального убывания отклонения: λ̃ = 1, при этом s = 0,5. Под-
ставляя s = 0,5 вместо smax в левую часть формулы (23) и решая чис-
ленно получившееся уравнение относительно ξ, находим верхнюю границу
ξmax(0,5)≈ 4,315 диапазона устойчивости линеаризованной системы.

Серия численных экспериментов с различными значениями параметра ξ
и различными начальными условиями подтвердила приведенные выкладки:
для любых значений ξ, принадлежащих интервалу (3, 4,315), нашлось мно-
жество начальных значений переменных, при которых стабилизировалась ис-
ходная нелинейная система, в то время как для всех тестируемых значений ξ
за пределами указанного диапазона система не стабилизировалась.

Приведенные в данном разделе графики показывают результаты двух чис-
ленных примеров. В первом примере (рис. 3–5) ξ = 4,0, x(0) = −3,0, ẋ(0) =

= −1,0, φ(0) = 0,5 rad, φ̇(0) = 0. На рис. 3 показаны графики отклонения от
целевой точки (кривая 1) и скорости (кривая 2) тележки; кривые 3 и 4 по-
казывают для сравнения графики отклонения и скорости эталонной системы
(целевая траектория). На рис. 4 показана зависимость от времени третьей
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Рис. 6. Стабилизация системы с начальным состоянием x(0) = ẋ(0) = 0,

φ(0) = 1,0, φ̇(0) = 0 при ξ = 3,5. Зависимость от времени расстояния до
целевой точки (кривые 1 и 3) и скорости тележки (кривые 2 и 4) для
тележки с маятником и возмущенной эталонной системы соответствен-
но.
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Рис. 7. Стабилизация системы с начальным состоянием x(0) = ẋ(0) = 0, φ(0) =

= 1,0, φ̇(0) = 0 при ξ = 3,5. Зависимость от времени переменных x3 (кривая 1),
x4 (кривая 2) (тележка с маятником) и w3 (кривая 3), w4 (кривая 4)) (возму-
щенная эталонная система).

(кривая 1) и четвертой (кривая 2) переменных, x3 и x4 = ẋ3; графики соот-
ветствующих переменных w3 и w4 эталонной системы показаны кривыми 3

и 4 соответственно. На рис. 5 показано, как меняются во времени управле-
ния U (кривая 1) в исходной системе и U1 (кривая 2) в эталонной системе
при следовании по целевой траектории.
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Рис. 8. Стабилизация системы с начальным состоянием x(0) = ẋ(0) = 0, φ(0) =

= 1,0, φ̇(0) = 0 при ξ = 3,5. Зависимость от времени управления U (кривая 1)
тележкой с маятником и управления U1 (кривая 2) возмущенной эталонной
системой.

Во втором примере тележка изначально находилась в целевой точке с нуле-
вой скоростью (x(0) = ẋ(0) = 0) и отклоненным на большой угол маятником

(φ(0) = 1 rad, φ̇(0) = 0), ξ = 3,5. На рис. 6–8 показаны те же характеристики,
что и в первом примере. Для компенсации большого начального отклонения
маятника в начальный момент времени потребовалась большая управляю-
щая сила (кривая 1 на рис. 8, которая привела к значительному отклонению
тележки от целевой точки (кривая 1 на рис. 6).

7. Заключение

Рассмотрена задача стабилизации движущейся вдоль прямой тележки с
установленным на ней обратным маятником. Предложен новый закон управ-
ления, основанный на введении эталонной системы второго порядка, траекто-
рия движения которой принимается в качестве целевой для тележки с маят-
ником. Проведен исчерпывающий анализ линеаризованной замкнутой систе-
мы, определена область значений параметров закона управления, гаранти-
рующих локальную стабилизируемость системы, и предложен конструктив-
ный метод их выбора.

Численные эксперименты показали, что для заданной системы и заданной
скорости убывания отклонения λ (т.е. при фиксированном параметре s) об-
ласть притяжения мала для больших значений параметра ξ (вблизи верхней
границы) и увеличивается с его уменьшением. Вблизи верхней границы до-
пустимых значений параметра ξ при достаточно небольших отклонениях от
положения равновесия в системе возникают незатухающие колебания. Вбли-
зи нижней границы ξ = 3 область притяжения настолько велика (возможно
расширяется до всего пространства R4), что при любых тестируемых началь-
ных значениях замкнутая система была устойчива.
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Область притяжения нелинейной системы с устойчивой матрицей линеа-
ризованной системы может быть оценена с помощью квадратичной функции
Ляпунова линеаризованной системы, матрица которой находится решением
известного линейного матричного неравенства. Результаты численных экспе-
риментов, однако, показывают, что область притяжения исследуемой систе-
мы устроена довольно сложно, поэтому любая ее аппроксимация с помощью
эллипсоида в 4-мерном пространстве, на взгляд авторов, будет крайне консер-
вативной. Менее консервативные оценки можно надеяться получить только с
помощью неэллипсоидальных областей. Получение такого рода оценок явля-
ется достаточно сложной задачей, над решением которой авторы в настоящее
время работают. Предполагается, в частности, попробовать применить для
этой цели некоторые из известных из литературы численных методов (см.,
например, [13–15]).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. Для нахождения области устойчиво-
сти характеристического полинома (22) можно воспользоваться критериями
Рауса–Гурвица или Льенара–Шипара [16]. Согласно второму критерию, для
того чтобы полином был устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы были
положительными все коэффициенты полинома и нечетные главные миноры
матрицы Гурвица. Найдем область в пространстве параметров ξ и s, в кото-
рой эти условия выполнены.

Коэффициент при старшем члене ν4 всегда положителен: a4 = 1. Осталь-
ные коэффициенты с учетом (21) имеют вид

a0 = λ4(ξ − 3)(ξ − 1), a1 = 2λ4(ξ − 2)(ξ − 1),

a2 = λ4[ξ2 − (ξ − 3)(ξ − 1)s], a3 = 2λ4[ξ − (ξ − 2)(ξ − 1)s].

Свободный член a0 и коэффициент a1 оба положительны, когда 0 < ξ < 1 или
ξ > 3. Коэффициенты a2 и a3 положительны в этих интервалах при условии

s < s3(ξ) =
ξ

(ξ − 2)(ξ − 1)
.(Π.1)

Минор первого порядка ∆1 = a1 > 0. Подставляя коэффициенты харак-
теристического полинома в формулу для ∆3 = a1(a2a3 − a1)− a0a

2
3, после

несложных преобразований получим

∆3 = 4λ6(ξ − 1)
[(
ξ4 − 4ξ3 + 8ξ2 − 8ξ + 4

)
− ξ

(
ξ4 − 6ξ3 + 14ξ2 − 15ξ + 6

)
s
]
=

= 4λ6(ξ − 1)
{[
ξ2(ξ − 2)2 + 4(ξ − 1)2

]
− ξ(ξ − 1)(ξ − 2)(ξ2 − 3ξ + 3)s

}
.

Введем обозначение

smax(ξ) =
ξ2(ξ − 2)2 + 4(ξ − 1)2

ξ(ξ − 1)(ξ − 2)(ξ2 − 3ξ + 3)
(Π.2)
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и найдем разность правых частей (Π.2) и (Π.1):

∆s = smax(ξ)− s3(ξ) =

=
ξ2(ξ − 2)2 + 4(ξ − 1)2 − ξ2(ξ2 − 3ξ + 3)

ξ(ξ − 1)(ξ − 2)(ξ2 − 3ξ + 3)
=

=
2− ξ

ξ(ξ2 − 3ξ + 3)
.

В интервале 0 < ξ < 1 имеем ∆3 > 0 только тогда, когда s > smax. Так как
smax > s3 в этом интервале, неравенства s > smax и (Π.1) несовместны. Таким
образом, в интервале 0 < ξ < 1 характеристический полином неустойчив.

В интервале ξ > 3 при s < smax имеем ∆3 > 0. Так как в этом интервале
smax < s3, справедливо неравенство (Π.1). Таким образом, все условия кри-
терия Льенара–Шипара выполнены. Теорема доказана.
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ОБ ОЦЕНКАХ СРЕДНЕЙ ДЛИНЫ ОЧЕРЕДИ
ДЛЯ ОДНОКАНАЛЬНЫХ СИСТЕМ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

ЧЕРЕЗ СТАТИСТИЧЕСКИЕ БЕЗУСЛОВНЫЕ МОМЕНТЫ
ВТОРОГО ПОРЯДКА МОДИФИЦИРОВАННОГО ВХОДНОГО ПОТОКА

Рассматривается математическая модель простейшей одноканальной
системы массового обслуживания (СМО) с детерминированным временем
обслуживания в случае входящего потока с произвольной корреляцией.
Для данной СМО получены различные обобщения формулы Хинчина–
Полячека средней длины очереди. Предложена интервальная модель вхо-
дящего потока, в рамках которой получено выражение средней длины
очереди через статистические безусловные моменты второго порядка. Все
результаты были получены при весьма общих предположениях эргодич-
ности и стационарности. Приводятся результаты численных эксперимен-
тов, подтверждающие теоретические выводы.

Ключевые слова: система массового обслуживания, коррелированный
входной поток, средняя длина очереди, формула Хинчина–Полячека.
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1. Введение

В мультисервисных сетях с пакетной коммутацией поток пакетов суще-
ственно отличается от пуассоновского, поскольку такие потоки формируются
множеством источников запросов на предоставление услуг, существенно от-
личающихся между собой. Это приводит к тому, что для потоков в мульти-
сервисных сетях характерна неравномерность поступления заявок и пакетов.
Пакеты группируются в “пачки” в одних промежутках времени и практи-
чески отсутствуют в других промежутках. Случайный процесс поступления
заявок (пакетов) в систему характеризуется законом распределения, устанав-
ливающим связь между значениями случайной величины и вероятностями
появления указанных значений. В большинстве случаев такой поток характе-
ризуется функцией распределения временны́х интервалов между соседними
заявками, а процесс их обработки характеризуется функцией распределения
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вероятностей интервалов времени обслуживания. В подавляющем числе пуб-
ликаций по теории массового обслуживания указанные случайные величины
считаются некоррелированными и взаимно независимыми. Однако указан-
ные допущения для анализа пакетного трафика мультисервисных сетей со-
вершенно недопустимы. В ряде публикаций [1–9], а также в публикациях ав-
торов этой статьи [10–13] предпринимались попытки учета корреляционных
свойств потоков, образующих очереди. Имеется много публикаций, посвящен-
ных различным частным случаям СМО при наличии корреляции входных
данных (см. обзор [14]).

В задачах управления СМО важной характеристикой является средняя
длина очереди. Обобщения формулы Хинчина–Полячека средней длины оче-
реди для некоторых конкретных СМО рассматривались в [15, 16]. Однако
авторам неизвестны работы, в которых разрабатываются общие подходы ана-
лиза СМО при наличии произвольных коррелированных входных потоков.

Одним из перспективных, на взгляд авторов, направлений изучения пакет-
ного трафика является разрабатываемый нами Интервальный метод [17, 18],
позволяющий заменить анализ интервалов времени между соседними заявка-
ми и интервалов времени обработки заявок, анализом одной случайной вели-
чины — числом заявок, поступающих в течение последовательных интерва-
лов времени обработки каждой из заявок. Авторами показано, что дисперсия
и корреляционные свойства указанной случайной величины, при заданной за-
грузке, полностью характеризуют размер очереди в системах массового об-
служивания [18].

В настоящей статье для одноканальной системы с коррелированным вхо-
дящим потоком и постоянным временем обработки заявок при весьма общих
предположениях стационарности и эргодичности получены формулы средней
длины очереди, обобщающие формулу Хинчина–Полячека. При этом приме-
нение модели, основанной на интервальном методе, позволило получить фор-
мулу, выражающую оценку средней длины очереди через безусловные выбо-
рочные ковариации входящего потока. Результаты численных экспериментов
подтверждают теоретические выводы.

2. Постановка задачи

Введем терминологию и обозначения. Анализируются стационарные по-
токи заявок (пакетов). Весь промежуток времени анализа разбивается на
равные интервалы τi одинаковой длины τ . Считается, что интервал време-
ни обработки каждой из заявок — постоянный и равен τ . Число заявок на
i-м интервале обозначаем через mi(τ). Пусть ρ = λτ — коэффициент загруз-
ки, где λ – средняя интенсивность заявок. Предполагается, что ρ ∈ (0, 1).

Величины m(τ) = λτ = ρ и Dm(τ) = [mi(τ)−m(τ)]2 – математическое ожи-
дание и дисперсия чисел заявок, поступающих в течение интервала вре-
мени τ соответственно. Через qi(τ) обозначим количество заявок, стоя-
щих в очереди в конце i-го интервала обработки (длину очереди). Че-
рез µqi−1mi

(τ) = K[qi−1(τ),mi(τ)] обозначим ковариацию случайных величин
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qi−1(τ) и mi(τ). Для предположений, которые будем делать по ходу статьи,
будем использовать обозначения A1,A2, . . .

Для любой одноприборной СМО справедливо рекуррентное соотноше-
ние, устанавливающее связь между поступающими и обработанными заяв-
ками [19],

qi(τ) = qi−1(τ) +mi(τ)− δi(τ),(1)

где

δi(τ) =

{
0, если qi−1(τ) = mi(τ) = 0,
1 в противном случае.

В случае пуассоновского потока заявок с постоянным временем обслу-
живания для средней длины очереди (математического ожидания) известна
формула Хинчина–Полячека [19], которая имеет вид

q(τ) =
ρ2

2(1− ρ)
.(2)

В [20] получено обобщение формулы (2) на случай произвольных корре-
лированных потоков:

q(τ) =
Dm(τ) + 2µqi−1mi

(τ)

2(1 − ρ)
− ρ

2
.(3)

В частном случае пуассоновского потока µqi−1mi
(τ) = 0, Dm(τ) = ρ и форму-

ла (3) принимает вид (2). Доказательство формулы (3) приводится в разде-
ле 4. Из доказательства следует, что формула (3) справедлива для любых
стационарных в широком смысле потоков с конечным математическим ожи-
данием и дисперсией, для которых процесс qi(τ) обладает такими же свой-
ствами, т.е. и для МАР-потока, управляемого эргодической марковской це-
пью.

Задача настоящей статьи — получение формул, в которых средняя длина
очереди выражается через корреляционные свойства входящего потока mi(τ)
при весьма общих предположениях.

3. Предположения и определения

В [12] формула (3) была преобразована к более удобному для применения
виду. Приведем некоторые понятия из [12], поскольку они необходимы для
решения задач данной статьи.

Введем понятие цикла обслуживания. Циклом обслуживания Zk =

=
⋃jk+Nk−1
j=jk

Ij будем называть совокупность смежных интервалов обработ-

ки Ij, на которых qj > 0 везде, кроме последнего интервала, на котором оче-
редь обнуляется после обработки последней заявки, а слева от данного цикла
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тоже находится хотя бы один такой интервал. Здесь Nk обозначает количе-
ство смежных интервалов — длину k-го цикла.

Зам е ч а ни е 1. Понятие цикла обслуживания отличается от введенного
Л. Клейнроком [21] понятия периода занятости, поскольку период занято-
сти предполагает наличие слева и справа как минимум одного интервала, на
котором mi(τ) = δi(τ) = 0. Поэтому период занятости Клейнрока может со-
держать несколько циклов Zk. Целесообразность введения данного понятия
обоснована в [12].

Сделаем следующее п р е д п о л о ж е н и е.

А1. Гипотеза эргодичности и взаимной стационарности. Предположим,

что все рассматриваемые процессы обладают свойствами эргодичности,

стационарности и взаимной стационарности в широком смысле. В част-

ности, для любой реализации случайного процесса mi(τ) существуют соот-

ветствующие пределы и

m(τ) = lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

mi(τ), Dm(τ) = lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

(
mi(τ)−m(τ)

)2
,

µmi−jmi
(τ) = lim

N→∞

1

N − j

N∑

k=j+1

(
mk−j(τ)−m(τ)

)(
mk(τ)−m(τ)

)
,(4)

q(τ) = lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

qi(τ),

µqi−1mi
(τ) = lim

N→∞

1

N

N∑

k=1

qi−k−1(τ)
[
mi−k(τ)−m(τ)

]
.(5)

4. Основные результаты

Формулы для средней длины очереди, полученные в [12], были записаны
для конкретной фиксированной реализации случайного процесса mi(τ). Од-
нако представляет интерес преобразование формулы (3) к выражению, зави-
сящему от корреляционных свойств входящего потока mi. Получим соответ-
ствующие результаты. Пусть mi(τ) — произвольная реализация случайного
процесса {mi}.

Те ор ем а 1. Справедлива формула

q(τ) =
1

2
(Dm(τ)− ρ(1− ρ)) + lim

N→∞

1

N

∑

Zs⊂[1,N ]

mi(τ)
i−1∑

j=js

(mj(τ)− 1).(6)

Эта и последующие теоремы будут доказаны в разделе 5.

Второе слагаемое в (6) при естественных дополнительных предположени-
ях есть весовая сумма условных выборочных ковариаций (см. далее) элемен-
тов входящего потока. Покажем это.
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Пусть Ak(τ) = {δs = 1, s = i− k, i− k + 1, . . . , i} – случайное событие, со-
стоящее в том, что случайно выбранная пара (mi−k(τ),mi(τ)), k + 1 6 i 6 N ,
принадлежит одному циклу обработки Zs ⊂ [1, N ]. Пусть Nk(N) – число та-
ких пар. Обозначим через

µ(k,N) =
1

Nk(N)

∑

i∈Zs⊂[1,N ]

mi(τ)
∑

k:i−k∈Zs

(mi−k(τ)− 1),

P (Ak(τ)) =
Nk(N)

N − k

(7)

условную выборочную ковариацию случайных величин (mi−k(τ),mi(τ)) при
условии Ak(τ) и выборочную вероятность события Ak(τ) соответственно.

Те ор ем а 2. Справедлива формула

q(τ) =
1

2
(Dm(τ)− ρ(1− ρ)) + lim

N→∞

N−1∑

k=1

N − k

N
µ(k,N)P (Ak(τ)).(8)

Теорема 2 непосредственно вытекает из (6), (7). Теорема 2 доказана.

Формулы (8) содержат условные корреляции и вероятности P (Ak(τ)), вы-
числение которых затруднительно. Получим формулу, содержащую только
безусловные моменты второго порядка нового случайного процесса, тесно
связанного с исходным.

Произведем замену переменной интервалов τi, на которых рассматривает-
ся поступление заявок, на другую переменную — θi, которая представляет со-
бой интервал между двумя соседними заявками, покидающими очередь. Чис-
ло заявок, поступивших на указанных интервалах, обозначим через mi(θ).
Это и есть новый случайный процесс, который рассмотрим.

Зам е ч а ни е 2. Каждая реализация случайного процесса mi(θ) совпада-
ет с соответствующей реализацией исходного случайного процесса mi(τ), из
которой удалены все участки покоя, на которых mi(τ) = δi(τ) = 0, т.е. остают-
ся только примыкающие друг к другу циклы обслуживания. Таким образом,
между реализациями потоков mi(θ) и mi(τ) существует взаимно однозначное
соответствие.

Опр е д е л е н и е 1. Процесс mi(θ) будем называть интервальным пред-

ставлением процесса mi(τ).

A2. Гипотеза A1 для процесса mi(θ). Предположим, что для нового слу-

чайного процесса также справедлива гипотеза A1.
Пусть N — рассматриваемое число членов m1(τ), . . . ,mN (τ) реализации

процесса mi(τ), а M =M(N) — число членов соответствующей реализации
процесса mi(θ), полученных из m1(τ), . . . ,mN (τ) удалением нулевых членов,
принадлежащих участкам покоя.

Пусть

νm(k, θ,M) =
1

M − k

M∑

i=k+1

mi(θ)(mi−k(θ)− 1)(9)
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— безусловная выборочная ковариация числа заявок нового случайного про-
цесса.

Те ор ем а 3. Пусть справедливы предположения А1–А2. Тогда имеет

место формула

q(τ) =
1

2
(Dm(τ)− ρ(1− ρ)) + ρ lim

M→∞

M−1∑

k=1

M − k

M
νm(k, θ,M).(10)

В формуле (10) присутствует дисперсия исходного случайного процес-
са mi(τ). Обозначим через Dm(θ) дисперсию процесса mi(θ).

Те ор ем а 4. Пусть справедливы предположения А1–А2. Тогда имеет

место формула

q(τ) =
ρ

2

(
Dm(θ) + 2 lim

M→∞

M−1∑

k=1

M − k

M
νm(k, θ,M)

)
.(11)

Формула (11) выражает среднюю длину очереди через безусловные мо-
менты второго порядка случайного процесса mi(θ).

Зам е ч а ни е 3. Если предположить, что теоретические ковариации

νm(k, θ) = lim
M→∞

νm(k, θ,M)(12)

достаточно быстро убывают так, что ряд
∑∞

k=1 νm(k, θ) сходится, а сходи-
мость в (12) достаточно быстрая, т.е. выполнены условия перестановки пре-
дельных переходов в (11), то формула (11) принимает вид

q(τ) =
ρ

2

(
Dm(θ) + 2

∞∑

k=1

νm(k, θ)

)
.(13)

Однако формула (13) для рассматриваемых нами потоков оказывается
непригодной, в отличие от формулы (11), которая всегда верна при выполне-
нии условий стационарности и эргодичности. Это связано с медленным убы-
ванием выборочных ковариаций в (11) и медленной сходимостью в (12).

5. Доказательства теорем

Дока з а т е л ь с т в о форму лы (3). Возведем в квадрат уравнение ба-
ланса (1). Учитывая, что δ2i (τ) = δi(τ), qi−1(τ)δi(τ) = qi−1(τ), (τ)mi(τ)δi(τ) =
= mi, получим

(qi(τ))
2 = (qi−1(τ))

2 + (mi(τ))
2 + δi(τ) +

+ 2qi−1(τ)mi(τ)− 2qi−1(τ)− 2mi(τ).

118



Вычислим математическое ожидание от обеих частей последнего равен-
ства. Учитывая, что mi(τ) = δi(τ) = ρ, а в силу стационарности (qi(τ))2 =

= (qi−1(τ))2, получим

0 = (mi(τ))2 + ρ+ 2qi−1(τ)mi(τ)− 2qi−1(τ)− 2ρ,

или же

q(τ) =
1

2
((mi(τ))2 − ρ) + qi−1(τ)mi(τ),

или же

q(τ) =
1

2
(Dm(τ)− ρ(1− ρ)) + qi−1(τ)mi(τ).(14)

Подставляя в (14) qi−1(τ)mi(τ) = µqi−1mi
(τ) +m(τ) · q(τ) = µqi−1mi

(τ) + ρq(τ)

и выражая q(τ), получаем (3).

Доказательство теоремы 1. Из (14) следует, что для доказатель-
ства (6) достаточно установить равенство

qi−1(τ)mi(τ) = lim
N→∞

1

N

∑

Zs⊂[1,N ]

mi(τ)

i−1∑

j=js

(mj(τ)− 1).(15)

Докажем (15). Отметим важное свойство цикла обслуживания.

Лемма 1. Для любого цикла обслуживания

jk+Nk−1∑

j=jk

(mj(τ)− δj) =

jk+Nk−1∑

j=jk

(mj(τ)− 1) = 0.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1 вытекает из того, что окончание цикла
обслуживания означает обработку всех заявок, которые поступили на всех
интервалах, входящих в данный цикл обслуживания.

Последовательно применяя равенство (1) к значениям очереди в правой
части (1), находим, что

qi−1(τ) = qi−(N+1)(τ) +

N∑

j=1

(mi−j(τ)− δi−j(τ)).

Отсюда имеем (здесь и далее с точностью до бесконечно малой при N → ∞)

qi−1(τ)mi(τ) =
1

N

N∑

i=1

qi−1(τ)mi(τ) =

=
1

N

N∑

i=1

mi(τ)




N∑

j=1

(mi−j(τ)− δi−j(τ)) + qi−(N+1)(τ)


 .(16)
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В силу леммы 1 отсюда имеем

qi−1(τ)mi(τ) =

=
1

N

N∑

i=1

mi(τ)


 ∑

j∈Zl∩[i−N,i−1]:Zl∩{i−N}6=∅

(mj(τ)− 1) + qi−(N+1)(τ)


+

+
1

N

N∑

i=1

mi(τ)


 ∑

j∈Zl∩[i−N,i−1]:Zl∩{i−1}6=∅

(mj(τ)− 1)


 .

Но в силу леммы 1 первая сумма в последнем равенстве равна нулю, так как
∑

j∈Zl∩[i−N,i−1]:Zl∩{i−N}6=∅

(mj(τ)− 1) =

= −
∑

j∈Zl\[i−N,i−1]:Zl∩{i−N}6=∅

(mj(τ)− 1) = −qi−(N+1)(τ).

Поэтому имеем

qi−1(τ)mi(τ) =
1

N

N∑

i=1

mi(τ)


 ∑

j∈Zl∩[i−N,i−1]:Zl∩{i−1}6=∅

(mj(τ)− 1)


 =

= lim
N→∞

1

N

∑

Zs⊂[1,N ]

mi(τ)

i−1∑

j=js

(mj(τ)− 1).

Тем самым формула (15), а значит, и формула (6) доказаны. Теорема 1 до-
казана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Сначала установим вспомогательное
утверждение.

Лемма 2. Для процесса mi(θ) справедлива формула

mi(θ) = 1,(17)

lim
N→∞

M(N)

N
= ρ.(18)

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Вычисляя математическое ожидание от
обеих частей формулы (1), в силу стационарности находим, что

δ(τ) = m(τ) = ρ.(19)

Поскольку mi(θ) получается из mi(τ) удалением участков покоя, на которых
mi(τ) = δi(τ) = 0, то для соответствующего процесса δi(θ) будем иметь

δ(θ) = m(θ).(20)
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Но на участках обработки δi(θ) = 1, откуда

δ(θ) = 1.(21)

Из (20), (21) следует (17). Формула (18) следует из (19), (21) и того, что∑N
i=1 δi(τ) =

∑M
i=1 δi(θ).

Лемма 2 доказана.

Преобразуем сумму безусловных ковариаций (9) из (10).

Имеем

νm(k, θ,M) =
1

M − k

M∑

i=k+1

mi(θ)(mi−k(θ)− 1),

M−1∑

k=1

M − k

M
νm(k, θ,M) =

1

M

M−1∑

k=1

M∑

i=k+1

mi(θ)(mi−k(θ)− 1) =

=
1

M

M∑

i=1

mi(θ)

i−1∑

k=1

(mi−k(θ)− 1).(22)

Из (22), определения процесса mi(θ), циклов обработки и замечания 2 сле-
дует, что

M∑

i=1

mi(θ)

i−1∑

k=1

(mi−k(θ)− 1) =
∑

Zs⊂[1,N ]

mi(τ)

i−1∑

j=js

(mj(τ)− 1),(23)

поскольку эти суммы состоят из одних и тех же слагаемых.

Далее заметим, что в силу леммы 2 и (23)

lim
M→∞

1

M

M∑

i=1

mi(θ)

i−1∑

k=1

(mi−k(θ)− 1) =

=
1

ρ
lim
N→∞

1

N

∑

Zs⊂[1,N ]

mi(τ)
i−1∑

j=js

(mj(τ)− 1).

(24)

Из (6), (22) и (24) получаем (10). Теорема 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Очевидно, что Dm(θ) = Dδ=1(τ). По-
этому в силу (10), (11) достаточно доказать формулу

Dm(τ) = Dδ=1(τ)ρ+ ρ(1− ρ).(25)

Для краткости будем опускать аргумент τ . Имеем в силу леммы 2

M(Dδ(m)) = Dδ=0(m)P (δ = 0) +Dδ=1(m)P (δ = 1) =

= Dδ=1(m)P (δ = 1) = Dδ=1(m)ρ,D(Mδ(m)) = (Mδ=0(m)− ρ)2P (δ = 0) +

+ (Mδ=1(m)− ρ)2P (δ = 1) = (0− ρ)2(1− ρ) + (1− ρ)2ρ = ρ(1− ρ).

Отсюда, используя известную формулуDm =D(m) =M(Dδ(m))+D(Mδ(m)),
получаем (25). Теорема 4 доказана.
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6. Результаты численных экспериментов

6.1. Анализируемые потоки

Справедливость полученных результатов иллюстрируется результатами
численных экспериментов на основе формулы (11) для реализации видео-
трафика на фоне пуассоновского потока [19] той же интенсивности. Кро-
ме того, приводим результаты аналогичных расчетов для одной из моде-
лей заявок, управляемых цепью Маркова (МАР-поток). МАР-поток обра-
зовывался последовательным во времени переключением двух пуассонов-
ских потоков заявок с параметрами интенсивности λ1 = 1000 и λ2 = 10. При
этом в соответствии с определением МАР-потока в обозначениях [22] пере-
ходные вероятности, определяющие МАР-поток, задавались следующим об-
разом: P (λi → λi, 1) = 0,9 при i = 1, 2; P (λi → λj, 1) = 0,1; P (λi → λj , 0) = 0
при i 6= j. Всего для МАР-потока и пуассоновского потока было сгенерирова-
но по 100 тысяч временных отсчетов, а поток телетрафика содержал 16 910 от-
счетов. Отсчетом называем момент времени, в который в систему поступает
заявка.

Все результаты были также проверены и подтверждены с помощью фор-
мулы (3) на основе оценок входящего в нее корреляционного члена согласно
гипотезе A1, а также с помощью сравнения с оценками среднего значения оче-
реди, вычисленных их непосредственным усреднением (см. подраздел 6.2).

Результаты приведены в табличной и графической формах. Приведем гра-
фические иллюстрации. Численные результаты в виде таблиц приводятся в
подразделе 6.2. В табл. 1, 3, 4 приведены данные для потоков, полученных
имитационным моделированием, а в табл. 2 – результаты реального видео-
трафика. Файл моментов прихода пакетов видеотрафика, анализируемого
на рисунках и в табл. 2, получен экспериментально с помощью открытой
программной системы WireSark на реальной сети. Все результаты анализа,
приведенные на рисунках, получены с экранов разработанной авторами про-
граммной системы АМС, подробное описание которой дано в [18]. Файл мо-
ментов прихода пакетов МАР-потока заявок, показанный на рис. 5, был сге-
нерирован специально разработанной программой, а затем проанализирован
с помощью системы АМС и с помощью отдельной программы имитационного
моделирования. Результаты моделирования представлены в табл. 2.

Поскольку численные результаты получены для конечных значений N , то
в данном подразделе речь идет об оценках соответствующих характеристик.
Сохраним за ними прежние обозначения предельных значений, обозначая
через Dm(ρ), q(ρ) оценки дисперсии и средней длины очереди соответственно.

В мультисервисных сетях связи (МСС) с пакетной коммутацией поток па-
кетов существенно отличается от пуассоновского и носит явно выраженный
пачечный характер.

На рис. 1 представлена реализация видеотрафика (узкие пачки) на фоне
пуассоновского потока одинаковой интенсивности (серый фон). На рис. 2
показан фрагмент указанной реализации в увеличенном масштабе времени.
Каждая тонкая вертикальная полоска соответствует числу пакетов, посту-
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Рис. 1. Поток видеотрафика и пуассоновский поток.
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Рис. 2. Поток видеотрафика и пуассоновский поток в увеличенном масштабе
времени.

пающих в течение интервала времени обработки одного пакета. Из графиков
следует, что для видеопотока имеются интервалы, в течение которых посту-
пают десятки пакетов, в то время как пуассоновский поток содержит на ука-
занных интервалах один или два пакета. Это и объясняет наличие больших
очередей при передаче потоков видеотрафика.

На рис. 3 представлены зависимости оценок среднего размера очереди при
различных значениях коэффициента загрузки ρ (верхний график — видео-
трафик, нижний график — пуассоновский поток). Из рис. 3 видно, что при
одинаковых значениях коэффициента загрузки ρ оценка среднего размера
очереди у пуассоновского потока во много раз меньше, чем у потока видео-
трафика.

На рис. 4 для рассматриваемого видеотрафика показаны зависимости оце-
нок дисперсии (нижняя кривая) и оценок среднего размера очереди (верх-
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Рис. 3. Зависимости оценок среднего размера очереди при различных значе-
ниях коэффициента загрузки ρ.
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Рис. 4. Зависимости оценок дисперсии и среднего размера очереди видеотра-
фика, при различных значениях коэффициента загрузки ρ.

няя кривая), при различных значениях коэффициента загрузки (ρ), полу-
ченные в результате имитационного моделирования. Значение оценки дис-
персии Dm(τ)(0, 5) = 10,6 в то время, когда оценка размера очереди превы-
шает 250 пакетов. Корреляционная составляющая в десятки раз превышает
значение дисперсии, и не учитывать ее нельзя.

Разница впечатляет, поскольку при постоянном времени обработки и коэф-
фициенте загрузки, равном 0,5, оценка среднего значения очереди для пуас-
соновского потока составляет лишь 0,25 пакета. Для пачечного потока ви-
деотрафика составляющая, обусловленная оценкой дисперсии Dm(τ)(ρ), ока-
зывается существенно меньше, чем составляющая, обусловленная наличием
корреляционных связей.

Наконец, приведем результаты расчетов для МАР-потока.

На рис. 5 показан поток, представляющий число заявок, поступающих в
течение каждого из интервалов времени τ = 2,72 · 10−2, которые соответству-
ют коэффициенту загрузки ρ = λτ = 0,5.

Поток носит пачечный характер, и интервалы, в течение которых посту-
пает более 20 заявок, чередуются с интервалами, содержащими не более двух
заявок.
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Рис. 5. Поток заявок, поступающих в течение интервалов времени, соответ-
ствующих коэффициенту загрузки ρ = 0,5.
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Рис. 6. Зависимости оценок дисперсии и среднего размера очереди для рас-
сматриваемого потока при различных значениях коэффициента загрузки ρ.

Несмотря на высокую пачечность, в отличие от видеотрафика, представ-
ленного на рис. 3, здесь оценки среднего значения длины очереди имеют
небольшие размеры q(0, 5) = 5,21 заявок при коэффициенте загрузки (ρ), рав-
ном 0,5. На рис. 6 для рассматриваемого потока показаны зависимости оценок
среднего размера очереди (верхний график) и дисперсии (нижний график),
при различных значениях коэффициента загрузки (ρ). Из рис. 6 видно, что
в отличие от видеотрафика (рис. 4), при малых загрузках оценка размера
очереди близка к значению оценок дисперсии, а влияние корреляционной со-
ставляющей соизмеримо с влиянием дисперсии.

6.2. Численные результаты

В разделах статьи 1–5 ρ предполагалось фиксированным. Здесь иссле-
дуется зависимость величин от ρ. Поэтому далее используем обозначения,
которые связаны с предыдущими следующим образом: Dm(τ) = Dm(τ)(ρ),

Dm(θ) = Dm(θ)(ρ), q(τ) = qcov(ρ) – значение средней длины очереди, вычис-

ляемое по формуле (11). Через covm(θ)(ρ) = 2
∑M−1

k=1
M−k
M νm(k, θ,M) обозначе-
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Таблица 1. Пуассоновский поток

ρ 0,1 0,2 0,3 0,5 0,7 0,9

Dm(θ)(ρ) 9,71 · 10−2 1,98 · 10−1 2,98 · 10−1 4,96 · 10−1 7,00 · 10−1 9,00 · 10−1

covm(θ)(ρ) 5,42 · 10−3 2,39 · 10−2 6,27 · 10−2 2,47 · 10−1 8,28 · 10−1 3,94

qcov(ρ) 5,40 · 10−3 2,46 · 10−2 6,37 · 10−2 2,48 · 10−1 8,25 · 10−1 3,96

qexact(ρ) 5,40 · 10−3 2,46 · 10−2 6,37 · 10−2 2,48 · 10−1 8,25 · 10−1 3,96

Dm(τ)(ρ) 9,97 · 10−2 1,99 · 10−1 2,99 · 10−1 4,98 · 10−1 7,00 · 10−1 8,99 · 10−1

Таблица 2. Поток видеотрафика

ρ 0,1 0,2 0,3 0,5 0,7 0,9

Dm(θ)(ρ) 6,57 1,04 · 101 1,40 · 101 2,08 · 101 2,76 · 101 3,49 · 101

covm(θ)(ρ) 7,16 · 102 8,72 · 102 9,46 · 102 1,01 · 103 1,06 · 103 3,04 · 103

qcov(ρ) 3,62 · 101 8,81 · 101 1,44 · 102 2,58 · 102 3,82 · 102 1,38 · 103

qexact(ρ) 3,62 · 101 8,81 · 101 1,44 · 102 2,58 · 102 3,82 · 102 1,38 · 103

Dm(τ)(ρ) 0,75 2,24 4,42 · 101 1,07 · 101 1,95 · 101 3,15 · 101

Таблица 3. МАР поток

ρ 0,1 0,2 0,3 0,5 0,7 0,9

Dm(θ)(ρ) 2,19 3,81 5,07 6,77 7,87 8,67

covm(θ)(ρ) 3,1 3,98 4,61 7,03 1,33 · 101 4,99 · 101

qcov(ρ) 4,68 · 10−1 1,19 · 10−1 2,17 5,30 1,22 · 101 4,84 · 101

qexact(ρ) 4,68 · 10−1 1,19 · 10−1 2,17 5,30 1,22 · 101 4,84 · 101

Dm(τ)(ρ) 3,08 · 10−1 9,23 · 10−1 1,73 3,53 5,71 7,88

Таблица 4. Зависимость оценки среднего значения очереди
от размера выборки для МАР-потока

N\ρ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

10 000 0,55 1,40 2,49 3,89 5,83 8,51 12,2 19,6 34,0

20 000 0,51 1,33 2,41 3,79 5,74 8,62 13,0 20,9 40,7

30 000 0,5 1,28 2,35 3,70 5,65 8,44 12,6 20,7 41,6

40 000 0,50 1,29 2,34 3,70 5,66 8,50 12,9 21,1 45,8

50 000 0,49 1,26 2,29 3,62 5,52 8,26 12,6 20,5 45,8

60 000 0,48 1,25 2,26 3,57 5,43 8,08 12,2 20,2 49,2

70 000 0,48 1,22 2,22 3,51 5,38 8,08 12,3 20,5 48,3

80 000 0,47 1,21 2,20 3,50 5,35 8,06 12,3 29,4 48,0

90 000 0,47 1,20 2,19 3,48 5,32 8,01 12,3 20,4 48,5

100 000 0,47 1,19 2,17 3,45 5,30 7,99 12,2 20,3 48,4
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на оценка корреляционной составляющей длины очереди в (11). Кроме того,

qexact(ρ) =
1
N

∑N
i=1 qi(τ), где qi(τ) последовательно вычисляются по форму-

лам (1). Графические результаты полностью согласуются с численными и
были получены на их основе.

Отметим, что в табл. 1 для интервального представления mi(θ) пуассо-
новского потока mi(τ) присутствует корреляционная составляющая, которая
может быть не меньше дисперсионной. Это связано с тем, что пуассоновский
поток при переходе от mi(τ) к mi(θ) подвергается изменениям (за счет удале-
ния многих нулевых элементов) и, возможно, становится коррелированным,
а также с тем, что выборочные ковариации медленно сходятся к теоретиче-
ским (см. замечание 3). Из табл. 2 видно, что корреляционная составляющая
сильно преобладает над дисперсионной и определяет длину очереди. В случае
МАР-потока (табл. 3) видно, что корреляционная составляющая преобладает,
но не так сильно, как для потока видеотрафика.

Наконец, в табл. 4 представлена зависимость оценки среднего размера оче-
реди МАР-потока от объема выборки. Видно, что при больших значениях N
оценка среднего значения очереди стабилизируется с точностью до десятых
и сотых, что согласуется с теоремами 1–4.

7. Заключение

Таким образом, можно сделать следующие выводы.

1. В статье для однолинейной системы массового обслуживания с ожи-
данием, неограниченным бункером, детерминированным обслуживанием и
коррелированным входящим потоком получена формула (11), выражающая
среднюю длину очереди через безусловные статистические моменты первого
и второго порядков потока, тесно связанного с исходным потоком.

2. Теоретическое значение формулы (11) состоит в том, что для одно-
канальных систем с детерминированным временем обслуживания впервые
получена точная зависимость средней длины очереди от корреляционных
свойств входящего потока в предположениях только стационарности в ши-
роком смысле и эргодичности этого потока.

3. Непосредственное практическое применение формулы (11) для вычис-
ления средней длины очереди нецелесообразно, так как оно более затратно,
чем непосредственное наблюдение очереди по выборке. Однако формулы (11)
и (12) стимулируют изучение интервальных представлений mi(θ) входящих
потоков, их моделирование и аппроксимацию потоками, для которых авто-
корреляционная функция может быть точно или приближенно определена
параметрами, задающими поток. Это, например, гауссовы потоки. Решение
этих задач требует дополнительных исследований.

4. Результаты имитационного моделирования подтверждают справедли-
вость полученного авторами обобщения (11) формулы Хинчина–Поллачека
для СМО со стационарными коррелированными потоками.

5. Реальные потоки пакетов видеотрафика в телекоммуникационных се-
тях имеют высокую степень корреляции, которая и обусловливает наличие
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большого размера очереди. Влияние корреляционной составляющей на раз-
мер очереди в десятки раз превосходит влияние дисперсии числа заявок на
интервалах обслуживания. Анализ примера потока пакетов реального ви-
деотрафика показал, что определяющее влияние на размер очереди в нем
оказывает корреляционная составляющая потока.

6. Анализ примера одного из потоков, образуемых с помощью случайно-
го независимого переключения двух пуассоновских потоков с различными
параметрами интенсивности, показал, что, несмотря на высокую пачечность
результирующего потока, его дисперсия и корреляционные свойства оказы-
вают сопоставимое влияние на средний размер очереди. Следовательно, в
первом случае причиной возникновения большой очереди является большая
корреляционная составляющая, в то время как во втором случае причинами
возникновения очереди являются дисперсия и корреляционная составляющая
в сопоставимых пропорциях.
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УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ НАГРЕВА СТЕРЖНЯ С
ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТЕКУЩЕЙ И ПРЕДЫДУЩЕЙ ПО ВРЕМЕНИ

ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

На примере процесса нагрева стержня в печи исследуется задача син-
теза управления объектами с распределенными параметрами с обратной
связью. Для формирования значений управляющих воздействий предла-
гается использовать их линейную зависимость от значений состояния в
точках замера как в текущий, так и в предыдущий моменты времени.
Неизвестные коэффициенты, участвующие в этой зависимости управле-
ния от замеренных значений состояния, являются параметрами обратной
связи. Они определяются минимизацией целевого функционала с исполь-
зованием численных методов оптимизации первого порядка. Для этого
получены формулы градиента целевого функционала по параметрам об-
ратной связи. Приводятся результаты численных экспериментов.

Ключевые слова: система с распределенными параметрами, процесс на-
грева, обратная связь, коэффициент усиления, точка контроля, градиент
функционала, параметры обратной связи.
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1. Введение

В работе на примере задачи управления нагревом стержня в печи с об-
ратной связью предлагается подход к синтезу управляющих воздействий, ис-
пользующий результаты замера состояния процесса в заданных точках кон-
троля не только в текущий момент времени t, но и в момент t− τ , где τ –
некоторый заданный параметр. Предложена формула линейной зависимо-
сти текущего значения управляющего воздействия от замеренных значений
в точках замера, включающая неизвестные постоянные параметры обратной
связи. В результате задача синтеза управления редуцируется в задачу па-
раметрического оптимального управления распределенной системой с запаз-
дывающим аргументом по определению оптимальных значений параметров
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обратной связи, участвующих в формулах зависимости значений управлений
от замеренных значений состояний в точках контроля.

Отметим, что в отличие от задач синтеза управления объектами с сосредо-
точенными параметрами, описываемых системами обыкновенных дифферен-
циальных уравнений [1–4], эти задачи для объектов с распределенными пара-
метрами исследованы существенно меньше. Это было связано, во-первых, со
сложностью как исследования самих краевых задач для систем дифференци-
альных уравнений с частными производными, так и численного их решения.
Во-вторых, имелись сложности технического и технологического характера,
связанные с оперативностью, точностью проводимых замеров и обработки
их результатов, в-третьих, отсутствие достаточно эффективных математиче-
ских методов и мощных вычислительных средств для своевременного приня-
тия решения по определению текущих значений управляющих воздействий.

В 60–70-е годы прошлого века в связи с развитием вычислительных
средств и математического аппарата эти работы существенно активизиро-
вались как в теоретическом направлении, так и для практических приложен-
ный. Здесь следует отметить работы [5–11], которыми были предложены раз-
личные подходы к построению систем управления с обратной связью. В ра-
ботах [5, 12, 13] описаны системы управления реальными технологическими
процессами, техническими объектами с распределенными параметрами.

Предлагаемый в данной работе подход, развивающий работы [10, 11] на
случай использования текущих и предыдущих во времени результатов за-
меров, может быть использован для объектов, у которых нет возможности
оперативного замера значений всего вектора состояния или точность замеров
не достаточно высока. Например, при нагреве стержня замер температуры
в его отдельных точках не позволяет судить о текущей динамике (скорости)
процесса нагрева, а измерительная техника, позволяющая это сделать, пока
отсутствует или недостаточно точна.

2. Постановка задачи

Рассматривается задача регулирования температуры стержня длиной l в
печи, состояние которого описывается начально-краевой задачей:

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + µ1 [ϑ(t)− u(x, t)] , (x, t) ∈ Ω = (0, l) × (t0, T ],(2.1)

u(x, t) = u0(x, t;ϕ), ϕ = const, ϕ ∈ Φ⊂Rm, x ∈ [0, l], t ≤ t0,(2.2)

ux(0, t) = −µ2 [ϑ(t)− u(0, t)] , t ≥ t0,(2.3)

ux(l, t) = µ2 [ϑ(t)− u(l, t)] , t ≥ t0.(2.4)

Здесь u(x, t) – температура стержня в точке x ∈ [0, l] в момент времени t;
T – длительность процесса управления; u0(x, t;ϕ) – параметрически задан-
ная непрерывная функция, определяющая температуру стержня при t ≤ 0.
Точное значение m-мерного скалярного вектора параметров ϕ не задано, но
известно, что его значения принадлежат заданному компактному множеству
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Φ⊂Rm с заданной функцией плотности ρΦ(ϕ) такой, что

ρΦ(ϕ) ≥ 0, ϕ ∈ Φ,

∫

Φ

ρΦ(ϕ)dϕ = 1.

Заданные коэффициенты µ1, µ2 характеризуют процесс теплопередачи меж-
ду печью и стержнем. Поддержание температуры самой печи осуществляется
управляемым внешним источником тепла, создающего в печи температуру,
определяемую кусочно-непрерывной функцией ϑ(t), удовлетворяющей техно-
логическому ограничению:

ϑ(t) ∈ V =
{
ϑ : ϑ ≤ ϑ ≤ ϑ̄

}
, t ∈ [t0, T ],(2.5)

значения ϑ, ϑ заданы.

Рассматриваемая задача управления процессом (2.1)–(2.4) заключается в
определении допустимой управляющей функции ϑ(t), приводящей состояние
стержня к заданному состоянию, определяемой непрерывной функцией U(x)
при условии, что в момент времени t0 на стержне имеются точки x ∈ [0, l],
состояние u(x, t0) в которых по каким-либо причинам вышло из требуемого
по технологическим соображениям диапазона температуры на стержне:

u ≤ u(x, t0) ≤ ū.(2.6)

Предельные значения температуры стержня u, ū считаются заданными и
определяются из технологических требований.

Управление ϑ(t) должно доставлять минимум некоторому заданному
функционалу, например следующему:

JT (ϑ) =

∫

Φ

T∫

T−∆T

l∫

0

µ(x) [u(x, t;ϑ,ϕ) − U(x)]2 dxdtdϕ+

+ α

T∫

t0

[ϑ(t)− Vα(t)]
2 dt.

(2.7)

Здесь функция u(x, t;ϑ,ϕ) является решением начально-краевой задачи
(2.1)–(2.3) при заданных допустимых управлении ϑ(t) ∈ V , t ∈ [t0, T ] и на-
чальном условии u0(x, 0;ϕ), ϕ ∈ Φ; µ(x) ≥ 0 – заданная весовая функция;
[T −∆T, T ] заданный отрезок времени, в течение которого оценивается сте-
пень устойчивости достижения заданного желаемого распределения темпе-
ратуры на стержне; параметры α, Vα(t) введены для регуляризации целевого
функционала задачи.

Функционал (1.7) определяет качество управления множеством (пучком)
функций u(x, t;ϑ,ϕ), являющихся решением дифференциального уравнения
(1.1) и удовлетворяющих краевым условиям (2.3), (2.4), с начальными усло-
виями u0(x, t0;ϕ) при значениях параметра ϕ из заданного множества Φ.
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Как видно из целевого функционала (2.7), в задаче требуется не только
достичь желаемого распределения температуры U(x) на стержне в заданный
момент времени T −∆T , но и поддерживать его в течение заданного отрез-
ка времени [T −∆T, T ]. Такое свойство качества управления требуется, как
правило, в системах оптимального (финитного) регулирования [5].

Пусть в Nc точках ξj стержня непрерывно во времени производятся заме-
ры температуры, ui(t) = u(ξi, t), i = 1, . . . , L, используемые для формирова-
ния текущего значения управления ϑ(t).

В качестве зависимости управления ϑ(t) от замеренных значений исполь-
зуем следующую формулу:

ϑ(t) =

L∑

i=1

[k1i (u(ξi, t)− U(ξi)) + k2i (u(ξi, t− τ)− U(ξi))] , t ∈ [t0, T ].(2.8)

Здесь постоянные k1i, k2i, i = 1, . . . , L, являются оптимизируемыми пара-
метрами обратной связи, определяющими текущие значения управления в
процесса нагрева.

Как видно из (2.8), в формировании управляющего воздействия участву-
ют не только текущие значения температуры в точках замера, но и значе-
ния температуры в этих точках в предыдущий момент времени, а именно
при t− τ . Значение τ задано, и оно назначается в зависимости от точности
проведения замеров и динамики (скорости) протекания процесса: для быст-
ро протекающих процессов τ необходимо назначать малым, а для медленно
протекающих процессов τ выбирается таким, чтобы за промежуток времени
(t− τ, t) изменение состояния процесса существенно превышало как точность
проводимых замеров, так и решения краевой задачи (1.1)–(2.4). Из практи-
ческих соображений предполагается выполнение условия τ < ∆T .

Оптимизируемые параметры k1i, k2i, i = 1, . . . , L, как и в задачах синтеза
управления в системах c сосредоточенными параметрами, будем называть
коэффициентами усиления.

Введя обозначение для заданной функции U(x) Ui = U(ξi), зависимость
(2.8) запишем так:

ϑ(t;K) =

L∑

i=1

(k1i (u(ξi, t)− Ui) + k2i (u(ξi, t− τ)− Ui)) , t ∈ [t0, T ],(2.9)

и будем еe использовать в дальнейшем.

Здесь использовано обозначение для оптимизируемых параметров обрат-
ной связи K = (k1, k2) ∈ R2L, k1 = (k11, k12, . . . , k1L), k2 = (k21, k22, . . . , k2L).

Управление с обратной связью ϑ(t), определенное формулой (2.9), в силу
свойства решения дифференциальных уравнений с запаздывающим по вре-
мени аргументом, является не только непрерывным при всех t ∈ [t0, t0 + τ ],
но, более того, его гладкость улучшается во времени [13].

Рассмотрим также случай, когда имеется возможность осуществлять за-
меры температуры только в заданные дискретные моменты времени t̄j+1 =
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= t0 + j∆t, j = 0, 1, . . . , Nt − 1, t̄0 = t0, ∆t = (T − t0) /Nt. Значение ∆t опре-
деляется технологическими особенностями как самого процесса нагрева, так
и возможностями проведения замеров.

Для управления ϑ(t) в этом случае используем следующую, аналогичную
(1.8), зависимость от замеренных в дискретные моменты времени значений
состояния:

ϑ(t;K) =
L∑

i=1

(k1i (u(ξi, t̄j)− Ui) + k2i (u(ξi, t̄j − τ)− Ui)) ,

t ∈ [t̄j, t̄j +∆t) , j = 0, 1, . . . , Nt − 1.

(2.10)

Значение запаздывания τ должно выбираться, естественно, кратным зна-
чению ∆t, т.е. τ = σ∆t, σ = 1, 2, . . . , и удовлетворять тем же требованиям,
что и при непрерывной обратной связи.

Управление ϑ(t), определяемое зависимостью (2.10) при дискретной об-
ратной связи, непрерывно на интервалах (t̄j, t̄j+1), а в моменты времени t̄j
проведения замеров состояния процесса может претерпевать конечные скач-
ки. Состояние самого процесса нагрева в эти моменты времени изменяется
непрерывно.

Для случая непрерывной обратной связи подставим зависимость (1.9) в
дифференциальное уравнение (2.1) и в краевые условия (2.3), (2.4), получим
уравнение

ut(x, t) = a2uxx(x, t) +

+ µ1

L∑

i=1

[k1i (u(ξi, t)− Ui) + k2i (u(ξi, t− τ)− Ui)]−

− µ1u(x, t), (x, t) ∈ Ω,

(2.11)

и краевые условия

ux(0, t) = µ2u(0, t) −

− µ2

L∑

i=1

[k1i (u(ξi, t)− Ui) + k2i (u(ξi, t− τ)− Ui)] , t ≥ t0,
(2.12)

ux(l, t) = −µ2u(l, t) +

+ µ2

L∑

i=1

[k1i (u(ξi, t)− Ui) + k2i (u(ξi, t− τ)− Ui)] , t ≥ t0.
(2.13)

Дифференциальное уравнение (2.11) характеризуется следующими осо-
бенностями: во-первых, оно является уравнением с запаздывающим аргумен-
том по времени в фазовой переменной [14]; во-вторых, оно является точечно
нагруженным по временной переменной [15–18]. В-третьих, краевые условия
(2.12), (2.13) имеют запаздывание во времени и являются нелокальными, так
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как в них участвуют значения искомой функции в промежуточных точках.
Такие условия называют также неразделенными [11, 19]. Работы, в которых
рассматривались начально-краевые задачи одновременно с такими особенно-
стями, авторам не встречались. Использование имеющихся результатов, от-
дельных для каждой из особенностей (метод шагов во времени для систем с
запаздыванием [15] и метод сдвига для нелокальных нагруженных уравнений
[17, 18]), не представляет каких-либо проблем для исследования и численного
решения полученной начально-краевой задачи (2.11)–(2.13). Схема решения
этих задач будет изложена в разделе 4 при описании результатов компьютер-
ных экспериментов на примере иллюстративной задачи.

В случае дискретной во времени обратной связи (2.10) в промежутках
между замерами дифференциальное уравнение (1.1) имеет вид

ut(x, t) = a2uxx(x, t) +

+ µ1

L∑

i=1

[k1i (u(ξi, t̄j)− Ui) + k2i (u(ξi, t̄j − τ)− Ui)]− µ1u(x, t),

t ∈ [t̄j, t̄j +∆t) , j = 0, 1, . . . , Nt − 1,

(2.14)

а в моменты времени замеров t̄j , j = 1, . . . , Nt − 1 выполняется условие непре-
рывности процесса

u(x, t̄+i ) = u(x, t̄−i ), x ∈ [0, l], i = 1, . . . , Nt − 1.(2.15)

Здесь использованы обозначения:

u(x, t̄+i ) = u(x, tj + 0), u(x, t̄−i ) = u(x, tj − 0).

Краевые условия в этом случае будут иметь вид:

ux(0, t) = µ2u(0, t)−

− µ2

L∑

i=1

[k1i (u(ξi, t̄j)− Ui) + k2i (u(ξi, t̄j − τ)− Ui)] ,

t ∈ [t̄j , t̄j +∆t) , j = 0, 1, . . . , Nt − 1,

(2.16)

ux(l, t) = −µ2u(l, t) +

= µ2

L∑

i=1

[k1i (u(ξi, t̄j)− Ui) + k2i (u(ξi, t̄j − τ)− Ui)] ,

t ∈ [t̄j , t̄j +∆t) , j = 0, 1, . . . , Nt − 1.

(2.17)

Ограничение (2.5) на управляющее воздействие, учитывая зависимость
(2.9) и условия на состояние температуры при протекании процесса регули-
рования (2.6), несложно привести к следующим ограничениям на параметры
обратной связи:

L∑

i=1

(k1i + k2i) (ū− Ui) ≤ ϑ̄,(2.18)
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L∑

i=1

(k1i + k2i) (u− Ui) ≥ ϑ.(2.19)

Ясно, что ограничения (2.18), (2.19) являются линейными по K.

Целевой функционал (2.7) на случай управления с обратной связью запи-
шем в виде

JT (K) =

∫

Φ

I(K;ϕ)ρΦ(ϕ)dϕ,(2.20)

I(K;ϕ) =

T∫

T−∆T

l∫

0

µ(x) [u(x, t;K, ϕ) − U(x)]2 dxdt+ α
∥∥∥K− K̃α

∥∥∥
2

R2L
,(2.21)

где α, K̃α ∈ R2L – параметры регуляризации функционала.

Таким образом, задача оптимального управления процессом нагрева как с
непрерывной, так и дискретной обратной связью заключается в определении
таких параметров обратной связи K ∈ R2L, удовлетворяющих ограничениям
(2.18) при непрерывной и (2.19) при дискретной обратной связи, при кото-
рых совместно с решением соответствующих начально-краевых задач (2.11)–
(2.13), (2.2) и (2.14), (2.2)–(2.4) функционал (2.20), (2.21) принимает мини-
мальное значение.

Исследуемая далее полученная задача относится к параметрическим зада-
чам оптимального управления, поскольку непосредственно оптимизируемым
является конечномерной вектор K ∈ R2L. Специфическими особенностями
дифференциальных уравнений, как указывалось выше, являются наличие
запаздывания во времени у фазовой переменной и точечная нагруженность
по пространственной переменной. Специфика задачи заключается и в целе-
вом функционале (2.20), (2.21), оценивающем на некотором конечном проме-
жутке времени [T −∆T, T ] поведение множества решений начально-краевой
задачи (пучка-траекторий), параметры ϕ начальных условий u0(x, t0;ϕ) кото-
рых принадлежат множеству Φ. Отметим еще одну важную специфическую
особенность полученной задачи. Несмотря на то что исходная задача опти-
мального управления без обратной связи (2.1)–(2.7) является, как несложно
проверить, выпуклой, задачи как с непрерывной, так и с дискретной обрат-
ной связью являются невыпуклыми. Это видно из зависимостей (2.9), (2.10),
в которых участвуют произведения оптимизируемых параметров K и зави-
сящих от них, в общем случае нелинейно, значений фазовой переменной в
точках замера u(ξi, t), i = 1, . . . , L. Эта особенность важна и требует привле-
чения к ее численному решению каких-либо подходов к отысканию глобаль-
ного оптимума. Одним из таких подходов является применение известных
эффективных методов локальной оптимизации с использованием различных
начальных точек поиска для оптимизируемого вектора K ∈ R2L (метод муль-
тистарта). В следующем разделе будет изложен предлагаемый подход и по-
лучены необходимые формулы для применения эффективных локальных ме-
тодов оптимизации первого порядка.
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3. Подход к численному решению задачи синтеза управления

Для численного решения полученной задачи параметрического оптималь-
ного управления (2.11), (2.2), (2.12), (2.13), (2.18)–(2.21) с учетом линейности
ограничений (2.18), (2.19) на оптимизируемые параметры, а следовательно,
выпуклости допустимой области параметров K предлагается использовать
метод проекции градиента [20, 21].

Ks+1 = P(2.17),(2.18) (K
s − γs grad K JT (K

s)) ,(3.1)

γs = argmin
γ≥0

JT
(
P(2.18),(2.19)(K

s − γgrad K JT (K
s))
)
, s = 0, 1, . . .(3.2)

Здесь grad K JT (K) – 2L-мерной вектор компонент градиента целевого функ-
ционала (2.20), (2.21); γs – величина шага одномерной оптимизации по на-
правлению градиента на s-й итерации, определяемой, например, методом зо-
лотого сечения; K0 – некоторое начальные значение вектора параметров об-
ратной связи (в случае, если оно не удовлетворяет ограничениям (2.18), (2.19),
необходимо его предварительно спроектировать на допустимую область). Для
построения оператора проектирования P(2.18),(2.19)(K) произвольного вектора

K ∈ R2L на допустимую область, определяемую линейными неравенствами
(2.18), (2.19), имеются известные конструктивные формулы [13, 20, 21].

Как было отмечено выше, полученная задача параметрического оптималь-
ного управления может быть многоэкстремальной по оптимизируемым пара-
метрам K, а метод (3.1), (3.2) позволяет отыскивать лишь ближайшую к точ-
ке K0 ∈ R2L точку локального минимума целевого функционала. Поэтому в
приведенных расчетах использовался метод “мультистарта”, заключающийся
в многократном применении итерационной процедуры (3.1), (3.2) для различ-
ных допустимых начальных точек K0. При этом за решение принимается тот
вектор локального минимума K∗, которому соответствует меньшее значение
целевого функционала.

Ясно, что для реализации процедуры (3.1), (3.2) важную роль имеет век-
тор градиента целевого функционала gradK JT (K). Далее в теореме показа-
на дифференцируемость целевого функционала JT (K) и приведены формулы
для компонент его градиента.

Те ор ем а 1. При принятых допущениях на функции и параметры зада-

чи (2.1)–(2.4), (2.7) функционал (2.20), (2.21) задачи управления (2.11), (2.2),
(2.12), (2.13), (2.18)–(2.21) с обратной связью (2.9) дифференцируем по допу-

стимым значениям параметров обратной связи K, а компоненты градиен-

та определяются формулами

gradk1iJT (K) =

∫

Φ




T∫

t0


−a2µ2 (ψ(0, t) + ψ(l, t))− µ1

l∫

0

ψ(x, t)dx


×

× (u(ξi, t)− Ui) dt+ 2
(
k1i − k̃1i

)

 ρΦ(ϕ)dϕ, t0 ≤ t ≤ T,

(3.3)
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gradk2iJT (K) =

∫

Φ



T−τ∫

t0


−a2µ2(ψ(0, t+ τ)+ψ(l, t+ τ))−µ1

l∫

0

ψ(x, t+ τ)dx


×

× (u(ξi, t)− Ui) dt + 2
(
k2i − k̃2i

)

 ρΦ(ϕ)dϕ, −τ ≤ t ≤ T − τ,(3.4)

где u(x, t;ϕ) – решение начально-краевой задачи (2.11)–(213), (2.2); ψ(x, t) –

решение следующей сопряженной начально-краевой задачи при каждом за-

данном допустимом значения параметра ϕ:

ψt(x, t) = −a2ψxx(x, t) + αψ(x, t), t0 ≤ t ≤ T −∆T,(3.5)

ψt(x, t) = −a2ψxx(x, t) + αψ(x, t) + 2µ(x) (u(x, t; y, ϕ) − U(x)) ,

T −∆T < t ≤ T,
(3.6)

ψ(x, T ) = 0, 0 ≤ x ≤ l,(3.7)

ψx(0, t) = µ2ψ(0, t), t0 ≤ t ≤ T,(3.8)

ψx(l, t) = −µ2ψ(l, t), t0 ≤ t ≤ T,(3.9)

ψx(ξ
+
i , t) = ψx(ξ

−
i , t) + µ2k1i (ψ(0, t) + ψ(l, t)) +

µ1k1i
a2

l∫

0

ψ(x, t)dx,

t0 ≤ t ≤ T,

(3.10)

ψx(ξ
+
i , t+ τ) = ψx(ξ

−
i , t+ τ) + µ2k2i (ψ(0, t + τ) + ψ(l, t+ τ)) +

+
µ1k2i
a2

l∫

0

ψ(x, t + τ)dx, t0 ≤ t ≤ T − τ,
(3.11)

ψ(ξ+i , t) = ψ(ξ−i , t), t0 ≤ t ≤ T.(3.12)

В случае дискретной по времени обратной связи в виде зависимости (2.10)
имеет место следующая

Те ор ем а 2. При принятых допущениях на функции и параметры,

участвующие в задаче (2.1)–(2.4), (2.7), функционал (2.20), (2.21) задачи

управления (2.14)–(2.17), (2.2) при дискретной обратной связи (2.8) диффе-

ренцируем по параметром обратной связи K при их допустимых значениях,

компоненты градиента целевого функционала определяются формулами

gradk1iJT (K) =

∫

Φ



Nt−1∑

j=0

t̄j+∆t∫

t̄j


−a2µ2 (ψ(0, t) + ψ(l, t)) − µ1

l∫

0

ψ(x, t)dx


×

× (u(ξi, t)− Ui) dt+ 2
(
k1i − k̃1i

)

 ρΦ(ϕ)dϕ, t̄j ≤ t ≤ t̄j +∆t,

138



gradk2iJT (K) =

=

∫

Φ



Nt−1∑

j=0

t̄j+∆t−τ∫

t̄j


−a2µ2(ψ(0, t + τ) + ψ(l, t+ τ))− µ1

l∫

0

ψ(x, t+ τ)dx


×

× (u(ξi, t)− Ui) dt + 2
(
k2i − k̃2i

)

 ρΦ(ϕ)dϕ, t̄j − τ ≤ t ≤ t̄j +∆t− τ,

а функция ψ(x, t) при каждом заданном допустимом значении парамет-

ра ϕ и соответствующей функции u(x, t;ϕ)решения начально-краевой за-

дачи (2.14)–(2.17), (2.2) определяется решением сопряженной начально-

краевой задачи:

ψt(x, t) = −a2ψxx(x, t)+αψ(x, t), t̄j ≤ t≤ t̄j +∆t− τ, j = 0, 1, . . . , Nt− 1,

ψt(x, t) = −a2ψxx(x, t) + αψ(x, t) + 2µ(x) (u(x, t; y, ϕ) − U(x)) ,

t̄j +∆t− τ < t ≤ t̄j +∆t,

ψ(x, T ) = 0, 0 ≤ x ≤ l,

ψx(0, t) = µ2ψ(0, t), t̄j ≤ t ≤ t̄j +∆t, j = 0, 1, . . . , Nt − 1,

ψx(l, t) = −µ2ψ(l, t), t̄j ≤ t ≤ t̄j +∆t, j = 0, 1, . . . , Nt − 1,

в точках ξi, i = 1, . . . , L, при t̄j ≤ t ≤ t̄j +∆t должна удовлетворять усло-

виям

ψx(ξ
−
i , tj) = ψx(ξ

+
i , tj)− µ2k1i

Nt−1∑

k=1

tk∫

tk−1

(ψ(0, τ) + ψ(l, τ)) dτ,

i = 1, . . . , L, j = 1, . . . , Nt − 1,

ψ(ξ+i , t) = ψ(ξ−i , t), i = 1, . . . , L,

ψx(ξ
+
i , tj + τ) = ψx(ξ

−
i , tj + τ) + µ2k2i

Nt−1∑

k=1

tk∫

tk−1

(ψ(0, t+ τ) + ψ(l, t+ τ)) dt,

t̄j ≤ t ≤ t̄j +∆t− τ, i = 1, . . . , L, j = 1, . . . , Nt − 1,

а в точках tj , j = 0, 1, . . . , Nt − 1, при x ∈ [0, l] удовлетворять условиям

ψ(ξi, t
−
j ) = ψ(ξi, t

+
j )−

α

a2

L∑

ν=1

ki

tj∫

tj−1

ξν+1∫

ξν

ψ(x, t)dxdt,

i = 1, . . . , L, j = 0, 1, . . . , Nt − 1.
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Сформируем необходимые условия оптимальности параметров обратной
связи K в вариационной форме.

Те ор ем а 3. Для оптимальности параметров обратной связи K∗ ∈ R2L

в задаче синтеза (2.11)–(2.13), (2.20), (2.21) с непрерывной обратной связью

(2.9) необходимо выполнение условия

(gradKJT (K
∗),K−K∗) ≥ 0

для произвольного допустимого вектора K ∈ R2L, удовлетворяющего усло-

виям (2.18), (2.19), где градиент целевого функционала (2.20), (2.21) опреде-

ляется формулами (3.3)–(3.12).

Аналогичную теорему можно сформировать для случая дискретной об-
ратной связи (2.10).

4. Результаты компьютерных экспериментов

Приведем результаты численных экспериментов, полученные при решении
задачи (2.1)–(2.7), для следующих функций и значений параметров, участ-
вующих в постановке задачи:

t0 = 0, T = 2, a = 1, µ1 = µ2 = 1, µ(x) = 1,

l = 1, u0(x, t;ϕ) = ϕ, x ∈ [0, 1], Φ = {55, 60, 65},
ϑ = 10, ϑ̄ = 1000, ∆T = 1, U(x) = 85, x ∈ [0, 1].

При проведении экспериментов время запаздывания τ , число L точек
непрерывного во времени контроля и места их размещения принимали раз-
личные значения. В приводимых далее результатах были использованы сле-
дующие значения параметров: τ = 0,05, L = 2, ξ1 = 0,3, ξ2 = 0,6.

Для реализации итерационной процедуры (3.1), (3.2) использовались по-
лученные выше формулы для компонентов градиента (3.3), (3.4).

Для решения прямой (2.11)–(2.13) и сопряженной (3.5)–(3.12) начально-
краевых задач при заданных текущих значениях параметров обратной свя-
зи K и начальном условии ϕ ∈ Φ использовалась неявная схема метода се-
ток с шагами дискретизации по x и t, соответственно равными hx = 0,01,
ht = 0,01 [22]. Для учета запаздывания τ использовался метод шагов [14].
К нелокальным краевым условиям (2.12), (2.13) прямой задачи и (3.8)–(3.12)
сопряженной задачи после дискретизации применялась схема сдвига условий,
описанная в [18] основанная на идее метода прогонки [23].

С учетом возможности многоэкстремальности функционала (2.20), (2.21)
в качестве начальной точки для итерационной процедуры (3.1), (3.2) исполь-
зовались разные точки, в частности приведенные в табл. 1. В этой же таблице
приведены соответствующие этим точкам значения целевого функционала.

В табл. 2 приведены полученные с применением процедуры (3.1), (3.2)
оптимальные значения параметров обратной связи. Отметим, что при даль-
нейших итерациях процедуры (3.1) оптимизируемые параметры и значение
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Таблица 1. Начальные значения оптимизируемых параметров k011,k
0
12,k

0
21,k

0
22

и соответствующие значения функционала

N k011 k012 k021 k022 J0
T (K)

1 6,0000 9,0000 7,0000 8,0000 4514,7446001

2 0,5000 0,9000 0,3000 0,6000 4440,8716378

Таблица 2. Полученные значения параметров обратной связи (2.9)
и целевого функционала

N T χ k
(∗)
11 k

(∗)
12 k

(∗)
21 k

(∗)
22 J

(∗)
T (K)

1

1
0% –0,54691 1,51775 1,36562 1,42903 0,00000042134

1% –0,54655 1,50549 1,37056 1,42836 0,00000063847

3% –0,53125 1,51231 1,37452 1,44927 0,00000095917

2
0% –0,54693 1,51773 1,36560 1,42901 0,00000041473

1% –0,54827 1,51537 1,36314 1,42821 0,00000052774

3% –0,54949 1,50465 1,35546 1,41236 0,0000091645

2

1
0% 0,86006 1,31130 0,65608 1,00734 0,00000042441

1% 0,84875 1,30618 0,65785 1,00908 0,00000053893

3% 0,85589 1,30355 0,65777 1,00626 0,00000061959

2
0% 0,86004 1,31128 0,65606 1,00732 0,00000041806

1% 0,85746 1,31135 0,64758 1,00563 0,00000062639

3% 0,86481 1,31407 0,66105 1,00586 0,00000724320

функционала практически не изменялись. В этой же таблице приведены
значения параметров обратной связи, полученные процедурой оптимизации
(3.1), (3.2) при условии, что замеры фазового состояния в точках контроля ξi,
i = 1, 2 проводятся не точно, а с погрешностью χ%. Замеренные значения с
погрешностью определялись по формуле

u(t) = u(ξi, t) = u(ξi, t)(1 + χs(t)), t ∈ [t0, T ],

где случайные значения s(t) при каждом t ∈ [t0, T ] имеют равномерное рас-
пределение на отрезке [−1; 1] и стандартной программой Randomize.

Как видно из таблицы, параметры обратной связи достаточно устойчивы
к погрешностям проводимых замеров.

Для сравнения предлагаемого подхода к синтезу управления проводились
эксперименты с решением задачи синтеза управления с обратной связью без
использования предыдущих по времени результатов замеров в виде [10]:

ϑ(t;K) =
L∑

i=1

kij(u(ξi, t)− Ui), t ∈ [t0, T ].(4.1)

141



Таблица 3. Начальные значения параметров обратной связи (4.1)
и соответствующие значения целевого функционала

N k011 k012 J0
T (K)

1 6,0000 9,0000 4068,59998

2 0,5000 0,9000 4188,42555

Таблица 4. Полученные значения параметров обратной связи (4.1)
и целевого функционала

N T χ k
(∗)
11 k

(∗)
12 J

(∗)
T (K)

1

1
0% 0,75542 2,98977 0,24977233550

1% 0,75533 2,98965 0,24982552763

3% 0,75512 2,98936 0,25005961886

2
0% 0,53942 2,74553 0,23500497418

1% 0,53891 2,74491 0,23519332257

3% 0,53877 2,74476 0,23525947935

2

1
0% 1,64570 2,21322 0,24976508234

1% 1,64565 2,21315 0,24985018452

3% 1,64522 2,21257 0,24996574232

2
0% 1,43147 1,96693 0,23500821019

1% 1,43110 1,96645 0,23522688761

3% 1,43026 1,96523 0,23564519287

Как видно, в (4.1) для формирования текущего значения управления ϑ(t)
не используется информация о фазовом состоянии в предыдущие моменты
времени.

В табл. 3 проведены значения начальных значений параметров обратной
связи из (4.1), использованные для итерационной процедуры (3.1), (3.2), и
соответствующие значения целевого функционала.

В табл. 4 аналогично табл. 2 приведены полученные оптимальные значе-
ния параметров обратной связи в виде (4.1) при различных уровнях погреш-
ностей χ проводимых замеров.

Введем функционал

Φ(t;K, ϕ) =




l∫

0

[u(x, t;K, ϕ) − U(x)]2 dx




1/2

,

характеризующий состояние процесса нагрева всего стержня в интегральном
смысле, при параметрах обратной связи K и начальном условии u(x, t0) = ϕ.

На рисунке приведены графики функции Φ(t;K∗, ϕ) при оптимальных
значениях параметров K∗, полученные из первой начальной точки K0 (пер-
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Графики функционала Φ(t;K∗, ϕ). а — для обратной связи вида (1.9); б — для
обратной связи вида (3.1) для начальных условий: ϕ = 550 ( ), ϕ = 600

( ), ϕ = 650 ( · ·).

вая строка табл. 1), с состояниями в начальный момент времени u(x, t0) = 550,
u(x, t0) = 600, u(x, t0) = 650. На рисунке а использованы приведенные в пер-
вой строке табл. 2 полученные оптимальные значения параметров обратной
связи в виде (2.9). На рисунке б использованы приведенные в первой стро-
ке табл. 4 полученные оптимальные значения параметров обратной связи в
виде (4.1).

В случае обратной связи вида (2.9), как видно из рисунка а, графики функ-
ций Φ(t;K∗, ϕ) при t ≥ 0,75 для разных начальных условий устанавливаются
достаточно близко к U(x) = 85, а из рисунка б следует, что установление при
обратной связи вида (4.1) начинает наблюдаться только при t ≥ 1,5.

5. Заключение

На примере процесса нагрева стержня предложен подход к синтезу управ-
ления в системах с распределенными параметрами. Для формирования те-
кущего управления предлагается использовать информацию о состоянии в
точках замера не только в текущий, но и в некоторый предыдущий момент
времени.

Применение такого подхода может быть обусловлено невозможностью про-
ведения замера всех компонентов состояния объекта или объекта в целом.
В работе задача синтеза параметров обратной связи приведена к задаче па-
раметрического оптимального управления, в котором процесс описывается
дифференциальным уравнением с запаздывающими по времени аргумента-
ми.

Получены формулы градиента целевого функционала по параметрам об-
ратной связи, сформулированы необходимые условия оптимальности. Приве-
дены численные эксперименты.

Предложенный подход к синтезу управления в системах с распределенны-
ми параметрами несложно распространить на другие процессы, описываемые
другими видами начально-краевых задач.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Из взаимной независимости возмож-
ных начальных условий u0(x, t;ϕ) при различных параметрах ϕ имеет место

grad KJT (K) = grad K

∫

Φ

I(K;ϕ)ρΦ(ϕ)dϕ =

∫

Φ

grad KI(K;ϕ)ρΦ(ϕ)dϕ.(Π.1)

Поэтому сначала займемся исследованием дифференцируемости функцио-
нала I(K;ϕ) и получением формул для компонент его градиента по пара-
метрам обратной связи K при каком-либо заданном допустимом параметре
ϕ ∈ Φ.

Для доказательства теоремы воспользуемся известным методом прираще-
ния оптимизируемых параметров и оценки соответствующего приращения
функционала [20].

Пусть вектор параметров обратной связи K = (k1, k2), которому соответ-
ствует решение u(x, t) нагруженной краевой задачи (2.11)–(2.13), получил
приращение K̃ = K+∆K = (k1 +∆k1, k2 +∆k2) и этому вектору соответ-
ствует решение краевой задачи ũ(x, t) = u(x, t) + ∆u(x, t).

Из (2.11)–(2.13), (2.2) следует, что ∆u(x, t) является решением краевой
задачи

∆ut(x, t) = a2∆uxx(x, t) + µ1

L∑

i=1

[k1i∆u(ξi, t) + k2i∆u(ξi, t− τ)]+

+ µ1

L∑

i=1

(u(ξi, t)− Ui)∆k1i + µ1

L∑

i=1

(u(ξi, t− τ)− Ui)∆k2i −

− µ1∆u(x, t), (x, t) ∈ Ω = (0, l) × (t0, T ],

(Π.2)

∆ut(0, t) = µ2∆u(0, t)− µ2

L∑

i=1

[k1i∆u(ξi, t) + k2i∆u(ξi, t− τ)]−

− µ2

L∑

i=1

[(u(ξi, t)− Ui)∆k1i + (u(ξi, t− τ)− Ui)∆k2i] , t ∈ [t0, T ] ,

(Π.3)

∆ut(l, t) = −µ2∆u(l, t) + µ2

L∑

i=1

[k1i∆u(ξi, t) + k2i∆u(ξi, t− τ)] +

+ µ2

L∑

i=1

[(u(ξi, t)− Ui)∆k1i + (u(ξi, t− τ)− Ui)∆k2i] , t ∈ [t0, T ] ,

(Π.4)

∆u(x, 0) = 0, x ∈ [0, l].(Π.5)

Пользуясь известными результатами об устойчивости дифференциальных
уравнений с запаздывающей во времени фазовой переменной и нагружен-
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ных нелокальных краевых задач, можно показать справедливость оценки
‖∆u(x, t)‖L2(Ω) ≤ α ‖∆K‖R2L , где α > 0 не зависит от K [20] .

Для приращения функционала (2.19) несложно непосредственно получить
представление:

∆I(K;ϕ) = I(K+∆K;ϕ)− I(K;ϕ) =

= 2

T∫

T−∆T

l∫

0

µ(x) [u(x, t;K, ϕ) − U(x)]∆u(x, t)dxdt+

+ 2

L∑

i=1

[
σ1(k1i − k̃1i)∆k1i + σ2(k2i − k̃2i)∆k2i

]
+

+R
(
‖∆u‖L2(Ω) , ‖∆K‖R2L

)
,

(Π.6)

где остаточный член R
(
‖∆u‖L2(Ω) , ‖∆K‖R2L

)
включает слагаемые второго

порядка малости относительно ‖∆K‖R2L и ‖∆u‖L2(Ω). Из этой оценки прира-

щения функционала следует и его дифференцируемость [20].

Получим формулы для компонентов градиента целевого функционала по
параметрам обратной связи. Пусть функция ψ(x, t) некоторая пока про-
извольная непрерывная всюду в Ω, дважды дифференцируемая по x при
x ∈ (ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , L, ξ0 = 0, ξL+1 = l, дифференцируемая по t при
t ∈ (t0, T ). Умножим (П.2) на ψ(x, t), проинтегрируем результат по прямо-
угольнику Ω. С учетом принятых предположений и условий (П.3)–(П.5) бу-
дем иметь:

T∫

t0

l∫

0

ψ(x, t)∆ut(x, t)dxdt − a2
L∑

i=0

ξi+1∫

ξi

T∫

t0

ψ(x, t)∆uxx(x, t)dtdx −

−
T∫

t0

l∫

0

ψ(x, t)

[
µ1

L∑

i=1

[k1i∆u(ξi, t) + k2i∆u(ξi, t− τ)] +(Π.7)

+µ1

L∑

i=1

[(u(ξi, t)− Ui)∆k1i + (u(ξi, t− τ)− Ui)∆k1i]− µ1∆u(x, t)

]
dxdt = 0.

Используя интегрирование по частям отдельно для первого и второго чле-
нов (П.7) и, учитывая (П.3)–(П.5) , имеем:

T∫

t0

l∫

0

ψ(x, t)∆ut(x, t)dxdt =

=

l∫

0

ψ(x, T )∆u(x, T )dx −
T∫

t0

l∫

0

ψt(x, t)∆u(x, t)dxdt,

(Π.8)
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a2
L∑

i=0

ξi+1∫

ξi

T∫

t0

ψ(x, t)∆uxx(x, t)dtdx =(Π.9)

= a2
T∫

t0

[(ψx(0, t) − µ2ψ(0, t))∆u(0, t) − (ψx(l, t) + µ2ψ(l, t))∆u(l, t)] dt+

+ a2
L∑

i=1

T∫

t0

[
ψx(ξ

−
i , t)− ψx(ξ

+
i , t) + µ2k1i (ψ(0, t) + ψ(l, t))

]
∆u(ξi, t)dt+

+ a2
L∑

i=1

T−τ∫

t0

[
ψx(ξ

−
i , t+ τ)− ψx(ξ

+
i , t+ τ) + µ2k2i (ψ(0, t+ τ) + ψ(l, t+ τ))

]
×

×∆u(ξi, t)dt+ a2
L∑

i=1

T∫

t0

[
(ψ(ξ+i , t)− ψ(ξ−i , t))∆ux(ξi, t)

]
dt+

+ a2
L∑

i=1

µ2∆k1i

T∫

t0

(ψ(0, t) + ψ(l, t)) (u(ξi, t)− Ui) dt+

+ a2
L∑

i=1

µ2∆k2i

T−τ∫

t0

(ψ(0, t + τ) + ψ(l, t+ τ)) (u(ξi, t)− Ui) dt+

+ a2
T∫

t0

l∫

0

ψxx(x, t)∆u(x, t)dxdt.

Используя (П.6)–(П.9), для приращения функционала будем иметь:

∆I(K;ϕ) =

l∫

0

ψ(x, T )∆u(x, T )dx −(Π.10)

− a2
T∫

t0

[
(ψx(0, t) − µ2ψ(0, t))∆u(0, t) − (ψx(l, t) + µ2ψ(l, t))∆u(l, t)

]
dt+

+

T−∆T∫

t0

l∫

0

[
− ψt(x, t)− a2ψxx(x, t) + αψ(x, t)

]
∆u(x, t)dxdt +

+

T∫

T−∆T

l∫

0

[
− ψt(x, t)− a2ψxx(x, t) + αψ(x, t) +

+ 2µ(x)(u(x, t;K, ϕ) − U(x))
]
∆u(x, t)dxdt+
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− a2
L∑

i=1

T∫

t0


ψx(ξ−i , t)− ψx(ξ

+
i , t) + µ2k1i(ψ(0, t) + ψ(l, t)) +

+
µ1k1i
a2

l∫

0

ψ(x, t)dx


∆u(ξi, t)dt−

− a2
L∑

i=1

T−τ∫

t0


ψx(ξ−i , t+ τ)− ψx(ξ

+
i , t+ τ) + µ2k2i (ψ(0, t + τ) + ψ(l, t+ τ)) +

+
µ1k2i
a2

l∫

0

ψ(x, t+ τ)dx


∆u(ξi, t)dt+

+ a2
L∑

i=1

T∫

t0

[
(ψ(ξ+i , t)− ψ(ξ−i , t))∆ux(ξi, t)

]
dt+

− a2
L∑

i=1

∆k1i





T∫

t0


µ2 (ψ(0, t) + ψ(l, t)) +

µ1
a2

l∫

0

ψ(x, t)dx


×

× (u(ξi, t)− Ui) dt−
2

a2

(
k1i − k̃1i

)


−

− a2
L∑

i=1

∆k2i





T−τ∫

t0


µ2 (ψ(0, t + τ) + ψ(l, t + τ)) +

µ1
a2

l∫

0

ψ(x, t+ τ)dx


×

× (u(ξi, t)− Ui) dt−
2

a2

(
k2i − k̃2i

)


+R

(
‖∆u‖L2(Ω) , ‖∆K‖R2L

)
.

В силу произвольности функции ψ(x, t) потребуем, чтобы она почти всюду
являлась решением начально-краевой задачи (3.5)–(3.12).

Учитывая, что компоненты градиента функционала определяются линей-
ной частью приращения функционала при приращениях соответствующих
аргументов, получаем:

gradk1iI(K;ϕ) =

T∫

t0


−a2µ2 (ψ(0, t) + ψ(l, t)) − µ1

l∫

0

ψ(x, t)dx


 ×

× (u(ξi, t)− Ui) dt+ 2
(
k1i − k̃1i

)
, i = 1, . . . , L, t0 ≤ t ≤ T,
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gradk2iI(K;ϕ) =

T−τ∫

t0


−a2µ2(ψ(0, t+ τ)+ψ(l, t+ τ))−µ1

l∫

0

ψ(x, t+ τ)dx


×

× (u(ξi, t)− Ui) dt+ 2
(
k2i − k̃2i

)
, i = 1, . . . , L, −τ ≤ t ≤ T − τ.

Учитывая (П.1), получим приводимые в теореме выражения для искомых
компонент градиента функционала.

Доказательство теоремы 2 проводится аналогично вышеприведенному с
той разницей, что всюду в проводимых выкладках интегрирование по ин-
тервалу t ∈ [0, T ] заменяется интегрированием по отдельным интервалам t ∈
∈ [ti, ti+1), i = 0, 1, . . . , Nt − 1.
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ВЕРОЯТНОСТНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЗАДАЧИ ДИСТИЛЛЯЦИИ1

Статья посвящена методам понижения сложности аппроксимирующих
моделей. Предлагается вероятностное обоснование методов дистилляции
и привилегированного обучения. Приведены общие выводы для произ-
вольной параметрической функции с наперед заданной структурой. По-
казано теоретическое обоснование для частных случаев: линейной и логи-
стической регрессии. Проводится анализ рассмотренных моделей в вычис-
лительном эксперименте на синтетических выборках и реальных данных.
В качестве реальных данных рассматриваются выборки FashionMNIST и
Twitter Sentiment Analysis.

Ключевые слова: выбор модели, байесовский вывод, дистилляция модели,
привилегированное обучение.

DOI: 10.31857/S0005231022010093

1. Введение

Увеличение точности аппроксимации в задачах машинного обучения уве-
личивает сложность моделей и снижает их интерпретируемость. Примерами
являются трансформеры [1], BERT [2], ResNet [3] и ансамбли этих моделей.

При построении модели оптимизируются два критерия: сложность и точ-
ность аппроксимации модели. Сложность определяет время, которое модель
требует для принятия решения, и интерпретируемость модели. Модель мень-
шей сложности является более предпочтительной [4]. С учетом снижения
сложности требуется сохранить приемлемой точность аппроксимации. В дан-
ной статье рассматривается метод дистилляции модели, предназначенный

1 Настоящая статья содержит результаты проекта Математические методы интеллекту-
ального анализа больших данных, выполняемого в рамках реализации Программы Центра
компетенций Национальной технологической инициативы “Центр хранения и анализа боль-
ших данных”, поддерживаемого Министерством науки и высшего образования Российской
Федерации по Договору МГУ им. М.В. Ломоносова с Фондом поддержки проектов На-
циональной технологической инициативы от 11.12.2018 № 13/1251/2018. Работа выполнена
при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проекты 19-07-01155,
19-07-00875, 19-07-00885).
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для снижения сложности при сохранении точности моделей. Этот метод стро-
ит новые модели на основе ранее обученных моделей.

Опр е д е л е н и е 1. Дистилляция модели — снижение ее сложности пу-

тем выбора из множества более простых моделей с использованием отве-

тов более сложной модели.

Основным подходом дистилляции модели учителя в модель ученика является
метод, основанный на использовании ответов модели учителя при оптимиза-
ции модели ученика [5–10]. В первых публикациях по генерации псевдоме-
ток предлагается пополнить множество объектов редких классов с помощью
предобученной модели [6]. Это искусственно увеличивает объем обучающей
выборки. В [5] предложен метод, в рамках которого моделью учителя ге-
нерируются новые метки объектов. Эти метки соответствуют вероятностям
классов с некоторым параметром температуры, который позволяет увеличи-
вать или уменьшать дисперсию в полученных ответах учителя. В [5] проведен
ряд экспериментов по дистилляции моделей для разных задач машинного
обучения: эксперимент на выборке MNIST [11], в котором нейросеть избы-
точной сложности была дистиллирована в нейросеть меньшей сложности, и
эксперимент по распознаванию речи, в котором ансамбль моделей был ди-
стиллирован в одну модель. Также в [5] был проведен эксперимент по обу-
чению экспертных моделей на основе одной большой модели. В [8] предло-
жено добавить к новым вероятностным меткам, введенным Дж.Хинтоном,
метки классов, которые соответствуют предсказанному классу модели учи-
теля. Различные подходы к дистилляции рассматривают значение на про-
межуточных слоях модели учителя [12–14]. В [12, 14] обучение происходит
при помощи введения дополнительных матриц, которые выравнивают раз-
меры промежуточных слоев модели учителя и ученика. В [13] предложен
метод передачи селективности нейронов, основанный на минимизации мак-
симального среднего отклонения между выходами всех слоев модели учителя
и ученика.

Опр е д е л е н и е 2. Привилегированная информация — множество при-

знаков, которые доступны только в момент выбора модели, но не в момент

тестирования.

В [15] В.Н. Вапником введено понятие привилегированной информации. В [7]
метод дистилляции [5] используется вместе с привилегированным обучени-
ем [15]. В предложенном методе на первом этапе обучается модель учителя

в пространстве привилегированной информации, после чего обучается модель
ученика в исходном признаковом пространстве, используя дистилляцию [5].
Для обучения строится функция ошибки специального вида. Эта функция
состоит из нескольких слагаемых, включая ошибки учителя, ученика и регу-
ляризирующие элементы. Первые варианты подобной функции ошибки были
предложены А.Г. Ивахненко [16].

Опр е д е л е н и е 3. Учитель — фиксируемая модель, ответы которой

используются при выборе модели ученика.
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Опр е д е л е н и е 4. Ученик — модель, которая выбирается согласно за-

данному критерию.

Данная статья посвящена вероятностной интерпретации методов дистил-
ляции, предложенных Дж. Хинтоном [5] и В.Н. Вапником [15]. В рамках веро-
ятностного подхода предлагаются анализ и обобщение функции ошибки [5, 7].
Рассматриваются задачи классификации и регрессии в [16]. В ходе вычисли-
тельного эксперимента обучается модель ученика с использованием модели
учителя и без использования модели учителя. Рассмотрены выборки задач
классификации изображений FashionMNIST [17] и классификации текстов
Twitter Sentiment Analysis [18]. Выборка FashionMNIST включена в экспери-
мент вместо выборки MNIST, так как последняя имеет приемлемое качество
аппроксимации даже для линейного классификатора. Вычислительный экс-
перимент рассматривает различные модели: линейную модель, полносвязную
нейронную сеть, сверточную нейронную сеть [19], модель Bi-LSTM [20] и мо-
дель BERT [2].

2. Постановка задачи обучения с учителем

Заданы множество объектов Ω и множество целевых переменных Y. Мно-
жество Y = {1, . . . ,K} для задачи классификации, где K — число классов,
множество Y = R для задачи регрессии. Для каждого объекта из ωi ∈ Ω зада-
на целевая переменная yi = y

(
ωi
)
. Множество целевых переменных для всех

объектов обозначим Y. Для множества Ω задано отображение в признаковое
пространство R

n:

ϕ : Ω → R
n, |Ω| = m,

где n — размерность признакового пространства, а m — число объектов в
множестве Ω. Отображение ϕ отображает объект ωi ∈ Ω в соответствующий
ему вектор признаков xi = ϕ(ωi). Пусть для объектов Ω∗ ⊂Ω задана приви-
легированная информация

ϕ∗ : Ω∗ → R
n∗

, |Ω∗| = m∗,

где m∗ 6 m — число объектов с привилегированной информацией, n∗ — число
признаков в пространстве привилегированной информации. Отображение ϕ∗

отображает объект ωi ∈ Ω∗ в соответствующий ему вектор признаков x∗
i =

= ϕ∗(ωi).

Множество индексов объектов, для которых известна привилегированная
информация, обозначим

I =
{
1 6 i 6 m| для i-го объекта задана

привилегированная информация
}
,

а множество индексов объектов, для которых неизвестна привилегированная
информация, обозначим Ī = {1, . . . ,m} \ I .
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Пусть на множестве привилегированных признаков задана функция учи-
теля

f
(
x∗
)
: Rn

∗ → Y
∗,

где для задачи регрессии Y
∗ = R

1, а для задачи классификации Y
∗ является

единичным симплексом SK в пространстве размерности K. Модель учителя f

ставит объекты X∗ в соответствие объектам S, т.е. f
(
x∗
i

)
= si.

Требуется выбрать модель ученика g
(
x
)

из множества

G =
{
g|g : Rn → Y

∗
}
.(1)

Например, для задачи классификации множество G — обобщенно-линейные
модели

Glin,cl =
{
g|g
(
W,x

)
= softmax

(
Wx

)
, W ∈ R

n×K
}
.

3. Постановка задачи Хинтона и Вапника

Рассмотрим описание метода, предложенного в публикациях [5, 7], в кото-
рых предполагается, что для всех данных доступна привилегированная ин-
формация I = {1, 2, . . . ,m}. В [5] решается задача классификации:

D = {(xi, yi)}mi=1 , xi ∈ R
n, yi ∈ Y = {1, . . . ,K},

где yi — класс объекта. Обозначим через yi вектор вероятности класса объ-
екта xi.

В постановке Хинтона рассматривается параметрическое семейство функ-
ций:

Gcl =
{
g|g = softmax

(
z
(
x
)
/T
)
, z : Rn → R

K
}
,(2)

где z — дифференцируемая параметрическая функция заданной структуры,
T — параметр температуры. В качестве модели учителя f рассматривается
функция из множества Fcl:

Fcl =
{
f |f = softmax

(
v
(
x
)
/T
)
, v : Rn → R

K
}
,(3)

где v — дифференцируемая параметрическая функция, модель заданной
структуры, T — параметр температуры. Свойства параметра температуры T :

1) при T → 0 получаем вектор, в котором один из классов имеет высокую
вероятность;

2) при T → ∞ получаем равновероятные классы.
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Функция потерь L, в которой учитывается перенос информации от модели
учителя f к модели ученика g, имеет вид:

Lst
(
g
)
=−

m∑

i=1

K∑

k=1

yki log g
(
xi
)∣∣
T=1

︸ ︷︷ ︸
исходная функция потерь

−

−
m∑

i=1

K∑

k=1

f
(
xi
)∣∣
T=T0

log g
(
xi
)∣∣
T=T0

︸ ︷︷ ︸
слагаемое дистилляции

,

(4)

где ·
∣∣
T=t

обозначает, что параметр температуры T в предыдущей функции
равняется t.

Получаем оптимизационную задачу

ĝ = arg min
g∈Gcl

Lst
(
g
)
.(5)

Публикация [7] обобщает метод, предложенный в [5]. Решение задачи оп-
тимизации (5) зависит только от вектора ответов модели учителя f . Следо-
вательно, признаковые пространства учителя и ученика могут различаться.
В этом случае получаем постановку задачи:

D = {(xi,x∗
i , yi)}mi=1 , xi ∈ R

n, x∗
i ∈ R

n∗

, yi ∈ {1, . . . ,K},

где xi — информация, доступная на этапах обучения и контроля, а x∗
i —

информация, доступная только на этапе обучения. Модель учителя принад-
лежит множеству моделей F∗

cl:

F∗
cl =

{
f |f = softmax

(
v∗
(
x∗
)
/T
)
, v∗ : Rn

∗ → R
K
}
,(6)

где v∗ — дифференцируемая параметрическая функция заданной структуры,
T — параметр температуры. Множество моделей F∗

cl отличается от множества
моделей Fcl из выражения (3). В множестве Fcl модели используют простран-
ство исходных признаков, а в множестве F∗

cl модели используют пространство
привилегированных признаков. Функция потерь (4) в случае модели учите-
ля f ∈ F∗

cl переписывается в виде:

Lst

(
g
)
= −

m∑

i=1

K∑

k=1

yki log g
(
xi
)∣∣
T=1

−
m∑

i=1

K∑

k=1

f
(
x∗
i

)∣∣
T=T0

log g
(
xi
)∣∣
T=T0

.(7)

Требуется построить модель, которая использует привилегированную ин-
формацию x∗

i при обучении. Для этого рассмотрим двухэтапную модель обу-
чения, предложенную в [7]:

1) выбираем оптимальную модель учителя f ∈ F∗
cl;
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2) выбираем оптимальную модель ученика g ∈ Gcl, используя дистилля-
цию [5].

Модель ученика минимизирует (7). Модель учителя минимизирует кросс-
энтропийную функцию ошибки

Lth

(
f
)
= −

m∑

i=1

K∑

k=1

yki log f
(
x∗
i

)
.

4. Постановка задачи: вероятностный подход

4.1. Метод максимального правдоподобия

Задано распределение целевой переменной p
(
yi|xi,g

)
. Для поиска ĝ вос-

пользуемся методом максимального правдоподобия. В качестве ĝ выбирается
функция, которая максимизирует правдоподобие модели:

ĝ = argmax
g∈G

N∏

i=1

p
(
yi|xi,g

)
,(8)

где множество G задается в (1).

4.2. Подход дистилляции модели учителя в модель ученика

Рассмотрим вероятностную постановку, в которой выполнены ограниче-
ния:

1) задано распределение целевой переменной p
(
yi|xi,g

)
;

2) задано совместное распределение целевой переменной и ответов модели
учителя p

(
yi, si|xi,g

)
;

3) для всех ω ∈ Ω∗ элементы y(ω) и s(ω) являются зависимыми величинами,
так как ответы учителя должны коррелировать с истинными ответами;

4) если |Ω∗| = 0, то решение должно соответствовать решению (8).

Рассмотрим совместное правдоподобие истинных меток и меток учителя:

p
(
Y,S|X,g,I

)
=
∏

i 6∈I

p
(
yi|xi,g

)∏

i∈I

p
(
yi, si|xi,g

)
.(9)

Перепишем p
(
yi, si|xi,g

)
по формуле условной вероятности:

p
(
yi, si|xi,g

)
= p
(
yi|xi,g

)
p
(
si|yi,xi,g

)
.(10)

Подставляя выражения (10) в (9), получим

p
(
Y,S|X,g,I

)
=
∏

i 6∈I

p
(
yi|xi,g

)∏

i∈I

p
(
yi|xi,g

)∏

i∈I

p
(
si|yi,xi,g

)
.
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Cat

gxi

si

yi

m

m*

Рис. 1. Вероятностная модель в формате плоских нотаций.

Cat
softmaxdotW

n

xi

si

yi

n*

Рис. 2. Вероятностная модель, используемая в синтетическом эксперименте.

Заметим, что yi и si зависимы только через переменную xi, тогда
p
(
si|yi,xi,g

)
= p
(
si|xi,g

)
. Получаем совместное правдоподобие

p
(
Y,S|X,g,I

)
=
∏

i 6∈I

p
(
yi|xi,g

)∏

i∈I

p
(
yi|xi,g

)∏

i∈I

p
(
si|xi,g

)
.(11)

Используя (11), получаем оптимизационную задачу для поиска ĝ

ĝ = argmax
g∈G

∏

i 6∈I

p
(
yi|xi,g

)∏

i∈I

p
(
yi|xi,g

)∏

i∈I

p
(
si|xi,g

)
.(12)

Для удобства будем минимизировать логарифм выражения. Тогда из (12)
получаем, что

ĝ = argmax
g∈G

∑

i 6∈I

log p
(
yi|xi,g

)
+ (1− λ)

∑

i∈I

log p
(
yi|xi,g

)
+

+ λ
∑

i∈I

log p
(
si|xi,g

)
,

(13)

где параметр λ ∈ [0, 1] введен для взвешивания ошибок на истинных ответах
и ошибок ответов учителя.
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На рис. 1 показан вид вероятностной модели в графовой нотации для про-
извольной функции g. Для каждой реализации g соответствующий блок тре-
бует уточнения. На рис. 2 показана более подробная реализация в случае,
когда g — линейная модель.

5. Обучение с учителем для задачи классификации и регрессии

5.1. Случай классификации

Для задачи многоклассовой классификации рассматриваются вероятност-
ные пр е д п о л ожения:

1) рассматривается функция учителя f ∈ F∗
cl (6);

2) рассматривается функция ученика g ∈ Gcl (2);
3) для истинных меток рассматривается категориальное распределение

p
(
y|x,g

)
= Cat

(
g
(
x
))

, где g
(
x
)

задает вероятность каждого класса;
4) для меток учителя введем плотность распределения

p
(
s|x,g

)
= C

K∏

k=1

gk
(
x
)sk
,(14)

где gk — вероятность класса k, которую предсказывает модель ученика,

а sk — вероятность класса k, которую предсказывает модель учителя.

Те ор ем а 1. Пусть вероятность каждого класса отделима от нуля и

единицы, т.е. для всех k выполняется условие

1 > 1− ε > gk
(
x
)
> ε > 0.

Тогда при

C = (−1)K
KK/2

2K(K−1)/2

K∏

k=1

gk
(
x
)
log gk

(
x
)

функция p
(
s|x,g

)
, определенная в (14), является плотностью распределе-

ния.

Дока з а т е л ь с т в о. Во-первых, покажем, что для произвольного векто-
ра ответов s ∈ SK выполняется p

(
s|x,g

)
> 0. Заметим, что для всех k выпол-

няется

log gk
(
x
)
< 0,

тогда

C =
KK/2

2K(K−1)/2︸ ︷︷ ︸
>0

K∏

k=1

gk
(
x
)

︸ ︷︷ ︸
>ε

(
− log gk

(
x
))

︸ ︷︷ ︸
>0

> 0.
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Так как gk
(
x
)
> 0 и C > 0, получаем, что p

(
s|x,g

)
> 0. Во-вторых, покажем,

что интеграл по всему пространству ответов SK является конечным:

∫

SK

p
(
s|x,g

)
ds =

∫

SK

K∏

k=1

gk
(
x
)sk
ds =

K∏

k=1

∫

SK

gk
(
x
)sk
ds =(15)

=
K∏

k=1

1∫

0

rK−1
√
K

(K − 1)!
√
2K−1

gk
(
x
)r
dr =

=

K∏

k=1

√
K

(K − 1)!
√
2K−1

︸ ︷︷ ︸
D

1∫

0

rK−1gk
(
x
)r
dr =

= DK
K∏

k=1

1∫

0

rK−1 exp
(
r log gk

(
x
))
dr =

= (−D)K
K∏

k=1

log gk
(
x
) (

Γ
(
K
)
− Γ

(
K,− log gk

(
x
)))

=

= (−D)K (K − 1)!K
K∏

k=1

log gk
(
x
) (

1− gk
(
x
)
expK−1

(
− log gk

(
x
))

+ gk
(
x
))

=

=

(
−
√
K
)K

2K(K−1)/2

K∏

k=1

log gk
(
x
) (

1− gk
(
x
)
expK−1

(
− log gk

(
x
))

+ gk
(
x
))
<∞,

где Γ
(
K
)

является гамма-функцией, Γ
(
K,− log gk

(
x
))

является неполной

гамма функцией, expn
(
x
)

является суммой Тейлора из первых n слагаемых.

В рамках приближенных расчетов будем считать, что expn
(
x
)
≈ exp

(
x
)
, то-

гда с учетом (15) получаем

C
(
g,x

)
=

∫

SK

p
(
s|x,g

)
ds≈ (−1)K

KK/2

2K(K−1)/2

K∏

k=1

gk
(
x
)
log gk

(
x
)
.(16)

Полученное выражение (16) заканчивает доказательство теоремы 1.

Из теоремы 1 следует, что плотность, введенная для меток учителя, яв-
ляется плотностью распределения. Поэтому можно воспользоваться выра-
жением (13). Используя предположения 1–4 и подставляя в (13), получаем
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оптимизационную задачу:

ĝ = argmax
g∈G

∑

i 6∈I

K∑

k=1

yki log gk
(
xi
)∣∣
T=1

+

+(1− λ)
∑

i∈I

K∑

k=1

yki log gk
(
xi
)∣∣
T=1

+ λ
∑

i∈I

K∑

k=1

si,k log gk
(
xi
)∣∣
T=T0

+

+λ
∑

i∈I

K∑

k=1

(
log gk

(
xi
)∣∣
T=T0

+ log log
1

gk
(
xi
)
∣∣
T=T0

)
.

(17)

Проанализировав выражение (17), получаем, что первые три слагаемых
совпадают со слагаемыми в выражении (4) при I = {1, . . . ,m} и λ = 1

2 , а
четвертое слагаемое является некоторым регуляризатором, который получен
из вида распределения. Анализируя первые три слагаемых в выражении (17)
при T0 = 1, получаем сумму кросс-энтропий между двумя распределениями
для каждого объекта:

1) первое распределение — это выпуклая комбинация с весами 1− λ и λ рас-
пределения, задаваемого метками объектов Cat

(
y
)
, и распределения, за-

даваемого моделью учителя Cat
(
s
)
;

2) второе распределение — это распределение, задаваемое моделью учени-
ка Cat

(
g
(
x
))

.

Следовательно, модель ученика восстанавливает плотность не исходных
меток, а новую плотность, которая является выпуклой комбинацией плотно-
сти исходных меток и меток учителя.

5.2. Случай регрессии

Для задачи регрессии рассматриваются вероятностные предположения:

1) рассматривается функция учителя f ∈ F∗
rg
,

F∗
rg
=
{
f |f = v∗

(
x∗
)
, v∗ : Rn

∗ → R

}
,

где v∗ — дифференцируемая параметрическая функция;
2) рассматривается функция ученика g ∈ Grg,

Grg =
{
g|g = z

(
x
)
, z : Rn → R

K
}
,

где z — дифференцируемая параметрическая функция;
3) истинные метки имеют нормальное распределение

p
(
y|x,g

)
= N

(
y|g
(
x
)
, σ
)
;

4) метки учителя имеют распределение

p
(
s|x,g

)
= N

(
s|g
(
x
)
, σs
)
.
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Используя предположения 1–4 и подставляя в (13), получаем оптимизацион-
ную задачу:

ĝ = argmin
g∈G

∑

i 6∈I

σ2
(
yi − g

(
xi
))2

+

+(1− λ)
∑

i∈I

σ2
(
yi − g

(
xi
))2

+ λ
∑

i∈I

σ2s
(
si − g

(
xi
))2

.
(18)

Выражение (18) записано с точностью до аддитивной константы относитель-
но g.

Те ор ем а 2. Пусть множество G описывает класс линейных функций

вида g
(
x
)
= wTx. Тогда решение оптимизационной задачи (18) эквивалент-

но решению задачи линейной регрессии:

y′′ = Xw + ε, ε ∼ N
(
0,Σ

)
,(19)

где Σ−1 = diag
(
σ
′
)

и y′′ имеют вид :

σ′i =

{
σ2, если i 6∈ I,
(1− λ) σ2 + λσ2s , иначе,

y′′ = Σy′,

y′i =

{
σ2yi, если i 6∈ I,
(1− λ) σ2yi + λσ2ssi, иначе.

(20)

Дока з а т е л ь с т в о. Обозначим aJ = [ai|i ∈ J ]T, где a — произвольный
вектор, а J — произвольное непустое индексное множество. Подвектор век-
тора ответов y, для элементов которого доступна привилегированная ин-
формация, обозначим yI = [yi|i ∈ I]T. Аналогично обозначим матрицу XI =
= [xi|i ∈ I]T.

В случае линейной модели g
(
x
)
= wTx выражение (18) принимает вид:

ŵ = arg min
w∈W

σ2 (yĪ −XĪw)T (yĪ −XĪw)+

+ σ2 (1− λ) (yI −XIw)T (yI −XIw) + σ2sλ (sI −XIw)T (sI −XIw) .

Раскроем скобки и сгруппируем:

ŵ = arg min
w∈W

σ2
(
wTXT

ĪXĪw − 2yT

ĪXĪw
)
+

+ (1− λ)σ2
(
wTXT

IXIw − 2yT

IXIw
)
+ λσ2s

(
wTXT

IXIw − 2sTIXIw
)
.

Продифференцируем выражение, приравняем к нулю и сгруппируем элемен-
ты:

(
σ2XT

ĪXĪ + (1− λ) σ2XT

IXI + λσ2sX
T

IXI

)
w =

= 2σ2XT

ĪyĪ + 2 (1− λ) σ2XT

IyI + 2λσ2sX
T

I sI .

(21)
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Воспользуемся равенствами:

σ2XT

ĪXĪ + (1− λ)σ2XT

IXI + λσ2sX
T

IXI = XTΣ−1X,

2σ2XT

ĪyĪ + 2 (1− λ)σ2XT

IyI + 2λσ2sX
T

I sI = 2Xy′,
(22)

где Σ и y′ из условия задачи (20).

Подставляя (22) в (21), получаем:

w = 2
(
XTΣ−1X

)−1
XΣ−1y′′,

что соответствует решению задачи (19). Теорема 2 доказана.

Теорема 2 показывает, что обучение с учителем для задачи регрессии мож-
но свести к задаче оптимизации в линейной регрессии.

6. Вычислительный эксперимент

Проводится вычислительный эксперимент для анализа моделей, которые
получены путем дистилляции модели учителя в модель ученика. Как пока-
зано в теореме 2, задачу регрессии с учителем можно свести к задаче ре-
грессии без учителя, поэтому в эксперименте рассматривается только случай
классификации. Во всех частях вычислительного эксперимента для поиска
оптимальных параметров нейросетей использовался градиентный метод оп-
тимизации Adam [21].

6.1. Выборка FashionMNIST

Эксперимент проводился для задачи классификации для выборки Fashion-
MNIST [17]. В качестве модели учителя f рассматривается нейросеть с двумя
сверточными слоями и с тремя полносвязными слоями, в качестве функции
активации рассматривается ReLu. Модель учителя содержит 30 тысяч обу-
чаемых параметров. В качестве модели ученика рассматривается модель ло-
гистической регрессии для многоклассовой классификации. Модель ученика
содержит 7850 обучаемых параметров.
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Рис. 3. Зависимость кросс-энтропии между истинными метками и предска-
занными учеником вероятностями классов: а — на обучающей выборке; б —
на тестовой выборке.
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На рис. 3 показан график зависимости кросс–энтропии между истинными
метками объектов и вероятностями, которые предсказывает модель ученика.
На графике сравнивается модель, которая обучалась без учителя (в задаче
оптимизации (17) присутствует только первое слагаемое) с моделью, которая
была получена путем дистилляции модели нейросети в линейную модель. Из
графика видно, что обе модели начинают переобучаться после 30-й итерации.
Но модель, которая получена путем дистилляции, переобучается не так быст-
ро: ошибка на тестовой выборке растет медленнее, а на обучающей выборке
падает также медленнее.

В таблице показано, что для выборки FashionMnist итоговые модели уче-
ника с учителем и без учителя сравнимы по точности и кросс-энтропийной
ошибке, если учитывать дисперсию этих величин.

6.2. Синтетический эксперимент

Проанализируем модель на синтетической выборке. Выборка построена
следующим образом:

W =
[
N
(
wjk|0, 1

)]
n×K

, X =
[
N
(
xij|0, 1

)]
m×n

,

S = softmax (XW) , y =
[
Cat

(
yi|si

)]
,

где функция softmax берется построчно. Строки матрицы S будем рассмат-
ривать как предсказание учителя, т.е. учитель знает истинные вероятности
каждого класса. На рис. 2 показана вероятностная модель в графовой но-
тации. В эксперименте число признаков n = 10, число классов K = 3, для
обучения было сгенерировано mtrain = 1000 и mtest = 100 объектов.

На рис. 4 показано распределение по классам для 20 объектов из обучаю-
щей выборки. Каждому столбцу на графике соответствует объект, а каждой
строке соответствует вероятность класса. Видно, что для каждого рассмот-
ренного объекта вероятности разных классов близки. Получается, что если
в качестве истинных меток взять класс с максимальной вероятностью, то
выборка будет сильно зашумленной и модель будет описывать эти данные
некорректно.

Построим в качестве ученика линейную модель, которая минимизирует
кросс-энтропийную (первое слагаемое в формуле (17)). Представление данной
модели в виде графовой модели показано на рис. 2.

На рис. 5 показано распределение вероятностей классов, которое предска-
зала модель. Видно, что полученное распределение не соответствует истин-
ному, так как модель сосредотачивает всю вероятность в одном классе.

Рассмотрим модель, которая учитывает информацию об истинных распре-
делениях на классах для каждого объекта. Для этого будем минимизировать
первые три слагаемых в формуле (17) при T0 = 1 и λ = 0,75. В качестве меток
учителя si,k использовались истинные вероятности для каждого класса дан-
ного объекта. На рис. 6 показано распределение, которое дала модель. В дан-
ном случае видно, что распределения являются сглаженными. Концентрации
всей вероятности в одном классе не наблюдается.
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Рис. 4. Истинное распределение объектов по классам.
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Рис. 5. Распределение, предсказанное моделью без использования информа-
ции об истинном распределении на классах.
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Рис. 6. Распределение, предсказанное моделью с использованием информации
об истинном распределении на классах.

Заметим, что в данном примере предполагается, что модель учителя учи-
тывает не только метки классов, но и распределение на метках классов, в то
время как в выборке {X,y} имеются только точечные оценки в виде меток.

В данном примере используются истинные распределения в качестве пред-
сказаний учителя, но их можно заменить предсказаниями модели учителя,
которая предсказывает не только сами метки, но и их распределение для
каждого объекта.

На рис. 7 показана зависимость вероятности верного класса от температу-
ры T и параметра доверия λ для одного из объектов из тестовой выборки. На
рис. 7 видно, что изменение температуры T влечет изменение концентрации
вероятностной меры. При уменьшении параметра температуры и приближе-
нии его к нулю наблюдаем, что вероятность одного из классов приближается
к единице, а остальных классов — к нулю. С другой стороны, при увеличении
параметра температуры вероятности классов сглаживаются и распределение
классов для каждого объекта становится близким к равномерному.

В таблице в колонке “Кросс-энтропийная ошибка с реальными вероятно-
стями” показано сравнение кросс-энтропии в случае, если в качестве истин-
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Рис. 7. Иллюстрация распределения вероятности предсказания классов при
различных значениях λ и T .

ных вероятностей меток рассмотреть не onehot-кодированные вероятности
классов, а истинные вероятности:

Lreal

(
g
)
= −

m∑

i=1

K∑

k=1

ski log gk
(
xi
)
,

где g — модель ученика. Видно, что модель с учителем лучше аппроксими-
рует истинные вероятности классов. Также в таблице представлено среднее
значение разницы максимальной вероятности с минимальной вероятностью
для каждого объекта:

Lmaxmin

(
g
)
=

1

m

m∑

i=1

(
max
k

gk
(
xi
)
−min

k
gk
(
xi
))

.

Видно, что модель учителя имеет меньшую разницу между вероятностями
классов, т.е. вероятности классов не концентрируются в одном классе.

6.3. Выборка Twitter Sentiment Analysis

Проводится эксперимент на выборке Twitter Sentiment Analysis. Данная
выборка содержит короткие сообщения, для которых требуется предсказать
эмоциональный окрас: содержит твит позитивный окрас или негативный. Вы-
борка разделена на 1,18 млн твитов для обучения и 0,35 млн твитов для
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Таблица. Сводная таблица результатов вычислительного эксперимента
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о
в

Fashion-
Mnist

с учителем 0,453± 0,003 – 0,84± 0,13 0,842± 0,002 7850

без учителя 0,461± 0,005 – 0,86± 0,18 0,841± 0,002 7850

Systetic
с учителем 0,618± 0,001 1,17± 0,05 0,45± 0,20 0,828± 0,002 33

без учителя 0,422± 0,002 2,64± 0,02 0,75± 0,22 0,831± 0,001 33

Twiter
с учителем 0,489± 0,003 – 0,79± 0,17 0,764± 0,005 1538

без учителя 0,501± 0,006 – 0,83± 0,22 0,747± 0,004 1538

тестирования. В твитах была выполнена предобработка: все твиты были пе-
реведены в нижний регистр, все никнеймы вида “@andrey” были заменены на
токен “name”, все цифры были заменены на токен “number”.

Результаты данной части эксперимента показаны в таблице. В качестве
модели учителя использовалась модель Bi-LSTM с линейным слоем на вы-
ходе. В качестве векторного представления токенов обучалась матрица па-
раметров. В ней каждая строка соответствует токену из обучающей выбор-
ки. Суммарное число обучаемых параметров модели учителя составляет бо-
лее 30 млн. Обученная модель учителя имеет точность предсказания 0,835.
В качестве модели ученика рассматривается линейная модель с 1538 пара-
метрами, где в качестве векторного представления предложения рассматри-
вается выход предобученной модели BERT с размерностью векторного про-
странства 768. Признаковое описание модели учителя и модели ученика раз-
личаются. Модель учителя в качестве признакового описания рассматрива-
ет исходные слова в предложении. Модель ученика в качестве признакового
описания использует готовое векторное представление предложения, которое
получено при помощи модели BERT.

В таблице показано качество модели ученика с использованием предска-
зания модели учителя и без него. В рамках данных результатов качество
модели ученика с дистилляцией выше, чем модели ученика без дистилляции,
но разница находится в пределах погрешности, что не позволяет говорить о
значительных улучшениях качества.

Программное обеспечение для проведения экспериментов и проверки ре-
зультатов находится в [22].

7. Заключение

В данной статье проанализирована задача обучения модели ученика с по-
мощью модели учителя. Исследован метод дистилляции и привилегированно-
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го обучения. Предложено вероятностное обоснование дистилляции. Введены
вероятностные предположения, описывающие дистилляцию моделей. В рам-
ках данных вероятностных предположений проанализированы модели для
задачи классификации и регрессии. Результат анализа сформулирован в ви-
де теорем 1 и 2.

Теорема 2 показала, что обучение линейной регрессии с учителем эквива-
лентно замене обучающей выборки и вероятностных предположений о рас-
пределении истинных ответов. Для задачи классификации ответы учителя
дают дополнительную информацию в виде распределения классов для каж-
дого объекта из обучающей выборки. Данная информация не может быть
представлена в виде задачи классификации. Требуется ввести распределе-
ние, которое представлено в теореме 1.

В вычислительном эксперименте сравниваются модели ученика, которые
обучены с использованием модели учителя и без него. В таблице показаны ре-
зультаты вычислительного эксперимента для разных выборок. Показано, что
точность аппроксимации выборки учеником улучшается при использовании
модели учителя. Задача регрессии не приведена в вычислительном экспери-
менте, так как в теореме 2 была показана ее эквивалентность задаче линейной
регрессии. Для задачи классификации проведен вычислительный экспери-
мент. Из вычислительного эксперимента видно, что дистилляция влияет на
распределение классов в рамках одного объекта. Вероятности классов для
каждого объекта являются более разреженными, а не концентрируются в од-
ном классе. Данное свойство хорошо видно в синтетической выборке, так как
она генерировалась с максимальной дисперсией в вероятностях классов.

Основным результатом данной статьи является вероятностная интерпре-
тация задачи дистилляции. Рассмотрен частный случай, когда признаковые
описания модели учителя и ученика совпадают. В рамках вычислительно-
го эксперимента проведен анализ ответов модели ученика с использованием
модели учителя и без нее. Из результатов эксперимента видно, что модель
ученика наследует распределение вероятностей по классам от модели учи-
теля. Когда модель учителя адекватно описывает данные, описание данных
моделью ученика также улучшается, что показано в вычислительном экспе-
рименте на синтетических данных.

В дальнейшем предполагается обобщить метод максимального правдопо-
добия для дистилляции моделей с помощью байесовского подхода выбора
моделей машинного обучения. Также в рамках байесовского подхода плани-
руется развить методы повышения качества не только для задачи классифи-
кации, но и для задачи регрессии.
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