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Рассмотрены поляризационные характеристики излучения Смита –Парселла (ИСП) для модельной ре-
шетки, состоящей из наклонных идеально проводящих полос (стрипов), разделенных вакуумными про-
межутками, а также для «реальной» решетки с треугольным профилем периода, и показано, что кроме
линейной поляризации ИСП обладает циркулярно поляризованной компонентой. Полученные результа-
ты демонстрируют возможность создания монохроматического источника излучения с эллиптической
поляризацией в терагерцевом диапазоне длин волн.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В текущем столетии были разработаны и на-
шли широкое применение источники терагерцевого
(ТГц) излучения [1,2]. Мощные ТГц-источники бы-
ли созданы на основе лазеров на свободных элек-
тронах [3, 4], а также на основе когерентного син-
хротронного излучения на электронных накопите-
лях [5,6]. Компактные источники ТГц-излучения на
основе лазерных технологий [7] в настоящее время
получили широкое распространение.

Однако, в ряде случаев пользователям требуется
источник монохроматического ТГц-излучения с воз-
можностью плавной регулировки частоты в широ-
ких пределах. Подобный источник, основанный на
эффекте Смита –Парселла с использованием нере-
лятивистских и умеренно релятивистских электрон-
ных пучков [8, 9], планируется к разработке в бли-
жайшем будущем.

Излучение Смита –Парселла (ИСП) генериру-
ется пучком электронов, пролетающих в вакууме
вблизи решетки из проводящего материала, частота
которого определяется дисперсионным соотношени-
ем

* E-mail: potylitsyn@tpu.ru
** E-mail: shkitovda@tpu.ru

νk = kνf , νf = βc/d(1 − β cos θ). (1)

Здесь k = 1, 2, 3, . . . , νf — фундаментальная часто-
та, k — порядок дифракции излучения, d — период
решетки, βc — скорость электрона, θ — угол наблю-
дения.

В некоторых областях наряду с монохроматич-
ностью требуется использовать циркулярно поляри-
зованное излучение (например, в исследованиях ки-
ральных биофизических объектов, метаматериалов,
магнитооптике).

Общеизвестный оптический метод, основанный
на использовании пластинки в четверть длины вол-
ны [10], обеспечивает трансформацию линейной по-
ляризации в циркулярную в узком диапазоне длин
волн. Недавно был предложен метод получения
циркулярно поляризованного излучения с помощью
метаматериалов [11]. В работе [12] исследовался
«циркулярный поляризатор» на основе стандартно-
го проволочного поляризатора и системы зеркал для
регулирования фазовой задержки.

Поляризационные свойства ТГц-излучения, по-
лученного при взаимодействии фемтосекундных ла-
зерных пучков с газом, исследовались в работах
[13–15], где было показано, что поляризация резуль-
тирующего излучения, как правило, линейная.

В настоящей работе показана возможность полу-
чения циркулярно поляризованного монохромати-
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ческого излучения на основе эффекта Смита –Пар-
селла.

2. ИЗЛУЧЕНИЕ СМИТА–ПАРСЕЛЛА КАК
РЕЗОНАНСНОЕ ДИФРАКЦИОННОЕ

ИЗЛУЧЕНИЕ

Простейшая модель ИСП, позволяющая анали-
тически рассчитывать спектрально-угловые и поля-
ризационные характеристики излучения от решет-
ки, состоящей из набора проводящих полосок (стри-
пов), разделенных вакуумными промежутками, ос-
нована на модели резонансного дифракционного из-
лучения [16, 17].

Дифракционное излучение (ДИ) можно рассмат-
ривать как излучение поляризационных токов, ко-
торые индуцируются («наводятся») на поверхности
проводника, вблизи которого пролетает заряд [17].
В цитируемой монографии рассмотрены основные
характеристики ДИ и показано, что излучение воз-
никает, если прицельный параметр a –– кратчайшее
расстояние между траекторией заряда и поверхно-
стью проводника, меньше (или сравнимо) с вели-
чиной «эффективного» радиуса движущегося куло-
новского поля заряда γβλ/2π (γ –– лоренц-фактор,
β = v/c =

√
1− γ−2 –– нормализованная скорость

заряда, λ –– длина волны ДИ). Следует отметить,
что при движении заряда параллельно бесконечной
поверхности проводника ДИ не возникает, т. е. на-
личие «оптических неоднородностей» (в рассматри-
ваемом случае границ (краев) проводника) является
необходимым условием возникновения ДИ.

Авторы работы [18] получили точное решение
уравнений Максвелла, описывающих спектраль-
но-угловое распределение ДИ заряда при его
наклонном пролете вблизи идеально проводящей
полуплоскости.

Поле ДИ E = {Ex, Ey, Ez}, найденное в [18],
определено в системе координат, связанной с полу-
плоскостью. Однако более удобной является систе-
ма, в которой полярный и азимутальные углы опре-
делены относительно скорости заряда, которая свя-
зана с исходной поворотом вокруг края мишени на
угол θ0 (см. рис. 1).

Далее, для расчета поляризационных характе-
ристик необходимо использовать компоненты поля,
перпендикулярные волновому вектору k. Введем по-
ляризационные орты [17]:

e2 = cnorm [b1,k0], e1 = [e2,k0], (2)

где k0 = k/ω, ω — круговая частота излучения, b1 —
единичный вектор, направленный вдоль края мише-

Рис. 1. Схема генерации излучения Смита –Парселла на
решетке, состоящей из наклонных стрипов (a — прицель-
ный параметр, h — ширина стрипа, θ0 — угол наклона
стрипа, θ — полярный угол, χ — азимутальный угол, ха-

рактеризующие распространение ИСП)

ни, cnorm — нормировочный множитель (см. далее).
Такой выбор ортов оставляет их неизменными при
повороте на угол θ0. Исходя из найденных в [18] де-
картовых компонент поля легко получить поляри-
зационные компоненты поля ДИ в рассматриваемой
системе (см. рис. 1).

Выразим угловые переменные ψ, φ из статьи [18]
через полярный и азимутальный углы θ, χ:

sinφ =
− cos θ sin θ0 + sin θ cos θ0 cosχ√

1− sin2 θ sin2 χ
, (3a)

cosφ =
cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cosχ√

1− sin2 θ sin2 χ
, (3b)

cosψ = sin θ sinχ.

Для геометрии χ = 0 из (3a), (3b) имеем
φ = θ − θ0. (4)

Даже для малых отклонений от плоскости, пер-
пендикулярной решетке (χ = 0), экспоненциальная
зависимость от азимута [18] приводит к существен-
ному подавлению компонент поля E1DR и E2DR.
Этот факт позволяет использовать приближенное
соотношение (4) во всей области азимутальных уг-
лов при вычислении компонент поля

E1DR =
Bqω

√
ω√

cos θx

sin θx
D

√
1 + cos(θ − θ0)×

×
(
cos θ0 + i sin θ0/

√
γ−2 + (β sin θx)2

)
, (5a)

E2DR =
Bqω

√
ω√

cos θx

1

D

sin(θ − θ0)√
1 + cos(θ − θ0)

×

×
(
β cos θx + cos θ0 +

+ i sin θ0
√
γ−2 + (β sin θx)2

)
, (5b)
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где

Bqω =
e

4π2
exp

(
−2

πa

γβλ

√
1 + (γβ sin θx)2

)
×

×
√

cos θx− cos θ0/β−i sin θ0
√
γ−2+(β sin θx)2/β

√
ω
(√

γ−2+(β sin θx)2 cos θ0+i sin θ0

) ,

D = cos θ0 − β cos θx cos(θ − θ0)+

+ i sin θ0
√
γ−2 + (β sin θx)2. (6)

В формулах (5a), (5b) для удобства используется
угол θx (вместо азимутального угла χ), определяе-
мый из соотношения

θx = π/2− ψ, sin θx = sin θ sinχ. (7)

Нормировочная константа в (2) выражается че-
рез введенные угловые переменные следующим об-
разом: cnorm = 1/ cos θx.

Выражения (5a), (5b) описывают характеристи-
ки ДИ от бесконечной полуплоскости, т. е. ДИ гене-
рируется только на одном крае. В реальном случае
поле ДИ от бесконечной полосы (стрипа) шириной
h, должно вычисляться с учетом этой конечной ши-
рины. В работе [19] предложен метод расчета харак-
теристик ДИ на основе метода поляризационных то-
ков, который позволяет учесть реальную геометрию
мишени. Другая, более простая модель, основана на
расчете ДИ от стрипа, как результат интерферен-
ции полей ДИ от двух краев идеально проводящей
мишени.

Пусть решетка, на которой генерируется ИСП,
состоит из наклонных полос из идеально проводя-
щего материала (см. рис. 1). Поле ИСП в этой мо-
дели описывается выражением [16]

ESPR = EDRF2F3, (8)

где EDR — поле дифракционного излучения (ДИ)
от края наклонной идеально проводящей полуплос-
кости, F2 — функция, учитывающая интерферен-
цию полей от обоих краев полосы, F3 — резонанс-
ная функция, описывающая излучение от N иден-
тичных источников. В этой системе функция F2 вы-
ражается следующим образом [17]:

F2 = 1− exp (Δχ1 + iΔφ1), (9)

где

Δχ1 =
2πh sin θ0

γλ

√
1+(γβ sin θx)2,

Δφ1 =
2πh

λ

(
cos θ0
β

− cos(θ − θ0)

)
.

Последний множитель в (8), описывающий излу-
чение N источников, имеет вид

F3 = [1− exp iNΦ]/[1− exp iΦ],

где
Φ = 2πdλ−1(1/β − cos θ).

По известным компонентам поля EiDR вычисля-
ется спектрально угловое распределение ИСП:

dW

dωdΩ
=

1

c

[|E1SPR|2 + |E2SPR|2
]
. (10)

Последнее выражение получено для дальней зо-
ны, где отсутствует зависимость характеристик из-
лучения от расстояния до источника. Оценка рас-
стояния, соответствующего этому критерию для
случая ИСП, получена в [19].

Поляризационные характеристики ИСП описы-
ваются параметрами Стокса ξi:

ξ1 =
E∗

1SPRE2SPR + E1SPRE
∗
2SPR

|E1SPR|2 + |E2SPR|2 , (11a)

ξ2 =
i (E∗

1SPRE2SPR − E1SPRE
∗
2SPR)

|E1SPR|2 + |E2SPR|2 , (11b)

ξ3 =
|E∗

1SPR|2 − |E2SPR|2
|E1SPR|2 + |E2SPR|2 . (11c)

Параметры Стокса ξ1, ξ3 характеризуют линей-
ную поляризацию (Plin =

√
ξ21 + ξ23 — скаляр), па-

раметр ξ2 (псевдоскаляр) — циркулярную. По опре-
делению, параметры Стокса связаны следующим со-
отношением:

ξ21 + ξ22 + ξ23 = 1. (12)

При вычислении параметров Стокса множители
|Bqω√ω|2|F2|2|F3|2 в числителе и знаменателе в (11)
сокращаются, что приводит к отсутствию явной за-
висимости поляризационных характеристик от дли-
ны волны. Тем не менее, неявная зависимость от
длины волны, которая определяется полярным уг-
лом θ, остается во всех приведенных формулах (11).

Запишем формулы для ξi после упрощения вы-
ражений (11a)–(11c):

ξ1 = −√
s sin θx sin(θ − θ0)/S, (13a)

ξ2 = −√
s sin(θ − θ0) sin θ0 sin θx cos θx/S, (13b)

ξ3 =
1

2S
{(1+ cos(θ−θ0)) sin2 θx(1−β cos θx cos θ)−
− s(1− cos(θ−θ0))(1+β cos θx cos θ)}. (13c)
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где

S =
1

2
{(1+ cos(θ−θ0)) sin2 θx(1−β cos θx cos θ)+

+s(1− cos(θ − θ0))(1 + β cos θx cos θ)},
s = γ−2 + (β sin θx)

2.
(14)

Легко показать, что выражения для параметров
Стокса (13) удовлетворяют соотношению (12). Дру-
гими словами, ИСП в дальней зоне для фиксиро-
ванного направления волнового вектора обладает
100-процентной, вообще говоря, эллиптической по-
ляризацией.

Из выражений (13a)–(13c) вытекают следствия:
а) в плоскости, перпендикулярной «средней»

плоскости решетки (θx = 0), приравниваются нулю
параметры ξ1, ξ2, а линейная поляризация в этой
плоскости достигает 100% (ξ3(θx = 0) = −1);

б) для «плоской» решетки (θ0 = 0) циркулярная
поляризация равна нулю;

в) в «правом» и «левом» полупространстве от-
носительно перпендикулярной плоскости (θx > 0,
θx < 0) параметры ξ1, ξ2 обладают противополож-
ными знаками.

Отметим, что циркулярная поляризация ξ2 воз-
никает только в том случае, когда из кинематиче-
ских переменных, соответствующих рассматривае-
мой геометрии, можно получить псевдоскаляр. В
случае дифракционного излучения подобный псев-
доскаляр можно получить, рассматривая три век-
тора — β,k0 и перпендикуляр к краю стрипа, ле-
жащий в плоскости стрипа b2 = {1, 0, 0}. Смешан-
ное произведение (β, [b2,k0]) = sin θ0 sin θx как раз
и описывает поведение циркулярной поляризации.

3. ИЗЛУЧЕНИЕ СМИТА–ПАРСЕЛЛА ПО
ОБОБЩЕННОМУ МЕТОДУ
ПОВЕРХНОСТНЫХ ТОКОВ

В работах [20, 21] авторами был предложен и
развит метод поляризационных токов, частным слу-
чаем которого является обобщенный метод поверх-
ностных токов [22], в случае если мишень представ-
ляет собой идеальный проводник. На практике по-
следний подходит для расчета характеристик излу-
чения в оптическом, инфракрасном и ТГц-диапазо-
нах, в том числе всех компонент поля излучения от
металлических мишеней в заданной точке простран-
ства. Метод применим для переходного излучения
(ПИ), дифракционного излучения (ДИ) и излучения
Смита –Парселла. Обобщенный метод поверхност-
ных токов (ОМПТ) основывается на макроскопи-

ческих уравнениях Максвелла, поэтому на него на-
кладываются ограничения макроскопического под-
хода [23]. Метод применим для заряженных частиц
с практически произвольными энергиями (начиная
от сотен кэВ и более) и практически произвольными
углами падения к поверхностям (исключая сколь-
зящее падение), а также для длин волн от опти-
ческих до миллиметровых. Мы применяем данный
метод для релятивистских электронов (γ > 10) и
субмиллиметрового диапазона длин волн. Более по-
дробно вопрос ограничений метода рассмотрен в ра-
боте [24].

В ОМПТ источником поля излучения являют-
ся поверхностные токи на поверхности проводника,
которые возникают за счет динамической поляри-
зации атомов мишени кулоновским полем пролета-
ющей заряженной частицы. Поле излучения от про-
извольной поверхности имеет вид

ED
R (rD, λ) =

1

2π
×

×
∫∫ [[

n(rT ),E
T
e (rT , λ)

]
,∇G(rT , rD, λ)

]
dST . (15)

Здесь n(rT ) — единичный вектор нормали к по-
верхности мишени в заданной точке, ET

e (rT , λ) —
кулоновское поле электрона, ∇G(rT , rD, λ) — гра-
диент функции Грина, rT = {xT , yT , zT } — коор-
дината точки на поверхности мишени, расположен-
ной на расстоянии a от траектории частицы, rD =

= {xD, yD, zD} — координата точки наблюдения (то-
чечного детектора), dST — элементарная площадь
поверхности мишени, λ — длина волны излучения,
скобки [·, ·] — обозначают векторное произведение.
Функция Грина имеет вид

G(rT , rD, λ) = eik|rD−rT |/|rD − rT |.
Ранее этот метод уже был использован для мо-

делирования характеристик ДИ [25]. В работе реа-
лизован численный код, в котором все координаты
и направления задаются в глобальной системе коор-
динат, где ось Z привязана к направлению движе-
ния частицы и оси образуют правую систему коор-
динат. Начало координат в глобальной системе ко-
ординат по оси Z выбирается в точке, по нормали
ближайшей к центру решетки (см. рис. 2). Для про-
извольной плоской мишени вектор нормали можно
представить в виде

n(rT ) = A(ψ)× {0, 0, 1},
где A(ψ) — трехмерная матрица поворота нормали
к мишени на угол ψ, знак «×» — матричное про-
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Рис. 2. Графические пояснения к системе координат, ис-
пользуемой в моделировании

изведение. Для случая исследуемой решетки и вы-
бранной системы координат, матрица поворотаA(ψ)
вокруг оси Y равна

⎛⎜⎝ cosψ 0 sinψ

0 1 0

− sinψ 0 cosψ

⎞⎟⎠ .

Аналогично можно представить и координаты то-
чек на детекторе в случае плоской поверхности его
апертуры:

rD = {xD, yD, zD} = B(θ) × {XD, YD, L},

где B(θ) — матрица поворота на полярный угол θ во-
круг оси Y , L— расстояние от центра глобальной си-
стемы координат (точка 0, 0, 0) до центра апертуры
детектора (точка с координатами B(θ) × {0, 0, L}),
{XD, YD} — координаты на плоскости детектора до
поворота (см. рис. 2).

Поле, создаваемое электроном, определяется
следующим образом [17]:

ET
e (rT , λ) =

2q

β2cγλ
exp

(
i
k

β
zT

)
×

×
{
xT
ρ
K1

(
kρ

βγ

)
,
yT
ρ
K1

(
kρ

βγ

)
,− i

γ
K0

(
kρ

βγ

)}
.

Здесь q — заряд частицы, γ — лоренц-фактор час-
тицы, c — скорость света, k = 2π/λ — волновое
число, β — относительная скорость частицы, ρ =

=
√
x2T + y2T , K1 и K0 — модифицированные функ-

ции Бесселя соответственно первого и нулевого по-
рядков. Частица движется в положительном на-

Рис. 3. Схема генерации излучения от сплошной перио-
дической решетки, синяя стрелка показывает направление
движения и траекторию частицы относительно решетки,
цифры 1 и 2 и векторы n1 и n2 обозначают прямые и
обратные стрипы и нормали к ним, соответственно

правлении оси Z. Градиент функции Грина прини-
мает вид

∇G(rT , rD, λ) =

=
rD − rT
|rD − rT |e

ik|rD−rT |
(

1

|rD − rT | − ik

)
.

Определив поле излучения, можно рассчитать
спектрально-угловое распределение интенсивности
излучения в точке, расположенной под углом θ на
расстоянии L:

d2We

dω dΩ
= |ED

R (rD, λ)|2 =

= cL2
(|ED

Rx|2, |ED
Ry|2, |ED

Rz |2
)
, (16)

где {ED
Rx, E

D
Ry, E

D
Rz} — компоненты поля излучения.

Заметим, что, используя данный подход, можно
численно решить задачу генерации ПИ и ДИ (в том
числе ИСП) от конечной мишени, что было сдела-
но ранее [25]. Численный код реализован в систе-
ме Wolfram Mathematica 12.0 [26]. Расчет проводил-
ся на суперкомпьютере ТПУ [27]. Пример расчета
излучения с применением численной реализации на
основе данного метода также представлен другими
авторами в работе [28]. В разработанном коде моде-
лирование излучения в ближней или дальней зоне
(соответственно в зоне Френеля или Фраунгофера),
определяется в зависимости от заданного рассто-
яния от центра глобальной системы координат до
центра точечного детектора, длины волны излуче-
ния, размеров решетки, а также угла наблюдения.

Профиль решетки в моделировании учитывается
следующим образом. Полное излучение от решетки
представляет собой сумму полей излучения от каж-
дой плоской грани в отдельности (см. рис. 3), что
можно представить в виде
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Egrating
R (rD, λ) =

∑
STk

ED
Rk

(rD, λ). (17)

Здесь STk
— площадь поверхности мишени k-ой гра-

ни в профиле решетки, здесь k меняется от 1 до 2N ,
N — количество периодов в решетке, ED

Rk
— поле из-

лучения от k-й плоской грани, Egrating
R — полное по-

ле излучения от решетки с заданным профилем, со-
стоящим из набора плоских граней. При этом нужно
отметить, что профиль решетки состоит из граней
двух типов, назовем их прямые и обратные стрипы,
где первые это те грани, вектор нормали которых
направлен в отрицательном направлении по оси Z,
а вторые — в положительном. Для рассматривае-
мой решетки матрица поворота нормали A(ψ) опре-
делена соответственно углами ψ1 = 120◦ и ψ2 = 30◦

(см. рис. 3). Точечные детекторы в расчетах спек-
тральных характеристик располагались в плоско-
сти наблюдения под полярными углами θ1 = 45◦ и
θ2 = 135◦ при нулевом азимутальном угле. В рас-
сматриваемом случае поперечный размер решетки
H равен 30 мм, расстояние L = 5 м.

Разработанный численный код устроен таким об-
разом, что возможно задавать практически произ-
вольную геометрию решетки, состоящую из набора
плоских граней конечных размеров. Однако в коде
не учитываются переотражения излучения от пер-
вых граней на последующих гранях. Также при рас-
четах не учитывается эффект экранировки поля за-
ряженных частиц на предыдущих гранях при рас-
чете поля излучения на последующих (так называе-
мый эффект тени [29]).

В данной работе был сделан расчет для двух ви-
дов решеток. Для сравнения с аналитическими рас-
четами моделирование выполнялось для решетки,
состоящей только из прямых стрипов (решетка с ва-
куумными промежутками) — суммирование прово-
дилось только по нечетным индексам k в форму-
ле (17). В том же коде выполнялось моделирова-
ние для полной решетки, состоящей из прямых и
обратных стрипов (сплошная решетка). Расчет ин-
теграла по поверхности решетки осуществлялся с
помощью возможностей символьной геометрии сис-
темы Wolfram Mathematica по вычислению интегра-
лов по заданным поверхностям на основе метода
Монте-Карло.

Далее, для расчета поляризационных характери-
стик излучения необходимо использовать компонен-
ты поля, перпендикулярные волновому вектору из-
лучения, направленному в точку наблюдения. Вве-
дем поляризационные орты через векторные произ-
ведения (см. ранее (2)):

e1 = [e2,k0], e2 = c′norm [b,k0], (18)

где в выбранной глобальной системе координат
k0 = cosχ sin θ, sinχ sin θ, cos θ — единичный век-
тор, направленный в точку наблюдения, c′norm =

= 1/
√
1− (sinχ sin θ)2 — нормировочный коэффи-

циент, b = {0,−1, 0} — единичный вектор, направ-
ленный поперек решетки, т. е. вдоль стрипов, θ —
полярный угол, отсчитываемый от оси Z, χ— азиму-
тальный угол, отсчитываемый от оси X в плоскости
XY , χ = arctg (YD/L sin θ). Таким образом можно
получить поляризационные компоненты поля ИСП
в плоскости наблюдения:

E1 = Egrating
R · e1, E2 = Egrating

R · e2. (19)

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА
ХАРАКТЕРИСТИК ИЗЛУЧЕНИЯ

СМИТА–ПАРСЕЛЛА ПО РАЗЛИЧНЫМ
МОДЕЛЯМ

На рис. 4–6 приведены характеристики ИСП,
рассчитанные по модели резонансного дифракцион-
ного излучения, описанной в разд. 2, на рис. 7–9 —
по модели поляризационных токов, описанной в
разд. 3.

Спектры ИСП для плоской решетки (см.
рис. 4а), полученные для углов наблюдения
θ1 = 45◦ и θ2 = 135◦ демонстрируют набор спект-
ральных линий с ν(45◦) = j · 256 ГГц, j = 1, 2, 3

и ν(135◦) = j · 44 ГГц, j = 2, 3, . . . , 19 в интервале
частот ν = 50–850 ГГц. Если в первом случае
наблюдается монотонно убывающая зависимость с
ростом частоты, то во втором случае интенсивность
ИСП меняется периодически с увеличением j. Для
наклонной решетки (см. рис. 4б) наблюдаются
примерно те же зависимости, однако изменения в
интенсивностях спектральных линий более резкие.
Следует указать, что для этой геометрии для угла
наблюдения θ2 = 135◦ наблюдается подавление
четных порядков (на частотах 88 и 176 ГГц).

Азимутальные зависимости ИСП (распределе-
ние интенсивности спектральных линий при изме-
нении угла χ) показаны на рис. 5 для «объемной»
решетки. Для излучения в «переднюю» полусфе-
ру (θ1 = 45◦) наблюдается «провал» интенсивнос-
ти ИСП в плоскости симметрии (χ = 0), тогда как
для «задней» полусферы такой зависимости нет (см.
рис. 5б).

На рис. 6 приведены поляризационные харак-
теристики ИСП для «объемной» решетки. Для уг-
ла θ1 = 45◦ в области азимутальных углов 0.2 ≥
≥ |χ| ≥ 0.05 циркулярная поляризация достигает
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Рис. 4. Спектральные распределения ИСП по модели резо-
нансного дифракционного излучения от «плоской» решет-
ки θ0 = 0 (а) и от «объемной» решетки θ0 = 30◦ (б) для
углов наблюдения θ = 45◦ (зеленый цвет) и θ = 135◦ (си-
ний цвет). Расчет проводился по формуле (10) для χ = 0

почти 100%. По мере увеличения угла θ (по мере
сдвига спектральных линий в «мягкую» часть) цир-
кулярная поляризация уменьшается (для θ2 = 135◦)
до 40%.

Понятно, что для реальной апертуры коллима-
тора, формирующего пучок излучения, числитель и
знаменатель в выражениях (11) необходимо усред-
нить по телесному углу dΩ = sin θdθdχ и только по-
сле этого вычислять усредненные параметры Сток-
са.

На рис. 7 приведены спектры ИСП для двух ти-
пов решеток и двух углов наблюдения. Моделирова-
ние проводилось для следующих параметров: шири-
на прямого стрипа 3.46 мм, ширина обратного стри-
па 2 мм, профиль периода образует прямоугольный
треугольник, остальные параметры приведены на
рисунках.

Длина формирования для рассматриваемого
случая [19] составляет примерно N2d(1 + cos θ)

и равна приблизительно 1500 мм. С выбранным

Рис. 5. Азимутальное распределение ИСП от «объемной»
решетки для первых трех порядков для тех же параметров,

что на рис. 4б при θ = 45◦ (а) и θ = 135◦ (б)

значением монохроматичность спектральных линий
ИСП, полученных при моделировании, практически
совпадает со значениями, типичными для дальней
зоны δνk/νk = 1/kN , где k — порядок дифракции
излучения.

Сравнивая спектры излучения от решетки с
вакуумными промежутками и сплошной решетки,
видно, что они различаются по интенсивности. Для
ИСП под углом наблюдения 45◦ (т. е. в переднюю
полусферу относительно траектории частицы) на-
личие обратных стрипов в сплошной решетке по от-
ношению к решетке с вакуумными промежутками
дает деструктивную интерференцию от прямых и
обратных стрипов. Напротив, для ИСП под углом
наблюдения 135◦ (т. е. в заднюю полусферу) наличие
обратных стрипов в сплошной решетке по отноше-
нию к решетке с вакуумными промежутками дает
конструктивную интерференцию совместно от пря-
мых и обратных стрипов. Сравнивая интенсивности
ИСП по первому порядку дифракции, отметим, что
для сплошной решетки излучение в заднюю полу-
сферу обладает меньшей интенсивностью в 2.5 ра-
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Рис. 6. Поляризационные характеристики ИСП, рассчитан-
ные для «объемной» решетки с теми же параметрами, что
на рис. 4б, для углов наблюдения θ = 45◦ (а) и θ = 135◦

(б); параметры Стокса: ξ1 — коричневый, ξ2 — черный и
ξ3 — синий цвет

за, а для решетки с вакуумными промежутками —
меньшей в 23 раза.

На рис. 8 приведены азимутальные распределе-
ния ИСП для двух углов 45◦ и 135◦ для частот со-
ответственно ν1...5(45◦) = 254.3, 507.1, 761.7, 1016.3,
1270.9 ГГц и ν1...5(135

◦) = 43.7, 87.9, 131.6, 175.8,
219.1 ГГц с 1 по 5 порядки.

Для излучения в «переднюю» полусферу «про-
вал» интенсивности ИСП в плоскости симметрии
(χ = 0) для обеих решеток не наблюдается. Тогда
как для «задней» полусферы «провал» интенсив-
ности ИСП в плоскости симметрии (χ = 0) в раз-
ной степени, которая уменьшается с ростом поряд-
ка, проявляется для всех порядков и для всех рас-
сматриваемых типов решеток.

На рис. 8 и 9 азимутальные распределения
и зависимости параметров Стокса представле-
ны в зависимости от азимутального угла χ =

= arctg (YD/L sin θ) соответственно для углов
θ1 = 45◦ и θ2 = 135◦. Большой разброс на краях ин-

Рис. 7. Спектры ИСП для двух углов θ = 45◦ (а) и θ =

= 135◦ (б) для двух типов решеток: с вакуумными проме-
жутками (штриховые кривые) и сплошной (сплошные кри-
вые). Цифрами отмечены номера порядков дифракции

тервалов зависимостей параметров Стокса на рис. 9
обусловлен численным расчетом на основе метода
Монте-Карло малых значений интенсивности при
больших азимутальных углах.

На рис. 9 приведены поляризационные характе-
ристики ИСП для двух углов, 45◦ и 135◦, только для
первого порядка дифракции.

Хорошо видно, что качественно характер пове-
дения поляризации излучения от решетки с вакуум-
ными промежутками и сплошной решетки практи-
чески одинаков. Но количественно конкретные зна-
чения параметров Стокса под тем или иным углом
наблюдения могут значительно различаться. Так,
для угла θ1 = 45◦ в области азимутальных углов
χ > 0.1 циркулярная поляризация ξ2 достигает по-
чти 100% для сплошной решетки и 70% для ре-
шетки с вакуумными промежутками. Для угла θ2 =

= 135◦ картина несколько иная — циркулярная по-
ляризация ξ2 достигает значений 100% в области
азимутальных углов χ ≥ 0.15 для сплошной решет-
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Рис. 8. Азимутальные распределения ИСП для двух углов
θ = 45◦ (а) и θ = 135◦ (б) для двух типов решеток: с ваку-
умными промежутками (штриховые кривые) и сплошной
(сплошные кривые) для порядков излучения с 1 по 5 (см.

рис. 7)

ки. А для решетки с вакуумными промежутками
циркулярная поляризация достигает 100% для угла
χ ≈ 0.1, а затем убывает до 70% и снова несколько
увеличивается.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано аналитически (для модель-
ной решетки, состоящей из стрипов, разделенных
вакуумными промежутками) и численным модели-
рованием (для решетки с треугольным профилем),
что излучение Смита –Парселла под азимутальным
углом χ �= 0 является эллиптически поляризован-
ным. Вклад циркулярно поляризованной компонен-
ты ИСП возрастает по мере увеличения азимуталь-
ного угла и для достаточно больших углов может
достигать 100%.

Для получения монохроматического пучка излу-
чения следует коллимировать часть ИСП аперту-

Рис. 9. Зависимость трех параметров Стокса для первого
порядка ИСП для двух углов θ = 45◦ (а) и θ = 135◦ (б) для
двух типов решеток: с вакуумными промежутками (штри-

ховые кривые) и сплошной (сплошные кривые)

рой, расположенной вне плоскости, перпендикуляр-
ной центральной плоскости решетки. При выборе
апертуры коллиматора из условий [30]: δχ = δθ ≥
≥ tg(θ/2)/kN , монохроматичность излучения будет
определяться только числом периодов, поскольку
от азимутального угла χ дисперсионное соотноше-
ние (1) не зависит. Отметим, что измерения цирку-
лярной поляризации ИСП, судя по имеющимся пуб-
ликациям, до настоящего времени не проводились.

Авторы работы [31] измерили линейную поляри-
зацию когерентного ИСП в субтерагерцевом диапа-
зоне. Эксперимент проводился на пучке электронов
с энергией 20 ГэВ под углами наблюдения θ = 90◦,
χ = 0. Авторы измерили линейную поляризацию
ИСП для различных периодов решетки и показа-
ли, что степень линейной поляризации изменяется
в пределах 0.55–0.85 для плоскости, перпендикуляр-
ной решетке. Следует отметить, что измерения про-
водились с детектором, размещенным на расстоя-
нии 155 мм от решетки длиной 40 мм, т. е. условие
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дальней зоны не выполнялось. Можно ожидать, что
циркулярно поляризованная компонента ИСП при
измерениях под углами χ �= 0 также будет весьма
значительной, ξ2 ≈ 0.5.

В работе [32] также измерялась линейная по-
ляризация ИСП в субтерагерцевом диапазоне на
пучке электронов ускорителя LUCX с энергией
8 МэВ. Исследования проводились в области углов
θ = 90◦ ± 5◦, χ = 0 при использовании вращающе-
гося проволочного поляризатора. Как и в предыду-
щем случае, условие размещения детектора в даль-
ней зоне не соблюдалось. Результаты измерений ли-
нейной поляризации ИСП колебались в широком
диапазоне для разных углов наблюдения, однако, в
среднем, степень линейной поляризации может быть
оценена на уровне 50%. Авторы объясняют замет-
ное отличие экспериментального результата от мо-
делирования несовпадением оси вращения поляри-
затора с оптической осью используемого интерфе-
рометра, а также большим захватом по азимуталь-
ному углу.

Методику поляризационных измерений с вра-
щающимся поляризатором [32] можно использовать
для доказательства наличия эллиптической по-
ляризации ИСП. При увеличении азимутального
угла линейная поляризация ИСП уменьшается,
что легко можно измерить экспериментально.
Уменьшение степени линейной поляризации вплоть
до нуля (при достаточно большом угле χ) будет
свидетельствовать в пользу наличия циркулярно
поляризованной компоненты ИСП.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Министерства науки и высшего образова-
ния, выделенной Томскому политехническому уни-
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ту №FSWW 2020-0008. Расчеты выполнены на вы-
числительном кластере Томского политехнического
университета.
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Получены и проанализированы соотношения неопределенностей для операторов разности фаз двух элек-
тромагнитных полей, предложенных нами ранее [10]. Проведены исследования соотношения неопределен-
ностей для операторов косинуса и синуса разности фаз, а также для операторов суммы числа фотонов и
операторов разности фаз двух полей. Рассмотрены фоковские и когерентные квантовые состояния полей,
общие состояния квантовых суперпозиций когерентных состояний полей и состояния «шредингеровского
кота» полей. Исследуется строгое соотношение неопределенностей (неравенство Коши –Шварца) и со-
отношение неопределенностей Гейзенберга для указанных операторов и квантовых состояний полей. На
примерах рассмотренных состояний полей показаны различия между строгими соотношениями неопре-
деленностей и соотношениями неопределенностей Гейзенберга для тригонометрических операторов раз-
ности фаз полей. Показано, что строгие соотношения неопределенностей и соотношения неопределенно-
стей Гейзенберга качественно различны как для когерентных состояний, так и для состояний квантовых
суперпозиций, и совпадают в случае фоковских состояний полей.

DOI: 10.31857/S0044451021120026

1. ВВЕДЕНИЕ

Решение проблемы последовательного и полно-
го квантовомеханического описания электромагнит-
ного поля сталкивается со значительными теорети-
ческими трудностями, связанными с определением
квантовомеханической фазы поля. Квантовомеха-
нический подход к определению фазы поля необхо-
дим в условиях слабых и ультраслабых электромаг-
нитных полей с числом фотонов порядка единицы:
〈n̂〉 ∼ 1, применяемых при решении задач в области
квантовых технологий. В ряде работ [1–9] предло-
жено несколько подходов к построению эрмитовых
тригонометрических квантовых операторов фазы
электромагнитного поля. Существенной особенно-
стью результатов этих работ является то, что пред-
лагаемые в них операторы синуса и косинуса фазы
не удовлетворяют основному тригонометрическому
соотношению; т. е. ˆcos2φ+ ˆsin

2
φ �= 1̂. Вследствие это-

* E-mail: kozlovskiyav@lebedev.ru

го, для получения операторов разности фаз двух
полей, величин, широко используемых на практи-
ке для описания явлений интерференции, операто-
ры такого рода применены быть не могут, так как
стандартные формулы для разности и суммы фаз в
условиях нарушения основного соотношения триго-
нометрии не выполняются.

В работе [10] нами предложены эрмитовы опе-
раторы синуса и косинуса разности фаз двух полей,
удовлетворяющие основному соотношению тригоно-
метрии. Тригонометрические операторы разности
фаз (ТОРФ) определяются в [10] с помощью интер-
ференционных операторов пассивного светоделите-
ля. В настоящей работе нами проводятся дальней-
шие исследования свойств ТОРФ, предложенных в
[10]. Получены и проанализированы различные со-
отношения неопределенностей для этих операторов.
Исследуются строгие соотношения неопределенно-
стей, представляющие собой неравенство Коши–
Шварца для ТОРФ ĈI и ŜI , а также тригонометри-
ческие соотношения неопределенностей (ТСН) для
операторов суммы числа фотонов двух полей n̂1+n̂2

и ТОРФ ĈI , ŜI . Также исследовано соотношение
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неопределенностей Гейзенберга для указанных пар
операторов.

Рассмотрены когерентные квантовые состояния
двух полей, наиболее близкие по своим свойствам
к классическому электромагнитному полю, а так-
же ярко выраженные неклассические квантовые фо-
ковские состояния и состояния общих суперпозиций
двух когерентных состояний.

Рассмотрены частные случаи состояния общих
суперпозиций когерентных состояний — состояния
«шредингеровского кота», находящие свое примене-
ние в областях квантовой метрологии и квантовых
вычислений.

2. СООТНОШЕНИЯ
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ ДЛЯ

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ
РАЗНОСТИ ФАЗ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ

ПОЛЕЙ

Рассматриваемое нами строгое соотношение
неопределенностей (ССН), представляет собой
неравенство Коши–Шварца [11, 12] для любых
двух эрмитовых операторов поля Â и B̂ и имеет
следующий вид:〈(

ΔÂ
)2
〉〈(

ΔB̂
)2
〉

≥
∣∣∣〈Â, B̂〉∣∣∣2 , (1)

где
〈(

ΔÂ
)2
〉
,
〈(

ΔB̂
)2
〉

— дисперсии операторов

Â и B̂, а 〈
Â, B̂

〉
≡
〈
ÂB̂

〉
−
〈
Â
〉〈

B̂
〉

— ковариация (центральный корреляционный мо-
мент) для данных операторов.

Соотношение неопределенностей Гейзенберга
(СНГ), исследуемое нами для тригонометрических
операторов разности фаз двух электромагнитных
полей наряду со строгим соотношением неопреде-
ленностей (1), имеет следующий вид:

〈(
ΔÂ

)2
〉〈(

ΔB̂
)2
〉

≥

∣∣∣〈[Â, B̂]〉∣∣∣2
4

. (2)

Отметим, что СНГ накладывает менее жесткое
ограничение на величину произведения дисперсий
операторов (флуктуаций наблюдаемых) по сравне-
нию с ограничением, следующим из ССН [12].

Причины различий СНГ и ССН и критерии при-
менимости того или иного соотношения представле-
ны и обсуждаются в работе [12].

Соотношение Гейзенберга (2) имеет место только
тогда, когда 〈{

ΔÂ,ΔB̂
}〉

= 0,

где {
ΔÂ,ΔB̂

}
≡ ΔÂ ΔB̂ +ΔB̂ ΔÂ

— антикоммутатор операторов

ΔÂ ≡ Â−
〈
Â
〉

и
ΔB̂ ≡ B̂ −

〈
B̂
〉
.

Соотношения неопределенностей (1) и (2) рас-
сматриваются в настоящей работе для ТОРФ, опре-
деляемых с помощью операторов интерференции
двух полей, поступающих на входы пассивного
светоделителя и характеризующих интенсивности
(числа фотонов) полей на выходе из светоделите-
ля [10].

Согласно квантовой теории операторы рожде-
ния/уничтожения электромагнитных полей

â†i , âi, i = 1, 2,

рассматриваемых нами, удовлетворяют стандарт-
ным коммутационным соотношениям[

âi, â
†
j

]
= δi,j , i, j = 1, 2. (3)

Введем в рассмотрение эрмитовы операторы коси-
нуса и синуса разности фаз полей â1 и â2, используя
интерференционные операторы ÎC и ÎS светоделите-
ля,

ÎC ≡ â†1â2 + â†2â1, (4)

ÎS ≡ i
(
â†2â1 − â†1â2

)
, (5)

в следующем симметризованном виде [10]:

ĈI ≡ ˆcos(φ1 − φ2) =
1

2

[
K̂I ÎC + ÎCK̂I

]
, (6)

ŜI ≡ ˆsin(φ1 − φ2) =
1

2

[
K̂I ÎS + ÎSK̂I

]
, (7)

где

K̂I ≡ 1√
Î2C + Î2S

=
1√

2 (n̂1 + n̂2 + 2 n̂1n̂2)
, (8)

поскольку сумма квадратов операторов интерфе-
ренции выражаются через операторы числа фото-
нов входных полей светоделителя согласно

Î2C + Î2S = 2 (n̂1 + n̂2 + 2 n̂1n̂2) .
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Может быть показано, что операторы ĈI и ŜI ,
определяемые с помощью (6) и (7), не коммутируют
между собой: [

ĈI , ŜI

]
�= 0.

Операторы квадрата косинуса и синуса разности
фаз полей, выражаемые через операторы интерфе-
ренции, запишем также в симметризованном виде
[10] согласно

Ĉ2
I ≡ ˆcos2(φ1 − φ2) =

1

2

[
K̂2

I Î
2
C + Î2C K̂2

I

]
, (9)

Ŝ2
I ≡ ˆsin

2
(φ1 − φ2) =

1

2

[
K̂2

I Î
2
S + Î2S K̂

2
I

]
. (10)

Нетрудно убедиться, что определенные таким
образом операторы квадратов тригонометрических
функций точно удовлетворяют основному тригоно-
метрическому соотношению, т. е.

Ĉ2
I + Ŝ2

I = 1̂.

Выполнение этого соотношение обеспечивается
выбором вида нормировочного оператора K̂I соглас-
но формуле (8).

Отметим, что операторы, определяемые форму-
лами (6) и (7), возведенными в квадрат, не удо-
влетворяют основному тригонометрическому соот-
ношению в квантовом режиме слабых полей.

3. СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ, ДИСПЕРСИИ И
КОРРЕЛЯЦИИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ

ОПЕРАТОРОВ РАЗНОСТИ ФАЗ

В настоящем разделе нами найдены выражения
для наблюдаемых средних ТОРФ, средних квадра-
тов и дисперсий (флуктуаций), а также корреляци-
онных функций ТОРФ для полей в произвольных
квантовых состояниях.

Операторы косинуса и синуса (6) и (7) в базисе
фоковских квантовых состояний двух полей могут
быть записаны в виде

ĈI =
1

2

∞∑
n=0

K1 (n1, n2) ×

× (|n1, n2 + 1〉〈n1 + 1, n2|+H.c.) , (11)

ŜI =
i

2

∞∑
n=0

K1 (n1, n2) ×

× (|n1, n2 + 1〉〈n1 + 1, n2| −H.c.) , (12)

где введено обозначение

K1 (n1, n2) ≡
√

(n1 + 1) (n2 + 1)

2
×

×
[

1√
n1 + n2 + 1 + 2 n1 (n2 + 1)

+

+
1√

n1 + n2 + 1 + 2 n2 (n1 + 1)

]
. (13)

Для операторов квадратов тригонометрических
функций разности фаз, в свою очередь, с помо-
щью (9), (10) и (8) находим в базисе фоковских
состояний следующие выражения:

Ĉ2
I =

1

2
+

1

4

∞∑
n=0

K2 (n1, n2) ×

× (|n1, n2 + 2〉〈n1 + 2, n2|+H.c.) , (14)

Ŝ2
I =

1

2
− 1

4

∞∑
n=0

K2 (n1, n2) ×

× (|n1, n2 + 2〉〈n1 + 2, n2|+H.c.) , (15)

где введено обозначение

K2 (n1, n2) ≡
√

(n1+1) (n1+2) (n2+1) (n2+2)×

×
[

1

n1 + n2 + 2 + 2 n1 (n2 + 2)
+

+
1

n1 + n2 + 2 + 2 n2 (n1 + 2)

]
. (16)

Средние значения ТОРФ для произвольных кван-
товых состояний двух полей |x1〉 и |x2〉 с помощью
формул (11), (12) могут быть найдены в виде

〈
ĈI

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|ĈI |x1, x2〉 =

=

∞∑
n1,n2=0

K1 (n1, n2)Re (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 ×

× 〈x2|n2 + 1〉 〈n1 + 1| x1〉) , (17)

〈
ŜI

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|ŜI |x1, x2〉 =

=

∞∑
n1,n2=0

K1 (n1, n2) Im (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 ×

× 〈x2|n2 + 1〉 〈n1 + 1| x1〉) . (18)
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Используя (14)–(16), для средних значений квадра-
тов ТОРФ получаем〈

Ĉ2
I

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|Ĉ2
I |x1, x2〉 =

=
1

2
+

1

2

∞∑
n1,n2=0

K2 (n1, n2) ×

× Re (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 〈x2|n2+2〉 〈n1+2| x1〉) , (19)

〈
Ŝ2
I

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|Ŝ2
I |x1, x2〉 =

=
1

2
− 1

2

∞∑
n=0

K2 (n1, n2) ×

× Re (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 〈x2|n2+2〉 〈n1+2| x1〉) . (20)

Средние значения произведения ТОРФ ĈI и ŜI

для произвольных состояний полей, необходимые
для расчетов ССН (если положить в формуле (1)
Â = ĈI , B̂ = ŜI), могут быть записаны в виде〈

ĈI ŜI

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|ĈI ŜI |x1, x2〉 =

=
i

4

∞∑
n1,n2=0

K2
1 (n1, n2)

(
|〈x1 |n1 + 1〉|2 |〈n2| x2〉|2 −

− |〈x1 |n1〉|2 |〈n2 + 1| x2〉|2
)
−

− 1

2

∞∑
n=0

K1 (n1, n2 + 1) K1 (n1 + 1, n2) ×

× Im (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 〈x2|n2+2〉 〈n1+2| x1〉) . (21)

Средние значения коммутаторов ТОРФ для про-
извольных состояний полей, определяющие правые
части СНГ (если положить в формуле (2) Â = ĈI ,
B̂ = ŜI), находятся с помощью следующего выра-
жения:〈[

ĈI , ŜI

]〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2|
[
ĈI , ŜI

]
|x1, x2〉 =

=
i

2

∞∑
n1,n2=0

K2
1 (n1, n2)

(
|〈x1 |n1+1〉|2 |〈n2| x2〉|2 −

− |〈x1 |n1〉|2 |〈n2 + 1| x2〉|2
)
. (22)

Левая часть соотношения неопределенностей (СН)
для оператора суммы числа фотонов и ТОРФ ĈI

(присутствующая в формулах (1) и (2) при Â =

= n̂1 + n̂2, B̂ = ĈI) имеет вид

Lx1,x2

(
n̂1 + n̂2, ĈI

)
=

〈(
ΔĈI

)2
〉

x1,x2

×

×
〈
(Δn̂1)

2
〉
x1

+

〈(
ΔĈI

)2
〉

x2,x2

〈
(Δn̂2)

2
〉
x2

, (23)

где дисперсии числа фотонов каждого из полей есть〈
(Δn̂j)

2
〉
xj

=

∞∑
nj=0

n2
j |〈xj | nj〉|2 −

−
⎛⎝ ∞∑

nj=0

nj |〈xj | nj〉|2
⎞⎠2

, j = 1, 2. (24)

Правая часть ССН при этом имеет вид

Rt,x1,x2

(
n̂1+n̂2, ĈI

)
=

∣∣∣∣〈(n̂1+n̂2) , ĈI

〉
x1,x2

∣∣∣∣2 ≡

≡
∣∣∣∣〈(n̂1 + n̂2) ĈI

〉
x1,x2

−

− 〈n̂1 + n̂2〉x1,x2

〈
ĈI

〉
x1,x2

∣∣∣∣2 . (25)

Аналогично выглядит правая часть ССН
Rt,x1,x2

(
n̂1 + n̂2, ŜI

)
с заменой в (25) ĈI на ŜI .

Для корреляторов оператора суммы числа фото-
нов и ТОРФ получаем〈

(n̂1+n̂2) ĈI

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2| (n̂1+n̂2) ĈI |x1, x2〉 =

=

∞∑
n1,n2=0

K3 (n1, n2) Re (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 ×

× 〈x2|n2 + 1〉 〈n1 + 1| x1〉) , (26)〈
(n̂1 + n̂2) ŜI

〉
x1,x2

≡ 〈x1, x2| (n̂1+n̂2) ŜI |x1, x2〉 =

= −
∞∑

n1,n2=0

K3 (n1, n2) Im (〈x1 |n1〉〈n2| x2〉 ×

× 〈x2|n2 + 1〉 〈n1 + 1| x1〉) , (27)

где обозначено
K3 (n1, n2) = (n1 + n2 + 1) K1 (n1, n2) .

4. СООТНОШЕНИЯ
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ
РАЗНОСТИ ФАЗ ПОЛЕЙ В ФОКОВСКИХ

СОСТОЯНИЯХ

Рассмотрим случай, когда оба электромагнит-
ных поля, разность фаз которых исследуются на-
ми, находятся в фоковских состояниях |n01〉 и |n02〉,
n01, n02 ≥ 0. Найдем левые части соотношений
неопределенностей для операторов разности фаз
ĈI и ŜI (полагая в формулах (1) и (2) Â = ĈI ,
B̂ = ŜI), определяемые для произвольных кванто-
вых состояний полей выражениями (17)–(20). Дис-

персии ТОРФ
〈(

ΔĈI

)2
〉

n01,n02

и
〈(

ΔŜI

)2
〉

n01,n02

2 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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в случае фоковских состояний полей, входящие в ле-
вую часть СН,

Ln01,n02

(
ĈI , ŜI

)
≡

≡
〈(

ΔĈI

)2
〉

n01,n02

〈(
ΔŜI

)2
〉

n01,n02

,

находятся путем подстановки в выражения для этих
величин (17)–(20) скалярных произведений вида
〈n | n′〉 = δn,n′ . В результате получаем соотношения〈(

ΔĈI

)2
〉

n01,n02

=

〈(
ΔŜI

)2
〉

n01,n02

=
1

2
,

при этом средние значения ТОРФ равны〈
ĈI

〉
n01,n02

=
〈
ŜI

〉
n01,n02

= 0,

это означает, что случайная величина разности фаз
обладает равномерным распределением со значени-
ями от 0 до 2π.

Таким образом, получаем, что левая часть СН
для ТОРФ в случае фоковских состояний полей есть

Ln01,n02

(
ĈI , ŜI

)
=

1

4
. (28)

Найдем далее правые части точного соотноше-
ния неопределенностей (неравенства Коши–Швар-
ца, ССН) и соотношения неопределенностей Гейзен-
берга (СНГ). Из выражений для этих двух нера-
венств (1) и (2) в случае, если Â = ĈI , B̂ = ŜI ,
с помощью соотношения ортонормированности век-
торов фоковских состояний 〈n | n′〉 = δn,n′ получаем
формулу для ковариации ТОРФ, входящей в пра-
вую часть ССН:〈

ĈI , ŜI

〉
n01,n02

≡ 〈n01, n02|ĈI ŜI |n01, n02〉−

− 〈n01, n02|ĈI |n01, n02〉〈n01, n02|ŜI |n01, n02〉 =

=
i

4

∞∑
n1,n2=0

K2
1 (n1, n2) ×

× (
δ2n01,n1+1δ

2
n02,n2

− δ2n01,n1
δ2n02,n2+1

)
, (29)

и для среднего коммутатора, определяющего пра-
вую часть СНГ, находим〈[

ĈI , ŜI

]〉
n01,n02

≡ 〈n01, n02|
[
ĈI , ŜI

]
|n01, n02〉 =

= 2
〈
ĈI , ŜI

〉
n01,n02

. (30)

Таким образом, получены следующие выражения
для правых частей ССН и СНГ в случае фоковских
состояний полей:

Rn01,n02

(
ĈI , ŜI

)
≡
∣∣∣∣〈ĈI , ŜI

〉
n01,n02

∣∣∣∣2 =

=
1

4

∣∣∣∣〈[ĈI , ŜI

]〉
n01,n02

∣∣∣∣2 ,
Rn01,n02

(
ĈI , ŜI

)
≡
∣∣∣∣〈ĈI , ŜI

〉
n01,n02

∣∣∣∣2 =

=
1

4

∣∣∣∣〈[ĈI , ŜI

]〉
n01,n02

∣∣∣∣2 , n01, n02 > 0.

(31)

Из равенств (31) следует, что для полей в фоков-
ских состояниях ССН и СНГ совпадают для любых
n01, n02 ≥ 0.

Из выражения (29) также следует, что, если
n01, n02 > 0, то правые части СН есть

Rn01,n02

(
ĈI , ŜI

)
=

=
1

16

[
K2

1 (n01, n02 − 1)−K2
1 (n01 − 1, n02)

]2
. (32)

При n01 = 0, n02 > 0 имеем

R0,n02

(
ĈI , ŜI

)
=

1

16
K4

1 (n01, n02 − 1) .

При n01 > 0, n02 = 0 получаем

R0,n02

(
ĈI , ŜI

)
=

1

16
K4

1 (n01 − 1, 0) .

В случае n01 = n02 = 0 находим

R0,0

(
ĈI , ŜI

)
= 0.

Для больших значений n01, n02 → ∞ правая
часть СН стремится к нулю, так как〈

ĈI , ŜI

〉
n01,n02

→ 0,

т. е. ТОРФ не коррелируют между собой.
На рис. 1 изображена зависимость правой час-

ти СН Rn01,n02

(
ĈI , ŜI

)
от значений чисел фотонов

n01 и n02 фоковских состояний полей |n01〉 и |n02〉,
0 ≤ n01, n02 ≤ 10. На рисунке видно, что правая
часть СН заметно отличается от 0 только для ма-
лых значений n01 или n02 вблизи 0, т. е. в случае
когда одно из полей находится в состоянии близком
к вакуумному состоянию.

Левая часть СН значительно превышает левую
часть ССН и СНГ для всех значений n01 и n02 за
исключением состояний полей

|n01 = 0〉, |n02 = 1〉

и
|n01 = 1〉, |n02 = 0〉,
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Рис. 1. Зависимость правой части соотношения неопреде-
ленностей операторов косинуса и синуса разности фаз

Rt,n01,n02

(
ĈI , ŜI

)
≡

≡
∣∣∣∣〈ĈI ŜI

〉
n01,n02

−
〈
ĈI

〉
n01,n02

〈
ŜI

〉
n01,n02

∣∣∣∣2
для фоковских состояний полей |n1〉 и |n2〉 от средних зна-

чений числа фотонов n01 и n02 состояний

т. е. в случаях, когда одно из полей находится в ва-
куумном состоянии, а состояние другого поля явля-
ется однофотонным. В этих особых случаях

R1,0

(
ĈI , ŜI

)
= R0,1

(
ĈI , ŜI

)
= L1,0

(
ĈI , ŜI

)
=

1

4
,

и это означает, что фоковские состояния полей явля-
ются состояниями с минимальной неопределеннос-
тью ТОРФ только для разностей фаз однофотонно-
го и вакуумного состояний полей.

Вместе с тем, рассматривая СН для оператора
полного числа фотонов

N̂1 + N̂2 = n̂1 + n̂2

и ТОРФ ĈI и ŜI с помощью формул (26) и (27) и
соотношения〈

(Δ (n̂1 + n̂2))
2
〉
n01,n02

= 0,

нетрудно убедиться, что СН для n̂1+ n̂2 и ТОРФ ĈI

и ŜI для полей в фоковских состояниях представля-
ет собой равенство

Rt,n01,n02

(
(n̂1 + n̂2) , ĈI

)
=

= Rt,n01,n02

(
(n̂1 + n̂2) , ŜI

)
=

= Ln01,n02

(
(n̂1 + n̂2) , ĈI

)
=

= Ln01,n02

(
(n̂1 + n̂2) , ŜI

)
= 0. (33)

Следовательно, фоковские состояния полей являют-
ся квантовыми состояниями с минимальной неопре-
деленностью для операторов полного (суммарного)
числа фотонов двух полей и ТОРФ ĈI , ŜI для лю-
бых значений числа фотонов n01, n02.

В случае если одно из полей находится в фо-
ковском, а другое поле в произвольном квантовом
состоянии (|n01〉, |x2〉 или |x1〉, |n02〉), из выражений
(17) и (18) следует, что средние значения ТОРФ в
этом случае равны 0, а дисперсии ТОРФ ĈI и ŜI

равны 1/2, так же как и в случае фоковских состо-
яний обоих полей. Из формул (21) и (22) в случае,
когда одно из полей находится в фоковском состо-
янии, следует, что ССН и СНГ совпадают между
собой для ТОРФ ĈI и ŜI . Так, например,

Rt,n01,x2

(
ĈI , ŜI

)
= RH,n01,x2

(
ĈI , ŜI

)
, (34)

причем

〈
ĈI ŜI

〉
n01,x2

=
i

4

∞∑
n2=0

(
K2

1 (n01−1, n2) |〈n2| x2〉|2 −

− K2
1 (n01, n2) |〈n2 + 1| x2〉|2

)
(35)

при n01 > 0 и〈
ĈI ŜI

〉
n01,x2

=

= − i

4

∞∑
n2=0

K2
1 (0, n2) |〈n2 + 1| x2〉|2 , (36)

при n01 = 0 для любого квантового состояния |x2〉.
Поскольку оператор суммарного числа фотонов

полей n̂1 + n̂2 коммутируют с ТОРФ ĈI и ŜI , ССН
для операторов n̂1 + n̂2 и ĈI , ŜI совпадают с СНГ
для этих операторов в рассматриваемом случае по-
лей в фоковском и произвольном квантовых состо-
яниях. При этом правые части ССН и СНГ равны
нулю. Отметим равенство нулю правой части СНГ
для n̂1 + n̂2 и ĈI , ŜI для любых квантовых состо-
яний |x1〉, |x2〉, поскольку операторы суммы числа
фотонов и ТОРФ коммутируют между собой.

5. СООТНОШЕНИЯ
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ
РАЗНОСТИ ФАЗ ПОЛЕЙ В КОГЕРЕНТНЫХ

СОСТОЯНИЯХ

Рассмотрим теперь случай, когда оба поля нахо-
дятся в когерентных состояниях

|xj〉 = |αj〉, αj =
√
nαj e

i ϕαj , j = 1, 2.
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Найдем левые части СН для ТОРФ ĈI и ŜI , пред-
ставляющие собой произведение дисперсий ТОРФ〈(

ΔĈI

)2
〉

α1,α2

〈(
ΔŜI

)2
〉

α1,α2

,

определяемые с использованием формул (17)–(20) и
выражающиеся через скалярные произведения ко-
герентных и фоковских состояний.

Рис. 2. Зависимости а) левой части соотношений (1) и (2)
для операторов косинуса и синуса разности фаз

Lα1,α2

(
ĈI , ŜI

)
≡
〈(

ΔĈI

)2
〉

α1,α2

〈(
ΔŜI

)2
〉

α1,α2

,

б) правой части соотношения (1) для операторов косинуса
и синуса разности фаз

Rt,α1,α2

(
ĈI , ŜI

)
≡
∣∣∣∣〈ĈI ŜI

〉
α1,α2

−
〈
ĈI

〉
α1,α2

〈
ŜI

〉
α1,α2

∣∣∣∣2 ,
в) правой части соотношения неопределенностей Гейзен-
берга (2) для операторов косинуса и синуса разности фаз

RH,α1,α2

(
ĈI , ŜI

)
≡ 1

4

∣∣∣∣〈[ĈI , ŜI

]〉
α1,α2

∣∣∣∣2 ,
для когерентных состояний полей |α1〉 и |α2〉, от сред-
них значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 ко-
герентного состояния |α2〉. Для фиксированных значений

nα1 = 1 и ϕα1 = 0 когерентного состояния |α1〉

Правые части СН, в свою очередь, находятся
с помощью указанных скалярных произведений из
формул (21), (22).

Скалярные произведения векторов состояний по-
лей, необходимые для расчета левых и правых час-
тей СН для случая когерентных состояний полей,
могут быть записаны в виде

〈mj |αj〉 = e−nαj
/2n

mj/2
αj√
mj !

ei mj ϕαj ,

mj = nj, nj + 1, nj + 2, j = 1, 2.

(37)

Численные расчеты дисперсий, средних значений
коммутаторов и ковариаций, определяющих левые
и правые части ССН и СНГ, проводились нами пу-
тем подстановки значений скалярных произведений
(37) в выражения (17)–(22).

Как показали расчеты, правые части ССН и СНГ
для соотношений неопределенностей ĈI–ŜI значи-
тельно различаются между собой. На рис. 2 показа-
ны левые и правые части ССН и СНГ для ТОРФ в
случае когерентных состояний полей, в зависимости
от параметров состояния |α2〉 при фиксированном
значении α1 = 1.

Как видно на рис. 2а, левая часть Lα1,α2

(
ĈI , ŜI

)
СН достигает максимальных значений при малых
числах фотонов когерентных состояний n1, n2 ∼ 1

и монотонно убывает с их ростом. Как показано
на рис. 2б и 2в, правые части Rt,n01,x2

(
ĈI , ŜI

)
для

ССН и RH,n01,x2

(
ĈI , ŜI

)
для СНГ значительно раз-
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личаются между собой для любых значений пара-
метров когерентных состояний α1 и α2.

Сравнение левых и правых частей ССН и СНГ
показывает, что левые части обоих СН в общем слу-
чае больше правых частей, т. е. когерентные состо-
яния полей не являются для ТОРФ состояниями с
наименьшей неопределенностью. Приближенное ра-
венство левых и правых частей ССН имеет место
только для определенных значений фазовых углов
ϕαj , j = 1, 2 и при больших значениях числа фото-
нов nαj , j = 1 и/или 2 (см. рис. 2а,б).

Результаты расчетов СН для оператора суммы
числа фотонов полей n̂1 + n̂2 и ТОРФ ĈI , ŜI при-
ведены на рис. 3. На рис. 3а показано, что левая
часть Lα1,α2

(
n̂1 + n̂2, ŜI

)
принимает минимальное

значение при малых значениях nj , j = 1, 2 и воз-
растает с увеличением nj, что связано с возраста-
нием дисперсии числа фотонов с ростом средних
чисел фотонов когерентных состояний равных nj .
Так же как и в случае СН для ĈI и ŜI , различие
между собой правых частей Rt,α1,α2

(
n̂1 + n̂2, ŜI

)
и

RH,α1,α2

(
n̂1 + n̂2, ŜI

)
велико.

Как отмечалось выше, операторы суммы числа
фотонов ТОРФ полей коммутируют между собой,[

(n̂1 + n̂2) , ŜI

]
=
[
(n̂1 + n̂2) , ĈI

]
= 0,

вследствие чего правые части СНГ равны нулю:

RH,α1,α2

(
n̂1+n̂2, ŜI

)
= RH,α1,α2

(
n̂1+n̂2, ĈI

)
= 0.

В то же время правые части ТСН

Rt,α1,α2

(
n̂1 + n̂2, ŜI

)
, Rt,α1,α2

(
n̂1 + n̂2, ĈI

)
значительно отличаются от нуля для всех значений
параметров когерентных состояний, как показано на
рис. 3б.

Отличие правой части ССН для операторов
n̂1+n̂2 и ТОРФ ĈI или ŜI от левой части значитель-
но, как и в случае ССН для ĈI и ŜI , и почти линей-
но растет с увеличением чисел фотонов когерентных
состояний nαj (см. рис. 3). Когерентные состояния
не являются квантовыми состояниями полей с ми-
нимальной неопределенностью для ТОРФ ĈI или ŜI

и оператора суммы чисел фотонов n̂1 + n̂2.
Рассмотрим также случай, когда одно из по-

лей находится в когерентном, а другое в фоковском
квантовом состоянии. В таких условиях ССН и СНГ
для ТОРФ ĈI и ŜI совпадают. Правые части СН не
зависят от фазы ϕ и значительно отличаются от ну-
ля лишь при n ∼ 1 и близки к нулю при n � 1.

Рис. 3. Зависимости а) левой части соотношений (1) и (2)
для операторов суммы числа фотонов полей n̂ ≡ n̂1 + n̂2

и синуса разности фаз

Lα1,α2

(
n̂, ŜI

)
≡ 〈

(Δn̂)2
〉
α1,α2

〈(
ΔŜI

)2
〉

α1,α2

,

б) правой части соотношения (1) для числа фотонов и си-
нуса разности фаз

Rt,α1,α2

(
n̂, ŜI

)
≡
∣∣∣∣〈n̂ ŜI

〉
α1,α2

− 〈n̂〉α1,α2

〈
ŜI

〉
α1,α2

∣∣∣∣2 ,
для когерентных состояний полей |α1〉 и |α2〉, от сред-
них значений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 ко-
герентного состояния |α2〉. Для фиксированных значений

nα1 = 1 и ϕα1 = 0 когерентного состояния |α1〉

Правые части СН для операторов n̂1 + n̂2 и ТОРФ
ĈI , ŜI равны нулю для любых значений параметров
состояний |n01〉, |α2〉 (или |α1〉, |n02〉). Это означает,
что СН в случае таких квантовых состояний полей
не накладывает никаких дополнительных ограниче-
ний на точность измерения полного (суммарного)
числа фотонов и разности фаз полей.
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6. СООТНОШЕНИЯ
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ
РАЗНОСТИ ФАЗ ДЛЯ ПОЛЕЙ В
СОСТОЯНИЯХ СУПЕРПОЗИЦИИ
КОГЕРЕНТНЫХ СОСТОЯНИЙ

Рассмотрим теперь случай когда электромагнит-
ные поля находятся в квантовых состояниях супер-
позиций когерентных состояний [13–18]. Такие со-
стояния полей |ψs,j〉, j = 1, 2 могут быть записаны
в общем виде [18], следующим образом:

|ψs,j (ξ)〉 = Nj

(|αj〉+ eiξ|βj〉
)
=

=
∞∑

nj=0

Znj |nj〉, j = 1, 2, (38)

где
Znj ≡ Nj

(
znj ,αj + eiξj znj ,βj

)
, (39)

Nj ≡ 1√
2
(
1 + cos θje−δj/2

) , (40)

θj ≡ ξj +
√
nαjnβj sinΔj , (41)

Δj ≡ ϕβj − ϕαj , (42)

δj ≡ nαj + nβj − 2
√
nαjnβj cosΔj , (43)

αj =
√
nαje

i ϕαj , βj =
√
nβje

i ϕβj , j = 1, 2,

и использованы обозначения

znj ,αj ≡ e−nαj
/2 α

nj

j√
nj !

,

znj ,βj ≡ e−nβj
/2 β

nj

j√
nj !

.

(44)

В случае если фазовые углы когерентных состоя-
ний, составляющих каждую из суперпозиций, равны
между собой,

ϕαj = ϕβj , Δj = 0, j = 1, 2,

а числа фотонов когерентных состояний различают-
ся, nαj �= nβj , состояния квантовых суперпозиций
могут быть названы амплитудными суперпозиция-
ми когерентных состояний [18]. В другом важном
частном случае, когда

ϕαj �= ϕβj , Δj �= 0, j = 1, 2,

и
nαj = nβj ,

состояния суперпозиции могут быть названы состо-
яниями фазовых суперпозиций двух когерентных
состояний [18].

Фазовые состояния суперпозиции, имеющие зна-
чения параметров

ϕαj = ϕβj + π, j = 1, 2,

представляют собой известные и хорошо изучен-
ные квантовые состояния «шредингеровского кота»
[13–21]. В случае

ξj = 0, nαj = nβj , ϕαj = ϕβj + π

состояния полей представляют собой четные состо-
яния суперпозиций когерентных состояний, а в слу-
чае ξj = π — нечетные состояния суперпозиций [20].

Квантовые состояния суперпозиций когерент-
ных состояний поля обладают ярко выраженными
неклассическими свойствами. Так, фазовые супер-
позиции (включая состояния типа «шредингеров-
ского кота») могут иметь флуктуации числа фото-
нов значительно ниже величины флуктуаций числа
фотонов когерентного состояния поля (уровня дро-
бового шума) [19–21].

Отметим, что в случае субпуассоновской стати-
стики фотонов с дисперсией (флуктуациями) чис-
ла фотонов ниже пуассоновского уровня, присуще-
го когерентному состоянию поля, нарушается нера-
венство Коши–Шварца для автокорреляционной
функции интенсивности света [22, 23].

Амплитудные суперпозиции когерентных состоя-
ний могут обладать малыми флуктуациями фазы
поля существенно ниже уровня флуктуаций, прису-
щих когерентным состояниям [21].

Соотношения неопределенностей для ТОРФ ĈI

и ŜI могут быть найдены из полученных выше вы-
ражений (17)–(22) для состояний полей общей су-
перпозиции когерентных состояний (38) путем под-
становки в эти выражения значений скалярных про-
изведений фоковских состояний и состояний супер-
позиции:

〈mj |ϕs,j〉 = Zm,j, mj = nj , nj + 1, nj + 2,

j = 1, 2.
(45)

где Zm,j определяются формулами (39)–(44).
На рис. 4а изображен пример зависимости ле-

вой части ССН и СНГ от параметров состояний су-
перпозиций для ТОРФ ĈI и ŜI . Левая часть ССН
в случае состояний полей суперпозиции когерент-
ных состояний Ls1,s2

(
ĈI , ŜI

)
качественно отличает-

ся от левой части ССН для когерентных состояний
Lα1,α2

(
ĈI , ŜI

)
. На рис. 2а видно, что эта величи-

на не зависит от значений фазовых углов когерент-
ных состояний и монотонно убывает с ростом чис-
ла фотонов nα2 , тогда как Ls1,s2

(
ĈI , ŜI

)
обладает
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сильной зависимостью от ϕα2 и не убывает, а даже
возрастает с увеличением nα2 в широком интервале
изменения значений ϕα2 . Указанные закономерно-
сти выполняются для любых значений параметров
рассмотренных состояний полей.

На рис. 4б показан пример зависимости пра-
вой части ССН от параметров состояний супер-
позиций для ТОРФ ĈI и ŜI . Правая часть ТСН
Rt,s1,s2

(
ĈI , ŜI

)
также качественно отличается от

Рис. 4. Зависимости а) левой части соотношений (1) и (2)
для операторов косинуса и синуса разности фаз

Ls1,s2

(
ĈI , ŜI

)
≡
〈(

ΔĈI

)2
〉

s1,s2

〈(
ΔŜI

)2
〉

s1,s2

,

б) правой части соотношения (1) для операторов косинуса
и синуса разности фаз

Rt,s1,s2

(
ĈI , ŜI

)
≡
∣∣∣∣〈ĈI ŜI

〉
s1,s2

−
〈
ĈI

〉
s1,s2

〈
ŜI

〉
s1,s2

∣∣∣∣2 ,
в) правой части соотношения неопределенностей Гейзен-
берга (2) для операторов косинуса и синуса разности фаз

RH,α1,α2

(
ĈI , ŜI

)
≡ 1

4

∣∣∣∣〈[ĈI , ŜI

]〉
α1,α2

∣∣∣∣2 ,
для состояний суперпозиций когерентных состояний полей
|ψs,j (ξ)〉 = Nj

(|αj〉+ eiξ|βj〉
)
, j = 1, 2, от средних значе-

ний числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 когерентного
состояния |α2〉. Для фиксированных значений остальных
параметров состояния суперпозиций |ψs,j (ξj)〉, j = 1, 2,

nα1 = 1, nβ1 = 2, nβ2 = 4 и ϕα1 = ϕβ1 = ϕβ2 = 0,
ξ1 = ξ2 = 0

правой части для когерентных состояний полей
Rt,α1,α2

(
ĈI , ŜI

)
. Неравенство ССН (неравенство

Коши–Шварца) выполняется для всех значений па-
раметров квантовых состояний полей.

На рис. 4в показана зависимость правой части
СНГ от параметров состояний суперпозиций для
ТОРФ ĈI и ŜI . Как и в случае когерентных состоя-
ний, правые части ССН и СНГ качественно различ-
ны. Правые части СНГ для состояний суперпозиции
RH,s1,s2

(
ĈI , ŜI

)
обладают зависимостью от пара-

метров квантовых состояний, подобной зависимости
RH,α1,α2

(
ĈI , ŜI

)
для полей в когерентных состоя-

ниях (см. рис. 2в), но они значительно различают-
ся по абсолютной величине. При этом правые части
ССН и СНГ качественно различны как в случае су-
перпозиций когерентных состояний, так и в случае
когерентных состояний полей.

На рис. 5а изображен пример зависимости левой
части ССН и СНГ от параметров состояний суперпо-
зиций для оператора n̂ ≡ n̂1+ n̂2 и ТОРФ ŜI . Левые
части СН Ls1,s2

(
n̂, ŜI

)
и Lα1,α2

(
n̂, ŜI

)
возраста-

ют с увеличением числа фотонов, но, в отличие от
Lα1,α2

(
n̂, ŜI

)
и Ls1,s2

(
n̂, ŜI

)
, обладают сложной

зависимостью от фазового угла когерентного состо-
яния ϕα2 .
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Рис. 5. Зависимости а) левой части соотношений (1) и (2)
для операторов суммы числа фотонов полей n̂ ≡ n̂1 + n̂2

и синуса разности фаз

Ls1,s2

(
n̂, ŜI

)
≡ 〈

(Δn̂)2
〉
s1,s2

〈(
ΔŜI

)2
〉

s1,s2

,

б) правой части соотношения (1) для операторов числа
фотонов и синуса разности фаз

Rt,s1,s2

(
n̂, ŜI

)
≡
∣∣∣∣〈n̂ ŜI

〉
s1,s2

− 〈n̂〉s1,s2
〈
ŜI

〉
s1,s2

∣∣∣∣2 ,
для состояний суперпозиций когерентных состояний полей
|ψs,j (ξ)〉 = Nj

(|αj〉+ eiξ|βj〉
)
, j = 1, 2, от средних зна-

чений числа фотонов n2 и фазового угла ϕ2 когерентного
состояния |α2〉. Для фиксированных значений остальных
параметров состояния суперпозиций |ψs,j (ξj)〉, j = 1, 2,
nα1 = 1, nβ1 = 2, nβ2 = 4 и ϕα1 = ϕβ1 = ϕβ2 = 0,

ξ1 = ξ2 = 0

На рис. 5б показана зависимость правой части
ССН от параметров состояний суперпозиций для
n̂ ≡ n̂1 + n̂2 и ТОРФ ŜI . Правые части ССН
Rt,s1,s2

(
n̂, ŜI

)
и Rt,α1,α2

(
n̂, ŜI

)
характеризуются

резко различающимися между собой зависимостя-
ми от числа фотонов. В случае когерентных состоя-
ний полей Rt,α1,α2

(
n̂, ŜI

)
велика для малых чисел

фотонов (nα2 ∼ 1) и с ростом числа фотонов убы-
вает (см. рис. 3б), тогда как Rt,s1,s2

(
n̂, ŜI

)
резко

возрастает при больших числах фотонов nα2 � 1.
Правые части СНГ

RH,s1,s2

(
n̂1+n̂2, ŜI

)
= RH,s1,s2

(
n̂1+n̂2, ĈI

)
= 0,

так как оператор суммы числа фотонов коммутиру-
ет с ТОРФ.

Отметим, что состояния суперпозиции не явля-
ются квантовыми состояниями полей с минималь-
ной неопределенностью для данных операторов, так
как левая часть ССН больше правой для всех зна-
чений параметров состояний.

В частном случае состояний фазовых суперпо-
зиций двух полей (состояний «шредингеровского ко-
та», четных и нечетных) ССН и СНГ для суммы чи-
сел фотонов и ТОРФ совпадают, тогда как для ам-
плитудных суперпозиций правые части ССН и СНГ
значительно различаются. ССН и СНГ для ТОРФ
ĈI и ŜI полей в состояниях «шредингеровского ко-
та» также качественно различаются.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе продолжены теоретические ис-
следования квантовомеханических свойств тригоно-
метрических операторов разности фаз двух элек-
тромагнитных полей, предложенных нами в рабо-
те [10].

Получены и исследованы соотношения неопреде-
ленностей для операторов синуса и косинуса разно-
сти фаз, а также соотношения неопределенностей
для оператора суммы чисел фотонов двух полей и
операторов синуса и косинуса разности фаз полей.
Найдены и проанализированы строгие соотноше-
ния неопределенностей (неравенства Коши–Швар-
ца для указанных пар операторов), а также соот-
ветствующие соотношения неопределенностей Гей-
зенберга.

Рассмотрены случаи, когда поля находятся в
квантовых когерентных состояниях, наиболее близ-
ких по своим свойствам к классическим электромаг-
нитным полям. Исследованы случаи, когда оба поля
(или одно из них) находятся в квантовых фоковских
состояниях. Рассмотрены состояния квантовых су-
перпозиций когерентных состояний, проявляющие
ярко выраженные неклассические свойства.
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Расчеты, проведенные нами, показали, что как
строгие соотношения неопределенностей, так и со-
отношения Гейзенберга выполняются для предлага-
емых операторов разности фаз полей для всех зна-
чений параметров рассмотренных квантовых состо-
яний.

В работе показано, что точные соотношения
неопределенностей для предлагаемых операторов
разности фаз полей качественно отличаются от
соответствующих соотношений неопределенностей
Гейзенберга для когерентных состояний полей, а
также для состояний квантовых суперпозиций ко-
герентных состояний, и совпадают для фоковских
состояний при всех значениях параметров состоя-
ний.

Найдены значения параметров квантовых состо-
яний электромагнитных полей, для которых точ-
ные рассматриваемые тригонометрические операто-
ры разности фаз соответствуют наблюдаемым с ми-
нимальной квантовой неопределенностью. Исследо-
вания проведены для слабых электромагнитных по-
лей с малым числом фотонов (∼ 1), используемых в
области квантовых технологий.
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На основе спектроскопических данных об обертонных состояниях колебания ν3 молекул UF6 и о частотах
генерации CF4- и пара-H2-лазеров, генерирующих в области 16 мкм, выполнен анализ и рассмотрена
возможность резонансного двухфотонного изотопно-селективного возбуждения колебательных состоя-
ний 2ν3 молекул UF6 бихроматическим ИК-излучением этих лазеров. Предложены схемы и приведены
параметры возбуждения молекул 238UF6 и 235UF6 в состояния 2ν3 двумя лазерами, частоты излучений
которых отстроены на 3.5–13 см−1 от Q-ветвей спектров линейного поглощения колебания ν3 моле-
кул UF6 в газодинамически охлажденном молекулярном потоке. В то же время сумма частот первого и
второго лазеров (νL1+νL2) равна частоте колебательного перехода 0ν3 → 2ν3 молекул UF6. При одновре-
менном воздействии на молекулы обоими лазерными импульсами реализуется возможность селективного
возбуждения молекул UF6 из основного колебательного состояния 0ν3 в возбужденные состояния 2ν3.
Изотопно-селективное возбуждение обертонных колебательных состояний 2ν3 молекул 238UF6 и 235UF6

предложенным способом может составить основу для процесса лазерного разделения изотопов урана с
использованием низкоэнергетических методов.

DOI: 10.31857/S0044451021120038

1. ВВЕДЕНИЕ

Большинство существовавших в конце прошло-
го века проектов по лазерному разделению изотопов
урана по ряду причин было закрыто [1,2]. Во многих
случаях это объяснялось экономическими фактора-
ми. Считалось, что на том этапе развития лазерной
технологии создание модулей промышленного ти-
па для лазерного разделения изотопов урана нерен-
табельно [3]. В то же время в ряде проектов бы-
ло показано [2, 4–7], что экономическая эффектив-
ность лазерных методов обогащения урана сопоста-
вима с таковой наиболее продвинутых центрифуж-
ных методов. Основная причина закрытия проектов
по лазерному разделению изотопов урана — полити-
ко-экономическая. Она была результатом заключен-
ного в 1993 году между Россией и США межправи-

* E-mail: gmakarov@isan.troitsk.ru

тельственного соглашения ВОУ–НОУ (высокообога-
щенный уран–низкообогащенный уран) (Программа
«Мегатонны в мегаватты» — Megatons to Megawatts
Program) [8, 9]. Это соглашение действовало 20 лет
(до 2013 года). Согласно ему США покупали у Рос-
сии низкообогащенный уран, вырабатываемый из
оружейного урана, для своих атомных электростан-
ций. Последствием этого в США стало замедле-
ние развития технологий по разделению изотопов
урана. Вместе с тем во многих странах (в США,
Австралии, Японии, Южной Корее, Индии, Иране,
ЮАР) исследования по лазерному разделению изо-
топов урана проводятся и сегодня [1, 2, 10–15].

В настоящее время эти исследования направле-
ны в основном на разработку низкоэнергетических
методов молекулярного лазерного разделения изо-
топов (МЛРИ) урана [1,2,16–22]. Проводится также
исследование альтернативных методов [1, 2, 23–26].
Среди низкоэнергетических методов МЛРИ наибо-
лее перспективными считаются [1, 2, 16–22] метод
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изотопно-селективного подавления кластеризации
молекул и метод изотопно-селективной диссоциа-
ции небольших слабосвязанных ван-дер-ваальсовых
кластеров (в частности, димеров). Вероятно, имен-
но эти методы положены в основу разрабатываемой
сегодня в США и Австралии лазерной технологии
обогащения урана SILEX (separation of isotopes by
laser exitation) [27–30] (см. также обзоры [1, 2, 22]).

В ранних исследованиях МЛРИ урана методом
селективной инфракрасной многофотоннойИК-дис-
социации молекул UF6 использовались генериру-
ющий в области 16 мкм оптически-накачиваемый
излучением мощного CO2-лазера молекулярный
CF4-лазер [31, 32] и основанный на смещении
частоты CO2-лазера в область 16 мкм за счет сти-
мулированного комбинационного (рамановского)
рассеяния в параводороде пара-H2-лазер [33].

CF4-лазер излучает в области частот
612–650 см−1 [34–37] и имеет более ста линий
генерации [34, 35]. В основе работы пара-H2-лазера
лежит процесс вынужденного комбинационного
рассеяния излучения мощного CO2-лазера на вра-
щательных переходах молекулярного водорода.
При таком неупругом рассеянии частота излучения
CO2-лазера уменьшается на величину вращатель-
ного кванта молекулы H2 (около 354.33 см−1) и
попадает в 16-мкм диапазон [33]. Перестройка час-
тоты излучения CO2-лазера автоматически ведет к
перестройке частоты излучения пара-H2-лазера.

Существенными недостатками как CF4-лазера,
так и пара-H2-лазера применительно к разделению
изотопов урана являются дискретность перестрой-
ки частоты излучения указанных лазеров и отсут-
ствие сильных и перестраиваемых линий генерации
в области Q-ветви колебания ν3 молекул 235UF6 (в
области 628.32 см−1 [38, 39]). Поэтому с помощью
CF4-лазера не удалось реализовать изотопно-селек-
тивную диссоциацию молекул UF6, хотя в целом ря-
де работ он использовался в экспериментах по двух-
частотному возбуждению и диссоциации UF6 [2,40].
Разделение изотопов урана со сравнительно высо-
кой селективностью процесса (α ≥ 4) было осу-
ществлено в работах [41, 42] методом многофотон-
ной ИК-диссоциации молекул UF6 с использованием
пара-H2-лазеров.

В качестве другого подхода к МЛРИ урана
рассматривается метод изотопно-селективного воз-
буждения состояния 3ν3 молекул 235UF6 [43, 44],
в котором изотопический сдвиг составляет около
1.81 см−1 [38, 39], излучением CO-лазера [15, 45–48].
В этом подходе используется химическая реакция
колебательно-возбужденных молекул UF6 с моле-

кулами HCl [15, 45, 46]. Разделение изотопов урана
происходит за счет различия в скоростях реакции
колебательно-возбужденных и невозбужденных мо-
лекул UF6 с молекулами HCl. В работе [46] этим
методом осуществлено разделение изотопов урана
с селективностью α = 1.2. Для этого подхода со-
здаются мощные СО-лазеры [47, 48], генерирующие
в области 5.3 мкм, которые планируется использо-
вать для возбуждения молекул 235UF6. Однако сле-
дует отметить, что эффективное возбуждение со-
стояний 3ν3 молекул UF6 ИК-излучением c дли-
ной волны 5.33 мкм проблематично из-за слабого
поглощения молекул UF6 на колебательном пере-
ходе 0ν3 → 3ν3. Интегральное поглощение обер-
тонной полосы 0ν3 → 3ν3 молекул UF6 (Γ0→3 =

= 3.8 · 10−2 км/моль) более чем на четыре порядка
(примерно в 1.8 · 104 раз) меньше интегрального по-
глощения основной полосы 0ν3 → 1ν3 UF6 (Γ0→1 ≈
≈ 6.7 · 102 км/моль) [43].

Поэтому поиск альтернативных схем изотоп-
но-селективного возбуждения высоких колебатель-
ных состояний молекул 235UF6 представляется важ-
ным и актуальным. Возбуждение молекул UF6 в вы-
сокие колебательные состояния можно использовать
для разделения изотопов урана с применением низ-
коэнергетических методов, в основе которых лежат
процессы с энергией активации не более 0.1–0.2 эВ
[1, 2, 22]. Такие энергии активации характерны для
процессов адсорбции и десорбции молекул на по-
верхности, в том числе на поверхности кластеров,
а также для процессов диссоциации и фрагмен-
тации слабосвязанных ван-дер-ваальсовых молекул
(например, энергия диссоциации UF6–Ar ≤ 0.1 эВ
[1, 2, 22]). В работе [49] рассмотрена возможность
резонансного трехфотонного возбуждения колеба-
тельных состояний 3ν3 молекул UF6 бихромати-
ческим излучением двух импульсных ИК-лазеров.
В плане применения низкоэнергетических методов
большой интерес представляет также возможность
резонансного изотопно-селективного возбуждения
колебательных состояний 2ν3 молекул UF6, посколь-
ку двухфотонное возбуждение высоких колебатель-
ных состояний молекул более эффективно по срав-
нению с трехфотонным возбуждением [50].

В настоящей работе приведены результаты по-
дробного рассмотрения и анализа метода резонанс-
ного двухфотонного изотопно-селективного возбуж-
дения колебательных состояний 2ν3 молекул 238UF6

и 235UF6 с помощью двух CF4-лазеров, а также двух
пара-H2-лазеров. Предложены конкретные схемы и
приведены параметры возбуждения состояний 2ν3
молекул UF6.
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2. ОСНОВЫ МЕТОДА РЕЗОНАНСНОГО
ДВУХФОТОННОГО БИХРОМАТИЧЕСКОГО

ВОЗБУЖДЕНИЯ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ
СОСТОЯНИЙ 2ν3 МОЛЕКУЛ UF6

Многофотонное возбуждение высоких колеба-
тельных состояний молекул можно реализовать при
когерентном воздействии нескольких полей, сумма
частот которых удовлетворяет условию многофо-
тонного резонанса [50]. Для резонансного возбужде-
ния колебательных состояний 2ν3 молекул UF6 из-
лучением двух импульсных ИК-лазеров необходимо,
чтобы выполнялось следующее соотношение между
частотами ν1L и ν2L излучения используемых лазе-
ров и частотой колебания ν3 возбуждаемого состоя-
ния молекулы UF6:

ν1L + ν2L = 2ν3. (1)

Эффективное возбуждение высоких колебатель-
ных состояний молекул за счет многофотонных про-
цессов с использованием двух и трех CO2-лазеров,
генерирующих на разных частотах, было реализо-
вано ранее в работах соответственно [51] и [52] на
примере SF6. В работе [51] возбуждалось состоя-
ние 2ν3A1 (ν ≈ 1889.0 см−1 [53]) молекул SF6 в
импульсной газодинамической струе при одновре-
менном воздействии на молекулы двух симметрич-
но отстроенных от резонанса с переходом 0ν3 → 1ν3
SF6 импульсов CO2-лазера. Показано [51], что таким
способом через состояние 2ν3 A1 можно возбудить
из основного состояния около 30% молекул SF6. В
работе [52] было реализовано резонансное возбужде-
ние состояния 3ν3 F1 (ν ≈ 2827.55 см−1 [53]) моле-
кул SF6, охлажденных в импульсной газодинамиче-
ской струе, импульсами излучения трех дискретно
перестраиваемых по частоте CO2-лазеров. Установ-
лено [52], что при совпадении во времени всех трех
лазерных импульсов происходит эффективное воз-
буждение молекул SF6 через колебательное состоя-
ние 3ν3 F1. При этом молекулы возбуждались также
в более высокие колебательные состояния.

3. СХЕМЫ И ПАРАМЕТРЫ РЕЗОНАНСНОГО
ИЗОТОПНО-СЕЛЕКТИВНОГО

ДВУХФОТОННОГО БИХРОМАТИЧЕСКОГО
ВОЗБУЖДЕНИЯ СОСТОЯНИЙ 2ν3

МОЛЕКУЛ UF6

В ходе выполнения проектов по МЛРИ урана бы-
ла получена обширная и ценная спектроскопичес-
кая информация как о самой молекуле UF6, так и

Рис. 1. Схема резонансного двухфотонного бихромати-
ческого возбуждения молекул 238UF6 в состояние 2ν3E

(ν ≈ 1252.84 см−1) излучением двух CF4-лазеров. Спра-
ва приведены линии CO2-лазера и частоты генерации
CF4-лазера. Колебательные уровни моды ν3 молекул

238UF6 взяты из работы [44]

о лазерах, используемых для возбуждения и дис-
социации молекул UF6 [34–38, 44, 54, 55] (см. также
обзор [2] и приведенные там ссылки). Полученные
результаты дают возможность предсказывать схе-
мы резонансного многофотонного возбуждения вы-
соких колебательных состояний молекул UF6 излу-
чением нескольких ИК-лазеров. В настоящей рабо-
те на основе анализа данных об уровнях энергии
моды ν3 молекул 238UF6 [44] и о частотах излуче-
ния CF4-лазера [34, 35] и пара-H2-лазера [33] на-
ми предлагаются схемы и приводятся параметры
изотопно-селективного двухфотонного бихромати-
ческого возбуждения колебательных состояний 2ν3
молекул 238UF6 и 235UF6 излучением двух CF4-ла-
зеров, а также двух пара-H2-лазеров. При выборе
схем для возбуждения молекул UF6 и анализе дан-
ных о частотах лазеров нами учитывались величи-
ны изотопического сдвига в ИК-спектрах поглоще-
ния колебания ν3 молекул UF6: Δis ≈ 0.604 см−1

[38,39] в состоянии 1ν3 для молекул 238UF6 и 235UF6

и Δis ≈ 1.21 см−1 в состоянии 2ν3 молекул UF6.
При выборе оптимальных частот для возбужде-
ния молекул нами рассматривались только наибо-
лее интенсивные линии генерации как CF4-лазеров
[34, 35], так и CO2-лазеров, которые применяются
для накачки пара-H2-лазеров. В предложенных схе-
мах возбуждения состояний 2ν3 молекул UF6 нет
необходимости в дополнительной подстройке часто-
ты лазеров для резонансного возбуждения молекул,
поскольку отстройки суммарных частот излучений
лазеров от частот возбуждаемых состояний незна-
чительны (см. рис. 1 и табл. 1, 2).
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Рис. 2. Частоты линий излучения двух CF4-лазеров
(сплошные стрелки) и двух пара-H2-лазеров (штриховые
стрелки), используемых для резонансного двухфотонного
бихроматического возбуждения молекул 238UF6 в состоя-
ние 2ν3 E (ν ≈ 1252.84 см−1) (табл. 1, строка 1) и моле-
кул 235UF6 в состояние 2ν3E (ν ≈ 1254.05 см−1) (табл. 2,
строка 4), а также Q-ветвей колебания ν3 молекул 238UF6

и 235UF6 в газодинамически охлажденном молекулярном
потоке при T ≤ 50 K (Q-ветви показаны качественно [54])

С использованием двух ИК-лазеров можно осу-
ществить эффективное изотопно-селективное воз-
буждение колебательных состояний 2ν3 молекул
UF6 (ν ≈ 1253 см−1 [44]). На рис. 1 представлена
схема возбуждения колебательного состояния 2ν3 E

молекул 238UF6 (ν ≈ 1252.84 см−1 [44]) излучением
двух CF4-лазеров, работающих на частотах соответ-
ственно νL1 ≈ 612.2 см−1 и νL2 ≈ 640.9 см−1. Двух-
фотонное бихроматическое возбуждение указанно-
го уровня 2ν3E реализуется с отстройкой в конеч-
ном состоянии Δνfin ≈ −0.26 см−1 (νL1 + νL2 =

= 1253.1 см−1). На рис. 2 для данного примера при-
ведены (сплошными стрелками) частоты линий ге-
нерации CF4-лазеров и Q-ветви колебания ν3 моле-
кул 238UF6 и 235UF6 в газодинамически охлажден-
ном молекулярном потоке. Ширины P - и R-ветвей
(не приведены на рис. 2) спектра ИК-поглощения
колебания ν3 молекул UF6 при T ≤ 50 K составля-
ют величину не более 2 см−1 [38].

В табл. 1 приведены параметры предложенных
нами возможных схем резонансного двухфотонного
бихроматического возбуждения колебательных со-
стояний 2ν3 молекул 238UF6 и 235UF6 ИК-излучени-
ем двух CF4-лазеров. Уровни энергии состояний 2ν3
235UF6 определялись нами путем смещения уровней
2ν3

238UF6 в высокочастотную сторону на величи-
ну изотопического сдвига для указанных молекул в
состоянии 2ν3, т. е. примерно на 1.21 см−1.

В табл. 2 приведены параметры возможных
схем резонансного двухфотонного бихроматичес-
кого возбуждения колебательных состояний 2ν3
молекул 238UF6 и 235UF6 ИК-излучением двух

пара-H2-лазеров. Частоты линий генерации па-
ра-H2-лазеров для возбуждения состояния 2ν3 E
235UF6 (ν ≈ 1254.05 см−1) (см. табл. 2, строка
4) отмечены на рис. 2 штриховыми стрелками.
Как видно из табл. 1 и 2, при применении обоих
типов лазеров можно осуществить резонансное воз-
буждение состояний 2ν3 молекул 238UF6 и 235UF6

с небольшой частотной отстройкой в конечном
состоянии, что способствует достижению высокой
селективности процесса возбуждения молекул UF6.

Отметим, что для некоторых схем возбуждения
состояний 2ν3 UF6 реализуется возможность резо-
нансного заселения теми же лазерными импульса-
ми состояний 4ν3 UF6. Так, в схеме, показанной
в табл. 1, строка 1, реализуется резонансное воз-
буждение молекул 238UF6 в состояние 4ν3E (ν ≈
≈ 2506.60 см−1) с частотной отстройкой в конеч-
ном состоянии +0.4 см−1. В случае схемы, пока-
занной в табл. 1, строка 5, реализуется возмож-
ность возбуждения молекул 235UF6 в состояние
4ν3 A1 (ν ≈ 2509.29 см−1) и в состояние 4ν3E

(ν ≈ 2509.02 см−1) с частотными отстройками в
конечном состоянии соответственно +0.09 см−1 и
−0.18 см−1. Реализация такой возможности являет-
ся положительным фактором, поскольку при этом
происходит [56] значительно более эффективное воз-
буждение молекул в высокие колебательные состоя-
ния.

4. ОБСУЖДЕНИЕ ПРЕДЛОЖЕННЫХ СХЕМ
ИЗОТОПНО-СЕЛЕКТИВНОГО
ВОЗБУЖДЕНИЯ ВЫСОКИХ

КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СОСТОЯНИЙ
МОЛЕКУЛ UF6

Отметим, что для оптимального изотопно-селек-
тивного заселения состояний 2ν3 молекул 238UF6

необходимо обеспечить либо как можно более точ-
ный резонанс при возбуждении, либо возбуждение
с небольшой положительной отстройкой суммарной
частоты генерации лазеров от частоты возбуждае-
мого состояния (Δνfin = 2ν3 − (νL1 + νL2) > 0); а
для оптимального изотопно-селективного возбужде-
ния состояний 2ν3 молекул 235UF6 — либо как мож-
но более точный резонанс при возбуждении, либо
возбуждение с небольшой отрицательной отстрой-
кой суммарной частоты лазеров от частоты возбуж-
даемого состояния (Δνfin < 0). Это связано с тем,
что даже в случае глубокого охлаждения UF6 в газо-
динамических потоках сравнительно большая доля
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Таблица 1. Параметры возможных схем резонансного двухфотонного бихроматического возбуждения колебатель-
ных состояний 2ν3 молекул 238UF6 и 235UF6 ИК-излучением двух CF4-лазеров

Моле-
кула

Возбуждаемое
состояние и его
частота, см−1

Частота
CF4-лазера-1
νL1, см−1

Линия и
частота, см−1

CO2-лазера-1
накачки

Частота
CF4-лазера-2
νL2, см−1

Линия и
частота, см−1

CO2-лазера-2
накачки

Частотная
отстройка
в конечном
состоянии,

Δνfin = 2ν3−
−(νL1 + νL2),

см−1

238UF6

2ν3E (1252.84) 612.2
9R(14),
1074.65

640.9
9R(16),
1075.99

−0.26

2ν3A1 (1253.09) 612.2
9R(14),
1074.65

640.9
9R(16),
1075.99

−0.01

2ν3 F2 (1255.66) 612.2
9R(14),
1074.65

643.1
9R(20),
1078.59

+0.36

235UF6

2ν3E (1254.05) 612.2
9R(14),
1074.65

641.9
9R(18),
1077.30

−0.05

2ν3A1 (1254.30) 612.2
9R(14),
1074.65

642.4
9P(4),
1060.57

−0.30

2ν3 F2 (1256.87) 615.1
9R(12),
1073.28

641.9
9R(18),
1077.30

−0.13

молекул находится [2, 54] на низколежащих колеба-
тельных уровнях [38]:

ν6(ν ≈ 143 см−1), ν4(ν ≈ 187.5 см−1),

ν5(ν ≈ 201 см−1), 2ν6(ν ≈ 286 см−1).

Так, например, при уже довольно низкой темпера-
туре (T ≈ 70 K) населенность основного колеба-
тельного состояния UF6 составляет не более 75%,
в то время как остальные молекулы распределены
между низколежащими колебательными уровнями.
И лишь при температуре T ≤ 50 K населенность
основного колебательного состояния составляет не
менее 92% [2,54]. Частоты переходов молекул с низ-
колежащих колебательных уровней незначительно
смещены из-за межмодового ангармонизма в крас-
ную область относительно полосы поглощения мо-
лекул из основного колебательного состояния [57].
Поэтому для UF6 при сравнительно высоких тем-
пературах наряду с резонансным возбуждением мо-
лекул из основного состояния возможно на тех же
лазерных частотах возбуждение молекул из заселен-
ных низколежащих колебательных состояний, что

может привести к заметному уменьшению изотопи-
ческой селективности процесса возбуждения верх-
них уровней.

При применении методов МЛРИ урана обычно
проводится изотопно-селективная диссоциация или
возбуждение (в случае низкоэнергетических мето-
дов) молекул 235UF6. Мы рассмотрели схемы и па-
раметры изотопно-селективного двухфотонного воз-
буждения колебательных состояний 2ν3 как для мо-
лекул 235UF6, так и для молекул 238UF6. Данные
для молекул 238UF6 полезны на стадии исследова-
ния эффективности и селективности предложенных
схем возбуждения и диссоциации молекул UF6.

Реализация в предложенных схемах резонансно-
го многофотонного заселения состояний 4ν3 моле-
кул UF6 теми же лазерными импульсами, которые
используются для изотопно-селективного возбужде-
ния состояний 2ν3 UF6, способствует увеличению
эффективности и селективности процесса возбуж-
дения молекул. Это было экспериментально проде-
монстрировано в работе [56] на примере исследова-
ния резонансных переходов при многофотонном воз-
буждении молекул SF6.
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Таблица 2. Параметры возможных схем резонансного двухфотонного бихроматического возбуждения колебатель-
ных состояний 2ν3 молекул 238UF6 и 235UF6 ИК-излучением двух пара-H2-лазеров. При стимулированном ком-
бинационном рассеянии на вращательных уровнях параводорода частота генерации CO2-лазера уменьшается на

354.33 см−1 [33]

Моле-
кула

Возбуждаемое
состояние и его
частота, см−1

Частота
пара-H2-лазера-1

νL1, см−1

Линия и
частота, см−1

CO2-лазера-1
накачки

Частота
пара-H2-лазера-2

νL1, см−1

Линия и
частота, см−1

CO2-лазера-2
накачки

Частотная
отстройка
в конечном
состоянии,

Δνfin = 2ν3−
−(νL1 + νL2),

см−1

238UF6

2ν3E (1252.84) 621.63
10R(20),
975.93

631.19
10R(36),
985.49

+0.02

2ν3A1 (1253.09) 622.91
10R(22),
977.21

630.08
10R(34),
984.38

+0.10

2ν3 F2 (1255.66) 620.32
10R(18),
974.62

635.35
10R(44),
989.65

−0.01

235UF6

2ν3E (1254.05) 621.63
10R(20),
975.93

632.27
10R(38),
986.57

+0.15

2ν3E (1254.05) 622.91
10R(22),
977.21

631.19
10R(36),
985.49

−0.05

2ν3A1 (1254.30) 618.96
10R(16),
973.29

635.35
10R(44),
989.65

−0.01

2ν3A1 (1254.30) 624.17
10R(24),
978.47

630.08
10R(34),
984.38

+0.05

2ν3 F2 (1256.87) 621.63
10R(20),
975.93

635.35
10R(44),
989.65

−0.11

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе спектроскопических данных об обер-
тонных состояниях колебания ν3 молекул UF6 и о
частотах излучения CF4- и пара-H2-лазеров, излу-
чающих в области 16 мкм, выполнен анализ возмож-
ности резонансного двухфотонного изотопно-селек-
тивного возбуждения состояний 2ν3 молекул UF6

указанными лазерами.
Предложены схемы и приведены параметры ре-

зонансного бихроматического возбуждения состоя-
ний 2ν3 молекул 238UF6 и 235UF6, охлажденных
до температуры T ≤ 50–70 K в газодинамическом
потоке, ИК-излучением двух CF4-лазеров, а так-
же двух пара-H2-лазеров. Селективное возбуждение
обертонных колебательных состояний 2ν3 молекул
238UF6 и 235UF6 предложенным способом можно по-

ложить в основу процесса МЛРИ урана с использо-
ванием низкоэнергетических методов.

Предложенные в данной работе схемы резонанс-
ного изотопно-селективного двухфотонного бихро-
матического возбуждения колебательных состояний
2ν3 молекул UF6 следует, по нашему мнению, иметь
в виду при разработке технологий МЛРИ урана на-
ряду с другими схемами и методами изотопно-селек-
тивного лазерного ИК-возбуждения и диссоциации
молекул UF6.

В случае применения для разделения изотопов
урана метода многофотонной ИК-диссоциации мо-
лекул резонансное возбуждение колебательных со-
стояний 3ν3 UF6 излучением двух лазеров и после-
дующая их диссоциация теми же лазерными им-
пульсами являются [49] более предпочтительными
по сравнению с резонансным возбуждением состоя-
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ний 2ν3 UF6. В первом случае можно реализовать
более высокую селективность процесса возбужде-
ния и диссоциации молекул.

При использовании на практике низкоэнерге-
тических методов МЛРИ урана в молекулярных
потоках более эффективными могут быть схемы
резонансного изотопно-селективного возбуждения
состояний 2ν3 молекул UF6 бихроматическим излу-
чением двух ИК-лазеров.
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благодарность А. Н. Петину за помощь в работе
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Проведены расчеты вероятностей оже-распада вакансии на 2pπ-орбитали в квазимолекуле Ne+–Ne, ко-
роткоживущей системе, образующейся при столкновении иона и атома неона и распадающейся при их
разлете в диапазоне энергий соударения 3–50 кэВ. Достигнуто согласие с имеющимися эксперименталь-
ными данными о спектрах эмитируемых электронов. Определены доминирующие каналы оже-распада
в зависимости от энергии соударения. Показано, что c ростом энергии соударения происходит сущест-
венная ионизация и возбуждение квазимолекулы, что приводит к сильному возрастанию вероятности
оже-переходов в квазимолекуле. Предложен скейлинг для оценки вероятности оже-перехода при измене-
нии степени ионизации частиц. Предложена процедура восстановления терма квазимолекулы в условиях
сильной зависимости вероятности оже-перехода от межъядерного расстояния. Установлена зависимость
суммарной (по всем возможным каналам) вероятности распада 2pπ-вакансии от условий соударения.

DOI: 10.31857/S004445102112004X

1. ВВЕДЕНИЕ

Оже-переходы в квазимолекуле были обнаруже-
ны в 1976 г. при изучении столкновений Кr+–Kr [1].
В спектре электронов наблюдалась широкая полоса,
простирающаяся до сотен электронвольт, связанная
с оже-переходами во время столкновения на вакант-
ную орбиталь, формирующуюся из наружных уров-
ней иона криптона и снижающуюся при уменьшении
межъядерного расстояния.

Несмотря на короткое время акта соударения
и соответственно время «жизни» квазимолеку-
лы (10−15–10−16 с), возможен распад вакансий
на снижающихся уровнях. Убедительным до-
казательством существования оже-переходов в
квазимолекуле явились последовавшие вскоре экс-
перименты по совпадениям «электрон–рассеянный
ион» [2], в которых экспериментально фиксирова-
лись энергия испущенного электрона и угол вылета
рассеянного иона. Знание угла вылета иона позво-
ляло из всего множества актов эмиссии выделить
столкновения с заданным параметром удара (с

* E-mail: zinoviev@inprof.ioffe.ru

заданной траекторией) и, соответственно, с фик-
сированным расстоянием наибольшего сближения.
Выделение траектории столкновения позволило
применить квантовомеханическую модель эмиссии
из квазимолекулы [3].

Обнаружение оже-переходов в квазимолекуле от-
крыло возможность оже-спектроскопии квазимоле-
кулы, т. е. определения поведения молекулярных
уровней E(R) в зависимости от межъядерного рас-
стояния R из экспериментальных спектров электро-
нов. Ход экспериментальной орбитали E(R) восста-
навливался по положению максимума в спектрах
оже-электронов, измеренных при различных рассто-
яниях наибольшего сближения R0. Сравнение экс-
периментального уровня с расчетами для системы
Kr–Kr [4–6] показали его близость к орбиталям 4pπ и
4dδ [6]. Результаты по оже-спектроскопии ряда дру-
гих исследованных квазимолекул приведены в ста-
тьях [2, 7, 8].

Из абсолютных величин экспериментальных се-
чений были оценены ширины автоионизационных
уровней ΓA. Оказалось, что величины ΓA дости-
гают 1016 с−1 в случае Kr+–Kr и 1015 с−1 в слу-
чае Ar+–Kr, т. е. время жизни вакансий оказывается
сравнимым со временем столкновения и, как след-
ствие, вакансии с заметной вероятностью успева-
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ют распасться в квазимолекуле. Возможными при-
чинами столь большой ширины автоионизационных
уровней были названы возрастание в квазимолекуле
за счет выдвижения заполненных орбиталей числа
электронов на верхних уровнях, способных участво-
вать в оже-переходах, а также увеличение перекры-
вания волновых функций состояний, между кото-
рыми осуществляется переход (аналогично перехо-
дам Костера –Кронига). Эффект увеличения ΓA в
квазимолекуле был продемонстрирован на модель-
ных расчетах в работах [9, 10]. Сочетание высокой
вероятности образования вакансий и большой ши-
рины автоионизационного уровня приводит к зна-
чительным сечениям эмиссии электронов из квази-
молекулы. Вероятность образования автоионизаци-
онных состояний в квазимолекуле оказывается близ-
кой к единице как вследствие снижения вакантных
молекулярных орбиталей (МО), так и за счет вы-
движения заполненных МО под границу непрерыв-
ного спектра, что приводит к появлению над ва-
кантными уровнями уровней, заселенных электро-
нами. Согласно [2, 7] экспериментальные ширины
2pπ-уровней ΓA в расчете на одну вакансию соста-
вили для квазимолекулы O–O 1014 с−1 (0.1 эВ) и
для Ne–Ne 1015 с−1 (1 эВ). Обе величины близки
к известным вероятностям оже-распада единствен-
ной 2p-вакансии в объединенных атомах: S (Z = 16)
и Ca (Z = 20) [11]). В случае 3pπ-уровня значе-
ние ΓA = 2 эВ значительно больше теоретического
ΓA для иона Ca с единственной 3p-вакансией, что
может быть объяснено [2] возрастанием в квазимо-
лекуле числа электронов, способных участвовать в
оже-переходе.

Теоретические расчеты оже-ширин квазимолеку-
лярных уровней ΓA(R) выполнены лишь для од-
ной из самых простых квазимолекул He+–He. Для
оже-переходов на 1sσ-уровень в этом случае экспе-
риментальная ширина, определенная в работе [8],
удовлетворительно согласуется с рассчитанной в ра-
боте [12] как по величине, так и по характеру зави-
симости от межъядерного расстояния.

В работе [9] была сделана попытка рассчитать
вероятности оже-переходов для рассматриваемого
случая заполнения вакансии на 2pπ-орбитали при
столкновениях Ne+–Nе. Однако поскольку в этой
работе использовались весьма приближенные рас-
четы поведения молекулярных орбиталей от межъ-
ядерного расстояния, расчеты вероятностей пере-
хода носят, скорее, лишь качественный характер.
Сопоставления с экспериментальными данными не
проводилось. Среди других исследований непре-
рывной составляющей спектров электронов при

атомных столкновениях следует упомянуть рабо-
ты [13–17].

Настоящая статья является развитием наших ис-
следований оже-распада 2pπ-вакансии в квазимоле-
куле, образующейся при столкновении атомов нео-
на, опубликованных в [18]. В задачи настоящей ра-
боты входили изложение и обоснование процедуры
расчета вероятностей оже-переходов, деталей рас-
чета вероятностей оже-распада по разным каналам
(с участием электронов различных наружных орби-
талей), установление зависимости вероятности оже-
перехода от степени ионизации частиц и сопостав-
ление полученных данных с экспериментальными.

2. СПЕКТРЫ ЭЛЕКТРОНОВ ПРИ
ОЖЕ-ПЕРЕХОДАХ В КВАЗИМОЛЕКУЛЕ

На рис. 1 представлены спектры электронов, из-
меренные для случая Ne+–Ne. Как было показа-
но в [18], часть спектра экспоненциальной формы
связана с образованием автоионизационного состоя-
ния при выдвижении 4fσ-орбитали и последующим
переходом высоковозбужденных электронов в кон-
тинуум вследствие динамики соударения. Широкая
полоса при больших энергиях электронов связана с
оже-переходами в квазимолекуле на снижающуюся
при сближении частиц 2pπ-орбиталь. Как показано
в [7], имеется согласие полученной из эксперимен-
та зависимости энергии 2pπ-орбитали от достигну-
того межъядерного расстояния с результатами рас-
четов [8].

Однако вопрос о вероятности оже-переходов
в квазимолекуле Ne+–Ne требует отдельного рас-
смотрения и дальнейшей проработки. Приведенные
в работaх [9, 18] оценки дают значения W (R) ≈
≈ 10−2–10−3 aт. eд. и указывают на существен-
ную зависимость вероятности распада вакансии
от достигнутого межъядерного расстояния. В
распад вакансии на 2pπ-орбитали может вносить
вклад значительное число каналов. Представляет
несомненный теоретический интерес выяснить их
относительный вклад при различных условиях.
Цель настоящей работы — рассчитать вероятности
оже-переходов для различных каналов и уточнить
интерпретацию экспериментальных спектров.

Как видно из рис. 1, в спектре электронов при-
сутствует широкая полоса при энергиях электро-
нов (более 60 эВ). Если вычесть экспоненциальную
компоненту, связанную с переходами в континуум
вследствие динамической ионизации, то можно вы-
делить часть спектра, связанную с оже-переходами
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Рис. 1. Спектры электронов при столкновениях Ne+–Ne
для различных энергий соударения. Числа у кривых ука-
зывают энергию соударения. Жирными кривыми показа-
на часть спектра за вычетом экспоненциальной подложки
(см. текст). Использованы данные из работы [18] с коррек-

цией на эффект Доплера

в квазимолекуле. В изучаемые сечения необходимо
также внести поправку, связанную с эффектом Доп-
лера. Экспериментальные спектры измерялись при
угле наблюдения Θ = 128.5◦ относительно направ-
ления пучка. ПустьVls и Vcms — векторы скоростей
электронов соответственно в лабораторной системе
координат и в системе центра масс, V — вектор дви-
жения центра масс. В приближении прямолинейно-
го пролета этот вектор направлен вдоль пучка, а
скорость движения центра масс равна в нашем слу-
чае v0/2, где v0 — скорость соударения. Используя
равенство Vcms = Vls −V, получаем

Ecms = Els −me

√
2meEls

v0
2
cosΘ +

mev
2
0

8
. (1)

Это позволяет пересчитать шкалу энергий элек-
тронов в систему центра масс для сопоставления с
теоретическим расчетом. Величины сечений пере-
считываются по формуле

dσ

dEcms
=

dσ

dEls

dEls

dEcms
. (2)

При классическом рассмотрении сечение эмис-
сии электрона при распаде вакансии на квзимоле-
кулярном уровне равно [18]

dσ

dE
= 2

b(R)∫
0

2π b db f W (R)
dR

dE

dt

dR
=

= 4π f W (R)
dR

dE
R
b(R)

v0
. (3)

Здесь f — число вакансий на уровне, W (R) — ве-
роятность оже-распада вакансии, множитель 2 учи-
тывает тот факт, что расстояние R проходится два-
жды при сближении и разлете частиц. Как видно
из приведенной формулы, при достижении расстоя-
ния наибольшего сближения при рассматриваемой
энергии соударения сечение обращается в нуль.

В работе [3] получено квантовомеханическое вы-
ражение для вероятности перехода для терма, квад-
ратично зависящего от времени, E0=αt2, учитыва-
ющее интерференцию амплитуд перехода при сбли-
жении и разлете частиц:

P (b, E) = B α−2/3 A2
i

{
α−1/3 (Ee − E0)

}
. (4)

Здесь Ee — энергия вылетевшего электрона,
E0(R) — зависимость энергии оже-перехода от
достигнутого межъядерного расстояния, Ai(x) —
функция Эйри.

Параметр α равен

α =
1

4

dE

dR
v2

(
−dU (R)

dR

1

ECM
+ 2

b2

R3

)
, (5)

т. е. значение α зависит от производной терма
dE/dR, растет с ростом скорости соударения v и за-
висит от параметра удара b и производной от потен-
циала взаимодействия U(R).

При квантовомеханическом рассмотрении вбли-
зи точки поворота траектории R0 возникает интер-
ференция амплитуд перехода при сближении и раз-
лете частиц. При достижении расстояния наиболь-
шего сближения R0 сечение остается конечным, это
соответствует нулю аргумента в функции Эйри. При
Ee > E0 сечение убывает по экспоненциальному за-
кону. Для получения сечения необходимо проинте-
грировать выражение (4) по всем параметрам уда-
ра [18]:

dσ

dE
= 25/2 π2 fW (R)×

×
b(R)∫
0

α−2/3 A2
i

{
α−1/3 [E (R)− E0 (b)]

}
b db. (6)

В данном выражении использована нормировка
сечения, предложенная в работе [18].

Как следует из классического выражения для се-
чения, величина

dσ

dE
v

f
=W (R) F,

где фактор
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F =
dR

dE
R b(R)

и зависит только от производной терма, достигну-
того межъядерного расстояния и параметра удара.
Понятие фактора F удобно ввести и для рассмот-
рения процессов при квантовом описании. В этом
случае

F = 25/2 π2 v0 ×

×
b(R)∫
0

α−2/3A2
i

{
α−1/3 [E (R)− E0 (b)]

}
b db. (7)

3. ЭНЕРГИИ И ВЕРОЯТНОСТИ
ОЖЕ-ПЕРЕХОДОВ В КВАЗИМОЛЕКУЛЕ

Диаграммы МО для систем Ne–Ne, Ne2+–Ne и
Ne4+–Ne были рассчитаны в работе [19]. Диаграм-
ма MO для других случаев может быть получена
масштабированием результатов работы [19].

Как следует из диаграммы МО (рис. 2), запол-
нение вакансии на 2pπ-уровне может происходить
с орбиталей 3pσ (на орбитали 2 электрона), 3dσ

(2 электрона), 3dπ (4 электрона). Мы предполагаем,
что орбитали 3sσ, 3pπ и 3dδ не содержат электронов,
так как формируются из незаполненных при боль-
ших межъядерных расстояниях уровней. Орбиталь
4fσ опустошена переходами электронов в контину-
ум. Таким образом, имеется, по крайней мере, шесть
вариантов оже-переходов: 3pσ2–2pπε (ε обознача-
ет улетающий электрон), 3dσ2–2pπε, 3dπ2–2pπε,

Рис. 2. Диаграмма МО для систем Ne2+–Ne (сплошные
линии) и Ne4+–Ne (штриховые линии) [19]. Стрелками по-

казана схема оже-перехода

3pσ3dσ–2pπε, 3pσ3dπ–2pπε и 3dσ3dπ–2pπε. В даль-
нейшем для обозначения канала мы будем исполь-
зовать начальное состояние для оже-перехода.

Оценки [18] показывают, что в изучаемом случае
оже-распад 2pπ-вакансии происходит при расстоя-
ниях менее 0.7 ат. ед. При достижении межъядер-
ного расстояния 1.3 ат. ед. происходит выдвиже-
ние 4fσ-орбитали с последующим переходом одного-
двух электронов в континуум. При энергиях 3–4 кэВ
среднее число удаленных электронов равно 1, т. е.
при этих энергиях соударения нужно рассматривать
энергии оже-переходов для системы Ne2+–Ne, а при
больших энергиях следует перейти к диаграмме для
Ne4+–Ne и Ne6+–Ne.

Вероятность оже-перехода в единицу времени
определяется формулой

W =
2π

�

∣∣∣∣∫∫ Ψ∗
f

e2

r1,2
Ψi dτ1dτ2

∣∣∣∣2 , (8)

где Ψi — волновая функции системы из двух элект-
ронов в атоме, находящихся на возбужденных уров-
нях, Ψf — волновая функция системы из электро-
на на 2pπ-орбитали и оже-электрона, т. е. свободно-
го электрона, покидающего атом. Оператор e2/r1,2
описывает кулоновское взаимодействие двух элект-
ронов.

Волновую функцию системы из двух электро-
нов можно выразить через одноэлектронные волно-
вые функции. В таком случае волновая функция
начального состояния системы представляет собой
комбинацию двух волновых функций стационарных
состояний электронов и имеет вид

Ψi =
1√
2
(χi(r1, θ1, ϕ1)ψi (r2, θ2, ϕ2)±

± χi(r2, θ2, ϕ2)ψi (r1, θ1, ϕ1)). (9)

Волновая функция конечного состояния системы, в
свою очередь, может быть представлена комбина-
цией волновой функции стационарного состояния и
волновой функцией свободного электрона:

Ψf =
1√
2
(χf (r1, θ1, ϕ1)ψf (r2, θ2, ϕ2) ±

± χf (r2, θ2, ϕ2)ψf (r1, θ1, ϕ1)). (10)

Здесь множитель 1/
√
2 выступает в качестве нор-

мировочного коэффициента. Знак «±» определя-
ется симметрией волновой функции. В случае од-
нонаправленных спинов электронов произведения
волновых функций вычитаются (знак «−»), в слу-
чае разнонаправленных спинов — складываются
(знак «+»).
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В качестве волновых функций стационарных со-
стояний электрона нами используются водородопо-
добные волновые функции:

χn,l,m =
2

(nl+2 (2l + 1)!)

√
(n+ l)!

(n− l− 1)!
×

×
√
z3(2zr)

l
exp

(
− zr

n

)
×

×H

[
−n+ l + 1, 2 l+ 2,

2zr

n

]
Ylm (θ, ϕ) . (11)

Здесь Y lm — сферическая функция, H — вырож-
денная гипергеометрическая функция, n — главное
квантовое число, l — орбитальный момент,m — про-
екция орбитального момента на ось. При этом эф-
фективный заряд Zi можно взять из выражения для
энергии электрона в стационарном состоянии:

Ei =
Z2
i

2n2
, (12)

т. е. Zi меняется при изменении межъядерного рас-
стояния. Выбор водородоподобных волновых функ-
ций связан с тем, что рассматриваемые переходы
происходят вблизи предела объединенного атома и
электроны находятся в поле значительного эффек-
тивного заряда объединенного атома.

Волновая функция свободного электрона имеет
вид [20]

χε,l,m =

√
2k

π

(2kr)
l

(2l+ 1)!
exp

(πz
2k

)
×

×
∣∣∣∣Γ(l + 1− iz

k

)∣∣∣∣ exp (−ikr) ×
×H

[
iz

k
+ l + 1, 2l + 2, 2ikr

]
Ylm (θ, ϕ) . (13)

Здесь Γ — гамма-функция, ε — энергия свободно-
го электрона, k =

√
2ε. Все величины представле-

ны в атомной системе единиц. В случае свободного
электрона невозможно определить z через главные
квантовые числа, и используется некоторое значе-
ние zeff . Таким образом, для волновой функции сво-
бодного электрона существует некоторая неопреде-
ленность, ведь zeff можно брать в пределе от зна-
чения Z2pπ (заряд конечного состояния электрона
в уровне 2pπ) до значения Zinitial (заряд одной из
начальных волновых функций электронов). В об-
зоре [21] демонстрируется хорошее согласие резуль-
татов расчетов и экспериментов при выборе пара-
метра zeff как среднегеометрического от значений
эффективного заряда начального состояния внут-
реннего (глубоко связанного) электрона и внешне-
го (для возбужденного состояния) электрона, т. е.
zeff =

√
Z2pπ Zexp .

Таблица 1. Квантовые числа стационарных состоя-
ний

3dπ 3pσ 2pπ

n 3 3 2
l 2 1 1
m ±1 0 ±1

Волновые функции электронов можно разделить
на угловую и радиальную составляющие. При рас-
чете интегралов можно воспользоваться разложени-
ем оператора 1/|r1 − r2| по сферическим функци-
ям:

1

|r1 − r2| =
∑
l, m

rlmin

rl+1
max

Y ∗
lm

(
Ω

′)
Ylm (Ω)

4π

2l+ 1
, (14)

где rmin и rmax обозначают меньшую и большую ве-
личину из r1 и r2. Здесь суммирование идет по всем
целым числам l ≥ 0, а также по всем целым −l ≤
≤ m ≤ l.

Интегрирование по угловым координатам приво-
дит к тому, что в сумме по l остается небольшое чис-
ло членов и вычисление сводится к расчету несколь-
ких двукратных интегралов по координатам r1 и
r2 для различных l. Эти интегралы легко вычис-
лить путем разделения интеграла на два предела
для корректного учета множителя rlmin/r

l+1
max:

∞∫
0

4π

2l+ 1

⎡⎣ r2∫
0

rl1
rl+1
2

Rf (r1) Ri(r1) r
2
1dr1 +

+

∞∫
r2

rl2
rl+1
1

Rf (r1) Ri(r1) r
2
1dr1

⎤⎦ ×

×Rf (r2)Ri (r2) r
2
2 dr2. (15)

Рассмотрим в качестве примера расчет перехода
3dπ 3pσ → 2pπ ε. Квантовые числа стационарных
состояний приведены в табл. 1. Волновые функции
для 3dπ, 3pσ и 2pπ равны

χ3dπ = ∓
exp

(
−rz

3
±iφ

)
r2z2

√
z3 cos θ sin θ

81
√
π

, (16)

χ3pσ = − 1

81
exp

(
−rz

3

)
×

×
√

2

π
rz
√
z3 (−6 + rz) cos θ, (17)
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χ2pπ = ∓
exp

(
−rz

2
± iφ

)
rz
√
z3 sin θ

8
√
π

. (18)

Для определения возможных квантовых чисел
свободной частицы проинтегрируем радиальные
части волновых функций и оператора 1/|r1 − r2| .

В таком случае

Ψi =
1√
2
(χ3dπ(r1, θ1, ϕ1)ψ3pσ(r2, θ2, ϕ2)±

± χ3dπ(r2, θ2, ϕ2)ψ3pσ(r1, θ1, ϕ1)), (19)

Ψf =
1√
2
(χ2pπ(r1, θ1, ϕ1)ψε,l,m(r2, θ2, ϕ2)±

± χ2pπ(r2, θ2, ϕ2)ψε,l,m(r1, θ1, ϕ1)). (20)

В случае триплетного состояния системы (пол-
ный спин равен единице, спины сонаправлены)

ΨiΨf = χ3dπ (r1, θ1, ϕ1)ψ3pσ (r2, θ2, ϕ2) ×
× χ2pπ (r1, θ1, ϕ1)ψε,l,m (r2, θ2, ϕ2) −
− χ3dπ (r1, θ1, ϕ1)ψ3pσ (r2, θ2, ϕ2) ×

× χ2pπ (r2, θ2, ϕ2)ψε,l,m (r1, θ1, ϕ1) . (21)

В случае синглетного состояния (полный спин
равен нулю) возможны два варианта. Первый слу-
чай, когда спины сонаправлены у 3dπ и 2pπ, вто-
рой — у 3pσ и 2pπ:

ΨiΨf = χ3dπ (r1, θ1, ϕ1)ψ3pσ (r2, θ2, ϕ2) ×
× χ2pπ (r1, θ1, ϕ1)ψε,l,m (r2, θ2, ϕ2) , (22)

ΨiΨf = χ3dπ (r1, θ1, ϕ1)ψ3pσ (r2, θ2, ϕ2) ×
× χ2pπ (r2, θ2, ϕ2)ψε,l,m (r1, θ1, ϕ1) . (23)

В качестве примера разберем случай триплетно-
го состояния.

Рассмотрим интеграл от угловой составляющей
выражения

Ψ∗
f

e2

r1,2
Ψi .

Сразу разобьем интеграл на переменные θ1, ϕ1 и
θ2, ϕ2:

2π∫
0

π∫
0

(Y ∗
pπ(θ1, ϕ1)Y

∗
lm(θ1, ϕ1)Ydπ (θ1, ϕ1) −

−Y ∗
l′m′(θ1, ϕ1)Y

∗
lm(θ1, ϕ1)Ydπ(θ1, ϕ1))×

× sin θ1 dθ1dϕ1 ×

×
2π∫
0

π∫
0

(Y ∗
l′m′(θ2, ϕ2)Ylm(θ2, ϕ2)Ypσ (θ2, ϕ2) −

−Y ∗
pπ(θ2, ϕ2)Ylm(θ2, ϕ2)Ypσ(θ2, ϕ2))×

× sin θ2 dθ2dϕ2. (24)

Здесь Y ∗
l′m′ обозначает угловую составляющую вол-

новой функции свободной частицы.
Ненулевыми интегралы получаются при комби-

нациях квантовых чисел, которые представлены в
табл. 2. Здесь мы зафиксировали ориентацию про-
екции момента импульса стационарного электрона в
состоянии 2pπ как +1.

Как видно из таблицы, в переходе 3dπ3pσ →
→ 2pπε свободный электрон может оказаться в со-
стоянии с числом l = 0, 2, 4. Также в некоторых слу-
чаях число m может принимать значения 0 и −2.

Рассмотрим случай со значением квантовых чи-
сел из первой строки табл. 2. Для наглядности раз-
делим переход на два случая, когда происходит
«прямой» переход (3dπ переходит в 2pπ, а 3pσ пе-
реходит в свободное состояние) и «обратный» (3pσ
переходит в 2pπ, а 3dπ переходит в свободное состо-
яние).

Вычислим интеграл типа∫∫
χ∗

2pπ (r1, θ1, ϕ1) ψ
∗
ε,l,m (r2, θ2, ϕ2) ×

× e2

r1,2
χ3dπ (r1, θ1, ϕ1)ψ3pσ (r2, θ2, ϕ2) dτ1 dτ2. (25)

Возьмем значения Z, характерные для молекуляр-
ных орбиталей атома Ne4+:

Z3dπ = 7, Z3pσ = 10, Z2pπ = 8.

Для случая свободного электрона возьмем Zε

как среднее геометрическое между Z3pσ и Z2pπ:

Zε =
√
Z3pσZ2pπ ≈ 9. (26)

Интеграл от угловых частей уже был рассчитан на-
ми ранее, его значение равно

√
0.6/4π. Если восполь-

зоваться формулой (15) и взять интеграл только по
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Таблица 2. Комбинации квантовых чисел, при которых интегралы не равны нулю

3dπ 3pσ 2pπ ε
e2

r1,2
Значение
интеграла

l m l m l m l m l

3 1 2 0 2 1 0 0 1
√
0.6/4π

3 1 2 0 2 1 0 0 2
√
0.6/4π

3 1 2 0 2 1 2 0 1
√
3/10π

3 1 2 0 2 1 2 0 2
√
3/28π

3 1 2 0 2 1 2 0 3 −9
√
3/140π

3 −1 2 0 2 1 2 −2 2 −3/14
√
2π

3 −1 2 0 2 1 2 −2 3 −3/14
√
2π

3 1 2 0 2 1 4 0 2 −√
0.6/7π

3 1 2 0 2 1 4 0 3 −√
0.6/7π

3 −1 2 0 2 1 4 −2 2 −√
1.5/7π

3 −1 2 0 2 1 4 −2 3 −√
1.5/7π

Таблица 3. Квантовые состояния, для которых вы-
числяем общую вероятность перехода 3dπ 3pσ →

→ 2pπε

3dπ 3pσ 2pπ ε

l m l m l m l m

3 1 2 0 2 1 0 0

r1, то мы получим некоторое значение, зависящее
только от r2:

I (r2) =
175616

24134536953 r22

√
14

5
exp

(
−19r2

3

)
π×

×
(
−58320+ 58320 exp

(
19r2
3

)
− 369360 r2 −

− 1169640 r22 − 2345778 r32 − 3127704 r42 −

− 2476099 r52

)
. (27)

Интеграл по r2 даст нам значение амплитуды ве-
роятности перехода:

W =

∞∫
0

I (r2)R
∗
εR2pr

2
2dr2. (28)

Данный интеграл вычислялся нами численно.
Следующим шагом необходимо также рассчи-

тать обратный переход, после чего вычислить ам-
плитуды вероятности для l = 2. Возведя в квадрат
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Рис. 3. Зависимости вероятностей оже-переходов для раз-
личных каналов от энергии вылетевшего электрона для

случаев Ne2+–Ne (а) и Ne4+–Ne (б)

сумму амплитуд вероятностей и умножив получен-
ное значение на коэффициент 2π/�, получим общую
вероятность перехода 3dπ 3pσ → 2pπ ε для кванто-
вых состояний из табл. 3.

Амплитуды вероятностей с одинаковыми кванто-
выми числами системы интерферируют между со-
бой. Вероятности переходов для различного набора
квантовых чисел начальных и конечных электронов
следует считать раздельно и затем суммировать.

Результаты расчетов представлены на рис. 3.
Как видно из рис. 3, ионизация квазимолекулы

приводит к заметному росту вероятности оже-пере-
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ходов. Это можно объяснить тем, что с ростом сте-
пени ионизации происходит увеличение энергии свя-
зи как внутреннего электрона, так и внешнего, при
этом параметры эффективного заряда с ростом сте-
пени ионизации сближаются, что приводит к увели-
чению перекрывания волновых функций наружного
и внутреннего электронов и росту вероятности оже-
перехода.

4. СКЕЙЛИНГ ДЛЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
ОЖЕ-ПЕРЕХОДОВ

Анализ приведенных выше формул показывает,
что если мы зафиксируем набор квантовых чисел
для начального и конечного состояний, то конеч-
ный результат зависит только от значений эффек-
тивного заряда внутреннего и наружного электро-
нов. Умножение обоих зарядов на константу не ме-
няет значения интегралов, так как сводится к про-
стой замене переменных. Следует ожидать, что ве-
роятность оже-перехода будет зависеть только от
отношения значений эффективного заряда для на-
ружного и внутреннего электронов. Как известно,
это отношение выражается через отношение энер-
гий связи внутреннего E1 и наружного E2 электро-
нов. Величина энергии вылетевшего электрона бу-
дет равна E1 − 2E2 = E2(E1/E2 − 2), т. е. тоже мас-
штабируется.

Ee( )/2 (3 )p E d� �e
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Рис. 4. Зависимости вероятности оже-перехода
3dπ3dπ–2pπε от отношения энергий для рассматриваемых
состояний. Пунктирная кривая соответствует минималь-
ному значению эффективного заряда (Zeff = Z3dπ),
штриховая кривая — эффективному заряду внутреннего
электрона (Zeff = Z2pπ). Кривые для случаев Ne2+–Ne
(сплошная кривая) и Ne4+–Ne (точки), полученные
при использовании в качестве эффективного заряда

среднегеометрического значения, совпадают

Как известно, вылетевший электрон находится
частично в области атома с эффективным зарядом,
близким к заряду внутреннего электрона, а частич-
но в области атома с эффективным зарядом, рав-
ным заряду наружного электрона. В обзоре [21] при
расчетах вероятности оже-переходов рекомендует-
ся использовать значение эффективного заряда как
среднегеометрическое значение эффективных заря-
дов для обоих электронов. Это значение также вы-
ражается через отношение энергий связи наружного
и внутреннего электронов. Для проверки высказы-
вания, что вероятность оже-перехода зависит толь-
ко от отношения энергий наружного и внутренне-
го электронов, на рис. 4 приведены зависимости ве-
роятности оже-переходов для систем с различной
степенью ионизации и разными предположениями
о величине эффективного заряда для вылетающего
электрона.

Как видно из рис. 4, верхняя кривая соответству-
ет минимальному значению эффективного заряда,
а нижняя кривая — максимальному значению. Раз-
личие этих кривых характеризует диапазон значе-
ний, получаемый при различных предположениях
о величине эффективного заряда. Средняя кривая
(сплошная линия) соответствует среднегеометриче-
скому значению эффективного заряда, что учиты-
вает тот факт, что убегающий электрон часть вре-
мени находится вблизи глубоко связанного электро-
на, а часть времени — вблизи слабосвязанного элек-
трона. Как уже упоминалось, согласно обзору [21]
использование среднегеометрического значения для
эффективного заряда позволяет достичь наилучше-
го согласия с экспериментом.

Кривые для случаев Ne2+–Ne и Ne4+–Ne при ис-
пользовании в качестве эффективного заряда сред-
негеометрического значения (средние кривые) сов-
падают. Таким образом, нет необходимости рассчи-
тывать вероятности оже-переходов при росте степе-
ни ионизации — достаточно построить зависимости
энергий рассматриваемых уровней от межъядер-
ного расстояния и затем пересчитать вероятности
оже-переходов, используя предложенный скейлинг.

5. СОПОСТАВЛЕНИЕ РАСЧЕТНЫХ
ЗНАЧЕНИЙ СЕЧЕНИЙ ЭМИССИИ

ЭЛЕКТРОНОВ С
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

Для сопоставления удобно выбрать произведе-
ние сечения и скорости соударения, так как устраня-
ется зависимость от продолжительности соударения
для разных энергий соударения. Начальная вероят-
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Рис. 5. a) Сопоставление расчетного спектра с эксперимен-
тальными данными для энергий соударения 3, 4 и 6.25 кэВ.
б) Сопоставление расчетного спектра с экспериментальны-
ми данными для энергий соударения 12.5, 25 и 50 кэВ.
Для расчета вероятностей переходов при энергии 12.5 кэВ
использовалась диаграмма МО для системы Ne5+–Ne, в

остальных случая для системы Ne6+–Ne

ность f наличия вакансии на 2pπ принималась рав-
ной 1/3, что соответствует статистическому харак-
теру распределения одной первоначальной вакансии
между молекулярными орбиталями, формирующи-
мися из 2p-уровня Ne при больших межъядерных
расстояниях. Для удобства сравнения с расчетом ис-
пользовалась величина σv0/f (см. рис. 5).

Для расчета вероятностей переходов использо-
валась диаграмма МО для системы Ne2+–Ne. При
малых энергиях указана ошибка, связанная с вы-
читанием экспоненциальной подложки. Для слу-
чая 6.25 кэВ приведены также расчеты с исполь-

зованием вероятностей оже-переходов для системы
Ne4+–Ne и соответствующей диаграммы МО для
расчета масштабного фактора.

Как видно из рис. 5a, для энергий 3 и 4 кэВ
имеется практически полное совпадение результа-
тов расчета и эксперимента при использовании диа-
граммы МО для системы Ne2+–Ne. Для случая
6.25 кэВ при малых энергиях вылетевшего электро-
на также имеется согласие для системы Ne2+–Ne, а
затем расчетное сечение резко убывает, что связано
с резким уменьшением вероятностей оже-процесса
при уменьшении межъядерного расстояния, что со-
ответствует увеличению энергии вылетевшего элек-
трона. Учет дальнейшей ионизации системы и пере-
ход к использованию диаграммы МО для системы
Ne4+–Ne позволяет достичь согласия с эксперимен-
том.

Сопоставление с данными эксперимента позво-
ляет заключить, что при малых межъядерных рас-
стояниях заметно возрастает возбуждение и сте-
пень ионизации системы сталкивающихся частиц.
При небольшой коррекции диаграммы МО (увели-
чении энергии оже-перехода на 15%) удается до-
биться полного согласия с экспериментом.

Как видно из рис. 5б, с ростом энергии соуда-
рения необходимо учитывать дальнейший рост сте-
пени ионизации сталкивающихся частиц, только в
этом случае достигается согласие с экспериментом.

6. ВКЛАД РАЗЛИЧНЫХ КАНАЛОВ В
ЗАПОЛНЕНИЕ 2pπ-ВАКАНСИИ

При энергии соударения 3 кэВ основной вклад
дает переход 3dπ2–2pπε. При энергии электронов
2.5 ат. ед. подключается канал 3dπ–3dσ (для сокра-
щения записи в дальнейшем будем записывать толь-
ко начальное состояние). С ростом энергии соударе-
ния пороги для всех каналов сдвигаются в сторо-
ну больших энергий электронов (см. рис. 6), одна-
ко вклад канала 3dπ2–2pπε остается доминирующим
(более 80%).

7. СРАВНЕНИЕ СУММАРНОЙ
ВЕРОЯТНОСТИ ЗАПОЛНЕНИЯ

2pπ-ВАКАНСИИ С ПОЛУЧЕННОЙ
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНО

Как было показано в предыдущем разделе, канал
3dπ2–2pπε вносит доминирующий вклад в спектры
электронов. Пользуясь формулами (6) и (7), мож-
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Рис. 6. Относительный вклад различных каналов оже-рас-
пада 2pπ-вакансии при различных энергиях соударения
(а— 3 кэВ, б— 6.25 кэВ, в— 50 кэВ). Отношение вероятно-
сти оже-распада для каждого канала Wchan к суммарной
вероятности Wsum. Обозначения каналов: 1 — 3dπ–3dπ,
2 — 3dπ–3dσ, 3 — 3dσ–3dσ, 4 — 3dπ–3pσ, 5 — 3dσ–3pσ,

6 — 3pσ–3pσ

но получить суммарную вероятность оже-переходов
непосредственно из эксперимента:

W (R) =
σv0
fF

, (29)

где F — масштабный фактор доминирующего
оже-канала (формула (7)).

На рис. 7 приведены рассчитанные вероятности
оже-распада для случаев Ne2+–Ne и Ne4+–Ne, а так-
же оцененные с помощью скейлинга вероятности
оже-распада для случаев Ne5+–Ne и Ne6+–Ne при
использовании в качестве Zeff среднегеометрическо-
го значения эффективных зарядов 2pπ- и 3dπ-элект-
ронов. Для случая Ne6+–Ne приведена также кри-
вая минимального значения эффективного заряда
для вылетевшего электрона (в этом случае вероят-
ность перехода максимальна, так как достигается
максимальное перекрывание волновых функций вы-
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Зависимости рассчитанной ве-
роятности оже-перехода в квазимолекуле при столкнове-
нии Ne+–Ne от энергии вылетевшего электрона и степе-
ни ионизации частиц при использовании среднегеометри-
ческого значения эффективного заряда для убегающего
электрона. Для случая Ne6+–Ne приведено также значе-
ние вероятности оже-перехода при использовании мини-
мального значения эффективного заряда. Точки — экспе-
риментальные данные для различных энергий соударения

летевшего электрона и 3dπ-электрона). Эксперимен-
тальные значения определены из отношения изме-
ренного сечения к рассчитанному геометрическому
фактору.

При энергиях 3 и 4 кэВ наблюдается согласие с
расчетом для Ne2+, а при энергии 6.25 кэВ при уве-
личении энергии оже-электрона, что соответствует
более глубокому сближению частиц, происходит пе-
реход к случаю Ne4+. При энергии 12.5 кэВ кривая
лежит между кривыми для случаев Ne4+ и Ne6+.
Кривые 25 кэВ и 50 кэВ неплохо согласуются меж-
ду собой и явно ближе к расчетной кривой вероят-
ности перехода для случая Ne6+ при использовании
геометрического среднего для эффективного заря-
да, что находится в соответствии с рекомендацией,
высказанной в обзоре [21].

На рис. 8 приведена зависимость среднего числа
удаленных электронов δ = m+ n− 1 от достигнуто-
го расстояния наибольшего сближения. Величина δ
отличается от рассматриваемой нами степени иони-
зации сталкивающихся частиц на 1. Используя дан-
ные, приведенные на рис. 7, сопоставим диапазоны
межъядерных расстояний, где наблюдается эмиссия
оже-электронов при определенной степени иониза-
ции сталкивающихся частиц, с данными независи-
мых измерений величины δ.
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Рис. 8. Зависимость среднего числа удаленных электронов
δ = m + n − 1 от достигнутого расстояния наибольшего
сближения. Звездочками представлены измерения мето-
дом совпадений, когда фиксируются заряды обоих парт-
неров соударения [22]. В экспериментах [23, 24], где фик-
сировался только заряд налетающей частицы, величина δ
вычислялась как δ = 2m − 1, т. е. предполагалось равен-
ство m = n. Сплошной тонкой черной кривой представле-
на вероятность образования автоионизационного состоя-
ния [25]. Числа у кривых указывают энергии в кэВ, при ко-
торых проводились измерения. Отрезками прямых показа-
ны интервалы межъядерных расстояний, где наблюдалась
эмиссия оже-электронов из квазимолекулы. Рядом с отрез-
ками указана энергия соударения. При энергии 6.25 кэВ δ

меняется с 2 до 4

Как видно из рис. 8, при энергиях 3 и 4 кэВ сте-
пень ионизации m + n = 2 хорошо согласуется с
результатами измерений числа удаленных электро-
нов δ. При энергии 6.25 кэВ происходит увеличение
степени ионизации с 2 до 4, что удивительно хоро-
шо совпадает с зависимостью δ(R). При энергиях
12.5–50 кэВ также имеется явная корреляция с ве-
личиной δ, хотя полного совпадения нет. В анали-
зируемых нами экспериментах под степенью иони-
зации мы понимаем влияние ионизованных и воз-
бужденных электронов на экранировку волновых
функций в пределе объединенного атома. Возраста-
ние числа возбужденных электронов может завер-
шиться автоионизацией, а может и нет. Измерение
величины δ проводилось после разлета частиц, ко-
гда процессы релаксации возбуждения уже закон-
чились. Таким образом, наблюдение эмиссии оже-
электронов позволяет изучать процессы во время
соударения (т. е. по аналогии в момент извержения
вулкана, а не тогда, когда извержение закончилось,
скажем, по потокам застывшей лавы).

8. СПЕКТРОСКОПИЯ КВАЗИМОЛЕКУЛЫ С
УЧЕТОМ ЗАВИСИМОСТИ ВЕРОЯТНОСТИ
ОЖЕ-ПЕРЕХОДОВ ОТ МЕЖЪЯДЕРНОГО

РАССТОЯНИЯ

В нашей работе [18] для определения зависимос-
ти энергии эмитированного оже-электрона от до-
стигнутого межъядерного расстояния было исполь-
зовано два обстоятельства.

1. Для каждой энергии соударения, используя
потенциал взаимодействия частиц (см., например,
[26,27]), можно рассчитать расстояние наибольшего
сближения R0, соответствующее соударению при ну-
левом параметре удара. Точность расчета определя-
ется точностью наших знаний о потенциалах взаи-
модействия и для случая Ne–Ne составляет 4%.

2. Нормируя правое крыло расчетного спектра
на экспериментальные данные, можно определить
значение энергии электрона, соответствующее нулю
функции Эйри при расчете спектра при нулевом па-
раметре удара.

В условиях, когда вероятность оже-перехода
сильно меняется при изменении межъядерного рас-
стояния, в данную процедуру следует внести следу-
ющие коррективы.

1. Учесть, что вероятность перехода не меняет-
ся в туннельной области при R < R0, что несколько
меняет процедуру расчета интеграла по параметрам
удара (6) при моделировании спектра электронов.

2. Сравнивать расчетный масштабный фактор F
c экспериментальным:

Fexp =
σv0

fW (R)
, (30)

что позволяет учесть влияние зависимости W (R)

на производную правого крыла спектра. Получен-
ные таким образом значения Ee(R) приведены на
рис. 10. Существует также возможность получения
информации о производной терма из анализа пове-
дения правого крыла спектра в туннельной области.
Описывая правое крыло с помощью функции Эй-
ри (6) и варьируя параметр α, можно добиться сов-
падения наклона расчетного спектра с полученным
экспериментально. Из значения параметра α можно
определить производную терма, используя формулу
(5) при b = 0:

dEe

dR
=

4αEcms

v20
dU

dR

. (31)

Как видно из рис. 9, значения производной тер-
ма, полученные разными методами, хорошо согла-
суются, что лишний раз подтверждает внутреннюю
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Рис. 9. Зависимость производной dEe/dR от межъядер-
ного расстояния R. Темные точки (1) — математическая
производная терма, полученного описанным в начале раз-
дела способом, светлые точки (2) — значения производ-
ной, полученные из анализа спада правого крыла спектра
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Рис. 10. Полученная из эксперимента зависимость энер-
гии перехода 3dπ3dπ–2pπε от межъядерного расстояния
R — кривая 1. Кривая 2 получена интегрированием произ-
водной, определенной из значений параметра α. Для со-
поставления представлены энергии для данного перехода,
полученные из корреляционных диаграмм MO [19] для си-

стемы Neq+–Ne для q = 0, 2, 4

согласованность развиваемого в данном исследова-
нии подхода.

Как видно из рис. 10, полученные из экспери-
мента энергии перехода 3dπ3dπ–2pπε при больших
R, что соответствует малым энергиям соударения,

хорошо согласуются с теоретическим расчетом для
q = 2, а затем имеется тенденция к увеличению сте-
пени ионизации.

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В целом, несмотря на приближенный харак-
тер использованных волновых функций, удается до-
биться хорошего согласия рассчитанных вероятнос-
тей оже-переходов с полученными эксперименталь-
но. Это неудивительно, так как основной вклад дают
оже-переходы при межъядерных расстояниях вбли-
зи предела объединенного атома.

Имеется отчетливая корреляция наблюдаемой
степени ионизации частиц с данными независимых
измерений числа удаленных электронов.

Установлена относительная роль различных ка-
налов оже-распада.

Предложен скейлинг для оценки вероятности
оже-перехода при различных степенях ионизации.

Сравнение полученных из эксперимента данных
о вероятностях оже-переходов при энергиях 25 и
50 кэВ подтверждают правильность гипотезы, что
выбор эффективного заряда для эмитированного
электрона как среднегеометрического значения эф-
фективных зарядов для внутреннего и внешнего
электронов позволяет добиться наилучшего согла-
сия с экспериментом.

Уточнена процедура спектроскопии терма квази-
молекулы в условиях сильной зависимости вероят-
ности оже-перехода от достигнутого межъядерного
расстояния. Полученные значения терма хорошо со-
гласуются с теоретическими расчетами.

Сопоставление вероятностей оже-переходов для
многоэлектронной системы Ne–Nе с полученными
экспериментально проведено впервые. Ранее анализ
проводился только для относительно простой ква-
зимолекулы He+–He.

Из сравнения рассчитанных и эксперименталь-
ных данных однозначно следует вывод о значитель-
ном увеличении степени ионизации и возбуждения
квазимолекулы в момент наибольшего сближения
сталкивающихся атомов с ростом энергии соударе-
ния. Вывод, что система из двух сталкивающихся
атомов в момент их наибольшего сближения ока-
зывается в высоко возбужденном (сильно «перегре-
том») состоянии, является довольно естественным.
Другое дело, что информацию об этом мы можем
получить только, изучая спектр электронов, испу-
щенных в короткий момент существования квази-
молекулы, поскольку какие-то возбужденные состо-
яния, возникающие при тесном сближении сталки-
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вающихся атомов за счет их кинетической энергии,
при разлете атомов могут адиабатически вернуться
в исходное состояние (распасться), не оставив сле-
да. Наши оценки показывают, что вероятность ав-
тоионизационному состоянию распасться за время
столкновения сильно меняется в зависимости от ско-
рости сближения и разлета частиц от нескольких
процентов в столкновениях в диапазоне 10–50 кэВ
до весьма значительной величины около 25% для
столкновений при 3 кэВ. Все же в большинстве сво-
ем вакансии доживают до разлета сталкивающихся
атомов. Очевидно, что только тогда, когда распад
состояния сопровождается эмиссией электрона (или
кванта), который уносит энергию из системы, столк-
новение необратимо становится неупругим. Таким
образом, исследования оже-электронов из квазимо-
лекулы позволяют получать информацию о процес-
сах возбуждения и ионизации непосредственно во
время соударения.
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Рассмотрено взаимодействие между молекулами разного сорта через создаваемое ими тепловое излу-
чение за счет перекрытия спектральных линий. Это излучение является результатом переходов между
колебательными и вращательными состояниями молекул. Показано, что рассматриваемое взаимодей-
ствие управляется законом Кирхгофа, согласно которому каждая молекула является одновременно из-
лучателем и поглотителем. Закон Кирхгофа лежит в основе анализа парникового эффекта в атмосфере
вместе с данными банка HITRAN, который содержит информацию о параметрах излучательных перехо-
дов для многих молекул. В компьютерной программе, лежащей в основе данного анализа, используются
излучательные параметры примерно двух тысяч спектральных линий, взятые из банка данных HITRAN.
Рассмотренный аспект парникового эффекта в атмосфере Земли связан с изменением потока излуче-
ния на поверхность Земли в результате изменения концентрации одной из парниковых компонент. При
анализе этой проблемы в рамках универсальных климатологических моделей, которые представляют со-
бой сложные компьютерные программы с учетом основных и второстепенных атмосферных факторов,
взаимодействием между парниковыми компонентами через создаваемое ими излучение пренебрегает-
ся, т. е. закон Кирхгофа игнорируется. Показано, что в случае, если изменяемой компонентой является
углекислый газ, это приводит к ошибке примерно в 5 раз. Если этой компонентой являются молекулы
атмосферной воды, это ведет к ошибке в 3 раза. В случае изменения концентрации двуокиси азота это
дает завышение потока излучения в 2 раза, а в случае озона изменение потока излучения, создавае-
мого молекулами озона, а также изменение суммарного потока излучения совпадают. Как следует из
проведенного анализа, рассматриваемый эффект связан с положением спектров молекул и скоростью
излучательных переходов между состояниями молекул. Это подчеркивает важную роль банка данных
HITRAN для решения рассматриваемых проблем.

DOI: 10.31857/S0044451021120051

1. ВВЕДЕНИЕ

Согласно закону Кирхгофа [1], каждая части-
ца-излучатель одновременно является и поглотите-
лем. По сути дела этот закон отражает принцип де-
тального равновесия для процессов излучения и по-
глощения [2,3], который устанавливает связь между
скоростями излучения и поглощения. Далее в каче-
стве поглощающей среды мы рассматриваем смесь
молекулярных газов, т. е. газ, состоящий из молекул
разного сорта. Характер поглощения этой среды в
заданной точке описывается коэффициентом погло-

* E-mail: bmsmirnov@gmail.com

щения kω для излучения на данной частоте ω, со-
гласно определению которого величина 1/kω явля-
ется длиной свободного пробега для фотонов дан-
ной частоты в рассматриваемой среде. Опираясь на
закон Кирхгофа или принцип детального равнове-
сия, при анализе процессов эмиссии мы используем
в качестве параметра, описывающего эмиссию газа
молекул, коэффициент поглощения kω.

При анализе процессов излучения и поглощения
в смеси разных атомов или молекул, т. е. частиц,
имеющих разные спектры поглощения, закон Кирх-
гофа ответственен также за взаимодействие разных
компонент в излучательных процессах. Для рас-
сматриваемой газовой системы, содержащей моле-
кулы разного сорта, можно определить потоки теп-
лового излучения, выходящего за пределы этого га-
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за, на данной частоте за счет каждой компонен-
ты. Теперь давайте изменим концентрацию молекул
определенного сорта. Это приведет к изменению по-
тока излучения, создаваемого молекулами данного
сорта. Имеется соблазн принять его за изменение
полного потока излучения. Однако это справедливо
только для оптически-разреженного газа, т. е. если
длина пробега фотонов на данной частоте за счет
поглощения другими компонентами велика по срав-
нению с размером газовой системы. Если же это
условие не выполняется, следует учесть закон Кирх-
гофа, согласно которому другие компоненты стано-
вятся в данном случае поглотителями. Это означает,
что при описываемых условиях наряду с увеличени-
ем потока излучения на данной частоте за счет рас-
сматриваемой компоненты имеет место уменьшение
потока излучения, создаваемого другими компонен-
тами, поскольку оно частично поглощается введен-
ными в систему новыми молекулами.

К сожалению, законом Кирхгофа в рассматри-
ваемой форме пренебрегается в климатологических
моделях при анализе парникового эффекта в ат-
мосфере Земли и его изменений [4–10]. Климато-
логические модели представляют собой сложные
компьютерные программы, целью которых являет-
ся описать поведение всех параметров атмосферы
в каждой точке пространства. Один из блоков та-
кой программы — расчет излучательных парамет-
ров атмосферы. В силу сложности системы в этом
блоке закон Кирхгофа проигнорирован, т. е. пренеб-
регается взаимодействием между отдельными сор-
тами молекул через поле излучения. Это приводит
к неправильным выводам об эволюции теплового
состояния нашей планеты. Эти выводы положены
в основу парижского соглашения по климату, что
формирует ошибочное представление об изменении
климата и факторах, влияющих на это изменение.
Впрочем, такая же ситуация возникает и в других
случаях, когда пренебрегается физическими прин-
ципами. Далее мы не будем касаться этой стороны
проблемы и поставим своей задачей выяснить, к ка-
кой ошибке может привести игнорирование закона
Кирхгофа при анализе эмиссии газа, состоящего из
молекул разного сорта.

Сосредоточим внимание на алгоритме вычисле-
ния потока излучения из плоского слоя слабонеодно-
родного газа, содержащего молекулы разного сорта.
Нашей задачей является определение потока излу-
чения, создаваемого в газе, содержащем излучаю-
щие и поглощающие молекулы разного сорта. Для
определенности будем ориентироваться на атмосфе-
ру Земли, моделируя ее плоским слабонеоднород-

ным слоем газа. Поскольку давление воздуха в этом
случае порядка атмосферного, имеем, что ширина
отдельной спектральной линии, которая создается в
результате определенного колебательно-вращатель-
ного или вращательного перехода молекул, мала по
сравнению с разностью частот для соседних спект-
ральных линий. Это означает, что спектр излуче-
ния слоя рассматриваемого молекулярного газа в
инфракрасной области спектра состоит из большого
числа пиков, и для анализа потока излучения за пре-
делы молекулярного газа необходимо использовать
модель «линия за линией» [11, 12], которая требует
анализа параметров излучения на каждой частоте
отдельно.

Рассматриваемое взаимодействие молекул раз-
ного сорта, которое основано на законе Кирхгофа,
использует тот факт, что излучение молекул од-
ного сорта может поглощаться молекулами друго-
го сорта и наоборот. Это означает, что рассматри-
ваемое взаимодействие определяется перекрытием
спектров разных молекул, и для его анализа требу-
ется подробная информация как о поведении спек-
тров молекул, так и о параметрах излучательных
переходов для этих молекул. Поэтому важное значе-
ние для рассматриваемых процессов является банк
данных HITRAN [13,14], благодаря которому такая
информация доступна. Отметим, что существова-
ние банка данных HITRAN отражает уровень со-
временной квантовой теории излучения и позволяет
решать задачи, не возможные до его создания.

2. ПОТОК ИЗЛУЧЕНИЯ ИЗ ПЛОСКОГО
СЛОЯ МОЛЕКУЛЯРНОГО ГАЗА

Нашей задачей является нахождение потоков из-
лучения со стороны слоя молекулярного газа, мо-
делирующего атмосферу, и выяснить роль закона
Кирхгофа для этой задачи. Прежде чем анализи-
ровать параметры излучения слоя газа, представим
примеры, где реализуется данная физическая ситуа-
ция. Рассмотрим сначала пожар на складе или горе-
ние леса, которое происходит на относительно боль-
ших площадях. В этом случае существенную роль
в тепловом балансе воздуха, находящегося над го-
рячей поверхностью, играет излучение, создаваемое
горячим воздухом при участии оптически-активных
компонент воздуха и продуктов сгорания. Другой
пример относится к парниковому эффекту в атмо-
сфере Земли, тепловое излучение которой создают
примеси, включающие, главным образом, молеку-
лы воды и микрокапли воды, из которых состоят
облака, а также молекулы углекислого газа, тогда
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как основная часть воздуха в виде молекул азота
и кислорода является буферной средой. На послед-
нем примере будет демонстрироваться роль закона
Кирхгофа в процессе эмиссии слоя газа, содержаще-
го разные молекулы.

Далее мы представим выражение для потока из-
лучения плоского слоя, содержащего смесь молеку-
лярных газов [15]. Характер эмиссии из плоского
слоя молекулярного газа определяется оптической
толщиной uω слоя для данной частоты излучения ω:

uω =

h∫
0

kωdz, (2.1)

где h — высота, отсчитанная от границы, и интеграл
берется по всей высоте слоя. Будем считать сначала,
что температура T слоя не меняется с высотой. То-
гда поток излучения Jω из рассматриваемого слоя
газа для данной частоты излучения ω составляет
[16, 17]

Jω = Iω(T )g(uω), (2.2)

где Iω(T ) — равновесный поток излучения из плос-
кого слоя, который определяется формулой Планка
[18, 19]

Iω(T ) =
�ω3

4π2c2 [exp (�ω/T )− 1]
. (2.3)

Входящий в формулу (2.2) фактор непрозрачности
слоя g(uω) дается выражением [16,17]

g(uω) = 2

1∫
0

cos θ d cos θ
[
1− exp

(
− uω
cos θ

)]
(2.4)

и представляет собой вероятность того, что фотон
данной частоты ω, возникающий на одной из гра-
ниц и направленный к другой границе, не достиг-
нет ее, поглотившись по дороге. При этом сам акт
рождения фотона молекулой является изотропным.

Теперь рассмотрим излучение атмосферы Земли,
моделируя ее слабонеоднородным слоем газа. Сла-
бая неоднородность слоя означает, что относитель-
ное изменение температуры в слое невелико, т. е.
имеется малый параметр, и выражение для пото-
ка излучения Jω, создаваемого атмосферой Земли,
может быть представлено в виде разложения по это-
му малому параметру. В результате выражение для
потока излучения описывается модифицированной
формулой (2.2), представленной в виде [20, 21]

Jω = Iω(Tω)g(uω), (2.5)

где Tω — эффективная температура излучения слоя
для данной частоты, и величина потока излучения
может быть найдена в результате разложения по ма-
лому параметру. Эта операция представлена в рабо-
тах [20, 21].

При анализе излучения, создаваемого атмосфе-
рой Земли, воспользуемся моделью стандартной ат-
мосферы [22], в рамках которой параметры атмо-
сферы усреднены как по поверхности Земли, так и
по времени. При этом основными парниковыми ком-
понентами атмосферы являются молекулы воды и
углекислого газа, а также микрокапли воды, кото-
рые образуют облака. Распределение плотности мо-
лекул воды и углекислого газа по высотам следу-
ет из модели стандартной атмосферы [22], а так-
же на основе последующих измерений. Излучатель-
ные параметры молекул, включающие скорости пе-
рехода между колебательными или вращательными
состояниями молекул, а также параметры ушире-
ния спектральных линий берутся из банка данных
HITRAN [13,14], который суммирует результаты из-
мерений и вычислений.

Следует отметить важное значение этого бан-
ка для спектроскопических вычислений. Квантовая
теория излучения, которая могла бы быть исполь-
зована для анализа рассматриваемых процессов из-
лучения молекул, относится только к симметрич-
ным молекулам и позволяет представить результа-
ты в аналитическом виде (например, регулярная мо-
дель или модель Эльзассера [23]). Появление банка
HITRAN изменило наши возможности при выпол-
нении спектроскопических расчетов. Короче, опира-
ясь на данные банка HITRAN [13, 14], можно опре-
делить сечение поглощения фотона на данной час-
тоте, а на основе пространственного распределения
молекул можно определить поток излучения, выхо-
дящий из плоского слоя газа, содержащего эти мо-
лекулы, в соответствии с формулой (2.2). Тем са-
мым банк HITRAN, содержащий данные по излуча-
тельным параметрам молекул, включая уширение
спектральных линий, является важным инструмен-
том современной молекулярной спектроскопии, ко-
торый позволил сделать существенный шаг при ана-
лизе излучательных параметров газа молекул. Ко-
нечно, это потребовало создания специального ма-
тематического аппарата, в формате которого пред-
ставлены данные банка HITRAN [24,25].

3. ОБЛАКА В ЭМИССИИ АТМОСФЕРЫ

Нашей задачей является определить ошибку, к
которой приводит игнорирование закона Кирхгофа,
как это делается в климатологических моделях. Для
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этого необходимо сформулировать модель излучаю-
щей атмосферы. Эта модель была представлена в
монографии [26], где на ее основе были выполне-
ны расчеты излучательных параметров атмосферы
в области спектра до 1200 см−1. Это позволило про-
анализировать характер излучения атмосферы, свя-
занный с изменениями концентрации молекул угле-
кислого газа. В данной работе мы расширили рас-
сматриваемый спектр до 2600 см−1. За пределами
этого спектра остается примерно 0.1% потока из-
лучения, создаваемого абсолютно черным телом с
температурой поверхности Земли. Включение в рас-
смотрение более 2000 спектральных линий из банка
данных HITRAN дает возможность проанализиро-
вать изменения излучения, связанные не только с
парниковыми компонентами, но и с участием так
называемых следовых компонент, суммарный вклад
которых в поток излучения атмосферы составляет
примерно 1%.

Отметим, что три основные парниковые компо-
ненты атмосферы, именно, молекулы воды и угле-
кислого газа, а также микрокапли воды, образую-
щие облака, в сумме определяют более 99% потока
излучения атмосферы. Что касается молекулярных
парниковых компонент, то, как было сказано выше,
при заданном профиле температуры и плотностей
молекул на основании данных из банка HITRAN
можно определить потоки инфракрасного излуче-
ния атмосферы для каждой компоненты и при каж-
дой частоте. При этом слой излучающего газа счи-
тается плоским, что соответствует предположению,
что характерные размеры в горизонтальном направ-
лении, на которых заметно меняются параметры
пространственного распределения плотностей моле-
кул и температуры, заметно превышают размер вер-
тикальной области, ответственной за формирование
излучения. Реально это условие выполняется.

Однако в случае излучения облаков мы не об-
ладаем необходимой информацией, позволяющей
определить связанные с ними потоки излучения ат-
мосферы с той же точностью, которая относится к
молекулярным компонентам. Конденсация воды в
атмосфере происходит при смешивании потока теп-
лого влажного воздуха из нижних слоев атмосферы
с холодным воздухом верхнего слоя под действием
вертикального ветра, т. е. в результате неравновес-
ного процесса. Это редкий процесс, и поэтому атмо-
сферная вода состоит в основном из молекул воды,
а конденсированная фаза воды в атмосфере состав-
ляет малую часть атмосферной воды. Более того,
модель стандартной атмосферы [22] исключает кон-
денсированную фазу воды в атмосфере.

Тем не менее облака вносят определенный вклад
в излучение атмосферы, так что полный поток излу-
чения из атмосферы на поверхность Земли, который
следует из энергетического баланса Земли, включа-
ет излучение облаков. Облака разделяют тропосфе-
ру на верхнюю и нижнюю части, так что нижняя
часть отвечает за излучение атмосферы на поверх-
ность Земли, а в верхней части тропосферы созда-
ется инфракрасное излучение, уходящее за преде-
лы атмосферы. При этом оптическая толщина об-
лаков достаточна, чтобы верхняя и нижняя части
тропосферы не влияли друг на друга. В рамках мо-
дели атмосферы [26], описывающей излучение атмо-
сферы на поверхность Земли, облака находятся на
некоторой высоте hcl, и их излучение соответствует
абсолютно черному телу, температура которого Tcl
совпадает с температурой воздуха на этой высоте.
При этом поток излучения, создаваемого облаками,
является разностью между полным потоком излу-
чения атмосферы, который следует из энергетичес-
кого баланса Земли, и потоком излучения за счет
молекул воды и углекислого газа, который может
быть вычислен на основе данных банка HITRAN.
Ранее [26] в качестве энергетического баланса Зем-
ли были использованы данные по программе NASA,
выполненные полвека назад [27]. Теперь для этой
цели привлечены другие версии энергетического ба-
ланса Земли и ее атмосферы.

Среди дополнительных источников для энерге-
тического баланса Земли и ее атмосферы мы ис-
пользуем вариант, приведенный в книге Сэлби [28].
Эта версия наряду с данными, полученными NASA,
использует результаты дополнительных измерений
эмиссии атмосферы. Кроме того, используются дан-
ные работ [29–32], выполненные в рамках между-
народного метеорологического общества, а также
энергетический баланс Земли, построенный в рабо-
тах [33,34]. Ниже мы используем параметры энерге-
тического баланса Земли и ее атмосферы на основе
статистического усреднения параметров для каждо-
го из указанных вариантов энергетического баланса
Земли.

Используемая модель эмиссии атмосферы в рам-
ках модели «линия за линией» ведет к следующему
выражению для потока излучения атмосферы Jω на
данной частоте излучения ω:

Jω = Iω(Tω)g(uω) + Iω(Tcl)[1 − g(uω)]. (3.1)

Первое слагаемое правой части уравнения дается
формулой (2.5) и описывает излучение молекул ат-
мосферы. Второе слагаемое относится к эмиссии об-
лаков, которые в рамках данной модели излучают
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Таблица 1. Параметры энергетического баланса Земли и атмосферы, а также средние параметры облаков для
глобальной атмосферы

Источник J↓, Вт/м2 Jm, Вт/м2 Jcl, Вт/м2 hcl, км Tcl, K

[26] 327 233 94 4.3 266
Эта работа 335± 7 272± 7 63± 7 4.6± 0.7 258± 6

как абсолютно черное тело с температурой возду-
ха Tcl в области атмосферы, где находятся облака.
Это излучение достигает поверхности Земли с веро-
ятностью 1 − g(uω). Отсюда получим интегральное
соотношение для суммарного потока излучения J↓
из атмосферы на поверхность Земли:

J↓ =

∫
Jωdω =

=

∫
[Iω(Tω)g(uω) + Iω(Tcl)][1 − g(uω)] dω. (3.2)

Этот поток можно разделить на две части:

J↓ = Jm + Jcl, (3.3)

где

Jm =

∫
Iω(Tω)g(uω) dω,

Jcl =

∫
Iω(Tcl)[1− g(uω)] dω.

При этом поток излучения Jm на поверхность Зем-
ли создается оптически-активными молекулами ат-
мосферы, т. е. определяется главным образом атмо-
сферными молекулами воды и углекислого газа, а
поток излучения Jcl является результатом излуче-
ния микрокапель воды, из которых состоят облака.
Как и в случае атмосферных молекул, излучение
микрокапель воды происходит при условии термо-
динамического равновесия между полем излучения
и молекулами воздуха.

На самом деле соотношение (3.3) является урав-
нением для определения высоты hcl нахождения об-
лаков, а также температуры Tcl области атмосфе-
ры, где находится граница облаков. Параметры этих
формул представлены в табл. 1 и получены на осно-
ве указанных выше данных.

4. ЗАКОН КИРХГОФА ДЛЯ СТАНДАРТНОЙ
АТМОСФЕРЫ

Далее мы продемонстрируем роль закона Кирх-
гофа для парникового эффекта, т. е. для излуче-
ния атмосферы Земли. Для этой цели разработана

компьютерная программа на основе представленно-
го выше алгоритма, которая использует данные по
излучательным переходам из банка HITRAN для
парниковых молекул H2O и CO2, а также для мо-
лекул следовых компонент N2O, CH4 и O3. В общей
сложности учтено более двух тысяч спектральных
линий. Разработанная компьютерная программа в
рамках модели стандартной атмосферы позволяет
рассчитать как потоки излучения, падающего на по-
верхность Земли, так и их зависимости от частоты
излучения. Отсюда можно определить также изме-
нения парциальных и интегральных потоков излу-
чения атмосферы на поверхность Земли при изме-
нении состава атмосферы.

Влияние закона Кирхгофа на изменение пото-
ка излучения из атмосферы на поверхность Зем-
ли в результате изменения состава атмосферы, ко-
торое связано с перекрытием спектров этих компо-
нент, удобнее продемонстрировать на следовых ком-
понентах, поскольку они действуют в ограниченной
области спектра. Рассмотрим далее характер взаи-
модействия излучения с молекулами метана, центр
полосы поглощения которых находится на частоте
1306 см−1, а также с молекулами двуокиси азота,
для которых две полосы поглощения находятся при
частотах 1285 см−1 и 2224 см−1.

На рис. 1–3 приведены значения оптической тол-
щины атмосферы для отдельных оптически-актив-
ных компонент в области полос поглощения для рас-
сматриваемых следовых компонент атмосферы. Со-
временная концентрация следовых компонент в ат-
мосфере составляет 1.9 ppm [35] для молекул мета-
на в атмосфере, а также 0.29 ppm [36, 37] для моле-
кул двуокиси азота. Как следует из этих рисунков,
в рассматриваемых областях спектра перекрывают-
ся спектральные линии поглощения, относящиеся к
разным компонентам.

Как следует из рис. 1 и 2, в области спектра, где
поглощают молекулы метана и двуокиси азота, име-
ет место перекрытие спектров разных оптически-ак-
тивных молекул. Это и определяет влияние разных
молекул на изменение потока излучения из атмо-
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Оптическая толщина uω для слоя
атмосферы, находящегося между поверхностью Земли и
облаками, для молекул CH4, N2O и H2O в области спект-
ра поглощения молекул метана. Высота облаков берется
равной hcl = 4.6 км, прямая линия uω = 2/3 разделяет
области низкой и высокой оптических толщин атмосферы

для данной компоненты

Рис. 2. (В цвете онлайн) Оптическая толщина uω для слоя
атмосферы, находящегося между поверхностью Земли и
облаками, для оптически-активных молекул в области вто-
рой полосы поглощения молекул двуокиси азота. Высо-
та облаков берется равной hcl = 4.6 км, прямая линия
uω = 2/3 разделяет области низкой и высокой оптических

толщин атмосферы для данной компоненты

сферы в этих областях спектра. В частности, пре-
небрежение поглощением молекул воды на крыле
спектра эмиссии атмосферы в работе [26] привело
к завышенному вкладу в поток излучения со сторо-
ны молекул N2O, хотя и в этом случае он не превы-
шал одного процента от полного потока излучения
из атмосферы на поверхность Земли. Отметим, что
спектроскопической единицей частоты, как и энер-
гии фотона, является см−1, так что обратной вели-
чиной является длина волны.

Таким образом, имеются две полосы поглоще-
ния для молекул N2O в области спектра теплового
излучения атмосферы Земли. Нижняя полоса, свя-
занная с деформационными колебаниями молеку-
лы, перекрывается со спектром поглощения молекул
метана и воды, а вторая полоса поглощения, кото-

Рис. 3. (В цвете онлайн) Оптическая толщина uω слоя
атмосферы, находящегося между поверхностью Земли и
облаками, для оптически-активных молекул в области по-
лосы поглощения молекул озона. Вклад атмосферной воды
в оптическую толщину атмосферы отмечен черным, угле-
кислого газа — красным, озона — синим и коричневым
соответственно для его современного и удвоенного содер-
жания в атмосфере. Высота облаков равна hcl = 4.6 км,
прямая линия uω = 2/3 разделяет области низкой и высо-
кой оптических толщин атмосферы для данной компонен-

ты

рая отвечает антисимметричным колебаниям моле-
кулы, перекрывается со спектрами поглощения мо-
лекул воды и углекислого газа. Удвоение концентра-
ции молекул двуокиси азота приводит к меньшему
увеличению суммарного потока излучения атмосфе-
ры в сторону поверхности Земли по сравнению с
ростом потока излучения, создаваемого молекулами
двуокиси азота в области полосы поглощения этих
молекул.

Данные табл. 2 демонстрируют общие принци-
пы характера изменения потоков излучения благо-
даря эмиссии молекул каждого сорта в случае изме-
нения концентрации молекул определенного сорта.
Именно, увеличение концентрации молекул данного
сорта приводит к относительно меньшему росту по-
тока излучения за счет молекул этого сорта и еще
меньшему относительному увеличению суммарного
потока излучения атмосферы на поверхность Зем-
ли. Это изменение приводит к уменьшению вклада
других компонент в суммарный поток излучения ат-
мосферы.

При этом отметим, что представленный выше
пример является демонстрацией оптического взаи-
модействия разных компонент, но не играет роли
в излучении атмосферы. Действительно, взяв гло-
бальную температуру, т. е. среднюю температуру по-
верхности Земли, равной TE = 288 K и считая, что
Земля излучает как абсолютно черное тело, полу-
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Таблица 2. Потоки излучения, создаваемые указанной молекулярной компонентой и облаками из атмосферы на
поверхность Земли, в области полосы поглощения молекулы N2O при частотах между 2170 и 2280 см−1 при

разных условиях для атмосферы (потоки выражены в единицах Вт/м2)

Состояние N2O H2O CO2 Облака Суммарный
поток

Стандартная атмосфера 0.24 0.056 0.053 0.053 0.41
Сухая атмосфера 0.26 0 0.054 0.061 0.38

Удвоение концентрации молекул CO2 0.24 0.055 0.068 0.049 0.42
Удвоение концентрации молекул N2O 0.32 0.048 0.051 0.035 0.46

Таблица 3. Вклад отдельных оптически-активных компонент атмосферы в суммарный поток излучения из атмо-
сферы на поверхность Земли в области полосы поглощения молекул озона при частотах между 990 и 1070 см−1

и при указанном составе атмосферы (потоки выражены в единицах Вт/м2)

Состояние O3 H2O CO2 Облака Суммарный
поток

Стандартная атмосфера 0.84 1.4 0.48 9.1 11.8
Сухая атмосфера 3.4 0 0.62 9.8 13.8

Удвоение концентрации молекул O3 1.9 1.4 0.52 8.7 12.5

чим, что поток излучения в данном интервале час-
тот равен 0.68 Вт/м2 по сравнению с полным пото-
ком излучения с поверхности Земли, равным при-
мерно 390 Вт/м2. Это показывает также, что пол-
ный поток излучения атмосферы на поверхность
Земли, создаваемый следовыми молекулами, отно-
сительно мал и не превышает 1%. Излучательная
температура стандартной атмосферы в этой облас-
ти частот составляет 272 K.

Имеется еще одна следовая компонента — озон,
которая дает вклад в суммарный поток излучения
атмосферы на поверхность Земли, сравнимый со
вкладом других следовых компонент. Концентрация
тропосферного озона в атмосфере на порядок ниже,
чем для двуокиси азота и составляет 20–30 ppb [38].
Однако полоса поглощения молекулы озона с цен-
тром около 1042 см−1 попадает как в область мак-
симальной эмиссии для теплового излучения, так
и в область прозрачности атмосферы. Хотя плот-
ность стратосферного озона существенно выше, чем
тропосферного, излучение стратосферы не достига-
ет поверхности Земли, поглощаясь по пути облака-
ми.

Таблица 3 для оптических свойств атмосферы в
области полосы поглощения молекул озона являет-
ся аналогом табл. 2 для полосы поглощения молекул
двуокиси азота. Данные этой таблицы, как и рис. 3,

относятся к концентрации молекул озона, равной
25 ppb для стандартной атмосферы и 50 ppb для ат-
мосферы с удвоенной концентрацией молекул озона.
Поскольку оптическая толщина атмосферы за счет
молекул озона значительно меньше единицы, вклад
молекул озона в суммарный поток излучения атмо-
сферы меняется пропорционально изменению плот-
ности молекул озона, если в этой области спектра
основную роль играют молекулы озона.

Далее, несмотря на относительно низкую кон-
центрацию молекул озона в атмосфере, вклад озо-
на в эмиссию атмосферы сравним со вкладом за
счет других следовых оптически-активных молеку-
лярных компонент атмосферы. В этом случае низ-
кая концентрация молекул озона в тропосфере ком-
пенсируется выгодной для эмиссии областью спек-
тра, а также прозрачностью атмосферы в этой об-
ласти спектра.

Очевидно, основные изменения парникового эф-
фекта связаны с основными молекулярными компо-
нентами, именно, с молекулами углекислого газа и
молекулами воды. В случае молекул углекислого га-
за обычно сравниваются глобальные температуры
при современной и удвоенной концентрациях этих
молекул. Поэтому далее мы будем использовать это
изменение концентрации молекул углекислого газа
как меру его влияния на глобальную температуру.
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Изменение концентрации молекул углекислого газа
прежде всего отражается на излучательной темпе-
ратуре атмосферы. При этом изменение глобальной
температуры за счет изменения концентрации мо-
лекул углекислого газа мало вблизи центров полос
поглощения, связанных с соответствующими коле-
бательными переходами. В частности, это имеет ме-
сто для наиболее сильного колебательного перехода
молекулы углекислого газа при нормальных усло-
виях, который происходит между основным и ниж-
ним деформационным колебательными состояния-
ми молекулы углекислого газа с центром при часто-
те 667 см−1. Такая же ситуация наблюдается в обла-
сти частот, отвечающих центрам наиболее сильных
колебательных переходов, — излучательная темпе-
ратура близка к температуре поверхности Земли.

Поэтому основной вклад в изменение излуча-
тельной температуры атмосферы и, соответствен-
но, в изменение потока излучения атмосферы на по-
верхность Земли вносят области частот, где оптиче-
ская толщина атмосферы порядка единицы. Кроме
того, определенный вклад в изменение излучатель-
ной температуры и, соответственно, в изменение по-
тока излучения, испускаемого находящимися в ат-
мосфере молекулами углекислого газа, дают обла-
сти лазерных переходов вблизи длин волн 9.4 мкм и
10.6 мкм, поскольку лазерные переходы находятся
в области прозрачности атмосферы. В то же время
вклад лазерных переходов для молекул углекисло-
го газа в поток излучения, создаваемого молекулами
углекислого газа, составляет примерно 2%.

На рис. 4 представлена частотная зависимость
потока излучения, который создается молекулами
углекислого газа при частотах ниже указанной, а
также разность потоков излучения, создаваемых
этими молекулами, для удвоенной и современной
концентраций молекул углекислого газа в атмосфе-
ре. Как видно, рост потока излучения происходит
более или менее монотонно по мере роста частоты,
тогда как разность потоков для разных концентра-
ций атмосферного углекислого газа увеличивается
скачками вблизи границ для соответствующих по-
лос поглощения. На рис. 5 сравниваются изменения
потока излучения атмосферы на поверхность Земли,
создаваемого молекулами углекислого газа, и сум-
марного потока излучения атмосферы.

Теперь проанализируем характер изменения по-
токов излучения, создаваемых разными парниковы-
ми компонентами, с точки зрения закона Кирхго-
фа. Введем в рассмотрение три основные парнико-
вые компоненты, именно, молекулы воды, молеку-
лы углекислого газа и микрокапли воды, которые

Рис. 4. Поток излучения J↓(CO2) из атмосферы на по-
верхность Земли, создаваемый находящимися в атмосфе-
ре молекулами CO2, при современной концентрации моле-
кул CO2 в атмосфере (темные значки) и его изменение при
удвоении концентрации молекул углекислого газа в атмо-
сфере, Δc (светлые значки), в соответствии с его опреде-
лением согласно формуле (4.1). Кружки отвечают работе

[26], квадраты относятся к данной работе

Рис. 5. Изменения потоков излучения из атмосферы на
поверхность Земли, определенные в соответствии с фор-
мулой (4.1), при удвоении концентрации молекул углекис-
лого газа в атмосфере от его текущего значения. Здесь
Δc — изменение потока излучения, создаваемого молеку-
лами углекислого газа (светлые значки), Δ — изменение
суммарного потока инфракрасного излучения из атмосфе-
ры на поверхность Земли (темные значки). Кружки свя-
заны с расчетами работы [26], а квадраты соответствует

расчетам, проведенным в данной работе

образуют облака. Обозначим посредством Δc, Δw и
Δd изменения потоков излучения, создаваемых со-
ответственно молекулами углекислого газа, воды и
микрокаплями воды при изменении концентрации
молекул углекислого газа в атмосфере. Тем самым
мы вводим их согласно соотношениям
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Δc =

∫
[J ′

ω(CO2)− Jω(CO2)]dω,

Δw =

∫
[J ′

ω(H2O)− Jω(H2O)] dω,

Δd =

∫
[J ′

ω(drop)− Jω(drop)] dω,

(4.1)

где Jω(CO2), Jω(H2O) и Jω(drop) — потоки излуче-
ния из атмосферы на поверхность Земли, которые
создаются указанными компонентами при текущей
концентрации молекул углекислого газа, а потоки
излучения J ′

ω(CO2), J ′
ω(H2O) и J ′

ω(drop) отвечают
повышенной концентрации углекислого газа. Изме-
нение суммарного потока излучения Δ из атмосфе-
ры на поверхность Земли составляет

Δ = Δc +Δw +Δd. (4.2)

Отметим, что компьютерная программа, исполь-
зуемая в работе [26], относится к области частот от
0 до 1200 см−1. Хотя этот диапазон частот включа-
ет лишь часть интервала частот, ответственного за
тепловое излучение атмосферы, он достаточен для
анализа излучения, связанного с молекулами угле-
кислого газа, поскольку спектр теплового излуче-
ния молекул углекислого газа сосредоточен внутри
этого диапазона. Поэтому результаты данной рабо-
ты с более широкой областью исследованных частот
от 0 до 2600 см−1 должны быть близки к результа-
там расчетов работы [26]. Действительно, сравнение
этих результатов, приведенное на рис. 4 и 5, пока-
зывает, что различие проинтегрированных по часто-
там потоков излучения не превышает 7%. Интересу-
ющие нас интегральные потоки излучения из атмо-
сферы на поверхность Земли, средние по двум груп-
пам расчетов, равны

Δ = 1.4 Вт/м2
, Δc = 7.2 Вт/м2

. (4.3)

Проведенные расчеты позволяют определить
ошибку, которая следует из пренебрежения зако-
ном Кирхгофа. Эта ошибка сопровождает, в част-
ности, климатологические модели. Действительно,
если пренебречь перекрытием спектра молекул уг-
лекислого газа со спектрами молекул воды и мик-
рокапель воды, то изменение потока излучения Δc,
создаваемого молекулами углекислого газа, совпа-
дает с изменением суммарного потока излучения Δ.
При реальных спектрах и излучательных парамет-
рах парниковых компонент для отношения измене-
ний излучательных потоков имеем

Δc/Δ = 5.2± 0.2. (4.4)

Кроме того, используя линейную зависимость сум-
марного потока излучения J↓ из атмосферы на по-
верхность Земли от концентрации молекул углекис-
лого газа в атмосфере c(CO2), которая следует из
расчетов, удобно представить формулу (4.3) в виде

∂J↓
∂ ln c(CO2)

=
Δ

ln[c′(CO2)/c(CO2)]
= 2

Вт
м2
, (4.5)

где c(CO2) — текущая концентрация молекул уг-
лекислого газа в атмосфере, c′(CO2) — изменен-
ная концентрация атмосферных молекул углекисло-
го газа, Δ — изменение суммарного потока инфра-
красного излучения из атмосферы на поверхность
Земли при данном изменении концентрации атмо-
сферных молекул углекислого газа.

На основе используемой компьютерной програм-
мы для спектра теплового излучения в области от 0
до 2600 см−1 в данной работе мы также определили
роль закона Кирхгофа при изменении концентрации
молекул воды в атмосфере. При этом, как и ранее,
мы считаем, что изменения концентрации молекул
в атмосфере сохраняют температуру излучения об-
лаков, т. е. температура границы облаков сохраня-
ется при этом изменении. Поэтому изменение созда-
ваемого облаками потока излучения на поверхность
Земли связано только с экранировкой этого потока
дополнительными молекулами, введенными в атмо-
сферу. Применяя ранее проведенные операции для
атмосферного углекислого газа к молекулам воды в
атмосфере, в случае изменения концентрации моле-
кул воды в атмосфере получим

Δw/Δ = 3.2± 0.1, (4.6)

где Δw — изменение потока излучения из атмосфе-
ры на поверхность Земли, создаваемого молекула-
ми воды, Δ — изменение суммарного потока инфра-
красного излучения. В дополнение к этому для из-
менения потока излучения в результате изменения
концентрации атмосферной воды имеем

∂J↓
∂ ln c(H2O)

=
Δ

ln[c′(H2O)/c(H2O)]
= 7

Вт
м2
, (4.7)

где c(H2O) — текущая концентрация атмосферных
молекул воды, c′(H2O) — измененная концентрация
молекул воды в атмосфере. Отсюда следует, что мо-
лекулы углекислого газа примерно на порядок эф-
фективнее молекул воды с точки зрения формиро-
вания суммарного потока излучения на поверхность
Земли, поскольку концентрация молекул углекисло-
го газа в стандартной атмосфере почти в 40 раз ни-
же концентрации атмосферных молекул воды.
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенный анализ показывает важность зако-
на Кирхгофа для процессов излучения смеси моле-
кулярных газов. Его роль проявляется во влиянии
не только углекислого газа на парниковый эффект
[39, 40], но и разных компонент молекулярных сме-
сей. При этом, поскольку закон Кирхгофа занимает
важное место в физике излучения молекулярных га-
зов, углекислый газ не был исключен из рассмотре-
ния при физическом анализе. В частности, в работах
[41,42] указывалось, что согласно информации того
времени (1956 г.) перекрытие спектров молекул уг-
лекислого газа и воды приводит к уменьшению пото-
ка излучения, создаваемого атмосферными молеку-
лами углекислого газа, примерно на 20%. Впослед-
ствии исследование парникового эффекта атмосфе-
ры Земли стало предметом изучения климатологии,
где выбор главных факторов проводился интуитив-
но и закон Кирхгофа был проигнорирован.

При этом отметим принципиальную роль бан-
ка данных HITRAN в этом анализе. Действитель-
но, без этих данных рассматриваемая проблема не
могла быть решена, а требуемая для этого информа-
ция весьма обширна. В частности, в компьютерную
программу, используемую для проведенного выше
анализа, включены параметры примерно двух ты-
сяч излучательных переходов в молекулах, а такая
информация не может быть содержанием ограни-
ченного числа статей, а также обзора или моногра-
фии. Поэтому выводы данной статьи демонстриру-
ют также важность современного инструмента мо-
лекулярной физики — банка данных HITRAN.

В дополнение к сказанному отметим, что пре-
небрежение законом Кирхгофа возможно только в
области спектра, где оптическая толщина слоя для
каждой молекулярной компоненты мала, и тогда
влияние на выход излучения за счет данной компо-
ненты со стороны других компонент относительно
невелико. Это имеет место в области спектра, где
находится полоса поглощения молекул озона, а оп-
тическая толщина атмосферы по отношению к мо-
лекулам озона и другим компонентам мала. Тогда
поток излучения, создаваемый молекулами озона,
изменяется пропорционально плотности озона в ат-
мосфере, а изменения потоков излучения из атмо-
сферы на поверхность Земли как создаваемого мо-
лекулами озона, так и суммарного совпадают.
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Высококонтрастные субдоплеровские резонансы, наблюдаемые в пара́х атомов щелочных металлов в
поле встречных бихроматических лазерных пучков, имеют хорошие перспективы в квантовой метро-
логии для создания миниатюрного оптического стандарта частоты. До настоящего времени эти нели-
нейные резонансы были изучены только экспериментально или с использованием численных расчетов.
Для дальнейшего развития теории наблюдаемых резонансов крайне важным представляется разработка
упрощенной теоретической модели, позволяющей получить явные и компактные аналитические выра-
жения для формы резонансной линии. В настоящей работе проведен такой теоретический анализ на
основе трехуровневой Λ-схемы атома. При этом исследованы два режима: режим слабой стоячей волны
с близкими интенсивностями встречных пучков (I1 ≈ I2) и режим пробной волны, в котором один из
пучков имеет интенсивность, заметно меньшую интенсивности встречного пучка (I2 � I1). Получен-
ные аналитические выражения позволяют установить качественные различия между этими режимами,
а также явным образом выделить вклады от различных нелинейных эффектов в поглощение светового
поля, в том числе слагаемые, ответственные за образование высококонтрастного субдоплеровского пика.
Полученные выражения находятся в качественном согласии с ранее полученными экспериментальными
данными.

DOI: 10.31857/S0044451021120063

1. ВВЕДЕНИЕ

Лазерная спектроскопия играет важнейшую
роль в развитии физики, позволяя изучать стро-
ение атомов, молекул и их взаимодействия [1],
выполнять прецизионные измерения эффектов
квантовой теории поля [2, 3], специальной и общей
теории относительности [4–6]. Один из основных
методов лазерной спектроскопии — метод насыщен-
ного поглощения в газе атомов или молекул [1, 7].
Резонансы насыщенного поглощения, свободные от

* Rodolphe Boudot.
** E-mail: brazhnikov@laser.nsc.ru

доплеровского уширения (субдоплеровские резо-
нансы), активно используются в лабораториях для
проведения различных экспериментов, в которых
необходимо осуществлять стабилизацию часто-
ты лазерного излучения. На основе резонансов
насыщенного поглощения создаются некоторые
транспортируемые квантовые стандарты частоты
(КСЧ) оптического диапазона с использованием
молекулярных [8–11] или атомарных газов [12, 13].
Некоторые из таких стандартов применяются в
космических научных миссиях [14, 15].

До недавнего времени наиболее компактные (ми-
ниатюрные) образцы КСЧ разрабатывались лишь
для микроволнового диапазона. В таких устрой-
ствах частота СВЧ-генератора порядка нескольких
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гигагерц стабилизируется по резонансам когерент-
ного пленения населенностей (КПН) [16] в пара́х
щелочных металлов (Rb или Cs). Современные об-
разцы таких КСЧ используют газовые ячейки объ-
емом V � 1 см3, при этом общий объем устрой-
ства обычно составляет менее 70 см3 [17–19]. Отно-
сительная стабильность частоты (девиация Аллана)
КСЧ-КПН лежит в диапазоне σy ∼ 10−11–10−10 за
1 с усреднения. Такие миниатюрные микроволновые
стандарты чрезвычайно востребованы для развития
многих современных технологий, в том числе свя-
занных с использованием малых спутников: монито-
ринг ионосферы Земли [20], спутниковая навигация
и связь, в том числе для дальнего космоса [21].

Создание миниатюрных КСЧ оптического диа-
пазона представляет собой весьма сложную задачу.
Поэтому долгое время не существовало соответству-
ющих разработок, сравнимых по характеристикам
с микроволновыми аналогами. Одна из причин за-
ключается в том, что отношение сигнал/шум, опре-
деляющее кратковременную стабильность частоты,
не достигало приемлемого уровня при использова-
нии миниатюрных газовых ячеек. Действительно,
наиболее компактные КСЧ оптического диапазона
были основаны на резонансах насыщенного погло-
щения в ячейках объемом, равным нескольким ку-
бическим сантиметрам или значительно большем.
Например, в работах [11, 14, 15] длина ячеек с мо-
лекулярным йодом составляла от 10 до 30 см. За-
метный прогресс в развитии миниатюрных КСЧ оп-
тического диапазона произошел лишь в последние
несколько лет с появлением серии работ группы уче-
ных из NIST (г. Болдер) и других организаций США
[22–24]. В них было предложено использовать мик-
роячейку (V ≈ 10 мм3), наполненную пара́ми ато-
мов 87Rb, и метод двухфотонной спектроскопии для
получения реперного резонанса, необходимого для
стабилизации оптической частоты. Полный объем
КСЧ составил всего 35 см3 [24], что сравнимо с ми-
ниатюрными образцами микроволновых КСЧ. Важ-
но отметить, что активные работы в этом направ-
лении на протяжении нескольких лет приводили к
постоянному улучшению стабильности частоты оп-
тических КСЧ с σy ≈ 10−11 за 1 с в одной из первых
работ [22] примерно до 2 · 10−13 в недавней рабо-
те [25].

В работе [26] был предложен альтернативный
подход к созданию миниатюрных оптических КСЧ.
В его основе лежит субдоплеровская спектроскопия
атомов цезия в поле встречных бихроматических ла-
зерных пучков с ортогональными линейными поля-

Рис. 1. Резонансное поглощение светового поля пара́ми
атомов Cs, наблюдаемое на фотодетекторе в обычном
одночастотном (штриховая линия) и в двухчастотном
(сплошная) режимах. В одночастотном режиме возбужда-
ется переход Fg = 3 → Fe = 4 в D1-линии, Tcell ≈ 60 ◦C.
В двухчастотном режиме одновременно возбуждаются пе-
реходы Fg = 3, 4 → Fe = 4, Tcell ≈ 45 ◦C. Суммарная оп-
тическая мощность в ячейке Ptot ≈ 1.1 мВт при диаметре
пучков около 2 мм. Сигналы нормированы на постоянное
значение, пропорциональное интенсивности света на входе

в ячейку

ризациями. Этот метод весьма близок к стандартно-
му методу насыщенного поглощения. Основное от-
личие состоит в том, что каждый из встречных пуч-
ков содержит две спектральные компоненты с ча-
стотами ω1 и ω2, так что их разность совпадает с час-
тотой сверхтонкого расщепления ωhfs основного со-
стояния в атоме (2π ·9.2 ГГц для 133Cs). В этих усло-
виях, как было впервые обнаружено в эксперимен-
тальной работе [27], при сканировании частоты лазе-
ра наблюдается субдоплеровский резонанс с необыч-
но большим контрастом, а значение отношения ам-
плитуда/ширина более чем на порядок превосходит
аналогичное значение для резонансов, наблюдаемых
в стандартном одночастотном методе насыщенного
поглощения. Примеры резонансов, полученные в на-
ших недавних экспериментах с миниатюрной куби-
ческой стеклянной ячейкой (объемом V ≈ 125 мм3)
представлены на рис. 1 [28]. Из рисунка следует, что
при использовании двухчастотного метода наблю-
дается более узкий субдоплеровский резонанс в ви-
де провала в проходящей через ячейку интенсивно-
сти света по сравнению с аналогичным резонансом в
стандартной одночастотной схеме, в которой наблю-
дается обычный резонанс насыщенного поглощения
в виде пика пропускания. Кроме того, этот высо-
коконтрастный провал имеет более высокую ампли-
туду, чем пик резонанса насыщенного поглощения.
Эти особенности крайне важны для приложений но-
вых нелинейных резонансов к решению задач кван-
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товой метрологии, в частности, для создания мини-
атюрного КСЧ оптического диапазона. Так, в пер-
вых же экспериментах с использованием цезиевой
микроячейки (V ≈ 5 мм3) была достигнута стабиль-
ность оптической частоты, равная 2 · 10−12 за 1 с
[26]. Важно отметить, что кроме высокой стабиль-
ности частоты предложенная двухчастотная техни-
ка демонстрирует хорошие результаты при относи-
тельно малой температуре паров: около 60 ◦C для
двухчастотной спектроскопии Cs против 80–100 ◦C
для двухфотонной спектроскопии Rb [24, 25]. Это
обстоятельство означает потенциально более низкое
энергопотребление всего КСЧ.

Описанный новый метод двухчастотной спектро-
скопии уже успешно используется для стабилиза-
ции оптической частоты лазера в схеме высокоста-
бильных микроволновых КСЧ на основе резонан-
сов КПН [29, 30]. Кроме того, недавно этот метод
был опробован и на атомах рубидия для создания
КСЧ оптического диапазона [31]. Однако, несмот-
ря на эти успехи и еще большие перспективы, тео-
рия наблюдаемых высококонтрастных нелинейных
резонансов имеет свои пробелы. В частности, каче-
ственное описание наблюдаемых эффектов, а также
численные расчеты в модели трехуровневой Λ-схе-
мы были представлены в работах [27, 32, 33]. Чис-
ленные расчеты, учитывающие реальную структу-
ру уровней энергии в атоме цезия, были проведены в
работе [26]. В этих работах была показана ключевая
роль явления КПН в наблюдении высококонтраст-
ных субдоплеровских резонансов. Между тем до сих
пор не было представлено никаких аналитических
выражений для формы линии наблюдаемых резо-
нансов в газе атомов, которые бы явно демонстри-
ровали возможность наблюдения резонанса в виде
субдоплеровского пика в поглощении среды.

В настоящей работе нами представлена упро-
щенная спектроскопическая модель на основе трех-
уровневой Λ-схемы атома, позволяющая получить
явные аналитические выражения, адекватно опи-
сывающие экспериментально наблюдаемые резонан-
сы. Модель демонстрирует взаимное влияние таких
нелинейных эффектов, как самонасыщение среды
от каждого из двух лазерных пучков, насыщенное
поглощение от взаимного действия встречных пуч-
ков, а также два типа нелинейных эффектов, свя-
занных с КПН: просветление среды вдали от цен-
тра резонансной кривой и взаимная «конкуренция»
разных КПН-состояний в центре этой кривой, кото-
рая и отвечает за наблюдение высококонтрастных
субдоплеровских резонансов.

2. ТЕОРИЯ

2.1. Модель на основе Λ-схемы

Для наблюдения высококонтрастных субдопле-
ровских резонансов методом двухчастотной спект-
роскопии атомы цезия облучались встречными ла-
зерными пучками, каждый из которых состоит как
минимум из двух спектральных компонент с часто-
тами ω1, ω2 и соответствующими волновыми числа-
ми k1, k2 (kj =ωj/c, где c — скорость света). Для
упрощения теории рассмотрим случай, когда две
спектральные компоненты излучения в каждом из
пучков имеют равные амплитуды. Тогда световое
поле может быть представлено в виде

E(z, t) = E1 {exp[−i(ω1t− k1z)] +

+ exp[−i(ω2t− k2z)]} +

+ E2 {exp[−i(ω1t+ k1z − α+ φ1)] +

+ exp[−i(ω2t+ k2z + α+ φ2)]}+ c.c. (1)

Здесь E1 — вещественная амплитуда волн, бегущих
по оси z (оси квантования), а E2 — волн, бегущих
против этой оси. Для упрощения, интенсивность ла-
зерного поля считаем однородной по поперечному
сечению пучков (Π-образный профиль), т. е. ампли-
туды волн не зависят от поперечных координат x и
y. Учет гауссова распределения интенсивности, как
правило, приводит лишь к незначительным измене-
ниям субдоплеровского резонанса [34]. В выражении
(1) введены фазы φ1 и φ2, чтобы учесть возмож-
ную разность фаз между волнами, бегущими по оси
z и против нее. Как мы увидим далее, наблюдае-
мые резонансы чувствительны не к этим фазам по
отдельности, а к их разности φ1−φ2. Эта разность
может контролироваться в эксперименте, например,
посредством перемещения зеркала, формирующего
встречный световой пучок [26, 32, 33].

Как и в работе [32], всю совокупность уров-
ней энергии в реальном атоме будем моделировать
трехуровневой Λ-схемой, изображенной на рис. 2.
Расстояние Δg между подуровнями энергии ос-
новного состояния, |1〉 и |2〉, соответствует вели-
чине сверхтонкого расщепления. При этом частот-
ная компонента поля ω1 вызывает дипольные пере-
ходы |1〉 ↔ |3〉, тогда как компонента ω2 — перехо-
ды |2〉 ↔ |3〉. Отметим, что Λ-схема уровней энергии
часто используется в теории при рассмотрении ши-
рокого круга задач из области лазерной спектроско-
пии атомов [35–37], динамики распространения им-
пульсов света в резонансных средах [38–40] и иных
задач, связанных с явлением КПН.
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Рис. 2. Λ-схема уровней энергии в атоме. Сплошными
стрелками обозначены переходы, индуцируемые двухча-
стотным пучком E1, распространяющимся вдоль оси z.
Штриховые стрелки — переходы, индуцируемые встреч-
ным двухчастотным пучком E2. Волнистые стрелки обо-
значают каналы спонтанной релаксации. Пролетная релак-

сация не показана

Для наблюдения высококонтрастных субдопле-
ровских резонансов в работах [26,27] использовались
встречные пучки с взаимно ортогональными линей-
ными поляризациями. Несмотря на то, что поле (1)
записано в скалярном виде, в нашей модели вектор-
ную природу света можно учесть введением в (1)
фазы ±α, которая соответствует углу между линей-
ными поляризациями встречных пучков (см. также
работу [32]). При необходимости на основе Λ-схемы
могут быть рассмотрены и эллиптически поляризо-
ванные волны [41].

Теоретический анализ будем проводить на ос-
нове стандартного квазиклассического формализма
одноатомной матрицы плотности ρ̂, когда внутрен-
ние степени свободы атома описываются квантово-
механическим образом, тогда как световое поле счи-
тается классическим (не квантуется) [1,42]. Соответ-
ствующее уравнение движения имеет линдбладовс-
кий вид:

dρ̂

dt
= − i

�

[(
Ĥ0 + V̂

)
, ρ̂
]
+ R̂{

ρ̂
}
. (2)

Здесь d/dt = ∂/∂t+υ ∂/∂z, где υ — проекция скоро-
сти атома на ось квантования z. Гамильтониан Ĥ0

описывает невозмущенное состояние атома (в отсут-
ствие лазерного поля). В базисе собственных функ-
ций он имеет диагональный вид:

Ĥ0 =

3∑
n=1

En|n〉〈n| , (3)

где En — энергия уровня |n〉 в атоме (см. рис. 2), так
что ωmn = (Em − En)/� есть частоты соответствую-
щих переходов в Λ-схеме.

Оператор V̂ в уравнении (2) описывает взаи-
модействие атома с полем (1) в электродипольном
приближении. Его можно представить в виде сум-
мы операторов для каждого из встречных пучков,
V̂ = V̂1 + V̂2, где в резонансном приближении

V̂1 = −�R1 {exp [−i(ω1t− k1z)] |3〉〈1| +
+ exp [−i(ω2t− k2z)] |3〉〈2|}+H.c., (4)

V̂2 = −�R2 {exp [−i(ω1t+ k1z + φ1 − α)] |3〉〈1| +
+ exp [−i(ω2t+ k2z + φ2 + α)] |3〉〈2|}+H.c. (5)

Здесь введены вещественные частоты Раби соглас-
но определению Rj = d0Ej/�, где d0 — дипольные
моменты оптических переходов в Λ-схеме, которые,
для упрощения, мы считаем равными.

Оператор R̂ в уравнении (2) описывает релакса-
ционные процессы в атоме. Как и дипольные момен-
ты переходов, скорости спонтанной релаксации по
каналам |3〉 → |1〉 и |3〉 → |2〉 также считаем одина-
ковыми и равными βγ, где β — коэффициент ветвле-
ния, принимающий значение в диапазоне 0 ≤ β ≤ 1

(в частности, β = 1 соответствует закрытой систе-
ме уровней). В уравнение (2) для матрицы плотнос-
ти не входят дифференциальные операторы ∂/∂x и
∂/∂y по поперечным координатам, что формально
означает неограниченный размер лазерных пучков.
В принятом случае Π-образного профиля интенсив-
ности учет ограниченности пучков и, следовательно,
конечного времени взаимодействия атомов с полем
можно учесть соответствующей константой пролет-
ной релаксации, которую обозначим Γ. Выпишем в
явном виде оператор R̂:

R̂ = γ
[
βρ33P̂11 + βρ33P̂22 − 2ρ33P̂33 −

− (
ρ31P̂31 + ρ32P̂32 +H.c.

)]−
− Γ

3∑
n=1

3∑
m=1

ρnmP̂nm +
Γ

2

[
P̂11 + P̂22

]
, (6)

где введены проекционные операторы P̂nm=|n〉〈m|.
Из этого выражения следует, что в наших обозначе-
ниях спонтанная релаксация возбужденного уров-
ня |3〉 равна 2γ. В свою очередь, релаксация опти-
ческих когерентностей — недиагональных элемен-
тов ρ31, ρ32 матрицы плотности и комплексно-со-
пряженных им ρ13, ρ23 — описывается константой
γeg = γ + Γ. Релаксация населенностей подуровней
основного состояния ρ11, ρ22 и низкочастотных ко-
герентностей ρ12, ρ21 = ρ∗12 происходит со скорос-

821



А. М. Михайлов, Р. Будо, Д. В. Бражников ЖЭТФ, том 160, вып. 6 (12), 2021

тью Γ. Последнее слагаемое в выражении (6) опи-
сывает установление изотропного состояния в ато-
ме, когда подуровни |1〉 и |2〉 имеют одинаковую на-
селенность, равную 1/2. Отметим, что мы считаем
газ атомов достаточно разреженным, чтобы прене-
бречь столкновениями и связанными с ними эффек-
тами (в частности, столкновительной релаксацией).
Все сделанные приближения достаточно типичны в
теории субдоплеровской спектроскопии атомов ще-
лочных металлов в ячейках без релаксационного по-
крытия стенок и без буферного газа.

Матрица плотности ρ̂ является функцией как
времени (t), так и координат (z). Будем рассмат-
ривать стационарный режим, в котором все пере-
ходные процессы (например, при влете атома в ла-
зерный пучок) установились и населенности уров-
ней энергии не зависят от времени. Между тем, как
было предсказано теоретически [32] и подтвержде-
но экспериментально [26, 33], величина резонансно-
го поглощения поля в газовой ячейке медленно ос-
циллирует в пространстве. Это является следстви-
ем «конкуренции» состояний КПН, индуцируемых
в атоме каждым из встречных двухчастотных пуч-
ков (см. разд. 2.2): области конструктивной интер-
ференции состояний КПН сменяются областями де-
структивной интерференции. Для учета такого эф-
фекта в населенностях уровней Λ-схемы необходимо
учесть низкочастотные пространственные гармони-
ки exp(± 2i k12z), где k12 = k1 − k2. Таким образом,
для диагональных элементов матрицы плотности
будем использовать следующее фурье-разложение:

ρnn(z) ≈ ρ(0)nn + ρ(+)
nn exp(2ik12z)+

+ ρ(−)
nn exp(−2ik12z), (7)

где n = 1, 2, 3. В силу эрмитовости матрицы плотно-
сти (ρ̂ = ρ̂†) имеем ρ

(0)
nn = ρ

(0)∗
nn и ρ(+)

nn = ρ
(−)∗
nn .

Состояние КПН в Λ-схеме есть особая суперпо-
зиция подуровней |1〉 и |2〉 (см. разд. 2.2). Она обра-
зуется под действием когерентного взаимодействия
атома одновременно с обоими спектральными со-
ставляющими поля. В свою очередь, это состояние
характеризуется недиагональными элементами ρ12
и ρ21 матрицы плотности. Поэтому для последних
справедливо следующее представление:

ρ12(z, t) ≈ exp(iδ12t)×
× [

ρ
(+)
12 exp(ik12z) + ρ

(−)
12 exp(−ik12z)

]
, (8)

ρ21(z, t) ≈ exp(−iδ12t)×
× [

ρ
(+)
21 exp(ik12z) + ρ

(−)
21 exp(−ik12z)

]
, (9)

откуда видно, что эти элементы осциллируют во
времени на низкой частоте δ12 = ω1 − ω2. Свойство
эрмитовости матрицы плотности дает следующую
связь амплитуд гармоник: ρ(+)

21 = ρ
(−)∗
12 и ρ

(−)
21 =

= ρ
(+)∗
12 .
Разложения на гармоники (7)–(9) приводят к

необходимости учета в оптических когерентностях
не только гармоник вида exp(± i k1z) и exp(± i k2z),
как в Λ-схеме, взаимодействующей с одним бихро-
матическим пучком, но и комбинированных гармо-
ник вида exp[± i (2k1−k2)z] и exp[± i (k1−2k2)z] (см.
также [32]). Таким образом, для оптических коге-
рентностей имеем следующие представления:

ρ31(z, t) = exp(−iω1t)
[
ρ
(−1)
31 exp(−i k1z − i φ1)+

+ ρ
(+1)
31 exp(i k1z) + ρ

(+21)
31 exp[i (2k2 − k1)z] +

+ ρ
(−21)
31 exp[−i (2k2 − k1)z − i φ1]

]
, (10)

ρ32(z, t) = exp(−iω2t)
[
ρ
(−2)
32 exp(−i k2z − i φ2)+

+ ρ
(+2)
32 exp(i k2z) + ρ

(+12)
32 exp[i (2k1 − k2)z] +

+ ρ
(−12)
32 exp[−i (2k1 − k2)z − i φ2]

]
. (11)

Аналогичные выражения можно записать для
остальных оптических когерентностей, учитывая
связь между ними: ρ13 = ρ∗31, ρ23 = ρ∗32.

Используя все выписанные выражения (3)–(11),
из (2) можно получить систему уравнений (опти-
ческие уравнения Блоха) для всех элементов (гар-
моник) матрицы плотности. Эта система довольно
громоздка, так как имеет ранг, равный 29. Однако
из нее можно легко исключить все гармоники оп-
тических когерентностей и понизить ранг системы
до 13. Кроме того, мы будем рассматривать част-
ный случай, который представляет наибольший ин-
терес с точки зрения наблюдения наибольшего кон-
траста субдоплеровских резонансов в рассматрива-
емом двухчастотном методе [26, 27, 32, 33]. А имен-
но, будем считать рамановскую (двухфотонную) от-
стройку частоты равной нулю, т. е. ω1 − ω2 = Δg

(см. рис. 2). Итак, запишем оптические уравнения
Блоха в явном виде, которые будут являться осно-
вой для получения аналитических решений в следу-
ющих разделах. Для нулевой гармоники ρ(0)11 имеем

ρ
(0)
11 − βγτρ

(0)
33 + 2γegτ

(
S1 + S2

)
N

(0)
13 +

+ 2R2
1τ Re

{
L1ρ

(−)
12

}
+

+ 2R2
2τ Re

{
L2ρ

(+)
12 e

iθ
}
=

1

2
. (12)
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Здесь и далее τ = Γ−1 — среднее время пролета
атома через лазерное поле, а θ = 2α − φ12. Так-
же, для краткости, будем использовать обозначение
N

(0,±)
nm = ρ

(0,±)
nn − ρ

(0,±)
mm для гармоник разности насе-

ленностей подуровней.
Далее, для гармоники ρ(+)

11 имеем(
1 + 2i k12υτ

)
ρ
(+)
11 − βγτρ

(+)
33 +

+

[
R2

1L1 +R2
2L

∗
2

]
τN

(+)
13 +

+R2
1τL1ρ

(+)
12 +R2

2τL
∗
2ρ

(+)
21 e

−iθ = 0 , (13)

для гармоники ρ(0)22 —

ρ
(0)
22 − βγτρ

(0)
33 + 2γegτ

(
S1 + S2

)
N

(0)
23 +

+ 2R2
1τ Re

{
L∗
1ρ

(−)
12

}
+

+ 2R2
2τ Re

{
L∗
2ρ

(+)
12 e

iθ
}
=

1

2
, (14)

для гармоники ρ(+)
22 —(

1 + 2i k12υτ
)
ρ
(+)
22 − βγτρ

(+)
33 +

+

[
R2

1L
∗
1 +R2

2L2

]
τN

(+)
23 +

+R2
1τL

∗
1ρ

(+)
12 +R2

2τL2ρ
(+)
21 e

−iθ = 0 . (15)

Уравнения для гармоник ρ
(−)
11 и ρ

(−)
22 можно полу-

чить комплексным сопряжением уравнений соответ-
ственно (13) и (15). Аналогичные уравнения мож-
но получить для гармоник возбужденного состоя-
ния ρ

(0)
33 , ρ(+)

33 и ρ
(−)
33 . Однако их можно заменить

гораздо более компактными уравнениями, которые
можно получить сложением уравнений для разных
гармоник. Например, сложение уравнений для ρ(0)11 ,
ρ
(0)
22 и ρ(0)33 дает простое уравнение вида

ρ
(0)
11 + ρ

(0)
22 + ρ

(0)
33 + 2γτ(1− β)ρ

(0)
33 = 1 . (16)

Аналогично, складывая уравнения для ρ
(+)
11 , ρ(+)

22 и
ρ
(+)
33 , приходим к следующему простому уравнению:(
1 + 2iτk12υ

)[
ρ
(+)
11 + ρ

(+)
22 + ρ

(+)
33

]
+

+ 2γτ(1− β)ρ
(+)
33 = 0 . (17)

Комплексным сопряжением последнего уравнения
можно получить следующее:(

1− 2iτk12υ
)[
ρ
(−)
11 + ρ

(−)
22 + ρ

(−)
33

]
+

+ 2γτ(1− β)ρ
(−)
33 = 0 . (18)

Отметим, что для закрытой системы (β = 1), как и
должно быть, из выражений (16)–(18) и (7) следу-
ет сохранение полной населенности подуровней для
всех z и t:

Tr
{
ρ̂(z, t)

}
= ρ11(z, t)+ ρ22(z, t)+ ρ33(z, t) = 1 . (19)

Осталось выписать уравнения для гармоник низ-
кочастотных когерентностей. В частности, для ρ(+)

12

имеем[
1 + i k12υτ + 2γegτ

(
S1 + S2

)]
ρ
(+)
12 +

+R2
1τ

[
L1N

(+)
13 + L∗

1N
(+)
23

]
+

+R2
2τe

−iθ

[
L2N

(0)
13 + L∗

2N
(0)
23

]
= 0 , (20)

для гармоники ρ(−)
12 —[

1− i k12υτ + 2γegτ
(
S1 + S2

)]
ρ
(−)
12 +

+R2
1τ

[
L1N

(0)
13 + L∗

1N
(0)
23

]
+

+R2
2τe

−iθ

[
L2N

(−)
13 + L∗

2N
(−)
23

]
= 0. (21)

Остальные два уравнения для гармоник ρ(−)
21 и ρ(+)

21

получаются комплексным сопряжением уравнений
соответственно (20) и (21).

В выписанных уравнениях были использованы
следующие обозначения для параметров насыще-
ния:

S1,2 =
R2

1,2

γ2eg + (δ ∓ kυ)2
, (22)

и комплексных лоренцианов:

L1,2 =
1

γeg + i (δ ∓ kυ)
. (23)

При этом было использовано приближение |k1| ≈
≈ |k2| ≡ k. Далее мы также будем полагать, что
выполняется условие

υk12 ≈ υΔg/c� Γ, γegS1,2.

Это условие может быть выполнено для узких све-
товых пучков, о которых речь пойдет далее, и не
очень слабых световых полей. В частности, для пуч-
ков диаметром d ∼ 1 мм, которые, например, ис-
пользовались в работе [26], типовое значение Γ по-
рядка 10−2γ. Тогда получаем, что для цезия, для
которого 2γ ≈ 2π · 4.6 МГц, приближение υk12 � Γ
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выполняется с хорошим запасом для всех атомов,
движущихся со скоростями менее 103 м/с, а это по-
давляющая часть атомов цезия при комнатной тем-
пературе (при T ≈ 300 К средняя тепловая скорость
атомов цезия в газе составляет примерно 230 м/с).
Таким образом, в самих уравнениях для матрицы
плотности мы будем полагать k12 ≈ 0, что является
типовым приближением, например, в теории явле-
ния КПН [35] (отказ от этого приближения приво-
дит лишь к некоторому дополнительному уширению
КПН-резонанса).

В выражениях (22), (23) была введена отстройка
несущей частоты ω0 лазерного излучения от средней
частоты двух переходов в Λ-схеме:

δ = ω0 − ω31 + ω32

2
. (24)

Именно эта отстройка сканируется в экспериментах
для наблюдения резонансной кривой, тогда как упо-
мянутые выше две спектральные компоненты, ω1 и
ω2, получаются из несущей частоты ω0, например, с
помощью СВЧ-модуляции излучения электроопти-
ческим модулятором. Таким образом, по существу
ω1 и ω2 — это боковые полосы порядков соответст-
венно +1 и −1.

2.2. Когерентное пленение населенностей и
образование пика в поглощении

Перед решением выписанных оптических урав-
нений Блоха продемонстрируем на качественном
уровне причину наблюдения высококонтрастного
субдоплеровского пика в поглощении лазерного по-
ля средой резонансных атомов. Для этого запишем
в явном виде состояния КПН, которые могут быть
индуцированы в атоме каждым из двух встречных
пучков по отдельности. Эти состояния, которые мы
будем обозначать |NC〉 (noncoupled), подчиняются
уравнениям [43]

〈3|V̂j |NCj〉 = 0, j = 1, 2. (25)

Используя выражения (4) и (5), получаем явный вид
нормированных на единицу волновых функций:

|NC1〉 = 1√
2

{
|1〉 − exp[−i (δ12t− k12z)]|2〉

}
, (26)

|NC2〉 = 1√
2

{
|1〉−exp[−i (δ12t+k12z−θ)]|2〉

}
. (27)

Как видно из (25), находясь в состоянии КПН, атом
не взаимодействует с лазерным полем и, следова-
тельно, не флюоресцирует. Поэтому КПН-состояние
также называют «темным».

При δ � Δres, где Δres — полная ширина субдо-
плеровского резонанса на полувысоте (FWHM), в
силу эффекта Доплера атомы газа могут находить-
ся в резонансе одновременно только с одним из двух
встречных световых пучков. Тогда, при достаточно
малой константе релаксации Γ основного состояния,
бо́льшая часть атомов оказывается в одном из двух
состояний, (26) или (27). Этим объясняется слабое
поглощение поля на крыльях доплеровского конту-
ра (см. рис. 1, сплошная кривая). В центре же ре-
зонансной кривой, где δ ≤ Δres, атомы одновремен-
но взаимодействуют с двумя встречными лазерны-
ми пучками. В этом смысле можно говорить о «кон-
куренции» лазерных пучков в приготовлении кван-
тового состояния в атоме, результат которой сильно
зависит от «степени» эквивалентности двух состо-
яний, (26) и (27). Действительно, рассмотрим ска-
лярное произведение

|〈NC1|NC2〉| = 1

2

{
1 + exp[i(θ − 2k12z)]

}
, (28)

откуда видно, что при

θ − 2k12z = (2n− 1)π (n = 1, 2, . . . ) (29)

состояния |NC1〉 и |NC2〉 ортогональны, т. е. они
не могут существовать одновременно в атоме. Это
можно назвать деструктивной интерференцией тем-
ных состояний, которая приводит к заметному по-
глощению света атомом по сравнению с уровнем по-
глощения при δ � Δres. Описанные особенности
формирования состояний КПН в рассматриваемой
конфигурации лазерного поля позволяют качествен-
но объяснить возможность наблюдения высококон-
трастного субдоплеровского пика поглощения в экс-
периментах (см. рис. 1).

Если атом находится в чистом состоянии КПН,
например |NC1〉, то его матрица плотности может
быть представлена в виде

ρ̂(NC1) = |NC1〉〈NC1| =
=

1

2

{
|1〉〈1|+ exp(2i k12z)|2〉〈2| −

− exp[i(δ12t− k12z)]|1〉〈2| −
− exp[−i(δ12t− k12z)]|2〉〈1|

}
. (30)

Если атом находится в состоянии |NC2〉, то по-
мимо появления фазы θ в этих гармониках у k12
сменится знак. Из этого простого анализа следу-
ет, что населенности подуровней (матричные эле-
менты вида 〈n|ρ̂|n〉) должны содержать гармоники
exp(±2k12z), в то время как низкочастотные коге-
рентности осциллируют во времени и пространстве,
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как exp[±i(δ12t±k12z)]. С этим и связано появление
соответствующих гармоник в выражениях (7), (8) и
(9). Отметим, что если среда облучается только од-
ним из двух встречных пучков, то квантовое состо-
яние в движущемся атоме газа адиабатически сле-
дует за полем и ненулевые пространственные гармо-
ники в населенностях (7) не возникают [35]. Также
можно показать, что в таком однопучковом режиме
гармоники ρ(+)

12 = ρ
(−)
21 = 0. При этом если атом на-

ходится в чистом состоянии |NC1〉, то для оставших-
ся ненулевых гармоник элементов матрицы плотно-
сти получаем простые и очевидные решения:

ρ
(0)
11 = ρ

(0)
22 =

1

2
, ρ

(0)
33 = 0, ρ

(−)
12 = ρ

(+)
21 = −1

2
.

В экспериментах условие (29) может быть
выполнено различными способами: перемещением
ячейки вдоль оси z, перемещением зеркала в схе-
ме, где встречный пучок формируется простым
отражением исходного пучка обратно в ячейку
(при этом изменяется фаза φ12, а, следователь-
но, и θ), изменением угла α между линейными
поляризациями встречных пучков. Все эти осо-
бенности наблюдались в экспериментах [26, 32, 33].
Из условия (29), в частности, следует, что с точки
зрения максимизации амплитуды субдоплеровского
пика преимуществом обладают короткие ячейки,
в которых это условие с достаточной точностью
выполняется на всей длине. Период осцилляций
амплитуды резонанса при перемещении отражаю-
щего зеркала может быть найден из выражения
(29): Δz = π/2|k12| (здесь коэффициент 2 связан
с тем, что при перемещении зеркала на Δz от-
раженные от него волны приобретают удвоенный
фазовый сдвиг 2k1,2Δz). В частности, для цезия
период осцилляций амплитуды резонанса состав-
ляет Δz(Cs) ≈ 8 мм, что также подтверждается
экспериментами с микроячейкой (L ≈ 1.4 мм),
изготовленной по технологии MEMS [26], и с
компактной стеклянной ячейкой (L ≈ 5 мм) [33].

Рассматриваемая Λ-схема уровней является
лишь приближением реальной структуры уровней
энергии в атомах щелочных металлов. Поэтому
на ее основе можно делать лишь грубые оценки
параметров субдоплеровского резонанса, наблюда-
емого в экспериментах. Реальная схема уровней
энергии была рассмотрена в работе [26] на основе
численных расчетов оптических уравнений Блоха.
Между тем Λ-схема может быть использована для
получения явных аналитических выражений для
формы резонансной линии и объяснения причин

появления субдоплеровского пика в поглощении
среды. Этому и посвящены следующие два раздела.

2.3. Режим пробной волны

Рассмотрим сначала режим, в котором один из
двухчастотных пучков (пробный пучок) значитель-
но слабее другого. Пусть это будет поле E2 (см.
рис. 2). Причем интенсивность этого пучка также
полагаем гораздо меньше интенсивности насыщения
Isat, которая для атомов щелочных металлов состав-
ляет единицы милливатт на квадратный сантиметр.
Другой пучок, поле накачки E1, мы не будем по-
ка существенно ограничивать по интенсивности, т. е.
она может быть сравнима с Isat. В таком случае за-
дачу можно решить в линейном режиме по проб-
ному полю, когда это поле никак не отражается на
оптических характеристиках среды, а лишь «пробу-
ет» то состояние атомов, которое подготовлено вол-
ной накачки. Поэтому в уравнениях для матрицы
плотности следует учесть только влияние поля E1 и
положить R2 = 0. Кроме того, из системы уравне-
ний исчезнут некоторые гармоники, например, ρ(±)

nn

(n = 1, 2, 3), которые являются следствием действия
двух полей одновременно. В итоге ранг этой систе-
мы понижается до 5, и она примет простой вид:

ρ
(0)
11 − βγτρ

(0)
33 + 2γegτS1N

(0)
13 +

+ 2R2
1τ Re

{
L1ρ

(−)
12

}
=

1

2
, (31)

ρ
(0)
22 − βγτρ

(0)
33 + 2γegτS1N

(0)
23 +

+ 2R2
1τ Re

{
L∗
1ρ

(−)
12

}
=

1

2
, (32)

(
1 + 2γegτS1

)
ρ
(−)
12 +

+R2
1τ

[
L1N

(0)
13 + L∗

1N
(0)
23

]
= 0 . (33)

Уравнение для ρ(0)33 остается в неизменном виде (16),
а уравнение для ρ

(+)
21 может быть получено ком-

плексным сопряжением уравнения (33).
Легко показать, что в выписанных уравнени-

ях присутствует симметрия относительно замены
ρ
(0)
11 ↔ ρ

(0)
22 . Это же следует из качественного ана-

лиза рис. 2 в рассматриваемых условиях. Следова-
тельно, не решая систему, мы получаем ρ

(0)
11 = ρ

(0)
22 и

N
(0)
13 = N

(0)
23 . Тогда из (33) для ρ(−)

12 находим

ρ
(−)
12 = − ξ1

1 + ξ1
N

(0)
13 , (34)
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где введен пролетный параметр насыщения соглас-
но определению [44]

ξj ≡ 2γegτSj . (35)

Из (34), в частности, следует, что гармоника ρ(−)
12

вещественная, как и гармоника ρ
(+)
21 = ρ

(−)∗
12 . Как

уже было отмечено в разд. 2.2, этими элемента-
ми матрицы плотности описывается состояние КПН
как суперпозиция уровней |1〉 и |2〉. Их веществен-
ность является следствием того, что мы изначально
положили рамановскую отстройку равной нулю.

Выпишем окончательное решение уравнений
Блоха в линейном приближении по пробному полю:

ρ
(0)
11 = ρ

(0)
22 =

=
1

2
− (1 + 2(1− β)γτ)/2

1 + 2γτ +
[
4 + 2

(
2− β

)
γτ
]
ξ1
ξ1 , (36)

ρ
(0)
33 =

ξ1

1 + 2γτ +
[
4 + 2

(
2− β

)
γτ
]
ξ1
, (37)

ρ
(−)
12 = ρ

(+)
21 = − ξ1/2

1 + ξ1
×

×
[
1− 3 + 2(1− β)γτ

1 + 2γτ +
[
4 + 2

(
2− β

)
γτ
]
ξ1
ξ1

]
. (38)

Из этого решения, в частности, следует, что в закры-
той системе (β = 1) в пределе достаточно большого
времени взаимодействия (τ→∞) все атомы накачи-
ваются в состояние КПН, для которого

ρ
(0)
11 = ρ

(0)
22 =

1

2
, ρ

(0)
33 = 0, ρ

(−)
12 = ρ

(+)
21 = −1

2
.

Этот же результат мы получали в разд. 2.2 без реше-
ния системы для матрицы плотности, что является
проверкой полученных решений.

В рассматриваемом режиме (I2�I1) исследуе-
мым сигналом является поглощение пробного пучка
с интенсивностью I2, включающего две спектраль-
ные составляющие, E2(ω1) и E2(ω2), которые вза-
имодействуют с отдельными переходами в Λ-схеме.
Укороченное волновое уравнение для медленной ам-
плитуды каждой из этих составляющих имеет из-
вестный вид (j = 1, 2):

dE2(ωj)

dz
= 2πikP (ωj) , (39)

где P (ωj) — поляризация среды на частоте ωj , изме-
няющаяся медленно в пространстве (по сравнению

с осцилляциями exp(ikz)). Здесь, как и раньше, мы
положили k1 ≈ k2 = k. Учитывая, что I = cE2/2π

и P = naTr
[
d̂0ρ̂

]
, где d̂0 — оператор дипольного мо-

мента, na — концентрация атомов, можно прийти к
следующему дифференциальному уравнению, опи-
сывающему изменение интенсивности двухчастот-
ного пробного пучка в среде:

dI2
dz

= −2γeg�kcnaS2 ×

×
[
N

(0)
13 + ρ

(−)
12

(
cos η +

δ + kυ

γeg
sin η

)]
. (40)

При выводе этого выражения было учтено, что
ρ
(−)
12 — вещественная функция и N13(0) = N23(0).

Также была введена фаза η(z) = θ − 2k12z. Форму-
ла (40) имеет простой физический смысл. Действи-
тельно, �kc = pc = Eph — это энергия одного фо-
тона пробного пучка, которая в линейном режиме
по полю рассеивается со скоростью порядка γegS2.
Количество этой энергии, рассеиваемой в единице
объема среды, должно быть пропорционально коли-
честву рассеивающих частиц, т. е. na. Все нелиней-
ные процессы, которые влияют на скорость рассея-
ния энергии из пробного пучка, описываются слага-
емыми в квадратных скобках. Так, в линейном ре-
жиме (по обоим пучкам) населенности подуровней в
Λ-схеме совпадают с изотропным начальным состо-
янием: ρ11 = ρ22 = 1/2, ρ33 = 0, ρ(−)

12 = 0, поэтому
N

(0)
13 = ρ11 = 1/2. Отклонение от этих значений —

суть проявление нелинейных эффектов. В частнос-
ти, первое слагаемое в скобках (N (0)

13 ) связано с вы-
равниванием населенностей подуровней основного и
возбужденного состояний, происходящее под влия-
нием пучка накачки и описывающее явление насы-
щенного поглощения. Это явление при перестройке
частоты лазера (т. е. при сканировании δ) приводит
к наблюдению резонанса насыщенного поглощения
в проходящей через ячейку интенсивности пробного
пучка. Второе слагаемое в скобках, пропорциональ-
ное ρ(−)

12 , связано с образованием когерентного состо-
яния как суперпозиции подуровней |1〉 и |2〉. При-
чем, как видно из (40), это состояние либо умень-
шает поглощение пробной волны, либо увеличива-
ет его в зависимости от фазы η(z), что находится в
качественном согласии с анализом, проведенным в
разд. 2.2.

Учитывая связь параметра насыщения S2 c ин-
тенсивностью волны I2 и дипольным моментом
перехода d0, а также известную формулу d20 =

= 3βγ�/4k3, перепишем уравнение (40) в виде

dI2
dz

= −3λ2na

2π
κ(I1, z)I2 , (41)
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где был введен безразмерный показатель поглоще-
ния пробной волны

κ(I1, z) = βγγeg

∣∣∣L2

∣∣∣2 ×
×
[
N

(0)
13 + ρ

(−)
12

(
cos η +

δ + kυ

γeg
sin η

)]
. (42)

Здесь лоренциан L2 определяется формулой (23).
Как уже отмечалось выше в разд. 2.2, корот-

кие газовые ячейки предпочтительны для исполь-
зования в методе двухчастотной спектроскопии (см.
также работы [26, 33]). В таких ячейках можно
пренебречь зависимостью показателя поглощения κ

от переменной z, происходящей из-за присутствия
медленных гармоник exp(±2ik12z). Иными словами,
в выражении (42) переменную z, для упрощения,
можно считать еще одним заданным параметром.
Тогда уравнение (41) имеет весьма простое решение
в виде известного закона Бугера:

I2(z = Lcell) = I20 exp[−κ(I1)Lcell]. (43)

Здесь I20 — интенсивность пробного пучка на входе
в ячейку, а I2(z = Lcell) — на выходе из нее.

Таким образом, резонансное поглощение пробно-
го поля E2 описывается функцией κ(δ). Между тем
эта функция также зависит от скорости υ атома.
Поэтому в случае газа атомов необходимо провести
ее усреднение по скоростям теплового движения с
учетом распределения Максвелла:

Υ(δ) ≡ 〈
κ(δ, υ)

〉
υ
=

=
1√
πυ0

∞∫
−∞

κ(δ, υ) exp

(
−υ

2

υ20

)
dυ , (44)

где υ0 =
√
2kBT/m0 — наиболее вероятная скорость

теплового движения атома в газе (kB — постоянная
Больцмана, m0 — масса атома).

Для дальнейшего упрощения задачи и получе-
ния компактного аналитического выражения для
Υ(δ) воспользуемся приближением первого поряд-
ка по теории возмущений для пучка накачки, по-
лагая ξ1 � 1. Тогда, учитывая явный вид решений
(36)–(38), приближенное выражение для показателя
поглощения пробной волны примет вид

κ ≈ βγγeg
2

∣∣∣L2

∣∣∣2[1− 3 + 2(1− β)γτ

1 + 2γτ
ξ1 −

− ξ1

(
cos η +

δ + kυ

γeg
sin η

)]
. (45)

Как мы покажем далее, слагаемое в скобках, про-
порциональное sin η, после усреднения по скоростям
приведет к важной особенности показателя погло-
щения — к появлению асимметрии нелинейного ре-
зонанса. С учетом приближения (45) усреднение по
скоростям атомов становится тривиальным и при-
водит к выражению вида

Υtotal(δ) = Υlin(δ) + ΥSAR(δ) + ΥinterCPT (δ) , (46)

где линейное поглощение пробного поля, не завися-
щее от интенсивности пучка накачки, описывается
слагаемым

Υlin(δ) =

√
πβγ

2ΔD
Φr

(γeg + iδ

ΔD

)
, (47)

которое приводит к формированию широкого кон-
тура Фойгта (см. рис. 1). В своей центральной час-
ти этот контур близок к доплеровскому контуру с
полушириной по уровню e−1, равной ΔD = kυ0. По-
этому в спектроскопии его часто также называют
доплеровским. В последнем выражении была введе-
на функция

Φr(x) = Re
{
exp(x2)

[
1− erf(x)

]}
, (48)

где erf(x) — функция ошибок.
Второе и третье слагаемые в (46) описывают

нелинейные эффекты. В частности, слагаемое ΥSAR

ответственно за резонанс насыщенного поглощения:

ΥSAR(δ) = −3 + 2(1− β)γτ

1 + 2γτ

√
πβ2γ3γegτ

8ΔD

(
γ2eg + δ2

) ×
×
[
Φr

(γeg + iδ

ΔD

)
− γeg

δ
Φi

(γeg + iδ

ΔD

)] I1
Isat

, (49)

где

Φi(x) = Im
{
exp(x2)

[
1− erf(x)

]}
, (50)

а интенсивность насыщения введена стандартной
формулой: Isat = 4π2

�cγ/λ3.
Слагаемое ΥinterCPT связано с образованием со-

стояния КПН в атоме под действием волны накачки,
которое взаимодействует с пробной волной:

ΥinterCPT (δ) = −
√
πβ2γ3γegτ

8ΔD

(
γ2eg + δ2

) ×
×
[
Φr

(γeg + iδ

ΔD

)
− γeg

δ
Φi

(γeg + iδ

ΔD

)]
×

×
(
cos η +

δ

γeg
sin η

)
I1
Isat

. (51)
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Выражениям (49) и (51) можно придать более
простой вид, учитывая, что эти функции сконцен-
трированы по большей части в области δ ∼ γeg �
� ΔD, поэтому

Φr ≈ 1− 2

(
2γegδ

Δ2
D

)2

≈ 1, Φi ≈ 4γegδ

Δ2
D

� 1.

Тогда для нелинейных вкладов в Υ имеем выраже-
ния

ΥSAR(δ) ≈ −3 + 2(1− β)γτ

1 + 2γτ
×

×
√
πβ2γ3γegτ

8ΔD

(
γ2eg + δ2

) I1
Isat

, (52)

ΥinterCPT (δ) ≈ −
√
πβ2γ3τ

8ΔD

(
γ2eg + δ2

) ×
×
(
γeg cos η) + δ sin η

) I1
Isat

. (53)

Как видно из этих выражений, функция (52) яв-
ляется четной по δ и описывается простым лорен-
цевским контуром. В то же время функция (53)
содержит слагаемое δ sin η, что приводит к появ-
лению асимметрии субдоплеровского резонанса при
η �= πn, где n = 0, 1, 2, . . . Также из этих вы-
ражений следует, что функция ΥSAR всегда будет
иметь отрицательный знак, тогда как знаком функ-
ции ΥinterCPT можно управлять, меняя фазу η. В
частности, особый интерес представляет случай, ко-
гда фаза η = (2n − 1)π, при которой, как было по-
казано в разд. 2.2, можно ожидать появления резо-
нансного провала в проходящей через ячейку интен-
сивности пробного пучка. Для явной демонстрации
такой возможности, исходя из полученных выраже-
ний, сравним относительные веса слагаемых ΥSAR

и ΥinterCPT при выбранной фазе η:

ΥinterCPT

ΥSAR
≈ − 1 + 2γτ

3 + 2(1− β)γτ
. (54)

Отсюда следует, что в закрытой системе (β = 1)
вклад от ΥinterCPT будет преобладать по моду-
лю над вкладом от ΥSAR при выполнении условия
γτ > 1, которое обычно выполняется с хорошим за-
пасом в экспериментах с атомами щелочных метал-
лов. Таким образом, при η = (2n − 1)π в закрытой
системе выполняется условие ΥinterCPT � ΥSAR, а

с учетом того, что знаки у этих вкладов различают-
ся, это обосновывает возможность наблюдения кон-
трастного субдоплеровского резонанса в виде про-
вала в проходящей через среду интенсивности света
(рис. 1, сплошная кривая) вместо обычного резонан-
са насыщенного поглощения в виде пика пропуска-
ния (рис. 1, штриховая кривая). С другой стороны,
в существенно открытой системе (β � 1), как лег-
ко видеть из выражения (54), вклад от ΥSAR все-
гда будет хоть и незначительно, но преобладать над
вкладом от ΥinterCPT , и субдоплеровский резонанс
будет иметь вид пика (провала) в пропускании (по-
глощении) ячейки. Эти выводы согласуются с чис-
ленными решениями оптических уравнений Блоха,
проведенными в работе [32].

Продемонстрируем сказанное выше графически.
На рис. 3 изображены по отдельности линейный и
нелинейные вклады в показатель поглощения Υ(δ)

при β = 1, η = π, I1 = 50 мкВт/см2, ΔD =

= 2π ·230 МГц, Γ = 5 ·10−2γ, 2γ = 2π ·4.56 МГц, λ =

= 894.6 нм — это соответствует D1-линии цезия при
температуре атомов около 50 ◦C и диаметре пучка
около 0.5 мм, как в экспериментах с микроячейка-
ми. Интенсивность насыщения при этих параметрах
равна примерно 2.5 мВт/см2. На рис. 3б видно, что
вклад от ΥinterCPT существенно превосходит вклад
от ΥSAR, что в результате и приводит к наблюдению
однородно уширенного резонанса в виде высококон-
трастного провала (пика) в прохождении (поглоще-
нии) света резонансной средой (см. рис. 1, сплошная
кривая). Суммарное действие всех вкладов отраже-
но на рис. 3в.

Выше мы отмечали важную особенность функ-
ции Υ(δ), связанную с появлением асимметрии при
η �= πn, где n = 0, 1, 2, . . . На рис. 4а хорошо вид-
на эта асимметрия при η = π/2, когда в выраже-
нии (53) sin η = 1. Такого рода асимметрия обыч-
но является нежелательной при использовании ре-
зонанса в качестве репера для стабилизации часто-
ты в КСЧ, поскольку она приводит к появлению до-
полнительного сдвига сигнала ошибки, не связанно-
го с динамическим штарковским сдвигом уровней
энергии перехода. Поэтому фаза η должна хорошо
контролироваться в экспериментах при стабилиза-
ции частоты излучения в рассматриваемой схеме с
пробным пучком. Другая особенность полученных
решений демонстрируется на рис. 4б и связана с ис-
чезновением пика поглощения в существенно откры-
той системе. На рисунке субдоплеровский резонанс
неразличим на фоне широкого доплеровского кон-
тура, поскольку ΥinterCPT ≈ −ΥSAR при β � 1 и
γτ � 1.
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Рис. 3. Различные вклады в показатель поглощения проб-
ного пучка: а — линейное поглощение (доплеровский кон-
тур); б — нелинейные слагаемые ΥSAR и ΥinterCPT ; в —
общий вид резонансной кривой с учетом всех вкладов. Па-

раметры расчета приведены в тексте

2.4. Режим слабой стоячей волны

В этом разделе рассмотрим другой, часто ис-
пользуемый на практике, режим — поле стоячей све-
товой волны. В этом режиме интенсивности встреч-
ных пучков близки (I1 ≈ I2). В этом режиме будем
интересоваться поглощением обоих встречных све-
товых пучков в резонансной среде. Это связано с

Рис. 4. Общий вид резонансной кривой в следующих слу-
чаях: а — асимметрия субдоплеровского резонанса при
β = 1, η = π/2; б — отсутствие нелинейного резонанса
в открытой системе при β = 0.1, η = π. Остальные пара-

метры расчета такие же, как для рис. 3

тем, что в экспериментах режим стоячей световой
волны чаще всего формируется простым отражени-
ем пучка E1, после его прохождения ячейки, обрат-
но в ячейку с помощью зеркала (так формирует-
ся пучок E2). Тогда на фотоприемнике наблюдается
сигнал, пропорциональный поглощению обоих пуч-
ков.

Для получения аналитических выражений мы
будем использовать теорию возмущений по пролет-
ному параметру насыщения ξ, полагая ξ1 ∼ ξ2 � 1

и γτ > 1. Эти условия соответствуют приближению
узких световых пучков [44]. Отметим, что слагаемые
в оптических уравнениях Блоха, пропорциональные
R2

jτRe
{
Lj

}
(j = 1, 2) имеют порядок малости ξj или

меньше. Также для упрощения задачи полагаем си-
стему уровней закрытой (β = 1). Очевидно, что в
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нулевом порядке малости по ξ1,2, т. е. в отсутствие
поля, отличными от нуля являются только нулевые
гармоники населенностей подуровней основного со-
стояния: ρ(0)11,0 = ρ

(0)
22,0 = 1/2. Здесь и далее нижний

индекс после запятой означает порядок по теории
возмущений. С учетом этих значений, из уравнений,
представленных в разд. 2.1, легко получить реше-
ние для следующих ненулевых элементов матрицы
плотности в первом порядке теории возмущений:

ρ
(0)
11,1 = ρ

(0)
22,1 = − (ξ1 + ξ2)/2

1 + 2γτ
, (55)

ρ
(0)
33,1 = −2ρ

(0)
11,1 =

ξ1 + ξ2
1 + 2γτ

, (56)

ρ
(+)
12,1 = ρ

(−)∗
21,1 = −ξ2

2
e−iθ , (57)

ρ
(−)
12,1 = ρ

(+)∗
21,1 = −ξ1/2 . (58)

При ξ2 = 0 эти выражения совпадают с (36)–(38) в
рассматриваемом приближении (ξ1 � 1 и β = 1).

Из уравнений Максвелла –Блоха можно пока-
зать, что поглощение суммарного поля E1(z, t) +

+ E2(z, t) пропорционально полной населенности
возбужденного уровня ρ33, т. е.

dIt
dz

∝ ρ33(I1, I2, z) , (59)

где It = I1 + I2. Исходя из выражения (7), величина
ρ33 может быть представлена в виде

ρ33(z) = ρ
(0)
33 + 2Re

{
exp(2ik12z)ρ

(+)
33

}
, (60)

где, как и раньше, мы полагаем зависимость от ко-
ординаты достаточно медленной, чтобы переменная
z считалась параметром, постоянным на длине ячей-
ки, — это избавляет от необходимости интегрирова-
ния по координате в (59). Далее, для краткости, мы
приведем решения только для гармоник ρ33, входя-
щих в анализируемый сигнал (60). Так, во втором
порядке теории возмущений имеем

ρ
(0)
33,2 = −3

ξ21 + ξ22
(1 + 2γτ)2

− 6
ξ1ξ2

1 + 2γτ
− ξ21 + ξ22

1 + 2γτ
. (61)

Первое слагаемое здесь описывает эффект самона-
сыщения среды под действием каждого из встреч-
ных пучков. Этот эффект отсутствовал при ана-
лизе поглощения только пробного пучка в линей-
ном режиме (см. разд. 2.3). Далее следует слага-
емое, пропорциональное произведению интенсивно-
стей встречных пучков и описывающее, после усред-
нения по скоростям, резонанс насыщенного погло-
щения. Последнее слагаемое связано с образованием

темных состояний в атомах под действием каждого
из пучков по отдельности. Эти состояния начина-
ют «конкурировать» в центре резонансной кривой,
что описывается гармоникой ρ

(+)
33,2 и приводит, со-

гласно выражению (60), к зависимости населенно-
сти возбужденного состояния от z. Выражение для
этой гармоники имеет вид

ρ
(+)
33,2 = − ξ1ξ2

1 + 2γτ

(
1 + i

kυ

γeg

)
e−iθ. (62)

Далее, по аналогии с (44), необходимо усреднить
выражения (56), (61) и (62) по скоростям атомов.
Для удобства мы введем краткое обозначение для
усредненной населенности возбужденного уровня и
запишем ее в следующем виде:

W (δ) ≡ 〈
ρ33(δ, υ)

〉
υ
=

=Wlin +WSS +WCPT +WSAR +WinterCPT . (63)

Здесь первое слагаемое описывает линейное погло-
щение суммарного поля в ячейке, т. е. Wlin/It не за-
висит от интенсивности It:

Wlin(δ) =

√
πγ2τ

2ΔD(1 + 2γτ)
Φr

(
γeg + iδ

ΔD

)
It
Isat

. (64)

Остальные слагаемые в (63) описывают различные
нелинейные эффекты. Так, эффект самонасыщения
среды от каждого из пучков по отдельности описы-
вается вкладом

WSS(δ) = − 3γ4τ2

8ΔDγeg(1 + 2γτ)2

[
2γeg
ΔD

+

+
√
π

(
1− 2γ2eg

Δ2
D

)
Φr

(
γeg + iδ

ΔD

)
+

+
2
√
πγegδ

Δ2
D

Φi

(
γeg + iδ

ΔD

)]
I21 + I22
I2s

. (65)

Помимо самонасыщения каждый из пучков вдали от
центра резонанса просветляет среду за счет накач-
ки атомов в состояние КПН, что описывается очень
похожим слагаемым:

WCPT (δ) = − γ4τ2

8ΔDγeg(1 + 2γτ)

[
2γeg
ΔD

+

+
√
π

(
1− 2γ2eg

Δ2
D

)
Φr

(
γeg + iδ

ΔD

)
+

+
2
√
πγegδ

Δ2
D

Φi

(
γeg + iδ

ΔD

)]
I21 + I22
I2s

. (66)
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Последние две формулы можно записать в прибли-
женном виде, поскольку выполняется соотношение
γeg � ΔD:

WSS(δ) ≈ − 3
√
πγ4τ2

8ΔDγeg(1 + 2γτ)2
×

× Φr

(
γeg + iδ

ΔD

)
I21 + I22
I2s

, (67)

WCPT (δ) ≈ −
√
πγ4τ2

8ΔDγeg(1 + 2γτ)
×

× Φr

(
γeg + iδ

ΔD

)
I21 + I22
I2s

. (68)

Отметим, что эффекты, описываемые этими двумя
слагаемыми, отсутствуют в показателе поглощения
Υ(δ), исследованном в предыдущем разделе. Это
связано с тем, что этот показатель был рассчитан
в линейном режиме по пробному полю, тогда как в
настоящем разделе населенность W (δ) содержит в
себе нелинейные эффекты от обоих пучков. Далее,
как можно видеть из сравнения выражений (67) и
(68), при формальном условии γτ � 1 эффект от на-
качки атомов в состояние КПН (WCPT ) преоблада-
ет над эффектом самонасыщения (WSS) оптических
переходов в Λ-схеме. Это неудивительно, посколь-
ку при увеличении времени взаимодействия с лазер-
ным полем (τ � γ−1) атомы больше накапливаются
в состоянии КПН, переставая взаимодействовать с
излучением, чем испытывают эффект самонасыще-
ния от выравнивания населенностей возбужденного
и основных подуровней.

Нелинейный эффект, приводящий к резонансу
насыщенного поглощения, описывается слагаемым

WSAR(δ) = − 3
√
πγ4γegτ

2

4ΔD(1 + 2γτ)2(γ2eg + δ2)
×

×
[
Φr

(
γeg + iδ

ΔD

)
− γeg

δ
Φi

(
γeg + iδ

ΔD

)]
I1I2
I2s

. (69)

В отличие от слагаемых (65) и (66), последнее выра-
жение описывает функцию, локализованную вбли-
зи δ ∼ γeg. Поэтому, по аналогии с (49) и (52), эту
функцию можно приближенно записать в виде про-
стого лоренцевского контура:

WSAR(δ) ≈ − 3
√
πγ4γegτ

2

4ΔD(1 + 2γτ)2(γ2eg + δ2)

I1I2
I2s

. (70)

Последнее слагаемое в (63) связано с конкурен-
цией различных состояний КПН в центре резонанса,
как это качественно описано в разд. 2.2. Это слага-
емое имеет вид

WinterCPT (δ) = −
√
πγ4γegτ

2 cos η

4ΔD(1 + 2γτ)(γ2eg + δ2)
×

×
[
Φr

(
γeg + iδ

ΔD

)
− γeg

δ
Φi

(
γeg + iδ

ΔD

)]
I1I2
I2s

. (71)

Как и предыдущее слагаемое, выражение для
WinterCPT можно приближенно записать в более
простой форме, описываемой функцией Лоренца:

WinterCPT (δ) ≈

≈ −
√
πγ4γegτ

2 cos η

4ΔD(1 + 2γτ)(γ2eg + δ2)

I1I2
I2s

. (72)

Из этого выражения вытекает важное следствие. А
именно, как мы видели в разд. 2.3, в линейном ре-
жиме по пробному полю нелинейный резонанс мо-
жет приобретать асимметрию при η �= πn. В данном
случае функция (72) не содержит нечетных по δ сла-
гаемых, в отличие от функции ΥCPT из (53). Это
связано с тем, что в режиме стоячей волны мы рас-
сматриваем полное поглощение поля в резонансной
среде, а не поглощение какого-либо одного пучка.

Так же, как и в случае с ΥinterCPT и ΥSAR

в разд. 2.3, можно легко показать, что вклад от
WinterCPT преобладает над вкладом от WSAR, что
при cos η < 0 может приводить к образованию конт-
растного пика в поглощении среды. Действительно,
по аналогии с (54) при η = π имеем

WinterCPT

WSAR
≈ −1 + 2γτ

3
. (73)

Это выражение совпадает с (54) при β = 1. Отсю-
да следует, что при γτ � 1 выполняется соотноше-
ние |WinterCPT | � |WSAR| между вкладами от двух
нелинейных эффектов.

Далее, как и в разд. 2.3, проиллюстрируем гра-
фически различные вклады в общий сигнал (63). На
рис. 5 представлены парциальные вклады от линей-
ного поглощения и от различных нелинейных эф-
фектов в населенность W возбужденного уровня
при таких же параметрах, как для рис. 3. В рас-
сматриваемом режиме стоячей волны эти парамет-
ры следует дополнить интенсивностью второго пуч-
ка: I2 = I1 = 50 мкВт/см2. Как видно на рис. 5а, до-
плеровский контур линейного поглощения светового
поля (штриховая кривая) имеет амплитуду больше,
чем соответствующая амплитуда суммарного резо-
нанса (сплошная). Это является следствием прояв-
ления двух нелинейных эффектов: самонасыщения
(рис. 5б, штриховая кривая) и накачки в состоя-
ние КПН (рис. 5б, сплошная). Причем последний
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Рис. 5. Различные вклады в показатель поглощения проб-
ного пучка: а — линейное поглощение Υlin (доплеровский
контур); б — нелинейные слагаемые ΥSAR и ΥinterCPT ;
в — общий вид резонансной кривой с учетом всех вкла-

дов. Параметры расчета приведены в тексте

эффект влияет на величину доплеровского погло-
щения гораздо сильнее. Центральный (субдоплеров-
ский) резонанс на рис. 5а (сплошная кривая) фор-
мируется в результате конкуренции двух субдопле-
ровских спектральных структур, изображенных на
5в. Из этого рисунка следует, что амплитуда резо-
нанса, возникающего вследствие конкуренции раз-

Рис. 6. а) Резонансная кривая при различных значениях
фазы η. б) Осцилляции амплитуды субдоплеровского ре-
зонанса при изменении фазы η. Параметры расчета такие

же, как для рис. 5

личных состояний КПН (сплошная кривая) сущест-
венно больше амплитуды резонанса насыщенного
поглощения, что и приводит к появлению субдоп-
леровского резонанса в виде пика поглощения или
провала в прозрачности среды, как на рис. 1 или 5а
(сплошные кривые).

Рисунок 6а демонстрирует симметричность ре-
зонанса при фазе η �= πn в отличие от режима проб-
ного пучка (ср. с рис. 4а). Рисунок 6б отражает
эффект пространственных осцилляций амплитуды
субдоплеровского резонанса при вариации фазы η,
который был предсказан в работе [32] на основе чис-
ленных расчетов и подтвержден экспериментально
в работах [26, 33].

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе построена теория и полу-
чены аналитические выражения для формы линии
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субдоплеровских резонансов, наблюдаемых в поле
встречных бихроматических лазерных пучков. При
этом в явном виде выделены слагаемые, отвечаю-
щие за различные линейные и нелинейные эффекты
в поглощении поля резонансной средой. На основе
полученных формул дано теоретическое объяснение
эффекта возникновения высококонтрастного пика
поглощения, который может быть использован для
создания миниатюрных оптических стандартов
частоты нового поколения. Выполнено сравне-
ние двух режимов наблюдения субдоплеровских
резонансов: режима стоячей волны и режима
пробного поля. Показано, что в первом случае не
наблюдается асимметрия нелинейного резонанса,
что может явиться ключевым фактором при вы-
боре конкретной схемы реализации оптического
КСЧ. Действительно, подобного рода асимметрия
резонанса может приводить к нежелательным
сдвигам частоты КСЧ при ее стабилизации по
субдоплеровскому резонансу методом синхронного
детектирования и формирования сигнала ошибки.
В таком случае асимметрия приводит к сдвигу
сигнала ошибки, что может сказаться на долговре-
менной стабильности КСЧ. В целом, полученные
результаты существенно дополняют теорию вы-
сококонтрастных субдоплеровских резонансов в
бихроматическом лазерном поле, ранее построен-
ную лишь на основе численных расчетов.
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Мы рассматриваем квазипериодические потенциалы на плоскости, которые могут служить «переходным
звеном» между упорядоченными (периодическими) и хаотическими (случайными) потенциалами. Прак-
тически в любом семействе квазипериодических потенциалов, зависящих от некоторого набора парамет-
ров, можно выделить множество (в пространстве параметров), где, согласно определенному критерию,
возникают потенциалы, обладающие признаками упорядоченных потенциалов, и множество, где воз-
никают потенциалы, обладающие признаками случайных потенциалов. Эти множества дополняют друг
друга в полном пространстве параметров, при этом каждое из них имеет свою специфическую структуру.
Различие между «упорядоченными» и «хаотическими» потенциалами будет проявляться, в частности,
в транспортных свойствах при различных значениях энергии, которые мы будем рассматривать здесь
применительно к системам ультрахолодных атомов. Отметим здесь также, что транспортные свойства
частиц в рассматриваемых потенциалах могут сопровождаться явлениями «частичной интегрируемо-
сти», свойственными двумерным гамильтоновым системам.

DOI: 10.31857/S0044451021120075

1. ВВЕДЕНИЕ

В данной работе мы рассмотрим приложения по-
лученных сравнительно недавно результатов в тео-
рии квазипериодических функций на плоскости к
динамике ультрахолодных атомов в квазипериоди-
ческих потенциалах. Общая теория квазипериоди-
ческих функций представляет в настоящее время
классическую область математики и математиче-
ской физики, истоки которой восходят к исследова-
ниям Бора и Безиковича [1,2]. В разных источниках
можно встретить несколько различающиеся опре-
деления квазипериодической функции. Здесь будем
называть квазипериодической функцией на плос-
кости функцию f(x, y), полученную ограничением
гладкой d-периодической функции F (z1, . . . , zd) при
афинном вложении R

2 ⊂ R
d общего положения.

Размерность d мы при этом будем называть чис-
лом квазипериодов соответствующей квазипериоди-
ческой функции на плоскости.

* E-mail: maltsev@itp.ac.ru

Вопросы, рассматриваемые нами здесь, будут
главным образом связаны с геометрией областей, за-
даваемых соотношением

f(x, y) ≤ ε0 (1.1)

для различных значений энергии ε0. Функция
f(x, y) будет играть при этом роль потенциала,
в котором рассматривается двумерная динамика
частицы. Легко видеть, что если динамика явля-
ется чисто классической, то такие области играют
роль «областей доступности», в которых может
оказаться частица с энергией ε0. Как мы увидим
ниже, сложность движения частицы, свойственная
в общем случае любой гамильтоновой динамике,
может складываться со сложностью геометрии
соответствующих «областей доступности», спо-
собных обладать определенными «хаотическими
свойствами».

Кроме геометрии «областей доступности» для
частицы с заданной энергией нам будет также ин-
тересно описание изменений этой геометрии при из-
менении параметров, задающих функцию f(x, y) в
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реальных системах. В частности, может представ-
лять интерес управление динамикой газа частиц в
квазипериодических потенциалах путем изменения
таких параметров.

Нетрудно видеть, что геометрия областей (1.1)
тесно связана в действительности с геометрией ли-
ний уровня

f(x, y) = ε0 (1.2)

функции f(x, y), ограничивающих эти области при
соответствующих значениях ε0. Можно также ска-
зать, что каждая из областей (1.1) является объеди-
нением линий уровня (1.2) для всех ε′0 ≤ ε0.

Общая задача описания геометрии линий уров-
ня квазипериодических функций на плоскости бы-
ла поставлена Новиковым в начале 1980-х годов
[3] и затем активно исследовалась в его топологи-
ческой школе [4–11]. В своей первоначальной по-
становке она предполагала исследование геометрии
линий уровня функций с тремя квазипериодами,
что совпадает в действительности с задачей описа-
ния геометрии линий пересечения произвольной 3-
периодической двумерной поверхности в R

3 плоско-
стями заданного направления. В такой постановке
задача Новикова имеет самое непосредственное от-
ношение к задаче описания динамики электронов в
металлах со сложными поверхностями Ферми, кото-
рая, в свою очередь, играет важнейшую роль при
описании гальваномагнитных явлений в металлах
[12–18]. Отметим здесь, что результаты, полученные
при исследовании задачи Новикова в этом случае,
оказались весьма важны для описания гальваномаг-
нитных явлений в металлах в наиболее общей ситуа-
ции. В частности, оказалось возможным определить
нетривиальные топологические числа, наблюдаемые
в проводимости нормальных металлов со сложными
поверхностями Ферми в достаточно сильных маг-
нитных полях [19]. Кроме того, полная классифика-
ция возможных типов динамики (траекторий) элек-
тронов на поверхности Ферми позволила дать также
полное описание различных асимптотических режи-
мов поведения проводимости в металлах с произ-
вольными поверхностями Ферми в пределе сильных
магнитных полей [20–22].

В целом, задача Новикова для произвольного
числа квазипериодов тесно связана с теорией слое-
ний и теорией динамических систем на многообрази-
ях. В частности, эта связь также играет важнейшую
роль при исследованиях задачи Новикова для четы-
рех квазипериодов (см. [23, 24]), позволивших полу-
чить ряд основополагающих результатов для этого
случая.

В данной работе мы постараемся использовать
наиболее полным образом результаты, полученные к
настоящему времени при исследовании задачи Но-
викова, для описания главных особенностей дина-
мики частиц в потенциалах, связанных с этой за-
дачей. Кроме того, анализ результатов, полученных
для задачи Новикова, позволяет, в действительно-
сти, предложить критерий, разделяющий все ква-
зипериодические потенциалы (с тремя и более ква-
зипериодами) на два типа, а именно, потенциалы
с топологически регулярными линиями уровня и
потенциалы с хаотическими линиями уровня. Если
рассматривать квазипериодические потенциалы как
модель перехода между периодическими и случай-
ными потенциалами, то потенциалы первого типа
можно отнести к потенциалам, динамика в которых
сохраняет некоторую топологическую интегрируе-
мость, а потенциалы второго типа — к потенциалам,
динамика в которых близка к динамике в случай-
ных потенциалах. В этом смысле, только потенциа-
лы второго типа могут представлять собой модели
случайных потенциалов.

В действительности, довольно часто квазиперио-
дические потенциалы возникают некоторыми семей-
ствами (и так будет в данной работе), т. е. мы имеем,
как правило, целое семейство функций V (x, y,U),
зависящих гладким образом от ряда дополнитель-
ных параметров U = (U1, . . . , UN). В этой ситуации
важным является то, что потенциалы разных ти-
пов возникают, как правило, на множествах, обла-
дающих весьма специфической структурой. Так, по-
тенциалы первого типа, будучи устойчивы по отно-
шению к малым вариациям параметров, возникают
на открытых множествах в полном пространстве па-
раметров. Более того, это множество является объ-
единением (конечного или счетного) числа областей
(зон устойчивости), каждая из которых определя-
ется своим значением некоторого топологического
инварианта (набором целых чисел). Напротив, по-
тенциалы второго типа возникают на множествах
фрактального типа, образованных дополнениями к
описанным выше множествам.

Можно видеть, таким образом, что для создания
квазипериодических потенциалов, наиболее близ-
ких к истинно случайным потенциалам, необходи-
мо нахождение довольно сложного множества в
пространстве параметров, задающих квазиперио-
дические потенциалы рассматриваемого семейства.
Можно отметить здесь также, что с ростом числа
квазипериодов такое множество становится все бо-
лее и более богатым.
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Наиболее удобными системами для эксперимен-
тального изучения динамики в квазипериодических
потенциалах нам представляются системы ультра-
холодных атомов в оптических ловушках, где такие
потенциалы могут быть легко реализованы путем
наложения нескольких стоячих волн. Надо сказать,
что, несмотря на специальную методику создания
таких потенциалов, они, в действительности, обла-
дают всеми особенностями задачи Новикова в об-
щей постановке, так что такие системы позволяют
изучать все существенные аспекты рассматривае-
мой нами задачи.

Мы будем, как уже сказано выше, заниматься
изучением динамики частиц в таких потенциалах
при различных энергиях частицы. Приведенные ре-
зультаты, таким образом, будут иметь прямое отно-
шение к описанию транспортных явлений в преде-
ле почти не взаимодействующих атомов в ловушках
c рассматриваемыми потенциалами. Этот предел, в
действительности, возникает довольно часто в слу-
чае малой концентрации (нейтральных) атомов, за-
хваченных в ловушку, а также малого радиуса их
взаимодействия. В нашем случае мы должны по-
требовать, чтобы средняя длина свободного пробега
атомов была больше типичной длины, на которой
проявляются глобальные геометрические особенно-
сти их траекторий в рассматриваемом потенциале.
При этом двумерные гамильтоновы системы обла-
дают, как правило, весьма специальной динамикой
[25,26], будучи интегрируемыми на достаточно низ-
ких уровнях энергии и переходя к хаотическим ре-
жимам при повышении энергии. В нашем случае,
мы будем иметь возможность наблюдать, как дан-
ное обстоятельство коррелирует с геометрией линий
уровня наших потенциалов.

2. ОБЩИЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ
РЕЗУЛЬТАТЫ. РЕГУЛЯРНЫЕ И
СЛУЧАЙНЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ

Как хорошо известно, наиболее распространен-
ным методом создания внешних потенциалов для
атомов в оптических ловушках является интерфе-
ренция стоячих волн от дополнительных лазерных
источников [27–31]. В главном приближении такие
потенциалы имеют обычно конечное число гармо-
ник, т. е. представимы в виде суммы конечного чис-
ла синусоидальных потенциалов. Несмотря на это
обстоятельство, как мы увидим ниже, в рассматри-
ваемых нами ситуациях такие потенциалы обладают
уже достаточной сложностью, и для описания атом-

ной динамики в них необходимо представить пол-
ную картину, возникающую при исследовании об-
щей задачи Новикова.

Нетрудно видеть, что рассматриваемая нами за-
дача быстро усложняется с ростом числа квазипе-
риодов. Как мы уже сказали, строгие аналитические
результаты существуют на данный момент лишь
для случая трех и четырех квазипериодов. Здесь
удобно для сравнения кратко рассмотреть также
ситуациии «одного» и «двух» квазипериодов, от-
вечающие периодическим потенциалам, зависящим
лишь от одной координаты, и двояко-периодичес-
ким потенциалам на плоскости соответственно.

В нашей ситуации случай «одного» квазиперио-
да будет соответствовать в действительности на-
личию весьма простого потенциала, который часто
можно приближенно записать в виде

V (x, y) = V0 sinkx, (2.1)

где T = 2π/k представляет собой обычный период
потенциала вдоль оси x. Создание потенциалов та-
кого типа является наиболее простым с технической
точки зрения и, конечно, такие потенциалы широко
используются в системах холодных атомов.

Линии уровня потенциала (2.1), очевидно, пред-
ставляют собой вертикальные прямые, а движение
атомов в таком потенциале происходит в прямых
вертикальных полосах при E < V0. В действитель-
ности, легко видеть, что в данной ситуации дви-
жение атома ограничено вертикальной полосой при
условии

E − p2y/2m < V0,

при этом атом совершает периодические осцилля-
ции по оси x и движется равномерно вдоль оси y.
При нарушении приведенного выше условия, оче-
видно, атом движется вдоль периодической траек-
тории, имеющей ненулевой средний наклон по отно-
шению к оси y. Нетрудно видеть, что аналогичные
условия могут быть выписаны также в движущей-
ся равномерно системе отчета, что позволяет также
дать аналогичное описание движения атомов в по-
тенциалах вида

V (x, y, t) = V0 sin k(x− ut).

Здесь можно видеть, что при достаточно низких
энергиях атомов и значении скорости u движущий-
ся потенциал осуществляет полную «транспорти-
ровку» атомного газа вдоль оси x. В общем слу-
чае, при значительном разбросе энергий движущий-
ся потенциал позволяет осуществлять лишь частич-
ную «транспортировку» атомного газа.
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Геометрия линий уровня дважды периодическо-
го потенциала на плоскости (с двумя независимы-
ми периодами e1 и e2) также имеет сравнительно
простое описание. Как и в случае «одного» квази-
периода, значения потенциала V (x, y) лежат здесь в
некотором замкнутом отрезке [Vmin, Vmax]. Нетруд-
но видеть при этом, что для потенциалов общего
положения линии уровня потенциала являются за-
мкнутыми при значениях E, достаточно близких к
Vmin или Vmax. В первом случае, однако, замкну-
тые линии уровня ограничивают области меньших
значений потенциала, в то время как во втором слу-
чае они ограничивают области больших значений.
В случае общего положения при этом имеются два
различных значения V1, V2:

Vmin < V1 < V2 < Vmax,

таких что при всех фиксированных значениях
V (x, y), лежащих в интервале (V1, V2), соответству-
ющие уровни содержат открытые (незамкнутые)
компоненты. Все открытые компоненты (линии)
уровня потенциала V (x, y) являются в этом случае
периодическими кривыми, имеющими одно и то же
среднее направление в плоскости (для всех уровней
в интервале (V1, V2)). Среднее направление откры-
тых линий уровня может быть при этом любым
целочисленным направлением, т. е. направлением,
задаваемым вектором

l = n1 e1 + n2 e2

с некоторыми целыми (n1, n2). Отметим, что наи-
более естественным является при этом определить
числа (n1, n2) как несократимую пару целых чисел,
заданную с точностью до общего знака.

Все открытые линии уровня при заданном значе-
нии потенциала можно разделить на конечное чис-
ло семейств, таких что все линии одного семейства
переходят друг в друга при сдвиге на некоторый пе-
риод V (x, y). Число таких различных семейств все-
гда является четным (хотя может меняться внутри
интервала (V1, V2) для достаточно сложных потен-
циалов).

Можно видеть, таким образом, что движение
атомов в периодических потенциалах общего по-
ложения происходит в ограниченных областях при
Vmin < ε0 < V1, в периодических полосах (а также,
возможно, и изолированных ограниченных облас-
тях) при V1 < ε0 < V2, в плоскости с исключенными
ограниченными областями (и, возможно, изолиро-
ванных ограниченных областях) при V2 < ε0 < Vmax

и во всей плоскости при ε0 > Vmax. При адиабатиче-

Рис. 1. Периодическая сеть сингулярных линий уровня, от-
деляющая области меньших значений от областей боль-

ших значений периодического потенциала

ских сдвигах потенциала в плоскости атомы, нахо-
дящиеся в ограниченных областях, сдвигаются вме-
сти с ними, в то время как атомы, находящиеся в
периодических полосах, сдвигаются вместе с поло-
сами лишь при движении в направлении, перпенди-
кулярном к полосам. В отличие от случая «одно-
го» квазипериода, однако, здесь сдвиг потенциала
вдоль направления полос также оказывает влияние
на движение атомов, поскольку полосы имеют те-
перь нетривиальную форму.

Для периодических потенциалов необщего поло-
жения (например, имеющих элементы вращатель-
ной симметрии) значения V1 и V2 могут совпадать.
Открытые линии уровня у таких потенциалов от-
сутствуют, а на уровне V1 = V2 возникает сингу-
лярная сеть (рис. 1), отделяющая области мень-
ших значений V (x, y) от областей больших зна-
чений. Атомы движутся в ограниченных областях
при Vmin < ε0 < V1 = V2 и во всей плоскос-
ти с исключенными ограниченными областями (и,
возможно, изолированных ограниченных областях)
при V1 = V2 < ε0 < Vmax.

Методы создания периодических потенциалов
в плоскости естественно подразумевают наличие
некоторого конечного числа параметров, описываю-
щих такие потенциалы. Например, при формирова-
нии потенциала с помощью наложения двух синусо-
идальных стоячих волн (с генерацией высших гар-
моник или без нее) такими параметрами могут быть
ориентации обеих синусоид, их амплитуды, перио-
ды, положения максимумов, возможно, угол меж-
ду их поляризациями и относительный сдвиг фаз.
Нетрудно видеть, что в этом случае сдвиг максиму-
мов любой из синусоид приводит в действительнос-
ти к сдвигу результирующего потенциала как цело-
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го и не меняет качественно рассматриваемой нами
картины.

Что касается более общих (непрерывных) вари-
аций описанных выше параметров, то здесь можно
отметить одну общую важную особенность. А имен-
но, потенциалы общего положения образуют откры-
тое множество, т. е. соотношение V2 > V1 является
устойчивым по отношению к произвольному малому
изменению параметров. Напротив, условие V1 = V2
является неустойчивым и разрушается при сколь
угодно малой вариации параметров общего вида.
Кроме этого, локально устойчивыми являются так-
же числа (n1, n2), связывающие средние направле-
ния открытых линий уровня с периодами потенци-
ала (хотя сами e1 и e2 могут меняться с изменени-
ем параметров), которые могут меняться лишь при
переходе потенциала через ситуацию необщего по-
ложения (V1 = V2). Таким образом, можно видеть,
что полное пространство параметров можно в об-
щем случае разделить на области, соответствующие
различным целочисленным парам (n1, n2) и разде-
ленные границами, на которых имеет место соотно-
шение V1 = V2.

Здесь мы хотели бы также сразу отметить, что
несмотря на сравнительно простое описание «об-
ластей доступности» в периодических потенциа-
лах при любых значениях энергии, консервативная
динамика холодных атомов в таких потенциалах
может обладать весьма нетривиальными свойства-
ми [32–34].

Мы перейдем теперь к рассмотрению потенциа-
лов с большим числом квазипериодов, что и будет
составлять основное содержание нашей работы.

Создание квазипериодических потенциалов в си-
стемах ультрахолодных атомов с помощью интер-
ференции стоячих волн также привлекало интерес
как с теоретической, так и с экспериментальной точ-
ки зрения. В частности, такие потенциалы рассмат-
ривались как в случае трехмерных [35], так и в
случае двумерных [36–39] оптических решеток для
плененных атомов в магнитооптических ловушках
(см. также обзор по созданию, удержанию и мони-
торингу поведения газов ультрахолодных атомов в
том числе в потенциалах различной формы в работе
[40]). Можно отметить также, что квазипериодиче-
ские (квазикристаллические) структуры в двумер-
ных системах взаимодействующих ультрахолодных
атомов могут возникать и при отсутствии специаль-
ной внешней модуляции [41].

Как мы уже сказали выше, нас здесь будут инте-
ресовать квазипериодические потенциалы для дву-
мерных систем ультрахолодных атомов. Мы рас-

Рис. 2. Наложение трех стоячих волн в плоскости с образо-
ванием потенциала с тремя квазипериодами (схематично).
(Векторы ηi указывают направления фронтов волн, а век-
торы ai — сдвиги между максимумами их амплитуд)

смотрим здесь случаи трех и четырех квазиперио-
дов, для которых на данный момент имеются глу-
бокие аналитические результаты. В данном разде-
ле мы просто сформулируем строгие аналитические
результаты, полученные для таких потенциалов к
настоящему времени. В следующем разделе мы бо-
лее детально рассмотрим особенности возникающей
здесь геометрии на конкретных примерах.

Как мы отметили, наиболее глубоко исследован-
ной является на данный момент задача Новикова с
тремя квазипериодами, которую мы и рассмотрим
здесь наиболее подробно. В рассматриваемой нами
методике создания потенциалов в плоскости эта си-
туация соответствует потенциалам, получаемым на-
ложением трех синусоидальных стоячих волн, ори-
ентированных под разными углами (с появлением
высших гармоник или без него) (рис. 2).

Наложение трех (и более) стоячих волн в ре-
шетках холодных атомов может использоваться не
только для создания квазипериодических, но и ин-
тересных периодических потенциалов в двумерных
системах (в частности, такая схема была предложе-
на в работе [42] для создания шестиугольных (со-
товых) решеток и в работе [43] для создания три-
шестиугольных (Кагоме) решеток). В этом случае
волновые числа соответствующих волн должны, во-
обще говоря, удовлетворять ряду специальных до-
полнительных условий. В нашей ситуации мы будем
предполагать, что волновые числа являются незави-
симыми параметрами на пространстве рассматрива-
емых потенциалов. В случае общего положения рас-
сматриваемые нами потенциалы не будут иметь точ-
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ных периодов в плоскости, которые могут возникать
лишь для специальных значений параметров.

Как мы уже говорили, приводимые ниже резуль-
таты будут основываться лишь на квазипериодиче-
ских свойствах возникающих при этом потенциалов,
поэтому многие дополнительные детали их возник-
новения не будут, в действительности, играть ка-
кой-либо роли.

Нетрудно видеть, что потенциал, порожденный
тремя синусоидальными волнами (и высшими гар-
мониками),

V (r) =

3∑
i=1

Vi cos(k(i)r+ δi) + . . . ,

является ограничением периодической в R
3 функ-

ции

V (X1, X2, X3) =

3∑
i=1

Vi cosX
i + . . .

при афинном вложении R
2 → R

3, задаваемом фор-
мулами

(
x

y

)
→

⎛⎜⎜⎝
k1(1)x+ k2(1)y + δ1

k1(2)x+ k2(2)y + δ2

k1(3)x+ k2(3)y + δ3

⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎝ k(1)r+ δ1

k(2)r+ δ2

k(3)r+ δ3

⎞⎟⎠ . (2.2)

Можно отметить при этом, что потенциалам,
различающимся лишь сдвигами максимумов сто-
ячих волн (δi), отвечает одна и та же функция
V (X1, X2, X3) в R

3, и их различие обусловлено
лишь изменением афинного вложения R

2 → R
3,

при котором плоскость R
2 сдвигается в R

3, сохра-
няя свое направление.

Как мы уже сказали, даже квазипериодеские по-
тенциалы, содержащие небольшое число гармоник,
обладают уже достаточной сложностью, позволяю-
щей наблюдать все аспекты общей задачи Новикова
для трех квазипериодов, поэтому мы будем прово-
дить рассмотрение описанной нами задачи исходя
из общих результатов для функций с тремя квазипе-
риодами. Ниже мы сформулируем в наиболее удоб-
ной для нас здесь форме ряд основополагающих ре-
зультатов для общей задачи Новикова, следующих
из результатов работ [4–11]. Аналогичные утвержде-
ния для искусственно создаваемых потенциалов в

плоскости, в действительности, приводились в ра-
боте [44], где изучались электронные транспортные
явления в таких потенциалах в присутствии сильно-
го магнитного поля. Отметим, однако, что в рабо-
те [44] главную роль играла геометрия линий уров-
ня квазипериодических потенциалов, а не геометрия
областей их меньших значений, которую мы будем
рассматривать здесь.

Нам будет удобно начать с замечания, что, хо-
тя этого и не происходит в случае общего положе-
ния, потенциалы, полученные описанным нами спо-
собом, могут быть и периодическими. Такая ситу-
ация возникает всякий раз, когда соответствующая
плоскость R

2 ⊂ R
3 является целочисленной (раци-

ональной), т. е. содержит два независимых целочис-
ленных вектора в R

3. Нетрудно видеть, что соответ-
ствующие потенциалы являются всюду плотными
среди всех рассматриваемых нами потенциалов, при
этом их периодические свойства определяются зна-
чениями параметров (k1,k2,k3). Для описания ли-
ний уровня таких потенциалов могут быть исполь-
зованы все сделанные ранее утверждения о периоди-
ческих потенциалах, однако, здесь надо сразу отме-
тить, что подавляющее большинство этих потенциа-
лов будут иметь весьма большие (по абсолютной ве-
личине) периоды e1 и e2. Как следствие этого, опи-
санные выше свойства линий уровня таких потен-
циалов будут наблюдаться лишь на очень больших
масштабах, при этом на меньших масштабах их ли-
нии уровня могут обладать совсем другими нетри-
виальными свойствами, более важными для описа-
ния наблюдаемых экспериментальных данных. В ре-
зультате, для потенциалов с большими периодами,
как правило, более информативными оказываются
более общие утверждения о линиях уровня квазипе-
риодических потенциалов, приводимые нами ниже.

Вместе с тем, как оказывается, роль всюду плот-
ного множества периодических потенциалов в про-
странстве параметров является, в действительно-
сти, чрезвычайно важной при исследовании зада-
чи Новикова для рассматриваемых нами квазипе-
риодических потенциалов. Ниже мы сформулируем
чрезвычайно важное утверждение, касающееся ма-
лых деформаций периодических потенциалов и вы-
текающее из результатов работ [4,5]. Отметим здесь,
что в работах [4, 5] предполагается в действитель-
ности выполнение некоторых условий регулярности
(общего положения), которые мы не приводим здесь
подробно, предполагая, что они всегда выполняют-
ся для реально возникающих физических потенциа-
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Рис. 3. Открытая линия уровня квазипериодического по-
тенциала, лежащая в прямой полосе конечной ширины и

проходящая ее насквозь (схематично)

лов1). В этом случае в наиболее простой форме нуж-
ные нам следствия из [4,5] могут быть сформулиро-
ваны следующим образом.

Пусть некоторый полный набор параметров

U0 = (k0
(1),k

0
(2),k

0
(3), V

0
1 , V

0
2 , V

0
3 , . . . )

отвечает некоторому периодическому потенциалу в
плоскости. Тогда в пространстве параметров суще-
ствует открытая окрестность Ω точки U0 («зона
устойчивости»), такая что для любых U ∈ Ω:

A1. Все открытые линии уровня соответству-
ющего двумерного потенциала V (x, y,U) лежат в
прямых полосах конечной ширины, проходя их на-
сквозь (рис. 3);

A2. Среднее направление l(U) полос, содержа-
щих открытые линии уровня потенциала V (x, y,U),
определяется во всей области Ω некоторой (несокра-
тимой) целочисленной тройкой (m1,m2,m3) из соот-
ношения(

m1k(1) +m2k(2) +m3k(3), l(U)
)
= 0. (2.3)

Отметим здесь, что для вложений (2.2) макси-
мальной иррациональности соотношения (2.3) опре-
деляют однозначно (с точностью до знака) тройку
(m1,m2,m3).

1) Одним из основных условий, накладываемых в [4, 5] на
функцию V (X1,X2, X3) и рациональное направление вложе-
ния R2 → R3, является отсутствие во всех плоскостях задан-
ного направления сингулярных линий уровня, соединяющих
две разные особые точки потенциала, хотя бы на одном из
уровней энергии в интервале существования открытых ли-
ний уровня. Для морсовских функций V (X1,X2,X3) и раци-
ональных направлений вложения R2 → R3 общего положения
это условие выполняется. В некоторых физических примерах
это условие может в действительности нарушаться из-за на-
ложения каких-либо дополнительных специальных симмет-
рий. Мы не предполагаем здесь специального наличия таких
дополнительных симметрий на рассматриваемых семействах
потенциалов. В этом случае нарушение указанного условия
может происходить лишь при некоторых специальных раци-
ональных направлениях вложения, что, в действительности,
не меняет описываемой картины в соответствующем семей-
стве квазипериодических потенциалов.

Тройки (m1,m2,m3) имеют в действительности
топологическое происхождение и могут быть введе-
ны также другим способом. А именно, вспомним,
что среди параметров рассматриваемых нами потен-
циалов присутствуют, в частности, положения мак-
симумов стоячих волн, используемых при создании
потенциала. В рассматриваемой нами теперь кар-
тине сдвиг отдельной стоячей волны уже не экви-
валентен простому сдвигу результирующего потен-
циала и представляет собой несколько более слож-
ное преобразование. Легко видеть также, что сдвиг
фронта стоячей волны (перпендикулярно самому се-
бе) на период этой волны эквивалентен тождествен-
ному преобразованию. В целом, совокупность всех
таких преобразований образует трехпараметриче-
скую группу (T3), содержащую простые сдвиги в
качестве алгебраической подгруппы. Вместе с тем,
простые сдвиги образуют всюду плотное множество
в рассматриваемой группе преобразований для по-
тенциалов общего положения, поэтому все такие по-
тенциалы, связанные описанными преобразования-
ми, являются, в некотором смысле, родственными.
В частности, такие потенциала имеют схожие линии
уровня при любом значении энергии ε0.

Если теперь мы рассмотрим потенциал
V (x, y,U) (общего положения) для некоторых
значений U ∈ Ω и зафиксируем значение ε0, отве-
чающее появлению открытых линий уровня, то мы
можем проследить за изменением любой из таких
линий при каждом из трех непрерывных сдвигов
фронтов стоячих волн (в направлении роста фазы)
на соответствующие периоды. Каждому из непре-
рывных сдвигов при этом будет соответствовать
движение открытой линии уровня в плоскости
(возможно, со слиянием с ней и отделением от нее
замкнутых линий уровня в процессе движения), в
результате которого она в конечном итоге перейдет
в некоторую другую линию того же потенциала при
сдвиге волны на полный период (рис. 4). Можно
показать, что количество позиций N , на которое
при этом сместится линия, одинаково для всех
открытых линий уровня, и определяется лишь
выбранным преобразованием.

Тройка чисел (N1, N2, N3), определенная при
трех последовательных сдвигах соответственно пер-
вой, второй и третьей волн может быть при этом
представлена в виде

(N1, N2, N3) =M(m1,m2,m3),

где M ∈ Z и (m1,m2,m3) — несократимая цело-
численная тройка. Число M при этом всегда яв-
ляется четным и также имеет топологическое про-
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Рис. 4. Сдвиг регулярных открытых линий уровня квази-
периодического потенциала при сдвиге максимумов одной
из стоячих волн на полный период в направлении роста

фазы

исхождение (количество «классов эквивалентности»
открытых линий уровня в плоскости), а тройка
(m1,m2,m3) совпадает с введенной ранее с точнос-
тью до знака.

Таким образом, можно видеть, что в простран-
стве параметров рассматриваемых нами потенциа-
лов можно выделить совокупность «зон устойчиво-
сти» Ωm,M , параметризуемых введенными выше це-
лочисленными тройками m = (m1,m2,m3) (а так-
же числами M). Числа (m1,m2,m3), вообще гово-
ря, не пробегают всего множества целочисленных
(несократимых) троек, однако их число в общем слу-
чае бесконечно, и они могут принимать сколь угод-
но большие значения. Каждая «зона устойчивости»
представляет собой в действительности некоторую
открытую область в пространстве параметров, об-
ладающую кусочно-гладкой границей (границы раз-
личных зон могут примыкать друг к другу). Мно-
жество «зон устойчивости» представляет собой до-
вольно богатую структуру в пространстве парамет-
ров, в частности, «зоны устойчивости» содержат все
значения параметров, отвечающие появлению пери-
одических потенциалов V (x, y,U) (см. сноску 1)).

Можно видеть, что приведенное выше описание
открытых линий уровня потенциалов, возникающих
в зонах Ωm,M , является весьма простым и очень ин-
формативным (особенно, в случае небольших зна-
чений (m1,m2,m3)). В частности, оно дает гораз-
до больше информации о поведении линий уров-
ня принадлежащих Ωm,M периодических потенци-
алов с большими периодами, чем может быть полу-
чено из факта их периодичности. С ростом значе-
ний (m1,m2,m3) размеры зон устойчивости Ωm,M

Рис. 5. Усложнение геометрии «топологически регуляр-
ных» открытых линий уровня квазипериодического потен-
циала с ростом значений (m1,m2,m3) (схематично)

уменьшаются, при этом также увеличивается оцен-
ка снизу на ширину полос, содержащих открытые
линии уровня (и соответствующие области меньших
значений). В этом случае приведенное выше описа-
ние также начинает относиться ко все большим и
большим масштабам в плоскости R

2 и не дает по-
дробной информации о геометрии линий уровня на
меньших масштабах (рис. 5). Как мы увидим ни-
же, в этой ситуации поведение линий уровня (на
небольших масштабах) уже не может быть описано
столь же простым образом и обладает гораздо более
сложными (хаотическими) свойствами. Как мы уви-
дим также, в предельных случаях такое поведение
может приводить к полностью хаотическому пове-
дению линий уровня квазипериодических потенци-
алов, обладающему сложными хаотическими свой-
ствами на всех масштабах.

Исходя из описанных выше свойств линий уров-
ня квазипериодических потенциалов в зонах устой-
чивости, можно видеть, что весьма схожими свойст-
вами должны обладать в этом случае также и облас-
ти V (x, y,U) < ε0, если линии уровня V (x, y,U) = ε0
являются открытыми (рис. 6).

А именно, если на уровне ε0 имеются незамкну-
тые линии уровня, то любая открытая связная об-
ласть V (x, y,U) < ε0 также лежит в прямой поло-
се конечной ширины, проходя ее насквозь. Среднее
направление такой полосы, очевидно, совпадает со
средним направлением открытых линий уровня и
задается уравнением (2.3). Отметим здесь сразу, что
теперь как линии уровня, так и области меньших
значений потенциала, уже не являются периодиче-
скими для общих значений параметров. Свойства
(A1), (A2), однако, как можно видеть, дают опре-
деленную аналогию со случаем периодических по-
тенциалов.
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Рис. 6. Область меньших значений квазипериодического
потенциала, лежащая в прямой полосе конечной ширины

и проходящая ее насквозь (схематично)

Легко видеть, что транспортные явления в по-
тенциале с параметрами, лежащими в одной из зон
устойчивости, могут обладать резко выраженной
анизотропией. Это свойство должно, как правило,
наблюдаться в том случае, если в ансамбле частиц,
помещенных в такой потенциал, присутствуют час-
тицы с энергиями, отвечающими появлению откры-
тых линий уровня потенциала. Можно видеть, в дей-
ствительности, что подобная анизотропия может на-
блюдаться также и при более общих предположени-
ях, в частности, в системах сильно взаимодейству-
ющих частиц или в гидродинамическом приближе-
нии.

Здесь надо сделать важное замечание относи-
тельно транспортных явлений в рассматриваемом
нами случае. А именно, в зонах устойчивости с боль-
шими значениями чисел (m1,m2,m3) ширина полос,
содержащих области V (x, y,U) < ε0 при наличии от-
крытых линий уровня при V (x, y,U) = ε0, становит-
ся довольно большой, а сама форма таких областей
все более и более сложной, что (весьма схематич-
но) показано на рис. 6. Как следствие этого, движе-
ние частиц в таких областях становится все более
и более сложным, постепенно приобретая признаки
блуждания в случайном потенциале.

Отметим здесь также, что описанное нами вы-
ше движение открытых линий уровня (и ограничи-
ваемых ими «областей доступности») при сдвигах
максимумов каждой из стоячих волн зависит самым
существенным образом от значений (m1,m2,m3). В
частности, скорость перемещения «областей доступ-
ности» при больших значениях (m1,m2,m3) может
значительно превышать скорость движения макси-
мумов стоячих волн. Последнее обстоятельство мо-
жет, в действительности, играть существенную роль

для многих вопросов транспортировки атомов в оп-
тических решетках (см. [45] и приводимые там ссыл-
ки). Такое движение, вообще говоря, осуществляет
неполную транспортировку атомов в соответствую-
щем направлении из-за отделения от «областей до-
ступности» одних замкнутых областей и присоеди-
нения к ним других в процессе их перемещения.

Отметим здесь также еще одно важное обсто-
ятельство. А именно, как мы уже сказали, нали-
чие зоны устойчивости в пространстве параметров
рассматриваемых нами потенциалов означает, есте-
ственно, сохранение определяемой ею картины при
достаточно малых вариациях таких параметров. В
действительности, как следует из топологических
рассмотрений, эта картина является устойчивой и
по отношению к гораздо более общим вариациям
потенциала, в частности, вариациям, возникающим
на конечных масштабах, если они достаточно ма-
лы. Можно видеть, таким образом, что приведен-
ное описание геометрии областей V (x, y,U) < ε0,
а также особенностей транспортных явлений, яв-
ляется устойчивым по отношению к возмущениям
или «дефектам» достаточно малой величины. Отме-
ченное обстоятельство является важным также при
наличии дополнительных (неквазипериодических)
медленно меняющихся потенциалов, которые так-
же нередко присутствуют в экспериментальных по-
становках. Приведенное выше описание (с теми же
самыми числами (m1,m2,m3)) сохраняется в этом
случае в областях, где максимальное изменение та-
ких потенциалов не превышает энергетического ин-
тервала существования открытых линий уровня по-
тенциала V (x, y,U). Надо сказать, что оценка допу-
стимых вариаций потенциала V (x, y,U) здесь также
быстро уменьшается с ростом чисел (m1,m2,m3).

Несмотря на то, что совокупность всех зон устой-
чивости Ωm,M образует открытое покрытие всю-
ду плотного множества в пространстве параметров,
она, вообще говоря, не покрывает его целиком, и
квазипериодические потенциалы с тремя квазипери-
одами могут обладать, как мы уже сказали, лини-
ями уровня, более сложными по сравнению с опи-
санными выше [6,10]. Можно сказать, тем не менее,
что описанная выше «регулярная» ситуация являет-
ся, в некотором смысле, основной для случая трех
квазипериодов, в то время как более сложное пове-
дение линий уровня требует специального построе-
ния соответствующего потенциала. Для более пол-
ного описания возникающей в общем случае карти-
ны мы приведем здесь, основываясь на результатах
работ [7, 11], ряд важных утверждений о структу-
ре линий уровня потенциалов с тремя квазиперио-
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дами самого общего вида. В действительности, вме-
сте с приведенными выше утверждениями, приводи-
мые ниже результаты представляют в определенном
смысле полную теорию линий уровня потенциалов
с тремя квазипериодами на плоскости.

Отметим, что все потенциалы, получаемые из
3-периодических функций при вложении R

2 ⊂ R
3

можно в действительности разделить на три ти-
па. А именно, прежде всего, как мы уже видели,
при определенных значениях (k(1),k(2),k(3)) соот-
ветствующий потенциал V (x, y,U) может оказать-
ся в действительности двоякопериодическим. Назо-
вем здесь такие потенциалы потенциалами типа I.
Вторая возможность заключается в том, что потен-
циал V (x, y,U), не являясь двоякопериодическим,
все-таки имеет один (с точностью до множителя)
период в плоскости R

2. Такие потенциалы можно
назвать потенциалами типа II. Как и потенциалы
типа I, они возникают на всюду плотном множестве
в пространстве параметров (k(1),k(2),k(3)), имею-
щем меру нуль. Наконец, к потенциалам типа III
мы можем отнести потенциалы, не имеющие точных
периодов в плоскости R

2. Только потенциалы типа
III при этом являются потенциалами общего поло-
жения и соответствуют множеству полной меры в
пространстве параметров. В формулируемых ниже
утверждениях о линиях уровня квазипериодических
потенциалов мы будем предполагать, что соответ-
ствующие потенциалы являются потенциалами типа
II или III, поскольку потенциалы типа I уже были в
действительности рассмотрены выше. При сделан-
ных предположениях можно сформулировать сле-
дующие утверждения.

Пусть V (x, y,U) — потенциал с тремя квази-
периодами, принимающий значения в интервале
[Vmin(U), Vmax(U)]. Тогда:

B1. Открытые линии уровня V (x, y,U) суще-
ствуют в связном интервале [V1(U), V2(U)],

Vmin(U) < V1(U) ≤ V2(U) < Vmax(U),

который может вырождаться в единственную точку
V0(U) = V1(U) = V2(U).

B2. Всякий раз, когда открытые линии уров-
ня возникают в конечном интервале [V1(U), V2(U)],
они обладают сформулированными выше свойства-
ми (A1), (A2).

B3. В случае, когда интервал [V1(U), V2(U)] стя-
гивается в единственную точку V0(U) = V1(U) =

= V2(U), возникающие на соответствующем уровне
открытые линии уровня могут как удовлетворять
условиям (A1), (A2) (это происходит на грани-
цах зон устойчивости Ωm,M ), так и обладать бо-

лее сложным хаотическим поведением (это возни-
кает в точках накопления бесконечного числа зон
Ωm,M с неограниченно возрастающими значениями
(m1,m2,m3)).

Можно видеть, таким образом, что появление от-
крытых линий уровня в «зонах устойчивости» со-
вершенно не соответствует аналогичному явлению
для истинно случайных потенциалов, где, как пра-
вило, открытые линии уровня возникают на единст-
венном уровне энергии (если рассматривать случай-
ные потенциалы с точки зрения теории перколя-
ции [46, 47]). Также потенциалы, возникающие на
границах «зон устойчивости», хотя и имеют откры-
тые линии уровня лишь при одном значении ε0, не
очень подходят на роль случайных потенциалов в
силу «слишком регулярного поведения» их откры-
тых линий уровня. Поэтому можно видеть, что в
качестве моделей случайного потенциала естествен-
но рассматривать лишь потенциалы с хаотическими
линиями уровня. Как мы уже сказали, в случае трех
квазипериодов такие потенциалы всегда возникают
в точках накопления «зон устойчивости» со все бо-
лее сложной геометрией открытых линий уровня по-
тенциалов, так что здесь всегда имеется предельный
переход от «регулярного» случая к «хаотическому».

Необходимо отметить также, что хаотические
линии уровня, возникающие у потенциалов типа II
сильно отличаются от хаотических линий уровня,
возникающих у потенциалов типа III. Так, хаотичес-
кие линии уровня потенциалов типа II всегда пред-
ставляют собой кривые, имеющие асимптотическое
направление в плоскости R

2 [10]. Такие линии уров-
ня напоминают в некоторой степени описанные вы-
ше «регулярные» линии уровня, проходя через плос-
кость в целом вдоль некоторого фиксированного на-
правления. Их отличие заключается в том, что от-
клонения такой линии в перпендикулярном направ-
лении не обязательно являются ограниченными, и
она не может быть заключена ни в какой прямой
полосе конечной ширины. То же самое можно ска-
зать и о соответствующих областях меньших значе-
ний потенциала

V (x, y,U) ≤ V0,

а именно, они представляют собой некоторые «поло-
сы», проходящие всю плоскость в некотором фикси-
рованном направлении. Ширина этих полос, одна-
ко, может варьироваться неограниченно на разных
участках, и они не могут быть заключены в прямые
полосы фиксированной ширины. При сдвиге гра-
ничного значения ε0 вниз на сколь угодно малую ве-
личину область меньших значений соответствующе-
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Рис. 7. «Хаотическая» открытая линия уровня потенциа-
ла с тремя квазипериодами (схематично)

го потенциала состоит из сильно вытянутых ограни-
ченных областей, а при сдвиге ε0 вверх эта область
представляет собой всю плоскость, из которой ис-
ключены сильно вытянутые ограниченные области
(а также, возможно, добавлены не связанные с глав-
ной компонентой дополнительные ограниченные об-
ласти, лежащие внутри исключенных областей).

Можно задаться вопросом, насколько потенциа-
лы типа II с хаотическими линиями уровня могут
рассматриваться в качестве модели случайного по-
тенциала. В некотором смысле, их можно считать
промежуточным случаем между «регулярными» и
«хаотическими» потенциалами.

Хаотические линии уровня, возникающие у по-
тенциалов типа III, являются гораздо более слож-
ными и «заметают» всю плоскость R

2 хаотическим
образом (рис. 7). Аналогичное поведение проявляют
при этом и соответствующие таким потенциалам об-
ласти меньших значений V (x, y,U) ≤ V0. При сдви-
ге граничного значения ε0 вниз на сколь угодно ма-
лую величину область меньших значений соответ-
ствующего потенциала состоит из довольно слож-
ных ограниченных областей, а при сдвиге ε0 вверх
эта область представляет собой всю плоскость, из
которой исключены ограниченные области сложной
формы (а также, возможно, добавлены не связан-
ные с главной компонентой дополнительные огра-
ниченные области, лежащие внутри исключенных
областей). Важным обстоятельством здесь являет-
ся то, что линейные размеры таких областей рас-
тут при приближении к значению ε0 по степенно-
му закону с некоторыми дробными показателями
(∼ |ε − ε0|−α), что объединяет такие потенциалы
со случайными потенциалами [48, 49]. Надо отме-
тить, однако, что здесь в общем случае может на-
блюдаться определенная анизотропия, а именно, на-
личие двух показателей роста, α и β, в одном опре-

деленном направлении в плоскости и ему перпенди-
кулярном (0 < α, β < 1). В целом стохастические
свойства таких линий уровня довольно сложны и в
настоящее время являются объектом интенсивных
исследований (см., например, [10, 11, 50–65]).

Хаотичность линий уровня потенциала, образо-
ванного тремя стоячими волнами, инвариантна от-
носительно сдвигов фаз δi (т. е. положения максиму-
мов стоячих волн) при фиксированных остальных
параметрах. При таких сдвигах сохраняется значе-
ние V0, а также геометрические особенности хаоти-
ческих линий уровня (в частности, показатели α и
β). Изменение «областей доступности» V (x, y) ≤ V0
при сдвигах максимумов стоячих волн сопровожда-
ется здесь их довольно сложным движением, а так-
же многочисленными перестройками на их грани-
цах. Вообще говоря, транспортировка атомного га-
за при адиабатическом изменении положений мак-
симумов стоячих волн в этой ситуации должна вы-
числяться отдельно для каждого такого потенциала.

В данной работе мы постараемся представить
такие линии уровня и соответствующие им обла-
сти меньших значений потенциала наиболее нагляд-
ным образом. Кроме того, как мы уже говорили,
нам будет интересна динамика ультрахолодных ато-
мов в описанных нами областях. Особенно интерес-
ным при этом, на наш взгляд, является наложение
свойств хаотической динамики как таковой на хао-
тические свойства «областей доступности» для этой
динамики.

Здесь мы хотели бы отметить еще одно важное
свойство «хаотических» линий уровня потенциалов
V (x, y,U) с тремя квазипериодами, а именно, на-
личие на них участков, где такая линия уровня (а
также соответствующая область меньших значений
V (x, y,U) ≤ V0) «очень близко» подходит к самой
себе (рис. 8). Говоря точнее, рассматривая все боль-
шие и большие области в плоскости, мы можем най-
ти на такой линии уровня участки, сколь угодно
близко подходящие друг к другу. Как следствие это-
го, при рассмотрении квазиклассической динамики
атомов с энергиями, близкими к соответствующему
уровню V0, необходимо всегда рассматривать также
эффекты туннелирования из одной части «области
доступности» в другую вблизи таких участков.

Еще одним следствием указанного выше обсто-
ятельства является то, что, в отличие от ситуации
в зонах устойчивости, здесь глобальная геометрия
областей V (x, y,U) ≤ V0 является неустойчивой по
отношению к сколь угодно малым локальным ва-
риациям потенциала V (x, y) и может сильно изме-
няться (на больших масштабах) при наличии сколь
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Рис. 8. Эффекты туннелирования между различными ча-
стями классических «областей доступности» при их сбли-

жении для потенциалов с тремя квазипериодами

угодно малых возмущений или дефектов. Как след-
ствие этого, транспортные свойства частиц в таких
потенциалах могут также сильно зависеть от нали-
чия таких дефектов в плоскости потенциала. При
наличии дополнительных медленно меняющихся по-
тенциалов, например, типа

V (x, y) = ax2, a→ 0,

глобальная геометрия открытых линий уровня и со-
ответствующих им областей меньших значений сум-
марного потенциала чаще всего будет повторять со-
ответствующую геометрию для плавного потенциа-
ла на больших масштабах и вести себя типичным
«хаотическим» образом на малых масштабах.

Согласно общей гипотезе Новикова, в случае
трех квазипериодов появление потенциалов с хаоти-
ческими линиями уровня может происходить лишь
на множестве меры нуль и, более того, фракталь-
ной коразмерности строго больше единицы, в пол-
ном пространстве параметров. Можно видеть, та-
ким образом, что для экспериментальной реализа-
ции потенциала с тремя квазипериодами, близкого
по свойствам к случайному в описанном выше смыс-
ле, необходим весьма специальный подбор парамет-
ров, задающих такой потенциал. На рис. 9 приведен
пример расположения зон устойчивости в простран-
стве существенных параметров при ограничении по-
тенциала

cosX1 + cosX2 + cosX3

на двумерные плоскости при всевозможных афин-
ных вложениях R

2 → R
3. В данном случае суще-

ственным является лишь направление вложения, ко-
торое может быть задано единичным вектором в
R

3, ортогональным вложенным в него плоскостям

Рис. 9. Зоны устойчивости для квазипериодических потен-
циалов в плоскости, получаемых ограничением потенциа-
ла cosX1 + cosX2 + cosX3 при всевозможных афинных
вложениях R

2 → R
3 [54, 55]. Зоны представляют собой

области на единичной сфере, образованной концами еди-
ничных векторов, ортогональных направлению вложения

R
2. Концы таких векторов лежат на единичной сфе-

ре S
2 и, таким образом, все зоны устойчивости мо-

гут быть представлены как области на единичной
сфере. Можно видеть, что объединение (бесконечно-
го числа) таких областей задает довольно сложное
множество на сфере, а дополнение к нему обладает
фрактальными свойствами. Отметим здесь также,
что гипотеза Новикова пока не доказана строго, хо-
тя была подтверждена в ряде серьезных численных
экспериментов.

Сформулируем теперь аналитические результа-
ты, известные к настоящему времени для потенци-
алов с четырьмя квазипериодами. Надо сразу ска-
зать, что задача Новикова для случая четырех ква-
зипериодов является еще более сложной по срав-
нению со случаем трех квазипериодов. Вместе с
тем, случай четырех квазипериодов может оказать-
ся весьма важным в рассматриваемой нами поста-
новке в связи с проблемой модулирования двумер-
ных квазикристаллов в системах холодных атомов.

В рассматриваемой нами постановке потенциалы
с четырьмя квазипериодами получаются в резуль-
тате наложения четырех независимых синусоидаль-
ных стоячих волн (возможно, с генерацией высших
гармоник, рис. 10) и могут быть записаны в следу-
ющей общей форме:
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Рис. 10. Наложение четырех стоячих волн в плоскости
с образованием потенциала с четырьмя квазипериодами
(схематично). Векторы ηi указывают направления фрон-
тов волн, а векторы ai — сдвиги между максимумами их

амплитуд

V (r) =

4∑
i=1

Vi cos(k(i)r+ δi) + . . .

Квазипериодические свойства потенци-
ала определяются при этом параметрами
(k(1),k(2),k(3),k(4)), задающими афинное вложение
R

2 → R
4, согласно формулам

(
x

y

)
→

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
k1(1)x+ k2(1)y + δ1

k1(2)x+ k2(2)y + δ2

k1(3)x+ k2(3)y + δ3

k1(4)x+ k2(4)y + δ4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
k(1)r+ δ1

k(2)r+ δ2

k(3)r+ δ3

k(4)r+ δ4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Мы приведем несколько упрощенные следствия
из результатов работ [23, 24], являющиеся аналогом
первого из утверждений, сформулированных выше
для случая трех квазипериодов. Как и ранее, мы не
будем подробно рассматривать все условия регуляр-
ности (общего положения), накладываемые на рас-
сматриваемые потенциалы в работах [23, 24], и бу-
дем предполагать, что они всегда выполняются для
реальных потенциалов. Тогда из результатов работ
[23, 24] следует утверждение:

полное пространство параметров

U0 = (k0
(1),k

0
(2),k

0
(3),k

0
(4), V

0
1 , V

0
2 , V

0
3 , V

0
4 , . . . ),

задающих потенциалы с четырьмя квазипериодами,
содержит всюду плотное множество открытых обла-

стей («зон устойчивости» Ω), таких что в каждой из
областей Ω:

C1. Открытые линии уровня V (x, y,U) суще-
ствуют в конечном связном интервале энергий
[V1(U), V2(U)]:

Vmin(U) < V1(U) ≤ V2(U) < Vmax(U).

C2. Все открытые линии уровня соответству-
ющего двумерного потенциала V (x, y,U) лежат в
прямых полосах конечной ширины, проходя их на-
сквозь (рис. 3);

C3. Среднее направление l(U) полос, содержа-
щих открытые линии уровня потенциала V (x, y,U),
определяется во всей области Ω некоторой (несокра-
тимой) целочисленной четверкой (m1,m2,m3,m4)

из соотношения(
m1k(1) +m2k(2) +m3k(3) +m4k(4) , l(U)

)
= 0.

Как и в случае трех квазипериодов, четверки
(m1,m2,m3,m4) имеют в действительности тополо-
гическое происхождение и могут быть определены
аналогичным описанному ранее способом, опираю-
щимся на преобразованиях сдвигов параметров δi.

Так же, как и в случае трех квазипериодов, объ-
единение зон устойчивости (в общем случае) не по-
крывает здесь всего пространства параметров. До-
полнение к этому объединению образует сложное
множество, отвечающее возникновению потенциа-
лов с хаотическими линиями уровня. Надо сказать,
что как особенности хаотического поведения линий
уровня, так и структура соответствующего множе-
ства в пространстве параметров к настоящему вре-
мени почти не изучены. В частности, можно пред-
положить, что множество параметров, отвечающих
потенциалам с хаотическими линиями уровня, име-
ет здесь ненулевую меру. Таким образом, в про-
странствах потенциалов с четырьмя квазипериода-
ми построение потенциалов со свойствами истинно
случайных потенциалов может быть более простым
с экспериментальной точки зрения. Отметим, что,
как и в случае трех квазипериодов, каждый «хао-
тический» потенциал является пределом усложня-
ющихся «регулярных» потенциалов из-за накопле-
ния бесконечного числа «зон устойчивости» вблизи
точки U0, определяющей такой потенциал.

Переходя к потенциалам с большим числом ква-
зипериодов, задаваемым вложениями

(
x

y

)
→

⎛⎜⎜⎝
k1(1)x+k

2
(1)y+δ1
...

k1(d)x+k
2
(d)y+δd

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
k(1)r+δ1

...
k(d)r+δd

⎞⎟⎟⎠ ,

847



И. А. Дынников, А. Я. Мальцев ЖЭТФ, том 160, вып. 6 (12), 2021

отметим, что никаких строгих аналитических ре-
зультатов для случая d > 4 на данный момент нет.
Можно, однако, видеть, что и в этом случае квазипе-
риодические потенциалы могут обладать «регуляр-
ным» поведением открытых линий уровня. В общем
случае мы будем говорить, что потенциал с d квази-
периодами имеет регулярные открытые линии уров-
ня, если выполняются следующие условия:

D1. Открытые линии уровня V (x, y) существуют
в конечном связном интервале энергий

Vmin < V1 ≤ V (x, y) ≤ V2 < Vmax.

D2. Все открытые линии уровня потенциала
V (x, y) лежат в прямых полосах конечной ширины,
проходя их насквозь (рис. 3);

D3. Среднее направление l полос, содержащих
открытые линии уровня потенциала V (x, y), опреде-
ляется некоторым (несократимым) целочисленным
вектором (m1, . . . ,md) из соотношения(

m1k(1) + · · ·+mdk(d), l
)
= 0.

Потенциалы с d квазипериодами с регулярным
поведением открытых линий уровня возникают, в
частности, всегда, когда они образуются с помо-
щью достаточно малых (квазипериодических) до-
бавок к потенциалам с меньшим числом квазипе-
риодов (и регулярным поведением открытых линий
уровня). Но в действительности, этим такие ситуа-
ции не ограничиваются и можно построить огром-
ное количество примеров весьма сложных потенци-
алов с большим числом квазипериодов и регуляр-
ным поведением открытых линий уровня в описан-
ном выше смысле.

Можно показать, что в самом общем случае су-
ществует огромное множество ситуаций, когда для
потенциала общего положения на некотором се-
мействе квазипериодических потенциалов V (x, y,U)

имеют место свойства (D1)–(D3) и, более того, такая
ситуация является локально устойчивой. При этом
в пространстве параметров возникает зона устой-
чивости Ω(m1,...,md), содержащая исходную точку
U0, такая что условия (D1)–(D3) выполняются во
всех ее точках с некоторыми значениями V1(U) и
V2(U) и неизменными (m1, . . . ,md). Границы зоны
Ω(m1,...,md) в действительности определяются при
этом условием V1(U) = V2(U).

Возвращаясь к рассмотренной нами методике со-
здания квазипериодических потенциалов в систе-
мах холодных атомов (суперпозиция стоячих волн),
можно показать, как и ранее, что числа (m1, . . . ,md)

могут быть определены и чисто топологическим об-
разом (путем последовательных сдвигов максиму-
мов стоячих волн на период и наблюдения соответ-
ствующих сдвигов открытых линий уровня).

В общем случае можно констатировать, что при
создании квазипериодических потенциалов по пове-
дению их линий уровня их естественно разделить на
потенциалы, сохраняющие определенные свойства
упорядоченных потенциалов, и потенциалы, при-
ближающиеся к случайным потенциалам. Потенци-
алы первого типа при этом устойчивы и возника-
ют на некоторых открытых областях в пространст-
ве задающих их параметров, при этом каждая из
таких областей определяется своим значением то-
пологического инварианта — целочисленного векто-
ра (m1, . . . ,md). Потенциалы второго типа неустой-
чивы и возникают на достаточно сложных множе-
ствах фрактального типа (дополнениях к объедине-
нию областей Ω(m1,...,md)). Для построения потенци-
алов со свойствами случайных потенциалов необхо-
димо, таким образом, выделить совокупность облас-
тей Ω(m1,...,md) из пространства параметров. Рас-
сматривая потенциалы на полученном дополнении,
можно предположить, что соответствующие потен-
циалы с большим числом квазипериодов могут слу-
жить, в действительности, одной из моделей случай-
ных потенциалов, поскольку сложность поведения
их открытых линий уровня очень быстро нарастает
с ростом числа квазипериодов. В заключение дан-
ного раздела отметим, что возникновение случай-
ных потенциалов также рассматривалось в систе-
мах оптических решеток для ультрахолодных ато-
мов [66, 67].

3. ДИНАМИКА ЧАСТИЦ В ПОТЕНЦИАЛАХ
РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ

Главным объектом изучения в данном разделе
будет динамика ультрахолодных атомов в двумер-
ной плоскости в присутствии квазипериодического
потенциала V (x, y). В главном приближении такая
динамика может рассматриваться классическим об-
разом, когда предполагается, что атомы обладают
достаточно хорошо определенными траекториями в
R

2. Исключение при этом может представлять дви-
жение атомов на специальных участках траекторий,
где важную роль может играть квантовое тунне-
лирование с одного участка траектории на другой.
Как мы уже неоднократно говорили, нам, прежде
всего, будет интересна динамика атомов с энергия-
ми, соответствующими появлению открытых линий
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уровня рассматриваемых потенциалов. Для приме-
нения квазиклассического описания мы должны, та-
ким образом, предполагать выполнение соотноше-
ния h/

√
2MV � a, где a — типичная величина пери-

одов используемых нами стоячих волн. В рассмат-
риваемой ситуации мы предполагаем, что распре-
деление атомов по энергии таково, что достаточно
большое количество атомов в ансамбле имеют энер-
гии, отвечающие появлению открытых линий уров-
ня потенциала, что предполагает также соотноше-
ние T � V . Таким образом, в нашем случае на-
до положить также h/

√
2MT � a. В общем слу-

чае, силы, действующие на атомы в оптических ло-
вушках, могут содержать как консервативную, так
и диссипативную части [68, 71]. Мы будем рассмат-
ривать здесь классическую динамику невзаимодей-
ствующих атомов в бездиссипативном пределе, ко-
торый дает хорошее приближение к реальной дина-
мике тяжелых атомов во многих важных ситуациях.

Как можно видеть, особенности геометрии ква-
зипериодических потенциалов должны проявляться
более всего в динамике частиц при энергиях, лежа-
щих в интервалах появления открытых линий уров-
ня потенциала. Мы сосредоточимся именно на ис-
следовании такой динамики. Как легко видеть, осо-
бенности этой динамики должны естественным об-
разом проявляться в транспортных свойствах уль-
трахолодного газа при наличии частиц соответству-
ющих энергий в ансамбле.

Как мы видели в предыдущем разделе, квази-
периодические потенциалы могут быть в действи-
тельности разделены на два типа в соответствии с
поведением их открытых линий уровня. Такое раз-
деление имеет при этом самое непосредственное от-
ношение к динамике частиц в таких потенциалах,
поскольку определяет геометрию «областей доступ-
ности» при движении частиц с определенными энер-
гиями. Как следствие этого, можно ожидать разли-
чие в динамике частиц в потенциалах этих двух ти-
пов, наблюдаемого при исследовании систем ультра-
холодных атомов.

Как мы уже упоминали выше, динамика в дву-
мерных гамильтоновых системах обладает еще од-
ной особенностью, а именно, она является интегри-
руемой на низких уровнях энергии и хаотизирует-
ся при большой энергии [25,26]. На промежуточных
энергетических уровнях фазовое пространство сис-
темы разделяется на области, где имеет место инте-
грируемый случай, и множества, где возникает хао-
тическая динамика. В частности, можно наблюдать
эффекты постепенной хаотизации динамики, когда
частица может надолго «прилипать» к инвариант-

ным двумерным торам, совершая редкие «прыжки»
(полеты Леви) между различными торами, а так-
же другие подобные эффекты. Эта особенность ди-
намики исследовалась в системах холодных атомов
как для свободных атомов, движущихся в перио-
дических потенциалах [33, 34], так и при наличии
дополнительного взаимодействия движения атома с
внутренними степенями свободы [72,73].

В данной работе мы не будем рассматривать
внутренних степеней свободы атомов и сосредото-
чимся лишь на движении атома как целого. Как
мы уже говорили, мы будем интересоваться здесь
динамикой атомов с энергиями, отвечающими по-
явлению открытых линий уровня у соответствую-
щих потенциалов. Именно в этой области нам бу-
дет особенно интересно наблюдать сочетание раз-
личных режимов (интегрируемость, ее усложнение
и переход к хаотической динамике) в различных об-
ластях фазового пространства. Можно сразу отме-
тить, что поскольку открытые линии уровня ква-
зипериодического потенциала также возникают при
некоторых «промежуточных» (между минималь-
ным и максимальным) его значениях, часто описан-
ная выше «постепенная хаотизация» динамики бу-
дет возникать именно вблизи таких линий уровня.
Можно также при этом сказать, что такая хаоти-
зация должна, конечно, коррелировать с нетриви-
альной геометрией «областей доступности» движе-
ния атомов в рассматриваемых нами потенциалах. В
частности, для развитой хаотизации движение ато-
мов должно быть близко к диффузионному, так что
транспортные свойства атомного газа определяют-
ся диффузией атомов в областях заданной геомет-
рии. В условиях «промежуточной» хаотизации мож-
но ожидать, что геометрия областей доступности
влияет существенным образом на полеты Леви меж-
ду двумерными торами, что, конечно, также являет-
ся определяющим при рассмотрении транспортных
свойств атомного газа. Кроме того, в рассматри-
ваемой ситуации двумерные торы, отвечающие ин-
тегрируемой динамике, могут разделять (трехмер-
ные) многообразия постоянной энергии нетривиаль-
ным образом, так что мы можем наблюдать также
неинтегрируемую динамику, локализованную в раз-
личных участках «областей доступности». Геомет-
рия таких участков и их расположение при этом, ко-
нечно, также связана с общей геометрией «областей
доступности» при заданной энергии частицы. В це-
лом, как нетрудно видеть, в рассматриваемой нами
модели именно режимы диффузии или полетов Ле-
ви определяют те транспортные свойства атомного
газа, которые могут позволять наблюдать различия
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между введенными выше «регулярными» и «хаоти-
ческими» квазипериодическими потенциалами.

Ниже мы приводим результаты численного ис-
следования классической динамики частиц в опи-
сываемых нами потенциалах. В качестве модели мы
рассмотрим здесь потенциалы с тремя квазиперио-
дами, получаемые ограничением потенциала

V
(
cosX1 + cosX2 + cosX3

)
на плоскости, задаваемые различными (изометриче-
скими) вложениями (2.2). Надо сказать, что в этом
семействе потенциалов возникают абсолютно все си-
туации, возможные для потенциалов с тремя квази-
периодами с точки зрения задачи Новикова, а имен-
но, мы найдем здесь как устойчивые «регулярные»
потенциалы с самыми различными особенностями
геометрии открытых линий уровня, так и богатую
совокупность «хаотических» потенциалов. Можно
отметить лишь единственную особенность потенци-
алов данной совокупности, которая заключается в
следующем. Именно, для любого «регулярного» по-
тенциала, возникающего в описанном семействе, ин-
тервал существования открытых линий уровня сим-
метричен относительно нуля, т. е. мы всегда имеем
соотношение V1(U) = − V2(U) для введенных вы-
ше величин V1(U) и V2(U). Точно также, для всех
«хаотических» потенциалов данного семейства от-
крытые линии уровня возникают в точности на ну-
левом уровне энергии (V0 = 0). Данная особенность
свойственна приведенному нами семейству потенци-
алов и, вообще говоря, не имеет места в самом общем
случае. Во всем остальном геометрические свойства
линий уровня потенциалов рассматриваемого нами
семейства отражают самую общую ситуацию. По-
скольку, как мы уже сказали, нам интересна ди-
намика частиц в областях появления открытых ли-
ний уровня потенциала, мы часто будем исследовать
здесь такую динамику при значении ε = 0.

Все потенциалы, таким образом, будут иметь вид

V (x, y) = cos (a1x+ b1y + c1) +

+ cos (a2x+ b2y + c2) + cos (a3x+ b3y + c3) (3.1)

с некоторыми коэффициентами ai, bi и ci. В дей-
ствительности, поскольку выбор направления коор-
динатных осей в плоскости R

2 не будет иметь для
нас большого значения, мы будем полагать, что ось
x совпадает с линией пересечения R

2 с плоскостью
(X1, X2) в R

3. Таким образом, мы можем всегда по-
ложить здесь a3 = 0.

Как мы уже отмечали выше, тип потенциала
определяется в нашем случае лишь направлением

Рис. 11. Потенциал (3.2), обладающий «регулярными» от-
крытыми линиями уровня, из самой крупной зоны устой-
чивости на рис. 9. Закрашенные области отвечают значе-

ниям V (x, y) ≤ 0

вложения R
2 → R

3 и описывается диаграммой,
представленной на рис. 9. Можно видеть, что, под-
бирая параметры вложения, мы легко можем реали-
зовать любую из интересующих нас ситуаций.

Для сравнения динамики в потенциалах различ-
ного типа мы приведем здесь результаты для трех
потенциалов, первые два из которых обладают «ре-
гулярными» открытыми линиями уровня и принад-
лежат довольно крупным зонам устойчивости на
рис. 9, а третий — «хаотическими» открытыми ли-
ниями уровня, возникающими лишь при нулевом
значении энергии.

Наша первая серия вычислений будет относить-
ся к потенциалу

a1 = −0.12251993420338196,

b1 = −0.2250221718850486,

c1 = 1.5505542426422338,

a2 = 0.9924660526802913,

b2 = −0.02777898711920925,

c3 = 0.12374024573075965,

a3 = 0,

b3 = 0.9739575709622912,

c3 = 3.1548761694687415

(3.2)

(рис. 11), лежащему внутри самой крупной зоны на
рис. 9 с топологическими числами (m1,m2,m3) =

= (1, 0, 0). Надо сказать, что мы специально про-
водим здесь отдельное рассмотрение потенциала
из этой зоны, поскольку она в действительности
несколько отличается от остальных зон. А именно,
кроме упомянутой нами выше «частичной» инте-
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грируемости, свойственной двумерным гамильтоно-
вым системам, здесь имеется дополнительная бли-
зость к интегрируемой ситуации, связанная с тем,
что центру данной зоны отвечает интегрируемый
при всех энергиях потенциал

V (x, y) = cosx+ cos y.

Как следствие этого, интегрируемая динамика
может здесь возникать на более богатых множествах
начальных условий по сравнению с потенциалами из
других зон. Как мы в действительности увидим, это
предположение подтверждается, в частности, нам
не удалось здесь найти хорошо выраженной диффу-
зионной динамики на уровне ε = 0, которая возника-
ет лишь при заметном увеличении энергии частицы.
Вместе с тем, возникновение потенциалов именно из
этой зоны является наиболее вероятным по сравне-
нию с другими в эксперименте в силу значительных
размеров этой зоны.

Как мы уже говорили, мы сразу ограничиваем-
ся здесь рассмотрением трехмерных многообразий
в фазовом пространстве, фиксируя полную энергию
частицы. Рассматриваемый нами потенциал имеет
открытые линии уровня в весьма широком интерва-
ле энергий

−0.7493 ≤ V ≤ 0.7493

(приближенно), мы вначале рассмотрим динамику
частиц с энергией ε = 0. Как мы уже сказали вы-
ше, мы можем ожидать здесь появления целых об-
ластей, где динамика в действительности является
интегрируемой и происходит на двумерных торах,
вложенных в фазовое пространство. Именно это и
происходит на уровне ε = 0, более того, подбирая
специально начальные данные, можно обнаружить
области их значений, где динамика на торах отве-
чает довольно простому движению в координатном
пространстве (рис. 12).

При изменении начальных данных на уровне ε =
= 0 (и том же самом потенциале) можно, однако,
обнаружить (меньшие) области, в которых геомет-
рия инвариантных торов все более усложняется, что
приводит также к усложнению движения частиц в
координатном пространстве (рис. 13).

Подбирая начальные данные еще более специ-
альным образом (на уровне ε = 0), можно увидеть
также еще более сложные перестройки инвариант-
ных торов, где происходит «прилипание» частиц на
довольно длительное время к более простым инва-
риантным торам и «прыжки» с одного из таких то-
ров на другой (полеты Леви), совершаемые в опре-
деленные моменты времени (рис. 14).

Рис. 12. Примеры инвариантных торов, отвечающих срав-
нительно простой динамике атомов в «регулярном» по-

тенциале (3.2) при нулевой полной энергии

Режимы, представленные на рис. 12–14, отве-
чают динамике частиц с нулевой полной энергией.
Как мы уже говорили, для этого потенциала нам не
удалось обнаружить диффузионных режимов при
ε = 0, однако они появляются при увеличении энер-
гии частиц (рис. 15). В действительности, отчетли-
во выраженное диффузионное поведение возника-
ет здесь при энергиях, когда открытые линии уров-
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Рис. 13. Примеры инвариантных торов, задающих более
сложную динамику атомов в «регулярном» потенциале

(3.2) при нулевой полной энергии

ня потенциала уже исчезают, а область доступности
простирается в обоих направлениях. Интересно, что
диффузионная динамика здесь сохраняет, тем не ме-
нее, ярко выраженную анизотропию, сохраняя па-
мять о среднем направлении открытых линий уров-
ня потенциала. Можно здесь также отметить, что
даже на этих уровнях при этом остается довольно
много инвариантных торов, а диффузионная дина-

Рис. 14. Полеты Леви между «близкими» и «далекими»
торами и усложнение инвариантных торов при изменении
начальных условий в «регулярном» потенциале (3.2) при

нулевой полной энергии частицы
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Рис. 15. Области доступности и переход к диффузионному
режиму в «регулярном» потенциале (3.2) при повышении

энергии частицы (ε = 0.5 и ε = 0.98)

мика имеет одновременно вид полетов Леви с «при-
липанием» к инвариантным торам. Как мы уже го-
ворили, такое поведение свойственно, видимо, лишь
потенциалам из зоны с (m1,m2,m3) = (1, 0, 0) (и
идентичных с ней зон) в силу упомянутых выше об-
стоятельств. В частности, мы приведем ниже описа-
ние динамики в потенциале из другой крупной зо-
ны устойчивости, которое, по-видимому, свойствен-
но большинству потенциалов с «регулярными» ли-
ниями уровня.

При дальнейшем повышении энергии движение
частиц в потенциале переходит от диффузионного
движения к баллистическому. Мы должны отметить
здесь, однако, что баллистическое движение в ква-
зипериодических потенциалах также обладает, по-
видимому, весьма существенными особенностями. В
частности, для потенциалов рассматриваемого на-
ми семейства даже при довольно высоких энерги-
ях довольно большую часть фазового объема зани-
мают баллистические траектории определенных на-
правлений. Для рассматриваемого нами потенциа-
ла можно сразу выделить три основных направле-
ния, а именно направления линий уровня трех ко-
синусов в формуле (3.1), вдоль которых баллисти-

Рис. 16. Появление баллистических траекторий в «регу-
лярном» потенциале (3.2) при повышении энергии части-

цы (ε = 4)

ческое движение возникает уже при достаточно низ-
ких энергиях (рис. 16). При повышении энергии чис-
ло таких направлений возрастает и можно наблю-
дать также баллистические траектории с направле-
ниями, отличными от указанных трех.

Кроме описанных выше «чисто» баллистиче-
ских траекторий, можно наблюдать также траекто-
рии, состоящие из длинных баллистических участ-
ков указанных направлений, соединенных коротки-
ми участками «переключения» между двумя на-
правлениями (рис. 17). Как и «чисто» баллистиче-
ские траектории, такие траектории должны также
вносить специфические особенности в транспорт-
ные явления при соответствующих энергиях частиц.
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Рис. 17. «Почти» баллистическиe траектории в «регуляр-
ном» потенциале (3.2) (ε = 4)

Можно видеть, однако, что с увеличением числа со-
ответствующих баллистических направлений, а так-
же усложнением геометрии «квазибаллистических»
траекторий, обнаруживать такие свойства будет все
сложнее и сложнее.

Можно видеть, таким образом, что транспорт-
ные явления, обусловленные баллистическим дви-
жением атомов, также раскрывают геометриче-
скую структуру квазипериодических потенциалов.
По сравнению со структурой, отвечающей геомет-
рии открытых линий уровня потенциала, однако,

эта структура является более простой и непосред-
ственно связана с задающими потенциал гармони-
ками. Как мы увидим дальше, это свойство балли-
стического движения проявляется в действительно-
сти для потенциалов всех типов, и, в этом смыс-
ле, соответствующие транспортные явления почти
не отличают «регулярных» квазипериодических по-
тенциалов от «хаотических». При этом, в отличие
от случая диффузионного движения, дающего хо-
рошо наблюдаемый вклад в процессы переноса, свя-
занный с геометрией открытых линий уровня потен-
циала, экспериментальное наблюдение транспорт-
ных вкладов от баллистических траекторий устой-
чивых направлений может быть существенно более
сложным из-за сложения большого количества та-
ких вкладов при высоких энергиях. С другой сторо-
ны, баллистическое движение в квазипериодических
потенциалах также, по-видимому, является фунда-
ментальным свойством таких потенциалов, в част-
ности, баллистические направления также играют
важную роль в квантовой динамике в потенциалах
этого типа (см. [38]).

Как мы уже отмечали выше, диффузионная ди-
намика, а также динамика, содержащая далекие
прыжки между различными типами локализован-
ной динамики, которые дают нам более всего ин-
формации и типе и топологических параметрах по-
тенциала, в данном примере возникают преимуще-
ственно при энергиях, лежащих выше интервала су-
ществования открытых траекторий. Однако такая
динамика сохраняет «память» о геометрии откры-
тых линий уровня потенциала и дает сильно ани-
зотропный вклад соответствующего направления в
транспортные явления при этих энергиях. Такая
особенность, как мы уже говорили выше, по-види-
мому, связана с «дополнительными причинами» по-
явления интегрируемой динамики в соответствую-
щей зоне устойчивости, приводящими к увеличению
фазового объема, заполненного такой динамикой.

Вторая серия наших вычислений будет относить-
ся к потенциалу

a1 = −0.6194151736623348,

b1 = −0.44502823229775823,

c1 = 1.4421279589366298,

a2 = 0.7850635914605004,

b2 = −0.3511272752829312,

c3 = 0.8986352554278761,

a3 = 0,

b3 = 0.8238079321117983,

c3 = 2.3379002628621635,

(3.3)
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Рис. 18. Потенциал (3.3), обладающий «регулярными» от-
крытыми линиями уровня, из зоны устойчивости на рис. 9,
отвечающей топологическим числам (m1,m2,m3) =

= (1, 1, 1). Закрашенные области отвечают значениям
V (x, y) ≤ 0

лежащему внутри зоны на рис. 9 с топологически-
ми числами (m1,m2,m3) = (1, 1, 1) (рис. 18). Как
и предыдущий потенциал, потенциал (3.3) обладает
достаточно большим интервалом энергий

−0.7548 ≤ V ≤ 0.7548,

содержащим открытые линии уровня потенциала.
Здесь, в действительности, для наблюдения

большинства описанных режимов достаточно ис-
следовать динамику частиц при энергии ε = 0.
В частности, мы также можем наблюдать здесь
наличие инвариантных торов различной сложности
(рис. 19), а также области в фазовом пространстве,
разделяемые такими торами (рис. 20).

Здесь можно также наблюдать такое явление,
как неполное разделение инвариантными торами
энергетического уровня, когда между торами име-
ются «зазоры», позволяющие траектории выходить
из «почти изолированной» области в определенные
моменты времени. Такая ситуация выражается в ко-
ординатном пространстве длительным блужданием
частиц в определенных областях с весьма редкими
переходами (полетами Леви) между ними (рис. 21).

Наконец, в определенных областях начальных
данных на нулевом уровне энергии здесь можно так-
же наблюдать гораздо более сложные полеты Ле-
ви (рис. 22), переходящие в диффузионные режимы
(рис. 23). Мы предполагаем, что наличие явно выра-
женной диффузионной динамики среди прочих ре-
жимов в интервале существования открытых линий
уровня является в действительности общим явлени-
ем для «регулярных» квазипериодических потенци-
алов, если нет специальных причин, подавляющих

Рис. 19. Примеры инвариантных торов, отвечающих дина-
мике атомов в «регулярном» потенциале (3.3) при нулевой

полной энергии

такую динамику (как в предыдущем случае). Как
нетрудно видеть, геометрия областей доступности
для частиц фиксированной энергии оказывает здесь
самое непосредственное влияние на геометрию поле-
тов Леви и диффузионной динамики.

Как и в предыдущем случае, дальнейшее повы-
шение энергии приводит к возникновению баллисти-
ческих траекторий в рассматриваемом потенциале.
Главные устойчивые направления таких траекторий
(рис. 24) здесь также определяются просто направ-
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Рис. 20. Неинтегрируемая динамика в области, отделенной
от остального фазового пространства в «регулярном» по-

тенциале (3.3) при нулевой полной энергии

Рис. 21. Редкие полеты Леви в «регулярном» потенциале
(3.3) при нулевой полной энергии частицы

лениями линий уровня косинусов, представленных
в формуле (3.1), и не связаны, в действительности,
с типом возникающего потенциала. Баллистические
траектории устойчивых направлений, как мы уже
отмечали выше, занимают конечный фазовый объ-
ем при фиксированном уровне энергии.

При дальнейшем повышении энергии частиц ко-
личество устойчивых направлений баллистических
траекторий растет. Кроме того, как и в предыду-
щем случае, здесь также возникает множество «ква-
зибаллистических» траекторий, имеющих довольно
длинные баллистические участки, разделенные ко-
роткими переходами между ними (рис. 25). Как и в

Рис. 22. Частые полеты Леви в «регулярном» потенциале
(3.3) при нулевой полной энергии частицы

предыдущем случае, можно отметить, что геометри-
ческие особенности вклада баллистических траекто-
рий в транспортные явления становятся все более
и более «размытыми» с ростом числа устойчивых
направлений таких траекторий, а также с услож-
нением геометрии «квазибаллистических» траекто-
рий. Что же касается определения типа потенциала,
а также его устойчивых топологических парамет-
ров (чисел (m1,m2,m3)), они, как и в предыдущем
случае, лучше всего определяются вкладом диф-
фузионных траекторий, а также траекторий, содер-
жащих длинные «перескоки» (полеты Леви) между
участками почти интегрируемой или локализован-
ной динамики. Можно отметить, что в данном при-
мере (в отличие от предыдущего) соответствующая
динамика возникает по большей части в интервале
существования открытых линий уровня потенциала.
Мы предполагаем, что это свойство должно прояв-
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Рис. 23. Диффузионная динамика в «регулярном» потен-
циале (3.3) при нулевой полной энергии частицы

Рис. 24. Баллистические траектории «главных» направ-
лений в «регулярном» потенциале (3.3) (ε = 4)

ляться в действительности для большинства типов
«регулярных» потенциалов (в отсутствие дополни-
тельных причин для увеличения фазового объема,
занятого интегрируемой динамикой), создаваемых
рассматриваемым способом.

Последняя серия наших вычислений относится к
потенциалу

a1 = −0.6190763027420052,

b1 = −0.2572674789786692,

c1 = 1.311209111211166,

a2 = 0.7853308419916342,

b2 = −0.20280395367888493,

c3 = 0.8662242771884692,

a3 = 0,

b3 = 0.9448195598272575,

c3 = 2.950743051151684,

(3.4)

имеющему «хаотические» линии уровня (рис. 26). В
данном случае открытые линии уровня, как мы уже
говорили, существуют лишь при значении V0 = 0.

Как и в предыдущих двух случаях, в этом случае
на уровне энергии ε = 0 также существуют области,
отвечающие движению по торам как сравнительно
простой (рис. 27), так и более сложной геометрии
(рис. 28).

Кроме того, в определенных областях начальных
данных можно наблюдать и неинтегрируемую ди-
намику, ограниченную, однако, некоторыми инвари-
антными торами на многообразии ε = 0. Такая дина-
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Рис. 25. «Почти» баллистическиe траектории в «регуляр-
ном» потенциале (3.3) (ε = 4)

мика также легко отличима от других типов при ее
проекции на координатное пространство (рис. 29).

Как и в предыдущих случаях, при определен-
ных начальных условиях на нулевом уровне энер-
гии можно также наблюдать «прилипание» траек-

Рис. 26. Потенциал (3.4), обладающий «хаотическими»
открытыми линиями уровня. Закрашенные области отве-

чают значениям V (x, y) ≤ 0

тории частицы к инвариантным торам на довольно
длительное время, перемежаемое полетами Леви в
определенные моменты (рис. 30).

Так же, как и предыдущем случае, изменяя на-
чальные данные, мы можем добиться усложнения
геометрии торов и перехода к диффузионной ди-
намике частиц (рис. 31). Диффузионная динами-
ка здесь также ограничена «областью доступности»,
которая имеет теперь совершенно другую геомет-
рию и сама обладает в некотором смысле «диф-
фузионными свойствами». Надо сказать, что, по-
видимому, в классическом пределе транспортные
свойства частиц на нулевом уровне энергии здесь
близки к транспортным свойствам локализованных
(хотя и в больших областях) частиц, поскольку ве-
роятность далекого диффундирования в рассматри-
ваемой области очень мала. Можно отметить, что в
случае трех квазипериодов такие области всегда со-
держат участки границы, очень близко подходящие
друг к другу, где возможно квантовое туннелиро-
вание. В этом случае именно квантовое туннелиро-
вание, по-видимому, должно играть большую роль
для транспортных явлений при ε = 0.

В целом, транспортные свойства атомного газа
в описанном потенциале при постепенном повыше-
нии энергии частиц ансамбля должны (в классиче-
ском пределе) существенно меняться при появлении
в ансамбле частиц с положительными энергиями.
Действительно, при увеличении энергии области до-
ступности расширяются и становятся неодносвязны-
ми в отличие от случая ε = 0. Можно сказать, что в
некотором смысле у таких областей при этом появ-
ляется свойство «протекания». Вместе с тем, они со-
храняют некоторое время и определенную «диффу-
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Рис. 27. Примеры инвариантных торов, отвечающих срав-
нительно простой динамике атомов в «хаотическом» по-

тенциале (3.4) при нулевой полной энергии

зионную» форму, что должно проявляться в транс-
портных свойствах атомного газа. Как можно ви-
деть на рис. 32, диффузионные свойства динами-
ки частиц в таких потенциалах быстро нарастают в
увеличением значения ε. При уменьшении энергии
частиц «области доступности» становятся ограни-

Рис. 28. Примеры инвариантных торов, задающих более
сложную динамику атомов в «хаотическом» потенциале

(3.4) при нулевой полной энергии
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Рис. 29. Неинтегрируемая динамика, ограниченная инва-
риантными торами в фазовом пространстве в «хаотиче-
ском» потенциале (3.4) при нулевой полной энергии

Рис. 30. Полеты Леви в «хаотическом» потенциале (3.4)
при нулевой полной энергии

ченными областями в плоскости. Можно видеть, та-
ким образом, здесь заметную разницу с потенциала-
ми, обладающими «регулярными» линиями уровня,
где картина существенно не меняется при вариации
энергии частиц вблизи нуля.

При значительном повышении энергии в потен-
циале (3.4) возникают баллистические траектории,
обладающие устойчивыми направлениями (рис. 33).
Как и в предыдущих двух случаях, главными устой-
чивыми направлениями являются при этом направ-
ления линий уровня косинусов, задающих потенци-
ал (3.4) согласно формуле (3.1). Соответствующие
траектории появляются на наиболее низких уровнях
энергии, при дальнейшем повышении энергии число
таких направлений растет. Так же, как и в преды-
дущих двух случаях, конечный фазовый объем за-
нимают «квазибаллистические» траектории, состо-
ящие из длинных участков баллистических траек-
торий, разделенных короткими промежуточными
участками (рис. 34). При этом, как мы уже говори-
ли выше, для определения геометрических особен-
ностей «хаотического» потенциала, как и в «регу-
лярном» случае, более всего подходит, видимо, изу-
чение вклада «диффузионных» и «скачущих» тра-
екторий, появляющихся при «промежуточных» зна-
чениях энергии.
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Рис. 31. Переход к диффузионной динамике при измене-
нии начальных условий в «хаотическом» потенциале (3.4)

при нулевой полной энергии частицы

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассматриваются вопросы, связанные
с геометрией квазипериодических потенциалов на
плоскости, методами их создания, зависимостью от
управляющих параметров, а также динамикой ква-
зиклассических частиц в таких потенциалах. Основ-
ные рассмотрения относятся к ситуации появления
таких потенциалов в системах ультрахолодных ато-
мов в магнитооптических ловушках, хотя приводи-
мые нами результаты имеют место в действительно-
сти для самых общих типов квазипериодических по-
тенциалов. Показано, что в общем случае квазипе-
риодические потенциалы на плоскости естественно
разделить на два основных класса, а именно, потен-
циалы с «регулярным» поведением открытых ли-

Рис. 32. Области доступности и диффузионная динами-
ка в «хаотическом» потенциале (3.4) при положительных

энергиях частиц (ε = 0.64 и ε = 0.72)

ний уровня и потенциалы с «хаотическим» поведе-
нием открытых линий уровня. В каждом семействе
квазипериодических потенциалов, зависящих глад-
ко от некоторого набора параметров, потенциалы
из этих классов возникают на множествах различ-
ной структуры, дополняющих друг друга в полном
пространстве параметров. А именно, первое множе-
ство представляет собой объединение (счетного чис-
ла) областей с кусочно-гладкими границами, в то
время как второе имеет фрактальные свойства. По
поведению открытых линий уровня первые потен-
циалы могут быть отнесены к «регулярному» типу
(приближающихся к периодическим потенциалам),
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Рис. 33. Появление баллистических траекторий в «хаоти-
ческом» потенциале (3.4) при повышении энергии части-

цы (ε = 5)

в то время как вторые могут рассматриваться в ка-
честве модели случайных потенциалов. Бездиссипа-
тивная динамика ультрахолодных атомов в рассмат-
риваемых потенциалах является интегрируемой на
нижних уровнях энергии, постепенно хаотизируясь
с ростом энергии атомов. Как правило, в интерва-
ле существования открытых линий уровня потенци-
ала присутствуют оба типа (интегрируемый и хао-
тический) такой динамики, при этом свойства хао-
тической динамики атомов существенно зависят от
геометрии линий уровня потенциала. Исследование
транспортных свойств атомного газа в квазиперио-
дических потенциалах при наличии в ансамбле час-
тиц с соответствующими энергиями может, таким
образом, позволить наблюдать различия между по-
тенциалами обоих типов, а также дать более подроб-
ную информацию о геометрии их открытых линий
уровня.

Рис. 34. «Почти» баллистическиe траектории в «хаотиче-
ском» потенциале (3.4) (ε = 4)
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31. M. Greiner and S. Fölling, Nature 453, 736 (2008).

32. A. Hemmerich, D. Schropp, Jr., and T. W. Hänsch,
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Показано, что ансамбль из Nc независимых одинаковых квантовых осцилляторов в случае их нерезо-
нансного взаимодействия с одним затухающим осциллятором эффективно описывается как ансамбль
одинаковых осцилляторов, распадающихся в поле общего термостата. Скорость излучения такого ан-
самбля необычным образом зависит от числа Nc осцилляторов и может быть полностью подавлена в
зависимости от числа осцилляторов ансамбля и при условии нулевой плотности фотонов термостата в
определенной частотной области спектра. Такая особенность отражает невинеровский характер динамики
ансамбля осцилляторов и возникает при корректном учете всех антивращающих и быстроменяющихся во
времени (в картине Дирака) слагаемых в операторах взаимодействия осцилляторов, которыми обычно
пренебрегают.

DOI: 10.31857/S0044451021120087

1. ВВЕДЕНИЕ

Задача о динамике гармонических осцилляторов
является классической задачей физики и возникает
в самых разнообразных ее разделах. Помимо физи-
ческих приложений задача о гармонических осцил-
ляторах является хорошим полигоном для отработ-
ки различных математических методов теории от-
крытых квантовых систем.

Основной проблемой теории открытых кванто-
вых систем является получение кинетического урав-
нения открытой системы, взаимодействующей с тер-
мостатным окружением. Основным используемым
здесь приближением является марковское прибли-
жение и представление о термостатном окружении
как о дельта-коррелированном поле. В случае от-
крытой системы из гармонических квантовых ос-

* E-mail: basharov@gmail.com
** E-mail: trubilko.andrey@gmail.com

цилляторов, взаимодействующей с гармонически-
ми осцилляторами термостатного бозонного поля,
первой замеченной проблемой была некорректность
результатов, получаемых стандартными методами
в случае квадратичного гамильтониана. Важным
здесь является словосочетание «стандартными ме-
тодами», под которым имеются в виду методы мат-
рицы плотности, описанные в книге [1]. В работе
[2] установлено, что корректное кинетическое урав-
нение получается для квантового гармонического
осциллятора в случае пренебрежения в операторе
взаимодействия так называемыми антивращающи-
ми слагаемыми. Такое приближение иначе извест-
но как приближение вращающейся волны. В даль-
нейшем основная масса работ по теории открытых
квантовых систем была выполнена в приближении
вращающейся волны. Однако в работе [3] было ука-
зано, что при рассмотрении двух связанных друг с
другом осцилляторов, каждый из которых распада-
ется в свой термостат, нарушается второе начало
термодинамики. В работе [4] показано, что второе
начало термодинамики не нарушается, а прибли-
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жение вращающейся волны должно сопровождать-
ся жесткими ограничениями на частотный спектр
участвующих во взаимодействии полей так, как это
требует алгебраическая теория возмущений [5, 6].

При обсуждении системы гармонических осцил-
ляторов многие полагают, что нет ничего принципи-
ально нового в их рассмотрении, поскольку в случае
квадратичного гамильтониана система из осцилля-
торов может быть легко диагонализована преобра-
зованием Боголюбова. В случае открытых систем,
т. е. при взаимодействии ансамбля осцилляторов с
ансамблем дельта-коррелированных термостатных
осцилляторов, в работе [7] показано, с какими мате-
матическими сложностями приходится здесь стал-
киваться. При этом общие формулы, полученные
обобщенным преобразованием Боголюбова, оказы-
вается не так просто проанализировать. Так, из об-
щих формул не видно, как «изолированный» осцил-
лятор, нерезонансно связанный с затухающим ос-
циллятором, распадается в тот же термостат, что и
затухающий, но в другую частотную область. Этот
результат получен в рамках алгебраической тео-
рии возмущений [8] и свидетельствует о пользе ло-
кального анализа осцилляторных систем, несмот-
ря на возможность диагонализации квадратично-
го гамильтониана. Деление анализа осцилляторных
открытых квантовых систем на глобальный и ло-
кальный подходы введено в работах [3, 9], отчасти
вследствие ошибочного результата [3] о противоре-
чии локального подхода второму началу термодина-
мики. Наша задача — показать эффективность ло-
кального подхода, который, в отличие от глобаль-
ного подхода, относительно просто указывает на но-
вые физические эффекты, которые не видны в об-
щих формулах глобального подхода. При этом та-
кая простота держится на нетривиальном матема-
тическом аппарате — алгебраической теории возму-
щений и технике квантовых стохастических диффе-
ренциальных уравнений. Необходимость алгебраи-
ческой теории возмущений особенно видна для оп-
тических открытых систем [10], поскольку без пе-
рехода к эффективному гамильтониану, не содер-
жащему в представлении взаимодействия быстро-
меняющихся переменных, стандартное приближе-
ние дельта-коррелированных полей окружения не
будет отвечать рассматриваемой физической ситуа-
ции. Квантовые стохастические дифференциальные
уравнения не знакомы физикам, однако в марков-
ском приближении уравнение Шредингера откры-
той системы и ее окружения строго определено
именно в смысле квантового стохастического диф-
ференциального уравнения [11].

В недавней работе [12] показано, что ансамбль
квантовых осцилляторов распадается в общий тер-
мостат невинеровским образом, т. е. интенсивность
импульса излучения зависит от числа осцилляторов
в ансамбле осциллирующим образом. Этот необыч-
ный результат пока не получен в рамках глобаль-
ного подхода и он целиком обязан общему выво-
ду квантовой теории открытых систем — стоха-
стическое дифференциальное уравнение Шрединге-
ра управляется всеми основными квантовыми слу-
чайными процессами: уничтожающим, рождающим
и считывающим [13]. Роль считывающего процес-
са в динамике открытой системы выделена терми-
нологически — если считывающий процесс играет
роль, то динамику такой открытой системы назы-
вают невинеровской. Общий вид уравнения получен
давно, однако до работы [12] не было примера осцил-
ляторных систем, в которых считывающий процесс
проявил бы себя.

Роль общего термостата в распаде ансамбля оди-
наковых квантовых частиц состоит как в появлении
режима квантового запутывания в динамике частиц
[14], так и в специфических эффектах стабилизации
возбужденного состояния ансамбля по отношению к
коллективному распаду [15, 16]. Поэтому поиск си-
туаций, в которых появляется режим общего термо-
стата, весьма актуален.

Новая модель распада системы осцилляторов в
поле общего термостата возникает, если осциллято-
ры нерезонансно взаимодействуют с общим затуха-
ющим осциллятором, а именно с осциллятором, ре-
зонансно взаимодействующим с термостатом. Такая
задача аналогична задаче о распаде атомов, поме-
щенных внутрь резонатора в условиях дисперсион-
ного предела для резонансной частоты атомов по от-
ношению к частоте моды резонатора [17]. Если мода
резонатора затухает, то атомы оказываются распа-
дающимися в поле общего термостата.

Отметим, что эффект стабилизации возбужден-
ного состояния ансамбля по отношению к коллек-
тивному распаду определяется корректным учетом
антивращающих слагаемых, а это выполняется в
рамках алгебраической теории возмущений. Под-
черкнем, что вопрос о корректном учете антивра-
щающих слагаемых в кинетическом уравнении для
квантового гармонического осциллятора вне рамок
алгебраической теории возмущений в рамках ло-
кального подхода не решен.

В данной статье покажем, что корректный учет
антивращающих слагаемых в случае ансамбля
невзаимодействующих между собой одинаковых
квантовых осцилляторов, нерезонансно связанных с
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одним затухающим осциллятором, приводит к рас-
паду ансамбля в поле общего бозонного термостата
с невинеровской зависимостью эффективной конс-
танты распада от числа осцилляторов в ансамбле.
При определенных числах осцилляторов их ан-
самбль распадается не с увеличенной скоростью
распада [18–20], а противоположным образом —
коллективный распад в поле общего термостата мо-
жет быть полностью подавлен. То есть и ансамбль
квантовых осцилляторов, нерезонансно связанных
с затухающим осциллятором, испытывает эффект
стабилизации возбужденных состояний аналогично
ансамблю одинаковых гармонических осциллято-
ров и возбужденных атомов, распадающихся в
поле общего термостата [12, 15, 16]. Подчеркнем,
что с учетом работы [12] найдено два случая
своеобразной динамики ансамбля гармонических
осцилляторов. Эти случаи пока не обнаружены
в рамках глобального подхода с диагонализацией
гамильтониана всех осцилляторов рассматриваемой
задачи. Между тем факт диагонализации гамиль-
тониана системы ни о чем не говорит, поскольку
общие формулы здесь совершенно непрозрачны
[7] и увидеть новый физический результат весьма
затруднительно — во всяком случае, в рамках
глобального подхода еще не установлен факт стаби-
лизации возбужденного состояния осцилляторов по
отношению к коллективному распаду в поле общего
термостата. Правда, в рамках глобального подхода
задача о динамике осцилляторов, нерезонансно
связанных с затухающим осциллятором, пока и не
ставилась.

В статье методами алгебраической теории воз-
мущений рассмотрена система одинаковых кванто-
вых гармонических осцилляторов в количестве Nc,
нерезонансно взаимодействующих с затухающим ос-
циллятором. Такая модель для одного осциллято-
ра была рассмотрена в работе [4]. Было показано,
что и «изолированный» осциллятор, пусть и нере-
зонансно связанный с затухающим, также начинает
релаксировать, оставаясь при этом независимым от
затухающего осциллятора. Если рассматривать сис-
тему из Nc «изолированных» осцилляторов, нерезо-
нансно связанных с одним затухающим осциллято-
ром, то указанную релаксацию при определенных
Nc можно полностью подавить. Такая зависимость
скорости распада от числа частиц Nc в квантовом
ансамбле одинаковых частиц противоположна из-
вестному эффекту типа сверхизлучения, когда ско-
рость релаксации возрастает пропорционально Nc

[18–20]. Необычная зависимость обусловлена уче-
том антивращающих слагаемых. Именно алгебраи-

ческая теория возмущений дает возможность кор-
ректно учесть антивращающие слагаемые и позво-
ляет представить эффективное взаимодействие ан-
самбля «независимых» осцилляторов с бозонным
термостатом затухающего осциллятора в виде слу-
чайного считывающего квантового процесса в слу-
чае нулевой плотности фотонов термостата на час-
тоте изолированных осцилляторов.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В качестве исходного гамильтонианаHIni задачи
о нерезонансном взаимодействии ансамбля «изоли-
рованных» осцилляторов с общим затухающим ос-
циллятором возьмем следующий:

HIni = HOsc +HD +HTh +HD−Th +HD−Osc,

где

HOsc =

Nc∑
i=1

�Ωcc
†
ici

— гамильтониан системы одинаковых осцилляторов
частоты Ωc,

HD = �ΩDa
†a

— гамильтониан затухающего осциллятора с часто-
той ΩD,

HTh = �

∫
ωb†ωbω dω

— гамильтониан термостата, в который распадает-
ся затухающий осциллятор. Операторы рождения и
уничтожения c†i и ci квантов i-го осциллятора, а так-
же аналогичные операторы a† и a для затухающего
осциллятора подчиняются обычным бозонным ком-
мутационным соотношениям и коммутируют для
различных осцилляторов и с бозонными оператора-
ми b†ω и bω рождения и уничтожения квантов термо-
стата. Локальный подход к теории открытых кван-
товых систем предполагает, чтобы и для затухающе-
го осциллятора, и для нерезонансно с ним связанно-
го ансамбля осцилляторов кинетические уравнения
выводились бы заново.

Взаимодействие затухающего осциллятора с тер-
мостатом определяется обычным образом:

HD−Th =

∫
γ(ω)

(
a+ a†

)(
bω + b†ω

)
dω, (1)

где γ(ω) — параметр связи затухающего осциллято-
ра с термостатом.
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Нерезонансное взаимодействие одинаковых ос-
цилляторов с затухающим осциллятором имеет вид
(g — параметр связи)

HD−Ocs = g
(
cie

−iΩct + c†ie
iΩct

)
×

×
(
ae−iΩDt + a†eiΩDt

)
. (2)

В операторе (1) антивращающими слагаемыми
являются следующие:

∫
γ(ω)

(
abω + a†b†ω

)
dω,

аналогичные слагаемые в операторе (2), но в силу
нерезонансности взаимодействия (2) все представ-
ленные там слагаемые в картине Дирака являют-
ся быстроменяющимися функциями времени. В то
же время и часть интегралов, отвечающих вращаю-
щимся слагаемым,

∫
γ(ω)

(
a†bω + ab†ω

)
dω,

в картине Дирака являются быстроменяющимися
функциями времени. Это чаcть интеграла, где ин-
тегрирование ведется за пределами узкой частот-
ной области спектра вблизи частоты ΩD. Согласно
анализу [10] все быстроменяющиеся во времени сла-
гаемые HIni должны быть исключены унитарным
преобразованием и переходом к эффективному га-
мильтониану. Эта идея и лежит в основе алгебраи-
ческой теории возмущений [6]. Выше, когда говори-
лось об учете антивращающих слагаемых, имелся в
виду учет всех быстроменяющихся слагаемых в кар-
тине Дирака.

Алгебраическая теория возмущений дает воз-
можность записать эффективный гамильтониан для
всей системы. Оказывается, что из него можно вы-
делить эффективный гамильтониан HEff ансамб-
ля осцилляторов, которые во втором порядке тео-
рии возмущений оказываются взаимодействующи-
ми с термостатом затухающего осциллятора, но с
квантами другой частотной области, нежели той, с
которой взаимодействует затухающий осциллятор.
Обобщая результаты работ [3, 4, 21] для нескольких
«изолированных» осцилляторов, эффективный га-
мильтонианHEff (t) ансамбля одинаковых осцилля-
торов получаем в виде (использована картина Ди-
рака, о чем указывает явное написание аргумента
времени)

HEff(t) = V Tr(t) + V St(t), (3)

V St(t) = − G2

2�Ωc
Nc

∫
ω,ω′∈(Ωc)

b†ωbω′ei(ω−ω′)tdω dω′,

V Tr(t) = −G
∑
i

∫
ω∈(Ωc)

c†ibωe
−i(ω−Ωc)tdω−

−G
∑
i

∫
ω∈(Ωc)

cib
†
ωe

i(ω−Ωc)tdω.

При этом сдвиг Лэмба включаем в частоту перехо-
да осцилляторов, поскольку больше он ни на что
не влияет. Все процессы определяются эффектив-
ной константой взаимодействия

G =
gγ(ΩD)

2�ΩD
.

В соответствии с общей [22] теорией структу-
ра эффективного гамильтониана, получаемая ме-
тодами алгебраической теории возмущений, в ча-
сти взаимодействия с термостатом содержит два ти-
па слагаемых. Первый, V Tr(t), описывает переходы
с изменением энергии — осцилляторное возбужде-
ние переходит в квант термостата и наоборот. В
марковском приближении эти слагаемые выража-
ются через рождающий и уничтожающий кванто-
вые случайные процессы, которыми моделируется
термостат. Их можно выразить через квантовые ви-
неровские случайные процессы, и если только они
присутствуют в эффективном гамильтониане, то ди-
намику ансамбля одинаковых осцилляторов иногда
называют винеровской [6].

Второй тип слагаемых описывает виртуальный
обмен квантов с термостатом без изменения энер-
гетического состояния осцилляторов рассматривае-
мого ансамбля. Мы называем это слагаемое штар-
ковским взаимодействием с термостатом. В марков-
ском приближении это слагаемое описывается кван-
товым считывающим процессом [16]. В отличие от
винеровских процессов, для квантового считываю-
щего процесса имеет место другая алгебра для диф-
ференциалов Ито. Подчеркнем, что в марковском
приближении в случае эффективных гамильтониа-
нов типа (3) естественно уравнение Шредингера для
волнового вектора состояния ансамбля и термоста-
та описывать как квантовое стохастическое диффе-
ренциальное уравнение, управляемое всеми основ-
ными квантовыми случайными процессами — рож-
дающим, уничтожающим и считывающим. Области
интегрирования обозначены как (Ωc) с центральной
частотой Ωc и шириной порядка скорости релак-
сации «изолированного» осциллятора. Именно эта
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частотная область термостата и представляется в
марковском приближении упомянутыми квантовы-
ми случайными процессами [6].

Подчеркнем особенность оператора штарковско-
го взаимодействия V St(t) . Он мал по сравнению с
оператором перехода, но содержит множитель, про-
порциональный числу осцилляторов в ансамбле Nc.
При представлении оператора штарковского вза-
имодействия квантовым считывающим случайным
процессом эта малая величина входит в большую ве-
личину в виде множителя, роль которого возраста-
ет с ростом Nc. В ансамблях с достаточным числом
частиц этот множитель осциллирует с изменением
Nc. Если исходить из масштабов слагаемых V Tr(t) и
V St(t), то эффект должен проявиться при Nc ≈ 102

[16]. Появление осциллирующего множителя в слу-
чае ансамбля из одинаковых атомов интерпретиро-
вано в предыдущих работах как результат своеоб-
разной интерференции процесса с излучением кван-
та в термостат и виртуальных процессов переизлу-
чения квантов, когда энергетическое состояние си-
стемы не меняется.

В результате стандартных вычислений, которые
подробно изложены в работах [8, 16, 22, 23], получа-
ем кинетическое уравнение, описывающее динамику
ансамбля осцилляторов, нерезонансно связанных с
затухающим осциллятором:

dρS(t)

dt
= −Γ̂ρS(t), (4)

Γ̂ρS(t) = − i

�

[
ρS(t), HL−S

]
+

+

(
1

2
L+L−ρS(t)+

1

2
ρS(t)L+L−−L−ρS(t)L+

)
,

HL−S =
2πG2

�2Ωc

sinYΛ − YΛ
Y 2
Λ

Nc∑
j=1

c†j

Nc∑
k=1

ck, (5)

L− =
Y e
Λ

YΛ

Nc∑
j=1

cj , L+L− =

= 2
1− cosYΛ

Y 2
Λ

Nc∑
j=1

c†j

Nc∑
k=1

ck,

Y e
Λ = e−iYΛ − 1.

Подчеркнем, что с операторами и величинами (5)
кинетическое уравнение (4) рассматривается как
уравнение в безразмерных величинах.

Заметим, что операторы затухающего осцилля-
тора в марковском приближении не вошли напря-
мую в уравнения (4) и (5). От затухающего осцил-
лятора остались константы связи, которые вошли в

эффективную константу связи G, и его термостат,
который определяет релаксацию ансамбля «изоли-
рованных» осцилляторов. Важно подчеркнуть, что
ансамбль «изолированных» осцилляторов взаимо-
действует с другой частотной областью термостата,
а именно (Ωc), тогда как затухающий осциллятор
взаимодействует с областью (ΩD). За исключением
штарковского взаимодействия этот результат обоб-
щает случай одного «изолированного» осциллято-
ра [8,22] на ансамбль изолированных осцилляторов.
Специфика ансамбля проявляется именно в необхо-
димости учета штарковского взаимодействия.

В заключение раздела отметим, что в рамках из-
ложенного подхода получаются также кинетические
уравнения для затухающего осциллятора, которые
здесь мы не приводим. Факт рассмотренного нерезо-
нансного взаимодействия с ансамблем «изолирован-
ных» осцилляторов проявляется только в дополни-
тельном сдвиге частоты, аналогичном полученному
в работе [4]. При этом сами кинетические уравнения
и константа распада затухающего осциллятора оста-
ются неизменными, т. е. затухающий осциллятор и с
учетом нерезонансного взаимодействия с ансамблем
распадается независимо от распада ансамбля.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Мы свели задачу о нерезонансном взаимодейст-
вии затухающего осциллятора с ансамблем кванто-
вых гармонических осцилляторов к случаю распада
ансамбля квантовых осцилляторов в общий бозон-
ный термостат. Параметры затухающего осцилля-
тора вошли в параметры, определяющие распад ан-
самбля в общий термостат, и задача свелась к уже
исследованной нами [12]. Перечислим основные ре-
зультаты.

Аналогично случаю динамики атомного ансамб-
ля невинеровская динамика ансамбля осцилляторов
характеризуется двумя новыми эффектами. Пер-
вый — релаксационный сдвиг частоты

ΔΩR ≈ π2G4

3�4Ωc
Nc,

точнее, коллективный сдвиг энергии уровней осцил-
ляторов, зависящий от числа осцилляторов в ан-
самбле. Этот сдвиг определяется слагаемым HS−L

в релаксационном операторе (4), (5):

HL−S =
π2G4

3�3Ωc
Nc

Nc∑
j=1

c†j

Nc∑
k=1

ck. (6)
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Направление коллективного сдвига противополож-
но лэмбовскому сдвигу, который выписан в других
работах [4, 22] и здесь просто включается в часто-
ту Ωc.

Второй эффект — зависимость коллективной ре-
лаксации от числа частиц в осцилляторе, отличная
от полученной в работах [18–20]. Если ввести кол-
лективные операторы рождения и уничтожения воз-
буждения в ансамбле осцилляторов,

C† =
Nc∑
j=1

c†j , C =

Nc∑
k=1

ck,

то интенсивность излучения ансамбля осцилляторов
оценим как

I(t) = −�Ωc
d〈C†C〉
dt

, (7)

причем согласно (4) и (5) имеем

d

dt
〈C†C〉 = −G1− cos(G2Nc/2Ω

2
c)

(G2Nc/2Ω2
c)

2
〈C†C〉. (8)

(В уравнениях (6)–(8) величины размерные.) Допол-
нительный множитель, о котором говорили выше
при обсуждении штарковского взаимодействия, вхо-
дящий мультипликативно в константу винеровского
распада, дается выражением

1− cos(G2Nc/2Ω
2
c)

(G2Nc/2Ω2
c)

2
.

При значениях числа осцилляторов в ансамбле

Nc = 2nπ
2Ω2

c

G2
, n = 1, 2, 3, 4, . . . ,

константа коллективной релаксации принимает зна-
чение, в точности равное нулю. Такое поведение —
следствие корректного учета антивращающих сла-
гаемых в методе алгебраической теории возмуще-
ний.

Вид импульса сверхизлучения во времени,

〈C†C〉 = 〈C†C〉0 exp

⎛⎜⎜⎜⎝−G
1− cos

(
G2Nc

2Ω2
c

)
(
G2Nc

2Ω2
c

)2 t

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

зависит от начального состояния осцилляторов,
определяемого средним 〈C†C〉0, или способа приго-
товления коллективной системы. Как и в случае ви-
неровской динамики, значение интенсивности ока-
зывается пропорциональным квадрату числа осцил-
ляторов N2

c только для случая сфазированно приго-
товленного начального состояния, когда 〈C†C〉0 ∝
∝ N2

c . Для такого состояния и средние 〈C†〉0 ∝
∝ 〈C〉0 ∝ Nc. В случае приготовления системы со

случайным распределением фаз осцилляторов зна-
чение среднего 〈C†C〉0 ∝ Nc, поскольку в этом слу-
чае 〈C†〉0 ∝ 〈C〉0 ∝ √

Nc.

4. ВЫВОДЫ

Результаты данной работы дополняют преды-
дущие работы авторов [8, 10, 12, 17, 21, 22] и по-
казывают, что и ансамбль одинаковых атомов, и
ансамбль одинаковых осцилляторов испытывают
сходную невинеровскую динамику, если ансамбль
локализован в объеме, много меньшем длины вол-
ны, и распадается в общий термостат, а число час-
тиц в ансамбле становится критическим (порядка
сотни). При этом физическая реализация общего
термостата может быть различной. В дополнение к
естественным ситуациям, например, атомы в окру-
жающем вакуумном электромагнитном поле, общий
термостат возникает в случае нерезонансного вза-
имодействия элементов ансамбля с одной затухаю-
щей нерезонансной модой резонатора. Этот случай
важен, поскольку здесь можно несколько ослабить
требования к степени локализации ансамбля. Неви-
неровская динамика в описанном в статье смысле
противоположна известным результатам — вместо
увеличения скорости распада с ростом числа частиц
возможно полное подавление коллективной релак-
сации. К тому же появляется новый коллектив-
ный релаксационный сдвиг частоты, зависящий от
числа частиц в ансамбле — атомов или квантовых
осцилляторов. Отличие случая атомов от случая
гармонических осцилляторов заключается в раз-
ных формах импульса коллективного излучения.
У атомов импульс сверхизлучения формируется с
некоторой задержкой, в случае осцилляторов рас-
пад начинается без задержки сразу. Невинеровская
динамика ансамбля отражает общие результаты
теории открытых квантовых систем, а также су-
щественную роль учета квантового считывающего
процесса. Подчеркнем, что все известные работы
по теории открытых квантовых систем, выполнен-
ные с использованием представлений о квантовых
случайных процессах (кроме исследований детек-
тирования излученных фотонов [24, 25]), не учиты-
вали квантовый считывающий процесс [13] и ис-
пользовали только представления о рождающем и
уничтожающем квантовых случайных процессах.
Однако роль квантового считывающего процесса и
его вклад в динамику открытой системы следуют
из строгих общих математических результатов, и
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актуальной задачей было найти физические ситу-
ации, в которых квантовый считывающий процесс
проявил бы себя. Такая ситуация возникла в зада-
чах взаимодействия вакуумного электромагнитного
поля с ансамблем одинаковых частиц. В работе [16]
процессы второго порядка по константе взаимодей-
ствия с вакуумным электромагнитным полем были
представлены через квантовый считывающий про-
цесс в марковском приближении. Однако в силу
второго порядка малости эти процессы были малы-
ми. Но оказалось, что, несмотря на свою малость,
считывающий процесс проявляется в ансамблях ли-
бо атомов, либо квантовых осцилляторов. Кванто-
вый считывающий процесс в силу алгебраических
свойств дифференциалов Ито оказался способным
встраиваться в рождающий и уничтожающий про-
цессы и перенормировать константу взаимодействия
ансамбля с вакуумным электромагнитным полем.
Физически такое встраивание можно интерпрети-
ровать как своеобразные процессы конкуренции и
интерференции квантовых переходов в открытой
системе с испусканием реального фотона и вирту-
альных процессов переизлучения. В первом случае
в открытой квантовой системе менялось квантовое
состояние и его энергия. Во втором случае энергия
открытой системы не изменялась, так что соот-
ветствующий оператор диагонален по квантовым
состояниям открытой системы. Здесь важно заме-
тить, что в стандартном подходе к выводу кинети-
ческого уравнения, известном большинству специ-
алистов [1], в силу ограниченности этого подхода,
такие слагаемые вклада в релаксационный опера-
тор кинетического уравнения не дают. Это отдельно
подчеркнуто в [1]. Более изощренные методы ана-
лиза динамики открытых квантовых систем, напри-
мер, на основе квантового стохастического предела
[26], учитывают диагональные слагаемые, однако
пока нет примеров применения данного подхода
к эффективному гамильтониану. В данной работе
представлен анализ нового случая, в котором про-
явились свойства квантового считывающего процес-
са. Представляется, что набор различных случаев
реализации открытых квантовых систем позволит
найти экспериментально реализуемую ситуацию,
допускающую такую систему управления оптиче-
скими возбуждениями, которая может пригодиться
для формирования контролируемой невинеровской
динамики ансамбля возбужденных квантовых час-
тиц. Последнее может оказаться востребованным в
задачах квантовой информации, где рассматрива-
ются многокубитные системы и коллективная ре-
лаксация приводит к быстрой декогеренции. Неви-

неровская динамика, как следует из результатов
данной работы, способна подавить коллективную
релаксацию и сохранить возбуждение в ансамбле
одинаковых частиц. Авторы надеются, что и для
задач дискретной фотоники [27,28] эффекты сохра-
нения возбуждения могут оказаться интересными
при рассмотрении квантовых аналогов явлений.

Финансирование. Работа выполнена при
частичной финансовой поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (грант
№19-02-00234а).
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Выполнено квантовомеханическое моделирование структуры и свойств слоевых полиморфных разно-
видностей алмаза, называемых алмазоподобными бислоями. Алмазоподобные бислои (DL) представля-
ют собой полностью полимеризованные бислойные графены L6, L4–8, L3–12, L4–6–12 и L5–7. Расчеты,
выполненные методом теории функционала плотности, показали, что алмазоподобные бислои могут
быть получены в результате сильного одноосного сжатия исходных бислойных графенов перпендикуляр-
но плоскости этих слоев в диапазоне давлений от 8.6 до 51.4 ГПа. Использование в качестве предше-
ственников графеновых слоев, состоящих из топологических дефектов, приводит к снижению давления
фазового перехода в несколько раз по сравнению с обычным графеном L6. Минимальная слоевая плот-
ность (0.98 мг/м2) соответствует бислою DL4–6–12 с наибольшим диаметром пор (4.56 Å). Все изученные
алмазоподобные бислои, в отличие от графена и алмаза, должны быть полупроводниками с шириной
прямой запрещенной зоны от 1.36 до 2.38 эВ. В результате молекулярно-динамического моделирования
установлено, что при нормальном давлении бислои DL6, DL4–8, DL4–6–12 и DL5–7 могут быть устойчивы-
ми при 300 К, тогда как бислой DL3–12 должен быть неустойчив при температурах выше 260 К. Наиболее
устойчивый алмазоподобных бислой DL6 и трехмерная фаза на его основе должны обладать высокими
механическими характеристиками. Этот бислой может быть однозначно идентифицирован в синтезиро-
ванных углеродных материалах по теоретически рассчитанному спектру комбинационного рассеяния и
абсорбционному рентгеновскому спектру.

DOI: 10.31857/S0044451021120099

1. ВВЕДЕНИЕ

Углеродные наноструктуры, согласно общей схе-
ме структурной классификации углеродных соеди-
нений [1], имеют кристаллографическую размер-
ность 0Dc, 1Dc или 2Dc. Теоретически координа-
ция атомов в наноструктурах может быть равна 2,
3 или 4, что соответствует sp-, sp2- или sp3-гиб-
ридизации электронных орбиталей атомов. Боль-
шинство известных углеродных наноструктур со-
стоит из атомов углерода в 3-координированных
(sp2-гибридизированных) состояниях [2–4]. Также
могут существовать наноструктуры, состоящие из
атомов в sp-гибридизированных состояниях, или ги-

* E-mail: belenkov@csu.ru

бридные наноструктуры, в которых атомы углеро-
да находятся в различных состояниях — sp–sp2,
sp–sp3, sp2–sp3 или sp–sp2–sp3. Некоторые из та-
ких наноструктур были описаны и изучены теоре-
тически или получены и исследованы эксперимен-
тально. Наноструктурами из sp-гибридизированных
атомов, имеющими нульмерную кристаллографиче-
скую размерность, являются карбиновые наноколь-
ца [5, 6]. Изолированные атомные карбиновые це-
почки можно считать одномерными наноструктура-
ми [7, 8]. Гибридные соединения также могут иметь
0Dc-структуру (фуллереноподобные кластеры и на-
нодиски [9]), 1Dc-структуру (карбиноидные нано-
трубки [10, 11], димеры нанотрубок [12] и пентагра-
феновые нанотрубки [13]) или 2Dc-структуру (гра-
финовые слои [11, 14, 15], пентаграфен [16], тетра-
гексауглерод [17], слои из полимеризованных фулле-
ренов и нанотрубок [18, 19]). К двумерным гибрид-
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ным наноструктурам также относятся графановые
слои, состоящие из ковалентно связанных sp3-гиб-
ридизированных атомов углерода и атомов водоро-
да [20–22]. По-видимому, возможно существование
углеродных алмазоподобных наноструктур, состоя-
щих только из атомов в состояниях sp3-гибридиза-
ции. Действительно, одномерные наноструктуры та-
кого типа были теоретически исследованы в рабо-
тах [23, 24].

Вопрос о том, могут ли устойчиво существо-
вать слои только из углеродных атомов в 4-коор-
динированных состояниях и какова структура этих
двумерных соединений, остается недостаточно изу-
ченным. Анализ возможной структуры алмазопо-
добных монослоев, которые могли быть аналогами
графеновых монослоев, показал, что структурные
разновидности алмазоподобных монослоев должны
быть неустойчивыми [25]. Добиться устойчивости
двумерных алмазоподобных наноструктур возмож-
но в результате формирования бислоев, толщина ко-
торых составляет два атома [25]. Согласно схеме
модельного построения структуры различных угле-
родных соединений [1], алмазоподобные нанострук-
туры из 4-координированных атомов возможно по-
строить в результате сшивки наноструктур-пред-
шественников из 3-координированных атомов.

Структура алмазоподобных бислоев теоретичес-
ки может быть сформирована в результате сшив-
ки пар графеновых слоев различных полиморфных
разновидностей. В первую очередь, наибольший ин-
терес представляют бислои, которые могут быть
сформированы из обычного графена L6, основных
полиморфов графена L4–8, L3–12 и L4–6–12, состоя-
щих из топологических дефектов 3, 4, 8 и 12 [26,27],
а также из слоев L5–7, которые состоят из топологи-
ческих дефектов 5–7–7–5 Стоуна –Троуэра –Уэлса
[28], и обладают высокой устойчивостью.

В данной работе проведено теоретическое иссле-
дование ряда новых гипотетических бислоев, состо-
ящих только из sp3-гибридизированных атомов.

2. МЕТОДИКА РАСЧЕТОВ

Для построения кристаллических решеток ал-
мазоподобных слоев была использована модельная
методика, предложенная в работе [29]. Исходные
структуры слоев получались в процессе сшивки па-
раллельно расположенных двумерных предшествен-
ников — графеновых слоев. В качестве предшествен-
ников был использован обычный графен L6, три
другие основные полиморфные разновидности гра-

Рис. 1. Структуры предшественников алмазоподобных
слоев: графеновые слои L4−8 (а), L3−12 (б), L4−6−12 (в)

и L5−7 (г)

фена, L4–8, L3–12 и L4–6–12 [1], а также графен
L5–7, состоящий только из дефектов Стоуна –Тро-
уэра –Уэлса [28] (рис. 1).

Начальная геометрическая оптимизация струк-
туры слоевых нанокристаллов проводилась полу-
эмпирическим методом PM7 в программе MOPAC
[30], пока величина сил не становилась меньше
0.5 мэВ/Å. Элементарные ячейки и группы сим-
метрии определялись при использовании табли-
цы субпериодических групп для слоевых соеди-
нений [31]. Дальнейшая оптимизация структуры
и расчет свойств алмазоподобных слоев выпол-
нялись методом теории функционала плотности
(DFT), который реализован в программном ком-
плексе Quantum ESPRESSO [32]. Расчеты проводи-
лись при использовании функционала обменно-кор-
реляционной энергии Пердью–Берка –Эрнцерхофа
(PBE) [33] только для валентных электронов. Влия-
ние ионных остовов учитывалось по методу сохраня-
ющего норму псевдопотенциала Труллера –Мартин-
са [34]. Для интегрирования в зонах Бриллюэна ис-
пользовались сетки 14×14×1 из k-точек, определен-
ные по методу Монхорста –Пака [35]. Значение от-
сечки кинетической энергии было принято равным
60 Ry. Расчеты структуры и свойств углеродных на-
ноструктур выполнялись при постоянном парамет-
ре элементарных ячеек, расположенных перпенди-
кулярно плоскости слоев, который составил 15 Å.

Имитация термической обработки алмазоподоб-
ных слоев проводилась методом молекулярной ди-
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намики c временным интервалом 1 фс при исполь-
зовании суперячеек, содержащих от 32 до 48 ато-
мов, и k-сеток 6 × 6 × 1. Исследование процессов
фазовых переходов бислойных графенов в алмазо-
подобные слои при высоком давлении выполнялось
по методике, описанной в работе [36]. Спектры ком-
бинационного рассеяния алмазоподобных соедине-
ний были рассчитаны по методике из работы [37].
Расчет рентгеновских абсорбционных спектров уг-
леродных фаз и наноструктур проводился по мето-
дике из работы [38] для суперячеек, содержащих от
64 до 72 атомов. Модули Юнга углеродных слоев
были рассчитаны по следующей формуле:

Y =
1

Sh

(
∂Etotal

∂ε

)
ε=0

, (1)

где S — площадь поверхности слоя, h — толщина
слоя, Etotal — полная энергия, ε — относительное
удлинение (до 1.8%). Объемный модуль нанострук-
турированной фазы из наиболее устойчивых алма-
зоподобных слоев вычислялся в области относитель-
ного изменения объема до 1.8% из модифицирован-
ного уравнения состояния Кумара –Шармы [39].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Первый этап работы заключался в модельном
построении возможной структуры алмазоподобных
слоев из различных графеноподобных предшествен-
ников. Анализ способов формирования структу-
ры алмазоподобных слоев показал, что они мо-
гут быть получены в процессе сшивки двух парал-
лельно расположенных графеновых слоев. При дру-
гой ориентации предшественников и в зависимости
от их количества формируются только гибридные
(sp2–sp3) наноструктуры. Были рассмотрены два
варианта относительного расположения пары гра-
феновых слоев, которые аналогичны расположению
слоев в кристаллах графита при AB- и AA-упа-
ковках [36]. В результате геометрической оптимиза-
ции модельно-построенных исходных структур ал-
мазоподобных слоев методом PM7 установлено, что
устойчивой является только структура бислоев, по-
лученных при сшивке графеновых слоев L6, L4–8,
L3–12, L4–6–12 и L5–7 с упаковкой AA. На рис. 2 при-
ведены фрагменты структур алмазоподобных би-
слоев DL6, DL4–8, DL3–12, DL4–6–12 и DL5–7, опти-
мизированных методом DFT–PBE.

Установлено, что алмазоподобные бислои DL6,
DL3–12 и DL4–6–12 имеют гексагональные элемен-
тарные ячейки, тогда как бислои DL4–8 и DL5–7 —

Рис. 2. Структуры алмазоподобных бислоев DL6 (а),
DL4−8 (б), DL3−12 (в), DL4−6−12 (г) и DL5−7 (д)

соответственно квадратную и центрированную пря-
моугольную ячейки (рис. 2). В табл. 1 приведены
группы симметрии и параметры элементарных яче-
ек этих слоев. Все атомы в бислоях DL6, DL4–8,
DL3–12 и DL4–6–12 находятся в кристаллографиче-
ски эквивалентных позициях. В бислое DL5–7 име-
ются три неэквивалентные кристаллографические
позиции атомов. Структуры алмазоподобных бисло-
ев характеризуются длинами межатомных связей и
углами между ними (табл. 2). Минимальная дли-
на связи (1.5289 Å) наблюдается в бислое DL3–12,
а максимальная длина (1.6268 Å) — в DL5–7. Тол-
щина бислоев изменяется в диапазоне от 1.5747 до
1.6069 Å соответственно для бислоев DL3–12 и DL5–7.
Наименьший угол между связями (60◦) наблюдает-
ся в бислое DL3–12, наибольший угол (150◦) характе-
рен для бислоев DL3–12 и DL4–6–12. Поры наиболь-
шего размера наблюдаются в 12-угольных призма-
тических звеньях бислоев DL3–12 и DL4–6–12, диа-
метр которых составляет примерно 4.5 Å. Деформа-
ционный параметр Str, характеризующий отклоне-
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Таблица 1. Структурные характеристики бинарных алмазоподобных слоев (a и b — параметры двумерной элемен-
тарной ячейки; h — толщина слоя; N — число атомов в элементарной ячейке)

Слой Группа симметрии a, Å b, Å h, Å N, ат.

DL6 p6/mmm (№80) 2.7369 2.7369 1.5970 4

DL4–8 p4/mmm (№61) 3.8218 3.8218 1.5985 8

DL3–12 p6/mmm (№80) 5.8204 5.8204 1.5747 12

DL4–6–12 p6/mmm (№80) 7.5116 7.5116 1.5946 24

DL5–7 cmmm (№47) 8.2607 6.4825 1.6069 32

Таблица 2. Длины межатомных связей (L), углы между ними (β), диаметры наибольших пор (Dpore) и дефор-
мационные параметры (Str и Def) в кубическом алмазе и углеродных бислоях

Параметры Алмаз DL6 DL4–8 DL3–12 DL4–6–12 DL5–7

Lmin, Å 1.5577 1.5802 1.5547 1.5289 1.5612 1.5376

Lmax, Å 1.5577 1.5970 1.6030 1.5863 1.6082 1.6268

βmin, град 109.47 90.00 90.00 60.00 90.00 89.56

βmax, град 109.47 120.00 135.00 150.00 150.00 140.38

Dpore, Å 1.425 1.603 2.568 4.460 4.560 1.983

Str, Å 0.000 0.107 0.134 0.103 0.138 0.132

Def, град 0.00 90.0 128.9 188.9 128.9 94.1

ние длин связей в исследуемой алмазоподобной на-
ноструктуре от длины связи в алмазе, варьируется в
пределах от 0.103 до 0.138 Å. Другой деформацион-
ный параметр, Def, характеризует отклонение углов
в исследуемом бислое от алмазного угла и варьиру-
ется в диапазоне от 90.0 до 188.9◦. Следовательно,
наименее напряжена структура бислоя DL6, тогда
как наиболее напряженными наноструктурами яв-
ляются бислои DL3–12 и DL4–6–12.

Так как структуры всех полученных алмазо-
подобных бислоев являются сильно напряженны-
ми (деформированными) по отношению к структу-
ре кубического алмаза, на следующем этапе рабо-
ты была исследована их термическая устойчивость.
Молекулярно-динамическое моделирование терми-
ческой обработки бислоев было проведено в диапа-
зоне температур от 200 до 300 K. В результате было
установлено, что при температуре 300 К структу-
ра всех алмазоподобных бислоев неустойчива. Од-
нако при более низких температурах эти бислои мо-
гут быть устойчивыми. На рис. 3 приведены графи-
ки зависимости полной энергии от времени терми-
ческой обработки. В процессе отжига алмазоподоб-
ных бислоев происходит постепенное гофрирование

их структуры. Наиболее устойчивым является бис-
лой DL6, так как его деструкция происходит при
температуре более 270 К и сопровождается разде-
лением исходного бислоя на два обычных графено-
вых слоя. Бислои DL4–8 и DL5–7 устойчивы в обла-
сти 240 К, при повышении температуры происходит
их преобразование в гибридные напряженные слои.
Наименее устойчивыми являются бислои DL3–12 и
DL4–6–12, поскольку их структуры преобразуются в
гибридные слои при температуре выше 210 К.

На следующем этапе работы были изучены воз-
можные способы экспериментального получения ал-
мазоподобных бислоев. Наиболее вероятный способ
синтеза алмазоподобных бислоев — сильное стати-
ческое сжатие бислойного графена при низких тем-
пературах, поскольку по такому механизму могут
быть экспериментально получены алмазоподобные
соединения из графита [40–42]. Анализ показал, что
искомые бислои могут быть сформированы при сжа-
тии бислойных графенов с упаковкой AA вдоль
оси, перпендикулярной плоскостям графеновых сло-
ев. Наилучшим предшественником бислоя DL6 яв-
ляется обычный графен (L6), тогда как для бисло-
ев DL4–8, DL3–12, DL4–6–12 и DL5–7 необходимо ис-
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Рис. 3. Зависимости полной энергии Etotal от времени t
термической обработки алмазоподобных бислоев (в пра-
вом верхнем углу каждого графика приведено изображе-

ние суперячейки бислоя после отжига)

пользовать состоящие из топологических дефектов
графеновые слои L4–8, L3–12, L4–6–12 и L5–7. Экс-
периментально структуру бислойного графена типа
AA можно получить в результате частичного интер-
калирования слоев атомами лития, так как именно
такая структура получается при интеркалировании
литием обычного графита [43].

На рис. 4 изображены зависимости разностной
полной энергии от межслоевого расстояния, харак-

теризующие фазовые переходы бислойных графе-
нов в алмазоподобные бислои. Установлено, что
структурное преобразование графенов в алмазопо-
добные бислои происходит при сближении исходных
графеновых слоев на расстояние от 1.707 до 1.756 Å.
Величина энергетического барьера (ΔEG−D), кото-
рый необходимо преодолеть для структурного пе-
рехода фазы из 3-координированных атомов в фазу
из 4-координированных атомов, изменяется в преде-
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Рис. 4. Зависимости разностной полной энергии ΔEtotal

от межслоевого расстояния h для следующих прямых фа-
зовых переходов графеновых бислоев: L6 в алмазоподоб-
ный бислой DL6 (а); L4−8 в DL4−8 (б); L3−12 в DL3−12 (в);

L4−6−12 в DL4−6−12 (г); L5−7 в DL5−7 (д)

лах от 1.08 до 1.34 эВ/атом (табл. 3). Минимальное
значение давления (PG−D), при котором происходит
структурное преобразование, наблюдается для пря-
мого фазового перехода L4–6–12 → DL4–6–12 и рав-
но 8.6 ГПа (табл. 3). Данная величина PG−D зна-
чительно меньше соответствующих значений дав-
лений формирования наиболее устойчивых алмазо-
подобных фаз [36, 44–46]. Максимальное значение

PG−D (51.4 ГПа) характерно для фазового перехо-
да L6 → DL6 и является близким к соответствую-
щим расчетным величинам для формирования 3C- и
2H-политипов алмаза [36,46]. Кроме того, для наибо-
лее устойчивых алмазоподобных бислоев по графи-
кам на рис. 4 можно определить энергетические ба-
рьеры для обратных фазовых переходов (ΔED−G),
значения которых необходимы для оценки темпера-
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Таблица 3. Расчетные значения свойств кубического алмаза, графена и бинарных алмазоподобных слоев (ρ — сло-
евая плотность; ΔEdiam — разностная полная энергия относительно полной энергии алмаза; ΔEG−D и PG−D —
энергетический барьер и давление фазового перехода графеновых слоев (G) в алмазоподобные соединения (D);
ΔDOS и ΔBS — ширины запрещенных зон, определенные соответственно по плотности электронных состояний и

по зонной структуре)

Слой/фаза ρ, мг/м2 ΔEdiam,
эВ/атом

ΔEG−D,
эВ/атом

PG−D, ГПа ΔDOS , эВ ΔBS , эВ

Алмаз − 0 0.31 [36] 59.0 [36] 4.35 5.61

Графен L6 0.745 −0.04 − − 0 0

Бислой DL6 1.230 1.22 1.34 51.4 1.45 1.86

Бислой DL4–8 1.092 1.55 1.09 29.6 1.80 2.38

Бислой DL3–12 0.816 2.00 1.08 16.7 0.75 1.36

Бислой DL4–6–12 0.980 1.65 1.08 8.6 1.42 1.42

Бислой DL5–7 1.192 1.32 1.21 12.9 1.40 1.88

туры этих фазовых переходов по формуле

TD−G ∼ ΔED−G/3kB.

Так, например, значение ΔED−G для обратного фа-
зового перехода бислоя DL6 в бислойный графен L6

составляет 0.07 эВ/атом, что соответствует TD−G ≈
≈ 270 К. Следовательно, результаты расчетов фа-
зовых переходов хорошо согласуются с проведенны-
ми молекулярно-динамическими расчетами, соглас-
но которым новые бислои являются неустойчивыми
при температуре выше 300 К.

На следующем этапе работы были рассчитаны
некоторые свойства алмазоподобных бислоев. Сло-
евая плотность ρ изучаемых бислоев изменяется в
пределах от 0.816 (DL3–12) до 1.230 (DL6) мг/м2

(табл. 3), которая на 10–65% больше плотности
обычного графена [43]. Анализ показал, что ρ ли-
нейно уменьшается при увеличении деформацион-
ного параметра Def. Зависимость хорошо описывает
следующая формула:

ρ = a1 + b1 Def,

где a1 = 1.580 мг/м2, b1 = −0.004 мг/град ·м2.
Также были рассчитаны разностные полные

энергии бислоев относительно полной энергии
кубического алмаза (ΔEdiam), которые приведены
в табл. 3. Наименьшее значение ΔEdiam характерно
для бислоя DL6 (1.22 эВ/атом), наибольшее —
для DL3–12 (2.00 эВ/атом), что очень хорошо
согласуется с приведенными выше результатами
молекулярно-динамических расчетов, согласно ко-
торым наиболее устойчивым является бислой DL6,

а наименее устойчивым — DL3–12. Установлено, что
ΔEdiam линейно возрастает при увеличении Def по
следующей формуле:

ΔEdiam = a2 + b2 Def,

где a2 = 0.011 эВ/атом, b2 = 0.159 эВ/град · атом.
Электронные свойства алмазоподобных бисло-

ев были изучены при расчете спектров электрон-
ных состояний и зонных структур. На рис. 5 при-
ведены плотности электронных состояний кубиче-
ского алмаза и пяти гипотетических бислоев, по
которым были определены минимальные разницы
между энергиями электронов дна зоны проводимо-
сти и вершины валентной зоны (ΔDOS). Величи-
ны ΔDOS алмазоподобных бислоев меньше соответ-
ствующей величины для алмаза на 58–83% и нахо-
дятся в диапазоне от 0.75 эВ (DL3–12) до 1.80 эВ
(DL4–8), см. табл. 3. Наблюдается корреляция меж-
ду Def и ΔDOS — ширина запрещенной зоны умень-
шается при увеличении напряжения структуры. На
корректность выполненных расчетов указывает то,
что значение расчетной ширины прямой запрещен-
ной зоны кубического алмаза составило 5.61 эВ и
очень хорошо соответствует экспериментально опре-
деленной величине 5.4 эВ [47].

Зонные структуры гексагональных бислоев DL6,
DL3–12 и DL4–6–12 были рассчитаны на интервалах
между точками высокой симметрии G,K иM в зоне
Бриллюэна, для тетрагонального бислоя DL4–8 — на
интервалах между точками G, X и M , для базоцен-
трированного ромбического бислоя DL5–7 — на ин-
тервалах между точками G, X , Y , Y1 и S. Установ-
лено, что минимальная ширина запрещенной зоны
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Рис. 5. Плотности электронных состояний кубического 3C-алмаза и алмазоподобных бислоев

(ΔBS) бислоев, определенная по зонной структуре,
изменяется в пределах от 1.36 эВ (DL3–12) до 2.38 эВ
(DL4–8) (табл. 3). Так как значения ΔDOS и ΔBS

совпадают только для бислоя DL4–6–12, этот бислой
является прямозонным полупроводником, а четыре
других бислоя — полупроводниками с непрямой за-
прещенной зоной.

Для наиболее стабильного алмазоподобного би-
слоя (DL6) и трехмерной наноструктурированной
фазы на его основе были определены упругие ха-
рактеристики при механических нагрузках. Трех-
мерная наноструктурированная фаза представляла
собой алмазоподобные бислои, упакованные в стоп-
ки с порядком чередования слоев AB. На рис. 6а
приведены результаты расчетов разностной полной
энергии ΔEtotal при различных относительных од-
ноосных растяжениях ε слоевых наноструктур по
двум направлениям, устанавливающим диапазон из-
менения модуля Юнга Y для наноструктур, симмет-
рия которых подобна симметрии графена [48]. При
относительно небольших деформациях (ε < 0.018)
модули Юнга определялись по формуле (1) после

аппроксимации зависимостей ΔEtotal = f(ε) поли-
номом второй степени. Апробация методики расче-
та показала, что расчетные значения постоянных
упругости графена по направлениям типа «зигзаг»
и «кресло» соответственно равны 343.7 и 354.5 Н/м
и очень хорошо согласуются с экспериментальны-
ми значениями (310–350 Н/м) [49]. Модули Юн-
га для графена принимают следующие значения:
Yzig-zag = 1026 ГПа, Yarmchair = 1058 ГПа, кото-
рые хорошо соответствуют значению 1.05 ТПа, рас-
считанному методом DFT в работе [50]. Для ал-
мазоподобного бислоя DL6 модули упругости (389.2
и 384.3 Н/м) превосходят соответствующие расчет-
ные величины для графена примерно на 10%, од-
нако значения модулей Юнга (Yzig-zag = 787 ГПа,
Yarmchair = 777 ГПа) оказались меньше соответству-
ющих величин для графена на 25%, что объясняет-
ся относительно большой толщиной бислоя.

Далее были проведены расчеты объемного мо-
дуля B для кубического алмаза и наноструктури-
рованной фазы на основе бислоев DL6 при всесто-
ронне равномерном сжатии. В результате геометри-
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Рис. 6. а) Зависимости разностной полной энергииΔEtotal

от относительного удлинения ε структуры графена L6 и
алмазоподобного бислоя DL6. б) Зависимости ΔEtotal от
компоненты тензора деформации (ε11) при объемном сжа-

тии структур 3C-алмаза и фазы DL6 P63/mmc

ческой оптимизации структуры было установлено,
что эта фаза имеет гексагональную элементарную
ячейку (пространственная группа P63/mmc №194)
и характеризуется следующими позициями Уайкова:

4e(0.0000, 0.0000, 0.6678), 4f(0.3333, 0.6667, 0.6678).

Зависимости ΔEtotal от компоненты тензора дефор-
мации (ε11 = ε22 = ε33) приведены на рис. 6б. Объ-
емный модуль при бесконечно малых деформациях
(B0) был определен в процессе аппроксимации зави-
симости ΔEtotal = f(ε11) модифицированной функ-
цией состояния Кумара –Шармы. Для кубического
алмаза значение B0 составило 438.2 ГПа, которое
лишь на 1.7% меньше экспериментально определен-
ного значения 446.1 ГПа [51]. Расчеты показали, что
величина B0 для наноструктурированной фазы из
бислоев DL6 равна 236.9 ГПа и меньше соответству-

Рис. 7. Рассчитанные спектры комбинационного рассеяния
кубического алмаза (1) и бислоя DL6 (2)

ющей расчетной величины для алмаза на 46%, од-
нако превышает объемный модуль высокопрочного
карбида кремния [52].

Для возможности экспериментальной идентифи-
кации наиболее устойчивого алмазоподобного бис-
лоя (DL6) были проведены расчеты его спектраль-
ных характеристик. На рис. 7 приведены спектры
комбинационного рассеяния для кубического алма-
за и бислоя DL6. В расчетном колебательном спект-
ре алмаза имеется один пик при k = 1340 см−1, со-
ответствующий валентным С–С-колебаниям. Пози-
ция (волновое число) этого пика не более чем на
0.6% отличается от экспериментально определенно-
го сдвига комбинационного рассеяния (1332 см−1)
для кубического алмаза [43]. Расчеты показали, что
колебательный спектр алмазоподобного бислоя DL6

характеризуется двумя пиками высокой интенсив-
ности, расположенными при k = 1312, 1050 см−1,
которые соответствуют колебаниям атомов в плос-
кости слоя и перпендикулярно ей. Расчетный коле-
бательный спектр бислоя DL6 значительно отлича-
ется от экспериментальных спектров алмаза, графи-
та, фуллеренов и нанотрубок [43,53,54], поэтому его
идентификация не должна вызвать затруднений.

Кроме спектроскопии комбинационного рассе-
яния, для идентификации углеродных нанострук-
тур часто используется абсорбционная рентгенов-
ская спектроскопия, позволяющая изучать плот-
ность незанятых электронных состояний [40, 55, 56].
Ближняя тонкая структура спектров поглощения
рентгеновского излучения (NEXAFS) была рассчи-
тана для кубического алмаза, гексагонального гра-
фита и алмазопобного бислоя DL6 (рис. 8). Расчет-
ный спектр поглощения фотонов при возбуждении
остовного С1s-уровня углерода для 3C-алмаза удо-
влетворительно соответствует экспериментальному
спектру [57] (рис. 8) и очень хорошо согласуется с
теоретическим спектром из работы [58]. Также раз-
ность между энергиями доминирующего максиму-
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Рис. 8. Рентгеновские абсорбционные спектры кубическо-
го алмаза (1, 2), гексагонального графита (3) и алмазопо-
добного бислоя DL6 (4). Экспериментальный спектр алма-

за (1) был получен в работе [57]

ма алмаза (291.0 эВ) и максимума графита, отве-
чающего свободным π-состояниям (285.6 эВ), хоро-
шо соответствует ширине прямой запрещенной зоны
алмаза (см. табл. 3). Установлено, что рассчитан-
ный NEXAFS-спектр слоевой разновидности алма-
за DL6 значительно отличается от соответствующих
спектров 3C-алмаза и 2H-графита. Энергии, соот-
ветствующие максимальным плотностям состояний
в зоне проводимости бислоя DL6, равны 287.0, 290.0,
291.5, 294.2, 300.0, 302.3 эВ (рис. 8). В отличие от
графита, наблюдается небольшой поляризационный
эффект, который проявляется в различии спектров
в области энергий фотонов от 302 до 315 эВ для на-
правлений падающего излучения (100) и (001). Сто-
ит отметить, что расчетный NEXAFS-спектр бислоя
DL6 также может быть использован для его иденти-
фикации с помощью спектроскопии характеристи-
ческих потерь энергии электронами (EELS) [55].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе проведены ab initio исследова-
ния структуры, термической стабильности, процес-
са формирования и свойств алмазоподобных бисло-
ев, получаемых на основе бислойных графенов L6,
L4–8, L3–12, L4–6–12 и L5–7. В результате расчетов ме-
тодом теории функционала плотности установлено,
что бислой DL6 является наиболее устойчивым бис-

лоем, который стабилен до 300 К, тогда как бислой
DL3–12 наименее устойчив, так как его деструкция
происходит при температуре выше 260 К. Алмазо-
подобные бислои могут быть получены в результа-
те сильного одноосного сжатия бислойного графе-
на вдоль оси, перпендикулярной плоскостям этих
слоев, в диапазоне давлений от 8.6 до 51.4 ГПа.
Величина давления формирования бислоев быстро
уменьшается за счет повышения доли топологичес-
ких дефектов в структуре исходных слоев графе-
на. Так, например, давление формирования бислоев
DL4–6–12 и DL5–7 более чем на 78% меньше давле-
ния формирования макрокристаллов алмаза из гра-
фита при холодном сжатии.

Слоевая плотность изученных алмазоподобных
бислоев превышает плотность обычного графена на
10–65%. Теоретически слоевая плотность гексаго-
нального бислоя DL6 могла быть равна удвоенной
плотности исходных графеновых слоев L6. Мень-
шие значения слоевой плотности относительно та-
кой теоретической оценки обусловлены тем, что
углерод-углеродные связи в алмазоподобных слоях
удлиняются по сравнению со связями в графеновых
слоях. Кроме того, в структурах бислоев имеются
поры диаметром до 4.56 Å, поэтому эти бислои в пер-
спективе могут быть использованы в качестве моле-
кулярных сит.

Все изученные бислои должны быть полупровод-
никами, и их электронные свойства значительно от-
личаются от свойств графита и алмаза, поскольку
ширина их минимальной прямой запрещенной зоны
изменяется в пределах от 1.36 до 2.38 эВ.

Расчеты механических характеристик наиболее
устойчивого бислоя показали, что средняя посто-
янная упругости бислоя DL6 на 10.8% большее
соответствующей величины для графена (L6),
однако средний модуль Юнга бислоя DL6 оказался
меньше соответствующего модуля для графена на
25%. Объемный модуль упорядоченного конденсата
из бислоев DL6 составляет 234 ГПа, величина
которого близка к величине для карбида кремния.
Возможный способ экспериментального получения
наиболее стабильного бислоя DL6 может заклю-
чаться в одноосном статическом сжатии бислойного
графена с упаковкой AA, которая может быть
достигнута за счет частичного интеркалирования
литием. Ось сжатия должна быть параллельна
нормали плоскости исходного бислойного графена,
так как именно в этом случае возможно фор-
мирование высокопрочных углеродных слоевых
наноструктур, подобных экспериментально наблю-
давшемуся высокопрочному димеру графена при
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наноиндентировании пары обычных графеновых
слоев [59]. Экспериментальную идентификацию
алмазоподобного бислоя DL6 можно выполнить
с помощью теоретически рассчитанного спектра
комбинационного рассеяния, содержащего только
две интенсивные колебательные моды при k = 1050,
1312 см−1. Более достоверно бислой DL6 может
быть идентифицирован по рентгеновскому абсорб-
ционному спектру (или спектру EELS).
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Методом молекулярной динамики с использованием двумерной цепной модели показано, что движение
графеновых наночастиц (нанолент и нанотрубок) на плоской термализованной многослойной подложке
h-BN описывается как движение частиц в вязкой среде с постоянным коэффициентом трения. Возни-
кающее при движении эффективное трение имеет волновую природу, причиной торможения является
взаимодействие наночастицы с тепловыми изгибными колебаниями листов подложки. Величина коэф-
фициента трения монотонно увеличивается с ростом температуры и уменьшается с увеличением размера
наночастицы. Для нанолент возникающее трение разделяется на два типа: на внутреннее и краевое (на
трение внутренней поверхности наноленты и трение ее краев с поверхностью подложки). При длинах
L < 35 нм главную роль в торможении движения играет краевое, а при L > 35 нм — внутреннее трение.
Под действием постоянной продольной силы динамика наночастиц всегда выходит на режим движения с
постоянной скоростью, значение которой прямо пропорционально величине силы и обратно пропорцио-
нально значению коэффициента трения. Моделирование движения наноленты при наличии нормальной
нагрузки (давления) показывает, что рост нагрузки приводит к уменьшению внутреннего трения из-за
уменьшения под нанолентой амплитуды тепловых изгибных колебаний слоев подложки и к увеличению
краевого трения из-за вдавливания краев наноленты в подложку. В силу этого эффект уменьшения тре-
ния при увеличении нормальной нагрузки может наблюдаться только для нанолент достаточно большого
размера (L > 250 нм), когда главную роль играет внутреннее трение.

DOI: 10.31857/S0044451021120105

1. ВВЕДЕНИЕ

Двумерные (2D) слоистые материалы, такие как
графен (G), гексагональный нитрид бора (h-BN),
дисульфид молибдена (MoS2) и вольфрама (WS2),
вызывают большой интерес из-за своих уникаль-
ных электронных [1–3] и механических [4–7] свойств.
Благодаря очень низкому трению слоев эти матери-
алы могут быть использованы в качестве высоко-
эффективной сухой смазки [8–14]. В последнее вре-
мя повышенное внимание уделяется гетерогенным

* E-mail: asavin@center.chph.ras.ru

слоистым материалам, которые могут демонстриро-
вать различные новые физические свойства по срав-
нению с их однородными аналогами [15–17]. Так,
было показано, что использование гетероструктур
G/h-BN позволяет получить нужные электронные
свойства [18,19], а также существенно понизить тре-
ние между слоями [20].

Важной задачей для механических устройств
нано- и микроразмеров является максимально воз-
можное уменьшение трения [21]. Стандартные схе-
мы смазки на таких размерах перестают работать,
здесь необходимо от жидкой смазки перейти к су-
хой, связанной со скольжением плоских молеку-
лярных слоев. Такой подход, впервые теоретически
предложенный несколько десятилетий назад [22],
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Рис. 1. Прямоугольный лист графена размера 2.02 ×
× 1.88 нм2 (160 атомов углерода), лежащий на плоской

поверхности кристалла h-BN

позволил достичь чрезвычайно низких коэффициен-
тов трения [23–25]. Особенно сильно понизить тре-
ние позволяет использование двумерных материа-
лов, таких как графен и гексагональный нитрид
бора h-BN [26]. Слоистые структуры из этих ма-
териалов могут обладать сверхскольжением слоев
[15, 20, 27].

Использование слоистых 2D-структур требует
фундаментального понимания истоков силы трения
на атомном уровне. В работах [20, 27, 28] проводи-
лось моделирование медленного протягивания слоя
графена, расположенного над слоем h-BN, под дей-
ствием боковых сил. Величина трения оценивалась
как максимальное значение возникающей силы, пре-
пятствующей скольжению. Фактически находилась
сила трения покоя при нулевой температуре. Функ-
ционирование механических устройств нано- и мик-
роразмеров невозможно описать без учета тепловых
колебаний. Поэтому здесь учет влияния тепловых
колебаний на трение имеет особое значение. В от-
личие от стандартных сценариев трения, где тре-
ние всегда уменьшается с повышением температуры
[29], в двухслойной структуре G/h-BN трение может
увеличиваться с повышением температуры [30].

Целью настоящей работы является объяснение
на атомарном уровне возникающего трения при дви-
жении наночастиц (нанолент и нанотрубок графена)
по плоской поверхности многослойной подложки. В
качестве подложки будет использована плоская по-
верхность гексагонального кристалла нитрида бора
h-BN (см. рис. 1). Для определения коэффициен-
тов возникающего эффективного трения будет про-
моделировано торможение свободного движения на-
ночастиц вследствие их взаимодействия с термали-
зованной подложкой (вследствие перекачки началь-
ной кинетической энергии наночастиц в подложку).
Будет проанализирована зависимость коэффициен-

тов трения от размера наночастиц и температуры
подложки.

Работа построена следующим образом. В разд. 2
строится цепная 2D-модель, используемая далее для
моделирования движения графеновых наночастиц
(нанолент и нанотрубок) по плоской многослойной
подложке h-BN. В разд. 3 проводится моделирова-
ние торможения свободного движения наночастиц
в результате их взаимодействия с термализован-
ной подложкой. Определяется коэффициент возни-
кающего эффективного трения и анализируется его
природа. В разд. 4 анализируется подвижность на-
ночастиц, моделируется их движение под действи-
ем боковой силы. В разд. 5 проводится провер-
ка выполнения для нанолент эмпирического закона
Амонтона –Кулона (моделируется влияние на тре-
ние нормальной нагрузки). Заключительные заме-
чания приводятся в разд. 6.

2. МОДЕЛЬ

Для описания динамики нанолент и нанотрубок
графена на плоской поверхности многослойной под-
ложки удобно использовать двумерную модель сис-
темы молекулярных цепей [31–33]. Если считать,
что наночастица (нанолента или нанотрубка графе-
на) и листы h-BN подложки лежат так, что у всех
направление зигзаг совпадает с осью x (см. рис. 1),
то двумерная цепная модель будет описывать сече-
ние системы наночастица+многослойная подложка
вдоль оси x (см. рис. 2). Тогда одной частице в дву-
мерной модели будут соответствовать все атомы на-
ноленты (нанотрубки), имеющие одинаковые коор-
динаты x, z.

Если атомы, расположенные вдоль одной линии,
параллельной оси y, двигаются синхронно, меняя
только координаты x, z, то гамильтониан одной на-
ноленты (нанотрубки) графена (h-BN) будет иметь
вид гамильтониана цепи, расположенной в плоскос-
ти xz:

Hi =
N∑

n=1

[
1

2
Mi(u̇n, u̇n) + Vi(Rn) + Ui(θn)

]
. (1)

Здесь индекс i = 1, если рассматривается нано-
лента графена (G), и i = 2, если рассматривает-
ся нанолента бор нитрида (BN). Двумерный век-
тор un = (xn, zn) задает координаты n-ой части-
цы цепи. Масса частицы для цепи G совпадает с
массой атома углерода M1 = MC = 12mp, а для
цепи BN — со средней массой атомов бора и нит-
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Рис. 2. Вид стационарных состояний однослойных листов
графена длины L = 2.33, 4.79, 9.70 нм (число звеньев це-
пи Nc = 20, 40, 80) и однослойных нанотрубок с индексом
киральности (10, 0), (20, 0), (40, 0) (число звеньев цикли-
ческой цепи Nc = 20, 40, 80) на многослойной подложке,
образованной поверхностью кристалла h-BN (части a, b,
c и d, e, f). Число слоев листов h-BN K − 1 = 3, число
звеньев в BN-цепи Nbn = 360. Черная прямая показывает

положение поверхности неподвижной подложки

рида M2 = (MB + MN)/2 = 12.4085mp (mp =

= 1.6603 · 10−27 кг — масса протона).
Отметим, что используемая цепная 2D-модель

(1) не позволяет описать поперечные (вдоль оси y)
колебания наноленты, но позволяет описать про-
дольные (вдоль оси x) и изгибные (вдоль оси z) ко-
лебания наноленты.

Потенциал

Vi(R) =
1

2
Ki(R −Ri)

2 (2)

описывает продольную жесткость цепи, Ki — жест-
кость взаимодействия, Ri — равновесная длина свя-
зи (шаг цепи), Rn = |un+1−un| — расстояние между
соседними узлами n и n+ 1.

Потенциал

Ui(θ) = εi[1 + cos(θ)] (3)

описывает изгибную жесткость цепи, θ — угол меж-
ду двумя соседними связями,

cos(θn) = −(vn−1,vn)/Rn−1Rn,

вектор vn = un+1 − un.
Параметры потенциалов (2), (3) для цепи G опре-

делены в [31,32] из анализа дисперсионных кривых
наноленты графена. Продольная жесткость K1 =

= 405 Н/м, шаг цепи R1 = rCC
√
3/2 = 1.228 Å

(rCC = 1.418 Å — длина валентной связи C–C в ли-
сте графена), энергия ε1 = 3.5 эВ.

Нанолента h-BN имеет такую же структуру, как
и нанолента графена. В двумерной модели ее га-
мильтониан тоже будет иметь вид (1). Для нахож-
дение параметров цепи BN была рассмотрена нано-
лента h-BN. Взаимодействие атомов наноленты опи-
сывалось расширенным потенциалом Терсоффа для
нитрида бора [34]. Вычисления показали, что нано-
лента h-BN имеет такую же гексагональную струк-
туру, как и нанолента графена. В основном состоя-
нии длина валентной связи B–N rBN = 1.445685 Å
незначительно превышает длину валентной связи
C–C. Анализ дисперсионных кривых наноленты по-
казал, что она имеет частотный спектр изгибных
(внеплоскостных) колебаний 0 ≤ ω ≤ 747 см−1 и
спектр продольных (вутриплоскостных) колебаний
0 ≤ ω ≤ 1688 см−1. Вычисления показали, что дис-
персионные кривые двумерной цепи с гамильтониа-
ном (1) наилучшим образом соответствуют диспер-
сионным кривым полноатомной модели наноленты
при жесткости K2 = 480 Н/м, шаге цепи R2 =

= rBN
√
3/2 = 1.252 Å и энергии ε2 = 1.10 эВ (см.

рис. 3).
Отметим, что гамильтониан цепи (1) дает энер-

гию деформации наноленты, приходящуюся на про-
дольную полосу ширины Δy = Ri/

√
3, поэтому, если

энергию системы цепей далее будем нормировать по
наноленте графена, то энергию деформации нано-
лент h-BN нужно умножить на нормирующий мно-
житель c = R1/R2 = rCC/rBN = 0.9808.

Для вычисления эффективного потенциала
невалентного взаимодействия узлов цепей (энер-
гии взаимодействия одного атома с поперечной
линией атомов) были использованы потенциалы
Леннарда –Джонса

V (r) = ε0
[
(r0/r)

12 − 2(r0/r)
6
]
, (4)

со значениями энергии ε0 и равновесными длинами
взаимодействия r0, приведенными в таблице.

Проведенные вычисления показали (см. рис. 4),
что взаимодействия узлов цепей, соответствующих
слоям бор-нитридной подложки и слою графена,
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Рис. 3. Вид дисперсионных кривых наноленты h-BN (крас-
ные линии 1 соответствуют поперечным, а синие 2 — про-
дольным колебаниям наноленты). Штриховые кривые 3 и
4 соответствуют изгибным и продольным колебаниям цеп-

ной 2D-модели наноленты

Таблица. Значения параметров потенциала Лен-
нарда–Джонса (4) для различных пар взаимодей-

ствующих атомов [35]

BB NN BN CB CN

ε0, МэВ 7.81 2.99 4.81 5.96 3.69

r0, Å 4.083 3.660 3.866 3.976 3.756

можно с высокой точностью описать потенциалом
Леннарда –Джонса

Wi(r) = εi
[
5(ri/r)

11 − 11(ri/r)
5
]
/6. (5)

Здесь r — расстояние между взаимодействующи-
ми узлами (индекс i = 1, если описывается взаи-
модействие узлов цепей BN, i = 2 — взаимодей-
ствие узлов цепей BN и G). Энергии взаимодействия

Рис. 4. Вид потенциалов взаимодействия узлов цепей
Wi(r), i = 1, 2 (кривые 1, 2). Сплошные линии дают за-
висимости, полученные численно, штриховые линии — за-
висимости, описываемые потенциалом Леннарда–Джон-

са (5)

ε1 = 0.01511 эВ, ε2 = 0.01433 эВ, равновесные рас-
стояния r1 = 3.642 Å, r2 = 3.701 Å.

При моделировании динамики многослойной
подложки необходимо ограничить число слоев.
Поэтому будем считать, что первый (самый ниж-
ний) слой уже взаимодействует с неподвижной
плоской поверхностью кристалла (на рис. 2 эта
поверхность показана черной линией). Энергия
взаимодействия атомов слоев с неподвижной под-
ложкой тоже вычислялась с помощью потенциалов
Леннарда –Джонса (4).

Вычисления показали (см. рис. 5), что потенци-
ал взаимодействия с неподвижной подложкойW0(h)

(зависимость энергии от расстояния h узла цепи до
плоскости подложки) с высокой точностью может
быть описан (k, l) потенциалом Леннарда –Джонса

W0(h) = ε0[k(h0/h)
l − l(h0/h)

k]/(l− k), (6)

где степень l = 10, k = 3.75, энергия взаимодействия
ε0 = 0.0974 эВ, равновесное расстояние h0 = 3.49 Å.

РассмотримK-слойные структуры, представлен-
ные на рис. 2. Пусть первые k = 1, . . . ,K − 1 сло-
ев соответствуют BN-цепям (слоям кристалла h-
BN), состоящим из Nbn звеньев. Эти слои лежат
на плоской твердой подложке и взаимодействуют с
ней (будем считать, что поверхность твердой под-
ложки совпадает с плоскостью z = 0). Последняя
K-тая G-цепь, имеющая Nc < Nbn звеньев, соответ-
ствует графеновой наночастице (наноленте, нано-
трубке), лежащей на плоской деформируемой мно-
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Рис. 5. Потенциал взаимодействия W0(h) узла цепи BN
c неподвижной плоской поверхностью кристалла h-BN.
Сплошная линия дает зависимость, полученную численно,
штриховая линия — зависимость, описываемую потенциа-

лом Леннарда–Джонса (6)

гослойной (K-1-слойной) подложке. Координаты уз-
лов этой системы K цепей задаются векторами

{un,k = (xn,k, zn,k)}Nk, K
n=1,k=1,

где Nk — число узлов в k-й цепи (Nk = Nbn при
k = 1, . . . ,K − 1 и NK = Nc).

Гамильтониан системы цепей будет иметь вид

H =

K−1∑
k=1

Nbn∑
n=1

1

2
cM2(u̇n,k, u̇n,k)+

+

Nc∑
n=1

1

2
M1(u̇n,K , u̇n,K) + E, (7)

где потенциальная энергия

E = c

K−1∑
k=1

Nbn∑
n=1

[V2(Rn,k)+U2(θn,k)+W0(zn,k)] + (8)

+c

K−2∑
k1=1

K−1∑
k2=k1+1

Nab∑
n=1

Nab∑
l=1

W1(rn,k1 ;l,k2)+ (9)

+

Nc∑
n=1

[V1(Rn,K) + U1(θn,K)] + (10)

+

K−1∑
k=1

Nab∑
n=1

Nc∑
l=1

W2(rn,k;l,K). (11)

Здесь расстояние между соседними узлами k-й цепи
Rn,k = |un+1,k − un,k|, косинус угла между двумя
соседними связями

cos(θn,k) = −(vn−1,k,vn,k)/Rn−1,kRn,k,

вектор vn,k = un+1,k−un,k, расстояние между узла-
ми разных цепей k1 и k2 rn,k1;l,k2 = |ul,k2 − un,k1 |.
В формуле потенциальной энергии первое слагае-
мое (8) задает энергию деформации BN-цепей с уче-
том энергии их взаимодействия с твердой подлож-
кой, второе слагаемое (9) — энергию невалентного
взаимодействия BN-цепей, третье слагаемое (10) —
энергию деформации G-цепи, а последнее слагаемое
(11) — энергию невалентного взаимодействия G-це-
пи с BN-цепями.

3. ТОРМОЖЕНИЕ СВОБОДНОГО
ДВИЖЕНИЯ НАНОЧАСТИЦЫ

Рассмотрим систему, состоящую из K − 1 = 3

слоев BN-цепей с Nbn = 2400 звеньями. Длина такой
трехслойной подложки L = (Nbn − 1)R2 = 300.4 нм.
В качестве графеновой наночастицы, расположен-
ной на этой подложке, возьмем линейную G-цепочку
из Nc = 20, 40, 80, 160, 320 звеньев (длина соответ-
ствующей наноленты графена Lc = 2.3, 4.8, 9.7, 19.5,
39.2 нм). Также в качестве графеновой наночасти-
цы будут рассмотрены циклические цепочки (угле-
родные нанотрубки) из Nc = 20, 40, 80 звеньев (см.
рис. 2d,e,f). Промоделируем свободное движение на-
ночастицы по такой многослойной подложке.

Сначала поместим наночастицу у левого края
подложки, как показано на рис. 2. Далее найдем ста-
ционарное состояние системы «наночастица+ трех-
слойная подложка». Для этого численно методом со-
пряженных градиентов решим задачу на минимум
энергии:

E → min : {un,k}Nk, K
n=1,k=1, (12)

где число цепей K = 4, число узлов N1 = N2 = N3 =

= Nab = 2400, N4 = Nc. Типичный вид стационар-
ных состояний показан на рис. 2. Как видно на ри-
сунке, нанотрубка графена в результате взаимодей-
ствия с подложкой с увеличением ее радиуса (чис-
ла звеньев Nc) начинает приобретать сплющенную
каплевидную форму.

Для получения термализованного состояния сис-
темы поместим ее в термостат Ланжевена. Для
этого зафиксируем x-координаты краевых частиц
BN-цепей (положим скорости {ẋ1,k ≡ 0, ẋNab,k ≡
≡ 0}K−1

k=1 ) и x-координату центральной частицы
G-цепи (ẋNc/2,K ≡ 0) и численно проинтегрируем
систему уравнений Ланжевена

M2ün,k = −1

c

∂H

∂un,k
− ΓM2u̇n,k + Ξn,k,

k = 1, . . . ,K − 1, n = 1, . . . , Nbn,

(13)

9 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
889



А. В. Савин ЖЭТФ, том 160, вып. 6 (12), 2021

M1ün,K = − ∂H

∂un,K
− ΓM1u̇n,K + Ξn,K ,

n = 1, . . . , Nc,

(14)

где Γ = 1/tr — коэффициент трения (время релакса-
ции tr = 0.4 пс), Ξn,k = (ξn,k,1, ξn,k,2) — двумерный
вектор нормально распределенных случайных сил,
нормализованных условиями

〈ξn,k1,i(t1)ξl,k2,j(t2)〉 = 2MΓkBTδnlδk1k2δijδ(t2−t1)

(T — температура термостата, kB — постоянная
Больцмана, масса M = M2/c при k < K и M = M1

при k = K).
Возьмем начальные условия для системы урав-

нений движения Ланжевена (13), (14) соответствую-
щими основному стационарному состоянию системы

{un,k(0) = u0
n,k, u̇n,k(0) = 0}Nk, K

n=1,k=1

и численно проинтегрируем систему в течение вре-
мени t0 = 20tr. За это время система придет в пол-
ное равновесие с термостатом, и мы получим терма-
лизованное состояние системы

{wn,k = un,k(t0), vn,k = u̇n,k(t0)}Nk, K
n=1,k=1.

Для моделирования свободного движения нано-
частицы по термализованной многослойной подлож-
ке оставим фиксированными только x координаты
краевых узлов BN-цепей, уберем взаимодействие си-
стемы с термостатом, а всем атомам наночастицы
сообщим дополнительную начальную скорость v0 >
> 0, направленную вдоль оси x. Для этого численно
проинтегрируем систему уравнений движения

M2ün,k = −1

c

∂H

∂un,k
,

k = 1, . . . ,K − 1, n = 1, . . . , Nbn,

(15)

M1ün,K = − ∂H

∂un,K
,

n = 1, . . . , Nc,

(16)

с начальными условиями

un,k(0) = wn,k, u̇n,k(0) = vn,k,

n = 1, . . . , Nbn, k = 1, . . . ,K − 1,
(17)

un,K(0) = wn,K , u̇n,K(0) = vn,K + v0ex,

n = 1, . . . , Nc,
(18)

где вектор ex = (1, 0).
Проследим за движением центра тяжести нано-

частицы xc = (x1,K + x2,K + . . . + xNc,K)/Nc вдоль

Рис. 6. Зависимость центра тяжести графеновой наночас-
тицы xc от времени t при температуре подложки T =

= 300 K. Тонкие кривые показывают 9 траекторий дви-
жения для различных независимых начальных реализаций
термализованного состояния системы. Сплошная толстая
(черная) линия дает траекторию среднего значения центра
тяжести x̄c, полученную по 256 независимым реализациям
термализованного состояния. Рисунок а показывает дина-
мику для линейной цепи (наноленты), рис. б — для цик-
лической цепи (нанотрубки) с Nc = 20 звеньями. Штри-
ховые (красные) линии показывают зависимость (19) при
значении коэффициента эффективного трения γ = 8.3 и

8.6 нс−1

подложки. Характер движения графеновых наноча-
стиц (нанолент и нанотрубок) показан на рис. 6.
Как видно на рисунке, вид траектории xc(t) за-
висит от реализации начального термализованного
состояния системы, но взаимодействие с подлож-
кой всегда приводит к торможению направленно-
го движения частицы (начальная скорость движе-
ния v0 = 500 м/с). Если траектории усреднить по
всем независимым реализациям термализованного
состояния системы (взять среднее значение x̄c(t) =
= 〈xc(t)〉), то динамика наночастицы с хорошей точ-
ностью описывается как движение частицы в вязкой
среде:

x̄c(t) = x̄c(0) + v0 [1− exp(−γt)] /γ, (19)
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Рис. 7. Зависимость коэффициента трения γ от темпе-
ратуры T для линейной (наноленты) и циклической цепи
(нанотрубки) из Nc = 20 звеньев (соответственно кривые

1 и 2)

c коэффициентом вязкого «трения» γ > 0 (обрат-
ная величина γ−1 соответствует времени, за кото-
рое начальная скорость наночастицы уменьшается
в e раз). Так, при Nc = 20 и температуре T = 300 K
коэффициент эффективного трения для движения
по подложке наноленты и нанотрубки γ = 8.3 и
8.6 нс−1, см. рис. 6.

Численное моделирование динамики наночастиц
показало, что ее вязкое торможение (19) происхо-
дит при всех размерах наночастиц и температурах
подложки 0 < T ≤ 600K, но значение коэффициен-
та эффективного трения γ зависит от температуры,
размера и типа наночастицы. Зависимость γ от тем-
пературы показана на рис. 7. Как видно на рисунке,
коэффициент трения монотонно растет с увеличени-
ем температуры. При T ≤ 300K уменьшение темпе-
ратуры приводит к практически линейному умень-
шению эффективного трения γ до значений, близ-
ких к нулю. Это позволяет заключить, что причи-
ной торможения наночастиц является их взаимо-
действие с тепловыми колебаниями. Главную роль
в этом взаимодействии играют изгибные колебания
цепей — если уменьшить их амплитуду, то значи-
тельно уменьшается и эффективное трение. Так, ес-
ли увеличить в десять раз энергию деформации ва-
лентных углов εi, i = 1, 2, увеличивая изгибную
жесткость цепей, то коэффициент трения для цепи
из Nc = 20 звеньев при T = 300K уменьшится от
значения γ = 8.3 до значения 3.5 нс−1 для линейной
и от значения γ = 8.6 до 3.2 нс−1 для циклической
цепи.

Заметим, что полученный существенный рост
трения с увеличением температуры парадоксаль-
ным образом отличается от стандартных сценариев
трения, где трение всегда уменьшается с увеличе-
нием температуры [29]. Отличие связано с тем, что
в рассматриваемой системе трение имеет волновую
природу (обусловлено взаимодействием с тепловы-
ми колебаниями). Увеличение силы трения слоев
G/h-BN с увеличением температуры также получе-
но в работе [30].

С увеличением размера наночастицы коэффици-
ент эффективного трения уменьшается. Так, при
T = 300 K для циклической G-цепи (для нанотруб-
ки) при числе звеньев Nc = 20 коэффициент трения
для ее движения по подложке γ = 8.6 нс−1, приNc =

= 40 коэффициент γ = 4.6 нс−1, а при Nc = 80 уже
γ = 1.9 нс−1.

Торможение наночастицы происходит из-за ее
взаимодействия с атомами многослойной подлож-
ки. Для того чтобы определить распределение сил
торможения вдоль движущейся наноленты графе-
на, найдем средние значения продольных сил Fx,n,
действующих со стороны подложки на узлы G-цепи.
Вектор силы

Fn = (Fx,n, Fz,n) =

K−1∑
k=1

Nab∑
l=1

∂W2(rl,k;n,K)

∂un,K
,

расстояние rl,k;n,K = |un,K − ul,k|.
Для нахождения средних значений сил при чис-

ленном интегрировании системы уравнений движе-
ния (15), (16) с начальными условиями (17), (18)
найдем распределение вдоль G-цепи продольных
сил взаимодействия с подложкой:

F̄x,n(v) =

〈
1

t1

t1∫
0

Fx,n(t) dt

〉

при начальной скорости движения v = 500 м/с.
Возьмем время усреднения t1 = 100 пс (как вид-
но на рис. 6, на начальном интервале времени [0, t1]

наночастица всегда сохраняет направленное движе-
ние). Найдем также средние значения этих сил для
неподвижной частицы F̄x,n(0) (значения сил при на-
чальной скорости движения v = 0). Тогда можно
определить силы торможения, препятствующие на-
правленному движению как

Fn,b(v) = F̄x,n(v)− F̄x,n(0).

Распределение сил торможения вдоль G-цепи
(вдоль наноленты графена) показано на рис. 8. Как
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Рис. 8. Распределение вдоль G-цепи сил торможения дви-
жения (сил трения) Fb при числе звеньев цепиNc = 40, 80,
160 (кривые 1, 2, 3). Начальная скорость движения цепи

v = 500 м/с, температура подложки T = 300 K

видно на рисунке, главное действие силы трения с
подложкой оказывают на края наноленты — на кра-
ях силы торможения значительно выше сил тормо-
жения во внутренней части цепи. Моделирование
показало, что силы торможения прямо пропорцио-
нальны значению начальной скорости наночастицы
v. Все это позволяет говорить о наличии двух сил
трения — краевого трения, действующего на конце-
вые атомы и значительно более слабого внутреннего
трения, действующего на все остальные атомы цепи.

Наличие краевого трения позволяет объяснить
зависимость коэффициента трения γ от длины цепи.
Зависимость γ от числа звеньев линейной цепи Nc

представлена на рис. 9. Как видно на рисунке, с уве-
личением длины цепи коэффициент эффективного
трения монотонно уменьшается при всех значениях
температуры.

Предположим, что при движении цепи по под-
ложке со скоростью v на каждый ее узел действует
одинаковая сила трения F1 = −M1γ1v (сила тре-
ния соприкасающихся поверхностей) и сила F2 =

= −M1γ2v, действующая только на краевые узлы
(сила краевого трения), тогда общий коэффициент
трения для цепи из Nc звеньев

γ(Nc) = γ1 + 2γ2/Nc. (20)

Полученные из численного моделирования динами-
ки значения коэффициента трения γ для цепей с
числом звеньев Nc = 20, 40, 80, 160, 320 с хоро-
шей точностью подтверждают зависимость (20) (см.
рис. 9). При температуре T = 100 K коэффициент

Рис. 9. Зависимость коэффициента трения γ от числа
звеньев линейной G-цепи Nc (от длины наноленты) при
температуре T = 100, 300, 500 K (кривые 1, 2, 3). Точ-
ки — значения, найденные численно, линии — зависимо-
сти γ = γ1 +2γ2/Nc со значениями коэффициентов γ1, γ2
соответственно 0.14, 22.6; 0.54, 77.5; 0.71, 152 нс−1

внутреннего трения γ1 = 0.14, коэффициент краево-
го трения γ2 = 22.6 нс−1, при T = 300 K коэффи-
циенты γ1 = 0.54, γ2 = 77.5 нс−1, при T = 500 K
коэффициенты γ1 = 0.71, γ2 = 152 нс−1. Как сле-
дует из этих цифр, коэффициент краевого всегда
значительно превышает коэффициент внутреннего
трения (γ2 � γ1). Оба вида трения будут давать
одинаковый вклад в торможение движения цепи при
числе звеньев N̄c = 2γ2/γ1. При меньшем числе зве-
ньев главный вклад в торможение будет давать кра-
евое, а при большем — внутреннее трение. При T =

= 100 K это характерное число узлов N̄c = 323,
при T = 300 K число N̄c = 287, при T = 500 K
N̄c = 428. Таким образом, при размерах наночастиц
L < 35 нм основной вклад в торможение ее движе-
ния по многослойной подложке будет давать кра-
евое трение (трение краев наночастицы с подлож-
кой), а при L > 35 нм — внутреннее трение (трение
внутренней поверхности наночастицы с подложкой).

Отметим, что полученные оценки не зависят от
числа краевых узлов, на которые действует краевое
трение. Если краевое трение действует на Ne конеч-
ных узлов с каждого края, то формула (20) примет
вид

γ(Nc) = γ1 + 2Neγ
′
2/Nc, (21)

где Neγ
′
2 = γ2.
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4. ПОДВИЖНОСТЬ НАНОЧАСТИЦ

Если частица движется в вязкой среде под дей-
ствием внешней силы Fx, то ее динамика описыва-
ется уравнением движения

Mẍc = −γMẋc + Fx, (22)

где M = NcM1 — масса частицы. Из уравнения
(22) следует, что со временем частица всегда будет
двигаться с установившейся постоянной скоростью
vF = Fx/γM . Здесь подвижность частицы, отноше-
ние средней скорости ее движения к силе,

μ = vF /Fx = 1/γNcM1. (23)

Найдем подвижность наночастицы μ из прямо-
го моделирования ее движения по термализованной
подложке под действием постоянной силы Fx > 0 на
узел G-цепи с номером n = Nc/2. Здесь динамика
узлов G-цепи будет задаваться системой уравнений
движения

M1ün,K = − ∂H

∂un,K
+ Fxδn,Nc/2ex,

n = 1, . . . , Nc.

(24)

Таким образом, для моделирования вынужденного
движения наночастицы нужно численно проинте-
грировать систему уравнений движения (15), (24) с
начальными условиями (17), (18), где скорость на-
чального движения v0 = Fx/γNcM1.

Численное моделирование движения показало,
что под действием постоянной силы Fx > 0 нано-
частица всегда (при любом значении температуры
T и числа звеньев Nc) выходит на режим движе-
ния вдоль подложки с постоянной скоростью vF > 0

(см. рис. 10). Конечно, вид траектории движения
центра тяжести наночастицы xc(t) зависит от вы-
бора начального термализованного состояния систе-
мы {wn,k,vn,k}Nj , K

n=1,k=1 — могут происходить неболь-
шие флуктуации скорости движения частицы. Но
если усреднить по всем независимым реализациям
начального термализованного состояния, то движе-
ние центра тяжести будет происходить с постоянной
скоростью

x̄c(t) = 〈xc(t)〉 = x̄c(0) + vF t. (25)

Таким образом, движение наночастицы под дейст-
вием постоянной силы по многослойной подложке
происходит с постоянным значением скорости, а при
выходе частицы на край подложки происходит ее от-
ражение от края (см. рис. 10).

Рис. 10. Зависимость центра тяжести графеновой наночас-
тицы xc из Nc = 20 звеньев от времени t при температуре
подложки T = 300 K и внешней силе Fx = 0.001 эВ/Å.
Тонкие кривые показывают 9 траекторий движения для
различных независимых начальных реализаций термали-
зованного состояния системы. Сплошная толстая (черная)
линия дает траекторию среднего значения центра тяже-
сти x̄c, полученную по 256 независимым реализациям тер-
мализованного состояния системы. Рисунок а показывает
динамику для линейной цепи (наноленты), рис. б — для
циклической цепи (нанотрубки). Скорости установившего-

ся движения частиц vF = 542 и 530 м/с

Значение постоянной скорости движения нано-
частицы vF практически линейно зависит от вели-
чины силы Fx. Поэтому мы всегда можем найти по-
движность наночастицы μ = vF /Fx. Зависимость
подвижности наночастицы от температуры подлож-
ки показана на рис. 11. Как видно на рисунке, по-
движность монотонно убывает с ростом температу-
ры, а значение подвижности хорошо приближается
формулой (23).

Таким образом, полученные значения подвиж-
ности подтверждают, что движение наночастиц на
многослойной термализованной подложке носит ха-
рактер движения частицы в вязкой среде, вязкость
которой сильно зависит от значения температуры.
С увеличением температуры возрастает сопротив-
ление среды движению наночастицы. Возникающее
эффективное трение имеет волновую природу, его
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Рис. 11. Зависимость подвижности μ линейной и цикли-
ческой G-цепи (наноленты и нанотрубки) из Nc = 20 зве-
ньев от температуры подложки T . Сплошные кривые 1
и 2 дают значения, полученные из прямого моделирова-
ния движения наночастицы под действием внешней силы,
штриховые кривые 3 и 4 — значения, полученные из фор-
мулы (23). Кривые 1 и 3 дают зависимости для наноленты,

2 и 4 — для нанотрубки

значение обусловлено в первую очередь взаимодей-
ствием наночастицы с тепловыми поперечными ко-
лебаниями слоев подложки. Чем сильнее эти коле-
бания (чем выше температура), тем сильнее это вза-
имодействие и тем сильнее происходит отток кине-
тической энергии наночастицы в подложку.

5. ВЛИЯНИЕ НА ТРЕНИЕ СИЛЫ
ДАВЛЕНИЯ НАНОЧАСТИЦЫ НА

ПОДЛОЖКУ

Согласно эмпирическому закону Амонтона –Ку-
лона сила трения скольжения одного тела по по-
верхности другого тела (опоры) пропорциональна
силе давления тела на опору (чем больше давле-
ние, тем больше сила трения). Проверим этот за-
кон для наночастиц, находящихся на многослойной
плоской подложке, выполняющей роль опоры. Для
этого рассмотрим движение линейной G-цепи (на-
ноленты) в присутствии силы Fz, вертикально при-
жимающей ее к подложке. В этом случае динамика
звеньев G-цепи будет описываться системой уравне-
ний движения:

M1ün,K = − ∂H

∂un,K
− Fzez, n = 1, . . . , Nc, (26)

где вектор ez = (0, 1). Таким образом, для моделиро-
вания движения наночастицы при наличии прижи-

Рис. 12. Распределение сил торможения движения (сил
трения) Fb вдоль G-цепи из Nc = 80 звеньев при силе дав-
ления Fz = 0 (кривая 1) и Fz = 0.03 эВ/Å. Начальная
скорость движения цепи v = 500 м/с, температура под-

ложки T = 300 K

мающей ее к подложке вертикальной силы нужно
численно проинтегрировать систему уравнений дви-
жения (15), (26) с начальными условиями (17), (18).

Численное моделирование динамики показало,
что добавление вертикальной силы, прижимающей
G-цепь к подложке, приводит к возрастанию крае-
вых и уменьшению внутренних сил торможения (см.
рис. 12). Так, при начальной скорости движения v =

= 500 м/с, температуре T = 300 K для цепи из Nc =

= 80 звеньев в отсутствие давления (при силе Fz =

= 0) сила внутреннего торможения

Fb,1 =

Nc−10∑
n=11

Fn,b = 0.259 · 10−3 эВ/Å,

сила краевого торможения

Fb,2 =

10∑
n=1

Fn,b+

Nc∑
n=Nc−9

Fn,b = 0.848 · 10−3 эВ/Å.

При давлении Fz = 0.03 эВ/Å сила внутренне-
го торможения уменьшается Fb,1 = 0.249 эВ/Å, а
сила краевого торможения увеличивается Fb,2 =

= 1.068 эВ/Å.
С увеличением силы давления Fz коэффициент

эффективного трения наночастицы с подложкой γ

монотонно увеличивается (см. рис. 13). Полученные
зависимости коэффициента трения от числа звеньев
цепи Nc (длины наноленты) при разных значениях
силы давления с хорошей точностью аппроксимиру-
ются формулой (20). Поэтому при каждом значении
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Рис. 13. Зависимость коэффициента трения γ от числа
звеньев линейной G-цепи Nc (от дины наноленты) при си-
ле давления Fz = −0.01, 0, 0.01, 0.03, 0.05 эВ/Å (кри-
вые 1, 2, 3, 4, 5). Точки — значения, найденные числен-
но, линии — аппроксимирующие эти значения зависимости

γ = γ1 + 2γ2/Nc. Температура подложки T = 300 K

Рис. 14. Зависимость коэффициентов краевого γ2 и внут-
реннего γ1 трения (рис. а,б) от силы давления на нанолен-

ту Fz при температуре подложки T = 300 K

силы Fz мы можем определить значение коэффици-
ентов внутреннего γ1 и краевого γ2 трения. Зависи-
мости этих коэффициентов от силы давления пред-
ставлены на рис. 14. Как видно на рисунке, вели-
чина коэффициента краевого трения (трения краев
наночастицы с подложкой) γ2 линейно растет, а ве-
личина коэффициента внутреннего трения (трения
внутренней поверхности наночастицы с подложкой)

γ1 монотонно уменьшается с увеличением силы дав-
ления Fz .

Полученные зависимости γ1(Fz), γ2(Fz) позволя-
ют заключить, что при размерах наночастицы, при
которых главную роль в торможении ее движения
по подложке играет краевое трение, закон Амонто-
на –Кулона выполняется, а при размерах, при кото-
рых главную роль играет внутреннее трение, — не
выполняется (здесь увеличение нагрузки будет уже
приводить к уменьшению общего трения). Таким об-
разом, для нанолент графена на многослойной под-
ложке h-BN эмпирический закон Амонтана-Кулона
будет выполняться при длинах L < 250 нм и пере-
станет выполняться при L > 250 нм.

Заметим, что понижение трения между листами
графена и h-BN при увеличении давления, т. е. пря-
мое нарушение закона Амонтана –Кулона, было об-
наружено в работе [30] при моделировании протас-
кивания листа графена по листу нитрида бора (при
увеличении давления сила трения может уменьшит-
ся на 30%). При протаскивании бесконечных листов
краевое трение отсутствует, поэтому этот резуль-
тат согласуется с понижением коэффициента внут-
реннего трения γ1 при повышении внешней нагруз-
ки. Здесь имеет место эффект «отрицательного ко-
эффициента трения (ОКТ)» — уменьшение трения
при увеличении нормальной нагрузки [36, 37]. Это
парадоксальное поведение связано с тем, что нор-
мальная нагрузка приводит к уменьшению ампли-
туды изгибных тепловых колебаний слоев (в силу
этого уменьшается коэффициент внутреннего тре-
ния γ1). Но нормальная нагрузка на конечный лист
графена приводит к вдавливанию краев листа в под-
ложку. Из-за этого краевое сопротивление (коэффи-
циент краевого трения γ2) увеличивается пропор-
ционально увеличению нагрузки. Поэтому эффект
OKT будет наблюдаться только для листов доста-
точно больших размеров, когда трение краев листа
будет оказывать более слабое влияние, чем трение с
подложкой внутренней поверхности листа.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Моделирование свободного движения графено-
вых наночастиц (нанолент и нанотрубок) показало,
что их движение на плоской многослойной подлож-
ке h-BN можно описать как движение частицы в
вязкой среде с постоянным коэффициентом трения
(коэффициентом релаксации скорости) γ. Торможе-
ние движения происходит из-за перекачки кинети-
ческой энергии наночаститцы в подложку. Величи-
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на коэффициента эффективного трения наночасти-
цы с подложкой монотонно увеличивается с увели-
чением температуры T . При T ≤ 300K уменьшение
температуры приводит к линейному уменьшению γ

до очень низких значений. Такое поведение объяс-
няется волновой природой эффективного трения —
причиной торможения движения наночастиц явля-
ется их взаимодействие с тепловыми (в первую оче-
редь изгибными) колебаниями листов подложки.

С увеличением размера наночастицы коэффици-
ент эффективного трения монотонно уменьшается
при всех значениях температуры. Анализ распреде-
ления вдоль движущейся наноленты сил торможе-
ния показывает, что трение разделяется на два ти-
па: на внутреннее и краевое (на трение внутренней
поверхности наноленты и ее краев с поверхностью
подложки). Такое разделение сил трения объясняет
зависимость значения коэффициента от длины на-
ноленты. Коэффициент краевого трения γ2 всегда
значительно превышает коэффициент внутреннего
трения γ1. Общий коэффициент γ = γ1+2γ2a/L, где
a — продольный шаг наноленты, L — ее длина. При
длинах L < 35 нм главную роль в торможении дви-
жения наноленты играет краевое, а при L > 35 нм —
внутреннее трение.

Моделирование подвижности наночастиц пока-
зало, что под действием постоянной продольной си-
лы их динамика всегда выходит на режим движе-
ния с постоянной скоростью, значение которой пря-
мо пропорционально значению силы и обратно про-
порционально значению коэффициента трения γ.
Это подтверждает, что динамика графеновых на-
ночастиц (нанолент и нанотрубок) на многослойной
термализованной подложке выглядит как движения
частицы в вязкой среде, вязкость которой увеличи-
вается с ростом температуры. Возникающее эффек-
тивное трение имеет волновую природу, его значе-
ние обусловлено в первую очередь взаимодействи-
ем наночастицы с тепловыми поперечными колеба-
ниями слоев подложки. Чем сильнее эти колебания
(чем выше температура), тем сильнее это взаимо-
действие и тем сильнее происходит торможение дви-
жения частицы.

Моделирование движения наноленты при на-
личии нормальной (прижимающей к подложке)
нагрузки показало, что рост нагрузки приводит к
уменьшению внутреннего трения из-за уменьшения
под нанолентой амплитуды тепловых изгибных
колебаний слоев подложки и к увеличению крае-
вого трения из-за вдавливания краев наноленты в
подложку. Поэтому замеченный ранее в работах
[30, 36, 37] эффект «отрицательного коэффициен-

та трения» (уменьшение трения при увеличении
нормальной нагрузки) может наблюдаться только
для нанолент достаточно большого размера (L >

> 250 нм), когда главную роль играет внутреннее
трение.
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3. E. Koren, I. Leven, E. Lörtscher, A. Knoll, O. Hod,
and U. Duerig, Nature Nanotech. 11, 752 (2016).

4. J. C. Meyer, A. K. Geim, M. Katsnelson, K. Novose-
lov, T. Booth, and S. Roth, Nature 446, 60 (2007).

5. C. Lee, X. Wei, J. W. Kysar, and J. Hone, Science
321, 385 (2008).

6. A. Falin, Q. Cai, E. J. G. Santos, D. Scullion, D. Qian,
R. Zhang, Z. Yang, S. Huang, K. Watanabe, T. Ta-
niguchi, M. R. Barnett, Y. Chen, R. S. Ruoff, and
L. H. Li, Nat. Commun. 8, 15815 (2017).

7. E. Han, J. Yu, E. Annevelink, J. Son, D. A. Kang,
K. Watanabe, T. Taniguchi, E. Ertekin, P. Y. Huang,
and A. M. van der Zande, Nature Materials 19, 305
(2020).

8. P. E. Sheehan and C. M. Lieber, Science 272, 1158
(1996).

9. M. Dienwiebel, G. S. Verhoeven, N. Pradeep,
J. W. Frenken, J. A. Heimberg, and H. W. Zand-
bergen, Phys. Rev. Lett. 92, 126101 (2004).

10. C. Lee, Q. Li, W. Kalb, X.-Z. Liu, H. Berger,
R. W. Carpick, and J. Hone, Science 328, 76 (2010).

11. S. Cahangirov, C. Ataca, M. Topsakal, H. Sahin, and
S. Ciraci, Phys. Rev. Lett. 108, 126103 (2012).

12. Z. Liu, J. Yang, F. Grey, J. Z. Liu, Y. Liu, Y. Wang,
Y. Yang, Y. Cheng, and Q. Zheng, Phys. Rev. Lett.
108, 205503 (2012).

896



ЖЭТФ, том 160, вып. 6 (12), 2021 Эффективное трение и подвижность графеновых наночастиц. . .

13. J. Yang, Z. Liu, F. Grey, Z. Xu, X. Li, Y. Liu, M. Ur-
bakh, Y. Cheng, and Q. Zheng, Phys. Rev. Lett. 110,
255504 (2013).
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Проанализированы неклассические режимы переноса примеси в статистически однородной резко кон-
трастной среде в присутствии одиночной крупномасштабной неоднородности в форме адвективного ка-
нала. В основной среде на пути от источника примеси к каналу реализуются различные режимы переноса
(классические и неклассические), включая быструю и медленную адвекцию–диффузию, квазидиффузию
и субдиффузию. Распределение концентрации в канале состоит из экспоненциально малого многоступен-
чатого предвестника и основного концентрационного сигнала, форма и длительность которого зависят
от соотношения между характеристиками основной среды.

DOI: 10.31857/S0044451021120117

1. ВВЕДЕНИЕ

Уже давно неклассические процессы переноса
примеси являются предметом интенсивных исследо-
ваний (см. [1–9]). Одним из характерных признаков,
которые их выделяют, является зависимость основ-
ной области локализации примеси от времени,

R(t) ∝ tγ , (1)

в которой, в отличие от классической диффузии,
γ �= 1/2. Физическими предпосылками для неклас-
сических процессов могут быть дальнодействующие
корреляции или долговременные релаксации харак-
теристик среды, формирующих механизмы перено-
са. В первом случае возникает тенденция к супер-
диффузии, когда в соотношении (1) имеет место
γ > 1/2, а во втором — к субдиффузии, когда γ <
< 1/2. Примером, относящимся ко второй категории
сред, является резко контрастная двупористая сре-
да, неравновесная модель переноса в которой была
разработана в [10, 11].

Большинство исследований неклассических про-
цессов переноса касаются сред, которые в среднем

* E-mail: kondrat@ibrae.ac.ru

являются однородными. Между тем большой прак-
тический интерес представляет перенос в средах,
содержащих резкие крупномасштабные неоднород-
ности. Настоящая работа посвящена исследованию
переноса примеси в резко контрастной двупористой
среде в присутствии одиночной крупномасштабной
неоднородности в форме адвективного канала. За-
дача актуальна для проведения оценок надежности
захоронений радиоактивных отходов в геологиче-
ских средах.

Дальнейшая структура статьи следующая. В
разд. 2 сформулирована постановка задачи. Раз-
дел 3 посвящен анализу режимов переноса в резко
контрастной двупористой среде при наличии уда-
ленного адвективного канала. В заключительном
разделе кратко подведены итоги.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Начнем раздел с краткой формулировки модели
резко контрастной двупористой среды. Среда в мо-
дели [10,11] представлена в виде совокупности двух
подсистем: быстрой — набора проницаемых кана-
лов, пронизывающих всю среду, и медленной — на-
бора изолированных слабопроницаемых пористых
блоков. И каналы, и блоки пропитаны влагой. Сред-
няя ширина канала намного меньше, чем средний
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размер блока, a � b. Механизм переноса приме-
си — это адвекция и диффузия в каналах и диф-
фузия внутри пористых блоков. На стенках кана-
лов и порах в блоках происходит сорбция примеси.
Прямой перенос между блоками отсутствует. При-
месь, сконцентрированную в каналах, будем назы-
вать активной. Длина корреляции в распределении
транспортных характеристик среды имеет порядок
размера блока b. Уравнение переноса для концен-
трации активной примеси, усредненное по объему
с характерным размером порядка корреляционной
длины, и начальное условие имеют вид

∂

∂t
[c(r, t) +

t∫
0

dt′ϕ(t− t′)c(r, t′)] +

+u∇c(r, t)−D�c(r, t) = 0,

c(r, 0) = Nδ(r).
(2)

Здесь u — средняя скорость адвекции, D — коэф-
фициент диффузии, учитывающий вклад дисперсии
(∼ ub), возникающей из-за извилистости каналов, и
молекулярную диффузию. Второй член в квадрат-
ных скобках в левой части уравнения (2) отвечает за
обмен примесью между каналами и блоками. Кон-
центрация n(r, t) обозначает количество частиц при-
меси в единице объема и имеет размерность обрат-
ного объема, N — полное число частиц примеси. На-
чало координат выбрано совпадающим с положени-
ем источника примеси, размер которого предполага-
ется много меньше других линейных масштабов за-
дачи, и потому он считается точечным; δ(r) — трех-
мерная функция Дирака. Скорость адвекции удо-
влетворяет условию несжимаемости: divu = 0. Ин-
тегральное ядро зависит от распределения блоков
по размеру и форме, поэтому при его поиске в об-
щем виде возникают трудности. В пределе малых и
больших значений аргумента оно может быть опре-
делено и согласно [10, 11] дается выражениями

ϕ(t) ∼=

⎧⎪⎨⎪⎩
(πtta)

−1/2, t� tb,√
tb
ta
δ(t− ε), ε→ +0, t� tb,

(3)

где d — коэффициент диффузии в блоках, ta ∼
∼ a2/4d — характерное время, за которое примесь
проникла в блоки на расстояние порядка размера
канала a; tb ∼ b2/4d — характерное время, за кото-
рое примесь из каналов почти заполнила весь объем
блоков и находится в обменном равновесном состо-
янии, ta � tb.

Адвективный канал расположен на значитель-
ном расстоянии от источника. По форме он пред-
ставляет собой прямой цилиндр, вдоль оси которого

течет жидкость (вода) с постоянной скоростью U ,
удовлетворяющей условию

U � u. (4)

Обозначим зависящую от координаты x, направ-
ленной вдоль оси канала, и времени одномерную
(проинтегрированную по поперечному сечению ка-
нала) концентрацию C(x, t) — отнесенное к единице
длины вдоль оси x количество примеси в канале.
Благодаря неравенству (4) перенос в канале оказы-
вается значительно быстрее в сравнении с перено-
сом в основной (двупористой) среде. Отсюда выте-
кают три следствия. Первое — это то, что характер-
ный размер основной области локализации примеси
в основной среде значительно меньше продольного
размера концентрационного сигнала в канале. Вто-
рое — источник примеси для канала на его границе
с основной средой можно считать точечным, и тре-
тье — задачу о переносе примеси в основной среде,
как и в адвективном канале, можно считать одно-
мерной с координатой ξ, направленной вдоль скоро-
сти u с нулевым граничным условием для концен-
трации в точке пересечения координаты ξ с кана-
лом:

n(ξ, t)|ξ=h = 0. (5)

Здесь

n(ξ, t) =

∫
d2r⊥c(r, t), (6)

r⊥ — двумерная координата в плоскости, перпенди-
кулярной скорости u, h — расстояние по координате
ξ от источника примеси в основной среде до пересе-
чения с адвективным каналом.

Таким образом, концентрация примеси в канале
удовлетворяет следующему уравнению:

∂C

∂t
+ U

∂C

∂x
= q(t)δ(x), (7)

где

q(t) =

(
u−D

d

dξ

)
n(ξ, t)|ξ=h (8)

— полный поток частиц примеси из основной среды
в адвективный канал.

Решение уравнения (7) имеет вид

C(x, t) =
1

U
q(t̃)θ(x), t̃ = t− x

U
, (9)

где θ(x) — функция Хевисайда:

θ(x) =

{
1, x > 0,

0, x < 0.

Геометрия задачи, сведенной нами к одномерной
версии, схематически изображена на рисунке.
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x

S

u

U

Геометрия задачи. S — источник примеси, u — средняя
скорость адвекции в основной среде

3. РЕЖИМЫ ПЕРЕНОСА И
КОНЦЕНТРАЦИЯ ПРИМЕСИ В

АДВЕКТИВНОМ КАНАЛЕ

Одномерная версия уравнения (2) с начальным
условием

n(ξ, t)|t=0 = Nδ(ξ) (10)

в условно бесконечной среде в представлении Фу-
рье –Лапласа

npk =

∞∫
0

dte−pt

+∞∫
−∞

dξe−ikξn(ξ, t)

имеет вид

(Λ(p) + iuk +Dk2)npk = N. (11)

Здесь Λ(p) = p(1+ϕp), ϕp — образ Лапласа функции
ϕ(t) из (2). С учетом соотношений (3) имеем следу-
ющие предельные выражения для функции Λ(p):

Λ(p) ∼=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p, p� t−1
a ,√

p

ta
, t−1

b � p� t−1
a ,√

ta
tb
p, p� t−1

b .

(12)

Разрешая алгебраическое уравнение (11) относи-
тельно npk,

npk =
N

Λ(p) + iuk +Dk2
,

и выполняя с помощью теории вычетов обратное
преобразование Фурье

np(ξ) =

+∞∫
−∞

dk

2π
eikξnpk, (13)

находим решение одномерной версии уравнения (2)
в представлении Лапласа, справедливое в области
ξ ≤ h и удовлетворяющее граничному условию (5):

np(ξ) =
N

2DΠ(p)
euξ/2D[e−|ξ|Π(p)−e(ξ−2h)Π(p)]. (14)

Здесь

Π(p) =

√
t−1
u + Λ(p)

D
, tu =

4D

u2
. (15)

Характерное время tu определено таким образом,
что на текущих временах t � tu перенос примеси в
основной среде будет происходить главным образом
за счет адвекции, а при t � tu — диффузии. Под-
ставляя (14) в соотношение (8), находим выражение
для потока частиц примеси из основной среды в ад-
вективный канал в представлении Лапласа:

qp = N exp
[
h
( u

2D
−Π(p)

)]
. (16)

Приступая к анализу распределения концентрации
в адвективном канале, сделаем предположение, что
расстояние от источника до канала удовлетворяет
неравенству

h� u
√
tatb. (17)

Это условие, с одной стороны, дает возможность
проявиться всем режимам переноса, свойственным
основной среде, а с другой — представляется прак-
тически наиболее реальным.

Дальнейшие вычисления потока частиц примеси
в канал

q(t) = N

m+i∞∫
m−i∞

dp

2πi
exp

[
h
( u

2D
−Π(p)

)
+ pt

]
,

Rem > 0,

(18)

зависят от соотношения между характерными вре-
менами ta, tb и tu. Приведем результаты для каждо-
го из возможных случаев отдельно, воспользовав-
шись методом стационарной фазы. Стационарная
точка p0 определяется из уравнения

−h ∂Π
∂p

∣∣∣∣
p=p0

+ t = 0. (19)

После каждой формулы будем указывать режим пе-
реноса в основной среде, относящийся к соответ-
ствующему интервалу времени.
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1. tu � ta � tb.

q(t) ∼= N
h

2
√
πDt3

exp

(
− (h− ut)2

4Dt

)
,

t� h

u
.

(20)

В этом интервале времен справедливо неравенство
p0 � t−1

a , которое ведет к режиму быстрой адвек-
ции–диффузии.

q(t) ∼= N
h

2
√
πDut3

exp

(
− h2

4Dut

)
,

h

u
� t � h

u

√
tb
ta
,

(21)

где Du = u2ta. Здесь t−1
b � p0 � t−1

a и реализуется
режим квазидиффузии.

q(t) ∼= N
h

2
√
πD̃t3

exp

(
− (h− ũt)2

4D̃t

)
,

t� h

u

√
tb
ta
,

(22)

где

ũ = u

√
ta
tb
, D̃ = D

√
ta
tb
,

ta
tb

� 1.

В этом случае реализуется режим медленной адвек-
ции–диффузии, который в отличие от (20) имеет пе-
ренормированные скорость адвекции и коэффици-
ент диффузии.

2. ta � tu � tb.

q(t) ∼= N
h

2
√
πDt3

exp

(
− h2

4Dt

)
, t� h

u

√
ta
tu
. (23)

Здесь выполняется неравенство p0 � t−1
a � t−1

u , ко-
торое ведет к режиму быстрой диффузии.

q(t) ∼= N

t
√

6πη(t)
exp

(
−3

4
η(t)

)
,

h

u

√
ta
tu

� t� h

u

(
tu
ta

)1/4

,

(24)

где

η(t) =

(
h4

4D2tat

)1/3

.

Реализуется режим субдиффузии.

q(t) ∼= N
h

2
√
πDut3

exp

(
− h2

4Dut

)
,

h

u

(
tu
ta

)1/4

� t� h

u

√
tb
ta
.

(25)

Этот случай соответствует квазидиффузии.

q(t) ∼= N
h

2
√
πD̃t3

exp

(
− (h− ũt)2

4D̃t

)
,

t� h

u

√
tb
ta
.

(26)

Аналогично (22), реализуется медленная адвек-
ция–диффузия.

3. ta � tb � tu.

q(t) ∼= N
h

2
√
πDt3

exp

(
− h2

4Dt

)
, t� h

u

√
ta
tu
. (27)

Аналогично (23) — быстрая диффузия.

q(t) ∼= N

t
√

6πη(t)
exp

(
−3

4
η(t)

)
,

h

u

√
ta
tu

� t � h

u

(
t3b
tat2u

)1/4

.

(28)

Аналогично (24) — субдиффузия.

q(t) ∼= N
h

2
√
πD̃t3

exp

(
− (h− ũt)2

4D̃t

)
,

t� h

u

(
t3b
tat2u

)1/4

.

(29)

Аналогично (22) — медленная адвекция–диффузия.
Отметим, что согласно (15), (16) величина пото-

ка q(t) удовлетворяет естественному соотношению
∞∫
0

dt q(t) = N, (30)

представляющему собой закон сохранения числа
частиц примеси.

Формулы для распределения концентрации в ад-
вективном канале получаются подстановкой q(t) из
(20)–(29) в выражение (9). Особенностью этого рас-
пределения при условии (17) является то, что на
временах t < h/ũ в канал приходит экспоненциаль-
но малый многоступенчатый предвестник и лишь
при t ∼ tN = h/ũ туда доходит основной концен-
трационный сигнал, определяемый режимом пере-
носа медленной адвекции–диффузии. Длительность
и пространственная протяженность основной части
концентрационного сигнала в канале согласно выра-
жениям (9), (22), (29) составляют, соответственно,
величины порядка

�t ∼ 1

ũ

√
D̃tN , �x ∼ U�t.
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Что касается ступеней предвестника, то в со-
ответствии с (9) они определяются модификацией
формул (20)–(29) и подчиняются известному [9] пра-
вилу: чем более удаленная ступень, тем более ран-
ний режим переноса ее определяет.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные результаты работы состоят в следую-
щем.

Проанализированы свойства переноса примеси в
резко контрастной среде в присутствии одиночной
крупномасштабной неоднородности в форме удален-
ного адвективного канала. С учетом сильного пре-
восходства скорости течения в канале по сравнению
со скоростью просачивания жидкости в основной
(резко контрастной двупористой) среде, U � u, за-
дача в этой среде сведена к одномерной. Также од-
номерной оказалась и задача в адвективном канале,
поскольку была сформулирована относительно кон-
центрации как количества частиц примеси, отнесен-
ного к единице длины вдоль канала. Передвигаю-
щееся со скоростью U распределение концентрации
в канале состоит из экспоненциально малого мно-
гоступенчатого предвестника и основного концен-
трационного сигнала на поздних временах. Основ-
ной сигнал определяется самым поздним режимом
медленной адвекции–диффузии. Между простран-
ственной протяженностью и временной длительно-
стью основного сигнала в канале имеет место соот-
ношение

�x ∼ U�t.
Совокупность и последовательность режимов пе-

реноса в основной среде зависят от соотношения
между тремя характерными временами задачи ta,
tb и tu. Выделены три случая: tu � ta � tb, ta �
� tu � tb, ta � tb � tu. В первом случае реа-
лизуется последовательность трех режимов: быст-

рая адвекция–диффузия, квазидиффузия и медлен-
ная адвекция–диффузия. При ta � tu � tb после-
довательность режимов следующая: быстрая диф-
фузия, субдиффузия, квазидиффузия и медленная
адвекция–диффузия. В случае ta � tb � tu реали-
зуются режимы: быстрая диффузия, субдиффузия
и медленная адвекция–диффузия.

Таким образом, распределение концентрации на
расстояниях, много больших размеров основной об-
ласти локализации примеси, описывается многосту-
пенчатыми экспоненциально убывающими асимпто-
тиками. С увеличением расстояния характер убыва-
ния в асимптотиках диктуется все более ранними по
времени режимами.
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Представлены результаты экспериментального исследования высокополевого магнитосопротивления
(МС) нанокомпозитов Co–SiO2, Co–LiNbO3, CoNbTa–SiO2 с концентрациями металлической фазы,
близкими к порогу перколяции. Исследуемые нанокомпозиты выращены методом ионно-лучевого рас-
пыления на подложке ситалла при температуре, не превыщающей 80 ◦C. Намагниченность измерена с
помощью сверхпроводящего квантового интерферометра в диапазоне 4.2–300 К. Поперечное МС измере-
но в диапазоне 4.2–300 К в импульсных магнитных полях до 20 Тл с длительностью импульса 11–12 мс.
В сильных магнитных полях для нанокомпозитов с составами в непосредственной близости к порогу
перколяции дополнительно к отрицательному МС обнаружено линейное положительное МС. Данный
эффект объяснен влиянием эффекта Зеемана на высоту туннельного барьера. Показано, что необычная
анизотропия МС нанокомпозита Co–LiNbO3 связана с особенностями его структуры.

DOI: 10.31857/S0044451021120129

1. ВВЕДЕНИЕ

Обнаружение линейного положительного магни-
тосопротивления (ЛПМС) в сильных полях в це-
лом ряде ферромагнитных металлов, соединений,

* E-mail: egor.fadeev@lut.fi
** E. Lähderanta

композитов и манганитов (см. работы [1, 2] и ссыл-
ки в них) вызвало значительный интерес, так как
это явление не находило объяснения в рамках из-
вестных механизмов магнитосопротивления (МС) в
магнитных материалах [1, 2], которое, как правило,
отрицательно и анизотропно в полях меньше поля
насыщения. Обнаруженный эффект ЛПМС изотро-
пен, не показывает признаков насыщения в полях
до 60 Тл и выше, а значит, его можно использо-
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вать для создания магнитных сенсоров сильных и
сверхсильных полей. В химически однородных объ-
емных магнетиках и тонких парамагнитных плен-
ках эффект ЛПМС не был обнаружен [1], он присущ
только неоднородным магнитным материалам, будь
то напыленные поликристаллические тонкие плен-
ки ферромагнитных металлов (Ni, Fe, Co) или маг-
нитные нанокомпозиты [1, 2]. Как правило, величи-
на ЛПМС не превышает 0.001–0.01% ·Тл−1, однако
в плохо проводящих пленках Ni c добавлением SiO2

может достигать 0.1% ·Тл−1 [1].
Имеет ли ЛПМС универсальный характер, т. е.

является ли следствием одного и того же механиз-
ма, проявляющегося в сильнонеупорядоченных маг-
нетиках, остается неясным. В работе [1] ЛПМС свя-
зывается с влиянием эффекта Зеемана на квантовые
добавки к сопротивлению, обусловленные элект-
рон-электронным взаимодействием. Однако, как от-
мечают сами авторы, этот механизм не позволя-
ет объяснить величину эффекта, и, кроме того,
ЛПМС имеет место и в системах без каких-либо
указаний на вклад квантовых добавок к сопротивле-
нию. В работе [2] предложен другой механизм, кото-
рый связывает ЛПМС с влиянием эффекта Зеема-
на на высоту туннельного барьера для спин-поля-
ризованного туннелирования. Этот механизм доста-
точно универсален, так как туннелирование имеет
место в островковых и поликристаллических плен-
ках, в нанокомпозитах с составом вблизи порога
перколяции, в двойниковых структурах и т. д. В
работе [2] для этого механизма в рамках моде-
ли Инуе –Маекавы туннельного МС гранулирован-
ных сплавов [3] получено простое выражение для
ЛПМС, которое позволило на качественном уровне
объяснить полученные экспериментальные данные
ЛПМС нанокомпозитов (Co40Fe40B20)x(SiO2)100−x

и (Co84Nb14Ta2)x(Al2O3)100−x [2]. Однако модель
Инуе –Маекавы справедлива для нанокомпозитов
ниже перехода металл–диэлектрик (ПМД), у ко-
торых температурная зависимость сопротивления
описывается активационным законом ln ρ ∝ T−1/2

(«T 1/2»), тогда как для изученных нанокомпозитов
ρ ∝ lnT («lnT») [2]. Как правило, закон «ln T» спра-
ведлив для составов выше ПМД (x = xc), но ниже
порога перколяции (x = xp) и соответствует режиму
проводимости «грязного металла» при сильной тун-
нельной связи между гранулами. Кроме того, экс-
перименты работы [2] были выполнены только при
T > 65 К.

В настоящей работе продолжен поиск и изуче-
ние ЛПМС в нанокомпозитах, для чего изготовлены
новые составы, в которых варьировался материал

как магнитных гранул, так и диэлектрических мат-
риц. В импульсных магнитных полях МС измеря-
лось вплоть до температуры 4.2 К. Развитая в рабо-
те [2] теория модифицирована для случая составов
на металлической стороне от ПМД с логарифмичес-
ким законом температурной зависимости сопротив-
ления.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

Пленки нанокомпозитов Co–SiO2, Co–LiNbO3,
CoNbTa–SiO2 толщиной 1.7 мкм были получены
ионно-лучевым распылением составных мишеней на
ситалловые подложки при температуре 80 ◦C. Дета-
ли изготовления, определение элементного состава и
структурная аттестация не отличаются от подробно
описанных в работах [3, 4]. Концентрация металли-
ческих гранул изменялась в широких пределах —
от металлической вплоть до концентраций, соот-
ветствующих ПМД. Намагниченность измерялась с
помощью СКВИД-магнитометра («Quantum Design
MPMS-XL7»). Температурные зависимости удель-
ного сопротивления были измерены стандартным
четырехзондовым методом в температурном диапа-
зоне 50–300 К. МС измерялось в импульсных маг-
нитных полях до 20 Тл с симметричным («полусину-
соидальным») импульсом длительностью 11–12 мс.
Для исключения паразитного сигнала, вызванного
изменением магнитного поля (dB/dt), использова-
лись специальные аппаратные и программные сред-
ства (см. детали в работе [5]).

Для исследования структурных особенностей
были приготовлены поперечные сечения получен-
ных структур с помощью фокусированного ионного
пучка Ga+ в электронно-ионном микроскопе «Helios
NanoLabTM 600i» (Thermo Fisher Scientific, США).
Изображения высокого разрешения были полу-
чены с помощью просвечивающего/растрового
электронного микроскопа «Tecnai Osiris» (Thermo
Fisher Scientific, США) при ускоряющем напряже-
нии 200 кэВ, снабженного энергодисперсионным
рентгеновским спектрометром «Super-X» (Bruker,
США) и высокоугловым кольцевым темнопольным
детектором (Fischione, США).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Петли гистерезиса изученных образцов пред-
ставлены на рис. 1. Смыкание петель гистерези-
са происходит в магнитных полях H ≈ 2–3 кЭ,
но при низких температурах, и в сильных полях
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Магнитные петли гистерезиса
изученных образцов при разных температурах и ориента-
циях. На вставке те же кривые представлены в измененном

масштабе

рост намагниченности продолжается за счет нали-
чия суперпарамагнитных гранул и диспергирован-
ных в диэлектрической матрице магнитных ионов
[3, 6]. В магнитных полях меньше поля насыщения
(Hsat ≈ 2–4 кЭ) МС отрицательно и резко возраста-
ет синхронно с полем, однако и при H > Hsat оно
продолжает возрастать, что типично для туннель-
ного МС при наличии суперпарамагнитных гранул
(рис. 2–4). ЛПМС было обнаружено только при низ-
ких температурах (рис. 2–4).

Рис. 2. (В цвете онлайн) Поперечное МС образца
(Co)x(SiO2)100−x при x = 65 ат.%

Рис. 3. (В цвете онлайн) Поперечное МС образца
(CoNbTa)x(SiO2)100−x при x = 58.5 ат.%

При T = 4.2 К ЛПМС образцов Co–SiO2

и CoNbTa–SiO2 составило соответственно 0.03 и
0.06% ·Тл−1, что по порядку величины согласует-
ся с результатами работ [1,2]. В пленках Co–LiNbO3

при T = 50 К величина ЛПМС меньше примерно
на порядок. Нам не удалось измерить МС образца
Co–LiNbO3 при T < 50 К в силу резкого возрас-
тания сопротивления при понижении температуры.
Для обсуждения и анализа полученных данных мы
модифицировали теорию, разработанную в работе
[2], и учли различия в структуре, магнитных свойст-
вах и проводимости изученных нанокомпозитов.

Как уже отмечалось во Введении, для составов
наногранулированых пленок вблизи ПМД (x ≈ xc)

10 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Поперечное МС образца
(Co)x(LiNbO3)100−x при x = 49 ат.%

возможны два режима проводимости. Первый ре-
жим (x ≤ xc) имеет место, когда средний туннель-
ный кондактанс между соседними гранулами (Gt)
меньше кванта проводимости (Gq = 2e2/h), т. е.
g = Gt/Gq < 1, и тогда проводимость туннельно-
го типа описывается законом «T 1/2»:

lnσ ∝
(
T0
T

)1/2

. (1)

Второй режим (xc ≤ x ≤ xp) характерен для на-
нокомпозитов с g = Gt/Gq � 1, с сильной туннель-
ной связью между гранулами и при несколько боль-
шей концентрации металла, чем в первом режиме.
Второй режим описывается логарифмическим зако-
ном «lnT» [5, 7]:

σ(T ) = σ0

(
1− 1

2πDg
ln
gEC

kBT

)
, (2)

где σ0 — проводимость нанокомпозита при доста-
точно высокой температуре, когда эффектами ку-
лоновского взаимодействия можно пренебречь, D —
размерность системы. Энергия кулоновской блока-
ды представлена в виде

EC =
e2s

εda2 (1/2 + s/a)
, (3)

где a — диаметр гранул, s — ширина туннельного
зазора, εd — диэлектрическая проницаемость мат-
рицы [8].

Для первого режима в работе [2] в рамках
модели Инуе –Маекавы получено выражение для

ЛПМС, основанное на влиянии эффекта Зеемана на
величину туннельного барьера, которое при низких
температурах принимает вид

Δρ(H)

ρ(0)
=
ρ(H)− ρ(H = 0)

ρ(H = 0)
=

= ξ
μBH

U − EF (0)

√
λC

kBT
, (4)

где C = sEC , kB — постоянная Больцмана, а энер-
гия Ферми зависит от приложенного магнитного по-
ля:

EF (H) = EF (0)− ξμBH. (5)

Здесь ξ — параметр, характеризующий смещение
уровня Ферми, по порядку величины равный спи-
новой поляризации P , а μB — магнетон Бора. Пара-
метр

λ =

√
2m

�2
(U − EF (0)),

λ(H) =

√
2m

�2
(U − EF (0) + ξμBH)

(6)

характеризует затухание волновой функции тунне-
лирующего электрона в барьере высотой U–EF (0).

Для второго режима кондактанс принимает вид

g(H) ∝ (1 + P 2m2) e−2λ(H)s, (7)

где m — относительная намагниченность, которая в
насыщении равна 1 [9]. Уровень Ферми смещается
под влиянием эффекта Зеемана (5). Используя со-
отношения (2), (5)–(7), мы получаем выражение для
ЛПМС при H > Hsat:

Δρ(H)

ρ(H)
= ξ

μBH

U − EF (0)

λs

2πDg

[
ln

(
gEC

kBT

)
−1

]
. (8)

Оба выражения, (4) и (8), дают примерно одну и ту
же величину, но различающиеся температурные за-
висимости ЛПМС. Для a ≈ 3 нм, s ≈ 1 нм, D = 3

и εd ≈ 3.75 (для SiO2) имеем EC ≈ 51.5 мэВ, и то-
гда при U–EF = 1.0 эВ и g = 1.0 получаем, что при
T = 4.2 К ЛПМС Δρ(H)/ρ(0) ≈ 0.01% ·Тл−1. Сто-
ит подчеркнуть, что при втором режиме это мак-
симальная величина ЛПМС при U–EF = 1.0 эВ и
g = 1.0, так как мы положили ξ = 1, что подразуме-
вает 100-процентную спиновую поляризацию. При
U–EF = 0.1 эВ и при тех же остальных парамет-
рах ЛПМС увеличивается примерно в 3.3 раза, то-
гда как при U–EF = 0.1 эВ и g = 10 получаем
Δρ(H)/ρ(0) ≈ 0.1% ·Тл−1.

Представленные в работе [2] значения ЛПМС
при T = 65 К для нанокомпозитов CoFeB–SiO2
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Рис. 5. Температурные зависимости удельного сопротивления нанокомпозита Cox(SiO2)100−x. Данные описываются за-
коном ln ρ ∝ T−1/2 в левой колонке и законом ρ ∝ lnT в правой. Черные сплошные линии — линейная аппроксимация

и CoNbTa–Al2O3 характеризуются логарифмиче-
ским законом температурной зависимости сопротив-
ления «lnT» и лежат в диапазоне Δρ(H)/ρ(0) ≈
≈ 10−4–10−3 % ·Тл−1. Эти значения также соответ-
ствуют расчетам, полученным с помощью выраже-
ния (8). Отметим, что никаких признаков наличия
квантовых поправок для нанокомпозитов в работе
[2] не было обнаружено, что исключает предложен-
ный в работе [1] механизм ЛПМС.

3.1. (Co)x(SiO2)100−x

ЛПМС было обнаружено только при x =

= 65 ат.%, его значение составило 0.03% ·Тл−1

(см. рис. 2). Температурные зависимости удельного
сопротивления изученных нанокомпозитов пред-
ставлены на рис. 5–7. Для (Co)x(SiO2)100−x при
x = 65 ат.%, закон «lnT» описывает данные лучше,
чем закон «T 1/2» (рис. 5). Нетрудно увидеть из
наклона кривых 1/2πDg на рис. 5, что для этого
состава g ≈ 1 при D = 3, однако, как отмечалось в
работе [3], для рассматриваемой модели величина
2D равна числу ближайших гранул (Z), между
которыми возможно туннелирование, т. е. для
неупорядоченного случая D < 3. Поэтому g > 1

для состава с x = 65 ат.%, и можно использо-
вать выражение (8), которое корректно описывает
полученные результаты.

Данные, приведенные выше на рис. 2, свидетель-
ствуют о том, что отрицательное МС больше при

300 К, чем при низких температурах. Для объясне-
ния этой аномалии надо учесть, что вблизи ПМД
возможно образование контактирующих гранул и
агрегатов, для которых существенно не только тун-
нельное МС, но и отрицательное МС за счет по-
давления магнитного беспорядка в гранулах. По-
следний вклад может быть сравним по величине
с туннельным МС и растет с повышением темпе-
ратуры из-за роста спиновых флуктуаций. Данные
электронной микроскопии нанокомпозитов подтвер-
ждают наличие таких агрегатов. Более того, в этом
композите содержание металла больше, чем в дру-
гих нанокомпозитах вблизи порога перколяции, что
косвенно подтверждает наличие агрегатов. Также в
полях, меньших поля насыщения при низких темпе-
ратурах, возможен и положительный вклад в МС
за счет эффекта магнитной блокады [9], который
уменьшает отрицательное МС при низких темпера-
турах.

3.2. (CoNbTa)x(SiO2)100−x

Для нанокомпозита (CoNbTa)x(SiO2)100−x при
x = 58.5 ат.% содержание металла меньше, чем в
предыдущем образце, и проводимость хорошо опи-
сывается законом «lnT» (рис. 6). Изменение концен-
трации диспергированных в диэлектрической мат-
рице ионов и материала ферромагнитных гранул
могло изменить величину туннельного барьера и
спиновую поляризацию, что и привело к увеличе-
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Рис. 6. То же, что на рис. 5, но для (CoNbTa)x(SiO2)100−x

Рис. 7. То же, что на рис. 5, но для (Co)x(LiNbO3)100−x

нию ЛПМС до Δρ(H)/ρ(0) ≈ 0.06% ·Тл−1. Эта ве-
личина является наибольшей из всех для исследо-
ванных нанокомпозитов.

Следует отметить, что ЛПМС, согласно пред-
ложенному механизму, чрезвычайно чувствитель-
но к концентрации диспергированных магнитных
и немагнитных ионов в туннельных зазорах, так
как, с одной стороны, они могут уменьшать высоту
туннельного барьера, но, c другой стороны, изме-
няя диэлектрическую проницаемость матрицы, по-
нижать энергию кулоновской блокады, а также при-
водить к отсутствию насыщения намагниченности и
МС в сильных полях. По-видимому, это и являет-
ся причиной того, что ЛПМС в (Co)x(SiO2)100−x и
(CoNbTa)x(SiO2)100−x имеет место только при T =

= 4.2 К и не наблюдается уже при T = 10 К, хо-
тя выражения (3) и (8) не предсказывают такой
сильной температурной зависимости. Действитель-
но, изучаемые нанокомпозиты изготовлены при по-
вышенной температуре подложки (80 ◦C), что отли-
чает их микроструктуру, а следовательно, и маг-
нитные свойства от исследованных ранее в рабо-
те [2]. Например, намагниченность нанокомпозита
(Co)x(SiO2)100−x насыщается при T = 2 К в поле
H ≈ 4 кЭ, но при бо́льших значениях поля намаг-
ниченность продолжает расти (см. рис. 1), что ука-
зывает на возрастание отрицательного туннельного
вклада в МС. На фоне этого увеличения положи-
тельный вклад в МС становится неразличим. Таким
образом, основной причиной, из-за которой ЛПМС
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неразличимо при T > 4.2 K, является сильный кон-
курирующий отрицательный наклон кривых МС в
сильных полях за счет наличия суперпарамагнит-
ных гранул и диспергированных ионов.

3.3. (Co)x(LiNbO3)100−x

Проводимость нанокомпозита Co–LiNbO3 не
подчиняется ни логарифмическому закону, ни
закону «T 1/2» (рис. 7), тем не менее на рис. 4 видны
признаки положительного МС в сильных полях.
ЛПМС при 50 К составляет порядка 10−3 % ·Тл−1,
что сравнимо со значениями ЛПМС в наноком-
позитах CoFeB–SiO2 и CoNbTa–Al2O3, но ЛПМС
нанокомпозита Co–LiNbO3, в отличие от ранее
исследованных образцов, анизотропно. Продольное
МС (магнитное поле ориентировано вдоль плоско-
сти пленки) больше по величине, когда магнитное
поле ориентировано перпендикулярно направлению
тока. Кроме того, когда магнитное поле перпен-
дикулярно направлению тока, продольное МС
отличается от поперечного (рис. 8). Оба факта не
наблюдались в рассмотренных выше нанокомпози-
тах и в работе [1]. Будет логично связать эти факты
с особенностями микроструктуры нанокомпозита
Co–LiNbO3, рассмотренными ниже.

Результаты исследования нанокомпозита Co–
LiNbO3 методами ПЭМ/ПРЭМ (просвечивающий
электронный микроскоп/просвечивающий раст-
ровый электронный микроскоп) представлены на
рис. 9. Вблизи границы раздела (Co)x(LiNbO3)100−x

с подложкой ситалла формируется нанокомпозит
с колоннообразной структурой. Структура состоит
из гранул кобальта, вытянутых преимущественно в
направлении роста нанокомпозита с латеральным
размером в плоскости пленки до 5–8 мкм (рис. 9в).
Вертикальный рост гранул продолжается примерно
до 20 нм, после чего колоннообразные гранулы
начинают загибаться (рис. 9). Выше слоя наноком-
позита с колоннообразной структурой (толщиной
около 100 нм) формируется аморфно-кристал-
лический нанокомпозит, состоящий из округлых
наночастиц размерами 5–30 нм, разделенных
аморфной прослойкой. Как показали исследования
методом ПЭМ высокого разрешения вместе с энер-
годисперсионным рентгеновским спектрометром
(спектры не представлены здесь), кристаллические
частицы состоят в основном из Co, а прослойка —
из аморфного LiNbO3. Необходимо отметить высо-
кую дефектность частиц Co, содержащих дефекты
упаковки и двойники, что типично для наночастиц
Co. Надо сказать, что подобная колоннообразная

Рис. 8. (В цвете онлайн) МС нанокомпозита
(Co)x(LiNbO3)100−x при x = 49.4 ат.% и разных
ориентациях магнитного поля относительно плоскости
образца и направления тока: кривые 1 и 1 ′ — магнитное
поле параллельно как плоскости образца, так и направле-
нию тока; 2 и 2 ′ — поле параллельно плоскости образца
и перпендикулярно току; 3 и 3 ′ — поле перпендикулярно
как плоскости образца, так и току. Кривые без штриха

для T = 300 К, со штрихом — для T = 50 К

Рис. 9. Светлопольное ПРЭМ-изображение поперечного
среза пленки (Co)x(LiNbO3)100−x (x = 49 ат.%) на под-
ложке ситалла (слева). Справа вверху (A) представлено
темнопольное ПЭМ-изображение, полученное в режиме
конусного освещения с диафрагмой, установленной в обла-
сти диффузного фона, поэтому аморфная прослойка меж-
ду кристаллическими частицами Со выглядит светлой.
Справа внизу (B) — светлопольное ПРЭМ-изображение об-
ласти границы раздела. Отчетливо видны удлиненные зер-

на, формирующиеся от границы раздела

909



Е. А. Фадеев, М. А. Шахов, Е. Лахдеранта и др. ЖЭТФ, том 160, вып. 6 (12), 2021

структура в нанокомпозитах не является исклю-
чением и наблюдалась нами и ранее в случае
нанокомпозита (CoFeB)x(LiNbO3)100−x с гранулами
CoFe, вытянутыми в направлении роста наноком-
позита до 10–15 нм и с латеральным размером
2–4 нм [10, 11]. Однако стоит отметить, что пленки
нанокомпозита (CoFeB)x(LiNbO3)100−x однородны
по толщине и подчиняются логарифмическому
закону температурной зависимости сопротивления
[10, 11]. Анизотропия роста, по-видимому, связа-
на с образованием дополнительной равновесной
фазы кобальтита лития LiCoO2 и, как следствие,
с проявлением необычных эффектов нуклеации.
Изображения высокого разрешения с последующим
анализом с помощью быстрого преобразования
Фурье показали, что гранулы Co в нижней части
пленки не соответствуют кубическому Co.

Наличие плотноупакованных гранул в нижней
части пленки (Co)x(LiNbO3)100−x и крупных час-
тиц в верхней ее части определяет ферромагне-
тизм структуры и анизотропию МС. Как видно на
рис. 9, межгранульные зазоры в верхней части плен-
ки довольно большие (примерно 5 нм), так что за-
ведомо не выполняется сильная туннельная связь
между гранулами. В этих условиях в проводимости
будет доминировать прыжковый перенос по лока-
лизованным дефектам аморфной матрицы, опреде-
ляемый обычно законом Мотта «T 1/4». Для ниж-
ней части нанокомпозита с вытянутыми гранула-
ми существенным оказывается так называемое косое
туннелирование с последующим транспортом элек-
тронов вдоль цепочек вытянутых гранул [7]. Про-
водимость этой относительно небольшой прослой-
ки может быть сравнима или даже выше прово-
димости изотропной части нанокомпозита. Поэтому
суммарная проводимость структуры не описывается
ни законом «T 1/2», ни логарифмическим законом.
Наличие большой диэлектрической проницаемости
аморфного LiNbO3 (εd ≈ 50 [12]) уменьшает энер-
гию кулоновской блокады и, как следствие, умень-
шает возможную величину ЛПМС при туннелиро-
вании между гранулами в нижнем слое, в том числе
за счет шунтирующего действия верхнего слоя. Та-
ким образом, наблюдаемые особенности поведения
МС в данном нанокомпозите в значительной степе-
ни определяются особенностями его структуры.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Наряду с отрицательным МС, связанным со
спин-зависящим туннелированием, в наноком-

позитах вблизи порога перколяции при низких
температурах и в полях выше поля насыщения
наблюдается линейное положительное МС. В на-
нокомпозитах (Co)x(SiO2)100−x (x = 65 ат.%) и
(CoNbTa)x(SiO2)100−x (x = 58.5 ат.%) с сильной
туннельной связью между гранулами, приводящей
к логарифмической зависимости сопротивления
от температуры, ЛПМС при T = 4.2 К соста-
вило соответственно 0.03% ·Тл−1 и 0.06% ·Тл−1.
Развитая теория ЛПМС для таких нанокомпози-
тов, основанная на влиянии эффекта Зеемана на
высоту туннельного барьера при спин-зависящем
туннелировании, позволяет на качественном уровне
объяснить экспериментальные данные. МС на-
нокомпозита (Co)x(LiNbO3)100−x (x = 49 ат.%)
анизотропно, а ЛПМС при T = 50 К составило
порядка 10−3 % ·Тл−1, что связано с образованием
колоннообразной структуры на начальной стадии
роста этих пленок.

Финансирование. Работа выполнена при
частичной финансовой поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (грант
№19-07-00471) и Академии Финляндии (гранты
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Специфические топологические возбуждения энергетически устойчивых конфигураций типа «яд-
ро»–«мантия» для двухкомпонентных несмешивающихся бозе-конденсатов, захваченных ловушкой, ис-
следуются численно в рамках связанных уравнений Гросса –Питаевского. В численном моделирова-
нии впервые наблюдаются нестационарные долгоживущие когерентные структуры, которые состоят из
нескольких квантованных вихревых нитей, пронизывающих мантию снаружи вовнутрь и обратно, и при
этом демонстрируют весьма нетривиальную динамику. Концы вихревых нитей способны надолго оста-
ваться присоединенными к границе раздела между мантией и ядром, если последнее достаточно велико,
а поверхностное натяжение не мало. Форма таких «пузырей» подвержена сильному влиянию вихрей и
иногда далека от сферической.

DOI: 10.31857/S0044451021120130

1. ВВЕДЕНИЕ

Многокомпонентные смеси ультрахолодных бо-
зе-конденсированных атомных газов активно изуча-
ются вот уже на протяжении четверти века [1–5].
Такие системы состоят либо из разных химических
элементов, либо из разных изотопов одного и то-
го же элемента, либо из одного изотопа в различ-
ных внутренних (сверхтонких) квантовых состояни-
ях. Взаимодействия между различными видами ато-
мов приводят к богатому разнообразию уникальных
эффектов, которые не существуют для однокомпо-
нентного бозе-конденсата. Что очень важно, пара-
метры нелинейных взаимодействий для волн мате-
рии, будучи пропорциональными длинам рассеяния,
могут во многих случаях произвольно настраивать-
ся путем привлечения резонансов Фешбаха [6–10].
В частности, при достаточно сильном перекрестном
отталкивании между двумя компонентами проис-
ходит разделение фаз [11, 12]. Оно лежит в осно-
ве многих весьма интересных конфигураций и яв-
лений, таких как доменные стенки и поверхност-
ное натяжение между сегрегированными конденса-
тами [4,13], нетривиальная геометрия основного со-

* E-mail: ruban@itp.ac.ru

стояния бинарных несмешивающихся конденсатов
в ловушках [14–16] (включая оптические решетки
[17–19]), динамика пузырей [20], квантовые анало-
ги классических гидродинамических неустойчиво-
стей (Кельвина – Гельмгольца [21, 22], Рэлея –Тей-
лора [23–25], Плато –Рэлея [26], параметрическая
неустойчивость капиллярных волн на границе раз-
дела [27, 28]), сложные текстуры во вращающихся
бинарных конденсатах [29–31], вихри с заполненны-
ми сердцевинами [3, 32–37], трехмерные топологи-
ческие структуры [38–42], капиллярная плавучесть
плотных капель в захваченных несмешивающихся
бозе-конденсатах [43] и т. д.

Квантовые вихри давно признаны объектами
первостепенного интереса и важности среди осталь-
ных когерентных структур. Уже для однокомпо-
нентных конденсатов было получено множество вы-
разительных результатов о вихревых конфигураци-
ях и их динамике (см., например, [44–55] и ссыл-
ки там). Что касается вихрей в многокомпонентных
конденсатах, данная научная область даже еще бо-
лее велика и содержит обширные неизведанные тер-
ритории. Многие интересные находки все еще воз-
можны там для исследователя. В данной работе как
раз представлен новый вид довольно изящных дол-
гоживущих структур, составленных из пузырей и
вихрей и демонстрирующих нетривиальную дина-
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мику. Чтобы объяснить, что они собой представля-
ют в общих чертах, следует вспомнить, что в двух-
компонентных несмешивающихся конденсатах воз-
можны доменные стенки с присоединенными к ним
квантовыми вихрями [41]. По сути, это сильно де-
формированные вихревые листы особой формы. Ав-
торы работы [41] исследовали подобные комплек-
сы в случае равных коэффициентов самоотталки-
вания. Численные решения были там получены для
бинарных конденсатов в продолговатых ловушках,
где равновесная граница раздела между компонен-
тами представляла собой диск с краем на поверхнос-
ти Томаса –Ферми. Квантовые вихри присутствова-
ли в обеих компонентах и были направлены пример-
но вдоль оси ловушки.

Здесь будет показано, что существенно новое и
интересное свойство возникает в случае, когда име-
ется неравенство (асимметрия) между коэффици-
ентами. В приблизительно сферической гармониче-
ской ловушке это приводит к образованию устойчи-
вой и компактной фоновой равновесной конфигура-
ци типа «ядро»–«мантия». Присутствие устойчиво
захваченного безвихревого ядра в центре, в сочета-
нии с поверхностным натяжением между компонен-
тами, стремится стабилизировать возможные вихре-
вые нити, присоединенные к подобному пузырю сна-
ружи и пронизывающие мантию (см. ниже рис. 1 в
качестве примера). Конечно же, число (выходящих)
вихрей всегда равно числу (входящих) антивихрей.
Плотность внешней компоненты при этом настолько
пренебрежимо мала внутри ядра, что практически
не имеет значения, какой из вихрей является про-
должением данного антивихря. Лишь суммарный
баланс обычно существенен. Каждый вихрь или ан-
тивихрь типично сохраняет свою индивидуальность
и направлен приблизительно вдоль локального ра-
диуса. Благодаря взаимодействиям вихри находятся
в поперечном движении, простом или сложном. Но
иногда два присоединенных вихря (один входящий
и один выходящий) могут динамически спариться,
затем оторваться от пузыря и, наконец, образовать
отдельную вихревую нить. Однако при таком сцена-
рии вихревая пара должна преодолеть «потенциаль-
ный барьер», обусловленный поверхностным натя-
жением. Для относительно больших пузырей и ма-
лого числа вихрей такие процессы случаются весь-
ма редко. Поэтому структуры данного типа способ-
ны существовать на протяжении тысяч временных
единиц ловушки, как показывают наши численные
эксперименты. Мы также увидим далее, что дина-
мика становится все более сложной при увеличении
числа присоединенных вихрей.

Насколько известно автору, такие трехмерные
комплексы в захваченных несмешивающихся бо-
зе-конденсатах до сих пор не обсуждались в ли-
тературе. Однако известны их отдаленные анало-
ги, такие как квантовые вихри в коре нейтронных
звезд (см., например, обзор [56]), или топологичес-
кие структуры 3He–4He, предложенные в работе [57]
(капелька 4He, погруженная в жидкость 3He). Цель
данной работы — ввести в рассмотрение пузыри с
присоединенными квантовыми вихрями теоретиче-
ски в контексте ультрахолодных газов и проиллю-
стрировать на нескольких представительных чис-
ленных примерах их основные свойства. Научная
значимость этих новых структур обусловлена их
теоретическим существованием (и, хочется надеять-
ся, экспериментальной реализуемостью) в широких
и реалистических диапазонах параметров, а также
их достаточно нетривиальной динамикой.

2. МОДЕЛЬ И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Основная математическая модель в нашем иссле-
довании — хорошо известные и широко применяе-
мые связанные уравнения Гросса –Питаевского для
двух комплексных волновых функций, A(r, t) (пер-
вая компонента — мантия) и B(r, t) (вторая компо-
нента — ядро). Эта консервативная модель примени-
ма в пределе нулевой температуры для достаточно
разреженных бозе-газов. Для простоты здесь рас-
сматриваются равные массы m1 = m2 = m атомов
обоих видов (либо близкие по массе изотопы, как,
например, 85Rb и 87Rb, и тогда небольшой разни-
цей в массах можно пренебречь [8]). Пусть осесим-
метричная ловушка с гармоническим потенциалом
характеризуется поперечной частотой ω⊥ и анизо-
тропией λ = ω‖/ω⊥. С использованием характерных
для ловушки единиц времени τ = 1/ω⊥, длины ltr =

=
√
�/ω⊥m и энергии ε = �ω⊥ уравнения движения

записываются в безразмерном виде:

iȦ = −1

2
∇2A+

[
V (x, y, z)+g11|A|2+g12|B|2]A, (1)

iḂ = −1

2
∇2B+

[
V (x, y, z)+g21|A|2+g22|B|2]B, (2)

где V = (x2 + y2 + λ2z2)/2 — потенциал ловушки,
а gαβ — симметричная 2 × 2-матрица нелинейных
взаимодействий. Физически взаимодействия опреде-
ляются длинами рассеяния aαβ [2]:

gphysαβ = 2π�2aαβ(m
−1
α +m−1

β ). (3)

Нас интересует случай всех положительных gαβ. Без
потери общности первый коэффициент самооттал-
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кивания может быть нормирован на единицу, g11 =

= 1, поскольку в данной работе величины gαβ рас-
сматриваются как постоянные во времени парамет-
ры. При таком выборе сохраняющиеся числа захва-
ченных атомов даются формулами

N1 =
ltr

4πa11

∫
|A|2dr =

ltr
a11

n1, (4)

N2 =
ltr

4πa11

∫
|B|2dr = ltr

a11
n2. (5)

В реальных экспериментах отношение ltr/a11 нахо-
дится в диапазоне примерно от нескольких сотен до
нескольких тысяч.

Хорошо известно, что система (1), (2) в режи-
ме разделения фаз подобна потенциальным тече-
ниям в классической гидродинамике двух несмеши-
вающихся сжимаемых жидкостей, за исключением
окрестности доменных стенок и сердцевин вихрей,
где «квантовые давления» вступают в игру. Гидро-
динамические давления первой и второй «жидкос-
тей» волн материи есть соответственно g11|A|4/2 и
g22|B|4/2, причем по обе стороны от границы разде-
ла они приблизительно равны (разница, вызванная
поверхностным натяжением и медленными течени-
ями, относительно невелика). При равных давлени-
ях более плотной оказывается та компонента, у ко-
торой коэффициент самоотталкивания меньше. По-
этому, чтобы обеспечить относительно более плот-
ное устойчивое ядро, необходимо выполнение нера-
венства g22 < g11 = 1.

Равновесные состояния, как известно, характе-
ризуются двумя химическими потенциалами, μ1 и
μ2. В рассматриваемых нами условиях μ1 � 1 и
μ2 � 1, так что фоновые профили плотности да-
ются приближением Томаса –Ферми:

|A0|2 ≈ [μ1 − V (x, y, z)] ≡ μ1ρ1eq(r), (6)
|B0|2 ≈ [μ2 − V (x, y, z)]/g22 ≡ μ1ρ2eq(r), (7)

где мы ввели нормированные плотности ρ1 =

= |A|2/μ1 и ρ2 = |B|2/μ1. Первая формула верна
внутри мантии, а вторая — внутри ядра. Эффектив-
ный поперечный размер конденсата, таким образом,
есть R⊥ =

√
2μ1, тогда как для характерной толщи-

ны вихревых линий в мантии справедлива оценка
ξ ∼ 1/

√
μ1.

Предполагается выполненным условие

g = (g212 − g11g22) > 0

разделения фаз [11, 12]. Важно, что имеются узкий
переходный слой между сегрегированными конден-
сатами (его ширина примерно пропорциональна ве-
личине 1/√g; он также виден на рис. 1) и связанное с

этим слоем поверхностное натяжение, грубо пропор-
циональное величине √

g [11,13]. Проведенные здесь
численные эксперименты были ориентированы на
экспериментально реализуемые смеси 85Rb–87Rb [8],
где a12/a22 ≈ 2, тогда как величина a11 может зада-
ваться достаточно произвольно с помощью резонан-
са Фешбаха. Поэтому во всех наших прогонах (runs)
g12 = 2g22. С другой стороны, оптимальное значе-
ние отношения g22/g11 должно обеспечивать боль-
шое поверхностное натяжение и одновременно быть
не близким к единице для надежной устойчивости
ядра в потенциале ловушки. В этой работе мы по-
лагали обычно g22 = 0.5 либо g22 = 0.6, но в неко-
торых прогонах, с целью сравнения, брали g22 = 0.3

или g22 = 0.8.
Связанные уравнения Гросса –Питаевского (1),

(2) решались численно с использованием стандарт-
ного метода Фурье с расщепленным шагом по време-
ни второго порядка точности. Пространственное и
временное разрешения были достаточными для со-
хранения соответствующего функционала Гамиль-
тона и чисел частиц n1 и n2 до пятого десятично-
го знака на протяжении интервала времени Trun =

= 2000.
Начальные состояния, содержащие лишь мягкие

возбуждения, были приготовлены с применением
процедуры градиентного спуска, что в данном слу-
чае эквивалентно распространению в мнимом вре-
мени (imaginary-time propagation) на некотором от-
резке вспомогательной квазивременной переменной.
На вход этой диссипативной процедуры подавалась
«затравочная» конфигурация первой компоненты в
виде Ainp = Ã0(r)C0(r) с действительной величиной
Ã0(r). Несколько вихревых нитей вводились путем
использования комплексного множителя

C0(r) =
∏
j

wj√|wj |2 + ε
, (8)

где явный вид wj(r) зависел от желаемой «входной»
формы нити. В частности, ориентированная близко
к z-направлению нить вводилась выражением вида

wj = [x−Xj(z)]± i[y − Yj(z)] (9)

с относительно малыми произвольными функциями
Xj(z) и Yj(z). Соответственно, переменная x либо y
параметризовала вихревые нити, ориентированные
близко к направлению соответственно x либо y. Ма-
лая положительная величина ε применялась, чтобы
избежать нуля в знаменателях. Выбор знака «±»
определял направление вращения j-го вихря. Каж-
дая такая нить на выходе диссипативной процеду-
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Рис. 1. Численный пример долгоживущего захваченного конденсатного пузыря с одной парой присоединенных вихревых
нитей. Показаны отнормированные плотности обеих компонент конденсата в сечении y = 0 (заметьте разницу в диапазо-
нах цветной шкалы): a — мантия; б — ядро. Переходный слой между облаками довольно резкий. Конфигурация медленно
вращается вокруг оси z, с наложенными колебаниями поверхности раздела, и показана в тот момент времени, когда оба
вихря лежат в плоскости y = 0. В этом численном эксперименте λ = 1.1, g11 = 1.0, g22 = 0.6, g12 = 1.2, n1 = 1521.8,

n2 = 175.8 и μ1 = 30

ры давала один вихрь и один антивихрь в указан-
ном ранее смысле. «Затравка» второй компоненты
Binp = B̃0(r) не содержала вихрей.

Данная диссипативная процедура «отфильтро-
вывала» быстрые потенциальные возбуждения и
приводила систему близко к ее фоновой равновес-
ной конфигурации (6), (7), включая специфический
узкий профиль стенки между мантией и ядром. При
этом также формировались правильные поперечные
сечения вихрей в соответствии с фоновой плотнос-
тью. Медленные же возбуждения — позиции вих-
рей — не успевали достичь минимума своей энергии
за относительно короткое распространение в мни-
мом времени, и этот факт обеспечивал последую-
щую нетривиальную вихревую динамику на основ-
ной — консервативной — стадии численного экспе-
римента. Выбирая различные значения для μ1 и μ2,
различные вихревые конфигурации Xj(z) и Yj(z) на
входе диссипативной процедуры и различные пери-
оды для распространения в мнимом времени, можно
получить различные значения для n1 и n2, а также
различные начальные расположения присоединен-
ных вихрей.

Анизотропия ловушки выбиралась близкой к
единице, типично λ = 1.1. Это делалось, чтобы на-
рушить сферическую симметрию, но лишь слегка.

Необходимо также сказать, что никакие корот-
комасштабные неустойчивости не наблюдались в на-
шем моделировании. Структуры никогда не распа-
дались при наличии малого возмущения. На данный
факт можно смотреть как на косвенное свидетель-
ство их динамической устойчивости. Некоторые из
полученных численных результатов представлены и
обсуждаются в следующем разделе.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Простейший случай захваченного пузыря всего
лишь с одной парой присоединенных вихревых ни-
тей представлен на рис. 1. Там ясно видно, что яд-
ро далеко не сферическое по форме, поскольку кон-
цы вихрей оттягивают поверхность раздела. В част-
ности, граница ядра имеет резкие конические осо-
бенности вблизи концов вихрей. В данном примере
начальная вихревая конфигурация была приблизи-
тельно симметричной относительно экваториальной
плоскости z = 0, так что движение представляет со-
бой медленное вращение вокруг оси z, сопровожда-
емое колебаниями пузыря из-за «несовершенства»
начальных условий (см. видео [58]). В другом про-
гоне, без экваториальной симметрии, движение бы-
ло несколько менее монотонным, поскольку мгно-
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Рис. 2. Долгоживущий нестационарный пузырь с двумя парами присоединенных вихрей. Цветная шкала соответствует
x-координате тех точек численной решетки, которые являются ближайшими к поверхности, определяемой уравнением
ρ1(r, t) = 0.5ρ1eq(r). Показаны только точки внутри области ρ1eq(r) > 0.2, и поэтому внешние концы нитей «отсечены».
В этом численном эксперименте структура не просто вращается вокруг зависящей от времени мгновенной оси (не сона-
правленной с осью z), но также подвержена медленным деформациям. В целом, это напоминает кувырки. Параметры:

λ = 1.1, g11 = 1.0, g22 = 0.6, g12 = 1.2, n1 = 1552.2, n2 = 117.9, μ1 = 30

венная ось вращения зависела от времени (не пока-
зано).

Поведение становится нетривиальным, начиная с
двух пар присоединенных вихрей. Пример показан
на рис. 2, где форма эффективной (внутренней) гра-
ницы первой компоненты представлена для несколь-
ких моментов времени. В данном случае движе-
ние напоминает какое-то гимнастическое представ-
ление с кувырками либо вращающегося в воздухе
парашютиста-скайдайвера (см. видео [59]). Разуме-
ется, более «спокойные» режимы также возможны,

когда приблизительно стационарная конфигурация
вращается вокруг оси z аналогично предыдущему
примеру.

В проведенных вычислениях наблюдалось, что,
в зависимости от параметров и начальных условий,
три и более пары присоединенных вихрей демон-
стрируют как регулярную динамику, так и весьма
драматичную и неустойчивую. Регулярная динами-
ка соответствует простейшему случаю, когда сим-
метричный пучок из нескольких вихрей находится
в примерно стационарном вращении вокруг оси z,
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Рис. 3. Регулярно вращающийся пузырь с тремя парами присоединенных вихрей. Параметры: λ = 1.1, g11 = 1.0, g22 = 0.8,
g12 = 1.6, n1 = 1503.3, n2 = 141.7, μ1 = 30. Изначально вихри были ориентированы примерно вдоль трех декартовых

осей. Мгновенная ось вращения медленно прецессирует вокруг z-направления

а также чуть более нетривиальному случаю, когда
вращение происходит вокруг прецессирующей мгно-
венной оси (см. рис. 3 и видео [60] как пример). Та-
кие спокойные режимы характерны для достаточно
больших значений поверхностного натяжения, на-
пример при g22 = 0.8. Напротив, при g22 = 0.5, 0.6
пузырь-вихревые комплексы часто ведут себя нере-
гулярно, так что взаимное расположение вихрей
изменяется во времени сложным и, по-видимому,
непредсказуемым образом. Используя опять срав-
нение с атлетическими упражнениями, можно ска-
зать, что подобное представление мог бы дать лишь
какой-то фантастический, идеально гибкий клоун,
обладающий более чем двумя парами конечностей.

И в самом деле, движения выглядят иногда весь-
ма забавно (см. видео [61]). Пример последователь-
ности изменений для пузыря с тремя парами при-
соединенных вихрей представлен на рис. 4 (взято
из видео [61]). Данный численный эксперимент так-
же показывает, что требующиеся для возможности
рассматриваемого явления числа захваченных ато-
мов могут быть относительно небольшими. Так, при
реалистичной длине ловушки ltr/a11 ≈ 100 имеем
N1 ≈ 3.3 · 104 и N2 ≈ 1.5 · 104.

Здесь надо снова сказать, что при неустойчивой
динамике концы двух вихрей с противоположны-
ми знаками часто приближаются друг к другу, и
в некоторых случаях они способны соединиться и
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Рис. 4. Нестационарный пузырь с тремя парами присоединенных вихрей. Параметры: λ = 1.1, g11 = 1.0, g22 = 0.5,
g12 = 1.0, n1 = 332.5, n2 = 145.7, μ1 = 18. В этом примере динамика вихрей довольно быстрая и драматичная, тогда

как числа частиц относительно невелики

оторваться от пузыря, формируя таким образом от-
дельную нить (два примера отрыва имеются на ви-
део [61, 62]). Весьма легко отрыв происходит в слу-
чае слабого поверхностного натяжения (в частно-
сти, когда g22 = 0.3). Если же поверхностное на-
тяжение достаточно сильное, то подобное поведение
типично главным образом для систем с относитель-
но малыми ядрами. Вихревые нити в мантии тогда
довольно энергонасыщенны и находятся в полно-
стью трехмерном режиме, и потому они имеют воз-
можность быть наклоненными под большими угла-
ми к локальной нормали пузыря, инициируя таким
образом процесс отделения.

Напротив, относительно большое тяжелое ядро
и тонкая мантия делают вихри короткими (а тече-
ния первой компоненты — приблизительно двумер-
ными на сфероиде) и направленными почти строго
перпендикулярно к равновесной поверхности пузы-
ря, и тогда их динамика качественно похожа на дви-
жение точечных вихрей на сфероидальной поверх-
ности. Однако вопрос о количественной примени-
мости этой аналогии требует дальнейшего тщатель-
ного исследования, поскольку взаимодействия вих-

рей с потенциальными осцилляциями мантии могут
оставаться все еще важными. В целом, эта ситуация
напоминает физику вихрей и антивихрей в обычных
бозе-конденсатах, имеющих форму тонкой оболочки
[55]. Рисунок 4 соответствует промежуточному ре-
жиму между полностью трехмерным и эффективно
двумерным режимами.

Из всех приведенных выше примеров становится
ясно, что динамика присоединенных вихрей может
быть приблизительно конечномерной в том смысле,
что в нее эффективно вовлечено лишь конечное чис-
ло мягких степеней свободы. Очевидно, что движе-
ние присоединенных вихрей сильно зависит от их
начального расположения. Численно нетрудно при-
готовить практически любое начальное состояние.
Однако здесь необходимо подчеркнуть, что наша
численная процедура инициализации не имеет ниче-
го общего с требуемой реальной экспериментальной
процедурой приготовления пузырей с присоединен-
ными вихрями в бинарных конденсатах. Но в этом
месте можно вспомнить, что «вращающиеся» потен-
циалы ловушки
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Рис. 5. Пузырь с тремя парами присоединенных вихрей, сформированных вращающейся ловушкой, у которой угол по-
ворота φ(t) = 0.08 · 2π(√t2 + 4002 − 400

)
, а поперечная анизотропия ν(t) = 0.05t2/(t2 + 4002). Остальные параметры:

λ = 1.0, g11 = 1.0, g22 = 0.6, g12 = 1.2, n1 = 894.7, n2 = 182.5, μ1 = 24. На этом рисунке внешние концы вихрей
«отсечены» условием ρ1eq(r) > 0.3

V (r, t) =
1

2
(x2+y2+λ2z2)+ν(t)Re

[
(x+iy)2e−2iφ(t)

]
,

как известно, «тянут» вихревые нити от периферии
к оси конденсата. Здесь φ(t) — угол поворота ло-
вушки, а ν(t) — параметр ее анизотропии в плоскос-
ти xy. Предположим, что вначале мы имеем близ-
кое к равновесному состояние с короткой вихревой
нитью вблизи внешней поверхности мантии. Когда
ловушка начинает вращаться, нить приближается
к ядру, присоединяется к нему и затем формиру-
ет пару вихрь–антивихрь. Ядро остается безвихре-
вым в этом процессе. По меньшей мере несколько
проведенных дополнительных численных экспери-

ментов (не проиллюстрированных здесь) показали
действенность подобного сценария для приготовле-
ния конфигураций, подобных представленной выше
на рис. 1, включая асимметрию относительно оси
z. Угловая скорость вращения ловушки — важный
параметр в таких ситуациях. Если сделать враще-
ние достаточно быстрым, то в результате сложно-
го и существенно неравновесного переходного про-
цесса к пузырю могут присоединиться две, три и
большее число пар вихрей, ориентированных под
не слишком большими углами к оси z (см. при-
мер на рис. 5). Таким образом, вращающаяся ло-
вушка представляется одним из возможных экспе-
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риментальных способов. Что до более общей задачи,
как произвести в лаборатории пузырь с нескольки-
ми произвольно расположенными присоединенными
вихрями, то тут требуется отдельное и глубокое ис-
следование, включающее усилия высококвалифици-
рованных экспериментаторов. Поэтому такая зада-
ча выходит за рамки данного чисто теоретического
рассмотрения.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подведем итоги. В этой работе впервые тео-
ретически указана возможность специфических
комплексов типа стенка–вихри в двухкомпонентном
бозе-конденсате, обусловленных его компактной,
устойчиво стратифицированной конфигурацией.
Эти комплексы представляют собой долгоживущие
пузыри с присоединенными вихрями, существу-
ющие в широких параметрических диапазонах
и демонстрирующие в численных экспериментах
весьма интересное динамическое поведение. Нами
наблюдались как регулярные, так и нерегулярные
режимы. Поскольку здесь налицо новый пример
богатой физики, содержащейся в относительно
простой (по крайней мере для численного ис-
следования) структуре, необходимы дальнейшие
теоретические усилия в этом направлении, включая
развитие аналитических подходов.

Параметры наших симуляций вполне реалистич-
ны, так что будущее экспериментальное воплоще-
ние таких систем представляется вполне возмож-
ным. Трудностью для экспериментаторов, возмож-
но, окажется приготовить бинарный конденсат без
мелких капель и разбиения на множество областей,
а только лишь с одним ядром в центре. После этого
нужно будет внедрить в оболочку несколько вихрей.
Возможная методика для этого — вращающаяся ло-
вушка.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В различных установках, где существует значи-
тельный перепад температуры в газе, при соответ-
ствующей геометрии может возникать термоакусти-
ческая неустойчивость [1, 2], приводящая зачастую
к большим спонтанным колебаниям давления [3–5].

Обычно экспериментальные исследования тер-
моакустики сводятся к наблюдению самого фак-
та наличия или отсутствия спонтанных колебаний
в тех или иных условиях [6–11]. Однако, согласно
существующим теоретическим представлениям об
этой неустойчивости [12], имеется принципиальная
возможность исследования особенности поведения
устойчивого состояния системы при приближении к
точке возникновения колебаний.

Термоакустическая неустойчивость по сути ни-
чем не отличается от турбулентной неустойчивости
в гидродинамике. Действительно, ламинарное тече-
ние жидкости является решением уравнений гид-
родинамики в конкретной заданной геометрии гра-
ниц. Стационарное состояние какой-либо тепловой
или низкотемпературной установки также должно
являться решением уравнений теплопереноса и га-
зодинамики. В простейшей постановке задачи речь
может идти, например, о решении уравнения теп-
лопроводности в покоящемся газе. Стационарные
решения остаются формально верными при произ-
вольных значениях потока массы J и потока тепло-
вой энергии Q. Они, однако, могут потерять устой-
чивость по мере изменения внешних условий, и тог-

* E-mail: mar@kapitza.ras.ru

да будет реализоваться другое решение, в общем
случае — нестационарное.

Известно лишь одно точное решение задачи о
потере устойчивости ламинарного течения в щели
[13]. Во всех остальных случаях, как в турбулентнос-
ти, так и в термоакустике, граница устойчивости
стационарного состояния определяется лишь в том
или ином приближении1). Обычно даже подлежа-
щее исследованию на устойчивость состояние невоз-
можно представить как результат последовательно-
го решения уравнений гидродинамики. Единствен-
ное исключение — задача о бенаровской конвекци-
онной неустойчивости неподвижной жидкости (см.
§ 57 в [14]).

Согласно Ландау [15], общий сценарий возник-
новения неустойчивости стационарного состояния
жидкости сводится к следующему: любая мода ко-
лебаний плотности, скорости (и температуры) при
сколь угодно малой амплитуде характеризуется за-
висимостью от времени вида exp(iωt − γt), при-
чем параметр затухания γ у всех мод положите-
лен. Если при изменении внешних условий у ка-
кой-то из мод параметр γ уменьшается и меняет
знак, то возникает спонтанное колебание. При этом
возможны два случая развития неустойчивости —
мягкое самовозбуждение или жесткое самовозбуж-
дение (supercritical and subcritical bifurcations). В
первом случае возникает колебание на частоте кри-
тической моды с амплитудой, нарастающей от нуля

1) Отметим, впрочем, что и решение в [13] получено при
существенных упрощениях — не учитывались обусловленные
вязкостью тепловые эффекты и градиент плотности, возни-
кающий из-за необходимого для обеспечения ламинарного те-
чения перепада давления.
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по мере удаления от точки потери устойчивости. Во
втором случае колебание возникает скачком — сразу
с конечной амплитудой и на частоте, не обязательно
близкой к критической.

Такие переходы являются кинетическими ана-
логами фазовых переходов. Но здесь имеются су-
щественные отличия. В частности, поскольку сме-
на картины потоков происходит на задаваемых раз-
мерами установки макроскопических масштабах и
локально все процессы в обоих состояниях описы-
ваются одними и теми же уравнениями гидродина-
мики, то нет причин для роста термодинамических
флуктуаций в окрестности перехода. Поэтому, как
и полагал Ландау, вблизи точки потери устойчиво-
сти можно ожидать линейную зависимость частоты
критической моды2) от меры близости к бифурка-
ции и линейное же стремление параметра затухания
к нулю.

В термоакустике теряющая устойчивость мода в
случае замкнутого сосуда принадлежит к дискрет-
ному спектру системы. Тогда возможно наблюдение
за поведением ее частоты и затухания при прибли-
жении к точке бифуркации со стороны стационарно-
го состояния с помощью измерения резонанса. Это-
му исследованию посвящена настоящая работа.

2. СХЕМА ЭКСПЕРИМЕНТА

Измерения проводились в стандартном транс-
портном гелиевом сосудеСТГ-40. Принципиальная
схема эксперимента представлена на рис. 1. Ос-
новной гелиевый объем 1 (емкость 40 л) подвешен
на тонкостенной горловине 2 (трубка из нержавею-
щей стали, диаметр 25 мм, толщина стенки 0.3 мм,
длина 400 мм). Нижний конец горловины распо-
ложен на высоте h = 390 мм. Здесь и далее высо-
та h отсчитывается от дна основного объема. Меж-
ду верхним и нижним ее концами стрелкой отмече-
но место теплового контакта горловины с азотным
экраном, h = 625 мм. Испаряющийся гелий посту-
пает в централизованную сеть и далее в газголь-
дер, давление в котором автоматически поддержи-
вается на уровне, превышающем атмосферное дав-
ление на 19 мбар. Верхний торец горловины герме-
тично уплотнен эластичной резиновой мембраной 3.
Сквозь отверстия в мембране с небольшим натягом
пропущены термометрическая штанга 4 и U-образ-
ный акустический резонатор 5. Благодаря упругос-
ти резины штангу и резонатор можно независимо

2) При возникновении конвекции частота не меняется и
остается равной нулю [16].

Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 1 — гелиевый
объем СТГ-40; 2 — горловина; 3 — резиновая мембрана;
4 — термометрическая штанга; 5 — акустический резона-
тор; 6 — датчик давления; 7 — микрофоны; 8 — динамик;

9 — дроссель

перемещать вдоль вертикали без нарушения герме-
тичности гелиевого объема дьюара.

Термометрическая штанга представляет собой
тонкостенную трубку из нержавеющей стали (диа-
метр 3 мм, толщина стенки 0.2 мм) с заглушенны-
ми верхним и нижним концами, в которой с шагом
100 мм прорезаны пять овальных отверстий. Внутри
трубки смонтированы подводящие провода и строго
напротив отверстий — термометры.

U-образный резонатор изготовлен из тонкостен-
ной нержавеющей трубки (диаметр 4 мм, толщина
стенки 0.3 мм, длина 1.3 м). На концах резонатора,
находящихся вне гелиевого объема, смонтированы
датчик давления 6, микрофоны 7 и динамик 8.

При изменении глубины погружения замкнуто-
го резонатора в нем, очевидным образом, изменяет-
ся давление. Для проведения измерений при строго
постоянном давлении в схеме (см. рис. 1) предусмот-
рен дроссель 9, обеспечивающий выравнивание пе-
репада давлений между резонатором и дьюаром с
характерным временем порядка 100 с. В то же вре-
мя при всех наблюдаемых частотах резонатор ока-
зывается акустически изолированным от основного
объема гелия.

923
11*



К. О. Кешишев, В. И. Марченко, Е. Р. Подоляк ЖЭТФ, том 160, вып. 6 (12), 2021

Рис. 2. Градуировка платиновых датчиков

3. ТЕРМОМЕТРИЯ

При измерении температуры использовались ми-
ниатюрные платиновые термометры Heraeus 420 с
номинальным сопротивлением 1000 Ом при темпе-
ратуре T = 0 ◦C. Производителем предусмотрен
стандартный диапазон 77–423 K, для которого из-
вестны зависимость сопротивления R от темпера-
туры T и другие параметры датчиков. Чтобы ис-
пользовать такие термометры при значительно бо-
лее низких температурах, были измерены зависи-
мости R(T ) для всех пяти датчиков в интервале
4.2 K < T < 300 K; при этом в качестве репера ис-
пользовался калиброванный термометр сопротивле-
ния Cernox CX-1010-SD-0.1L. Эти результаты пред-
ставлены на рис. 2. На верхней вставке для примера
продемонстрировано поведение одного из пяти дат-
чиков в интервале 4.2–8 K. Очевидно, что опреде-
ляющий вклад в зависимость R(T ) в этой области
вносит величина остаточного сопротивления. Значе-
ния Ri(4.2K) находятся в диапазоне 11.75–12.19 Ом.
Здесь же (рис. 2) на нижней вставке показана тем-
пературная зависимость чувствительности dR/dT

платиновых термометров. По сравнению с высоко-
температурной областью при температуре 4.2 K чув-
ствительность падает в 250 раз. Тем не менее да-
же в этом случае при достаточной точности измере-
ния сопротивления (ΔR/R ∼ 10−4) можно фиксиро-
вать изменение температуры с погрешностью при-
мерно 1 K.

Рис. 3. Распределение температуры в дьюаре

На рис. 3 представлена зависимость T (h), харак-
теризующая распределение температуры в горло-
вине дьюара. Напомним, что ее нижний конец на-
ходится на отметке h = 390 мм. Измерения прово-
дились с помощью рассмотренных выше платино-
вых термометров, смонтированных на штанге. В хо-
де измерений штанга поэтапно с шагом 10 мм погру-
жалась в горловину. После очередного погружения
температура устанавливалась за время около 5 мин,
и далее регистрировались показания всех пяти тер-
мометров. Таким образом, многие из точек на рис. 3
являются результатом измерения температуры по-
очередно несколькими термометрами.

4. АКУСТИЧЕСКАЯ АППАРАТУРА

Для акустических измерений использовался
U-образный резонатор на основной моде — полови-
на длины волны. В ходе экспериментов измерялось
статическое давление с помощью тензометрическо-
го датчика абсолютного давления МИДА-ДА-13П
с диапазоном 0–1.6 бар. Чувствительность датчика
(3.1 В/бар) оказалась достаточной для наблюде-
ния акустических колебаний большой амплитуды.
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При изучении колебаний с малой амплитудой
(p̃ < 0.4 мбар) использовались два электретных
микрофона PanasonicWM-52 с чувствительностью
примерно 0.6 В/мбар. Наличие двух микрофонов
позволяло контролировать разность фаз сигналов
на двух концах резонатора. Для возбуждения
вынужденных колебаний в схеме резонатора преду-
смотрен динамик диаметром 16 мм.

5. НАБЛЮДЕНИЕ РЕЗОНАНСОВ

Одна из целей эксперимента заключалась в на-
блюдении эволюции основной моды колебаний с по-
нижением температуры. При исследовании резонан-
сов термометрическая штанга находилась в неиз-
менном положении и температура непрерывно кон-
тролировалась в пяти точках, отмеченных квадра-
тами на рис. 3. После того как возмущение темпера-
турного поля, вызванное очередным опусканием ре-
зонатора, релаксировало, проводилось измерение3)

амплитуды A вынужденных колебаний давления в
зависимости от частоты f генератора, возбуждаю-
щего динамик. Одновременно частота измерялась
частотомером на выходе микрофона. При этом, как
и следовало ожидать, показания частотомера совпа-
дали с частотой генератора. Кроме того, непрерыв-
но контролировалось статическое давление p внут-
ри резонатора. Таким образом, представленные ни-
же данные являются результатом последовательно-
го циклического опроса восьми датчиков. Время од-
ного цикла (примерно 17 с) обусловлено компромис-
сом между точностью измерений и быстродействием
измерительной схемы.

По изложенному сценарию, начиная с высоты
h = 507 мм (положение резонатора определяем по
координате его нижней точки), за время около вось-
ми часов были получены 9 резонансных кривых
A(f) на девяти высотах. На рис. 4 представлены
хронологические зависимости h(t), f(t), A(t), p(t) и
показания четырех термометров T1(t), . . . , T4(t) (см.
рис. 1) в течение последних 100 минут эксперимента.
Данные нижнего термометра T5 не приведены, по-
скольку с точностью до измерительных шумов его
температура оставалась постоянной и равной 4.2 К.

На второй минуте в очередной раз резонатор был
опущен с высоты 405 мм до 400 мм. Одновременно
зафиксированы возмущение и релаксация давления

3) Предварительно контролировалась линейность колеба-
ний при изменении амплитуды возбуждения. При этом раз-
ность фаз на концах резонатора составляла 180◦.

и четырех термометров. Далее, между 9-й и 32-й ми-
нутами, проведена запись резонансной кривой.

На 34-й минуте, при выключенном генераторе,
резонатор был опущен на глубину 398 мм. По срав-
нению со всеми предыдущими измерениями резо-
нансов здесь наблюдается существенное отличие,
обусловленное, очевидно, предельной близостью си-
стемы к критической точке. Как и ранее, возника-
ют возмущение и релаксация термометров, и одно-
временно (чего не было раньше) происходит всплеск
спонтанных колебаний на частоте около 80 Гц про-
должительностью около минуты.

После релаксации системы и включения генера-
тора, начиная с 42-й минуты, измерялся последний
резонанс. На 56-й минуте, после прохождения мак-
симума резонансной кривой A(f) и переключения
генератора на следующую частоту 81.5 Гц, эта час-
тота была зафиксирована, и далее отслеживалось
поведение системы в режиме вынужденных колеба-
ний при слабом дрейфе температуры.

На 64-й минуте система потеряла устойчивость и
возникли спонтанные колебания. Измеряемая часто-
та оторвалась от частоты генератора и понизилась
до величины f = 80, 2Гц, а амплитуда выросла в
5 раз4). Одновременно произошли кратковременные
изменения в показаниях датчиков давления и темпе-
ратуры. Спустя приблизительно 10 минут генератор
был выключен, что никак не сказалось на поведении
системы, которая оставалась в режиме автоколеба-
ний. Вплоть до окончания эксперимента наблюдал-
ся лишь слабый немонотонный дрейф температуры,
амплитуды и частоты колебаний.

На рис. 5 представлены пять резонансных кри-
вых A(f), ближайших к точке потери устойчивости
стационарного состояния. Экспериментальные точ-
ки аппроксимируются формулой, естественной для
уединенной слабозатухающей моды гармонических
колебаний любой механической системы (см. § 26
в [17]),

A =
Ar√

(2π(f − fr)τ)2 + 1
, (1)

со следующими тремя параметрами: Ar — макси-
мальная амплитуда вынужденных колебаний, про-
порциональная амплитуде возбуждения; fr — резо-
нансная частота; τ = 1/γ — время затухания.

На рис. 6 представлены зависимости парамет-
ров формулы резонансной кривой (1) от координа-

4) Такое поведение указывает на то, что бифуркация про-
исходит по жесткому (но близкому к мягкому) режиму само-
возбуждения. Для окончательного вывода, очевидно, необхо-
димо проведение наблюдений за динамикой развития бифур-
кации с лучшим временным разрешением.
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Рис. 4. Вынужденные и спонтанные колебания в резонаторе. Подробнее см. текст
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Рис. 5. Ближайшие к критической точке резонансные кри-
вые

Рис. 6. Поведение параметров резонансных кривых вблизи
точки бифуркации

ты h резонатора. Амплитуда растет по закону Ar ∝
∝ (h−hc)

−1, где hc = 397.5 мм, а частота fr и пара-
метр затухания γ демонстрируют линейное поведе-
ние.

Таким образом, на примере термоакустики
сценарий Ландау потери устойчивости в гидроди-
намике находит экспериментальное подтверждение.
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Для кирального топологического полуметалла CoSi экспериментально исследуется отклик поперечной
составляющей переменного напряжения на второй гармонике на переменный электрический ток для
двух, параллельной и перпендикулярной плоскости образца, ориентаций магнитного поля. В отсутствие
магнитного поля наблюдается квадратичная зависимость от продольного электрического тока, как и сле-
довало ожидать для нелинейного эффекта Холла в топологических полуметаллах. При наличии внешнего
магнитного поля холловское напряжение на второй гармонике демонстрирует зависимость нечетного ти-
па для любой ориентации магнитного поля относительно плоскости образца. Для перпендикулярного
магнитного поля такая чувствительность к направлению позволяет исключить возможный вклад термо-
электрических эффектов, поэтому отклик поперечной составляющей напряжения на второй гармонике
действительно возникает из-за нелинейного эффекта Холла. Для параллельного магнитного поля, наобо-
рот, зависимость нечетного типа является наглядной демонстрацией планарного нелинейного эффекта
Холла в киральном полуметалле CoSi.

DOI: 10.31857/S0044451021120154

1. ВВЕДЕНИЕ

Возникший в последнее время интерес к топо-
логическим полуметаллам является частью науч-
ного интереса к топологическим материалам, см.
недавний обзор [1]. По сравнению с дираковскими
материалами и системами с узловой линией полу-
металлы Вейля характеризуются разделенными в
пространстве парами узлов Вейля с противополож-
ными киральностями, что приводит к ряду инте-
ресных физических явлений. Наиболее важно то,
что нетривиальная топология приводит к поверх-
ностным состояниям ферми-арок, которые соединя-
ют проекции объемных возбуждений на боковой по-
верхности [1], например, для нецентросимметрич-
ных кристаллов [2, 3] типа TaAs, WTe2 и MoTe2.
Концепция кирального топологического полуметал-
ла [4, 5] является естественным обобщением кон-
цепции вейлевского полуметалла посредством од-
новременного нарушения зеркальной симметрии и
симметрии относительно к инверсии. В таком слу-

* E-mail: dev@issp.ac.ru

чае существует только одна пара киральных уз-
лов с противоположными числами Черна и с боль-
шим разделением в импульсном пространстве. Это
приводит к очень длинным поверхностным ферми-
аркам [6], что сильно отличается от полуметаллов
Вейля, которые характеризуются множественным
количеством пар вейлевских узлов с малым рассто-
янием между ними [1]. Объемная зонная структу-
ра и длинные поверхностные ферми-арки подтвер-
ждены экспериментально, например, для семейства
кристаллов CoSi [6–9].

Инвариантный относительно обращения време-
ни нелинейный эффект Холла (НЭХ) [10–23], как из-
вестно, является следствием топологического спект-
ра из-за ненулевой кривизны Берри в импульс-
ном пространстве. НЭХ был экспериментально про-
демонстрирован для однослойных дихалькогенидов
переходных металлов [24, 25] и для трехмерных по-
луметаллов Вейля и Дирака [26,27]. В эксперименте
НЭХ проявляется как квадратичный отклик попе-
речной составляющей напряжения холловского ти-
па на переменный ток, который может быть измерен
как поперечное холловское напряжение на второй
гармонике в отсутствие внешнего магнитного поля.
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В дополнение к известным экспериментальным
реализациям НЭХ [24–27], киральные полуметаллы
должны демонстрировать значительный сигнал эф-
фекта НЭХ из-за большого разделения киральных
узлов в импульсном пространстве. Более того, в маг-
нитном поле можно ожидать сильный нелинейный
планарный эффект Холла [28]. Последний является
нелинейным аналогом обычного планарного эффек-
та Холла [29–32] в топологических системах [33–35].
Этот новый нелинейный планарный эффект Хол-
ла возникает в результате одновременного действия
связи спина и импульса (spin-momentum locking) и
нарушения симметрии относительно обращения вре-
мени, поэтому его можно ожидать для широкого
класса нецентросимметричных материалов [28]. Та-
ким образом, целесообразно изучить оба нелиней-
ных эффекта Холла для различной ориентации маг-
нитного поля для известных киральных полуметал-
лов, таких как CoSi.

В настоящей работе проведено эксперименталь-
ное исследование отклика поперечной составляю-
щей переменного напряжения на второй гармонике
на переменный электрический ток для кирального
топологического полуметалла CoSi для двух ори-
ентаций внешнего магнитного поля — параллель-
ной и перпендикулярной плоскости образца. В от-
сутствие магнитного поля наблюдаемый отклик за-
висит от продольного электрического тока квадра-
тично. Это соответствует проявлению нелинейно-
го эффекта Холла в топологических полуметаллах.
При наличии внешнего магнитного поля, независи-
мо от его ориентации, для холловского напряже-
ния на второй гармонике наблюдается зависимость
нечетного типа. Если магнитное поле ориентирова-
но перпендикулярно плоскости образца, то подоб-
ная чувствительность к направлению позволяет ис-
ключить возможный вклад термоэлектрических эф-
фектов. Это позволяет сделать вывод о том, что
отклик поперечной составляющей напряжения на
второй гармонике действительно появляется вслед-
ствие нелинейного эффекта Холла. Если же магнит-
ное поле ориентировано параллельно плоскости об-
разца, то зависимость нечетного типа указывает на
то, что в киральном полуметалле CoSi наблюдается
планарный нелинейный эффект Холла.

2. ОБРАЗЦЫ И МЕТОДИКА

Исходный материал CoSi был синтезирован из
порошков кобальта и кремния путем нагревания в
вакуумированных кварцевых ампулах до 950 ◦C со

Рис. 1. (В цвете онлайн) Оптическое изображение об-
разца. Монокристалл CoSi с продольным размером око-
ло 100 мкм и толщиной 1 мкм помещается на изолирую-
щую подложку SiO2. Контакты из Au толщиной 100 нм
разделены промежутками в 5 мкм. Электрическая схема
демонстрирует четырехточечный метод измерения компо-
нент напряжения Холла 1ω и 2ω с помощью фазочув-
ствительного усилителя. Датчики напряжения расположе-
ны симметрично относительно линии тока, что также за-
щищает сигнал 2ω от возможной примеси термоэдс [26]

скростью 10 ◦C/ч. Ампулы выдерживались при этой
температуре в течение двух недель, а затем охла-
ждались до комнатной температуры со скоростью
6 ◦C/ч. Полученный материал с помощью рентге-
ноструктурного анализа был идентифицирован как
CoSi с некоторыми следами SiO2. Затем методом
йодного транспорта в вакуумированных кварцевых
ампулах при температуре 1000 ◦C были выращены
монокристаллы CoSi. Рентгеновская дифрактомет-
рия показывает, что кристаллы имеют кубическую
структуру, а рентгеноспектральный анализ подтвер-
ждает эквиатомное соотношение Co и Si без каких-
либо следов SiO2. Небольшие пластинки CoSi мож-
но легко получить из исходного монокристалла ме-
тодом механического скалывания [36, 37]. С помо-
щью стандартных измерений магнитосопротивле-
ния кристаллографическая ориентация пластинок
определяется как (001) [38].

Топологические полуметаллы являются трех-
мерными кристаллами [1], поэтому необходимо ис-
пользовать толстые (около 1 мкм) пластинки CoSi.
Стандартный процесс литографии невозможен из-
за разницы в высоте 1 мкм между подложкой и
верхней поверхностью чешуйки, поэтому стандарт-
ная методики подготовки образцов с тонкими пла-
стинками [36,37,39–41] была модифицирована. Пер-
воначально шаблон контакта задается на изолирую-
щей подложке SiO2 методом взрывной литографии
после термического напыления 100 нм золота, как
показано на рис. 1. Золотые дорожки имеют шири-
ну 10 мкм, при этом дорожки разделены интервала-
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ми в 5 мкм. Небольшая пластинка CoSi слегка при-
жимается к Au-контактам с помощью другой окис-
ленной кремниевой подложки, см. рис. 1, поэтому
контакт Au–CoSi формируется на нижней поверх-
ности пластинки CoSi. Данная процедура обеспечи-
вает надежные контакты Au–CoSi, которые защи-
щены от любого окисления (загрязнения) и явля-
ются стабильными в различных циклах охлажде-
ния [36, 37, 39–41].

Для исследования НЭХ в киральном топологи-
ческом полуметалле CoSi были выполнены изме-
рения первой (1ω) и второй (2ω) гармоник с по-
мощью стандартного четырехточечного метода для
xx- (продольной) и xy- (поперечной) составляющих
напряжения Холла. Конфигурация, соответствую-
щая поперечной составляющей напряжения, изобра-
жена на рис. 1. Датчики напряжения расположены
симметрично относительно линии тока, что также
исключает из сигнала 2ω возможную примесь тер-
моэдс [26]. Составляющие напряжения 1ω и 2ω изме-
рялись с помощью фазочувствительного усилителя
на частоте f = 7.7 кГц. Измерения проводились при
температурах жидкого гелия ((1.2–4.2) K) для двух
различных ориентаций магнитного поля. Аналогич-
ные результаты были получены для различных об-
разцов для нескольких циклов охлаждения.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рисунок 2 демонстрирует ярко выраженное оми-
ческое поведение для продольной составляющей на-
пряжения первой гармоники V xx

1ω в отсутствие маг-
нитного поля. При увеличении амплитуды перемен-
ного тока Iac от 0 до 0.1 мА зависимость V xx

1ω (Iac)

остается строго линейной для двух разных образ-
цов. Наклоны зависимостей V xx

1ω (Iac) соответствуют
сопротивлению объема 0.15 Ом и 0.05 Ом для си-
ней и красной кривых, соответственно. Напротив,
типичное сопротивление одиночного контакта Au–
CoSi намного выше (≈ 10 Ом при низкой темпера-
туре), что соответствует стандартному туннелиро-
ванию через потенциальный барьер на границе раз-
дела. Это видно из трехточечной кривой dV/dI(Idc)
на вставке к рис. 2. Таким образом, наша установка
позволяет проводить правильные четырехточечные
измерения даже для контактов Au–CoSi с относи-
тельно высоким сопротивлением.

На рис. 3 показаны xx- и xy-компоненты напря-
жения второй гармоники в отсутствие магнитного
поля. Как и следовало ожидать для строго линей-
ных омических кривых на рис. 2, продольное зна-

Рис. 2. (В цвете онлайн) Примеры низкотемпературных
кривых V1ω(Iac), полученных четырехточечным методом,
для двух разных образцов в отсутствие магнитного поля
(основной график). Строго линейные омические зависи-
мости (с сопротивлениями менее ≈ 0.2 Ом) подтвержда-
ют правильность наших четырехточечных измерений да-
же для контактов Au–CoSi с относительно высоким со-
противлением. На вставке показана типичная трехточеч-
ная кривая dV/dI(Idc) для одиночного контакта Au–CoSi,
демонстрирующая более высокое сопротивление контакта.
Таким образом, для четырехточечных измерений на вто-
рой гармонике джоулев нагрев происходит, в основном, в
контактах исток-сток, что позволяет полностью компенси-
ровать температурные градиенты в холловской (xy) кон-

фигурации 2ω на рис. 1

чение V xx
2ω пренебрежимо мало: оно не превышает

0.1 мкВ для диапазона переменного тока 0.5 мкА.
Напротив, мы наблюдаем хорошо выраженный, до
1 мкВ, поперечный (холловский) сигнал V xy

2ω , кото-
рый нелинейно зависит от переменного тока Iac. За-
висимости являются квадратичными, V xy

2ω ∝ I2ac, как
это показано на правой вставке к рис. 3 для одно-
го из образцов. Также мы не наблюдаем значитель-
ной температурной зависимости для V xy

2ω в интерва-
ле температур (1.2–4.2) K, см. верхнюю вставку на
рис. 3. Такое поведение (слабая зависимость V xx

2ω и
квадратичная зависимость V xy

2ω ) было получено для
разных образцов в разных циклах охлаждения, на-
пример, две кривые на основном графике рис. 3 по-
лучены для тех же двух образцов, что и кривые на
рис. 2, а квадратичные кривые на верхней вставке к
рис. 3 — для другого образца.

В принципе, квадратичная зависимость сигнала
второй гармоники также может возникать из-за тер-
моэлектрических эффектов [42,43]. Джоулев нагрев
пропорционален квадрату продольного тока, ∝ I2,
что приводит к отклику на второй гармонике при
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Компоненты xx и xy напряжения
на второй гармонике в отсутствие магнитного поля для
трех различных образцов. Продольное напряжение V xx

2ω

пренебрежимо мало, а поперечное (холловское) V xy
2ω (Iac)

составляет до 1 мкВ в одном и том же диапазоне пере-
менного тока для двух разных образцов. Нижняя вставка
подтверждает строго квадратичную зависимость V xy

2ω ∝ I2

для одной из кривых основного графика. На верхней встав-
ке приведены температурные зависимости величины V xy

2ω

в интервале температур (1.2–4.2) K для другого (третьего)
образца, видно, что зависимости также являются квадра-

тичными (∝ I2)

нагреве переменным током. В геометрии экспери-
мента градиент температуры между датчиками на-
пряжения на рис. 1 сильно подавлен. Поскольку для
наших образцов джоулев нагрев происходит, в ос-
новном, на контактах исток-сток, не следует ожи-
дать какой-либо значительной примеси от эффек-
та Зеебека. С другой стороны, наличие перпендику-
лярного магнитного поля в данной эксперименталь-
ной геометрии приводит к появлению квадратичной
поправки к коэффициенту Зеебека [44, 45], в то же
время напряжение НЭХ на второй гармонике демон-
стрирует зависимость нечетного типа от перпенди-
кулярного магнитного поля [26]. Таким образом, из-
мерения в присутствии магнитного поля позволяют
отличить эффект НЭХ от термоэлектрического от-
клика [26]. Мы хотим отметить, что эффект Нернста
также не может вносить вклад в отклик поперечной
составляющей напряжения, так как в данной гео-
метрии эксперимента он должен измеряться вдоль
линии тока.

Из вида зависимости от магнитного поля следу-
ет, что сигнал V xy

2ω действительно свидетельствует о
проявлении нелинейного эффекта Холла. На рис. 4

Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимости V xy
2ω (B) с явно вы-

раженным нечетным поведением относительно знака маг-
нитного поля для случаев параллельной и перпендикуляр-
ной ориентации магнитного поля. Кривые состоят из двух
линейных ветвей в сильных положительных и отрицатель-
ных магнитных полях и плоской области вокруг нулево-
го значения поля. Для перпендикулярного магнитного по-
ля сигнал V xy

2ω (B) подтверждает нелинейное происхожде-
ние эффекта Холла V xy

2ω . Удивляет, что качественно ана-
логичная явно нечетная зависимость V xy

2ω (B) имеет место
и для параллельного магнитного поля, в случае которо-
го, по-видимому, наблюдается планарный нелинейный эф-

фект Холла

показана сильная нечетная зависимость V xy
2ω (B) в

перпендикулярном магнитном поле. Кривая состоит
из двух линейных ветвей для сильных положитель-
ных и отрицательных магнитных полей и плоской
области вблизи нулевого значения поля. Таким об-
разом, сигнал V xy

2ω чувствителен к знаку магнитного
поля — он пересекает нуль при положительном зна-
чении B = 1.5 Тл. Это поведение очень похоже на
поведение вейлевского полуметаллаWTe2 [26] и под-
тверждает происхождение эффекта НЭХ для сиг-
нала V xy

2ω . Кроме того, численные значения сигнала
V xy
2ω на рис. 3 и 4 намного выше (на один порядок),

чем это было продемонстрировано для полуметал-
лов Вейля и Дирака [26] в той же эксперименталь-
ной геометрии.

Удивительно, что для магнитных полей парал-
лельной ориентации наблюдается качественно ана-
логичная сильная нечетная зависимость сигнала
V xy
2ω . Несмотря на то, что красная кривая на рис. 4

не меняет полярности, она также состоит из двух
сублинейных ветвей с широкой плоской областью
между ними. Для этого случая экспериментально
наблюдаемый планарный эффект Холла [29–32] мо-

931



В. Д. Есин, А. В. Тимонина, Н. Н. Колесников, Э. В. Девятов ЖЭТФ, том 160, вып. 6 (12), 2021

жет быть связан только со спектром в топологичес-
ких системах [33–35].

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Таким образом, для кирального топологическо-
го полуметалла CoSi продемонстрировано проявле-
ние сигнала НЭХ, по крайней мере, на порядок бо-
лее высокого, чем для полуметаллов Вейля и Дира-
ка [26] для той же геометрии эксперимента. Зависи-
мость от магнитного поля позволяет не только ис-
ключить возможную примесь термоэлектрического
отклика, но и свидетельствует о проявлении нового
планарного нелинейного эффекта Холла.

При наличии симметрии относительно обраще-
ния времени в линейном отклике холловский ток от-
сутствует. Это подтверждается в работах [10–23], в
которых говорится, что нелинейный холловский ток
может возникать из кривизны Берри в импульсном
пространстве. В упрощенном виде, переменный ток
вызывает намагничивание образца, что в отсутствие
внешнего магнитного поля приводит к аномально-
му эффекту Холла [46]. Последний проявляется как
напряжение Холла на второй гармонике, амплиту-
да которого пропорциональна квадрату тока сме-
щения. Поскольку кривизна Берри действует ана-
логично магнитному полю в импульсном простран-
стве, напряжение НЭХ линейно в перпендикуляр-
ном внешнем магнитном поле [26]. Другой возмож-
ный вклад в нелинейный эффект Холла — это рас-
сеяние на немагнитных примесях в нецентросиммет-
ричных материалах [47], инвариантных к обраще-
нию времени, однако эти механизмы едва ли можно
различить экспериментально.

По сравнению с измерениями НЭХ для полуме-
таллов Вейля и Дирака [24–27], мы наблюдаем на
порядок более высокие значения поперечной состав-
ляющей напряжения на второй гармонике для об-
разцов аналогичных размеров, см. рис. 2. Это долж-
но отражать особенности спектра в топологическом
киральном полуметалле CoSi со значительной кри-
визной Берри из-за большого разделения кираль-
ных узлов в импульсном пространстве [4,5]. Послед-
ний факт также может быть ответственным за ши-
рокую плоскую область в зависимости V xy

2ω (B) на
рис. 4: чтобы можно было наблюдать отклик образ-
ца, внешнее поле должно превышать эффективное
(индуцируемое кривизной Берри).

Приведенные выше соображения очевидны толь-
ко в магнитных полях, ориентированных перпен-
дикулярно плоскости образца. Для магнитного по-

ля, ориентированного параллельно плоскости образ-
ца, наоборот, нельзя ожидать простого холловского
вклада.

Для полей, ориентированных параллельно плос-
кости образца, экспериментально наблюдаемый пла-
нарный эффект Холла [29–32] может проявляться
только в топологических системах [33–35]. Для от-
клика на второй гармонике в параллельном поле
киральная аномалия также вносит вклад в холлов-
ские токи [48], в дополнение к ранее обсуждавше-
муся вкладу кривизны Берри. Другими словами,
планарный НЭХ можно рассматривать как комби-
нацию аномальной скорости (из-за конечной кри-
визны Берри) и киральной аномалии в параллель-
ных электрическом и магнитном полях. Вклад ки-
ральной аномалии в генерацию второй гармоники
в низшем порядке линейно зависит от приложенно-
го магнитного поля [48], поэтому для параллельного
поля можно ожидать появления поправки к зави-
симости V xy

2ω (B), пропорциональной первой степени
B. Подобно обычному НЭХ [47], этот результат мо-
жет быть получен для искаженной (перекошенной,
skewed) дисперсии энергии вокруг пар узлов Вейля
[49], т. е. он не обязательно связан с наличием конеч-
ной кривизны Берри [49]. Кроме того, можно пред-
сказать, что нелинейный планарный эффект Хол-
ла возникает из-за генерации поперечного чистого
спинового тока, возникающего во втором порядке
электрического поля из-за симметричного искаже-
ния 2D-контура Ферми, который может быть преоб-
разован в нелинейный ток Холла путем приложения
магнитного поля, параллельного плоскости образца
и сонаправленного с ориентацией спина поперечного
нелинейного спинового тока [28].

Таким образом, наши результаты, представлен-
ные на рис. 4, следует рассматривать как экспери-
ментальное подтверждение наличия сильного пла-
нарного НЭХ в киральном топологическом полуме-
талле CoSi, при этом различить возможные меха-
низмы [28,48, 49] эффекта мы не можем.

5. ВЫВОДЫ

Таким образом, проведенное экспериментальное
исследование зависимости поперечной составляю-
щей переменного напряжения на второй гармонике
от переменного электрического тока для кирально-
го топологического полуметалла CoSi для различ-
ных ориентаций магнитного поля позволяет сделать
следующие выводы.
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1. В отсутствие магнитного поля наблюдаемый
отклик квадратично зависит от продольного элект-
рического тока, что характерно для нелинейного эф-
фекта Холла в топологических полуметаллах.

2. При наличии внешнего магнитного поля, неза-
висимо от его ориентации относительно плоскости
образца, холловское напряжение на второй гармо-
нике демонстрирует зависимость нечетного типа.
Если магнитное поле перпендикулярно плоскости
образца, то возможный вклад термоэлектрических
эффектов можно исключить, тогда отклик попереч-
ной составляющей напряжения на второй гармонике
действительно возникает из-за нелинейного эффек-
та Холла. Если внешнее магнитное поле параллель-
но плоскости образца, то наблюдается зависимость
нечетного типа, что свидетельствует о наличии пла-
нарного нелинейного эффекта Холла.
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гонометрических операторов разности
фаз квантовых электромагнитных полей.
Козловский А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 774

1.3 Коллективные свойства холодных
атомов и молекул (включая БЕК)

Особенности движения ультрахолодных
атомов в квазипериодических потенциа-
лах. Дынников И. А., Мальцев А. Я. . . . 12 835

1.4 Структура и динамика атомов и
молекул

Non-trivial dynamic regimes of small (na-
no-scale) quantum systems. Bender-
skii V. A., Kats E. I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 491

Предкритическая термоакустика в гелии.
Кешишев К. О., Марченко В. И., Подо-
ляк Е. Р. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 922

1.5 Столкновения атомов и молекул,
источники излучения

Циркулярно поляризованная компонента
в излучении Смита –Парселла. Потыли-
цын А. П., Шкитов Д. А. . . . . . . . . . . . . . . 12 763

Оже-переходы в квазимолекуле при столк-
новении атомов неона в кэВ-диапазоне
энергий. Михайлов В. С., Бабенко П. Ю.,
Шергин А. П., Зиновьев А. Н. . . . . . . . . . . 12 794

1.6 Взаимодействие фотонов, элект-
ронов, атомов и молекул с конденси-
рованными телами и поверхностями

Интерференция гамма-излучения в спино-
вом пространстве при ядерном резонанс-
ном рассеянии. Смирнов Г. В. . . . . . . . . . . 7 13

Использование модельного уравнения
Больцмана для анализа влияния энер-
гии связи на развитие каскада выбитых
атомов в твердом теле. Метелкин Е. В.,
Лебедева М. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 167

Компоненты нового типа в сечении
рассеяния рентгеновского излучения ве-
ществом. Орешко А. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 459

Экспериментальное и теоретическое иссле-
дование распространения пучков прото-
нов под действием лазерного излучения с
учетом пересоединения магнитных сило-
вых линий. Беляев В. С., Загреев Б. В.,
Кедров А. Ю., Кольчугин А. Г., Край-
нов В. П., Матафонов А. П. . . . . . . . . . . . . 10 474

Субдоплеровская спектроскопия атомар-
ных паров Сs в наноячейке толщиной
400 нм при комнатной температуре. Сарг-
сян А., Момье Р., Папоян А., Сарки-
сян Д. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 483
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Особенности совместного влияния движе-
ния атомов и сверхтонкого расщепления
возбужденного состояния на форму резо-
нанса когерентного пленения населеннос-
тей в разреженном газе. Баранцев К. А.,
Курапцев А. С., Литвинов А. Н. . . . . . . . 11 611

Эффект ударно-индуцированного «пыле-
ния» и способы его подавления. Огород-
ников В. А., Ерунов С. В., Бликов А. О.,
Кулаков Е. В., Чудаков Е. А., Анти-
пов М. В., Панов К. Н., Сырунин М. А.,
Князев В. Н., Давыдов Н. Б., Георгиев-
ская А. Б., Яговкин А. О., Юртов И. В.,
Замыслов Д. Н., Ковалев А. Е., Ко-
тин А. В., Блинов И. А., Новиков М. Г. 11 621

Устойчивая генерация боковой полосы вто-
рого порядка в оптомеханической фо-
тон-молекулярной системе с накачкой фо-
нонами. Хуа-Цзюнь Чен, Юн-Лэй Чен,
Пхэн-Цзие Чжу, Бао-Чхэн Хоу. . . . . . . . . 11 631

Закон Кирхгофа в излучении смеси моле-
кулярных газов. Жиляев Д. А., Смир-
нов Б. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 807

1.7 Взаимодействие атомов и моле-
кул с электромагнитным полем, кван-
товая и классическая оптика, физика
лазеров, нелинейная оптика

Скорость туннельной ионизации в сильном
поле в теории переходов Ландау –Дыхне.
Петрович В. М., Делибашич Х. С., Пет-
рович И. Д. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 5

Применение магнито-индуцированных пе-
реходов атомов 85Rb, D2-линии, в ко-
герентных процессах. Саргсян А., Тоно-
ян А., Саркисян Д. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 24

Кооперативное излучение как суборди-
нированный случайный процесс. Баша-
ров А. М., Трубилко А. И. . . . . . . . . . . . . . . 8 175

Законы дисперсии поляритонного типа для
четырехуровневых атомов с неэквидис-
тантным энергетическим спектром, взаи-
модействующих с тремя импульсами ла-
зерного излучения. Коровай О. В. . . . . . . 9 307

Деполяризующие столкновения атомов ит-
тербия с атомами инертных газов. Рубцо-
ва Н. Н., Кочубей С. А., Хворостов Е. Б.,
Решетов В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 466

Схемы и параметры резонансного двухфо-
тонного возбуждения колебательных со-
стояний 2ν3 молекул UF6 бихроматичес-
ким лазерным ИК-излучением. Мака-
ров Г. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 786

Форма линии субдоплеровских резонансов
в газе атомов щелочных металлов в по-
ле встречных бихроматических лазерных
пучков. Михайлов А. М., Будо Р., Браж-
ников Д. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 818

1.8 Классическая электродинамика

Динамика временной эволюции возбужде-
ния квантового осциллятора электромаг-
нитными импульсами. Астапенко В. А.,
Розми Ф. Б., Сахно Е. В. . . . . . . . . . . . . . . . 8 155

Процессы второго порядка в излучении ан-
самбля квантовых осцилляторов. Баша-
ров А. М., Трубилко А. И. . . . . . . . . . . . . . . 10 498

Магнитооптический параметрQ для струк-
тур с одноосной оптической анизотропией.
Максимова О. А., Лященко С. А., Варна-
ков С. Н., Овчинников С. Г. . . . . . . . . . . . . 11 678

2. Ядра, частицы, поля, гравита-
ция и астрофизика

2.1 Структура ядер, столкновения и
ядерные реакции

Использование модельного уравнения
Больцмана для анализа влияния энер-
гии связи на развитие каскада выбитых
атомов в твердом теле. Метелкин Е. В.,
Лебедева М. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 167

О реакции развала в трехчастичных куло-
новских системах с приложением к опи-
санию процессов диссоциативной реком-
бинации и перезарядки в антипротонной
физике. Будылин А. М., Коптелов Я. Ю.,
Левин С. Б. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 372

2.2 Физика адронов и КХД

Электророждение каонов на протоне. Его-
ров М. В., Постников В. И. . . . . . . . . . . . . 7 42

Как обнаружить легчайший глюбол. Врон-
ский M. A., Koсяков Б. П., Попов E. Ю. 8 188
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О реакции развала в трехчастичных куло-
новских системах с приложением к опи-
санию процессов диссоциативной реком-
бинации и перезарядки в антипротонной
физике. Будылин А. М., Коптелов Я. Ю.,
Левин С. Б. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 372

2.4 Гравитация и астрофизика

Gamma-rays and neutrinos from proton–pro-
ton interactions in gamma-ray bursts.
Neronov A., Gatelet Y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 366

Динамическая устойчивость гравастаров
для случая ЧД ABG. Шариф М., Джа-
вед Ф. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 508

Испарение первичных черных дыр, барион-
ная асимметрия и темная материя. Чауд-
хури А., Долгов А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 643

2.5 Квантовая теория поля, струны

Как обнаружить легчайший глюбол. Врон-
ский M. A., Koсяков Б. П., Попов E. Ю. 8 188

3. Твердые тела и жидкости

3.1 Рассеяние и поглощение частиц и
волн, спектры возбуждения

О возможности равновесия в системе фо-
ноны–низкоэнергетические возбуждения в
условиях нестационарного процесса расп-
ространения теплового импульса в твер-
дых диэлектриках при гелиевых темпера-
турах. Саламатов Е. И., Таранов А. В.,
Хазанов Е. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 403

Дисперсия изгибных мод в графене. Ипа-
тов А. Н., Паршин Д. A., Конюх Д. А. 10 534

3.2 Структура, механические свойст-
ва, дефекты, рост кристаллов

Деформация межатомных связей в верхних
слоях поверхности Ge(111) со структура-
ми c(2 × 8), 7 × 7 и 5 × 5. Долбак А. Е.,
Жачук Р. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 55

Изучение диффузионных свойств кислоро-
да в TiO2. Бакулин А. В., Чумакова Л. С.,
Кулькова С. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 206

Энергетические изменения релакса-
ционной природы в высокоэнтропий-
ных объемных аморфных сплавах. Ма-
каров А. C., Гончарова Е. В., Цзиао Ц. Ч.,
Кобелев Н. П., Хоник В. А. . . . . . . . . . . . . . 8 213

К теории двумерного гомогенного зарож-
дения зародышей на плотноупакованных
гранях кристаллов, растущих из паровой
фазы. Вещунов М. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 520

Самодиффузия в жидких и твердых спла-
вах системы Ti–Al: молекулярно-динами-
ческое моделирование. Полетаев Г. М. . 10 527

Структура, электронные свойства и устой-
чивость углеродных бислоев из ато-
мов в sp3-гибридизированных состояниях.
Грешняков В. А., Беленков Е. А. . . . . . . . 12 873

Эффективное трение и подвижность гра-
феновых наночастиц (нанолент и нанотру-
бок) на плоской многослойной подложке
h-BN. Савин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 885

3.3 Тепловые свойства твердых тел и
жидкостей

Влияние флуктуационного разупорядоче-
ния решетки на термостимулированный
перенос энергии электронных возбужде-
ний. Огородников И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 393

О возможности равновесия в системе фо-
ноны–низкоэнергетические возбуждения в
условиях нестационарного процесса рас-
пространения теплового импульса в твер-
дых диэлектриках при гелиевых темпера-
турах. Саламатов Е. И., Таранов А. В.,
Хазанов Е. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 403

3.4 Квантовые жидкости и кристаллы

Потенциальное протекание сверхтекучего
3He через нематический аэрогель сфери-
ческой формы. Суровцев Е. В. . . . . . . . . . . 10 553

3.5 Низкоразмерные системы (струк-
тура и т. д.)

Разработка дизайна сверхмногопериод-
ных излучающих структур терагерцево-
го диапазона, выращиваемых методом
молекулярно-пучковой эпитаксии. Герчи-
ков Л. Г., Дашков А. С., Горай Л. И.,
Буравлёв А. Д. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 197
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Влияние процесса нагрева и охлаждения
на длины одномерных атомных структур.
Сыромятников А. Г., Кудряшов С. А.,
Салецкий А. М., Клавсюк А. Л. . . . . . . . . 9 410

Non-trivial dynamic regimes of small (na-
no-scale) quantum systems. Bender-
skii V. A., Kats E. I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 491

Дисперсия изгибных мод в графене. Ипа-
тов А. Н., Паршин Д. A., Конюх Д. А. 10 534

Эффективное трение и подвижность гра-
феновых наночастиц (нанолент и нанотру-
бок) на плоской многослойной подложке
h-BN. Савин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 885

4. Порядок, беспорядок и фазо-
вые переходы в конденсирован-
ных средах

4.1 Неоднородные, неупорядоченные и
частично разупорядоченные системы

Транспортное уравнение для субдиффу-
зии смешанного происхождения. Шки-
лев В. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 107

Фазовая диаграмма и основное состояние
декорированной модели Изинга на куби-
ческой решетке. Мутайламов В. А., Мур-
тазаев А. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 119

Изучение диффузионных свойств кислоро-
да в TiO2. Бакулин А. В., Чумакова Л. С.,
Кулькова С. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 206

Самодиффузия в жидких и твердых спла-
вах системы Ti–Al: молекулярно-динами-
ческое моделирование. Полетаев Г. М. . 10 527

Неклассические процессы переноса приме-
си в резко контрастной среде в присутст-
вии одиночной крупномасштабной неод-
нородности. Кондратенко П. С., Лео-
нов К. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 898

Предкритическая термоакустика в гелии.
Кешишев К. О., Марченко В. И., Подо-
ляк Е. Р. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 922

4.2 Магнетизм, пьезо- и сегнетоэлект-
ричество

Локальная структура и сверхтонкие маг-
нитные взаимодействия зондовых ядер
57Fe в хромите TlCr0.9557Fe0.05O3. Собо-
лев А. В., И В., Белик A. А., Глазко-
ва Я. С., Пресняков И. А. . . . . . . . . . . . . . . 7 62

Распространение звука в области фазово-
го перехода в магнитоупорядоченную фа-
зу в средах с тетрагональной структурой.
Меньшенин В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 95

Фазовая диаграмма и основное состояние
декорированной модели Изинга на куби-
ческой решетке. Мутайламов В. А., Мур-
тазаев А. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 119

Бистабильность фотоэлектрического эф-
фекта в пленках сегнетоэлектрическо-
го фуллерен-фталоцианинового компози-
ционного материала. Палто С. П., Лаза-
рев В. В., Гейвандов А. Р., Юдин С. Г. . 8 223

Обобщенная модель Изинга в магнитном
поле. Цуварев Е. С., Кассан-Оглы Ф. А. 8 232

Энергии образования вакансий кубической
фазы магнетита в рамках DFT+U.Шути-
кова М. И., Стегайлов В. В. . . . . . . . . . . . . 8 249

Электронная структура и оптические свой-
ства сплава Гейслера Mn1.5Fe1.5Al. Шре-
дер Е. И., Лукоянов А. В., Махнев А. А.,
Кузьмин Ю. И., Даш Шубра, Пат-
ра Аджит К., Васундхара М. . . . . . . . . . . . 10 546

Низкочастотная динамика носителей в по-
лупроводнике CuAlO2 по данным ЯМР.
Оглобличев В. В., Смольников А. Г., Буз-
луков А. Л., Пискунов Ю. В., Арапо-
ва И. Ю., Садыков А. Ф., Матухин В. Л. 11 661

Исследование одноионной магнитной ани-
зотропии иона Fe3+ методом ЭПР в диа-
магнитном кристалле PbGaBO4. Вороты-
нов А. М., Панкрац А. И., Колков М. И. 11 670

Магнитооптический параметрQ для струк-
тур с одноосной оптической анизотропией.
Максимова О. А., Лященко С. А., Варна-
ков С. Н., Овчинников С. Г. . . . . . . . . . . . . 11 678

Фазовые переходы в фрустрированных ко-
бальтитах ErBaCo4O7+x (x = 0–0.06) при
небольшом отклонении от стехиометрии.
Казей З. А., Снегирев В. В., Столярен-
ко М. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 689

Магнитосопротивление магнитных нано-
композитов вблизи порога перколяции в
сильных магнитных полях. Фадеев Е. А.,
Шахов М. А., Лахдеранта Е., Тал-
денков А. Н., Васильев А. Л., Сит-
ников А. В., Рыльков В. В., Гранов-
ский А. Б. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 903
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4.3 Сверхпроводимость и сверхтеку-
честь

Восстановление функции электрон-фонон-
ного взаимодействия в сверхпроводниках
с помощью неоднородных микроконтак-
тов и коррекция фона в спектрах Янсона.
Бобров Н. Л. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 73
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mat/0404452.

7. Все рисунки и чертежи должны быть выпол-
нены четко, в формате, обеспечивающем ясность по-
нимания всех деталей; это особенно относится к фо-
токопиям. Надписи на рисунках следует по возмож-
ности заменять цифрами и буквенными обозначени-
ями, разъясняемыми в подписи к рисунку или в тек-

сте. В рукописи рисунки должны быть представле-
ны на отдельных страницах в конце статьи.

8. Редакция посылает автору одну корректуру
по электронной почте в виде ∗.ps-файла. Постра-
ничный список исправлений должен быть отправлен
автором на электронный адрес журнала в течение
недели.

9. К рукописи необходимо приложить электрон-
ный адрес (e-mail), почтовый адрес места работы
с индексом, фамилию, полное имя и отчество ав-
тора, с которым предпочтительно вести переписку,
а также номер телефона, служебного или домашне-
го.
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