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НАБЛЮДАТЕЛИ ВОЗМУЩЕНИЙ:
МЕТОДЫ И ПРИЛОЖЕНИЯ. ЧАСТЬ 1. МЕТОДЫ1

Обзор посвящен изложению истории развития и современного состоя-
ния теоретических методов построения наблюдателей возмущений, по-
явление которых в теории и практике управления восходит к середине
60-х гг. прошлого века и связано с расширением алгебраических методов
синтеза регуляторов, появлением компьютерно-ориентированных проце-
дур синтеза и усложнением круга решаемых задач и стремлением опти-
мизировать процесс управления. В обзоре описываются наблюдатели гар-
монических возмущений, излагается метод внутренней модели, рассмат-
риваются наблюдатели ограниченных возмущений и описываются мето-
ды оценки возмущений с использованием вспомогательных фильтров в
форме передаточных функций и наблюдателей состояния.
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1. Введение

История появления наблюдателей возмущений в теории и практике управ-
ления восходит к середине 60-х гг. XX в. и связана с расширением ал-
гебраических методов синтеза регуляторов, появлению компьютерно-ориен-
тированных процедур синтеза, с усложнением круга решаемых задач и стрем-
лением оптимизировать процесс управления. В теории оптимального управ-
ления стало уделяться все большее внимание решению таких сложных задач,
как управление нелинейными и многосвязными (MIMO) системами, а исполь-
зуемые в то время методы управления часто оказывались более чувствитель-
ными к возущениям и помехам, чем классические [1]. В начале 1970-х гг.
появились многие публикации о неудаче в применении имеющихся методов

1 Результаты разделов 1–4 получены при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проект № 18-38-20037). Результаты раздела 5 получе-
ны в ИПМаш РАН в рамках госзадания Минобрнауки РФ (Рег. № НИОКТР АААА-А19-
119120290136-9).
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оптимального управления из-за отсутствия робастности синтезированных ре-
гуляторов [2–4]. Решением явилось понимание важности учета при синтезе
регуляторов существенных возмущений, что в 1970-х гг. инициировало раз-
работку методов робастного управления [2, 5–7]. Для снижения чувствитель-
ности к возмущениям обычных наблюдателей состояния (Калмана, Луенбер-
гера) в то время были предложены робастные варианты наблюдателей, учи-
тывающие внешние неизмеряемые возмущения. Сюда же можно отнести и
наблюдателей неизвестных входных сигналов [1, 8–15]. В настоящее время
робастность по отношению к возмущениям и помехам, как и выполнение тре-
бований устойчивости и качества работы системы, стали ключевой задачей
синтеза регуляторов в обратной связи [1]. Как хорошо известно и из класси-
ческой теории управления, робастность по отношению к возмущениям может
достигаться подавлением влияния возмущений обратной связью или их ком-
пенсацией в разомкнутом контуре [16–18]. Возможно также комбинированное
управление, сочетающее оба метода [19, гл. 9].

Поскольку в рассматриваемых в данном обзоре публикациях принято, что
возмущения непосредственно не измеряются, то компенсация в разомкнутом
контуре становится подавлением возмущений по измерениям выхода, т.е. так-
же с помощью обратной связи. В обзорах [20, 21] аннотированы появившиеся
за период 1980–1998 гг. публикации по оцениванию изменяющихся во вре-
мени входных сигналов (в том числе и возмущений) для различных классов
динамических систем.

К публикациям по проблеме идентификации (восстановления) нестацио-
нарного входного сигнала, действующего на динамический объект относятся
публикации по аппроксимационным методам идентификации с использова-
нием глобальной аппроксимации [22–25], локальной аппроксимации [26–29],
по методам на основе теории инвариантных наблюдателей [30, 31], теории об-
ращения и смежных подходов [32–35] и некоторые другие публикации [36–39].

Чтобы преодолеть проблему, возникающую при невозможности непосред-
ственного измерения возмущений для их компенсации в разомкнутом конту-
ре, разработаны наблюдатели, позволяющие оценивать возмущения на основе
доступных измерению переменных состояния объекта и модели его динами-
ки. Робастность регулятора достигается использованием оценок возмущений
вместо их истинных значений. Тем самым неявно синтезируется регулятор
в обратной связи. Поэтому для задач подавления неизмеряемых возмуще-
ний разница между указанными двумя подходами имеет методический ха-
рактер, относящийся больше к способу синтеза регулятора, а не к свойствам
полученной системы. Поскольку для синтеза наблюдателя возмущений ис-
пользуется их представление как процесс на выходе некоторой динамической
системы, которая дополняет модель самого объекта управления, то в боль-
шом числе публикаций такая структура трактуется в качестве реализации
“принципа внутренней модели” (англ. — Internal Model Principle), см., на-
пример, [1, 6, 13, 17, 40–52].

Методы синтеза наблюдателей возмущений получили дальнейшее разви-
тие в направлениях применения адаптивного подхода [48, 51, 53–64], скользя-
щих режимов [65–69], нелинейных наблюдателей [70, 71], наблюдателей для
объектов с запаздыванием [57, 59, 60, 63, 72–79] и других. Следует отметить,
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что задача оценивания и подавления возмущений может иметь более широ-
кое применение, чем просто парирование влияния внешней среды: под воз-
мущениями можно также понимать неопределенность параметров объекта,
несоответствие принятой модели динамики объекта его поведению и действие
других факторов. Подавление таких возмущений позволяет повысить робаст-
ность системы управления по отношению к данным условиям [80].

В данной части обзора приводятся сведения о теоретических результатах
по наблюдателям возмущений. Оценка возмущений с использованием наблю-
дателей состояния описывается в разделе 2. Оценке возмущений с использо-
ванием вспомогательных фильтров в форме передаточных функций посвя-
щен раздел 3. Наблюдателям ограниченных возмущений посвящен раздел 4.
В разделе 5 описываются наблюдатели гармонических возмущений и связан-
ный с ними метод внутренней модели.

Практическому применению наблюдателей возмущений будет посвящена
следующая часть обзора [81].

В статье используются следующие обозначения и аббревиатуры: R — мно-
жество вещественных чисел, C — множество комплексных чисел, ОУ — объ-
ект управления, ПФ — передаточная функция, ИПВ — инвариантные по вре-
мени (системы) — системы с постоянными параметрами. Для таких систем в
литературе используется также термин “стационарные системы”. ЛМН — ли-
нейное матричное неравенство (англ. — Linear Matrix Inequality , LMI), SISO
системы — системы со скалярными входами и выходами (англ. — Single-Input,
Single-Output), MIMO системы — системы с векторными входами и выходами
(англ. — Multiple-Input, Multiple-Output). Для SISO и MIMO систем в отече-
ственной литературе часто используются термины “одноканальные” (“одно-
связные”) или соответсвенно “многоканальные” (“многосвязные”) системы.

2. Оценка возмущений с использованием наблюдателей состояния

Для решения поставленной задачи — оценивания и компенсации адди-
тивных возущений в течение более 60-ти лет известен подход, связанный с
применением наблюдателей состояния (а в стохастической постановке — оп-
тимальных фильтров Калмана–Бьюси), см., например, [82–88]. Приведем
краткие сведения.

В реальных условиях измерение вектора состояния ОУ, как правило,
неосуществимо из-за необходимости установки датчиков в труднодоступных
местах, измерения производных высоких порядков и т.д. Еще более сложной
задачей является измерение возмущений. Преодолеть (или уменьшить) эти
трудности можно, если наиболее полно использовать имеющуюся априорную
информацию о модели объекта и текущие измерения его входов и выходов.
С этой целью в систему управления вводится подсистема (алгоритм) оцени-
вания состояния объекта и возмущений. Рассматриваемая задача оценивания
состояния системы по доступной текущей информации о ее входах и выходах
принципиально разрешима, если имеется взаимно однозначное соответствие
между переменными вход-выход и состоянием объекта. Это соответствие име-
ется для полностью наблюдаемых объектов [84–87, 89, 90]. При этом предпо-
лагается, что имеется достаточно полная априорная информация об объекте
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в виде его математической модели и значений параметров. Задачи оценива-
ния при неполной априорной информации относятся к робастным [9, 91–93]
или к адаптивным [64, 85, 89, 91, 94, 95].

Рассмотрим модель ОУ в виде уравнений состояния

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + d(t),

y(t) = C(t)x(t) + v(t), x(t0) = x0, t > t0.(2.1)

Здесь x(t)∈ R
n — вектор состояния объекта; u(t)∈ R

m, y(t)∈ R
l — входной и

выходной векторы; A(t), B(t), C(t) — известные матричные функции. Объ-
ект подвержен действию возмущений d(t) и шума (погрешности) измере-
ний v(t). Во время работы системы датчиками измеряются переменные u(t),
y(t), а переменные x(t), d(t), v(t) — не измеряются. Рассматривается зада-
ча получения оценки состояния объекта x̂(t), в некотором смысле близкой
к x(t). Для полностью наблюдаемого ИПВ объекта при отсутствии возму-
щений и шумов измерения можно получить асимптотически точную оценку
состояния с любым заданным временем переходного процесса. Более того,
полная наблюдаемость теоретически позволяет построить алгоритм оценива-
ния, обладающий конечным временем сходимости оценок состояния. Влияние
возмущений и шумов измерения приводит к появлению ошибок оценивания.

Наблюдатель состояния (идентификатор состояния, наблюдающее
устройство, наблюдатель) можно представить в виде модели объекта управ-
ления, на вход которой поступает то же управляющее воздействие, что и на
объект управления, и дополнительный сигнал коррекции (обратной связи),
который получается из невязки между выходами объекта и модели. Для ли-
нейных систем наблюдатель описывается уравнением [82–88]

˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t) + L(t)(y(t)− ŷ(t)),

ŷ(t) = C(t)x̂(t), x̂(t0) = x̂0, t > t0.(2.2)

Здесь x̂(t)∈ R
n — вектор состояния наблюдателя, служащий оценкой состоя-

ния объекта; ŷ(t)∈ R
l — вектор выхода; L(t) — подлежащая выбору при син-

тезе (n× l)-матрица коэффициентов обратной связи.

У наблюдателя (2.2) размерность вектора состояния x̂(t) такая же, как и
у объекта управления (так называемый наблюдатель полного порядка, или
наблюдатель Калмана), и равна n. Порядок наблюдателя можно понизить,
используя непосредственно содержащуюся в выходных переменных информа-
цию о состоянии объекта. Это дает возможность построить алгоритм оценива-
ния порядка n− p, где p = rankC. Такие наблюдатели пониженного порядка
часто называются наблюдателями Луенбергера [82–85]. Известны и наблюда-
тели повышенного порядка — адаптивные наблюдатели [64, 85, 89, 94, 95].

Рассмотрим теперь ошибку оценивания ε(t) = x(t)− x̂(t). Вычитая из (2.1)
уравнение (2.2), получим

ε̇(t) = (A(t)− L(t)C(t)) ε(t) + d(t)− L(t)v(t), ε(t0) = ε0, t > t0.(2.3)

Как видно из (2.3), источниками ошибки ε(t) являются начальное рассогла-
сование ε0 = x0 − x̂0, возмущение d(t) и помеха измерений v(t). Динамика
переходного процесса ε(t) определяется матрицей Aobs(t) = A(t)− L(t)C(t).
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Если матрица Aobs постоянна (не меняется со временем), то динамика ε(t)
определяется ее собственными числами. Если эти собственные числа имеют
отрицательные вещественные части, а возмущения d(t) и шумы v(t) отсут-
ствуют, то limt→∞ ε(t) = 0 для любых начальных значений x0, x̂0. Матри-
ца Aobs зависит от A, C и от выбираемой при синтезе матрицы L. Как из-
вестно [84–87, 90], для полностью наблюдаемого объекта всегда имеется такая
матрица L, что собственные числа матрицы Aobs будут заданными. Матри-
ца L влияет и на точность процесса оценивания при внешних воздействиях.
Как видно из (2.3), это влияние оказывается разным по отношению к возму-
щениям d(t), с одной стороны, и помехам измерений v(t) — с другой. Поэтому
при определении L следует учитывать характеристики внешних воздейст-
вий, обеспечивая компромисс между требованиями быстродействия и точ-
ности системы. Обычно повышение быстродействия связано с увеличением
элементов матрицы L и, следовательно, с подавлением влияния возмущений
и усилением действия помех измерения. Для более детального анализа мож-
но использовать передаточные функции по ошибке от возмущений W ε

d (s) и
помех W ε

v (s), определяемые формулами:

W ε
d (s) = (sIn −A+ LC)−1 , W ε

v (s) = − (sIn −A+ LC)−1 L.(2.4)

Оптимальный в стохастическом смысле выбор матрицы L(t) приводит к оп-
тимальному фильтру Калмана–Бьюси [86].

Перейдем к задаче оценивания возмущений и помех. Как видно из (2.3),
неизмеряемые внешние воздействия (возмущения и помехи) приводят к по-
явлению дополнительных составляющих ошибки оценивания переменных со-
стояния и снижают точность системы управления. Уменьшить их влияние
можно путем совместного оценивания состояния ОУ и неизмеряемых внеш-
них воздействий.

Основная идея использования наблюдателей для оценивания возмущений
и помех измерения состоит в следующем [84, 85, 96]. Для внешних воздейс-
твий строится некоторая математическая модель (“модель внешней среды”,
англ. “internal model of disturbances”) [6, 13, 17, 41–44]. В этой модели воз-
мущения обычно представлются как решения системы однородных диффе-
ренциальных (или разностных) уравнений с известными коэффициентами и
неизвестными начальными условиями, в которых и содержится вся неопреде-
ленность относительно внешних воздействий2. Затем модель внешних воздей-
ствий объединяется с моделью объекта управления, и для полученной расши-
ренной системы строится наблюдатель. Полученные с помощью наблюдате-
ля оценки содержат как собственно оценки состояния объекта, так и оценки
внешних воздействий. Естественно, что для этого требуется полная наблю-
даемость расширенной системы.

Подход к синтезу систем управления на основе постулирования динами-
ческих моделей для отдельных подсистем и сигналов нашел широкое приме-
нение и называется “принципом внутренних моделей” (“internal model prin-
ciple”). Для построения эффективных алгоритмов проектирования, оценива-

2 Случай неизвестных параметров модели среды рассматривается в рамках теории
адаптивного оценивания [56, 58, 64, 85, 87–89, 95, 97].
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ния, управления системами модели в виде уравнений состояния могут зада-
ваться не только для возмущающих воздействий, но и для помех измерений,
командных сигналов (“эталонные модели”), динамики изменения параметров
объекта и т.д.

Процедура синтеза выглядит достаточно просто, если внешние процессы
можно представить как квазимногочлены — выражения вида

∑N
i=1 e

λitPi(t),
где λi ∈ C — известные постоянные, Pi(t) — многочлены с заданными ко-
эффициентами [85, 98, 99]. Сюда относятся степенны́е функции, гармоники
с заданной частотой, экспоненты с заданным показателем затухания, про-
изведения гармоник на экспоненты и их линейные комбинации. Рассмотрим
процедуру оценивания для этого случая более подробно.

Пусть внешние воздействия d(t), v(t) можно представить в виде процессов
на выходе линейной системы, заданной уравнениями

ẋs(t) = As(t)xs(t), ys(t) = Csxs(t), xs(t0) = xs0 , t > t0.(2.5)

Здесь xs(t) ∈ R
ns — вектор состояния “среды”, ys(t)∈ R

n+l — выход мо-
дели источника возмущений — вектор внешних по отношению к объекту

воздействий, ys(t) = col {d(t), v(t)}; As, Cs — известные матрицы; Cs =

[
Cd

Cv

]
;

Cd, Cv – подматрицы размеров n× ns, l × ns, определяющие связь между
состоянием xs(t) модели внешних воздействий, возмущениями d(t) и поме-
хами v(t) в (2.1). Начальное состояние xs0 системы (2.5) неизвестно. Вве-
дем расширенный вектор состояния, включающий состояние объекта и сре-
ды: x̄(t) = col {x(t), xs(t)}∈ R

n+ns. Объединяя уравнения (2.1), (2.5), полу-
чим уравнения расширенной системы в виде

˙̄x(t) = Āx̄(t) + B̄u(t), y(t) = C̄x̄(t), x̄(t0) = x̄0, t > t0,(2.6)

в которых матрицы Ā, B̄, C̄ имеют следующую блочную структуру:

Ā =

[
A Cd

0ns×n As

]
, B̄ =

[
B

0ns×m

]
, C̄ = [C, Cv].(2.7)

Расширенная система (2.6) рассматривается как некоторый новый объект по-
рядка n̄ = n+ ns, для которого строится наблюдатель (2.2).

Рассмотрим возможность приведения системы с компенсацией возмуще-
ния с помощью наблюдателя (2.2) для расширенной системы (2.6) с “внут-
ренней моделью” возмущений [6, 13, 17, 41–44] к традиционному виду с кор-
ректирующими звеньями в прямой цепи и местной корректирующей обратной
связью [19, 100–102], аналогичным (3.2). Для определенности будем считать,
что возмущение d(t) — скалярная переменная, действующая аддитивно со
скалярным управлением u(t). Структурная схема системы представлена на
рис. 1.

Здесь через ur(t) обозначено воздействие, вырабатываемое регулятором с
ПФ R(s) в главной обратной связи, через u(t) — сигнал управления, посту-
пающий на объект с передаточной функцией (ПФ) P (s), на который действу-
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Рис. 1. Структура системы управления с компенсацией возмущений по [103].

ет аддитивное возмущение d(t), которое считается низкочастотным и описы-
вает как воздействие со стороны среды, так и нелинейность и неопределен-
ность модели ОУ. (Стоит заметить, что при неопределенности и нелинейности
ОУ d(t) зависит от его состояния, что следует учитывать при анализе.) Вы-
ход объекта y(t) измеряется вместе с аддитивным “шумом измерения” ζ(t),

который предполагается высокочастотным. Через d̂(t) обозначена оценка воз-
мущения, вырабатываемая как разность между фильтрованным сигналом
управления δ = Q(s)u и выходом фильтра сигнала измерений с передаточ-
ной функцией Q(s)Pn(s)

−1. Передаточная функция Pn(s) соответствует “но-
минальной” модели объекта. Управление u(t) получается как разность между

сигналом ur(t) и оценкой возмущений d̂(t).

Найдем связь между сигналами ur(t) (выходом регулятора в цепи глав-
ной обратной связи, v(t) = y(t) + ζ(t) (сигналом измерений выхода), с одной
стороны, и управлением u(t) — с другой. В качестве примера, используем
следующие приведеные в [103] выражения для передаточных функций:

Pn(s) =
k0

(Ts+ 1)s
, R(s) =

kDs
2 + kP s+ kI

s
, Q(s) =

1

τs2 + 2τs+ 1
.

При синтезе наблюдателя для расширенной системы (2.6) возмущение d(t)

считаем неизвестной постоянной величиной: ḋ(t) = 0, а модель шума измере-
ний ζ(t) в процесс оценивания включать не будем.

Для ОУ, имеющего ПФ Pn(s) =
k0

(Ts+1)s , запишем следующие уравнения

состояния в канонической форме фазовой переменной [84, 85]:

{
ẋ1(t) = x2(t), y(t) = x1(t),

ẋ2(t) = T−1
(
−x2(t) + k0

(
u(t) + d(t)

))
.

(2.8)

Введем матрицу (вектор-строку) C̄d ∈ R
1×ns так, что для расширенного

наблюдателя имеет место d̂(t) = C̄d̂̄x(t). (В рассмотренном выше примере, так
как d̄(t) = ̂̄x3(t), выполнено C̄d =

[
0 0 1

]
.) По уравнениям состояния наблю-

дателя расширенной системы с матрицами (2.7) и C̄d получим его передаточ-

ные функции W d̂
u (s) — от сигнала управления u к оценке возмущения d̂ и
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W d̂
v (s) — от сигнала измерений v = y + ζ к d̂. Получим

W d̂
u (s) = C̄d(sI−Aobs)

−1B̄, W d̂
v (s) = C̄d(sI−Aobs)

−1L.(2.9)

Учитывая что u(t) = ur(t)− d̂(t), запишем
(
1 +W d̂

u (s)
)
u = ur −W d̂

v (s)v, от-
куда следует что

W1(s) =
1

1 +W d̂
u (s)

, W2(s) =
W d̂
v (s)

1 +W d̂
u (s)

,(2.10)

где W d̂
u (s), W

d̂
v (s) приведены в (2.9).

В [104] рассмотрен синтез линейных регуляторов для линейных с постоян-
ными параметрами (ИПВ, англ. – linear time-invariant, LTI ) ОУ с векторными
входом и выходом, обеспечивающих заданное расположение корней характе-
ристического многочлена замкнутой системы, и асимптотическое подавление
постоянных возмущений. Рассматриваются ОУ, заданные уравнениями со-
стояния

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + d(t),

y(t) = Cx(t), x(t0) = x0, t > t0,(2.11)

где x(t)∈ R
n — вектор состояния; u(t)∈ R

m (m 6 n), y(t)∈ R
l — входной и вы-

ходной векторы; A, B, C — матрицы соответствующих размеров. Принято,
что rankC = l. Неизвестное и неизмеряемое возмущение d(t)∈ R

n представля-
ет собой сумму импульсных (δ-Дирака) или ступенчатых (единичная функция
Хевисайда 1(t)) вектор-функций, возникающих на ограниченном временно́м
интервале, а именно: считается, что для некоторых натуральных p1, p2 и по-
ложительных T1, T2 <∞ выполнено

d(t) =

p1∑

i=1

d1i (t) · 1(t− t∗i ) +
p2∑

j=1

d2j · δ(t− t∗j),

0 6 t∗i 6 T1 <∞, i = 1, . . . , p1,

0 6 t∗j 6 T2 <∞, j = 1, . . . , pj ,(2.12)

причем для вектор-функций d1i (t)∈ R
n выполнено

lim
t→∞

d1i (t) = d̄1i , ‖d̄1i ‖ <∞.(2.13)

Требуется найти минимальный реализуемый динамический ИПВ регуля-
тор в обратной связи, решающий задачу модального управления [84–86, 89,
105], т.е. обеспечивающий заданное, с отрицательными вещественными ча-
стями расположение полюсов замкнутой системы (при естественных усло-
виях комплексной сопряженности невещественных полюсов и полной управ-
ляемости ОУ) и асимптотическое стремление выхода y(t) к нулю для всех
возмущений d(t) указанного класса.
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Зам е ч а ни е 1. С нашей точки зрения, в обобщенном представлении воз-
мущений (2.12) нет необходимости, и оно только усложняет восприятие ос-
новной идеи. Действительно, в силу свойств суперпозиции и инвариантности
во времени ИПВ систем достаточно рассмотреть только случай p1 = p2 = 1 и
совместить моменты времени t0, t

∗
1, t

∗
2, полагая t0 = t∗1 = t∗2 = 0. Кроме того,

естественным образом (см., например, [85]) δ-образное воздействие d21 · δ(t)
пересчитывается в начальные условия: x(0+)≡ limt→0

t>0
x(t) = x0 + d21, и зату-

хание реакции y(t) на такое возмущение тривиально следует из асимптотиче-
ской устойчивости замкнутой системы. Следовательно, δ-образную компонен-
ту возмущений можно не включать. Что касается компоненты d11(t) · 1(t− t∗1),
то при t0 = t∗1 = 0 выполнено 1(t− t∗1)≡ 1, поэтому этот сомножитель мож-
но не записывать. Таким образом, возмущение имеет смысл представить в
виде d(t)≡ d11(t) с условием (2.13). В силу этого условия d11(t) можно пред-
ставить как сумму ограниченного затухающего сигнала и постоянной состав-
ляющей d̄1i . Поскольку реакция асимптотически устойчивой линейной систе-
мы на ограниченный затухающий сигнал тоже стремится к нулю, то указан-
ное выше требование компенсации возмущений обеспечивается известным в
классической теории управления свойством астатизма по возмущению, ко-
торое может быть обеспечено введением интегральной составляющей (И-,
ПИ-, ПИД-регулятор) в закон управления [19, 102]. К такому управлению
приводит и работа [104]. Некоторая специфика заключается в рассмотрении
многосвязных (MIMO) систем.

Основной результат работы [104] заключается в том, что искомый закон
управления минимального порядка (равного l) имеет вид пропорциональной
обратной связи по состоянию и интегральной — по выходу:

u(t) = K1x(t) +K2

t∫

0

y(τ) dτ + u0,(2.14)

где K1∈ R
m×n, K2∈ R

m×l — матричные коэффициенты регулятора, значе-
ние вектора u0∈ R

m несуществененное (например, им могут быть начальные
состояния интеграторов или приведенные ко входу системы δ-образные ком-
поненты возмущения, см. замечание 1). Обратная связь по состоянию слу-
жит для получения желаемого расположения полюсов замкнутой системы, а
интегральная составляющая от выхода y(t) — для обеспечения астатизма
первого порядка [19] по возмущению.

Коэффициенты K1, K2 должны быть выбраны на основе заданного спек-
тра матрицы уравнений состояния расширенной (включающей интеграторы
выхода) замкнутой системы

A∗ =

[
A+BK1 BK2

C 0l×l

]
.(2.15)

Матрица A∗ уравнений состояния замкнутой системы вида (2.15) получает-
ся из (2.11), (2.14), если ввести для интеграторов в (2.14) вектор состояния

11



v(t)∈ R
l. Этот вектор подчиняется уравнению v̇(t) = y(t). Введением расши-

ренного вектора состояния x̄ = col {x, v} и после подстановки (2.14) в (2.11)
получим указанную матрицу A∗ уравнений состояния расширенной системы.

Показано [104, теорема 2], что задача разрешима, если выполнены следую-
щие условия: пара (A,B) – управляема, и

rank

[
A B

C 0l×l

]
= n+ l.(2.16)

Как отмечено в [104], результат не изменится при отклонении параметров
ОУ и регулятора, не нарушающего условий асимптотической устойчивости
матрицы A∗. Показано, что при отсутствии вариаций матрицы C выполняет-
ся и условие (2.16). Свойство подавления постоянных возмущений независимо
от параметров объекта типично для систем со скалярными входом и выходом
(односвязные системы, англ. — single-input single-output, SISO) и с интегра-
лом в контуре управления, так как оно является структурным (не завися-
щим от параметров) [19, 102]. От системы требуется только асимптотическая
устойчивость.

Отметим, что при выполнении (2.16) возможна полная компенсация по-
стоянного возмущения d ∈ R

n управлением u ∈ R
m меньшей размерности.

В выполнении условия согласованности (которое имеет место при возмуще-
нии, действующем аддитивно управлению) тоже нет необходимости. В каче-
стве примера рассмотрим систему

{
ẋ1(t) = x2(t) + d1,

ẋ1(t) = −a2x1(t)− a2x1(t) + u(t) + d2,

y(t) = c1x1(t) + c2x2(t),(2.17)

u(t) = −k1x1(t)− k2x2(t)− kI

t∫

0

y(τ) dτ .(2.18)

Легко получить, что выход замкнутой системы (2.17), (2.18) отвечает урав-
нению

α(p)y(t) = β1(p)d1(t) + β2(p)d2(t),(2.19)

где α(p), β1(p), β2(p) — многочлены от оператора дифференцирования
p = d/dt:

α(p) = p3 + (a1 + k2)p
2 + (a2 + k1 + c2kI)p+ c1kI ,

β1(p) = c1s
2 + (a1c1 − a2c2 + c1k2 − c2k1)p,

β1(p) = (c1p+ a1c1 − a2c2 + c1k2 − c2k1)p,

β1(p) = (c2p+ c1)p.

Условием разрешимости задачи в данном случае будет c1 6= 0, и поскольку
β1(0) = β2(0) = 0, то вынужденная составляющая ошибки от постоянных воз-

мущений d1, d2 будет равна нулю. Если известны оценки d̂1, d̂2 постоянных
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возмущений d1, d2, то эффекта их компенсации можно добиться заменой (или
дополнением) интегральной составляющей в законе управления (2.18) ком-
пенсирующим сигналом

uc = −d̂1(a1c1 − a2c2 + c1k2 − c2k1)c
−1
1 − d̂2 (c1 6= 0).

Заметим, что закон управления с компенсацией возмущений через uc, в отли-
чие от интегрального (2.18), чувствителен к отклонению параметров от рас-
четных. Кроме того, могут появиться проблемы с оценкой возмущений, так
как ОУ (2.17), расширенный уравнениями внутренней модели ḋ1 = 0, ḋ2 = 0,
при a1c1 = a2c2 не полностью наблюдаем по компоненте d1. Далее, при та-
ком сочетании параметров возникает сложность в использовании наблюда-
теля при оценке состояния x(t) для перехода от управления по состоянию
(2.18) к управлению по выходу. Эти трудности устраняются использованием

вместо (2.18) стандартного ПИ-регулятора u(t) = −kP y(t)− kI
∫ t
0 y(τ) dτ (см.,

например, [19, 102]). ПИ-регулятор, в отличие от (2.18), не дает возможно-
сти обеспечить здесь заданное расположение полюсов замкнутой системы, но
это требование имеет скорее академическое, чем практическое, значение при
разработке систем управления.

В [40] получены необходимые и достаточные условия управления систе-
мой (2.11) линейным динамическим регулятором при действии неизмеряемых
возмущений d1(t), . . . , dn(t), которые можно представить в виде решений сле-
дующего однородного линейного дифференциального уравнения r-го порядка

d
(r)
k (t) + αrd

(r−1)
k (t) + · · ·+ α2ḋk(t) + α1dk(t) = 0, k = 1, . . . , n,(2.20)

с заданными коэффициентами α1, . . . αr и неизвестными начальными усло-

виями d
(r−1)
k (0), . . . , ḋk(0), dk(0), у которого все корни λi, i = 1, . . . , r, характе-

ристического многочлена λr + αrλ
(r−1) + · · ·+ α2λ+ α1 имеют неотрицатель-

ные вещественные части, Reλi > 0. Требуется, чтобы независимо от дейст-
вующих на систему возмущений, ее выход y(t) ∈ R

l асимптотически при-
ближался к вектор-функции y∗(t)∈ R

l, компоненты yk(t) которой известны
заранее и удовлетворяют однородному линейному дифференциальному урав-
нению

y
(r)
k (t) + αry

(r−1)
k (t) + · · · + α2ẏk(t) + α1yk(t) = 0, k = 1, . . . , l,(2.21)

с известными начальными условиями y
(r−1)
k (0), . . . , ẏk(0), yk(0). Заметим, что

характеристические многочлены “генераторов” возмущений (2.20) и задающе-
го воздействия (2.21) совпадают, поэтому процессы dk(t) и yk(t) отличаются
только начальными условиями.

Синтез регулятора выполняется так, чтобы либо оптимизировать задан-
ный интегральный квадратичный функционал [86, 87, 95, 101], либо получить
требуемое расположение полюсов замкнутой системы. Кроме того, обеспе-
чивается ее полная управляемость. Как и в [104], закон управления в [40]
содержит интегральную составляющую.
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Условиями разрешимости задачи являются полная управляемость пары
(A,B) и аналогичный публикации [104] ранговый критерий. Критерии, при-
веденные в [104], где рассмотрены постоянные возмущения, и в [12, 13], в
которых принято что rankC = n, получаются из критерия [40] как частные
случаи. Показано, что, как и в [40], полученная система робастна по отно-
шению к вариациям параметров. Отметим, что, хотя описание возмущений
в виде квазимногочленов (решения (2.20)) оправдано и часто используется
на практике, представление программного воздействия y∗(t) в форме (2.21)
является довольно специфичным. В частности, указанный вид y∗(t) не поз-
воляет воспользоваться результатами [40] для задачи слежения, в которой
поведение задающего воздействия заранее не известно [19].

Принцип внутренней модели работы [40] нашел применение в статье [106],
которая посвящена классу гибридных систем, образованных семейством
ИПВ подсистем (называемых модами), с дискретными событиями переклю-
чения из одной моды на другую. Рассматриваются переключающиеся (англ. —
switching) системы, в которых переключение наступает в зависимости от те-
кущего состояния системы. Ставится задача обеспечения асимптотического
отслеживания периодических траекторий такими системами при условии, что
динамика каждой моды линейна. В [106] показано, как обеспечить робаст-
ность асимптотического слежения по отношению в вариациям параметров у
этого класса гибридных систем.

Задача построения робастных следящих систем (сервомеханизмов) рас-
сматривается в [6, 107]. Получены необходимые и достаточные условия, а
также дана характеристика всех робастных регуляторов, позволяющих осу-
ществлять асимптотическое слежение, независимо от действующих на ОУ
возмущений, погрешности измерения и изменения параметров объекта и ре-
гулятора.

Линейный объект управления с постоянными параметрами в [6] описыва-
ется следующими уравнениями состояния

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ed(t),

y(t) = C(t)x(t) +Du(t) + Fd(t),(2.22)

где x(t)∈ R
n — вектор состояния; u(t)∈ R

m — вектор управления, y(t)∈ R
l —

вектор выхода (подлежащая управлению переменная); A, B, C, D, E, F —
матрицы соответствующих размеров; d(t)∈ R

nd — вектор возмущений, содер-
жащий как измеряемые, так и неизмеряемые компоненты. Вводится ошибка
слежения e(t) = y(t)− y∗(t)∈ R

l, где y∗(t)∈ R
l — задающее (командное) воз-

действие. Предполагается, что вектор возмущений удовлетворяет однородно-
му линейному дифференциальному уравнению

ẋs(t) = As(t)xs(t), d(t) = Csxs(t), xs(t0) = xs0 , t > t0.(2.23)

Здесь xs(t)∈ R
ns — вектор состояния модели возмущений (см. также

(2.5)–(2.7)). Пара (As, Cs) считается полностью наблюдаемой.

Зам е ч а ни е 2. Наблюдаемость пары (As, Cs) с первого взгляда кажется
естественным требованием, но заметим, что ее отсутствие говорит о том, что
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Рис. 2. Обобщенная структурная схема робастного серворегулятора по [6].

некоторые компоненты xs или их комбинации не участвуют в формировании
возмущения. Следовательно, такая модель была бы избыточной. Выбор же
этой модели определяется не физическими свойствами среды — источника
возмущений, а возлагается на разработчика системы управления.

Предполагается, кроме того, что задающее воздействие y∗(t)∈ R
l также

подчиняется аналогичному однородному уравнению состояния порядка ny с
матрицами Ay, Cy соответствующих размеров. Пара (Ay, Cy) считается на-
блюдаемой, а начальное значение вектора состояния генератора задающего
воздействия — известным (тем самым заранее известно и y∗(t)). Принято,
что измеряется только сигнал ym(t) = Cm(t)x(t) +Dmu(t) + Fmd(t). При этом
требуется с помощью регулятора обеспечить асимптотическое стремление к
нулю ошибки e(t) при всех начальных значениях состояния объекта и “гене-
раторов” возмущающего и задающего воздействий.

Далее в [6] вводится новый тип компенсатора, называемый сервоком-
пенсатором, который соответствует интегральному регулятору в класси-
ческой теории управления и в обобщенном виде описывается уравнением
ξ̇ = Sξ + Be, e = y − y∗, где S, B — матрицы соответствующих размеров, опре-
деляемые при синтезе, ξ — выход сервокомпенсатора. Второй структурой,
входящей в серворегулятор, является стабилизирующий компенсатор — ди-
намический регулятор, обеспечивающий устойчивость замкнутой стистемы.
Его выход — оценка x̂ состояния ОУ, полученная с помощью наблюдате-
ля по входным сигналам ym, u, ξ. Окончательно управление u имеет вид
u = K0x̂+Kξ с некоторыми выбираемыми при синтезе матрицами K0, K.
Обобщенная структурная схема робастного серворегулятора по [6] представ-
лена на рис. 2. Эта структура объединяет идею введения в закон управления
интеграла от ошибки (развивая результаты [40, 104]) и метод внутренней мо-
дели в сочетании с наблюдателем для оценивания состояния ОУ и источников
входных сигналов.

Зам е ч а ни е 3. Заметим, что в [6] предполагается, что y∗(t) известно за-
ранее. Это допустимо для систем программного регулирования [19], но не
для следящих систем, у которых y∗(t) известно только для моментов времени
s 6 t. Кроме того, в [6, 40, 107] и ряде следующих работ рассматривается весь-
ма узкий класс функций y∗(t) (“квазимногочлены” [98, 99]), в то время как
для сервоприводов y∗(t) может иметь сложный, в том числе случайный харак-
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тер. Исходя из принципа суперпозиции можно заметить, что рассмотренные
в этих работах регуляторы обеспечивают инвариантность (стремление ошиб-
ки регулирования к нулю) только частично, а именно для тех составляющих
внешних воздействий, которые описываются принятыми моделями.

Работа [108] посвящена наблюдателю возмущений, названному “оцени-
вающий возмущения фильтр” (англ. — Disturbance Estimating Filter , DEO).
В [108] отмечено, что преимуществом наблюдателя возмущений является то,
что он компенсирует влияние возмущений в системе обычным регулятором
в обратной связи без влияния на качество процессов в системе. Это свой-
ство разделения обеспечивает два независимых этапа синтеза всего регуля-
тора: один этап — обеспечение качества системы, а другой — для подавления
помех. Через несколько лет после введения наблюдателя возмущения этот
подход привел к концепции регулятора с “двумя степенями свободы” (2-dof ),
см., например, [109–111]. В [108] показано, что свойства подавления возму-
щений 2-dof-регулятора для линейных объектов и некоторых методологий
проектирования эквивалентны давно известному наблюдателю возмущений
Джонсона (Johnson), названному “наблюдателем неизвестных входных воз-
мущений” (англ. — Unknown Input Disturbance Observer , UIDO) [14]. Авто-
ры [108] отмечают, что в силу эквивалентности результатов термины UIDO
и DEO относятся только к методикам синтеза, а не к наблюдятелям как та-
ковым. В [108] показана также эквивалентность регуляторов, основанных на
наблюдателях возмущений и на обеспечении пассивности. С этой целью пока-
зано, как наблюдатель возмущений может быть преобразован к классической
структуре систем с обратной связью, откуда следует, что любой метод проек-
тирования регуляторов с обратной связью можно использовать для синтеза
наблюдателей возмущений.

Структура наблюдателя возмущений в [108] идентична внутреннему кон-
туру системы управления с компенсацией возмущений работы [103], показан-
ной на рис. 13. В [108, 112] приведена эквивалентная система наблюдателя
возмущений, соответствующая введению в контур управления последователь-
ного корректирующего звена и местной обратной связи объекта управления,
идентичная представленной уравнениями (3.2) (в [108] сигнал местной обрат-
ной связи поступает на вход последовательного корректирующего звена, что
приводит к ПФ обратной связи W ′

2(s) = Q(s)Pn(s)
−1, не такой, как в (3.2).

Принципиального значения это не имеет). В [108] обсуждается выбор филь-
тра Q(s), при котором обеспечивается подавление возмущений, которые мо-
гут быть представлены решениями однородного уравнения pnjd(t) = 0 (где
p = d/dt), т.е. многочленов от t степени nj − 1. Со ссылкой на метод внутрен-
ней модели в изложении [43] указано, что тогда ПФ фильтра должна иметь
вид

Q(s) =

1 +
nq−ρq∑
m=1

αms
m

1 +
nq∑
m=1

αmsm
,(2.24)

3 Точнее говоря, структура [103] идентична структуре [108] как хронологически более
ранней.
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где ρq — относительная степень Q(s), выбор которой определяется тре-
бованием неотрицательности относительной степени Q(s)P−1

n (s). Коэффи-
циенты αm, m = 1, . . . , nq, должны обеспечивать гурвицевость многочлена
1 +

∑nq

m=1 αms
m. Кажущаяся разница c [103] при определении Q(s) состоит в

том, что в последней работе используется ПИ-регулятор в основном контуре
обратной связи, что и обеспечивает астатизм по возмущению. В [108] этого
регулятора нет и астатизм достигается выбором Q(s). При таком виде Q(s)
выполнено

1

1−Q(s)
=

1 +
nq∑
m=1

ams
m

snj

(
anj +

ρq−1∑
m=1

anj+ms
m

) ,(2.25)

где выполнено nj = nq − ρq + 1. Как видно из (2.25), для компенсации сте-
пенны́х возмущений, последовательное корректирующее звено в регуляторе
должно содержать nj “чистых” интеграторов, что полностью согласуется с
классическим методом обеспечения астатизма системы по отношению к воз-
мущениям [19, гл. 9]. Авторы [108] отмечают, что структура (2.24) была из-
ложена ранее в [109, 110, 113], а в своей работе они предлагают новую (по
отношению к (2.24)) структуру, преимуществом которой является возмож-
ность ее применения к неминимально-фазовым объектам (см. замечание 4).
С этой целью в [108] производится сепарация ПФ объекта управления, т.е.
представление ее числителя произведением устойчивого Ns(s) степени ns и
неустойчивого Nu(s) степени nu = n− ns многочленов:

Pn(s) =
N(s)

D(s)
=
Nu(s)Ns(s)

D(s)
.(2.26)

Тогда Q(s) формируется в виде

Q(s) =

1 +
nj−1∑
m=1

αms
m +

nu∑
m=1

gms
nj+m−1

1 +
nq∑
m=1

αmsm
.(2.27)

В этой структуре коэффициенты g1, . . . , gn выбираются так, чтобы чис-
литель Q(s) для некоторых r0, . . . , rn−1 можно было представить в виде
Nu(s) ·

(
rnj−1s

nj−1 + · · · + r1s+ r0
)
. Далее в [108] излагается пошаговая про-

цедура синтеза наблюдателя возмущений с фильтром (2.27), продемонстри-
ровано преобразование наблюдателя возмущений к форме системы с обрат-
ной связью, показана эквивалентность структур с DEF-наблюдателем и с
UIDO-наблюдателем работы [14], обсуждается использование общих моделей
возмущений, попадающих под определение “квазимногочленов” (т.е. решений
(2.20) ), в том числе гармонических процессов. Рассмотрено применение из-
ложенных методов к синтезу систем управления роботами-манипуляторами
с n степенями свободы и систем слежения.
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3. Оценка возмущений с использованием вспомогательных фильтров
в форме передаточных функций

В [103], основываясь на предложенном в [114, 115] подходе, рассматрива-
ется система с компенсацией возмущений, структурная схема которой пред-
ставлена на рис. 1. Скорректированная система замыкается обратной свя-
зью по ошибке от задающего воздействия r(t) через регулятор с ПФ R(s).
Заметим, что если шумы измерения отсутствуют, ζ ≡ 0, а Pn(s)≡ P (s), то
при устойчивости замкнутой системы по окончании переходных процессов
сигнал управления u(t) содержит слагаемое −Q(s)d, которое частично (в по-
лосе пропускания частот фильтра D(s)) компенсирует возмущение d(t). Вы-
бор D(s) производится таким образом, чтобы обеспечить реализуемость (от-
сутствие упреждения, т.е. “идеального дифференцирования”) у звена с ПФ
Q(s)Pn(s)

−1, что достигается, если относительная степень (разность между
порядками знаменателя и числителя) ПФ Q(s) превосходит или равна отно-
сительной степени ПФ Pn(s).

Нетрудно получить, что для номинальных значений параметров, при
Pn(s)≡ P (s), выходной сигнал y(t) ОУ определяется через входы выраже-
нием

y = P (s)ur + P (s)
(
1−Q(s)

)
d+ P (s)Q(s)ζ.(3.1)

С учетом замыкания системы главной обратной связью с регулятором R(s)
по окончании переходных процессов выход y(t) выражается через внешние
воздействия как

y = D(s)−1
(
(P (s)(1 −Q(s))d+ (R(s) +Q(s))ζ +R(s)r

)
,

где

D(s) = 1 +R(s)P (s).

Отсюда видно, что в области частот ω, для которых |Q(iω)| ≪ 1, происходит
подавление шума измерений, а при |Q(iω)| ≈ 1 — подавляется внешнее воз-
мущение. Близкие соотношения (но с дополнительными искажениями) име-
ют место и при некотором отличии между ПФ P (s) и Pn(s). Изложенный
подход, связанный с формированием полосы пропускания системы с подав-
лением возмущений и шумов в характерных для них областях частот, весьма
распространен в инженерной практике (см., например, [19, 100–102]) и вряд
ли представляет собой что-то принципиально новое. Очевидно, что рассмат-
риваемую систему можно представить в виде, типичном для традиционных
систем автоматического управления с последовательным корректируюим зве-
ном и местной отрицательной обратной связью, охватывающей ОУ [19, 102],
представив сигнал управления в виде u =W1(s)ur −W2(s)v, где v = y + ζ —
сигнал измерений выхода ОУ. Для рассматриваемой структуры выполнены
выражения

W1(s) =
1

1−Q(s)
, W2(s) =

Q(s)(
1−Q(s)

)
Pn(s)

.(3.2)
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Зам е ч а ни е 4. Подход работы [103] можно рассматривать в качестве
некоторой регулярной процедуры синтеза корректирующих звеньев систем
управления. Надо, однако, учесть, что он непригоден (приводит к неустой-
чивости) для неминимально-фазовых ОУ (числитель ПФ Pn(s) должен быть
гурвицевым многочленом). Действительно, при P (s)≡ Pn(s) ПФ представ-
ленной на рис. 1 замкнутой системы от r к y содержит в качестве общих
множителей числитель ПФ объекта Pn(s), что говорит о неполной управляе-
мости данной системы, а если этот множитель не гурвицев, то о ее нестаби-
лизируемости [84–86, 89, 90] (при любом выборе регулятора R(s) замкнутая
система будет неустойчивой).

4. Наблюдатели и оценка ограниченных возмущений

Для компенсации ограниченных возмущений в [116] предложен метод
вспомогательного контура. Рассмотрим линейный ОУ

Q(p)y(t) = R(p)u(t) + f(t),(4.1)

где f(t) — ограниченная функция, операторы Q(p) и R(p) порядков n и m
содержат неизвестные коэффициенты. Для получения информации о возму-
щении вводится вспомогательный контур (параллельная эталонная модель)
в виде

Q0(p)y0(t) = R0(p)u(t),(4.2)

где Q0(p) и R0(p) — известные операторы порядков n и m. В силу уравнений
(4.1) и (4.2) разность e(t) = y(t)− y0(t) можно переписать в виде

Q0(p)e(t) = R0(p)u(t) + ϕ(t),(4.3)

откуда будет определено новое возмущение

ϕ(t) = ∆R(p)u(t)−∆Q(p)y(t) + f(t),

которое включает в себя параметрическую неопределенность и сигнал f(t).

Если производные y(t) измеряемы, то закон управления u(t) = −Q0(s)
R0(s)

e(t)

обеспечит полную компенсацию параметрических и внешних возмущений.
Если же производные y(t) не измеряются, то используется закон управле-

ния u(t) = −Q0(s)
R0(s)

ê(t), где ê(t) — оценка сигнала e(t), полученная с помощью

наблюдателя с большим коэффициентом усиления [117]

˙̂
ξ(t) = Gξ̂(t) +B (ê(t)− e(t)) ,

ê(t) = Lξ̂(t).
(4.4)

Здесь ξ ∈ R
ρ, ρ = degQ(s)− degR(s) — относительная степень ОУ,

G =

[
0 I
0 0

]
, B =

[
d1
µ
, . . . ,

dρ
µρ

]T
,
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d1, . . . , dρ выбираются из условия гурвицевости матрицы G− [d1, . . . , dρ]
TL,

L = [1, 0, . . . , 0]. По сути, наблюдатель (4.4) является наблюдателем возмуще-
ний, поскольку сигнал ξ(t) содержит информацию о новом возмущении ϕ(t).

В [118] результат [116] обобщен для управления объектами с неизвестными
параметрами, возмущениями и неизвестным переменным порядком ОУ. На
базе [118] в [76–78] рассмотрена компенсация возмущений в динамических
сетях, в том числе и сетях с коммуникационным запаздыванием.

В [72] рассмотрено применение метода [116] для компенсации возмущений
в линейных объектах с запаздыванием в канале управления. В [119] пред-
ложена компенсация ограниченных возмущений вместе с заданным количе-
ством производных в линейных объектах, которые могут быть неустойчивы-
ми. Показано, что интегральный предиктор [120] на практике не может быть
реализован точно, вследствие чего есть возможность компенсации возмуще-
ний в неустойчивых объектах только определенного класса.

В [121] предложен новый метод компенсации возмущений, основанный на
схеме [116] и применении процедуры многошагового прогнозирования векто-
ра состояния и возмущения (суб-предикторы состояния и возмущения). По-
казано, что такая схема позволяет управлять объектом с большей величиной
возмущения, чем при использовании численной реализации интегрального
предиктора [120]. Итак, рассматривается объект управления

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− h) +Bf(t),

t > 0, u(τ) = 0 при τ < 0,
(4.5)

где x(t) ∈ R
n — измеряемый вектор состояния, u(t) ∈ R

m — сигнал управле-
ния, f(t) ∈ R

m — внешнее возмущение с ограниченными r + 3 производны-
ми, r > 0 — параметр, который будет использоваться при синтезе алгоритма
управления, h > 0 — известное время запаздывания, A и B — известные мат-
рицы соответствующих размеров, пара (A,B) управляема и выполнено усло-
вие B+B = I, B+ – псевдообратная матрица для матрицы B. Схема управ-
ления состоит из:

1) субпредиктора вектора состояния

˙̄xi(t) = Ax̄i(t) +Di

(
x̄i+1(t)− x̄i(t− h̄)

)
+Bu1(t− (i− 1)h̄),

i = 1, . . . ,M − 1,

˙̄xM (t) = Ax̄M (t) +DM

(
x(t)− x̄M (t− h̄)

)
+Bu1(t− (M − 1)h̄),

(4.6)

где x̄i(t) ∈ Rn, h̄ = h
M . Число M задается разработчиком, а матрицы Di вы-

бираются из условия устойчивости субпредиктора;

2) вспомогательного контура

ėa(t) = Aea(t)−Dea(t− h) +Bu2(t− h),(4.7)

где ea(t) ∈ Rn;
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3) субпредиктора возмущения

f̃(t+ ĥ) =

r+1∑

j=1

(−1)j−1Cjr+1f̂(t− ĥ(j − 1)),

f̃(t+ lĥ) =
l−1∑

j=1

(−1)j−1Cjr+1f̃(t− ĥ(j − l)) +
r+1∑

j=l

(−1)j−1Cjr+1×

× f̂(t− ĥ(j − l)), l = 2, . . . , r + 1

(или l = 2, . . . , N, если N < r + 2),

f̃(t+ kĥ) =

r+1∑

j=1

(−1)j−1Cjr+1f̃(t− ĥ(j − k)), k = r + 2, . . . , N

(если N > r + 2);

(4.8)

4) закона управления

u(t) = u1(t) + u2(t),

u1(t) = −Kx̄1(t),

u2(t) = −f̃(t+ h), ˆ̇ξi(t) =
p

µp+ 1
ξi(t), i = 1, . . . , n,

(4.9)

где матрица K задается из условия гурвицевости матрицы A−BK, µ > 0 —
достаточно малое число.

В [122] решена задача компенсации возмущений в условиях ограничений
на сигнал управления. Идея решения состоит в следующем. С одной стороны,
выделяется информация о возмущении в виде некоторой доступной измере-
нию функции (или ее оценки с помощью наблюдателя возмущений). Сигнал
управления противоположен значению новой функции возмущения. С другой
стороны, по условию задачи на сигнал управления наложены ограничения в
виде насыщения. Следовательно, для решения задачи на функцию возмуще-
ния накладываются соответствующие ограничения.

Совершенно другой подход к компенсации возмущений рассморен в [123].
Здесь параметрические и внешние возмущения выделяются в виде новой
функции. Для компенсации возмущений требуется существование правого
делителя нуля матрицы управления, с помощью которого реализуется управ-
ление, инвариантное к возмущениям. Более общие условия существования
инвариантного управления получены в [124] в виде так называемого “универ-
сального регулятора”.

В [125] предложены методы каскадного синтеза наблюдателей состоя-
ний линейных и нелинейных динамических систем. При синтезе алгорит-
мов управления исходная динамическая система представляется в блочно-
наблюдаемой форме. Затем используются алгоритмы с большим коэффици-
ентом усиления в обратной связи и/или с разрывными управлениями. В от-
личие от других существующих схем управления здесь предлагается деком-
позиция многомерной задачи синтеза корректирующих воздействий наблю-
дателя на независимые подсистемы меньшей размерности по сравнению с
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исходной системой. Решена задача инвариантного управления по отношению
к параметрической неопределенности и внешним возмущениям. В [66, 71, 125]
также предложены наблюдатели возмущений. Остановимся более подробно
на некоторых результатах по компенсации возмущений с использованием на-
блюдателей возмущений.

В [71, 125] предложен наблюдатель возмущений в нелинейных системах
вида

ẋ = f(x, u) +Q(x)η,(4.10)

где x ∈ X ⊂ R
n — вектор состояния, u ∈ U ⊂ R

r — вектор управления,
η ∈ H ⊂ R

p — вектор неконтролируемых внешних возмущений, f(x, u) —
вектор-функция, Q(x) — нелинейная матрица соответствующих размеров.

Если в системе доступна оценка вектора состояния ˙̂x(t) ∈ R
n, то возмуще-

ние можно оценить в виде

Q(x(t))η(t) =
(
˙̂x(t)− f

(
x(t), u(t)

))
.

В более общем виде в [71, 125] наблюдатель возмущений формируется в
виде

η̂(t) = Q̃−1
(
x(t)

)(
τ(t)

)
,

где µiτ̇i = −τi + vi, i = 1, . . . , n, µi > 0, v — вектор разрывных корректирую-
щих воздействий, полученный с помощью соотношений

ẑ = f(z, u) + v,

ε̇ = f(x, u)− f(z, u) +Q(x)η − v,

v =Msignε, M > 0.

В [66, 125] рассмотрен синтез наблюдателя возмущений для системы вто-
рого порядка

ẋ1 = x2,

ẋ2 = f(x, t) + b(x1)u,

где x ∈ X ⊂R
2, u ∈ R — вектор управления, b(x1) 6= 0 — известная функция,

f(x, u) – неизвестная ограниченная функция, которая зависит от внешних

возмущений, причем ḟ — также ограниченная функция. Для решения задачи
используется наблюдатель на скользящих режимах

ż1 = z2 + v1,

ż2 = b(x1)u+ v2,

где µ2τ̇2 = −τ2 + v2, v1 =M1σ(k1ε1), v2 =M2σ(k2v1), µ2, M1, M2, k1 и k2 —
положительные константы, σ(kx) = 2/(1 + e−kx)− 1, k > 0.

Достоинства алгоритмов компенсации ограниченных возмущений по срав-
нению с алгоритмами компенсации гармонических возмущений состоят в воз-
можности рассмотрения более общих возмущений, что расширяет класс рас-
сматриваемых задач, а также независимость структуры алгоритма от источ-
ника возмущений.
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4.1. Динамическое восстановление входов

Работа [21], посвященная в основном идентификации нестацинарных и
нелинейных объектов, содержит раздел, относящийся к идентификации вход-
ных воздействий. Указано, что в [126] обсуждается история вопроса и приво-
дятся результаты теоретических исследований по восстановлению нестацио-
нарных сигналов, проходящих через линейную стационарную систему. Со-
гласно [126] в обшей постановке эта задача сводится к обратной — реше-
нию интегрального уравнения Вольтерра. В [126] рассматриваются различ-
ные (аппроксимационные, итерационные и алгебраические) методы решения
основного интегрального уравнения и проблема борьбы с шумами в кана-
ле измерения (некорректностью). Обсуждаются регуляризационные методы
решения задачи и вопросы их численной реализации.

Суть этой теории состоит в том, что алгоритм восстановления представ-
ляется в виде алгоритма управления по принципу обратной связи некоторой
подходящим образом сконструированной вспомогательной динамической си-
стемы — моделью. Такой алгоритм, выходом которого служит, в частности,
реализация управления в модели, по своему определению является динамиче-
ским. Управление в модели адаптируется к результатам текущих наблюдений
таким образом, что его реализация во времени обеспечивает малое возраста-
ние некоторого специальным образом выбранного функционала типа Ляпу-
нова. При этом обратная связь в цитированных выше работах строится на
основе известного в теории позиционных дифференциальных игр принци-
па экстремального сдвига, локально регуляризованного с помощью широко
применяемых в теории некорректных задач методов сглаживающего функ-
ционала или невязки.

В [127] рассматривается нелинейная система с запаздыванием по состоя-
нию

ẋ(t) = f
(
t, x(t), x(t− ν)

)
+Bu(t), x(s) = x0(s), s ∈ [−ν, 0],(4.11)

t ∈ [0, T ], x(t)∈ R
q; f : R× R

q ×R
q → ×R

q; B (q × n)-мерная матрица. u(t) ∈
∈ R

n — возмущение (управление) неизвестно, u(·) ∈ P (·) = L∞
(
[0, T ];Rn

)
—

принадлежит множеству допустимых возмущений P (·).
Цель: реконструкция u(·) с некоторой точностью µ — построить алгоритм

вычисления v(·) такой, что

‖u(·) − v(·)‖L2([0,T ];Rn) < µ.

Входные данные — результат измерения состояния x(t). Динамический
алгоритм реконструкции: а) вычисление v(τ), 0 6 τ 6 t, на основе измерения
состояния x(τ) при τ < t; б) только после вычисления v(τ) на промежутке
0 6 τ 6 t возможно использование новой информации о состоянии x(t) для
вычисления v(τ) при τ > t.

Следуя подходу [26, 128–130], вводится вспомогательная система — “мо-
дель”:

ẇn(t) = f
(
τk,n, ξk,n, ξk−rk,n

)
+Bvn(t), wn(0) = x0(0)(4.12)
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при почти всех t ∈ δk,n = [τk,n, τk+1,n), где входное воздействие (управление)
аппроксимирует u(·), а τk−rk,n — единственная точка наблюдения, принад-
лежащая интервалу [τk,n − ν, τk,n − ν + δ). С другими результатами данного
направления можно ознакомиться в [131–139].

В статье [140] для некоторых классов систем, описываемых обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями, дается обзор алгоритмов дина-
мического восстановления входов. Предлагаемые алгоритмы, устойчивые
к помехам измерений и погрешностям вычислений, основаны на методах
теории некорректных задач и на подходящих модификациях известного в
теории гарантированного управления метода экстремального прицеливания
Н.Н. Красовского. Траектория системы зависит от меняющегося во времени
входного воздействия (управления). Заранее как вход, так и траектория не за-
даны. Однако известно множество, ограничивающее допустимую реализацию
входа. Требуется сконструировать алгоритм приближенного восстановления
ненаблюдаемой “части” координат, а также входа, обладающий свойствами
динамичности (текущие значения приближения соответствующих координат
и входа вырабатываются в реальном времени) и устойчивости (приближения
сколь угодно точны при достаточной точности наблюдения).

Рассматриваются динамические системы, функционирующие на конечном
интервале времени T = [t0, ϑ], ϑ < +∞, заданные системой обыкновенных
дифференциальных уравнений вида

ẋ(t) = f
(
t, x(t)

)
+B

(
t, x(t)

)
u(t) + F (t), y(t) = Cx(t),(4.13)

где t ∈ T , x(t)∈ R
n, x(t0) = x0, u(t)∈ R

N , F (·) ∈ L2(T ;R
n) — заданная функ-

ция, суммируемая с квадратом нормы, y(t)∈ R
r — выход системы, C —

матрица размера r × n. Траектория x(t) = x
(
t; t0, x0, u(·)

)
∈ R

n, t ∈ T , систе-
мы (4.13) зависит от начального состояния x0 и изменяющегося во времени
неизвестного входного воздействия u(·) ∈ P (·)⊂ L2(T ;R

n), где P — некоторое
заданное “множество допустимых управлений”.

Измерения y(t) происходят в некоторые дискретные моменты времени
τi = δi, τm = ϑ, δ — интервал дискретности, полученный равномерным раз-
биением промежутка T на m подынтервалов, i = 0, 1, . . . ,m. Выход измеря-
ется некоторой ошибкой, так что результатом являются неточные измерения
ξi∈ R

r, удовлетворяющие неравенствам ‖ξi − y(τi)‖ 6 h, где 0 < h < 1 — уро-
вень ошибки измерений. Требуется построить алгоритм, позволяющий син-
хронно с развитием процесса по результатам неточных измерений y(·) восста-
навливать как весь фазовый вектор x(·), так и управление u(·), порождаю-
щее выход y(·). При C = In задача трансформируется к оценке входа u(t) по
неточным измерениям состояния x(τi).

Метод решения задачи базируется на одном из известных принципов по-
зиционного управления — принципе вспомогательных моделей, восходящем к
работам Н.Н. Красовского [141, 142]. Согласно этому принципу после разбие-
ния отрезка T на полуинтервалы [τi, τi+1) выбирается система M (называеая
моделью), движение которой w(t), t ∈ T , описывается некоторым дифферен-
циальным уравнением

ẇ(t) = ϕ
(
t, w(t), ξi, û(t), v̂(t)

)
, t ∈ [τi, τi+1),(4.14)
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где i = 0, 1, . . . ,m− 1, w(t0) = w0, û(t), v̂(t) — два входных сигнала (управ-
ления). Размерность вектора w(t) априори не оговаривается. Обозначение
w(t) = w

(
t;w0, û(·), v̂(·)

)
используется для решения системы (4.14).

После того как задано уравнение (4.14), алгоритм решения задачи отож-
дествляется с законом формирования управлений в модели по принци-
пу обратной связи. При этом процедуре управления моделью предшеству-
ет выбор ее начального состояния w0. Законы формирования управлений
{û(·), v̂(·)} в модели, называемые по терминологии, принятой в теории га-
рантированного управления [141, 142], стратегиями, отождествляются с па-
рами S = (∆,U), где ∆ = {τi}mi=0, U — функция, ставящая в соответствие

позиции q(i)(·) вектор U
(
q(i)(·)

)
= {ûi, v̂i}. Позицией, например, может яв-

ляться тройка q(i)(·) =
{
τi, ξi, ŵ(τi)

}
или вектор, содержащий предысторию,

как q(i)(·) =
{
τi, ξi, ξi−1ŵ(τi)

}
, и т.д.

4.2. Наблюдатели входных и выходных возмущений

В отличие от вышеприведенных результатов, в настоящем разделе будет
рассмотрена задача оценки и компенсации возмущений при наличии помех
измерения (выходного возмущения). Рассмотрим объект управления

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Df(t),

z(t) = x(t) + ξ(t).
(4.15)

Здесь все обозначения несут тот же смысл, что и раньше, x ∈ R
n, f(t) —

ограниченное возмущение, ξ(t) – ограниченная помеха измерения (выходное
возмущение).

В [143] на базе метода вспомогательного контура [116] предложен метод
компенсации входных и выходных возмущений, когда хотя бы одно урав-
нение (4.15) содержит нулевую компоненту вектора выходного возмущения.
В [119] предложено обобщение результата [143] на случай, когда вектор ξ(t)
может не содержать нулевых компонент. Синтез алгоритма осуществляется
по следующей схеме: 1) выделяется произвольная j-я строка во втором урав-
нении (4.15) и синтезируется алгоритм оценки помехи измерения без j-й ком-
поненты; 2) выделяется информация о возмущении f из первого уравнения
(4.15) с учетом восстановленной информации о помехе измерения. Такая схе-
ма позволяет свести к нулю ошибку регулирования в установившемся режи-
ме, зависящей от максимального значения f и j-й компоненты ξ.

Алгоритм [119] представлен следующими уравнениями:

— алгоритм оценки вектора выходных возмущения без i-й компоненты
(ξ̃ = [ξ1, . . . , ξi−1, ξi+1, . . . , ξn]

T)

ξ̂ =

t∫

0

(
Ãξ̂(s)− Ã1z(s)

)
ds+ z̃,(4.16)

где ξ̂ — вектор оценки сигнала ξ̃, z̃ = Ĩz, Ã = ĨAĨT, Ã1 = ĨA, Ĩ — матри-
ца размера (n− 1)× n, полученная из единичной матрицы порядка n путем
вычеркивания i-й строки;
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— алгоритм оценки вектора состояния

x̂ = z − ĨTξ̂;(4.17)

— алгоритм компенсации входных возмущений

u = − 1

µ

(
ET
i B
)−1


x̂i − ET

i A

t∫

0

x̂(s)ds


 .(4.18)

Как отмечалось ранее, качество работы алгоритма (4.16)–(4.18) зависит
от величины ξi и f . Если ξi = 0, то уменьшением значения µ можно сколь
угодно уменьшить величину limt→∞ sup |x(t)|, которая будет зависеть только
от sup |f(t)|.

4.3. Робастное обращение систем

Во многих работах, см., например, [26, 115, 127–139, 144–152], задача оце-
нивания неизвестного внешнего воздействия (в том числе возмущения) по
результатам измерения выхода трактуется как задача обращения (инверсии)
динамической системы, в качестве которой выступает объект управления.
Налагается естественное для задач управления требование получения оцен-
ки в реальном времени, т.е. в темпе с управляемым процессом. В качестве
дополнительных условий также выступают обеспечение наименьшего поряд-
ка уравнений динамики инвертора, робастности системы оценивания по от-
ношению к параметрам модели объекта и снижение влияния погрешностей
измерения выхода [146–149, 153].

Ранние работы, см., например, [144], приводят к алгоритмам инверсии,
которые непригодны для решения задач реального времени, а подход [115]
связан с построением нереализуемой инверсной системы (с порядком числи-
теля ПФ большим порядка знаменателя). В последующих работах эти недо-
статки устранены, а метод инверсии был развит и распространен на дис-
кретные, нелинейные и нестационарные системы, системы с запаздыванием
и пространственно-распределенные системы [24, 33, 35, 127, 131, 134, 135].

Для иллюстрации, следуя [150, гл. 1], рассмотрим применение этого под-
хода для обращения линейных стационарных скалярных (SISO) систем.

Рассматривается линейная динамическая система вида4

ẋ(t) = Ax(t) +Bd(t), y(t) = Cx(t),(4.19)

где x(t)∈ R
n — вектор состояния, y(t)∈ R

1 — измеряемый выход, d(t)∈ R
1 —

неизвестное неизмеряемое входное воздействие (возмущение), A, B, C — мат-
рицы соответствующих размеров с постоянными вещественными коэффи-
циентами. Пара (A,B) считается полностью управляемой, а пара (A,C) —
полностью наблюдаемой. Необходимо по известному выходу y(t) построить
(в темпе с процессом) оценку неизвестного входного сигнала d(t). Известные

4 Использованы обозначения, принятые в данном обзоре.
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внешние воздействия (например, управляющее) в модель (4.19) не входят, так
как их оценивать не требуется, и в силу свойства суперпозиции линейных си-
стем реакции на эти воздействия и d(t) можно рассматривать независимо.

В силу управляемости системы (4.19) можно считать, что матрицы A, B,
C записаны в следующей канонической форме управляемости [84, 85]:

A =




0 1 . . . 0

0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

−a1 −a2 . . . −an



, B =




0

0

. . .

0

1



, C =

[
c1 c2 . . . cn

]
.(4.20)

Передаточная функция системы (4.19) от входа d к выходу y имеет вид

W (s) = C(sI−A)−1 =
B(s)

A(s)
, s ∈ C,(4.21)

с многочленами A(s), B(s) вида

A(s) = sn + ans
n−1 + · · · + a1, B(s) = cns

n−1 + · · ·+ c1.(4.22)

Рассмотрим сначала строго-минимально-фазовую систему (4.19), т.е. та-
кую, у которой многочлен B(s) – гурвицев (устойчивый) многочлен с поло-
жительными коэффициентами. (При cn 6= 0 говорят, что система (4.19) имеет
относительный порядок r = degA(s)− degB(s) = 1.)

Для решения поставленной задачи оценивания возмущения d(t) вводится
(согласно терминологии работ [146, 148, 153]) следующая управляемая мо-
дель:

˙̃x(t) = Ax̃(t) +Bv(t), ỹ(t) = Cx̃(t),(4.23)

где x̃(t)∈ R
n — вектор состояния модели, v(t)∈ R

1 — подлежащее выбо-
ру управляющее воздействие. Введя отклонение e(t) = x̃(t)− x(t) и вычитая
(4.19) из (4.23), получим уравнение в отклонениях

e(t) = Ae(t) +B
(
v(t)− d(t)

)
, ε̃(t) = ỹ(t)− y(t)≡ Cẽ(t).(4.24)

Для нахождения сигнала v(t), стабилизирующего систему (4.24), использу-
ются стандартные методы теории управления. Рассмотрим это подробнее.

Выполним в (4.24) невырожденное преобразование координат ē = Pe,
detP 6= 0, чтобы получить новый вектор состояния ē = col {e′, ε}, где компо-
ненты вектора e′∈ R

n−1 совпадают с соответствующими компонентами исход-
ного вектора e, e′i = ei, i = 1, . . . , n− 1. Учитывая уравнение выхода ε = Ce,
получим, что матрица преобразования P должна иметь вид

P =




1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0

c1 c2 . . . cn−1 cn



.(4.25)
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Так как CB 6= 0, то нормировкой можно привести уравнения системы к
виду, в котором CB = 1. В результате система (4.24) приводится к форме

{
˙̄e ′(t) = A1ē

′(t) +B1ε(t),

ε̇(t) = A2ē
′(t) +B2ε(t) +

(
v(t)− d(t)

)(4.26)

с соответствующими матрицами A1∈ R
(n−1)×(n−1), A2∈ R

1×(n−1), B(n−1)×1 и
скаляром B2 (подробные выражения приведены в [150]).

Далее в [150] рассматриваются два способа стабилизации системы (4.26):
линейное управление с “глубокой обратной связью” с большим коэффициен-
том v ≡ vµ = −µε; и с наблюдателем состояния и разрывной обратной связью
v = −A2ē

′ − (B2 + α)ε + F signε с некоторыми выбираемыми разработчиком
константами α,F > 0. В случае разрывного управления, начиная с некоторо-
го момента времени t∗, в системе возникает скользящий режим на плоскости
ε = Ce = 0.

При использовании линейного управления в качестве оценки d̃(t) процесса
d(t) берется сигнал управления vµ(t) в предположении, что µ достаточно ве-

лико: d̃(t) = v∞(t)≡ limµ→∞ uµ(t). При разрывном управлении аналогичная
оценка выполняется на основе метода эквивалентного управления [154, 155]
фильтрацией разрывного процесса v(t) по методу скользящего среднего, т.е.

d̃(t) = 1/T
∫ t
t−T v(τ) dτ .

Заметим, что преобразование координат для приведения уравнений со-
стояния к виду (4.26) и последующий синтез наблюдателя со скользящим
режимом аналогичны приведенным в [155, гл. 13], см также [64].

Обратимся теперь к инвертированию систем с максимальным относитель-
ным порядком, полагая r = n в (4.21) [150]. Тогда многочлен B(s) в (4.22)
будет константой, B(s) = cn. Для решения задачи обращения используется
следующая вспомогательная система

˙̃x(t) = Ax̃(t) + Lv(t), ỹ(t) = Cx̃(t),(4.27)

где L∈ R
n — подлежащий выбору вектор параметров. Уравнение относитель-

но отклонения e(t) = x̃(t)− x(t) имеет вид

ė(t) = Ae(t) + Lv(t)−Bd(t), ε(t) = Ce(t).(4.28)

Выбором v(t) = −ε(t) получаем замкнутую систему

ė(t) = ALe(t)−Bd(t), ε(t) = Ce(t),(4.29)

где AL = A− LC. В силу наблюдаемости пары (A,C) подходящим выбором L
можно получить любой заданный спектр матрицы AL. В [150] предлагается
следующая процедура: вводятся вещественные значения λ̄i, i = 1, . . . , n, та-
кие что λ̄1 = −1, λ̄i+1 < λi. Затем находятся желаемые собственные числа λi
матрицы AL как λi = µλ̄i, где µ > 0 — выбираемый при синтезе параметр (по
смыслу он должен быть взят достаточно большим). Стандартными процеду-
рами синтеза наблюдателя находится вектор L, обеспечивающий требуемый
спектр {λ1, . . . , λn} матрицы AL.
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Искомая оценка входного процесса получается по формуле

d̃(t) =
ε(t)

CA−1
L B

.(4.30)

Далее в [148] рассматривается инвертирование системы с произвольным
относительным порядком 1 6 r 6 n. Для такой системы выполнены усло-
вия cm+2 = cm+3 = · · · = cn = 0, cm+1 = CAr−1B 6= 0. По-прежнему считает-
ся, что система (4.24) — минимально-фазовая (числитель B(s) ее ПФ (4.21) —
гурвицев многочлен). Как и выше, здесь используется невырожденная заме-
на переменных состояния уравнения ошибки (4.24), при которой первые m
переменных состояния в новом базисе (считается что исходная система (4.24)
уже приведена к канонической форме управляемости) совпадают с исход-
ными, а остальные n−m переменные пересчитываются с коэффициентами
c1, . . . , cm. Уравнения полученной в результате преобразования первой подси-
стемы копируются в алгоритм оценивания, а для второй подсистемы строит-
ся наблюдатель состояния порядка n−m. Затем по сигналу обратной связи
наблюдателя пересчитывается оценка входного сигнала d̃(t) (подробное изло-
жение можно найти в [148]).

Для неминимально-фазовых систем, у которых многочлен B(s) не гур-
вицев, данный метод непосредственно неприменим в силу неустойчивости
нуль-динамики уравнения ошибки оценивания. Эта задача также исследу-
ется в [148]. Выполняется сепарация системы на подсистемы с устойчивой и
неустойчивой нуль-динамикой. Для первой из них задача обращения реша-
ется описанным выше методом. Для оценки неизвестного сигнала d(t) вы-
полняется вычисление интеграла свертки на некотором временно́м интерва-
ле ∆ > 0, соответствующим выбором которого при заданном µ и заданной
скорости изменения d(t) можно обеспечить требуемую точность оценивания.
Как отмечено авторами [148], “Главным недостатком предложенной схемы
обращения является тот факт, что для восстановления сигнала d в момент
времени t необходимо знать значение ỹ(t) (а значит, и y(t)) на промежутке
[t, t+∆], причем для увеличения точности оценки необходимо увеличивать
промежуток наблюдения ∆, т.е. оценивание происходит с запаздыванием по
времени на величину ∆.”

В [148] описывается также ситуация, когда имеется дополнительная ин-
формация о процессе d(t) — например, если известна (по терминологии ав-
торов) его волновая модель, для которой d(t) описывается однородным диф-
ференциальным уравнением с известными параметрами и неизвестными на-
чальными условиями. Это предположение позволяет свести задачу обраще-
ния системы к задаче восстановления вектора состояния расширенной систе-
мы, что, в частности, дает возможность избежать неустойчивости процесса
оценивания для неминимально-фазовых объектов. Такой подход достаточно
стандартен для публикаций по оцениванию возмущений и достаточно подроб-
но представлен в разделе 2 настоящего обзора.

Проиллюстрируем подход работы [148] для приведенного в разделе 2 при-

мера из [103]. Объект задан передаточной функцией P (s) = k0
(Ts+1)s . На его

вход поступает неизвестное возмущение d(t), а измерения выхода y(t) содер-
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жат аддитивную погрешность (шум) ζ(t). Матрицы (4.20) уравнений состоя-
ния системы в канонической форме (см. (2.8)) имеют вид

A =

[
0 1

0 −T−1

]
B =

[
0

1

]
C =

[
k0T

−1 0
]
.(4.31)

Введем вектор-столбец L =
[
l1 l2

]T
с подлежащими выбору при синтезе

элементами l1, l2. Характеристический многочлен D(s) матрицы AL =A−LC
имеет вид

D(s) = det(sI−A) = s2 + (1 + k0l1)T
−1s+ (k0l1 + Tk0l2)T

−2.

Согласно методике [148] зададим значения λ̄1 = −1, λ̄2 = −2 и запишем же-
лаемые собственные числа матрицы AL в виде λi = µλ̄i, i = 1, 2, где µ > 0 —
выбранное (большое) значение. Получим желаемый характеристический мно-
гочлен D(s) в виде

D(s) = (s− λ1)(s − λ2) = s2 + 3µs+ 2µ2.

Приравнивая выражения для коэффициентов желаемого и располагаемого
многочленов, получим

l1 = (3Tµ − 1)k−1
0 , l2 = (2T 2µ2 − 3Tµ+ 1) · (Tk0)−1.

Для исследования точности оценивания выпишем уравнение для ошибки
e(t) = x̃(t)− x(t), принимая также во внимание действие погрешностей изме-
рения ζ(t). Для этого будем считать, что на вход системы оценивания посту-
пает сигнал y(t) = Cx(t) + ζ(t). Уравнение (4.29) в отклонениях относительно
e(t) тогда принимает вид

ė(t) = ALe(t)−Bd(t) + Lζ(t), ε(t) = Ce(t)− ζ(t).(4.32)

Формула (4.30) с учетом погрешности измерений ζ(t) приводит к следую-
щему выражению

d̃(t) =
ε(t)

CA−1
L B

= −2Tµ2k−1
0 ε(t) = −2Tµ2k−1

0

(
Ce(t)− ζ(t)

)
.(4.33)

Исходя из выражений (4.32), (4.33) получаются следующие формулы для

передаточных функций к ошибке оценивания ∆d(t) = d(t)− d̃(t) от входных
сигналов d(t) и ζ(t):

Wd(s) =

{
∆d

d

}
=

s(s+ 3µ)

s2 + 3µs+ 2µ2
,(4.34)

Wζ(s) =

{
∆d

ζ

}
= − 2µ2s(Ts+ 1)

k0(s2 + 3µs+ 2µ2)
.(4.35)
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Как видно из (4.34), (4.35), частотные характеристики системы по ошибке от
возмущения и шума измерений имеют сходную асимптотику: нулевой коэф-
фициент передачи для постоянного сигнала и пропускание сигналов верхних
частот.

Обратимся теперь к использованию описанного в разделе 2 подхода, осно-
ванного на представлении процесса d(t) как неизвестного постоянного сигна-

ла и включении его модели ḋ(t) = 0 в уравнения состояния системы, с после-
дующим использованием наблюдающего устройства для оценивания. Следуя
этому подходу, введем расширенную систему вида (2.6) и сформируем мат-
рицы (2.7) ее уравнений состояния как

Ā =



0 1 0

0 −T−1 1

0 0 0


 , B̄ =



0

1

0


 , C̄ =

[
k0T

−1 0 0
]
.(4.36)

Введем вектор конструктивных параметров наблюдателя L =
[
l1 l2 l3

]T
,

которые вычислим, исходя из заданного расположения корней харак-
теристического многочлена D̄(s) = det(sI− ĀL), ĀL = Ā− LC̄. Получим
D̄(s) = s3 + (1 + k0l1)T

−1s2 + k0(l1 + T l2)T
−2s+ k0l3T

−1. Для удобства срав-
нения, как и выше, зададимся вещественными корнями характеристического
многочлена в форме λ̄1 = −1, λ̄2 = −2, λ̄3 = −3 и запишем желаемые корни
многочлена D̄(s) в виде λi = µλ̄i, i = 1, 2, 3, для выбранного µ > 0. Отсюда
получаем следующий вектор L:

L = k−1
0




6Tµ− 1

(11T 2µ2 − 6Tµ+ 1)T−1

6Tµ3


 .(4.37)

Передаточные функции по ошибке оценивания от входного сигнала и по-
грешностей измерения получаются для этой системы в виде:

W̄d(s) =

{
∆d

d

}
=

s
(
s2 + 6µs+ 11µ2)

s3 + 6µs2 + 11µ2s+ 6µ3
,(4.38)

Wζ(s) =

{
∆d

ζ

}
=

6µ3s
(
Ts+ 1

)
s

s3 + 6µs2 + 11µ2s+ 6µ3
.(4.39)

Из сравнения ПФ (4.35) и (4.39) видно, что за счет повышения порядка
наблюдатель для расширенной системы позволяет отфильтровать высокоча-
стотные погрешности измерений.

5. Метод внутренней модели. Наблюдатели гармонических возмущений

В [17, 41–44] систематически излагается принцип внутренней модели
(англ. — Internal Model Principle) в теории автоматического управления. Со-
гласно этому принципу для устранения ошибок, вызванных внешними воз-
действиями (задающими, возмущающими), в систему должна быть введена
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“внутренняя модель” — автономная система, которая порождает эти сигналы.
Например, с этой точки зрения, интегрирование сигнала рассогласования в
регуляторе, обеспечивающее астатизм системы, есть воплощение такой моде-
ли, поскольку постоянное воздействие можно представить выходом интегри-
рующего звена (при нулевом входе) [44, §8.2]. Введение внутренней модели
дает возможность представить замкнутую систему однородными уравнения-
ми, и тогда решение задачи асимптотической стабилизации такой автономной
системы влечет стремление к нулю ошибок регулирования по задающему и
возмущающему воздействиям. Более того, это свойство робастно по отно-
шению к параметрическим возмущениям в силу непрерывной зависимости
корней многочлена от параметров, см. также [6].

В [41–43] рассматриваются подверженные возмущениям объекты, для
управления которыми вводится компенсатор, обрабатывающий результаты
измерений, задающее (опорное) воздействие r(t), и, возможно, некоторые воз-
мущения. Компенсатор служит для обеспечения устойчивости замкнутого
контура, а также управления переменной z(t), которая представляет собой
функцию от выхода ОУ y(t) и r(t). Обычно в качестве z(t) выступает ошиб-
ка слежения e(t) = e(t)− y(t). Замкнутая система с этими двумя свойствами
(“синтез” по [43]) называется структурно устойчивой, если эти два свойства
сохраняются при некоторых возмущениях параметров системы.

Рассматриваются ИПВ системы, заданные следующими обобщенными
уравнениями

ẋ1(t) = A1x1(t) +A3x2(t) +B1u(t),(5.1)

ẋ2(t) = A2x2(t),(5.2)

z(t) = D1x1(t) +D2x2(t),(5.3)

y1(t) = C1x1(t) + C2x2(t),(5.4)

ẋc(t) = Acxc(t) +Bcy(t),(5.5)

u(t) = Fcxc(t) + Fy(t).(5.6)

Здесь введены

— векторы состояния: x1 — объекта, x2 — модели источника возмущений и
задающего воздействия (тем самым характер этих сигналов задан, и они под-
чиняются однородному линейному дифференциальному уравнению (5.2), см.
также (2.5)), xc — вектор состояния динамического компенсатора (5.5), (5.6);

— переменные: z — выходная переменная, относительно которой формули-
руется цель управления (далее — “управляемая переменная”), y — выходная
переменная, измеряемая датчиками, u — управление, вырабатываемое ком-
пенсатором (5.5), (5.6). Считается, что переменные x, y, z принадлежат ко-
нечномерным вещественным линейным пространствам X , Y , Z (в порядке
перечисления).

Вводится совокупный вектор состояния xL = col (x1, xc), относительно ко-
торого из (5.1)–(5.6) следуют уравнения замкнутой системы

ẋL(t) = ALxL(t) +BLx2(t), zl(t) = DLxL(t) +D2x2(t),(5.7)
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где

AL =

[
A1 +B1FC1 B1Fc

BcC1 Ac

]
, B =

[
A3 +B1FC2

BcC2

]
, DL =

[
D1 0

]
.

Назначение компенсатора, таким образом, заключается в обеспечении гур-
вицевости матрицы AL, а регулирование выхода — в выполнении требования
limt→∞ z(t) = 0. Для определения регулятора, обеспечивающего указанную
структурную устойчивость, вводятся понятия читабельности (англ. — read-
ability) и внутренней модели.

Опр е д е л е н и е 1 [43]. Считается, что z читабельно (readable) из y,
если имеется отображение Q : Y → Z такое, что z = Qy. Это значит,
что D1 = QC1, D2 = QC2.

Опр е д е л е н и е 2 [43]. Считается, что отображение A : X → X

включает в себя внутреннюю модель A2, если минимальный многочлен
матрицы A2 есть делитель не менее d(Z) инвариантных сомножителей
матрицы A.

Таким образом, внутренняя модель представляет собой l-кратную реду-
пликацию в A максимальной циклической компоненты A2, где l > d(Z) =
числу независимых выходов, которые подлежат управлению.

В [41, 43] сформулирована следующая теорема о необходимости читабель-
ности для структурной устойчивости.

Те ор ем а 1 [41, 43, теорема 1]. Необходимым условием структурной
устойчивости синтеза при (A3, Bc|Z ) является читабельность z по y.

Для получения основного результата о необходимости внутренней модели
в [41, 43] делается следующее предположение.

Предп о л ожени е 1. Имеет место соотношение

ImBcw ⊂ 〈Ac|BcwE1KerD1〉 .(5.8)

Предположение 1 говорит о том, что информация, отправленная от w и
обработанная компенсатором, относится только к объекту управления и недо-
ступна из z. В [41] показана необходимось выполнения (5.8) для структурной
устойчивости. На основе этого сформулирована следующая теорема.

Те ор ем а 2 [41, 43, теорема 2]. Пусть z читабельно из y и выполне-
но (5.8). Тогда синтез структурно устойчив в A3, только если компенсатор
включает внутреннюю модель A2, которая управляема по z и наблюдаема
по u.

В заключение авторы [43] справедливо отмечают: “Задача регулирования,
которую мы рассмотрели, несколько идеализирована: например, мы потре-
бовали точного асимптотического подавления возмущений. На практике эта
задача ставится в нечетких терминах; таким образом, может потребовать-
ся ослабление возмущений только в определенной степени”. Далее авторы
указывают, что использованная в работе идеализация позволила дать точ-
ную постановку задачи, в результате чего получен рациональный базис и
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качественное понимание для практического синтеза многосвязных регулято-
ров. Заметим, что реальные задачи проектирования отличаются не столько
ослабленными и нечеткими требованиями к характеристикам разработанной
системы, сколько наличием ряда спецификаций, которые естественнее пред-
ставить в виде системы ограничений, а не одного критерия.

Компенсация внешних возмущений в дискретных по времени системах
на базе метода внутренней модели и принципа поглощения рассмотрена в
[46, 50]. Рассматриваются объекты, в которых частотные характеристики из-
вестны не полностью, а внешнее возмущение описывается линейным разност-
ным уравнением. Предложена структура управления в форме обратной свя-
зи, гарантирующего робастную устойчивость и устраняющего влияние внеш-
них возмущений за минимальное число шагов. Результат [46, 50] обобщен
в [156] для непрерывных по времени объектов. Предложены полиномиаль-
ные соотношения многочленов объекта и алгоритма управления, выполнение
которых обеспечивает робастную устойчивость замкнутой системы.

В [96] предложены наблюдатели возмущений для стабилизации линейных
ОУ в окрестности точки равновесия. Модель ОУ задана уравнениями

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Df(t), x(t) ∈ R
n(5.9)

с известными матрицами A, B и D. По сравнению с (5.68), здесь динамика
возмущений описывается внутренней моделью вида

ẇ(t) = Rw(t) + lf(t), f(t) = Nw(t),(5.10)

где w ∈ R
q. Показано [96], что модель возмущения f(t) может быть перепи-

сана в виде

f(t) = NTζ̂(t) + εf (t),

ζ̂(t) = η(t) + Tx(t),

η̇(t) = Rη(t) + (RT − TA)x(t)− TBu(t).

(5.11)

Здесь εf (t) — экспоненциально затухающая функция, матрица T удовлетво-
ряет равенству TD = l. Если же параметры ОУ неизвестны, то наблюдатель
возмущений описывается следующими уравнениями [56]:

η̇0(t) = η0 + (RT − TA0)x(t),

η̇i(t) = Rηi(t) + Ta0xi(t), 1 6 i 6 n,

η̇u(t) = Rηu(t)− Tb0u(t).

(5.12)

Здесь матрицы A0, a0 и b0 полагаются известными и находятся из условий
структурных согласований: A = A0 + a0τ

T и b = βb0, τ и β — неизвестные
вектор и число.

В отличие от [96] в статье [48] решена задача слежения за эталонным сиг-
налом линейным ОУ с неизвестными постоянными параметрами при измере-
нии только его выхода. Модель неизвестного эталонного сигнала описывается
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внутренней моделью с неизвестными параметрами. Разработан адаптивный
наблюдатель для оценок производных по времени эталонного сигнала и по-
лучена адаптивная система управления с неявной эталонной моделью.

В работах [48, 96] рассмотрено управление линейными и нелинейными объ-
ектами. В отличие от [48, 96] в [49] предложена компенсация возмущений
в нелинейных SISO системах с неизвестными постоянными параметрами и
неизвестным входным возмущением. Доступны измерению только скалярные
входные и выходные сигналы ОУ. Модель ОУ задана в следующей форме
metric-strict-feedback

ẋj = xj+1 + θTϕ(x1, . . . , xj), 1 6 j 6 n− 1,

ẋn = β(x) + θTϕn(x) + γ(x)(u + f),

y = x1.

Закон управления u задается в виде u = uy + uf , где сигнал uy необхо-
дим для управления объектом с целью слежения за эталонным сигналом ym,
сигнал uf необходим для компенсации возмущений. Возмущение f описы-
вается внутренней моделью вида (5.68). Вначале строится наблюдатель воз-
мущений, подобный наблюдателю (5.11). Затем с использованием процедуры
бэкстеппинга синтезируется первая компонента закона управления uy. Из-за
громоздкости структуры алгоритма для uy он в обзоре не приводится. Ре-
зультаты [48, 49, 96] более подробно описаны в монографии [157].

В результате основное достоинство описанных выше алгоритмов состоит
в улучшении качества регулирования, по крайней мере в установившемся ре-
жиме, за счет предположения о том, что возмущение описывается суммой
синусоидальных сигналов. Однако данные алгоритмы зачастую сложны в
расчете и реализации при увеличении числа синусоид. Поэтому в описанных
выше источниках численные примеры работы алгоритмов в основном тести-
руются на сумме двух или трех синусоид. Кроме того, качество регулирова-
ния таких алгоритмов существенно зависит от величины несинусоидальной
составляющей. Если данная составляющая принимает большие значения, то
рекомендуется использовать алгоритмы подавления или компенсации огра-
ниченных возмущений, которые будут приведены далее.

5.1. Нелинейные наблюдатели гармонических возмущений

В [70] рассматривается задача стабилизации подверженной гармоническим
возмущениям нелинейной системы на основе наблюдателя возмущений.

Модель ОУ со скалярными входом и выходом описывается нелинейными
аффинными по управлению и возмущению уравнениями

ẋ(t) = f(x) + g1(x)u+ g2(x)d(t), y = h(x),(5.13)

где x = x(t)∈ R
n — вектор состояния ОУ; y(t), u(t), g(t) — выход, управле-

ние и неизмеряемое возмущение (соответственно) — скалярные переменные.
Внешние гармонические возмущения d(t) с известной частотой ω0 моделиру-
ются гармоническим осциллятором

ξ̇(t) = Aξ(t), d(t) = Cξ(t)(5.14)
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с состоянием ξ(t)∈ R
2, неопределенными начальными условиями xs(0) и мат-

рицами

A =

[
0 ω0

−ω0 0

]
, C =

[
1 0

]
.(5.15)

Предложен следующий нелинейный наблюдатель возмущения d(t)





ż =
(
A− L(x)g2(x)C

)
z +Ap(x)− L(x)f(x)−

−L(x)g1(x)u− L(x)g2(x)Cp(x),

ξ̇ = z + p(x),

d̂ = Cξ,

(5.16)

где ξ — вектор состояния наблюдателя возмущений, d̂ — оценка возмущений;
p(x)∈ R

2, L(x)∈ R
2×n — подлежащие определению при синтезе вспомогатель-

ная функция и матричный коэффициент усиления наблюдателя, связанные
соотношением

L(x) =
∂p(x)

∂x
.(5.17)

Для асимптотического затухания ошибки оценивания e(t) = ξ(t)− ξ̂(t) тре-
буется существование L(x), обеспечивающей асимптотическую устойчивость
с желаемой скоростью затухания ошибки ė(t) =

(
A− L(x)g2(x)C

)
e(t) для

всех x, принадлежащих рабочей области. Если g2 не зависит от x, то за-
дача решается выбором L(x) = Lx. В общем случае можно задаться одной из
функций p(x) или L(x) и найти другую из (5.17).

В [70] разработана следующая регулярная процедура синтеза, использую-
щая предположение, что относительный порядок ρ [47, 158] объекта (5.13)
вполне определен во всей рабочей области. Для синтеза устойчивого наблю-
дателя используется концепция пассивности [64, 159, 160]. Коэффициент уси-
ления ищется в виде

L(x) =

[
k1

k2

]
∂Lρ−1

f h(x)

∂x
,(5.18)

где k1, k2 — постоянные, подлежащие определению при синтезе. Тогда из
(5.17) следует, что

p(x) =

[
k1

k2

]
Lρ−1
f h(x).(5.19)

Вводится в рассмотрение функция

n(x) =
∂Lρ−1

f h(x)

∂x
g2(x),(5.20)
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так что L(x)g2(x) =

[
k1

k2

]
n(x). В предположении, что n(x) > 0 во всей рабочей

области, вводится величина n0 > 0, такая что 0 < n0 < n(x). Доказано, что
если имеются постоянные k1 и k2, такие что передаточная функция

H(s) =
k1s+ k2ω0

s2 + k1n0s+ ω0(ω0 + k2n0)
(5.21)

асимптотически устойчива и положительно вещественна (см. [64, 159, 160]),

то при сделанном предположении об относительном порядке выход d̂(t) нели-
нейного наблюдателя (5.16) асимптотически отслеживает гармоническое воз-
мущение d(t), действующее на ОУ (5.13).

В [70] обсуждается вопрос использования наблюдателя (5.16) совместно с
регулятором, который стабилизирует нелинейную систему без возмущений,
для стабилизации подверженного гармоническим возмущениям ОУ. На пер-
вом этапе синтеза разрабатывается закон управления для объекта, не подвер-
женного влиянию возмущений, после чего в замкнутую систему добавляется
наблюдатель возмущений (5.16). Исследована задача управления нелинейны-
ми системами в условиях гармонических помех неизвестной частоты. Основ-
ной результат работы сформулирован в следующей теореме.

Те ор ем а 3 [70, теорема 3]. Рассмотрим нелинейную систему (5.13),
подверженную влиянию гармонических возмущений (5.14). Замкнутая си-
стема, включающая традиционный (линейный или нелинейный) регулятор,
нелинейный наблюдатель (5.16) и ОУ (5.13), является L2-устойчивой если:

— нелинейный коэффициент усиления L(x) и дополнительная переменная
p(x) выбраны согласно (5.18), (5.19), и выполнены условия [70, теорема 2]:

— коэффициенты k1, k2 удовлетворяют неравенствам k2 > 0, k1 >
√

k2ω0
n0

.

В [161] рассматривается класс систем, модели которых имеют “номиналь-
ную” линейную часть и неопределенную, нелинейную и, возможно, изменяю-
щуюся во времени часть в виде аддитивного воздействия, зависящего от со-
стояния и времени, а именно:

ẋ(t) = Ax(t) +Bf(t, x), y(t) = C(t)x(t),(5.22)

где x(t)∈ R
n — вектор состояния, y(t)∈ R

q — измеряемый в каждый момент
времени t вектор выхода, A, B, C — известные матрицы соответствующих
размеров. Неизвестная непрерывная функция f(t, x)∈ R

m моделирует имею-
щиеся в системе неопределенность и нестационарность. Рассматривается за-
дача построения наблюдателя состояния x и неизмеряемого “входного воз-
действия” f .

Сделаны следующие предположения.

Предп о л ожени е 2.

1) rankCB = rankB;

2) для любого λ ∈ C, такого что Reλ > 0, выполнено

rank

[
A− λI B

C 0

]
= n+ rankB.(5.23)
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Как отмечено в [161], нарушение предположения 2.2 для некоторого λ
может повлечь неотличимость по измерениям выхода процессов x(t)≡ 0 и
f(t, x)≡ 0, с одной стороны, от процессов x(t) = eλtx0, f(t, x) = eλtv при неко-
торых x0 6= 0 и v 6= 0 — с другой, поэтому оно является естественным с точки
зрения принципиальной возможности решения поставленной задачи оценива-
ния. При выполнении предположений о том, что rankB = m, rankC = p, сде-
ланных в [162] для аналогичной задачи, выполняются и предположения 1, 2.

В [161, лемма 3] устанавливается следующее условие, эквивалентное вы-
полнению предположений 1, 2:

У сл о в и е 1. Имеются (n× p)-матрица L, (m× p)-матрица G и
(n×n)-матрица P , P = PT > 0, такие что:

P (A+ LC) + (A+ LC)TP < 0,(5.24)

BTP = GC.(5.25)

Зам е ч а ни е 5. Указанное условие встречается в работах по адаптивно-
му управлению под названием гиперминимально-фазовости по отношению к
выходу σ = Gy [163–166].

Для нахождения матриц P , L, G, в [161] предлагается процедура, осно-
ванная на решении ЛМН [167–169]. Отмечено, что выполнение условия 1 эк-
вивалентно тому, что следующая задача минимизации

Зад а ч а.

P > I,(5.26)

PA+KC + (PA+KC)T < 0,(5.27)
[
δI BTP −GC

∗ δI

]
> 0(5.28)

имеет минимум при δ = 0. Матричный коэффициент наблюдателя L нахо-
дится при этом из соотношения

L = P−1K.(5.29)

Далее, после некоторых дополнительных предположений, таких как
rankB = m, существование известной (“номинальной”) функции f0 и извест-
ных неотрицательных констант β1 и κ1 таких, что для всех t∈ R, x, x̂∈ R

n вы-
полнено ‖f(t, x)− f0(t, x̂)‖ 6 β1 + κ‖x− x̂‖, а также ограниченности по нор-
ме производных функций f , f0 (см. подробнее в [161]), несмотря на то что
асимптотически точное оценивание в рамках данной схемы не может быть
обеспечено, наблюдатель

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bf̂(t, x) + L
(
Cx̂(t)− y(t)

)
, x̂(t0) = x̂0,(5.30)

f̂(t) = f0(t, x̂)− γG
(
Cx̂(t)− y(t))(5.31)

при достаточно большом коэффициенте усиления γ > 0 вырабатывает, асимп-
тотически, оценки переменных x, f в виде x̂, f̂ (соответственно) с любой
заданной точностью, см. [161, теорема 1].
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Основываясь на подходе [161], в [170] рассматриваются линейные системы
вида

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Gd(t), y(t) = C(t)x(t),(5.32)

подверженные действию измеряемого u(t)∈ R
m и неизмеряемого d(t)∈ R

q

входов. Переменная d(t) может моделировать как внешние возмущения, так и
присущие системе нелинейность, неопределенность описания и нестационар-
ность параметров. G — известная (n× q)-матрица. Остальные обозначения
совпадают с принятыми в (5.22). Предполагается, что матрицы C, G имеют
полный ранг.

В [170] предлагается использовать близкую к (5.30), (5.31) структуру на-

блюдателя, но, основываясь на [54], с интегрированием оценки d̂ возмуще-
ния d:

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) +Gd̂(t) + L
(
y(t)− Cx̂(t)

)
,(5.33)

˙̂
d(t) = ρK

(
y(t)− Cx̂(t)),(5.34)

где ρ > 0 — коэффициент усиления (названный в [170] “скоростью обуче-
ния”)5. В работе утверждается, что если условия [161, теорема 1] выполнены,
т.е. если существуют матрицы P = PT > 0, Q = QT > 0 такие, что

P (A− LC) + (A− LC)TP = −Q, GTP = KC,(5.35)

то точное асимптотическое оценивание может быть достигнуто как для со-
стояния, так и для входа, но при этом наблюдатель (5.33), (5.34) “может опе-
рировать только с медленно меняющимися входами” [170].

В [170] ставится задача перехода от наблюдателей полного порядка (5.30),
(5.31) и (5.33), (5.34) к наблюдателям пониженного порядка. Первый из пред-
ложенных наблюдателей описывается уравнениями

ż(t) = Fz(t) + Ly(t) + TBu(t) + TGd̂(t), z(t0) = z0,(5.36)

d̂(t) = γ
(
Wy(t)−Nz(t)

)
,(5.37)

где z(t), d̂(t) — оценки Tx(t) и d(t) соответственно, γ > 0 — коэффициент уси-
ления, F , T , L, N , W – матрицы, подлежащие выбору при синтезе. В [170,
теорема 2]) найдены достаточные условия предельной ограниченности норм

ошибок оценивания ‖z(t) − Tx(t)‖, ‖d̂(t)− d(t)‖ произвольными положитель-
ными константами ε1, ε2. В условия теоремы входят как матричные соотно-
шения, так и ограничения на ‖d(t)‖ и ‖ḋ(t)‖.

Второй, “адаптивный”, наблюдатель пониженного порядка имеет вид

ż(t) = Fz(t) + Ly(t) + TBu(t) + TGd̂(t), z(t0) = z0,(5.38)

˙̂
d(t) = ρ

(
Wy(t)−Nz(t)

)
,(5.39)

5 Неясно, почему в [170] наблюдатель (5.33), (5.34) называется “адаптивным” — это
обычная линейная система с интегралом от ошибки оценивания по выходу.
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ρ > 0. Для постоянного возмущения, d = const, в [170, теорема 3] получено,
что при выполнении условий [170, теорема 2] на матрицы наблюдателя (5.38),
(5.39) имеет место асимптотическое стремление к нулю ошибок z(t)− Tx(t)

и d̂(t)− d.

Далее, в [170] излагаются алгоритмы синтеза (выбора матриц F , T , L, N ,
W ) наблюдателей. В частности, показано [170, теорема 4], что для существо-
вания матриц, удовлетворяющих [170, теорема 2], необходимо и достаточно,
чтобы: 1) rank (CG) = rankG и 2) все неустойчивые полюса системы (A,G,C)
соответствовали ненаблюдаемым модам пары (A,C). Тем самым оказыва-
ется, что возможна оценка входа и для некоторых неминимально-фазовых
объектов, а для состояния x(t) ненаблюдаемых объектов возможна оценка
значений линейной функции Tx(t).

По мнению авторов, наблюдатель (5.38), (5.39) не отличается от наблю-
дателя Луенбергера [82–85], построенного для расширенной системы (2.6) с
матрицей As = 0q.

Для класса нелинейных систем вида ẋ(t) = F (x) +D(x)u(t) +Dd(t) в [51]
синтезируется наблюдатель возмущений, благодаря использованию которого
задача компенсации возмущений переводится в задачу адаптивного управле-
ния. В [51] используется метод внутренней модели, в рамках которого воз-
мущения рассматриваются как выход d(t) линейной системы ẋs(t) = Asxs(t),
d(t) = Csxs(t), xs(t)∈ R

ns . Для решения задачи адаптивного управления ис-
пользуется метод бэкстеппинга (“обратного шага”) [64, 158, 171–174]. По-
рядок ns модели возмущений известен, пара (As, Cs) считается полностью
наблюдаемой, но матрицы As, Cs — неизвестны. На основе результатов
[96, лемма 1], [48, 49] возмущение d(t) представляется как выход системы
ż(t) = Gz(t) + l d(t), d(t) = θTz(t), где z∈ R

ns , θT = CsM
−1, G — гурвицева

матрица порядка n с попарно различными собственными значениями, l —
матрица размера (ns × n) и пара (G, l) полностью управляема. Матрица M
порядка ns удовлетворяет уравнению Сильвестра MS −GM = l C. Нетруд-
но заметить, что z =Mxs. Используя результаты [96], неопределенность па-
раметров модели возмущений (матрицы As) трансформируется в неопреде-
ленность коэффициентов матрицы θ. Для устранения этой неопределенности
в [51] используется метод бэкстеппинга [158, 172]. В качестве иллюстрации
рассматривается задача управления беспилотным гидросамолетом при раз-
личных волнениях.

В [73] рассматривается задача граничной стабилизации гиперболических
дифференциальных уравнений первого порядка в частных производных с
помощью обратной связи. Для синтеза регулятора используется метод бэкс-
теппинга [158, 172]. В работе показано, что предложенный метод может быть
использован и для граничного управления распределенными системами тре-
тьего порядка типа Кортевега–де Фриза. Для систем с временны́м запазды-
ванием исполнительного устройства авторами [73] предложен наблюдатель
состояния. Рассматривается следующая система с постоянным запаздывани-
ем τ > 0:

Ẋ(t) = AX(t),(5.40)

Y (t) = CX(t− τ),(5.41)
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пара (A,C) считается полностью наблюдаемой. Уравнение выхода (5.41) пре-
образуется к следующему гиперболическому уравнению первого порядка в
частных производных:

ut(x, t) = ux(x, t),(5.42)

u(x, τ) = CX(t),(5.43)

Y (t) = u(0, t),(5.44)

где обозначено: ut = ∂u(x, t)/∂t, ux = ∂u(x, t)/∂x. Для системы (5.40), (5.42)–
(5.44) строится наблюдатель [73, теорема 5]

˙̂
X(t) = AX̂(t)eAτL

(
Y (t)− û(0, t)

)
,(5.45)

ût(x, t) = ûx(x, t) + CeAxL
(
Y (t)− û(0, t)

)
,(5.46)

û(x, τ) = CX̂(t),(5.47)

где ût(x, t), ûx(x, t) — оценки переменных ut(x, t), ux(x, t) (соответственно).
Матрица L выбирается так, чтобы обеспечить гурвицевость матрицы A−LC.
Результаты получили развитие в [175].

Адаптивное подавление несогласованных (англ. — unmatched) неизмеряе-
мых гармонических возмущений с неизвестными параметрами, действующих
на линейную инвариантную по времени систему (система, имеющая постоян-
ные параметры, англ. — LTI ) методом бэкстеппинга на основе обратной связи
по производной от состояния объекта, рассматривается в [61]. Исследование
мотивируется задачей стабилизации судна при морском волнении, см. [176],
для которой характерна возможность измерения ускорений, и вычисления
скоростей движения, но не координат. Синтез состоит из следующих шагов:
1) параметризация синусоидальных возмущений в виде выхода известной с
неизвестным выходом, который зависит от неизвестных параметров возмуще-
ний; 2) синтез адаптивного наблюдателя возмущений как для самого возму-
щения, так и его производной; 3) синтез адаптивного регулятора с виртуаль-
ным управлением; 4) окончательный синтез регулятора введением уравнения
ошибки на основе процедуры бэкстеппинга [158, 172].

В [61] рассматривается следующая инвариантная по времени линейная си-
стема со скалярным управлением и многочастотным гармоническим возму-
щением:

ẋ(t) = Ax(t) +B
(
p(t) + v(t)

)
,(5.48)

ṗ(t) = aTx(t) + bpp(t) + buu(t),(5.49)

где x(t)∈ R
n, p(t)∈ R, u(t)∈ R, v(t)∈ R — синусоидальное возмущение вида

v(t) =

q∑

i=1

gi sin(ωit+ ϕi),(5.50)

где ωi, gi, ϕi — неизвестные вещественные параметры, причем частоты ωi
попарно различны (ωi 6= ωj при i 6= j), а сам процесс возмущений v(t) не из-
меряется датчиками. Возмущение v(t) представляется как выход линейной
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экзосистемы (см. также (2.5)–(2.7) и (5.68))

ẇ(t) = Sw(t), v(t) = hTw(t),(5.51)

где (2q × 2q)-матрица S и вектор-столбец h∈ R
2q выбраны соответствующим

образом (см., например, (5.15)).

Делаются следующие предположения.

Предп о л ожени е 3.

3.1. Матрица A обратима.

3.2. Пара (A,B) управляема.

3.3. bu 6= 0.

3.4. Переменные x(t) и v(t) — неизмеряемые, а ẋ(t) и p(t) — измеряемые.

3.5. Пара (S, hT) наблюдаема.

3.6. Собственные числа матрицы S — мнимые, различные и рациональные.

3.7. натуральное число q известно.

3.8. S и h неизвестны.

3.9. gi 6= 0 для всех i ∈ {1, . . . , q}.
В рамках указанных предположений для системы (5.48)–(5.51) в [61] стро-

ится следующий адаптивный регулятор с наблюдателем возмущений:

u =
1

(1 +KB)bu

((
θ̇Tl − (1 +KB)(bp − aTA−1B)

)
p−

−
( ˙̂
θTN + (θ̂TN +K)A+ (1 +KB)aTA−1 − (A−1B)TP

)
ẋ+

+ (1 +KB)(aTA−1B)θ̂Tξ − (KB + θ̂Tl)β̂Tξ − ˙̂
θTη − θ̂Tη̇ −

−
(
(KB + θ̂Tl)2 + c

)
e
)
,(5.52)

где c > 1
2 и

e = p+Kẋ+ θ̂Tξ.(5.53)

Алгоритмы настройки параметров регулятора θ̂(t) и β̂(t) имеют вид

˙̂
θ = −γtξ

(
A−1BTPẋ+ (1 +KB)(aTA−1B)e

)
,(5.54)

˙̂
β = γbξ

(
KB + θ̂Tl

)
,(5.55)

где γt, γb > 0 — выбранные разработчиком коэффициенты усиления алгорит-
ма, а матрица P = PT удовлетворяет матричному уравнению

(
A−1 +A−1BK

)T
P + P

(
A−1 +A−1BK

)
= −2I.(5.56)

Используется следующий наблюдатель возмущений

η̇ = G
(
η +N(ẋ−Bp)

)
−NAẋ,(5.57)
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ξ = η +N(ẋ−Bp),(5.58)

где G — (2q × 2q)-гурвицева матрица с попарно различными собственными
числами, образующая управляемую пару с выбранным вектором l∈ R

2q, а
N — матрица размера 2q × n, которая отвечает уравнению NB = l, одним из
решений которого является

N =
1

BTB
lBT.(5.59)

В [61] приводится иллюстративный пример для системы с матрицами

A =

[
0 1

1 3

]
, B =

[
0

1

]
, aT =

[
1 2
]
, bu = bp = 1,

v(t) = 1,2 sin(0,8t+ π/4)− 0,5 sin(t+ π/2), c = 0,8, γt = γb = 2.

Результаты моделирования показывают асимптотическую стабилизацию си-
стемы и сходимость оценки возмущения θ̂Tξ к самому процессу v(t).

Адаптивный регулятор, построенный методом бэкстеппинга предлагается
в [62] для подавления синусоидальных возмущений, действующих на линей-
ную инвариантную во времени скалярную систему с одним входом и неиз-
вестными параметрами, имеющую каноническое управляемое представление
[84, 85, 177], на входе которой имеется линейная подсистема, параметры кото-
рой тоже неизвестны. Рассматриваемая система, таким образом, описывается
уравнениями

ẋ = A0x+B(γ̄T1 x+ v + b̄pp),(5.60)

ṗ = γ̄T2 x+ b̄1p+ b̄2u,(5.61)

где

A0 =

[
0n−1 In−1

0 0Tn−1

]
, B =

[
0n−1

1

]
,(5.62)

γ̄1 = [a11, a12, . . . , a1n]
T, γ̄2 = [a21, a22, . . . , a2n]

T,(5.63)

0n−1 = [0, . . . , 0]T∈ R
n−1, x(t)∈ R

n — вектор состояния системы, p(t)∈ R —
“виртуальный вход ” системы (5.60), u(t)∈ R — управление, b̄1, b̄2, b̄p, γ̄1, γ̄2 —
неизвестные постоянные, v(t)∈ R — синусоидальное возмущение вида (5.50).
Как обычно, возмущение v(t) представляется в форме решения однородного
уравнения (5.51). По (5.60)–(5.62) видно, что возмущение v не согласовано с
управлением u. Принято, что сигнал управления должен вырабатываться с
использованием только измерений производных по времени от переменных
состояния основной системы и состояния входной подсистемы (прикладной
смысл такого представления поясняется в [61], см. выше). Регулятор пред-
назначен для подавления синусоидальных возмущений, действующих на си-
стему. Синтез регулятора состоит из следующих этапов: 1) параметризация
возмущения в форме выхода известной системы с обратной связью с неизвест-
ным выходом, зависящим от неизвестных параметров возмущения; 2) синтез
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адаптивного наблюдателя возмущения для оценки самого возмущения и его
производной по времени; 3) синтез адаптивного регулятора для виртуально-
го управления; 4) синтез окончательного адаптивного регулятора на основе
процедуры бэкстеппинга [158, 172].

В [62] для параметризации возмущений используются результаты [56, 96].
С этой целью выполняется преобразование координат модели возмущений
(5.51), при котором возмущения представляются скалярным произведением
неизвестного постоянного вектора и производной от вектора состояния преоб-
разованной модели. Для оценки этой производной вводится наблюдатель спе-
циального вида, включающий набор фильтров и использующий избыточную
параметризацию. В [62] доказано, что состояние равновесия замкнутой адап-
тивной системы устойчиво и обеспечивается точная асимптотическая оценка
возмущения. Эффективность предложенного регулятора иллюстрируется ре-
зультатами моделирования системы третьего порядка.

В последующей статье [63] этих авторов рассмотрена задача подавления
гармонических возмущений одновременно с компенсацией задержек входного
сигнала. В статье отмечено, что задача синтеза регулятора для подавления
неизвестных синусоидальных возмущений с запаздыванием по управлению
рассмотрена в [57, 59, 74, 75], но в этих работах алгоритмы подавления воз-
мущений получены для систем, параметры которых известны. Целью рабо-
ты [63] является разработка метода, для которого не требуется знания фак-
тических значений параметров системы, что имеет важное прикладное зна-
чение. В [63] адаптивный регулятор предназначен для оценки и подавления
неизвестных синусоидальных возмущений, действующих на линейную инва-
риантную во времени систему в управляемой канонической форме с неиз-
вестными параметрами и запаздыванием по входу через обратную связь по
состоянию объекта. Возмущение представляется в параметризованной форме
на основе методики работы [56]. Суть подхода для компенсации запаздыва-
ния заключается в использовании обратной связи предиктора, предложенной
в [73] в качестве вида граничного управления на основе бэкстеппинга для си-
стем в частных производных [178]. Результаты работ [56, 73] и позволяют
переформулировать рассматриваемую задачу как задачу адаптивного управ-
ления для неопределенной системы, описываемой уравнениями в частных
производных и обыкновенными дифференциальными уравнениями. Анало-
гично подходу работы [179], законы уточнения оценок неизвестных парамет-
ров основаны на методе Ляпунова.

Синтез регулятора состоит из трех этапов: 1) параметризация синусои-
дального возмущения; 2) представление запаздывания в качестве транспорт-
ного уравнения с распределенными параметрами; 3) разработка адаптивного
управления граничными условиями системы с распределенными параметра-
ми на основе метода бэкстеппинга для распределенных систем. В [63] дока-
зано, что состояние равновесия замкнутой адаптивной системы устойчиво и
обеспечивается точная асимптотическая оценка возмущения. Эффективность
предложенного регулятора иллюстрируется результатами моделирования си-
стемы второго порядка.

В [180] приведена улучшенная версия так называемого “расширенного
наблюдателя”. Улучшение достигается распространением леммы Даяванса
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(Dayawansa) [181] на случай систем, нормальная форма которых включает
изменяющиеся во времени (и измеряемые) коэффициенты передачи в систе-
ме, моделируемой цепочкой интеграторов между входом и выходом. Именно:
рассматриваются линейные системы с изменяющимися параметрами

ẋ = A(t)x+Bu, y = C(t)x,(5.64)

где x(t)∈ R
n, матрицы A(t), B, C(t) имеют вид

A(t) =




−an−1g1(t) g2(t) 0 . . . 0 0

−an−2g1(t) 0 g3(t) . . . 0 0

· · · . . . · ·
−a1g1(t) 0 0 . . . 0 gn(t)

−a0g1(t) 0 0 . . . 0 0



, B =




0

0

...

0

1



,(5.65)

C =
[
a0g1(t) 0 0 . . . 0 0

]

с зависящими от времени непрерывными функциями gi(t) такими, что для
некоторых фиксированных gmin, gmax для всех t > 0 и i = 1, 2, . . . , n выпол-
нено 0 < gmin 6 gi(t) 6 gmax. Доказано [180, лемма 2], что для любого γ > 1
имеется набор параметров a0, . . . , an−1 и некоторое λ > 0, таких что вдоль
траекторий системы (5.64) может быть обеспечено выполнение неравенства
диссипации вида

D+
(5.64)V+ 6 −λV (x) + γ|u| − |y|,(5.66)

где D+
(5.64)V

(
x(t)

)
— производная Дини (Dini) [182] в силу системы (5.64):

D+
(5.64)V

(
x(t)

)
= lim sup

h→0+

1

h

(
V (x(h+ t))− V (x(t))

)
,

где x(t) подчиняется (5.64). В качестве примера в [183] рассматривается за-
дача удержания положения квадротора без измерения углов тангажа и крена
(см. [81]).

5.2. Наблюдатели синусоидальных возмущений

Огромный пласт работ посвящен синтезу наблюдателей синусоидальных
возмущений, где сами возмущения представлены выражением

f(t) = A0 +

n∑

i=1

Ai sin(ωit+ ϕi).(5.67)

Здесь A0 определяет смещение синусоидального сигнала, Ai, ωi и ϕi задают
амплитуду, частоту и фазу i-й составляющей синусоидального сигнала. В за-
висимости от решаемой задачи сигнал f(t) либо измеряется, либо оценивает-
ся. Однако в обоих случаях необходимо восстановить оценку сигнала f(t), для
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чего восстанавливается информация о величинах A0, Ai, ωi и ϕi, i = 1, . . . , n.
Предполагается, что частоты ωi различны.

Представление возмущений в виде суммы синусоидальных сигналов обу-
словлено несколькими факторами:

1) существует ряд периодических процессов, которые могут описываться
синусоидальными функциями: вращение пропеллера в вентиляционных си-
стемах, гашение колебаний в некоторых типах вибрационных систем и т.п.;

2) возможность представления возмущений в виде синусоидальных сиг-
налов позволяет синтезировать алгоритмы управления, которые могут улуч-
шить качество регулирования по сравнению с алгоритмами, разработанными
в предположении только ограниченности возмущений;

3) возможность представления синусоидальных возмущений в виде си-
стемы дифференциальных уравнений порядка 2n, что позволяет применять
большинство алгоритмов управления и идентификации, разработанных в тео-
рии автоматического управления динамическими объектами.

Перепишем сигнал (5.67) в виде следующего дифференциального уравне-
ния

ẇ(t) = Rw(t), f(t) = Nw(t),(5.68)

где w(t) ∈ R
2n, матрицы R и N получены при переходе от (5.67) к (5.68).

В литературе представление возмущений в виде некоторого генератора воз-
мущений, в частности в виде (5.68), называется внутренней моделью [44, 47].

С использованием градиентного алгоритма в [55] при A0 = 0 получен сле-
дующий простой адаптивный идентификатор возмущения

Θ̇(t) = α(f̂ − f)W (t),(5.69)

где α > 0 — коэффициент, от значения которого зависит скорость идентифи-
кации частоты, f̂ =

∑n
i=1 λ2ih2i +

∑n
i=1 ϕ̂i−1h2i−1, h = [h1, . . . , h2n], λi — коэф-

фициенты гурвицевого полинома γ(s) = s2n + λ2ns
2n−1 + · · ·+ λ2s+ λ1, s —

комплексная переменная,

ḣ = Λh+ bf, b = [0, . . . , 0, 1]T, Λ =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1

−λ1 −λ2 −λ3 . . . −λ2n



,

ϕ̂i = λ2i+1 − θ̂n−i, Θ = [θ̂1, . . . , θ̂n]
T, W (t) = col {h1(t), h3(t), . . . , h2n−1(t)}.

Сигналы θ̂1, . . . , θ̂n являются репараметризованными оценками исходных
неизвестных частот ω1, . . . , ωn.

Алгоритмы, подобные [55], рассматривались в [184, 185]. В [186] решена за-
дача идентификации сигнала (5.67) с неизвестным значением n. Достоинства
данных алгоритмов состоят в простоте их вывода и реализации. Моделирова-
ние показывает, что не всегда можно получить удовлетворительное качество
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переходных процессов в смысле малого значения перерегулирования и вре-
мени переходного процесса. При этом сложность и динамический порядок
алгоритмов существенно возрастает при увеличении числа синусоидальных
сигналов. Кроме того, качество идентификации значительно зависит от на-
личия несинусоидальных составляющих.

В [187] приведен алгоритм оценки возмущения (5.67) (при n = 1) с наличи-
ем несинусоидальной аддитивной ограниченной составляющей ∆f(t). В дан-
ном случае идентификатор возмущения описывается уравнениями

ω̂(t) = max
{
ω,

√
|θ̂1(t)|

}
,

σ̂(t) = ω̂(t)−2θ̂2(t),

θ̂(t) = χ(t) + kξ̇(t)ϕ(t),

χ̇(t) = −kϕ(t)ϕ(t)Tθ̂(t)− kξ̇(t)ϕ̇(t),

ζ̇1(t) = ζ2(t),

ζ̇2(t) = −2λζ2(t)− λ2ζ1(t) + λ2f(t),

(5.70)

где ϕ(t) = [−ζ1(t) 1]T, θ̂(t) = [θ̂1(t) θ̂2(t)]
T, λ > 0 и k > 0. Однако для реа-

лизации алгоритма (5.70) нижние оценки ω 6 ω, A0 6 A0 и A1 6 A1 должны
быть известны.

В отечественной литературе также предложено много оригинальных работ
по построению наблюдателей и идентификаторов синусоидальных сигналов
с дальнейшей компенсацией возмущений. Подавляющая часть работ в дан-
ном направлении опубликована сотрудниками Университета ИТМО с целью
уменьшения времени идентификации и уменьшения величины перерегулиро-
вания. В отличие от [55, 184–186] далее будут представлены работы по оценке
и компенсации возмущений, которые действуют на объект управления и не
подлежат прямому измерению. В работе [188] рассматривается компенсация
синусоидальных возмущений для минимально-фазовых SISO ОУ с измеряе-
мым выходным сигналом, представленных в виде

a(p)y(t) = b(p)u(t) + c(p)f(t),(5.71)

где возмущение f определено выражением (5.67) при n = 1, p = d/dt — опе-
ратор дифференцирования, a(p), b(p) и c(p) — линейные дифференциальные
операторы с постоянными неизвестными коэффициентами, y и u— скалярные
сигналы. Центральным моментом в [188] является представление гармониче-
ского сигнала со смещением как линейного выхода линейной канонической
системы с неизвестным параметром θ

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = −θx2,
f = k1x1 + k2x2 + k3x3,
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где k1 = α3, k2 = 3α2, k3 = 3α, α > 0, параметр θ подлежит оценке. Для ре-
шения задачи закон управления представляется в виде суммы

u(t) = u1(t) + u2(t),(5.72)

где сигнал u1 необходим для стабилизации ОУ, а сигнал u2 – для компенсации
возмущений. Для оценки синусоидального возмущения и его компенсации
строится следующий наблюдатель и закон управления u2:

ξ̇(t) = A0x̂(t)− dθ̂x̂2(t) + dµy(t),

x̂(t) = ξ(t) + dµy(t),

u2(t) = −k1x̂1(t)− k2x̂2(t)− k3x̂3(t).

(5.73)

Здесь A0 =



0 1 0
0 0 1
0 0 0


, d = [0 0 1]T, x̂ = [x̂1, x̂2, x̂3]

T, µ можно выбирать как

положительное число или настраивать согласно алгоритму µ(t) =
∫ t
0 r(g)dg,

где r(t) = r0 > 0 при |y(t)| > ε или r(t) = 0 при |y(t)| 6 ε, ε > 0 — точность
регулирования в установившемся режиме. Стабилизирующая составляющая
задается в виде u1 = −γy с алгоритмом настройки γ̇ = γ0y

2. Алгоритм (5.73)
по сравнению с [55, 184–186] позволяет оценить и скомпенсировать синусои-
дальные возмущения по косвенным измерениям, т.е. по измерениям только
выходного сигнала ОУ. При этом условия согласования для ОУ могут быть
не выполнены, что не позволит реализовать непосредственную компенсацию
возмущений.

В работе [189] рассматривается компенсация синусоидальных возмущений
для SISO ОУ вида

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Bf(t),

y(t) = Cx(t),
(5.74)

где f = A sin(ωt+ ϕ). Модель ОУ преобразуем к виду

a(p)y(t) = b(p)(u(t) + f(t)),

где полином a(s) гурвицев и коэффициенты полиномов a(s) и b(s) извест-
ны. Поскольку ОУ устойчивый с известными постоянными параметрами, то
ресурс управления тратится только на компенсацию возмущения. Для ком-
пенсации синусоидального возмущения используется следующий алгоритм

ū(t) = − 1

L̂
w̄(t+R− T̂ ),

w̄ =
2

α
ζ̇(t) + ζ(t) +

1

α2
θ̂(t)ζ(t),

R =

∣∣∣∣
ϕ̂

ŵ

∣∣∣∣ ,
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T̂ =
2π

ω̂
при ω̂ 6= 0,

L̂ =

∣∣∣∣
b(jω̂)

a(jω̂)

∣∣∣∣ ,

ϕ̂ = arg
b(jω̂)

a(jω̂)
,

ŵ(t) =

√
|θ̂(t)|,

θ̇(t) = kα2ζ(t)(y(t)− u(t)− ω̂(t)),

(p+ α)2ζ(t) = α2(y(t)− u(t)),

a(p)u(t) = b(p)ū(t),

где j =
√
−1 — мнимая единица. По сравнению с [190] в [189] алгоритм управ-

ления позволяет сократить время оценивания параметров возмущения. Одна-
ко данный факт можно проиллюстрировать только на численных примерах
моделирования.

В [58] рассматривается компенсация возмущения (5.67) при A0 = 0 и
n = 1, которое аддитивно действует только на выходе ОУ (5.74) в виде
y(t) = Cx(t) + f(t). Строится следующий наблюдатель

δ̂(t) = σ̂ sin(ω̂t),

pγ(p)σ̂(t) = βa(p) sin(ω̂t)(w(t) − ŵ(t)),

˙̂
θ(t) = kς(t)(z(t) − ẑ(t)), ω̂(t) =

√
|θ̂(t)|,

z(t) = w(t) − 2ς̇(t)− ς(t),

ς̇1(t) = ς2(t),

ς̇2(t) = −2ς2(t)− ς1(t) + w(t),

ς(t) = ς1(t),

γ(p)w(t) = γ(p)y(t)− a1(p)y(t)− b(p)u(t).

(5.75)

Здесь β > 0, γ(s) — произвольный гурвицев полином степени n, a1(p) =
= γ(p)− a1(p).

В работах [189, 190] результаты из [57, 59, 60] используются для решения
задачи адаптивной компенсации возмущений в линейных и нелинейных ОУ
с известным запаздыванием в канале управления. Модель нелинейного ОУ
представлена в виде дифференциального уравнения

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− τ) +Gϕ(y(t)) + Ef(t),

y(t) = Cx(t),

где x ∈ R
n — вектор состояния, u — скалярное управление, y — скалярный

выходной сигнал, ϕ — неизвестная нелинейность. Матрицы ОУ и запаздыва-
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ние известны. Предполагается, что модель ẋ(t) = Ax(t) +Gϕ(y(t)) — экспо-
ненциально устойчивая. Возмущение описывается функцией вида (5.67). Для
компенсации возмущений используется сигнал управления

u(t) = − 1

L0
σ̂ −

k∑

i=1

1

L̂i
f̂i

(
t+ τ − ϕ̂i

ω̂i

)
,

где L0 =
∣∣∣ b(0)a(0)

∣∣∣, Li =
∣∣∣ b(jω̂i)
a(jω̂i)

∣∣∣, ϕ̂i = arg b(jω̂i)
a(jω̂i)

— оценка фазы возмущения ϕi,

ω̂i — оценка частоты возмущения ωi, которая получена с помощью алгорит-
ма, аналогичного (5.75). Теоретические результаты работ [189, 190] экспери-
ментально исследованы на маятнике на тележке в [60].

В [79] результаты [57, 59, 60] обобщены на решение задачи управления объ-
ектом при наличии неизвестного запаздывания в канале управления. В дан-
ном случае с учетом того что возмущение периодическое, оно оценивалось
вместе с неизвестным запаздыванием и строился прогноз возмущения на вре-
мя запаздывания.

6. Заключение

Наблюдатели возмущений находят все более широкое применение в тео-
рии и практике построения систем управления, и им посвящена обширная
литература. Так, по состоянию на сентябрь 2019 г. в системе Scopus по клю-
чевым словам “disturbance”&“observer” имеется более 16 тысяч цитирований.
В частности, статья [18] в течение 10 лет после опубликования получила 2122
цитирования, статья [107] — 750 цитирований, обзор [80] за три года получил
525 цитирований. Это говорит о высокой востребованности данного направ-
ления для современной теории и практики построения автоматических си-
стем. В настоящем обзоре авторами сделана попытка представить основные
теоретические результаты и направления исследований по синтезу и приме-
нению наблюдателей возмущений. Практическим приложениям будет посвя-
щена следующая часть обзора.
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НЕЛИНЕЙНОЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ
ГАМИЛЬТОНОВЫХ СИСТЕМ: ЗАДАЧА ИДЕНТИФИКАЦИИ

КАК ЗАДАЧА СТАБИЛИЗАЦИИ1

В данной статье представлены две численные процедуры идентифика-
ции параметров гамильтоновых систем непрерывного времени. Предло-
женный подход использует свойства первых интегралов и их характери-
стики, позволяя рассматривать процесс параметрической идентификации
как стабилизацию производных первых интегралов. Эта идея реализует-
ся с помощью двух численных процедур, использующих дифференциатор
типа “супер-твист” для оценки производных обобщенных координат и им-
пульсов в реальном времени. Показана сходимость указанных процедур
идентификации и их применение для скалярного и векторного случаев.
Численные примеры демонстрируют хорошую работоспособность пред-
ложенных методов.

Ключевые слова: функция Гамильтона, первые интегралы, идентифика-
ция, стабилизация.
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1. Введение

Идентификация систем — это совокупность методов определения харак-
теристик математической модели системы по измерениям ее входов и выхо-
дов. Методы оценки параметров нелинейных систем зависят от структуры
модели и основаны либо на линейных, либо на нелинейных (по параметрам)
моделях. Выбор между этими двумя подходами часто диктуется исследуемым
процессом. Если известна структура дифференциального уравнения, описы-
вающего процесс, то алгоритмы оценивания параметров могут быть приме-
нены непосредственно для оценки неизвестных параметров. Когда априорной
информации не достаточно, и процесс рассматривается как черный ящик, то
стандартным подходом является описание оператора входа/выхода с помо-
щью подходящей модели представления, которая обычно выбирается нели-
нейной во входных и выходных переменных, но линейной по оцениваемым
параметрам. В этом случае для оценивания параметров обычно применяют-
ся различные варианты методов наименьших квадратов (МНК).

Применение МНК требует выполнения так называемого “условия постоян-
ного возбуждения”. Если неизвестные параметры, подлежащие оценке, участ-
вуют в описании модели в нелинейной форме, прямое применение такого

1 Работа выполнена при финансовой поддержке CONACYT-Mexico (грант № CB 2015-
251552-Y).
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подхода приводит к глобальной многоэкстремальной оптимизационной за-
даче, решение которой может быть получено с помощью МНК или любого
другого градиентного метода (см. [1, 2]). Последние достижения в этой обла-
сти включают в себя комбинированный алгоритм сглаживания и оценивания
параметров [3, 5], который компенсирует неопределенную структуру модели
и внешние возмущения путем введения в модель изменяющихся во времени
параметров, и рекурсивный алгоритм, предполагающий повторное использо-
вание данных [6].

Гамильтоновы системы представляют собой особый класс консерватив-
ных нелинейных систем [7, 17], в которых отсутствует “потеря энергии”, а
некоторые функции координат и обобщенных импульсов поддерживаются
неизменными (первые интегралы) [8]. Эти консервативные свойства предо-
ставляют новые возможности для успешной параметрической идентифика-
ции неизвестных параметров, участвующих нелинейно в описании модели.
В данной работе реализован такой подход, предусматривающий использова-
ние двух новых процедур идентификации в непрерывном времени. Доказана
сходимость этих процедур, два численных примера иллюстрируют хорошую
работоспособность предлагаемого подхода.

1.1. Основные допущения и ограничения

Существует множество работ, посвященных идентификации линейных па-
раметров, но которые не могут быть реализованы для моделей, содержащих
нелинейные параметры. Как было уже отмечено выше, эта ситуация имеет
место из-за того, что многие модели систем основаны на динамике особо-
го вида: нелинейность параметров может спровоцировать сингулярность и
многоэкстремальность соответствующих оптимизационных задач. Основные
допущения, которые ограничивают класс гамильтоновых систем, рассматри-
ваемых в данной работе, могут быть сформулированы в следующем виде:

— доступная (измеряемая в реальном времени) информация представляет
собой обобщенные координаты (q1, . . . , qn) и импульсы (p1, . . . , pn), но не их
производные;

— специальное условие принадлежности “конусу”, о котором будет гово-
риться ниже, требуется для обеспечения работоспособности двух предло-
женных процедур идентификации; оно основано на так называемом условии
σ-стабилизации (локальной выпуклости).

1.2. Основные результаты

Основные результаты данной статьи состоят в следующем:

— переформулирована задача параметрической идентификация для ши-
рокого класса гамильтоновых систем как задача стабилизации специальных
функций (первых интегралов), остающихся постоянными на траекториях си-
стем; их число не обязательно должно соответствовать полной системе неза-
висимых первых интегралов и может варьироваться от 1 до 2n;

— применен наблюдатель типа “супер-твист” [9] для оценки соответствую-
щих производных состояний и обобщенных импульсов в реальном времени;
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— предложены две численные процедуры для реализации процедуры иден-
тификации: одинарная и двойная “сигнум-коррекция”;

— проанализирована сходимость (асимптотическая и на конечном гори-
зонте) этих процедур;

— приведены два численных примера, иллюстрирующие работоспособ-
ность предложенного подхода, где функции Гамильтона содержат неизвест-
ные параметры в нелинейном виде.

1.3. Структура работы

Структура работы выглядит следующим образом. Вторая часть, следую-
щая за Введением, представляет собой краткое описание лагранжева и га-
мильтонова формализма. В следующей части (третьей) дано определение
первых интегралов и приведены их возможные структуры. В четвертой части
представлена постановка задачи и кратко описан подход к решению пробле-
мы. В пятой части задача идентификации рассмотрена как стабилизация с
использованием методов оптимизации. Затем обсуждаются две предложен-
ные численные процедуры и их сходимость. Наконец, два примера числен-
ного моделирования, реализованных в MATLAB/SIMULINK R©, показывают
эффективность предложенных методов.

2. Гамильтонов формализм и постановка задачи

2.1. Лагранжев формализм

Описание динамических моделей для широкого класса электромеханиче-
ских систем задается классическим уравнением Лагранжа вида

d

dt

∂

∂q̇i
L (q, q̇, t)− ∂

∂qi
L (q, q̇, t) = Qi,non−potential (q, q̇, t) , i = 1, n,(1)

где q = (q1, . . . , qn)
⊺ и q̇ = (q̇1, . . . , q̇n)

⊺ — вектора обобщенных координат и
скоростей, L(q, q̇, t) — гладкая функция Лагранжа 2n + 1 переменных, задан-
ная в форме

L (q, q̇, t) := T (q, q̇, t)− V (q, t) .(2)

Для “натуральных” механических систем T (q, q̇, t) — кинетическая энер-
гия рассматриваемой системы, а V (q, t) — потенциальная энергия,
Qi,non−potential(q, q̇, t) — обобщенная непотенциальная сила, действующая на

i-ую координату
(
i = 1, n

)
.

Ниже будет рассмотрен только класс консервативных систем, в которых
непотенциальные силы отсутствуют, т.е. для всех i = 1, n и всех t > 0

Qi,non−potential (q, q̇, t) = 0,

что обеспечивает выполнение равенства

d

dt

∂

∂q̇i
L (q, q̇, t)− ∂

∂qi
L (q, q̇, t) = 0, i = 1, n.(3)
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Говоря о траектории системы, используем обозначения q(t) = (q1(t), . . .
. . . , qn(t))

⊺ и q̇(t) = (q̇1(t), . . . , q̇n(t))
⊺ — векторы обобщенных координат и ско-

ростей как функции времени t > 0.

2.2. Гамильтонов формализм

В соответствии с гамильтоновым подходом определим обобщенные им-
пульсы

pi :=
∂

∂q̇i
L (q, q̇, t) , i = 1, n,(4)

и функцию Гамильтона (преобразование Лежандра)

H (q, p, t) :=
[
p⊺q̇ − L (q, q̇, t)

]
q̇=q̇(q,p,t)

,(5)

где вектор q̇ получен из условия (4) в предположении разрешимости этой
системы. Таким образом, q̇ = q̇ (q, p, t). Из уравнений (3) и (4) напрямую сле-
дует, что обобщенные координаты и импульсы удовлетворяют каноническим
уравнениям Гамильтона





q̇i =
∂

∂pi
H (q, p, t) ,

ṗi = − ∂

∂qi
H (q, p, t) , i = 1, n.

(6)

2.3. Неизвестные параметры динамических уравнений

Предположим, что и кинетическая энергия T (q, q̇, t), и, вообще говоря,
потенциальная V (q, t) зависят от вектора неизвестных параметров α∗ ∈ R

r,
а именно

T = T (q, q̇, t|α∗) , V = V (q, t|α∗) ,

причем подразумевается, что функция Лагранжа L (q, q̇, t) (2) и соответст-
вующая функция Гамильтона H (q, p, t) (5) становятся зависящими также
от α∗, т.е.

L = L (q, q̇, t|α∗) , H = H (q, p, t|α∗) .

Отметим, что на траектории системы переменные состояния, обобщенные ко-
ординаты и импульсы (и их производные), также зависят от этого неизвест-
ного параметра:

q = q (t|α∗) , q̇ = q̇ (t|α∗) , p = p (t|α∗) , ṗ = ṗ (t|α∗) ,

а уравнения (6) переходят в равенства




q̇i (t|α∗) =
∂

∂pi
H (q (t|α∗) , p (t|α∗) , t|α∗) ,

ṗi (t|α∗) = − ∂

∂qi
H (q (t|α∗) , p (t|α∗) , t|α∗) .

(7)
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Зам е ч а ни е 1. Отметим, что ввиду равенства (4) могут возникнуть два
различных случая:

Случай 1: когда для всех i = 1, n

∂2

∂α∗∂q̇i
L (q (t|α∗) , q̇ (t|α∗) , t|α∗) = 0,(8)

что влечет за собой независимость импульса p от α∗ и возможность оценить
его напрямую из (4), используя измерения q = q (t|α∗) и оценки производной
̂̇q (t|α∗).

Случай 2: когда по крайней мере для одного i = i0

∂2

∂α∗∂q̇i0
L (q (t|α∗) , q̇ (t|α∗) , t|α∗) 6= 0,(9)

что требует использования специальной процедуры, которая в дальнейшем
будет названа p-адаптивным оцениванием.

2.4. Постановка задачи

Зад а ч а 1. Основываясь на онлайн-измерении координат q (t|α∗)
(предположим, что эти измерения точны, т.е. не содержат никакого шума
в измерениях), получить оценку векторного параметра α (t) ∈ R

r, которая
является асимптотически состоятельной, а именно, удовлетворяет

α (t) −→
t→∞

α∗.(10)

Для успешного решения поставленной задачи, нужно получить онлайн-

оценки q̇ (t|α∗) , p (t|α∗) и ṗ (t|α∗) , которые будут обозначены ниже как ̂̇q (t) ,
p̂ (t) и ̂̇p (t). Это можно сделать путем применения так называемого точного
дифференциатора, реализованного по схеме “супер-твист” [9].

Заметим, что вектор α∗ неизвестных параметров может участвовать в ка-
нонических уравнениях (7) нелинейным образом. Таким образом, во многих
случаях прямое применение метода наименьших квадратов (или его моди-
фикации) невозможно, что порождает новые задачи для исследователей и
инженеров: требуется разработать конкретные методы (численные процеду-
ры) для успешной идентификации неизвестного векторного параметра α∗.

3. Первые интегралы

3.1. Определение первых интегралов

Напомним, что функция f(t, q, p), которая принимает постоянное значение
на траекториях гамильтоновой системы (6), называется первым интегралом
системы. Класс первых интегралов характеризует следующее свойство [10].

Лемма 1. Функция f(t, q, p) является первым интегралом гамильтоно-
вой системы (6) с гамильтонианом H тогда и только тогда, когда

∂f(t, q, p)

∂t
+ [f,H] = 0,(11)
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где [f,H] называют скобками Пуассона и задают с помощью выражения

[f,H] :=

n∑

i=1

(
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

)
.(12)

3.2. Характеристика первых интегралов путем исследования
гамильтоновой структуры

Проверяя выполнение свойства (11) (подставляя функции H в (11)),
несложно убедиться, что следующие функции являются первыми интегра-
лами:

1) если

∂H (q, p)

∂t
= 0, то H = const

t
,(13)

2) если

H = H(f(q1, . . . , qm, p1, . . . , pm), qm+1, pm+1, . . . , qn, pn, t),

то f(q1, . . . , qm, p1, . . . , pm) = const
t
,

(14)

3) если

H = H(ϕ1(q1, p1), . . . , ϕn(qn, pn), t),

то ϕi(qi, pi) = const
t
, i = 1, n ,

(15)

4) если

H = H(ϕj(. . . ϕ2(ϕ1(q1, p1), q2, p2) . . .), qj+1, pj+1, . . . , qn, pn, t),

то ϕk(. . . ϕ2(ϕ1(q1, p1), q2, p2) . . . , qk, pk) = const
t
, k = 1, j ,

(16)

5) если

H =

n∑
i=1

fi(qi, pi)

n∑
i=1

ϕi(qi, pi)

,

то fi(qi, pi)−Hϕi(qi, pi) = const
t
, i = 1, n,

(17)

6) если

H = φ(t)

n∑
i=1

αifi(qi, pi)

n∑
i=1

βifi(qi, pi)

, то fi(qi, pi) = const
t
, i = 1, n .(18)
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4. Задача идентификации как задача стабилизации

4.1. Производная первого интеграла

Неизвестные параметры, вообще говоря, входят аналитически в каждый
первый интеграл f(t, q, p|α), поэтому нужно помнить, что измеренные или
оцененные траектории зависят от реальных значений неизвестного α∗, т.е.
q = q (t|α∗) и p = p (t|α∗). Это означает, что

f(t, q (t|α∗) , p (t|α∗) |α) = const,
t

если α = α∗.(19)

Другими словами, для идентификации неизвестного параметра α ∈ R
r при-

дется использовать свойство (19), рассматривая параметр α как управляю-
щее (корректирующее) воздействие, которое будет выбрано для стабилизации
функции f(t, q (t|α∗) , p (t|α∗) |α).

Это требование можно выразить в виде

σ (t, α) :=
d

dt
f(t, q (t|α∗) , p (t|α∗) |α)≡ 0, если α = α∗.(20)

Таким образом, выполнение условия стабилизации (19) можно интерпрети-
ровать как построение управляющего воздействия u ∈ R

r, обеспечивающего
σ-стабилизацию

σ (t, u) = 0(21)

для любого t > 0.

4.2. Мотивирующий пример

Для иллюстрации свойства (20) рассмотрим стандартный маятник, дина-
мика которого описана уравнением

q̇ =
p

α∗2 , ṗ = −mgα∗ sin(q) + (να∗)2 sin(q) cos(q), α∗ > 0(22)

(r = n = 1) с гамильтонианом

H(q, p|α∗) =
p2

2α∗2 +mgα∗(1− cos(q))− 1

2
(να∗)2 sin2(q).(23)

Отметим, что неизвестный параметр α∗ входит в это уравнение нелинейно.
Следуя (20) и обозначая для простоты q∗ = q (t|α∗) и p∗ = p (t|α∗), определим

σ (t, u) =
p∗

u2
ṗ∗ +

[
mgu sin (q∗)− (νu)2 sin (q∗) cos (q∗)

]
q̇∗ =

= −p
∗

u2
∂H

∂q
+
[
mgu sin (q∗)− (νu)2 sin (q∗) cos(q∗)

] ∂H
∂p

=

= −p
∗

u2
[
mgu sin (q∗)−

(
νu2
)
sin (q∗) cos (q∗)

]
+
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+
[
mgu sin (q∗)− (νu)2 sin (q∗) cos (q∗)

] p∗
u2

=

= p∗
(
u2 − α∗2

α∗2u2

)[
mg sin (q∗) (α∗ + u)−

(
α∗2 + u2

)
ν2 sin (q∗) cos (q∗)

]
.

Когда u = α∗, имеем σ (t, α∗) = 0. Для иллюстрации зависимости σ(t, u) от u
для различных t > 0 рассмотрим ситуацию, когда α∗ = 0,5, m = 1, g = 9,82 и
ν = 1. График соответствующей функции σ(t, u) показан на рис. 1 для раз-
личных значений t = tk (k = 1, 2, . . .).
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Рис. 1. График σ(t, u).

Отметим, что все кривые на рисунке лежат за пределами конуса C.

5. Задача идентификации как задача оптимизации

5.1. Дифференциальные оптимизаторы

Условие (21), которое нужно реализовать, также может быть представлено
в виде следующей задачи оптимизации:

|σ (t, α)| → min
α

(24)

для всех t > 0 или, другими словами,

0 =
∂

∂α
|σ (t, α)| = sign (σ (t, α))

∂

∂α
σ (t, α) .

Рассмотрим следующие численные дифференциальные процедуры (оптими-
заторы) [15, 16]:
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1) Процедура 1 (использование одной сигнум-функции):

α̇ (t) = −γ (t) sign (σ (t, α (t)))
∂

∂α
σ (t, α (t)) ;(25)

2) Процедура 2 (использование двух сигнум-функций):

α̇ (t) = −γ (t) sign (σ (t, α (t))) sign

(
∂

∂α
σ (t, α (t))

)
.(26)

В обеих процедурах функция усиления γ (t) удовлетворяет предположе-
нию

γ (t) > 0,

∞∫

t=0

γ (t) dt = ∞.(27)

5.2. Наблюдатель типа “супер-твист” для оценивания q̇ (t|α∗) и ṗ (t|α∗)

Сначала отметим, что, если ∂f/∂t≡ 0 в (20), то

σ (t, α (t)) =

[
∂

∂q
f (t, α (t))

]⊺
q̇ (t|α∗) +

[
∂

∂p
f (t, α (t))

]⊺
ṗ (t|α∗) ,

в результате имеем

∂

∂α
σ (t, α (t)) =

∂

∂α

[
∂

∂q
f (t, α (t))

]⊺
q̇ (t|α∗) +

∂

∂α

[
∂

∂p
f (t, α (t))

]⊺
ṗ (t|α∗) .

Несложно заметить, что получена функция ∂
∂ασ (t, α (t)), которая использу-

ется в обеих процедурах (25) и (26). Для нахождения ее значения необхо-
димо знать вектор-функции q̇ (t|α∗) и ṗ (t|α∗) , или, если первое невозможно,

использовать их онлайн-оценки ̂̇q (t) и ̂̇p (t) . Эти оценки можно получать в
реальном времени, применяя следующий “супер-твист” алгоритм [9, 11]:

— для случая 1 (8):

(
ẋ2 (t)

̂̇q (t|α∗)

)
=

{
q(t|α∗)− βsign(q̂ (t)− q(t|α∗)),

x2 (t)− θ||q(t|α∗)− q̂ (t)||1/2sign(q̂ (t)− q(t|α∗)),
(28)

(
ẋ2 (t)

̂̇p (t)

)
=

{
p(t)− βsign(p̂ (t)− p(t)),

x2 (t)− θ||p(t)− p̂ (t)||1/2sign(p̂(t)− p(t)),
(29)

— для случая 2 (9) p-адаптивная оценка:

(
ẋ2 (t)

̂̇q (t|α∗)

)
=

{
q(t|α∗)− βsign(q̂ (t)− q(t|α∗)),

x2 (t)− θ||q(t|α∗)− q̂ (t)||1/2sign(q̂ (t)− q(t|α∗)),
(30)
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(
ẋ2 (t)

̂̇p(t|α(t))

)
=

{
p(t|α (t))− βsign(p̂(t|α (t))− p(t|α (t))),

x2(t)−θ||p(t|α(t))− p̂(t|α(t))||1/2sign(p̂(t|α(t))−p(t|α(t))),
(31)

где параметры дифференциаторов θ и β удовлетворяют условиям [28, 29, 30,
31]

β > 5L, θ2 ∈ {32L, 8[β − L]} ,

max

{
sup
t
|q̇(t|α∗)|; sup

t
|ṗ(t|α∗)|

}
6 L,

если производные обобщенных координат и импульсов ограничены на всей
числовой оси времени.

Зам е ч а ни е 2. Заметим, что оценки ̂̇q (t) и ̂̇p (t) сходятся за конечное вре-
мя к реальным значениям q̇ (t|α∗) и ṗ (t|α∗), если в онлайн-измерениях q(t|α∗)
и p(t|α∗) нет шума и возмущений.

5.3. Анализ сходимости процедуры оптимизации

Следующая теорема представляет собой достаточные условия работоспо-
собности предлагаемых процедур идентификации (25)–(26). Зададим функ-
цию Ляпунова V (α) в виде

V (α) :=
1

2
‖α− α∗‖2 .(32)

Те ор ем а 1. Предположим, что

1. Условие (27) выполнено при ограниченных γ(t).

2. Для всех t > 0 и всех α ∈ R
r специальное условие принадлежности “ко-

нусу” выполнено

sign (σ (t, α)) (α− α∗)⊺
∂

∂α
[σ (t, α)] > ρV κ (α) , ρ > 0,

где κ ∈ (0, 1].

Тогда

— процедура (25) обеспечивает асимптотическую сходимость

α (t) −→
t→∞

α∗,

— процедура (26) при γ(t) = const > 0 и κ = 0,5 обеспечивает сходимость
за конечное время, а именно, для всех t > treach α (t) = α∗, где

treach :=
√
2
||α(0) − α∗||

γρ
.(33)
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Дока з а т е л ь с т в о. Из (32) следует, что

V̇ (α (t)) = (α (t)− α∗)⊺ α̇ (t) =

= −γ (t) sign (σ (t, α (t))) (α (t)− α∗)⊺
∂

∂α
[σ (t, α (t))] .

По условиям этой теоремы

V̇ (α (t)) 6 −γ (t) ρV κ (α (t)) .(34)

Принимая κ = 1 для процедуры (25) и учитывая предположение (27), полу-
чаем

V (α (t)) 6 V (α (0)) exp


−ρ

t∫

τ=0

γ (τ) dτ


 −→

t→∞
0,

что влечет за собой α(t) −→
t→∞

α∗. Если же κ = 0,5 и γ = const > 0, то для

процедуры (26) имеем

V̇ (α (t)) 6 −γρ
√
V (α (t)),(35)

что влечет

0 6
√
V (α (t)) =

||α(t) − α∗||√
2

6
√
V (α (0))− 1

2
γρt

и

||α(t)− α∗|| 6 ||α(0) − α∗|| − γρ√
2
t

и приводит к выполнению условия (33).

6. Численное моделирование

Прим ер 1 (наклонная плоскость). Рассмотрим простую механическую
систему, представленную на рис. 2.

j

q

m

r

M
x

Рис. 2. Наклонная плоскость.
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Рис. 3. Функция Q(θ, r).

Кинетическая энергия этой системы задана в виде

T (x, ϕ, ẋ, ϕ̇) =
1

2
(M +m)ẋ2 −mrẋϕ̇ cos(θ) +

3

4
mr2ϕ̇2,

а потенциальная энергия равна

V (x, ϕ, t) = −gmϕr sin(θ).

Соответствующая функция Лагранжа имеет вид

L(x, ϕ, ẋ, ϕ̇) =
1

2
(M +m)ẋ2 −mrẋϕ̇ cos(θ) +

3

4
mr2ϕ̇2 + gmϕr sin(θ),

а уравнения Эйлера–Лагранжа заданы как

f1(θ, r, t) := (M +m)ẍ (t)−mrϕ̈ (t) cos(θ) = 0,

f2(θ, r, t) := −mrẍ (t) cos(θ) + 3

2
mr2ϕ̈ (t)− gmr sin(θ) = 0.

Для численного моделирования выберем M = 0,1, m = 1 и g = 9,81. Для при-
менения МНК для оценки двух параметров θ и r, зададим функцию затрат
в виде

Q(θ, r) =

T=50∫

t=0

[
f21 (θ, r, t) + f22 (θ, r, t)

]
dt.(36)

График этой функции Q(θ, r) приведен на рис. 3, где каждый может увидеть
разные локальные экстремумы. Соответствующий гамильтониан задан в виде

H(q(t), p(t)) =
2(m+M)p2ϕ + 3mp2xr

2 + 4mpϕpxr cos(θ)

2mr2(m+ 3M + 2m sin2(θ))
− gmϕr sin(θ),(37)
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Рис. 5. α−сходимость.

который получен с учетом первого интеграла и α∗ =
[
θ r

]
=
[

π
12 2

]
. Как

видно на рис. 4, H(q(t), p(t)|α∗) = const
t

, а H(q(t), p(t)|α) с “неправильным”

α = [ π
3 5 ] осциллирует по времени. Этот результат подтверждает тот факт,

что стабилизация H(q(t), p(t)|α) имеет смысл и соответствует идентификации
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Рис. 6. Гамильтониан.

точного значения параметра α∗. Используя процедуры (25)–(26), получим
процесс идентификации, представленный на рис. 5.

В данных экспериментах γ(t) была задана в виде

γ(t) =





γ/η, если t ∈ [0, t0) ,
γ

η(t− t0 + 1)
, если t > t0.

(38)

Для процедуры (25) были использованы γ = 1, γ = 15 и η = 1000, а для про-
цедуры (26) были взяты значения γ = 20 и η = 1. Динамика изменения га-
мильтониана (23) показана на рис. 6.

Прим ер 2 (электрическая цепь). Рассмотрим электрическую цепь, пока-
занную на рис. 7. Кинетическая энергия задана в виде

T (q, q̇, t) =
q̇21L1

2
+
q̇22L2

2
,
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Рис. 8. Функция Q(c0, L1).

а потенциальная энергия – выражением

V (q, t) =
(c0 + c1)q

2
1

2c0c1
+

(c0 + c2)q
2
2

2c0c2
− e1q1 − e2q2 −

q1q2
c0

.

Тогда, получим следующую функцию Лагранжа L = T − V :

L(q, q̇, t) = e1q1 + e2q2 +
q̇21L1

2
+

q̇22L2

2
+
q1q2
c0

− (c0 + c1)q
2
1

2c0c1
− (c0 + c2)q

2
2

2c0c2
.

Соответствующие уравнения Эйлера–Лагранжа имеют вид

f1(c0, L1, t) := q̈1L1 − e1 +
q1
c0

+
q1
c1

− q2
c0

= 0,

f2(c0, t) := q̈2L2 − e2 +
q2
c0

+
q2
c2

− q1
c0

= 0.

Для проведения численного моделирования были выбраны следующие зна-
чения: L2 = 7, c1 = 0,5 и c2 = 2,2. Для использования МНК снова зададим
функцию затрат вида (36), которая будет минимизирована с помощью под-
ходящего выбора двух параметров c0, L1. График функции Q(c0, L1) показан
на рис. 8, видно, что функция имеет несколько экстремумов.
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Рис. 9. H(q, p|α∗) и H(q, p|α).

Соответствующий гамильтониан представлен в виде

H(q(t), p(t), t) =
p1
2L1

+
p2
2L2

+
(c0 + c1)q

2
1

2c0c1
+

+
(c0 + c2)q

2
2

2c0c2
− e1q1 − e2q2 −

q1q2
c0

.

(39)

Фактически он совпадает с первым интегралом при реальных значениях α =
= α∗ =

[
c0 L1

]
=
[
1,5 5

]
. Как видно, на рис. 9 H(q(t), p(t)|α∗) = const

t
,

а H(q(t), p(t)|α) при α = [ 3 2 ] осциллирует со временем, что подтвержда-
ет предположение о необходимости идентификации неизвестного вектора α∗

путем решения задачи стабилизации H(q(t), p(t)|α).
В этом случае имеем дело со случаем 2, когда обобщенный импульс за-

висит от неизвестного параметра. т.е. p = p(t, α∗). Таким образом, используя
p-адаптивную оценку (31), можно увидеть, что p(t, α(t)) быстро сходится к
p(t, α∗) (см. рис. 10).

Применяя процедуры (25), (26), получим процесс идентификации, пока-
занный на рис. 11.

Для данного примера были использованы γ = 0,00000148 для процеду-
ры (25), а для процедуры (26) — γ = 2 и тот же вид γ(t) (38). Динамика
гамильтониана (39) представлена на рис. 12.

Как видно из примеров, численное моделирование динамических систем,
которые нелинейно содержат неизвестные параметры в описании, показывает
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хорошую работоспособность предложенного подхода в то время, как МНК
практически не работает, застревая в точках локальных экстремумов.

Зам е ч а ни е 3. Предложенный подход может быть эффективно приме-
нен к большому классу физических моделей, где рассматривается движение
релятивистских частиц в электромагнитных полях, так как в этих системах
отсутствуют непотенциальные силы, а следовательно, их можно отнести к
классу консервативных систем, допускающих применение формализма Га-
мильтона.

7. Выводы

• В настоящей работе предложен подход для параметрической идентифика-
ции, основанный на первых интегралах гамильтоновой системы.

• Этот подход требует онлайн-измерений соответствующих обобщенных ко-
ординат и применения наблюдателя типа “супер-твист” для оценки их про-
изводных и обобщенных импульсов.

• Численное моделирование процедур “стабилизации” (25) и (26) иллюстри-
рует работоспособность предложенного подхода.
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1. Введение

Задачи с управлениями в коэффициентах уравнений в частных производ-
ных относятся к наиболее важным прикладным классам задач, которые яв-
ляются наиболее трудными для теоретического исследования и численного
решения. Вариационные методы решения обратных задач для уравнений ма-
тематической физики тесно связаны с задачами оптимального управления
в коэффициентах этих уравнений [1–3]. В [1–9] и др. для ряда постановок
задач с управлениями в коэффициентах основных типов уравнений мате-
матической физики исследуются вопросы корректности, необходимые и до-
статочные условия оптимальности, разработки вычислительных методов их
решения.

В данной работе рассматриваются задачи оптимального управления для
эллиптических уравнений с коэффициентами, зависящими не только от
управляющей функции, но и от ее градиента. Именно зависимость коэффици-
ентов уравнения от градиента функции управления создает дополнительные
трудности для применения известных методов доказательства разрешимости
и условий оптимальности решения. Критерий качества в постановке рассмат-
риваемой задачи оптимального управления связан с теорией обратных задач,
и частные случаи этого критерия применены в [2–7] и др. В заключении даны
приложения результатов к задаче оптимального управления границей обла-
сти [4, 8].

Изучаемая в работе задача связана с такими важными прикладными за-
дачами, как задачи управления границей области, задачи с неизвестной гра-
ницей, процессы управления, когда коэффициенты уравнения состояния за-
висят не только от управляющего фактора, но и от его градиента. Для тео-
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ретического и прикладного исследования подобных задач наряду с их раз-
решимостью важным является также установление условий оптимальности
решения, а также другие вопросы применения в практике. Поэтому данная
работа частично носит и подготовительный характер; в ней излагаются во-
просы разрешимости рассматриваемых задач и их связь с главными пред-
ставителями процессов из этого класса практики, т.е. с задачами управления
границей области, а также даются основные понятия, необходимые для даль-
нейшего изложения. В последующей работе будут рассмотрены вопросы об
условиях оптимальности управления для основной задачи, а также задачи с
неизвестной границей области и др. Поэтому последующая работа посвящена
необходимому условию оптимальности для задач оптимизации с градиентом
управления в коэффициентах уравнений эллиптического типа.

2. Постановка задачи

Пусть D — ограниченная область в n-мерном евклидовом простран-
стве Rn — с достаточно гладкой границей Γ , D — замыкание области D, x =
= (x1, . . . , xn) — произвольная точка области D. Общеизвестные функцио-

нальные пространства Lp(D), W l
p (D),

◦
W l

p (D) и др., где p ≥ 1, l ≥ 0 — за-
данные числа, которые ниже используются, определены, например, в [10],

обозначения ∀ означает «для любого»,
◦
∀ означает «при почти всех».

Рассмотрим процесс с управлениями в коэффициентах эллиптического
уравнения

−
n∑

i,j=1

∂

∂x i

(
aij(x, v(x), vx(x))

∂uk
∂xj

)
+

n∑

i=1

bi(x, v(x), vx(x))
∂uk
∂xi

+

+ c(x, v, vx(x))uk = f(x, v, vx(x)), k = 1, 2,

(1)

и с краевыми условиями

u1|Γ = g1(x), x ∈ Γ,(2)

∂u2
∂N

∣∣∣∣
Γ

≡
n∑

i,j=1

aij(x, v(x), vx(x))
∂u2
∂xj

cos(xi,
∧
N)

∣∣∣∣∣∣
Γ

= g2(x), x ∈ Γ,(3)

где g1(x) ∈W
1/2
2 (Γ ), g2(x) ∈ L2(Γ ) — заданные функции, коэффициенты

уравнения (1) aij(x, v, w), bi(x, v, w), i, j = 1, . . . , n, c(x, v, w) и правая часть
уравнения f(x, v, w) — заданные функции своих аргументов, v = v(x) —
функция управления, которая принадлежит множеству

V =

{
v : v = v(x) ∈W 1

∞(D), 0 < v1 ≤ v(x) ≤ v2(x), |vx(x)| ≤ v3,
◦
∀x ∈ D

}
,

v1, v2, v3 — заданные положительные постоянные, uk = uk(x) = uk(x, v),
k = 1, 2, — решения, соответственно первой и второй краевых задач для урав-
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нения (1), N — внешний конормаль границы Γ . Пусть требуется минимизи-
ровать функционал

Jα(v) =
∥∥∥ω(v(E))

[
u1(x)− u2(x)

]∥∥∥
2

L2(D)
+

+ α
∥∥∥v(x)− v̄(x)

∥∥∥
2

L2(D)
→ inf, α ≥ 0,

(4)

на множестве V при условиях (1)–(3), где ω(v) — непрерывно-диффе-
ренцируемая функция определенная на отрезке [v1, v2], v̄ ∈ L2(D) — за-
данный элемент, α ≥ 0 — заданное число. Предположим, что функции
uk ≡ uk(x)≡ uk(x, v), k = 1, 2, для каждого выбранного v(x) ∈ V являются
обобщенными решениями из W 1

2 (D) краевых задач (1), (2) и (1), (3), соответ-
ственно. Ниже всюду предполагается, что:

1) aij(x, v, w), bi(x, v, w), i, j = 1, n, c(x, v, w), f(x, v, w) — заданные непре-
рывные функции своих аргументов в области

Π ≡
{
(x, v, w) : x ∈ D̄, v ∈ [v1, v2] , w ∈ [−v3, v3]

}
;

2) коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям равномерной эл-
липтичности:

µ1

n∑

i=1

ξ2i ≤
n∑

i,j=1

aij(x, v, w)ξiξj ≤ µ2

n∑

i=1

ξ2i , aij(x, v, w) = aji(x, v, w),

0 < µ1 ≤ c(x, v, w) ≤ µ3, ∀(x, v, w) ∈ Π, ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, i, j = 1, n,

µm, m = 1, 3 — заданные положительные числа;

3) операторы суперпозиции F (v)≡f(x, v(x), vx(x)), C(v)≡ c(x, v(x), vx(x)),
Bi(v)≡ bi(x, v(x), vx(x)), Aij(v)≡ aij(x, v(x), vx(x)) для всех i, j = 1, . . . , n,
непрерывно действуют из W 1

∞(D) в пространства L2(D), L∞(D), L∞(D),
L∞(D), соответственно. Нетрудно указать достаточные условия, обеспечи-
вающие справедливость этого предположения [11].

Из теории эллиптических уравнений [10] следует, что при принятых вы-
ше предположениях если число µ2 «достаточно большое», то задачи Дирихле
и Неймана для эллиптических уравнений разрешимы. Точнее, доказывает-
ся [10], что для каждого выбранного v из множества V при принятых выше
предположениях, решения задач (1), (2) и (1), (3) из пространства W 1

2 (D)
существуют, единственны и верны априорные оценки

‖u1‖W 1
2 (D) ≤ C1

[
‖f‖L2(D) + ‖g1‖W 1/2

2 (Γ )

]
,(5)

‖u2‖W 1
2 (D) ≤ C2

[
‖f‖L2(D) + ‖g2‖L2(Γ )

]
,(6)

где положительные постоянные C1 и C2 определяются параметрами vi и µi,

i = 1, 2, 3. Нетрудно проверить, что [10] при условиях g1(x) ∈W
1/2
2 (Γ ),
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g2(x) ∈ L2(Γ ) и при принятых выше предположениях заменой неизвестных
функций граничные условия (2), (3) всегда могут быть приведены к одно-
родному виду

u1|Γ = 0,(7)

∂u2
∂N

∣∣∣∣
Γ

= 0.(8)

Поэтому в дальнейшем предположим, что граничные условия (2) и (3) при-
ведены к однородному виду (7) и (8). Ниже воспользуемся определением.

Опр е д е л е н и е 1. При каждом выбранном управлении v ∈ V функ-

цию u1(x) ∈
◦
W 1

2 (D) назовем решением краевой задачи (1), (7), функцию

u2(x) ∈W 1
2 (D) назовем решением краевой задачи (1), (8), если для любых

функций η1(x) ∈
◦
W 1

2 (D) и η2(x) ∈W 1
2 (D) они удовлетворяют интегрально-

му тождеству

∫

D




n∑

i,j=1

aij(x, v(x), vx(x))
∂uk(x)

∂xj

∂ηk(x)

∂xi
+

+

[
n∑

i=1

bi(x, v(x), vx(x))
∂uk
∂xi

+ c(x, v(x), vx(x))uk(x)−

− f (x, v(x), vx(x))

]
ηk(x)


 dx = 0, k = 1, 2.

(9)

Ниже используется теoрема, которая доказана в [12].

Те ор ем а 1 [12]. Пусть X – равномерно выпуклое банахово простран-
ство, U – замкнутое, ограниченное в метрике X множество, функцио-
нал I(v) на U полунепрерывен снизу и снизу ограничен, r ≥ 1, α > 0 — задан-
ные числа. Тогда существует плотное подмножество K пространства X
такая, что для любых v̄ ∈ K функционал Iα(v)≡ I0(v) + α ‖v − v̄‖rX дости-
гает своего наименьшего значения на U и при любом r > 1 это решение
единственно.

3. Существование и единственность решения

Задачу о минимизации функционала (4), т.е. функционала Jα(v) на мно-
жестве V при условиях (1), (7), (8), назовем задачей (4).

Те ор ем а 2. При любом α > 0 существует плотное подмножество K
пространства L2(D) такое, что для любого v̄ ∈ K задача (4) имеет един-
ственное решение.

Доказательство теоремы дано в Приложении.
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Зам е ч а ни е. Одним из центральных вопросов в теории экстремальных
задач являются условия оптимальности решения. Методика доказательства
теоремы 2 и способы установления необходимых условий, изложенных в
[5, 7, 9], указывают на то, что этими способами можно доказать не толь-
ко непрерывность, но и дифференцируемость функционала Jα(v). Градиент
функционала Jα(v) дает возможность выразить необходимое условие опти-
мальности в виде вариационного неравенства (см. [5, 7, 9]).

4. Задача оптимального управления границей области

Задачи управления границей области часто возникают в практике, они
имеют разные корни происхождения. Исследованы различные аспекты тео-
рии этих задач. Ниже изучена задачи оптимального управления границей
многомерной области. Эта задача преобразованием системы координат сво-
дится к задаче с управлениями в коэффициентах эллиптического уравнения.

Области границы, которые выражаются функциями, равномерно удов-
летворяющими условию Липшица, называются строго липшицевыми обла-
стями [10]. Линейно нормированное пространство функций, равномерно удо-
влетворяющих условию Липшица в области D, обозначим через Lip(D). Из-
вестно, что это пространство эквивалентно пространству W 1

∞(D̄) [10]. Сле-
довательно, границы строго липшицевых областей выражаются функциями
из W 1

∞(D). Ниже рассматриваются задачи управления границей строго лип-
шицевых областей.

Пусть D′
0 — ортогональная проекция области D0 на (n− 1)-мерное ев-

клидово подпространство Rn−1, Γ0 — граница области D0, x = (x1, . . .
. . . , xn−1, xn) — произвольная точка области D0, x

′ = (x1, . . . , xn−1), x
′ ∈

∈ D′
0 ⊂Rn−1 при x ∈ D0.

Пусть Γ+ — известная часть, а Γ− — неизвестная часть границы Γ0, т.е.
Γ0 = Γ+

⋃
Γ−. Если Γ+ — пустое множество, тогда вся граница Γ0 неизвестна.

Обозначим через Ωa = {x = (x′, xn) : x′ ∈ D′
0, 0 ≤ xn ≤ a} область в Rn, где

a — положительное число. Предположим, что

4) Γ+ — известная часть границы Γ0 и она строго липщицева;

5) Γ− — неизвестная часть границы Γ0 и однозначно выражается функцией
v = v(x1, . . . , xn−1) = v(x′) при x′ ∈ D′

0;

6) существует такое положительное число a, что D0 ⊂ Ωa.

Множество

V1 =
{
v : v = v(x′) ∈W 1

∞(D′
0), 0 < v1 ≤ v(x′) ≤ v2,

∣∣vx(x′)
∣∣ ≤ v3,

◦
∀x′ ∈ D′

0

}

назовем множеством допустимых управлений границей области D0, где vi,
i = 1, 2, 3 — заданные положительные постоянные.

Рассмотрим эллиптическое уравнение с измеримыми ограниченными ко-
эффициентами aij(x), bi(x), i, j = 1, n, c(x):

Au≡−
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+

n∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f(x), x ∈ D0,(10)
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с первым

u
∣∣
Γ
= g1(x), x ∈ Γ0(11)

и со вторым

∂u

∂N

∣∣∣∣
Γ

= g2(x), x ∈ Γ0(12)

краевыми условиями. Предположим, что

7) f(x)∈L2(D0), g1(x)∈W 1/2
2 (Γ0), g2(x)∈L2(Γ0), aij(x)∈L∞(D0), bi(x)∈

∈ L∞(D0), c(x) ∈ L∞(D0), aij(x) = aji(x), ∀ i, j = 1, n, — заданные функции;

8) µ1
n∑
i=1

ξ2i ≤
n∑

i,j=1
aij(x)ξiξj ≤ µ2

n∑
i=1

ξ2i , ∀ ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, 0 < µ1 ≤

≤ c(x) ≤ µ3, где µi — заданные положительные числа, i = 1, 2, 3.

Ради простоты изложения граничные условия (11), (12) примем однород-
ными, т.е. предположим, что g1(x) = g2(x) = 0. Если же эти функции отлич-
ны от нуля, но принадлежат к указанным выше классам, то, как это было
отмечено, при принятых выше предположениях граничные условия (11), (12)
могут быть сведены к однородным граничным условиям [10]. Решение урав-
нения (10) с первым краевым условием (11) обозначим через u1(x), а с вто-
рым краевым условием (12) через u2(x). При предположении однородности
граничных условий соотношения (10)–(12) вкратце могут быть записаны в
следующем виде:

Auk(x) = f(x), x ∈ D0, k = 1, 2,(13)

u1(x)|Γ0
=
∂u2 (x)

∂N

∣∣∣∣
Γ0

= 0.(14)

Опр е д е л е н и е 2. Решения u1(x) и u2(x) из
◦
W 1

2 (D0) и W 1
2 (D0) соответ-

ственно краевых задач (13) и (14) понимаются в смысле выполнения ими
следующих интегральных тождеств:

∫

D0

{
∑

aij(x)
∂uk(x)

∂xj

∂ηk(x)

∂xi
+

+

[
n∑

i=1

bi(x)
∂uk(x)

∂xi
+ c(x)uk(x)− f (x)

]
ηk(x)

}
dx = 0

(15)

для любых ηk(x) ∈
◦
W 1

2 (D0), k = 1, 2.

Пусть требуется найти минимум функционала

Jα(v) =
∥∥∥ω(v(E))

[
u1(x)− u2(x)

]∥∥∥
2

L2(D)
+ α

∥∥∥v(x)− v̄(x)
∥∥∥
2

L2(D)
, α ≥ 0,(16)
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на множестве

V1 =

{
v : v = v(x′) ∈W 1

∞(D′
0), 0 < v1 ≤ v(x′) ≤ v2,

∣∣vx(x′)
∣∣ ≤ v3,

◦
∀x′ ∈ D′

0

}
,

где ω(v) — непрерывно-дифференцируемая функция на отрезке [v1, v2], v̄(x) —
заданный элемент пространства L2(D0), α ≥ 0 — числовой параметр, u1(x) и
u2(x) являются решениями краевых задач (13), (14) в смысле тождества (15).
Частные случаи функционала (16) с ω(v) = 1 были рассмотрены в [2–7] и др.
Ввод множителя ω(v) в выражение функционала качества (16) обобщает его
и связан с другими применениями результатов, в том числе к задачам управ-
ления границей области.

Те ор ем а 3. При любом α > 0 существует плотное подмножество K
пространства L2(D0) такое, что для любого v̄ ∈ K задача управления гра-
ницей области (13)–(16) имеет единственное решение.

Доказательство теоремы дано в Приложении.

5. Заключение

Рассмотренные выше задачи относятся к классу некорректных задач [1, 3–5].
Нетрудно привести примеры, подобно работам [4, 5], которые показывают,
что решения этих задач являются неустойчивыми. Условие α > 0 в теоремах 2
и 3 является достаточно точным. Примерами подобно [4, 5] проверяется, что
при α = 0, с сохранением других условий этих теорем, решения задач (1)–(4)
и (13)–(16) могут не существовать и быть неединственными.

Для задач с управлениями в коэффициентах уравнений в частных произ-
водных в [1–3, 5, 9] разработан ряд итеративных методов регуляризации для
их численного решения. Эти алгоритмы не только теоретически обоснованы,
но и практически неоднократно испытаны. Для задач оптимального управле-
ния границей области также имеются ряд вычислительных методов, которые
успешно применялись для решения прикладных задач [8]. Неустойчивость
подобных задач создает немало трудностей для их численного решения [4, 5].
Однако сведение задачи оптимального управления границей области к зада-
чам с управлениями в коэффициентах дифференциальных уравнений рас-
ширяет класс методов их решения. Так как методы решения вариационных
задач относительно развиты, то вариационные методы дают дополнительные
возможности для применения разных вычислительных алгоритмов решения
рассматриваемых задач. Одним из основных выводов данной работы явля-
ется еще то, что в ней указывается на принадлежность задач оптимального
управления в коэффициентах дифференциальных уравнений, обратных за-
дач и задач с неизвестной границей, а также управления границей области к
одному классу в смысле неустойчивости их решения.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Сначала докажем непрерывность
функционала J0(v) на множестве V . Обозначим через uk(x; v +∆v) и uk(x; v)
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решения задач (1), (7) и (1), (8), соответствующие управлениям v +∆v ∈ V
и v ∈ V . Пусть ∆uk(x)≡ uk(x; v +∆v)− uk(x; v), k = 1, 2. Если из уравнения
для uk(x; v +∆v) вычтем соответствующее уравнение для uk(x; v), то полу-
чим, что функция ∆uk(x), k = 1, 2, удовлетворяет интегральному тождеству

∫

D




n∑

i,j=1

aij(x, v +∆v, vx +∆vx)
∂∆uk
∂xj

∂ηk
∂xi

+

+
n∑

i=1

bi(x, v +∆v, vx +∆vx)
∂∆uk
∂xj

ηk + c(x, v +∆v)∆ukηk


 dx =

= −
∫

D




n∑

i,j=1

(aij(x, v +∆v, vx +∆vx)− aij(x, v, vx))
∂uk
∂xj

∂ηk
∂xi

+

+

(
n∑

i=1

(bi(x, v +∆v, vx +∆vx)− bi(x, v, vx))
∂uk
∂xi

+

+ (c(x, v +∆v, vx +∆vx)− c(x, v, vx))uk −

− (f(x, v +∆v, vx +∆vx)− f(x, v, vx))

)
ηk(x)


 dx, k = 1, 2,

∀η1 = η1(x) ∈
◦
W

1
2(D) и ∀η2 = η2(x) ∈W 1

2 (D).

(Π.1)

При этом

∆uk(x) ∈W 1
2 (D), k = 1, 2.

Примем обозначения:

Āij(x) = aij(x, v +∆v, vx +∆vx), i, j = 1, n,

B̄i(x) = bi(x, v +∆v, vx +∆vx), i = 1, n,

C̄(x) = c(x, v +∆v, vx +∆vx),

Fjk(x) =
n∑

i=1

[aij(x, v +∆v, vx +∆vx)− aij(x, v, vx)]
∂uk
∂xi

,

F0k(x) = (f(x, v +∆v, vx +∆vx)− f(x, v, vx))−
− (c(x, v +∆v, vx + v)− c(x, v, vx))uk +

+

n∑

i=1

[bi(x, v +∆v, vx +∆vx)− bi(x, v, vx)]
∂uk
∂xi

, j = 1, n, k = 1, 2.

Если в этих обозначениях учитывать соотношение (9) из определения 1 обоб-
щенного решения из W 1

2 (D), то получим, что функции ∆u1 и ∆u2 являются
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обобщенными решениями соответственно первой и второй краевых задач. То-
гда из [10] следует, что эти краевые задачи для функций ∆u1 и ∆u2 имеют
единственные решения и для них верны аналоги априорных оценок типа (5)
и (6). Если в этих оценках учесть вид функции Fjk, j = 0, n, то получим

‖∆uk‖W 1
2 (D) ≤

≤ C3





n∑

j=1

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

[
aij(x, v +∆v, vx +∆vx)− aij(x, v, vx)

∂uk
∂xi

]2∥∥∥∥∥

1/2

L2(D)

+

+
n∑

i=1

∥∥∥∥(bi(x, v +∆v, vx +∆vx)− bi(x, v, vx))
∂uk
∂xi

∥∥∥∥
L2(D)

+

+ ‖f(x, v +∆v, vx +∆vx)− f(x, v, vx)‖L2(D) +

+ ‖(c(x, v +∆v, vx +∆vx)− c(x, v, vx))uk‖L2(D)



 ,

(Π.2)

где C3 > 0 – некоторая постоянная. Согласно принятому выше предположе-
нию 3) операторы Aij(v)≡ aij(x, v, vx), i, j = 1, n, Bi(v) ≡ bi(x, v, vx), i = 1, n,
C(v)≡ c(x, v, vx) и F (v)≡ f(x, v, vx) непрерывно действуют из W 1

∞(D) в
L∞(D), L∞(D), L∞(D), L2(D) соответственно. Поэтому правая часть нера-
венства (П.2) оценивается через ∆v и ∆vx в норме L∞(D), другими слова-
ми в норме ‖∆v‖W 1

∞

. Следовательно, доказывается, что ‖∆uk‖W 1
2 (D) → 0 при

‖∆v‖W 1
∞
(D) → 0, k = 1, 2. Тем самым доказывается, что решения задач (1), (7)

и (1), (8) в W 1
2 (D) непрерывно зависят от ∆v в норме W 1

∞(D). Очевидно, что
приращение функционала J0(v) представимо в виде

∆J0(v) = J0(v +∆v)− Jα(v) =

= ‖ω(v(E) + ∆v(x))[u1(x) + ∆u1(x)− u2(x)−∆u2(x)]‖2L2(D) −
− ‖ω(v(E))[u1(x)− u2(x)]‖2L2(D) .

(Π.3)

Из непрерывно дифференцируемости функции ω(v) на отрезке [v1, v2] следу-

ет, что ω(v +∆v) = ωv(v) + 0
(
‖∆v‖L2(D)

)
. Тогда из формулы (П.3) для при-

ращения функционала ∆J0(v) и из того, что ‖∆uk‖W 1
2 (D) → 0, k = 1, 2, при

v ∈ V , v +∆v ∈ V и ‖∆v‖W 1
∞
(D) → 0 следует, что приращение ∆J0(v) → 0 при

‖∆v‖W 1
∞
(D) → 0. Другими словами, функционал J0(v) является непрерывным

на множестве V .

Теперь воспользуемся теоремой 1. В условиях этой теоремы в качестве
пространства X, множества U и функционала I0(v) примем, соответственно,
пространство L2(D), множество V и функционал J0(v). Согласно доказан-
ному выше утверждению функционал J0(v) непрерывен на V . Ограничен-
ность снизу функционала J0(v) непосредственно следует из его вида. Множе-
ство V замкнутое и ограниченное в L2(D). Пространство L2(D) равномерно
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выпукло. Тогда из теоремы 1 следует существование такого плотного под-
множества K пространства L2(D), что для любого v̄ ∈ K задача (4) имеет
единственное решение при любом α > 0.

Теорема 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. В задаче оптимального управления
границей области произведем преобразование системы координат. Докажем,
что эта задача сводится к задаче с управлениями в коэффициентах эллип-
тического уравнения типа (2). В системе (13)–(16) введем новые перемен-
ные: ti = xi, i = 1, . . . , n− 1, tn = xn/v(x

′), t = (t′, tn). Отсюда получим, что
x′ = t′, xn = tnv(t

′). Обозначим z(t′, tn) через z(t). Нетрудно проверить, что
в новых переменных z(t) = z(x′, xn)/v(x′) = u(t′, tnv(t′)) = u(x′, xn) = u(x) и
область D0 преобразуется к области D1 с границей Γ1.

Преобразованием системы координат получим, что решения эллиптиче-
ского уравнения (13) с граничными условиями (14), которые удовлетворяют
интегральным тождествам (15), будут преобразованы, к тождествам

∫

D1





n−1∑

i,j=1

a0ij(t)

(
∂zk(t)

∂tj
− tn
v(t′)

∂v(t′)
∂ti

∂zk(t)

∂tn

)(
∂ϕk(t)

∂ti
− yn
v(t′)

∂v(t′)
∂ti

∂ϕk(t)

∂tn

)
+

+

n−1∑

j=1

a0
nj
(t)

(
∂zk(t)

∂tj
− tn
v(t′)

∂v(t′)
∂tj

∂zk(t)

∂tn

)
1

v(y′)
∂ϕk(t)

∂tn
+

+
n−1∑

i=1

a0
in
(t)
∂zk(t)

∂tn

1

v(t′)

(
∂ϕk(t)

∂ti
− tn
v(t′)

∂v(t′)
∂ti

· ∂ϕk(t)
∂tn

)
+(Π.4)

+

[
n−1∑

i=1

b0i (t)

(
∂zk(t)

∂ti
− tn
v(t′)

∂v(t′)
∂ti

∂zk(t)

∂tn

)
+

+ b0n(t)
1

v(y′)
∂zk(t)

∂tn
+ c0(t)zk(t)− f0(t)

]
ϕk(t)




√
v(t)dt = 0, k = 1, 2,

где приняты следующие обозначения:

zk(t) = uk
(
t′, tnv(t

′)
)
, ϕk(t) = ηk

(
t′, tnv(t

′)
)
,

a0ij(t) = aij
(
t′, tnv(t

′)
)
, i, j = 1, n, b0i (t) = bi

(
t′, tnv(t

′)
)
, i = 1, n,

c0(t) = c
(
t′, tnv(t

′)
)
, f0(t) = f

(
t′, tnv(t

′)
)
.

Функционал Jα(v) в новых переменных имеет вид

Jα(v) =
∥∥∥ω(v(t))

√
v(t) (z1(t)− z2(t))

∥∥∥
2

L2(D1)
+ α ‖v(t)− v̄(t)‖2L2(D′

0)
,

α ≥ 0.

(Π.5)
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При этом тождество (П.4) окончательно может быть записано в виде

∫

D1





n∑

i,j=1

aij(t, v(t
′), vt(t

′))
∂zk(t)

∂tj

∂ϕk(t)

∂ti
+

[
n∑

i=1

bi(t, v(t
′), vt(t

′))
∂zk(t)

∂ti
+

+ c(t, v(t′))zk(t)− f(t, v(t′))

]
ϕk(t)



 dt = 0, k = 1, 2,

для любых ϕ1(t)∈
◦
W 1

2 (D1) и ϕ2(t)∈W 1
2 (D1), где z1(t)

◦
W 1

2 (D1), z2(t)W
1
2 (D1) —

решения интегрального тождества (П.4). Здесь приняты следующие обозна-
чения:

aij(t, v(t
′), vt(t

′)) = aij(t
′, tnv(t

′)),

āin(t, v(t
′), vt(t

′)) = a0in(t)
1

v(t′)
−
n−1∑

j=1

a0ij(t)
tn
v(t′)

∂v(t′)
∂tj

,

ānn(t, v(t
′), vt(t

′)) =
n−1∑

i,j=1

a0ij(t)
t2n

v2(t′)
∂v(t′)
∂ti

· ∂v(t
′)

∂tj
−

−
n−1∑

j=1

a0nj(t)
tn

v2(t′)
∂v(t′)
∂tj

−
n−1∑

i=1

a0in(t)
tn

v2(t′′)
· ∂v(t

′)
∂ti

,

b̄i(t, v(t
′), vt(t

′)) = b0i (t) = bi(t
′, tnv(t

′)),

b̄n(t, v(t
′), vt(t

′)) = b0n(t)
1

v(t′)
−
n−1∑

i=1

b0i (t)
tn
v(t′)

∂v(t′)
∂ti

,

c̄(t, v(t′), vy(t
′′)) = c0(t) = c(t′, tnv(t

′)),

f̄(t, v(t′), vt(t
′)) = f0(t) = f(t′, tnv(y

′)), i = 1, n − 1.

Нетрудно убедиться, что последнее тождество является интегральным
тождеством для решения следующих краевых задач для эллиптического
уравнения с управлениями в коэффициентах:

−
n∑

i,j=1

∂

∂ti

(
aij(t, v(t

′), vt(t
′))
∂zk(t)

∂tj

)
+

+
n∑

i=1

bi(t, v(t
′), vt(t

′))
∂zk(t)

∂ti
+ c(t, v(t′))zk(t) = f(t, v(t′)),

(Π.6)

z1
∣∣
Γ1

=
∂z2
∂N

∣∣∣∣
Γ1

= 0, k = 1, 2.(Π.7)
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Следовательно, исходная задача оптимального управления границей обла-
сти после преобразования, указанного выше, системы координат сводится к
задаче об оптимальном управлении в коэффициентах эллиптического урав-
нения (П.6) в области D1 с граничными условиями (П.7) и c функционалом
качества (П.5), который минимизируется на множестве допустимых управ-
лений V1. Для этой задачи выполняются все условия теоремы 2. Из этой
теоремы следует справедливость утверждения теоремы 3.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ КОЛЕБАНИЯ УПРАВЛЯЕМОЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ С n СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ1

Рассматривается механическая система с n степенями свободы, под-
верженная действию позиционных сил и малого гладкого управления.
Предполагается, что в отсутствие управления система допускает семей-
ство одночастотных колебаний. Находится универсальное управление —
нелинейная сила, посредством которой в управляемой системе реализу-
ется и одновременно стабилизируется цикл. Приводится пример. Ранее
управление строилось для двумерного многообразия системы.

Ключевые слова: механическая система, малое гладкое универсальное
управление, естественная стабилизация.

DOI: 10.31857/S0005231020090044

1. Введение

Исследования релаксационных режимов регенеративного приемника пока-
зывают, как можно управлять колебаниями. Включение триода в линейную
цепь позволило получить управляющую силу для реализации в системе изо-
лированного устойчивого колебания. Сила нелинейна, носит диссипативный
характер и создается анодным током триода. Сама модель описывается из-
вестным уравнением Ван дер Поля

ẍ+ x = µ(1− x2)ẋ

(µ – малый параметр).

Механическая аналогия позволяет применить подход Ван дер Поля к
нелинейной системе. Так, Понтрягин в [1] рассмотрел гамильтонову систему
на плоскости, допускающую семейство периодических движений, и получил
условия на возмущения, гарантирующие существование в возмущенной систе-
ме предельного цикла. В [2] для осциллятора Дуффинга используется нели-
нейная диссипация v|v|p−1, p = 1, 4, пропорциональная скорости v, а в мик-
ромеханике нелинейная диссипация учитывается в Дуффинг-подобных мо-
делях [3]. В [4] подход Ван дер Поля применялся к голономной механиче-
ской системе, подверженной действию позиционных сил — потенциальных
и неконсервативных позиционных, и допускающей одночастотное колебание
(периодическое движение). Выделялось двумерное многообразие периодиче-
ских движений, на котором динамика описывается системой с одной степенью

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 19-01-00146).
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свободы. Находилось универсальное автономное управление, гарантирующее
существование и одновременно стабилизацию цикла управляемой механиче-
ской системы. В системе с произвольным числом степеней свободы притя-
жение траекторий к выделенному многообразию обеспечивалось линейными
диссипативными силами.

В системе с n > 1 степенями свободы выделение многообразия периодиче-
ских движений представляет собой самостоятельную непростую задачу. По-
этому возникает задача построения управления в фазовом пространстве раз-
мерности 2n, в котором задана исходная система. Задача решается в данной
статье. Для механической системы с n степенями свободы находится управ-
ление, которое не зависит явно от времени и используется с малым коэффи-
циентом регулятора. В частном случае n = 1 получается управление из [4].

Заметим, что в [5] решалась задача об орбитальной стабилизации перио-
дических решений малоприводных нелинейных систем (с числом независи-
мых приводов на единицу меньше числа степеней свободы неуправляемой
консервативной системы). Синтезированный нелинейный закон управления
с обратной связью зависит от времени.

2. Семейство симметричных периодических движений

Рассмотрим голономную склерономную механическую систему с n степе-
нями свободы, стесненную стационарными геометрическими связями

d

dt

∂T

∂q̇s
− ∂T

∂qs
= Qs(q), s = 1, . . . , n

(T – кинетическая энергия), и подверженную действию позиционных сил
Qs(q) – потенциальных и неконсервативно позиционных.

Для этой системы кинетическая энергия T представляет собой знакопо-
ложительную форму скоростей и уравнения движения инвариантны относи-
тельно замены

(q, q̇, t) → (q,−q̇,−t).

Следовательно, модель принадлежит к классу обратимых механических си-
стем [6], а фазовый портрет системы симметричен относительно неподвижно-
го множества M = {q, q̇ : q̇ = 0}. Из симметричности фазового портрета вы-
водятся два следствия: 1) периодическое движение системы является сим-
метричным и пересекает неподвижное множество M с нулевой скоростью q̇,
2) периодическое движение системы не может быть асимптотически устой-
чивым.

Скорость q̇ = q̇(q01 , . . . , q
0
n, t) на симметричном периодическом движении

(СПД) зависит только от начальной точки q0 ∈M . Поэтому условия суще-
ствования СПД в виде одночастотного колебания с периодом τ записываются
(см., например, [7]) в виде равенств

q̇s(q
0
1 , . . . , q

0
n, τ/2) = 0, s = 1, . . . , n.(1)
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Приведенные равенства числом n связывают n+ 1 неизвестных. Следова-
тельно, СПД обратимой механической системы всегда образуют семейства.
Составим матрицу

A =

∥∥∥∥∥
∂q̇s(q

0
1 , . . . , q

0
n, τ/2)

∂q0j

∥∥∥∥∥ ,

где частные производные вычисляются для решения системы (1). Тогда ис-
пользуется определение, данное в [4].

Опр е д е л е н и е 1. Случай rankA = n называется невырожденным для
симметричного периодического движения, а само СПД – невырожденным.

Невырожденные СПД системы всегда образуют двумерные многообразия,
на которых период монотонно зависит от одного параметра (см. [7]). Для
такого многообразия в [4] построена управляемая механическая система.

3. Условия существования цикла в системе

Из изложенного в разделе 2 следует, что цикл не реализуется при дей-
ствии на систему дополнительных сил, сохраняющих симметричность фазо-
вого пространства. Симметрия разрушается только надлежащим управлени-
ем, в результате приложения которого получается управляемая механическая
система. Имея в виду, чтобы цикл системы был близок к колебанию неуправ-
ляемой системы, управление применяется с малым коэффициентом усиления.
Далее приводятся необходимые и (отдельно) достаточные условия существо-
вания цикла. Эти условия приводят к требованиям, наложенным на искомое
управление.

Обозначим через Σ(h) семейство СПД, на котором координата дается фор-
мулой: q = ϕ(h, t+ γ). Здесь: h – параметр семейства, γ – сдвиг начальной
точки по траектории. Момент пересечения решением неподвижного множе-
ства полагается равным нулю: γ = 0. Период τ на Σ зависит от h: τ = τ(h).

Пусть на рассматриваемую механическую систему действует управление
µR(q, q̇) (µ – малый параметр). Тогда решение управляемой системы зави-
сит от µ. Вычисляется производная по µ при µ = 0 от решения управляе-
мой системы: она удовлетворяет линейной неоднородной системе дифферен-
циальных уравнений. Для последней системы записываются необходимые и
достаточные условия существования τ∗-периодического решения, τ∗ = τ(h∗),
с нулевыми начальными условиями. В результате получается амплитудное
(бифуркационное) уравнение

I(h)≡
τ∗∫

0

R(ϕ(h, t), ϕ̇(h, t))ψ(h, t)dt = 0,(2)

где ψ – периодическое решение сопряженной линейной системы.

Известно (см. [8, 9]), что корень h = h∗ амплитудного уравнения, удовлет-
воряющий неравенству dI(h∗)/dh 6= 0, обеспечивает существование функции
q(µ, q0, t), описывающей цикл.
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Таким образом, получены два условия для нахождения силы R. Эти усло-
вия использовались в [4] для построения управления на двумерном много-
образии периодических движений. При этом учитывалось, что управление
разрушает семейство колебаний, поэтому представляется нечетной функци-
ей скорости. Управление должно быть пригодным для всех точек семейства,
включая предельную точку — равновесие. Другие соображения, включая
простоту управления, связаны с реализацией управления в виде нелинейной
диссипации.

4. Нахождение управления

Условия, использованные для нахождения управления в [4], применяются
далее к системе с n степенями свободы. При этом учитывается, что управле-
ние должно быть нечетной функцией векторной скорости q̇. Тогда требование
единообразности вида управления для равновесия и СПД приводит к нали-
чию в функции R множителя, задаваемого квадратичной формой скоростей.
Другой множитель (a) в функции R, зависящий в общем случае от векторов q
и q̇, характеризует СПД с параметром h. Поэтому a содержит некоторую ха-
рактеристику K – функцию, зависящую от h. В случае равновесия a = 1, а
для цикла в окрестности СПД со значением h = h∗ вычисляется: K = K(h∗).
Наконец, для R должно удовлетворятся амплитудное уравнение (2).

В результате получается, что функция R = (R1, . . . , Rn) имеет вид

Rs = [1−K(h∗)b(q, q̇)]
n∑

j=1

lsj q̇j, a = 1−K(h∗)b,

b > 0, lsj = const, s = 1, . . . , n.

(3)

Зависимость K(h) служит характеристикой семейства СПД и определяет-
ся из тождества

τ(h)∫

0

[1−K(h)b(ϕ(h, t), ϕ̇(h, t))]
n∑

s,j=1

lsjϕ̇j(h, t)ψs(h, t)dt ≡ 0.(4)

В результате получается

K(h) =

∫ τ(h)
0 σ(h, t)dt

∫ τ(h)
0 b(ϕ(h, t), ϕ̇(h, t))σ(h.t)dt

, σ =

n∑

s,j=1

lsjϕ̇j(h, t)ψs(h, t).

Продифференцируем по h тождество (4) и учтем нечетность функций ϕ̇j
в (4). Тогда производная интеграла по верхнему пределу обратиться в нуль,
а остальные слагаемые приводят τ = τ∗ к конструктивно проверяемому усло-
вию простоты корня

dI(h∗)
dh

= χν, χ =
dK(h∗)
dh

, ν =

τ∗∫

0

b(ϕ(h, t), ϕ̇(h, t))σ(h, t)dt.(5)
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Из (5) получается, что в точках, где dK = 0, достаточные условия суще-
ствования цикла не выполняются. Поэтому, как и в [4], используется опреде-
ление 2.

Опр е д е л е н и е 2. Точка h-семейства СПД механической системы, в ко-
торой производная от функции K(h) равна нулю, называется критической.

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Те ор ем а 1. Если механическая система, находящаяся под действием
позиционных сил, допускает h-семейство СПД, то при действии управле-
ния с функцией (3) в каждой некритической по характеристике K(h) точке
h = h∗ рождается цикл, если число ν 6= 0.

Зам е ч а ни е 1. Для системы c одной степенью свободы теорема 1 уста-
новлена в [4].

Зам е ч а ни е 2. Характеристика K(h) конструктивно вычисляется по
формуле (4). Так, для уравнения Ван дер Поля получается K = 4/h2, для
математического маятника функция K(h) монотонно убывает (см. [4]).

Для определенности положим, что период цикла равен τ∗ = 2π.

5. Стабилизация цикла управляемой механической системы

При действии на механическую систему управления с функцией (3) систе-
ма остается автономной; цикл системы представляет собой изолированное пе-
риодическое решение. Найдем условия на управление, которые обеспечивают
орбитальную асимптотическую устойчивость цикла. В результате одновре-
менно с нахождением условий устойчивости решается вопрос стабилизации
цикла. При этом стабилизация происходит без привлечения дополнительных
управлений и в этом смысле будет естественной. Характеристические показа-
тели (ХП) СПД разделяются на пары ± λ и находятся из квадратных уравне-
ний (см., например, [7]). В управляемой механической системе коэффициен-
ты характеристического полинома для вычисления ХП непрерывно зависят
от параметра µ. Поэтому ХП СПД, принадлежащие при µ = 0 положитель-
ной (отрицательной) полуплоскости, при достаточно малом µ > 0 остаются в
положительной (отрицательной) полуплоскости. Следовательно, цикл возму-
щенной механической системы может быть орбитально устойчивым, если все
ХП опорного СПД, для которого h = h∗, имеют нулевые действительные ча-
сти: в управляемой механической системе устойчивый цикл возможен только
в окрестности устойчивого в линейном приближении СПД.

Вычисление ХП цикла управляемой механической системы проводится
следующим образом.

Составляются уравнения в вариациях для цикла. Получается линейная пе-
риодическая система с параметром µ. При µ = 0 система обратима и совпада-
ет с уравнениями в вариациях для СПД. Последние уравнения посредством
преобразования Ляпунова приводятся к системе с постоянными коэффици-
ентами. При этом выбирается преобразование, обеспечивающее сохранение
свойства обратимости; само преобразование системы уравнений в вариациях
для цикла описывается в Приложении. Через δq, δq̇ обозначаются вариации
координат и скоростей соответственно.
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В результате выполненного преобразования получается линейная 2π-пе-
риодическая система

ẋ = Py + µX(x, y, t), ẏ = Gx+ µY (x, y, t),(6)

в которой

X = Σx(t)δR(δq, δq̇), Y = Σy(t)δR(δq, δq̇),

δRs(δq, δq̇) =

n∑

j=1

[(
∂Rs
∂qj

)

∗
δqj +

(
∂Rs
∂q̇j

)

∗
δq̇j

]
, s = 1, . . . , n.

В приведенных формулах Σx(t) и Σy(t) — 2π-периодические функции, а
звездочка означает вычисление производных на решение q = q(h∗, t).

Каждому ХП вида λ+ µα системы (6) по определению отвечает решение

x = ζ(t) exp (λ+ µα)t, y = χ(t) exp (λ+ µα)t

с 2π-периодическими функциями ζ(t), χ(t). С учетом этого обстоятельства в
системе (6) выполняется замена

x = w exp (λ+ µα)t, y = z exp (λ+ µα)t.

Тогда получается система

ẇ = Pz − (λ+ µα)w + µX(w, z, t), ż = Gw − (λ+ µα)z + µY (w, z, t).(7)

Система (7) имеет по крайнем мере один нулевой ХП и соответствующее
ему 2π-периодическое решение. Для его нахождения решение системы (6)
представляется в виде

w = w0(t) + µw1(t) + o(µ), z + z0(t) + µz1(t) + o(µ).

В результате для переменных w0 и z0 получается система

ẇ0 = Pz0 − λw0, ż0 = Gw0 − λz0,(8)

распадающаяся по числу пар ХП СПД на k подсистем, которые описываются
переменными w0s, z0s.

Выпишем уравнения для переменных w1 и z1:

ẇ1 = Pz1 − λw1 − αw0 +X(w0, z0, t),

ż1 = Gw1 − λz1 − αz0 + Y (w0, z0, t).
(9)

Видно, что при подстановке w0j(t) = 0, z0j(t) = 0, j 6= s, система (9) содержит
многообразие Υs, соответствующее s-й подсистеме в (8). Тогда число α для
s-й подсистемы находится из условия существования периодического реше-
ния на многообразии Υs. Теперь, перебирая все возможные многообразия Υs,
найдем все ХП системы (7).
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В системе (9) возможны три типа многообразий. Первый тип отвечает
паре нулевых ХП в жордановой клетке. В системе (8) имеем λ = 0, а соответ-
ствующая подсистема допускает единственное (с точностью до постоянного
множителя) периодическое решение.

Отметим, что циклу возмущенной механической системы всегда отвечает
один нулевой ХП. Поэтому бифуркация жордановой клетки происходит с
рождением действительного ХП. Соответствующее значение для α находится
из (9).

На многообразиях, отвечающих паре чисто мнимых λ или паре простых
нулевых λ, подсистемы в (8) допускают два периодических решения. Поэтому
из условий существования в (9) периодических решений находятся два значе-
ния α. Явные формулы для вычисления α получаются из средних значений
на периоде функций X0(t) = X(w0, z0, t) и Y0(t) = Y (w0, z0, t).

Функции

X0(t) = Σx(t)δR(δq0, δq̇0), Y0(t) = Σy(t)δR(δq0, δq̇0)(10)

в каждом из перечисленных случаев пар ХП получаются при преобразовании
Ляпунова. Через (δq0, δq̇0) обозначается периодическое решение системы (6)
при µ = 0. Что касается функции δR, то она содержит поcтоянную квадрат-
ную матрицу L = ||lsj|| размерами n× n. Согласно формулам (10) средние
значения X̄0(t) и Ȳ0(t) зависят линейно от элементов lsj (s, j = 1, n).

Для асимптотически орбитально устойчивого цикла все числа α, кроме
одного — нулевого, должны быть отрицательными. Из системы (9) следует,
что неравенства α < 0 приводят к неравенствам для средних X̄0(t) и Ȳ0(t).
Поэтому условия устойчивости выполняются, если совместна линейная по lsj
система неравенств.

В механической системе с одной степенью свободы имеется одна пара ну-
левых ХП в жордановой клетке, матрица состоит из одного элемента L и
условие α < 0 достигается выбором знака числа L. В системе с двумя степе-
нями свободы матрица L состоит из четырех элементов, на числа α, завися-
щие от четырех постоянных, накладываются три условия отрицательности:
условия совместны. В общем случае системы с n степенями свободы асимпто-
тическая орбитальная устойчивость цикла обеспечивается 2n− 1 условиями
отрицательности чисел α, зависящих от n2 постоянных. Понятно, что в общем
случае n2 ≥ 2n− 1, а равенство имеет место только при n = 1.

Таким образом, система неравенств для нахождения отрицательных чи-
сел α всегда совместна. В итоге получается, что функции Rs, определяемые
равенствами (3), обеспечивают асимптотическую орбитальную устойчивость
цикла.

Те ор ем а 2. Пусть механическая система, подверженная действию по-
зиционных сил, допускает h-семейство СПД. Тогда управление, задаваемое
формулами (3) с надлежащим образом выбранной постоянной матрицей L,
обеспечивает асимптотическую орбитальную устойчивость цикла управ-
ляемой механической системы.
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Зам е ч а ни е 3. При выполнении условий теоремы 2 стабилизация цикла
управляемой механической системы осуществляется естественным образом,
т.е. без привлечения дополнительных управлений.

Зам е ч а ни е 4. Посредством управления µR решается проблема конст-
руирования цикла и устойчивого цикла независимо от действующих на ме-
ханическую систему позиционных сил: потенциальных, неконсервативно по-
зиционных, совместно действующих потенциальных и неконсервативно пози-
ционных. Выводы по существованию цикла (теорема 1) и его стабилизации
(теорема 2) не зависят от типа семейства СПД: семейство изохронных колеба-
ний (пример — линейный осциллятор), семейство невырожденных колебаний
(пример — математический маятник). Управление µR решает задачу о цикле
и асимптотически орбитально устойчивом цикле независимо от конкретной
механической системы. Наконец, сила µR имеет достаточно простой вид и на-
ходит аналог в природе. В силу указанных причин управление с функцией,
задаваемой формулами (3), называется универсальным.

6. Пример

Рассмотрим систему уравнений (см. [10])

θ̈1 + sin θ1 + κ(1 − 1/f)

(
c2

4
sin(θ1 − θ2)−

c

2
cos θ1

)
= 0,

θ̈2 + sin θ2 + κ(1− 1/f)

(
−c

2

4
sin(θ1 − θ2) +

c

2
cos θ2

)
= 0,

f2 = 1 +
c2

2
− c sin θ1 + c sin θ2 −

c2

2
cos(θ2 − θ1),

(11)

описывающую движение двух связанных пружиной неуправляемых идентич-
ных маятников, точки подвесов которых лежат на горизонтальной прямой;
θ1,2 – углы отклонения маятников от вертикали, κ, c – положительные посто-

янные. Система (11) допускает интегральное многообразие Ξ̃

η̈1 + sin η1 = 0, η1 = (θ1 + θ2)/2 η2 = (θ1 − θ2)/2 ≡ 0,

которое описывает движение двух независимых маятников (пружина неде-
формирована).

Перейдем к управляемой системе. Тогда на соответствующем Ξ̃ многооб-
разии Ξ управляемой механической системы динамика описывается (см. [4])
уравнением

η̈1 + sin η1 = µ[1−Kη21 ]η̇1.(12)

При µ = 0 колебания в (12) образуют семейство η1 = η1(h, t) по постоянной
интеграла энергии h: K(h) – характеристика семейства. В [4] показано, что
управление, в котором положено K = K(h∗), η1 = η1(h, t), обеспечивает су-
ществование и стабилизацию цикла управляемой системы (12) в окрестности
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колебания с параметром h = h∗. При этом притяжение траекторий управля-
емой системы к многообразию Ξ обеспечивается линейной диссипацией.

Выпишем уравнения в вариациях для цикла по переменной η2

δη̈2 + (1− 2c cos η1(h
∗, t))δη2 = 0.(13)

Видно, что при c = 0 уравнение (13) имеет пару чисто мнимых ХП,
равных ± i. Уравнение (13) инвариантно относительно преобразования:
(η2, η̇2, t) → (η2,−η̇2,−t). Поэтому ХП всегда образуют пару ± λ (см. [8]),
а чисто мнимые ±λ существуют по крайней мере при малых c. Для этих λ
диссипация вводится добавлением в левую часть уравнения (13) слагаемо-
го µδη̇2.

В исходной системе (11) с учетом формул, задающих переменные ψ1,2,
получается, что действие на механическую систему (11) управлений µR1,2 с
функциями

R1 =
[
1−K(θ1 + θ2)

2
]
(θ̇1 + θ̇2) +

[
1−K(θ1 − θ2)

2
]
(θ̇1 − θ̇2),

R2 =
[
1−K(θ1 + θ2)

2
]
(θ̇1 + θ̇2)−

[
1−K(θ1 − θ2)

2
]
(θ̇1 − θ̇2)

приводит к существованию орбитально асимптотически устойчивого цикла
в окрестности выбранного на многообразия Ξ̃ колебания системы (теоре-
ма 2). При этом в линейном приближении получается диссипативный член
µ(η̇1 − η̇2).

Таким образом, в примере иллюстрируется теорема 2 и показывается со-
отношение между результатами, полученными ранее в [4] и в данной статье.

7. Заключение

Ван дер Поль дал пример управления колебаниями путем добавления в ос-
циллятор нелинейной диссипации и последующим переходом к управляемой
системе. Подход можно применить к произвольной механической системе,
подверженной действию позиционных сил.

В статье находится универсальное малое гладкое управление — нелиней-
ная сила типа диссипации в уравнении Ван дер Поля, гарантирующая су-
ществование и стабилизацию цикла управляемой механической системы с
n степенями свободы. При этом управляемая механическая система ведет
себя подобно регенеративному приемнику в радиотехнике, собственные (ре-
лаксационные) колебания которого описываются уравнением Ван дер Поля.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Преобразование Ляпунова для системы в вариациях

Для цикла управляемой системы получается система уравнений в вариа-
циях вида

δq̈s =
n∑

j=1

psj(t)δqj +
n∑

j=1

rsj(t)δq̇j + µδRs(δq, δq̇),(Π.1)

psj(t) = psj(−t), rsj(t) =−rsj(−t), psj(t+2π) = psj(t), rsj(t+2π) = rsj(t).
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Система (Π.1) при µ = 0 представляет собой обратимую линейную перио-
дическую систему вида

u̇ = A−(t)u+A+(t)v, v̇ = B+(t)u+B−(t)v, u, v ∈ Rn,(Π.2)

с двумя неподвижными множествами

Mu = {u, v, t : v = 0, sin t = 0}, Mv = {u, v, t : u = 0, sin t = 0}.

Символом плюс (минус) обозначены матрицы и векторы, содержащие чет-
ные (нечетные) 2π-периодические функции.

Сопряженная к (Π.2) система

ξ̇ = −AT
−(t)ξ −BT

+(t)η, η̇ = −AT
+(t)ξ −BT

−(t)η(Π.3)

(T – знак транспонирования) также обратима и допускает два неподвижных
множества:

Mξ = {ξ, η, t : η = 0, sin t = 0}, Mη = {ξ, η, t : ξ = 0, sin t = 0}.

Поэтому с учетом решения (ξ(t), η(t)) системы (Π.3) записывается первый
интеграл

f = ξ1(t)u1 + . . . + ξn(t)un + η1(t)v1 + . . .+ ηn(t)vn(Π.4)

системы (Π.2). Отсюда, к слову, следует нечетность функции ψ(t) в ампли-
тудном уравнении (2).

Система (Π.2) приводится к системе с постоянными коэффициентами по-
средством преобразования Ляпунова. Учитывается, что система (Π.2) содер-
жит n решений, симметричных относительно Mξ, и столько же решений, сим-
метричных относительно Mη. Выбирая 2n указанных решений, получаем 2n
интегралов f для приведения обратимой системы (Π.2) к системе с постоян-
ными коэффициентами. При этом согласно [8] выбирается преобразование

xs = p+s (t)u+ q−s (t)v, ys = p−s (t)u+ q+s (t)v, s = 1, . . . , n,(Π.5)

с векторными функциями p±s (t), q
±
s (t), имеющими период 2π; преобразован-

ная система содержит неподвижные множества

Mx = {x, y, t : y = 0, t = 0}, My = {x, y, t : x = 0, t = 0}.

В результате одновременно преобразуется система (Π.1).

Опорное СПД имеет ХП с нулевыми действительными частями. Поэто-
му рассматриваются следующие случаи: а) пара нулевых ХП в жордановой
клетке, б) пара ± iω, ω > 0, чисто мнимых ХП, в) пара простых нулевых ХП.
Выпишем интегралы вида (Π.4) и соответствующие приведенные уравнения
в перечисленных случаях.

а. Пара нулевых ХП в жордановой клетке. Ей отвечают первые интегралы

f1 = g−∗ = const, f2 = tg−∗ − g+∗ = const,

g±∗ = ξ±∗1(t)δq1 + . . .+ ξ±∗n(t)δqn + η∓∗1(t)δq̇1 + . . . + η∓∗n(t)δq̇n.
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Найдем производные ḟ1 и ḟ2 в силу системы (Π.1). Тогда

ḟ1 = µ

n∑

s=1

η+∗s(t)δRs(δq, δq̇), ḟ2 = −µ
n∑

s=1

η−∗s(t)δRs(δq, δq̇).

Обозначим x∗ = g+∗ , y∗ = g−∗ . Тогда при µ = 0 получим ẏ∗ = ḟ1 = 0, ẋ∗ =
= y∗ − ḟ2, ḟ2 = 0. При µ 6= 0 из (Π.1) получаются уравнения

ẋ∗ = y∗ + µ

n∑

s=1

η−∗s(t)δus, ẏ∗ = µ

n∑

s=1

η+∗s(t)δus.

б. Пара ± iω чисто мнимых ХП. В этом случае первые интегралы записы-
ваются в комплексном виде

f± = exp (± iωt)g±ω (δq, δq̇),

g±ω = ξ±ω1(t)δq1 + . . .+ ξ±ωn(t)δqn + η∓ω1(t)δq̇ + . . . + η∓ωn(t)δq̇n.

Вычислим полные производные от функций f± в силу системы (Π.1). По-
лучим

ḟ± = µ exp (± iωt)

n∑

s=1

η∓ωs(t)δRs(δq, δq̇).

Далее находится

ġ±ω = ḟ± exp (∓ iωt)± iωf± exp (∓ iωt).

Тогда для переменных xω = g+ω , yω = ig−ω получается, что

ẋω = ωyω + µ

n∑

s=1

η−ωs(t)δus, ẏω = −ωxω + µ

n∑

s=1

η+ωs(t)δus.

Результатом перехода к действительным переменным станут два уравнения
в системе (7).

в. Пара простых нулевых ХП. В этом случае получаются первые интегра-
лы

f1,2 = g± = ξ±1 (t)δq1 + . . .+ ξ±n (t)δqn + η∓1 (t)δq̇1 + . . .+ ηn(t)
∓δq̇n.

Тогда соответствующие уравнения системы (Π.1) приобретают вид

ẋ+ = µ

n∑

s=1

η−s (t)δRs, ẏ− = µ

n∑

s=1

η+s (t)δRs.

Таким образом, использование групп переменных (x∗, y∗), (xω, yω) и
(x+, y−) позволяет преобразовать систему (Π.1) к виду, удобному к вычис-
лению ХП. При этом применяется преобразование (Π.5), в котором u = δq,
v = δq̇, вектор x(y) состоит из векторов x∗, xω, x+ (y∗, yω, y+), а в функции
δR(δq, δq̇) векторы δq и δq̇ заменяются на векторы x и y по формулам обрат-
ного к (Π.5) преобразования.
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МЕТОДЫ РАСЧЕТА СИСТЕМЫ C МГНОВЕННОЙ
ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ И ПЕРЕМЕННОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ

ВХОДЯЩЕГО ПОТОКА

Изучена марковская модель системы обслуживания с одним сервером
и мгновенной обратной связью. После завершения обслуживания часть
вызовов согласно схеме Бернулли либо покидают систему, либо мгновен-
но возвращается для получения повторного обслуживания, при этом для
повторного обслуживания потребуется положительное (случайное) время
переключения сервера. Интенсивность входящего потока зависит от со-
стояния сервера, который может быть в рабочем режиме или в режиме
переключения. Найдено условие эргодичности соответствующей двумер-
ной цепи Маркова и предложены три метода для ее исследования: метод
производящих функций, метод спектрального расширения и метод фазо-
вого укрупнения состояний. Приводятся результаты численных экспери-
ментов.

Ключевые слова: система обслуживания, мгновенная обратная связь, ме-
тод расчета.

DOI: 10.31857/S0005231020090056

1. Введение

В последние годы системы массового обслуживания (СМО) с обратной
связью все больше привлекают внимание исследователей. Это объясняет-
ся тем, что учет эффекта обратной связи позволяет повысить адекватность
изучаемых моделей к реальной ситуации, где получившие один раз обслужи-
вание заявки могут потребовать повторного обслуживания по целому ряду
различных причин. Так, например, в коммуникационных сетях ошибочно пе-
реданные данные передаются повторно. Другим примером служат производ-
ственные системы, где бракованные детали требуют повторной обработки.
Третьим примером могут быть современные сервисные интеграторы, в кото-
рых получивший один раз качественное обслуживание клиент может еще раз
обратиться для обслуживания именно к ним.

В классе СМО с обратной связью различают системы с мгновенной и от-
сроченной (задерживающей) обратной связью. История исследования этих
систем берет свое начало от пионерских работ Такача [1, 2]. После опубли-
кования указанных работ подобные системы некоторое время не привлекали
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внимания исследователей СМО, исследования в этом направлении получили
интенсивное продолжение лишь в последние два десятилетия. Здесь наряду
с прочими следует отметить работы [3–13]. Подробный обзор работ можно
найти в [12, 13], и поэтому здесь не будем останавливаться на изложении из-
вестных фактов.

В указанных выше работах, как правило, предполагается, что сервер мо-
жет мгновенно начинать обслуживание заявки, которая требует повторного
обслуживания. Вместе с тем это предположение зачастую плохо соотносится
с действительностью. На практике зачастую для начала процесса обслужива-
ния заявок указанного типа потребуется некоторое время “разогрева” сервера,
т.е. время переключения сервера для обслуживания этих заявок является по-
ложительной случайной величиной (с.в.). Подобные ситуации, как правило,
наблюдаются в производственных системах, где для обработки бракованной
детали потребуется некоторое время переналадки сервера.

Здесь изучается модель СМО с одним сервером и мгновенной обратной
связью, в которой время переключения сервера для повторного обслужива-
ния является положительной с.в. Изучаются модели с неограниченной об-
щей очередью для первичных заявок и заявок, которые требуют повторного
обслуживания. Предлагаются и сравниваются три метода расчета характе-
ристик модели: метод производящих функций, метод спектрального расши-
рения [14, 15] и метод фазового укрупнения состояний многомерных цепей
Маркова (ЦМ) [12, 13].

Отметим, что при соответствующем изменении термина “переключение
сервера” получаются модели систем: а) с прогулками сервера, где незави-
симо от длины очереди вызовов прогулки могут быть осуществлены после
каждого акта обслуживания; б) с ненадежным сервером, где поломки сер-
вера возможны лишь в моменты завершения обслуживания вызовов. Полу-
ченные в данной работе результаты могут быть использованы и для анализа
указанных систем.

2. Описание модели системы и постановка задачи

Рассматривается система обслуживания с одним сервером и неограничен-
ным числом мест для ожидания. На вход системы извне поступает пуас-
соновский поток первичных вызовов. Времена обслуживания этих вызовов
являются независимыми и одинаково распределенными (н.о.р.) с.в. и имеют
общую показательную функцию распределения со средним µ−1. После завер-
шения процесса обслуживания вызовы независимо друг от друга и согласно
схеме Бернулли либо с вероятностью σ мгновенно требуют повторного об-
служивания, либо с дополнительной вероятностью 1− σ покидают систему.
Времена обслуживания повторных вызовов также являются н.о.р. с.в. с тем
же средним µ−1.

Для начала процесса обслуживания вызовов, которые требуют повторного
обслуживания, требуется некоторое положительное случайное время (время
переключения сервера), которое имеет показательную функцию распределе-
ния со средним θ−1. Иными словами, в любой момент времени сервер может
находиться в одном из двух состояний: в рабочем режиме или в режиме пе-
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реключения. Считается, что не допускается прерывать время переключения
сервера. При этом вызов, который требует повторного обслуживания, из-за
запрета на прерывание переключения сервера остается на нем.

Первичные вызовы имеют информацию о статусе сервера, т.е. если сервер
находится в режиме переключения, то интенсивность p-вызовов равна λ0,
иначе она равна λ1.

Считается, что случайные процессы поступления вызовов, их обслужива-
ния и времена переключения сервера являются не зависимыми друг от друга.

Требуется найти совместное распределение числа вызовов в системе и со-
стояние сервера (задача А), а также среднее число вызовов в системе и про-
изводительность системы, т.е. интенсивность потока обслуженных вызовов,
выходящих из системы (задача В).

3. Метод производящих функций

Состояние системы в произвольный момент времени определяется двумер-
ным вектором (n, k), где n — число вызовов в системе, k — состояние сервера,
т.е.

k =

{
0, если сервер находится в режиме переключения,
1, если сервер находится в рабочем режиме.

Работа системы описывается двумерной ЦМ со следующим пространством
состояний:

E = E0

∞⋃

n=1

En,(3.1)

где E0 = {(0, 1)}, En = {(n, 0) , (n, 1)}, n = 1, 2, . . .

0, 1 1, 1

1, 0 2, 0

2, 1

3, 0

3, 1

l1

m(1 - s) m(1 - s)

ms ms ms

m(1 - s) m(1 - s)

l1

q q q

l1 l1

l0 l0 l0

Рис. 1. Граф переходов.

Интенсивность перехода из состояния (n, k) в состояние (n′, k′) обозначим
через q((n, k), (n′, k′)). Эти величины определяются как (см. рис. 1):

q ((n, 1) , (n+ 1, 1)) = λ1;(3.2)

q ((n, 1) , (n− 1, 1)) = µ (1− σ) , n > 0;(3.3)
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q ((n, 1) , (n, 0)) = µσ, n > 0;(3.4)

q ((n, 0) , (n, 1)) = θ;(3.5)

q ((n, 0) , (n+ 1, 0)) = λ0.(3.6)

Пусть p(n, k) обозначает стационарную вероятность состояния (n, k) ∈ E
(условие эргодичности устанавливается ниже). Эти величины удовлетворяют
следующей бесконечной системе уравнений равновесия (СУР):

λ1p (0, 1) = µ (1− σ) p (1, 1) ;(3.7)

Для случаев n ≥ 1:

(λ1 + µ) p (n, 1) = µ (1− σ) p (n+ 1, 1) + λ1p (n− 1, 1) + θp (n, 0) ;(3.8)

(λ0 + θ) p (1, 0) = µσp (1, 1) ;(3.9)

Для случаев n ≥ 2:

(λ0 + θ) p (n, 0) = λ0p (n− 1, 0) + µσp (n, 1) .(3.10)

Введем следующие производящие функции:

Pk (z) =
∞∑

n=k

p (n, k) zn, k = 0, 1,

где k =

{
0, если k = 1,
1, если k = 0.

Из (3.8) имеем

(
−λ1z2 + (λ1 + µ) z − µ (1− σ)

)
P1 (z)− θzP0 (z) =

= ((λ1 + µ) z − µ (1− σ)) p (0, 1) − µ (1− σ) zp (1, 1) .
(3.11)

С учетом (3.7) из (3.11) получаем

(
−λ1z2 + (λ1 + µ) z − µ (1− σ)

)
P1 (z)− θzP0 (z) =

= µ (z − 1 + σ) p (0, 1) .
(3.12)

Аналогичным образом из уравнений (3.9) и (3.10) имеем

−µσP1 (z) + (θ + λ0 (1− z))P0 (z) = −µσp (0, 1) .(3.13)

Из (3.13) получаем

P1 (z) = p (0, 1) + a (z)P0 (z) ,(3.14)

где

a (z) =
1

µσ
(−λ0z + λ0 + θ) .
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С учетом (3.12) из (3.14) получаем

P0 (z) =
λ1z

2 − λ1z

a (z) b (z)− θz
p (0, 1) ,(3.15)

где

b (z) = −λ1z2 + (λ1 + µ) z − µ (1− σ) .

Из (3.14) и (3.15) имеем

P1 (z) =

(
1 + a (z)

λ1z
2 − λ1z

a (z) b (z)− θz

)
p (0, 1) .(3.16)

Для нахождения неизвестной величины p(0, 1) используем следующее
условие: lim

z→1
(P0 (z) + P1 (z)) = 1. При вычислении пределов получается

неопределенность вида 0
0 , и согласно правилу Лопиталя находим, что

p (0, 1) =

(
1 +

λ1 (θ + µσ)

θµ (1− σ)− λ1θ − λ0µσ

)−1

.(3.17)

Зам е ч а ни е 1. При выводе формулы (3.17) находим следующее необхо-
димое условие эргодичности системы:

λ1θ + λ0µσ < θµ (1− σ) .(3.18)

Далее, при выполнении условия эргодичности (3.18) условные средние
значения числа вызовов в системе, когда сервер находится в рабочем ре-
жиме (L1) и в режиме переключения (L0), а также безусловное значение
среднего числа вызовов в системе (L) определяются как

L1 = P ′
1 (1) , L0 = P ′

0 (1) , L = L1P1 (1) + L0P0 (1) .(3.19)

Производительность системы вычисляется следующим образом:

Λ = µ (1− σ) (P1 (1)− p (0, 1)) .(3.20)

Ввиду очевидности получения и громоздкости явный вид формул (3.19)
и (3.20) здесь не приводится (лишь отметим, что для его получения правило
Лопиталя применяется 2 раза).

Таким образом, метод производящих функций позволяет решить задачу В,
но не позволяет решить задачу А.

4. Метод спектрального расширения

Применение метода спектрального расширения [14, 15] позволяет решить
обе задачи, А и В. Поскольку этот метод подробно описан в указанных рабо-
тах, то здесь описываются лишь его основные этапы.
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Вводятся следующие матрицы:

A — элементы этой матрицы определяют одношаговые вертикальные пе-
реходы между состояниями (см. рис. 1), т.е.

A =

(
0 q ((n, 0) , (n, 1))

q ((n, 1) , (n, 0)) 0

)
=

(
0 θ
µσ 0

)
;

B — элементы этой матрицы определяют одношаговые горизонтальные
переходы вправо (см. рис. 1), т.е.

B =

(
q ((n, 0) , (n+ 1, 0)) 0

0 q ((n, 1) , (n+ 1, 1))

)
=

(
λ0 0
0 λ1

)
,

B0 =

(
0 0

0 q (n, 1) , (n+ 1, 1)

)
=

(
0 0
0 λ1

)
;

C — элементы этой матрицы определяют одношаговые горизонтальные
переходы влево (см. рис. 1), т.е.

C =

(
0 0

0 q ((n, 1) , (n− 1, 1))

)
=

(
0 0

0 µ (1− σ)

)
.

Считается, что A0 и C0 являются нулевыми матрицами. На базе указанных
выше матриц определяются диагональные матрицы DA, DB и DC , в кото-
рых элементы главных диагоналей равны сумме элементов соответствующих
строк матриц A, B и C, т.е.

DA =

(
θ 0
0 µσ

)
, DB =

(
λ0 0
0 λ1

)
, DC =

(
0 0
0 µ (1− σ)

)
.

Балансовые уравнения для вероятностей состояний из однородной части
графа (см. рис. 1) с учетом введенных матриц записывается так:

vn

(
DA +DB +DC

)
= vn−1B + vnA+ vn+1C, n ≥ 1,(4.1)

где

vn = (p (n, 0) , p (n, 1)) , n ≥ 1.

Уравнения (4.1) представляются в виде матрично-разностных уравнений
второго порядка с постоянными коэффициентами:

vnQ0 + vn+1Q1 + vn+2Q2 = 0, n ≥ 1,(4.2)

где

Q0 = B, Q1 = A−
(
DA +DB +DC

)
, Q2 = C.
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Характеристический матричный полином уравнения (4.2) имеет следую-
щий вид:

Q (η) = Q0 +Q1η +Q2η
2.(4.3)

Далее собственные значения η0, η1 и соответствующие им левые собствен-
ные векторы ψ = (ψ0 (k) , ψ1 (k)), k = 0, 1, матрицы Q (η) определяются из
следующих уравнений:

det (Q (η)) = 0,(4.4)

ψQ (η) = 0,(4.5)

где правая часть уравнения (4.5) является нулевой вектор-строкой.

В указанных выше работах разработаны эффективные алгоритмы реше-
ния уравнений (4.4) и (4.5). После нахождения решений уравнений (4.4) и
(4.5) вероятности состояний определяются как

p (n, k) = a0ψ0 (k) η
n
0 + a1ψ1 (k) η

n
1 , n = 0, 1, . . . ; k = 0, 1,(4.6)

где a0, a1 являются параметрами, которые определяются с помощью балан-
совых уравнений для вероятностей состояний из неоднородной части графа
(способ их нахождения также подробно описан в [14, 15]).

С помощью данного метода можно найти необходимое и достаточное усло-
вие эргодичности системы. Формулируется оно следующим образом [16]: цепь
Маркова является эргодической тогда и только тогда, когда в однородной ча-
сти графа суммарные интенсивности переходов вправо должны быть меньше,
чем суммарные интенсивности переходов влево, т.е. требуется выполнение
условия

vBe < vCe,(4.7)

где e = (1, 1)T, и v = (ν0, ν1) представляет собой вектор вероятностей состоя-
ний ЦМ с двумя состояниями и инфинетизимальным генератором A, т.е.
ν0 =

µσ
θ+µσ , ν1 =

θ
θ+µσ . Тогда из (4.7) получаем условие эргодичности, кото-

рое совпадает с условием (3.18).

Условные средние значения числа вызовов в системе, когда сервер нахо-
дится в рабочем режиме (L1) и в режиме переключения (L0), определяются
как

L1 =
∞∑

n=1

np (n, 1) ; L0 =
∞∑

n=1

np (n, 0) .(4.8)

Безусловное значение среднего числа вызовов в системе (L) определяется
как

L = L1

∞∑

n=0

p (n, 1) + L0

∞∑

n=1

p (n, 0) .(4.9)

Производительность системы вычисляется так:

Λ = µ (1− σ)
∞∑

n=1

p (n, 1) .(4.10)
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5. Метод фазового укрупнения

Хотя метод спектрального расширения позволяет решить обе задачи А
и В, иногда при определенных значениях исходных данных системы появля-
ются проблемы вычислительной неустойчивости. Ниже рассматривается при-
менение метода фазового укрупнения состояний двумерных ЦМ [12, 13] для
решения поставленных задач А и В. Он корректно может быть применен для
систем, в которых время переключения сервера существенно меньше, чем ин-
тервалы между поступлениями вызовов, т.е. предполагается, что имеет место
соотношение θ≫max (λ0, λ1). При выполнении этого условия интенсивности
переходов внутри классов En (см. (3.1) и рис. 1) существенно больше, чем
интенсивности переходов между состояниями из разных классов.

Согласно алгоритму метода фазового укрупнения состояний двумерных
ЦМ, каждый класс En, n = 0, 1, 2, . . . представляется в виде одного укруп-
ненного состояния < n >, n = 0, 1, 2, . . . При этом класс E0 содержит лишь
одно состояние (0, 1), а каждый класс En, n > 0 содержит два состояния (n, 1)
и (n, 1).

Вероятности состояний внутри классов En, n = 0, 1, 2, . . . обозначаются че-
рез ρn (k), k = 0, 1. Поскольку класс E0 содержит лишь одно состояние (0, 1),
то имеем ρ0 (1) = 1.

Интенсивности переходов между состояниями класса En, n > 0 определя-
ются из (3.4) и (3.5), т.е. вероятности состояний внутри каждого класса En,
n > 0 не зависят от индекса n и вычисляются как

ρn (0) =
µσ

θ + µσ
, ρn (1) =

θ

θ + µσ
.(5.1)

Зам е ч а ни е 2. Поскольку вероятности состояний внутри классов En,
n = 0, 1, 2, . . . , ρn (k), k = 0, 1, не зависят от индекса n (см. (5.1)), то далее
у этих величин индекс опускается.

С учетом (5.1) находим, что интенсивности переходов между укрупненны-
ми состояниями < n >, n = 0, 1, 2, . . . определяются следующим образом:

q (< 0 >,< 1 >) = λ1.(5.2)

Для случаев n > 0

q (< n >,< n+ 1 >) = λ̃; q (< n >,< n− 1 >) = µ̃.(5.3)

Здесь λ̃ = 1
θ+µσ (λ1θ + λ0µσ), µ̃ = θ

θ+µσµ (1− σ) .

Из соотношений (5.2) и (5.3) заключаем, что укрупненная модель опи-
сывается бесконечным процессом размножения — гибели с переменными
параметрами. Условием эргодичности этого процесса является λ̃ < µ̃ или
λ1θ + λ0µσ < θµ (1− σ).

Зам е ч а ни е 3. Полученное здесь условие эргодичности полностью сов-
падает с условием (3.18), найденным выше с помощью метода производящих
функций. Там трудно было дать интерпретацию этого условия. Здесь, одна-
ко, можно дать его вероятностную интерпретацию. Когда сервер находится в
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рабочем режиме, интенсивность поступления вызовов равна λ1ρ (1), а когда
сервер находится в режиме переключения, эта величина равна λ0ρ (0). Иными

словами, λ̃ представляет собой суммарную интенсивность поступления вызо-
вов при различных режимах работы сервера. Вызовы обслуживаются лишь
тогда, когда сервер находится в рабочем режиме, т.е. интенсивность обслужи-
вания равна µ (1− σ) ρ (1). Следовательно, условие эргодичности (3.18) имеет
простую вероятностную интерпретацию: суммарная интенсивность поступле-
ния вызовов при различных режимах работы сервера должна быть меньше,
чем интенсивность обслуживания.

Из соотношений (5.2) и (5.3) вычисляются вероятности укрупненных со-
стояний π (< n >), n ≥ 0:

π (< n >) =
λ1

λ̃

(
λ̃

µ̃

)n
π (< 0 >) , n ≥ 1,(5.4)

где

π (< 0 >) =

(
1 +

λ1

λ̃

α

1− α

)−1

, α =
λ̃

µ̃
.

С учетом (5.1)–(5.4) находим приближенные значения вероятностей со-
стояний исходной ЦМ:

p̃ (0, 1) = π (< 0 >) ;(5.5)

p̃ (n, 0) = ρ (0) π (< n >) ;(5.6)

p̃ (n, 1) = ρ (1) π (< n >) .(5.7)

Приближенные значения (ПЗ) характеристики (4.8)–(4.10) определяются
как

L1 ≈
∞∑

n=1

np (n, 1) = ρ (1)

∞∑

n=1

nπ (< n >) =
θ

θ + µσ

λ1

λ̃

α

(1− α)2
π (< 0 >) ;(5.8)

L0 ≈
∞∑

n=1

np (n, 0) = ρ (0)
∞∑

n=1

nπ (< n >) =
µσ

θ + µσ

λ1

λ̃

α

(1− α)2
π (< 0 >) ;(5.9)

L≈ θ

θ + µσ
L1 +

µσ

θ + µσ
L0.(5.10)

Λ≈ µ (1− σ)

∞∑

n=1

ρn (1) π (< n >) = µ (1− σ) ρ (1) (1− π (< 0 >)) .(5.11)

6. Численные результаты

Далее приводятся результаты расчета вероятностей состояний и харак-
теристик изучаемой системы с помощью предложенных методов. Очевидно,
что с методологической точки зрения, а также по времени выполнения ме-
тод спектрального расширения и метод фазового укрупнения существенно
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выигрывают перед методом производящих функций. Метод фазового укруп-
нения позволяет приближенно решить поставленные задачи А и В, при этом
он существенно выигрывает у метода спектрального расширения в части реа-
лизации, так как этим методом удается решить указанные задачи с помощью
простых формул.

Основная цель проведения вычислительных экспериментов сводится к
оценке точности результатов, полученных с помощью метода фазового укруп-
нения, а также к определению области его применения в зависимости от ис-
ходных параметров конкретной системы. При этом точные значения (ТЗ)
вероятностей состояний и характеристик системы вычисляются с помощью
метода спектрального расширения.

Точность вычисления вероятностей состояний оценивается с помощью
двух норм подобия: подобия косинуса (‖N‖1) и максимума разностей меж-
ду точными и приближенными значениями этих величин (‖N‖2), т.е.

‖N‖1 =

∑
(n,k)∈E

p (n, k) p̃ (n, k)

(
∑

(n,k)∈E
(p (n, k))2

) 1
2
(

∑
(n,k)∈E

(p̃ (n, k))2

) 1
2

;(6.1)

‖N‖2 = max
(n,k)∈E

|p (n, k)− p̃ (n, k)| .(6.2)

Отметим, что подобие косинуса, как правило, применяется для оценки
близости ориентации векторов, а не для оценки их длины. Однако здесь это
применение правомерно, так как согласно условию

∑

(n,k)∈E
p (n, k) =

∑

(n,k)∈E
p̃ (n, k) = 1

конечные точки этих векторов находятся в одной гиперплоскости.

Некоторые результаты численных экспериментов, в которых имеет место
соотношение θ≫max (λ0, λ1), показаны в табл. 1 (поскольку рассматрива-
ется проблема определения точности вычисления вероятностей состояний и
характеристик системы, а не характер их поведения относительно исходных
данных, то результаты численных экспериментов представлены в виде таб-
лицы. Кроме того, в проводимых экспериментах зачастую точные и прибли-
женные значения характеристик отличаются друг от друга в четвертом знаке
после запятой. Именно с такой точностью и проводились вычисления). Здесь
и далее принято, что σ = 0,2. Из таблицы видно, что точные и приближенные
значения вероятностей состояний почти совпадают, так как норма подобия
косинуса почти всегда равна единице и максимум разностей между точными
и приближенными значениями является достаточно малой величиной. Более
того, в этих экспериментах характеристики L0 и L1 также вычисляются с
очень высокой точностью. Так, относительная погрешность (ОП) вычисле-
ния характеристики L0 в наихудшем случае не превышает 0,1% (т.е. почти
совпадает с точными значениями) и ОП при вычислении характеристики L1

не превышает 4%.
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Таблица 1. Результаты численных экспериментов для системы, в которой удовле-
творяется условие θ≫max (λ0, λ1)

(µ, θ) (λ0, λ1) ‖N‖
1

‖N‖
2

L1 L0

ТЗ ПЗ ОП ТЗ ПЗ ОП

(50, 75) (3, 5) 1 0,0006 0,1436 0,1436 0,0004 0,0198 0,0191 0,0338

(4, 10) 1 0,0012 0,3329 0,3327 0,0007 0,0461 0,0444 0,0385

(5, 15) 0,99 0,0018 0,5972 0,5966 0,0011 0,0829 0,0795 0,0400

(55, 75) (3, 5) 1 0,0006 0,1289 0,1288 0,0004 0,0196 0,0189 0,0342

(4, 10) 1 0,0013 0,2936 0,2934 0,0007 0,0448 0,0430 0,0396

(5, 15) 0,99 0,0019 0,5141 0,5135 0,0011 0,0786 0,0753 0,0421

(60, 75) (3, 5) 1 0,0006 0,1169 0,1168 0,0004 0,0194 0,0187 0,0346

(4, 10) 1 0,0013 0,2626 0,2624 0,0007 0,0438 0,0420 0,0405

(5, 15) 0,99 0,0020 0,4513 0,4508 0,0011 0,0754 0,0721 0,0438

(50, 80) (3, 5) 1 0,0005 0,1436 0,1435 0,0004 0,0185 0,0179 0,0318

(4, 10) 1 0,0011 0,3330 0,3327 0,0006 0,0432 0,0416 0,0361

(5, 15) 1 0,0016 0,5973 0,5967 0,0010 0,0775 0,0746 0,0376

(55, 80) (3, 5) 1 0,0005 0,1288 0,1288 0,0004 0,0183 0,0177 0,0322

(4, 10) 1 0,0011 0,2936 0,2935 0,0006 0,0419 0,0403 0,0372

(5, 15) 1 0,0017 0,5142 0,5137 0,0010 0,0736 0,0706 0,0396

(60, 80) (3, 5) 1 0,0005 0,1168 0,1168 0,0004 0,0181 0,0175 0,0325

(4, 10) 1 0,0011 0,2626 0,2625 0,0006 0,0409 0,0394 0,0381

(5, 15) 1 0,0018 0,4515 0,4510 0,0010 0,0706 0,0677 0,0412

(50, 85) (3, 5) 1 0,0004 0,1435 0,1435 0,0003 0,0174 0,0169 0,0300

(4, 10) 1 0,0010 0,3330 0,3328 0,0006 0,0405 0,0391 0,0341

(5, 15) 1 0,0015 0,5974 0,5969 0,0009 0,0728 0,0702 0,0355

(55, 85) (3, 5) 1 0,0004 0,1288 0,1287 0,0003 0,0172 0,0167 0,0303

(4, 10) 1 0,0010 0,2936 0,2935 0,0006 0,0394 0,0380 0,0351

(5, 15) 1 0,0015 0,5144 0,5139 0,0009 0,0691 0,0665 0,0373

(60, 85) (3, 5) 1 0,0004 0,1168 0,1167 0,0003 0,0170 0,0165 0,0306

(4, 10) 1 0,0010 0,2626 0,2625 0,0006 0,0384 0,0371 0,0359

(5, 15) 1 0,0016 0,4516 0,4512 0,0009 0,0663 0,0637 0,0389

Интересными являются результаты численных экспериментов, в которых
не выполняется соотношение θ≫max (λ0, λ1). Соответствующие результаты
показаны в табл. 2, откуда видно, что в этих экспериментах точные и при-
ближенные значения вероятностей состояний также вычисляются с высокой
точностью. Здесь однако при вычислении характеристик L0 и L1 имеются
большие погрешности. Так, при вычислении характеристики L0 относитель-
ная погрешность в наихудшем случае составляет почти 28%, а эта же ве-
личина при вычислении характеристики L1 достигает 45%. Эти результа-
ты доказывают, что принятое условие θ≫max (λ0, λ1) является важным для
корректного применения метода фазового укрупнения состояний.

В связи с приведенными выше результатами численных экспериментов ин-
терес представляет изучение зависимостей значений указанных выше норм
подобия (6.1) и (6.2) относительно изменения параметра θ. Некоторые резуль-
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Таблица 2. Результаты численных экспериментов для системы, в которой не удо-
влетворяется условие θ≫max (λ0, λ1)

(µ, θ) (λ0, λ1) ‖N‖
1

‖N‖
2

L1 L0

ТЗ ПЗ ОП ТЗ ПЗ ОП

(50, 4) (3, 5) 0,99 0,0818 0,1843 0,1616 0,1233 0,6692 0,4040 0,3962

(4, 10) 0,97 0,1136 0,4545 0,3636 0,2000 1,5909 0,9091 0,4286

(5, 15) 0,94 0,1002 1,0269 0,7385 0,2809 3,2885 1,8462 0,4386

(55, 4) (3, 5) 0,99 0,0832 0,1649 0,1445 0,1233 0,6617 0,3975 0,3993

(4, 10) 0,96 0,1188 0,3953 0,3162 0,2000 1,5415 0,8696 0,4359

(5, 15) 0,94 0,1111 0,8417 0,6053 0,2809 3,0359 1,6646 0,4517

(60, 4) (3, 5) 0,99 0,0843 0,1491 0,1307 0,1233 0,6556 0,3922 0,4019

(4, 10) 0,96 0,1231 0,3497 0,2797 0,2000 1,5035 0,8392 0,4419

(5, 15) 0,94 0,1202 0,7131 0,5128 0,2809 2,8606 1,5385 0,4622

(50, 7) (3, 5) 0,99 0,0384 0,1589 0,1519 0,0439 0,2984 0,2171 0,2727

(4, 10) 0,99 0,0649 0,3668 0,3391 0,0755 0,6920 0,4844 0,3000

(5, 15) 0,98 0,0734 0,6979 0,6189 0,1131 1,2789 0,8842 0,3086

(55, 7) (3, 5) 0,99 0,0390 0,1424 0,1361 0,0439 0,2951 0,2139 0,2753

(4, 10) 0,99 0,0674 0,3214 0,2971 0,0755 0,6731 0,4669 0,3063

(5, 15) 0,98 0,0790 0,5894 0,5228 0,1131 1,2082 0,8215 0,3201

(60, 7) (3, 5) 0,99 0,0394 0,1289 0,1233 0,0439 0,2925 0,2113 0,2774

(4, 10) 0,99 0,0694 0,2860 0,2644 0,0755 0,6584 0,4533 0,3115

(5, 15) 0,98 0,0837 0,5102 0,4524 0,1131 1,1565 0,7756 0,3293

(50, 10) (3, 5) 0,99 0,0220 0,1522 0,1488 0,0220 0,1879 0,1488 0,2079

(4, 10) 0,99 0,0404 0,3478 0,3344 0,0385 0,4348 0,3344 0,2308

(5, 15) 0,99 0,0500 0,6375 0,6000 0,0588 0,7875 0,6000 0,2381

(55, 10) (3, 5) 0,99 0,0223 0,1364 0,1334 0,0220 0,1857 0,1467 0,2101

(4, 10) 0,99 0,0418 0,3055 0,2938 0,0385 0,4230 0,3231 0,2361

(5, 15) 0,99 0,0534 0,5426 0,5106 0,0588 0,7468 0,5617 0,2479

(60, 10) (3, 5) 0,99 0,0226 0,1236 0,1209 0,0220 0,1840 0,1450 0,2118

(4, 10) 0,99 0,0430 0,2724 0,2619 0,0385 0,4138 0,3143 0,2405

(5, 15) 0,99 0,0562 0,4722 0,4444 0,0588 0,7167 0,5333 0,2558

таты этих исследований показаны на рис. 2, где исходные данные выбраны
так: µ = 50, λ0 = 5, λ1 = 10. Из этих графиков видно, что с ростом значе-
ний параметра θ норма подобия (6.1) систематически растет и приближается
к единице, а норма подобия (6.2) систематически убывает и приближается
к нулю. Эти результаты были вполне ожидаемыми, так как с ростом зна-
чений параметра θ увеличиваются интенсивности переходов между состоя-
ниями внутри классов En, n ≥ 0 и тем самым уменьшаются интенсивности
переходов между состояниями из разных классов (см. рис. 1).

Предложенные простые формулы позволяют изучить поведение характе-
ристик системы (3.19) и (3.20) относительно любых параметров. Для кон-
кретности изложения на рис. 3 показано поведение указанных характеристик
относительно параметра θ. Эти результаты также были ожидаемыми, т.е. с
ростом параметра θ увеличивается доля времени пребывания сервера в рабо-
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Рис. 2. Зависимость норм подобия (6.1) (а) и (6.2) (б) от параметра θ.
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Рис. 3. Зависимость характеристик (3.19) (а) и (3.20) (б) от параметра θ.

чем режиме, тем самым уменьшается среднее число вызовов в системе (см.
рис. 3,а) и увеличивается производительность системы (см. рис. 3,б ). При
этом с ростом вероятности мгновенного повторения обслуживания (т.е. σ)
увеличивается среднее число вызовов в системе (см. рис. 3,а) и одновремен-
но уменьшается производительность системы (см. рис. 3,б ). Действительно, с
ростом указанной вероятности увеличивается доля времени пребывания сер-
вера в режиме переключения (при котором не производится обслуживание
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вызовов), тем самым увеличивается среднее число вызовов в системе и, сле-
довательно, уменьшается ее производительность.

7. Заключение

В работе изучается модель системы обслуживания с одним сервером,
неограниченным числом мест для ожидания и мгновенной обратной связью.
После завершения обслуживания часть вызовов согласно схеме Бернулли
либо покидает систему, либо мгновенно требует повторного обслуживания.
Для начала процесса повторного обслуживания вызовов серверу потребует-
ся некоторое случайное время переключения, которое имеет показательную
функцию распределения. Считается, что когда сервер находится в статусе пе-
реключения, он не может осуществлять обслуживание вызовов. При этом не
допускается прерывание периода переключения. Интенсивность поступления
вызовов зависит от статуса сервера.

Показано, что математической моделью изучаемой системы является дву-
мерная ЦМ с бесконечномерным пространством состояний. Найдено условие
эргодичности модели и предложены три метода исследования соответствую-
щей двумерной ЦМ: метод производящих функций, метод спектрального рас-
ширения и метод фазового укрупнения состояний двухмерных ЦМ. Первые
два из них являются точными методами, а третий — приближенный. С по-
мощью численных экспериментов показана высокая точность разработанных
приближенных формул для решения поставленной задачи.
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ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ РАВНОВЕСИЙ
В НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ ОЛИГОПОЛИИ ШТАКЕЛЬБЕРГА

НА ОСНОВЕ ЛИНЕАРИЗАЦИИ

Рассматривается теоретико-игровая проблема выбора оптимальных
стратегий агентов рынка олигополии при линейной функции спроса и
нелинейных функциях издержек агентов. Доказаны необходимые условия
существования решения системы нелинейных уравнений, включающих в
себя степенные функции. На основе разложения степенных функций в
ряды Тейлора проведена линеаризация системы уравнений оптимальных
реакций агентов. В результате линеаризованная система зависит от век-
тора параметров линеаризации, а расчет игровых равновесий сводится к
подбору неподвижных точек нелинейных отображений. Исследованы от-
клонения значений приближенного равновесия от точного решения. Вы-
ведены аналитические формулы расчета равновесий в игре олигополистов
для произвольного уровня лидерства по Штакельбергу. Анализ дуопо-
лии и триполии показал, что равновесие в игре является следствием двух
факторов: во-первых, вогнутость функции издержек агента, т.е положи-
тельный эффект расширения масштаба, ведет росту его выигрыша по
сравнению с агентами, имеющими выпуклые функции издержек, т.е от-
рицательный эффект расширения масштаба; во-вторых, выигрыш агента
повышается, если он является лидером, однако преимущество окружения
по типу функции издержек снижает воздействие второго фактора.

Ключевые слова: олигополия, игра Штакельберга, степенная функция из-
держек, многоуровневое лидерство, линеаризация.
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1. Введение

Линейная модель выбора оптимальных действий агентов рынка олигопо-
лии, в которой обратная функция спроса и функции издержек агентов яв-
ляются линейными, широко использовалась [1–5] для анализа равновесий
в игре олигополистов, поскольку эта модель допускает простое аналитиче-
ское решение в виде равновесия Курно–Нэша [6, 7]. Нелинейная модель вы-
бора оптимальных действий, в которой обратная функция спроса линейная,
а функции издержек агентов являются нелинейными, использовалась реже
[8–11], так как не позволяет найти аналитическое решение. В этом случае
особенные вычислительные трудности возникают при анализе игры агентов
с лидером (лидерами) по Штакельбергу [12] первого и последующих уров-
ней [13, 14], поскольку для нахождения предположительных вариаций [15]
необходимо решать системы нелинейных уравнений на каждом уровне и для
каждого агента. Формы таких систем уравнений получены [16] для лидеров
по Штакельбергу первого и второго уровня, однако равновесия были рас-
считаны численными методами. Формулы предположительных вариаций в
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явном виде [17] позволяют анализировать характер их изменения при вариа-
циях действий агентов, что необходимо для вычисления равновесий при на-
личии лидеров по Штакельбергу второго и более высоких уровней, а ограни-
чение [17] на модуль суммы предположительных вариаций позволяет оценить
диапазоны возможных равновесий.

В данной статье ставится задача поиска аналитического решения равнове-
сий Курно–Нэша в нелинейной модели олигополии для произвольного уровня
лидерства.

2. Методология

Рассмотрим следующую нелинейную модель рынка олигополии. Пусть
агенты выбирают действия исходя из максимума своих функций полезности
(прибыли)

Πi (Q,Qi) = P (Q)Qi −Ci (Qi) , Qi ≥ 0, i ∈ N = {1, . . . , n}(1)

при линейной функции цены спроса на товар от суммарного объема предло-
жения всех агентов рынка

P (Q) = a− bQ, a > 0, b > 0, Q =
∑

i∈N
Qi,(2)

и нелинейных (степенных) функциях издержек агентов

Ci (Qi) = CF i +BiQ
βi
i , CF i > 0, Bi > 0, βi ∈ (0, 2) , i ∈ N,(3)

где Qi, Πi — действие (объем выпуска) и функция полезности (прибыль)
i-го агента; N — множество агентов рынка; n — количество агентов, т.е.
количество элементов множества N ; P , Q — равновесная цена и суммар-
ный объем рынка; CF i, Bi, βi — коэффициенты функций издержек агентов,
CF i интерпретируется как постоянные издержки; a, b — коэффициенты об-
ратной функции спроса. Степенная функция издержек (3) в диапазоне ко-
эффициентов βi ∈ (0, 2) обобщает два типа агентов: агент с положительным
эффектом расширения масштаба описывается вогнутой функцией издержек
при 0 < βi < 1, агент с отрицательным эффектом — выпуклой функцией при
1 < βi < 2.

Модели выбора оптимальных (символ «∗») действий агентов с учетом
условий (1)–(3) запишем в виде

Q∗
i = argmax

Qi≥0
Πi(Q,Qi) = arg max

Qi≥0

{
(a− bQ)Qi−CF i−BiQβii

}
, i∈N.(4)

Равновесие Нэша в системе (4) представляет собой вектор оптимальных
действий агентов при выбранных действиях окружения и определяется пу-
тем решения системы уравнений реакций следующего типа (при некотором
известном векторе предположительных вариаций):

∂Πi (Qi, xij)

∂Qi
= 0, i, j ∈ N,(5)
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где xij = Q′
jQi

— предположительная вариация в уравнении реакции i-го аген-
та, т.е. предполагаемое изменение выпуска j-го агента в ответ на единичный
прирост выпуска i-го агента. Поскольку согласно модели (4) оптимумы аген-
тов зависят не только от собственного действия i-го агента Qi, но и от дей-
ствий окружения через Q, то последняя зависимость представлена в систе-
ме (5) как функция полезности Πi (Qi, xij) от вектора предположительных
вариаций, характеризующих влияние действий окружения на изменение Q.

Стратегическая игра Γ есть кортеж множества агентов, множества страте-
гий агентов, множества функций полезности (прибыли) агентов и множества
уровней лидерства

Γ = 〈N, {Qi, i ∈ N} , {Πi, i ∈ N} , G〉 ,(6)

где G = (M0,M1, . . . ,ML) — множество уровней лидерства агентов; L — ко-
личество уровней лидерства агентов; Mr (r = 0, . . . , L) — множества агентов;
M0 — множество ведомых агентов; Mr (r = 1, . . . , L) — множество лидеров
r-го уровня.

В дальнейшем подмножество агентов окружения i-го агента, имеющих
один и тот же уровень лидерства, обозначено символом M = {l ∈ N\i}, число
элементов этого множества обозначено символом m = n− 1.

Уровни лидерства определяются следующим образом. Нулевой уровень,
соответствующий ведомому η0-му агенту, имеет место, если в η0-м уравнении
системы (5) полагается x0η0j = 0 ∀j ∈ N\η0, где верхний индекс предположи-
тельной вариации обозначает уровень лидерства r. Первый уровень лидер-
ства η1-го агента возникает, если в η1-м уравнении системы (5) вариации x1η1j
вычисляются дифференцированием по Qη1 остальных (N − 1) уравнений (5),
в которых полагается x0ij = 0 ∀j ∈ N\i. Произвольный r-й уровень лидерства

ηr-го агента возникает, если в ηr-м уравнении системы (5) вариации xrηrj вы-

числяются дифференцированием по Qηr остальных (N − 1) уравнений (5), в

которых полагается xij = xr−1
ij ∀j ∈ N\i.

Решения игры (6) на r-м уровне лидерства i-го агента для модели выбора
действий (4) были получены [16] в виде системы (5) уравнений равновесия
Нэша:

F ri = a− bQ− bQi


1 +

∑

j∈N\i
xrij


−BiβiQ

βi−1
i = 0, Qi > 0, i ∈ N,(7)

при условии

ui − Sri < 0, i ∈ N,(8)

с учетом следующих обозначений:

ui = −2− Biβi (βi − 1)Qβi−2
i

b
, Sri =

∑

l∈N\i
xril, i ∈ N,(8a)
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где ui (•), i ∈ N , — непрерывные и дифференцируемые по Qi функции, ха-
рактеризующие влияние нелинейности функций издержек агентов на унимо-
дальность функции полезности i-го агента (при ui = −2 система (3) является
линейной); Sri — величина суммы предположительных вариаций i-го агента
относительно действий окружения на r-м уровне лидерства; F ri (•), i ∈ N , —
непрерывные и дифференцируемые по Qi функции.

По сравнению с линейной моделью, для которой условие (8) имеет вид
−2− Sri < 0, i ∈ N , в нелинейной модели (4) функция полезности агента мо-
жет быть неунимодальной не только вследствие влияния действий окруже-
ния, т.е. ситуаций, когда Sri < −2, но и в результате положительного эффекта
расширения масштаба функции издержек агента. Поэтому введем предполо-
жение о том, что темп снижения предельных издержек при возрастающей
отдаче от масштаба (т.е. βi < 1) не может быть больше темпа снижения цены
при увеличении объема предложения

∣∣MC ′
iQi

∣∣ = Biβi |βi − 1|Qβi−2
i < b ∀βi < 1,(8b)

где MCi = C ′
iQi

= BiβiQ
βi−1
i — предельные издержки i-го агента. Предполо-

жение (8b) гарантирует выполнение условия (8), если не выполнено условие
|Sri | < 1, так как |ui| > 1 при условии (8b).

В дальнейшем символом «∗» обозначены оптимальные действий агентов
как решения системы уравнений (7).

Поставим задачу нахождения приближенного решения системы (7) в яв-
ном виде при некотором известном векторе предположительных вариаций,
соответствующем заданному множеству уровней лидерства G.

3. Результаты

Система нелинейных уравнений (7) не имеет аналитического решения, по-
этому проведем линеаризацию уравнений (7), которая позволяет свести ре-
шение к подбору неподвижных точек нелинейных отображений относительно
параметров линеаризации. Линеаризация основана на следующем утвержде-
нии, доказательство которого приведено в Приложении.

У тв е ржд е ни е 1. Система (7) имеет решение Q∗ = {Q∗
i , i ∈ N}, если

выполняются условие (8) и следующие условия:

Q̄i ≤ Q∗
i ≤ Qmax, |xji| 6= |ui − Sri | ,

F ri (κj)

{
> 0 при |xrji| < |ui − Sri | ,
< 0 при |xrji| > |ui − Sri | ,

∀i, j ∈ N,
(9a)

где

κj =
a

b
−

∑

k∈N\(i,j)
Q̄k −Qmax −Qmax

(
1 + Srj

)
− BjβjQ

βj−1
max

b
,

Qmax =
a−MCmin

b
, MCmin = min

i∈N

(
BiβiQ

βi−1
i

)
,
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Fi (κj) = a− b


Qmax +

∑

k∈N\(i,j)
Q̄k + κj


− bκj (1 + Sri )−Biβiκ

βi−1
j ,

Q̄j =


Bjβj |βj − 1|

b
(
2 + Srj

)




1
2−βj

при βj < 1, Q̄j = 0 при βj > 1.

Если система (7) имеет решение, то уравнения

F̂ ri = â− b̂q − b̂qi


1 +

∑

j∈N\i
xrij


− B̂iβiν

βi−1
i −

− B̂iβi (βi − 1) νβi−2
i (qi − νi) = 0, i ∈ N

(9b)

относительно неизвестных qi =
Qi
Qmax

∈ (0, 1) при q =
∑
i∈N

qi с коэффициента-

ми

â = Qmaxa, b̂ = Q2
maxb, B̂i = QβimaxBi, i ∈ N(9c)

имеют решения Q̂∗
i , отклонения которых ∆Q∗

i = Q∗
i − Q̂∗

i от точного реше-
ния Q∗

i при условиях |qi − νi| < ri, νi < qi, i ∈ N не превышают по модулю
значения

|∆Q∗
i | ≤ ξi, ξi =Qmax

(qi−νi)2
2

|uimax + 2| |βi − 2|Ωβi−3
i∣∣∣2− (uimax+2) νβi−2

i +Smax

∣∣∣
, i∈N,(9d)

причем

lim
r→0

|∆Q∗
i | = 0, i ∈ N,(9e)

где

Ωi = νi + θi (qi − νi), θi, νi ∈ (0, 1), ri ∈ (0,Ωi), uimax = ui (Qmax),

Smax =
m

m− 1− υmax
, υmax =

1− ε

m

(
2− ε

2

)2 (
1− ε

2

)−1
,

ε≪ 1 — малое положительное число, m ≥ 2 — количество агентов окруже-
ния i-го агента.

Условия (9а) в случае дуополии (n = 2) допускают следующую геометри-
ческую интерпретацию: построим численно по уравнению (7) второго агента
линию реакции Q∗

2 (Q1), а линию реакции первого агента Q2 (Q
∗
1) постро-

им, выразив Q2 из уравнения (7) первого агента. Тогда первое условие (9а)
устанавливает интервалы монотонного убывания этих реакций, второе усло-
вие (9а) обеспечивает различие их угловых коэффициентов, т.е. наличие точ-
ки пересечения реакций, а третье условие (9а) требует, чтобы точка пересе-
чения принадлежала интервалам монотонности.
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Рис. 1. Графический анализ погрешности линеаризации.

Условия (9d), (9e) показывают, что корректный подбор параметров νi
с учетом |qi − νi| < ri и νi < qi при заданном малом положительном числе
ri ∈ (0,Ωi) позволяет достичь необходимой точности решения системы (7).
Существование параметров νi, удовлетворяющих этим условиям, доказано
ниже, в утверждении 2.

Графический анализ отклонения (9d) решения q∗i системы (9b) от точного
решения Q∗

i системы (7) показан на рис. 1.

На основе результатов утверждения 1 систему уравнений (7) после линеа-
ризации можно привести к более компактному виду, для которого легко полу-
чить общее решение, что сформулировано в виде следующего утверждения.

У тв е ржд е ни е 2. Уравнения (9b) сводятся к виду

δiqi + q−i = αi, i ∈ N, αi =
â− B̂iβi (2− βi) ν

βi−1
i

b̂
,

δri = 2 +
B̂iβi (βi − 1)

b̂
νβi−2
i + Sri , Sri =

∑

k∈N\i
xrik,

(10a)

где q−i =
∑

k∈N\i
qk — сумма действий окружения i-го агента; если выполня-

ются условия

n∑

j=1

1

δrj − 1
6= −1 ∧ δrj 6= 1 ∀j ∈ N,(10b)

то система (10а) имеет единственное решение и корни вычисляются по
следующим формулам:

q∗i =

αi

[
n∏

j=1\i

(
δrj −1

)
+

n∑
j=1\i

n∏
γ=1\j,i

(
δrγ −1

)
]
−

n∑
j=1\i

[
αj

n∏
γ=1\i,j

(
δrγ −1

)
]

n∏
j=1

(
δrj − 1

)
+

n∑
j=1

n∏
γ=1\j

(
δrγ − 1

) .(10c)
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Для решения (10с) существует набор параметров ν∗i , при котором выпол-
няются следующие условия утверждения 1 :

|qi − ν∗i | < ri, Ωi = ν∗i + θi (qi − ν∗i ) , θi, ν
∗
i ∈ (0, 1) ,

ri ∈ (0,Ωi) , ν∗i < qi, i ∈ N,
(10d)

если для всех i ∈ N

n <
a

bQmax
+ uimax, θi ∈

(
ri − ν∗i
ri

, 1

)
при ri > ν∗i .(10e)

В частных практически важных случаях формула (10с) имеет следующий
вид:

q∗i =
αiδ

r
j − αj

δr1δ
r
2 − 1

, i 6= j = 1, 2 при n = 2,

q∗i =

αi

(
3∏

j=1\i
δrj − 1

)
−

3∑
j=1\i

3∏
γ=1\i

αjδ
r
γ +

3∑
j=1\i

αj

δr1δ
r
2δ
r
3 − δr1 − δr2 − δr3 + 2

при n = 3.

(10f)

Таким образом, решение системы уравнений (7) сведено к задаче поис-
ка неподвижной точки отображения qi (νi) = νi, заданного формулами (10c),
причем существование этой неподвижной точки доказано при условиях (10е).
Подбор параметров линеаризации ν∗i , удовлетворяющих условиям (10d), осу-
ществляется эвристически, путем последовательного вычисления равновесий
по формулам (10c) и проверки условий (10d).

Сравнение формул (8а) и (10а) показывает, что в случае выполнения усло-
вия (9e) имеет место равенство1 δri = − (ui − Sri ). Поэтому выполнение усло-
вий (8), (9а) существования решения системы (7) не гарантирует выполнение
условия (10b) и наоборот. Следовательно, применение формул (10c) должно
сопровождаться проверкой условий (8), (9а).

Решение (10f) для случая дуополии допускает сравнение с известным рав-
новесием Курно [18] при линейных функциях издержек. В этом случае βi = 1,
а параметр Bi имеет смысл предельных издержек агентов, поэтому из фор-
мул (10а) с учетом формул (9с) следует, что

αi =
â− B̂i

b̂
=
a−Bi
bQmax

, δi = 2,

следовательно, из формулы (10f) при n = 2 получим

q∗i =
2 (a−Bi)− (a−Bj)

3bQmax
, i, j = 1, 2,

а в случае равенства параметров типа агентов, т.е. Bi = Bj = B, отсюда сле-

дует формула равновесного выпуска агентов Курно q∗i =
a−B

3bQmax
⇒ Q∗

i =
a−B
3b ,

идентичная формуле [18].

1 Поскольку подстановка из (9с) b̂ = Q2
maxb, B̂i = Qβi

maxBi в формулу δri (10а) в случае

qi = νi и qi =
Qi

Qmax
приводит к формуле δri = 2+

Q
βi
maxBiβi(βi−1)

Q2
max

b

(

Qi

Qmax

)βi−2

+Sr
i = −ui+Sr

i .
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4. Численные эксперименты

На точность линеаризации нелинейных уравнений реакции (7) в виде (9b)

влияет характер функций F ri и их близость к функциям F̂ ri в достаточно ши-
роком диапазоне значений параметров рынка a, b и параметров типов аген-
тов Bi, βi, i ∈ N . Поскольку b 6= 0, то допустимо представление функций (7) в

следующем виде: F ri = a
b −Q−Qi

(
1 +

∑
j∈N\i x

r
ij

)
− Bi

b βiQ
βi−1
i . Анализ [19]

телекоммуникационных компаний РФ показал, что у всех фирм наблюдается
положительный эффект расширения масштаба, т.е. βi < 1, коэффициент из-
держек Bi ∈ (1, 3), если Qi ∈ (0, 500) млрд мин, параметр функции спроса a≈
≈Bi, параметр b = 0,0009 руб./мин. Поэтому будем рассматривать соотноше-

ние, далее называемое коэффициентом спроса и издержек, σ = Bi
b ≈ a

b ≈ 1000
как параметр функции F ri , а при моделировании отрицательного эффек-
та масштаба в связи с отсутствием эмпирических данных примем σ = a

b и
Bi
b = kσ, k < 1. Также в качестве параметра этой функции рассмотрим сум-

му предположительных вариаций в функции F ri i-го агента Sri . Отметим,
что было получено [17] следующее ограничение на сумму предположитель-
ных вариаций: |Sri | < m

m−1−υ , где υ < 1 ∀m ≥ 2, причем если для всех аген-
тов имеет место убывающая отдача от расширения масштаба, т.е. βi > 1
∀i ∈ N , то данное ограничение более жесткое: |Sri | < 1 ∀m ≥ 1. Поэтому иссле-

дуем трехпараметрическую функцию F ri = σ −Q−Qi (1 + Sri )− kσβiQ
βi−1
i ,

k =

{
1 ∀βi < 1,
0,3 ∀βi > 1

в диапазоне Qi ∈ (100, Qmax) , Qmax = 500 млрд мин при

различных значениях параметров σ, βi, S
r
i .

Аналогично проведем моделирование линеаризованных функций (9b), ко-
торые представим в виде

F̂ ri =
â

b̂
− q − qi


1 +

∑

j∈N\i
xrij


− B̂i

b̂
βiν

βi−1
i − B̂i

b̂
βi (βi − 1) νβi−2

i (qi − νi).

С учетом (9c) коэффициенты этих функций вычисляются по формулам

â

b̂
=
Qmaxa

Q2
maxb

=
a

Qmaxb
= σQ−1

max,
B̂i

b̂
=
QβimaxBi
Q2

maxb
= kσQβi−2

max .

Поэтому вместо функции F̂ ri исследуем функцию

F∼
i = σQ−1

max − q − qi (1 + Sri )− kσQβi−2
max βi

[
νβi−1
i + (βi − 1) νβi−2

i (qi − νi)
]

при Qmax = 500 и различных значениях параметров σ, βi, S
r
i , причем ось абс-

цисс переведем в единицы измерения Qi = qiQmax.

Исследуем адекватность оценки линеаризации (9b) по формуле (9d), для
чего сравним фактическое отклонение решения линеаризованной системы
уравнений (9b) от точного решения системы (7), вычисленное по формуле∣∣∣∆Q∗

iфакт

∣∣∣ =
∣∣∣Q∗

i − Q̂∗
i

∣∣∣, и оценку максимального отклонения ξi, вычисленную
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Рис. 2. Фактическое отклонение |∆Q∗

iфакт| решения линеаризованной системы
от точного решения и точное решение q∗

i
при n = 2, σ = 1000.

Рис. 3. Максимальное отклонение ξi решения линеаризованной системы от
точного решения и точное решение q∗

i
при n = 2, σ = 1000.
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по формуле (9d). При моделировании отклонения ξi используем двухпара-
метрическую функцию (8) в виде

ui = −2− Biβi (βi − 1)Qβi−2
i

b
= −2− kσβi (βi − 1)Qβi−2

i

при различных значениях σ, βi.

На рис. 2, 3 в зависимости от параметра линеаризации νi показаны от-
клонения |∆Q∗

iфакт| и ξi, а также точное решение q∗i для случая дуополии

(т.е. при n = 2) при коэффициенте спроса и издержек, равном σ = 1000, для
случая однотипных агентов (т.е. β = βi ∀i ∈ N) при различных типах эф-
фекта расширения масштаба (β < 1 и β > 1) и различных значениях суммы
предположительных вариаций (Sri = 0 и Sri = −0,5). На рис. 4, 5 отклонения
показаны для дуополии и триполии (т.е. при n = 2, 3) при положительном
эффекте расширения масштаба (β < 1) и нулевой сумме предположительных
вариаций для различных значений коэффициента спроса и издержек σ.

Во всех случаях видно, что |∆Q∗
iфакт| < ξi, т.е. фактическая точность ли-

неаризации существенно превышает предельную оценку, так как для нагляд-
ности высоты линий q∗i на обоих рисунках одинаковы. Кроме того, видно,
что отклонения |∆Q∗

iфакт| и ξi практически совпадают и достигают наимень-
ших значений, близких к нулю, при νi = q∗i , что подтверждает выполнение
условий (10d), т.е. возможность нахождения достаточно точного решения си-
стемы (7) по линеаризованной системе (9b).

На рис. 6 в зависимости от действия каждого из агентов Qi при значе-
нии параметра линеаризации νi = q∗i показаны сплошными линиями функции
оптимальных реакций Fi и пунктирными линиями линеаризованные функ-
ции F∼

i для случая дуополии (т.е. при n = 2) при коэффициенте спроса и
издержек, равном σ = 1000; графики иллюстрируют точность совпадения ре-
шения уравнений (7) и (9b), т.е. совпадения точек пересечения этих функций
с осью абсцисс.

Проведем анализ чувствительности решения системы линеаризованных
уравнений (10а), вычисленных по формулам (10d), к изменениям парамет-
ров рынка и типа агентов. С использованием коэффициента спроса и издер-
жек σ, формулы коэффициентов системы (10а) имеют вид трехпараметриче-
ских функций

αi =
â

b̂
− B̂iβ

2
i ν

βi−1
i

b̂
= σQ−1

max − kσQβi−2
max β

2
i ν

βi−1
i ,

δi = 2 + kσQβi−2
max βi (βi − 1) νβi−2

i + Sri

при различных значениях параметров σ, βi, S
r
i .

Рассмотрим случай дуополии, когда функция издержек первого агента
имеет положительный эффект расширения масштаба, а именно β1 = 0,8, а
у второго агента может быть положительный или отрицательный эффект.
Опишем эти констелляции с помощью переменного соотношения параметров
типа агентов β2

β1
при β1 = 0,8: если β2

β1
< 1,25, то второй агент имеет положи-
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Рис. 4. Фактическое отклонение |∆Q∗

iфакт| решения линеаризованной системы
от точного решения и точное решение q∗

i
при β = 0,8, Sr

i
= 0.

Рис. 5. Максимальное отклонение ξi решения линеаризованной системы от
точного решения и точное решение q∗

i
при β = 0,8, Sr

i
= 0.

тельный эффект расширения масштаба, т.е. β2 < 1; если β2
β1
> 1,25, то вто-

рой агент имеет отрицательный эффект расширения масштаба, т.е. β2 > 1.
На рис. 7 изображены зависимости равновесных значений действий агентов
q∗1, q

∗
2 в дуополии как функции от соотношения параметров типа агентов β2

β1
.
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Рис. 6. Функция оптимальной реакции Fi и линеаризованная функция F∼

i
при

n = 2, σ = 1000 для νi = q∗
i
.

Рис. 7. Зависимости равновесных относительных действий в дуополии от соот-
ношений параметров типа агентов при n = 2, σ = 1000, Qmax = 500, β1 = 0,8,
k = 0,2.
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Рис. 8. Зависимости равновесных относительных действий в триполии от соот-
ношений параметров типа агентов при n = 3, σ = 1000, Qmax = 500, β1 = 0,8,
k = 0,2.

Все графики построены при значении коэффициента спроса и издержек, рав-
ного σ = 1000, за исключением равновесия при σ = 500, которое иллюстриру-
ет влияние этого параметра. Базой сравнения является случай агентов Курно
при нулевых предположительных вариациях (S1 = S2 = 0), в котором влия-
ние изменения параметра типа второго агента вполне объяснимо: равновес-
ные действия первого агента увеличиваются, а второго уменьшаются с ро-

стом β2
β1

, что обусловлено относительным опережением прироста издержек

второго агента. Далее, показано влияние лидерства по Штакельбергу второ-
го агента, т.е. увеличения модуля предположительной вариации этого аген-
та (S2 = −0,25; S2 = −0,5; S2 = −0,75), которое выражается в том, что при

малых значениях β2
β1

равновесные действия второго агента существенно пре-

вышают действия первого, однако при β2
β1
> 1,25 (т.е. β2 > 1) первый агент

вновь выигрывает в равновесии. Наконец, влияние изменения коэффициента
спроса и издержек до σ = 500 вызывает одновременный сдвиг равновесных
действий агентов в сторону уменьшения.

На рис. 8 представлены зависимости равновесных значений действий аген-
тов в триполии как функции от соотношения параметров типа агентов βi

β1
,

i = 2, 3 при β1 = 0,8, т.е. параметры типа второго и третьего агентов оди-
наковы. Поэтому в случае S1 = S2 = S3 = 0 графики q∗2 и q∗3 совпадают и
характер влияния относительного изменения параметров функций издержек
этих агентов по сравнению с первым агентом аналогичен случаю дуополии:
равновесные действия первого агента увеличиваются, а второго и третьего
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уменьшаются с ростом βi
β1

. Далее рассмотрены ситуации, в которых первый

агент считается ведомым, второй агент — лидером по Штакельбергу, а тре-
тий — лидером по Штакельбергу более высокого уровня, т.е. при S1 = 0 имеет
место S2 = −0,25; S2 = −0,5 и S3 = −0,5; S3 = −0,75 соответственно. В ре-
зультате лидеры получают преимущество в равновесии до тех пор, пока их
функции издержек характеризуются положительным эффектом масштаба,

т.е. βi
β1
< 1,25, а в случае βi

β1
> 1,25 равновесные действия первого агента ста-

новятся больше, чем действия лидеров.

5. Заключение

Процессы, протекающие в экономических и технических системах, зача-
стую нелинейны, поэтому нелинейные модели описывают их наиболее точно.
Однако системы нелинейных уравнений, которые описывают оптимальные
действия агентов в многоагентных системах, не имеют аналитического ре-
шения, что затрудняет исследование таких систем в случае, если одни их
состояния зависят от других состояний, например при анализе динамики си-
стем. В игре олигополии эта сложность возникает при анализе лидерства по
Штакельбергу различных уровней, когда равновесие на данном уровне вы-
числяется в зависимости от равновесия на предшествующем уровне.

В статье рассмотрен первый этап разрешения этой проблемы, состоящий
в редукции системы нелинейных уравнений оптимальных реакций агентов
к системе линейных уравнений, зависящих от вектора параметров линеари-
зации. Для линеаризованной системы получено аналитическое решение как
функция этих параметров. В результате расчет игровых равновесий сводится
к подбору неподвижных точек нелинейных отображений. На этом этапе под-
бор параметров линеаризации осуществлялся эвристически, что тем не менее
позволило получить решения игры с удовлетворительной точностью.

Моделирование равновесий для достаточно широкого спектра параметров
состояния агентов подтвердило удовлетворительную точность линеаризации,
а также продемонстрировало возможности данного подхода в задачах анали-
за влияния изменения параметров состояния на результирующее равновесие
в игре.

Исследование позволило сделать следующие выводы. В игре олигополи-
стов преимущество одного агента по типу функции издержек, т.е. наличие
положительного эффекта расширения масштаба, ведет к повышению выиг-
рыша этого агента по сравнению с выигрышами окружения. Лидерство по
Штакельбергу одного из агентов также способствует повышению его выиг-
рыша по сравнению с выигрышами окружения, однако преимущество других
агентов по типу функции издержек корректирует влияние этого фактора.

Развитие исследований видится, во-первых, в нахождении замкнутой фор-
мы решения линеаризованной системы уравнений на основе процедуры вы-
числения неподвижных точек нелинейных отображений; во-вторых, в направ-
лении применения разработанных расчетных методик к проблеме вычисле-
ния равновесий на реальных рынках, например рынке телекоммуникаций,
при различных уровнях лидерства агентов с целью оценки их фактических
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уровней путем сравнения с реальными состояниями. Результаты также ак-
туальны в связи с увеличением количества агентов свыше трех, например
на российском рынке телекоммуникаций, что приводит к усложнению анали-
за их взаимодействий. Наряду с этим, результаты могут быть использованы
при анализе игр на других рынках, а именно на рынках розничной продажи
электроэнергии [23–25], поскольку возможность анализа нелинейных систем
обеспечивает более точные оценки результатов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Проведем нормализацию векто-
ра действий агентов из условия qi ∈ (0, 1), которому удовлетворяет следующая
формула:

qi =
Qi
Qmax

, i ∈ N, Qmax > Qi, i ∈ N.(Π.1)

Значение Qmax = a−MCmin
b , MCmin = min

i∈N

(
BiQ

βi−1
i

)
определено из формулы

объема рынка олигополии при бесконечно большом количестве фирм [18].
Коэффициенты уравнений (7) для нормализованного вектора действий най-
дем из условия равенства критерия (1) при векторах действий qi, i ∈ N и Qi,
i ∈ N :

(
â− b̂q

)
qi − CF i − B̂iq

βi
i = (a− bQ)Qi − CF i −BiQ

βi
i , i ∈ N.(Π.2)

Подставив в это выражение (П.1) и сравнив коэффициенты при одинаковых
степенях вектора действий, получим формулы (9c). Следовательно, (7) мож-
но записать в виде

F̂i = â− b̂q − b̂qi


1 +

∑

j∈N\i
xrij


− B̂iβiq

βi−1
i = 0, i ∈ N.(Π.3)

Нелинейный компонент уравнений (П.3) есть функция f(qi) = B̂iβiq
βi−1
i .

В окрестности числа νi, такого что νi ∈ (0, 1), νi < qi, разложение этой функ-
ции в ряд Тейлора имеет вид

f̄ (qi) = f (νi) + f ′ (νi) (qi − νi) +
f ′′ (νi)

2!
(qi − νi)

2 + . . . .

Если существует такое число Ωi = νi + θi (qi − νi), что νi < Ωi < qi, иначе го-
воря θ ∈ (0, 1), то этот ряд имеет остаточный член формулы Тейлора в форме
Лагранжа [20], вычисляемый по следующей формуле:

Rk (qi) =
1

k!
f (k) (Ωi) (qi − νi)

k =
(qi − νi)

k

k!

Ωβii
Ωk+1
i

B̂iβi

k∏

j=1

(βi − j) .(Π.4)
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Ряд сходится, если |qi − νi| < ri и lim
k→∞

Rk (qi) = 0, поэтому зададим ма-

лое число ri, такое что 0 < ri < Ωi, и при этом покажем существование
предела последовательности остаточных членов. Поскольку ri ∈ (0,Ωi), то

Ωi > qi − νi, значит, (qi−νi)k
Ωk

i
> (qi−νi)k+1

Ωk+1
i

, и k! =
∏k
j=1 j, j ≥ |βi − j|, значит,

∏k
j=1|βi−j|
∏k

j=1 j
>

∏k+1
j=1 |βi−j|
∏k+1

j=1 j
. Поэтому lim

k→∞
Rk (qi) = 0, значит, ряд Тейлора с оста-

точным членом (П.4) сходится к функции f (qi) = B̂iβiq
βi−1
i .

С учетом только первого члена ряда разложение функции f (qi) имеет вид

f̄ (qi) = B̂iβiν
βi−1
i + B̂iβi (βi − 1) νβi−2

i (qi − νi). Поэтому (П.3) можно предста-
вить в виде (9b). Остаточный член (П.4) при этом равен

R2 (qi) =
(qi − νi)

2

2
B̂iβi (βi − 1) (βi − 2)Ωβi−3

i .(Π.5)

Оценим погрешность замены решения системы (7) на решение систе-
мы (9b). Функции Fi, описывающие левые части уравнений (7), в окрестности
локального максимума критерия (1) являются убывающими по Qi, посколь-

ку F ′
iQi

= ui − Sri < 0 выполняется при условии (8). Функции F̂i левых частей

уравнений (9b) также убывающие, поскольку неравенство

F̂ ′
iqi = −2b̂− b̂Sri − B̂iβi (βi − 1) νβi−2

i < 0(Π.6)

выполняется при условии (8). В (П.6) учтено, что согласно [17]
∂Sr

i
∂qi

=

=
∂Sr

i
∂Qi

∂Qi

∂qi
= 0.

Как видно из рис. 1, отклонение решения q∗i системы (9b) от точного ре-
шения Q∗

i системы (7), приведенного по нормализации (П.1) к единицам из-

мерения Qi, т.е. отклонение ∆Q∗
i = Q∗

i − Q̂∗
i , равно

|∆Q∗
i | = Qmax

|R2 (q
∗
i )|∣∣∣F̂ ′

iqi

∣∣∣
.(Π.7)

С учетом коэффициентов, вычисленных по формулам (9c), выражение (П.6)
имеет вид

F̂ ′
iqi = −2Q2

maxb−Q2
maxbS

r
i −QβimaxBiβi (βi − 1) νβi−2

i =

= −bQ2
max

(
2 + Sri +

Biβi (βi − 1)

b
Qβi−2

max ν
βi−2
i

)
.

Это выражение с учетом (8a) равно F̂ ′
iqi

=−bQ2
max

[
2− (uimax+2)νβi−2

i +Sri

]
,

где uimax = ui (Qmax). Подставим это выражение, а также (П.5) в (П.7), по-
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лучим

|∆Q∗
i | = Qmax

(qi − νi)
2

2

BiQ
βi
maxβi |βi − 1| |βi − 2|Ωβi−3

i

bQ2
max

∣∣∣2− (uimax + 2) νβi−2
i + Sri

∣∣∣
=

= Qmax
(qi − νi)

2

2

|uimax + 2| |βi − 2|Ωβi−3
i∣∣∣2− (uimax + 2) νβi−2

i + Sri

∣∣∣
.

Было показано [17], что выполняется ограничение |Sri | < Smax = m
m−1−υmax

,

где υmax =
ψmax(1+

√
ψmax)

2

m
√
ψmax

, ψmax ≈ 1, ψmax < 1, m — количество агентов окру-

жения i-го агента, m ≥ 2, тогда, приняв ψmax = 1− ε, где 0 < ε≪ 1, получим

приближенно υmax ≈ 1−ε
m

(
2− ε

2

)2 (
1− ε

2

)−1
. Поэтому в общем можно запи-

сать следующее ограничение:

|∆Q∗
i | ≤ Qmax

(qi − νi)
2

2

|uimax + 2| |βi − 2|Ωβi−3
i∣∣∣2− (uimax + 2) νβi−2

i + Smax

∣∣∣
.

Поскольку uimax есть ограниченная величина по (8а), Smax также ограни-
ченная величина [17] при m ≥ 2, поэтому если ri → 0, то |qi − νi| → 0, значит,
lim
r→0

|∆Q∗
i | = 0.

Исследуем проблему существования решения системы уравнений (7). Рас-
смотрим следующую систему уравнений, решение которой, очевидно, такое
же, как и системы (7):

f ri = −F ri = −a+ bQ+ bQi


1 +

∑

j∈N\i
xrij


+BiβiQ

βi−1
i = 0,

Qi > 0, i ∈ N.

(Π.8)

Используем условия, сформулированные в теореме 3 [21] для вектор-функ-
ции f r = {f ri , i ∈ N} (в дальнейшем индекс r опущен): если матрица Якоби

системы (7) J =
{
f ′iQj

, i, j ∈ N
}

имеет диагональное преобладание, т.е.

f ′iQi
−

N∑

j=1,j 6=i

∣∣∣f ′iQj

∣∣∣ > 0, i ∈ N,(Π.9)

то система (П.8) имеет единственное решение.

Поскольку f ′iQi
= −b (ui − Si), f

′
iQj

= b
(
1 + S

r/
iQj

)
и в [17] показано, что

lim
Qj→∞

∂Sr
i

∂Qj
= 0, поэтому при достаточно больших Qi матрица Якоби Jn n-го по-

рядка для системы (П.8) имеет вид

Jn =




−b (u1 − S1) b . . . b

b −b (u2 − S2) . . . b
. . . . . . . . . . . .
b b . . . −b (un − Sn)


 =
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= b




−g1 1 . . . 1

1 −g2 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . −gn


 ,

где gi = ui − Si < 0, i ∈ N согласно (8). Обратная матрица J−1
n существует,

если определитель матрицы Якоби ∆JN 6= 0; этот определитель [17] вычис-
ляется по формуле

∆Jn = b




n∏

i=1

(−gi − 1) +
n∑

γ=1

n∏

j=1\γ
(gi − 1)


.

Поэтому условие ∆Jn 6= 0 равносильно
∑

i∈N
1

gi+1 6= 1 и gi 6= 0 ∀i ∈ N

(см. [17]). В этом случае условие (П.9) имеет вид −gi − (n− 1) > 0, i ∈ N ,
откуда следует, что

n < |ui − Sri |+ 1, i ∈ N.(Π.10)

Отметим, что условия теорем 1, 2 [21] для системы (7) не выполняют-
ся (а именно, не выполняется условие различных знаков производных F ′

iQi

и F ′
iQj

), поэтому нельзя гарантировать существования неотрицательного ре-

шения; этот вопрос рассматривался в [22].

Однако условие (П.10) не является необходимым, т.е. если оно не выполня-
ется, система (7) может иметь решение. Сформулируем необходимое условие
существования решения системы (7), базируясь на геометрическом смысле
решения как точки пересечения линий оптимальных реакций в случае n = 2.
Предположим, что существуют функции F̄i, полученные путем выражения
из уравнений (7) действий i-го агента от действий окружения (обозначено
символом «−i»), т.е. функции оптимальных реакций Qi = F̄i (Q−i), и введем
функции отклонений реакций i-го и j-го агентов вида Gij (Qi, Qj) = F̄i − F̄−1

ij ,

где F̄−1
ij — обратная функция для F̄j , полученная выражением Qi из Fj . Если

решение {Q∗
i , i ∈ N} системы (7) существует, то

Gij
(
Q∗
i , Q

∗
j

)
= 0 ∀i, j ∈ N.(Π.11)

Поскольку F̄ ′
iQj

= ∂Qi

∂Qj
= xji,

(
F̄−1
ij

)′
Qj

= ui − Si, причем xji < 0 соглас-

но [17] и ui − Si < 0 согласно (8), то функции F̄i и F̄−1
ij являются монотонно

убывающими по Qj в интервале, на котором выполняются указанные усло-
вия. Поэтому при данном Q∗

i функции Gij (Q
∗
i , Qj) являются монотонно воз-

растающими (или убывающими при альтернативно возможной форме Gij =

= F̄−1
ij − F̄i) по Qj на интервале

(
Q̄j , Qmax

)
, т.е.

G′
ijQj

= F̄ ′
iQj

−
(
F̄−1
ij

)′
Qj

> 0,
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если выполнено условие |xji|< |ui−Si| (или |xji|> |ui−Si| при Gij = F̄
−1
ij −F̄i).

Иначе говоря условие монотонности функции Gij имеет вид

|xji| 6= |ui − Si| .(Π.12)

Граница интервала Q̄j вычисляется из условия (8) с учетом (8а) по следую-
щей формуле:

Q̄j =


Bjβj |βj − 1|

b
(
2 + Srj

)




1
2−βj

при βj < 1, Q̄j = 0 при βj > 1.

Монотонная функция ограничена на замкнутом интервале Aj =
[
Q̄j , Qmax

]
,

т.е. по теореме Вейерштрасса

m ≤ Gij (Q
∗
i , Qj) ≤M, где m = inf

Qj∈Aj

Gij , M = sup
Qj∈Aj

Gij .

Отсюда следует, что при условии (П.11) m ≤ 0 ≤M . При этом по теореме
Больцано–Коши о промежуточном значении имеем Q̄j ≤ Q∗

j ≤ Qmax, следо-

вательно, совместное выполнение (П.12) и 0 ≤ Q̄j ≤ Qmax есть необходимое
условие для (П.11) на интервале

(
Q̄j, Qmax

)
.

Это условие является также достаточным, если, кроме того, m и M имеют
противоположные знаки, т.е.

Gij
(
Q∗
i , Q̄j

)
Gij (Q

∗
i , Qmax) < 0,(Π.13)

поскольку при (П.12) функция Gij монотонна, а с учетом (П.13) интервал
монотонности включает в себя точку Gij (Q

∗
i , Qj) = 0. Выведем удобную для

проверки форму условия (П.13): выражение F̄−1
ij для уравнений системы (7)

имеет вид

F̄−1
ij = Qi =

a

b
−

∑

k∈N\(i,j)
Qk −Qj − bQj (1 + Sj)−

BjβjQ
βj−1
j

b
.(Π.14)

Поскольку условия (П.13) должны выполняться при всех значениях дей-
ствий, то рассмотрим случай, когда действия всех агентов, кроме i-го и j-го,
равны Q̄k; поэтому из выражения (П.14) следует

F̄−1
ij (Qmax)≡ κj =

a

b
−

∑

k∈N\(i,j)
Q̄k −Qmax −Qmax (1 + Sj)−

BjβjQ
βj−1
max

b
.

Пусть F̄i
(
Q̄j
)
< F̄−1

ij

(
Q̄j
)
, т.е. Gij

(
Q∗
i , Q̄j

)
< 0; тогда в силу монотонно-

го убывания F̄i (Qj) условие F̄i (Qmax) > F̄−1
ij (Qmax), т.е. Gij (Q

∗
i , Qmax) > 0,
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выполняется при |xji| < |ui − Si|. Подставим в i-е уравнение системы (7)
Qj = Qmax и Q̄k, получим

Fi (κi) = a− b


Qmax +

∑

k∈N\(i,j)
Q̄k + κi


− bκi (1 + Si)−Biβiκ

βi−1
i = 0,

где символом κi обозначено решение этого уравнения. Поскольку функ-
ции Fi являются монотонно убывающими при условии (8), то из неравенства
Fi (κj) > 0 следует κj < κi, и наоборот. Следовательно, условие (П.13) мож-
но представить в виде: если Fi (κj) > 0 и |xji| < |ui − Si| для всех i, j ∈ N , то
m и M имеют противоположные знаки. �

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 2. Из уравнений (9а) следует, что

â− b̂q−i − b̂qi − b̂qi


1 +

∑

j∈N\i
xrij


− B̂iβiν

βi−1
i − B̂iβi (βi − 1) νβi−2

i qi +

+ B̂iβi (βi − 1) νβi−2
i νi = 0,

−b̂


2 +

B̂iβi (βi − 1)

b̂
νβi−2
i +

∑

j∈N\i
xrij


 qi − b̂q−i + â− B̂iβiν

βi−1
i +

+ B̂iβi (βi − 1) νβi−1
i = 0,

−b̂


2 +

B̂iβi (βi − 1)

b̂
νβi−2
i +

∑

j∈N\i
xrij


 qi − b̂q−i + â− B̂iβi (2− βi) ν

βi−1
i = 0,


2 +

B̂iβi (βi − 1)

b̂
νβi−2
i +

∑

j∈N\i
xrij


 qi + q−i −

â− B̂iβi (2− βi) ν
βi−1
i

b̂
= 0,

поэтому можно записать (10а).

Система (10а) решается методом Крамера. Используем материалы прило-
жения статьи [17]. Левые части системы (10а) аналогичны системе (П.2) из
[17], поэтому главный определитель имеет вид

∆ =

n∏

j=1

(δj − 1) +

n∑

j=1

n∏

γ=1\j
(δγ − 1).

Условие существования решения системы (10а) определяется по теореме Кра-
мера [20]: система имеет единственное решение, если главный определитель
∆ 6= 0. Из формулы главного определителя следует, что

∆
n∑
j=1

(δj − 1)

= 1 +
n∑

j=1

1

δj − 1
при δj − 1 6= 0 ∀j ∈ N,
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поэтому решение системы (10а) существует, если

n∑

j=1

1

δj − 1
6= −1 ∧ δj − 1 6= 0 ∀j ∈ N.

Вспомогательный определитель системы (10а), соответствующий i-й неиз-
вестной, вычисляется путем следующих преобразований: 1) из i-й строки вы-
носится множитель αi, 2) в i-м столбце создаются нули, 3) определитель раз-
лагается по элементам i-го столбца с понижением порядка, 4) полученный
определитель последовательно разлагается на суммы определителей по каж-
дой строке, 5) в этом разложении определители, имеющие одинаковые стро-
ки (столбцы), равны нулю, а остальные определители соответствуют либо
главному определителю, либо вспомогательному определителю системы (П.2)
из [17]. Эти преобразования (например, при i = 2) имеют вид

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣

δ1 α1 1

1 α2 1

1 α3 δ3

∣∣∣∣∣∣∣
= α2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δ1
α1

α2
1

1 1 1

1
α3

α2
δ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= α2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δ1 −
α1

α2
0 1− α1

α2

1 1 1

1− α3

α2
0 δ3 −

α3

α2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= α2

∣∣∣∣∣∣∣

δ1 −
α1

α2
1− α1

α2

1− α3

α2
δ3 −

α3

α2

∣∣∣∣∣∣∣
= α2

∣∣∣∣
δ1 1

1 δ3

∣∣∣∣− α2
α3

α2

∣∣∣∣
δ1 1

1 1

∣∣∣∣− α2
α1

α2

∣∣∣∣
1 1
1 δ3

∣∣∣∣+

+
α3

α2

α3

α2

∣∣∣∣
1 1
1 1

∣∣∣∣ = α2∆−2 − α3 (δ1 − 1)− α1 (δ2 − 1) ,

где ∆−i — главный определитель системы (10а) без i-го уравнения и без i-й
неизвестной. Для вспомогательного определителя системы четвертого поряд-
ка (например, при i = 1) эти преобразования имеют вид

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣

α1 1 1 1
α2 δ2 1 1
α3 1 δ3 1
α4 1 1 δ4

∣∣∣∣∣∣∣
= α1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

0 δ2 −
α2

α1
1− α2

α1
1− α2

α1

0 1− α3

α1
δ3 −

α3

α1
1− α3

α1

0 1− α4

α1
1− α4

α1
δ4 −

α4

α1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= α1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δ2 −
α2

α1
1− α2

α1
1− α2

α1

1− α3

α1
δ3 −

α3

α1
1− α3

α1

1− α4

α1
1− α4

α1
δ4 −

α4

α1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= α1

∣∣∣∣∣∣

δ2 1 1
1 δ3 1
1 1 δ4

∣∣∣∣∣∣
−

− α1
α4

α1

∣∣∣∣∣∣

δ2 1 1
1 δ3 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
− α1

α3

α1

∣∣∣∣∣∣

δ2 1 1
1 1 1
1 1 δ4

∣∣∣∣∣∣
+ α1

α3

α1

α4

α1

∣∣∣∣∣∣

δ2 1 1
1 1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
−
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− α1
α2

α1

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 δ3 1
1 1 δ4

∣∣∣∣∣∣
+ α1

α2

α1

α4

α1

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 δ3 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

= α1∆−1 − α2 (δ3 − 1) (δ4 − 1)− α3 (δ2 − 1) (δ4 − 1)− α4 (δ2 − 1) (δ3 − 1) .

Обобщение этих выражений для системы произвольного порядка по индук-
ции приводит к формуле

∆i = αi∆−i −
n∑

j=1\i


αj

n∏

γ=1\i,j
(δγ − 1)


,

что позволяет записать формулу (10b).

Покажем, в каких случаях для корней (10с) выполняются условия (10d),
т.е.

|qi − νi| < ri, Ωi = νi + θi (qi − νi) , θi, νi ∈ (0, 1) ,

ri ∈ (0,Ωi) , νi < qi, i ∈ N.
(Π.15)

Условия |qi − νi| < ri и νi < qi совместно выполняются, если для кор-
ней (10с) существует функция Gi = q∗i (νi)− νi, причем Gi ∈ (0, ri) на интер-
вале νi ∈ (0, 1). В этом случае условие ri ∈ (0,Ωi) выполняется, если Ωi =
= νi + θi (q

∗
i − νi) > ri, т.е. θi >

ri−νi
q∗i −νi

> ri−νi
ri

, значит, 1 > θi >
ri−νi
ri

. Отме-

тим, что в последнем неравенстве для малых значений νi возможен случай
ri − νi < 0, поэтому в этом случае условие (П.15) выполняется при любом
θi ∈ (0, 1).

Поскольку функция Gi непрерывна при условии (10b), то усло-
вие Gi ∈ (0, ri) выполняется, если на интервале νi ∈ (0, 1) функция Gi имеет
хотя бы один ноль. В дальнейшем индекс i опущен, поскольку условия (П.15)
должны выполняться для всех i ∈ N , поэтому из (10с) следует, что

q∗ =
α
(
χn−1 + (n− 1)χn−2

)
− (n− 1)αχn−2

χn + nχn−1
=

α

χ+ n
, где χ = δ − 1.

Исследуем функцию Gi на границах интервала ν ∈ (0, 1), для чего найдем
пределы справа (при ν → 0 + 0) коэффициентов α (ν) , δ (ν):

lim
ν→0+0

α =

{
µ1 при β > 1,
−∞ при β < 1,

lim
ν→0+0

δ =

{
∞ при β > 1,
−∞ при β < 1,

где µ1 =
a

bQmax
.

Поэтому lim
ν→0+0

q∗ = 0, значит, lim
ν→0+0

G = −0, т.е. при ν → 0 справа функция

G→ 0 снизу, или G (ν → 0 + 0) < 0. Найдем пределы слева (при ν → 1− 0)
коэффициентов α (ν) , δ (ν):

lim
ν→1−0

α =
â− B̂iβi (2− βi)

b̂
=

a

bQmax
+

β

β − 1
(umax + 2)≈ a

bQmax
,
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поскольку согласно (8а) lim
Q→Qmax

(ui + 2) = 0;

lim
ν→1−0

δ = 2 +
B̂iβi (βi − 1)

b̂
+ Sri = − (umax − Sri ) > 0

согласно (8). Поэтому

lim
ν→1−0

q∗ =
a

bQmax

1

− (umax − Sri )− 1 + n
;

так как согласно [17] |Sri | ≤ 1, то

lim
ν→1−0

q∗ ≥ a

bQmax

1

−umax + n
;

это число будет больше единицы, т.е.

lim
ν→1−0

G = +0,

при условии

a

bQmax

1

−umax + n
> 1 ⇒ n <

a

bQmax
+ umax.

Поскольку на интервале νi ∈ (0, 1) функция Gi меняет знак, то по теореме
Коши [20] она имеет хотя бы один нуль. �
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О ПОСТРОЕНИИ ОПТИМАЛЬНОЙ СТРАТЕГИИ СТРАХОВАНИЯ
В ПРОЦЕССЕ РИСКА С ПОШАГОВЫМИ ВЕРОЯТНОСТНЫМИ

ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА ПРИРАЩЕНИЯ ПРОЦЕССА1

Исследована проблема построения оптимальной стратегии страхования
в новой многошаговой модели страхования, где введены пошаговые веро-
ятностные ограничения (Value at Risk (VaR) ограничения) на капитал
страховщика, т.е. вероятностные ограничения на приращения капитала
страховщика в течение одного шага. В качестве целевого функционала ис-
пользуется математическое ожидание финального капитала страховщика.
Суммарный ущерб страховщика на каждом шаге моделируется нормаль-
ным распределением с параметрами, зависящими от выбранной функции
дележа риска. В отличие от традиционных динамических моделей опти-
мизации стратегий страхования, предлагаемый подход, учитывающий по-
шаговые ограничения, позволяет свести построение функций Беллмана —
а значит, и нахождение оптимальных дележей риска — просто к решению
последовательности статических задач оптимизации страхования. Дока-
зано, что оптимальными дележами риска являются так называемые stop
loss страхования.

Ключевые слова: оптимальное страхование, вероятностное ограничение,
процесс риска.
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1. Введение

Проблемы оптимального управления риском в динамических моделях
страхования, основанных на процессе риска Крамера–Лундберга, изучались
в [1–7]. В [2] исследована задача минимизации вероятности разорения стра-
ховой компании выбором перестрахования в классе так называемых stop loss
дележей, применяемых к риску каждого отдельного страхователя. Публика-
ция [3] посвящена решению той же задачи, но в случае, когда страховщику
доступны различные виды перестрахования и инвестирование в безрисковый
и рисковый активы. Процесс риска, возникающий как диффузионная аппрок-
симация процесса Крамера–Лундберга, изучался в [3]. Управляемый процесс

1 Работа поддержана Госзаданием № 0071-2019-0001.
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риска на бесконечном временном интервале с одновременным выбором стра-
тегий страхования и перестрахования индивидуальных ущербов рассмотрен
в [4, 5] при дополнительных ограничениях на допустимые стратегии. Задача
с иным критерием оптимальности, а именно с максимизируемым коэффици-
ентом Лундберга в оценке вероятности разорения, решена в [6] для процесса
риска с дискретным временем и целого класса принципов начисления пре-
мии перестраховщику. В [7] критерием оптимальности для процесса риска
на конечном интервале был функционал полезности типа Марковица. Полу-
чены дифференциальные уравнения для определения оптимальных страте-
гий перестрахования и инвестирования с использованием так называемого
time-consistent подхода, который позволяет получить уравнение оптимально-
сти беллмановского типа для этого типа критериев оптимальности. С точки
зрения выбора целевого функционала близкие по постановке задачи изуча-
лись в [5, 7]. Но в [7] был рассмотрен процесс риска с непрерывным време-
нем (и была предусмотрена возможность инвестирования текущего капитала
страховщика), что привело к необходимости решения уравнения Гамильтона–
Якоби–Беллмана и отсутствию явного вида оптимальных стратегий. В обоих
случаях в отличие от предлагаемой статьи предусматривалось только пере-
страхование и не учитывались вероятностные ограничения.

Популярным направлением исследований в последние годы стал поиск оп-
тимальных дележей риска в статических моделях при так называемом “Value
at Risk” (VaR) ограничении, которое означает установление нижней грани-
цы на вероятность падения капитала ниже заданного уровня (см., напри-
мер, [8, 9]). Одношаговая задача с целевым функционалом типа Марковица
и VaR ограничением была исследована в [10] (там же приведена библиогра-
фия по оптимизации дележа риска в страховании при VaR ограничениях).

Главным отличием данной статьи от предыдущих исследований, извест-
ных авторам, является то, что предложена новая модификация управляемого
процесса риска с дискретным временем, где предусмотрены пошаговые VaR
ограничения на приращения капитала страховщика. Такой подход позволя-
ет учесть естественное желание страховщика не иметь больших потерь на
каждом шаге с заданной вероятностью а, с другой стороны, позволяет свести
динамическую задачу оптимального управления процессом риска к решению
последовательности относительно простых одношаговых оптимизационных
задач. Анализ таких задач основан на результатах [10]. Показано, что на
каждом шаге оптимальным с точки зрения страховщика оказывается так
называемое stop loss страхование. Приведен численный пример, иллюстри-
рующий доказанные результаты в случае экспоненциального распределения
страховой выплаты.

2. Предварительные результаты

В этом разделе рассматривается одношаговая задача выбора дележа
страхования между страховщиком и страхователями при VaR ограничении,
где максимизируемым функционалом является средний финальный капитал
страховщика. Решение такой задачи будет использоваться в дальнейшем при
анализе многошаговой задачи страхования. Результаты, приведенные в этом
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разделе, есть просто модификация утверждений, доказанных в [10], на случай
отсутствия дополнительного ограничения сверху с вероятностью единица на
риск страховщика и при использовании среднего значения финального капи-
тала вместо целевого функционала типа Марковица.

Рассматривается модель страхового рынка, состоящего из страховщи-
ка и n клиентов. Потенциальные ущербы (риски) клиентов — независи-
мые неотрицательные случайные величины Xj , j = 1 . . . , n, определенные
на одном вероятностном пространстве (Ω,F , P ). В дальнейшем эта группа
клиентов предполагается однородной: все Xj имеют одинаковое распреде-

ление F1(x)
def
= P{X1 ≤ x}, причем математическое ожидание X2

1 конечно:
EX2

1 <∞. Отметим характерную особенность функции распределения F1(x),
а именно скачок в нуле: F1(0) ∈ (0, 1) — вероятность отсутствия страхо-
вого случая для клиента предполагается ненулевой и не равной единице.
Страховщик выбирает функцию дележа страхования I(x) из класса боре-
левских функций, определенных на [0,∞) и удовлетворяющих неравенствам
0 ≤ I(x) ≤ x, которые означают, что возмещение не может быть отрицатель-
ным и не может превосходить величины ущерба. Случайная величина I(Xj)
есть возмещаемая j-му клиенту часть ущерба, а суммарный риск страховщи-
ка XI =

∑n
j=1 I(Xj).

Дополнительное ограничение на дележи I(x), отражающие желание стра-
ховщика защититься от больших потерь, состоит в том, что вероятность пре-

вышения капитала страховщика SI
def
= w + nP −XI над заданным уровнем a

удовлетворяет неравенству

P
{
SI ≥ a

}
≥ β.(2.1)

Здесь w — собственный капитал страховщика, a — заданная константа, уро-
вень доверия предполагается достаточно высоким β ∈ (0,5; 1), а страховая
премия P вычисляется по формуле среднего значения, известного в актуар-
ной литературе (см., например, [1]): P = (1 + α)E I(X1), где α > 0 — задан-
ный коэффициент нагрузки страховщика.

Максимизируемым функционалом является математическое ожидание
финального капитала страховщика SI . Таким образом, исследуемая задача
имеет вид

J [I]≡ ESI → max(2.2)

при ограничении 0 ≤ I(x) ≤ x и ограничении (2.1).

Считая численность группы страхователей n достаточно большой (не ме-
нее нескольких десятков) и n(1− F1(0)) > 10, приме́ним достаточно широ-
ко используемую в актуарной математике нормальную модель для аппрок-

симации распределения суммарного риска XI =
∑n

j=1 I(Xj) (см., например,

[1, 10]). Тогда ограничение (2.1) переписывается как

P

{
SI − ESI

σ(SI)
≥ a− ESI

σ(SI)

}
= 1− Φ

(
a− ESI

σ(SI)

)
≥ β,
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где Φ(x) — функция распределения стандартной нормальной случайной вели-

чины, а σ(SI) =
√
DSI — стандартное отклонение капитала страховщика. По-

следнее неравенство эквивалентно неравенству ESI − a− xNβ σ(S
I) ≥ 0, здесь

xNβ — квантиль уровня β стандартного нормального распределения. В резуль-

тате (2.2) преобразуется в задачу

J [I]≡ w + αnEI(X1) → max при ограничении I ∈ A,(2.3)

т.е.

0 ≤ I(x) ≤ x(2.4)

и

w + αnEI(X1)− a− xNβ
√
n
√

DI(X1) ≥ 0.(2.5)

Всюду далее будем использовать обозначения

F̄1(x)
def
= 1− F1(x) и Ik(x)

def
= x ∧ k, где x ∧ k = min{x, k}.

Для дальнейшего анализа рассмотрим вспомогательную задачу максимиза-
ции функционала в левой части ограничения (2.5)

J0[I]≡ w + αnEI(X1)− a− xNβ
√
n
√

DI(X1) → max,(2.6)

где максимум берется по множеству дележей {I : 0 ≤ I(x) ≤ x}. Выполнение
условия регулярности Слейтера (см., например, [3, гл. 3, с. 119]) для задачи
(2.3)–(2.5) гарантируется следующим утверждением.

У тв е ржд е ни е 1. Условие Слейтера выполнено, если

J0[I
0] > 0 и α

√
n− xNβ

√
F1(0)/F̄1(0) > 0,(2.7)

где I0(x) есть stop loss страхование, I0(x) = x ∧ k0. Здесь k0 — минимальный
корень на промежутке (0,∞) уравнения

ψ(k) = 0,(2.8)

функция

ψ(k)
def
= xNβ (EIk(X1)− k)/

√
DIk(X1) + α

√
n.

Те ор ем а 1. Пусть выполнено условие Слейтера (см. (2.7)), тогда зада-
ча (2.3)–(2.5) имеет единственное решение — stop loss страхование I∗(x) =
= x ∧ k∗. Допустимый дележ I∗(·) оптимален в (2.3)–(2.5) тогда и только
тогда, когда существует µ ≥ 0 :

µJ0[I
∗] = 0,(2.9)

I∗(x) = x ∧ k∗,(2.10)
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где

k∗ = 0,(2.11)

т.е. I∗(X1) = 0 почти наверное (п.н.) при

(1 + µ)α
√
n− xNβ µ

√
F1(0)/F̄1(0) ≤ 0,(2.12)

иначе k∗ > 0 — минимальный корень уравнения

φ(k) = 0,(2.13)

где

φ(k)
def
= xNβ µ(EIk(X1)− k)/

√
DIk(X1) + (1 + µ)α

√
n.

Заметим, что условие (2.12) в теореме 1 является необходимым и доста-
точным условием отказа страховщика от сделки, т.е. его возмещение клиенту
I∗(X1) = 0 п.н.

3. Многошаговая задача страхования

Рассмотрим процесс риска с дискретным временем (см., например, [6]) на
интервале {0, . . . , T}, где на каждом шаге t = 0, . . . , T − 1 страховщик заклю-
чает сделку с n клиентами однородной группы. Обозначая через Zt капитал
страховщика на шаге t, получаем уравнение динамики

Zt+1 = Zt + n(1 + α)EIt(Xt
1)−

n∑

j=1

It(Xt
j), Z0 = w.(3.1)

Здесь (Xt
1, . . . ,X

t
n), t = 0, . . . , T − 1, — независимые векторы ущербов клиен-

тов с независимыми одинаково распределенными компонентами, имеющими
функцию распределения F t1(x). Дележ риска It(x) на шаге t выбирается из
множества

At =
{
I(·) : 0 ≤ I(x) ≤ x, P

{
Zt+1 ≥ at + Zt

}
≥ βt

}
, t = 0, . . . , T − 1.

Константы at > 0 и βt ∈ (0,5; 1) обозначают соответственно заданную ниж-
нюю границу допустимого приращения капитала и уровень доверия. Таким
образом, VaR ограничения наложены не на значения процесса Zt, а на его
приращения на каждом шаге, обеспечивая “плавность” поведения процес-
са на всем интервале функционирования. Близкий подход был использован
в [11], но для иной модели, где объектом изучения был процесс риска с
непрерывным временем и возможностью инвестирования с пропорциональ-
ным страхованием рисков.

После применения нормальной аппроксимации для

n(1 + α)EIt(Xt
1)−

n∑

j=1

It(Xt
j)
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имеем (см. (2.5), где сейчас w = 0)

At =
{
I(·) : 0 ≤ I(x) ≤ x, αnEI(X1)− at − xNβt

√
n
√

DI(X1) ≥ 0
}
,(3.2)

где α > 0 и xNβt > 0 — коэффициент нагрузки и квантиль уровня βt стандарт-
ного нормального распределения.

В результате объектом исследования оказывается задача оптимального
управления марковским процессом с дискретным временем





maxI∈A EZT
при ограничениях

(14) и It ∈ At, t = 0, . . . , T − 1.

(3.3)

Стратегией страхования является вектор-функция I = (I0(·), . . . , IT−1(·)), а
максимум берется по множеству A всех допустимых стратегий страхова-
ния, предсказуемых относительно естественной фильтрации процесса. Огра-
ничимся рассмотрением класса марковских стратегий страхования, который
(см., например, [12]) достаточен для поиска решения задачи (3.3).

Определим функции Беллмана Vt(z) = maxI∈A EZT для рассматриваемо-
го управляемого процесса на интервале [t;T ] (точнее на множестве точек
{t, . . . , T}) с начальным состоянием Zt = z. Обозначим через

Yt = n(1 + α)EIt(Xt
1)−

n∑

j=1

It(Xt
j)

приращение Zt+1 − Zt, которое, в рамках нормальной модели, есть случайная
величина с нормальным распределением и параметрами

µtI = nαEIt(Xt
1) и σtI =

√
n
√

DIt(Xt
1).

Тогда

VT (z) = z,

VT−1(z) = max
I∈AT−1

z + EYT−1 = z + max
I∈AT−1

GT−1 [I] = z +GT−1

[
IT−1
∗

]
,

VT−2(z) = max
I∈AT−2

z + EYT−2 +GT−1

[
IT−1
∗

]
= z +GT−1

[
IT−1
∗

]
+GT−2

[
IT−2
∗

]
,

. . .

V0(z) = max
I∈A0

z +

T−1∑

t=1

Gt
[
It∗
]
+ EY0 = z +

T−1∑

t=0

Gt
[
It∗
]
,

где At — множество допустимых дележей страхования I(x) на шаге t опре-
делено в (3.2). Отметим, что введенные выше функции

Gt[I]
def
= EY tI = nαEIt(Xt

1) и Gt[I
t
∗]
def
= max

I∈At

Gt[I], t = 0, . . . , T − 1.
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Следующая теорема устанавливает форму оптимальных дележей риска
It∗(x) на каждом шаге t и приводит условия оптимальности для параметров
этих функций.

Те ор ем а 2. Пусть для каждого набора входных параметров α, at, βt и
распределения F t(x), t = 0, . . . , T − 1, выполнено условие (2.7) с w = 0. То-
гда задача (3.3) имеет решение I∗ = (I0∗ (x), . . . , I

T−1
∗ (x)), где каждый дележ

риска есть stop loss страхование, It∗(x) = x ∧ kt∗, не зависящий от текущего
значения z состояния процесса Zt. Допустимый дележ It∗(x) = x ∧ kt∗ опти-
мален тогда и только тогда, когда существует µ ≥ 0:

µJ t0[I
t
∗] = 0,(3.4)

где выражение для J t0[I] (2.6) с w = 0, kt∗ > 0 — минимальный корень урав-
нения

φt(k) = 0,(3.5)

где

φt(k)
def
= xNβtµ(EIk(X

t
1)− k)/

√
DIk(X

t
1) + (1 + µ)α

√
n.

Дока з а т е л ь с т в о. Как было показано выше, вычисление оптимального
дележа It∗(x) на шаге t состоит в решении задачи максимизации

Gt[I]≡ n(1 + α)EI(Xt
1)− E

n∑

j=1

I(Xt
j) = nαEI(Xt

1)(3.6)

на множестве At, где нет зависимости от текущего состояния процесса z = Zt.
Применяя для каждой такой задачи теорему 1, в которой теперь at > 0 и,
следовательно, случай It∗(x)≡ 0 исключен, получаем требуемый результат.
Теорема 2 доказана.

Согласно утверждению теоремы 2 оптимальной является так называемая
“близорукая” стратегия, где на каждом шаге t максимизируется на множе-
стве At среднее значение приращения капитала страховщика, которое не за-
висит от текущего значения капитала Zt.

Зам е ч а ни е 1. В частном случае однородной модели, где параметры
at, βt и распределение ущерба клиента F t1(x) не зависят от t, легко показать,
что с вероятностью β финальный капитал превысит определенное значение s
при использовании оптимальной стратегии. Действительно, финальный ка-
питал

ZT = w + Tn(1 + α)EI∗(X1)−
T−1∑

t=0

n∑

i=1

I∗(X
t
i )

имеет нормальное распределение со средним w + TnαEI∗(X1) и дисперсией

TnDI∗(X1). Неравенство nαEI∗(X1)− xNβ
√
n
√

DI∗(X1) ≥ a (см. (3.2)) экви-
валентно

w + TnαEI∗(X1)− xNβ
√
T
√
n
√

DI∗(X1) ≥ w +
√
Ta+ (T −

√
T )nαEI∗(X1).
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Отсюда получаем требуемый результат

P{ZT ≥ s} ≥ β,(3.7)

где

s = w +
√
Ta+ (T −

√
T )nαEI∗(X1).

4. Многошаговая задача страхования с учетом ограничений
на приращения капитала

В этом разделе будет получен основной результат данной статьи, касаю-
щийся обобщения рассмотренной выше многошаговой задачи страхования.
Именно: теперь страховщик может установить уровень “безопасности” r ≤ 0
такой, что если на момент t выбора дележа риска It предыдущее прираще-
ние капитала Zt − Zt−1 превышает r, то (см. (3.2)) множество допустимых
дележей есть

A+
t =

{
I(·) : 0 ≤ I(x) ≤ x, P

{
(1 + α)nEI(Xt

1)−
n∑

i=1

I(Xt
i ) ≥ at+

}
≥ βt+

}
=

=

{
I(·) : 0 ≤ I(x) ≤ x, αnEI(Xt

1)− at+ − xNβt
+

√
n
√

DI(Xt
1) ≥ 0

}
.(4.1)

Если же Zt − Zt−1 ≤ r, то это не означает “банкротства”, но на шаге t
дележ риска выбирается уже из другого множества

A−
t =

{
I(·) : 0 ≤ I(x) ≤ x, αnEI(Xt

1)− at− − xNβt
−

√
n
√

DI(Xt
1) ≥ 0

}
.(4.2)

В последнем случае представляется естественным сузить множество A+
t пу-

тем увеличения допустимого уровня приращения at− > at+ (> 0) и/или увели-
чением уровня доверия βt− > βt+ (> 0,5) с тем, чтобы добиться на следующем
шаге увеличения (в вероятностном смысле, т.е. в смысле значения VaR) при-
ращения капитала. Такой подход, с одной стороны, обеспечивает плавность
изменения капитала страховщика от шага к шагу с учетом изменения зна-
чений его приращений, а с другой — как будет показано, дает относительно
простое решение задачи оптимального управления риском в многошаговой
задаче страхования, в которой на каждом шаге оптимальный дележ риска
зависит лишь от номера шага и знака Zt − Zt−1 − r.

Динамика процесса Zt по-прежнему описывается уравнением (3.1), целе-
вым функционалом остается среднее значение финального капитала EZT , но
теперь множество допустимых дележей в момент t есть

At =

{
A+
t при Zt − Zt−1 > r,

A−
t при Zt − Zt−1 ≤ r.

Формально, рассматриваемая задача не является задачей оптимального
управления марковским процессом, поскольку множество допустимых реше-
ний At зависит не только от значения процесса Zt, но и от Zt−1. Перейдем
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к сдвинутому на один шаг процессу приращений Wt = Zt − Zt−1, который
задается уравнением

Wt = (1 + α)nEIt−1(Xt−1
1 )−

n∑

i=1

It−1(Xt−1
i ), t = 1, . . . , T, W0 = w.(4.3)

Тогда целевой функционал

J [I] = EZT = E

T∑

t=0

Wt,(4.4)

а множество допустимых дележей

At(Wt) =

{
A+
t при Wt > r,

A−
t при Wt ≤ r,

(4.5)

t = 0, . . . , T − 1, зависит только от текущего значения Wt.

Найдем функции Беллмана для задачи (4.3)–(4.5) оптимального управ-

ления марковским процессом {Wt}. Обозначим Vt(y) = maxI∈A E
∑T

m=tWm

для рассматриваемого процесса на интервале [t;T ] с начальным состоянием
Wt = y.

Уравнение динамического программирования здесь имеет вид

Vt(y) = y + max
I∈At(y)

EVt+1(Wt+1),

где At(y) = A+
t при y > r, At(y) = A−

t при y ≤ r. Тогда

VT (y) = y,

при y > r

VT−1(y) = y + max
I∈A+

T−1

EVT (WT ) = y + nα max
I∈A+

T−1

EI(XT−1
1 ) =

= y + nαEIT−1
+ (XT−1

1 ),

при y ≤ r

VT−1(y) = y + max
I∈A−

T−1

EVT (WT ) = y + nα max
I∈A−

T−1

EI(XT−1
1 ) =

= y + nαEIT−1
− (XT−1

1 ).

Здесь и далее, с целью упрощения обозначений, положим It+
def
= It+(X

t
1) и

It−
def
= It−(X

t
1). Для нахождения

VT−2(y) = y + max
I∈AT−2(y)

EVT−1(WT−1)
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заметим, что случайная величина WT−1 может быть выше или ниже r с веро-
ятностями соответственно P{WT−1 > r} и 1− P{WT−1 > r}. Следовательно,

при y > r

VT−2(y) = y + max
I∈A+

T−2

E[WT−1|WT−1 > r]P{WT−1 > r}+

+ E[WT−1|WT−1 ≤ r]P{WT−1 ≤ r} =

= y + αn

{
EIT−1

− + max
I∈A+

T−2

EI +
(
EIT−1

+ − EIT−1
−

)
P{WT−1 > r}

}
,

при y ≤ r

VT−2(y) = y + αn

{
EIT−1

− + max
I∈A−

T−2

EI +
(
EIT−1

+ − EIT−1
−

)
P{WT−1 > r}

}
.

При y > r

VT−3(y) =

= y + αn

{
EIT−1

− + EIT−2
+ +

(
EIT−1

+ − EIT−1
−

)
P{WT−1 > r}|IT−2=IT−2

+
+

+ max
I∈A+

T−3

EI +
(
EIT−2

+ − EIT−2
−

)
P{WT−2 > r}

}
,

при y ≤ r

VT−3(y) =

= y + αn

{
EIT−1

− + EIT−2
− +

(
EIT−1

+ − EIT−1
−

)
P{WT−1 > r}|IT−2=IT−2

−

+

+ max
I∈A−

T−3

EI +
(
EIT−2

+ − EIT−2
−

)
P{WT−2 > r}

}

и т.д.

Нетрудно видеть, что каждый оптимальный дележ риска It∗(·, y) на шаге t
при текущем состоянии процесса y =Wt есть решение задачи максимизации
функционала

Ht[I]≡ EI + (EIt+1
+ − EIt+1

− )P{Wt+1 > r} при ограничении I ∈ At(y),(4.6)

где дележи It+1
+ и It+1

− являются соответственно решениями задач максимиза-

ции Ht+1[I] на множествах A+
t+1 и A−

t+1, t = 0, . . . , T − 2, причем HT−1[I]≡EI.

Учитывая, что Wt+1 моделируется нормальной случайной величиной со
средним µ[It] = αnEIt и дисперсией σ2[It] = nDIt, получаем, что

P{Wt+1 > r} = Φ̄
(
(r − µ[It])/σ[It]

)
,
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где Φ̄(x) = 1−Φ(x) и Φ(x) — функция распределения стандартной нормаль-
ной случайной величины. Тогда (4.6) преобразуется к виду

Ht[I]≡ EI +
(
EIt+1

+ − EIt+1
−
)
Φ̄((r − µ[I])/σ[I]) → max, I ∈ At(y).(4.7)

Соотношение (4.7) является рекуррентной формулой для вычисления опти-

мальных дележей It+ и It−, начиная с IT−1
+ и IT−1

− , которые определяются
максимизацией HT−1[I]≡ EI на AT−1(y). Таким образом, каждый оптималь-
ный дележ зависит от текущего состояния процесса y =Wt очень простым
образом: если y > r, то решается задача (4.7) на A+

t , в противном случае
решается задача с той же целевой функцией, но на A−

t .

Те ор ем а 3. Пусть для каждого набора параметров α,at+, βt+, at−, βt− и
распределения F t(x), t = 0, . . . , T − 1, выполнено условие (2.7) с w = 0. Тогда
задача (4.3)–(4.5) имеет решение I∗ = (It∗(·, y), . . . , IT−1

∗ (·, y)), где каждый де-
леж риска есть stop loss страхование,

It∗(x, y) =

{
x ∧ kt+ при y > r,
x ∧ kt− при y ≤ r.

Уровни kt+ и kt− являются соответственно решениями задач максимизации
функций от скалярной переменной:

max
k>0

Ht[Ik] при ограничении Ik ∈ A+
t ,(4.8)

max
k>0

Ht[Ik] при ограничении Ik ∈ A−
t ,(4.9)

где Ik(x) = x ∧ k, а выражение для Ht[I] приведено в (4.7).

Дока з а т е л ь с т в о. Как было показано, вычисление оптимального деле-
жа It∗(·, y) состоит в решении задачи (4.7), которая зависит лишь от номера
шага t и от знака y − r. Отметим, что, как и в теореме 2, нулевой дележ
исключен в силу условия (2.5), где сейчас w = 0 и a = at+( или at−) > 0. Сле-
дующая лемма устанавливает существование решения в этой задаче.

Лемма. Для каждого фиксированного y задача (4.7) имеет решение.

Доказательство леммы приведено в Приложении.

Начнем с изучения случая y > r. Обозначим черезM t
+ = EIt+(X

t
1), где It+ —

решение (4.7), существование которого гарантируется леммой. Заметим, что
в силу ограничения P{Wt+1 ≥ at+} ≥ βt+ с at+ > 0 среднее значение M t

+ > 0.
Рассмотрим вспомогательную задачу

Ht[I] → max, EI =M t
+ и I ∈ A+

t , где t = 0, . . . , T − 2,

где выражение для Ht[I] задано в (4.7). Напомним, что задача HT−1[I]≡
≡EI→ max, I ∈A+

T−1, уже была изучена в теореме 2. Поскольку A−
t+1 ⊂A+

t+1,

то в (4.7) множитель EIt+1
+ − EIt+1

− ≥ 0. Учитывая, что по предположению
r ≤ 0, получаем r − µ[It] = r − αnM t

+ < 0. Тогда вспомогательная задача эк-
вивалентна

EI2(Xt
1) → min(4.10)
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при ограничениях

0 ≤ I(x) ≤ x, EI(Xt
1) =M t

+,(4.11)

J1[I]
def
= −αnM t

+ + at+ + xNβt
+

√
n
√

EI2(Xt
1)− (M t

+)
2 ≤ 0.(4.12)

Поскольку выполнено условие Слейтера и целевой функционал является
выпуклым, а функционал в ограничении (4.12) является сильно квазивыпук-
лым (см. [10]), то применима теорема Куна–Таккера (см., например, [13]).
Согласно этой теореме дележ It+(·) ∈ At+ оптимален в (4.10)–(4.12) тогда и
только тогда, когда существуют множители Лагранжа λ и γ ≥ 0 такие, что
γJ1[I

t
+] = 0 и It+(·) является решением задачи минимизации функционала

Лагранжа

L[I]≡ EI2
(
Xt

1

)
+ λ

(
EI
(
Xt

1

)
−M t

+

)
+ γJ1[I] → min

I
, 0 ≤ I(x) ≤ x.(4.13)

Необходимое и достаточное условие оптимальности дележа It+ в задаче (4.13)
есть выполнение неравенства

d

dρ
L
[
ρIt+ + (1− ρ) I

]∣∣
ρ=1

≤ 0

для любой функции дележа 0 ≤ I(x) ≤ x. При подстановке выражения для
функционала J1[I] после дифференцирования получаем, что левая часть
неравенства равна

∞∫

0

η (x)
(
It+ (x)− I(x)

)
dF t1 (x) ,

где

η(x) = It+(x)

[
2 + γxNβt

+

√
n
/√

E(It+(X
t
1))

2 − (M t
+)

2

]
+ λ.

Используя лемму Неймана–Пирсона [14], имеем, что оптимальный дележ
определяется как

It+(x) =

{
0, η(x) > 0,
x, η(x) < 0,

(4.14)

с точностью до множества нулевой меры F t1 .

Рассмотрим сначала ситуацию, когда λ < 0. Поскольку η(0) = λ < 0, то
при возрастании x от нуля значение η (x) возрастает (при этом It+ (x) = x в
силу (4.14)). После касания в точке kt+ этой функции оси абсцисс, η (x) не мо-
жет принимать положительных значений, поскольку для таких x (см. (4.14))
значение It+ (x) = 0, т.е. приходим к противоречию: η (x) < 0. Убывание η (x)
от нуля также исключено, так как для таких x выполнено It+ (x) = x, что
означает η (x) > 0. В результате, It+ (x) = x ∧ kt+.

В случае λ ≥ 0 аналогичные рассуждения приводят к тому, что It+ (x)≡ 0,
но тогда неравенство M t

+ > 0, где M t
+ = EIt+(X

t
1), оказывается нарушенным.

Случай y ≤ r рассматривается аналогично. Теорема 3 доказана.
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Зам е ч а ни е 2. Даже в частном случае однородной модели, где парамет-
ры at+, at−, βt+, βt− и распределение ущерба клиента F t1(x) не зависят от t, оп-
тимальной является не “близорукая” стратегия, как в теореме 2, а стратегия,
где каждый оптимальный дележ риска It∗(x, y) зависит, в частности, от номе-
ра шага t. С точки зрения вычислений нахождение оптимальной стратегии в
задаче (4.3)–(4.5) сводится к определению 2T значений kT−1

+ , kT−1
− , . . . , k0+, k

0
−

путем решения последовательности относительно простых задач (4.8)–(4.9)
максимизации функций от скалярной переменной. Выбор k0+ (k0−) в началь-
ный момент t = 0 означает, что начальный капитал w > r (≤ r).

5. Пример

Ниже рассмотрен численный пример, иллюстрирующий теорему 3 о ре-
шении многошаговой задачи (4.3)–(4.5) управления риском при ограниче-
ниях на приращения процесса. Пусть ущербы клиентов имеют распределе-
ние F1(x) = p(1− exp(−0, 1x)) + 1− p, не зависящее от номера шага t, где
вероятность страхового случая p = 0,1. Таким образом, функция распределе-

ния страховых выплат [1] F 0
1 (x)

def
= P{X1 ≤ x|X1 > 0} = 1− exp(−0,1x) экс-

поненциальна. Пусть численность группы клиентов n = 250, уровни доверия
βt+ = βt− = 0,95 и начальный капитал страховщика w = 1. Интервал функци-
онирования процесса {0, . . . , T} = {0, . . . , 3}. Уровень безопасности, устанав-
ливаемый страховщиком, равен r = 0, т.е. если приращение капитала стра-
ховщика на предыдущем шаге положительно, то дележ риска выбирается из
множества A+

t , иначе — из A−
t (см. (4.1)–(4.2)). Нижняя граница приращения

капитала страховщика a+t в A+
t равна 10, нижняя граница a−t в A−

t установ-
лена равной 20 для всех t = 0, . . . , 2.

Напомним, что по теореме 3 оптимальными дележами являются stop loss
страхования

It∗(x, y) =

{
x ∧ kt+ при y > r,

x ∧ kt− при y ≤ r.

Результаты численного расчета уровней удержания страховщика kt+, k
t
− и зна-

чения целевого функционала J∗ = J [I∗] при варьировании коэффициента на-
грузки α приведены в таблице.

Таблица

α k0+ k1+ k1
−

k2+ k2
−

J∗

0,5 118,6861 118,6907 23,6634 119,3200 23,6634 361,0311

0,55 119,3200 119,3200 119,3200 118,8242 118,8242 413,3536

Отметим, что в задачах вычисления оптимального дележа риска на каж-
дом шаге условие регулярности Слейтера оказывается выполненным, по-
скольку даже для “наихудшего” случая с наименьшим коэффициентом на-
грузки α = 0,5 и наибольшей нижней границей приращения капитала a−t = 20
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соотношение (2.7) выполнено:

J0[I
0] = 2,4980 > 0 и α

√
n− xNβ

√
F1(0)/F̄1(0) = 2,9711 > 0.

Во втором столбце таблицы выбор k0+, а не k0− объясняется тем, что началь-
ный капитал w = 1 > 0 = r. С ростом коэффициента нагрузки α оптимальное
значение J∗ ожидаемо увеличивается, поскольку растет цена страхования.
Как показывает вторая строка таблицы, уровни kt− значимо ниже kt+. При-

чина в том, что максимум в задаче Ht[Ik] → max, Ik ∈ A−
t при α = 0,5 дости-

гается для значения kt−, принадлежащего границе допустимого множества

{k : Ik ∈ A−
t }, t = 1, 2. Увеличение коэффициента нагрузки α, т.е. стоимости

страхования, до α = 0,55 означает расширение множеств A−
t . При этом зна-

чения kt− оказываются уже внутренними точками и, учитыая, что A−
t ⊂A+

t ,
имеем (см. третью строку таблицы): kt− = kt+.

6. Заключение

Исследована новая задача построения оптимальной стратегии страхова-
ния в процессе риска с дискретным временем, пошаговыми вероятностными
(VaR) ограничениями на капитал страховщика на каждом шаге процесса и
средним значением финального капитала в качестве целевого функционала.
Доказана оптимальность “близорукой” (myopic) стратегии страхования, где
в каждый момент принятия решения максимизируется среднее приращение
капитала на следующем шаге. В обобщении этой модели, где страховщик
устанавливает “уровень безопасности” (неположительный) на предыдущее
приращение капитала, показано, что определение компонент оптимальной
стратегии сводится к решению последовательности относительно простых оп-
тимизационных задач. В обоих случаях оптимальным для страховщика на
каждом шаге оказывается stop loss страхование.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы. Рассмотрим сначала случай y > r. Пусть
{In} — максимизирующая последовательность допустимых дележей в зада-
че (4.7), т.е.

lim
n→∞

Ht [In] = H∗
t
def
= sup

I
Ht [I] .

Применяя теорему Хэлли отдельно к числителю и знаменателю для
дроби (r − µ[In])/σ[In] = (r − αnEIn(X

t
1))/

√
nDIt(Xt

1) в целевом функциона-
ле (4.7), получаем, что существует подпоследовательность случайных вели-
чин

{
Im
(
Xt

1

)}
, слабо сходящаяся к некоторому пределу ξ. Для доказатель-

ства того, что ξ есть собственная случайная величина, т.е. P {ξ <∞} = 1,
достаточно заметить, что в силу определения функций дележа выполняется
Im
(
Xt

1

)
≤ Xt

1 п.н. Поскольку ξ измерима относительно сигма-алгебры σ
(
Xt

1

)
,

то эта случайная величина может быть представлена как ξ = I∗
(
Xt

1

)
для

некоторого дележа I∗(·), причем I∗ ∈ A+
t .
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Покажем, что для максимизирующей последовательности {Im} знамена-
тель σ[Im] в (4.7) отделен от нуля. Действительно (см. (4.1)), выполнение
ограничения I∗ ∈ A+

t , т.е.

P

{
(1 + α)nEI∗(Xt

1)−
n∑

i=1

I∗(Xt
i ) ≥ at+

}
≥ βt+ (> 0),

где по предположению at+ > 0,

означает, что из множества допустимых исключен нулевой дележ риска
I∗(Xt

1) = 0 п.н. и, таким образом, σ[I∗] > 0.

Равенство H∗
t = Ht [I

∗] теперь следует из слабой сходимости
{
Im
(
Xt

1

)}
и

непрерывности целевого функционала в (4.7) по EI(Xt
1) и DI(Xt

1).

Случай y ≤ r рассматривается аналогично с заменой множества A+
t на A−

t .
Лемма доказана.
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НА ОСНОВЕ ЦИФРОВЫХ ИДЕНТИФИКАЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ

Рассмотрена методика интеллектуального анализа телеметрических
данных на основе современных математических методов обработки ин-
формации. Определены актуальные задачи анализа и прогнозирования
с учетом 20-летнего опыта эксплуатации российского сегмента междуна-
родной космической станции (РС МКС). Дано принципиальное описание
этих методов. Представлены результаты апробации на основе реальных
данных, полученных из телеметрической информации РС МКС.
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1. Введение

Наиболее масштабным, амбиционным и продолжительным международ-
ным научно-техническим экспериментом в настоящее время является проект
Международной космической станции (МКС). В нем участвуют на посто-
янной основе 15 стран, а всего в научной и образовательной деятельности
МКС уже приняли участие 82 страны. Начавшись в начале 90-х гг. ХХ в.,
проект МКС продолжает активно работать, и в настоящее время. Летная экс-
плуатация первого элемента МКС была начата 20 ноября 1998 г. с запуска
функционального грузового модуля. По состоянию на начало 2019 г. в состав
МКС входит 15 основных орбитальных модулей (ОМ) общей массой около
420 т, в том числе:

— российский сегмент (РС) МКС, включающий пять ОМ и транспортные
корабли типа “Союз” и “Прогресс”;

— американский сегмент (АС) МКС, включающий 10 ОМ, различные фер-
мы и солнечные батареи;

— европейский лабораторный модуль“Колумбус”;

— японский модуль“Кибо”;
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Японский и европейский модули входят в состав АС МКС. Таким обра-
зом, МКС — это грандиозный рукотворный космический объект, на котором
осуществляется большое количество разноплановых работ в интересах раз-
личных участников.

Очевидно, что непрерывная эксплуатация МКС — это многогранная и на-
сыщенная деятельность, которая реализуется за счет многофункционального
процесса управления полетом [1]. Контроль состояния составных частей ОМ,
ОМ и МКС в целом является неотъемлемой частью данного процесса и слу-
жит основой для принятия решений на продолжение штатной программы по-
лета или, при выявлении отклонений в состоянии МКС, на перевод в режим
полета с ограниченной функциональностью. Однако в ходе полета изменение
состояния происходит не только в результате целенаправленного воздействия
для реализации процесса управления полетом, но и под влиянием внешних и
внутренних неконтролируемых возмущающих факторов, а также естествен-
ного износа оборудования составных частей МКС. Источником внешних воз-
мущающих факторов, или воздействий является в основном среда, в кото-
рой проходит полет МКС. Внутренние возмущающие воздействия являются
следствием функционирования приборов и агрегатов МКС, возникновения
в них неисправностей, а также некорректных воздействий при управлении
вследствие сбоев в аппаратуре управления или иных причин. Естественный
износ и процессы деградации свойств и характеристик, неизбежно происхо-
дящие в оборудовании и конструкции в процессе длительной эксплуатации,
также накладывают дополнительные ограничения. Таким образом, процесс
управления полетом не только сложен сам по себе, но и осуществляется при
постоянно изменяющейся ситуации.

В РС МКС наиболее “свежий” ОМ (малый исследовательский модуль 1)
провел на орбите в составе МКС уже более 10 лет. В соответствии с требова-
ниями эксплуатационной документации непрерывно осуществляется анализ
технического состояния РС МКС. Результаты данного анализа включаются
в состав оперативных и ресурсных отчетов по результатам летных испыта-
ний ОМ, на основании которых ежегодно выпускается заключение о подтвер-
ждении готовности к эксплуатации на следующий год. В указанных отчетах
приводится информация о выполненных работах, затраченных ресурсах, на-
работке, изменению ключевых телеметрических параметров (ТМП) и опи-
сываются возникшие отказы или нештатные ситуации (НШС) с указанием
причин их возникновения.

Однако ключевой особенностью отчетов является тот факт, что в них со-
держится только качественная оценка (работает/не работает) состояния обо-
рудования и составных частей ОМ РС МКС. Анализ значений характеристик
оборудования не проводится, а также не определяется деградация парамет-
ров состояния. Существенно, что не рассматривается возможная корреля-
ция аномальных событий (отказов) в оборудовании и внешних возмущающих
факторов полета МКС. Детальный анализ для подтверждения технических
характеристик, взаимовлияние, особенности и прогноз состояния в отчетах
не содержатся, хотя ранее такая практика существовала для других изделий.

Значительным показателем, способным существенно повлиять на работо-
способность оборудования РС МКС, являются внешние воздействия факто-
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ров космического пространства. Давно известно вредное воздействие косми-
ческого излучения не только на электронные приборы, но и на материалы,
основным источником которого является Солнце как ближайшая к Земле
звезда. При этом состояние Солнца или солнечная активность изменяется
в течение 11-летнего цикла в широких пределах и выражается в условных
величинах (число Вольфа), хотя диапазон изменения весьма велик от нуля
до 150 и более единиц. В настоящее время, т.е. в 2018–2019 гг., солнечная ак-
тивность находится на уровне минимальных значений (от 0 до 10 условных
величин), что соответствует середине солнечного цикла. Последний период
солнечной активности пришелся на 2012–2014 гг. В ближайшие 3–5 лет сол-
нечная активность будет повышаться и, следовательно, увеличится внешнее
воздействие солнечного излучения на РС МКС, что потенциально повыша-
ет вероятность отказов и увеличивает скорость деградации характеристик
оборудования.

С учетом сложившихся обстоятельств, принимая во внимание необходи-
мость осуществления эксплуатации РС МКС как минимум до 2028 г. и далее
возникает закономерный вопрос, возможно ли, используя накопленную за
20 лет архивную телеметрическую информацию (ТМИ), более точно, обосно-
вано и детально определить состояние РС МКС и осуществить прогноз его
дальнейшего функционирования с определением остаточного ресурса обору-
дования.

2. Интеллектуальный анализ ТМИ на основе цифровых
идентификационных моделей

Исследование динамики процессов при решении задач контроля в процессе
управления полетом космических аппаратов (КА) позволяет сделать вывод
о перспективности и практической значимости разработки систем анализа
информации, использующих современные технологии обработки данных и
методов интеллектуального анализа (Data Mining) [2].

Состояние комплекса ресурсов КА является ключевым фактором при осу-
ществлении управления космическим полетом. Представляется целесообраз-
ным в качестве идентификационной модели комплекса ресурсов рассматри-
вать цифровой двойник КА. Под цифровым двойником будем понимать ре-
зультат обработки ТМИ, актуальный для текущего момента времени [3]. Этот
результат позволит оценить, как состояние отдельных ресурсов и уровень де-
градации определенных технических характеристик, так и степень взаимо-
влияния ресурсов. По сути актуальный результат обработки ТМИ представ-
ляет собой динамический слепок (текущий набор) аналитических выводов о
состоянии комплекса на основе анализа реальных данных ТМИ (текущих и
архивных). В этом состоит основное отличие от имитационной модели, ко-
торая может лишь приближенно моделировать реальное функционирование
КА на основе математического описания свойств элементов реального КА
или его составных частей.

Анализ возможностей математического аппарата обработки данных и
обобщения опыта управления полетом различных КА с учетом практиче-
ских потребностей специалистов управления полетом позволил определить
следующие методы исследования [4]:
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— кластерный анализ данных для определения аномалий или отклонений
в состоянии КА или его составных частей;

— вейвлет-преобразование для определения и локализации аномалий в от-
дельной составной части КА;

— прогнозирование на основе определения тенденций изменения телемет-
рических показателей (“параметров”) КА с применением методов анализа вре-
менных рядов.

Основной целью методики интеллектуального анализа и прогнозирования
состояния является поиск скрытых и неочевидных закономерностей, откло-
нений или аномалий в больших объемах накопленной (архивной) ТМИ. Наи-
больший интерес с практической точки зрения представляет анализ состоя-
ния для незаменяемого или заменяемого с высокой трудоемкостью оборудо-
вания РС МКС. К настоящему времени задача управления на основе про-
гнозирующих моделей применительно к приборам и агрегатам РС МКС не
ставилась. Они заменялись или после отказа, или по выработке ресурса.

На первом этапе обучения по данным ТМИ, собранным при номинальной
работе КА, с использованием различных алгоритмов строится база данных
номинальных состояний, соответствующих нормальному (среднестатистиче-
скому) или штатному функционированию КА, что определяется по анализу
технического состояния КА на предыдущих этапах полета или на аналогич-
ных КА. Обработанные данные при этом формируют базу знаний — номи-
нальных состояний. На втором этапе “рабочем” производится анализ состоя-
ния КА, при котором в режиме реального времени поступает текущая ТМИ
от КА, производится анализ (на основе соответствующих алгоритмов Data
Mining) и результаты обработки соотносятся с данными из базы номинальных
состояний. Если устанавливается соответствие (по определенному критерию)
данных из базы с поступившими данными, то входящие данные пополняют
«номинальную» базу данных. При несоответствии фиксируется отклонение
и происходит предупреждение оператора о выявленной аномалии.

3. Алгоритмы интеллектуального анализа

Интеллектуальный анализ состояния комплекса ресурсов РС МКС пред-
лагается осуществлять с использованием следующих алгоритмов:

— кластерного анализа методом k -средних с еклидовой метрикой;

— непрерывного вейвлет-преобразования;

— процедуры кумулятивных сумм для временного ряда телеметрических
параметров.

Данные, которые передаются в составе ТМИ КА, содержат значение теле-
метрических параметров (ТМП), по которым реализуется функция контро-
ля состояния КА в процессе управления полетом. При этом значения ТМП,
сформированные на борту КА специализированной аппаратурой в данный
момент времени, будут образовывать многомерный вектор состояния. Та-
ким образом, под вектором технического состояния КА, или его системы,
будем понимать многомерный вектор Xm, образованный значениями ТМП
xi, (i = 1, . . . , N , где N — общее количество фиксируемых ТМП) сформиро-
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ванных на определенный момент времени. Процедурам кластеризации будем
подвергать получаемые векторы.

Необходимость осуществить кластеризацию векторов технического состоя-
ния КА данных обусловлена наличием различных режимах работы КА в про-
цессе полета и соответственно номинальных, но различных значений ТМП.
Процесс орбитального движения КА, его ориентация в пространстве и внут-
реннее взаимовлияние оборудования КА при функционировании, также сле-
дует приводить к различным, но штатным состояниям КА.

Выбор алгоритма кластеризации основывался на следующих факторах:

— возможность использования для анализа данных (текущих и архивных)
функционирования любой составной части КА;

— высокая скорость вычислительного процесса для работы с ТМИ, посту-
пающей с борта КА в режиме реального времени;

— оперативность (без задержек в процессе анализа) обнаружения анома-
лий в поступающих данных.

Были проанализированы как иерархические, так и неиерархические мето-
ды кластерного анализа. Учитывая значительные объемы накопленных дан-
ных за 20-летний период эксплуатации МКС, иерархические методы были
исключены из рассмотрения сразу из-за их большой трудоемкости исполь-
зования на начальном этапе. Для неиерархических методов, из-за большого
количества их разновидностей, ограничились изучением методов: k -средних,
c-средних, ЕМ-алгоритма, FOREL, распространения близости (АР). Для вы-
числения расстояния между векторами исследовались различные метрики.
Выбор метрики является ключевым моментом исследования, от которого в
основном зависит окончательный вариант разбиения объектов на классы при
данном алгоритме разбиения. В конечном итоге, были использованы метри-
ки: евклидово расстояние, манхэттенское расстояние и расстояние Чебышева.

В целях апробации анализа эффективности применения представленного
метода кластерного анализа было проведено создание кластерной базы дан-
ных ТМИ системы исполнительных органов спуска (СИОС) транспортного
пилотируемого корабля (ТПК) “Союз”. Контроль состояния и функциониро-
вания данной системы осуществляется на основе восьми значений ТМП, ко-
торые измеряются независимыми аналоговыми датчиками температуры (че-
тыре штуки) и давления (четыре штуки). При построении кластерной базы
данных номинального и штатного состояния СИОС использовались восьми-
мерные векторы X8, образованные четырьмя значениями датчиков темпера-
туры и четырьмя значениями датчиков давления в топливных баках и бал-
лонах наддува.

В отборе для построения базы знаний была использована архивная ТМИ,
полученная при полете двух ТПК типа “Союз”, при которых было зафик-
сировано штатное состояние СИОС. Используя эти данные, были получе-
ны 2252 восьмимерных вектора, которые описывают номинальное состоя-
ние СИОС. Далее, для кластеризации методом k -средних, определено оп-
тимальное количество кластеров с учетом следующих средних значений раз-
ных критериев кластеризации, в том числе: силуэтный коэффициент, индекс
Калинского–Харабаза, индекс Дэвиса–Болдина, среднее внутрикластерное
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Рис. 1. График отклонений ∆ векторов при номинальном функционировании
СИОС.

расстояние и коэффициент нечеткости разбиения. В результате было выбрано
25 кластеров для метода k -средних.

Все восьмимерные векторы, образованные значениями ТМП, прошли про-
цедуру нормирования:

Zij =
Xij

max(Xj)
.

Визуализация созданной базы данных номинальных состояний состоит в
вычислении Евклидова расстояния от отдельного вектора до центра ближай-
шего кластера:

∆ = ρ (xi, xk)− ρmax
k

где:

ρ (xi, xk) =

√√√√
n∑

e=1

(xie − xke)
2, e = e = 1, 8,

ρmax
k — максимальное значение расстояния от центра кластера до вектора

или радиус кластера.

Расчет отклонения ∆ визуально представляет сравнение радиусов сфер
в восьмимерном пространстве. Если значение ∆ отрицательное, то радиус
сферы для данного вектора меньше, чем радиус соответствующего ему кла-
стера, т.е. вектор находится внутри номинального кластера. Положительное
же значение ∆ соответствует случаю нахождения вектора вне границ номи-
нальной области функционирования. Как видно из графика на рис. 1, при
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Рис. 2. График отклонений ∆ “аномальных” векторов.

номинальном функционировании бортовой системы отклонения ∆ векторов
всегда отрицательны (кроме случаев, когда ∆ = 0, т.е. на границе кластера),
что соответствует входимости вектора в кластер, т.е. номинальному функ-
ционированию.

С базой данных номинальных состояний были соотнесены и векторы, по-
лученные с использованием данных, полученных при полете другого ТПК
“Союз”, при котором были отмечены незначительные отклонения в значе-
ниях температурных параметров. С использованием этих векторов, условно
назовем их “аномальными”, получен график отклонений, представленный на
рис. 2.

Вертикальная прерывистая линия на графике означает момент обнару-
жения аномалии в функционировании СИОС ТПК “Союз” в реальном поле-
те на основании экспертного анализа специалиста по контролю. Критерием
проявления аномалии в состоянии контролируемого объекта для метода кла-
стерного анализа служит появление отклонения ∆ в области положительных
значений, что может сигнализировать о возникшей аномалии в работе систе-
мы. В рассмотренном примере, начиная с примерно 200-го вектора, имеется
тенденция в постоянном увеличении значения ∆. Так как каждому вектору
ставится в соответствие временное значение (реальные дата и время), можно
сказать, что состояние системы постепенно отклоняется от своей номиналь-
ной работы. Момент обнаружения такого отклонения N = 200 соответствует
31.07.2013, в то время, как в реальных условиях аномалия достигает предель-
но допустимых значений при N = 348, что соответствует 08.10.2013, т.е. пред-
лагаемый метод обнаруживает аномалию раньше на 2 мес (2 мес и 7 дней).

Практически важным результатом анализа при управлении полетом
КА является определение места возникновения аномалий как предвестни-
ков нештатных ситуаций (НШС). Для этого предлагается комплексировать
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несколько методов интеллектуального анализа в рамках одной задачи опреде-
ления аномалий с целью уменьшения пределов неоднозначности ее решения.

Основной принцип предлагаемой методики состоит в том, что после кла-
стерного анализа совокупности телеметрических параметров КА, каждый
отдельно взятый физический телеметрический параметр проходит дополни-
тельный специальный способ исследования, а именно применение процедуры
вейвлет-анализа. Задача интеллектуального анализа решает вопрос не только
выявления факта аномалий, но и определения причин и источников возник-
шей аномалии, а также в определении тенденций ее развития в последующие
интервалы времени.

Как известно, значения ТМП КА на начальных этапах обработки рассмат-
риваются в определенной шкале времени. В результате сплайновой аппрок-
симации значений получается кривая, которую можно интерпретировать как
частотный сигнал.

Предлагаемый метод диагностики аномалий в работе составных частей КА
состоит в том, чтобы выполнить анализ сигнала, сформированного из ряда
значений ТМП, с выявлением в нем нежелательных изменений и аномалий,
предшествующих возможным НШС. Анализ выполняется с использованием
специального математического аппарата – вейвлет-анализа.

Вейвлет-преобразование представляет собой интегральное преобразова-
ние, в котором осуществляется свертка двух функций, одна из которых –
вейвлет, а вторая – функция исследуемого сигнала [5]. Анализирующей функ-
цией вейвлет-преобразования является не синусоида (комплексная экспонен-
та), “растянутая” по всей временной оси, а локализованный “всплеск”, или
“вейвлет”.

С точки зрения интеллектуального анализа ТМИ получаем частотное на-
полнение сигнала и моменты времени возникновения соответствующих этим
частотам изменений в сигнале, т.е. обнаруживаем факт появления аномалии
или НШС. Данному анализу подвергаются отдельные ТМП, которые описы-
вают состояние характерных мест контролируемого оборудования КА, тем
самым локализуя аномалию в конструкции КА.

Апробация предлагаемого метода интеллектуального анализа проведена
следующим образом. На вход алгоритма поступает ТМИ, прошедшая ста-
дию предварительной обработки и представляющая собой конкретный па-
раметры, отражающие состояния КА, привязанные к конкретному момен-
ту времени и имеющие установленную размерность физических величин.
Выбор вейвлета осуществляется на основе информации о диапазоне значе-
ний ТМП, количестве локальных максимумов в ряде значений исследуемо-
го ТМП на рассматриваемом интервале времени, а также на основе сопо-
ставления величины модулей вейвлет-коэффициентов преобразования для
случаев применения различных вейвлет-функций. Результатом процедуры
вейвлет-преобразования является матрица вейвлет-коэффициентов, и ее ана-
лиз позволяет обнаружить в исследуемом сигнале аномальное изменение
его значений и выявить возникающую НШС по величине и характеру по-
ведения вейвлет-коэфициента. Обнаружение и локализация аномалий или
НШС решает задачу выделения из общего числа вычисленных вейвлет-
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Рис. 3. Номинальное состояние ТМП и график вейвлет-коэффициентов.

коэффициентов и производится фиксирование момента времени возникно-
вения аномалии или НШС.

Проверка работы методики анализа ТМИ с помощью предлагаемого спе-
циального математического аппарата выполнялась для системы кондициони-
рования воздуха (СКВ) из состава служебных систем РС МКС. Был выбран
ТМП температуры хладона 2Т223 на входе компрессора СКВ как харак-
терный ТМП для данной системы. Номинальная работа СКВ показана на
рис. 3. При этом верхний график демонстрирует значение ТМП температу-
ры хладона 2Т223, а нижний график величину соответствующего вейвлет-
коэффициента.

На рис. 4 представлены обработанные значения этого ТМП на интервале
времени, когда была зафиксирована НШС. При этом автоматика отключи-
ла компрессор СКВ на основе внутренней логики управления, а специалист
управления не идентифицировал и не локализовал ситуацию, поскольку из-
менение ТМП было весьма незначительно и составило 6 градусов, что визу-
ально заметить очень тяжело на фоне значений остальных ТМП.

Как видно из рис. 4 вейвлет-преобразование более наглядно отражает из-
менение значения ТМП на том самом участке, где происходит НШС. Резкое
(более чем в 10 раз) изменение вейвлет-коэффициента служит критерием
для автоматизированного обнаружения и локализации НШС, что позволя-
ет повысить оперативность ее выявления. Предлагаемая методика позволяет
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Рис. 4. Значение ТМП и график вейвлет-коэффициентов при НШС.

автоматически исследовать процесс изменения значения ТМП и развития
НШС с использованием обновляемой базы данных вейвлет-коэффициентов,
характеризующих номинальное поведение этих параметров.

Для решения задачи прогнозирования технического состояния на осно-
ве определения тенденций изменения параметров состояния КА рассмотрена
возможность применения методов анализа временных рядов. Поскольку зна-
чения ТМП в потоке ТМИ от КА следуют через определенные и равные
промежутки времени, то эта последовательность представляет собой клас-
сический временной ряд. Для его анализа применим методы исследования
временных рядов. Наиболее применимой для задач прогнозирования харак-
теристикой временного ряда следует считать величину тренда. Тренд ряда
выявляет прямое влияние процесса или режима, происходящего на борту КА
на контролируемый ТМП.

Исходя из опыта управления КА и свойств процессов и режимов работы,
происходящих на борту, можно выделить:

— номинальный – тренд для определенной группы ТМП характерно и
достоверно описывает номинальный процесс на борту КА;

— неноминальный – отклонение от номинального тренда ТМП выше до-
пустимой величины, а также иное направление изменения величины ТМП;

— нехарактерный – появление тренда у ТМП, для которых он не характе-
рен или не запланирован.
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Рис. 5. Тренд напряжения на АБ на длительном интервале.

В основе рассматриваемого метода контроля состояния на основе анализа
временных рядов лежит именно выявление тренда. Для практических задач
анализа при управлении полетом КА важен факт перехода в тренд значения
какого-либо ТМП или группы ТМП. Величина тренда и возможная динами-
ка в будущем необходимы для соотнесения с привлекаемыми ресурсами или
запасами и последующего вычисления располагаемого времени до достиже-
ния предельно допустимых значений ТМП или исчерпания ресурсов или за-
пасов КА. При этом “располагаемое время” является самостоятельным пара-
метром, сгенерированным в результате подобного интеллектуального анализа
ТМИ КА.

Для апробации метода был применен метод кумулятивных сумм. Мо-
мент изменения свойств случайной независимой последовательности ТМП
(Y1 . . . Yt), которая до момента наступления нехарактерного/неноминального
тренда описывается распределением с плотностью fθ0(Yt), а после — распре-
делением с плотностью fθ1(Yt).

Достаточно наглядно данный метод продемонстрировал поведение акку-
муляторной батареи (АБ), что представлено на рис. 5.

Принципиальная схема описанной методики интеллектуального анализа
и прогнозирования состояния российского сегмента международной косми-
ческой станции на основе цифрового двойника изображена на рис. 6. При
этом номинальные данные получаются на начальном этапе полета ОМ в про-
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Рис. 6. Принципиальная схема интеллектуального анализа.

цессе проведения летных испытаний. В этот период все ТМП подвергаются
детальному анализу и определяются параметры номинальных состояний. На
базе этих данных формируется цифровой двойник, имитирующий номиналь-
ное состояние объекта. Вновь поступающие данные соотносятся с использо-
ванием трех вышеперечисленных методов, формируются данные о текущем
состоянии и осуществляется прогноз.

4. Заключение

Задача интеллектуального анализа ТМИ для управления полетом КА яв-
ляется своевременной, обоснованной и актуальной по следующим основным
причинам:

— наличие базы информации за 20 лет эксплуатации РС МКС;

— продолжающаяся в настоящий момент эксплуатация РС МКС и пред-
полагаемое в дальнейшем продолжение полета;

— необходимость прогнозирования поведения приборов, агрегатов и со-
ставных частей РС МКС в будущем с учетом возрастания внешних воздей-
ствующих факторов космического пространства.

Имеющийся математический аппарат и архивные данные позволяют при-
ступить к решению поставленной задачи.

Решение задачи обеспечит наличие эффективного инструмента, методик и
данных, перспективного для будущего применения, и позволит реализовать:

— прогноз вероятности выходов из строя или изменения эксплуатационных
характеристик, входящих в состав РС МКС приборов и агрегатов;

— прогноз вероятности выходов из строя или изменения эксплуатационных
характеристик составных частей МКС с учетом взаимного влияния функцио-
нирования приборов и элементов;
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— подготовку работ по замене прибора до формальной выработки ресурса
или формирование комплекта запасного оборудования на основе полученного
прогноза “располагаемого времени” и выявленных тенденций изменения ха-
рактеристик элементов, если расчетный прогноз выявит тенденции к отказу.
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