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Введение. В работе рассматривается дифференциальное выражение первого порядка,
определяющее дифференциальный оператор в некотором классе однородных пространств (см.
определение ниже, а также [1]). Класс задаётся таким образом, чтобы спектр оператора не за-
висел от выбора конкретного однородного пространства, причём одно из пространств в классе
является гильбертовым пространством H функций со значениями в гильбертовом пространст-
ве H. В H спектр дифференциального оператора возможно оценить. Таким образом, оценка
спектра распространяется и на другие однородные пространства. В данной работе мы аккурат-
но определяем пространства и операторы, для которых эта схема работает, а также приводим
соответствующие оценки. В качестве примера рассматривается оператор Дирака на прямой из
[2], и полученная в [2] оценка его спектра обобщается на целый класс однородных пространств,
в частности, на пространства Степанова. Другим примером является оператор с инволюцией
из [3]. Для него полученные в [3] оценки также распространяются на другие функциональные
пространства.

Введём используемые в статье функциональные пространства.
Для любого комплексного банахова пространства X через EndX обозначим банахову ал-

гебру всех ограниченных линейных операторов, действующих в X . Далее комплексное гиль-
бертово пространство обозначим через H, а символом S2(H) – двусторонний идеал операто-
ров Гильберта–Шмидта из алгебры EndH.

В работе систематически используются пространства Бохнера–Лебега Lp(R,X ), p ∈ [1,∞].
Для p ∈ [1,∞] через Lp(R,X ) обозначается банахово пространство измеримых по Бохнеру
и суммируемых на R со степенью p (существенно ограниченных при p = ∞) классов эк-
вивалентности функций со значениями в комплексном банаховом пространстве X . Нормы в
пространствах Lp(R,X ) задаются формулами

‖x‖p =
(∫

R

‖x(t)‖pX dt

)1/p
, p ∈ [1,∞), и ‖x‖∞ = ess sup

t∈R
‖x(t)‖X .

В первой части статьи используются пространства L1 = L1(R) = L1(R,C) и L2 = L2(R) =
= L2(R,C). Пространство L1 будем рассматривать как банахову алгебру со свёрткой функций
в качестве операции умножения. Пространство H = L2(R,H) (и, в частности, пространство
L2) является гильбертовым пространством со стандартным скалярным произведением. Через
W 1

2 (R,C
d), d ∈ N, обозначаем пространство Соболева абсолютно непрерывных функций из

L2(R,C
d), производная которых также принадлежит пространству L2(R,C

d).
Пусть X – комплексное банахово пространство и L1,s = L1,s(R,EndX ) – пространство,

состоящее из всех таких функций F : R → EndX , для которых выполняются следующие два
свойства (см. также [1]):

а) для каждого x ∈ X функция из R в X , действующая по правилу s �→ F (s)x, измерима;
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1300 БАСКАКОВ и др.

б) существует функция f ∈ L1(R) такая, что

‖F (s)‖EndX � f(s). (1)

Для F ∈ L1,s положим ‖F‖ = ‖F‖1 = inf ‖f‖, где инфимум берётся по всем таким функциям
f ∈ L1(R), для которых выполнено неравенство (1).

Отметим, что введённое пространство L1,s является банаховой алгеброй со свёрткой

(F1 ∗ F2)(t)x =

∫
R

F1(s)F2(t− s)x ds, F1, F2 ∈ L1,s, x ∈ X ,

в качестве операции умножения; в частности, ‖F1 ∗ F2‖1 � ‖F1‖1‖F2‖1.
Мы далее также будем использовать линейное пространство L1,loc = L1,loc(R,X ) локально

суммируемых (измеримых по Бохнеру) классов эквивалентности функций со значениями в
банаховом пространстве X , в частности [1], для любых компакта K ⊂ R и функции f ∈
∈ L1,loc имеем ∫

K

‖f(t)‖X dt < ∞.

Через Sp = Sp(R,X ), p ∈ [1,+∞), обозначаем пространство Степанова [4, с. 37], состоящее
из функций f ∈ L1,loc, для которых конечна величина

‖f‖Sp = sup
s∈R

( 1∫
0

‖f(t+ s)‖pX dt

)1/p
,

принимаемая за норму в Sp.
Определение [1]. Банахово пространство F = F(R,X ) функций, определённых на R со

значениями в комплексном банаховом пространстве X , называется однородным, если выпол-
нены следующие пять условий:

i) пространство F непрерывно вложено в S1;
ii) представление S : R → EndF, определяемое правилом

(S(s)x)(t) = x(t+ s), t, s ∈ R, x ∈ F, (2)

является изометрическим представлением группы R операторами из EndF [5, 6];
iii) для x ∈ F и C ∈ EndX функция y(t) = C(x(t)), t ∈ R, принадлежит пространству

F и справедливо неравенство ‖y‖ � ‖C‖‖x‖;
iv) для x ∈ F и F ∈ L1,s свёртка (F ∗x)(t) =

∫
R
F (s)x(t−s) ds принадлежит пространству

F и имеет место неравенство ‖F ∗ x‖ � ‖F‖1‖x‖;
v) если для некоторого x ∈ F равенство x ∗ f = 0 верно для всех f ∈ L1, то x = 0.
Следующие банаховы пространства являются однородными пространствами (или имеется

эквивалентная норма, в которой они однородны):
1) пространство Степанова Sp = Sp(R,X ), p ∈ [1,+∞);
2) пространство Lp = Lp(R,X ), p ∈ [1,+∞];
3) пространство Cb = Cb(R,X ) ограниченных непрерывных функций со значениями в

банаховом пространстве X и нормой ‖x‖∞ = sup
t∈R

‖x(t)‖, x ∈ Cb;

4) подпространство C0 = C0(R,X ) функций из Cb(R,X ), исчезающих на бесконечности,
т.е. lim

|t|→∞
‖x(t)‖X = 0 для любой x ∈ C0(R,X ).

Подчеркнём, что это далеко не все интересные однородные пространства функций, дру-
гие можно найти в [1, 7, 8], но они в данной работе не используются. Все результаты будем
формулировать только для указанных выше однородных пространств 1)–4), обозначая их сим-
волом F. Кроме того, предполагается, что пространство значений X функций из F является
некоторым гильбертовым пространством, т.е. X = H.
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Перейдём к определению рассматриваемых дифференциальных операторов L. Пусть

L ≡ − d

dt
−B : D(L) ⊆ F → F,

где область определения D(L) ⊆ F оператора L совпадает с областью определения D(A) ⊆ F

оператора A = −d/dt, и оператор B : D(B) ⊆ F → F – линейный замкнутый оператор
умножения на функцию b : R → EndH, подчинённый оператору A; поэтому считаем, что
D(B) = D(A).

Напомним, что оператор B подчинён оператору A, если D(A) ⊆ D(B) и при некоторой
постоянной C > 0 справедливо неравенство ‖Bx‖ � C(‖x‖+‖Ax‖), x ∈ D(A). Пространство
операторов, подчинённых оператору A, обозначим через LA(F).

Область определения D(A) оператора A состоит из всех таких x ∈ F, для которых
существует y ∈ F, для которой при всех s � t из R имеют место равенства

x(t) = x(s)−
t∫

s

y(τ) dτ, s � t.

В работе [9, теорема 4] доказана следующая
Теорема 1. Спектр σ(L) оператора L не зависит от выбора пространства F.
Приведём также без доказательства ещё один результат [3, теорема 4.1], на который будем

опираться.
Теорема 2. Пусть A : D(A) ⊂ H → H – самосопряжённый оператор в комплексном

гильбертовом пространстве H и оператор B принадлежит идеалу операторов Гильберта–
Шмидта S2(H). Тогда существует такая непрерывная функция f ∈ L2(R), f : R → R+,
что для всех λ ∈ σ(A−B) имеет место неравенство |Imλ| � f(Reλ).

Таким образом, существует такая непрерывная вещественная функция f ∈ L2(R), что
спектр σ(A−B) оператора A−B лежит между графиками функций f и −f.

Из теоремы 1 немедленно вытекает, что если имеет место теорема о локализации спектра
для оператора

L ≡ − d

dt
−B : D(L) ⊆ H → H и B ∈ S2(H), H = L2(R,H),

то такая же теорема имеет место для оператора L, действующего в однородных пространствах
Sp(R,H), p ∈ [1,∞), Lp(R,H), p ∈ [1,∞], Cb(R,H), C0(R,H).

Если включение B ∈ S2(H), где H – гильбертово пространство, места не имеет, то можно
использовать любое преобразование подобия оператора A−B, B ∈ LA(H), в оператор A−B0,
B0 ∈ S2(H). В [2] в качестве такого преобразования подобия выступает предварительное
преобразование подобия метода подобных операторов. Приведём его краткое описание.

Для функции f ∈ L1(R) её преобразование Фурье f̂ : R → C определяется формулой

f̂(λ) =

∫
R

f(t)e−iλt dt, t ∈ R.

Для построения преобразования подобия понадобятся следующие функции из L1(R)
⋂

L2(R).
Для a > 0 рассмотрим трапецевидную функцию τa, заданную условиями

τa(ξ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1, если |ξ| � a,

a−1(2a− |ξ|), если a < |ξ| � 2a,

0, если |ξ| > 2a.

Непосредственный подсчёт показывает, что τa ∈ L2(R) и τa = ϕ̂a, где

ϕa(t) =
2 sin(3at/2) sin(at/2)

πat2
.
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Рассмотрим также функцию ωa : R → R, заданную равенствами: ωa(ξ) = (1 − τa(ξ))/ξ, если
ξ ∈ R \ {0}, и ωa(0) = 0. Пусть функция ψa такова, что ψ̂a = ωa. Известно [3], что ψa ∈ L1

и ‖ψa‖1 � 1.35/a.
Напомним, что H = L2(R,H). Наряду с представлением S : R → EndH, определённым

формулой (2), введём в рассмотрение также представление T : R → End (LA(H)), заданное
формулой

T (t)X = S(t)XS(−t), X ∈ LA(H), t ∈ R.

Для каждой функции f ∈ L1(R) и оператора X ∈ LA(H) определим оператор T (f)X ∈ LA(H)
равенством

(T (f)X)x =

∫
R

f(t)(T (−t)X)x dt =

∫
R

f(t)S(−t)XS(t)x dt, x ∈ D(A).

В рассматриваемом случае B – оператор умножения на функцию b : R → EndH и

(T (f)Bx)(s) =

∫
R

f(t)b(s− t)x(s) dt = (f ∗ b)(s)x(s), s ∈ R.

Из [2, теорема 2] и приведённых выше теорем 1, 2 непосредственно следует
Теорема 3. Пусть A : D(A) ⊆ H → H – самосопряжённый оператор и B ∈ LA(H). Пусть

также выполнены условия:
a) T (ψa)B ∈ EndH и существует такое a > 0, что ‖T (ψa)B‖EndH < 1;
b) (T (ψa)B)D(A) ⊆ D(A);
c) BT (ψa)B + T (ϕa)B ∈ S2(H);
d) для любого ε > 0 существует λε ∈ C \ R = ρ(A), при котором ‖B(A− λεI)

−1‖ < ε.
Тогда оператор A − B подобен оператору A − B0, где B0 ∈ S2(H) и существует такая
непрерывная функция f : R → R+, f ∈ L2(R), что спектр σ(A − B) оператора A − B
лежит между графиками функций f и −f.

Перейдём к оператору Дирака на прямой. Пусть

(Lx)(t) = i

(
1 0
0 −1

)
dx

dt
− V(t)x(t) = Ax(t)− V x(t), t ∈ R,

где

V(t) =
(

0 v1(t)
v2(t) 0

)
, v1, v2 ∈ L2(R,EndH), D(L) = W 1

2 (R,H2) ⊆ L2(R,H2) = H.

В [2, теорема 4] для H = C доказана
Теорема 4. Существует такая непрерывная функция f ∈ L2(R), f : R → R+, что для

λ ∈ σ(L) имеет место оценка |Imλ| � f(Reλ).
Непосредственная проверка показывает, что результаты теоремы 4 остаются верными и в

случае произвольного гильбертова пространства H (не только для H = C).
Из свойства 5) в [2, лемма 3] следует, что возмущение V в теореме 4 принадлежит LA(H).

Однако в общем случае V не является ограниченным оператором, и тем более оператором из
идеала S2(H). Поэтому при доказательстве теоремы 4 перед применением теоремы 2 строится
преобразование подобия оператора A − V в оператор A − V0, где V0 ∈ S2(H). По существу
доказательство теоремы 4 сводится к проверке того, что оператор L удовлетворяет условиям
теоремы 3.

Пусть теперь L = A− V : D(L) = D(A) ⊆ F → F, где F – одно из указанных однородных
пространств. Представим оператор L в виде

L =

(
1 0
0 −1

)(
i
d

dt
−
(
0 −v1
v2 0

))
=

(
1 0
0 −1

)
iL̃.
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Для операторов L и iL̃ имеет место локализационная теорема 4 при F = H = L2(R,H).
Поэтому из теорем 1 и 4 вытекает

Теорема 5. Существует непрерывная неотрицательная функция f ∈ L2(R), для ко-
торой спектр оператора Дирака L, действующего в любом из указанных выше однородных
пространств F, заключён между графиками функций f и −f.

Перейдём к оператору с инволюцией. Вначале приведём результат из [3, теорема 1.1].
Теорема 6. Пусть

LI = −i
d

dt
− V : W 1

2 (R) ⊆ L2(R) → L2(R) (3)

и (V x)(t) = v(t)x(−t), t ∈ R, v ∈ L2(R). Тогда существует такая непрерывная веществен-
ная функция f ∈ L2(R), что для всех λ ∈ σ(LI) имеет место неравенство |Imλ| � f(Reλ).

Зачастую исследование спектра оператора с инволюцией сводится к исследованию спектра
оператора Дирака [10]. Именно, спектр оператора с инволюцией LI , заданного формулой (3),
совпадает со спектром оператора Дирака

L = −i

(
1 0
0 −1

)
d

dt
−
(

0 v(t)
v(−t) 0

)
,

где v ∈ L2(R,EndH) и D(L) ⊆ W 1
2 (R,C

2) ⊂ L2(R,C
2) → L2(R,C

2).
Таким образом, имеет место
Теорема 7. Существует непрерывная неотрицательная функция f ∈ L2(R) такая, что

спектр оператора LI , действующего в любом из однородных пространств F, допускает для
всех λ ∈ σ(LI) оценку |Imλ| � f(Reλ).

Отметим, что обычно рассматриваются операторы Дирака и операторы с инволюцией на
конечном отрезке [0, ω]. Интересные результаты, касающиеся спектральных свойств таких
операторов, содержатся, например, в [10–15].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект 19-01-00732).
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УДК 517.911

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ
РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ,

СЛАБО УПРАВЛЯЕМЫХ ГРУБЫМИ ТРАЕКТОРИЯМИ
С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМ

ПОКАЗАТЕЛЕМ ГЁЛЬДЕРА

c© 2021 г. М. М. Васьковский

Разработан функциональный вариант теории грубых траекторий с произвольным показа-
телем Гёльдера. С его помощью для класса обыкновенных и класса стохастических од-
номерных дифференциальных уравнений, слабо управляемых грубыми траекториями с
произвольным показателем Гёльдера, доказана теорема существования и единственности
решения и для уравнений первого из этих классов получена формула замены переменных.

DOI: 10.31857/S0374064121100022

Введение. Дифференциальные уравнения вида dYt = f(Yt) dXt, где X – некоторая α-
гёльдеровская функция, α � 1/2, не могут быть исследованы с использованием интегралов
Римана–Стилтьеса. В работе Т. Лайонса [1] предложен принципиально новый подход к инте-
грированию по α-гёльдеровским функциям и разработаны его приложения к теории диффе-
ренциальных уравнений. Метод Лайонса основан на включении в интегральные суммы членов
тейлоровских разложений высших порядков, соответствующих уравнению dYt = f(Yt) dXt, и
получил название теории грубых траекторий. М. Губинелли [2] разработал функциональный
вариант теории грубых траекторий, позволяющий исследовать дифференциальные уравнения,
управляемые негеометрическими грубыми траекториями. Однако теория грубых траекторий
применима лишь при α > 1/3. Ф.А. Харан [3] показал, что подход Губинелли может быть рас-
ширен и использован для интегрирования по гёльдеровским функциям с показателем α > 1/4.
Однако подход Харана реализован лишь для геометрических грубых траекторий.

Теория грубых траекторий имеет наиболее значительное применение в теории стохастиче-
ских дифференциальных уравнений и, в частности, для уравнений, управляемых дробными
броуновскими движениями [4]. Первые работы, посвящённые таким приложениям теории гру-
бых траекторий, принадлежат Л. Кутэн, Ж. Кьяну, Ф. Бадуэну [5, 6]. В дальнейшем эти
результаты уточнялись и обобщались в работах [7–11]. В статье [5] показано, что для дробных
броуновских движений с индексами Хёрста H � 1/4 их кусочно-линейные аппроксимации
не являются сходящимися по вероятности. Поэтому стохастические дифференциальные урав-
нения, управляемые дробными броуновскими движениями с индексами Хёрста H � 1/4, не
могут быть исследованы в рамках известной теории грубых траекторий.

Опираясь на идеи Губинелли и Харана, в настоящей статье разработана теория грубых
траекторий с произвольным показателем Гёльдера α, которая, в отличие от теории Лай-
онса, не требует сходимости кусочно-линейных аппроксимаций процесса X, что позволяет
применять построенную теорию к исследованию проблемы существования и единственности
решений одномерных стохастических дифференциальных уравнений, управляемых дробными
броуновскими движениями с произвольным показателем Хёрста H ∈ (0, 1). Недостатком тео-
рии грубых траекторий являются жёсткие условия относительно гладкости и ограниченности
функции f. Для стохастических дифференциальных уравнений, управляемых стандартными
и дробными броуновскими движениями с индексами Хёрста, большими 1/2, результаты могут
быть значительно усилены, что, в частности, показано в работах [12–20].
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Определение грубых траекторий. Зафиксируем какие-либо T > 0 и α ∈ (0, 1]. Пусть
V – конечномерное евклидово пространство. Через Cα([0, T ], V ) и Cα

2 ([0, T ], V ) обозначим
множества функций f : [0, T ] → V и g : [0, T ]2 → V соответственно таких, что величины

‖f‖α := sup
s,t∈[0,T ]

s �=t

|ft − fs|
|t− s|α , ‖g‖α,2 := sup

s,t∈[0,T ]
s �=t

|gs,t|
|t− s|α

конечны. Как и в [4, гл. 2], далее для функции двух переменных gs,t будем писать ‖g‖α вместо
‖g‖α,2. Для функции одной переменной ft через fs,t будем обозначать приращение ft − fs.

Для целого неотрицательного k и конечномерных евклидовых пространств V и W через
Ck
b (V,W ) обозначим множество функций h : V → W таких, что норма

‖h‖Ck
b
:=

k∑
i=0

‖Dih‖∞

конечна, где ‖Dih‖∞ = sup
t∈[0,T ]

|Diht|.

Положим n = [1/α]. Обозначим через C α([0, T ], V ) множество α-непрерывных по Гёль-
деру грубых траекторий, т.е. множество элементов X = (1,X1, . . . ,Xn) таких, что Xi ∈
∈ Ciα

2 ([0, T ], V
⊗

i) для любого i = 1, n, и для любых s, u, t ∈ [0, T ] выполняется тождество
Чена Xs,t = Xs,u �Xu,t, где

(Xs,u �Xu,t)
i =

i∑
j=0

Xj
s,u

⊗
Xi−j

u,t .

Отметим, что операция � задаёт умножение на тензорной алгебре T (n)(V ) =
⊕n

i=0 V
⊗

i, где
V

⊗
0 = R. Таким образом, элемент X : [0, T ]2 → T (n)(V ) однозначно определяется значения-

ми X0,t, t ∈ [0, T ], поскольку Xs,t = (X0,s)
−1 �X0,t. Далее будем писать Xt вместо X0,t.

Грубая траектория X = (1,X1, . . . ,Xn) называется геометрической, если

Sym (Xi
s,t) =

1

i!
(X1

s,t)
⊗

i для всех i = 1, n,

где Sym (Xi
s,t) обозначает симметрическую часть тензора Xi

s,t. Множество геометрических
грубых траекторий обозначаем через C α

g ([0, T ], V ).

Будем говорить, что элемент X ∈ C α([0, T ], V ) является грубой траекторией над X ∈
∈ Cα([0, T ], V ), если X1

0,t = Xt для любых t ∈ [0, T ].

Определение слабо управляемых грубых траекторий. Пусть X ∈ Cα([0, T ], V ),
а X = (1,X1, . . . ,Xn) – грубая траектория над X. Пусть W – конечномерное евклидо-
во пространство. Будем говорить, что функция Yt ∈ Cα([0, T ],W ) слабо управляется гру-
бой траекторией X ∈ C α([0, T ], V ), если существуют функции Y (1) : [0, T ] → L(V,W ), . . .
. . . , Y (n−1) : [0, T ] → L(V

⊗
(n−1),W ) такие, что

Ys,t = Y (1)
s X1

s,t + . . . + Y (n−1)
s Xn−1

s,t +RY,n
s,t , Y

(1)
s,t = Y (2)

s X1
s,t + . . .+ Y (n−1)

s Xn−2
s,t +RY,n−1

s,t , . . .

. . . , Y
(n−2)
s,t = Y (n−1)

s X1
s,t +RY,2

s,t , Y
(n−1)
s,t = RY,1

s,t ;

а величина ‖RY,i‖iα, i = 1, n, конечна для каждого из остаточных членов RY,i. Функцию
Y (i) будем называть грубой производной порядка i от Y (если α ∈ (1/2, 1/3], то грубая
производная Y (1) является производной Губинелли [4, гл. 4]).
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Так как пространство Cα([0, T ],W ) банахово, то множество

Dα
X([0, T ],W ) =

{
(Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) : Y ∈ Cα([0, T ],W ),

n∑
i=1

‖RY,i‖iα < ∞
}

также образует банахово пространство относительно нормы

‖Y‖Dα
X
:=

n−1∑
i=0

|Y (i)
0 |+ ‖(Y, Y (1), . . . , Y (n−1))‖Dα

X
,

где Y
(0)
t = Yt, ‖(Y, Y (1), . . . , Y (n−1))‖Dα

X
=
∑n

i=1 ‖RY,i‖iα [4, гл. 4].
Определение интеграла по грубым траекториям. Пусть V, W – некоторые конечно-

мерные евклидовы пространства, X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C α([0, T ], V ), Y ∈ Cα([0, T ],L(V,W )),

(Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],L(V,W )). Возьмём некоторые s, t ∈ [0, T ], s < t, через P

обозначим произвольное конечное разбиение отрезка [s, t] точками, а через |P| – наибольшую
из длин отрезков разбиения.
Потраекторным интегралом

∫ t
s Yr dXr назовём следующий предел интегральных сумм

(если этот предел существует, конечен и не зависит от способа разбиения отрезка [s, t] точ-
ками):

t∫
s

Yr dXr := lim
|P|→0

∑
[u,v]∈P

n−1∑
i=0

Y (i)
u Xi+1

u,v .

Предложение 1.Пусть V, W – конечномерные евклидовы пространства, α ∈ (0, 1], n =

= [1/α], X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C α([0, T ], V ), (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],L(V,W )). Тогда

для любых s, t ∈ [0, T ] интеграл
∫ t
s Yr dXr корректно определён и существует постоянная

C = C(α) такая, что выполняется оценка

∣∣∣∣
t∫

s

Yr dXr −
n−1∑
i=0

Y (i)
s Xi+1

s,t

∣∣∣∣ � C

n∑
i=1

‖Xn+1−i‖(n+1−i)α‖RY,i‖iα|t− s|(n+1)α (1)

для всех s, t ∈ [0, T ].
Доказательство. Пусть

ψs,t =
n−1∑
i=0

Y (i)
s Xi+1

s,t , 0 < s < t < T,

δψs,u,t = ψs,t − ψs,u − ψu,t, 0 < s < u < t < T.

Непосредственной подстановкой несложно убедиться в справедливости равенства

δψs,u,t = −
n∑

i=1

RY,i
s,uX

n−i+1
u,t . (2)

Докажем, что существует постоянная β > 1 такая, что ‖ψ‖α,β := ‖ψ‖α + ‖δψ‖β,3 < ∞, где

‖ψ‖α = sup
s<t

|ψs,t|
|t− s|α , ‖δψ‖β,3 = sup

s<u<t

|δψs,u,t|
|t− s|β .

Имеем

‖ψ‖α �
n−1∑
i=0

sup
s

|Y i
s | sup

s<t

|Xi+1
s,t |

|t− s|α =

n−1∑
i=0

sup
s

(
|Y i

0 |+
n−1∑

j=i+1

|Y (j)
0 Xj−i

0,s +RY,n−i
0,s |

)
‖Xi+1‖α �
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� cT,α,X(1 + ‖Y‖Dα
X
) < ∞,

здесь cT,α,X – постоянная, зависящая от T, α, max
i=0,n−1

‖Xi+1‖α.

Покажем теперь, что ‖δψ‖β,3 < ∞ при β = (n+ 1)α. Вследствие равенства (2) имеем

‖δψ‖β,3 = sup
s<u<t

|δψs,u,t|
|t− s|(n+1)α

= sup
s<u<t

|
∑n

i=1R
Y,i
s,uX

n−i+1
u,t |

|t− s|(n+1)α
�

n∑
i=1

sup
s<u<t

|RY,i
s,u|

|t− s|iα
|Xn−i+1

u,t |
|t− s|(n+1−i)α

. (3)

Существуют постоянные c = cT,α,X, l = lT,α,‖Y‖Dα
X

такие, что для любых i = 1, n и всех
s, u, t, 0 < s < u < t < T, выполняются неравенства

|RY,i
s,u| � l|s− u|iα, |Xn−i+1

u,t | � c|t− u|(n−i+1)α. (4)

Учитывая неравенства (4) в (3), получаем, что ‖δψ‖β,3 < ∞.

Таким образом, согласно лемме 4.2 [4], интеграл
∫ t
s Yr dXr корректно определён.

Перейдём к доказательству оценки (1). Из доказательства леммы 4.2 [4] следует, что суще-
ствует постоянная C = C(β) такая, что выполняется неравенство

∣∣∣∣
t∫

s

Yr dXr −
n−1∑
i=0

Y (i)
s Xi+1

s,t

∣∣∣∣ � C‖δψ‖β,3|t− s|β для всех s, t, 0 < s < t < T. (5)

Используя равенство (2), получаем

‖δψ‖β,3 = sup
s<u<t

|
∑n

i=1R
Y,i
s,uX

n−i+1
u,t |

|t− s|β �
n∑

i=1

sup
s<u<t

|RY,i
s,uX

n−i+1
u,t |

|t− s|β �

�
n∑

i=1

sup
s<u<t

|RY,i
s,u|

|u− s|iα
|Xn−i+1

u,t |
|t− u|(n−i+1)α

�
n∑

i=1

‖RY,i‖iα‖Xn+1−i‖(n+1−i)α. (6)

Таким образом, из соотношений (5) и (6) вытекает оценка (1). Предложение доказано.
Следствие. Пусть X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C α

g ([0, T ],R) – геометрическая грубая траекто-
рия над X ∈ Cα([0, T ],R), α ∈ (0, 1], n = [1/α]. Если F ∈ Cn

b (R,W ), где W – конечномер-
ное евклидово пространство, то (F (X),DF (X), . . . ,Dn−1F (X)) ∈ Dα

X([0, T ],W ) и для любых
s, t ∈ [0, T ] корректно определён интеграл

∫ t
s F (Xr) dXr.

Доказательство. Пусть Y
(i)
t = DiF (Xt), i = 0, n − 1. По формуле Тейлора с остаточным

членом в форме Лагранжа имеем

F (Xt) = F (Xs) +DF (Xs)X
1
s,t + . . .+Dn−1F (Xs)X

n−1
s,t +DnF (Xs + θXs,t)X

n
s,t, θ ∈ (0, 1).

Отсюда следует, что RY,n
s,t = DnF (Xs+θXs,t)X

n
s,t. Так как DnF (X) ∈ Cb(R,W ), ‖Xn‖nα < ∞,

то ‖RY,n‖nα < ∞.
Аналогичными рассуждениями, раскладывая DiF (Xt) по формуле Тейлора, доказываем,

что ‖RY,i‖iα < ∞ для любого i < n.

Таким образом, (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],W ) и, согласно предложению 1, интеграл∫ t

s F (Xr) dXr корректно определён.
Композиция слабо управляемых грубых траекторий с гладкими функциями.

Пусть α ∈ (1/(n+1), 1/n], X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C α
g ([0, T ],R) – геометрическая грубая траек-

тория над X ∈ Cα([0, T ],R). Пусть Y ∈ Cα([0, T ],R), (Y, Y (1), Y (2), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R);

f ∈ Cn
b (R,R).
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Определим Zt = f(Yt). По аналогии с формулой Фаа-Ди-Бруно [21, с. 137] положим

Z(k) =
k∑

j=1

Djf(Y )Bk,j(Y
(1), . . . , Y (k−j+1)), k = 1, n − 1, (7)

где Bk,j(x1, . . . , xk−j+1) – многочлены Белла [21, с. 133].
Предложение 2. Пусть α ∈ (1/(n + 1), 1/n], X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C α

g ([0, T ],R) – гео-
метрическая грубая траектория над X ∈ Cα([0, T ],R), f ∈ Cn

b (R,R). Если

(Y, Y (1), Y (2), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R),

то (Z,Z(1), Z(2), . . . , Z(n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R), где Z = f(Y ), а грубые производные Z(k) опре-

деляются по формулам (7). Кроме того, для любого M > 0 существует такое CM > 0,

что для любого (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R), для которого ‖(Y, Y (1), . . . , Y (n−1))‖Dα

X
+

+
∑n−1

i=0 |Y (i)
0 | � M, выполняется оценка

‖(Z,Z(1), Z(2), . . . , Z(n−1))‖Dα
X
� CM .

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда Xt = t, а Y – произвольная функ-
ция из Cn

b ([0, T ],R). В данном случае грубые производные Y
(i)
t совпадают с обычными про-

изводными DiYt.
Возьмём произвольное i ∈ {1, . . . , n}. С одной стороны, справедливость равенства

Z
(i)
t = Z(i)

s + Z(i+1)
s X1

s,t + . . . + Z(n−1)
s Xn−i−1

s,t +RZ,n−i
s,t , (8)

где RZ,n−i
s,t = O(|t − s|n−i), вытекает из формулы Тейлора с остаточным членом в форме

Лагранжа.
С другой стороны, согласно формуле (7), справедливо равенство

Z
(i)
t =

i∑
j=1

Djf(Yt)Bi,j(Y
(1)
t , . . . , Y

(i−j+1)
t ). (9)

В силу формулы Тейлора получаем

Djf(Yt) =

n−1∑
k=j

Dkf(Ys)Y
k−j+1
s,t +O(Y n−j

s,t ) =

=
n−1∑
k=j

(
Dkf(Ys)

(n−1∑
l=1

Y (l)
s Xl

s,t +RY,n
s,t

)k−j+1)
+O(Y n−j

s,t ). (10)

По определению грубых производных имеем

Bi,j(Y
(1)
t , . . . , Y

(i−j+1)
t ) = Bi,j(Y

(1)
s + Y (2)

s X1
s,t + . . . + Y (n−1)

s Xn−2
s,t +RY,n−1

s,t , . . . ,

Y (i−j+1)
s + Y (i−j+2)

s X1
s,t + . . . + Y (n−1)

s Xn−i+j−2
s,t +RY,n−i+j−1

s,t ). (11)

Подставляя (10) и (11) в (9) и приводя подобные, приходим к соотношению

Z
(i)
t =

n−i−1∑
r=0

Xr
s,t

n−1∑
j=1

Djf(Ys)Pr,j(Y
(1)
s , . . . , Y (n−1)

s ) +O(|t− s|n−i), (12)

где Pr,j(x1, . . . , xn−1) – некоторые многочлены, не зависящие от X, Y, f.
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Принимая во внимание равенства (7), будем иметь

Z(i)
s +Z(i+1)

s X1
s,t+ . . .+Z(n−1)

s Xn−i−1
s,t =

n−i−1∑
r=0

Xr
s,t

r+i∑
j=1

Djf(Ys)Br+i,j(Y
(1)
s , . . . , Y (r+i−j+1)

s ). (13)

Теперь из формулы Фаа-Ди-Бруно [21, с. 137], соотношений (8), (12), (13), выполненных
для произвольных функций Y ∈ Cn

b ([0, T ],R), f ∈ Cn
b (R,R) и Xt = t, вытекает, что

Pr,j(x1, . . . , xn−1) = Br+i,j(x1, . . . , xr+i−j+1) (14)

для всех j � r + i, и Pr,j(x1, . . . , xn−1) ≡ 0 при j > r + i.

Пусть X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C α
g ([0, T ],R), Y = (Y, Y (1), Y (2), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα

X([0, T ],R).
В силу соотношений (7) справедливо равенство (13), а также равенство (12) с теми же мно-
гочленами Pr,j(x1, . . . , xn−1). Теперь из равенств (14) следуют соотношения (8). При этом
постоянные, входящие в оценку для O большого в соотношениях (10), (12), могут быть выбра-
ны одними и теми же для всех Y ∈ Dα

X([0, T ],R) из шара радиуса M (следовательно, таким
же свойством обладает и постоянная, входящая в оценку для O большого в соотношении (8)).
Таким образом, (Z,Z(1), Z(2), . . . , Z(n−1)) ∈ Dα

X([0, T ],R) и ‖(Z,Z(1), Z(2), . . . , Z(n−1))‖Dα
X

=

= O(M). Предложение доказано.
В дальнейшем нам понадобится многомерный аналог формул Фаа-Ди-Бруно для грубых

производных.
Пусть X∈Cα

g ([0, T ],R), Y=(Y, Y (1), . . . , Y (n−1)), Ỹ=(Ỹ , Ỹ (1), . . . , Ỹ (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R),

g ∈ Cn
b (R

2,R), Zt = g(Yt, Ỹt). Положим

Z
(k)
t =

k∑
j=1

j∑
l=0

Dj
xlyj−lg(Yt, Ỹt)Qj,l(Y

(1)
t , . . . , Y

(k)
t , Ỹ

(1)
t , . . . , Ỹ

(k)
t ), k = 1, n− 1, (15)

где Qj,l(x1, . . . , xk, y1, . . . , yk) =
∑

k!
∏k

i=1((i!)
miqi1!qi2!)

−1xqi1i yqi2i , а суммирование осуществля-
ется по всем целым неотрицательным числам mi, qi1, qi2 (i ∈ {1, . . . , k}) таким, что m1 +
+ 2m2 + . . .+ kmk = k, q11 + . . .+ qk1 = l, q12 + . . .+ qk2 = j− l, qi1 + qi2 = mi, i ∈ {1, . . . , k}.

Предложение 3. Пусть α ∈ (1/(n + 1), 1/n], X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C α
g ([0, T ],R) – гео-

метрическая грубая траектория над X ∈ Cα([0, T ],R), g ∈ Cn
b (R

2,R). Если

(Y, Y (1), Y (2), . . . , Y (n−1)), (Ỹ , Ỹ (1), . . . , Ỹ (n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R),

то (Z,Z(1), Z(2), . . . , Z(n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R), где Z = g(Y, Ỹ ), а грубые производные Z(k)

определяются по формулам (15). Для любого M > 0 существует такое CM > 0, что для
любых (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)), (Ỹ , Ỹ (1), . . . , Ỹ (n−1)) ∈ Dα

X([0, T ],R), для которых

‖(Y, Y (1), . . . , Y (n−1))‖Dα
X
+

n−1∑
i=0

|Y (i)
0 | � M, ‖(Ỹ , Ỹ (1), . . . , Ỹ (n−1))‖Dα

X
+

n−1∑
i=0

|Ỹ (i)
0 | � M,

выполняется оценка ‖(Z,Z(1), Z(2), . . . , Z(n−1))‖Dα
X
� CM .

Доказательство предложения 3 проводится по той же схеме, что и предложения 2, при
этом необходимо воспользоваться формулой Тейлора для функции двух переменных и дву-
мерным аналогом формулы Фаа-Ди-Бруно из [22].

В завершение настоящего пункта докажем, что произведение управляемых грубых траек-
торий является управляемой грубой траекторией.

Пусть
X ∈ C α

g ([0, T ],R), G = (G,G(1), . . . , G(n−1)),

H = (H,H(1), . . . ,H(n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R), Zt = GtHt.
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Положим

Z
(k)
t =

k∑
j=0

Cj
kG

(j)
t H

(k−j)
t , k = 1, n − 1. (16)

Предложение 4. Пусть α ∈ (1/(n + 1), 1/n], X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C α
g ([0, T ],R) – гео-

метрическая грубая траектория над X ∈ Cα([0, T ],R), g ∈ Cn
b (R

2,R). Если

G = (G,G(1), . . . , G(n−1)), H = (H,H(1), . . . ,H(n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R),

то (Z,Z(1), Z(2), . . . , Z(n−1)) ∈ Dα
X([0, T ],R), где Z = GH, а грубые производные Z(k) опреде-

ляются по формулам (16). Кроме того, выполняется оценка

‖(Z,Z(1), Z(2), . . . , Z(n−1))‖Dα
X
�

� C

(
‖(G,G(1), . . . , G(n−1))‖Dα

X
+

n−1∑
i=0

|G(i)
0 |
)(

‖(H,H(1), . . . ,H(n−1))‖Dα
X
+

n−1∑
i=0

|H(i)
0 |
)
,

где постоянная C не зависит от G и H.
Доказательство. Возьмём произвольное i ∈ {1, . . . , n} и рассмотрим остаточный член

RZ,i
s,t = Z

(n−i)
s,t − Z(n−i+1)

s X1
s,t − . . .− Z(n−1)

s Xi−1
s,t .

Нетрудно убедиться, что для любых функций f, g : [0, T ] → R справедливо тождество
(fg)s,t = fsgs,t + gsfs,t + fs,tgs,t. Поэтому

RZ,i
s,t =

n−i∑
j=0

Cj
n−i(G

(j)
s H

(n−i−j)
s,t +G

(j)
s,tH

(n−i−j)
s +G

(j)
s,tH

(n−i−j)
s,t )−

i−1∑
l=1

Xl
s,t

n−i+l∑
j=0

Cj
n−i+lG

(j)
s H(n−i+l−j)

s =

=
n−i∑
j=0

Cj
n−iG

(j)
s

(i+j−1∑
r=1

H(n−i−j+r)
s Xr

s,t+RH,i+j
s,t

)
+

n−i∑
j=0

Cj
n−iH

(n−i−j)
s

(n−j−1∑
r=1

G(j+r)
s Xr

s,t+RG,n−j
s,t

)
+

+

n−i∑
j=0

Cj
n−i

(n−j−1∑
r=1

G(j+r)
s Xr

s,t +RG,n−j
s,t

)(i+j−1∑
r=1

H(n−i−j+r)
s Xr

s,t +RH,i+j
s,t

)
−

−
i−1∑
l=1

Xl
s,t

n−i+l∑
j=0

Cj
n−i+lG

(j)
s H(n−i+l−j)

s .

Приводя подобные и группируя члены, получаем

RZ,i
s,t =

n−1∑
j=0

Xj
s,t

n−1∑
r=0

H(r)
s Pj,r(G

(1)
s , . . . , G(n−1)

s , RG,i
s,t , . . . , R

G,n
s,t ) +

+
n−1∑
j=0

Xj
s,t

n∑
r=i

RH,r
s,t Qj,r(G

(1)
s , . . . , G(n−1)

s , RG,i
s,t , . . . , R

G,n
s,t ), (17)

где Pj,r(x1, . . . , xn−1, yi, . . . , yn), Qj,r(x1, . . . , xn−1, yi, . . . , yn) – некоторые линейные многочле-
ны с нулевыми свободными членами, коэффициенты которых не зависят от G, H, X.
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Полагая Xt = t, G,H ∈ Cn([0, T ],R) и раскладывая Z
(n−i)
t по формуле Тейлора в точке s,

заключаем, что Pj,r(x1, . . . , xn−1, yi, . . . , yn) не зависят от x1, . . . , xn−1 при j < i. Следова-
тельно, из соотношения (17) вытекает существование постоянной Ci = Ci(G,X) такой, что

‖RZ,i‖iα � Ci

(
‖(G,G(1) , . . . , G(n−1))‖Dα

X
+

n−1∑
i=0

|G(i)
0 |
)(

‖(H,H(1), . . . ,H(n−1))‖Dα
X
+

n−1∑
i=0

|H(i)
0 |
)
.

Предложение доказано.
Дифференциальные уравнения, управляемые грубыми траекториями.Пусть β ∈

∈ (1/(n+1), 1/n], X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C β
g ([0, T ],R) – геометрическая грубая траектория над

X ∈ Cβ([0, T ],R); f ∈ Cn+1
b (R,R). Выберем произвольно и зафиксируем α ∈ (0, β).

Рассмотрим дифференциальное уравнение

dYt = f(Yt) dXt, t ∈ [0, T ]. (18)

Определение 1. Решением уравнения (18) с начальным условием Y0 = x ∈ R будем назы-
вать элемент (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα

X([0, T ],R) такой, что для любого t ∈ [0, T ] выполнено
равенство

Yt = x+

t∫
0

f(Ys) dXs, (19)

где интеграл в правой части соотношения (19) понимается как грубый потраекторный ин-
теграл, а соответствующие ему грубые производные от Z = f(Y ) определяются по форму-
лам (7), а Y

(1)
0 = f(Y0), Y

(2)
0 = Df(Y0)f(Y0), Y

(3)
0 = D2f(Y0)f

2(Y0) + (Df(Y0))
2f(Y0) и т.д.

Определение 2. Пусть x ∈ R. Будем говорить, что уравнение (18) с начальным условием

Y0 = x (20)

имеет единственное решение, если для любых решений Y, Ỹ ∈ Dα
X([0, T ],R) уравнения (18)

таких, что Y0 = Ỹ0 = x, следует, что Yt = Ỹt для любых t ∈ [0, T ].

Теорема 1. Пусть α, β ∈ (1/(n + 1), 1/n], α < β, X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C β
g ([0, T ],R).

Если f ∈ Cn+1
b (R,R), то для любого x ∈ R уравнение (18) с начальным условием (20) имеет

единственное решение.
Доказательство. Не нарушая общности, можем предполагать, что [0, T ] = [0, 1]. Дока-

жем, что существует T0 > 0 такое, что уравнение (18) с начальным условием (20) имеет
единственное решение в единичном шаре

BT0 = {Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα
X([0, T0],R) : Y0 = (x, f(x),Df(x)f(x), . . .), ‖Y‖Dα

X
� 1}.

Определим аналог отображения Ито–Лайонса MT0 : Dα
X([0, T0],R) → Dα

X([0, T0],R), задав
его равенством

MT0(Y, Y
(1), . . . , Y (n−1)) =

(
x+

·∫
0

Zs dXs, Z, Z
(1), . . . , Z(n−2)

)
,

где грубые производные Z(i) определяются по формулам (7).
Воспользовавшись предложениями 1 и 2, получаем

‖MT0(Y, Y
(1), . . . , Y (n−1))‖Dα

X
= sup

s �=t

|Z(n−2)
s,t |

|t− s|α +
n∑

k=3

sup
s �=t

|t− s|−(k−1)α

∣∣∣∣Z(n−k)
s,t −

k−2∑
i=1

Z(n−k+i)
s Xi

s,t

∣∣∣∣+
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+ sup
s �=t

|t− s|−nα

∣∣∣∣
t∫

s

Zr dXr −
n−2∑
i=0

Z(i)
s Xi+1

s,t

∣∣∣∣ =
[
Z

(n−k)
s,t =

k−1∑
i=1

Z(n−k+i)
s Xi

s,t +RZ,k
s,t

]
�

�
n−1∑
k=1

sup
s �=t

|Z(n−1)
s Xk

s,t +RZ,k+1
s,t |

|t− s|kα +

+ sup
s �=t

|t− s|−nα

∣∣∣∣
n∑

i=1

‖Xn+1−i‖(n+1−i)α‖RZ,i‖iα|t− s|(n+1)α + Z(n−1)
s Xn

s,t

∣∣∣∣ � CT β−α
0 < 1,

где постоянная C может быть выбрана не зависящей от Y ∈ BT0 . Таким образом, существует
T0 > 0 такое, что MT0(BT0) ⊂ BT0 .

Докажем, что отображение MT0 является сжимающим в шаре BT0 .

Пусть Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)), Ỹ = (Ỹ , Ỹ (1), . . . , Ỹ (n−1)) ∈ BT0 . Применяя композицию с
функцией f, определим соответствующие элементы (Z,Z(1), . . . , Z(n−1)), (Z̃, Z̃(1), . . . , Z̃(n−1))∈
∈ Dα

X([0, T0],R) согласно формулам (7).
Положим

(Δ,Δ(1), . . . ,Δ(n−1)) = (Z − Z̃, Z(1) − Z̃(1), . . . , Z(n−1) − Z̃(n−1)).

Аналогично, воспользовавшись предложением 1, получаем

‖MT0(Y, Y
(1), . . . , Y (n−1))−MT0(Ỹ , Ỹ (1), . . . , Ỹ (n−1))‖Dα

X
� (21)

� C(|Δ(1)
0 |+ . . .+ |Δ(n−1)

0 |+ ‖(Δ,Δ(1), . . . ,Δ(n−1))‖Dα
X
)T β−α

0 = C‖(Δ,Δ(1), . . . ,Δ(n−1))‖Dα
X
T β−α
0 .

Положим Δ̃s = GsHs, где

Gs = g(Ys, Ỹs), Hs = Ys − Ỹs, g(x, y) =

1∫
0

Df(xt+ (1− t)y) dt,

и определим грубые производные G(i) согласно формулам (15), грубые производные H(i)

согласно формулам (7) и грубые производные Δ̃(i) согласно формулам (16).
Как показано в [4, с. 115], имеет место равенство Δt = Δ̃t для любых t ∈ [0, T0]. Если

Xt = t, Y, Ỹ ∈ Cn([0, T0],R), то Δ(i) = Δ̃(i) в силу единственности производной. Так как
коэффициенты многочленов, входящих в формулы (7), (15), (16), не зависят от Y, Ỹ, X, то
равенство Δ(i) = Δ̃(i) для всех i ∈ {1, . . . , n−1} сохраняется для произвольных Y, Ỹ ∈ BT0 ,

X ∈ C β
g ([0, T0],R).

Используя предложения 3 и 4, приходим к оценке

‖(Δ,Δ(1), . . . ,Δ(n−1))‖Dα
X
� C

(n−1∑
i=0

G
(i)
0 +‖(G,G(1), . . . , G(n−1))‖Dα

X

)
‖(H,H(1), . . . ,H(n−1))‖Dα

X
�

� C‖(Y − Ỹ , Y (1) − Ỹ (1), . . . , Y (n−1) − Ỹ (n−1))‖Dα
X
, (22)

где постоянная C может быть выбрана не зависящей от Y, Ỹ ∈ MT0(BT0).
Таким образом, из соотношений (21) и (22) вытекает, что, уменьшив при необходимости

значение T0, можно добиться того, чтобы отображение MT0 являлось сжимающим в ша-
ре BT0 .

Так как значение T0 может быть выбрано независимо от заданного начального усло-
вия (20), то существует единственное решение уравнения (18) с начальным условием (20) на
всём отрезке [0, 1]. Теорема доказана.
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Докажем формулу замены переменных в дифференциальном уравнении (18).
Теорема 2. Пусть α, β ∈ (1/(n + 1), 1/n], α < β, X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C β

g ([0, T ],R),

f ∈ Cn+1
b (R,R), x ∈ R, Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) ∈ Dα

X([0, T ],R) – единственное решение
уравнения (18) с начальным условием (20). Тогда для любого g ∈ Cn+1

b (R,R) имеет место
равенство

g(Yt)− g(Ys) =

t∫
s

Dg(Yτ )f(Yτ ) dXτ , s, t ∈ [0, T ], (23)

где грубые производные от Dg(Y )f(Y ) определяются по формулам (7).
Доказательство. Пусть s < t, возьмём произвольное конечное разбиение P = {s = t0 <

< t1 < . . . < tN = t} отрезка [s, t]. Разложим g(Yt) по формуле Тейлора с остаточным членом
в форме Лагранжа:

g(Yt)− g(Ys) =

N−1∑
i=0

( n∑
j=1

1

j!
Djg(Yti)Y

j
ti,ti+1

+
1

(n+ 1)!
Dn+1g(Yti + θiYti,ti+1)Y

n+1
ti,ti+1

)
, (24)

где θi ∈ (0, 1).
Нетрудно видеть, что справедливо неравенство

∣∣∣∣
N−1∑
i=0

Dn+1g(Yti + θiYti,ti+1)Y
n+1
ti,ti+1

∣∣∣∣ � C‖Y ‖n+1
α

N−1∑
i=0

|ti+1 − ti|(n+1)α = O(|P|(n+1)α−1). (25)

Используя предложение 1, получаем соотношение

Yti,ti+1 =

ti+1∫
ti

f(Yτ ) dXr =

n−1∑
k=0

Z
(k)
ti

Xk+1
ti,ti+1

+O(|ti+1 − ti|(n+1)α), (26)

где Z(k) – грубые производные от Z = f(Y ), вычисленные по формулам (7).
Таким образом, из соотношений (24)–(26) следует, что

g(Yt)− g(Ys) =

N−1∑
i=0

n∑
j=1

1

j!
Djg(Yti)

(n−1∑
k=0

Z
(k)
ti

Xk+1
ti,ti+1

)j
+ o(1) при |P| → 0. (27)

Приводя подобные и группируя слагаемые в соотношении (27), получаем

g(Yt)− g(Ys) =

N−1∑
i=0

n∑
k=1

Xk
ti,ti+1

n∑
j=1

Djg(Yti)Pk,j(Zti , Z
(1)
ti

, . . . , Z
(n−1)
ti

) + o(1) =

=

N−1∑
i=0

n∑
k=1

Xk
ti,ti+1

n∑
j=1

n−1∑
l=0

Djg(Yti)D
lf(Yti)Qk,j,l(Yti , Y

(1)
ti

, . . . , Y
(n−1)
ti

) + o(1) при |P| → 0,

где Pk,j(x0, . . . , xn−1), Qk,j,l(x0, . . . , xn−1) – некоторые многочлены, коэффициенты которых
не зависят от f, g, Y, X.

Пусть h(Y ) = Dg(Y )f(Y ), обозначим Ht = h(Yt). Пусть H(j), j ∈ {1, . . . , n−1}, – грубые
производные от H, определённые по формулам (7). Если Xt = t, Y ∈ Cn([0, T ],R), то

g(Yt)− g(Ys) =
N−1∑
i=0

n∑
k=1

Xk
ti,ti+1

H
(k−1)
ti

+ o(1) =

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 10 2021



СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ 1315

=
N−1∑
i=0

(
X1

ti,ti+1
h(Yti) +

n∑
k=2

Xk
ti,ti+1

k−1∑
j=1

Djh(Yti)Bk−1,j(Y
(1)
ti

, . . . , Y
(k−j)
ti

)

)
+ o(1) =

=

N−1∑
i=0

n∑
k=1

Xk
ti,ti+1

n∑
j=1

n−1∑
l=0

Djg(Yti)D
lf(Yti)Q̃k,j,l(Yti , Y

(1)
ti

, . . . , Y
(n−1)
ti

)+o(1) при |P| → 0, (28)

где Q̃(x0, . . . , xn−1) – некоторые многочлены, коэффициенты которых не зависят от f, g, Y,

X. В силу единственности производных от Y ∈ Cn([0, T ],R) заключаем, что Qk,j,l = Q̃k,j,l

для любых k, j, l. Так как многочлены Qk,j,l не зависят от Y, X, то соотношения (28)
сохраняются для произвольных Y ∈ Dα

X([0, T ],R), X ∈ C β
g ([0, T ],R).

Переходя к пределу при |P| → 0 в соотношении

g(Yt)− g(Ys) =

N−1∑
i=0

n∑
k=1

Xk
ti,ti+1

H
(k−1)
ti

+ o(1),

получаем требуемое равенство (23). Теорема доказана.
Наряду с уравнением (18) рассмотрим отвечающее ему ОДУ

dZt = f(Zt) dt, t ∈ R. (29)

Пусть St, t ∈ R, – поток, соответствующий уравнению (29), т.е. Zt = StZ0.

Теорема 3. Пусть α, β ∈ (1/(n + 1), 1/n], α < β, X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C β
g ([0, T ],R).

Если f ∈ Cn+1
b (R,R), то для любого x ∈ R единственное решение Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1))

уравнения (18) с начальным условием (20) может быть найдено по формулам

Yt = SXt−X0x, Y
(i)
t = Di−1

f f(Yt), i ∈ {1, . . . , n− 1}, t ∈ [0, T ], (30)

где (Dfh)(z) = f(z)Dh(z).
Доказательство. Рассмотрим уравнение

dUt = dXt, t ∈ [0, T ], (31)

с начальным условием U0 = X0, U
(1)
0 = 1, U

(2)
0 = . . . = U

(n−1)
0 = 0. Очевидно, что единствен-

ным решением уравнения (31) является элемент Ut = (Xt, 1, 0, . . . , 0).
Применяя теорему 2 к g(Ut), где g(y) = Sy(SX0)

−1x, Ut = Xt, получаем

g(Ut)− g(Us) =

t∫
s

f(g(Uτ )) dXτ .

Таким образом, элемент Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) является единственным решением урав-
нения (18) с начальным условием (20), где Yt = g(Xt), Y

(1)
t = f(Yt), Y

(2)
t = Df(Yt)f(Yt),

Y
(3)
t = D2f(Yt)(f(Yt))

2 + (Df(Yt))
2f(Yt) и так далее. Теорема доказана.

Замечание 1. Утверждение теоремы 3 выполняется для произвольной функции f ∈
∈ Cn+1(R,R): решение Y уравнения (18) с начальным условием (20) существует, единственно
и находится по формулам (30) на некотором достаточно малом отрезке [0, a] ⊂ [0, T ], a > 0.

Стохастические дифференциальные уравнения, управляемые грубыми траекто-
риями с произвольным показателем Гёльдера. Пусть на полном вероятностном прост-
ранстве (Ω,F , P ) с потоком σ-алгебр (Ft)t∈[0,T ] задан Ft-согласованный случайный про-
цесс Xt, t ∈ [0, T ], такой, что почти все траектории процесса Xt принадлежат пространству
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Cβ([0, T ],R), β ∈ (1/(n + 1), 1/n]. Определим процесс X· = (1,X1
0,·, . . . ,X

n
0,·) как случай-

ную величину, принимающую значения в C β
g ([0, T ],R) п.н., где Xi

s,t = (Xs,t)
i/(i!). Выберем и

зафиксируем произвольное α ∈ (0, β).
Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение

dYt = f(Yt) dXt, t ∈ [0, T ]. (32)

Определение 3. Пусть ξ : Ω → R – F0-измеримая случайная величина. Решением урав-
нения (32) с начальным условием Y0 = ξ будем называть F -измеримую случайную величину
Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) со значениями в Dα

X([0, T ],R) п.н. такую, что для почти всех ω ∈ Ω
элемент Y(ω) является решением детерминированного уравнения dYt(ω) = f(Yt(ω)) dXt(ω)
в смысле определения 1. Решение уравнения (32) с начальным условием Y0 = ξ назовём един-
ственным, если для любых двух решений Y, Ȳ уравнения (32) с начальным условием Y0 = ξ
выполняется равенство P (Y = Ȳ) = 1.

Теорема 4. Пусть α, β ∈ (1/(n + 1), 1/n], α < β, X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C β
g ([0, T ],R)

п.н. Если f ∈ Cn+1
b (R,R), то для любой F0-измеримой случайной величины ξ : Ω → R

существует единственное решение Y = (Y, Y (1), . . . , Y (n−1)) уравнения (32) с начальным
условием Y0 = ξ, и п.н. выполняются равенства

Yt = SX0,tξ, Y
(i)
t = Di−1

f f(Yt), i ∈ {1, . . . , n− 1}, t ∈ [0, T ], (33)

где St, t ∈ R, – поток, соответствующий уравнению (29).
Доказательство. Пусть Ω0 = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ C β

g ([0, T ],R)}. Возьмём произвольное
ω ∈ Ω0. Из теоремы 1 вытекает, что существует единственный элемент Y(ω) ∈ Dα

X([0, T ],R),
который является решением детерминированного уравнения dYt = f(Yt) dXt(ω), t ∈ [0, T ],
с начальным условием Y0 = ξ(ω). Согласно теореме 3 выполняются равенства

Yt(ω) = SX0,t(ω)ξ(ω), Y
(i)
t (ω) = Di−1

f f(Yt(ω)), i ∈ {1, . . . , n − 1}, t ∈ [0, T ]. (34)

Для каждого ω ∈ Ω\Ω0 положим Y(ω) = 0. Из соотношений (34) вытекает, что Yt является
Ft-согласованным случайным процессом. Так как P (Ω0) = 1, то процесс Y является реше-
нием уравнения (32) с начальным условием Y0 = ξ. В силу теоремы 1 построенное решение
является единственным. Справедливость соотношений (33) вытекает из равенств (34). Теорема
доказана.

Замечание 2. В частности, теорема 3 остаётся в силе, если выбрать Xt = BH
t , где BH

t –
дробное броуновское движение с показателем Хёрста H ∈ (β, 1).

Замечание 3. Дифференциальное уравнение, аналогичное уравнению (18), рассматрива-
лось в работах [23–25], в которых под его решением понимался предел последовательности
решений уравнений со сглаженным возмущением Xt.
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Рассматривается линейный дифференциальный пучок A(λ) ≡ L − λV, где L ≡ −y′′ +
+ q(x)y – оператор Штурма–Лиувилля с сингулярным потенциалом q(x), V – оператор
умножения на сингулярный вес ρ(x), x ∈ (0, π), а λ ∈ C – спектральный параметр.
Предполагается, что потенциал q и вес ρ принадлежат пространству Соболева W−1

2 [0, π]
с отрицательным индексом гладкости, причём q – вещественно-, а ρ – комплекснозначные
функции. Доказано, что для собственных значений λn, n ∈ N, пучка A(λ) при всех n ∈
∈ N выполняется оценка |λn| � Cn, где C – постоянная, не зависящая от номера n.
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Введение. В статье изучается дифференциальное уравнение

−y′′(x) + q(x)y(x) = λρ(x)y(x), x ∈ (0, π), (1)

и ассоциированный с ним линейный операторный пучок A(λ) := L − λV, где L – оператор
Штурма–Лиувилля, порождённый дифференциальным выражением l(y) := −y′′+q(x)y и кра-
евыми условиями типа Штурма, V – оператор умножения на функцию ρ, а λ – спектральный
параметр. Здесь функции q и ρ являются распределениями первого порядка сингулярности
(т.е. обобщёнными производными функций из класса L2[0, π]). Уравнение (1) представляет
собой математическую модель для описания малых поперечных колебаний нагруженной стру-
ны. Функция y(x) показывает отклонение струны от положения равновесия, q(x) – функция,
задающая плотность внешних сил, действующих на струну в точке x, а ρ(x) – функция плот-
ности струны.

Изучение задачи о колебаниях нагруженной струны имеет большую историю. В частно-
сти, связанные с этой задачей вопросы изучались в работах [1–7]. Данная статья является
продолжением работы [8], по которой можно более подробно ознакомиться с историей вопроса
и актуальностью темы. Один из результатов статьи [8] состоял в доказательстве для опе-
раторного пучка A(λ) оценок его собственных значений λn, n ∈ N, вида |λn| � Cn/lnn.
Целью настоящей работы является уточнение этих оценок. Именно, в теореме 2 доказано, что
|λn| � Cn, здесь и выше C – постоянная, не зависящая от n.

1. Предварительные сведения. Прежде чем переходить к изложению результатов ра-
боты, дадим точное определение операторного пучка A(λ) := L − λV. Подробное описание
этого пучка и его свойств приведено в работе [8]. Для замкнутости изложения в данном пунк-
те повторим, следуя [9], определения нужных в дальнейшем функциональных пространств
и действующих в них операторов, а также отметим необходимые их свойства (подробности
можно найти в работе [9]).

1.1. Определения пространств.Через H будем обозначать пространство L2[0, π], через
( · , · ) – скалярное произведение в H, а через ‖ · ‖ – L2-норму.

Далее, W 1
2 [0, π] – классическое пространство Соболева, W 1

2 [0, π] = {f ∈ AC[0, π] : f ′ ∈ H},
с нормой ‖f‖1 := (‖f‖2 + ‖f ′‖2)1/2 и соответствующим скалярным произведением ( · , · )1.
Введём подпространства пространства W 1

2 [0, π], отвечающие трём различным типам краевых
условий: Дирихле, Дирихле–Неймана и Неймана–Дирихле, именно, положим

W 1
2,D[0, π] = {f ∈ AC[0, π] : f ′ ∈ H, f(0) = f(π) = 0},

W 1
2,DN [0, π] = {f ∈ AC[0, π] : f ′ ∈ H, f(0) = 0},

W 1
2,ND[0, π] = {f ∈ AC[0, π] : f ′ ∈ H, f(π) = 0}.
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Для четвёртого типа условий – условий Неймана – через W 1
2,N [0, π] обозначим всё простран-

ство W 1
2 [0, π].

Поясним, что мы понимаем под соответствием описанных выше пространств и краевых
условий. Зададим оператор T, действующий в пространстве H, любым из следующих спосо-
бов. Положим

Ty = −y′′, D(T ) = {y ∈ W 2
2 [0, π] : y(0) = y(π) = 0}, (2)

Ty = −y′′, D(T ) = {y ∈ W 2
2 [0, π] : y(0) = y′(π) = 0}, (3)

Ty = −y′′, D(T ) = {y ∈ W 2
2 [0, π] : y

′(0) = y(π) = 0}, (4)

Ty = −y′′ + y, D(T ) = {y ∈ W 2
2 [0, π] : y

′(0) = y′(π) = 0}. (5)

В каждом из этих случаев оператор T самосопряжён и равномерно положителен, а значит,
корректно определён его квадратный корень T 1/2.

Гильбертово пространство с нормой графика (‖T 1/2x‖2 + ‖x‖2)1/2 обозначим через H1.
Несложно видеть, что пространства H1 в случаях (2)–(5) совпадают с пространствами
W 1

2,D[0, π], W 1
2,DN [0, π], W 1

2,ND[0, π] и W 1
2,N [0, π] соответственно.

Введём пространство W−1
2 [0, π] как пространство распределений, дуальное к пространству

Соболева W 1
2 [0, π] относительно действия ( · , · ). Любой линейный непрерывный функционал

F на пространстве W 1
2 [0, π] допускает представление

F (ϕ) = 〈f, ϕ〉 = f0ϕ(0) + fπϕ(π) −
π∫

0

ϕ′(x)w(x) dx, f ∈ W−1
2 [0, π], ϕ ∈ W 1

2 [0, π], w ∈ H.

Такое представление неоднозначно, поскольку тройки (w, f0, fπ) и (w + c, f0 − c, fπ + c) по-
рождают одинаковые функционалы. Функцию w, определённую таким образом с точностью
до константы, будем называть обобщённой первообразной функции f ∈ W−1

2 .
Будем также рассматривать пространства распределений над подпространствами H1

пространства W 1
2 [0, π]. Их мы введём аналогично – как дуальные к H1 относительно действия

( · , · ) и будем обозначать через H−1.

1.2. Определения операторов. Перейдём к определению операторов. Опишем сначала
оператор L. Пусть u ∈ H – обобщённая первообразная потенциала q. Всюду далее считаем
потенциал q вещественным. Отметим, что оператор L может быть корректно определён и
для комплексного потенциала, однако это требует иной техники. Строго говоря (см. [10]),

Ly = l(y) = −(y[1](x))′ − u(x)y[1](x)− u2(x)y(x), y[1](x) := y′(x)− u(x)y(x),

D(L) = {y, y[1] ∈ AC[0, π] : l(y) ∈ H, y[1](0) + h0y(0) = y[1](π) + hπy(π) = 0}. (6)

Условимся, что равенство h0 = ∞ (или hπ = ∞) означает, что первое (или второе) краевое
условие принимает вид y(0) = 0 (соответственно, y(π) = 0).

В работе [10] получено представление для квадратичной формы (Ly, y) и доказана её за-
мкнутость. Тогда, согласно второй теореме о представлении (см., например, [11, гл. VI, теоре-
ма 2.23]), форма (Ly, y)+c для любого достаточно большого c > 0 порождает в H самосопря-
жённый оператор (совпадающий, естественно, с оператором L + c), причём D((L+ c)1/2) =
= D((Ly, y)) = H1, а (L + c)1/2 является изоморфизмом между пространствами H1 и H.

Переходя к дуальным пространствам, получаем, что оператор (L+ c)1/2 является также изо-
морфизмом между пространствами H и H−1, а L + c – изоморфизмом между пространст-
вами H1 и H−1.

Обратимся к оператору V. Определим его действие следующим правилом:

〈V y, ϕ〉 = 〈ρ, yϕ〉 = ρ0y(0)ϕ(0) + ρπy(π)ϕ(π) −
π∫

0

v(x)(y(x)ϕ(x))′ dx. (7)
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Таким образом, оператор V : W 1
2 → W−1

2 корректно определён. Пользуясь неравенством
‖ · ‖C � Cabs‖ · ‖1, проведём оценку

|〈V y, ϕ〉| � (|ρ0|+ |ρπ|)‖y‖C‖ϕ‖C + ‖v‖L2(‖y‖C‖ϕ′‖L2 + ‖y′‖L2‖ϕ‖C) �

� Cabs(|ρ0|+ |ρπ|+ ‖v‖L2)‖y‖1‖ϕ‖1 � Cabs‖ρ‖−1‖y‖1‖ϕ‖1,
из которой следует ограниченность оператора V : W 1

2 → W−1
2 .

Ограничив оператор V y = ρy на подпространство H1 ⊆ W 1
2 (это эквивалентно проектиро-

ванию векторов V y на H−1), получим ограниченный оператор из W 1
2 в H−1. Этот оператор

в свою очередь можно ограничить на подпространство H1y и получить ограниченный опе-
ратор из H1 в H−1.

Итак, для любого λ ∈ C нами определён ограниченный оператор A(λ) = L − λV, дей-
ствующий из H1 в H−1. Отметим, что для каждого фиксированного λ квадратичная форма
оператора A(λ), заданная на пространстве H1, имеет вид

〈Ay, y〉 = ‖y‖2 − (h0 + λρ0)|y(0)|2 + (hπ − λρπ)|y(π)|2 +
π∫

0

(λv(x)− u(x))(y(x)y(x))′ dx

(с описанными выше корректировками в случае h0 = ∞ или hπ = ∞). Согласно [10] эта
форма определяет замкнутый оператор

Ay = −(y′ + (λv − u)y)′ + (λv − u)y′

в пространстве H с областью определения

D(A) = {y, y′ + (λv − u)y ∈ AC : Ay ∈ H,

(y′ + (λv − u)y + (h0 + λρ0)y)(0) = (y′ + (λv − u)y + (hπ − λρπ)y)(π) = 0}. (8)

Таким образом, пучок A(λ) = L − λV можно рассматривать и как семейство замкнутых
плотно определённых неограниченных операторов в H. При этом, однако, область определе-
ния D(A) может изменяться в зависимости от значения параметра λ.

1.3. Спектральные свойства операторов. Спектр оператора L, действующего в прост-
ранстве H, описан в работе [10]. Он дискретен и имеет единственную точку накопления +∞.
Далее будем предполагать, что 0 /∈ σ(L). Все собственные значения μn вещественны, их
геометрическая и алгебраическая кратности совпадают друг с другом и равны единице.

Обозначим через {ϕn}∞1 систему соответствующих собственных функций оператора L,
нормированных условием ‖ϕn‖ = 1. Из [10, теорема 2.9] вытекает, что система {ϕn}∞1 явля-
ется ортонормированным базисом в пространстве H.

Спектральные свойства оператора V следуют из его компактности. Они приведены и до-
казаны в работе [9].

2. Вспомогательные утверждения. Нам понадобится хорошо известная лемма Грону-
олла, формулируемая в классическом случае для класса непрерывных функций. В работе [1]
эта лемма обобщена на существенно более широкий класс функций, чем непрерывные.

Лемма Гронуолла. Пусть (a, b) – интервал вещественной прямой, а ω – положи-
тельная борелевская мера на (a, b). Если c ∈ (a, b) и вещественнозначная функция v ∈
∈ L1,loc((a, b);ω) удовлетворяет неравенству

0 � v(x) � K +

x∫
c

v(ξ) dω(ξ), x ∈ [c, b),

с некоторой вещественной постоянной K, то для функции v справедлива оценка

v(x) � Ke
∫ x
c dw(ξ).
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Далее эта лемма применяется для функций, суммируемых по Лебегу на конечном отрезке.
Напомним некоторые факты из теории целых функций. Подробно они изложены, напри-

мер, в монографии [12]. Пусть f(z) – целая функция. Обозначим Mf (r) = max
|z|=r

|f(z)|. Если

существует такое положительное число k, что

Mf (r) < er
k
,

то такую функцию называют функцией конечного порядка, а точную нижнюю грань таких
k – порядком целой функции f(z). Типом целой функции f(z) порядка ρ называется точная
нижняя грань чисел A, для которых выполнено неравенство

Mf (r) < eArρ .

Нам понадобится следующее утверждение (см. [13, гл. I, теорема 2.3]), дающее оценку роста
нулей целой функции в терминах её порядка и типа.

Теорема 1. Пусть f(z) – целая функция порядка ρ, 0 < ρ < ∞, и конечного типа σ,
имеющая бесконечно много нулей λ1, λ2, . . . , λn, . . . , причём λk �= 0, k ∈ N. Тогда

lim
n→∞

(n|λn|−ρ) � σeρ.

Целые функции, имеющие порядок ρ = 1 и конечный тип, принято называть целыми
функциями экспоненциального типа. Для данного класса функций неравенство теоремы 1
принимает вид

lim
n→∞

(n|λn|−1) � σe,

откуда следует оценка |λn| � Cn роста нулей целой функции экспоненциального типа, в
которой C – константа, не зависящая от номера n.

3. Оценки собственных значений. Теперь мы готовы сформулировать и доказать ос-
новную теорему настоящей работы.

Теорема 2. Пусть функции q(x) и ρ(x) принадлежат пространству H−1, а операторы
L и V определены соотношениями (6) и (7) соответственно. Тогда собственные значения
операторного пучка A(λ) удовлетворяют при всех n ∈ N оценке |λn| � Cn, где C – посто-
янная, не зависящая от номера n.

Доказательство. В исходном дифференциальном уравнении −y′′ + q(x)y = λρ(x)y про-
изведём замену переменных

y1 = λy, y2 = y′ + λvy − uy. (9)

Вычислим производные введённых функций:

y′1 = λy′ = λy2 − λ2vy + λuy = λy2 − λvy1 + uy1 = λ(y2 − vy1) + uy1,

y′2 = y′′ + λρy + λvy′ − qy − uy′.

В силу исходного уравнения имеем

y′2 = (λv − u)y′ = (λv − u)(y2 − λvy + uy) = λvy2 − λ2v2y + λvuy − uy2 + λvuy − u2y =

= λvy2 − λv2y1 + 2vuy1 − uy2 − λ−1u2y1 = λ(vy2 − v2y1) + (2vuy1 − uy2)− λ−1u2y1.

Отметим, что вследствие (8) выполняется включение y1, y2 ∈ AC[0, π].
В результате получаем систему дифференциальных уравнений

Y ′ = λT (x)Y +Q(x)Y + λ−1S(x)Y, (10)
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где

Y =

(
y1
y2

)
, T =

(
−v 1
−v2 v

)
, Q =

(
u 0

2vu −u

)
, S =

(
0 0

−u2 0

)
.

Отметим, что поскольку обобщённые первообразные u, v принадлежат пространству H,
каждая из матриц T, Q, S является суммируемой на отрезке [0, π].

Далее для системы (10) будем рассматривать задачу Коши с некоторым начальным усло-
вием

Y (0) = Y0. (11)
Задача (10), (11), вообще говоря, не эквивалентна в силу произвольности выбора вектора Y0

исходной дифференциальной задаче, но эквивалентна интегральному уравнению

Y (x) = Y0 +

x∫
0

(λT (ξ) +Q(ξ) + λ−1S(ξ))Y (ξ) dξ. (12)

Через R(ξ) обозначим 2 × 2-матричнозначную функцию λT (ξ) + Q(ξ) + λ−1S(ξ); пусть
R(ξ) = (rij(ξ))

2
i,j=1. Пусть также Y0 = col (y01 , y02).

Нам необходимо оценить левую часть уравнения (12). Рассмотрим отдельно первую ком-
поненту функционального вектора Y (x), т.е. функцию, определяемую равенством

y1(x) = y01 +

x∫
0

(r1,1(ξ)y1(ξ) + r1,2(ξ)y2(ξ)) dξ. (13)

Возьмём модуль от обеих частей равенства (13) и воспользуемся свойствами интеграла и нера-
венством треугольника:

|y1(x)| � |y01 |+ |
x∫

0

(r11(ξ)y1(ξ) + r12(ξ)y2(ξ)) dξ| � |y01 |+
x∫

0

(|r11(ξ)‖y1(ξ)|+ |r12(ξ)‖y2(ξ)|) dξ.

Аналогично для второй компоненты Y (x) получаем

|y2(x)| � |y02 |+
x∫

0

(|r21(ξ)‖y1(ξ)|+ |r22(ξ)‖y2(ξ)|) dξ.

Сложив два последних неравенства, будем иметь

|y1(x)|+ |y2(x)| � |y01 |+ |y02 |+
x∫

0

(|y1(ξ)|(|r11(ξ)|+ |r21(ξ)|) + |y2(ξ)|(|r12(ξ)|+ |r22(ξ)|)) dξ.

Ослабим это неравенство, заменяя в нём каждую из сумм |ri1(ξ)|+|ri2(ξ)|, i = 1, 2, не меньшей
величиной R̃(ξ) :=

∑2
i,j=1 |rij(ξ)| – l1-нормой матрицы R(ξ); придём к неравенству

|y1(x)|+ |y2(x)| � |y01 |+ |y02 |+
x∫

0

(|y1(ξ)|+ |y2(ξ)|)
( 2∑

i,j=1

|rij(ξ)|
)
dξ. (14)

Обозначим Ỹ (x) := |y1(x)| + |y2(x)|, Ỹ0 := |y01 | + |y02 |, тогда с учётом введённого выше
обозначения R̃(ξ) неравенство (14) примет вид

Ỹ (x) � Ỹ0 +

x∫
0

Ỹ (ξ)R̃(ξ) dξ.
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Так как каждая из матричнозначных функций T, Q и S является суммируемой на [0, π],

матричнозначная функция R̃ также суммируема на [0, π]. Поэтому последнее неравенство
можно записать в виде

Ỹ (x) � Ỹ0 +

x∫
0

Ỹ (ξ) dω(ξ).

Компоненты векторнозначной функции Y принадлежат пространству AC[0, π] и неотри-
цательны. Таким образом, функция Ỹ удовлетворяет условиям леммы Гронуолла. Следо-
вательно,

Ỹ (x) � Ỹ0e
∫ x
0 R̃(ξ) dξ. (15)

Воспользуемся определением матрицы R и оценим в (15) каждое из слагаемых в показа-
теле экспоненты, используя суммируемость функциональных матриц T, Q и S; имеем

Ỹ (x) � Ỹ0 exp

{
|λ|

x∫
0

2∑
i,j=1

|ti,j(ξ)| dξ +
x∫

0

2∑
i,j=1

|qi,j(ξ)| dξ +
1

|λ|

x∫
0

2∑
i,j=1

|si,j(ξ)| dξ
}

� eC1|λ|+C2 ,

где C1, C2 – функции переменной x, не зависящие от |λ|. Так как Ỹ (x) = |y1(x)|+ |y2(x)| �
� eC1|λ|+C2 , то и каждая компонента вектора Y (x) удовлетворяет неравенству

|yi(x)| � eC1|λ|+C2 , i = 1, 2. (16)

Поставим теперь для системы (10) краевую задачу. Граничные условия при этом выберем
таким образом, чтобы при подстановке в эту систему y1 и y2 в соответствии с заменой (9)
получить в точности равенства, описывающие область определения оператора A согласно (8):

λ−1(h0 + λρ0)y1(0) + y2(0) = 0, λ−1(hπ + λρπ)y1(π) + y2(π) = 0. (17)

Для краевой задачи (10), (17) составим характеристический определитель Δ(λ). Пусть

Φ =

(
φ1(x)
φ2(x)

)
, Ψ =

(
ψ1(x)
ψ2(x)

)

– фундаментальная система решений линейной системы (10). Тогда

Δ(λ) =

∣∣∣∣ λ(h0 + λρ0)φ1(0) + φ2(0) λ(h0 + λρ0)ψ1(0) + ψ2(0)
λ(hπ + λρπ)φ1(π) + φ2(π) λ(hπ + λρπ)ψ1(π) + ψ2(π)

∣∣∣∣ . (18)

Раскрывая определитель в (18), видим, что каждое слагаемое состоит из произведения |φi(x)|,
|ψj(x)|, i, j = 1, 2, в точках x = 0 или x = π, и сомножителей, содержащих |λ| в степени
не выше 2, поэтому вследствие оценки (16) порядок по |λ| каждого слагаемого характерис-
тического определителя Δ(λ) равняется в точности 1. Тогда и сам характеристический опре-
делитель Δ(λ) – целая функция комплексного переменного λ порядка ρ = 1 и конечного
типа.

Согласно утверждению теоремы 1 нули характеристического определителя Δ(λ) удовле-
творяют неравенству λn � Cn, где C – константа, не зависящая от номера n.

Благодаря выбору граничных условий, характеристический определитель краевой задачи
(10), (17) в точности совпадает с характеристическим определителем оператора A(λ). Из этого
следует, что собственные значения пучка A(λ) совпадают с корнями характеристического
определителя (18), что и завершает доказательство теоремы.

Отметим, что в работе [3] построена последовательность весов ρn(x), для которых при
тривиальном потенциале m-е собственное значение задачи мажорируется величиной Cm lnm,
где C – постоянная, не зависящая от номера m. Однако построение предельного веса из
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пространства W−1
2 , для которого полученная в настоящей работе оценка достигается, остаётся

нерешённой задачей.
Автор выражает благодарность проф. И.В. Садовничей и проф. А.М. Савчуку за постоян-

ное внимание к работе и ценные замечания.
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Обсуждаются условия разделения переменных в автономных системах дифференциальных
уравнений общего вида. Подход основан на идее Лиувилля о включении такой системы
в гамильтонову систему в фазовом пространстве удвоенной размерности. Для разделения
переменных используются координаты Штекеля и введённые Якоби эллиптические коор-
динаты.

DOI: 10.31857/S0374064121100046

1. Уравнения Лиувилля. Пусть v – гладкое векторное поле на n-мерном многообра-
зии M, порождающее автономную систему дифференциальных уравнений

ẋ = v(x). (1.1)

Здесь x = (x1, . . . , xn) обозначает набор локальных координат на M. Пусть T ∗M – простран-
ство кокасательного расслоения M и y = (y1, . . . , yn) – декартовы координаты в векторном
пространстве T ∗

xM.
На T ∗M инвариантным образом определена функция

H(x, y) = (y, v(x)) =
∑

yivi(x). (1.2)

Скобки ( , ) обозначают спаривание: значение ковектора на векторе. С другой стороны, на T ∗M
имеется естественная (каноническая) симплектическая структура – невырожденная замкну-
тая 2-форма

d(y, x) =
∑

dyi ∧ dxi,

которая позволяет поставить в соответствие функции (1.2) (как гамильтониану) систему диф-
ференциальных уравнений Гамильтона

ẋ =
∂H

∂y
= v(x), ẏ = −∂H

∂x
= −
(
∂v

∂x

)∗
y. (1.3)

Первая группа уравнений совпадает с исходной системой дифференциальных уравнений (1.1),
а вторая – это сопряжённая система уравнений в вариациях для системы (1.1).

Эти наблюдения, восходящие к Лиувиллю, позволяют свести исследование системы (1.1)
к задаче о гамильтоновой системе (1.3) с линейным по импульсам гамильтонианом. С гамиль-
тонианом (1.2) полезно связать уравнение Гамильтона–Якоби

∂S

∂t
+

(
∂S

∂x
, v(x)

)
= 0. (1.4)

В гамильтоновом формализме S имеет смысл действия по Гамильтону, а для системы (1.1) –
это её первый интеграл.

Напомним, что полным решением уравнения (1.4) называется функция S(t, x, α) (α =
= (α1, . . . , αn) – набор параметров), удовлетворяющая уравнению (1.4) при каждом фиксиро-
ванном α и условию невырожденности

det

[
∂2S

∂xi∂αj

]
�= 0. (1.5)
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Так как поле v не зависит от времени, то можно положить

S = −h(α)t+W (x, α),

тогда, как легко видеть, функция W подчиняется уравнению
(
∂W

∂x
, v(x)

)
= h (1.6)

и удовлетворяет условию (1.5) (с заменой в нём S на W ).
По теореме Якоби, если известно полное решение уравнения (1.4), общее решение соответ-

ствующей гамильтоновой системы (1.3) находится из соотношений

∂S

∂αi
= βi, 1 � i � n.

Возможность нахождения переменных x1, . . . , xn как функций времени t и 2n произволь-
ных постоянных αi, βi (1 � i � n) гарантирует теорема о неявных функциях с учётом
условия (1.5). Решения сопряжённой линейной системы в вариациях находятся по формулам

yj =
∂S

∂xj
, 1 � j � n,

в которые вместо x следует подставить найденные решения системы (1.1).
Будем говорить, что переменные x1, . . . , xn в системе обыкновенных дифференциальных

уравнений разделяются, если полное решение уравнения (1.6) имеет вид

W (x, α) =

n∑
i=1

Wi(xi, α1, . . . , αn).

Это общее определение является ключевым для дальнейшего анализа. В пп. 2 и 3 будут указа-
ны содержательные примеры нелинейных систем, решаемых методом разделения переменных.

Однако уже при n = 2 имеются системы дифференциальных уравнений, которые приня-
то относить к системам с разделяющимися переменными и которые не подпадают под наше
рассмотрение. Речь идёт о системах следующего вида:

ẋ1 = v1(x2), ẋ2 = v2(x1). (1.7)

Чтобы устранить это противоречие, условимся не различать системы, правые части которых
отличаются множителем в виде всюду положительной (или отрицательной) гладкой функции.
Такие системы имеют одни и те же фазовые траектории и интегрируются (или не интегри-
руются) в квадратурах одновременно. Так как рассматриваются автономные системы диффе-
ренциальных уравнений, то задача отыскания их траекторий (а не решений) представляется
даже более естественной. Если разделить правые части (1.7) на произведение v1v2 (в области,
где система (1.7) не имеет особых точек), то получим систему с разделяющимися переменными
в смысле нашего общего определения.

В заключение этого пункта приведём одно соотношение, важное для дальнейшего анализа.
Пусть

Φ1 = (y,w1(x)) и Φ2 = (y,w2(x))

– две линейные по импульсам функции на T ∗M, w1 и w2 – гладкие векторные поля на M.
Тогда скобка Пуассона {Φ1,Φ2} равна

(y, [w1, w2]),

где [ , ] – коммутатор векторных полей. Следовательно, функции Φ1 и Φ2 находятся в инво-
люции тогда и только тогда, когда поля w1 и w2 коммутируют между собой.
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Пусть функции

F1 = H = (y, v), F2 = (y,w2), . . . , Fn = (y,wn) (1.8)

находятся попарно в инволюции друг с другом. В частности, все они – интегралы гамиль-
тоновой системы (1.3). Пусть, кроме того, векторные поля w1 = v, w2, . . . , wn линейно
независимы в каждой точке M и нестеснены на M. Тогда каждая связная компонента мно-
гообразия M будет цилиндром (диффеоморфна прямому произведению R

k × T
n−k, T

m –
m-мерный тор) и на этом цилиндре можно ввести k линейных координат ψ1, . . . , ψk и n− k
угловых координат ϕk+1, . . . , ϕn mod 2π так, что в этих координатах система (1.1) прини-
мает вид

ψ̇i = ci, ϕ̇j = ωj; c, ω = const. (1.9)

Сформулированное утверждение – глобальный вариант теоремы о выпрямлении траекторий
(см., например, [1, гл. II, § 4]). В компактном случае (т.е. когда k = 0) получаем условно-
периодические движения на T

n. Сведение системы уравнений к виду (1.9) часто называют её
линеаризацией (поскольку переменные ψi, 1 � i � k, и ϕj , k+1 � j � n, линейно меняются
со временем).

Применение уравнений Лиувилля к интегрированию нелинейных систем дифференциаль-
ных уравнений содержится в работе [2]. Эту заметку следует рассматривать как дополнение
к ней.

2. Штекелевы системы. Рассмотрим невырожденную n× n-матрицу

[ϕij(xj)], 1 � i, j � n, (2.1)

и пусть Φ – её определитель, а Φij – алгебраическое дополнение элемента ϕij (зависящего
только от координаты xj). Рассмотрим n систем дифференциальных уравнений следующего
вида:

ẋj =
fj(xj)Φmj(x)

Φ(x)
, 1 � j � n, (2.2)

где fj – не обращающиеся в нуль гладкие функции одного переменного. Целое m (1 � m � n)
нумерует эти системы. Утверждается, что каждая из этих систем интегрируется методом раз-
деления переменных. Более того, в случае тора (когда M = T

n) все эти нелинейные системы
линеаризуются одним и тем же преобразованием.

Уравнение (1.6) в рассматриваемом случае принимает следующий вид:

n∑
j=1

fjΦmj
∂W

∂xj
= αmΦ (h = αm), (2.3)

или
n∑

j=1

Φmj

(
fj

∂W

∂xj
−

n∑
k=1

αkϕkj

)
= 0.

Положим
W =

∑
Ws(xs, α), (2.4)

где Ws (как функция от одной переменной xs) удовлетворяет уравнению

fs
∂Ws

∂xs
=

n∑
k=1

αkϕks(xs). (2.5)

Оно тривиально решается, и (поскольку матрица (2.1) невырождена) функция (2.4) даёт пол-
ное решение уравнения (2.3).
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Подчеркнём, что все n систем (2.2) дифференциальных уравнений одновременно решают-
ся разделением переменных x1, . . . , xn. Легко понять, что n функций вида (1.8)

Fk =
∑
j

Φkjfjyj/Φ, 1 � k � n,

образуют полный набор интегралов в инволюции. Так как по предположению функции f1, . . .
. . . , fn нигде не обращаются в нуль, то

∂(F1, . . . , Fn)

∂(y1, . . . , yn)
�= 0.

Следовательно, фазовые потоки систем дифференциальных уравнений (2.2) при разных m
коммутируют между собой.

Указанный способ разделения переменных впервые применил Штекель для решения урав-
нений динамики (см., например, монографию [3, п. 2.3] и имеющиеся в ней ссылки). В част-
ности, он указал римановы метрики, геодезические которых находятся с помощью квадратур.
Те же переменные разделяются и в соответствующем операторе Лапласа–Бельтрами.

Из уравнения (2.5) следует, что

Ws =

xs∫
x0
s

∑
αkϕks(z)

fs(z)
dz.

Следовательно, по теореме Якоби

∑
s

xs∫
x0
s

ϕks(z)

fs(z)
dz = βk, k �= m,

∑
s

xs∫
x0
s

ϕms(z)

fs(z)
dz = t+ βm, (2.6)

что даёт общее решение системы дифференциальных уравнений (2.2) с номером m. В качестве
произвольных постоянных можно взять x01, . . . , x0n или β1, . . . , βn.

3. Уравнения Абеля. Рассмотрим частный случай системыШтекеля, когда матрица (2.1)
является матрицей Вандермонда

⎡
⎢⎣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

⎤
⎥⎦ .

Запишем в явном виде систему дифференциальных уравнений с разделяющимися переменны-
ми (2.2) в самом простом случае, когда m = n:

ẋj = fj(xj)

/ n∏
s=1
s �=j

(xj − xs), 1 � j � n. (3.1)

Если не принимать во внимание содержание п. 2, то здесь непосредственно не видно, что эта
система может быть решена с помощью разделения переменных.
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Во многих проинтегрированных задачах механики f1 = . . . = fn = f и

f(z) =
√

P (z), (3.2)

где P – многочлен степени 2n + 1 или 2n + 2 без кратных корней. В частности, при n = 2
уравнения (3.1) (функция f определяется равенством (3.2)) возникают при интегрировании
уравнений вращения тяжёлого твёрдого тела в случаях Ковалевской и Горячева–Чаплыгина
(см., например, [1, гл. II, § 5]).

Уравнения (2.6) примут следующий вид:

∑ xs∫
x0
s

dz√
P (z)

= β1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑ xs∫
x0
s

zn−2 dz√
P (z)

= βn−1,

∑ xs∫
x0
s

zn−1 dz√
P (z)

= t+ βn.

(3.3)

Задача их обращения (нахождение x1, . . . , xn) – предмет классических исследований, на-
чатых Абелем, Якоби и Риманом (современный подход изложен, например, в [4]). Если P –
многочлен степени 2n − 1, то (как доказал Абель) решение трансцендентной системы (3.3)
сводится к алгебраической задаче о решении некоторой системы полиномиальных уравне-
ний. Якоби связал разделяющиеся переменные x1, . . . , xn с эллиптическими координатами
в R

n [5, c. 209]. Связь уравнений Абеля (3.1) с системами Штекеля обсуждалась также в ра-
ботах [6; 7, гл. 3, § 3] с точки зрения задачи интегрирования уравнений динамики.

4. Системы на торе с многозначными интегралами. Пусть M – n-мерный тор T
n =

= {x1, . . . , xn mod 2π} и f : Tn → R – гладкая положительная функция. Рассмотрим следу-
ющую систему дифференциальных уравнений на T

n:

ẋj = ωj/f(x), 1 � j � n. (4.1)

Здесь ω1, . . . , ωn – постоянные числа, отличные от нуля.
Очевидно, система (4.1) интегрируется с помощью квадратур. Более того, она допускает

многозначные интегралы
Fij = ωjxi − ωixj , 1 � i, j � n.

Среди них ровно n − 1 функционально независимых. Отметим,что при некоторых дополни-
тельных предположениях верно и обратное: если система на торе допускает n−1 независимых
многозначных интегралов, то в некоторых угловых переменных эта система приводится к ви-
ду (4.1) (см. [8]). Случай n = 3 рассмотрен В.И. Арнольдом [9]. Система (4.1) допускает
инвариантную меру f(x) dnx. Как показал А.Н. Колмогоров [10], любая система без особых
точек на двумерном торе, допускающая инвариантную меру с положительной гладкой плот-
ностью, приводится к виду (4.1).

Сначала сделаем простое замечание. Если

f =
∑

fj(xj),

то система (4.1) решается разделением переменных. Кстати сказать, этот случай реализует-
ся в интегрируемых задачах динамики твёрдого тела: после введения угловых переменных
уравнения Абеля (3.1) (при n = 2) принимают именно такой вид.
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В общем случае уравнение (1.6) имеет простую форму:

∑
ωj

∂W

∂xj
= h(α)f. (4.2)

Положим f = f+ f̃ , где f – среднее значение функции f и на T
n, а среднее f̃ = f−f равно

нулю. Тогда решение уравнения (4.2) представляется как сумма функций W и W̃ , где

W = αjxj,
∑

ωjαj = h(α)f ,

а ∑
ωj

∂W̃

∂xj
= hf̃ . (4.3)

Как хорошо известно, для почти всех наборов (ω1, . . . , ωn) ∈ R
n уравнение (4.3) допускает

гладкое решение (причём единственное, если считать среднее W̃ нулём).
Тогда S = −h(α)t+W (x, α) и переменные x1, . . . , xn как функции времени находятся из

соотношений
∂S

∂αj
= −ωj

f
t+ xj +

ωj

f
W ′(x) = βj , 1 � j � n.

Здесь W ′ = W̃/h. Следовательно, замена переменных

xj + ω′
jW

′(x) = ϕj , ω′
j = ωj/f (4.4)

переводит систему (4.1) в систему

ϕ̇j = ω′
j, 1 � j � n, (4.5)

задающую условно-периодическое движение по тору. Частоты ω′
j – это средние значения пра-

вых частей системы (4.1) относительно инвариантной меры f dnx.
Формулы (4.4) указаны в книге [11, с. 156]; этот же результат о приведении системы (4.1) к

системе (4.5) для почти всех ω ∈ R
n похожим способом доказан в работе [12]. Доказательство

А.Н. Колмогорова [10] для n = 2 основано на другой идее.
5. Условия разделения переменных. Следующее утверждение отвечает на вопрос

о разделении переменных x1, . . . , xn в системе дифференциальных уравнений (1.1), т.е. в
системе

ẋj = vj(x1, . . . , xn), 1 � j � n. (5.1)

Теорема. Переменные x1, . . . , xn в системе (5.1) разделяются тогда и только тогда,
когда компоненты векторного поля v удовлетворяют следующим n(n− 1) условиям:

vjvk
∂2vi

∂xj∂xk
− vj

∂vk
∂xj

∂vi
∂xk

− vk
∂vj
∂xk

∂vi
∂xj

= 0, 1 � i � n, 1 � j < k � n. (5.2)

Доказательство основано на известном результате Леви-Чивиты о критерии разделения
переменных в уравнении Гамильтона–Якоби с гамильтонианом H(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn):

∂H

∂yj

∂H

∂yk

∂2H

∂xj∂xk
− ∂H

∂yj

∂H

∂xk

∂2H

∂xj∂yk
− ∂H

∂xj

∂H

∂yk

∂2H

∂yj∂xk
+

∂H

∂xj

∂H

∂xk

∂2H

∂yi∂yj
= 0 (5.3)

для всех 1 � j < k � n (суммирования по повторяющимся индексам нет). Доказательство
этого факта и его обсуждение можно найти, например, в [3, п. 2.3].

Подставляя теперь гамильтониан (1.2) в соотношения (5.3), получаем условия (5.2) разде-
ления переменных в системе дифференциальных уравнений (1.1).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 10 2021



К ЗАДАЧЕ О РАЗДЕЛЕНИИ ПЕРЕМЕННЫХ 1331

Вряд ли возможно отыскать в самом общем случае все векторные поля, удовлетворяющие
системе (5.2). Рассмотрим упоминавшийся в п. 1 частный случай, когда n = 2, – систему (1.7).
Система (5.2) в этом случае сводится к двум уравнениям в частных производных:

v1v2
∂2v1

∂x1∂x2
− ∂v1

∂x2

(
v1

∂v2
∂x1

+ v2
∂v1
∂x1

)
= 0,

v1v2
∂2v2

∂x1∂x2
− ∂v2

∂x1

(
v1

∂v2
∂x2

+ v2
∂v1
∂x2

)
= 0.

Они легко преобразуются к следующему виду:

∂

∂x1

∂v1/∂x2
v1v2

= 0,
∂

∂x2

∂v2/∂x1
v1v2

= 0.

Отсюда очевидно вытекают равенства

∂v1/∂x2 = ϕ(x2)v1v2, ∂v2/∂x1 = ψ(x1)v1v2 (5.4)

с некоторыми гладкими функциями ϕ и ψ.
Пусть сначала ϕ ≡ 0 (случай ψ ≡ 0 рассматривается аналогично). Тогда из первого

соотношения в (5.4) вытекает, что v1 = α(x1), где α – гладкая функция. Но тогда из второго
равенства в (5.4) следует, что

v2 = β(x2)γ(x1),

где γ1 = exp
∫
ψ(x1)α(x1) dx1. В этом случае уравнение Гамильтона–Якоби (1.6) решается

разделением переменных.
Пусть теперь функции ϕ и ψ не обращаются в нуль. Положим

v1 = w1/ψ, v2 = w2/ϕ. (5.5)

Тогда из соотношений (5.4) вытекает, что ∂w1/∂x2 = ∂w2/∂x1. Следовательно, поле w =
= (w1, w2) потенциально:

w1 = ∂a/∂x1, w2 = ∂a/∂x2, (5.6)

причём гладкий потенциал a удовлетворяет уравнению

∂2a

∂x1∂x2
=

∂a

∂x1

∂a

∂x2
.

Отсюда находим, что
∂a

∂x1
= c1(x1)e

a,
∂a

∂x2
= c2(x2)e

a (5.7)

с некоторыми гладкими функциями c1 и c2 одной переменной. Значит, согласно равенствам
(5.5) и (5.6), будем иметь

v1 =
c1(x1)

ψ(x1)
ea, v2 =

c2(x2)

ϕ(x2)
ea. (5.8)

Наконец, из первого уравнения в (5.7) получаем

−e−a =

∫
c1(x1) dx1 + d(x2).

В итоге представления (5.8) дают следующий вид правых частей нашей системы дифферен-
циальных уравнений:

v1 =
A(x1)

C(x1) +D(x2)
, v2 =

B(x2)

C(x1) +D(x2)
,
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где A, B, C, D – гладкие функции. В этом случае мы имеем систему Штекеля с разделяю-
щимися переменными из п. 2.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 21-71-
30011).
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Доказано, что верхние генеральные показатели всех систем из H-класса системы линейных
дифференциальных уравнений с условно-периодическими коэффициентами равны между
собой. Указана их связь со спектральным радиусом оператора монодромии этой системы.
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Введение. Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений

x′ = a(t)x. (1)

Здесь a – действительная условно-периодическая матричная функция, т.е. a(t) = A(et), где
A = A(ϕ) – непрерывная n × n-матричная функция переменного ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ R

m,
являющаяся ωj -периодической по ϕj (j = 1,m), e = (1, . . . , 1) ∈ R

m, m � 2, x ∈ R
n, t ∈ R

и частоты βi = 2π/ωi, i = 1,m, рационально независимы. Обозначим ω = (ω1, . . . , ωm) и
ω̂ = (ω2, . . . , ωm).

Введём ещё несколько обозначений. Пусть Pn(ω̂) – банахово пространство ωj -периоди-
ческих по ϕj (j = 2,m) непрерывных вектор-функций u : Rm−1 → C

n переменного ϕ̂ =
= (ϕ2, . . . , ϕm) с нормой ‖u‖ω̂ = max

ϕ̂∈Rm−1
‖u(ϕ̂)‖, где ‖ · ‖ – какая-либо норма вектора в конеч-

номерном пространстве (согласованная с ней норма матрицы обозначается также через ‖ · ‖),
ê = (1, . . . , 1) ∈ R

m−1; E – единичная n × n-матрица. Если ϕ,ϕ′ ∈ R
m, то запись ϕ = ϕ′

(mod ω) (или ‖ϕ − ϕ′‖ < ε (mod ω)) означает, что найдутся целые числа r1, . . . , rm такие,
что ϕ = ϕ′+(r1ω1, . . . , rmωm) (или ‖ϕ−ϕ′+(r1ω1, . . . , rmωm)‖ < ε). В этом же смысле следует
понимать запись ϕj → ϕ (mod ω) при j → ∞.

Пусть n× n-матричная функция X является решением матричного уравнения

X(ϕ) =

ϕ1∫
0

A(ϕ− eξ)X(ϕ − eξ) dξ + E,

тогда X невырождена при всех ϕ ∈ R
m, а матричные функции X и X−1 непрерывны на

R
m и ωj -периодичны по ϕj (j = 2,m) [1, 2].
Рассмотрим систему

X(ω1, ϕ̂)u(ϕ̂ − êω1)− λu(ϕ̂) = g(ϕ̂) (2)

относительно неизвестной вектор-функции u. Мы используем следующее условие разрешимо-
сти этой системы (не претендуя на его новизну, возможно, в теории операторов взвешенного
сдвига имеется результат, из которого оно следует). Система (2) для любой функции g ∈ Pn(ω̂)
имеет единственное решение u ∈ Pn(ω̂), если |λ| > ν(ϕ̂) для некоторого ϕ̂ ∈ R

m−1, где

ν(ϕ̂) = lim
j,s→∞

j+1

√
‖Xj+s · · ·Xs‖ (3)

и Xj = X(ω1, ϕ̂+ jω1ê) (этот предел конечен, так как функция X(ω1, · ) ограничена).
С помощью этого условия мы показываем, что все системы из H-класса системы (1) на

полуоси t � 0 имеют один и тот же верхний генеральный показатель μ = ω−1
1 ln ρ, где ρ –

1333
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спектральный радиус оператора монодромии системы (1). Последнее равенство является ана-
логом классического результата для периодической системы (см. теорему 1.1 из [3, с. 282]).

Аналогичное соотношение между генеральным показателем H-класса системы (1) и спек-
тральным радиусом оператора монодромии ранее было получено в работе [4]. Множество сис-
тем из Н-класса системы (1) можно рассматривать как одно дифференциальное уравнение в
пространстве Pn(ω̂). Генеральный показатель κ этого уравнения – это и есть генеральный
показатель Н-класса, для него справедлива формула [4]

κ = lim
t,ξ→∞

t−1 ln sup
ϕ̂∈Rm−1

‖X(t+ ξ, ê(t+ ξ) + ϕ̂)X−1(ξ, êξ + ϕ̂)‖.

Если в этой формуле под знаком логарифма убрать операцию sup, то для каждого ϕ̂ ∈ R
m−1

получим выражение верхнего генерального показателя некоторой системы из Н-класса (см. [4,
формула (5)]). При этом выражение под знаком логарифма (без значка sup) зависит от ϕ̂, а
предел – нет. Кроме того, оказывается, что и ν(ϕ̂) не зависит от ϕ̂, а именно, ν(ϕ̂) = ρ для
всех ϕ̂ ∈ R

m−1.
Понятие генерального показателя введено П.Г. Болем (см. [5, с. 456–486]). Он же является

одним из основателей теории условно периодических функций. В работе мы опираемся на его
идею периодического пространственного расширения этих функций. Мы также используем
идеи и технику, которые применяются для исследования периодических систем в моногра-
фии [3].

Обзор теории показателей линейных систем, включая условно-периодические системы,
можно найти в [6]. Отметим, что устойчивость системы (1) при постоянно действующих возму-
щениях равносильна отрицательности её верхнего генерального показателя [5]. Следовательно,
необходимым и достаточным условием устойчивости при постоянно действующих возмущени-
ях всех систем из H-класса системы (1) является условие ρ < 1.

1. Решение системы (2). Зафиксируем произвольные векторы ϕ̂ ∈ R
m−1 и u−1 ∈ C

n,
положим uk = u(ϕ̂+ kω1ê), gk = g(ϕ̂ + kω1ê) и найдём uk (k = 0, 1, . . .) из системы (2):

u0 = λ−1(X0u−1 − g0), . . .

. . . , uk = λ−1(Xkuk−1 − gk) = λ−(k+1)Xk · · ·X0u−1 −
k∑

s=1

λ−(k−s+2)Xk · · ·Xsgs−1 − λ−1gk. (4)

Исследуем полученную последовательность {uk}.
Лемма 1. Пусть функция ν(ϕ̂) определяется формулой (3) и |λ| > ν(ϕ̂), тогда последо-

вательность {uk} ограничена.
Доказательство. Поскольку |λ| > ν(ϕ̂), то по определению верхнего предела для произ-

вольного ε ∈ (0, |λ| − ν(ϕ̂)) возьмём s0 ∈ N такое, что из неравенств k > s > s0 следует

|λ|−(k−s+1)‖Xk · · ·Xs‖ � αk−s+1 (α = |λ|−1(ν(ϕ̂) + ε) < 1).

Кроме того, существует c > 0 такое, что |λ|−(s0−s+1)‖Xs0 · · ·Xs‖ � c для s = 0, s0. Тогда

‖uk‖ � |λ|−k−1‖Xk · · ·Xs0+1Xs0 · · ·X0u−1‖+
k∑

s=s0+1

|λ|−(k−s+2)‖Xk · · ·Xs‖‖gs−1‖+

+ |λ|−1
s0∑
s=1

|λ|−(k−s0)‖Xk · · ·Xs0+1‖|λ|−(s0−s+1)‖Xs0 · · ·Xs‖‖gs−1‖+ |λ|−1‖gk‖ �

� αk−s0c‖u−1‖+ |λ|−1‖g‖ω̂
( k∑

s=s0+1

αk−s+1 + αk−s0cs0 + 1

)
�
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� c‖u−1‖+ |λ|−1‖g‖ω̂((1 − α)−1 + cs0 + 1).

Эта оценка завершает доказательство леммы.
Вследствие рациональной независимости частот βi, i = 1,m, по теореме Кронекера [7,

с. 68] для произвольного η̂ ∈ R
m−1 найдётся возрастающая последовательность натуральных

чисел {kj} такая, что
ϕ̂+ kjω1ê → η̂ (mod ω̂)

при j → ∞. Для краткости назовём её ϕ̂η̂-последовательностью.
Лемма 2. Пусть {kj} является ϕ̂η̂-последовательностью и выполняются условия лем-

мы 1, тогда подпоследовательность {ukj} последовательности {uk} из леммы 1 сходится.
Доказательство. Используя представления (4), докажем, что последовательность {ukj}

фундаментальна. Для этого запишем kj в виде kj = p0 + qj + rj , где p0, qj, rj ∈ N и p0 + qj
также является членом последовательности {kj}. Пусть ε > 0 произвольно. Благодаря огра-
ниченности {uk}, так же, как в лемме 1, найдутся r0, p0 ∈ N такие, что

|λ|−(p0+1)‖Xp0+qj+rj · · ·Xqj+rjuqj+rj−1‖ < ε/4, |λ|−(p0+1)‖Xp0+qj · · ·Xqjuqj−1‖ < ε/4

для qj > r0 и rj ∈ N.
Зафиксируем p0. Принимая во внимание, что матричная X(ω1, · ) и векторная g функции

непрерывны и ωj-периодичны по ϕj (j = 2,m), мы можем выбрать r0 так, чтобы для qj > r0
и rj ∈ N расстояние между точками ϕ̂+ (po + qj + rj)ω1ê и ϕ̂+ (po + qj)ω1ê по mod ω̂ было
настолько малым, что выполняются неравенства

p0∑
s=1

|λ|−(p0+s+2)‖Xp0+qj+rj · · ·Xqj+rj+sgqj+rj+s−1 −Xp0+qj · · ·Xqj+sgqj+s−1‖ < ε/4

и
|λ|−1‖gp0+qj+rj − gp0+qj‖ < ε/4.

Подставляя ϕ̂+ qω1ê вместо ϕ̂ в (4), получаем

up+q = up(ϕ̂+ qω1ê) = λ−(p+1)Xp(ϕ̂+ qω1ê) · · ·X0(ϕ̂+ qω1ê)u−1(ϕ̂+ qω1ê)−

−
p∑

s=1

λ−(p−s+2)Xp(ϕ̂+ qω1ê) · · ·Xs(ϕ̂ + qω1ê)gs−1(ϕ̂+ qω1ê)− λ−1gp(ϕ̂+ qω1ê) =

= λ−(p+1)Xp+q · · ·Xquq−1 −
p∑

s=1

λ−(p−s+2)Xp+q · · ·Xq+sgq+s−1 − λ−1gp+q

для p, q ∈ N.
Используя это соотношение и предыдущие оценки, имеем неравенство

‖up0+qj+rj − up0+qj‖ = ‖up0(ϕ̂+ (qj + rj)ω1ê)− up0(ϕ̂+ qjω1ê)‖ < ε

при qj > r0, rj ∈ N. Следовательно, последовательность {ukj} сходится. Лемма доказана.
Теорема 1. Пусть |λ| > ν(ϕ̂) (ν(ϕ̂) определено формулой (3)) для некоторого ϕ̂ ∈ R

m−1,
тогда система (2) для любой функции g ∈ Pn(ω̂) имеет единственное решение u ∈ Pn(ω̂).

Доказательство. Существование. Пусть η̂ ∈ R
m−1 произвольно и {kj} является ϕ̂η̂-по-

следовательностью. В силу леммы 2 можно положить u(η̂) = lim
j→∞

ukj . Если взять другую

ϕ̂η̂-последовательность {rj}, то urj → u(η̂). Действительно, если допустить, что urj → v �=
�= u(η̂), то последовательность uk1 , ur1 , uk2 , ur2 , . . . сходится и расходится одновременно.
Это противоречие доказывает наше утверждение.
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Только что определённая вектор-функция является ωr-периодической по ϕr, так как не
только ϕ̂+kjω1ê → η̂ (mod ω̂), но и ϕ̂+kjω1ê → η̂+(0, . . . , 0, ωr︸ ︷︷ ︸

r

, 0, . . . , 0) (mod ω̂) при j → ∞

(r = 2,m). Поэтому u(η̂) = u(η̂ + (0, . . . , 0, ωr, 0, . . . , 0)).
Докажем, что эта функция непрерывна. Возьмём произвольное η̂ ∈ R

m−1 и последова-
тельность {ϕ̂j}, сходящуюся к η̂ по mod ω̂ при j → ∞. Согласно определению u(ϕ̂j),
для каждого натурального j выберем lj ∈ N такое, что ‖ϕ̂j − ljω1ê − ϕ̂‖ < j−1 (mod ω̂)
и ‖u(ϕ̂j)− ulj‖ < j−1. Тогда ϕ̂ + ljω1ê → η̂ (mod ω̂) и lim

j→∞
u(ϕ̂j) = lim

j→∞
u(ljω1ê + ϕ̂) = u(η̂).

Это доказывает, что вектор-функция u непрерывна на R
m−1.

Так как матричная X(ω1, · ) и векторная g функции непрерывны и периодичны и ϕ̂ +
+ kjω1ê → η̂ (mod ω̂), то gkj = g(ϕ̂+ kjω1ê) → g(η̂) и Xkj = X(ω1, ϕ̂+ kjω1ê) → X(ω1, η̂) при
j → ∞. Кроме того, ϕ̂ + (kj − 1)ω1ê → η̂ − êω1 (mod ω̂) и Xkjukj−1 − λukj = gkj . Поэтому,
переходя к пределу в предыдущем равенстве, получаем, что X(ω1, η̂)u(η̂− êω1)−λu(η̂) = g(η̂)
для η̂ ∈ R

m−1. Существование решения доказано.
Единственность. Допустим противное. Тогда существует нетривиальное решение u ∈ Pn(ω̂)

системы
X(ω1, η̂)u(η̂ − êω1)− λu(η̂) = 0.

Пусть uk = u(ϕ̂+ kω1ê), тогда uk = λ−(k+1)Xk · · ·X0u−1. Покажем, что uk → 0. Пусть ε, s0
и c будут такими же, как в лемме 1. Для δ > 0 найдём s1 ∈ N такое, что

|λ|−(k−s+1)‖Xk · · ·Xs‖‖u−1‖ < δ

для k > s > s1. Тогда будем иметь

‖uk‖ � |λ|−(k−s1)‖Xk · · ·Xs1+1‖|λ|−(s1−s0)‖Xs1 · · ·Xs0+1‖|λ|−(s0+1)‖Xs0 · · ·X0‖‖u−1‖ < δ·1·c = δc

для k > s1 > s0 и

‖uk‖ � |λ|−(k−s0)‖Xk · · ·Xs0+1‖|λ|−(s0+1)‖Xs0 · · ·X0‖‖u−1‖ < δc

для k > s0 � s1. Следовательно, последовательность {uk} является бесконечно малой. Взяв
произвольное η̂ ∈ R

m−1 и ϕ̂η̂-последовательность {kj}, получим, что u(η̂) = lim
j→∞

ukj = 0.

Это противоречит нетривиальности вектор-функции u и завершает доказательство теоремы.
2. Верхние генеральные показатели систем из H-класса системы (1). Рассмотрим

систему
x′ = b(t)x,

принадлежащую H-классу системы (1), т.е. существует последовательность {etk}, сходящаяся
по modω, и a(t+ tk) → b(t) равномерно на действительной прямой.

Так как матричная функция A периодична и непрерывна, то она равномерно непрерывна
на R

m. Поэтому, если etk → ϕ (mod ω), где ϕ ∈ R
m, то a(t+ tk) = A(e(t+ tk)) → A(et+ ϕ)

равномерно по t ∈ R при k → ∞. Значит, в нашем случае H -классом системы (1) является
множество систем

x′ = A(et+ ϕ)x,

где ϕ ∈ R
m.

Характеристические и генеральные показатели системы (1) инвариантны относительно
сдвига аргумента матрицы a. Следовательно, множество генеральных показателей систем

x′ = A(t, êt+ ϕ̂)x, (5)

где ϕ̂ ∈ R
m−1, совпадает с множеством генеральных показателей систем из H-класса систе-

мы (1). Поэтому далее будем рассматривать систему (5).
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Для каждого ϕ̂ ∈ R
m−1 матрица X(t, êt+ ϕ̂) является нормированной фундаментальной

матрицей системы (5) [2]. Поэтому, следуя теореме 4.4 из [3, с. 175], верхний генеральный
показатель этой системы на полуоси t � 0 можно представить в виде

μ(ϕ̂) = lim
t,ξ→∞

t−1 ln ‖X(t+ ξ, ê(t+ ξ) + ϕ̂)X−1(ξ, êξ + ϕ̂)‖. (6)

Кроме того, функция X обладает свойством

X(ϕ1 + lω1, ϕ̂) = X(ϕ)X(lω1, ϕ̂− ϕ1ê), (7)

где ϕ1 ∈ R, ϕ̂ ∈ R
m−1 и l ∈ Z [1, 2]. Это равенство является аналогом известного свойства

фундаментальной матрицы периодической системы.
Лемма 3. Пусть μ(ϕ̂) – верхний генеральный показатель системы (5) на полуоси t � 0

и ν(ϕ̂) определяется формулой (3). Тогда равенство μ(ϕ̂) = ω−1
1 ln ν(ϕ̂) справедливо для всех

ϕ̂ ∈ R
m−1.

Доказательство. Используя равенство (7) (для l = 1), получаем

X(pω1, ϕ̂+ pω1ê) = X((p − 1)ω1, ϕ̂+ pω1ê)X(ω1, ϕ̂ + ω1ê) = . . .

. . . = X(ω1, ϕ̂+ pω1ê)X(ω1, ϕ̂+ (p − 1)ω1ê) · · ·X(ω1, ϕ̂+ ω1ê) = Xp · · ·X1.

Следовательно,
Xj+s · · ·Xs = Xj+s · · ·X1(Xs−1 · · ·X1)

−1 =

= X((j + s)ω1, ϕ̂+ (j + s)ω1ê)X
−1((s − 1)ω1, ϕ̂+ (s− 1)ω1ê).

Пусть t+ ξ = (j + s)ω1 + γ и ξ = (s − 1)ω1 + δ, где γ, δ ∈ [0, ω1] и j, s ∈ N, тогда в силу
(7) имеем

X(t+ ξ, (t+ ξ)ê+ ϕ̂) = X(γ, (j + s+ γ)ω1ê+ ϕ̂)X((j + s)ω1, ϕ̂+ (j + s)ω1ê)

и
X(ξ, ξê+ ϕ̂) = X(δ, (s − 1 + δ)ω1ê+ ϕ̂)X((s − 1)ω1, ϕ̂+ (s− 1)ω1ê).

Вследствие непрерывности функций X и X−1 и их периодичности по ϕr (r = 2,m)
найдётся число β > 0 такое, что ‖X−1(γ, ϕ̂)‖ < β и ‖X(γ, ϕ̂)‖ < β, а значит, ‖X−1(γ, ϕ̂)y‖ >
> β−1‖y‖ и ‖X(γ, ϕ̂)y‖ > β−1‖y‖ для γ ∈ [0, ω1], ϕ̂ ∈ R

m−1 и y ∈ R
n.

Таким образом, справедливы оценки

β−2‖Xj+s · · ·Xs‖ = β−2‖X((j + s)ω1, ϕ̂+ (j + s)ω1ê)X
−1((s− 1)ω1, ϕ̂+ (s− 1)ω1ê)‖ �

� ‖X(t+ ξ, (t+ ξ)ê+ ϕ̂)X−1(ξ, êξ + ϕ̂)‖ �

� β2‖X((j + s)ω1, ϕ̂+ (j + s)ω1ê)X
−1((s − 1)ω1, ϕ̂+ (s− 1)ω1ê)‖ = β2‖Xj+s · · ·Xs‖

и, следовательно,

t−1 ln(β−2‖Xj+s · · ·Xs‖) � t−1 ln ‖X(t + ξ, (t+ ξ)ê+ ϕ̂)X−1(ξ, êξ + ϕ̂)‖ �

� t−1 ln(β2‖Xj+s · · ·Xs‖), (8)

t = (j + 1)ω1 + γ − δ.
Переходя к верхнему пределу в этих неравенствах при j и s, стремящихся к бесконечно-

сти, приходим к нужному результату, так как левая и правая части неравенства (8) стремятся
к ω−1

1 ln ν(ϕ̂), а средняя часть – к μ(ϕ̂). Лемма доказана.
Рассмотрим оператор монодромии L [1, 2] системы (1), определённый на Pn(ω̂) равенством

Lu = X(ω1, ϕ̂)u(ϕ̂ − êω1), u ∈ Pn(ω̂).
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Теорема 2. Пусть ρ – спектральный радиус оператора L и μ(ϕ̂) – верхний генеральный
показатель системы (5) на полуоси t � 0. Тогда для всех ϕ̂ ∈ R

m−1 справедлива формула
μ(ϕ̂) = ω−1

1 ln ρ.

Доказательство. Во-первых, заметим, что ν(ϕ̂) � ρ и, следовательно, μ(ϕ̂) � ω−1
1 ln ρ

для всех ϕ̂ ∈ R
m−1. В противном случае, если допустить, что ν(ϕ̂) < ρ для некоторого

ϕ̂ ∈ R
m−1, то система (2), согласно теореме 1, имеет единственное решение u ∈ Pn(ω̂), как

только g ∈ Pn(ω̂) и |λ| = ρ. Следовательно, окружность |λ| = ρ состоит из регулярных точек
оператора L. Это противоречит тому, что значение ρ является спектральным радиусом этого
оператора.

В работе [4] доказано соотношение

ω−1
1 ln ρ = lim

t,ξ→∞
t−1 ln max

ϕ̂∈Rm−1
‖X(t+ ξ, ê(t+ ξ) + ϕ̂; ξ)‖, (9)

в котором X(t+ξ, ê(t+ξ)+ ϕ̂; ξ) = X(t+ξ, ê(t+ξ)+ ϕ̂)X−1(ξ, êξ+ ϕ̂). Сравнивая равенства (9)
и (6), заключаем, что μ(ϕ̂) � ω−1

1 ln ρ и, следовательно, μ(ϕ̂) = ω−1
1 ln ρ. Теорема доказана.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Программы государственной
поддержки ведущих университетов Российской Федерации (соглашение № 02.A03.21.0006
от 27.08.2013 между Министерством образования и науки Российской Федерации и Уральским
федеральным университетом).
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Получены формулы вычисления отображения Пуанкаре за период для двумерной ли-
нейной периодической системы дифференциальных уравнений и для дифференциального
уравнения Риккати.
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Введение. Данная работа представляет собой продолжение работы [1]. Ограничимся в ней
рассмотрением двумерных линейных периодических по времени дифференциальных систем.
Чтобы обратить внимание читателя на тот факт, что основные идеи работы приложимы и к
нелинейным системам, мы рассмотрим также и уравнение Риккати.

Далее будем пользоваться понятием отображения Пуанкаре за период [2, c. 209; 3, c. 216].
Напомним вначале необходимые для понимания работы сведения из теории отражающей

функции [4–11].
Пусть n ∈ N фиксировано и D – открытая область в R

n. Рассмотрим дифференциальную
систему

dx

dt
= X(t, x), t ∈ R, x ∈ D, (1)

задача Коши для которой имеет единственное решение для любой точки (t0, x0) ∈ R × D.
Пусть x = ϕ(t; t0, x0) – общее решение этой системы в форме Коши. Отражающая функция
F (t, x) системы (1) определяется формулой F (t, x) = ϕ(−t; t, x). Очевидно, что F (0, x) ≡
≡ x, x ∈ D. Для x ∈ D через Ix = (−αx, αx) обозначим максимальный симметричный
относительно нуля интервал существования решения ϕ(t; 0, x). Графики решений ϕ(t; 0, x),
t ∈ Ix, заполняют некоторую открытую область, которая и является областью определения
отражающей функции F (t, x).

Главное свойство отражающей функции состоит в том, что для любого решения x(t) систе-
мы (1) справедливо тождество F (t, x(t)) ≡ x(−t), t ∈ Ix(0). Другими словами, отражающая
функция каждому будущему состоянию x(t) реальной системы, моделируемой дифферен-
циальной системой (1), ставит в соответствие её прошлое состояние x(−t) в симметричный
относительно настоящего t = 0 момент времени. Отсюда вытекают следующие утверждения
(см. [5, 6]).

1. Если система (1) 2ω-периодична по t и F (t, x) – её отражающая функция, то отобра-
жение Пуанкаре на отрезке [−ω, ω] для этой системы задаётся правилом x �→ F (−ω, x).

2. Если F (t, x) является отражающей функцией 2ω-периодической системы (1), то про-
должимое на [−ω, ω] решение x(t) = ϕ(t;−ω, x0) будет 2ω-периодическим тогда и только
тогда, когда F (−ω, x0) = x0. Характер устойчивости этого решения совпадает с характером
устойчивости неподвижной точки x0 отображения Пуанкаре x �→ F (−ω, x).

3. Дифференцируемая функция F (t, x), определённая в некоторой окрестности гиперплос-
кости t = 0 пространства (t, x), является отражающей функцией системы (1) тогда и только
тогда, когда она представляет собой решение задачи Коши

∂F

∂t
+

∂F

∂x
X(t, x) +X(−t, F ) = 0, F (0, x) = x.
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4. Для линейной системы

dx

dt
= P (t)x, t ∈ R, x ∈ R

n, (2)

отражающая функция линейна и имеет вид x̄ = F (t)x, где матрица F (t) выражается через
фундаментальную матрицу Φ(t) системы (2) формулой F (t) = Φ(−t)Φ−1(t). Эта матрица
называется отражающей матрицей и является решением следующей задачи Коши для ли-
нейного матричного дифференциального уравнения:

dF

dt
+ FP (t) + P (−t)F = 0, F (0) = E, (3)

где E – единичная матрица.
5. Если система (2) получена из системы dy/dt = Q(t)y, имеющей отражающую функцию

ȳ = F (t)y, заменой переменных x = S(t)y, то отражающая функция системы (2) задаётся
формулой x̄ = S(−t)F (t)S−1(t)x.

1. Отражающая матрица и периодические решения линейных двумерных сис-
тем. Каждую линейную систему (2) с непрерывной матрицей коэффициентов можно записать
в виде

dx

dt
= Pev(t)x+ Pod(t)x, t ∈ R, x ∈ R

n, (4)

где Pev(t) = (P (t)+P (−t))/2 и Pod(t) = (P (t)−P (−t))/2 – соответственно чётная и нечётная
непрерывные матрицы. Сделав в системе (4) замену переменных

y = x exp

(
− 1

n

t∫
0

trPev(τ) dτ

)
,

где tr – след матрицы, получим систему вида (4), у которой матрица чётной части Pev(t) имеет
тождественно нулевой след. Поэтому в дальнейшем, рассматривая двумерную систему (4), без
нарушения общности считаем, что она имеет вид

dx

dt
=

(
p1(t) p2(t)
p3(t) −p1(t)

)
x+

(
α(t) β(t)
γ(t) δ(t)

)
x, t ∈ R, x ∈ R

2, (5)

здесь

Pev(t) :=

(
p1(t) p2(t)
p3(t) −p1(t)

)
и Pod(t) :=

(
α(t) β(t)
γ(t) δ(t)

)

– чётная и нечётная непрерывные матрицы.
В дальнейшем мы будем рассматривать именно эту систему, если не оговорено противное.
Теорема 1. Пусть в системе (5) при всех t ∈ R матрица Pev(t) непрерывно дифферен-

цируема, а матрица Pod(t) непрерывна. Пусть также выполнены следующие условия:
1) при всех t ∈ R имеет место неравенство −detPev(t) ≡ p21(t) + p2(t)p3(t) > 0;
2) функции

m(t) :=
−p1(t)√

p21(t) + p2(t)p3(t)
, n(t) :=

−p2(t)√
p21(t) + p2(t)p3(t)

, r(t) :=
−p3(t)√

p21(t) + p2(t)p3(t)

удовлетворяют соотношениям

dm

dt
+ nγ − βr = 0,

dn

dt
+ n(δ − α) + 2mβ = 0,

dr

dt
+ r(α− δ)− 2mγ = 0. (6)

Тогда отражающая матрица системы (5) задаётся формулой

F (t) = E chϕ(t) +M(t) shϕ(t),
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где

M(t) =

(
m(t) n(t)
r(t) −m(t)

)
и ϕ(t) = 2

t∫
0

√
p21(τ) + p2(τ)p3(τ) dτ.

Доказательство. Для того чтобы доказать теорему, достаточно проверить справедли-
вость основного соотношения (3) для отражающей матрицы, дифференциальное уравнение в
котором в нашем случае принимает вид

dF

dt
+ F (Pev + Pod) + (Pev − Pod)F =

=
d

dt
(E chϕ+M shϕ) + (E chϕ+M shϕ)(Pev + Pod) + (Pev − Pod)(E chϕ+M shϕ) =

= E shϕ
dϕ

dt
+

dM

dt
shϕ+M

dϕ

dt
chϕ+ 2Pev chϕ+ (MPev + PevM) shϕ+ (MPod − P odM) shϕ =

=

(
M

dϕ

dt
+ 2Pev

)
chϕ+

(
E
dϕ

dt
+MPev + PevM

)
shϕ+

(
dM

dt
+MPod − PodM

)
shϕ = 0.

Действительно, здесь каждое из выражений в скобках обращается в нуль. В этом легко убе-
диться, если учесть, что из условия 2 следует тождество

Pev = −M
√

p21 + p2p3 = −1

2
M

dϕ

dt
.

Условие F (0) = E очевидно выполнено. Теорема доказана.
Замечание 1. В соответствии с общим положением теории отражающей функции отобра-

жение Пуанкаре 2ω-периодической системы (5) на отрезке [−ω, ω] задаётся формулой

F (−ω, x) =

(
chϕ(ω) −m(ω) shϕ(ω) −n(ω) shϕ(ω)

−r(ω) shϕ(ω) chϕ(ω) +m(ω) shϕ(ω)

)
x.

Теорема 2. Пусть в системе (5) при всех t ∈ R матрица Pev(t) непрерывно дифферен-
цируема, а матрица Pod(t) непрерывна. Пусть также выполнены следующие условия:
1. При всех t ∈ R верно неравенство −detPev(t) ≡ p21 + p2(t)p3(t) < 0.
2. Функции

m(t) :=
−p1(t)√

−p21(t)− p2(t)p3(t)
, n(t) :=

−p2(t)√
−p21(t)− p2(t)p3(t)

, r(t) :=
−p3(t)√

−p21(t)− p2(t)p3(t)

удовлетворяют соотношениям (6).
Тогда отражающая матрица системы (5) задаётся формулой

F (t) = E cosϕ(t) +M(t) sinϕ(t),

где

M(t) =

(
m(t) n(t)
r(t) −m(t)

)
и ϕ(t) = 2

t∫
0

√
−p21(τ)− p2(τ)p3(τ) dτ.

Доказательство. Сведём доказательство теоремы 2 к доказательству теоремы 1, восполь-
зовавшись формулировкой последней. При этом мы будем считать, что в этой формулировке
использованы обозначения ϕ1, m1, n1, r1 вместо ϕ, m, n, r соответственно. Тогда

ϕ1(t) = 2

t∫
0

√
p21(τ) + p2(τ)p3(τ) dτ = 2i

t∫
0

√
−p21(τ)− p2(τ)p3(τ) dτ = −iϕ(t),
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m1(t) =
m(t)

i
, n1(t) =

n(t)

i
, r1(t) =

r(t)

i
, i2 = −1.

Поэтому для отражающей матрицы рассматриваемой системы получим соотношение

F (t) = E ch(iϕ(t)) +M(t)
sh(iϕ(t))

i
= E cosϕ(t) +M(t) sinϕ(t).

Отсюда и следует утверждение теоремы 2.
Провести доказательство можно также, непосредственно проверив соотношение (3).
Следствие 1. Пусть для 2ω -периодической системы (5) выполнены все условия теоре-

мы 2 и
ω∫

0

√
−p21(τ)− p2(τ)p3(τ) dτ = π

q

p
,

где p, q ∈ N и q/p – несократимая дробь.
Тогда все решения этой системы являются 2ωp-периодическими.
Доказательство. Так как функция ϕ(t) из формулировки теоремы 2 является, согласно

её определению, нечётной, то функция ϕ̇(t) чётная и в силу условий следствия 2ω-периоди-
ческая. Хорошо известно, что для всякой 2ω -периодической чётной функции ϕ̇(t) существуют
2ω -периодическая функция ψ(t) и постоянная c = 1

2ω

∫ ω
−ω ϕ̇(τ) dτ = 1

ω

∫ ω
0 ϕ̇(τ) dτ, для которых∫ t

0 ϕ̇(τ) dτ = ct+ ψ(t).
Поэтому функция

cosϕ(t) = cos(ct+ ψ(t)) = cos

(
t
π

ω

q

p
+ ψ(t)

)

является 2pω -периодической. Отсюда следует, что отображение Пуанкаре F (−ω)x = Ex на
отрезке [−ωp, ωp] является тождественным. Следствие 1 доказано.

Следствие 2. Пусть выполнены все условия теоремы 2. Тогда все решения 2ω -периоди-
ческой системы (5) ограничены на R и она устойчива не асимптотически.

Доказательство следует непосредственно из теоремы 1 [11, c. 81].
Замечание 2. Будем рассматривать три дифференциальных соотношения, которым долж-

ны удовлетворять функции m(t), n(t), r(t) согласно второму условию теоремы 2, как систему
дифференциальных уравнений для этих функций. Легко убедиться в том, что такая система
имеет первый интеграл m2 + rn = const, что согласуется с определяющими эти функции
формулами, из которых следует, что m2 + rn = 1. Это означает, что вместо трёх дифферен-
циальных соотношений (6) достаточно требовать выполнения только следующих двух диффе-
ренциальных соотношений:

dn

dt
+ n(δ − α) + 2β

√
1− rn = 0,

dr

dt
+ r(α− δ) − 2γ

√
1− rn = 0.

В качестве примера рассмотрим систему

dx

dt
=

(
0 k(t)

p2(t)k(t) 0

)
x+

(
α(t) β(t)
γ(t) δ(t)

)
x, (7)

где k(t) – чётная непрерывная функция, p(t) – чётная, принимающая только положитель-
ные значения, непрерывно дифференцируемая функция, а функции α(t), β(t), γ(t), δ(t) –
непрерывные и нечётные.

Для рассматриваемой системы находим: dϕ(t)/dt = 2
√

p21 + p3p4 = 2p(t)k(t),

m(t) ≡ 0, n(t) ≡ −p2
ϕ̇

≡ −k

2pk
≡ −1

2p(t)
, r(t) ≡ −p3

ϕ̇
≡ −p(t)

2
; M(t) =

1

2

(
0 1/p(t)

p(t) 0

)
.
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Условия (6), как показывают вычисления, сводятся к следующим двум:

γ(t) = β(t)p2(t) и
dp(t)

dt
= p(t)(δ(t) − α(t)). (8)

Поэтому следствием теоремы 1 является
Следствие 3. Пусть для системы (7) выполняются следующие условия:
1) p(t) – чётная дифференцируемая функция на R, принимающая только положитель-

ные значения;
2) k(t) – чётная непрерывная на R функция;
3) справедливы тождества (8).
Тогда отражающая матрица рассматриваемой системы задаётся формулой

F (t) = E chϕ(t) +M(t) shϕ(t),

где
dϕ(t)

dt
= 2

t∫
0

p(τ)k(τ) dτ, M(t) =
1

2

(
0 1/p(t)

p(t) 0

)
.

В заключение сделаем следующее важное при практическом использовании полученных
результатов

Замечание 3. Рассмотрим двумерную дифференциальную систему

dx

dt
= a(t)x+ b(t)y + P (t, x, y),

dy

dt
= c(t)x+ d(t)y +Q(t, x, y), (9)

где P (t, x, y) и Q(t, x, y) – ряды (или многочлены) по степеням x и y с зависящими от
времени t коэффициентами.

Если (
F1(t, x, y)
F2(t, x, y)

)
=

(
f1(t) f2(t)
f3(t) f4(t)

)(
x
y

)

– отражающая функция системы линейного приближения

dx

dt
= a(t)x+ b(t)y,

dy

dt
= c(t)x+ d(t)y,

то нередко эта отражающая функция является отражающей функцией и всей системы (9).
Это происходит тогда и только тогда, когда выполняются соотношения

f1(t)P (t, x, y) + f2(t)Q(t, x, y) + P (−t, f1(t)x+ f2(t)y, f3(t)x+ f4(t)y) ≡ 0,

f3(t)P (t, x, y) + f4(t)Q(t, x, y) +Q(−t, f1(t)x+ f2(t)y, f3(t)x+ f4(t)y) ≡ 0.

Проверить эти соотношения при известных fk(t), k = 1, 4, можно простыми, хотя и громозд-
кими при больших степенях у P и Q вычислениями. При этом для однородных по x, y
многочленов Ps(t, x, y), Qs(t, x, y) степени s, для которых

P (t, x, y) =

n∑
s=2

Ps(t, x, y), Q(t, x, y) =

n∑
s=2

Qs(t, x, y),

вычисления проводятся для каждого s отдельно.
2. Отражающая функция уравнения Риккати. Дифференциальное уравнение Рик-

кати
dx

dt
= a(t) + b(t)x+ c(t)x2 (10)
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с дифференцируемыми коэффициентами a(t), b(t), c(t) запишем в виде

dx

dt
= (aev(t) + bev(t)x+ cev(t)x

2) + (aod(t) + bod(t)x+ cod(t)x
2),

где выражение в первых скобках представляет собой сумму чётных по t слагаемых, а выра-
жение во вторых скобках – сумму нечётных по t слагаемых.

Теорема 3. Пусть b2ev(t)− 4aev(t)cev(t) > 0 при всех t ∈ R и функции

r(t) :=
−2aev√

b2ev − 4aevcev
, s(t) :=

2cev√
b2ev − 4aevcev

, n(t) :=
−bev√

b2ev − 4aevcev

удовлетворяют системе соотношений

dr

dt
= bod(t)r − 2aod(t)n,

ds

dt
= −bod(t)s− 2cod(t)n,

dn

dt
= cod(t)r + aod(t)s. (11)

Тогда отражающая функция уравнения (10) задаётся формулой

F (t, x) =
(chϕ(t) + n(t) shϕ(t))x+ r(t) shϕ(t)

xs(t) shϕ(t) + chϕ(t)− n(t) shϕ(t)
,

где ϕ(t) :=
∫ t
0

√
b2ev − 4aev(τ)cev(τ) dτ.

Доказательство этой теоремы можно провести, проверив основное соотношение для от-
ражающей функции из свойства 3.

Следствие 4. При выполнении условий теоремы 3 продолжимое на отрезок [−ω, ω] ре-
шение x(t;ω, x(ω)) уравнения (10) является решением краевой задачи

G(x(ω), x(−ω)) = 0

тогда и только тогда, когда
G(x(ω), F (ω, x(ω))) = 0.

Это утверждение следует из главного свойства F (t, x(t)) ≡ x(−t) отражающей функции.
В случае b2ev(t)− 4aev(t)cev(t) < 0 при всех t ∈ R имеем

ϕ(t) = i

t∫
0

√
4aevcev − b2ev =: ψ(t)i,

и отражающая функция уравнения (10) принимает вид

F (t, x) =
(cosϕ(t) + n(t) sinϕ(t))x + r(t) sinϕ(t)

xs(t) sinϕ(t) + cosϕ(t)− n(t) sinϕ(t)
,

где

r(t) :=
−2aev√

4aevcev − b2ev
, s(t) :=

−2cev√
4aevcev − b2ev

, n(t) :=
−bev√

4aevcev − b2ev
. (12)

Если при этом коэффициенты уравнения (10) 2ω -периодичны, то

t∫
0

√
4aevcev − b2ev dτ = c0t+ θ(t),

где постоянная c0 = ω−1
∫ ω
0

√
4aevcev − b2ev dτ, а θ(t) – 2ω -периодическая функция.
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Отсюда приходим к следующей теореме.
Теорема 4. Пусть все непрерывно дифференцируемые коэффициенты уравнения Риккати

(10) 2ω -периодичны и 4aev(t)cev(t)− b2ev(t) < 0 при всех t ∈ R. Пусть также функции (12)
удовлетворяют соотношениям (11).
Тогда все продолжимые на отрезок [−ω, ω] решения уравнения (10) являются 2ωp-перио-

дическими, если
ω∫

0

√
4aevcev − b2ev dτ = π

q

p
,

где p, q ∈ N и q/p – несократимая дробь.
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УДК 517.925.51

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ В ЦЕЛОМ
СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ НЕКОТОРОГО
КЛАССА В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

c© 2021 г. И. П. Рязанцева

В гильбертовом пространстве для дифференциальных уравнений третьего порядка, линей-
ных относительно производных, с действительнозначными коэффициентами, являющими-
ся функциями независимой переменной, и с нелинейным относительно искомой функции
членом, задаваемым сильно монотонным оператором, удовлетворяющим условию Липши-
ца, продемонстрирован метод установления достаточных условий асимптотической устой-
чивости в целом стационарных решений. Приведены неравенства, позволяющие оценить
для указанных уравнений скорость сходимости их решений к стационарному решению.

DOI: 10.31857/S0374064121100071

1. Постановка задачи. Пусть H – вещественное гильбертово пpостpанство, (u, v) – ска-
лярное произведение элементов u и v из H, оператор A : H → H является, вообще говоря,
нелинейным и обладает свойствами:

A – сильно монотонный на H оператор, т.е. справедливо неравенство

(Au−Av, u − v) � M‖u− v‖2 для всех u, v ∈ H, где M = const > 0; (1)

A удовлетворяет на H условию Липшица, т.е.

‖Au−Av‖ � L‖u− v‖ для всех u, v ∈ H, где L = const > 0. (2)

Рассмотрим в пространстве H уравнение

Ax = f, (3)

в котором f – фиксированный элемент из H. В силу предположений (1) и (2) уравнение (3)
имеет единственное решение x ∈ H при любом элементе f ∈ H (см., например, [1, теоре-
ма 18.5; 2, теорема 1.7.5]). Кроме того, задача Коши

y′′′(t) + ϕ1(t)y
′′(t) + ϕ2(t)y

′(t) + ϕ3(t)(Ay(t) − f) = 0, t � t0 � 0, (4)

y(t0) = y0, y′(t0) = y′0, y′′(t0) = y′′0 (5)

однозначно разрешима при любых непрерывных при t � t0 действительнозначных функциях
ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t) и любых элементах y0, y′0, y′′0 из H (см. [3, § 33.4]).

Тождественно постоянная функция y(t) = x ∈ H при всех t � t0, где x – решение уравне-
ния (3), является решением уравнения (4). Это решение называется стационарным решением
(см. [4, § 1]) уравнения (4). Для приложений представляет интерес поведение решения y(t) �=
�= const задачи (4), (5) относительно стационарного решения уравнения (4). Если H = R и
Ay = ay, a = const > 0, f = 0, ϕk(t) = ϕk = const, k = 1, 3, то эта задача является линейной
и легко решается с помощью критерия Рауса–Гурвица. В наших предположениях уравнение
(4) на H в общем случае не является линейным.

Цель данной работы состоит в установлении условий на функции ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t) и
параметры M, L, при которых выполняется соотношение

‖y(t)− x‖ → 0 при t → ∞
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при любых начальных условиях (5), т.е., другими словами, нас интересуют достаточные усло-
вия асимптотической устойчивости в целом стационарного решения x уравнения (4). Решение
поставленной задачи получим, используя методику, предложенную в работах [5, 6], для неко-
торого определяемого ниже класса функций ϕk(t), k = 1, 3. Для решения построим вспомо-
гательное линейное дифференциальное неравенство третьего порядка относительно некоторой
скалярной функции, для которого можно использовать критерий Рауса–Гурвица.

2. Вспомогательные утверждения.
Лемма 1. Пусть действительнозначная функция x(t) ∈ C2[t0,∞) удовлетворяет ли-

нейному дифференциальному неравенству второго порядка

x′′(t) + px′(t) + qx(t) � a(t), t � t0, x(t0) = x0, x′(t0) = x′0,

где p и q – действительные числа, а функция a(t), t � t0, непрерывна. Пусть также k1,
k2 – корни уравнения

k2 + pk + q = 0.

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если k1 и k2 – действительные различные числа, то верно неравенство

x(t) � 1

k2 − k1

(
(x0k2 − x′0) exp{k1(t− t0)}+ (x′0 − k1x0) exp{k2(t− t0)}+

+

t∫
t0

a(s)[exp{k2(t− s)} − exp{k1(t− s)}] ds
)
; (6)

2) если k1,2 = α± iβ, α и β – действительные числа, то выполняется оценка

x(t) �
(
x′0 − αx0

β
sin(β(t− t0)) + x0 cos(β(t− t0))

)
exp{α(t− t0)}+

+
1

β

t∫
t0

a(s) exp{α(t − s)} sin(β(t− s)) ds; (7)

3) если k1 = k2 = α, то справедливо неравенство

x(t) � (x0(1 + αt0)− t0x
′
0) exp{α(t− t0)}+ (x′0 − αx0)t exp{α(t− t0)}+

+

t∫
t0

a(s)(t− s) exp{α(t− s)} ds. (8)

Неравенство (6) установлено, например, в [7]. Оценки (7) и (8) можно получить, в частно-
сти, следующим образом. Для случаев 2), 3) решим задачу Коши

v′′(t) + pv′(t) + qv(t) = a(t), v(t0) = x(t0) = x0, v′(t0) = x′(t0) = x′0,

и на основании результатов [8, § 24.3] запишем неравенство x(t) � v(t), что приведёт к оценкам
(7) и (8).

Лемма 2. Пусть действительнозначная функция x(t) ∈ C3[t0,∞) удовлетворяет ли-
нейному дифференциальному неравенству третьего порядка

x′′′(t) + px′′(t) + qx′(t) + gx(t) � η(t), t � t0, x(t0) = x0, x′(t0) = x′0, x′′(t0) = x′′0 ,
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где p, q и g – действительные числа, а функция η(t), t � t0, непрерывна. Пусть также
k1, k2, k3 – корни уравнения

k3 + pk2 + qk + g = 0.

Тогда справедливы следующие утверждения:
i) если корни k1, k2, k3 – действительные попарно различные числа, то верна оценка

x(t) � 1

k2 − k3

(
u1 exp{k2(t− t0)}+ u2 exp{k3(t− t0)}+

+ u0

[
1

k1 − k2
(exp{k1(t− t0)} − exp{k2(t− t0)})−

1

k1 − k3
(exp{k1(t− t0)} − exp{k3(t− t0)})

]
+

+
1

k1 − k2

t∫
t0

η(θ)(exp{k1(t− θ)} − exp{k2(t− θ)})dθ −

− 1

k1 − k3

t∫
t0

η(θ)(exp{k1(t− θ)} − exp{k3(t− θ)})dθ
)
,

где u0 = x′′0 − (k2 + k3)x
′
0 + k2k3x0, u1 = x′0 − k3x0, u2 = k2x0 − x′0;

ii) если k1 – действительное число, а k2,3 = α± iβ – комплексные взаимно сопряжённые
числа, то имеет место неравенство

x(t) � [x0 cos(β(t− t0)) + u3 sin(β(t− t0))] exp{α(t− t0)}+

+
u0

β(k̄2 + β2)
[β exp{k1(t− t0)} − exp{α(t − t0)}(β cos(β(t− t0)) + k̄ sin(β(t− t0)))] +

+
1

k̄2 + β2

[
exp(k1t)

t∫
t0

η(ξ) exp(−k1ξ) dξ −

− exp(αt)

t∫
t0

η(ξ) exp(−αξ)

(
cos(β(t− ξ))− k̄

β
sin(β(t− ξ))

)
dξ

]
,

где u0 = x′′0 − 2αx′0 + (α2 + β2)x0, k̄ = k1 − α, u3 = (x′0 − αx0)/β;
iii) если k1 = k2 = k, k3 �= k, то выполнена оценка

x(t) � w1 exp{k(t− t0)}+ w2t exp{k(t− t0)} −

− u0
k3 − k

[
(t− t0) exp{k(t− t0)} −

1

k3 − k
(exp{k3(t− t0)} − exp{k(t− t0)})

]
+

+
1

k3 − k

t∫
t0

η(ξ)

[
(ξ − t) exp{k(t− ξ)}+ 1

k3 − k
(exp{k3(t− ξ)} − exp{k(t− ξ)})

]
dξ,

здесь w1 = x0(1 + kt0)− t0x
′
0, w2 = x′0 − kx0, u0 = x′′0 − 2kx′0 + k2x0;

iv) если k1 = k2 = k3 = k, то верно неравенство

x(t) � (v1 + v2t+ v3t
2) exp{k(t− t0)}+

exp(kt)

2

t∫
t0

(s− t)2η(s) exp(−ks) ds,
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где v1 = (1 + t0k + t20k
2/2)x0 − t0(1 + t0k)x

′
0 + t20x

′′
0/2, v2 = −k(1 + t0k)x0 + (1 + 2kt0)x

′
0 − t0x

′′
0 ,

v3 = (k2x0 − 2kx′0 + x′′0)/2.

3. Основной результат. Пусть ϕk(t), k = 1, 3, – действительнозначные положительные
четырежды непрерывно дифференцируемые убывающие и выпуклые вниз функции, t � t0 �
� 0. Тогда имеют место неравенства (см. [9, гл. 2, § 10])

ϕk(t)− ϕk(τ) � ϕ′
k(t)(t− τ), t � τ, k = 1, 3. (9)

Кроме того, считаем, что
lim
t→∞

ϕk(t) = ϕ0
k > 0, k = 1, 3. (10)

При исследовании поведения решения задачи (4), (5) при t → ∞ важную роль играет
ограниченность норм производных y(k)(t) (k = 0, 2). Приведём достаточное условие, при
котором эти свойства для решения y(t) уравнения (4) выполняются (см. [5]).

Пусть существует положительное число R0 такое, что при всех достаточно больших t
справедливо неравенство

ϕ1(t)‖y′′(t)‖2 − (y(t) + y′′(t), y′(t)) + ϕ2(t)(y
′(t), y′′(t)) +

+ ϕ3(t)(Ay(t) − f, y′′(t)) � 0, если ‖y(t)‖2 + ‖y′(t)‖2 + ‖y′′(t)‖2 � R0 > 0, (11)

тогда найдётся постоянная r0 > 0, для которой

‖y(k)(t)‖ � r0, k = 0, 2, t � t0. (12)

Далее считаем условие (11) выполненым.
Обратимся к задаче (4), (5) и определим скалярную функцию

r(t) =
‖y(t)− x‖2

2
;

несложно видеть, что справедливы тождества

r′(t) = (y′(t), y(t) − x), r′′(t) = ‖y′(t)‖2 + (y′′(t), y(t) − x),

r′′′(t) = (y′′′(t), y(t) − x) + 3(y′′(t), y′(t)).

Здесь и всюду далее x – стационарное решение уравнения (4).
Умножив равенство (4) скалярно на y(t)−x и воспользовавшись свойством (1) оператора

A, получим неравенство

r′′′(t) + ϕ1(t)r
′′(t) + ϕ2(t)r

′(t) + 2Mϕ3(t)r(t) � ϕ1(t)‖y′(t)‖2 + 3‖y′′(t)‖‖y′(t)‖. (13)

Построим следующие вспомогательные функции:

ρ(t) =
‖y′(t)‖2

2
, R(t) =

‖y′′(t)‖2
2

,

для них очевидны тождества

ρ′(t) = (y′′(t), y′(t)), ρ′′(t) = (y′′′(t), y′(t)) + ‖y′′(t)‖2, (14)

R′(t) = (y′′′(t), y′′(t)). (15)

Используя числовое неравенство ab � a2/2+ b2/2 и определения функций ρ(t) и R(t), от
неравенства (13) приходим к неравенству

r′′′(t) + ϕ1(t)r
′′(t) + ϕ2(t)r

′(t) + 2Mϕ3(t)r(t) � (2ϕ1(t) + 3)ρ(t) + 3R(t) ≡ F (t). (16)
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Найдём оценки сверху функций ρ(t) и R(t). Умножив равенство (4) скалярно на y′(t), будем
иметь

(y′′′(t), y′(t)) + ϕ1(t)(y
′′(t), y′(t)) + ϕ2(t)‖y′(t)‖2 = −ϕ3(t)(Ay(t) −Ax, y′(t)). (17)

С учётом определения функции ρ(t), тождеств (14) и свойства (2) оператора A от неравенства
(17) придём к неравенству

ρ′′(t) + ϕ1(t)ρ
′(t) + 2ϕ2(t)ρ(t) � ‖y′′(t)‖2 + Lϕ3(t)‖y(t) − x‖‖y′(t)‖. (18)

Последнее слагаемое в правой части неравенства (18), воспользовавшись указанным выше
числовым неравенством и определением функций r(t) и ρ(t), оценим следующим образом:

Lϕ3(t)‖y(t) − x‖‖y′(t)‖ � Lϕ3(t)(r(t) + ρ(t)). (19)

Значит, от неравенства (18) приходим к неравенству

ρ′′(t) + ϕ1(t)ρ
′(t) + (2ϕ2(t)− Lϕ3(t))ρ(t) � 2R(t) + Lϕ3(t)r(t).

Применяя в последнем неравенстве метод замороженных коэффициентов и учитывая свойства
функций ϕk(t), получаем, что

ρ′′(t) + ϕ1(τ)ρ
′(t) + (2ϕ2(τ)− Lϕ3(τ))ρ(t) � 2R(t) + Lϕ3(t)r(t) +

+ (ϕ1(τ)− ϕ1(t))ρ
′(t) + L(ϕ3(t)− ϕ3(τ))ρ(t), t � τ.

Отсюда, принимая во внимание оценки (9) и (12), выводим неравенство

ρ′′(t) + ϕ1(τ)ρ
′(t) + (2ϕ2(τ)− Lϕ3(τ))ρ(t) � 2R(t) + Lϕ3(t)r(t) + c1g2(t, τ), (20)

в котором g2(t, τ) ≡ (t− τ)(ϕ′
1(t) + ϕ′

3(t)), t � τ. Здесь и далее через ck, k ∈ N, обозначаем
положительные постоянные.

Умножив равенство (4) скалярно на y′′(t), после простых преобразований получим нера-
венство

(y′′′(t), y′′(t)) + ϕ1(t)‖y′′(t)‖2 � ϕ2(t)‖y′(t)‖‖y′′(t)‖ + ϕ3(t)‖Ay(t) −Ax‖‖y′′(t)‖.

С учётом определения функции R(t) и тождества (15), используя оценку типа (19) для
слагаемых в правой части последнего неравенства, будем иметь

R′(t) + 2ϕ1(t)R(t) � ϕ2(t)(ρ(t) +R(t)) + Lϕ3(t)(r(t) +R(t)),

или
R′(t) + (2ϕ1(t)− ϕ2(t)− Lϕ3(t))R(t) � ϕ2(t)ρ(t) + Lϕ3(t)r(t). (21)

Пусть

m1(t) ≡ 2ϕ1(t)− ϕ2(t)− Lϕ3(t) � m0 = const > 1 для всех t � t0, (22)

тогда из неравенства (21) вытекает, что

R′(t) +m0R(t) � ϕ2(t)ρ(t) + Lϕ3(t)r(t),

и лемма 1 из [9, гл. 2, § 10] приводит к оценке

R(t) � R(t0) exp{−m0(t− t0)}+
t∫

t0

(ϕ2(ξ)ρ(ξ) + Lϕ3(ξ)r(ξ)) exp{−m0(t− ξ)} dξ.
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Применив к её интегральному слагаемому правило Лопиталя, будем иметь

R(t) � R(t0) exp{−m0(t− t0)}+
ᾱ

m0
(ϕ2(t)ρ(t) + Lϕ3(t)r(t)), ᾱ > 1, t � t0. (23)

При этом считаем, что γ̄ = 1− ᾱ/m0 > 0. Значит, верны неравенства

1 < ᾱ < m0, 0 < γ̄ < 1. (24)

Учитывая в неравенстве (20) оценки (23), (9), (12) и предположение (22), приходим к неравен-
ству

ρ′′(t) + ϕ1(τ)ρ
′(t) + (2(1 − ᾱ/m0)ϕ2(τ)− Lϕ3(τ))ρ(t) �

� L(1 + 2ᾱ/m0)ϕ3(t)r(t) + c2(exp(−m0t) + g(t, τ)), (25)

в котором

g(t, τ) ≡ (t− τ)
3∑

k=1

ϕ′
k(t), t � τ. (26)

Для упрощения записи введём обозначение

m2(t) ≡ 2γ̄ϕ2(t)− Lϕ3(t) (27)

и запишем неравенство (25) в следующем виде:

ρ′′(t) + ϕ1(τ)ρ
′(t) +m2(τ)ρ(t) �

� γ0Lϕ3(t)r(t) + c2(exp(−m0t) + g(t, τ)) ≡ G(t, τ), γ0 = 1 + 2ᾱ/m0. (28)

В силу предположения (10) у функций m1(t) и m2(t) существуют пределы при t → ∞.
На основании неравенства (22) заключаем, что

lim
t→∞

m1(t) = 2ϕ0
1 − ϕ0

2 − Lϕ0
3 ≡ m0

1 > 1. (29)

Предел функции m2(t) при t → ∞ считаем положительным, т.е.

lim
t→∞

m2(t) = 2γ̄ϕ0
2 − Lϕ0

3 ≡ m0
2 > 0, γ̄ = 1− ᾱ/m0, 0 < γ̄ < 1. (30)

Для однородного дифференциального уравнения

ρ′′(t) + ϕ1(τ)ρ
′(t) +m2(τ)ρ(t) = 0,

определяемого левой частью неравенства (28), характеристическое уравнение имеет вид

k2 + ϕ1(τ)k +m2(τ) = 0. (31)

Так как в силу (27) корни уравнения (31) выражаются через функции ϕk(τ) при k =
= 1, 3, которые положительны и непрерывны при τ � t0, а также убывают и имеют конечные
пределы при τ → ∞, то модули указанных корней непрерывны и ограничены при τ � t0.
Кроме того, учитывая соотношение (30), будем считать, что m2(τ) > 0 при τ � t0.

Установим оценки сверху для функции ρ(t) на основании неравенства (28). Прежде все-
го отметим, что корни уравнения (31) имеют отрицательные действительные части. Пусть
−μ(τ) – максимальная действительная часть корней уравнения.

Предположим, что
|(ϕ0

1)
2/4−m0

2| = D0 �= 0. (32)
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Значит, дискриминант D(τ) квадратного уравнения (31) не равен нулю при достаточно боль-
ших τ, а корни этого уравнения различны и имеют отрицательные действительные части.
Тогда в силу (6) и (7) верна оценка

ρ(t) � c3 exp(−μ(τ)t) + ψ̃(τ)

t∫
t0

G(s, τ) exp{−μ(τ)(t − s)} ds, (33)

в которой

ψ̃(τ) ≡
{
1/(2
√

D(τ)), если D(τ) > 0,

1/
√

|D(τ)|, если D(τ) < 0,

а функция G(t, τ) определена в (28).
Пусть

ψ̃(τ)/μ(τ) � ψ0 для всех τ � t0. (34)

Применив к интегралу в (33) правило Лопиталя по переменной t, получим, что при достаточно
больших t справедлива следующая оценка:

ρ(t) � c3 exp(−μ(τ)t) + αψ0G(t, τ), α > 1, t � τ.

Отсюда с учётом определения функции G(t, τ) (см. (28)) приходим к неравенству

ρ(t) � c4Φ(t, τ) + αγ0ψ
0Lϕ3(t)r(t), (35)

здесь
Φ(t, τ) ≡ exp(−μ(τ)t) + exp(−m0t) + g(t, τ), (36)

функция g(t, τ) определена равенством (26). Теперь, приняв во внимание в оценке (23) нера-
венство (35), получаем

R(t) � c5Φ(t, τ) +
ᾱ

m0
Lϕ3(t)(αγ0ψ

0ϕ2(t) + 1)r(t). (37)

Далее, используя неравенства (35) и (37), построим оценку сверху для функции F (t), опре-
делённой в (16):

F (t) � c6Φ(t, τ) +
ᾱLϕ3(t)

m0
Ψ(t)r(t), t � τ,

где
Ψ(t) ≡ γ0ψ

0(2m0ϕ1(t) + 3αϕ2(t) + 3m0) + 3. (38)

Таким образом, от неравенства (16) приходим к следующему дифференциальному неравенству
третьего порядка:

r′′′(t) + ϕ1(t)r
′′(t) + ϕ2(t)r

′(t) +W (t)r(t) � c6Φ(t, τ),

в котором

W (t) ≡ ϕ3(t)

(
2M − ᾱL

m0
Ψ(t)

)
, 1 < ᾱ < m0, t � τ. (39)

Применив в левой части последнего неравенства метод замороженных коэффициентов,
придём к неравенству

r′′′(t) + ϕ1(τ)r
′′(t) + ϕ2(τ)r

′(t) +W (τ)r(t) � c7Φ(t, τ), t � τ, (40)

с некоторыми начальными условиями

r(t0) = ‖y0 − x‖2/2, r′(t0) = (y′0, y0 − x), r′′(t0) = ‖y′0‖2 + (y′′0 , y0 − x). (41)
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Теперь для скалярной функции r(t), удовлетворяющей неравенству (40) и начальным усло-
виям (41), найдём оценку сверху, зависящую от t и τ (t � τ). Используя лемму 2, установим
оценку сверху для решения r(t) задачи (40), (41) в зависимости от корней характеристичес-
кого уравнения

k3 + ϕ1(τ)k
2 + ϕ2(τ)k +W (τ) = 0. (42)

Так как нас интересуют условия, при которых r(t) = ‖y(t) − x‖2/2 → 0 при t → ∞, то кор-
ни уравнения (42) должны иметь отрицательную действительную часть. Согласно критерию
Рауса–Гурвица для этого необходимо и достаточно выполнения неравенств

ϕ1(τ) > 0, ϕ1(τ)ϕ2(τ)−W (τ) > 0, W (τ) > 0 для всех τ � t0. (43)

Далее считаем, что неравенства (43) выполнены.
В наших предположениях коэффициенты уравнения (42) непрерывны, положительны и

имеют конечные пределы при τ → ∞ (см. (10), (38), (39)). Значит, корни уравнения (42)
ограничены в совокупности при τ � t0.

Для упрощения записи введём некоторые обозначения. Пусть функция h(t) дифферен-
цируема достаточное число раз при t � t0. Построим функции Gk(h(t)) по следующему
рекуррентному правилу:

G1(h(t)) = (h(t)t)′, Gk(h(t)) = (h(t)t)′Gk−1(h(t)) +G′
k−1(h(t)), k � 2. (44)

Далее через −λ(τ) будем обозначать максимальную действительную часть корней урав-
нения (42). Заметим, что λ(τ) > 0 при всех τ � t0 в силу (43).

а) Сначала предположим, что корни уравнения (42) попарно различные. Тогда вследствие
леммы 2 для решения r(t) задачи (40), (41) имеем оценку

r(t) � c8

{
exp(−λ(τ)t) +

t∫
t0

Φ(s, τ) exp(−λ(τ)(t− s)) ds

}
, t � τ. (45)

Полагая в этой оценке t = τ и учитывая определение (36) функции Φ(t, τ), получаем следу-
ющие соотношения:

r(τ) � c8

{
exp(−λ(τ)τ) +

τ∫
t0

Φ(s, τ) exp(−λ(τ)(τ − s)) ds

}
= c8

{
exp(−λ(τ)τ) +

+
1

exp(λ(τ)τ)

[ τ∫
t0

exp(−μ(τ)s) exp(λ(τ)s) ds +

τ∫
t0

exp(−m0s) exp(λ(τ)s) ds +

+

τ∫
t0

(s− τ)

3∑
j=1

ϕ′
j(s) exp(λ(τ)s) ds

]}
. (46)

Предположим, что выполняются условия

lim
τ→∞

τλ(τ) = ∞, (47)

λ′(τ) � 0, τ � t0, (48)

тогда первое слагаемое, стоящее в фигурных скобках в (46), является бесконечно малой вели-
чиной при τ → ∞. Применение правила Лопиталя при τ → ∞ приводит к эквивалентности

1

exp(λ(τ)τ)

τ∫
t0

exp(−m0s) exp(λ(τ)s) ds ∼
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∼ exp(−m0τ)

G1(λ(τ))
+

λ′(τ)

exp(λ(τ)τ)G1(λ(τ))

τ∫
t0

s exp(−m0s) exp(λ(τ)s) ds. (49)

Предположим, что неравенства

Gk(λ(τ)) > 0 для всех τ � t0, k = 1, k0, (50)

имеют место при k0 = 2. Тогда из эквивалентности (49) с учётом условия (48) следует, что
третье слагаемое, стоящее в фигурных скобках в (46), сходится к нулю при τ → ∞, если
выполнено соотношение

lim
τ→∞

exp(−m0τ)

G1(λ(τ))
= 0, (51)

постоянная m0 в котором удовлетворяет оценке (22).
Далее рассмотрим последнее слагаемое в оценке (46). Применив дважды правило Лопиталя

и отбросив отрицательные слагаемые, с учётом определения (44) и неравенств (50) при k0 = 2
запишем цепочку соотношений:

1

exp(λ(τ)τ)

τ∫
t0

(s− τ)
3∑

j=1

ϕ′
j(s) exp(λ(τ)s) ds ∼ − 1

exp(λ(τ)τ)G1(λ(τ))

τ∫
t0

3∑
j=1

ϕ′
j(s) exp(λ(τ)s) ds +

+
λ′(τ)

exp(λ(τ)τ)G1(λ(τ))

τ∫
t0

(s− τ)
3∑

j=1

ϕ′
j(s) exp(λ(τ)s)s ds �

� − 1

exp(λ(τ)τ)G1(λ(τ))

τ∫
t0

3∑
j=1

ϕ′
j(s) exp(λ(τ)s) ds ∼

∼ − 1

exp(λ(τ)τ)G2(λ(τ))

( 3∑
j=1

ϕ′
j(τ) exp(λ(τ)τ) + λ′(τ)

τ∫
t0

3∑
j=1

ϕ′
j(τ) exp(λ(τ)s)s ds

)
�

� − 1

G2(λ(τ))

3∑
j=1

ϕ′
j(τ).

Следовательно, последнее слагаемое в (46) стремится к нулю при τ → ∞, если

lim
τ→∞

1

G2(λ(τ))

3∑
j=1

ϕ′
j(τ) = 0. (52)

Теперь предположим, что имеет место равенство

lim
τ→∞

1

exp(λ(τ)τ)

τ∫
t0

exp(ϕλ(τ)s) ds = 0, ϕλ(τ) = −μ(τ) + λ(τ), (53)

где −μ(τ) – максимальная из действительных частей корней уравнения (31).
Таким образом, при попарно различных корнях уравнения (42) в предположениях (47),

(48), (50) при k0 = 2, (51)–(53) установлено, что решение r(τ) уравнения (40) стремится к
нулю при τ → ∞.

б) Пусть теперь все корни уравнения (42) действительные, причём k1(τ) = k2(τ) = k̄(τ),
k3(τ) �= k̄(τ), и неравенства (50) верны при k0 = 3. Отметим, что в силу предположений (43)
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справедливы неравенства ki(τ) < 0, i = 1, 3. В данном случае величина λ(τ) > 0 определя-
ется равенством −λ(τ) = max{k̄(τ), k3(τ)}.

Если −λ(τ) = k3(τ), то оценка (45) и вытекающие из неё соотношения сохраняются.
Пусть −λ(τ) = k̄(τ), тогда, используя оценку из утверждения iii) леммы 2, приходим к

следующей оценке решения r(t) задачи (40), (41):

r(t) � c9

{
t exp(−λ(τ)t) +

t∫
t0

Φ(s, τ)(t− s) exp(−λ(τ)(t− s)) ds

}
, t � τ, (54)

где функция Φ(t, τ) определена равенством (36). Полагая в (54) t = τ, аналогично (46) полу-
чаем оценку

r(τ) � c9

{
τ exp(−λ(τ)τ) +

1

exp(λ(τ)τ)

[ τ∫
t0

(τ − s) exp(ϕλ(τ)s) ds +

+

τ∫
t0

(τ − s) exp(−m0s) exp(λ(τ)s) ds −
τ∫

t0

(τ − s)2
3∑

j=1

ϕ′
j(s) exp(λ(τ)s) ds

]}
. (55)

Вследствие предельного равенства (47) и неубывания функции λ(τ)τ при τ � t0 (см. нера-
венство (50) при k = 1) с помощью правила Лопиталя заключаем, что первое слагаемое в
правой части оценки (55) стремится к нулю при выполнении условия

lim
τ→∞

exp(−λ(τ)τ)

G1(λ(τ))
= 0. (56)

Учитывая неравенство (50) при k = 1 и применяя в правой части оценки (55) правило Лопи-
таля для третьего слагаемого дважды, а для четвёртого слагаемого трижды и отбрасывая при
этом отрицательные члены, устанавливаем сходимость этих слагаемых к нулю при выполнении
соответственно следующих предельных равенств:

lim
τ→∞

exp(−m0τ)

G2(λ(τ))
= 0 и lim

τ→∞
1

G3(λ(τ))

3∑
j=1

ϕ′
j(τ) = 0. (57)

Предположим, что

lim
τ→∞

1

exp(λ(τ)τ)

τ∫
t0

(τ − s) exp(ϕλ(τ)s) ds = 0, ϕλ(τ) = −μ(τ) + λ(τ), (58)

тогда и второе слагаемое в правой части оценки (55) стремится к нулю при τ → ∞.
Таким образом, если у уравнения (42) ровно два различных корня, то решение r(τ) урав-

нения (40) стремится к нулю при τ → ∞ при выполнении условий (56)–(58) и (50) при k0 = 3.
в) Пусть уравнение (42) имеет корень k = −λ(τ) < 0 кратности три. В этом случае лемма 2

обеспечивает следующую оценку для решения задачи (40), (42):

r(τ) � c10

{
τ2 exp(−λ(τ)τ) +

1

exp(λ(τ)τ)

τ∫
t0

(τ − s)2Φ(s, τ) exp(λ(τ)s) ds

}
. (59)

Считаем, что неравенства (50) выполнены при k0 = 4. Применение дважды правила Лопиталя
при τ → ∞ приводит к эквивалентности

τ2

exp(λ(τ)τ)
∼ 2

exp(λ(τ)τ)G2(λ(τ))
.
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Значит, первое слагаемое в правой части оценки (59) стремится к нулю при τ → ∞, если

lim
τ→∞

exp(−λ(τ)τ)

G2(λ(τ))
= 0. (60)

Далее, используя правило Лопиталя, заключаем, что

exp(−λ(τ)τ)

τ∫
t0

(τ − s)2 exp(−m0s) exp(λ(τ)s) ds → 0

при τ → ∞, если выполняется соотношение

lim
τ→∞

exp(−m0τ)

G3(λ(τ))
= 0. (61)

Пусть

lim
τ→∞

exp(−λ(τ)τ)

τ∫
t0

(τ − s)2 exp(ϕλ(τ)s) ds = 0. (62)

Применяя четырежды правило Лопиталя и отбрасывая отрицательные слагаемые, приходим
к неравенству

− exp(−λ(τ)τ)

τ∫
t0

(τ − s)3
3∑

j=1

ϕ′
j(s) exp(λ(τ)s) ds � − 6

G4(λ(τ))

3∑
j=1

ϕ′
j(τ).

Следовательно, при выполнении условий (60)–(62) и предельного равенства

lim
τ→∞

1

G4(λ(τ))

3∑
j=1

ϕ′
j(τ) = 0 (63)

решение r(τ) уравнения (40) стремится к нулю при τ → ∞ и в условиях п. в).
Подведём итог проведённым рассуждениям, сформулировав доказанное утверждение.
Теорема. Пусть H – вещественное гильбертово пространство, оператор A : H → H

является, вообще говоря, нелинейным и обладает свойствами (1) и (2), а ϕk(t), k = 1, 3, –
действительнозначные положительные функции класса C[t0,∞), t0 = const � 0. Тогда
задача Коши для дифференциального уравнения третьего порядка (4) при любых начальных
условиях (5) имеет единственное решение y : [t0,∞) → H класса C3[t0,∞).
Пусть, дополнительно, существует такая постоянная R0 > 0, что при всех доста-

точно больших t выполняется неравенство (11), а ϕk(t), k = 1, 3, – убывающие выпуклые
вниз функции класса C4[t0,∞), для которых имеют место условия (43) с функцией W, за-
данной равенством (39). Пусть также функции m1(t) и m2(t), определённые в (22) и (27)
соответственно, обладают свойствами (29) и (30), и справедливы условия (24), (32) и (34).
Пусть, кроме того, −μ(τ) и −λ(τ) – максимальные действительные части корней уравне-
ний (31) и (42) соответственно, причём выполнены условия (47), (48), а функции Gk(λ(τ)),
k = 1, 4, определены равенствами (44) при h(t) = λ(t). Пусть, наконец, при достаточно
больших τ, если корни уравнения (42) попарно различны, выполнены неравенства (50) при
k0 = 2 и условия (51)–(53); если совпадают ровно два корня уравнения (42), то имеют ме-
сто неравенства (50) при k0 = 3 и условия (56)–(58); если же все три корня уравнения (42)
совпадают между собой, то справедливы неравенства (50) при k0 = 4 и условия (60)–(63).
Тогда единственное решение задачи Коши для дифференциального уравнения (4) при лю-

бых начальных условиях (5) стремится при t → ∞ к единственному стационарному реше-
нию уравнения (4), т.е. стационарное решение уравнения (4) асимптотически устойчиво в
целом.
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4. Замечания. Укажем величину μ(τ), равную модулю максимальной действительной
части корней уравнения (31):

μ(τ) =

{
(ϕ1(τ)−

√
ϕ2
1(τ)− 4m2(τ))/2, если D(τ) > 0,

ϕ1(τ)/2, если D(τ) < 0.

Отсюда заключаем, что в наших предположениях lim
τ→∞

μ(τ) �= 0.

Кроме того, нетрудно убедиться, что в наших условиях

lim
τ→∞

ψ̃(τ)

μ(τ)
=

{
1/(

√
D0(ϕ0

1 −
√

(ϕ0
1)

2 − 4m0
2)), если D(τ) > 0,

2/(
√
D0ϕ0

1), если D(τ) < 0,
(64)

причём здесь неравенства D(τ) > 0 или D(τ) < 0 выполняются при достаточно больших
τ. Величина D0 определена равенством (32). Значение предела (64) можно использовать для
нахождения величины ψ0, обеспечивающей оценку (34). Найти величину λ(τ) и проверить
условия теоремы, содержащие эту величину, можно с помощью численных расчётов.

Отметим, что в условиях теоремы дифференциальное уравнение (4) при любых начальных
условиях (5) определяет приближённый метод нахождения решения уравнения (3).

Уравнения вида (4) возникают в задачах изучения классического движения в соответствии
со вторым законом Ньютона при выполнении некоторых дополнительных условий, а также в
задачах, уравнения которых получаются из закона изменения энергии во времени.

Пусть коэффициенты в уравнении (4) постоянны, т.е. ϕk(t) = ϕk = const, k = 1, 3. Тогда
λ(t) = λ > 0, Gk(λ(t)) = λk, k � 1. Значит, условия (47), (48) и (50) теоремы очевидно вы-
полнены. Справедливость предположений (51)–(53), (56)–(58), (60)–(63) при соответствующих
значениях k0 в рассматриваемом случае проверяется без труда.

Заметим, что случаи совпадающих корней квадратного уравнения (31) и наличия хотя бы
двух одинаковых корней у кубического уравнения (42) на практике реализуются редко.

Пусть η(t) – положительная четырежды непрерывно дифференцируемая убывающая вы-
пуклая вниз функция, для которой

lim
t→∞

η(t) = η0 > 0,

и для коэффициентов уравнения (4) справедливы равенства

ϕ1(t) = a1 + η(t), ϕ2(t) = a2 + a3η(t), ϕ3(t) = a4η(t),

где ak (k = 1, 4) – положительные постоянные. Свойства функций ϕk(t) (k = 1, 3) определя-
ются значениями параметров η0 и ak, k = 1, 4. Например, соотношения (9) и (10), очевидно,
имеют место, второе неравенство в условиях (43) будет верно, если a1 и a2 достаточно велики
по сравнению с a4. Из определения функции m1(t) (см. (22)) вытекает, что

m1(t) = 2a1 − a2 + (2− a3 − La4)η(t).

Пусть 2− a3 −La4 � 0, тогда приходим к неравенству m1(t) � 2a1 − a2, т.е. можно принять,
что m0 = 2a1 − a2. Таким образом, оценка (22) имеет место, если 2a1 − a2 > 1.

Соотношения (29) и (30) принимают соответственно вид

lim
t→∞

m1(t) = 2a1 − a2 + (2− a3 − La4)η0 = m0
1 � m0 > 0,

lim
t→∞

m2(t) = 2γ̄(a2 + a3η0)− La4η0 = m0
2 > 0,

а равенство (26) запишется в виде

g(t, τ) = (1 + a3 + a4)(t− τ)η′(t),
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W (t) = a4η(t)

(
2M − ᾱL

m0
(γ0ψ

0[η(t)(2m0 + 3αa3) + 2m0a1 + 3αa2 + 3m0] + 3)

)
.

Условие (32) в рассматриваемом случае будет следующим:

0 �= D0 =

∣∣∣∣(ϕ
0
1)

2

4
−m0

2

∣∣∣∣ = 1

4
|η20 + (2a1 − 8γ̄a3 + 4La4)η0 + a21 − 8γ̄a2|.

Значит, D0 �= 0, если действительное число η0 не является корнем квадратного уравнения

z2 + (2a1 − 8γ̄a3 + 4La4)z + a21 − 8γ̄a2 = 0.

Предложенная методика применима и для исследования асимптотической устойчивости
стационарного решения дифференциального уравнения второго порядка. Для установления
же достаточных условий асимптотической устойчивости стационарного решения дифферен-
циального уравнения, линейного относительно производных, порядка выше третьего, необхо-
димо получить утверждения, аналогичные леммам 1 и 2, для скалярных дифференциальных
неравенств соответствующих порядков.
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Исследуются ТЕ-поляризованные электромагнитные волны, распространяющиеся в неод-
нородном диэлектрическом волноводе кругового сечения, заполненном нелинейной средой,
в которой нелинейность описывается законом Керра. Доказано существование бесконечно-
го множества нелинейных как поверхностных, так и вытекающих волн. Найдены достаточ-
ные условия, при выполнении которых может распространяться несколько волн, и опреде-
лены области локализации соответствующих постоянных распространения.

DOI: 10.31857/S0374064121100083

Введение. Распространение светового луча в однородной нелинейной среде или волновод-
ной структуре, заполненной нелинейной средой, описывается законом Керра (см. [1]). Впервые
уравнения, описывающие распространение волн в нелинейной среде с нелинейностью, выра-
женной законом Керра, получены в начале 70-х годов прошлого века в пионерских работах
П.Н. Елеонского и В.П. Силина (см., например, [2]). Метод дисперсионных уравнений приме-
няется для исследования распространения волн в нелинейном слое [3, 4]. Однако при изучении
других структур, например, круглого диэлектрического волновода, применять этот метод уже
невозможно.

Аналитические и численные результаты, связанные с распространением ТЕ-поляризован-
ных волн в круглом нелинейном диэлектрическом волноводе, полученные с использованием
метода возмущений, представлены в работах [5–8].

В данной работе исследуются электромагнитные волны, распространяющиеся в неоднород-
ном диэлектрическом волноводе кругового сечения, заполненном средой, нелинейность кото-
рой описывается законом Керра. В ней получен важный результат, составляющий сущность
теории распространения нелинейных волн в открытых металлодиэлектрических волноводах:
существует бесконечный спектр нелинейных поверхностных или вытекающих волн.

1. Постановка задачи. Рассмотрим трёхмерное пространство R
3 с цилиндрической сис-

темой координат Oρϕz, заполненное изотропной средой без источников, имеющей диэлектри-
ческую проницаемость εcε0 = const и магнитную проницаемость μ0, где ε0 и μ0 – диэлек-
трическая проницаемость и проницаемость вакуума. Рассмотрим электромагнитные волны,
распространяющиеся вдоль линии передачи Σ := {(ρ, ϕ) : r0 � ρ � r, 0 � ϕ < 2π}, располо-
женной в R

3, с образующей, параллельной оси Oz. Поперечное сечение волновода состоит из
двух концентрических окружностей радиусов r0 и r, где r0 – радиус внутреннего идеально
проводящего цилиндра, а r − r0 – толщина диэлектрической цилиндрической оболочки.

Предполагаем, что поля зависят гармонически от времени как exp(−iωt), где ω > 0 –
круговая частота.

Нахождение поверхностных ТЕ-поляризованных волн сводится [9] к определению нетри-
виальных решений однородной системы уравнений Максвелла с зависимостью от координаты
z (вдоль которой структура регулярна) в виде eiγz,

∇×H = −iωε̃E, ∇×E = iωH,

E = (0, Eϕ(ρ)e
iγz , 0), H = (Hρ(ρ)e

iγz , 0,Hz(ρ)e
iγz),

удовлетворяющих условиям сопряжения для тангенциальных составляющих электрического и
магнитного полей на поверхности разрыва диэлектрической проницаемости (ρ = r0 и ρ = r)

[Eϕ]|ρ=r0 = 0, [Hz]|ρ=r0 = 0, [Eϕ]|ρ=r = 0, [Hz]|ρ=r = 0, (1)
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где [f ]|ρ=ρ0 = lim
ρ→ρ0−0

f(ρ)− lim
ρ→ρ0+0

f(ρ). Решение также должно быть ограниченным и удовле-

творять условиям на бесконечности. Для поверхностных волн электромагнитное поле должно
убывать как O(1/ρ) при ρ → ∞, а для вытекающих волн оно должно возрастать при ρ → ∞.
Ниже будут рассмотрены оба случая.

Предполагаем, что относительная диэлектрическая проницаемость во всём пространстве
имеет вид ε̃ = ε(ρ)+α(ρ)|E|2 при r0 � ρ � r, и ε̃ = εc при ρ > r и ρ < r0, где α(ρ) и ε(ρ) –
непрерывные функции при ρ ∈ [r0, r] и

|E|2 = |(Ee−iωt, eρ)|2 + |(Ee−iωt, eϕ)|2 + |(Ee−iωt, ez)|2.

Задача о распространении волн является задачей на собственные значения для уравнений
Максвелла со спектральным параметром γ, который является постоянной распространения
волновода. Пусть λ = γ2 – новый спектральный параметр. Задача нахождения ТЕ-поляризо-
ванных волн в круговом волноводе может быть сведена к следующей краевой задаче. Требу-
ется найти λ > ω2εc такие, что для заданной константы A �= 0 существует нетривиальная
функция u(ρ;λ) := Eϕ, удовлетворяющая уравнению

(ρu′)′ +

(
ω2ρ(ε(ρ) + α(ρ)u2)− 1

ρ

)
u− λρu = 0 (2)

и граничным условиям
u(r0) = 0, (3)

u′(r0) = A > 0, (4)

u′(r) = βu(r), (5)

в которых

β := κ
K ′

1(κr)

K1(κr)
, β < 0,

для поверхностных волн, κ =
√
λ− ω2εc (> 0), и

β := κ
I ′1(κr)

I1(κr)
, β > 0,

для вытекающих волн. Здесь K1(x) и I1(x) – соответственно функции Макдональда и Ин-
фельда, т.е. модифицированные функции Бесселя (см. [10, гл. 9.6]). Так как K1(x) > 0 и
I1(x) > 0 для x > 0, то β = β(λ) непрерывно дифференцируемая функция на (ω2εc,∞)
и β(ω2εc) = −1/r для поверхностных волн, β(ω2εc) = 1/r для вытекающих волн (см. [10,
гл. 9.6]).

Замечание 1. Постоянная β определяется из решения уравнения (2) в области ρ � r при
α = 0:

u(ρ) = C̃K1(κρ), ρ � r,

с учётом условий на бесконечности и условий сопряжения (1) для поверхностных волн [11].
Постоянная β также определяется из решения уравнения (2) в области ρ � r при α = 0:

u(ρ) = C̃I1(κρ), ρ � r,

с учётом условия возрастания решения на бесконечности и условий сопряжения (1) для выте-
кающих волн.

2. Интегральное дисперсионное уравнение для нелинейной задачи на собствен-
ные значения. Введём новую неизвестную функцию v =

√
ρu и выберем функции ε и α

такими, чтобы выполнялись равенства

ε(ρ, ω) = ε+
3

4ρ2ω2
и α(ρ, ω) =

α0ρ

ω2
,
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где ε и α0 – вещественные положительные постоянные. Тогда задача (2)–(5) переходит в
следующую задачу: найти решение уравнения

v′′ + ω2εv + α0v
3 = λv (6)

с краевыми условиями
v(r0) = 0, (7)

v′(r0) = A
√
r0, (8)

v′(r) = β0v(r),

где β0 = 1/(2r) + β. Так как 1/2x+K ′
1(x)/K1(x) = −1/2x−K0(x)/K1(x) < 0 при x > 0 (см.

[10, гл. 9.6]), то β0 < 0 для поверхностных волн. Очевидно, что β0 > 0 для вытекающих волн.
Умножая уравнение (6) на v′, получаем

v′v′′ + ω2εv′v + α0v
′v3 − λv′v = 0,

или, равносильно,
((v′)2)′ + ω2ε(v2)′ +

α0

2
(v4)′ − λ(v2)′ = 0,

что приводит к равенству
(v′)2 + ω2εv2 +

α0

2
v4 − λv2 = C0, (9)

где C0 – константа. Это первый интеграл уравнения (6).
Принимая во внимание непрерывную дифференцируемость функции u(ρ), в силу условий

(7) и (8) находим
C0 = A2r0 > 0.

Отсюда и из равенства (9) следует, что

v′ = ±
√
A2r0 − (ω2ε− λ)v2 − α0

2
v4. (10)

Замечание 2. Так как функция v(ρ) может изменять знак на отрезке [r0, r], то выбор
знака в уравнении (10) пока не определён. Имеем

A2r0 − (ω2ε− λ)v2 − α0

2
v4 = −α0

2
(v2 − z1)(v

2 − z2), (11)

где

z1 =
λ− ω2ε+

√
D

α0
> 0, z2 =

λ− ω2ε−
√
D

α0
< 0,

и D := (ω2ε−λ)2+2α0A
2r0. Из (9) вытекает, что левая часть равенства (11) неотрицательна.

Поэтому, принимая во внимание неравенство z2 < 0, имеем v2 − z1 � 0. Следовательно,
|v| � z1.

Пусть ri ∈ (r0, r), i = 1, N, – точки экстремума функции v. В силу дифференцируемости
этой функции необходимо, чтобы v′(ri) = 0. Из (10) и (11) следует, что в точках ri экстремума
функции v выполняется равенство |v(ri)| =

√
z1. Более того, с учётом условия v′(r0) > 0 за-

ключаем, что r2j−1 и r2j являются соответственно точками максимума и минимума функции
v(ρ), т.е. v(r2j−1) =

√
z1, v(r2j) = −√

z1.
Таким образом, интервалами возрастания функции v(ρ) являются (r0, r1), (r2, r3) и т.д.,

а интервалами убывания – (r1, r2), (r3, r4) и т.д. Общее число интервалов возрастания и убы-
вания функции v(ρ) равно N + 1. Знание поведения функции на этих интервалах позволяет
определить знак на них в уравнении (10).

Теперь рассмотрим биквадратное уравнение

β2
0v

2(r) + (ω2ε− λ)v2(r) +
α0

2
v4(r)−A2r0 = 0.
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Обозначая в нём v2(r) = t � 0, получаем квадратное уравнение

α0

2
t2 + (β2

0 + ω2ε− λ)t−A2r0 = 0

с дискриминантом d = (β2
0 + ω2ε− λ)2 + 2α0A

2r0. Корни этого квадратного уравнения имеют
вид

t1 =
λ− β2

0 − ω2ε+
√
d

α0
> 0, t2 =

λ− β2
0 − ω2ε−

√
d

α0
< 0.

Положим v± := ±
√
t1. Тогда получаем следующие краевые условия:

v(r0) = 0, v′(r0) = A
√
r0, v(r) = v±.

Обозначим

w =

(
A2r0 + (λ− ω2ε)v2 − α0

2
v4
)−1/2

(> 0).

Интегрируем уравнение (10) на интервале (r0, r1) с учётом выбора знака “+” перед квадрат-
ным корнем в (10) в силу условия v′(r0) > 0. Имеем

v(ρ)∫
0

w dv = C1 + ρ− r0, ρ ∈ (r0, r1),

где C1 – константа. Подставляя в это тождество вместо ρ значение r0 (и вычисляя предел),
находим, что C1 = 0. Следовательно,

v(ρ)∫
0

w dv = ρ− r0, ρ ∈ (r0, r1). (12)

Затем, заменяя в тождестве (12) ρ на r1, приходим к равенству

√
z1∫

0

w dv = r1 − r0. (13)

Далее повторяем те же действия на всех интервалах (ri, ri+1), выбирая знак “ + ” или
“− ” производной функции v(ρ) перед радикалом в (10) в зависимости от того, возрастает
или убывает функция на этом интервале. Повторяя процедуру для интервалов (r2j−1, r2j)
(j � 1), получаем

−
v(ρ)∫

√
z1

w dv = ρ+ C2j , ρ ∈ (r2j−1, r2j),

с некоторыми константами C2j . Подставляя в это тождество вместо ρ значение r2j−1 (и вы-
числяя предел), находим, что C2j = −r2j−1. Следовательно,

−
v(ρ)∫

√
z1

w dv = ρ− r2j−1, ρ ∈ (r2j−1, r2j). (14)
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Затем, заменяя в тождестве (14) ρ на r2j , приходим к равенству

√
z1∫

−√
z1

w dv = r2j − r2j−1. (15)

Повторяя эту процедуру для интервалов (r2j , r2j+1) (j � 1), получаем

v(ρ)∫
−√

z1

w dv = ρ+ C2j+1, ρ ∈ (r2j , r2j+1),

с некоторой константой C2j+1. Подставляя в это тождество вместо ρ значение r2j (и вычис-
ляя предел), находим, что C2j+1 = −r2j , и поэтому

v(ρ)∫
−√

z1

w dv = ρ− r2j , ρ ∈ (r2j , r2j+1). (16)

Далее, заменяя в тождестве (16) ρ на r , получаем равенство
√
z1∫

−√
z1

w dv = r2j+1 − r2j. (17)

На последнем интервале (rN , r) в случае чётного N будем иметь

v(ρ)∫
−√

z1

w dv = ρ+ CN+1, ρ ∈ (rN , r),

с некоторой константой CN+1. Подставляя в это тождество вместо ρ значение rN (и вычис-
ляя предел), находим, что CN+1 = −rN и, значит,

v(ρ)∫
−√

z1

w dv = ρ− rN , ρ ∈ (rN , r). (18)

Затем, заменяя в тождестве (18) ρ на r , получаем равенство

v(r)∫
−√

z1

w dv = r − rN . (19)

В случае нечётного N на последнем интервале (rN , r) будем иметь

−
v(ρ)∫

√
z1

w dv = ρ+ CN+1, ρ ∈ (rN , r),
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с некоторой константой CN+1. Подставляя в это тождество вместо ρ значение rN (и вычис-
ляя предел), находим, что CN+1 = −rN . Следовательно,

−
v(ρ)∫

√
z1

w dv = ρ− rN , ρ ∈ (rN , r). (20)

Затем, заменяя в тождестве (20) ρ на r , приходим к равенству
√
z1∫

v(r)

w dv = r − rN . (21)

Теперь, суммируя равенства (13), (15), (17) и (19) (или (21)), получаем интегральное дис-
персионное уравнение

∓
v+∫
0

w dv +NT = r − r0 (N � 1), (22)

в котором

T =

√
z1∫

−√
z1

w dv;

в формуле (22) знак “− ” соответствует поверхностным волнам, а знак “ + ” – вытекающим
волнам. В (22) учтено, что v(r) и v′(r) имеют разные знаки для поверхностных волн, потому
что β0 < 0, и одинаковые знаки для вытекающих волн, потому что в этом случае β0 > 0.

Замечание 3. Все встречающиеся выше интегралы являются либо собственными, либо
абсолютно сходящимися несобственными, в силу равенства (11).

3. Теоремы о существовании бесконечного множества собственных значений.
Учитывая, что z1z2 = −2A2r0/α0, и изменяя переменную в интеграле (22), получаем

T =

√
z1∫

−√
z1

w dv = 2
√
2

π/2∫
0

dt√
α0z1 sin

2 t+ 2A2r0/z1
.

Последний интеграл можно оценить сверху следующим образом:

π/2∫
0

dt√
α0z1 sin

2 t+ 2A2r0/z1
�

π/2∫
0

dt√
2Ar0

√
2α0 sin t

= M,

где M – константа, не зависящая от z1. Отсюда следует, что существуют пределы

lim
z1→0

T (z1) = 0, lim
z1→+∞

T (z1) = 0.

Так как

z1 = z1(λ) =
λ− ω2ε+

√
(λ− ω2ε)2 + 2α0A2r0

α0
=

2A2r0

−λ+ ω2ε+
√

(λ− ω2ε)2 + 2α0A2r0
,

то z1(λ) → +∞ при λ → +∞ и z1(λ) → 0 при λ → −∞. Значит, существуют пределы

lim
λ→−∞

T (λ) = 0, lim
λ→+∞

T (λ) = 0. (23)
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Очевидно, что функция T (λ) положительна и непрерывна для λ ∈ (−∞,+∞). В силу соот-
ношений (23) существует H = max

λ∈(−∞,+∞)
T (λ).

Рассмотрим функцию v+ = v+(λ) на [ω2εc,∞). Так как v+ � √
z1, то

v+∫
0

w dv � T/2.

Для поверхностных волн получаем

(
N − 1

2

)
T � −

v+∫
0

w dv +NT � NT (N � 1). (24)

Зафиксируем N � 1. Из двойного неравенства (24) следует, что если r− r0 < (N − 1/2)×
×T (ω2εc), то существует по крайней мере одно решение уравнения (22). Следовательно, верна

Теорема 1. Существует число N∗ � 1 такое, что для любого N � N∗ уравнение
(22) имеет по крайней мере одно решение, и решения различны для разных N. Существует
бесконечно много решений λ+

N уравнения (22), соответствующих поверхностным волнам и
таких, что λ+

N > ω2εc и λ+
N → ∞ для N → ∞.

Доказательство. Для достаточно большого N справедливо неравенство r − r0 < (N −
− 1/2)T (ω2εc). Поэтому достаточно выбрать N∗ > 1/2 + (r − r0)/T (ω

2εc). Предположение о
совпадении решений для различных N1 и N2 сразу же приводит к противоречию с неравен-
ствами (24).

Далее, в силу соотношений (23) собственное значение λ+
N больше ω2εc и стремится к +∞

при N → +∞. Теорема доказана.
Для вытекающих волн получаем

NT �
v+∫
0

w dv +NT �
(
N +

1

2

)
T (N � 1). (25)

Зафиксируем N � 1. Из двойного неравенства (25) следует, что если r − r0 < NT (ω2εc),
то существует по крайней мере одно решение уравнения (22). Следовательно, верна

Теорема 2. Существует число N∗∗ � 1 такое, что для любого N � N∗∗ уравнение
(22) имеет по крайней мере одно решение, и решения различны для разных N. Существует
бесконечно много решений λ++

N уравнения (22), соответствующих вытекающим волнам и
таких, что λ++

N > ω2εc и λ++
N → ∞ для N → ∞.

Доказательство. Для достаточно большого N справедливо неравенство r−r0<NT (ω2εc).
Поэтому достаточно выбрать N∗∗ > (r − r0)/T (ω

2εc). Предположение о совпадении решений
для различных N1 и N2 сразу же приводит к противоречию с неравенствами (25).

Далее, в силу соотношений (23) собственное значение λ++
N больше ω2εc и стремится к

+∞ при N → +∞. Теорема доказана.
Легко проверить, что v+ =

√
t1 <

√
z1, поэтому

0 <

v+∫
0

w dv < T/2.

Тогда в неравенствах (24) и (25) все нестрогие знаки можно заменить на строгие. Отсюда
следует, что собственные значения λ+

N1
и λ++

N2
для поверхностных и вытекающих волн не

совпадают ни при каких N1 и N2.
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С помощью более детального анализа функции T (λ) можно установить более точное
асимптотическое поведение собственных значений, но в данной статье результаты по асимп-
тотическому поведению не представлены.

Аналогичные результаты для нелинейных задач на собственные значения для плоских
структур получены в работе [12].

Заключение. В статье доказано существование бесконечного множества нелинейных как
поверхностных, так и вытекающих ТЕ-поляризованных электромагнитных волн в цилиндри-
ческом волноводе, заполненном керр-нелинейной средой. Найдены достаточные условия, при
выполнении которых могут распространяться несколько волн, определены области локализа-
ции соответствующих постоянных распространения.

Разработанный метод может быть эффективно применён и для расчёта ТЕ-волн в цилин-
дрическом нелинейном волноводе, а также для численного определения постоянных распро-
странения поляризованных волн в многослойных открытых металлодиэлектрических цилин-
дрических круглых волноводах с более сложными нелинейностями.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 20-11-
20087).
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Рассматривается нелинейная автономная система ОДУ третьего порядка, зависящая от
числовых параметров, которая описывает движения энергетического комбайна, преобра-
зующего остаточную тепловую энергию в электрическую. Для правильной работы комбай-
на необходимо, чтобы указанная система имела периодическое решение, поэтому ставится
задача отыскания параметров системы, при которых оно существует. Сформулированная
задача решается с использованием метода малого параметра.

DOI: 10.31857/S0374064121100095

Введение. Рассматривается нелинейная система ОДУ 3-го порядка

ż1 = z2, ż2 = −γ1z1 − γ2z2 + E(Δ − z1) th(z3 − T ), ż3 = −βz3 + α(cos(ζ arctg z1) + 1). (1)

Здесь положительные постоянные α, β, γ1, γ2, E, Δ, ζ и действительная постоянная T –
параметры системы. Система уравнений (1) (упрощённая для уменьшения числа её парамет-
ров) предложена в работе [1] и описывает движения энергетического комбайна, перерабатыва-
ющего остаточную тепловую энергию в электрическую. Ключевым фактором для правильной
работы комбайна является периодическое движение пьезоэлектрической консоли [1]. Таким
движениям соответствуют периодические решения системы (1).

В статье [2] указаны некоторые значения параметров системы (1), при которых у неё су-
ществуют периодические решения. Однако этот результат подтверждается лишь численным
интегрированием уравнений системы, без строгого доказательства периодичности решений.
В данной работе даётся строгое доказательство того, что у системы (1) существуют такие
значения её параметров, при которых она имеет периодические решения.

Исследование системы ОДУ на наличие периодических решений является классической
задачей теории дифференциальных уравнений, которая рассматривалась многими исследова-
телями. Для некоторых классов систем эта задача хорошо изучена (например, доказано су-
ществование периодических решений у консервативных систем [3, с. 41], систем Ляпунова [4,
с. 148]; в некоторых случаях исследование на наличие периодических решений у двумерных ав-
тономных систем может быть проведено с использованием теоремы Пуанкаре–Бендиксона [5,
с. 426] и её обобщений [6]; исследовано большое число частных систем ОДУ [7–9]; разрабаты-
ваются численные методы нахождения периодических решений [10] и т.п.). Важным частным
случаем этой задачи является рассмотрение её для систем ОДУ с малым параметром [11,
с. 75]. В этом случае при условии наличия у невозмущённой системы периодического решения
ставится вопрос о существовании таких решений при достаточно малых возмущениях правой
части. Метод малого параметра успешно применяется как для неавтономных систем ОДУ, у
которых правая часть является периодической функцией времени (см., например, [12, с. 478]),
так и для автономных систем (см., например, [5, с. 396; 4, с. 25]).

В данной работе доказывается, что значения параметров, при которых у системы (1) име-
ются периодические решения, существуют. Для доказательства мы используем незначитель-
ную модификацию метода малого параметра, изложенного в монографии [5, с. 396].

1. Достаточные условия существования периодических решений. Введём малый
параметр μ, положив E = μ, γ2 = γμ, γ ∈ R. Для удобства дальнейших выкладок положим
также γ1 = 1, T = 0. Тогда уравнения системы (1) примут вид

ż1 = z2, ż2 = −z1 + μ(−γz2 + (Δ − z1) th z3), ż3 = −βz3 + α(cos(ζ arctg z1) + 1). (2)
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Так как решение z(t) = (z1(t), z2(t), z3(t))
т этой системы зависит от начальных условий z(0) =

= z0 ∈ R
3 и от параметра μ, далее обозначаем его как z(t, z0, μ) (остальные параметры сис-

темы – α, β, γ, Δ, ζ – считаем фиксированными, поэтому зависимость от них не отмечаем).
В силу автономности системы (2) её решение z(t, z0, μ) будет периодическим, если и только

если z(ξ, z0, μ) − z0 = 0 для некоторого ξ > 0. Согласно формуле Коши решение z(t, z0, μ)
удовлетворяет интегральному уравнению

z(t) = eAtz0 +

t∫
0

eA(t−s)f(z(s)) ds.

Здесь eAt – матрица Коши линейной части невозмущённой системы, f(z(s)) – нелинейная
вектор-функция в правой части системы (2) (мы также относим к ней линейное слагаемое
−μγz2 из второго уравнения, чтобы при μ = 0 решение было периодическим), т.е.

A =

⎛
⎝ 0 1 0
−1 0 0
0 0 −β

⎞
⎠ , eAt =

⎛
⎝ cos t sin t 0
− sin t cos t 0

0 0 e−βt

⎞
⎠ , f(z) =

⎛
⎝ 0
μ(−γz2 + (Δ− z1) th z3)
α(cos(ζ arctg z1) + 1)

⎞
⎠ ,

eA(t−s)f(z) =

⎛
⎝μ sin (t− s)(−γz2 + (Δ− z1) th z3)
μ cos (t− s)(−γz2 + (Δ − z1) th z3)

e−β(t−s)α(cos(ζ arctg z1) + 1)

⎞
⎠ .

Решение z(t) будет периодическим с периодом 2π + τ, если и только если z(2π + τ) −
− z(0) = 0 при некотором τ > −2π, т.е.

⎛
⎝cos τ − 1 sin τ 0

− sin τ cos τ − 1 0

0 0 e−β(2π+τ) − 1

⎞
⎠ z0 +

2π+τ∫
0

eA(2π+τ−s)f(z(s)) ds = 0. (3)

Мы приходим к следующему утверждению:
Утверждение 1. Пусть на некотором отрезке [0, μ̂] определены такие непрерывные

функции z01(μ), z02(μ), z03(μ) и τ(μ), что решение z(t, (z01(μ), z02(μ), z03(μ))
т, μ) систе-

мы (2) удовлетворяет уравнению (3) при τ = τ(μ) для каждого фиксированного μ из отрез-
ка [0, μ̂], причём решение z(t, (z01(0), z02(0), z03(0))

т, 0) отлично от константы и τ(μ) > −2π
при μ ∈ [0, μ̂]. Тогда найдётся такое число μ̄ � μ̂, что при всех μ ∈ [0, μ̄] система (3) име-
ет периодическое решение с периодом (не обязательно наименьшим) 2π+τ(μ), отличное от
константы.

Доказательство. Так как по условию решение z(t, (z01(μ), z02(μ), z03(μ))
т, μ) удовлетво-

ряет уравнению (3) при всех μ ∈ [0, μ̂], то в силу автономности системы (2) это решение
периодично. Покажем, что при достаточно малых μ оно не является положением равновесия.

Все положения равновесия системы (2) (и только они) удовлетворяют системе уравнений

z2 = 0, −z1 + μ(Δ − z1) th z3 = 0, −βz3 + α(cos(ζ arctg z1)) + α = 0.

Из второго уравнения выразим z1 = μΔth z3/(1+μ th z3). Правая часть этого выражения при
μ < 1 очевидно непрерывна. Подставляя её вместо z1 в третье уравнение, получаем

Φ(z3, μ) ≡ −βz3 + α cos

(
ζ arctg

μΔth z3
1 + μ th z3

)
+ α = 0. (4)

При μ = 0 из этого уравнения найдём z3=2α/β. Несложно проверить, что ∂Φ(z3, 0)/∂z3 =
= −β �= 0. Тогда, согласно теореме о неявной функции, на некотором отрезке [0, μ̌], μ̌ < 1,
существует функция z3 = z3(μ), удовлетворяющая уравнению (4), причём эта функция непре-
рывна и единственна (так как функция в левой части (4) монотонна по переменной z3 при
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малых μ). Таким образом, положение равновесия zc(μ) системы (2) при μ ∈ [0, μ̌] единствен-
но и непрерывно зависит от μ. Рассмотрим функцию

ϕ(μ) = ‖zc(μ)− (z01(μ), z02(μ), z03(μ))
т‖22

на отрезке [0,min(μ̌, μ̂)]. Эта функция непрерывна: непрерывность первого под знаком нормы
слагаемого установлена выше, а непрерывность второго – одно из предположений утвержде-
ния 1. Согласно условию решение z(t, (z01(0), z02(0), z03(0))

т, 0) не является положением рав-
новесия системы (2), поэтому ϕ(0) > 0. Тогда, поскольку функция ϕ(μ) непрерывна, найдётся
такое число μ̄ > 0, что на отрезке [0, μ̄] справедливо неравенство ϕ(μ) > 0. При таких μ в
силу единственности положения равновесия решение z(t, (z01(μ), z02(μ), z03(μ))

т, μ) является
периодическим (см. выше) и отличным от константы. Утверждение доказано.

Утверждение 2. Пусть на некотором отрезке [0, μ̂] определены такие непрерывные
функции z01(μ), z03(μ) и ν(μ), что решение z(t, (z01(μ), 0, z03(μ))

т, μ) системы (2) удовле-
творяет уравнению
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos(μν(μ))− 1

μ
z01(μ)

− sin(μν(μ))

μ
z01(μ)

(e−β(2π+μν(μ)) − 1)z03(μ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

2π+μν(μ)∫
0

⎛
⎝sin (μν(μ)− s)(−γz2 + (Δ− z1) th z3)
cos (μν(μ)− s)(−γz2 + (Δ− z1) th z3)
αe−β(2π+μν(μ)−s)(cos(ζ arctg z1) + 1)

⎞
⎠ ds = 0, (5)

причём (z01(0), 0, z03(0))
т не является положением равновесия системы (2). Тогда найдётся

такое число μ̄ � μ̂, что при всех μ ∈ [0, μ̄] система (3) имеет отличное от константы
периодическое решение с периодом 2π + μν(μ) (не обязательно наименьшим).

Доказательство. Покажем, что решение z(t, (z01(μ), 0, z03(μ))
т, μ) удовлетворяет систе-

ме (3) при τ = μν(μ). В самом деле, домножив уравнение (5) на матрицу diag(μ, μ, 1), будем
иметь ⎛

⎝cos(μν(μ))− 1 sin(μν(μ)) 0
− sin(μν(μ)) cos(μν(μ))− 1 0

0 0 e−β(2π+μν(μ)) − 1

⎞
⎠
⎛
⎝z01(μ)0
z03(μ)

⎞
⎠+

+

2π+μν(μ)∫
0

⎛
⎝μ sin (μν(μ)− s)(−γz2 + (Δ− z1) th z3)
μ cos (μν(μ)− s)(−γz2 + (Δ− z1) th z3)
αe−β(2π+μν(μ)−s)(cos(ζ arctg z1) + 1)

⎞
⎠ ds = 0.

Полученная система совпадает с системой (3) при τ(μ) = μν(μ). При этом τ(0) = 0, поэто-
му при достаточно малых μ верно неравенство τ(μ) > −2π. Таким образом, выполняются
все условия утверждения 1, следовательно, система (2) имеет нетривиальное периодическое
решение при малых μ. Утверждение доказано.

Итак, достаточно показать, что выполняются условия утверждения 2. Для этого восполь-
зуемся теоремой о неявной функции.

Теорема 1. Пусть функция H(p), p ∈ R, задана равенством

H(p) = γπp+

2π∫
0

(Δ− p cos s) th(ω(s, p)) sin s ds,

где

ω(s, p) = e−βs

(
α

e2πβ − 1

2π∫
0

eβq cos(ζ arctg(p cos q)) dq + α

s∫
0

eβq cos(ζ arctg(p cos q)) dq

)
+

α

β
. (6)
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Пусть также параметры α, β, γ, Δ, ζ таковы, что существует число p̂ > 0, при
котором H(p̂) = 0, dH(p̂)/dp �= 0. Тогда найдётся такое число μ̄ > 0, что система (2)
имеет отличное от константы периодическое решение при всех μ ∈ [0, μ̄].

Доказательство. Рассмотрим вектор-функцию

F (p1, p2, ν, μ)=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

cos(μν)−1

μ
p1

−sin(μν)

μ
p1

−p2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2π+μν∫
0

sin (μν − s)(−γz2 + (Δ− z1) th ω̄(s, p1, p2, ν, μ)) ds

2π+μν∫
0

cos (μν − s)(−γz2 + (Δ− z1) th ω̄(s, p1, p2, ν, μ)) ds

α

e2πβ+βμν − 1

2π+μν∫
0

eβs cos(ζ arctg z1) ds +
α

β

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

где
z = z(s, (p1, 0, p2)

т, μ), ω̄(s, p1, p2, ν, μ) = e−βs ×

×
(

α

e2πβ+βμν − 1

2π+μν∫
0

eβq cos(ζ arctg z1) dq + α

s∫
0

eβq cos(ζ arctg z1) dq

)
+

α

β
.

Заметим, что для функции ω̄(s, p1, p2, ν, μ) справедливо равенство

ω̄(2π + μν, p1, p2, ν, μ)− ω̄(0, p1, p2, ν, μ) = 0.

Действительно,
ω̄(2π + μν, p1, p2, ν, μ) =

= e−2πβ−βμν

(
α

e2πβ+βμν − 1

2π+μν∫
0

eβq cos(ζ arctg z1) dq + α

2π+μν∫
0

eβq cos(ζ arctg z1) dq

)
+

α

β
=

=
α

e2πβ+βμν − 1

2π+μν∫
0

eβq cos(ζ arctg z1) dq +
α

β
= ω̄(0, p1, p2, ν, μ). (7)

Несложно проверить, что функция F (p1, p2, ν, μ) является непрерывно дифференцируемой
в R

4 (если функции (cos(μν)− 1)/μ, sin(μν)/μ доопределить при μ = 0 по непрерывности).
Покажем, что найдутся такие числа p∗1, p∗2, ν∗, при которых F (p∗1, p

∗
2, ν

∗, 0) = 0. Найдём
решение z(s, (p1, 0, p2)

т, 0). При μ = 0 система (2) принимает вид

ż1 = z2, ż2 = −z1, ż3 = −βz3 + α(cos(ζ arctg z1) + 1).

Решение этой системы, соответствующее начальным условиям (p1, 0, p2)
т, таково:

z1(t) = p1 cos t, z2(t) = −p1 sin t,

z3(t) = e−βtp2 + αe−βt

t∫
0

eβs(cos(ζ arctg(p1 cos s)) + 1) ds. (8)

Заметим, что при p1 �= 0 первые две компоненты решения являются 2π-периодическими,
отличными от константы.

Учитывая вид решения (8), нетрудно заметить, что при μ = 0 справедливо равенство

ω̄(s, p1, p2, ν, 0) = ω(s, p1),
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поэтому вектор-функция F (p1, p2, ν, 0) имеет следующий вид:

F (p1, p2, ν, 0) =

⎛
⎝F1(p1, p2, ν, 0)
F2(p1, p2, ν, 0)
F3(p1, p2, ν, 0)

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0
−νp1
−p2

⎞
⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2π∫
0

sin (−s)(−γz2 + (Δ− z1) thω(s, p1)) ds

2π∫
0

cos (−s)(−γz2 + (Δ− z1) thω(s, p1)) ds

α

e2πβ − 1

2π∫
0

eβs cos(ζ arctg z1) ds +
α

β

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

где, как и выше, z(s) = z(s, (p1, 0, p2)
т, 0). При этом

F1(p1, p2, ν, 0) =

2π∫
0

sin (−s)(−γz2 + (Δ− z1) thω(s, p1)) ds =

=

2π∫
0

sin (−s)(−γ(−p1 sin s)) ds +

2π∫
0

(Δ − p1 cos s) thω(s, p1) sin(−s) ds =

= −πγp1 −
2π∫
0

(Δ− p1 cos s) thω(s, p1) sin s ds = −H(p1).

Таким образом, если p∗1 = p̂ > 0, то, согласно условию, F1(p
∗
1, p2, ν, 0) = 0 для всех p2, ν ∈ R.

Далее найдём такое ν∗, при котором F2(p
∗
1, p2, ν

∗, 0) = 0. Имеем

F2(p
∗
1, p2, ν) = −νp∗1 +

2π∫
0

cos s(−γz2 + (Δ − z1) thω(s, p
∗
1)) ds.

Тогда, если

ν∗ =
1

p∗1

2π∫
0

cos s(γp∗1 sin s+ (Δ− p∗1 cos s) thω(s, p
∗
1)) ds,

то F2(p
∗
1, p2, ν

∗, 0) = 0 для любого p2 ∈ R. Наконец, найдём p∗2 такое, что F3(p
∗
1, p

∗
2, ν

∗, 0) = 0.
Справедливо равенство

F3(p
∗
1, p2, ν

∗, 0) = −p2 +
α

e2πβ − 1

2π∫
0

eβs cos(ζ arctg(p∗1 cos s)) ds +
α

β
.

Отсюда следует, что если

p∗2 =
α

e2πβ − 1

2π∫
0

eβs cos(ζ arctg(p∗1 cos s)) ds+
α

β
,

то F3(p
∗
1, p

∗
2, ν

∗, 0) = 0.
Таким образом, найдены такие значения p∗1 = p̂, p∗2, ν∗, при которых F (p∗1, p

∗
2, ν

∗, 0) = 0.
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Найдём якобиан вектор-функции F по переменным p1, p2, ν в точке (p∗1, p
∗
2, ν

∗, 0). Учтём
при этом, что F1(p

∗
1, p

∗
2, ν

∗, 0) = H(p∗1) (см. выше) иF3(p1, p2, ν, 0) не зависит от ν. Тогда

D(F1, F2, F3)

D(p1, p2, ν)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂F1(p
∗
1, p

∗
2, ν

∗, 0)

∂p1
0 0

∗ ∗ −p∗1
∗ −1 0

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

dH(p∗1)

dp
0 0

∗ ∗ −p∗1
∗ −1 0

∣∣∣∣∣∣∣
= −dH(p∗1)

dp
p∗1.

По условию dH(p∗1)/dp �= 0, p∗1 �= 0, поэтому якобиан отличен от нуля. Тогда, согласно теореме
о неявной функции, на отрезке [0, μ̄] определены такие непрерывные функции p1(μ), p2(μ),
ν(μ), что F (p1(μ), p2(μ), ν(μ), μ) = 0 для всех μ ∈ [0, μ̄], причём p1(0) = p∗1, p2(0) = p∗2,
ν(0) = ν∗.

Так как F3(p1(μ), p2(μ), ν(μ), μ) = 0 для всех μ ∈ [0, μ̄], то третья компонента решения z(t)
системы (2), соответствующего начальным условиям (p1(μ), 0, p2(μ))

т, имеет следующий вид:

z3(t) = e−βtp2(μ) + αe−βt

t∫
0

eβs(cos(ζ arctg z1(s)) + 1) ds =

= e−βt

(
α

e2πβ+βμν(μ)−1

2π+μν(μ)∫
0

eβs cos(ζ arctg z1(s)) ds+
α

β

)
+αe−βt

t∫
0

eβs(cos(ζ arctg z1(s))+1) ds =

= e−βt

(
α

e2πβ+βμν(μ) − 1

2π+μν(μ)∫
0

eβs cos(ζ arctg z1(s)) ds+
α

β

)
+αe−βt

t∫
0

eβs cos(ζ arctg z1(s)) ds+

+
α

β
(1− e−βt) = ω̄(t, p1(μ), p2(μ), ν(μ), μ). (9)

Причём в силу (7) для функции z3(t) при всех μ из отрезка [0, μ̄] справедливо равенство

z3(2π + μν(μ))− z(0) =

= (e−β(2π+μν(μ)) − 1)p2(μ) + α

2π+μν∫
0

e−β(2π+μν(μ)−s)(cos(ζ arctg z1(s)) + 1) ds = 0. (10)

Учитывая равенство (9) и равенства Fi(p1(μ), p2(μ), ν(μ), μ) = 0, i = 1, 2, получаем

⎛
⎜⎜⎝
cosμν(μ)− 1

μ
p1(μ)

−sinμν(μ)

μ
p1(μ)

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2π+μν(μ)∫
0

sin (μν − s)(−γz2(s) + (Δ − z1(s)) th z3(s)) ds

2π+μν(μ)∫
0

cos (μν − s)(−γz2(s) + (Δ − z1(s)) th z3(s)) ds

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0. (11)

Таким образом, при всех μ ∈ [0, μ̄] справедливы равенства (10), (11). Это означает, что при
указанных μ и τ(μ) = μν(μ) решение z(t, (p1(μ), 0, p2(μ)), μ) удовлетворяет уравнению (5).
Тогда, согласно утверждению 2, система (2) имеет нетривиальное периодическое решение при
малых μ. Теорема доказана.

Замечание 1. Применённый при доказательстве теоремы 1 метод почти полностью по-
вторяет метод из [5, с. 396]. Отличие лишь в том, что в данном случае порождающая система
является нелинейной, хотя и легко интегрируемой (а в работе [5, с. 396] рассматривались воз-
мущённые линейные системы). Заметим, что применить для системы (2) указанный метод без
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изменений нельзя. В самом деле, если рассматривать возмущённую линейную систему (т.е. по-
ложить α = μ), то при μ = 0 для периодичности решения необходимо выполнение равенства
z3 ≡ 0, поэтому F1(p1, p2, ν, 0) = −γπp1, т.е. указанная функция обращается в нуль только
при p1 = 0.

Следствие 1. Пусть параметры α, β, Δ, ζ таковы, что существуют числа ¯̄p > p̄ > 0,
для которых справедливы неравенства

I(p̄) < 0, I(¯̄p) > 0.

Тогда найдётся такое число γ > 0, что система (2) имеет периодическое решение при
каждом μ ∈ [0, μ̄]. Здесь

I(p) =

2π∫
0

(Δ− p cos s) th(ω(s, p)) sin s ds, (12)

а функция ω(s, p) определяется равенством (6).
Доказательство. Заметим, что H(p) = πγp + I(p). Нетрудно видеть, что функция I(p)

непрерывно дифференцируема. Так как I(p̄) < 0 и I(¯̄p) > 0, то найдётся такая точка p∗ ∈
∈ (p̄, ¯̄p), в которой I(p∗) = 0. Заметим также, что I(0) = 0. В самом деле,

ω(s, 0) = e−βs

(
α

e2πβ − 1

2π∫
0

eβq dq + α

s∫
0

eβq dq

)
+

α

β
= e−βs

(
α

β
+

α

β
(eβs − 1)

)
+

α

β
= 2

α

β
.

Тогда

I(0) = th
2α

β

2π∫
0

(Δ − p cos s) sin s ds = 0.

Рассмотрим функцию I(p) на отрезке [0, p∗]. Так как функция непрерывна на этом отрез-
ке, она достигает на нём своего минимума mI . Поскольку p̄ ∈ [0, p∗], справедливо неравенство
mI < 0. Это означает, что найдётся число p∗∗ ∈ (0, p∗) такое, что I(p∗∗) < 0, I ′(p∗∗) = 0.
Положим γ = −I(p∗∗)/(πp∗∗) > 0, тогда H(p∗∗) = −I(p∗∗) + I(p∗∗) = 0. При этом

dH(p∗∗)

dp
= πγ + I ′(p∗∗) = πγ > 0.

Таким образом, при указанном γ > 0 выполняются все условия теоремы 1. Следствие до-
казано.

Итак, для доказательства существования периодических решений у системы (2) достаточ-
но найти такие значения 0 < p̄ < ¯̄p, что интеграл I(p) принимает при этих значениях p
отрицательное и положительное значения соответственно. Для вычисления I(p) можно непо-
средственно применять квадратурные формулы. Однако выражение под интегралом является
довольно громоздким (содержит интеграл с переменным верхним пределом), поэтому такой
подход затруднительно реализовать с вычислительной точки зрения. Покажем, как можно
преобразовать функцию I(p) и получить для неё более простые оценки. Для этого нам по-
требуются некоторые вспомогательные утверждения.

2. Вспомогательные утверждения. Для удобства дальнейшего изложения введём сле-
дующие обозначения:

C(s, p) =

s∫
0

eβq cos (ζ arctg(p cos q)) dq, S(s, p) =

s∫
0

eβq cos (ζ arctg(p sin q)) dq. (13)
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Утверждение 3. Имеют место равенства

C(s+ π, p) = C(π, p) + eβπC(s, p), C(s+ π/2, p) = C(π/2, p) + eβπ/2S(s, p),

S(s+ π, p) = S(π, p) + eβπS(s, p), S(s+ π/2, p) = S(π/2, p) + eβπ/2C(s, p).

Доказательство. Воспользовавшись определением (13) и очевидными преобразованиями,
получаем

C(s+ π, p) =

s+π∫
0

eβq cos (ζ arctg(p cos q)) dq =

=

π∫
0

eβq cos (ζ arctg(p cos q)) dq +

π+s∫
π

eβq cos (ζ arctg(p cos q)) dq =

=

π∫
0

eβq cos (ζ arctg(p cos q)) dq +

s∫
0

eβ(q+π) cos (ζ arctg(p cos (q + π))) dq = C(π, p) + eβπC(s, p);

C(s+ π/2, p) =

s+π/2∫
0

eβq cos (ζ arctg(p cos q)) dq =

=

π/2∫
0

eβq cos (ζ arctg(p cos q)) dq +

s+π/2∫
π/2

eβq cos (ζ arctg(p cos q)) dq =

=

π/2∫
0

eβq cos (ζ arctg(p cos q)) dq +

s∫
0

eβ(q+π/2) cos (ζ arctg(p cos (q + π/2))) dq =

= C(π/2, p) + eβπ/2S(s, p).

Для функции S(s, p) выкладки аналогичны. Утверждение доказано.
Следствие 2. Для функции ω(s, p), определяемой равенством (6), справедливо представ-

ление

ω(s, p) = e−βs

(
α

eβπ − 1
C(π, p) + αC(s, p)

)
+

α

β
.

Доказательство. С учётом утверждения 3 имеем

ω(s, p) = e−βs

(
α

e2πβ − 1
C(2π, p) + αC(s, p)

)
+

α

β
=

= e−βs

(
α

e2πβ − 1
(1 + eβπ)C(π, p) + αC(s, p)

)
+

α

β
= e−βs

(
α

eβπ − 1
C(π, p) + αC(s, p)

)
+

α

β
.

Следствие доказано.
Следствие 3. Функция ω(s, p), определяемая равенством (6), является π-периодической

по переменной s.
Доказательство. Согласно следствию 2 и утверждению 3 получаем

ω(s+ π, p) = e−β(s+π)

(
α

eβπ − 1
C(π, p) + αC(s+ π, p)

)
+

α

β
=
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= e−β(s+π)

(
α

eβπ − 1
C(π, p) + αC(π, p) + αeβπC(s, p)

)
+

α

β
=

= e−βs

(
α

eβπ − 1
C(π, p) + αC(s, p)

)
+

α

β
= ω(s, p).

Следствие доказано.
Следствие 4. Для функции I(p), определяемой равенством (12), справедливо представ-

ление

I(p) = −p

π∫
0

sin(2s) thω(s, p) ds.

Доказательство. Преобразовывая интеграл в определении (12), получаем

I(p) =

2π∫
0

(Δ− p cos s) th(ω(s, p)) sin s ds =

=

π∫
0

(Δ− p cos s) th(ω(s, p)) sin s ds+

2π∫
π

(Δ− p cos s) th (ω(s, p)) sin s ds =

=

π∫
0

(Δ− p cos s) th(ω(s, p)) sin s ds+

π∫
0

(Δ − p cos (s+ π)) th(ω(s + π, p)) sin(s+ π) ds =

= Δ

π∫
0

th(ω(s, p)) sin s ds− p

π∫
0

cos s th(ω(s, p)) sin s ds−

−Δ

π∫
0

th(ω(s, p)) sin s ds− p

π∫
0

cos s th(ω(s, p)) sin s ds =

= −2p

π∫
0

cos s th(ω(s, p)) sin s ds = −p

π∫
0

th(ω(s, p)) sin(2s) ds.

Следствие доказано.
Следствие 5. При s ∈ [0, π/2] справедливо равенство

ω(s+ π/2, p) − ω(s, p) = e−βs

(
α

eβπ/2 + 1
(C(π/2, p)− S(π/2, p)) − α(C(s, p)− S(s, p))

)
.

Доказательство. Рассмотрим выражение из условия и воспользуемся утверждением 3, а
также следствием 2:

eβs(ω(s+π/2, p)−ω(s, p))=e−βπ/2

(
α

eβπ−1
C(π, p)+αC(s+π/2, p)

)
−
(

α

eβπ−1
C(π, p)+αC(s, p)

)
=

= e−βπ/2

(
α

eβπ − 1
(C(π/2, p) + eβπ/2S(π/2, p)) + αC(π/2, p) + αeβπ/2S(s, p)

)
−

−
(

α

eβπ − 1
(C(π/2, p) + eβπ/2S(π/2, p)) + αC(s, p)

)
=
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= C(π/2, p)

(
e−βπ/2α

eβπ − 1
+αe−βπ/2− α

eβπ − 1

)
+S(π/2, p)

(
α

eβπ − 1
− αeβπ/2

eβπ − 1

)
−α(C(s, p)−S(s, p)) =

=
α

eβπ/2 + 1
(C(π/2, p) − S(π/2, p)) − α(C(s, p)− S(s, p)).

Следствие доказано.
Утверждение 4. Пусть функции g(s), h(s) определены и непрерывны на отрезке [a, b]

и m � h(s) � M, s ∈ [a, b]. Тогда справедливы неравенства

m−M

2

b∫
a

|g(s)| ds + M +m

2

b∫
a

g(s) ds �
b∫

a

g(s)h(s) ds �

� M −m

2

b∫
a

|g(s)| ds + M +m

2

b∫
a

g(s) ds.

Доказательство. Согласно условию, если s таково, что g(s) > 0, то

g(s)m � g(s)h(s) � g(s)M.

Если же s таково, что g(s) < 0, то

g(s)M � g(s)h(s) � g(s)m.

Таким образом, при всех s ∈ [a, b] справедливы неравенства
(
m−M

2
sgn g(s) +

M +m

2

)
g(s) � g(s)h(s) �

(
M −m

2
sgn g(s) +

M +m

2

)
g(s),

т.е.
m−M

2
|g(s)| + M +m

2
g(s) � g(s)h(s) � M −m

2
|g(s)|+ M +m

2
g(s).

Интегрируя это двойное неравенство, получаем требуемое. Утверждение доказано.
3. Основной результат. Установленные утверждения позволяют сформулировать и дока-

зать основной результат работы. Сначала для упрощения записи введём обозначения величин

a1 = a1(α, β) =
2α

β

(
1− 1

ch2(2α/β)

)
, a2 = a2(α, β) =

α(1 + ch−2(2α/β))

β2 + 4
(14)

и интеграла

Ω(p) =

π/2∫
0

cos(2s)(cos(ζarctg(p sin s))− cos(ζarctg(p cos s)))ds, (15)

а также обозначим

I(p) = a1(α, β) + a2(α, β)Ω(p) и I(p) = −a1(α, β) + a2(α, β)Ω(p). (16)

Теорема 2. Пусть числа α, β, ζ, p̄, ¯̄p таковы, что

Ī(p̄) < 0, I(¯̄p) > 0 (17)

для некоторых 0 < p̄ < ¯̄p. Тогда найдётся такое число γ > 0, что система (2) (при данных
значениях α, β, γ, ζ) имеет периодическое решение при всех μ из некоторого отрез-
ка [0, μ̄].
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Доказательство. Представим функцию I(p) в удобном для дальнейшего виде:

I(p) = −p

π∫
0

thω(s, p) sin(2s) ds = −p

π/2∫
0

thω(s, p) sin(2s) ds − p

π∫
π/2

thω(s, p) sin(2s) ds =

= −p

π/2∫
0

thω(s, p) sin(2s) ds − p

π/2∫
0

thω(s+ π/2, p) sin 2(s + π/2) ds =

= p

π/2∫
0

[thω(s+ π/2, p)− thω(s, p)] sin(2s) ds = p

π/2∫
0

Ψ(s)(ω(s+ π/2, p) − ω(s, p)) sin(2s) ds.

Здесь

Ψ(s) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
thω(s+ π/2, p) − thω(s, p)

ω(s+ π/2, p) − ω(s, p)
, если ω(s+ π/2)− ω(s) �= 0,

ch−2 ω(s, p), если ω(s+ π/2)− ω(s) = 0.

Заметим, что функция Ψ(s) непрерывна, при этом, согласно теореме Лагранжа,

Ψ(s) = ch−2 ξ(s),

где ξ(s) ∈ [min(ω(s+ π/2, p), ω(s, p)),max(ω(s+ π/2, p), ω(s, p))]. Таким образом, справедливы
неравенства

ch−2 max
s∈[0,π]

|ω(s, p)| � Ψ(s) � 1.

Оценим функцию ω(s, p):

|ω(s, p)| �
∣∣∣∣e−βs

(
α

eβπ − 1

π∫
0

eβq cos(ζ arctg(p cos q)) dq + α

s∫
0

eβq cos(ζ arctg(p cos q)) dq

)
+

α

β

∣∣∣∣ �

� e−βs

(
α

eβπ − 1

π∫
0

eβq dq+α

s∫
0

eβq dq

)
+

α

β
= e−βs α

eβπ − 1

1

β
(eβπ−1)+e−βsα

β
(eβs−1)+

α

β
=

2α

β
.

Таким образом,
ch−2(2α/β) � Ψ(s) � 1.

Тогда, согласно утверждению 4, для I(p) при p > 0 имеют место следующие оценки:

−1

2

(
1− 1

ch2(2α/β)

)
I1(p) +

1

2

(
1 +

1

ch2(2α/β)

)
I2(p) �

I(p)

p
�

� 1

2

(
1− 1

ch2(2α/β)

)
I1(p) +

1

2

(
1 +

1

ch2(2α/β)

)
I2(p), (18)

где

I1(p) =

π/2∫
0

|(ω(s + π/2, p) − ω(s, p)) sin(2s)| ds, I2(p) =

π/2∫
0

(ω(s + π/2, p)− ω(s, p)) sin(2s) ds.
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Заметим, что

I1(p) =

π/2∫
0

|(ω(s+ π/2, p) − ω(s, p)) sin(2s)| ds �
π/2∫
0

(|ω(s + π/2, p)| + |ω(s, p)|) sin(2s) ds �

�
π/2∫
0

4α

β
sin(2s) ds =

4α

β
. (19)

Покажем, как можно упростить I2(p):

I2(p) =

π/2∫
0

(ω(s+ π/2, p)− ω(s, p)) sin(2s) ds = [Следствие 5] =

=

π/2∫
0

(
e−βs

(
α

eβπ/2 + 1
(C(π/2, p)− S(π/2, p)) − α(C(s, p)− S(s, p))

))
sin(2s) ds =

= − 1

β2+4

π/2∫
0

(
α

eβπ/2+1
(C(π/2, p)−S(π/2, p))−α(C(s, p)−S(s, p))

)
de−βs(2 cos(2s)+β sin(2s)) =

=
−1

β2+4

{(
α

eβπ/2+1
(C(π/2, p)−S(π/2, p))−α(C(s, p)−S(s, p))

)
e−βs(2 cos(2s)+β sin(2s))

}∣∣∣∣
π/2

0

+

+
1

β2 + 4

π/2∫
0

−α(C(s, p)− S(s, p))′e−βs(2 cos(2s) + β sin(2s)) ds =

=
−1

β2 + 4

(
−2e−βπ/2

(
α

eβπ/2 + 1
−α

)
(C(π/2, p)−S(π/2, p))− 2α

eβπ/2 + 1
(C(π/2, p)−S(π/2, p))

)
+

+
1

β2 + 4

π/2∫
0

α(S(s, p)− C(s, p))′e−βs(2 cos(2s) + β sin(2s)) ds =

=
α

β2 + 4

π/2∫
0

(cos(ζ arctg(p sin s))− cos(ζ arctg(p cos s)))(2 cos(2s) + β sin(2s)) ds. (20)

Из неравенства (18) с учётом (19), (20) получаем

−2α

β

(
1− 1

ch2(2α/β)

)
+

α(1 + ch−2(2α/β))

2(β2 + 4)
I3(p) �

I(p)

p
�

� 2α

β

(
1− 1

ch2(2α/β)

)
+

α(1 + ch−2(2α/β))

2(β2 + 4)
I3(p). (21)

Здесь

I3(p) =

π/2∫
0

(cos(ζ arctg(p sin s))− cos(ζ arctg(p cos s)))(2 cos(2s) + β sin(2s)) ds.
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Покажем, что
π/2∫
0

(cos(ζ arctg(p sin s))− cos(ζ arctg(p cos s))) sin(2s) ds = 0.

В самом деле,
π/2∫
0

cos(ζ arctg(p cos s)) sin(2s) ds = −
0∫

π/2

cos(ζ arctg(p cos(π/2 − s))) sin 2

(
π

2
− s

)
ds =

=

π/2∫
0

cos(ζ arctg(p sin s)) sin(2s) ds.

Таким образом, I3(p) = Ω(p) (см. (15)), а значит, оценки (21) вследствие обозначений (14)–
(16) примут вид I(p) � I(p)/p � Ī(p). Отсюда вследствие условия (17) вытекают неравенства
I(p̄) < 0, I(¯̄p) > 0, которые, согласно следствию 1, означают, что система (2) имеет периоди-
ческие решения при малых неотрицательных μ. Теорема доказана.

Итак, согласно теореме 2, для того, чтобы утверждать существование периодического ре-
шения у системы (2), достаточно найти значения параметров, при которых существуют такие
0 < p̄ < ¯̄p, что Ī(p̄) < 0 и I(¯̄p) > 0. Для вычисления интеграла (15), входящего в функ-
ции (16), можно использовать квадратурные формулы.

Поиск подходящих параметров. Для проверки условий (17) достаточно приближённо
вычислить интегралы, указанные в этих условиях, и показать, что они имеют требуемые знаки
с учётом погрешности.

Для вычисления интегралов воспользуемся методом трапеций. При этом, поскольку вы-
числения будут проводиться на ЭВМ, необходимо также учесть погрешность при вычислении
значений подынтегральной функции.

Утверждение 5. Пусть g(s) – дважды непрерывно дифференцируемая на отрезке [a, b]
функция. Пусть далее числа g̃0, g̃1, . . . , g̃n таковы, что |g(a + ih) − g̃i| � ε, i = 0, n, где
h = (b− a)/n. Тогда

∣∣∣∣
b∫

a

g(s) ds − h

(
g̃0 + g̃n

2
+

n−1∑
i=1

g̃i

)∣∣∣∣ � M2
(b− a)h2

12
+ ε(b− a),

где M2 = max
s∈[a,b]

|g′′(s)|.

Доказательство. Известно [13, с. 164], что формула трапеций имеет погрешность h2.
Более точно, если gi = g(a+ i(b− a)/n), i = 0, n, то

∣∣∣∣
b∫

a

g(s) ds − h

(
g0 + gn

2
+

n−1∑
i=1

gi

)∣∣∣∣ � h2(b− a)

12
M2.

Оценим указанную в условии разность:

∣∣∣∣
b∫

a

g(s) ds − h

(
g̃0 + g̃n

2
+

n−1∑
i=1

g̃i

)∣∣∣∣ �
∣∣∣∣

b∫
a

g(s) ds − h

(
g0 + gn

2
+

n−1∑
i=1

gi

)∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣g0 − g̃0 + gn − g̃n
2

+ h

n−1∑
i=1

(gi − g̃i)

∣∣∣∣ � h2
b− a

12
M2 + εnh,

Остаётся заметить, что nh = b− a. Утверждение доказано.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 10 2021 6∗



1380 ФОМИЧЕВ и др.

Для вычисления интегралов в Ī(p), I(p) воспользуемся формулой трапеций, при этом для
получения значений подынтегральной функции будем использовать библиотеку npmath [14],
позволяющую проводить вычисления с любой заданной точностью.

Оценим погрешность при вычислении Ī(p). Далее пользуемся обозначениями (14)–(16).
Пусть ã1 и ã2 – приближённые значения коэффициентов a1 и a2 соответственно, вычис-

ленные с точностью ε, т.е.
|a1 − ã1| � ε, |a2 − ã2| � ε.

Пусть, далее, Ω̃(p) – приближённое значение интеграла, вычисленное по приближённым зна-
чениям подынтегральной функции:

Ω̃(p) = h

(
g̃0 + g̃n

2
+

n−1∑
i=1

g̃i

)
, |g̃i − cos(2si)(cos(ζ arctg(p sin si)) + cos(ζ arctg(p cos si)))| � ε,

si = ih, i = 0, n, h =
π̃

2n
, |π̃ − π| � ε.

Здесь π̃ – рациональное приближение числа π. Таким образом, Ω̃(p) – это приближённое
значение интеграла

π̃/2∫
0

cos(2s)(cos(ζ arctg(p sin s))− cos(ζ arctg(p cos s))) ds.

Тогда, с учётом утверждения 5, получим

|Ω(p)− Ω̃(p)| =
∣∣∣∣
π/2∫
0

g(q) dq − Ω̃(p)

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣
π/2∫
0

g(q) dq −
π̃/2∫
0

g(q) dq

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
π̃/2∫
0

g(q) dq − Ω̃(p)

∣∣∣∣ �

�
∣∣∣∣π2 − π̃

2

∣∣∣∣ max
s∈[0,π/2]

|g(s)| +M2
π̃h2

24
+ ε

π̃

2
� 2ε+M2

π̃h2

24
+ ε

π̃

2
=

=
π̃

2

(
M2

h2

12
+ ε+

4ε

π̃

)
� 2

(
M2

h2

12
+ 3ε

)
,

где

g(s) = cos(2s)(cos(ζ arctg(p sin s))− cos(ζ arctg(p cos s))), |g(s)| � 2, M2 = max
s∈[0,π/2]

|g′′(s)|.

Таким образом, если ˜̄I(p) = ã1 + ã2Ω̃(p), то справедливо неравенство

|Ī(p)− ˜̄I(p)| = |a1 + a2Ω(p)− ã1 − ã2Ω̃(p)| � |a1 − ã1|+ |a2 − ã2||Ω(p)|+ |Ω(p)− Ω̃(p)||ã2| �

� ε+ επ + 2

(
M2

h2

12
+ 3ε

)
|ã2| � 5ε+ 2

(
M2

h2

12
+ 3ε

)(
2α

β2 + 4
+ ε

)
.

Здесь мы воспользовались тем, что

|ã2| � 2α/(β2 + 4) + ε, |Ω(p)| � π.

Точно такая же оценка получается для разности |I(p)− Ĩ(p)|.
Найдём, наконец, коэффициент M2:

g′′(s) = −4 cos(2s)(cos(ζ arctg(p sin s))− cos(ζ arctg(p cos s)))−
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− 4 sin(2s)

(
−pζ cos s sin(ζ arctg(p sin s))

p2 sin2(s) + 1
− pζ sin s sin(ζ arctg(p cos s))

p2 cos2(s) + 1

)
+

+ cos(2s)(cos(ζ arctg(p sin s))− cos(ζ arctg(p cos s)))′′,

где
(cos(ζ arctg(p sin s))− cos(ζ arctg(p cos s)))′′ =

=
p2ζ2 sin2 s cos(ζ arctg(p cos s)) + 2p3ζ sin2 s cos s sin(ζ arctg(p cos s))

(p2 cos2 s+ 1)2
+

+
2p3ζ sin s cos2 s sin(ζ arctg(p sin s))− p2ζ2 cos2 s cos(ζ arctg(p sin s))

(p2 sin2 s+ 1)2
+

+
pζ sin s sin(ζ arctg(p sin s))

p2 sin2 s+ 1
− pζ cos s sin(ζ arctg(p cos s))

p2 cos2 s+ 1
.

Таким образом,
|g′′(s)| � 8 + 10pζ + 2p2ζ2 + 4p3ζ = M2.

Рассмотрим систему (2) при следующих значениях параметров:

α = 0.3, β = 2, ζ = 5.6, p̄ = 2.1, ¯̄p = 9, Δ = 0.1.

Здесь параметр Δ можно взять произвольным, поскольку, как показано выше, он не влияет
на величину I(p). Вычисляя для этих значений параметров приближённые значения Ĩ(p̄) и
Ĩ(¯̄p), найдём, что

˜̄I(p̄) ≈ −0.0598, Ĩ(¯̄p) ≈ 0.0213.

При этом погрешность вычисления функции была выбрана равной ε = 10−50, а шаг – равным
h = π̃/(2 · 105), общая погрешность вычислений составила менее 10−7. Таким образом, при
указанных значениях параметров система удовлетворяет условиям теоремы 2.

График функции I(p) и её оценок pĪ(p), pI(p), вычисленных при указанных значениях
параметров, приведён на рис. 1, а. При γ = 0.02 прямая y(p) = −πγp пересекает график
функции I(p) (см. рис. 1, б), поэтому система имеет периодическое решение при малых μ.
График этого решения при μ = 0.01 приведён на рис. 2.

(а) (б)

Рис. 1. График функции I(p) и её оценок pĪ(p), pI(p).
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Рис. 2. График решения, приведённого на рис. 1, б.

Заключение. В работе получены достаточные условия существования периодических ре-
шений у дифференциальной системы (2). Эти условия формулируются в виде требований к
знаку некоторых определённых интегралов. Данные интегралы вычислены с достаточно высо-
кой точностью, позволяющей однозначно говорить об их знаке и, следовательно, о выполнении
установленных достаточных условий. Численное интегрирование системы (2) подтверждает
наличие у неё периодических решений при указанных значениях параметров.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Рос-
сийской Федерации в рамках реализации программы Московского центра фундаментальной
и прикладной математики по соглашению № 075-15-2019-1621 и при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследований (проекты 19-57-18006 Болг_а, 20-07-00827
и 20-57-00001 Бел_а).
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.956.6

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ
С УСЛОВИЕМ БИЦАДЗЕ–САМАРСКОГО

НА ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА ВТОРОГО РОДА

c© 2021 г. М. Мирсабуров, Н. Б. Исломов

Для уравнения смешанного типа второго рода доказаны единственность и существование
решения краевой задачи с условием Трикоми на части граничной характеристики и усло-
вием Бицадзе–Самарского на граничной и параллельной ей внутренней характеристике.

DOI: 10.31857/S0374064121100101

1. Постановка задачи A. Пусть Ω – конечная односвязная область в комплексной плос-
кости C = {z = x+ iy : x, y ∈ R}, ограниченная при y > 0 нормальной кривой

Γ : x2 +
4

(2−m)2
y2−m = 1

с концами в точках A(−1, 0) и B(1, 0), а при y < 0 – характеристиками

AC : x− 2

2−m
(−y)(2−m)/2 = −1 и BC : x+

2

2−m
(−y)(2−m)/2 = 1

уравнения
uxx + (sign y)|y|muyy + α|y|m−1uy = 0, (1)

где m и α – постоянные, причём

0 < m < 2, m− 1 < α < m/2. (2)

Обозначим через Ω1 и Ω2 части области Ω, лежащие соответственно в полуплоскостях
y > 0 и y < 0, а через C0 и C1 – точки пересечения характеристик AC и BC соответственно
с характеристикой, выходящей из точки E(c, 0), где (c, 0) ∈ J = {(x, y) : −1 < x < 1, y = 0}.
Через Ω21 обозначим характеристический треугольник EC1B.

Настоящая работа посвящена исследованию краевой задачи с условием Трикоми [1, с. 29] на
характеристике AC0 и условием Бицадзе–Самарского [2] на параллельных характеристиках
C0C и EC1.

Задача A. Найти функцию u(x, y) со следующими свойствами:
1) справедливо включение u(x, y) ∈ C(Ω);
2) функция u(x, y) – регулярное решение уравнения (1) в области Ω1;
3) функция u(x, y) является обобщённым решением из класса R2 [3; 4, с. 113] уравнения (1)

в области Ω2 \ (EC0
⋃

EC1);
4) имеют место включения yαuy(x, y) ∈ C(Ω1

⋃
J1
⋃

J2), (−y)αuy(x, y) ∈ C(Ω2
⋃

J1
⋃

J2),
и на интервалах J1

⋃
J2 выполняется условие склеивания

lim
y→−0

(−y)α
∂u(x, y)

∂y
= − lim

y→+0
yα

∂u(x, y)

∂y
, (x, 0) ∈ J1

⋃
J2, (3)

где J1 = {(x, y) : −1 < x < c, y = 0}, J2 = {(x, y) : c < x < 1, y = 0};
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5) функция u(x, y) удовлетворяет краевым условиям

u(x, y)|Γ = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ, (4)

u(x, y)|AC0 = ψ(x), x ∈ [−1, (c − 1)/2], (5)

u(θ(x)) = μu(θ∗(x)) + ρ(x), x ∈ [c, 1], (6)

где ϕ(x, y), ψ(x), ρ(x) – заданные функции, причём

ϕ(−1, 0) = ψ(−1) = 0, ρ(c) = ψ((c − 1)/2) = 0, (7)

μ = const < 0, (8)

ϕ(x, y) = yε+1ϕ1(x, y), ϕ1(x, y) ∈ C(Γ), ε > 0, (9)

ρ(x) ∈ C1[c, 1]
⋂

C2[c, 1), ψ(x) ∈ C1[−1, (c− 1)/2]
⋂

C2[−1, (c − 1)/2); (10)

функции ρ′′(x) и ψ′′((x − 1)/2) при x → 1 и x → c соответственно могут обращаться в
бесконечность, порядок которой меньше 1−β, где 2β = (2α−m)/(2−m), 2β ∈ (−1, 0); здесь

θ(x) =

(
x− 1

2
,−
(
2−m

4
(x+ 1)

)2/(2−m))
, θ∗(x) =

(
x+ c

2
,−
(
2−m

4
(x− c)

)2/(2−m))
, (11)

θ(x) (θ∗(x)) – точки пересечения характеристики C0C (характеристики EC1) с характери-
стикой, исходящей из точки M(x, 0) где x ∈ [c, 1].

Заметим, что условие (5) является условием Трикоми на характеристике AC0, а усло-
вие (6) – условием Бицадзе–Самарского, заданным на параллельных характеристиках C0C и
EC1.

Задача A для уравнения смешанного типа с сингулярным коэффициентом первого рода
в случае, когда краевое условие на первой части характеристики задаётся локально, а на
второй части и параллельной ей внутренней характеристике задаётся условие типа Бицадзе–
Самарского, изучена в работах [2, 5]. Такие задачи для уравнения параболо-гиперболического
типа второго рода исследованы в работах [6, 7].

2. Основные функциональные соотношения. При исследовании задачи A важную
роль играют функциональные соотношения между функциями ν±(x) и τ(x), привнесённые
на интервал J из эллиптической и гиперболической части области Ω, где

u(x, 0) = τ(x), (x, 0) ∈ J, (12)

lim
y→−0

(−y)α
∂u(x, y)

∂y
= ν−(x), lim

y→+0
yα

∂u(x, y)

∂y
= ν+(x), (x, 0) ∈ J. (13)

Обобщённое решение из класса R2 задачи Коши с данными (12), (13) для уравнения (1) в
области Ω2 даётся формулой [3; 4, с. 230, формула (27.5)]

u(ξ, η) =

ξ∫
−1

(η − t)−β(ξ − t)−βT (t) dt+

η∫
ξ

(η − t)−β(t− ξ)−βN(t) dt, (14)

в которой

ξ = x− 2

2−m
(−y)(2−m)/2, η = x+

2

2−m
(−y)(2−m)/2, (15)

N(t) = T (t)/2 cos(πβ)− γ1ν
−(t), γ1 =

Γ(2− 2β)

(1− α)Γ2(1− β)

(
2−m

4

)1−2β

, (16)
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τ(x) = τ(−1) +

x∫
−1

(x− t)−2βT (t) dt, −1 < x < 1, (17)

функции T (x) и ν−(x) непрерывны в (−1, 1) и интегрируемы на [−1, 1], а функция τ(x)
обращается в нуль, который имеет порядок не меньше −2β при x → −1.

Обобщённое решение из класса R2 задачи Коши с данными (12), (13) для уравнения (1) в
области Ω21 даётся формулой

u(ξ, η) =

ξ∫
c

(η − t)−β(ξ − t)−βT (t) dt+

η∫
ξ

(η − t)−β(t− ξ)−βN(t) dt, (18)

где ξ, η и N(t) определяются соответственно равенствами (15) и (16);

τ(x) = τ(c) +

x∫
c

(x− t)−2βT (t) dt, c < x < 1, (19)

функции T (x) и ν−(x) непрерывны в (c, 1) и интегрируемы на [c, 1], а функция τ(x) обра-
щается в нуль, который имеет порядок не меньше −2β при x → c.

В силу (7), (8) из условий (5) и (6) следует, что

τ(−1) = 0, τ(c) = 0. (20)

Положив ξ = −1, η = x и ξ = c, η = x соответственно в формулах (14) и (18), с учётом
равенств (11) после несложных преобразований получим, что

u(θ(x)) =

x∫
−1

(x− t)−β(1 + t)−βN(t) dt, −1 � x � 1, (21)

u(θ∗(x)) =

x∫
c

(x− t)−β(t− c)−βN(t) dt, c � x � 1. (22)

Дифференцируя тождество (6) по x, а затем применяя к обеим частям полученного ра-
венства оператор D−β

c,x [·], будем иметь

D−β
−1,x

d

dx
u(θ(x))− 1

Γ(1 + β)

d

dx

c∫
−1

(x− t)β
d

dt
u(θ(t)) dt =

= μD−β
c,x

d

dx
u(θ∗(x)) +D−β

c,x ρ
′(x), c < x < 1, (23)

где Dα
c,x[·] – оператор интегро-дифференцирования дробного порядка α [4, c. 16].

Подставляя представления (21), (22) в равенство (23) с учётом (5), (16) и тождеств

D−β
−1,xD

β
−1,x(x+ 1)−βN(x) = (x+ 1)−βN(x), −1 < x < 1,

D−β
c,xD

β
c,x(x− c)−βN(x) = (x− c)−βN(x), c < x < 1,

получаем

γ1ν
−(x) =

T (x)

2 cos(πβ)
+ F1(x), c < x < 1, (24)
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где

F1(x) = d0(x)D
−β
c,x ρ

′(x) +
d0(x)

Γ(1 + β)

d

dx

c∫
−1

(x− t)βψ′((t− 1)/2) dt, (25)

d0(x) = (Γ(1− β)(μ(x− c)−β − (1 + x)−β))−1.

Равенство (24) представляет собой первое функциональное соотношение между функциями
T (x) и ν−(x), привнесённое на интервал J2 из области Ω21.

Точно так же, положив ξ = −1 и η = x в формуле (14), с учётом условия (5) полу-
чим второе функциональное соотношение между функциями T (x) и ν−(x), привнесённое на
интервал J1 из области Ω2:

γ1ν
−(x) =

1

2 cos(πβ)
T (x) +

(1 + x)β

Γ(1− β)
D−β

−1,xψ
′(x), −1 < x < c. (26)

Решение задачи Eα с условиями (4) и (13) для уравнения (1) в области Ω1 существует,
единственно и представимо в виде [4, формула (10.41)]

u(x, y) = −γ2

1∫
−1

ν+(t)

{(
(t− x)2 +

4

(2−m)2
y2−m

)−β

−
(
(1− xt)2 +

4t2

(2−m)2
y2−m

)−β}
dt−

− γ2β(2 −m)(1 −R2)

l∫
0

ϕ[ξ(s), η(s)]ηα−1(s)(r21)
−β−1F (β, β + 1, 2β; 1 − σ)

dξ(s)

ds
ds, (27)

где

σ =
r2

r21
,

r2

r21

}
= (ξ − t)2 +

4

(2−m)2
(η(2−m)/2 ∓ y(2−m)/2)2, R2 = x2 +

4

(2−m)2
y2−m,

а s – длина дуги кривой Γ, отсчитываемая от точки B(1, 0), и l – длина всей дуги кривой Γ.
Используя уравнение нормальной кривой Γ и полагая в формуле (27) y = 0, с учётом со-

отношений (12), (9) получаем функциональное соотношение между функциями τ(x) и ν+(x),
привнесённое на интервал J из области Ω1:

τ(x) = −γ2

1∫
−1

(|x− t|−2β − (1− xt)−2β)ν+(t) dt+ F2(x), (x, 0) ∈ J, (28)

где

F2(x) = γ2β

(
2−m

2

)(1−2β)(ε+α)/((1−α)+1)

(1− x2)

1∫
−1

(1− t2)(1−2β)(ε+α)/(2(1−α))ϕ1(t) dt

(1− 2xt+ x2)1+β
, (29)

ϕ1(x) = ϕ

(
x,

(
2−m

2

)2/(2−m)

(1− x2)1/(2−m)

)
.

Отметим, что соотношение (28) справедливо для всего промежутка J.

3. Единственность решения задачи A. Для доказательства единственности решения
задачи A важную роль играют следующие три леммы.
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Лемма 1. Если функция τ ′(x) удовлетворяет условию Гёльдера с показателем k > −2β

при −1 < x < 1 (т.е. τ(x) ∈ C(1,k)(−1, 1)), то функция

T (x) =
sin(2πβ)

2πβ

d

dx

x∫
a

τ ′(t)(x− t)2β dt (30)

представима в виде

T (x) =
sin(2πβ)

2πβ

(
τ ′(x)(x− a)2β + 2β

x∫
a

(τ ′(t)− τ ′(x))(x− t)2β−1 dt

)
, (31)

где a принимает значение −1 или c.
Доказательство. В силу определения оператора интегро-дифференцирования дробного

порядка [4, c. 16] и тождества Γ(z)Γ(1− z) = π/ sin(πz) из представлений (17) и (19) с учётом
равенства (20) вытекает, что

T (x) =
1

Γ(1− 2β)
D1−2β

a,x τ(x), (32)

или

T (x) =
sin(2πβ)

2πβ

d2

dx2

x∫
a

τ(t)(x− t)2β dt =
sin(2πβ)

2πβ

d

dx

x∫
a

τ ′(t)(x− t)2β dt. (33)

Рассмотрим функцию

T1(x, ε) =

x−ε∫
a

τ ′(t)(x− t)2β dt (34)

и найдём её производную

dT1(x, ε)

dx
= τ ′(x− ε)ε2β + 2β

x−ε∫
a

τ ′(t)(x − t)2β−1 dt =

= 2β

x∫
a

(τ ′(t)− τ ′(x))(x − t)2β−1 dt+ (x− a)2βτ ′(x)− ε2β(τ ′(x)− τ ′(x− ε)).

Отсюда, поскольку τ ′(x) удовлетворяет условию Гёльдера с показателем k > −2β, при ε → 0
получим

dT1(x)

dx
= τ ′(x)(x − a)2β + 2β

x∫
a

(τ ′(t)− τ ′(x))(x− t)2β−1 dt,

откуда с учётом определения (34) в силу равенства (33) имеем представление (31). Лемма
доказана.

Лемма 2. Пусть выполнены условия

τ(x) ∈ C[−1, 1]
⋂

C(1,k)(−1, 1), k > −2β, −1 < 2β < 0, (35)

и функция τ(x) в точке x = x0 (x0 ∈ (−1, 1)) принимает наибольшее положительное
значение (НПЗ) (наименьшее отрицательное значение (НОЗ)). Тогда функцию T (x), опре-
делённую равенством (32), в точке x = x0 можно представить в виде

T (x0) =
1

Γ(1− 2β)
D1−2β

a,x τ(x)|x=x0 =
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=
2β

Γ(1 + 2β)Γ(1 − 2β)

(
(x0 − a)2β−1τ(x0) + (1− 2β)

x0∫
a

τ(x0)− τ(t)

(x0 − t)2−2β
dt

)
, (36)

причём
T (x0) < 0 (T (x0) > 0), x0 ∈ (−1, 1). (37)

Доказательство. Возьмём произвольную точку x1 ∈ (−1, x) и запишем интеграл, входя-
щий в представление (31), в виде суммы двух интегралов – по промежуткам (a, x1) и (x1, x).
Далее используя формулу интегрирования по частям для интеграла по промежутку (a, x1),
получаем

T (x) =
sin(2πβ)

2πβ

{
−2β(1 − 2β)

x1∫
a

(τ(t)− τ(x))(x− t)2β−2 dt+ 2β(x− a)2β−1τ(x) +

+ 2β

x∫
x1

τ ′(t)− τ ′(x)

(x− t)1−2β
dt+ (x− x1)

2βτ ′(x) + 2β(x− x1)
2β−1(τ(x1)− τ(x))

}
. (38)

Полагая в тождестве (38) x = x0 и затем переходя к пределу при x1 → x0, с учётом
включения (35) придём к представлению (36).

Пусть в точке (x0, 0) ∈ J функция τ(x) достигает своего НПЗ (НОЗ), тогда из (36) с
учётом предположений (2) и неравенств −1 < 2β < 0, τ(x0) − τ(x) > 0 (τ(x0) − τ(x) < 0)
получим неравенство (37). Лемма доказана.

Следующая лемма представляет собой аналог принципа экстремума А.В. Бицадзе.
Лемма 3. Если выполнены условия (2) и (8), то решение u(x, y) задачи A при ψ(x) ≡ 0,

ρ(x) ≡ 0 своих НПЗ и НОЗ в замкнутой области Ω1 достигает только в точках кривой Γ.
Доказательство. В силу принципа Хопфа [8, с. 25; 9, 10] решение u(x, y) уравнения (1)

внутри области Ω1 не может достигать своих НПЗ или НОЗ. Допустим, что решение u(x, y)
достигает своих НПЗ или НОЗ в точках интервала (−1, 1) оси y = 0.

Рассмотрим отдельно три случая:
1. Пусть u(x, y) своего НПЗ (НОЗ) достигает в некоторой точке Q(x0, 0) ∈ J1. Тогда ра-

венство (26) при ψ(x) ≡ 0 принимает вид γ1ν
−(x) = T (x)/(2 cos(πβ)), −1 < x < c. Отсюда в

силу (2), (3), (13) и (37) заключаем, что в точке Q(x0, 0) НПЗ (НОЗ) выполняется неравенство
ν+(x0) > 0 (ν+(x0) < 0).

Это неравенство противоречит принципу Заремба–Жиро [4, с. 88, лемма 11.1] (т.е. проти-
воречит неравенству ν+(x0) < 0 (ν+(x0) > 0)), поэтому Q(x0, 0) /∈ J1.

2. Пусть решение u(x, y) своего НПЗ (НОЗ) достигает в некоторой точке P (x0, 0) ∈ J2.
Тогда, положив в (24) ψ(x) ≡ ρ(x) ≡ 0, будем иметь γ1ν

−(x) = T (x)/(2 cos(πβ)), c < x < 1.
Отсюда, принимая во внимание (2), (3), (13) и (37), заключаем, что в точке P (x0, 0) ∈ J2 НПЗ
(НОЗ) справедливо неравенство ν+(x0) > 0 (ν+(x0) < 0).

Это неравенство противоречит неравенству ν+(x0) < 0 (ν+(x0) > 0) [4, с. 88, лемма 11.1],
поэтому P (x0, 0) /∈ J2.

3. Пусть x0 = c, тогда из соответствующего однородного условия (5) (с ϕ(x) ≡ 0) следует,
что u(c, 0) = 0, тогда в силу (6) (с ρ(x) ≡ 0) получаем u(C0) = μu(E), откуда u(E) = 0, т.е.
τ(c) = 0, или u(c, 0) = 0. Следовательно, функция u(x, y) не достигает своего экстремума в
точке E(c, 0), т.е. x0 �= c.

Таким образом, при выполнении условий леммы 3 функция u(x, y) своих НПЗ и НОЗ
достигает в точках кривой Γ. Лемма доказана.

Из леммы 3 вытекает
Теорема 1. Если выполнены условия (2) и (8), то задача A имеет не более одного ре-

шения.
Доказательство. При однородных краевых данных (4)–(6) из леммы 3 следует тождество

u(x, y) ≡ 0 в области Ω1. Тогда в силу непрерывности решения задачи A в смешанной области
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Ω и условия сопряжения (3) имеем

u(x,−0) ≡ 0, (x, 0) ∈ J j , lim
y→−0

(−y)α
∂u(x, y)

∂y
≡ 0, (x, 0) ∈ Jj (j = 1, 2). (39)

Теперь, восстанавливая решение задачи A в области Ω2 как решение задачи Коши с од-
нородными данными (39) по формуле (14), с учётом (16), (32) получаем, что u(x, y) ≡ 0 в Ω2.
Следовательно, u(x, y) ≡ 0 во всей смешанной области Ω. Теорема доказана.

4. Существование решения задачи A.
Теорема 2. Если выполнены условия (2), (7)–(10) и

−1 < 2β < 0, ρ′(c) = 0, ψ′(−1) = ψ′
(
c− 1

2

)
= 0, (40)

то решение задачи A в области Ω существует.
Доказательство. В силу равенств (19) и (32) из представлений (24) следует, что

1

Γ(1− 2β)
D1−2β

c,x τ(x) = γ3ν
−(x)− 2 cos(πβ)F1(x), c < x < 1, (41)

здесь γ3 = 2γ1 cos(πβ).
Точно так же в силу равенств (17) и (32) из представления (26) вытекает, что

1

Γ(1− 2β)
D1−2β

−1,x τ(x) = γ3ν
−(x)− F3(x), −1 < x < c, (42)

где

F3(x) =
2 cos(πβ)(1 + x)β

Γ(1− β)
D−β

−1,xψ
′(x). (43)

Применяя оператор
1

Γ(1− 2β)
D−2β

c,x к соотношению (28), с учётом равенства (30) будем
иметь

1

Γ(1− 2β)
D1−2β

c,x τ(x) = −γ2(1− cos(2πβ))ν+(x)− γ2 sin(2πβ)

π

{ c∫
−1

(
c− s

x− c

)−2β ν+(s) ds

s− x
+

+

1∫
c

(
s− c

x− c

)−2β ν+(s) dt

s− x
−

1∫
−1

(
1− cs

x− c

)−2β sν+(s) ds

1− xs

}
+

1

Γ(1− 2β)
D−2β

c,x F ′
2(x). (44)

Вследствие (44) соотношения (41) и (42) с учётом условия (3) запишем соответственно
в виде

ν+(x) = −λ

1∫
−1

(
1 + s

1 + x

)−2β[ 1

s− x
− s

1− xs

]
ν+(s) ds+ F4(x), −1 < x < c, (45)

ν+(x) = −λ

{ c∫
−1

(
c− s

x− c

)−2β ν+(s) ds

s− x
+

1∫
c

(
s− c

x− c

)−2β ν+(s) ds

s− x
−

−
1∫

−1

(
1− cs

x− c

)−2β sν+(s) ds

1− xs

}
+ F5(x), c < x < 1, (46)
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где

λ =
cos(πβ)

π(1 + sin(πβ))
,

F4(x) =
1

2γ2(1 + sin(πβ)) sin(πβ)

(
F3(x) +

1

Γ(1− 2β)
D−2β

−1,xF
′
2(x)

)
, (47)

F5(x) =
1

2γ2(1 + sin(πβ)) sin(πβ)

(
2 cos(πβ)F1(x) +

1

Γ(1− 2β)
D−2β

c,x F ′
2(x)

)
. (48)

В силу (7), (9), (10), (40) с учётом равенств (25), (29), (43) из представлений (47) и (48) следует,
что функция F4(x) принадлежит классу C(−1, c]

⋂
L1[−1, c] и обращается в бесконечность

порядка, меньшего −2β при x → −1, а при x → c ограничена, функция же F5(x) при-
надлежит классу C(c, 1]

⋂
L1[c, 1] и обращается в бесконечность порядка, меньшего −2β при

x → c, а при x → 1 ограничена.
Заметим, что соотношения (45) и (46) имеют место для x ∈ (−1, c) и x ∈ (c, 1) соот-

ветственно. Чтобы рассматривать их на одном промежутке (−1, 1), заменим в (45) x на
ax− b, а в (46) x на bx+ a (здесь a = (c+ 1)/2, b = (1− c)/2, a+ b = 1, a− b = c), тогда
получим

ν+(ax− b) = −λ

c∫
−1

(
1 + s

a(1 + x)

)−2β( 1

s− ax+ b
− 1

1− (ax− b)s

)
ν+(s) ds−

− λ

1∫
c

(
1 + s

a(1 + x)

)−2β( 1

s− ax+ b
− 1

1− (ax− b)s

)
ν+(s) ds+ F4(ax− b), x ∈ J, (49)

ν+(bx+ a) = −λ

{ c∫
−1

(
c− s

b(1 + x)

)−2β ν+(s) ds

s− bx− a
+

1∫
c

(
s− c

b(1 + x)

)−2β ν+(s) ds

s− bx− a
−

−
c∫

−1

(
1− cs

b(1 + x)

)−2β sν+(s) ds

1− (bx+ a)s
−

1∫
c

(
1− cs

b(1 + x)

)−2β sν+(s) ds

1− (bx+ a)s

}
+ F5(bx+ a), x ∈ J. (50)

Далее в интегралах правой части равенств (49) и (50) сделаем замену переменной инте-
грирования s = at − b для интегралов по промежутку (−1, c) и s = bt + a для интегралов
по промежутку (c, 1), в результате получим следующую систему сингулярных интегральных
уравнений относительно неизвестных функций ν1(x) и ν2(x):

ν1(x) + λ

1∫
−1

(
1 + t

1 + x

)−2β( 1

t− x
− a

1− (ax− b)(at− b)

)
ν1(t) dt =

= −λ

1∫
−1

(
1 + a+ bt

a(1 + x)

)−2β bν2(t) dt

bt− ax+ 1
+ T1[ν2] + F6(x), x ∈ J, (51)

ν2(x) + λ

1∫
−1

(
1 + t

1 + x

)−2β( 1

t− x
− b

1− (bx+ a)(bt+ a)

)
ν2(t) dt =

= −λ

1∫
−1

(
a(1− t)

b(1 + x)

)−2β aν1(t) dt

at− bx− 1
+H1[ν1] +H2[ν2] + F7(x), x ∈ J, (52)
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где

T1[ν2] = λ

1∫
−1

(a+ bt)bν2(t) dt

1− (ax− b)(bt+ a)
,

H1[ν1] = λ

1∫
−1

(
1− c(at− b)

b(1 + x)

)−2β (at− b)aν1(t) dt

1− (bx+ a)(at− b)
,

H2[ν2] = λ

1∫
−1

(
(bt+ a)

(
1− c(bt+ a)

b(1 + x)

)−2β

−
(
1 + t

1 + x

)−2β) bν2(t) dt

1− (bx+ a)(bt+ a)

– регулярные операторы; здесь

ν1(x) = ν+(ax− b), ν2(x) = ν+(bx+ a), F6(x) = F5(ax− b), F7(x) = F6(bx+ a).

Уравнения системы (51), (52) являются неклассическими сингулярными интегральными
уравнениями Трикоми, так как они имеют следующие две особенности:

1) “несингулярные” части ядер имеют некарлемановские сдвиги видов ax− b, at− b в (51)
и bx+ a, bt+ a в (52);

2) первые интегральные операторы в их правых частях не являются регулярными, по-
скольку при x = 1, t = −1 в (51) и при x = −1, t = 1 в (52) ядра этих операторов имеют
изолированные особенности первого порядка (и поэтому они выделены отдельно).

Временно считая правые части уравнений (51) и (52) известными функциями, систему
уравнений (51) и (52) запишем в виде

ν1(x) + λ

1∫
−1

(
1 + t

1 + x

)−2β( 1

t− x
− a

1− (ax− b)(at− b)

)
ν1(t) dt = g1(x), x ∈ J, (53)

ν2(x) + λ

1∫
−1

(
1 + t

1 + x

)−2β( 1

t− x
− b

1− (bx+ a)(bt+ a)

)
ν2(t) dt = g2(x), x ∈ J, (54)

где

g1(x) = −λ

1∫
−1

(
1 + a+ bt

a(1 + x)

)−2β bν2(t) dt

bt− ax+ 1
+ T1[ν2] + F6(x), x ∈ J, (55)

g2(x) = −λ

1∫
−1

(
a(1− t)

b(1 + x)

)−2β aν1(t) dt

at− bx− 1
+H1[ν1] +H2[ν2] + F7(x), x ∈ J. (56)

Лемма 4. Если функция g1(x) удовлетворяет условию Гёльдера при x ∈ (−1, 1) и при-
надлежит классу Lp(−1, 1), p > 1, то решение уравнения (53) в классе функций H(−1, 1),

в котором функция (1 + x)−2βν1(x) ограничена на левом конце x = −1 интервала (−1, 1) и
может быть неограниченной на его правом конце x = 1, выражается формулой

ν1(x) =
1 + cos(2θπ)

2
g1(x) +

sin(2θπ)

2π

1∫
−1

(
1 + t

1 + x

)2θ( 1− t

1− x

)θ( 1− c(at− b)

1− c(ax− b)

)θ
×

×
(

1

t− x
− a

1− (ax− b)(at− b)

)
g1(t) dt, (57)

где θ = −β/2, 0 < θ < 1/4.
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Лемма 5. Если функция g2(x) удовлетворяет условию Гёльдера при x ∈ (−1, 1) и принад-
лежит классу Lp(−1, 1), p > 1, то решение уравнения (54) в классе H(−1, 1), в котором
функция (1 + x)−2βν2(x) ограничена на левом конце x = −1 интервала (−1, 1) и может
быть неограниченной на его правом конце x = 1, выражается формулой

ν2(x) =
1 + cos(2θπ)

2
g2(x) +

sin(2θπ)

2π

1∫
−1

(
1 + t

1 + x

)3θ( 1− t

1− x

)2θ
×

×
(
1− c(bx+ a)

1− c(bt+ a)

)θ( 1

t− x
− b

1− (bx+ a)(bt+ a)

)
g2(t) dt. (58)

Доказательства лемм 4 и 5 идентичны доказательству соответствующих утверждений из
работ [2, 11, 12].

Теперь выражения для функции g1(x) и g2(x) из (55) и (56) подставим соответственно в
формулы (57) и (58). После стандартных вычислений [5, с. 129] систему уравнений (57) и (58)
преобразуем к виду

ν̃1(x) = −
1∫

−1

m

(
1 + x

1 + s

)
ν2(s) ds

1 + s
+H3[ν2] + F7(−x), (59)

ν2(x) = −
1∫

−1

n

(
1 + x

1 + t

)
ν̃1(t) dt

1 + t
+H4[ν̃1] +H5[ν2] + F8(x), (60)

где H3[ν2], H4[ν̃1], H5[ν2] – регулярные операторы и

ν̃1(x) = ν1(−x), m(y) =
A(ay/b)−θ

1 + ay/b
, A =

sin(θπ)

π
, (61)

n(y) =
B

1 + by/a
, y =

1 + x

1 + t
, B =

sin(θπ)

π
. (62)

Таким образом, уравнение (59) совместно с уравнением (60) составляют систему интеграль-
ных уравнений относительно неизвестных функций ν̃1(x) и ν2(x) с сингулярной особенностью
в ядре [2, 12]. Характерной особенностью уравнения (59) является то, что оно разрешено
относительно функции ν̃1(x), что позволяет исключить её из уравнения (60).

Подставляя в уравнение (60) выражение для функции ṽ1(x) из (59), получаем

ν2(x) = −
1∫

−1

n

(
1 + x

1 + t

)
1

1 + t

(
−

1∫
−1

m

(
1 + t

1 + s

)
ν2(s) ds

1 + s
+H3[ν2(t)] + F6(−t)

)
dt+

+H4

[
−

1∫
−1

m

(
1 + x

1 + s

)
ν2(s) ds

1 + s
+H3[ν2(x)] + F6(−x)

]
+H5[ν2(x)] + F7(x),

или

ν2(x) =

1∫
−1

K(x, t)ν2(t) dt

1 + t
+H6[ν2(x)] + F8(x), (63)

где

K(x, t) =

1∫
−1

n

(
1 + x

1 + s

)
m

(
1 + s

1 + t

)
ds

1 + s
, (64)
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H6[v2(x)] = −
1∫

−1

n

(
1 + x

1 + t

)
H3[v2(t)]

1 + t
dt+H4

[
−

1∫
−1

m

(
1 + x

1 + s

)
v2(s) ds

1 + s
+H3[v2(x)]

]
+H5[v2(x)]

– регулярный оператор, а

F8(x) = −
1∫

−1

n

(
1 + x

1 + t

)
F6(−t)

1 + t
dt+H4[F6(−x)] + F7(x) (65)

– известная функция.
Теперь оценим ядро K(x, t). Для этого сделав в интеграле (64) замену (1 + s)/(1 + t) = r,

будем иметь

K(x, t) =

2/(1+t)∫
0

n

(
1 + x

r(1 + t)

)
m(r)

dr

r
= K1(x, t)−K2(x, t),

где

K1(x, t) =

+∞∫
0

n

(
1 + x

r(1 + t)

)
m(r)

dr

r
, K2(x, t) =

+∞∫
2/(1+t)

n

(
1 + x

r(1 + t)

)
m(r)

dr

r
.

Оценим сначала интеграл K2(x, t). В силу (61) и (62) справедливы оценки

n

(
1 + x

r(1 + t)

)
= B

(
1 +

b

a

1 + x

r(1 + t)

)−1

� B, m(r) � A

(
b

a

)θ

r−θ,

вследствие которых получаем

|K2(x, t)| =
∣∣∣∣

+∞∫
2/(1+t)

n

(
1 + x

r(1 + t)

)
m(r)

dr

r

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣

+∞∫
2/(1+t)

BA

(
b

a

)θ

r−θ−1 dr

∣∣∣∣ �

�
∣∣∣∣BA

(
b

a

)θ r−θ

−θ

∣∣∣∣
r=∞

r=2/(1+t)

∣∣∣∣ = BA

θ

(
b

a

)θ(1 + t

2

)θ

.

Следовательно, K2(x, t)/(1 + t) – регулярное ядро.
Теперь вычислим интеграл

K1(x, t) =

+∞∫
0

n

(
1 + x

r(1 + t)

)
m(r)

dr

r
=

+∞∫
0

n

(
y

r

)
m(r)

dr

r
,

где y = (1 + x)/(1 + t). Тогда в силу (61) и (62) имеем

K1(x, t) =

+∞∫
0

B

(
1 +

by

ar

)−1A(ar/b)−θ

1 + ba/r

dr

r
= ABa1−θb1+θ

+∞∫
0

r−θ dr

(ar + by)(a+ br)
. (66)

Вычислим получившийся несобственный интеграл

L(y) =

+∞∫
0

r−θ dr

(ar + by)(a+ br)
=

1

b(y − 1)

( +∞∫
0

r−θ dr

a+ br
+

+∞∫
0

r−θ dr

ar + by

)
. (67)
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В интегралах правой части равенства (67) сделаем соответственно замену переменных ин-
тегрирования r = bt/a и r = byt/a, затем, используя интеграл Эйлера [13, с. 168]

+∞∫
0

xδ−1 dx

1 + x
=

π

sin δπ
(0 < δ < 1),

найдём, что

L(y) =
1

b2

(
b

a

)1−θ π

sin θπ

yθ − 1

yθ(y − 1)
. (68)

Учитывая равенства (67), (68), из представления (66) получаем

K1(x, t) = B
yθ − 1

yθ(y − 1)
, y =

1 + x

1 + t
. (69)

В силу (66) и (69) уравнение (63) запишем в виде

ω(x) =

+∞∫
0

((
1 + x

1 + t

)θ

− 1

)(
1 + x

1 + t
− 1

)−1ω(t) dt

1 + t
+H8[ω(x)] + F9(x), (70)

где ω(x) = (1 + x)θν2(x), H8[ω(x)] = (1 + x)θH7[ω(x)], F9(x) = (1 + x)θF8(x), здесь F8(x)
определяется из (65), а

H7[v2(x)] = H6[v2(x)]−
1∫

−1

K2(x, t)v2(t) dt

1 + t

– регулярный оператор.
Сделав в уравнении (70) замену переменных 1+t = 2e−s, 1+x = 2e−z, получим уравнение

Винера–Хопфа [14, с. 55]:

ω̃(z) = B

+∞∫
0

sh(θ(z − s)/2)ω̃(s) ds

sh((z − s)/2)
+H9[ω̃(z)], (71)

где ω̃(z) = ω(2e−z − 1)e(θ−1)z/2, H9[ω̃] = H8[e
(1−θ)z/2ω(z)] + e(θ−1)z/2F9(2e

−z − 1).
Обозначим

K3(x) =
B sh(θx/2)

sh(x/2)
.

Индекс κ уравнения (71) совпадает с индексом выражения 1 − K∗(y), взятым с обратным
знаком [14, c. 56], где

K∗(y) =

+∞∫
−∞

e−iyxK3(x) dx =

+∞∫
−∞

(cos(yx)− i sin(yx))K3(x) dx. (72)

В силу формулы [15, с. 518]

+∞∫
0

cos(ax)
sh(px)

sh(qx)
dx =

π

2q

sin(pπ/q)

ch(aπ/q) + cos(pπ/q)
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из (72) с учётом (62) и того, что 0 � y < ∞, 0 < θ < 1/4, вследствие нечётности функции
sin(yx)K3(x) получим

K∗(y) = 2B

+∞∫
0

cos(xy)
sh(θx/2)

sh(x/2)
dx =

2 sin2(θπ)

ch(2yπ) + cos(θπ)
< 1. (73)

Поэтому Re (1−K∗(y)) > 0.
Из равенства (73) очевидно, что K∗(y) = O(1/ ch(2πy)) для достаточно больших |y|, по-

этому [14, c. 56]

κ = −Ind (1−K∗(y)) = − 1

2π
(arg(1−K∗(y)))|+∞

−∞ =

= − 1

2π
(arg(1−K∗(+∞))− arg(1−K∗(−∞))) = − 1

2π
(arctg 0− arctg 0) = 0.

Следовательно, уравнение (71) так же, как в [2; 5, с. 140], редуцируется к интегральному
уравнению Фредгольма второго рода [14, с. 46], однозначная разрешимость которого следует
из единственности решения задачи A. Теорема 2 доказана.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
В ВИДЕ КОМПОЗИЦИИ ТРЕУГОЛЬНЫХ

c© 2021 г. В. Н. Четвериков

Исследуются обратимые линейные дифференциальные операторы по двум переменным.
Задача их описания актуальна вследствие её связи с задачами преобразования систем
уравнений в частных производных. В работе применяются алгебраические методы тео-
рии спектральных последовательностей цепных комплексов. Доказывается, что любой об-
ратимый линейный дифференциальный оператор с двумя независимыми переменными в
прямой сумме с тождественным отображением представляется в виде композиции не более
чем четырёх треугольных обратимых операторов. Сформулирован алгоритм разложения
в такую композицию, который продемонстрирован на примере.
DOI: 10.31857/S0374064121100113

Введение. В работе рассматриваются обратимые дифференциальные операторы, обрат-
ные к которым также являются дифференциальными операторами. Такие операторы возника-
ют при решении многих математических задач (см., например, [1, § 2.3]). Среди них – задачи
преобразования систем дифференциальных уравнений в случае, когда используются обрати-
мые преобразования, в которых переменные одной системы выражаются не только через пе-
ременные другой системы, но и через производные до какого-либо конечного порядка зависи-
мых переменных по независимым. Такие преобразования называются С-преобразованиями [2,
п. 6.3.6]. Отсутствие законченной теории C-преобразований затрудняет их применения к зада-
чам преобразования дифференциальных уравнений. C-преобразования линейных систем явля-
ются обратимыми линейными дифференциальными операторами. В случае нелинейных систем
линеаризации C-преобразований интерпретируются как обратимые линейные дифференциаль-
ные операторы. Поэтому актуальна задача описания обратимых линейных дифференциальных
операторов.

Настоящая работа продолжает исследования, начатые в работах [3–6]. В [3] доказано, что
действие любого обратимого дифференциального оператора по двум переменным можно рас-
ширить на больший модуль так, что полученный оператор будет композицией треугольных
обратимых операторов. В данной работе этот результат уточняется и показывается, что суще-
ствует композиция, состоящая не более чем из четырёх треугольных обратимых операторов.
Указанный результат доказывается более прозрачным (по сравнению с [3]) методом с целью
обобщения его на случай большего количества переменных. Используемый подход аналоги-
чен подходу, применявшемуся ранее в работах [4–6] в случае одной независимой переменной,
и основан на анализе спектральных последовательностей цепных комплексов, связанных с
обратимым дифференциальным оператором.

Статья организована следующим образом. В п. 1 определяются обратимые линейные диф-
ференциальные операторы и приводится пример такого оператора. Таблицы чисел, класси-
фицирующие обратимые операторы, вводятся в п. 2. Определение треугольных обратимых
операторов и основной результат формулируются в п. 3, п. 4 посвящён последовательностям
Спенсера, необходимым для доказательства основной теоремы. Само доказательство, а так-
же алгоритм разложения обратимых операторов в виде композиции треугольных обратимых
операторов приводятся в п. 5. В заключении обосновывается, почему обобщение на большее
число переменных полученных результатов представляется весьма правдоподобным.

1. Обратимые линейные дифференциальные операторы. Имея в виду возможные
дальнейшие обобщения, мы используем наиболее общее (алгебраическое) определение линей-
ных дифференциальных операторов (подробное изложение алгебраической теории таких опе-
раторов см. в [2, гл. 1]).
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Пусть A – R-алгебра, P и Q – два A-модуля, HomR(P,Q) – линейное пространство
R-гомомофизмов из P в Q. В этом пространстве введём две A-модульные структуры, опре-
делённые умножениями

(aΔ)(p) = aΔ(p), (a+Δ)(p) = Δ(ap), a ∈ A, p ∈ P, Δ ∈ HomR(P,Q). (1)

Обозначим
δa(Δ) = a+Δ− aΔ, δa0,...,ak = δa0 ◦ . . . ◦ δak , a0, . . . , ak ∈ A.

R-гомоморфизм Δ: P → Q называют линейным дифференциальным оператором порядка, не
превосходящего k, над алгеброй A, если δa0,...,ak(Δ) = 0 для всех a0, . . . , ak ∈ A.

Линейный дифференциальный оператор из A в A называют скалярным.
Через ordΔ будем обозначать порядок дифференциального оператора Δ, т.е. k = ordΔ,

если Δ – оператор порядка, не превосходящего k, но не k − 1.
В случае, когда A = C∞(M) – R-алгебра гладких (бесконечно дифференцируемых) функ-

ций на многообразии M, а P и Q – модули гладких сечений двух локально тривиальных
векторных расслоений ξ и ζ над M соответственно (о теории расслоений см. [7, гл. 2 и 3]),
сформулированное определение эквивалентно обычному определению линейного дифферен-
циального оператора. В частности, скалярный такой оператор на двумерном многообразии
M представляет собой конечную сумму производных по координатам x1, x2 на M с коэф-
фициентами из A:

Δ =
∑

i+j�k

aij(x1, x2)∂
i
1∂

j
2, aij(x1, x2) ∈ A, ∂1 =

∂

∂x1
, ∂2 =

∂

∂x2
.

Если расслоения ξ и ζ тривиальны и многомерны, то P и Q – модули векторных функций на
M соответствующей размерности, а любой оператор представляет собой матрицу скалярных
операторов.

Множество всех линейных дифференциальных операторов порядка, не превосходящего k,
действующих из P в Q, представляет собой A-модуль относительно и того, и другого умно-
жения из (1). Обозначим через Diff+k (P,Q) A-модуль относительно второго умножения, и
пусть

Diff+∗ (P,Q) =
∞⋃
k=0

Diff+k (P,Q).

Заметим, что если P, Q, R – A-модули, Δ ∈ Diff+k (P,Q), ∇ ∈ Diff+l (Q,R), то ∇ ◦Δ: P →
→ R – оператор порядка, не большего k + l. Это утверждение вытекает из формулы

δa(∇ ◦Δ) = δa(∇) ◦Δ+∇ ◦ δa(Δ)

и того факта, что отображение δa уменьшает порядок оператора на единицу, т.е.

δa : Diff+s (P,Q) → Diff+s−1(P,Q), s > 0, a ∈ A.

Отметим также, что в общем случае композиция линейных дифференциальных операторов
некоммутативна, даже если операторы скалярные.

Дифференциальный оператор Δ: P → Q называют (двусторонне) обратимым, если су-
ществует такой дифференциальный оператор Δ−1 : Q → P, что композиция Δ−1◦Δ является
тождественным отображением модуля P, а композиция Δ ◦Δ−1 – тождественным отображе-
нием модуля Q. В этом случае оператор Δ−1 называют обратным к Δ.

Отметим, что приведённое определение симметрично относительно замены Δ на Δ−1.
Поэтому оператор Δ−1 также обратим, а Δ – обратный к нему оператор.

В данной работе рассматриваются обратимые линейные дифференциальные операторы
по двум переменным, т.е. на двумерном многообразии M. Рассуждения локальны, поэтому
можно считать, что M = R

2 – плоскость, а P и Q – модули векторных функций на R
2.
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Нетрудно показать, что если существует обратимый линейный дифференциальный оператор
из P в Q, то векторные функции из P и Q имеют одинаковую размерность, которую мы
обозначаем через m, т.е. P = Am = Q, A = C∞(M).

Приведём пример обратимого оператора рассматриваемого типа.
Пример 1. Рассмотрим в случае m = 2 операторы Δ и Δ−1, которые заданы матрицами

Δ =

(
1− ∂1∂

2
2 + ∂4

1∂2 ∂3
2 − ∂2

1 − ∂3
1∂

2
2

−∂2
1∂2 1 + ∂1∂

2
2

)
, Δ−1 =

(
1 + ∂1∂

2
2 −∂3

2 + ∂2
1 + ∂3

1∂
2
2

∂2
1∂2 1− ∂1∂

2
2 + ∂4

1∂2

)
.

Нетрудно убедиться в том, что эти операторы являются обратными друг к другу.
2. Таблицы чисел обратимых операторов. Пусть M – двумерное многообразие, A =

= C∞(M), P, Q – A-модули гладких сечений двух локально тривиальных векторных рас-
слоений, Δ: P → Q – дифференциальный оператор порядка l. Рассмотрим следующие A-
модули:

Gp = Diff+p (A,Q), Fk = {α ∈ Diff+k+l(A,Q) : α = Δ ◦ β, β ∈ Diff+k (A,P )}, p, k � 0.

Так как Gp и Fk – подмодули модуля Diff+s (A,Q), где s = max(p, k + l), то их пересече-
ние Fk

⋂
Gp – также подмодуль модуля Diff+s (A,Q). Модули Gp и Fk являются модулями

гладких сечений локально тривиальных векторных расслоений над M. Обозначим соответ-
ствующие расслоения через ξp и ζk. Слои этих расслоений над точкой θ ∈ M состоят из
линейных дифференциальных операторов в точке θ, и размерность слоёв не зависит от точки.
Пересечение модулей Fk

⋂
Gp является модулем гладких сечений пересечения векторных рас-

слоений ξp и ζk. Слои пересечения векторных расслоений могут иметь разную размерность,
зависящую от точки θ ∈ M. Такой объект называют векторным расслоением с особенностя-
ми. Под размерностью модуля R гладких сечений векторного расслоения с особенностями
над многообразием M мы понимаем целочисленную функцию, которая точке θ ∈ M ставит
в соответствие размерность слоя этого расслоения над θ. Обозначим её через dimR. Набор
элементов β1, . . . , βk модуля сечений векторного расслоения ξ будем называть базисом этого
модуля в окрестности U точки θ ∈ M, если в каждой точке θ̃ ∈ U ограничения β1,θ̃, . . . ,
βk,θ̃ этих элементов образуют базис слоя расслоения ξ над точкой θ̃.

Пусть оператор Δ: P → Q обратим, l = ordΔ, а L – порядок обратного оператора. Точку
θ ∈ M назовём d-регулярной точкой обратимого оператора Δ, если в некоторой окрестности
этой точки пересечение слоёв расслоений ξp и ζk имеет постоянную размерность для любых
p = 0, l и k = 0, L. Таким образом, в окрестности d-регулярной точки функция dim(Fk

⋂
Gp)

постоянна для указанных k и p. Далее будем рассматривать обратимые операторы только в
окрестности d-регулярных точек.

В работах [4–6] использовался поход к классификации обратимых операторов на одномер-
ном M, основанный на исследовании размерностей dk,p = dim(Fk

⋂
Gp). А именно, считалось,

что одному классу принадлежат те и только те обратимые операторы, которые имеют одина-
ковые наборы чисел dk,p, k, p � 0. Этот подход применим и к рассматриваемому в данной
работе случаю двумерного многообразия M. В частности, важную роль играют наборы чисел

κk,p = dk,p − dk−1,p − dk,p−1 + dk−1,p−1, d−1,p = 0 = dk,−1 = κ−1,p = κk,−1,

которые совпадают с размерностями модулей, исследуемых далее.
3. Треугольные обратимые операторы. Пусть A = C∞(M), а P, Q – A-модули

гладких сечений локально тривиальных векторных расслоений. Линейный дифференциаль-
ный оператор ∇ : P → Q называется треугольным обратимым оператором в окрестности
точки θ ∈ M, если в этой окрестности существуют базисы модулей Q и P, в которых мат-
рица оператора ∇ имеет верхнетреугольный вид, т.е. на диагонали стоят единицы, под ней –
нули, а над ней – скалярные операторы.

Из определений композиции операторов и умножения матриц легко вытекает, что любой
треугольный обратимый оператор обратим и что обратный к нему оператор также является
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треугольным. Заметим, кроме этого, что если M – матрица оператора ∇ : P → Q в некоторых
базисах модулей Q и P, а R – какой-либо A-модуль и idR – его тождественное отображе-
ние, то матрица оператора ∇

⊕
idR : P

⊕
R −→ Q

⊕
R, (∇

⊕
idR)(p

⊕
r) = ∇(p)

⊕
r имеет

блочный вид (
M 0
0 E

)
, (2)

где 0 – нулевые матрицы, E – единичная матрица.
Теорема. Пусть M – двумерное многообразие, A = C∞(M), P = Am = Q. Тогда для

любого обратимого линейного дифференциального оператора Δ: P → Q ненулевого порядка
существует модуль R такой, что в окрестности d-регулярной точки оператора Δ опера-
тор Δ

⊕
idR является композицией не более чем четырёх треугольных обратимых опера-

торов.
4. Последовательности Спенсера модуля. Введём алгебраические структуры, необхо-

димые для описания модулей Fk
⋂

Gp и доказательства теоремы. R-линейное отображение
∇ : A → P называется дифференцированием алгебры A со значениями в A-модуле P, если
∇(ab) = a∇(b) + b∇(a) для любых a, b ∈ A. R-линейное отображение ∇ : A

⊗
A → P на-

зывается кососимметричным 2-дифференцированием алгебры A со значениями в A-модуле
P, если

∇(a1, a2) +∇(a2, a1) = 0, ∇(ab, a2) = a∇(b, a2) + b∇(a, a2) для любых a, b, a1, a2 ∈ A.

Через D1(P ) обозначим множество всех дифференцирований алгебры A со значениями в
A-модуле P, а через D2(P ) – множество всех кососимметричных 2-дифференцирований ал-
гебры A со значениями в P. Так как любое дифференцирование является дифференциальным
оператором порядка 1, то D1(P ) ⊂ Diff+1 (A,P ).

В рассматриваемом нами случае любой элемент из D1(Gp) имеет вид ∇1∂1 + ∇2∂2, где
∇1,∇2 ∈ Gp, а любой элемент из D2(Gp) – вид ∇∂1 ∧ ∂2, где ∇ ∈ Gp. Определим операторы

S0 : Gp → Q, S1 : D1(Gp) → Gp+1, S2 : D2(Gp) → D1(Gp+1),

называемые операторами Спенсера [2, п. 1.1.8], соотношениями

S0(∇) = ∇(1), S1(∇1∂1 +∇2∂2) = ∇1 ◦ ∂1 +∇2 ◦ ∂2, S2(∇∂1 ∧ ∂2) = (∇ ◦ ∂1)∂2 − (∇ ◦ ∂2)∂1,

в которых ∇,∇1,∇2 ∈ Diff+∗ (A,Q). Последовательность

0 −→ D2(Gp−1)
S2−→ D1(Gp)

S1−→ Gp+1
S0−→ Q −→ 0

точна и называется Diff-комплексом Спенсера порядка p+ 1 модуля Q [2, п. 1.1.9].
В [2, п. 1.2.16] сформулированы условия на R-алгебру A, при выполнении которых имеют

место изоморфизмы A-модулей

Di(Gp)

Di(Gp−1)
� Di

(
Gp

Gp−1

)
, i = 1, 2, p � 1. (3)

Показано также, что эти изоморфизмы имеются в случае A = C∞(M).
Модуль Gp/Gp−1 называется модулем символов порядка p модуля Q. Факторизуя Diff -

комплекс Спенсера порядка p + 1 модуля Q по Diff-комплексу Спенсера порядка p этого
модуля, получаем точную последовательность

0 −→ D2

(
Gp−1

Gp−2

)
S2−→ D1

(
Gp

Gp−1

)
S1−→ Gp+1

Gp
−→ 0, (4)

которая называется δ-последовательностью Спенсера порядка p + 1 модуля Q для симво-
лов [2, п. 1.2.16]. Отображения S1 и S2 этой последовательности являются гомоморфизмами
модулей [2, п. 1.5.10].
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5. Доказательство теоремы. Для описания модулей Fk
⋂

Gp применим теорию цепных
комплексов и их спектральных последовательностей (см. [8, гл. 4, § 1 и гл. 9, § 1]). По возмож-
ности далее будем формулировать используемые понятия и доказывать необходимые факты
этой теории.

Обозначим L = ordΔ−1. Тогда Gp ⊂ Fp+L для любого p � 0, так как если α ∈ Gp, то
α = Δ ◦ β, где β = Δ−1 ◦ α ∈ Diff+p+L(A,P ). Модули Gp/Gp−1 имеют фильтрацию

Gp

Gp−1
⊃ Gp

⋂
Fp+L−1 +Gp−1

Gp−1
⊃ . . . ⊃ Gp

⋂
Fk +Gp−1

Gp−1
⊃ . . . ⊃ Gp

⋂
F0 +Gp−1

Gp−1
.

Так как
S1 : D1(Fk) → Fk+1, S2 : D2(Fk) → D1(Fk+1),

то для p � 0, k = 0, p+ L, определены последовательности

0 −→ D2

(
Gp−1

⋂
Fk−1 +Gp−2

Gp−2

)
S2−→ D1

(
Gp
⋂

Fk +Gp−1

Gp−1

)
S1−→ Gp+1

⋂
Fk+1 +Gp

Gp
−→ 0.

Это означает, что мы имеем фильтрацию комплексов (4), p � 0, и их спектральные последо-
вательности (см. [8, гл. 9, § 1, п. 2]). Обозначим

Ek,p =
Gp
⋂

Fk +Gp−1

Gp
⋂
Fk−1 +Gp−1

. (5)

Тогда последовательности (E0, d0) (см. [8, гл. 9, § 1, п. 2]) записываются в виде

0 −→ D2(Ek−1,p−1)
S2−→ D1(Ek,p)

S1−→ Ek+1,p+1 −→ 0, k � 0, p � 0, (6)

и представляют собой факторизации Diff -комплексов Спенсера. Именно, если элемент ξ ∈
∈ D2(Ek−1,p−1) (или ξ ∈ D1(Ek,p)) – фактор-элемент элемента α ∈ D2(Gp−1) (α ∈ D1(Gp))
в представлении (5), то S2(ξ) – фактор-элемент элемента S2(α) ∈ D1(Gp) (S1(α) ∈ Gp+1

соответственно).
Отметим, что мы используем отличные от обычных обозначения и нумерацию элемен-

тов E0, потому что для дальнейших рассуждений удобно иметь нумерацию, симметричную
относительно p, k. Для доказательства симметричности Ek,p используем следующий извест-
ный факт.

Теорема Нётер об изоморфизме (см. [8, гл. 4, введение, § 4]). Пусть X и Y – некото-
рые подмодули A-модуля Z, и пусть X+Y – подмодуль, порождённый множеством X

⋃
Y.

Тогда вложение X ⊂ X + Y переводит X
⋂

Y в Y и индуцирует изоморфизм A-модулей

X

X
⋂

Y
−→ X + Y

Y
.

Обозначим X = Gp
⋂

Fk и Y = Gp
⋂

Fk−1 +Gp−1. Так как Fk−1 ⊂ Fk, то

X + Y = Gp
⋂

Fk +Gp−1, X
⋂

Y = Gp
⋂

Fk−1 +Gp−1
⋂

Fk.

Применяя теорему Нётер, получаем симметричную относительно k и p формулу

Ek,p =
Gp
⋂

Fk

Gp
⋂

Fk−1 +Gp−1
⋂

Fk
, p, k � 0. (7)

Используя известные факты о размерностях пространств (модулей), в окрестности d-ре-
гулярной точки получаем

dimEk,p = dim(Gp
⋂

Fk)− dim(Gp
⋂
Fk−1 +Gp−1

⋂
Fk) =
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= dk,p − dim(Gp
⋂

Fk−1)− dim(Gp−1
⋂

Fk) + dim(Gp
⋂

Fk−1
⋂

Gp−1
⋂

Fk) =

= dk,p − dk−1,p − dk,p−1 + dk−1,p−1 = κk,p.

По построению Fk ⊂ Gk+l для l = ordΔ, k � 0. Поэтому применимы рассуждения,
приведённые выше, с заменой Δ на Δ−1. Так как модуль Diff+k (A,P ) изоморфен модулю
Fk, а модуль

{α ∈ Diff+p+L(A,P ) : α = Δ−1 ◦ β, β ∈ Diff+p (A,Q)}

– модулю Gp для p, k � 0, то мы получим те же элементы Ek,p, только с заменой p на k и
k на p (этим и объясняется такое представление элементов E0).

Рассмотрим теперь для разных k и p модули гомологий комплекса (6) (они составляют
член E1 спектральной последовательности, см. [8, гл. 9, § 1, п. 2]). Так как F−1 = 0, то
E−1,p = 0 и поэтому модуль гомологий в члене E0,p совпадает с E0,p = Gp

⋂
F0/Gp−1

⋂
F0

для любого p � 0. Так как F0 ⊂ Gl, то E0,p = 0 при p > l. Аналогично, модуль гомологий в
члене Ek,0 совпадает с Ek,0 = G0

⋂
Fk/G0

⋂
Fk−1, k � 0, и Ek,0 = 0 при k > L.

Отметим, что если E0,0 �= 0, то существует такой подмодуль P0 модуля P, что ограниче-
ние оператора Δ на P0 представляет собой дифференциальный оператор нулевого порядка
(изоморфизм ввиду обратимости Δ). Выберем в окрестности d-регулярной точки какой-либо
базис B0 модуля P0. Образ Δ(P0) является подмодулем модуля Q, а образ базиса B0 – ба-
зисом в Δ(P0). Дополним базисы B0 и Δ(B0) до базисов в P и Q соответственно. В этих
базисах матрица оператора Δ имеет блочный вид (2), и мы можем рассматривать обратимый
оператор с матрицей M меньшей размерности. Поэтому далее считаем, что E0,0 = 0.

Последовательно для p = l, 1 в окрестности d-регулярной точки рассмотрим базисы мо-
дулей E0,p и какие-либо элементы из Gp

⋂
F0, факторами которых они являются. Обозначим

их через β1, . . . , βm. Получим базис модуля F0.
По определению модуль гомологий в члене D2(Ek−1,p−1) совпадает с ядром S2, а значит,

является подмодулем в D2(Ek−1,p−1). Модуль гомологий в члене D1(Ek,p) представляет собой
фактор-модуль ядра S1 по образу S2. Наконец, модуль гомологий в члене Ek+1,p+1 – это
фактор-модуль модуля Ek+1,p+1 по образу S1. Из соотношений (3) и (7) следуют равенства

Di(Ek,p) =
Di(Gp

⋂
Fk)

Di(Gp
⋂
Fk−1 +Gp−1

⋂
Fk)

, i = 1, 2.

Таким образом, элементы гомологий комплексов (6) представляют собой факторы элементов
из Di(Gp

⋂
Fk), i = 1, 2, или из Gp

⋂
Fk. Далее фактор элемента β ∈ Di(Gp

⋂
Fk) в Di(Ek,p),

i = 1, 2, (или β ∈ Gp
⋂

Fk в Ek,p) будем обозначать через [β]. При этом элемент β может
быть определён или не определён, но определён фактор-элемент.

Отметим, что если [α] – ненулевой элемент модуля гомологий в члене D2(Ek−1,p−1), то
α ∈ D2(Gp−1

⋂
Fk−1), α /∈ D2(Gp−2

⋂
Fk−1), α1 = S2(α) ∈ D1(Gi

⋂
Fk + Fk−1) для некото-

рого i � p − 1 и S1[α1] = 0, поскольку S1 ◦ S2 = 0. Но так как α /∈ D2(Gp−2
⋂

Fk−1), то
[α1] /∈ S2(D2(Ek−1,i−1)), а значит, [α1] – элемент модуля гомологий в члене D1(Ek,i). Таким
образом, S2 отображает элемент модуля гомологий в члене D2(Ek−1,p−1) в элемент модуля
гомологий в члене D1(Ek,i). Аналогично S1 отображает каждый ненулевой элемент [α2] мо-
дуля гомологий в члене D1(Ek,p) в элемент модуля гомологий в члене Ek+1,i+1 для некоторого
номера i � p− 1, зависящего от [α2].

С другой стороны, используя известные свойства спектральных последовательностей [8,
гл. 9, § 1, п. 2], несложно доказать, что любой ненулевой элемент [α1] модуля гомологий в
члене D1(Ek,p) представляет собой образ относительно S2 некоторого элемента [α] модуля
гомологий в члене D2(Ek−1,i−1), i > p. Аналогично любой ненулевой элемент модуля го-
мологий в члене Ek+1,p+1 является образом относительно S1 некоторого элемента модуля
гомологий в члене D1(Ek,i), i > p.

Покажем, как в окрестности d-регулярной точки выбрать элементы из Ek,p, p, k � 0,
порождающие над A модули гомологии комплексов (6), и как получить все возможные диф-
ференциальные соотношения на них. Используем для этого индукцию по k. Случай k = 0
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мы уже рассмотрели: фактор-элементы [β1], . . . , [βm] порождают A-модули E0,p, p � 0, а
значит, и модули гомологии в членах D2(E0,p), D1(E0,p), E0,p, p � 0.

Предположим, что элементы [β1], . . . , [βm1 ] (m1 � m) порождают модули гомологий
в членах D2(Ei,p), D1(Ei,p), Ei,p, i = 0, k − 1, p � 0. Для каждого p � 0 рассмотрим
базисы модулей гомологий в членах D2(Ek,p), D1(Ek,p), Ek,p. Базисный элемент гомологий
из D2(Ek,p) имеет вид [∇1]∂1 + [∇2]∂2, где [∇1], [∇2] ∈ Ek,p, а базисный элемент гомологий
из D1(Ek,p) – вид [∇]∂1 ∧ ∂2, [∇] ∈ Ek,p. Таким образом, все указанные базисные элементы
порождаются набором элементов из Ek,p. Выберем в окрестности d-регулярной точки какой-
либо базис этого набора и проделаем эту процедуру для каждого p � 0. Получим элементы
[βm1+1], . . . , [βm2 ] из Ek,p, p � 0 (m2 � m1).

Найдём теперь дифференциальные соотношения на [β1], . . . , [βm2 ]. Рассмотрим какой-
либо элемент [βl], l = m1 + 1,m2. По построению этот элемент порождает гомологию или в
члене Ek,p, или в члене D1(Ek,p) для некоторого p � 0. В первом случае, как отмечалось
выше, существует такой элемент [α2] = [∇1]∂1 + [∇2]∂2 модуля гомологий в члене D1(Ek−1,i)
для некоторого i > p, что S1[α2] = [∇1] ◦ ∂1 + [∇2] ◦ ∂2 = [βl]. По предположению шага
индукции имеем [∇s] =

∑m1
j=1[βj ] ◦ asj, asj ∈ A, s = 1, 2, а значит,

[βl] =

m1∑
j=1

[βj ] ◦ ∇lj, (8)

где ∇lj – скалярные дифференциальные операторы. Во втором случае существует элемент
[α] = [∇]∂1 ∧ ∂2 модуля гомологий в члене D2(Ek−1,i−1), i > p, такой, что элемент S2[α] =
= ([∇] ◦ ∂1)∂2 − ([∇] ◦ ∂2)∂1 равен или [βl]∂1 + [β0]∂2, или [β0]∂1 + [βl]∂2 для некоторого
[β0] ∈ Ek,p. Таким образом, в обоих случаях имеем соотношения (8).

Результатом этих рассуждений для всех k является набор [βl], l = 1,m0 (m0 � m), и
соотношения вида

[βl] =

l−1∑
j=1

[βj ] ◦ ∇lj , l = m+ 1,m0. (9)

Выберем какие-либо представители β1, . . . , βm из классов эквивалентностей [β1], . . . , [βm].
Тогда в силу соотношений

βl =

l−1∑
j=1

βj ◦ ∇lj, l = m+ 1,m0, (10)

получаем представителей βm+1, . . . , βm0 из классов эквивалентностей [βm+1], . . . , [βm0 ].
Соотношения (10) можно записать в матричном виде

−β(1)M1 + β(23)(E −M2) = 0,

где β(1) – матрица, составленная из столбцов β1, . . . , βm, а β(23) – матрица, составленная
из столбцов βm+1, . . . , βm0 , матрицы M1 и M2 определяются равенствами M1 = (∇lj), где
l = m+ 1,m0, j = 1,m, M2 = (∇lj), где l = m+ 1,m0, j = m+ 1,m0, причём ∇lj = 0
при j � l. Из последнего равенства следует, что матрица E −M2 является верхнетреуголь-
ной с единицами на диагонали. Поэтому соответствующий оператор является треугольным
обратимым.

Последовательно для k = l, L в окрестности d-регулярной точки найдём базисы модулей
Ek,0 и какие-либо элементы из G0

⋂
Fk, факторами которых они являются. Обозначим их

через e1, . . . , em. Получим базис модуля F0. Операторы β1, . . . , βm, e1, . . . , em линейно
независимы над A и являются A-линейными комбинациями операторов β1, . . . , βm0 . Среди
элементов βl, l = m+ 1,m0, выберем такие, которые вместе с β1, . . . , βm, e1, . . . , em
образуют базис A-линейной оболочки spanA{β1, . . . , βm0}. Обозначим матрицу, составленную
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из этих элементов, через β(3), а матрицу, составленную из элементов e1, . . . , em, через β(2).
Тогда матрица β(23) представляется в виде

β(23) = β(1)T2 + (β(2)β(3))T1,

где (β(2)β(3)) – блочная матрица, составленная из матриц β(2) и β(3), а T2 и T1 – матрицы
элементов из A, матрица T1 обратима. Соотношения (10) записываются в блочно-матричном
виде

β(1)M3 + (β(2)β(3))Δ1 = 0, (11)

где M3 = T2(E−M2)−M1, а Δ1 = T1(E−M2) – матрица треугольного обратимого оператора
по определению. Отметим также, что каждое соотношение в (11) представляет собой A-ли-
нейную комбинацию соотношений (10) и наоборот.

Аналогично, меняя в рассуждениях местами {Fk} и {Gp}, получаем элементы [β̃l], l =

= 1,m0, и соотношения вида (9) на них. Так как и [βl], l = 1,m0, и [β̃l], l = 1,m0, порождают
модули гомологий одних и тех же комплексов (6), то A-линейные оболочки {[βl]} и {[β̃l]} сов-
падают, а значит, наборы B = ([β1], . . . , [βm0 ]) и B̃ = ([β̃1], . . . , [β̃m0 ]) образуют разные базисы
одного и того же модуля. Пусть T – матрица перехода от базиса B к базису B̃. Тогда T –
обратимая матрица элементов из A, т.е. обратимый дифференциальный оператор нулевого
порядка, и B̃ = TB. Дифференциальные соотношения на [β̃1], . . . , [β̃m0 ] аналогичны соотно-
шениям (9), но матрицы β(1) и β(2) меняются местами. Рассуждая аналогично предыдущему,
получаем соотношения вида

β(2)N3 + (β(1)β(3))Δ2 = 0, (12)

где Δ2 – матрица треугольного обратимого оператора.
Так как соотношения (12) и (11) определяются гомологиями одних и тех же комплексов (6),

то соотношения (12) дифференциальным образом выражаются через соотношения (11), и на-
оборот, соотношения (11) выражаются через соотношения (12). Это означает, что существует
обратимый дифференциальный оператор с матрицей Δ3 такой, что соотношения (12) совпа-
дают с соотношениями

β(1)M3Δ3 + (β(2)β(3))Δ1Δ3 = 0. (13)

Отметим также, что соотношения и из (11), и из (12) разбиваются на две группы: 1) соот-
ветствующие гомологиям в членах Ek,p и 2) соответствующие гомологиям в членах D1(Ek,p).
Соотношения первой группы из (12) выражаются A-линейным образом через соотношения
первой группы из (11). А соотношения второй группы из (12) определяются с точностью до
образа S2, а значит, выражаются A-линейным образом через соотношения второй группы
из (11) и дифференциальным образом через соотношения первой группы из (11). Поэтому Δ3

является матрицей треугольного обратимого оператора.
Кроме того, так как столбцы матрицы β(1) составляют базис модуля F0, то β(1) – матрица

оператора Δ в соответствующих базисах модулей P и Q. Аналогично столбцы матрицы
β(2) составляют базис модуля G0, а значит β(2) – единичная матрица. Учитывая это, в силу
соотношений (12) получаем, что матрица N3 представляется в виде произведения блочной
матрицы (−Δ− β(3)) и матрицы Δ2.

Умножая соотношения (12) справа на матрицу Δ−1
2 , получаем

(β(1)β(2)β(3))

⎛
⎝ E 0

−Δ −β(3)

0 E

⎞
⎠ = 0. (14)

Аналогично умножая соотношения (13) справа на матрицу Δ−1
2 , будем иметь

β(1)M3Δ3Δ
−1
2 + (β(2)β(3))Δ1Δ3Δ

−1
2 = 0. (15)
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Так как соотношения (12) и (13) совпадают между собой, то совпадают между собой и соот-
ношения (14) и (15), а значит, матрица Δ1Δ3Δ

−1
2 имеет блочный вид

(
−Δ −β(3)

0 E

)
.

Нетрудно видеть, что
(
Δ 0
0 E

)
= Δ4

(
−Δ −β(3)

0 E

)
, Δ4 =

(
−E −β(3)

0 E

)
.

Поэтому имеем разложение (
Δ 0
0 E

)
= Δ4Δ1Δ3Δ

−1
2 . (16)

Следовательно, оператор Δ
⊕

idR представляется в виде композиции треугольных обратимых
операторов с матрицами Δ4, Δ1, Δ3 и Δ−1

2 . Теорема доказана.
Из сформулированных результатов и доказательства теоремы вытекает, что для разложе-

ния обратимых линейных дифференциальных операторов в композицию треугольных можно
применять следующий

Алгоритм.
Шаг 1. Последовательно для k = 0, L найти образующие модулей Ek,p и модулей гомо-

логий комплекса (6) для p � 0. Получить набор β1, . . . , βm0 и соотношения вида (10) на
них.
Шаг 2. Преобразовать соотношения вида (10) к виду (11) и вычислить матрицу Δ1.
Шаг 3. Поменять модули Gp и Fk местами и преобразовать соотношения вида (10) к

виду (12), вычислить матрицы Δ2 и Δ−1
2 .

Шаг 4. Найти матрицу Δ3.
Шаг 5. Записать представление (16).
Пример 2. Применим данный алгоритм к оператору Δ из примера 1. Для этого введём

следующие обозначения для операторов:

e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
, β1 = Δ ◦ e1, β2 = Δ ◦ e2.

На шаге k = 1 алгоритма получаем элемент β3 и соотношение

β3 = β1 ◦ ∂2 + β2 ◦ ∂1 =
(
−∂3

1 + ∂2

∂1

)
, (17)

на шаге k = 3 – элемент β4 и соотношения

β4 = β3 ◦ ∂2
2 − β2 =

(
∂2
1

−1

)
, e1 = β3 ◦ ∂1∂2 + β1,

а на шаге k = 5 – соотношение
e2 = e1 ◦ ∂2

1 − β4.

Поменяв модули Gp и Fk местами, приходим к тем же соотношениям, кроме соотноше-
ния (17). Вместо него получаем соотношение

β3 = e1 ◦ ∂2 − β4 ◦ ∂1. (18)
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Разность между равенствами (17) и (18) даёт соотношение (β1−e1)◦∂2+(β2+β4)◦∂1 = 0,
которое является следствием остальных соотношений. Вычисляя матрицы Δ3, Δ1, Δ2, Δ−1

2
и Δ4, получаем искомое разложение:

⎛
⎜⎝
1− ∂1∂

2
2 + ∂4

1∂2 ∂3
2 − ∂2

1 − ∂3
1∂

2
2 0 0

−∂2
1∂2 1 + ∂1∂

2
2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝
−1 0 ∂3

1 − ∂2 −∂2
1

0 −1 −∂1 1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎠ ◦

◦

⎛
⎜⎝
0 0 1 −∂2

1
0 0 0 1
1 −∂2

2 −∂1∂2 0
0 1 0 1

⎞
⎟⎠ ◦

⎛
⎜⎝

1 0 0 0
∂1 1 0 0
−∂2 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎠ ◦

⎛
⎜⎝
−∂1∂2 ∂2

2 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0
∂2
1∂2 −1− ∂1∂

2
2 −∂1 1

⎞
⎟⎠ .

Заключение. В работе доказано, что обратимые линейные дифференциальные операто-
ры с двумя независимыми переменными разлагаются в композицию треугольных обратимых
операторов. В качестве следствия доказательства этого результата сформулирован алгоритм
разложения, который продемонстрирован на примере. Основой приведённого доказательства
является использование δ-последовательности Спенсера, определяемой для любого количе-
ства переменных. Поэтому обобщение полученных результатов на большее количество пере-
менных представляется вполне возможным.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образова-
ния Российской Федерации (проект 0705-2020-0047) и Российского фонда фундаментальных
исследований (проекты 19-07-00817 и 20-07-00279).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Громов М. Дифференциальные соотношения с частными производными. М., 1990.
2. Виноградов А.М., Красильщик И.С., Лычагин В.В. Введение в геометрию нелинейных дифферен-

циальных уравнений. М., 1986.
3. Chetverikov V.N. Invertible linear differential operators on two-dimensional manifolds. Preprint of the

Erwin Schrodinger Intern. Inst. for Math. Physics. Vienna, 1993. № 55.
4. Четвериков В.Н. Анализ и синтез обобщённых обратимых дифференциальных операторов с одной

независимой переменной// Дифференц. уравнения. 2015. Т. 51. № 11. С. 1534–1544.
5. Chetverikov V.N. Invertible linear ordinary differential operators // J. of Geom. and Phys. 2017. V. 113.

P. 10–27.
6. Chetverikov V.N. Invertible linear ordinary differential operators and their generalizations // J. of Geom.

and Phys. 2020. V. 151. Art. 103617.
7. Хьюзмоллер Д. Расслоенные пространства. М., 1970.
8. Спеньер Э. Алгебраическая топология. М., 1971.

Московский государственный технический Поступила в редакцию 09.06.2021 г.
университет им. Н.Э. Баумана После доработки 09.06.2021 г.

Принята к публикации 08.09.2021 г.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 10 2021



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2021, том 57, № 10, с. 1407–1420

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.956.226+517.956.227

О ПОВЕДЕНИИ СПЕКТРА
ВОЗМУЩЁННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ СТЕКЛОВА

СО СЛАБОЙ СИНГУЛЯРНОСТЬЮ

c© 2021 г. А. Г. Чечкина

Для уравнения Лапласа в ограниченной области пространства R
n, n � 3, граница кото-

рой содержит кусок Γ гиперплоскости L, рассматривается краевая задача типа Стеклова
с однородным условием Дирихле на одной части границы и условием Стеклова на другой.
Вне Γ задано условие Дирихле. На Γ граничные условия задаются следующим образом.
Пусть Rδ – (n− 1)-мерная решётка с ребром δ в L, а Aεδ и A2εδ – совокупности шаров
с центрами в вершинах решётки Rδ радиусов εδ и 2εδ соответственно, Bεδ = A2εδ \Aεδ,

Ãεδ = Γ
⋂
Aεδ и B̃εδ = Γ

⋂
Bεδ, где ε – малый параметр и δ = δ(ε) → 0 при ε → 0.

На куске Γ условие Дирихле задано только на множестве Ãεδ. Вне этого множества за-
дано спектральное условие Стеклова, коэффициент в котором вне множества B̃εδ равен
единице, а на множестве B̃εδ он равен (εδ)−m, где m < 2. Для предельных (усреднённых)
задач и исходной задачи получены отклонения их решений в норме соболевского прост-
ранства W 1

2 , а также оценки отклонения собственных значений.

DOI: 10.31857/S0374064121100125

Введение. Исследования краевых задач в областях с сингулярно возмущённой плотностью
были начаты более века назад (см., например, [1]).

В [2] авторы изучали случай одной сингулярности для обыкновенного дифференциально-
го оператора. В работе [3] рассматривалось колебание тела, имеющего большой набор суще-
ственных сингулярностей, расположенных периодически вдоль границы (более общий случай
см. [4]). Дальнейшее развитие эти задачи получили в работах [5–7]. Работы [8] и [9] посвя-
щены изучению аналогичных задач для стационарой системы линейной теории упругости с
непериодическими быстро меняющимися граничными условиями и большим количеством кон-
центрированных масс около границы. В работах [10] и [11] детально изучено поведение соб-
ственных значений и собственных функций оператора Лапласа в областях с непериодическими
слабыми сингулярностями (стохастический случай см. в [12] и [13]). В работе [14] применён
“unfolding”-метод для изучения задач с сингулярностями. Отметим также работу [15], в ко-
торой обнаружены новые эффекты влияния одной массы на другую. В работах [16] и [17]
построены асимптотики собственных значений задач с концентрированными массами, пери-
одически расположенными вдоль части границы, причём расстояния между массами имеют
тот же порядок, что и диаметр масс. Изучены “лёгкие”, “средние” и “тяжёлые” массы.

Задачи с краевым условием Стеклова исследовались во многих работах. В работе [18] про-
анализирована вся совокупность случаев, возникающих при быстрой смене условия Стеклова
и условия Дирихле. Особенности асимптотики спектра задач Стеклова в областях с сингуляр-
ностями обнаружены в работах [19–24]. В работах [19–21] найдены асимптотики собственных
значений и собственных функций задачи в области, разделённой перфорированным интер-
фейсом (так называемым “ситом”), на котором поставлено условие Стеклова. Работы [22–24]
посвящены построению асимптотик собственных значений и собственных функций в областях
с малой полостью при стремлении малого параметра, характеризующего размер полости, к
нулю. В статье [25] рассматривается плоская задача с условием Стеклова, чередующимся с
условием Дирихле, при этом предполагается, что размеры участков Дирихле и Стеклова име-
ют один и тот же порядок малости. Получены асимптотики собственных значений. Задачи с
быстро меняющимся типом граничных условий изучались также в работах [26–31], в которых
рассматривались в том числе и спектральные задачи.
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Более подробно остановимся на недавних работах [32–34]. В работе [32] исследуется за-
дача для системы теории упругости в анизотропной трёхмерной среде с условием Дирихле,
которое чередуется со спектральным условием Винклера–Стеклова. В ней с помощью техники
декомпозиции Флоке–Блоха строится семейство спектральных задач типа Винклера–Стеклова
в полубесконечной призме, которое потом используется в доказательстве теорем о сходимости
собственных значений и собственных функций исходной задачи. Масштабированные преде-
лы собственных значений исходной задачи оказываются нижними гранями соответствующих
семейств собственных значений задач в призме. Кроме низкочастотных колебаний рассмот-
рены также высокочастотные колебания и доказаны теоремы о сходимости соответствующих
семейств собственных значений исходной задачи. В работах [33] и [34] рассматриваются спек-
тральные задачи для системы теории упругости в ограниченной области с чередующимися
условиями Винклера–Робэна (упругое закрепление) и однородного условия Неймана (нулевое
напряжение). В зависимости от значений параметров (диаметра пятен, на которых задано
условие Винклера–Робэна, и расстояния между ближайшими пятнами) и коэффициентов в
условии Винклера–Робэна исходной задачи получены различные предельные краевые условия
(однородные условия Винклера–Робэна, Неймана и Дирихле). При этом применена техника
асимптотического анализа для построения усреднённого спектра и доказательства сходимости
собственных значений и собственных функций.

В настоящей работе рассматривается многомерная задача (размерность больше или равна
трём) с быстрой сменой однородного условия Дирихле и условия Стеклова со слабой син-
гулярностью. Предполагается, что размеры сингулярностей и расстояния между ними имеют
различный порядок, что приводит к нетривиальному смещению спектра в критическом случае.
В работе даются в соответствующих нормах оценки отклонения (оценки скорости сходимости)
решений соответствующих краевых задач от решений предельных краевых задач при стрем-
лении малого параметра к нулю, кроме этого аналогичные оценки получены для собственных
значений соответствующей спектральной задачи.

В п. 1 работы ставится задача и даются определения нужных в дальнейшем понятий, а
также формулируются основные её теоремы. В п. 2 доказываются вспомогательные утвержде-
ния. В п. 3 приводятся те результаты из монографии [35], которые используются в п. 4 при
доказательстве основных утверждений работы.

1. Постановка задачи. Обозначим через x = (x1, . . . , xn) декартовы координаты в R
n,

n � 3. Пусть Ω – область в R
n с гладкой границей ∂Ω. Предполагается, что ∂Ω = Γ1

⋃
Γ2,

где Γ2 – область в гиперплоскости xn = 0, состоящая из трёх частей αε, βε и γε. Здесь γε =

=
⋃Nδ

i=1 γ
i
ε – дизъюнктное объединение (n − 1)-мерных шаров, а βε =

⋃Nδ
i=1 β

i
ε – дизъюнктное

объединение (n − 1)-мерных шаровых слоёв, αε = Γ2 \ (βε
⋃

γε). Обозначим Γε = αε
⋃

βε.

Рис. 1. Область с микронеоднородной струк-
турой границы.

Поясним строение области Γ2. Через ξ = x/δ
обозначим “растянутые” координаты, ξ=(ξ1, . . . , ξn),
а через γ0 и β0 – (n− 1)-мерные шар

{ξ : ‖ξ‖21 + . . . . . . + ξ2n−1 < ε2, ξn = 0}
и шаровой слой

{ξ : ε2 < ξ21 + . . .+ ξ2n−1 < 2ε2, ξn = 0}
соответственно. Пусть γ и β – множества, получен-
ные всевозможными сдвигами множеств γ0 и β0 на
целочисленные векторы (k1, . . . , kn−1, 0), ki ∈ Z, i =

= 1, n − 1, а γ̃ε и β̃ε – гомотетичные сжатия δγ и
δβ множеств γ и β соответственно. Тогда (рис. 1)

γε = γ̃ε
⋂

∂Ω, βε = β̃ε
⋂

∂Ω, αε = Γ2 \ (βε
⋃

γε).

Подчеркнём, что рассматривается случай, когда параметр δ(ε), определяющий характерное
расстояние между шарами γiε, стремится к нулю при ε → 0. Отметим также, что Nδ =
= O(1/δn−1). В дальнейшем буквой C с нижними индексами или без них обозначаются по-
стоянные.
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Рассмотрим следующую спектральную задачу:
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Δukε = 0 в Ω,

ukε = 0 на Γ1
⋃

γε,

∂ukε
∂xn

= λk
ερ

ε(x)ukε на Γε,

(1)

где

ρε(x) =

{
(εδ)−m, если x ∈ βε,

1, если x ∈ αε.

Изучается случай m < 2 (слабая сингулярность).
Собственные значения λk

ε , k ∈ N, занумерованы в порядке неубывания, т.е. λ1
ε � λ2

ε � . . .
. . . � λk

ε � . . . , и повторяются с учётом кратности. При этом
∫
Γ2

ρε(x̂, 0)ukε (x̂, 0)u
l
ε(x̂, 0) dx̂ = δkl,

здесь x̂ = (x1, . . . , xn−1).

Рис. 2. Ячейка периодич-
ности.

Для формулировки теорем нам понадобится следующая вели-
чина:

P := lim
ε→0

εn−2

δ(ε)
.

Обозначим (рис. 2)

D = {ξ ∈ R
n : −1/2 < ξi < 1/2, i = 1, n − 1, ξn < 0},

Σ = {ξ ∈ R
n : −1/2 < ξi < 1/2, i = 1, n − 1, ξn = 0}.

Пусть функция W ε, периодическая по переменным ξ1, . . . , ξn−1, является первой соб-
ственной функцией задачи с условием Стеклова

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ΔW ε = 0 в D,

W ε = 0 на γ0,
∂W ε

∂ξn
= θεW

ε на Σ\γ0.

Зададим функцию wδ
ε формулой

wδ
ε(x) = 1 + ψ(xn)(W

ε(x/δ) − 1) (2)

и продолжим её по периодичности относительно x̂. Здесь ψ(t) – гладкая срезающая функция
одной переменной, 0 � ψ � 1, причём ψ ≡ 1 в некоторой достаточно малой окрестности об-
ласти Γ2. Свойства функции wδ

ε приведены в лемме в начале следующего пункта и подробно
изучены в работе [18].

Сформулируем далее основные результаты, которые будут доказаны в п. 4. Рассмотрим
краевые задачи ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

Δuε = 0 в Ω,

uε = 0 на Γ1
⋃

γε,
∂uε

∂xn
= ρε(x)f(x) на Γε;

(3)
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и ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Δu0 = 0 в Ω,

u0 = 0 на ∂Ω (P = +∞),⎡
⎣∂u

0

∂xn
+ P

σncγ0
2

u0 = f(x) на Γ2,

u0 = 0 на Γ1

⎤
⎦ (P < +∞), (4)

где σn – площадь единичной n-мерной сферы, а cγ0 := cap γ0 – гармоническая ёмкость (n− 1)-
мерного шара γ0.

Оценки решений этих задач даёт
Теорема 1. Пусть uε и u0 – обобщённые решения задач (3) и (4) соответственно. Если

P < +∞, то существует такая постоянная C1(f, γ0, n), не зависящая от ε и δ, что для
достаточно малых ε выполняется неравенство

‖u0wδ
ε − uε‖H1(Ω) � C1(ε

(n−2)/2 + |εn−2/δ − P |+ ε2−mδ2−m).

Если P = +∞, то существует постоянная C2(f, γ0, n) такая, что

‖uε‖L2(Ω) � C2(δ
1/2/ε(n−2)/2 + ε2−mδ2−m).

Теперь рассмотрим спектральную задачу
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δuk0 = 0 в Ω,

uk0 = 0 на ∂Ω (P = +∞),

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂uk0
∂xn

+ P
σncγ0
2

uk0 = λk
0u

k
0 на Γ2,

uk0 = 0 на Γ1,∫
Γ2

uk0u
l
0 dx̂ = δkl, 0 < λ1

0 � λ2
0 � . . . ,

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(P < +∞).

(5)

Связь между собственными значениями и собственными функциями задач (5) и (1) уста-
навливает

Теорема 2. Пусть λk
0 и λk

ε – k-е собственные значения задач (5) и (1) соответственно.
Тогда

|λk
0 − λk

ε | � C3(ε
(n−2)/2 + |εn−2/δ − P |+ ε2−mδ2−m), если P < +∞,

λk
ε → +∞ при ε → 0, если P = +∞,

где постоянная C3 не зависит от ε.
Если кратность собственного значения λl

0 задачи (5) равна r, т.е.

λl
0 = λl+1

0 = . . . = λl+r−1
0 ,

то для любой собственной функции ul0 задачи (5), соответствующей собственному значе-
нию λl

0, ‖ul0‖L2(Ω) = 1, существует линейная комбинация uε собственных функций задачи
(1), соответствующих собственным значениям λl

ε, . . . , λl+r−1
ε , такая, что

‖uε − ul0‖L2(Ω) � C4(ε
(n−2)/2 + |εn−2/δ − P |+ ε2−mδ2−m), если P < +∞,

‖uε‖L2(Ω) � C5(δ
1/2/ε(n−2)/2 + ε2−mδ2−m), если P = +∞,

где постоянные C4, C5 не зависят от ε и ul0.
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2. Вспомогательные утверждения. Будем изучать предельное поведение решений спек-
тральной задачи (1) при ε, стремящемся к нулю. Существование и единственность решения
ukε задачи (1) в пространстве H1(Ω, γε) могут быть доказаны на основании леммы Лакса–
Мильграма. Пространство H1(Ω, γε) определяем как пополнение по норме

‖u‖H1(Ω) ≡
(∫

Ω

(u2 + |∇u|2) dx
)1/2

множества функций из пространства C∞(Ω), обращающихся в нуль в окрестности множества
Γ1
⋃

γε. Пространство H1(D, γ0) – замыкание по норме

‖u‖1 ≡
(∫
D

|∇ξu|2 dξ +
∫
Σ

u2 dξ̂

)1/2

множества 1-периодических по ξ̂ ≡ (ξ1, . . . , ξn−1) функций из C∞(D), обращающихся в нуль
в окрестности шара γ0 и обладающих конечным интегралом Дирихле по области D.

Пусть

θε = inf
v∈H1(D,γ0)\{0}

(∫
D

|∇ξv|2 dξ
/∫

Σ

v2 dξ̂

)
. (6)

В работе [27] исследовался вопрос поведения собственного значения θε и установлена сле-
дующая его асимптотика (см. [27, формула (25)]).

Лемма 1. Пусть σn – площадь единичной n-мерной сферы, а cγ0 – гармоническая ём-
кость шара γ0. Тогда

θε = εn−2σn
2
cγ0 + o(εn−2) при ε → 0.

В работе [18] доказана
Лемма 2. Существует гармоническая в D функция W ε(ξ) ∈ H1(D, γ0), на которой

достигается нижняя грань в (6), т.е.
∫
D

|∇ξW
ε|2 dξ = θε, ‖W ε‖L2(Σ) = 1,

причём граничное условие
∂W ε

∂ξn
= θεW

ε на Σ\γ0 (7)

выполняется в следующем смысле:

∂W ε

∂ξn
v dξ̂ → θε

∫
Σ

W εv dξ̂ при ρ → 0 для любой v ∈ H1(D, γ0).

Здесь
Σρ := {ξ ∈ R

n : 0 < ξi < 1, i = 1, n − 1, ξn = −ρ}.

В работе [18] подробно обсуждается вопрос о существовании таких функций и их свойствах.
Рассмотрим функцию wδ

ε(x), определённую равенством (2). Заметим, что в силу условия
(7) выполняется соотношение

∂wδ
ε

∂xn
=

θε
δ
wδ
ε на Γε.
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Аналогично тому, как это сделано в [18], несложно получить следующую оценку:
∣∣∣∣
∫∫
Ω

Δwδ
εv dx

∣∣∣∣ � C6θ
1/2
ε ‖v‖H1(Ω,γε) (8)

для любой функции v ∈ H1(Ω, γε).

Через C
j
ε обозначим цилиндр с основанием γjε

⋃
βj
ε и высотой εδ, т.е. Cj

ε = {x ∈ Ω : (x̂, 0) ∈
∈ γjε

⋃
βj
ε , −εδ < xn < 0}.

Лемма 3. Для функций v ∈ H1(Ω, γε) справедливо неравенство∫

C
j
ε

v2 dx � C(εδ)2
∫

C
j
ε

|∇v|2 dx, j = 1, Nδ . (9)

Доказательство. Доказательство этого неравенства типа Фридрихса проводится в два
этапа. На первом этапе получаем классическое неравенство в растянутой области в коорди-
натах η = x/(εδ), поскольку функции имеют нулевой след на фиксированной части границы
растянутой области. Далее, делая обратную замену координат, замечаем, что в градиенте по-
является множитель εδ и, таким образом, получаем неравенство (9) (см. похожий приём в
[35], а также неравенство Фридрихса в [36] и [37]).

Лемма 4. Для функций v ∈ H1(Ω, γε) справедливо неравенство∫

βj
ε

v2 dx̂ � C8(εδ)
2

∫

C
j
ε

|∇v|2 dx, j = 1, Nδ. (10)

Доказательство. В растянутых координатах η = x/(εδ) имеем неравенство для следов

‖v‖L2(∂C) � C‖v‖H1(C),

где C = {η ∈ R
n : εδη ∈ C

j
ε}. Далее, используя лемму 3 и проводя обратную замену перемен-

ных, приходим к доказываемому неравенству.
Лемма 5. Для последовательности функций {vε} ∈ H1(Ω, γε) выполняется равенство

lim
ε→0

(εδ)−2

∫
βi
ε

|vε|2 dx = 0,

если ‖vε‖H1(Ω) � C9, где постоянная C9 не зависит от ε.

Доказательство. Пусть v ∈ H1(Ω, γε). Для любого числа κ > 0 существует функция
vκ ∈ C∞(Ω, γε) такая, что √

C7‖v − vκ‖H1(Ω) < κ,

где C7 – постоянная из неравенства (9). Тогда, применяя оценки (9) и (10) к функции v−vκ, а
также учитывая неравенство для следов и ограниченность градиента функции vκ , получаем

(∫
βi
ε

(εδ)−2|v|2 dx
)1/2

�
(∫
βi
ε

(εδ)−2|v − vκ|2 dx
)1/2

+

(∫
βi
ε

(εδ)−2|vκ|2 dx
)1/2

�

�
√

C7

(∫
Ω

|∇(v − vκ)|2 dx
)1/2

+ Cκ(εδ)
−1+n/2 � κ +Cκ(εδ)

−1+n/2.

Так как n � 3, по определению предела завершаем доказательство леммы.
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Лемма 6. Для решения uε ∈ H1(Ω, γε) задачи (3) справедливо неравенство∫
Ω

|∇uε|2 dx � C10

(∫
αε

f2 dx̂+ (εδ)2−m

∫
βε

ρεf2 dx̂

)
.

Доказательство. Вследствие интегрального тождества, учитывая леммы 3, 4 и неравен-
ство типа Фридрихса (см., например, [28, 30, 36]), получаем

‖∇uε‖2L2(Ω) =

∫
Ω

|∇uε|2 dx =

∫
Γε

ρεfuε dx̂ =

∫
αε

fuε dx̂+ (εδ)−m

∫
βε

fuε dx̂ �

�
(∫
αε

f2 dx̂

)1/2(∫
αε

(uε)2 dx̂

)1/2
+ (εδ)−m

(∫
βε

f2 dx̂

)1/2(∫
βε

(uε)2 dx̂

)1/2
�

� C

(∫
αε

f2 dx̂

)1/2

‖∇uε‖L2(Ω) + C(εδ)−m+1

(∫
βε

f2 dx̂

)1/2
‖∇uε‖L2(Ω)

для разных постоянных C. Отсюда непосредственно вытекает доказываемое неравенство.
Лемма доказана.

Пусть f ∈ C(Γ2). Если u0 ∈ H1(Ω) – обобщённое решение задачи (4), то, согласно теории
регулярности решений эллиптических уравнений [38], u0 ∈ W 2

r (Ω) для любого r > 1. Тогда
в силу теорем вложения Соболева u0,∇xu

0 ∈ C(Ω); из первого уравнения задачи (4) следует,
что u0 ∈ C(Ω), причём

‖u0‖C(Ω) + ‖∇xu
0‖C(Ω) + ‖Δu0‖C(Ω) � C11‖f‖C(Γ2). (11)

Слабая сходимость uε к u0 в H1(Ω) при ε → 0 доказана в [18].
Обозначим

p := lim
ε→0

εn−2σncγ0
2δ(ε)

, т.е. p =
σncγ0
2

P.

Имеет место
Лемма 7. Пусть f ∈ C(Γ2), а uε и u0 – обобщённые решения задач (3) и (4) соот-

ветственно. Если p < +∞, то существует постоянная C12, не зависящая от ε, δ и f,
такая, что для достаточно малых ε выполняется неравенство

‖u0wδ
ε − uε‖H1(Ω) � C12‖f‖C(Γ2)((θε)

1/2 + |θε/δ − p|+ (εδ)2−m).

Доказательство. Рассмотрим область

Ωμ = {x ∈ Ω : xn � −μ},

обозначим Γ2μ – часть границы ∂Ωμ \ ∂Ω. С учётом гладкости функций u0, wδ
ε и uε (см.,

например, [38]), следующее интегральное выражение∫
Ωμ

(∇x(u
0wδ

ε − uε),∇xv) dx

корректно для любой функции v ∈ H1(Ω, γε). Вычисляя этот интеграл по частям и учитывая,
что Δu0 = 0, получаем∫

Ωμ

(∇x(u
0wδ

ε − uε),∇xv) dx =

∫
Ωμ

(∇x(u
0wδ

ε),∇xv) dx−
∫
Γ2μ

∂uε

∂xn
v dx̂ =
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= −
∫
Ωμ

Δ(u0wδ
ε)v dx+

∫
Γ2μ

∂(u0wδ
ε)

∂xn
v dx̂−

∫
Γ2μ

∂uε

∂xn
v dx̂ =

= −
∫
Ωμ

(2(∇xu
0,∇x(w

δ
ε − 1)) + u0Δwδ

ε)v dx+

∫
Γ2μ

∂u0

∂xn
wδ
εv dx̂+

∫
Γ2μ

u0
∂wδ

ε

∂xn
v dx̂−

∫
Γ2μ

∂uε

∂xn
v dx̂ =

= 2

∫
Ωμ

(wδ
ε − 1)(∇xv,∇xu

0) dx+

∫
Γ2μ

∂u0

∂xn
wδ
εv dx̂+

∫
Γ2μ

u0
∂wδ

ε

∂xn
v dx̂−

−
∫
Γ2μ

∂uε

∂xn
v dx̂− 2

∫
Γ2μ

(wδ
ε − 1)

∂u0

∂xn
v dx̂−

∫
Ωμ

u0Δwδ
εv dx. (12)

Нетрудно видеть, что при μ → 0 имеют место сходимости∫
Ωμ

(wδ
ε − 1)(∇xv,∇xu

0) dx →
∫
Ω

(wδ
ε − 1)(∇xv,∇xu

0) dx,

∫
Γ2μ

∂u0

∂xn
wδ
εv dx̂ →

∫
Γ2

∂u0

∂xn
wδ
εv dx̂,

∫
Γ2μ

∂uε

∂xn
v dx̂ →

∫
Γ2

∂uε

∂xn
v dx̂ =

∫
Γε

ρεfv dx̂,

∫
Ωμ

u0Δwδ
εv dx →

∫
Ω

u0Δwδ
εv dx,

а ∫
Γ2μ

(wδ
ε − 1)

∂u0

∂xn
v dx̂ →

∫
Γ2

(wδ
ε − 1)

∂u0

∂xn
v dx̂.

В силу свойств функции wδ
ε , заданной равенством (2), заключаем, что∫

Γ2μ

u0
∂wδ

ε

∂xn
v dx̂ → θε

δ

∫
Γ2

u0wδ
εv dx̂ при μ → 0.

Перейдём в (12) к пределу при μ → 0. Вследствие граничного условия задачи (4), т.е.
условия ∂u0/∂xn = −pu0 + f на Γ2, получаем∫

Ω

(∇x(u
0wδ

ε − uε),∇xv) dx = 2

∫
Ω

(wδ
ε − 1)(∇xv,∇xu

0) dx+

(
d
θε
δ

− p

)∫
Γ2

u0wδ
εv dx̂−

−
∫
Γ2

(wδ
ε − 1)fv dx̂−

∫
βε

((εδ)−m − 1)fv dx̂+ 2

∫
Γ2

(wδ
ε − 1)pu0v dx̂−

∫
Ω

u0Δwδ
εv dx. (13)

Оценим интегралы, стоящие в правой части равенства (13). Для первого интеграла имеем
∣∣∣∣
∫
Ω

(wδ
ε − 1)(∇xv,∇xu

0) dx

∣∣∣∣ = ‖wδ
ε − 1‖L2(Ω)

(∫
Ω

(∇xu
0,∇xv)

2 dx

)1/2
�

� C(θεδ)
1/2‖f‖C(Γ2)‖v‖H1(Ω,γε)
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в силу свойств функций u0 и wδ
ε (см. (11) и лемму 2). Используя неравенства (11) и (8), для

последнего интеграла в (13) получаем оценку
∣∣∣∣
∫
Ω

u0Δwδ
εv dx

∣∣∣∣ � C6θ
1/2
ε ‖u0v‖H1(Ω) � C ′

6θ
1/2
ε ‖u0‖C1(Ω)‖v‖H1(Ω) � C ′′

6 θ
1/2
ε ‖f‖C(Γ2)‖v‖H1(Ω).

Далее, воспользовавшись неравенством (11) и свойствами функции wδ
ε (см. [18]), второй ин-

теграл в (13) оценим следующим образом:
∣∣∣∣(θε/δ − p)

∫
Γ2

u0(wδ
ε − 1)v dx̂+ (θε/δ − p)

∫
Γ2

u0v dx̂

∣∣∣∣ �

� |θε/δ − p|C ′
11θ

1/2
ε ‖v‖H1(Ω,γε)‖f‖C(Γ2) +C ′′

11|θε/δ − p|‖v‖H1(Ω,γε)‖f‖C(Γ2) �

� C ′′′
11|θε/δ − p|‖v‖H1(Ω,γε)‖f‖C(Γ2).

Оставшиеся интегралы допускают следующие оценки:
∣∣∣∣
∫
∂Ω

(wδ
ε − 1)pu0v ds

∣∣∣∣ � Cθ1/2ε ‖v‖H1(Ω,γε)‖f‖C(Γ2),

∣∣∣∣
∫
∂Ω

(wδ
ε − 1)fvds

∣∣∣∣ � Cθ1/2ε ‖v‖H1(Ω,γε)‖f‖C(Γ2),

∣∣∣∣
∫
βε

((εδ)−m − 1)fv dx̂

∣∣∣∣ � C(εδ)m−2‖v‖H1(Ω,γε)‖f‖C(Γ2)

для разных постоянных C ввиду неравенства (11), леммы 4 и свойств функции wδ
ε (см. [18]).

Окончательно имеем∣∣∣∣
∫
Ω

(∇x(u
0wδ

ε − uε),∇xv) dx

∣∣∣∣ � C‖f‖C(Γ2)

(
θ1/2ε + |θε/δ − p|+ (εδ)m−2

)
‖v‖H1(Ω,γε) (14)

для произвольной функции v ∈ H1(Ω, γε).
Положим v = u0wδ

ε−uε. На основании оценки (14), применяя неравенство типа Фридрихса,
получаем нужную оценку. Лемма доказана.

Лемма 8. Пусть f ∈ C(Γ2). Если p = +∞, то существует постоянная C13 такая,
что

‖uε‖L2(Ω) � C13‖f‖C(Γ2)((δ/θε)
1/2 + (εδ)2−m).

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 7 с использованием ре-
зультатов работы [18].

3. Предварительные замечания. Поведение собственных значений и собственных функ-
ций задачи (1) будем изучать основываясь на общей схеме, предложенной в монографии [35].

Пусть Hε, H0 – сепарабельные гильбертовы пространства со скалярными произведениями
(u, v)ε, (u, v)0 и нормами ‖u‖ε, ‖u‖0 соответственно, ε – малый положительный параметр.
Пусть также Aε ∈ L(Hε), A0 ∈ L(H0) – линейные непрерывные операторы, причём ImA0 ⊂
⊂ V ⊂ H0; где V – линейное подпространство в H0.

Будем предполагать, что выполнены следующие условия С1–С4.
С1. Существуют линейные непрерывные операторы Rε : H0 → Hε такие, что для любого

элемента f ∈ V имеет место сходимость (Rεf,Rεf)ε → κ(f, f)0 при ε → 0, где κ = const > 0
не зависит от f.
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C2. Операторы Aε и A0 являются положительными, компактными и самосопряжёнными
в пространствах Hε и H0 соответственно, причём

sup
ε

‖Aε‖L(Hε) < ∞.

C3. Для любого элемента f ∈ V имеет место сходимость ‖AεRεf − RεA0f‖ε → 0 при
ε → 0.

C4. Семейство операторов Aε равномерно компактно в следующем смысле. Из любой по-
следовательности {f ε}, f ε ∈ Hε, такой, что sup

ε
‖f ε‖ε < ∞, можно выбрать подпоследова-

тельность {f ε′} и найти функцию w ∈ V такие, что

‖Aε′f
ε′ −Rε′w‖ε′ → 0 при ε′ → 0.

Для операторов Aε и A0 рассмотрим следующие спектральные задачи:

Aεu
k
ε = μk

εu
k
ε , k ∈ N, (uiε, u

j
ε) = δij , (15)

A0u
k
0 = μk

0u
k
0 , k ∈ N, (ui0, u

j
0) = δij , (16)

где δij – символ Кронекера, а собственные значения μk
ε и μk

0 занумерованы в порядке невоз-
растания, причём каждое собственное значение повторяется столько раз, какова его кратность.

Теорема (Олейник–Иосифьян–Шамаев). Пусть выполнены условия C1–C4. Тогда спра-
ведлива оценка

|μk
ε − μk

0| � Mε sup
f

‖AεRεf −RεA0f‖ε, k ∈ N,

в которой μk
ε и μk

0 – k-е собственные значения задач (15) и (16) соответственно, верхняя
грань берётся по всем функциям f ∈ N(μk

0 , A0) = {v ∈ H0 : A0v = μk
0v} таким, что ‖f‖0 = 1,

а постоянные Mε удовлетворяют условиям

sup{Mε : 0 < ε � 1} < +∞

и Mε → const > 0 при ε → 0.
Пусть k ∈ Z+, l ∈ N и кратность собственного значения μk+1

0 задачи (16) равна l, т.е.

μk+1
0 = . . . = μk+l

0 .

Тогда для любой функции u0 ∈ N(μk+1
0 , A0) существует линейная комбинация uε собствен-

ных функций uk+1
ε , . . . , uk+l

ε задачи (15) такая, что

‖uε −Rεu0‖ε � Mk‖AεRεu0 −RεA0u0‖ε,

где постоянная Mk не зависит от ε.
Для того чтобы воспользоваться схемой исследования, дающей возможность применять

сформулированную теорему, нужно подходящим образом ввести пространства H0, Hε, V,
операторы A0, Aε, Rε и проверить для них выполнимость условий С1–С4.

Отождествим пространства Hε и H0 с пространством L2(Γ2), в котором заданы скаляр-
ные произведения

(hε, gε)Hε ≡
∫
Γ2

ρεhεgε dx̂ и (h0, g0)H0 ≡
∫
Γ2

h0g0 dx̂

соответственно. В качестве V возьмём пространство L2(Γ2). Положим Rεf = f для любого
f ∈ H0.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 10 2021



О ПОВЕДЕНИИ СПЕКТРА ВОЗМУЩЁННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ СТЕКЛОВА 1417

Если f ∈ V, то при ε → 0 имеем

(Rεf,Rεf)Hε =

∫
αε

f2 dx̂+ (εδ)−m

∫
βε

f2 dx̂ →
∫
Γ2

f2 dx̂ = (f, f)H0

в силу леммы 5. Действительно, имеем

lim
ε→0

(εδ)−m

∫
βε

f2 dx̂ = lim
ε→0

(εδ)2−m

∫
βε

f2(εδ)−2 dx̂,

но
lim
ε→0

(εδ)−2

∫
βε

f2 dx̂ = 0,

а m < 2. Это означает, что справедливо условие С1 при κ = 1.
Обозначим через Aε : Hε → Hε оператор, ставящий в соответствие функции f ∈ Hε

след uε|Γ2 решения uε ∈ H1(Ω, γε) задачи (3). Через A0 : H0 → H0 обозначим оператор,
переводящий f ∈ H0 в след u0|Γ2 решения u0 ∈ H1(Ω,Γ1) задачи (4).

Нетрудно проверить, что операторы Aε и A0 являются положительными, компактны-
ми и самосопряжёнными в пространствах Hε и H0 соответственно (см. [18]). Равномерная
ограниченность семейства операторов в соответствующей операторной норме

sup
ε

‖Aε‖L(Hε) < M

вытекает из леммы 6, поскольку при m < 2 в силу лемм 4 и 6 и неравенства типа Фридрихса
получаем

‖Aεf‖2Hε
=

∫
Γ2

ρε(uε)2 dx̂ �
(∫
αε

(uε)2 dx̂+ (εδ)−2

∫
βε

(uε)2 dx̂

)
� C

∫
Ω

|∇uε|2 dx �

� C

(
(εδ)2−m

∫
βε

ρεf2 dx̂+

∫
αε

ρεf2 dx̂+

∫
βε

f2 dx̂

)
� C

(∫
αε

ρεf2 dx̂+

∫
βε

ρεf2 dx̂

)
= C6‖f‖2Hε

.

Таким образом, условие С2 имеет место.
Докажем выполнимость условия С3. Пусть f ∈ H0. Тогда

AεRεf = uε|Γ2 , RεA0f = u0|Γ2 ,

где uε – решение задачи (3), а u0 – решение задачи (4). Пользуясь леммой 3 и неравенством
Фридрихса, устанавливаем, что

‖AεRεf −RεA0f‖2Hε
=

∫
Γε

ρε|uε − u0|2 dx̂ �
∫
αε

|uε − u0|2 dx̂+

∫
βε

(εδ)−m|uε − u0|2 dx̂ �

� C

∫
Ω

|∇(uε − u0)|2 dx+ C(εδ)2−m

∫
Cε

|∇(uε − u0)|2 dx � C

∫
Ω

|∇(uε − u0)|2 dx �

�
∫
Ω

|∇(uε − u0wδ
ε)|2 dx+

∫
Ω

(
|∇u0|2(1− wδ

ε)
2 + (u0)2|∇(1− wδ

ε)|2
)
dx → 0

при ε → 0. Здесь мы воспользовались свойствами функций u0 и wδ
ε, а также леммами 5, 7

и 8. Таким образом, условие C3 проверено.
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Докажем справедливость условия С4. Если sup
ε

‖f‖Hε < ∞, то из леммы 6 и неравенства

Фридрихса вытекает, что
sup
ε

‖uε‖H1(Ω,γε) < ∞,

где uε – решение задачи (3). Следовательно, по теореме Реллиха найдутся U∗ ∈ V и подпо-
следовательность ε′ → 0, для которых

uε
′ → U∗ слабо в H1(Ω) и сильно в L2(Ω).

При этом из единственности решения предельной задачи с помощью интегрального тождества
несложно показать (аналогично [31]), что

uε
′ → U∗ сильно в H1(Ω). (17)

Поэтому, пользуясь леммой 3, получаем оценки

‖Aεf −RεU
∗‖2Hε

=

∫
Ω

ρε(x)|uε − U∗|2 dx �
∫
αε

|uε − U∗|2 dx̂+ (εδ)−m

∫
βε

|uε − U∗|2 dx̂ �

� C

(∫
Ω

|∇(uε − U∗)|2 dx+ (εδ)2−m

∫
Ω

|∇(uε − U∗)|2 dx
)
,

где uε = Aεf и постоянная C не зависит от ε. Отсюда следует соотношение из условия С4,
так как m < 2 и имеет место сходимость (17).

Таким образом, выполнены условия С1–С4 и мы можем применить теорему Олейник–
Иосифьяна–Шамаева о сходимости спектров последовательности операторов, заданных в раз-
ных гильбертовых пространствах.

Задача на собственные значения для оператора A0 имеет вид (16), где μk
0 = 1/λk

0 , а λk
0 –

собственные значения задачи (5).
Итак, имеет место
Теорема 3. Пусть λk

0 и λk
ε – k-е собственные значения задач (5) и (1) соответственно.

Тогда
|λk

0 − λk
ε | � C14((θε)

1/2 + (εδ)2−m + |θε/δ − p|), если p < +∞,

λk
ε → +∞ при ε → 0, если p = +∞,

где постоянная C14 не зависит от ε.
Если кратность собственного значения λl

0 задачи (5) равна r, т.е.

λl
0 = λl+1

0 = . . . . . . = λl+r−1
0 ,

то для любой собственной функции ul0 задачи (5), соответствующей собственному значе-
нию λl

0, ‖ul0‖L2(Ω) = 1, существует линейная комбинация uε собственных функций задачи
(1), соответствующих собственным значениям λl+1

ε , . . . , λl+r−1
ε , такая, что

‖uε − ul0‖L2(Ω) � C15((θε)
1/2 + (εδ)2−m + |θε/δ − p|), если p < +∞,

‖uε‖L2(Ω) � C16((δ/θε)
1/2 + (εδ)2−m), если p = +∞,

где постоянные C15, C16 не зависят от ε и ul0.

4. Доказательство основных утверждений. Воспользовавшись леммами 1, 7, 8 и тео-
ремой 3 с учётом асимптотики (6), получаем утверждения теорем 1 и 2.

Автор выражает благодарность рецензенту, замечания которого позволили существенно
улучшить представление результатов работы.
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the boundary // Comp. Rend. Mécanique. 2004. V. 332. № 12. P. 949–954.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 57 № 10 2021



1420 ЧЕЧКИНА

27. Гадыльшин Р.Р., Чечкин Г.А. Краевая задача для Лапласиана с быстро меняющимся типом гра-
ничных условий в многомерной области // Сиб. мат. журн. 1999. Т. 40. № 2. С. 271–287.

28. Олейник О.А., Чечкин Г.А. О краевых задачах для эллиптических уравнений с быстро меняющимся
типом граничных условий // Успехи мат. наук. 1993. Т. 48. Вып. 6. С. 163–164.

29. Беляв А.Ю., Чечкин Г.А. Усреднение операторов с мелкомасштабной структурой граничных усло-
вий // Мат. заметки. 1999. Т. 65. Вып. 4. С. 496–510.

30. Oleinik O.A., Chechkin G.A. Solutions and eigenvalues of the boundary value problems with rapidly
alternating boundary conditions for the system of elasticity // Rend. Lincei: Math. Appl. Ser. 9. 1996.
V. 7. № 1. P. 5–15.

31. Gadyl’shin R.R., Chechkin G.A. On boundary-value problems for the laplacian in bounded domains with
micro inhomogeneous structure of the boundaries // Acta Math. Sinica. 2007. V. 23. № 2. P. 237–248.
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лапласианы четвёртого порядка, соболевских уравнений, описывающих квазистационар-
ные процессы в полупроводниках с учётом отрицательной дифференциальной проводимо-
сти.
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Введение. Работа посвящена построению классов точных решений следующих уравнений:

∂

∂t
Δu+ u

∂u

∂x
= Δ4u, (1)

∂

∂t
Δu = Δ4u, (2)

∂

∂t
Δu+Δu = Δ4u. (3)

В (1)–(3) функция u зависит от трёхмерного вектора пространственных ω = (x, y, z) и вре-
менно́й t > 0 переменных, а через Δpu (здесь p = 4) обозначен псевдолапласиан порядка p,
т.е. div (|∇u|p−2∇u). Операторы ∇ и Δ действуют только по пространственным переменным.

В монографии [1, гл. 7, § 2] для уравнения (1) и более общих, чем (2) и (3), уравнений
(содержащих псевдолапласианы произвольного порядка; при этом в ней подчёркивалось, что
p = 4 – это “физически важный случай”) изучалась разрешимость (локальная и глобальная)
начально-краевых задач и в случае только локальной разрешимости получены оценки време-
ни существования их решений. Уравнения, подобные (1)–(3), описывают квазистационарные
процессы в полупроводниках с учётом отрицательной дифференциальной проводимости.

Отметим, что существуют обширные исследования в области качественной теории соболев-
ских уравнений, в которых изучаются вопросы существования и единственности решений, их
разрушения и асимптотики (например, [1–3]), но в литературе о точных решениях уравнений
в частных производных (например, [4–6]) такие уравнения встречаются редко.

В данной работе построено несколько классов точных решений уравнений (1)–(3), выра-
жающихся через элементарные и специальные функции.

В дальнейшем через c, c1, c2, . . . обозначаются, вообще говоря, произвольные действи-
тельные постоянные, через α = (α1, α2, α3) – произвольный постоянный ненулевой трёхмер-
ный вектор, через k(·), k1(·), k2(·), . . . – произвольные дифференцируемые функции ска-
лярного аргумента. Для векторов α = (α1, α2, α3) и ω = (x, y, z) их скалярное произведение
обозначаем через 〈α, ω〉, т.е. 〈α, ω〉 = α1x + α2y + α3z. Далее считаем, что для рассматри-
ваемых параметров, переменных и функций выполняемые с ними действия и преобразования
корректны.

Введём функцию

χ(w; c) =
1

c2

(
1

6
ln

(w + c)2

w2 − cw + c2
+

1√
3
arctg

2w − c

c
√
3

)
(4)
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переменной w (для c �= 0). Несложно убедиться, что∫
dw

w3 + c3
= χ(w; c) + const.

1. Построение решения уравнения (1). Построим два класса точных решений уравне-
ния (1). Для построения используем метод бегущей волны и поиск автомодельных решений.

1. Построим решение типа бегущей волны. Пусть u(ω; t) = v(ξ), где ξ = 〈α, ω〉 + t. Под-
ставив эту функцию в уравнение (1), получим

〈α,α〉v′′′(ξ) + α1v(ξ)v
′(ξ) = 〈α,α〉2((v′(ξ))3)′, или v′′ +

α1

2〈α,α〉v
2 − 〈α,α〉(v′)3 = c.

Положив v′(ξ) = w(v), откуда v′′(ξ) = w dw/dv, придём к уравнению

w
dw

dv
− 〈α,α〉w3 +

α1

2〈α,α〉v
2 = c. (5)

Замена w = 1/y приводит уравнение (5) к уравнению Абеля первого рода (см. [7, гл. 1,
§ 4.10]). В частности, если α1 = 0 и c �= 0, то, выполнив такую замену и проинтегрировав
с учётом равенства (4) полученное уравнение, после обратной замены будем иметь неявное
соотношение χ(1/w; 3

√
〈α,α〉/c) = −cv + c1. При α1 = c = 0, непосредственно решая урав-

нение (5) и возвращаясь к исходным переменным, получаем, что рассматриваемые решения
уравнения (1) выражаются через элементарные функции и разрушаются за конечное время:
v = c2 ±

√
c1 − 2〈α,α〉−1(〈α, ω〉 + t).

2. Положим u(ω; t) = v(ξ; t), где ξ = 〈α, ω〉. Здесь, не нарушая общности, можем считать,
что |α| = 1. Подставив эту функцию в уравнение (1), получим после упрощений:

∂2v

∂ξ∂t
+

α1

2
v2 −

(
∂v

∂ξ

)3
− k(t) = 0.

Построим автомодельные решения этого уравнения. Пусть v = taf(θ), где θ = ξtb. Вычислив
нужные производные, подставим их в уравнение. Затем, заменив входящую в него перемен-
ную ξ на θt−b, придём к следующему уравнению:

ta+b−1((a+ b)f ′ + bθf ′′) +
α1

2
t2af2 − t3(a+b)f ′3 = k(t).

Поделив его левую и правую части на ta+b−1, видим, что в уравнении останутся только сле-
дующие зависящие от t коэффициенты: ta−b+1, t2(a+b)+1, t1−a−bk(t). Для того чтобы они
были постоянными, нужно наложить условия:

a− b+ 1 = 0, 2(a + b) + 1 = 0, t1−a−bk(t) = const.

Следовательно, a = −3/4, b = 1/4, k(t) = ct−3/2/4. Таким образом,

u(ω; t) = t−3/4f(〈α, ω〉t1/4),

где функция f(·) – решение уравнения θf ′′(θ)− 2f ′(θ)− 4f ′3(θ) + 2α1f
2(θ) = c.

2. Построение решения уравнения (2). Для построения решения уравнения (2) исполь-
зуем методы бегущей волны, неполной бегущей волны, метод мультипликативного разделения
переменных и поиск сферически-симметричных решений.

1. Пусть u(ω; t) = v(ξ), где ξ = 〈α, ω〉+t. Подставив эту функцию в уравнение (2), получим

v′′′(ξ) = 〈α,α〉((v′(ξ))3)′. (6)

Проинтегрируем уравнение (6) почленно, взяв для удобства постоянную интегрирования в
виде 〈α,α〉c3, и введём переменную w(ξ) = v′(ξ). В результате придём к уравнению

dw

dξ
= 〈α,α〉(w3 + c3). (7)

Возможны только следующие два случая.
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1.1. Пусть c = 0. Интегрируя уравнение (7), получаем −w−2/2 = 〈α,α〉ξ − c1/2, откуда
w = ±(c1 − 2〈α,α〉ξ)−1/2 . Возвращаясь к исходной переменной, находим, что

v = ±(c1 − 2〈α,α〉ξ)1/2/〈α,α〉 + c2.

1.2. Пусть c �= 0. Интегрируя уравнение (7) и учитывая равенство (4), получаем неявное
соотношение

χ(w; c) = 〈α,α〉ξ + c1.

2. Под решениями типа неполной бегущей волны понимаются решения вида u(ω; t) = v(ξ; t),
где ξ = 〈α, ω〉. Такие решения мы уже рассматривали для уравнения (1). Как и выше,
не нарушая общности, можем считать, что |α| = 1. Подставив функцию искомого вида в
уравнение (2), получим

∂3v

∂t∂ξ2
=

∂

∂ξ

((
∂v

∂ξ

)3)
, или

∂2v

∂t∂ξ
=

(
∂v

∂ξ

)3
+ k(t).

Положив w = ∂v/∂ξ, придём к уравнению первого порядка

∂w

∂t
= w3 + k(t). (8)

Ограничимся рассмотрением трёх частных случаев.
2.1. Пусть k(t) = 0. Интегрируя уравнение (8), находим, что w = ±(k1(ξ)−2t)−1/2, откуда

для v(·) получаем квадратуру

v =

∫
dξ√

k1(ξ)− 2t
.

2.2. Пусть k(t) = const = c3 �= 0. Интегрирование уравнения (8) даёт неявную формулу

χ(w; c) = t+ k1(ξ).

2.3. Пусть k(·) – пока произвольная дифференцируемая функция скалярного аргумента.
Построим обобщённо-автомодельные решения уравнения (8) и найдём достаточные условия
на функцию k(·), при которых такие решения существуют.

Пусть w = ϕ(t)f(θ), θ = ξψ(t). Подставив эти выражения в уравнение (8) и заменив ξ на
θ/ψ(t), придём к равенству

ϕ′(t)f(θ) + ϕ(t)ψ′(t)
θ

ψ(t)
f ′(θ) = ϕ3(t)f3(θ) + k(t),

откуда
ϕ′(t)

ϕ3(t)
f(θ) +

ψ′(t)

ϕ2(t)ψ(t)
θf ′(θ) = f3(θ) +

k(t)

ϕ3(t)
.

Для того чтобы получить обыкновенное дифференциальное уравнение для f(θ), потребуем,
чтобы коэффициенты, зависящие от t, были постоянными:

ϕ−3(t)ϕ′(t) = c1, ϕ−2(t)ψ−1(t)ψ′(t) = c2, ϕ−3(t)k(t) = c3. (9)

Во-первых, пусть c1 �= 0. Из первого уравнения в (9) находим ϕ(t) = ±(c4 − 2c1t)
−1/2. Не

нарушая общности, можем выбрать c1 = 1/2 и знак “плюс”: это соответствующим образом
масштабирует f. Тогда из второго уравнения в (9) получаем, что ψ(t) = c5(c4 − t)−c2 , а из
третьего следует равенство k(t) = c3(c4 − t)−3/2. Уравнение для f(·) примет следующий вид:
f(θ)/2 + c2θf

′(θ) = f3(θ) + c3. Переобозначая c5 через c1, а 2c3 – через c3, получаем, что
w = (c4 − t)−1/2f(c1ξ(c4 − t)−c2), где f(·) – решение уравнения

f(θ) + 2c2θf
′(θ) = 2f3(θ) + c3.
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Во-вторых, пусть c1 = 0. Из первого уравнения в (9) вытекает, что ϕ(t) = const. Не
нарушая общности, возьмём ϕ(t) = 1. Тогда второе и третье уравнения дадут соответственно
ψ(t) = c3t

c2 и k(t) = c3. Таким образом, w = f(c3ξt
c2), а f(·) – решение уравнения

c2θf
′(θ) = f3(θ) + c3, т.е. c2

∫
df

f3 + c3
= ln |θ|+ c4.

Пусть c3 �= 0 (иначе – ψ(t) = 0). Тогда с учётом равенства (4) получим неявную формулу

c2χ(f ; 3
√
c3) = ln |θ|+ c4.

3. Пусть u(ω; t) = f(ω)g(t), где f(·) и g(·) – пока произвольные ненулевые функции
соответственно от трёхмерного вектора и от скалярного аргумента. Подставив это выражение
в уравнение (3), получим Δf · g′(t) = g3(t)Δ4f, откуда g−3(t)g′(t)Δf = Δ4f. Для того чтобы
получить уравнение только для f(ω), потребуем, чтобы множитель, зависящий от t, был
постоянным. Не нарушая общности, считаем эту постоянную единицей: g−3(t)g′(t) = 1, откуда
g(t) = (c − 2t)−1/2. Таким образом, u(ω; t) = (c − 2t)−1/2f(ω), где функция f(·) – решение
уравнения Δf = Δ4f. Этому уравнению удовлетворяет, например, любая линейная функция.

Важным свойством так построенных решений является то, что они разрушаются за конеч-
ное время, поскольку lim

t→c/2
u = ∞.

4. Положим u(ω; t) = f(ρ; t), где ρ = x2 + y2 + z2. Вычислив нужные производные, под-
ставив их в уравнение (2) и введя переменную g(ρ; t) = ∂f/∂ρ, получим

2ρ
∂2g

∂t∂ρ
+ 3

∂g

∂t
= 20ρg3 + 24ρ2g2

∂g

∂ρ
.

Построим автомодельные решения: пусть g = tah(θ), где θ = ρtb. Рассуждая так же, как
при поиске автомодельных решений уравнения (1), получаем уравнение

2θ((3a+ 1)h′ + (2a + 1)θh′′) + 3(ah+ (2a+ 1)θh′) = 20θh3 + 24θ2h2h′. (10)

Здесь a – числовой параметр. В частности, при a = −1/2 уравнение (10) можно упростить.
Запишем его в следующем виде:

Pdθ +Qdh = 0, P = 40θh3 + 3h, Q = 48θ2h2 + 2θ.

Заметим, что оно инвариантно относительно преобразования θ = e−2εθ, h = eεh, которому
соответствует инфинитезимальный оператор X = ξ∂/∂θ+η∂/∂h, где ξ = −2θ, η = h. Тогда,
как известно из [8, с. 198], это уравнение имеет интегрирующий множитель вида μ = (Pξ +
+Qη)−1. Здесь μ = (−32θ2h3−4θh)−1. Для удобства умножим его на −4: μ = (8θ2h3+θh)−1.
Таким образом, уравнение можно записать в виде dΦ = 0, где функция Φ удовлетворяет
условиям ∂Φ/∂θ = Pμ, ∂Φ/∂h = Qμ.

Из уравнения ∂Φ/∂h = Qμ найдём, что Φ = 2 ln h + 2 ln(8θh2 + 1) + k(θ). Подставив это
выражение в равенство ∂Φ/∂θ = Pμ, определим функцию k(·):

16h2

8θh2 + 1
+ k′(θ) =

40θh2 + 3

8θ2h2 + θ
, или k′(θ) =

3

θ
,

откуда k(θ) = 3 ln |θ|+ c.
Значит, уравнение (10) при a = −1/2 имеет общее решение Φ = const, которое приво-

дится к виду h2(8θh2 + 1)2θ3 = c/8. Решая это кубическое относительно h2 алгебраическое
уравнение по формуле Кардано, находим, что

h(θ) = ±
√

(3R(θ)− 2)/(24θ),
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где

R =
3

√√√√ 1

81
+

c

2θ2
+

√(
1

81
+

c

2θ2

)2
− 1

729
+

3

√√√√ 1

81
+

c

2θ2
−

√(
1

81
+

c

2θ2

)2
− 1

729
.

Заметим, что если u = v(ω; t) – решение уравнения (2), то u = v(ω; t) + k(t) – тоже его
решение. Значит, “классическое” решение задачи Коши для этого уравнения может не быть
единственным.

Приведённые построения показывают, что верна
Теорема 1. Уравнения (1) и (2) имеют решения, выражающиеся через элементарные

функции и разрушающиеся за конечное время (т.е. существующие локально по времени, но
не глобально).

3. Построение решения уравнения (3).
Теорема 2. Если u = v(ω; t) – решение уравнения (2), то u = e−tv(ω; e2t/2) – решение

уравнения (3).
Доказательство. Уравнение (3) сводится к уравнению (2) заменой переменных. Положим

сначала u = ve−t. Тогда уравнение (3) принимает вид

1

e2t
∂Δv

∂t
= Δ4v.

Перейдя теперь к переменной τ = e2t/2, получим уравнение (2) с переменной τ вместо t и
функцией v вместо u.

Следовательно, если u = v(ω; t) – решение уравнения (2), то u = e−tv(ω; e2t/2) – решение
уравнения (3). Теорема доказана.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект 18-29-10085мк) и частичной финансовой поддержке Минобрна-
уки РФ в рамках реализации программы Математического центра фундаментальной и при-
кладной математики по соглашению № 075-15-2019-1621.
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ренном пространстве. Рассматривается пример использования полученных результатов в
случае дробно-экспоненциальных ядер (функции Работнова) интегральных операторов.

DOI: 10.31857/S0374064121100149

Введение. В работе рассматриваются абстрактные интегро-дифференциальные уравне-
ния с операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве. Эти абстрактные инте-
гро-дифференциальные уравнения могут быть реализованы как интегро-дифференциальные
уравнения в частных производных, которые возникают в теории линейной вязкоупругости (см.
[1, с. 130; 2, с. 54; 3, с. 477]). К рассматриваемому классу уравнений относятся также инте-
гро-дифференциальные уравнения Гуртина–Пипкина, описывающие процесс распространения
тепла в средах с памятью (см. [4–6]). В качестве ядер интегральных операторов могут быть
рассмотрены, в частности, суммы дробно-экспоненциальных функций (функций Работнова)
с положительными коэффициентами, имеющие широкое применение в теории вязкоупугости
(см. [7, с. 29]). Результаты, представленные в данной работе, являются продолжением и раз-
витием исследований, опубликованных в работах [8–10], посвящённых спектральному анализу
оператор-функций, являющихся символами вольтерровых интегро-дифференциальных урав-
нений.

1. Определения. Обозначения. Постановка задачи. Пусть H – сепарабельное гиль-
бертово пространство, A – самосопряжённый положительный, A∗ = A � κ0I (κ0 = const > 0),
оператор, действующий в пространстве H и имеющий ограниченный обратный. Пусть B –
симметрический оператор, (Bx, y) = (x,By), действующий в пространстве H, с областью
определения DomB (DomA ⊆ DomB), неотрицательный, (Bx, x) � 0 для любых x, y ∈
∈ DomB, и удовлетворяющий неравенству ‖Bx‖ � κ‖Ax‖, 0 < κ = const < 1, для любого
x ∈ DomA; тождественный оператор в пространстве H обозначаем через I.

Рассмотрим в пространстве H следующую задачу для интегро-дифференциального урав-
нения второго порядка на положительной полуоси R+ := (0,∞):

d2u(t)

dt2
+ (A+B)u(t)−

N∑
k=1

t∫
0

Rk(t− s)(akA+ bkB)u(s) ds = f(t), t ∈ R+, (1)

u(+0) = ϕ0, u(1)(+0) = ϕ1. (2)
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Предположим, что функции Rk : R+ → R+ удовлетворяют следующим условиям:

Rk(t) – положительные невозрастающие функции, Rk(t) ∈ L1(R+), k = 1, N. (3)

Замечание 1. Из условий (3) следует, что lim
t→+∞

Rk(t) = 0, k = 1, N.

Кроме того, будем предполагать, что выполнены условия

N∑
k=1

(
ak

+∞∫
0

Rk(s) ds

)
< 1,

N∑
k=1

(
bk

+∞∫
0

Rk(s) ds

)
< 1. (4)

Пусть

A0 :=

(
1−

N∑
k=1

(
ak

+∞∫
0

Rk(s) ds

))
A+

(
1−

N∑
k=1

(
bk

+∞∫
0

Rk(s) ds

))
B, Ak := akA+ bkB.

Из известных результатов (см. [11, с. 361]) вытекает, что операторы A0 и Ak, k = 1, N,
являются самосопряжёнными и положительными.

Превратим область определения DomAβ
0 оператора Aβ

0 , β > 0, в гильбертово простран-
ство Hβ, введя на DomAβ

0 норму, эквивалентную норме его графика.
Замечание 2. Из свойств операторов A и B следует, что операторы A0 и Ak, k = 1, N,

являются обратимыми. Кроме того, из неравенства Гайнца (см. [12, c. 177–178]) вытекает, что
операторы Qk := A

1/2
k A

−1/2
0 допускают ограниченное замыкание в H для всех k = 1, N, и

что A−1
0 – ограниченный оператор.

Определение 1. Назовём вектор-функцию u(t) классическим решением задачи (1), (2),
если u(t) ∈ C2(R+,H), Au(t), Bu(t) ∈ C(R+,H) и u(t) удовлетворяет уравнению (1) при всех
t ∈ R+ и начальному условию (2).

2. Полугруппа в расширенном функциональном пространстве. Через Ωk обозна-
чим весовое пространство L2

rk
(R+,H) вектор-функций на полуоси R+ со значениями в H,

снабжённое нормой

‖u‖Ωk
=

( +∞∫
0

rk(s)‖u(s)‖2H ds

)1/2
, rk(τ) := 1/Rk(τ) : R+ → R+, k = 1, N.

Рассмотрим сильно непрерывную полугруппу Lk(t) левых сдвигов в пространстве Ωk (см.
[13, с. 33]): Lk(t)ξ(τ) = ξ(t + τ), t > 0. Известно, что линейный оператор Tkξ(τ) = ∂ξ(τ)/∂τ
в пространстве Ωk с областью определения DomTk = {ξ ∈ Ωk : ∂ξ(τ)/∂τ ∈ Ωk} является ге-
нератором полугруппы Lk(t) (см. [13, c. 66]).

Введём операторы Bk : H → Ωk и B
∗
k : Ωk → H (k = 1, N ), действующие следующим

образом:

Bkv = Rk(τ)Qkv, B
∗
kξ(τ) = Q∗

k

∞∫
0

ξ(τ)dτ , k = 1, N, τ ∈ R+,

а также гильбертово пространство H = H
⊕

H
⊕

(
⊕

N
k=1Ωk), снабжённое нормой

‖(v, ξ0, ξ1(τ), . . . , ξN (τ))‖2
H
= ‖v‖2H + ‖ξ0‖2H +

N∑
k=1

‖ξk‖2Ωk
, τ ∈ R+,

которое будем называть расширенным гильбертовым пространством.
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Зададим в расширенном пространстве H линейный оператор A с областью определения

DomA =

{
(v, ξ0, ξ1(τ), . . . , ξN (τ)) ∈ H : v ∈ H1/2,

ξ0 +

N∑
k=1

B
∗
kξk(τ) ∈ H1/2, ξk(τ) ∈ Dom(Tk), k = 1, N

}
,

действующий следующим образом:

A(v, ξ0, ξ1(τ), . . . , ξN (τ)) =

(
−A

1/2
0

(
ξ0 +

N∑
k=1

B
∗
kξk(τ)

)
, A

1/2
0 v, Bkv + Tkξk(τ), k = 1, N

)
.

Введём (2 +N)-компонентные векторы вида

Z(t) = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ), . . . , ξN (t, τ)) ∈ H, z = (v0, ξ00, ξ10(τ), . . . , ξN0(τ)) ∈ H.

В расширенном пространстве H рассмотрим следующую задачу Коши:

d

dt
Z(t) = AZ(t), t ∈ R+, (5)

Z(0) = z. (6)

Определение 2. Вектор-функция Z(t) = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ), . . . , ξN (t, τ)), t ∈ [0,∞), при-
нимающая значения в пространстве H, называется классическим решением задачи (5), (6),
если v(t), ξ0(t) ∈ C1([0,∞)), ξk(t, τ) ∈ C1([0,∞),H) при каждом τ ∈ R+ и любом k = 1, N,
Z(t) ∈ C([0,∞),D(A)) и вектор-функция Z(t) удовлетворяет уравнению (5) при всех t ∈ R+

и начальному условию (6).
Теорема 1. Оператор A в пространстве H с плотной областью определения DomA

является максимально диссипативным, т.е. Re (Ax, x) � 0 при x ∈ DomA и оператор A

не имеет нетривиальных диссипативных расширений.
Теорема 2. Линейный оператор A является генератором сжимающей C0-полугруппы

S(t) = etA в пространстве H, при этом решение задачи (5), (6) представимо в виде Z(t) =
= S(t)z, t ∈ R+, и для любого z ∈ DomA справедливо энергетическое равенство

d

dt
‖S(t)z‖2H = −

N∑
k=1

(
lim

τ→0+
rk(τ)‖ξk(t, τ)‖2H +

+∞∫
0

r′k(τ)‖ξk(t, τ)‖2H dτ

)
.

Замечание 3. Так как функции rk(τ) являются монотонными, то, согласно теореме Ле-
бега [14, с. 15], их производные r′k(τ) существуют почти всюду при τ ∈ [0,∞).

Доказательства теорем 1 и 2 приведены в работе [15].
3. Экспоненциальная устойчивость. Предположим, что ядра Rk(τ), k = 1, N, инте-

гральных операторов удовлетворяют следующим условиям:

R′
k(τ) + γRk(τ) � 0 (7)

для любого τ ∈ R+ при некотором γ > 0. Условие (7) хорошо известно в литературе (см.,
например, монографию [3, с. 481], а также цитированную в ней литературу). Положим

Mk(t) =

+∞∫
t

Rk(s) ds =

+∞∫
0

Rk(t+ s) ds, k = 1, N.
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Приведём результат об экспоненциальной устойчивости полугруппы S(t), t � 0.
Теорема 3. Пусть S(t)z – решение задачи (5), (6) при t ∈ R+ и пусть функции Rk(τ)

(k = 1, N ) удовлетворяют условиям (3), (4) и условию (7) для некоторого γ > 0 и любого
τ ∈ R+. Тогда для любого z ∈ H справедливо неравенство

‖S(t)z‖H �
√
3‖z‖He−ωt.

При этом

ω = max
β>0

ωβ, ωβ =
1

6
min

{
γ

γ1(β)
,

1

γ2(β)

}
,

γ1(β) := max
1�k�N

{
3

2

Mk(0)

M(β)

[
1

Mk(β)

(
6‖Q−1

k ‖2+ 1

λkβ2

)
+N

(
‖Q−1

k ‖2+
(
1 +

2

3
M(β)

)
‖Qk‖2

)]
+

1

2

}
,

γ2(β) :=
3

M(β)
max

{
1, N max

1�k�N

{
Mk(0)

λk

}}
+

1√
λ0

,

λm = inf
‖x‖=1

x∈DomAm

(Amx, x), m = 0, N, Mk(β) :=

+∞∫
β

Rk(s) ds, k = 1, N, M(β) :=

N∑
k=1

Mk(β).

4. Корректная разрешимость. Рассмотрим задачу Коши для неоднородного уравнения

d

dt
Z(t) = AZ(t) + F (t), t ∈ R+, (8)

Z(0) = z. (9)

Относительно неоднородности F (t) и начального вектора z будем предполагать, что они име-
ют вид F (t) = (f1(t), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

N+1

), где f1(t) = f(t)−
∑N

k=1Mk(t)Akϕ0, и z = (ϕ1, A
1/2
0 ϕ0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

N

)

(свойства вектор-функции f(t) и векторов ϕ0, ϕ1 указаны в формулировке теоремы 4).
На основании теоремы 6.5 из монографии [12, с. 166] получаем следующий результат.
Теорема 4. Пусть функции Rk(τ) : R+ → R+, k = 1, N, удовлетворяют условиям (3),

(4), (7) и выполнено одно из следующих двух условий:
1) вектор-функция A1/2

0 f(t) принадлежит пространству C([0,+∞),H), функция Mk(t) –
пространству C([0,+∞)), k = 1, N, а векторы ϕ0 и ϕ1 – пространствам H3/2 и H1/2
соответственно;
2) вектор-функция f(t) принадлежит пространству C1([0,+∞),H), функция Mk(t) –

пространству C1([0,+∞)), k = 0, N, а векторы ϕ0 и ϕ1 – пространствам H1 и H1/2
соответственно.
Тогда задача (8), (9) имеет единственное классическое решение

Z(t) = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ), . . . , ξN (t, τ)),

где v(t) := u′(t), ξ0(t) := A
1/2
0 u(t), а u(t) – классическое решение задачи (1), (2), и справедлива

следующая оценка:

E(t) :=
1

2
(‖u′(t)‖2H + ‖A1/2

0 u(t)‖2H) � 1

2
‖Z(t)‖2

H
� d

[
(‖ϕ1‖2H + ‖A1/2

0 ϕ0‖2H)e−2ωt +

+

( t∫
0

e−ω(t−s)

∥∥∥∥f(s)−
N∑
k=1

(( +∞∫
s

Rk(p)dp

)
ds

)
Akϕ0

∥∥∥∥
H

ds

)2]
(10)

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции F, векторов ϕ0, ϕ1 и постоянной ω,
определённой в формулировке теоремы 3.
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5. Пример. Рассмотрим ядра интегральных операторов следующего вида:

Rk(t) =: Эα−1(−βk, t) := tα−1
∞∑
n=0

(−βk)
ntnα

Γ[(n+ 1)α]
, k = 1, N,

– функции Работнова (см. [7, с. 29]), где 0 < α < 1, βk > 0, k = 1, N, Γ(·) – гамма-функция
Эйлера.

Отметим, что условия (4) примут соответственно вид

N∑
j=1

aj
βj

< 1,

N∑
j=1

bj
βj

< 1.

При этом оценка (10) переходит в оценку

E(t) :=
1

2
(‖u′(t)‖2H + ‖A1/2

0 u(t)‖2H) � 1

2
‖Z(t)‖2

H
� d

[
(‖ϕ1‖2H + ‖A1/2

0 ϕ0‖2H)e−2ωt +

+

( t∫
0

e−ω(t−s)

∥∥∥∥f(s)− sin(πα)

π

N∑
k=1

( +∞∫
0

e−sτdτ

τ(τα + 2βk cos(πα) + β2
kτ

−α)

)
Akϕ0

∥∥∥∥
H

ds

)2]
.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реа-
лизации программы Математического центра фундаментальной и прикладной математики по
соглашению № 075-15-2019-1621 (теорема 3) и при частичной финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (теорема 4) (проект № 20-01-00288А).
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кает замкнутое обратимое расширение в пространстве L2(0,∞).

DOI: 10.31857/S0374064121100150

В работе рассматривается несамосопряжённый оператор

L0f ≡ −a2(x)f
′′ + a1(x)f

′ + a0(x)f, (1)

заданный на классе C∞
0 (I) бесконечно дифференцируемых и финитных функций f, опреде-

лённых на полуоси I = (0,∞). Будем предполагать, что коэффициенты aj (j = 1, 2) принад-
лежат классу L2,loc(I), а коэффициент a0 – классу L2,loc(R

+) (здесь и ниже R
+ = [0,∞)),

кроме того, считаем, что коэффициент a2 положителен на I и что a−1
2 = 1/a2 ∈ L2(I), а

коэффициенты aj (j = 0, 1) невырождены на ∞, т.е. |aj,(t)| > 0 для любого t > 0, где
aj,(t) = {x � t : aj(x) �= 0}. Выше и в дальнейшем через |G| для измеримого множества
G ⊂ R = (−∞,∞) обозначается его мера Лебега, а через Lp(G) и Lp,loc(G) – соответственно
пространство Лебега функций g : G → R с нормой

‖g‖Lp(G) = ‖g;Lp(G)‖ =

(∫
G

|g(x)|p dx
)1/p

и пространство всех функций g, принадлежащих для любого [a, b] ⊂ G классу Lp([a, b]).
Известно, что к исследованию сингулярных дифференциальных операторов, порождае-

мых несамосопряжёнными дифференциальными выражениями, не существует общих подхо-
дов. В данной работе коэффициенты не являются гладкими, aj(·) при j = 0, 1 могут менять
знак в любой окрестности +∞, в частности, не исключается случай, когда lim

x→∞
a0(x) = −∞.

В ней решается одна из основных задач теории операторов – задача о существовании замкну-
того обратимого расширения минимального оператора L0. Для решения этой задачи приме-
няется метод локальных оценок на “характеристических” промежутках. Для этого строится
односторонняя двухвесовая модификация “бегущих средних” Отелбаева (см. [1]). В работе вы-
явлены внутренние связи между коэффициентами aj (j = 0, 1, 2), при которых минимальный
оператор L0 допускает существование обратимого расширения. Исследование публикаций по-
казало, что поставленная задача при принятых в работе условиях на переменные коэффици-
енты решалась впервые.

Перейдём к построению характеристического размера. Обозначим через L+
loc(I) класс

невырожденных локально суммируемых в I функций f � 0 (весовых функций). Пусть x � 0,
h > 0, Δ = [x, x+h], �x,h – совокупность всех аффинных функций R(t) = c0+c1t (c0, c1 ∈ R),

для которых ‖R;L2(Δ)‖ = 1. Далее, пусть v ∈ L+
loc(I), ρ(·) > 0 в I и ρ−1 = 1/ρ ∈ L1(I).
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Положим
S#(x, h; v) = inf

R∈
x,h

‖vR2;L1(Δ)‖,

M#(x, h; ρ, v) = (h3‖ρ−1;L1(Δ)‖S#(x, h; v))1/2.

Заметим, что R(t) ≡ h−1/2 ∈ �x,h. Поэтому S#(x, h; v) � h−1‖v;L1(Δ)‖.
Произвольную функцию h(x) > 0, x � 0, будем называть функцией длины (ф.д.) в R

+.
Скажем, что пара (ρ, v) удовлетворяет условию (Π#) относительно ф.д. h(·), если

M#(x, h(x); ρ, v) � 1 для любого x � 0.

Запись: (ρ, v) ∈ Π# относительно ф.д. h(·). Для заданной ф.д. h(·) примем обозначение
Δ(x) = [x, x+ h(x)] и будем называть такой отрезок характеристическим.

Будем говорить, что вес v ∈ L+
loc(R

+) удовлетворяет условию регулярности (R) относи-
тельно ф.д. h(·), если существует такое η ∈ (0, 1), что

ηh(x)−1‖v;L1(Δ)‖ � S#(x, h(x); v). (2)

Запись: v ∈ (R) относительно ф.д. h(·).
На промежутках Δ ⊂ R

+ положим

‖f ;W l
p(Δ; ρ, v)‖ = ‖ρ1/pf (l);Lp(Δ)‖+ ‖v1/pf ;Lp(Δ)‖ (l ∈ N, 1 � p < ∞).

Обозначим через
◦
Wl

p(ρ, v) пополнение класса C∞
0 (I) по норме ‖f ;W l

p(I; ρ, v)‖. Далее для
w ∈ L+

loc(I) и r = 0, 1 обозначим

Kr(x, h; ρ,w) = h1−r(‖ρ−1;L1(Δ)‖‖w;L1(Δ)‖)1/2.

Лемма 1. Пусть (ρ, v) ∈ Π# и v ∈ (�) относительно ф.д. h(·). Существует такая
постоянная c = c(r) > 0, что для всех f ∈ W 2

2 (Δ(x); ρ, v) справедливо неравенство

‖w1/2f (r);L2(Δ(x))‖ � cKr(x, h(x); ρ,w)‖f ;W 2
2 (Δ(x); ρ, v)‖. (3)

Неравенство (3) представляет собой простое следствие из основного неравенства на харак-
теристических отрезках Δ(x):

c(η)h(x)−3/2‖f ;L2(Δ(x))‖ �
∫

Δ(x)

|f ′′|dt+
[ ∫
Δ(x)

ρ−1dt+

∫
Δ(x)

|f |2v(t)dt
]1/2

, (4)

где c(η) =
√
η/2(1+

√
η). Неравенство (4) несложно вывести из доказательств основных нера-

венств для “односторонней бегущей средней” [1] и “двухвесовой бегущей средней” [2, § 1.6; 3].
Пример 1. Функция v(x) = (1+x)2m (m ∈ N) удовлетворяет условию (R) относительно

произвольной функции длины h(·) в R
+.

Пример 2. Если функция v удовлетворяет условию (2) и |v(t)| > 0 для всех t > 0, то
функция

h#(x) = h#(x; ρ, v) = sup{h > 0 : M#(x, h; ρ, v) � 1}
конечна и положительна в R

+. При этом пара (ρ, v) ∈ Π# относительно ф.д. h#(·), а именно
справедливо

Утверждение 1. Пусть h# = h#(x; ρ, v). Тогда M#(x, h#; ρ, v) = 1.

Лемма 2. Пусть (a22, a20) ∈ Π# и a20 ∈ (R) относительно ф.д. h(·), W =
◦
W2

2(a
2
2, a

2
0) и

K(a2, a0) = sup
x�0

max
r=0,1

{h(x)−r+3/2‖a−1
2 ;L2(Δ(x))‖} < ∞, (5)
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N(a2, a1) = sup
x�0

‖a1;L2(Δ(x))‖‖a−1
2 ;L2(Δ(x))‖ < ∞. (6)

Тогда для каждой фундаментальной по норме ‖ · ‖W = ‖· ;
◦
W2

2(a
2
2, a

2
0)‖ последовательности

{fk} ⊂ C∞
0 (I) справедливы следующие утверждения:

a) последовательность имеет в L2(I) предел f = ‖ · ‖L2(I)- lim fk, при этом функция f
имеет непрерывную в I производную f ′ = ‖ · ‖L2(I)- lim f ′

k и п.в. конечную в I производную
f ′′(x) = ‖ · ‖L1(I)- lim f ′′

k ; кроме того, arf
(r) = ‖ · ‖L2(I)- limk→∞

arf
(r)
k , r = 0, 1, 2;

b) для предельной функции f выполняется оценка

‖f ;L2(I)‖ � cK(a2, a0)‖f‖W .

Доказательство утверждения а) леммы 2 опирается на оценки леммы 1. При этом исполь-
зуются свойства пределов lim f

(r)
k (r = 0, 1, 2) в Lp,loc(I) (1 � p < ∞). Для доказательства

утверждения b) леммы 1 возьмём представление

‖f ;L2(I)‖2 =
∑
j�1

‖f ;L2(Δj)‖2,

в котором Δj= [xj, xj+1), xj+1= xj+h(xj), x1= 0. Затем к каждому слагаемому ‖f ;L2(Δj)‖2
применим оценку (3) при r = 0 и w ≡ 1.

Теорема 1. Пусть (a22, a
2
0) ∈ Π# и a20 ∈ (�) относительно ф.д. h(·). Пусть, кроме того,

выполнены условия (5) и (6). Тогда оператор L0 допускает замкнутое расширение

L : L2(I) → L2(I), D(L) ⊂ W. (7)

Доказательство теоремы 1 следует из леммы 2, в силу которой D(L) ⊂ W и имеет место
импликация

{fk} ⊂ C∞
0 (I), ‖fk‖W → 0, ‖L0fk − z;L2(I)‖ → 0 ⇒ z = 0.

Теорема 2. Пусть ai (i = 0, 2) удовлетворяют условиям теоремы 1. Если к тому же

A(a0, a1, a2) = sup
x�0

(
x

∞∫
x

w−(t)dt

)1/2
<

1

2
√
2
, (8)

где w−(x) = max{0,−(2a0(x)a2(x)− a21(x))/a
2
2(x)}, то оператор L в (7) обратим.

Доказательство. Допустим, что найдётся такая функция f = ‖ · ‖W - lim fk �= 0 (fk ∈
∈ C∞

0 (I)) из области определения D(L) оператора L, для которой

Lf = 0. (9)

Справедливо неравенство ‖f ′‖L2(I) = lim ‖f ′‖L2(I) > δ > 0, иначе в силу непрерывности
функции f ′ имели бы f ′(x) ≡ 0 в I, а значит, f(x) ≡ c > 0 в I и ‖f‖L2(I) = ∞. Пусть

‖f ′
k‖L2(I) > 2−1δ (k � Nδ). (10)

Равенство (9) равносильно равенству L̃f = 0 для оператора

L̃f ≡ −f ′′ + b1(x)f
′ + b0(x)f, br = ara

−1
2 (r = 0, 1).

Поэтому
−(f ′′, fk) +

∑
r=0,1

(brf
(r), fk) = (L̃f, fk) = 0, (11)
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где (· , ·) – скалярное произведение в L2(I). Последовательно применяя оценки леммы 1 на
каждом характеристическом отрезке Δj при ρ = a22, v = a20, получаем

|(f ′′, fk)− (f
′′
k , fk)| � c1(η)C(K(a2, a0))

2‖a2f ′′ − a2f
′′
k ;L2(I)‖(→ 0 при k → ∞),

где C = sup
k�0

‖fk‖W < ∞. Далее,

(brf
(r), fk) = (arf

(r), a−1
2 fk), k � 1.

Пусть w(x) = 2b0(x) − b21(x), w+(x) = max{0, w(x)}, w−(x) = max{0,−w(x)}. Применяя
оценку (10), показываем, что для достаточно больших k ∈ N справедливы неравенства

λk = (L̃fk, fk) � 2−1‖f ′
k;L2(I)‖2 + 2−1(‖w1/2

+ fk;L2(I)‖2 − ‖w1/2
− fk;L2(I)‖2) �

� 2−1(‖f ′
k;L2(I)‖2 − ‖w1/2

− fk;L2(I)‖2) �
δ

8
. (12)

Для вывода последнего неравенства в (12) мы использовали оценку

‖w1/2
− fk;L2(I)‖ � 2A(a0, a1, a2)‖f ′

k;L2(I)‖
(см. [4, § 1.3]). Далее равенство (11) запишем как 0 = λk+μk. Так как μk → 0 при k → ∞, то
в силу (12) при достаточно больших k имеем 0 = λk + μk � λk − |μk| � δ/16. Следовательно,
допущение (9) при f �= 0 места не имеет. Теорема доказана.

Пример 3. Пусть m ∈ N и

A = sup
x�0

x

∞∫
x

(2(1 + t)ma−1
2 (t)− a−2

2 (t)) dt � 1

2
√
2
.

Тогда оператор
L0y ≡ −a2(x)y

′′ + y′ − (1 + x)my

имеет инъективное замкнутое расширение

L : L2(I) → L2(I), D(L) ⊂
◦
W2

2(I; a2, (1 + x)2m).

В силу утверждения 1 пара (a22, a
2
0), a0(t) = −(1 + t)m, удовлетворяет условиям теоремы 1

относительно ф.д. h(x) = h#(x; a22, a
2
0). Обратимся к условиям (5), (6) теоремы 1, где

K(a2, a0) = sup
x�0

{max
r=0,1

Kr(x, h(x); a
2
2)},

[K0(x, h(x); a
2
2)]

2 = h(x)3
x+h(x)∫
x

a−2
2 dt =

1

S#(x, h(x); a20)
� 1

η
,

[K1(x, h(x); a
2
2)]

2 = h(x)

x+h(x)∫
x

a−2
2 dt � min{‖a−1

2 ;L2(I)‖2, η−1}� η−1 +‖a−1
2 ;L2(I)‖2,

N(a2, a1) = sup
x�0

K1(x;h(x), a
2
2) � (η−1 + ‖a−1

2 ;L2(I)‖2)1/2.

Осталось заметить, что w−(x) = 2(1 + x)ma−1
0 (x) + a−2

2 (x).
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Рес-
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Рассмотрим уравнение

xf(x)− 1

πi

+∞∫
0

f(t) dt

t+ x
= g(x), 0 < x < +∞. (1)

Это вырождающееся сингулярное (особое) интегральное уравнение с переменными коэффи-
циентами. Сингулярные интегральные уравнения играют важную роль в различных областях
математики, им посвящена обширная литература (см., например, [1–6]). Уравнение (1) связа-
но, в частности, с так называемым уравнением “плавного перехода” [3].

В дальнейшем считаем, что 0 < x < +∞. Будем предполагать, что функция g(x) при-
надлежит классу C2[0, +∞) и такова, что интеграл

+∞∫
0

g(t) dt

t+ 1

существует.
Решение уравнения (1) будем искать в классе непрерывных при 0 < x < +∞ функций,

возможно, имеющих особенность интегрируемого порядка в нуле, для которых существует
интеграл

+∞∫
0

f(t) dt.

Определим классический сингулярный интегральный оператор

(Sf)(x) =
1

πi

+∞∫
0

f(t) dt

t− x

и особый оператор

(Tf)(x) =
1

πi

+∞∫
0

f(t) dt

t+ x
.

Несложно убедиться в том, что в рассматриваемом классе функций справедливо тождество

T 2f = (S2 − I)f,

где I – тождественный оператор.
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Применяя оператор T к обеим частям уравнения (1), приходим к уравнению

(x2 − 1 + S2)f(x) =
1

πi

+∞∫
0

f(t) dt+ (xI − T )g(x). (2)

Обозначим

b(x) =

{
1/
√
1− x2, 0 < x < 1,

i/
√
x2 − 1, x > 1.

Очевидно, что функция b(x) допускает аналитическое продолжение с вещественной оси в
верхнюю полуплоскость.

Запишем уравнение (2) в виде

(I − b2(x)S2)f(x) = −b2(x)

(
1

πi

+∞∫
0

f(t) dt+ (xI − T )g(x)

)
.

Факторизуем оператор, стоящий в левой части этого равенства, т.е. представим его главную
часть в виде произведения сингулярных операторов, допускающих обращение в явном виде:

I − b2S2 = (I + bS)(I − bS) + b[S, b]S,

где [S, b] ≡ Sb− bS, b[S, b]S – регулярный оператор.
Обозначив

(I − bS)f = v, (3)

w(x) = (b[S, b]Sf)(x) − b2(x)

(
1

πi

+∞∫
0

f(t) dt+ (xI − T )g(x)

)
,

представим уравнение (2) в виде
(I + bS)v = w. (4)

Таким образом, регуляризация уравнения (2) сведена к последовательному решению урав-
нений (4) и (3). Это сингулярные интегральные уравнения с вырождением на конце.

Решим уравнение (4) стандартным методом сведения к задаче сопряжения аналитических
функций [2, с. 97]. Пусть

F (z) =
1

πi

+∞∫
0

v(t) dt

t− z
,

тогда уравнение (4) сводится к задаче сопряжения

F+(x) = D(x)F−(x) + 2w(x)/(1 + b(x)),

где

D(x) =
1− b(x)

1 + b(x)
=

{
−x2/(1 +

√
1− x2)2, 0 < x < 1,

x2/(i+
√
x2 − 1)2, x > 1.

Определим каноническую функцию X(z) условиями X+(x) = D(x)X−(x), X(∞) = 1.

Заметим, что X(z) =
√

1− 1/zX0(z), где

X0(z) = exp

(
1

πi

1∫
0

ln
t√

1− t2 + 1

dt

t− z
+

1

πi

+∞∫
1

ln
t√

t2 − 1 + i

dt

t− z

)
,
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и

X+(x) =
√
xX0(x) ·

{
i
√
1− x/(

√
1− x2 + 1), 0 < x < 1,√

x− 1/(
√
x2 − 1 + i), x > 1,

X−(x) =
X0(x)

x3/2
·
{
−i

√
1− x(

√
1− x2 + 1), 0 < x < 1,√

x− 1(
√
x2 − 1 + i), x > 1,

X(−x) =

√
x+ 1

x
X0(−x).

Решая задачу сопряжения, получаем

v(x) =
1

1− b2(x)

(
w(x) − b(x)

πi

+∞∫
0

1 + b(x)

1 + b(t)

X+(x)

X+(t)

w(t) dt

t− x

)
. (5)

Отметим некоторые свойства канонической функции.
Лемма 1. Имеет место равенство

1

πi

+∞∫
0

b(t)/X+(t)

1 + b(t)

dt

t− x
=

1/X+(x)

1 + b(x)
− 1.

Доказательство проводится прямым вычислением:

1

πi

+∞∫
0

b(t)/X+(t)

1 + b(t)

dt

t− x
=

1

2πi

+∞∫
0

((
1

X+(t)
− 1

)
−
(

1

X−(t)
− 1

))
dt

t− x
=

=
1

2

(
1

X+(x)
+

1

X−(x)
− 2

)
=

1/X+(x)

1 + b(x)
− 1.

Аналогично доказывается
Лемма 2. Справедливо равенство

1

πi

+∞∫
0

1/X+(s)

1 + b(s)

(
1

s− t
− 1

s− x

)
ds =

=
1

b(t)

(
1/X+(t)

1 + b(t)
− 1

)
− 1

b(x)

(
1/X+(x)

1 + b(x)
− 1

)
+R(t)−R(x), x, t > 0,

в котором

r(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
0, 0 < x < 1,

i(1/X−(x)− 1)
√
x2 − 1, x > 1,

−i(1/X(x) − 1)
√
x2 − 1, x < −1,

R(x) = r(x) +
1

πi

∫
|s|>1

r(s) ds

s− x
.

Заметим, что функция R(t) аналитична в окрестности нуля. В дальнейшем такие функции
будем называть регулярными.

Вычисляя интегралы, содержащие каноническую функцию, как в леммах 1 и 2, преобра-
зуем правую часть соотношения (5). В результате получим

v(x) =
b(x)X+(x)

1− b(x)
ṽ(x),
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здесь

ṽ(x) = g(x)R1(x)−
1

πi

+∞∫
0

1− b(t)

tX+(t)

g(t)− g(x)

t− x
dt+

1

πi

+∞∫
0

b(t)

X(−t)

g(t) dt

t+ x
−

− 1

πi

+∞∫
0

R2(x)−R3(t)

t+ x
g(t) dt +

1

πi

+∞∫
0

R4(x, t)f(t) dt,

где Rk, k = 1, 4, – регулярные функции.
Найденное решение имеет особенность порядка выше единицы в нуле. Для устранения этой

особенности потребуем соблюдения дополнительного условия (условия ортогональности):

ṽ(0) = 0. (6)

Заметим, что ṽ(x)− ṽ(0) = O(x) при x → +0 в силу равенства

1

πi

+∞∫
0

b(t)

X(−t)

g(t) dt

t+ x
=

1

πi

+∞∫
0

b(t)

X(−t)

g(t)− g(0)

t+ x
dt+ g(0)

b(−x)

X−(x)
− g(0)

πi

+∞∫
0

b(−t)

X−(t)

dt

t− x
.

Перейдём к построению решения уравнения (3) с учётом условия (6).
Стандартный способ решения оказывается неприменим, поскольку получающаяся подын-

тегральная функция имеет особенность слишком высокого порядка в нуле. По этой причине
сначала проведём некоторые преобразования.

Будем искать решение уравнения (3) в виде

f(x) =
v(x)

2
+

b(x)/X+(x)

1 + b(x)

(
([S, b]Sf)(0)

2
− 1

2πi

+∞∫
0

f(t) dt+
1

2πi

+∞∫
0

X(−t)
g(t) dt

t+ x

)
+ f1(x).

Тогда в силу (4) и свойств канонической функции функция f1(x) должна удовлетворять урав-
нению

f1(x)−
b(x)

πi

+∞∫
0

f1(t) dt

t− x
= v1(x), (7)

где

v1(x) = b(x)

(
([S, b]Sf)(x) − ([S, b]Sf)(0)

2
+

1− b(x)

2πi

+∞∫
0

f(t) dt− xb(x)

2
g(x) +

b(x)− 1

2
Tg(x)

)
.

Решение уравнения (7) уже может быть построено стандартным образом:

f1(x) =
v1(x)

1− b2(x)
+

b(x)

1 + b(x)

1

πi

+∞∫
0

X+(t)

X+(x)

1

1− b(t)

v1(t) dt

t− x
. (8)

Так же, как и в случае уравнения (4), преобразуем правую часть соотношения (8), осно-
вываясь на свойствах канонической функции, аналогичных указанным в леммах 1 и 2:

f1(x) =
b(x)/X+(x)

1 + b(x)

1

2πi

+∞∫
0

R5(x, t)f(t) dt−
b(x)g(x)

X+(x)
R6(x)−
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− b(x)

1 + b(x)

1

2πi

+∞∫
0

X+(t)

X+(x)

tb2(t)

1− b(t)

g(t)− g(x)

t− x
dt− b(x)

2πi

+∞∫
0

1− b(t)

1 + b(x)

X(−t)

X+(x)

g(t) dt

t+ x
+

+
b(x)/X+(x)

1 + b(x)

1

2πi

+∞∫
0

R7(x, t)g(t) dt,

где Rk, k = 5, 7, – регулярные функции.
Таким образом, уравнение (2) сведено к регулярному уравнению.
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