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Обсуждаются вопросы построения множеств достижимости и управляемости для линейных
систем с дискретным временем и суммарным ограничением на скалярное управление в
смысле l1-нормы. Для классов не полностью управляемых и не полностью достижимых ли-
нейных систем предельные множества управляемости и достижимости соответственно по-
строены явным образом. Приведены примеры.

DOI: 10.31857/S0002338822040102

Введение. При решении задач управления динамическими системами нередко приходится
учитывать различные ограничения, связанные с техническими аспектами изучаемой системы.
Такого рода ограничения приводят к тому, что система из заданного начального состояния мо-
жет быть переведена в ограниченное множество терминальных состояний даже при бесконеч-
ном временном горизонте. Данный факт делает актуальным исследование не только вопросов
достижимости и управляемости различных динамических систем, но и разработку методов по-
строения и оценивания предельных множеств достижимости и управляемости для произволь-
ной системы управления. Кроме того, множества управляемости и достижимости могут быть ис-
пользованы в ряде задач оптимального управления для формирования позиционного управле-
ния [1, 2] для систем с дискретным временем.

В случае линейных систем с дискретным временем и скалярным управлением, не ограничен-
ным в смысле lp-нормы, известно, что множества достижимости и управляемости за конечное
число шагов представляют собой выпуклые многогранники [1]. Однако данное свойство при пе-
реходе к бесконечному времени может не сохраняться. Более того, в [3–5] продемонстрировано,
что в общем случае предельное множество управляемости и достижимости представляет собой
цилиндрическое множество с выпуклым сечением. Принципиальная управляемость и достижи-
мость такой линейной системы управления определяется структурой ее матрицы, а именно рас-
положением ее собственных значений относительно круга единичного радиуса с центром в нуле
на комплексной плоскости.

Тем не менее данные результаты относятся к линейным системам без суммарного ограниче-
ния на последовательность управляющих воздействий [1, 3, 4]. С другой стороны, зачастую огра-
ничения на функцию управления являются гладкими [2, 6, 7], что связано с необходимыми усло-
виями применимости классических оптимизационных методов [8, 9], хотя с точки зрения техни-
ческой реализации рассматриваемой математической модели более корректно было бы
использовать линейные или кусочно-линейные ограничения. Например, при описании задачи
коррекции орбиты спутника [10, 11] следует учитывать два типа ограничений на управление:
ограничение на силу каждого корректирующего импульса, обусловленное мощностью двигате-
ля, и ограничение, связанное с количеством топлива. Последнее в математической модели дви-
жения спутника может быть представлено в виде ограничения на сумму модулей всех управляю-
щих воздействий.

УДК 62-40
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В статье изучаются вопросы построения предельных множеств достижимости и управляемо-
сти систем с интегральным ограничением на управление в смысле l1-нормы. Принципиальной
особенностью данной работы является то, что данные множества удается построить явным об-
разом. В разд. 2 в виде леммы сформулированы основные свойства множеств достижимости ли-
нейных систем с дискретным временем и скалярным ограниченным управлением, в частности
доказано, что каждое такое множество представляет собой выпуклый и симметричный относи-
тельно начала координат многогранник. Также в разд. 2 доказано, что аналогичные свойства
справедливы и для предельных множеств управляемости не полностью достижимых систем.
В разд. 3 приведены важные следствия из данных утверждений, в частности доказаны аналогич-
ные свойства для множеств управляемости не полностью управляемых систем и представлены
оценки множества вершин предельных множеств управляемости и достижимости. В разд. 4 по-
лученные теоретические результаты продемонстрированы на примерах построения множеств
управляемости и достижимости для различных систем управления.

1. Формулировка задачи. Рассматривается автономная линейная система с дискретным време-
нем

(1.1)

и скалярным ограниченным по импульсу управлением

(1.2)

Это ограничение можно рассматривать как ограничение на l1-норму последовательностей

управлений . Здесь  – вектор состояния; ,  – соответствующие
матрицы системы;  – скалярное управление в момент времени ;  – про-
извольный параметр, характеризующий суммарные энергозатраты для управления.

Считается, что система (1.1) без ограничений на управления является управляемой, т.е. вы-
полнено ранговое условие Калмана

(1.3)

Пусть  – множество достижимости системы (1.1), (1.2) за k шагов, т.е. это множе-
ство всех возможных терминальных состояний системы, в которые она может попасть из 0 за
k шагов посредством использования допустимых в смысле ограничений (1.2) управлений:

Через  обозначается предельное множество достижимости:

Аналогично вводится множество  0-управляемости за k шагов дискретной системы,
определяемой соотношениями (1.1) и (1.2). Это множество всех возможных начальных состоя-
ний x(0) системы, из которых она может попасть в 0 за k шагов посредством использования до-
пустимых в смысле ограничений (1.2) управлений:

Здесь  – предельное множество -управляемости:

Обозначим через  спектр матрицы A, т.е. множество всех собственных
значений A с учетом кратности. Целью статьи является исчерпывающее описание множеств 
и  для одного класса систем, удовлетворяющих соотношениям (1.1)–(1.3). Более точно будут

( ) ( ) ( ) { }++ = + ∈ = …Z1 , 0,1,x k Ax k bu k k

( ) ( )
∞

=
≤ ∈ ∞

0
, 0, .

k

u k t t

( ){ }
+∈Zku k ( ) ∈R

nx k ×∈R
n nA ∈R

nb

( ) ∈Ru k +∈ Zk ( )∈ ∞0,t

− =�

1rank( | ) .nb Ab A b n

( ) ⊂ R=
n

t k

( ) ( ) ( ) { }
− −

+
= =

  = ∈ = − − ≤ ∈ = 
  

 R N Z=

1 1

0 0
: 1 , , : \ 0 .

k k
n i

t
i i

k y y A bu k i u i t k

=t

( )
∈

= ∪
N

= = .t t
k

k

( )- t k

( ) ( ) ( ) { }
− −

+
= =

  = ∈ = − − + ≤ ∈ = 
  

 R N Z-

1 1

0 0
: 0 1 , , : \ 0 .

k k
n i k

t
i i

k x A bu k i A x u i t k

- t 0

( )
∈

= ∪
N

- - .t t
k

k

( ) { }σ = α α ⊂… C1, , nA
- t

=t



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2022

О СВОЙСТВАХ ПРЕДЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ УПРАВЛЯЕМОСТИ 5

изучаться предельные множества достижимости  для асимптотически устойчивых систем, т.е.
тех систем, для которых справедливо условие

(1.4)

Аналогично изучаются множества 0-управляемости  для неустойчивых систем с условием

(1.5)

Оказывается, что для выделенного класса систем (1.1)–(1.3) множества управляемости могут
быть описаны явным образом, что приводит к возможности конструктивного построения допу-
стимых управлений в задачах оптимального управления.

2. Множества достижимости. Охарактеризуем основные свойства множеств достижимости
 системы (1.1)–(1.2). В данном случае не требуется использование условия управляемости

Калмана (1.3). Здесь и везде далее через  обозначена выпуклая оболочка множества

 – наименьшее по включению выпуклое множество, содержащее  в качестве подмноже-
ства [9, 12].

Л е м м а. Для каждого натурального k справедливы утверждения:
(i)  – полиэдр;

(ii) множество  замкнуто, ограничено и симметрично относительно 0;

(iii)  – выпуклый многогранник, т.е.

Здесь

(iv)  при ;

(v)  при ;

(vi) ;

(vii)  при .
Доказательство леммы приведено в Приложении.
В силу определения предельное множество достижимости  есть счетное объединение мно-

жеств достижимости  за k шагов, и поэтому некоторые перечисленные выше свойства мо-
гут перестать быть верными. Здесь будут рассмотрены особенности предельного множества до-
стижимости  для асимптотически устойчивой системы, определяемой соотношениями (1.1),
(1.2) и (1.4), т.е. когда все собственные значения матрицы A лежат внутри единичного круга на
комплексной плоскости. Как известно [3, 4], данная ситуация соответствует системе, которая не
является полностью достижимой, т.е. вектор состояния которой может попасть за конечное чис-
ло шагов из 0 не во все точки пространства .

Т е о р е м а. Пусть для системы (1.1)–(1.2) выполняются условия (1.3) и (1.4). Тогда существует
, такое, что

(2.1)

Доказательство теоремы приведено в Приложении.
3. Следствия теоремы. Нижним пределом последовательности множеств  [13, Гл. 1,

§ 1, п. 1] называется множество , состоящее из точек, принадлежащих всем множе-
ствам , кроме, быть может, конечного их числа.

С л е д с т в и е  1. Пусть для системы (1.1)–(1.2) выполняются условия (1.3), (1.4). Тогда спра-
ведливо равенство

=t
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Формализуя определение нижнего предела последовательности мно-
жеств, получаем

В силу утверждения (v) леммы находим

что приводит к равенству

Аналогично верхним пределом последовательности множеств  [13, Гл. 1] называет-
ся множество , состоящее из точек, принадлежащих бесконечному числу различ-
ных множеств . Формализуя определение, получаем

В силу утверждения (v) леммы приходим к равенствам

Окончательно

С л е д с т в и е  2. Предельное множество достижимости  обладает всеми свойствами (i), (ii),
(iv), (vi) леммы множеств достижимости  для конечного числа шагов .

Данное утверждение вполне объясняется использованием предельного перехода в следствии 1.
Из теоремы вытекает, что число K определяется не единственным образом. Тем не менее, вы-

берем соответствующее минимальное число из (2.1):

(3.1)

Число Kmin из (3.1) можно эффективно оценить сверху. Действительно, поскольку в конечно-

мерном линейном пространстве  нормы эквивалентны [14, Гл. 3, § 4], то имеется хотя бы одно
число , такое, что для произвольного 

(3.2)

где

Введем в рассмотрение функционал Минковского выпуклого множества , у которого
, определяемый [9, 12, 14] по формуле

(3.3)

( ) ( ){ } ( )
∞ ∞

= =
= ∃ ∀ ≥ ∈ = ∪∩= = =

1

lim inf : .t t t
k m k

k x k m k x m m

( ) ( )
∞

=
=∩ = = ,t t

m k

m k

( ) ( )
∞

=
= ∪= =

1

lim inf .t t
k

k k

( ){ } ∈N=t kk
( )=lim sup t k

( ){ } ∈N=t kk

( ) ( ){ } ( )
∞ ∞

= =
= ∀ ∃ ≥ ∈ = ∩∪= = =

1

lim sup : .t t t
k m k

k x k m k x m m

( ) ( )
∞ ∞

= =
=∪ ∪= =

1

,t t
m k m

m m

( ) ( )
∞

=
= ∪= =

1

lim sup .t t
k

k k

( ) ( ) ( ) ( )
∞

→∞
=

= = = =∪= = = = =

1

lim inf lim sup : lim .t t t t tk
k

k k k k

=t

( )=t k ≥k n

( ){ }= == =min min : .t tK K K

R
n

( )γ ∈ ∞0, ( )= ∈… R
T

1, , n
ny y y

( ) ≤ γ
= 1 ,

t ny y

=
= 1

1
.

n

i
i

y y

⊂ R!
n

∈ !0 int

( ) { }μ = λ > ∈ λ ∈R! !, inf 0 : , .nx x x



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2022

О СВОЙСТВАХ ПРЕДЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ УПРАВЛЯЕМОСТИ 7

В силу [12, теорема 15.2; 14, Гл. III, § 2, теорема 3] определения (3.3), эта формула задает некото-
рую норму в :

(3.4)

Из (3.3) и (3.4) получаем

Следовательно, найдется вектор , такой, что

По условию (1.3) матрица An невырождена и тогда

Теперь получаем последовательно

Таким образом, можно положить

и, следовательно, неравенство (3.2) установлено.
Если найдется , такое, что

(3.5)

то

(3.6)

Действительно, из (3.4) и (3.5) следует включение

В силу п. (v) леммы верно включение

и, следовательно,

Так как

то

R
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и поэтому

Таким образом,

т.е. верно (3.6).
В силу теоремы Шура [15, теорема 2.3.1] об унитарности триангуляции найдутся унитарная

матрица U и верхняя треугольная матрица , такие, что

Положим

Выберем  и соответствующую матрицу
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Соответствующая матричная норма  порождается векторной нормой  и

для  определяется формулой

Далее получаем для 

Полагая  оценим величину

Выберем число  произвольно из условия

Здесь используется условие (1.4). Зафиксируем выбранную постоянную  из этого неравенства,
тогда верно неравенство

и

Поскольку  не зависит от параметра k, то соответствующие величины

также не зависят от k. Следовательно, найдется, по крайней мере, одно число , такое, что
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и выполняется неравенство

(3.9)

Действительно, получаем

что доказывает требуемое.
Сказанное представляет собой соответствующее утверждение.
С л е д с т в и е  3. Для минимального числа шагов множеств достижимости из (3.1) справедли-

вы оценки

определяемые соотношениями (3.5), (3.6) и (3.8), (3.9).
Представленные ранее результаты могут быть расширены на некоторый более широкий класс

систем (1.1), (1.2). При этом доказательства изменяются незначительно, и поэтому они опущены.
С л е д с т в и е  4. Пусть имеется последовательность вещественных чисел , такая, что

которая порождает для системы (1.1), (1.4) множества управлений:

Если  и  – соответствующие множества достижимости, то выполняются аналогичные

условия леммы и теоремы и, следовательно,  – выпуклый многогранник.
Поскольку предельное множество достижимости есть выпуклый многогранник, то существу-

ет возможность воспользоваться классическим результатом из выпуклого анализа и оценить ко-
личество допустимых управлений, необходимых для достижения заданного терминального со-
стояния.

С л е д с т в и е  5. Для каждого  найдутся не более n + 1 ненулевых допустимых управле-
ний , таких, что

При этом минимальное число шагов для терминального состояния  определяется числом
Kmin и оценками из следствия 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы для произвольного  верно включение

для некоторого . Построим множество

в котором расположены вершины  многогранника  и . Воспользуемся теоремой Кара-
теодори [9, теорема 1.14.1; 12, теорема 17], используя ее геометрическое описание [16, теорема 2.4]:
множество  представляет собой выпуклую оболочку множества  в пространстве  и поэтому
есть объединение всех m-симплексов в  с вершинами в  при . Следовательно, каждая
точка  принадлежит хотя бы одному m-симплексу из вершин  множества . Тогда по
определению найдутся числа , такие, что
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Положим

Тогда получаем запись, эквивалентную утверждению следствия.
Опишем аналогичные свойства множеств 0-управляемости для рассматриваемого класса си-

стем.
С л е д с т в и е  6. Для систем (1.1)–(1.3) и (1.5) множества 0-управляемости  за конечное

число шагов обладают свойствами, аналогичными свойствам леммы.
Для предельного множества 0-управляемости  выполняется утверждение, аналогичное тео-

реме.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для систем (1.1), (1.2) введем обозначения

отвечающие матрице . Также для системы

построим аналогичные множества управляемости , , ,  отвечающие
матрице A–1. В силу предположения (1.5) матрица A не вырождена.

Справедливо равенство

(3.10)

Действительно, согласно определению , если и только если

Полагая

приходим к выводу, что

т.е.

Обратно, если , то

Снова делая замену

приходим к выводу, что
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т.е.

Равенство (3.10) доказано.
Ясно, что теперь следствие 6 вытекает из (3.10) и утверждений леммы и теоремы.
4. Комментарии и примеры. В данном разделе построим различные примеры, демонстрирую-

щие основные результаты леммы и теоремы.
Пример 1. Положим размерность фазового пространства n = 2, матрицу системы определим

следующим образом:

При этом для любого  данная система удовлетворяет условиям (1.3) и (1.4).
Величина Kmin, определяемая соотношениями (3.1), в действительности сильно зависит от

вектора b. В общем случае справедливо равенство

Если предположить, что , то с учетом п. (iii) леммы и теоремы получим, что

Таким образом, .
Если предположить, что , то с учетом п. (iii) леммы верно равенство

Если положить

то для  верно, что

Отсюда следуют включения

Тогда с учетом теоремы верно, что
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При этом следующая система несовместна:

Отсюда следует, что , т.е.

Окончательно получим равенство 

Для случая , t = 1 построим соответствующие множества достижимости графически.
Результаты проиллюстрированы на рис. 1–3.

Пример 2. С учетом следствия 5 и равенства (3.10) построенные в примере 1 множества дости-
жимости  можно преобразовать в множества 0-управляемости системы (1.1), порождаемой
матрицей системы:

Согласно [12, следствие 19.5.1], для случая  справедливо следующее равенство:
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Пример 3. Рассмотрим случай комплексных собственных значений матрицы A, удовлетворя-
ющих условию (1.4):

 − 
=  α  − −

 

1 3
1 2 2 .

3 1
2 2

A

Рис. 2. Множество 
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Тогда для любых  и  справедливо представление

откуда следует, что . Также для случая , t = 1,  множества достижимости
 и , построенные на основе п. (iii) леммы, представлены на рис. 4 и 5 соответственно.
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Рис. 4. Множество 
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Следует также отметить, что в силу теоремы множество  совпадает с предельным множе-
ством достижимости .

Заключение. Рассмотрены методы построения предельных множеств достижимости и управ-
ляемости для линейных систем с дискретным временем и ограниченным скалярным управлени-
ем. Предполагается, что управление как функция времени является ограниченной последова-
тельностью в смысле l1-нормы.

Для случая, когда собственные значения матрицы системы не превосходят 1 по модулю, т.е.
для не полностью достижимых систем, предельные множества достижимости удается построить
явным образом: доказано, что они представляют собой выпуклый, симметричный относительно
начала координат многогранник. При этом в п. (iii) леммы дано описание вершин данного мно-
гогранника. Также доказано, что последовательность множеств управляемости за конечное чис-
ло шагов в этом случае представляет собой, начиная с некоторого Kmin, постоянную последова-
тельность. В следствии 3 предложена конструктивная оценка величины Kmin.

Полученные результаты для множеств достижимости обобщены и для построения множеств
0-управляемости не полностью управляемых систем, т.е. тех систем собственные значения мат-
риц которых по модулю строго больше 1. Данный факт сформулирован в следствии 6.

В качестве демонстрации основных результатов данной работы приведены примеры и иллю-
страции построения множеств управляемости и достижимости для различных линейных систем
с дискретным временем.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы. (i). По определению [8, Гл. 2, § 4, п. 1] множество  на-
зывается полиэдром, если его можно представить как множество решений системы из конечного
числа линейных неравенств:

Обозначим через  замкнутый шар в  с метрикой l1:

Множество  – полиэдр, поскольку

(П.1)

где

Действительно, если для  и  верно неравенство

то получаем соотношение
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Из (П.2) и (П.3) имеем

или

Допустим, для произвольного  верно неравенство

(П.4)

Тогда

Из (П.2) получаем

(П.5)

Таким образом, из утверждения (П.4) для k следует (П.5) и справедливость утверждения (П.4)
для k + 1. Следовательно, по принципу математической индукции приходим к выводу об экви-
валентности неравенства

неравенству

что совпадает с (П.1).

Введем матрицу  по формуле

Пусть

(П.6)

Тогда

Следовательно, получаем представление

В силу [12, теорема 19.3, Гл. IV, § 19] множество  – полиэдр как линейное отображение по-
лиэдрального выпуклого множества.

(ii) Множество  есть по построению замкнутый единичный шар с центром 0 в метриче-

ском пространстве  с метрикой l1. Поэтому множество  замкнуто, ограничено и симмет-
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рично относительно 0 как соответствующий шар. Наконец, утверждения (ii) следуют из линей-
ного представления

(iii) В силу теоремы Минковского–Вейля [8, Гл. 2, § 8, теорема 8.14] множество  есть вы-
пуклый многогранник, поскольку оно является ограниченным полиэдром в силу (ii).

Справедливо равенство

и поэтому верно представление

(П.7)

Действительно, получаем

Доказательства утверждения (iii) достаточно при t = 1, поэтому обозначим
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Следовательно,

В силу (П.7) получаем

Теперь покажем, что верно обратное включение

(П.10)

Действительно, пусть , тогда верно разложение

Положим

Тогда верно равенство

и, кроме того,

Это означает, что по определению

Из (П.8) и (П.10) вытекает требуемое утверждение (iii).

(iv) Так как по построению  – непустое выпуклое множество в  и , по утвер-
ждению (ii) из [8, Гл. 3, § 7, п. 7, теорема 7.14] следует, что . По условию (1.3) имеем

 и , что доказывает требуемое.
Доказательства утверждений (v), (vi), (vii) очевидны.
Лемма доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы. В силу утверждения (iii) леммы имеем

Тогда из (1.3) и леммы выводим, что множество  есть симметричное ограниченное выпук-
лое множество, для которого .

Построим последовательность векторов . Тогда найдется число , такое, что
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По определению сходимости числовой последовательности  найдется натураль-

ное K, такое, что

Теперь из (3.3) и (3.4) получаем требуемое включение (П.11).

Для произвольных векторов , , справедливо равенство

(П.12)

если

(П.13)

Действительно, по определению выпуклой оболочки верно включение

С другой стороны, из (П.13) следует также цепочка включений

Окончательно приходим к равенству (П.12).
В силу (iii) леммы имеем при 

поскольку

Здесь используется равенство (П.12). Следовательно, в силу п. (v) леммы заключаем

что доказывает равенство (2.1).
Теорема доказана.
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Предложен оригинальный метод поиска оптимального управления амплитудой колебаний в
окрестности положения равновесия склерономной многомерной механической системы.
Одна степень свободы системы не поддается непосредственному управлению. На ее движе-
ние влияют другие, непосредственно управляемые степени свободы. В число непосредствен-
но управляемых могут входить как позиционные, так и циклические координаты. Метод не
содержит сопряженных переменных в смысле принципа максимума Л.С. Понтрягина и не
увеличивает размерность анализируемой исходной системы дифференциальных уравнений.
На примере конкретной маятниковой системы продемонстрирована эффективность приме-
нения предложенного метода.

DOI: 10.31857/S0002338822040084

Введение. Задачи управления амплитудой нелинейных колебаний представляют издавна зна-
чительный интерес для исследований как с теоретической, так и с практической точек зрения.
К настоящему времени существует развитая теория резонансного возбуждения колебаний, ко-
торая широко используется в практических приложениях [1, 2]. Проблема построения опти-
мального управления как для линейных, так и для нелинейных колебательных систем имеет су-
щественные отличия от резонансных постановок. Она часто ставится и исследуется в рамках
принципа максимума Л.С. Понтрягина [3, 4]. Среди колебательных систем особый интерес вы-
зывают колебательные системы с дефицитом управления, когда система содержит степени сво-
боды, для которых невозможно непосредственное управление, а их требуемое изменение дости-
гается опосредованно за счет подходящего управления по другим степеням свободы [5, 6]. При-
меры решения некоторых задач с дефицитом управления системами, находящимися в
окрестности положения равновесия и содержащими одну неуправляемую степень свободы,
можно найти в [7–10]. Как следует из указанных работ, системы могут быть весьма непростыми.
На первоначальном этапе исследования таких систем представляется разумным выбрать коор-
динаты управляемых степеней свободы в качестве функций управления, считая, что возможна
их идеальная реализация. Основная трудность применения принципа максимума Понтрягина в
таком случае состоит в том, что координаты управляемых степеней свободы, как правило, входят
в уравнения движения вместе со своими производными. Из-за этого размерность фазового про-
странства может быть уменьшена лишь на число управляемых координат системы, что может
быть недостаточно для эффективного решения задачи по методу Понтрягина.

В предлагаемой статье для решения задач оптимального управления колебаниями позицион-
ных систем с дефицитом управления по одной степени свободы развивается оригинальный ме-
тод оптимизации, формализм которого основан на подходе Д.Е. Охоцимского, Т.М. Энеева [11]
к решению проблем оптимального управления. Метод позволяет получить решение в виде син-
теза управления колебаниями в классе кусочно-непрерывных управляющих координат в зависи-
мости от неуправляемой координаты. Управление колебаниями понимается в смысле увеличе-
ния или уменьшения амплитуды колебаний, которая служит критерием оптимальности.
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1. Постановка проблемы. Рассмотрим склерономную голономную механическую систему с
кинетической энергией

где n – число степеней свободы системы,  – обобщенные координаты,  – обобщенные скоро-
сти, а симметричная матрица  зависит от координат и положительно определена. Уравнения
движения системы представим в форме уравнений Лагранжа 2-го рода

(1.1)

в которых t – время,  – обобщенные силы. Пользуясь произволом в нумерации обобщенных
координат, будем считать, что первая обобщенная координата не поддается непосредственному
активному управлению, а остальные обобщенные силы могут быть сформированы нужным об-
разом за счет доступного управляющего воздействия. Выделим первую обобщенную координа-
ту, обозначив ее буквой :

Обобщенную силу  будем считать позиционной в том смысле, что она может зависеть только
от x и других обобщенных координат, а от обобщенных скоростей не зависит. Пусть первыми в
наборе  идут  координат, от которых обобщенная сила  зависит явно. Остальные

 координат не входят явно в выражение для . Все координаты переобозначим: ,

 и , , причем  – вектор координат, непосред-
ственно влияющих на значение ,  – вектор координат, от которых  явно
не зависит, так что  . В число w-координат могут входить, например, цик-
лические координаты. Кинетическая энергия примет вид

где  – число u-координат и

В системе (1.1) выделим уравнение для координаты x:

(1.2)

где . Примем координату x в качестве независимой переменной на участ-
ке ее монотонного изменения:  и обозначим буквой , где ,

, вектор управляющих координат и их производных по координате . Тогда урав-
нение (1.2) преобразуется к виду

(1.3)

где
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Будем считать, что векторы ,  каким-либо образом назначены и ограничены:

(1.4)

Эти вектор-функции будем рассматривать как функции управления системой. Тогда обобщен-
ные силы  вычисляются в соответствии с уравнениями (1.1) таким образом, чтобы ука-
занные вектор-функции ,  реализовались. Предположим, что это сделано, так что огра-
ничения (1.4) удовлетворяются, и можно написать уравнение

(1.5)

где x0 – начальное значение независимой переменной x,  – любая функция. Уравнение (1.5)
эквивалентно уравнению (1.3). Заметим, что если , то уравнение (1.3) допускает инте-
грирующий множитель. Выберем его в качестве :

(1.6)

Тогда равенство (1.5) можно преобразовать к виду

или

(1.7)

где

(1.8)

В том случае, когда  обращается в нуль, интеграл в левой части равенства (1.7) становится
несобственным из-за того, что при  значения  и  могут стать бесконечно
большими. Однако та же формула (1.7) показывает, что этот интеграл существует и принимает
конечное значение. Заметим, что переменные  и  не содержат отмеченной особенности.

Предположим, что силовая функция

(1.9)

имеет изолированный максимум по координате  при  и этот максимум остается изоли-
рованным, когда  меняется. Будем рассматривать движение в окрестности этого максимума.
Пусть начальные условия выбраны так, что равенство  выполнено, когда .
Назовем амплитудой колебаний величину , где  – следующее значение коорди-
наты x, когда  обращается в ноль. В этом случае аргумент изолированного максимума
силовой функции  будет принадлежать отрезку . В общем случае этот аргумент мо-
жет меняться в зависимости от выбранных вектор-функций , . На концах отрезка долж-
но быть выполнено

(1.10)
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а также

(1.11)

Требуется найти кусочно-непрерывные управления , , при которых достигается макси-
мум (минимум) функционала J.

Теперь рассмотрим обратное движение маятника. Для того, чтобы сохранить смысл введен-
ного функционала, обозначим . Пусть , где , , вектор
управляющих координат и их производных по координате  в этом случае. Уравнение (1.2) при-
нимает вид

(1.12)

Уравнение (1.3) можно представить как

(1.13)

где

Следовательно, получаем

(1.14)

и формулу (1.7) можно переписать следующим образом:

(1.15)

где

Амплитуда колебаний имеет вид , где , ,  и , ес-
ли . Требуется найти кусочно-непрерывные управления , , при которых значе-
ние функционала J максимально (минимально).

2. Оптимальное раскачивание (успокоение) колебаний. Пусть λ определенa формулой (1.6). То-
гда справедливы следующие теоремы.
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Т е о р е м а  1 (принцип наилучшего раскачивания). Предположим, что движение системы
описывается уравнением (1.2) и существуют две точки  и , причем  и . Тогда
справедливы следующие утверждения.

I. Необходимыми условиями оптимальности управлений , , которые, будучи
стесненными ограничениями (1.4), при фиксированном значении  обеспечивают максимум
величины , служат уравнения

(2.1)

где .

II. Необходимыми условиями оптимальности управлений , , которые, будучи
стесненными ограничениями (1.4), при фиксированном значении x1 обеспечивают минимум ве-
личины x0, служат уравнения

(2.2)

где .

Т е о р е м а  2 (принцип оптимального успокоения колебаний). Предположим, что движе-
ние системы описывается уравнениями (1.2) и имеются две точки x0 и x1, такие, что 

. Тогда справедливы следующие утверждения.

I. Необходимые условия оптимальности управлений , , которые, будучи стес-
ненными ограничениями (1.4), при фиксированном значении x0 обеспечивают минимум вели-
чины x1, выражаются равенствами

(2.3)

где .

II. Необходимые условия оптимальности управлений , , которые, будучи
стесненными ограничениями (1.4), при фиксированном значении x1 обеспечивают максимум
величины x0, выражаются уравнениями

(2.4)

где .

Доказательство приведенных теорем достигается применением формул (1.7) и (1.15), а также
с учетом того, что в уравнении (1.2) коэффициент . Обозначим
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При варьировании управляющих функций будем считать тождественно выполненным уравне-
ние движения: . Интегрирующий множитель будет меняться вместе с изменением управле-
ния. Вместе с тем вариация тождества (1.5) примет вид

Поэтому при анализе влияния управления в формулах (1.7) и (1.15) множители λ и  играют
вспомогательную роль и не участвуют в процессе оптимизации. Они служат лишь для тожде-
ственного преобразования уравнения движения. Заметим также, что из формул (1.6) и (1.14) сле-
дует, что знаки множителей λ и  совпадают со знаками функций  и  соответ-
ственно.

Рассмотрим сначала утверждение I теоремы 1. Пусть значение координаты  соответству-
ет максимально достижимому отклонению системы от положения равновесия, но первое равен-
ство формулы (2.1) в какой-нибудь внутренней точке отрезка [ , ] нарушено. Тогда, как сле-
дует из формулы (1.7), в этой точке можно за счет управления , оставив значения других управ-
лений неизменными, увеличить подынтегральную функцию в (1.7), а за счет этого увеличить
значение скорости . Тогда вырастет и новое значение координаты , при котором ско-
рость  сделается равной нулю. Полученное противоречие доказывает необходимость выполне-
ния первого соотношения равенства (2.1). Второе соотношение равенства (2.1) аналогичным об-
разом следует из того, что функции f* в (1.8), (1.11) линейно зависят от скоростей системы.

Для доказательства утверждения II теоремы 1 следует воспользоваться формулой (1.15) с по-
следующей интерпретацией полученного результата в терминах независимой переменной .
Действительно, тогда должно быть

Теорема 2 является взаимной по отношению к теореме 1, и поэтому доказательство теоремы 2
вполне аналогично доказательству теоремы 1.

Подробное доказательство приведенных выше теорем с помощью метода первой вариации
читатель может найти в [12].

3. Пример. Маятник с точкой подвеса на перевернутой циклоиде. Материальная точка массы m
движется без трения в вертикальной плоскости по перевернутой циклоиде (брахистохроне).
К этой точке подвешен стержень, имеющий массу M и центральный момент инерции I. Стер-
жень способен совершать колебания в той же плоскости. Требуется, управляя движением стерж-
ня, заставить точку m двигаться по циклоиде с возрастающей амплитудой колебаний около ее
нижней точки. Обозначим буквой l расстояние от центра масс  стержня до точки подвеса.
Пусть  − внешняя нормаль к циклоиде в точке подвеса стержня, а  − угол между стержнем и
вектором . Угол  примем в качестве управления с целью раскачивания системы, ограничив его
допустимые значения:  (рисунок).
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Для описания движения введем абсолютную правоориентированную декартову систему ко-
ординат . Ось  направим вертикально вверх. Ось  расположим в плоскости движения.
Тогда ось  будет перпендикулярна указанной плоскости. Уравнение перевернутой циклоиды
представим в виде

где  − постоянная, а  − обобщенная координата, задающая положение точки m на цикло-
иде. Циклоида выпукла вниз. Ее внешняя нормаль  имеет координаты

Таким образом, вектор  образует с отрицательным направлением оси  угол .
Центр масс стержня имеет координаты

Далее

Кинетическая энергия системы принимает вид

Найдем силовую функцию:

Система уравнений Лагранжа записывается следующим образом:

(3.1)

где

(3.2)

 − обобщенная сила, обеспечивающая требуемое изменение угла .
В уравнениях (3.1) в качестве управляющей координаты выбирается угол . В соответствии с

уравнением (1.3) получим

(3.3)
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где  − производная по . Знак множителя , вычисляемого по формуле (1.6), совпадает со зна-
ком функции f. Правая часть второго уравнения (3.1) зависит от угла . Оптимизируемая по ве-
личине  функция в формулировке теорем 1 и 2 принимает вид

(3.4)

Естественно принять , так как при превышении этих пределов конструкция системы
может быть нарушена. Экстремальные значения функции  достигаются при

Следовательно, для указанных экстремалей будем иметь

Поэтому коэффициент . Сузим допустимые границы изменения угла :

Тогда оптимальными могут быть также режимы постоянства функции , для которых ,
и будет выполнено

Следовательно, и в этом случае оказывается .
Применим утверждение I теоремы 1. Пусть  есть левая граница отклонения по углу , а

 − соответственно правая граница, и в начальный момент . Из формулы (2.1) видим,
что наилучший способ достичь максимума положительного полуколебания состоит в примене-
нии правила

(3.5)

Применим утверждение II теоремы 1. Пусть теперь в начальный момент . Тогда, на-
против, требуется минимизировать значение  отрицательного полуразмаха. Из (2.2) заключа-
ем, что наилучший режим для достижения минимума отклонения отрицательного полуразмаха
состоит в применении формулы

(3.6)

В итоге получается синтез управления для оптимального раскачивания маятника: после до-
стижения максимального положительного отклонения маятника следует применять формулы (3.3);
после достижения минимального отрицательного отклонения − формулы (3.2) и т.д.

Из теоремы 2 выводится синтез управления для оптимального успокоения колебаний маят-
ника: после достижения максимального положительного отклонения маятника следует приме-
нять формулы (3.2), после достижения минимального отрицательного отклонения − форму-
лы (3.3) и т.д.
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Когда зависимость  установлена, второе уравнение системы (3.1) становится замкнутым
и его можно решать различными известными методами [2]. В частности, для решения можно
применить формулу (1.7). После определения функции  становится возможным из первого
уравнения (3.1) найти обобщенную силу , обеспечивающую требуемое изменение угла .

Из системы уравнений (3.1) видим, что при l = 0 угол  становится циклической координа-
той. Тогда, чтобы обеспечить раскачивание, достаточно воспользоваться правилами разд. 2 для
управления скоростями в конце полуразмаха.

Заключение. Применение предложенных алгоритмов управления, получаемых из необходи-
мых условий оптимальности (2.1)–(2.4), предполагает учет информации о моментах времени до-
стижения экстремальных значений оптимизируемой координаты и информации о направлении
соответствующего полуколебания. Условия оптимальности (2.1)–(2.4) не содержат сопряжен-
ных переменных в смысле принципа максимума Л.С. Понтрягина [4]. Это облегчает применение
указанных условий для рассмотренного класса задач. Дополнительным преимуществом предло-
женного метода служит то, что закон оптимального управления получается непосредственно в
виде зависимости от оптимизируемой координаты. Используя предложенные условия опти-
мальности, можно получить аналитические решения для некоторых новых нетривиальных мо-
дельных задач. Эти условия упрощают решение соответствующих задач в многомерном про-
странстве управляющих функций по сравнению с известными методами. Они эффективны как
для задач раскачивания, так и для задач успокоения колебаний.
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В рамках байесовского подхода разработан метод распознавания сигнально-помеховых ситу-
аций, возникающих при функционировании информационно-измерительной системы по-
движного объекта. Предложен метод коррекции веса априорной информации в случае ее су-
щественного отличия от апостериорной. Приведен вариант коррекции с использованием так
называемых индикаторов сопутствующих признаков сигналов и помех. Показана целесооб-
разность разработки новых методов обработки информации для конкретных практических
приложений, в частности для информационно-измерительной системы подвижного объекта.

DOI: 10.31857/S0002338822040060

Введение. Информационно-измерительные системы (ИИС) подвижных объектов, как прави-
ло, подвержены действию естественных и преднамеренных помех в спектральном диапазоне их
датчиков информации. Это, в частности, относится к бортовым радиолокационным станциям
летательных аппаратов в силу открытости их информационных каналов [1–6]. Из-за действия
помех, особенно преднамеренных [7–11], измерения фазовых координат относительного поло-
жения летательного аппарата и цели, выполняемые бортовой радиолокационной станцией, осу-
ществляются с ошибками [12–14]. Одним из приемов обеспечения помехоустойчивости ИИС
является адаптация их структуры к изменениям сигнально-помеховой обстановки [15–19]. Дан-
ную адаптацию целесообразно выполнять методами теории систем со случайной сменой струк-
туры в пространстве состояний [20–23].

В [24] в рамках байесовского подхода разработан алгоритм распознавания сигнально-помехо-
вых ситуаций, возникающих в результате воздействия организованных помех на ИИС, в кото-
ром помимо измерителей фазовых координат и априорной информации об интенсивностях сме-
ны сигнально-помеховых ситуаций используются так называемые индикаторы сопутствующих
признаков сигналов и помех [25, 26]. В данном алгоритме при задержках принятия решений
предусмотрена возможность оперативной коррекции априорной информации, в том числе за
счет использования индикаторов сопутствующих признаков помех. В статье на упрощенном
примере применительно к бортовой радиолокационной станции летательного аппарата исследу-
ется целесообразность коррекции веса априорной информации в алгоритме распознавания сиг-
нально-помеховых ситуаций.

1. Постановка задачи. В качестве подвижного объекта рассматривается летательный аппарат,
располагающий ИИС на базе бортовой радиолокационной станции. Математические модели

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 20-08-00091 а; 19-08-00487 а; 19-08-00502 а; 19-
29-06077 мк).

УДК 681.746.3

УПРАВЛЕНИЕ В СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ
И В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ
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векторов фазовых координат подвижного объекта , сигналов измерений  и индикации сопут-
ствующих признаков сигналов и помех , размерность которых соответственно равна , , ,
имеют вид

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь  – номер дискрета времени;  – вектор управлений размерностью ; ,  – соответ-
ственно векторы шумов состояния и измерения с размерностями , ; f,  – извест-
ные вектор-функции векторных аргументов;  – матрица-строка условных вероятностей
переходов индикаторов из состояния  в состояние  с элементами πn, k( ,
Pr|rk – 1, k – 1, Jn, Pr],  – номер признака;  – символ вероятности;  –
входная индикаторная функция, характеризующая наличие признака организованной помехи;
Pr – регистрируемый признак, ;  – номер сигнально-помеховой ситуации (см. табл. 1),
каждой из которых соответствует аналогично обозначенная, предварительно разработанная
структура ИИС, ;  – вектор фазовых координат подвижного объекта,

, I – количество измеряемых фазовых координат.
Алгоритм распознавания сигнально-помеховых ситуаций, в котором предусматривается воз-

можность коррекции веса априорной информации, имеет следующий вид [24]:
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Таблица 1. Классификация сигнально-помеховых ситуаций

Маскирующая помеха Имитирующая помеха

ШШ УШ СШ ХИ … УД УС МП …

1 – – – – – – –
2 + – – – + + –
…

– – – + – –
…

– – + + – – +
…

– + – – – + –

s

s

l

S
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Здесь ,  – соответственно выходной сигнал i-го измерителя и его среднего квадратического
отклонения;  – среднее значение i-й фазовой координаты в s-й сигнально-помеховой ситу-
ации; ,  – априорные интенсивности смены сигнально-помеховых ситуаций; b – оптими-
зируемый коэффициент;  – промежуток времени от момента изменения состояния любого из
индикаторов сопутствующих признаков помех до момента изменения номера структуры s в со-
ответствии с критерием (1.8); .

Требуется на основании (1.1)–(1.8) определить степень влияния соответствия априорных ,
 и фактических ,  интенсивностей смены сигнально-помеховых ситуаций на эффек-

тивность принятия решения о сложившейся сигнально-помеховой ситуации и соответственно
номере структуры ИИС подвижного объекта. Также требуется предложить рациональный вари-
ант коррекции веса априорной информации в случаях ее несоответствия фактической.

2. Вариант исследования алгоритма распознавания сигнально-помеховых ситуаций. В общем
случае основными измерительными каналами бортовой радиолокационной станции летатель-
ного аппарата являются угломерный , дальности D и скорости сближения V с целью [27]. В ка-
честве организованных помех измерительным каналам могут применяться маскирующие – ши-
рокополосные шумовые (ШШ), узкополосные шумовые (УШ), скользящие шумовые (СШ), ха-
отические импульсные (ХИ) и др., а также имитирующие – уводящие по дальности (УД),
скорости (УС), мерцающие (МП) и др. в различных сочетаниях. При воздействии помех могут
наблюдаться такие явления, как скачкообразное увеличение мощности принимаемого сигнала,
увеличение количества принимаемых импульсов, интенсивное изменение частоты и др. Подоб-
ные явления могут регистрироваться соответствующими устройствами, называемыми индика-
торами сопутствующих признаков – индикатором мощности (ИМ), счетчиком импульсов (СИ),
частотным фильтром (ЧФ) и др.

Пусть по результатам предварительного анализа определены: перечень организованных по-
мех; возможные сигнально-помеховые ситуации, составляющие полную группу несовместных
событий; априорные интенсивности смены  из s-й в l-ю и  из l-й в s-ю сигнально-помехо-
вых ситуаций; множество  сопутствующих признаков Pr воздействия помех на ИИС. Вариант
классификации сигнально-помеховых ситуаций при функционировании ИИС показан в виде
табл. 1. Ожидаемые выходные сигналы измерителей и индикаторов сопутствующих признаков в
соответствующих ситуациях приведены в табл. 2. На рис. 1 представлен фрагмент графа возмож-
ных взаимных переходов между ситуациями, а на рис. 2 – возможная реализация их смены.

Исследование алгоритма (1.4)–(1.8) осуществлялось следующим образом. Моделировалось
движение летательного аппарата и функционирование его бортовой радиолокационной станции
в беспомеховой обстановке в соответствии с рекомендациями из [27]. Воздействие организован-
ных помех моделировалось путем изменения в случайные моменты времени сигнально-помехо-
вых ситуаций из табл. 1. При этом априорные интенсивности переходов ,  назначались в
соответствии с правилами постановки помех, в то время как фактические ,  задавались с
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Таблица 2. Выходные сигналы информационных устройств

Измеритель Индикатор

… ИМ СИ ЧФ …

1 0 0 0
2 1 0 0

…
1 1 0

…
1 1 1

…
1 0 1

s
αβ D V

αβ D V
αβ σD σV

s αβ иD иV

l αβ σD σV
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помощью ключа на базе датчика случайных чисел. Предполагалось, что воздействие организо-
ванных помех приводило к существенному изменению в выражении (1.7)  из-за действия мас-
кирующих и  из-за действия имитирующих помех.

Моделирование функционирования индикаторов сопутствующих признаков сигналов и по-
мех является предметом отдельного исследования и в данной статье не рассматривается. Эле-
менты матрицы  условных вероятностей переходов индикаторов из состояния  в со-
стояние  задавались в соответствии с физической сущностью воздействия помех на информа-
ционные каналы бортовой радиолокационной станции летательного аппарата.

В качестве показателей эффективности принятия решения о сложившейся сигнально-поме-
ховой ситуации выступали: задержка  – промежуток времени от момента изменения состоя-
ния любого из индикаторов сопутствующих признаков помех до момента изменения номера s в
соответствии с критерием (1.8); уровень вероятности  сложившейся сигнально-помеховой
ситуации относительно других ситуаций.

В процессе исследования рассматривались случаи изменения сигнально-помеховых ситуа-
ций, при которых наблюдались низкие интенсивности шумов измерителей и корректное функ-
ционирование обнаружителей сопутствующих признаков помех. В первом случае априорно оце-
ниваемые интенсивности переходов , входящие в (1.5), соответствовали фактическим .
Время, затрачиваемое алгоритмом на принятие правильного решения, составляло величину по-
рядка 0.01 <  < 0.05, а значения апостериорных вероятностей ситуаций, складывающихся
в текущий момент времени, находились в пределах 0.95 <  < 0.99. В описанных условиях
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Рис. 1. Граф переходов
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алгоритм распознавания по своим динамическим характеристикам близок к ключевой схеме,
что полностью подтверждает его работоспособность. Характеристики алгоритма существенно
превосходят соответствующие характеристики оператора.

Во втором случае использовалась ложная априорная информация о переходах из s-й в l-ю по-
меховую ситуацию. Значения апостериорных вероятностей фиксировались после принятия ре-
шения об изменении помеховой ситуации. На рис. 3 и 4 показаны соответственно графики из-
менения  и  в зависимости от  для различных значений b = 1…100 с–1 в фор-
муле (1.5). Моделирование проводилось на примере трех (  = 3) сигнально-помеховых ситуаций
с использованием одного измерителя и одного индикатора сопутствующего признака помехи.
При этом ложная интенсивность переходов задавалась только в первую ситуацию (  = false).

Из анализа графиков на рис. 3 и 4 можно сделать следующие выводы: при малых интенсивно-
стях шумов измерителей и корректном функционировании индикаторов сопутствующих при-
знаков причиной задержек в принятии решения о смене структуры ИИС подвижного объекта
является несоответствие априорных и фактических интенсивностей смены ситуаций. Ошибки
при назначении априорных интенсивностей переходов порядка 0.5 <  < 5 оказывают слабое
влияние на работу алгоритма, однако приводят к “затяжке” в принятии правильного решения до
величины  ≈ 0.2 с. Ложные решения появляются при значениях  < 0.1 или  > 10, т.е. при
априорных ошибках в 10 и более раз. Уменьшение  и соответственно увеличение  может
быть достигнуто путем оперативной коррекции веса априорной информации, например, путем
введения коэффициента B в формуле (1.5). При этом снижение веса априорной информации для
алгоритма (1.4)–(1.8) более чем в 5 раз нецелесообразно.

Заключение. Информационные системы подвижных объектов с открытыми входными кана-
лами весьма часто функционируют в условиях сложной и изменчивой сигнально-помеховой об-
становки. Для корректного функционирования информационных систем априорная информа-
ция о характеристиках помех становится особенно актуальной при их большой интенсивности.
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Рис. 3. Апостериорные вероятности структур
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Для случая, когда априорная информация является ложной, в статье предложен метод коррек-
ции ее веса в алгоритме управления структурами информационной системы. Поиск правил ре-
шения (алгоритмов обработки информации), обеспечивающих минимизацию условного риска
при изменяющихся параметрах сигналов и помех в процессе функционирования ИИС подвиж-
ных объектов, является актуальной задачей.
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Рассматривается задача быстродействия для управляемой динамической системы пятого по-
рядка, описывающей плоское движение с ограниченным ускорением. Траектории движения
предлагаемой модели отличаются от путей Маркова–Дубинса, траекторий машин Айзекса,
Ридса-Шеппа и др. неограниченной кривизной, т.е. допускаются повороты на месте. Такая
модель точнее описывает возможности некоторых видов дорожных машин и летательных ап-
паратов. Угловая скорость модели меняется непрерывно, тем самым исключаются скачки уг-
ловой скорости, характерные для траекторий машины Дубинса и ее обобщений. Описаны оп-
тимальные по быстродействию траектории движения предлагаемой модели. Приведены при-
меры кратчайших траекторий, попадающих в заданное терминальное положение (цель).

DOI: 10.31857/S0002338822040035

Введение. Первые задачи поиска кратчайшего пути с ограниченной кривизной, связанные с
проектированием железных дорог, были поставлены и решены Марковым А.А. [1]. Детальное
исследование кратчайших кривых с ограниченной кривизной и заданными на концах касатель-
ными было проведено Дубинсом [2]. Эти задачи приобрели особый интерес после публикации
работы Айзекса [3], поскольку кратчайшие кривые стали рассматриваться как оптимальные по
быстродействию траектории движения управляемого объекта – машины (автомобиля) или лета-
тельного аппарата. Простота и адекватность модели Дубинса обуславливает широкое ее исполь-
зование в различных задачах планирования маршрутов автомобилей, самолетов, морского
транспорта, в задачах группового управления [4], в задачах перехвата подвижной цели [5] и др.

Практический интерес представляют обобщения машины Дубинса. Модель Ридса–Шеппа
[6] допускает движение автомобиля задним ходом. В модели Бердышева [7] движение происхо-
дит с изменением линейной скорости при ограниченном ускорении. В перечисленных моделях
допускаются скачки угловой скорости, которые соответствуют импульсным воздействиям (уда-
рам), при этом кривизна траектории имеет разрывы. Такое движение не соответствует обычному
(штатному) поведению объектов управления в технических приложениях. Заметим, что даже же-
лезнодорожные пути, на что обращал внимание Марков А.А., имеют промежуточные участки в
местах сопряжения прямолинейного пути и дуги окружности [1], которые обеспечивают непре-
рывное изменение кривизны пути. Управление в модели Зеликина–Борисова [8] осуществляет-
ся угловым ускорением, а не угловой скоростью. Поскольку линейная скорость постоянна, кри-
визна траектории меняется линейно.

Во всех перечисленных моделях линейная скорость отлична от нуля, т.е. исключаются пово-
роты на месте. Однако для некоторых типов машин (автопогрузчики, машины на гусеничной тя-
ге, роботы), а также летательных аппаратов (вертолеты, квадрокоптеры) повороты на месте яв-
ляются допустимыми. Более того, они могут быть составной частью оптимальной траектории.

В предлагаемой модели движения угловая и линейная скорости непрерывны и меняются с
ограниченными ускорениями. При этом допускаются повороты на месте (движение с нулевой
линейной скоростью), а также движение задним ходом. Возможны дополнительные ограниче-
ния на величину линейной и угловой скоростей. Практический интерес представляет также мо-
дель, в которой изменение линейной скорости допускается только на прямолинейных участках
движения, а повороты выполняются с постоянной линейной скоростью. В этом случае траекто-
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рия представляет собой клотоиду (спираль Эйлера, спираль Корню) [9], кривизна которой изме-
няется линейно. Такие кривые, в частности, используются в дорожном строительстве, посколь-
ку управление автомобилем на такой дороге достигается плавным поворотом руля.

На основе принципа максимума показано, что при оптимальном управлении линейное и уг-
ловое ускорения кусочно-постоянны [10]. Поэтому оптимальная траектория представляет собой
непрерывное соединение конечного числа частей – гладких участков движения с постоянными
ускорениями. Количество участков определяется терминальными условиями и ограничениями
на линейную и угловую скорости движения. Для постоянных ускорений система уравнений дви-
жения интегрируется аналитически. В случае ненулевых ускорений решение выражается через
интегралы Френеля [9]. Таким образом, оптимальная траектория составляется из частичных
участков, аналитическое представление которых известно. Поэтому остается найти только мо-
менты переключения с одного участка на другой. Иначе говоря, задача сводится к конечномер-
ной минимизации по моментам переключений, причем количество таких участков небольшое.
Для задачи попадания в цель, т.е. заданное терминальное положение на плоскости, – не более
трех, в общем случае, видимо, – не более шести. Такая минимизация выполняется без особого
труда любым подходящим численным методом. Приводятся примеры оптимальных траекторий,
попадающих в заданную цель. Показано, что оптимальные траектории имеют разное количество
гладких участков для так называемых “дальних” и “ближних” целей. Получена граница, разде-
ляющая множество этих целей.

1. Постановка задачи. Пусть на промежутке времени  движение системы управления опи-
сывается уравнениями

(1.1)

где ,  – координаты положения на плоскости,  – угол направления движения (вперед), от-
считываемый от положительного направления оси абсцисс, ,  – линейные скорость и ускоре-
ние, а ,  – угловые скорость и ускорение соответственно. Управление осуществляется выбо-
ром ускорений  и , удовлетворяющих ограничениям , , где  и  – заданные
максимальные значения ускорений.

Начальное состояние системы задано

(1.2)

Конечное состояние может задаваться по-разному, в зависимости от постановки задачи. Для за-
дачи попадания в точечную цель фиксировано только конечное положение  объекта
управления:

(1.3)

Для задачи попадания в цель с заданным конечным направлением движения  к равенствам (1.3)
добавляется условие  и, быть может, еще условие ; для задачи остановки объек-
та в заданном положении к равенствам (1.3) добавляется требование . Возможны и дру-
гие комбинации конечных условий [8], в частности, когда задано конечное состояние

 системы

(1.4)

Допустимыми процессами считаем траектории , , , ,  – непрерывные и кусоч-
но-гладкие на [0, T] функции и управления ,  – кусочно-непрерывные на  функции,
удовлетворяющие уравнениям движения (1.3), терминальным условиям и ограничениям. Требу-
ется найти наименьшее время  и оптимальный процесс, на котором это время достигается,
т.е. решить задачу быстродействия.

В постановке задачи возможны дополнительные условия, отражающие особенности при-
кладных задач. В первую очередь это естественное ограничение линейной скорости: 
при , где V – заданная величина максимальной линейной скорости. Менее естественно
выглядят ограничения  или , где , , допускающие отрицатель-
ные значения линейной скорости. Такие значения скорости формально следует понимать как
движение назад (задний ход). В этом случае, в отличие от модели Ридса–Шеппа [6], не требуется
вводить дополнительный управляющий параметр, определяющий направление движения – впе-
ред или назад.

[0, ]T

= γ = γ γ = ω = ω = εv v v� �� � �( ) ( )cos ( ), ( ) ( )sin ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),x t t t y t t t t t t u t t t

x y γ
v u

ω ε
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Во-вторых, возможно дополнительное ограничение угловой скорости , где  – за-
данная величина максимальной по модулю допустимой скорости. Это ограничение менее “зна-
чимо”, чем ограничение линейной скорости. Действительно, рост угловой скорости не может
быть продолжительным, так как полный поворот на угол, превосходящий 2π, вряд ли возможен
на оптимальной траектории [11]. Заметим, что ограничения скоростей относятся к фазовым
ограничениям в задаче оптимального управления.

Представляет интерес модель гибридного движения, когда повороты выполняются с постоян-
ной линейной скоростью, а изменение линейной скорости допустимо только при прямолинейном
движении. Такое движение получается, если в (1.1) дополнительно потребовать  = 0 при

. Однако это смешанное ограничение (на управление и фазовую переменную) трудно
учитывать. Поэтому проще записать гибридную (переключаемую) систему, прямолинейное дви-
жение которой чередуется с поворотами. Прямолинейное движение описывается уравнениями

(1.5)

а повороты –

(1.6)

В моменты переключений координаты x, y, ,  – непрерывны, а . Заметим, что модель (1.5),
(1.6) относится к гибридным системам переменной размерности [12], так как количество коор-
динат вектора состояния в (1.5) и (1.6) разное.

Поставленная задача быстродействия является естественным обобщением задачи Маркова–
Дубинса и вместе с дополнительными условиями относится к задачам оптимального управления
с фазовыми ограничениями. Полный анализ всех типов оптимальных траекторий затруднителен
из-за большого разнообразия терминальных и дополнительных условий. Однако практическое
нахождение оптимальных траекторий для конкретных ограничений достаточно просто, так как
задача сводится к конечномерной минимизации с небольшим числом параметров.

2. Состав оптимальных траекторий. Для задачи быстродействия системы (1.1) применяем
принцип максимума. Функция Гамильтона–Понтрягина имеет вид

(2.1)

где , , , ,  – вспомогательные переменные. Записываем сопряженную систему

(2.2)

Условие максимума функции Гамильтона–Понтрягина по управлению приводит к равенствам

(2.3)

при  или . Если вспомогательные переменные  или  на некотором
интервале, то условие максимума не позволяет однозначно найти оптимальное управление u или

 соответственно. На этом интервале возникает особое управление [8, 11].
Рассмотрим сначала неособые режимы. Если ограничений на скорости  и  нет, то ускоре-

ния u и  – кусочно-постоянные, принимающие максимальные по модулю значения ,
. Иначе говоря, оптимальные управления – релейные. Если имеется ограничение на ско-

рость (линейную или угловую), то при достижении граничного значения соответствующее уско-
рениe становится нулевым. Поэтому в задачах с ограничениями на скорости ускорения u и  –
кусочно-постоянные, принимающие либо нулевое, либо максимальные по модулю значения

, . Таким образом, оптимальное неособое управление (пара функций  –
кусочно-постоянное, принимающее девять возможных значений.

Исследуем особые управления в задаче попадания в точечную цель (1.3). В этом случае из
условий трансверсальности получаем

(2.4)

Последнее условие означает, что функция Гамильтона–Понтрягина, вычисленная на оптималь-
ном процессе в конечный момент времени , равна нулю. Отсюда следует, что

(2.5)

ω ≤ Ω| ( )|t Ω

ω( ) ( )u t t
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Преобразуем выражение

где , , . При  вспомогательный угол  не опре-
делен (можно считать его равным нулю). Используя эти обозначения, записываем уравнения для
вспомогательных переменных  и :

(2.6)

Условие (2.5) принимает вид

(2.7)

Поскольку на оптимальном процессе функция Гамильтона–Понтрягина постоянна, то

(2.8)

Если  на некотором интервале , то , следовательно, , значит

(2.9)

Согласно (2.7), . Поэтому равенство (2.9) возможно в двух вариантах:
либо , т.е. происходит прямолинейное движение , тогда ,

значит, ;
либо , т.е. происходит поворот на месте, следовательно, , тогда, согласно (2.3),

управление  особое, значит, . Подставляя нулевые значения , , ,  в (2.8), при-
ходим к противоречию (0 = 1). Таким образом, при  особое управление .

Пусть теперь  на некотором интервале . Тогда , значит

(2.10)

Учитывая, что , заключаем, что . Следовательно, это прямолинейное дви-
жение, т.е.  и . Подставляя нулевые значения , , ,  в (2.8), приходим
к противоречию (0 = 1).

Рассмотрим особый случай – поворот на месте. Если  на некотором интервале
, то  – особое управление. Условие (2.8) при этом будет иметь вид

(2.11)

Предположим, что управление  – особое. Тогда , следовательно, . Подстав-
ляя нулевые значения ,  в (2.11), получаем противоречие (0 = 1). Следовательно, управление

 – неособое.
Таким образом, в задаче попадания в точечную цель особые управления – нулевые ,

. Можно считать, что оптимальные управления определяются равенствами (2.3), не ис-
ключая случаев  или .

3. Траектории системы при постоянных ускорениях. Оптимальные траектории составляются из
частичных траекторий – участков движения с постоянными ускорениями. Получим такие ча-
стичные траектории, интегрируя уравнения движения (1.1).

3.1. Д в и ж е н и е  с  н е н у л е в ы м  у г л о в ы м  у с к о р е н и е м. Получим решение системы
уравнений (1.1) с начальными условиями (1.2) при постоянных ускорениях ,

. Последние три уравнения в (1.1) интегрируются элементарно:

(3.1)

Подставляя  и  в первые два уравнения в (1.1), получаем

(3.2)
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Обозначим

(3.3)

Тогда

(3.4)

Первое уравнение в (3.2) будет иметь вид

(3.5)

Интегрируя на промежутке [0, t], делаем замену времени t, согласно (3.4). Получаем

(3.6)

где

Группируя слагаемые подынтегральной функции в (3.6), находим

(3.7)

Первые два интеграла в (3.7) являются интегралами Френеля [9]:

а последние два – интегрируются по частям. В результате имеем

(3.8)

Аналогично интегрируем второе уравнение в (3.2):

(3.9)

Таким образом, траектория системы (1.1) при постоянных ускорениях , ε(t) =
=  определяется формулами (3.1), (3.7), (3.8). Заметим, что эти формулы годятся при
движении с постоянной линейной скоростью, т.е. при , а также в случае поворота на ме-
сте, когда  и .

3.2. Д в и ж е н и е  с  н у л е в ы м  у г л о в ы м  у с к о р е н и е м. Получим решение системы
уравнений (1.1) с начальными условиями (1.2) при постоянных ускорениях , .
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Нужно разобрать два случая, когда начальная угловая скорость равна нулю (прямолинейное дви-
жение) или отлична от нуля (поворот с постоянной угловой скоростью).

Рассмотрим сначала случай . Последние три уравнения в (1.1) интегрируются элемен-
тарно:

(3.10)

Подставляя  и  в первые два уравнения в (1.1), получаем

Интегрируя по частям эти уравнения, находим

(3.11)

(3.12)

Пусть теперь . Тогда последние три уравнения в (1.1) имеют решения

(3.13)

первые два уравнения в (1.1) принимают вид

Отсюда

(3.14)

Таким образом, при ,  траектория определяется формулами (3.10)–(3.12),
если , и формулами (3.13), (3.14), если . Заметим, что случай  не исключается.
Например, при прямолинейном движении с постоянной скоростью  по формулам (3.13), (3.14)
для  находим

(3.15)

При повороте на месте с постоянной угловой скоростью  по формулам (3.10)–(3.12) при
 и  получаем

(3.16)

Отметим, что кривизна  плоской траектории  системы (1.1) имеет вид

(3.17)

т.е. является дробно-линейной функцией. Поэтому траектория представляет собой: либо дугу
спирали (S), когда кривизна изменяется, либо отрезок ( ), если кривизна нулевая, либо точку (P)
в случае бесконечной кривизны, когда машина разворачивается на месте и , .
В частности, возможно движение по окружности, когда кривизна постоянна и отлична от нуля,
например при  и  или при , ,  и . Если , , то кри-
визна линейная, а траектория является клотоидой [9].

Таким образом, оптимальные траектории составляются из типовых участков вида , , , ко-
торые соединяются гладким образом. Комбинации участков зависят от постановки задачи, в
первую очередь от конечных условий. Например, для задачи попадания в точечную цель (1.3) оп-
тимальной может быть траектория вида . Эта траектория составлена из трех участков: движе-
ние по спирали с  (“закручивание” траектории), движение спирали с  (“раскручива-
ние”) и движение по прямой. Для перевода системы в заданное конечное состояние (1.4) опти-
мальной может быть траектория вида , у которой пары дуг спиралей (“закручивание” и
“раскручивание”) соединены отрезком. Напомним, что оптимальные траектории машины Ду-
бинса [2, 11], приводящие в заданное конечное состояние, представляют собой либо гладкое со-
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единение трех дуг окружностей (тип траектории – ), либо гладкое соединение двух дуг от-
резком (тип траектории – ).

Предлагаемый подход не учитывает особые режимы с неограниченным количеством пере-
ключений управлений [8, 13]. Такие теоретически возможные процессы, точнее, минимизирую-
щие последовательности, практически нереализуемы. Их можно исключить, например, добав-
ляя к функционалу штрафные слагаемые – временные затраты на каждое переключение управ-
ления, как это делается в задачах оптимизации переключаемых и гибридных систем.

4. Оптимальные траектории, попадающие в точечную цель. Исследуем задачу наискорейшего
достижения точечной цели. Предполагаем, что начальное состояние – нулевое:

(4.1)

а конечное – задано условиями

(4.2)

В силу симметрии рассматриваем только случай . Пусть линейная скорость ограничена
, а угловая – нет ( ). Согласно неравенству , движение назад (задний

ход) исключается.
Определим состав попадающих траекторий, соединяющих терминальные состояния (4.1)

и (4.2). Если цель (4.2) общего положения, то для скорейшего попадания машина (1.1) должна,
выполняя поворот, продвигаться к цели. В частных случаях поворот может отсутствовать. Вели-
чина поворота, разумеется, не должна превышать 2π. Будем называть цель дальней, если послед-
ний участок попадающей траектории прямолинейный. Такие траектории заведомо существуют.
Действительно, если конечное положение  находится так далеко от начала координат, что
машина успевает выполнить поворот, при котором угловая скорость сначала растет (“закручи-
вание” траектории), а затем уменьшается (“раскручивание” траектории) до нулевого значения,
а скорость движения после поворота будет направлена на цель. Если же последний участок оп-
тимальной траектории криволинейный, цель будем называть ближней. Оптимальная траектория
для ближних целей состоит из “закручивания” и, быть может, “раскручивания”. Кроме того, по-
скольку начальная скорость нулевая, попадающая траектория может начинаться с поворота на
месте.

Таким образом, попадающие траектории имеют вид  или  в зависимости от распо-
ложения цели. При этом не исключаются случаи, когда отсутствует тот или иной участок. На-
пример, если цель находится прямо перед машиной ( , ), то поворот не нужен, а оп-
тимальная траектория – отрезок (траектория вида ).

Выясним параметры, задающие попадающие траектории. Траектория вида  состоит из
четырех участков: поворот на месте ( , ); движение по спирали – “закручивание”
( ); “раскручивание” ( ), прямолинейное движение ( , ). Обозначим через ,

,  последовательные моменты переключений: при  поворот на месте, при  –
“закручивание”, при  – “раскручивание”, при  – прямолинейное движение. По-
скольку после “раскручивания” в момент  угловая скорость принимает опять нулевое значе-
ние, заключаем, что . Кроме того, в момент  скорость движения машины направлена
на цель, т.е. векторы  и  одинаково направлены:

(4.3)

Время  прямолинейного движения вычисляется по следующим формулам. Обозначим

через  расстояние до цели, а через  – линейную скорость.
Тогда:

если максимально допустимая скорость уже достигнута ( ), полагаем ;

если максимально допустимая скорость еще не достигнута ( ), то

(4.4)
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Первое равенство в (4.4) – для случая, когда максимальная скорость достигается на прямолиней-
ном участке, в второе равенство – в противном случае. Отметим, что первую формулу в (4.4)
можно применять при неограниченной линейной скорости, полагая .

Таким образом, траектория вида  определяется двумя параметрами  и . Минимизация
времени T достижения цели выполняется с условием (4.3). Момент  достижения максималь-
ной скорости, при котором ускорение  принимает нулевое значение, можно вычислить зара-
нее . После этого момента скорость не снижается, поскольку для наискорейшего
достижения цели не может быть участков с торможением. В формулах (3.1), (3.8)–(3.14) при этом
следует положить u = 0.

Рассмотрим теперь траекторию вида , которая состоит из трех участков – поворота на ме-
сте и движения по спиралям с “закручиванием” и “раскручиванием” траектории. Пусть, как и
ранее, ,  – последовательные моменты переключений: при  поворот на месте, при

 – “закручивание” траектории, при  – “раскручивание”. Как видим, эта траек-
тория задается двумя параметрами. Минимизация времени T достижения цели по этим пара-
метрам выполняется с условием (4.2).

Итак, задача наискорейшего достижения точечной цели сводится к двухпараметрической
условной минимизации, которая выполняется численно. Линию разделения дальних и ближних
целей можно построить приближенно, что затрудняет их классификацию. В таком случае при-
ходится решать обе задачи, считая цель дальней или ближней. После нахождения наилучшей по-
падающей траектории нужно проверить необходимые условия оптимальности, найти решение
сопряженной системы (2.2) для вспомогательных переменных с учетом условий (2.3).

4. Примеры. Рассмотрим решение задачи попадания из нулевого начального состояния (4.1) в
точечную цель (4.2). Расчеты проводились при следующих значениях параметров: , ,

,  в двух случаях, когда линейная скорость ограничена V = 1 или не ограничена
.

Результаты расчетов для ограниченной скорости представлены на рис. 1, где изображены гра-
ница, разделяющая дальние и ближние цели (фиолетовая линия с маленькими отрезками (“иго-
лочками”), показывающими направление последующего прямолинейного движения), а также
две оптимальные траектории (зеленая и синяя линии), попадающие в дальнюю и ближнюю цели
соответственно. Цели отмечены квадратами и обозначены буквами , точки переключений
управления – окружностями и цифрами. Дальняя траектория вида  составлена из пяти
участков: вращение – поворот на месте до момента  при  и ε = 1, “закручивание” с
разгоном – движение по спирали до момента  (достижения максимально допустимой
скорости V = 1) при  и ε = 1, “закручивание” без разгона до момента  при  и

, “раскручивание” без разгона – движение по спирали до момента  при  и
, равномерное прямолинейное движение до момента  (попадания в цель) при

, ε = 0. Ближняя траектория вида  составлена из четырех участков: вращение – поворот
на месте до момента  при  и ε = 1, “закручивание” с разгоном – движение по спи-
рали до момента  (достижения максимально допустимой скорости V = 1) при  и ε = 1,
“закручивание” без разгона до момента  при  и ε = 1, “раскручивание” без разгона –
движение по спирали до момента  (попадания в цель) при  и . Поворот на
месте на рис. 1 не изображается, так как нет поступательного движения и объект находится в на-
чале координат. Наличие такого участка траектории отмечено цифрой 1 около начала коорди-
нат.

Результаты расчетов для неограниченной линейной скорости представлены на рис. 2, где
изображены граница, разделяющая дальние и ближние цели (фиолетовая линия с маленькими
отрезками (“иголочками”), показывающими направление последующего прямолинейного дви-
жения); а также две оптимальные траектории (зеленая и синяя линии), попадающие в дальнюю
и ближнюю цели соответственно. Цели отмечены квадратами и обозначены буквами Z, точки
переключений управления – окружностями и цифрами. Дальняя траектория вида  состав-
лена из трех участков: “закручивание” с разгоном – движение по спирали до момента 
при u = 1 и ε = 1, “раскручивание” с разгоном – движение по спирали до момента  при
u = 1 и , прямолинейное движение с ускорением до момента  (попадания в цель)
при u = 1 и ε = 0. Отметим, что у дальней траектории отсутствует участок вращения (поворота

= +∞V

PSSL 1t 2t
Vt

( )u t
= − 1/Vt V U t
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1t 2t ∈ 1[0, )t t
∈ 1 2[ , )t t t ∈ 2[ , ]t t T

= 1U =% 1
= 1V Ω = +∞
= +∞V

Z
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=1 0.066t = 0u
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= 1u =3 1.835t = 0u
ε = 1 =4 3.670t = 0u
ε = −1 = 4.991T

= 0u PSS
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на месте). Ближняя траектория вида  составлена из трех участков: вращение – поворот на
месте до момента  при u = 0 и , “закручивание” с разгоном – движение по спирали
до момента  при u = 1 и , “раскручивание” с разгоном – движение по спирали до
момента  (попадания в цель) при u = 1 и .

Покажем, что последняя траектория действительно оптимальная. Для этого нужно для най-
денного процесса управления получить соответствующие вспомогательные переменные и про-
верить выполнение соотношений (2.3) принципа максимума. Вспомогательные переменные
удовлетворяют сопряженной системе

(5.1)

PSS
=1 0.217t ε = 1

=2 1.950t ε = 1
= 3.598T ε = −1

γ ω γψ = − ψ γ + φ ψ = −ψ ψ = −ψ γ + ϕ
v

v� � �cos( ), , sin( )xy xy

Рис. 1. Граница, разделяющая дальние и ближние цели, и оптимальные траектории при ограниченной линей-
ной скорости

0

0.5

1.0
Z Z

2

1

3

1.5

2.0

�2.0 �1.5 �1.0 �0.5 0 0.5 1.0 2.0
x

y

3

2

4

Рис. 2. Граница, разделяющая дальние и ближние цели, и оптимальные траектории при неограниченной ли-
нейной скорости
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с нулевыми конечными условиями , , , а постоянные  и ϕ удовле-
творяют условию (2.7), т.е.

(5.2)

Оптимальное управление  имеет переключение в момент , причем
 и  при  (это особый участок);  и  при . Оптимальное

управление  имеет переключение в момент , т.е.  и  при
,  и  при . Поэтому нужно убедиться, что в моменты  и  вспомога-

тельные переменные  и  равны нулю соответственно. Решения уравнений (5.1) зависят от
параметра . Поэтому следует найти такое значение параметра , при котором  и

. Эта задача решается численно, причем линейная скорость и угол направления для оп-
тимальной траектории находятся аналитически:

В результате решения было получено значение . Графики вспомогательных пере-
менных представлены на рис. 3:  – зеленая линия,  – фиолетовая линия. Окружностями
обозначены моменты переключений управления. Погрешность определения моментов пере-
ключений составляет 0.022.

Таким образом, полученный процесс управления удовлетворяет принципу максимума. По-
грешность можно считать незначительной, так как оптимизация моментов переключений вы-
полнялась с точностью 0.001, а решения сопряженной системы, как известно, весьма чувстви-
тельны к погрешностям.

Заключение. Предложена модель плоского движения системы управления, обобщающая из-
вестную модель Маркова–Дубинса. Эта модель имеет более широкий набор оптимальных траек-
торий, в частности, траектории с участками торможения, повороты на месте, движение задним
ходом. Несмотря на разнообразие поведения, решения уравнений движения найдены аналити-
чески, что существенно упрощает построение оптимальных траекторий. Подробно исследована
частная задача перехода из нулевого начального состояния в заданную точку координатной
плоскости. Задачи с другими терминальными условиями хотя и поставлены, но фактически не
исследованы. Предлагаемая модель может быть использована в многочисленных приложениях,
в которых применяется модель Маркова–Дубинса.

γψ =( ) 0T ψ =
v
( ) 0T ωψ =( ) 0T ψxy
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1 .
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Рис. 3. Графики вспомогательных переменных:  – зеленая линия;  – фиолетовая линия
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Предлагается конструктивный метод решения линейно-квадратичной задачи простран-
ственно-временного управления в системах с распределенными параметрами параболиче-
ского типа в условиях заданной точности равномерного приближения конечного состояния
объекта к требуемому пространственному распределению управляемой величины. Развивае-
мый подход базируется на разработанном ранее альтернансном методе построения парамет-
ризуемых алгоритмов программного управления, распространяющем на широкий круг задач
оптимизации результаты теории нелинейных чебышевских приближений и существенно ис-
пользующем фундаментальные закономерности предметной области. Показывается, что
уравнения оптимальных регуляторов с автономными модальными управлениями в открытой
области их определения и с учетом ограничений на заданный по условиям технической реа-
лизации характер пространственного распределения управляющих воздействий сводятся к
линейным алгоритмам обратной связи по измеряемому состоянию объекта с нестационар-
ными коэффициентами передачи и заданной зависимостью от пространственных аргументов
управляемой величины. Полученные результаты распространяются на задачи поиска неиз-
менных во времени пространственно-распределенных управлений, рассматриваемых в роли
искомых проектных решений объекта.

DOI: 10.31857/S0002338822030118

Введение. Одной из наиболее существенных особенностей систем с распределенными пара-
метрами (СРП) по сравнению с сосредоточенными системами (ССП) является расширение
класса допустимых управляющих воздействий за счет включения в их число пространственно-
временных управлений (ПВУВ), описываемых подобно состоянию СРП функциями векторного
аргумента – времени и пространственных координат [1–8]. Применение ПВУВ открывает прин-
ципиально новые возможности управления СРП, недостижимые в классе свойственных ССП
сосредоточенных управлений, которые не зависят от пространственных переменных. В частно-
сти, именно использование ПВУВ специального вида привело к созданию нового перспектив-
ного класса СРП с подвижным воздействием, охватывающего широкий круг актуальных при-
кладных задач самого различного физического содержания [6–8].

В работе рассматривается задача оптимального по квадратичному критерию качества управ-
ления СРП, описываемой линейным пространственно-одномерным уравнением второго поряд-
ка в частных производных параболического типа с внутренним ПВУВ при заведомо неизвестном
характере его зависимости как от времени, так и от пространственной координаты. Задача ис-
следуется в специфических и типичных для приложений условиях оценки в равномерной метри-
ке целевых множеств с негладкой границей в конечной точке оптимального процесса в беско-
нечномерном фазовом пространстве СРП, исключающих применение классических условий
трансверсальности при аналитическом синтезе оптимальных регуляторов [5, 9–11].

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-29-00180, https://rscf.ru/project/22-29-
00180, ФГБОУ ВО “Самарский государственный технический университет”.

УДК 62-40

УПРАВЛЕНИЕ СИСТЕМАМИ
С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ
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Для частного случая использования скалярных сосредоточенных управлений с априори за-
данным характером пространственного распределения внутренних управляющих воздействий
описываемая задача изучалась в [11] для детерминированных и не полностью определенных мо-
делей объекта. В [12] были найдены оптимальные по критерию энергосбережения программные
пространственно-временные управляющие воздействия для различных возможных вариантов
их фактического представления.

1. Постановка задачи. Пусть управляемая величина  объекта с распределенными пара-
метрами описывается в зависимости от пространственной координаты  и времени

 одномерным линейным уравнением второго порядка в частных производных параболи-
ческого типа с самосопряженным дифференциальным оператором в его правой части:

(1.1)

с начальными

(1.2)
и граничными условиями

(1.3)

при кусочно-непрерывном [2] пространственно-временном внутреннем управлении ; за-
данных достаточно гладких функциях b(x), c(x), c1(x) и постоянных коэффициентах , ;

, . Управляющее воздействие  не стесняется никакими дополнительными ограни-
чениями.

Допустим, что необходимо обеспечить за фиксируемое априори конечное время  заданную
точность  равномерного приближения результирующего пространственного распределения
управляемой величины  к требуемому , согласно соотношению

(1.4)

определяющему оцениваемое в равномерной метрике целевое множество конечных состояний
СРП [5, 9].

Пусть далее эффективность процесса управления объектом (1.1)–(1.4) оценивается типичным
квадратичным функционалом качества, определяемым для простоты и наглядности без потери
общности основных результатов в следующей типичной частной форме:

(1.5)

с постоянным весовым коэффициентом .
Подобно тому, как применение преобразования Лапласа к обыкновенным линейным диффе-

ренциальным уравнениям модели объекта с сосредоточенными параметрами приводит к алгеб-
раическим уравнениям относительно изображений управляемой величины, не содержащим ее
производных по времени, известный аппарат конечных интегральных преобразований позволя-
ет перейти от дифференциальных уравнений в частных производных (1.1)–(1.3) к бесконечной
системе обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, не содержащих произ-
водных управляемой величины по пространственной координате [13]:

(1.6)

относительно коэффициентов (временных мод)  разложения Q(x, t) в сходящийся в сред-
нем ряд

(1.7)
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по ортонормированной системе собственных функций , , определяемых вме-

сте с собственными числами  известными способами [13]. Здесь  – временные моды
разложения u(x, t) в ряд вида (1.7):

, (1.8)

рассматриваемые далее в качестве бесконечного числа автономных, независимых друг от друга
сосредоточенных управляющих воздействий, и  – моды .

При этом поведение каждой из модальных составляющих  управляемой величины Q(x, t)
определяется только “своим” управляющим воздействием , согласно решению каждого из
уравнений (1.6) в отдельности независимо от других, обеспечивая в итоге требуемое простран-
ственно-временное состояние Q(x, t), описываемое рядом (1.7).

Подобно [11], здесь и всюду далее в условиях выполнения усиленных условий Коши–Липши-
ца [14] будем учитывать N1 слагаемых в суммах (1.7), (1.8). Здесь  или  в зави-
симости от используемой схемы анализа и возможностей практической реализации исследуе-
мых алгоритмов управления, ограничиваясь в случае  с любой требуемой точностью ре-
шением “укороченной” системы N первых уравнений (1.6) при достаточно большой величине 
и полагая при этом ,  [14].

Переход к описанию СРП в (1.6), (1.7) в терминах модальных переменных приводит в силу ор-
тонормированности семейства собственных функций к представлению критерия оптимально-
сти (1.5) в следующем виде:

(1.9)

а требования (1.4) к конечному состоянию объекта представляются условием

(1.10)

Рассматриваемая задача оптимизации сводится к определению программного оптимального
управления  и алгоритма обратной связи , , , обеспечивающих
при  перевод объекта (1.6)–(1.8) за заданное время t1 в требуемое конечное состояние, удо-
влетворяющее (1.10) при минимально возможном значении критерия оптимальности (1.9).

При использовании усеченной модели объекта с  все полученные далее результа-
ты следует считать субоптимальными.

2. Программное оптимальное пространственно-временное управление. Структура модального
управляющего воздействия. На сформулированную бесконечномерную задачу оптимального
управления распространяется принцип максимума Понтрягина [5, 15]. Базовое условие

(2.1)

достижения на соответствующих оптимальному процессу величинах , ,  максиму-
ма функции Понтрягина Н по векторному аргументу  для рассматриваемой зада-
чи оптимизации (1.6)–(1.10):

(2.2)
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где , , и вектор сопряженных переменных , , опи-
сывается системой уравнений

(2.3)

определяет в открытой области изменения управляющих воздействий каждое из автономных

программных управлений  в форме явной функции от соответствующей сопряженной

переменной  независимо от других составляющих :

(2.4)

Краевая задача принципа максимума для модальных управляющих воздействий. Каждое из урав-
нений (1.6) после подстановки модального управления в виде (2.4) образует совместно с соответ-
ствующим уравнением (2.3) линейную программно-управляемую систему второго порядка от-
носительно двух переменных ,  для каждого :

(2.5)

Система (2.5) в отличие от подобной системы порядка 2N1 для всей совокупности составляющих
,  в задаче с сосредоточенным внутренним управлением [11] замыкается требованиями

к ее конечному состоянию, которые считаются определенными, исходя из общего для всех
 условия (1.10).

Решение этой системы может быть представлено, подобно [11], в векторно-матричной форме

(2.6)

где  – 2 × 2-матрица коэффициентов системы (2.5),  – 2 × 2-матрица (матричная экспонента)

(2.7)

где , , , – заданные в соответствии со структурой уравнений (2.5) элементы .

Параметризация пространственно-временных управлений. Согласно (2.6), , а следователь-

но, и программное управление  в (2.4) определяются с точностью до начальных значений

, совокупность которых для всех  выступает, таким образом, в качестве естествен-
ного параметрического представления , согласно (1.8), (2.4), (2.6). Однако подобный под-
ход для СРП оказывается неконструктивным, прежде всего в силу бесконечной размерности
вектора  при .

В работе [16] применительно к требованиям (1.10), предъявляемым к , предложен кон-
структивный способ последовательной конечномерной параметризации управляющих воздей-
ствий (“ -параметризация”) на множестве M-мерных векторов , ; ,

, конечных значений первых M сопряженных функций в (2.3) при равных нулю всех
остальных значениях :

(2.8)

С возрастанием  обеспечивается попадание под действием параметризуемых на множестве
параметров (2.8) управляющих воздействий в сужающееся к заданному состоянию  в про-
странстве  целевое множество, гарантируя выполнение условий (1.10) для допустимых зна-
чений  при некотором конечном значении  [16].
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В целях определения в явной форме -параметризованного модального управления получим
по указанной в [11] схеме путем переноса (прогонки) начальных условий в (2.6) в конечный мо-
мент времени  следующее выражение в отдельности для каждой из сопряженных функций

, , в оптимальном процессе в зависимости от их конечных значений  и на-
чального состояния объекта :

(2.9)

где

(2.10)

Здесь , ,  – подобные (2.7) элементы обратной матрицы  и

(2.11)

При определении  в форме (2.8) будем иметь, согласно (2.9),

(2.12)

где  – значения  в (2.8), соответствующие оптимальному процессу.
Подстановка (2.12) в (2.4) определяет ψ-параметризованные модальные управления в форме

линейной зависимости от :

(2.13)

Отсюда, в частности, следует, что  при  определяются только начальным значени-
ем .

Последующая подстановка (2.13) в (1.8), где следует учесть  слагаемых бесконечной
суммы, приводит к ψ-параметризованной форме оптимального пространственно-временного
управления:

(2.14)

Таким образом, искомое программное управление находится, согласно (2.13), (2.14), с точно-

стью до выбора оптимального вектора параметров , , в (2.8). К его определе-
нию и сводится последующая задача, которая может быть решена специальным методом пара-
метрической оптимизации [5, 9, 16].

Переход к задаче полубесконечной оптимизации и метод ее решения. Интегрирование системы
уравнений (2.5) с ψ-параметризованным модальным управлением вида (2.8), (2.13) позволяет по-
лучить зависимости  управляемой величины в конце процесса управления и критерия
оптимальности  в (1.7), (1.9) для каждого значения  в форме явных функций только
своих аргументов. В результате осуществляется точная редукция исходной задачи оптимального
управления к задаче полубесконечной оптимизации (ЗПО) [5, 9, 16]:
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на минимум функции  конечного числа M переменных , , в (2.8) с бесконечным
числом ограничений для всех , заменяемых одним эквивалентным ограничением

(2.16) на максимум ошибки равномерного приближения  к  в пределах всего от-
резка .

Для заданной величины  в (2.16) размерность M вектора , , однозначно
определяется соотношением [16]

(2.17)

где

(2.18)

и значения минимакса  образуют, как правило, убывающую цепочку неравенств с возраста-
нием  [5, 9, 16].

Задача (2.15), (2.16) оказывается разрешимой, если . Здесь точная нижняя грань  до-
стижимых значений  оказывается равной минимаксу , где  при  и  при

 соответственно для управляемых и неуправляемых объектов относительно заданного ко-
нечного состояния  [9].

Решение ЗПО (2.15), (2.16) относительно вектора параметров , а также априори неизвест-
ной величины минимакса  в случае, когда в (2.16) , может быть получено альтернанс-
ным методом [5, 9, 16] в условиях малостеснительных допущений, которые всюду далее считают-
ся выполненными.

Метод базируется на специальных альтернансных свойствах искомого вектора , являю-
щихся аналогом условий экстремума в теории чебышевских приближений, и дополнительной
информации о форме кривой пространственного распределения оптимального результирующе-
го состояния  управляемой величины, диктуемой закономерностями пред-
метной области рассматриваемой задачи.

Согласно альтернансным свойствам, равные допустимой величине  одинаковые значения
максимальных отклонений  достигаются в некоторых точках ,

, на отрезке . Общее число R этих точек, удовлетворяющее базовым соотношениям

(2.19)

оказывается равным числу всех искомых неизвестных в ЗПО (2.15), (2.16), порождая тем самым
замкнутую относительно этих неизвестных систему соотношений

(2.20)

При наличии дополнительной информации из предметной области о форме кривой 

на отрезке , позволяющей идентифицировать координаты  и знаки , ра-

венства (2.20), дополненные условиями существования экстремума функции  – 

в точках , , где  и , переводятся в систему уравнений:
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с однозначно определяемым знаком  в каждой точке , которая разрешается в условиях (2.19)

относительно , , значений , , а также , если в (2.17), (2.19) .

Явное выражение для зависимости  от своих аргументов в системе уравнений (2.21)
представляется в форме бесконечной или укороченной суммы вида (1.10) разложения в ряд (1.7):

(2.22)

где значения модальных переменных  в конце оптимального процесса находятся, со-
гласно (2.6), в подобном (2.9) виде [11]:

(2.23)

В итоге решение системы уравнений (2.21) с подстановкой (2.22), (2.23) полностью определя-
ет искомый алгоритм программного пространственно-распределенного управления в форме
(2.14).

3. Программное управление с ограничениями на характер его пространственно-временного рас-
пределения. Техническая реализация алгоритма управления (2.14), не стесняемого дополнитель-
ными условиями, накладываемыми на форму его пространственно-временного распределения,
может оказаться затруднительной, прежде всего, в виду сложной зависимости  от про-
странственной координаты. В такой ситуации часто используются отвечающие подобным усло-
виям различные частные варианты представления ПВУВ, заведомо обеспечивающие их осуще-
ствимость стандартными техническими средствами [5, 12, 17].

3.1. Р е д у к ц и я  к  з а д а ч е  м н о г о к а н а л ь н о г о  с о с р е д о т о ч е н н о г о  у п р а в л е -
н и я. Во многих типичных случаях  в (1.1) ищется в форме взвешенной суммы заранее фик-
сируемых проектными решениями объекта и заведомо технически реализуемых (чаще всего ку-
сочно-постоянных) зависимостей , ; , от пространственной координаты с весо-
выми коэффициентами, в роли которых выступают искомые сосредоточенные управляющие
воздействия  [5, 12, 17]:

(3.1)

Исследуемая задача оптимизации (1.1)–(1.5) с подстановкой (3.1) в (1.1) при s = 1 сводится к
рассмотренной в [11] и является ее обобщением на случай многоканального управления при s > 1 в
(3.1). Конечное интегральное преобразование равенства (3.1) приводит к следующему выраже-
нию для модальных управляющих воздействий  в (1.6) [5, 13, 17]:

(3.2)

где  – n-я мода разложения  в ряд вида (1.7) по собственным функциям начально-крае-
вой задачи (1.1)–(1.3).

При этом критерий оптимальности принимает вместо (1.9) следующий вид с учетом сумми-
рования в подынтегральной функции квадратичного функционала качества эффекта многока-
нального управления:

(3.3)

Рассматриваемая задача оптимального программного управления сводится к определению s

сосредоточенных управлений , , переводящих объект управления (1.6)–(1.8),
(3.2) в конечное состояние (1.10) при минимально возможном значении критерия оптимально-
сти (3.3).
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Структура оптимальных управлений  устанавливается с использованием аппарата прин-
ципа максимума Понтрягина по аналогичной разд. 2 схеме на основании базового условия вида
(2.1), где теперь функция Понтрягина представляется вместо (2.2) в следующем виде:

(3.4)

Отсюда, получаем оптимальные программные управления

(3.5)

теперь уже в форме взвешенной суммы всех  сопряженных переменных в отличие от (2.4), где
автономные модальные управляющие воздействия зависят только от одной сопряженной функ-
ции. Здесь  – матрица-строка,  – матрица-столбец.

Уравнения (1.6) с подстановкой управляющих воздействий в форме (3.2), (3.5) образуют сов-
местно с уравнениями для сопряженных переменных (2.3) краевую задачу принципа максимума
относительно  переменных , ;  в отличие от (2.5):

(3.6)

решение которой определяется в виде, подобном (2.6):

(3.7)

с блочным представлением матричной экспоненты

(3.8)

Здесь Aij, i, , – известные матрицы размерности  в соответствии со структурой си-
стемы уравнений (3.6) [11].

Дальнейшее решение рассматриваемой задачи программного управления проводится по
предложенной в [11] схеме, обобщающей результаты (2.8)–(2.23) на исследуемый случай много-
канального управления.

На первом этапе осуществляется ψ-параметризация управлений (3.5) на конечномерном под-
множестве значений , , согласно соотношениям (2.8). Затем путем, указанным в
[11], находится вместо (2.9), (2.10) линейная зависимость вектора ψ*(t) в оптимальном процессе
от его параметризуемой, согласно (2.8), конечной величины ψ*(t1) и начального состояния объ-
екта :

(3.9)

где

(3.10)

и , i, , – подобные (3.8) блоки обратной матрицы .
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Искомое программное управление (3.5) находится в ψ-параметризуемой форме после подста-
новки в (3.5) выражения (3.9):

(3.11)

Дальнейшая проблема сводится к определению оптимального вектора параметров  в со-
ставе вектора  в (2.8) путем редукции к задаче полубесконечной оптимизации (2.15), (2.16).
Альтернансные свойства (2.17)–(2.19) ее решений опять порождают замкнутую систему равенств
(2.20), где в отличие от случая автономного модального управления по всем , , зависимость

 в виде явной функции своих аргументов определяется для вектора  в (1.7)
интегрированием системы уравнений (3.6) с подстановкой  в параметризованной форме (3.9).

При этом покоординатное представление  в (2.23) заменяется векторным равенством [11]

(3.12)

и, согласно (1.7),

(3.13)

Система равенств (2.20) опять сводится к однозначно формулируемой системе уравнений ви-
да (2.21), решение которой относительно всех искомых неизвестных известными численными
методами исчерпывает решение исходной задачи программного управления (1.6)–(1.8), (1.10),
(3.2), (3.3).

Если можно ограничиться учетом только  мод  при  в (1.6) и если возможен
выбор s = N в (3.1), то равенства (3.2) при , N = s образуют линейную систему уравнений
относительно , , для заданных значений  в (2.13), решение которой опреде-
ляется формулами Крамера непосредственно по решению задачи с автономными модальными
управлениями:

(3.14)

Здесь , , ; Dmn – алгебраическое дополнение n-го элемента m-го столбца D, и
 при линейно независимых функциях .

3.2. О п т и м и з а ц и я  п р о е к т н ы х  р е ш е н и й. В частном варианте

(3.15)

c заданной функцией  и неизменяемым во времени пространственным управляющим воз-
действием , в роли которого рассматриваются искомые проектные решения объекта, следу-
ет принять в (1.6):

(3.16)

Здесь  – постоянные во времени моды управления , восстанавливаемого по значениям 
подобно (1.8):

(3.17)

Величины  следует рассматривать далее в качестве автономных модальных управлений вме-
сто  в (1.6). Критерий оптимизации принимает в данном случае вместо (3.3) следующий вид:

(3.18)
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и требуется найти оптимальную величину  и соответствующее ему, согласно (3.17), оптималь-
ное проектное решение , обеспечивающие перевод объекта управления (1.6), (1.7), (3.16) в
требуемое конечное состояние (1.10) при минимальной величине критерия оптимальности (3.18).
Здесь вектор  уже представляет собой неизменное во времени параметрическое представление
искомого пространственного управления .

Действительно, для одинаковых конечных значений  в (2.4) и (3.16) получаем равен-
ство

позволяющее рассматривать  в роли вектора  финишных значений сопряженных перемен-
ных.

Последующее представление  по правилу (2.8) приводит к описанию  в виде укорочен-
ной суммы M первых слагаемых в (3.17):

(3.19)

являющейся параметризуемым на конечномерном подмножестве векторов , ,
распределенным управлением, где аналогично (2.8)

(3.20)
В таком случае рассматриваемая задача оптимального управления непосредственно редуци-

руется к задаче полубесконечной оптимизации вида (2.15), (2.16):

(3.21)

относительно искомой величины . Здесь размерность M вектора  определяется по прави-
лу (2.17), где подобно (2.18) следует принять

. (3.22)

Явная форма зависимости  от своих аргументов в (3.21) определяется в форме ряда (1.7)
при значениях , которые находятся интегрированием уравнений объекта (1.6) в условиях
(3.16), (3.20):

(3.23)

Решение ЗПО (3.21) по схеме альтернансного метода с последующей подстановкой результа-
тов в (3.19) определяет искомую зависимость . Если, подобно (2.14), техническая реализа-
ция проектного решения в форме (3.17), (3.19) оказывается затруднительной, то подобно (3.1) по-
иск  производится в классе заведомо реализуемых функций , суммируемых с весовы-
ми коэффициентами hm:

(3.24)

Тогда в (3.16) следует принять аналогично (3.2)
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Критерий оптимальности представляется в отличной от (3.18) форме

(3.26)

и опять осуществляется прямая редукция задачи оптимизации проектных решений к ЗПО вида
(2.15), (2.16) теперь уже при заведомо фиксируемой размерности s вектора h в (3.24):

(3.27)

где  вычисляется в форме (1.7), (3.23) с подстановкой (3.25) для всех значений , .
Решение задачи (3.27) относительно оптимальной величины h* альтернансным методом опреде-
ляет искомое распределенное управление в форме (3.24).

Если требуется выбрать значения hm в (3.24) из условий достижения величины  в задаче (3.21),
то такой выбор реализуется только в условиях  путем определения искомых коэффици-
ентов  в подобной (3.14) форме решения относительно  линейной системы уравнений, образуе-
мой равенствами (3.25) при  для заданных величин , . Следовательно, достижи-
мые значения  в (3.27) ограничиваются в таком случае реализуемым числом s в (3.24).

4. Синтез оптимального управления. Рассмотрим далее задачу синтеза пространственно-вре-
менного оптимального управления  с обратными связями по состоянию объекта при
известных алгоритмах программных управляющих воздействий.

4.1. С и н т е з  о п т и м а л ь н о г о  р е г у л я т о р а  с  м о д а л ь н ы м и  у п р а в л я ю щ и м и
в о з д е й с т в и я м и. Перенос граничных условий при  в произвольный момент времени

 определяет, подобно [11], в краевой задаче (2.5) следующие зависимости конечных зна-
чений сопряженных переменных  и временных мод  от их текущих значений в опти-
мальном процессе  для всех :

(4.1)

(4.2)

где , ,  – элементы 2 × 2-матрицы (2.7).
После умножения равенств (4.1), (4.2) соответственно на известные, согласно результатам

расчета программного управления значения  и  в (2.8), (2.23), левые
части соотношений (4.1), (4.2) становятся одинаковыми. Последующее вычитание этих уравне-
ний приводит к следующему результату:
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однозначным образом определяющему зависимость  от своих ар-

гументов. Здесь зависимость  от  в (4.3) характеризуется представлением  в
(4.4), (4.5) в виде (2.23).

Подстановка (4.3) в выражение (2.4) для автономного программного управления приводит к
линейному закону синтеза оптимального пространственно-временного управляющего воздей-
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ствия в форме (1.8) с нестационарными коэффициентами обратных связей по измеряемому со-
стоянию , :

(4.6)

Значения  и  представляются, согласно (4.4), (4.5), известными функциями времени с фик-
сируемыми на протяжении процесса управления величинами  в (2.23), которые находят-
ся по результатам наблюдения  в момент t = 0.

Переход в (4.6) от  к измеряемому выходу объекта  в r точках ,
, определяется, согласно (1.7), векторно-матричным уравнением наблюдения

(4.7)

В условиях  неполного измерения состояния для восстановления вектора  по зна-
чениям  требуется построение наблюдателя полного или пониженного порядка [17].

Если по условиям требуемой точности моделирования объекта (1.6) можно ограничиться уче-
том только M первых составляющих , , с минимальным их числом

, необходимым для решения системы уравнений (2.21) относительно вектора , то
 непосредственно определяется решением уравнения (4.7) относительно  при ,

:

. (4.8)

Подстановка (4.8) в (4.6) приводит к линейному алгоритму синтеза по измеряемому выходу
объекта:

(4.9)

где  – матрица-строка;  – матрица-столбец.
4.2. С и н т е з  о п т и м а л ь н о г о  р е г у л я т о р а  с  м н о г о к а н а л ь н ы м  с о с р е д о т о -

ч е н н ы м  у п р а в л е н и е м. При затруднениях в решении задачи синтеза алгоритмов опти-
мального управления (4.6), (4.9), связанных со сложным характером зависимости u* от x и ис-
пользованием в связи с этим заведомо реализуемых управляющих воздействий вида (3.1), возни-
кает задача аналитического конструирования оптимальных регуляторов для многоканальных
сосредоточенных управлений  при .

Обобщение зависимостей (4.1)–(4.5) на этот случай приводит к соответствующим векторно-
матричным равенствам, базирующимся на описании оптимального процесса решениями (3.7),
(3.8) краевой задачи (3.6) [11]:

(4.10)

(4.11)

Умножение слева равенств (4.10) и (4.11) соответственно на известные по решениям задачи

многоканального программного управления -матрицы , ,

, и , , , и последующее вычитание результатов приво-
дит вместо (4.3) к базовому векторному соотношению

(4.12)
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, (4.14)

(4.15)
и

(4.16)

согласно (3.12).
Подстановка (4.12) в (3.5) определяет линейный с нестационарными коэффициентами алго-

ритм синтеза для сосредоточенных управлений с обратными связями по 

(4.17)

и уравнение оптимального регулятора для пространственно-временного управляющего воздей-
ствия в (3.1):

(4.18)

В условиях  в (4.7) вектор  в (4.18) находится непосредственно по изме-
ряемому выходу объекта, согласно (4.8). После подстановки (4.8) в (4.18) получаем оптимальное
управление с линейной обратной связью по управляемой величине:

(4.19)

Здесь в (4.19) аналогично (4.6) матрицы ,  вычисляются с фиксируемыми на протяжении про-
цесса управления значениями  в (4.16), которые задаются по измерениям начального состо-
яния объекта при .

5. Пространственно-временное управление нестационарным процессом теплопроводности. В ка-
честве примера, представляющего самостоятельный интерес, рассмотрим задачу аналитическо-
го конструирования оптимального регулятора для пространственно-временного управления
процессом нагрева неограниченной пластины.

Пусть температурное поле Q(x, t) пластины в процессе ее нагрева описывается линейным не-
однородным уравнением теплопроводности вида (1.1)–(1.3) в относительных единицах [10, 13]:

(5.1)

с заданными начальными

(5.2)
и граничными условиями

(5.3)

учитывающими тепловые потери в окружающую среду с нулевой температурой на границе пла-
стины x = 1 по закону конвективной теплопередачи с заданным значением  критерия Био.
Здесь u(x, t) – нестесняемое дополнительными ограничениями кусочно-непрерывное простран-
ственно-временное управляющее воздействие по мощности внутреннего тепловыделения.

В пространстве модальных переменных , , объект управления (5.1)–(5.3)
описывается бесконечной системой уравнений (1.6) с автономными управлениями .
Температурное поле Q(x, t) представляется его разложением в ряд вида (1.7) по собственным
функциям  [10, 13]:

(5.4)
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где , , – бесконечно возрастающая последовательность корней трансцендентного
уравнения

(5.5)

Задача заключается в определении алгоритма обратной связи , обеспечивающего пе-
ревод объекта (1.6), (5.4) за заданное время  в требуемое конечное состояние  =
= const > Q0 с заданной точностью равномерного приближения ε, согласно (1.10), при минималь-
ном значении квадратичного критерия качества (1.9), где примем .

Аналитический синтез оптимального регулятора сводится на первом этапе к вычислению
программного управления u*(x, t) описанным в разд. 2 способом с последующим определением

 при найденном управлении путем, указанным в разд. 4.1.
Определение программного управления. Решение краевой задачи (2.5) в форме (2.6) полностью

определяется значениями элементов , k, , 2 × 2-матрицы  в (2.7). Используя техно-
логию вычисления матричной экспоненты, описанную в [11], получаем следующие выражения
для  в (2.7):

(5.6)

Здесь

(5.7)

(5.8)

 – алгебраическое дополнение s-го элемента -го столбца  и

(5.9)

– корни характеристического уравнения системы (2.5).
Явная форма параметрического представления модальных управляющих воздействий 

и искомого программного управления  на подмножестве M-мерных векторов  в (2.8)
описывается выражениями (2.13) и (2.14) соответственно, где ,  вычисляются по
формулам (2.10) при значениях , определяемых, согласно (5.6)–(5.9).

Последующий переход к задаче полубесконечной оптимизации (2.15), (2.16) приводит в силу
альтернансных свойств (2.19) к замкнутой системе равенств (2.20) относительно оптимальной
величины  вектора , где  описывается разложением в ряд (2.22), (2.23). По-
следний представляется в форме (5.4) с учетом соотношений (2.11) для коэффициентов ,

, которые вычисляются опять по значениям  в (5.6)–(5.9).

Ограничимся далее типичным в приложениях случаем  в (2.16), (2.20), для которого,
согласно (2.17), (2.19), следует принять ,  в (2.14), (2.20)–(2.23).

Физические закономерности поведения нестационарных температурных полей в оптималь-
ном процессе управления нагревом пластины и альтернансные свойства , требующие

выполнения строгих равенств в (2.20) в трех точках , при R = 3, определяют в

таком случае при  в (1.2), подобно [5, 9, 10, 12], форму кривой  результи-
рующего распределения температуры по пространственной координате (см. далее рис. 1). Это
позволяет перевести равенства (2.20) в систему уравнений (2.21) с заведомо идентифицируемы-
ми точками ; ;  и знаками :
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(5.10)

разрешаемую стандартными численными методами поиска корней нелинейных систем транс-

цендентных уравнений относительно неизвестных ,  и .

Последующая подстановка  в (2.13), (2.14) окончательно определяет искомое про-
граммное управление в рассматриваемой задаче оптимизации.

Синтез оптимального регулятора. Искомый алгоритм  обратной связи определя-
ется по найденному программному управлению уравнением регулятора (4.6) в условиях  в
(2.8), (2.23). Если в первом приближении достаточно учесть только две моды , , в вы-
ражении (5.4) при , то при наличии двух измерителей состояния ,

, где, в соответствии с (4.7)

(5.11)

и, согласно (5.4),

(5.12)

значения  и  находятся по результатам измерения  решением системы уравнений
(5.11) в форме (4.8). Здесь

(5.13)

В итоге оптимальное управление  с обратной связью по неполному измерению
управляемой величины находится в форме (4.9) после подстановки (4.8), (5.13) в (4.6) при

. В частности, если , , то в (5.12), (5.13) будем иметь

На рис. 1, 2 представлены некоторые расчетные результаты, полученные при ;
; . На рис. 1 показаны распределения температуры по толщине пластины в конце

оптимального процесса нагрева для двух различных значений  (кривая 1 – ; ;

; ; кривая 2 – ; ; ; ) при выборе
двух измерителей выхода объекта в точках , . Рисунок 2 иллюстрирует для случая
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Рис. 1. Температурные распределения в конце оптимального процесса пространственно-временного управле-
ния
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 поведение в процессе нагрева на пространственно-временной плоскости оптимальных
управляющих воздействий, изменяющихся во времени по алгоритму (4.9) в зависимости от теку-
щих значений измеряемых сигналов обратной связи с нестационарными коэффициентами пе-
редачи.

Как следует из приведенных данных, алгоритм (4.9) оптимального управления обеспечивает
при различных начальных условиях заданную точность равномерного приближения к требуемо-
му конечному состоянию объекта.

Заключение. Предлагаемые методы решения линейно-квадратичных задач пространственно-
временного управления системами с распределенными параметрами параболического типа раз-
работаны применительно к характерным для приложений оценкам целевых множеств конечных
состояний объекта в равномерной метрике. Полученные уравнения регуляторов с автономными
модальными управлениями, не стесняемыми дополнительными ограничениями и с учетом огра-
ничений по условиям технической реализуемости пространственного распределения управляю-
щих воздействий, сводятся к линейным алгоритмам обратной связи по наблюдаемым перемен-
ным с фиксируемыми предварительным расчетом нестационарными коэффициентами переда-
чи и заданными зависимостями от пространственных аргументов.

Допустимые погрешности реализации предлагаемых алгоритмов обратной связи непосред-
ственно по неполному измерению состояния объекта определяются требованиями к точности
описания его модели укороченной системой уравнений для модальных составляющих управля-
емой величины.

Развиваемый подход к описанию оптимальных программных управлений распространен на
задачи неизменяемого во времени пространственного управления, рассматриваемого в качестве
искомого проектного решения объекта.
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Основным критерием оптимизации при синтезе комбинационных схем из библиотечных ло-
гических элементов является число литералов в алгебраических многоуровневых представле-
ниях систем полностью определенных булевых функций. После получения бинарных диа-
грамм решений исходных систем не полностью определенных (частичных) булевых функ-
ций, предлагается выполнять дополнительную логическую оптимизацию на основе поиска
алгебраических представлений частичных подфункций (кофакторов) одного уровня бинар-
ной диаграммы решений в виде дизъюнкции либо конъюнкции других подфункций данного
уровня бинарной диаграммы решений. Предложенный метод позволяет уменьшать число ли-
тералов путем замены формул разложений Шеннона более простыми формулами при пере-
ходе к многоуровневому представлению системы полностью определенных функций, по ко-
торому осуществляется синтез комбинационной логической схемы.

DOI: 10.31857/S0002338822030027

Введение. Математический аппарат бинарных диаграмм решений (binary decision diagrams
(BDD) – бинарные диаграммы решений, диаграммы двоичного выбора) в настоящее время ис-
пользуется в различных областях науки [1, 2], в последнее время он применяется для решения за-
дач выполнимости конъюнктивных нормальных форм булевых функций [3]. BDD используются
как структуры данных [4] для представления булевых функций, в [5] были предложены эффек-
тивные алгоритмы для сокращения BDD и выполнения логических (двухместных) операций над
BDD. Статья [5] оказалась настолько актуальной, что она стала наиболее цитируемой в инфор-
матике, “поскольку революционизировала структуры данных, используемые для представления
булевых функций” [1, с. 303]. Области применения BDD расширяются, этот аппарат явился вы-
числительной основой решения задач верификации параллельных систем с конечным числом
состояний на основе метода model checking, что позволило “увеличить сложность анализируе-
мых систем в миллионы миллионов раз” [2, c. 295]. В [2] приводится много примеров примене-
ния BDD, там же указываются и некоторые из модификаций BDD.

В системах проектирования цифровых сверхбольших интегральных схем (СБИС) графовый
аппарат BDD применяется при верификации и тестировании СБИС [6], а также при технологи-
чески независимой оптимизации, выполняемой как первый этап синтеза логических схем в раз-
личных технологических базисах [7]. BDD представляет собой ациклический граф, задающий
булеву функцию либо систему полностью определенных булевых функций. Каждой вершине
этого графа соответствует полная либо редуцированная (сокращенная) формула разложения
Шеннона. Поэтому при построении BDD стремятся сократить число вершин BDD – сложность
функционального описания в виде взаимосвязанных формул разложений Шеннона [8–13].

Схемная реализация (логический синтез) исходных систем частичных булевых функций осу-
ществляется чаще всего в три этапа. На первом этапе происходит логическая оптимизация си-
стем частичных функций и их доопределение до систем полностью определенных функций. Ло-
гический синтез для полностью определенных булевых функций составляет содержание следу-
ющих двух этапов (логической технологически независимой оптимизации) и технологического
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отображения в требуемый базис (целевую библиотеку) логических элементов. Однако методы
логической оптимизации систем частичных функций, ориентированные на требуемую библио-
теку элементов, развиты недостаточно. Чаще всего путем минимизации систем в классе дизъ-
юнктивных нормальных форм (ДНФ) на первом этапе осуществляется переход от систем ча-
стичных функций к системам полностью определенных функций, после чего может выполнять-
ся минимизация BDD-представлений, позволяющая уменьшать число литералов в
многоуровневых представлениях систем функций. При синтезе логических схем из библиотеч-
ных элементов уменьшение числа литералов в представлениях систем полностью определенных
булевых функций приводит к менее сложным схемам. Поэтому число литералов – это основной
критерий минимизации алгебраических представлений функций на первых двух этапах синтеза
логических схем [14].

В [15] предложено осуществлять поиск в графе BDD-представлений булевых функций в виде
разложений кофакторов на две подфункции с алгебраической выходной функцией, в зарубеж-
ной литературе такие разложения называют bi-decomposition (англ.). В системе BDS [15] данный
вид оптимизации был дополнен также факторизацией – поиском одинаковых логических под-
выражений и поиском подфункций, допускающих простое (с одной промежуточной булевой пе-
ременной) функциональное разложение.

Различные виды декомпозиции BDD-представлений систем булевых функций изучены в [7],
минимизация BDD-представлений может выполняться с нахождением пар взаимно инверсных
кофакторов [16], что дает значительный эффект при синтезе схем. Для дополнительной логиче-
ской оптимизации в [17] предложен метод, основанный на поиске алгебраических разложений
подфункций, входящих в минимизированные BDD-представления. Метод позволяет заменять
формулы разложения Шеннона двухоперандными формулами дизъюнкций и конъюнкций и
формулами вида gp = gi  gj, что уменьшает число литералов в результирующих логических фор-
мулах, по которым выполняется заключительный этап синтеза схемы. Программная реализация
алгоритмов и результаты вычислительных экспериментов, приведенные в [18], показали, что для
разложений кофакторов целесообразно использовать только дизъюнктивные и конъюнктивные
разложения. Причем кофакторы в таких разложениях могут быть как в инверсной, так и безын-
версной форме. Эксперименты показали также, что наиболее эффективной эвристикой в дан-
ных алгоритмах, влияющей на сокращение площади схем, является эвристика, ориентирован-
ная на нахождение дизъюнктивных и конъюнктивных разложений не для всех кофакторов, а
только для тех, которые представлены полными уравнениями разложений Шеннона. Экспери-
менты были проведены на 59 примерах схем из широко известной библиотеки [19] и 14 примерах
схем модулярных сумматоров. Используя после BDD-оптимизации программы поиска алгебра-
ических разложений кофакторов, для 33 схем из [19] было получено 10–15% сокращение площа-
ди, при этом площадь уменьшалась преимущественно для схем с достаточно большим числом
(10–27) входных переменных. Для девяти (из 14) схем модулярных сумматоров было получено
сокращение площади, достигающее 28%.

Для систем частичных функций в [7] была предложена модификация BDD, отличительной
особенностью которой является то, что для частичных функций все листовые вершины “–” (не-
определенные значения частичных функций) рассматриваются как различные, в отличие от вер-
шин-констант 0, 1. Каждая вершина “–” отдельно доопределяется при оптимизации до 0 либо 1.
Для таких BDD-представлений систем частичных функций в [20] были предложены методы,
позволяющие доопределить частичные функции до полностью определенных и минимизиро-
вать сложность BDD, находя пары взаимно инверсных частичных кофакторов. При решении за-
дач логической оптимизации систем частичных булевых функций поиск рациональных доопре-
делений применяется не только при минимизации BDD-представлений [7, с. 102], но и при сов-
местной минимизации функций в классе ДНФ [20, с. 258], сокращении числа аргументов [20,
с. 269], декомпозиции [7, с. 146; 20, с. 287] и при решении других задач, возникающих на этапе
технологически независимой оптимизации. По аналогии с минимизацией многоуровневых
BDD-представлений систем полностью определенных функций для повышения эффективности
логической минимизации BDD-представлений систем частичных функций целесообразно про-
водить дополнительную логическую минимизацию и находить в таких случаях соответствующие
доопределения функций с целью увеличения числа кофакторов, которые будут иметь алгебраи-
ческие (дизъюнктивные либо конъюнктивные) разложения.

В работе предлагается метод минимизации BDD-представлений систем частичных функций,
основанный на поиске алгебраических разложений частичных кофакторов одного уровня BDD
в виде дизъюнкции либо конъюнкции других кофакторов того же уровня BDD. При поиске ал-

⊕
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гебраических разложений частичных кофакторов проводится их доопределение и используются
как прямые (безынверсные), так и инверсные формы кофакторов. Суть предлагаемого метода
состоит в нахождении алгебраических разложений кофакторов в классе частичных булевых
функций, затем частичные функции доопределяются и для полученных многоуровневых пред-
ставлений функций дополнительно ищутся алгебраические разложения кофакторов в классе
полностью определенных булевых функций. Применение предлагаемого метода позволяет
уменьшать число литералов в результирующих многоуровневых представлениях систем булевых
функций, состоящих из формул разложения Шеннона и формул дизъюнктивного и конъюнк-
тивного разложений. Приведенный в [7, 16–18] подход к оптимизации многоуровневых BDD-
представлений систем полностью булевых функций, включающий:

минимизацию сложности BDD-представлений с нахождением взаимно инверсных кофакто-
ров на каждом уровне BDD [16];

алгебраические разложения кофакторов [17];
программную реализацию и выбор эффективных эвристик [18],

распространяется и на случай систем частичных функций. Для BDD-представлений таких си-
стем функций минимизация сложности BDD на первом этапе выполняется на основе сокраще-
ния числа пар взаимно инверсных частичных кофакторов [20], а на втором этапе – на базе пред-
лагаемого в данной статье метода их алгебраических разложений. На третьем этапе предполага-
ется программная реализация и проверка эффективности такого подхода к технологически
независимой оптимизации при логическом синтезе схем из библиотечных элементов.

1. Основные определения. Булевыми называются двоичные (0, 1) функции f(x) = f(x1, x2, …, xn)
двоичных (булевых) переменных x1, x2, …, xn. Пусть Vx – булево пространство, построенное над
переменными булева вектора x = (x1, x2, …, xn). Элементами этого пространства являются n-ком-
понентные наборы (векторы) x* нулей и единиц. Булева функция, значения 0, 1 которой опреде-
лены на всех элементах x* ∈ Vx, называется полностью определенной. Множество  элементов x*
булева пространства, на которых полностью определенная булева функция принимает
значение 1, называется характеристическим множеством функции. Если же на некоторых эле-
ментах булева пространства Vx значения функции не определены, то такая функция будет не пол-
ностью определенной, или частичной. Частичная булева функция принимает единичное значение
на элементах x* подмножества  булева пространства Vx и нулевое значение на элементах под-

множества . На всех остальных элементах пространства Vx, образующих подмножество 

пространства Vx, значения частичной функции не определены, подмножество  будем назы-
вать также областью неопределенных значений частичной функции. Неопределенное значение
функции обозначается символом “–”. Очевидно, что , , ,

.
Частичные функции f1(x) и f2(x) равны, если и только если

(1.1)

Будем называть частичные функции f1(x) и f2(x) взаимно инверсными (f2 = , f1 = ), если и
только если

(1.2)

Согласно (1.2), инверсией частичной функции является частичная функция, при этом взаимно
инверсные частичные функции имеют одну и ту же область неопределенных значений.

Частичная функция fi реализуется частичной (либо полностью определенной) функцией fj
(обозначается  fi  fj), если и только если

(1.3)

Функцию  fj называют доопределением функции  fi. Для пары полностью определенных буле-
вых функций  fi, fj отношение реализации является отношением равенства. Под векторной булевой

1
fM

1
fM

0
fM −

fM
−
fM

∩ = ∅1 0
f fM M −∩ = ∅1

f fM M −∩ = ∅0
f fM M

−= ∪ ∪0 1x
f f fV M M M

− −= = =
1 2 1 2 1 2

1 1 0 0, , .f f f f f fM M M M M M

1f 2f

− −= = =
1 2 1 2 1 2

1 0 0 1, , .f f f f f fM M M M M M

≺

⊆ ⊆1 1 0 0, .
i j i jf f f fM M M M
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функцией f(x) будем понимать упорядоченную систему частичных булевых функций f(x) =
= (f1(x), …, fm(x)), значениями векторных функций на элементах x* булева пространства являют-
ся m-компонентные троичные векторы f(x*).

Разложением Шеннона полностью определенной либо частичной булевой функции f = f(x),
x = (x1, x2, …, xn), по переменной xi называется представление

Функции  f0 = f0(x1, …, xi – 1, 0, xi + 1, …, xn), f1 = f1(x1, …, xi – 1, 1, xi + 1, …, xn) называются кофакто-
рами (cofactors, англ.) разложения по переменной xi либо подфункциями. Они получаются из
функции  f = f(x1, …, xn) подстановкой вместо переменной xi константы 0 и 1 соответственно.
Каждая из подфункций f0 и f1 может быть разложена по одной из переменных из множества
{x1, …, xi – 1, xi + 1, …, xn}. Процесс разложения подфункций заканчивается, когда все n переменных
будут использованы для разложения либо когда все подфункции выродятся до констант 0, 1,
“–” (неопределенное значение). На каждом шаге разложения выполняется сравнение на равен-
ство полученных подфункций и оставляется одна из нескольких попарно равных подфункций.

Под BDD-представлением частичной векторной булевой функции f(x) = (f1(x), …, fm(x)) пони-
мается ориентированный ациклический граф, задающий последовательные разложения Шен-
нона всех компонентных функций fi(x), , по всем ее переменным x1, …, xn при одном и том
же заданном порядке (перестановке) переменных, по которым проводятся разложения [7]. Для
упрощения графа листовые вершины обычно дублируются, а ориентация дуг на рисунках графов
BDD не показывается, так как всегда принимается, что дуги ориентированы сверху вниз.

Наиболее близкими к графам BDD для частичных векторных функций (назовем такие графы
частичными BDD) являются широко известные в литературе сокращенные упорядоченные BDD
(англ. reduced ordered BDD, ROBDD) для одной полностью определенной булевой функции, в ко-
торых каждой функциональной вершине соответствует одна функция (подфункция разложения
Шеннона), при этом функциональные вершины лишь подразумеваются (отождествляются с
вершинами-переменными). Подробное описание OBDD (упорядоченных BDD) дано в [12, 13],
ROBDD – в [1]. Далее под BDD будут пониматься ROBDD для систем функций (векторных
функций).

Будем изображать на рисунках графы BDD, содержащие три вида вершин: функциональные
вершины, соответствующие разлагаемым функциям; вершины-переменные; листовые верши-
ны-константы 0, 1 “–” [7, с. 16]. BDD-представлению соответствуют формулы разложения Шен-
нона, каждой функциональной вершине – своя формула. По BDD-представлению можно найти
задание каждой из компонентных функций fi(x) в виде трех ортогонализованных ДНФ: одна из

таких ДНФ задает область  единичных значений компонентной функции, другая ДНФ – об-

ласть  нулевых значений функции, третья ДНФ – область  неопределенных значений
компонентной частичной функции fi(x). BDD является более компактной формой по сравне-
нию с ортогонализованной формой представления булевых функций (такие формы будут рас-
смотрены далее). Так BDD – это граф, а ортогонализованная форма задает все пути из корневых
вершин в листовые в этом графе. Задание графа более компактно, чем перечисление всех путей
в нем. Поэтому BDD и нашли широкое применение не только при проектировании логических
схем, но и в информатике в целом [1, 2].

З а м е ч а н и е 1. Рисунки и структуры данных классических BDD не содержат функциональ-
ных вершин. Функциональные вершины обычно показываются на рисунках для удобства изло-
жения методов минимизации BDD и иллюстрации зависимостей переменных в формулах разло-
жений Шеннона, в компьютерных структурах данных функциональные вершины не указывают-
ся [7, с. 177].

2. Алгебраические разложения частичных функций. З а д а ч а 1. Заданы частичные булевы
функции ϕ(x), f1(x), f2(x). Требуется найти, если это возможно, такие доопределения ϕ*(x),

(x), (x) соответствующих функций (запишем это в виде ϕ(x)  ϕ*(x),  f1(x)  (x), f2(x)  (x)),
что будет выполняться одно из алгебраических разложений:

(2.1)

(2.2)

− + − += = ∨0 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ,..., ,0, ,..., ) ( ,..., ,1, ,..., ).i i i n i i i nf f x x f x x x x x f x x x x

= 1,i m

1
ifM

0
ifM −

ifM

1*f 2*f ≺ ≺ 1*f ≺ 2*f

ϕ ∨≺ 1 2* **( ) ( ( ) ( )),x f x f x

ϕ ≺ 1 2* **( ) ( ( ) & ( )).x f x f x



70

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2022

БИБИЛО

Естественно, для каждого из разложений (2.1), (2.2) требуются свои доопределения функций
ϕ(x), f1(x),  f2(x). Логические операторы  (дизъюнкция), & (конъюнкция) в формулах (2.1), (2.2)
называют также выходными функциями соответствующего разложения. В [7] логические опера-
ции над частичными булевыми функциями (троичными переменными) определены следующим
образом:

У т в е р ж д е н и е 1. Задача нахождения разложения (2.1) не имеет решения тогда и только
тогда, когда выполняется хотя бы одно из условий (2.3)–(2.5):

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Условие (2.3) говорит о том, что, если найдется хотя бы один набор значений переменных, на ко-
тором обе функции f1(x), f2(x) принимают значение нуль, а функция ϕ(x) принимает значение
единица, то через операцию дизъюнкции функций f1(x), f2(x) нельзя выразить функцию ϕ(x), так
как дизъюнкция двух нулей не может быть равна единице. В случае (2.4) от значения функции
f2(x) ничего не зависит, дизъюнкция f1(x)  f2(x) не может принять значение нуль (значение нуль
имеет функция ϕ(x)), так f1(x) принимает значение единица. Аналогично в случае (2.5). Условия
(2.3)–(2.5) можно задать в табличном виде (табл. 1). Таблица 2 позволяет проверить возможность
доопределения функций ϕ(x), f1(x), f2(x) для проверки реализации ϕ*(x)  ( (x)  (x)). Рас-
смотрим третью строку табл. 2, в которой  f1(x) = 0, f2(x) = 0, ϕ(x) = “–”. Для выполнения дизъ-
юнктивного разложения нужно заменить значение “–” на 0: ϕ(x) = 0. Аналогично можно до-
определять значения “–” и для других строк из табл. 2, не содержащих пометку “Нет решения”.

У т в е р ж д е н и е 2. Задача нахождения разложения (2.2) не имеет решения тогда и только
тогда, когда верно хотя бы одно из условий (2.6)–(2.8):

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Условия (2.6)–(2.8) можно задать в табличном виде (табл. 3). Таблица 4 позволяет проверить воз-
можность доопределения функций ϕ(x), f1(x), f2(x) для проверки реализации ϕ*(x)  ( (x) & (x)),
замены неопределенных значений “–” нулями или единицами в строках, не содержащих помет-
ку “Нет решения”, всегда могут быть выполнены для конъюнктивного разложения.

Аналогичным образом могут быть рассмотрены условия доопределения функций ϕ(x), f1(x),
f2(x) для получения алгебраических разложений по другим выходным функциям, например,

функция f1 0 0 0 – – – 1 1 1
функция f2 0 – 1 0 – 1 0 – 1

отрицание 1 1 1 – – – 0 0 0

дизъюнкция  f1  f2 0 – 1 – – 1 1 1 1

конъюнкция  f1 & f2 0 0 0 0 – – 0 – 1

∨

1f

∨

ϕ∩ ∩ ≠ ∅
1 2

0 0 0( ) ,f fM M M

ϕ∩ ≠ ∅
1

1 0 ,fM M

ϕ∩ ≠ ∅
2

1 0 .fM M

∨

≺ 1*f ∨ 2*f

ϕ∩ ≠ ∅
1

0 1 ,fM M

ϕ∩ ≠ ∅
2

0 1 ,fM M

ϕ∩ ∩ ≠ ∅
1 2

1 1 0( ) .f fM M M

≺ 1*f 2*f

Таблица 1. Условия, не позволяющие провести разложение с выходной функцией “ ”

Значение функции

f1(x) f2(x) ϕ(x) (ϕ(x) ≠ f1(x)  f2(x)) Условие

0 0 1 (2.3)
1 – 0 (2.4)
– 1 0 (2.5)

∨

∨
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таким, как инверсия дизъюнкции, инверсия конъюнкции, исключающее ИЛИ, эквиваленция
и т.д.

П р и м е р 1. Приведем пример (табл. 5) такого доопределения частичных функций, заданных
таблицами истинности, чтобы выполнялось алгебраическое разложение (2.2). В табл. 5 жирным
курсивом выделены замены неопределенных значений функций определенными (0, 1).

Таблица 2. Доопределения частичных функций  f1(x), f2(x), ϕ(x) для разложения ϕ*(x)  ( )

Значения исходных функций
Значения реализующих функций

ϕ*(x)  (

f1(x) f2(x) ϕ(x) ϕ*(x)

0 0 0 0 0 0

0 0 1 Нет решения
0 0 – 0 0 0

0 1 0 Нет решения
0 1 1 0 1 1

0 1 – 0 1 1

0 – 0 0 0 0

0 – 1 0 1 1

0 – – 0 – –

1 0 0 Нет решения
1 0 1 1 0 1

1 0 – 1 0 1

1 1 0 Нет решения
1 1 1 1 1 1

1 1 – 1 1 1

1 – 0 Нет решения
1 – 1 1 – 1

1 – – 1 – 1

– 0 0 0 0 0

– 0 1 1 0 1

– 0 – – 0 –

– 1 0 Нет решения
– 1 1 – 1 1

– 1 – – 1 1

– – 0 0 0 0

– – 1 1 – 1

– 1 1

– – – – – –

a ∨1 2( ) ( )* *f x f x

a ∨1 2( ) ( )* *f x f x

1 ( )*f x 2 ( )*f x

Таблица 3. Условия, не позволяющие провести разложение с выходной функцией “&”

Значение функции

f1(x) f2(x) ϕ(x) (ϕ(x) ≠ f1(x)  f2(x)) Условие

0 – 1 (2.6)
– 0 1 (2.7)
1 1 0 (2.8)

&
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Таблица 4. Доопределения частичных функций f1(x), f2(x), ϕ(x) для разложения ϕ*(x)  ( )

Значения исходных функций
Значения реализующих функций

ϕ*(x)  ( )

f1(x) f2(x) ϕ(x) ϕ*(x)

0 0 0 0 0 0

0 0 1 Нет решения
0 0 – 0 0 0

0 1 0 0 1 0
0 1 1 Нет решения
0 1 – 0 1 0

0 – 0 0 0 0

0 – 1 Нет решения
0 – – 0 – 0

1 0 0 1 0 0

1 0 1 Нет решения
1 0 – 1 0 0

1 1 0 Нет решения
1 1 1 1 1 1

1 1 – 1 1 1

1 – 0 1 0 0

1 – 1 1 1 1

1 – – 1 – –
– 0 0 0 0 0

– 0 1 Нет решения
– 0 – – 0 0

– 1 0 0 1 0

– 1 1 1 1 1

– 1 – – 1 –
– – 0 0 – 0

– 0 0

– – 1 1 1 1

– – – – – –

a 1 2( ) & ( )* *f x f x

a 1 2( ) & ( )* *f x f x

1 ( )*f x 2 ( )*f x

3. Ортогонализованные формы частичной векторной булевой функции. Интервальная форма за-
дания частичной векторной функции f(x) = (f1(x), …, fm(x)) состоит из троичной матрицы Tx за-
дания элементарных конъюнкций и троичной матрицы T f вхождений конъюнкций в ДНФ,
представляющих области нулевых и единичных значений компонентных функций. Данная фор-
ма задания частичных функций подробно описана в литературе [21]. Если в матричном задании
в троичной матрице Tx все строки (троичные векторы) ортогональны, то такая матричная форма
представления векторной булевой функции называется ортогонализованной. Для ортогонализо-
ванной формы строки матрицы T f задают значения функций на соответствующих интервалах
булева пространства Vx. Алгоритмы получения ортогонализованных форм систем функций по
исходным интервальным формам известны из [21, 22]. Более компактной по сравнению с орто-
гонализованной является обобщенно ортогонализованная форма, когда частичная векторная
функция задается на попарно ортогональных ДНФ, а не на попарно ортогональных интервалах
(конъюнкциях), как это осуществляется в ортогонализованных формах. Данная форма пред-
ставления является более компактной и удобной для решения задач, возникающих при доопре-
делении частичных функций, например с целью сокращения сложности BDD [7].
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Нахождение обобщенно ортогонализованной формы для частичной векторной булевой
функции  f(x) = (f1(x), …, fm(x)) сводится к решению задачи нахождения ее минимального
дизъюнктивного базиса. Зададим каждую компонентную частичную булеву функцию fi(x) тремя

полностью определенными булевыми функциями (x), (x), (x), такими, что функция (x)
имеет характеристическое множество , функция (x) – характеристическое множество ,

функция (x) – характеристическое множество . Минимальным дизъюнктивным базисом для
f(x) = (f1(x), …, fm(x)) называется минимальная по мощности система попарно ортогональных
полностью определенных булевых функций Π = {Π1(x), …, Πk(x)}, такая, что каждая полностью
определенная функция (x), (x), (x) равна дизъюнкции некоторого подмножества функций
системы Π. Частичная булева функция  fi(x) задает трехблочное разбиение Ri = { , , } бу-
лева пространства Vx на попарно непересекающиеся подмножества. Нахождение для  f(x) =
= (f1(x), …, fm(x)) минимального дизъюнктивного базиса (в теоретико-множественной интерпре-
тации) может быть сведено к нахождению произведения разбиений Ri, , [23, с. 12] и со-
ставлению из непустых блоков полученного произведения разбиений каждого из исходных бло-
ков , , . Пусть каждая компонентная функция fi задана тройкой попарно ортогональ-

ных ДНФ , , , данные ДНФ представляют функции (x), (x), (x) соответственно.
В этом случае нахождение минимального дизъюнктивного базиса Π может быть сведено к вы-
полнению операций перемножения, инверсирования и сравнения на равенство ДНФ, алгоритм
описан в [24, с. 124]. Он оперирует исходными данными для случая, когда каждая из функций за-
дана элементарной конъюнкцией. Алгоритм пригоден и для случая задания функций (x), (x),

(x) в виде ДНФ. Он программно реализован и использован при решении задачи декомпозиции
системы булевых функций. Примеры разбиения булева пространства на непересекающиеся под-
множества (характеристические множества попарно ортогональных базисных функций
Π1(x), …, Πk(x)) показаны в [7, с. 135; 24, с. 120].

П р и м е р 2. Пусть каждая из частичных компонентных функций  f1, f2, f3 векторной булевой
функции  f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x)), x = (x1, x2, x3, x4), задана тремя ДНФ, представляющими обла-
сти нулевых, единичных и неопределенных значений этой компонентной функции (табл. 6).
Чтобы решить задачу нахождения дизъюнктивного разложения (2.1), построим для данных трех
функций минимальный дизъюнктивный базис и обобщенно ортогонализованную форму.

Ортогонализованная форма векторной функции f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x)) задана в табл. 7. Лег-
ко проверить, что каждая пара элементарных конъюнкций, соответствующих троичным векто-
рам из левой части табл. 7, находится в отношении ортогональности (для ортогональных элемен-
тарных конъюнкций их произведение равно нулю). Например, рассмотрим первую пару: троич-
ному вектору (0 0 0 –) соответствует элементарная конъюнкция , булеву вектору (0 1 0 1) –

λ0
i λ1

i
−λi λ0

i
0
ifM λ1

i
1

ifM
−λi

−
ifM

λ0
i λ1

i
−λi

0
ifM 1

ifM −
ifM

= 1,i m

0
ifM 1

ifM −
ifM

0
ifD 1

ifD −
ifD λ0

i λ1
i

−λi

λ0
i λ1

i
−λi

1 2 3x x x

Таблица 5. Доопределения частичных функций (пример 1) для разложения с операцией “&”

x1 x2 x3

Исходные функции
Реализующие функции разложения

  ( )

f2 f1 f3

0 0 0 – – – – – –

0 0 1 1 – 1 1 1 1

0 1 0 – 0 0 0 0 0

0 1 1 – 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 – 1 1 1

1 0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 – – – – – –

1 1 1 0 – 1 0 1 1

2*f a 1 3&* *f f

2*f 1*f 3*f
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полная элементарная конъюнкция , они ортогональны по второй компоненте: ( ) &
& ( ) = 0.

Представление ДНФ, задающих области значений компонентных функций, в виде дизъюнк-
ций ДНФ минимального дизъюнктивного базиса имеет следующий вид:

1 2 3 4x x x x 1 2 3x x x
1 2 3 4x x x x

−= Π ∨ Π = Π ∨ Π = Π
1 1 1

0 1 4 1 2 5 3; ; ,f f fD D D

Таблица 6. Задание областей значений функций (пример 2) в виде ДНФ

Частичная функция x1 x2 x3 x4 Значение Область значений Функция λ

f1 0 0 – – 0

0 1 0 1 0

1 0 – 0 1

1 – 0 – 1

0 1 1 1 1

1 – 1 1 1

– 1 1 0 –

0 1 0 0

f2 – 1 1 0 0

0 1 0 0 0

1 – 0 – 1

0 0 1 – 1

0 0 0 – –

0 – 0 1 –

1 0 1 – –

1 – 1 1 –

– 1 1 1 –

f3 0 0 0 – 0

0 1 0 1 0

– 1 1 0 1

0 1 – 0 1

1 – 0 1 1

1 – 0 0 1

– – 1 1 –

– 0 1 0 –

1

0
fM λ0

1

1

1
fM λ1

1

−
1fM −λ1

2

0
fM λ0

2

2

1
fM λ1

2

−
2fM −λ2

3

0
fM λ0

3

3

1
fM λ1

3

−
3fM −λ3

Таблица 7. Ортогонализованная форма функций (пример 2)

Tx T f

x1 x2 x3 x4 f1 f2 f3

0 0 0 – 0 – 0

0 1 0 1 0 – 0

1 – 0 – 1 1 1

– 1 1 0 – 0 1

0 1 0 0 – 0 1

0 0 1 – 0 1 –

1 0 1 – 1 – –

– 1 1 1 1 – –
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Обобщенно ортогонализованная форма частичной векторной функции f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x))
дана в табл. 8. Легко видеть, что значения функций на наборах, соответствующих полным
элементарным конъюнкциям минимального дизъюнктивного базиса, являются одинаковы-
ми. Теперь легко доопределить функции f1, f2,  f3 из табл. 6 так, что возможно провести раз-
ложение   (   ) (табл. 9). Перейдя от ортогонализованной формы (табл. 7) либо от табл.
8 к таблице истинности (табл. 10) частичной векторной функции f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x)), можно
убедиться, что обобщенно ортогонализованная форма более компактна по сравнению с ортого-
нализованной формой и значительно более компактна по сравнению с таблицей истинности.

У т в е р ж д е н и е 3. Приведенные в табл. 2, 4 доопределения функций для построения раз-
ложений (2.1), (2.2) соответственно справедливы для задания функций таблицами истинности,
ортогонализованными, обобщенно ортогонализованными формами и графами BDD.

При задании функций BDD проверка возможности доопределения функций, участвующих в
разложениях (2.1), (2.2), сводится к логическим операциям над соответствующими BDD: снача-
ла выполняется операция слияния BDD, реализующих f1(x), f2(x), ϕ(x), т.е. строится BDD век-
торной функции f = (f1(x), f2(x), ϕ(x)), затем для листовых вершин, заданных трехкомпонентны-
ми троичными векторами, проверяются условия возможности доопределения, приведенные в
табл. 2 либо табл. 4.

4. Задача нахождения алгебраически представимых функций. Обозначим через G = {g1, …, gk}
множество частичных функций. Найдем в множестве G (если это возможно) максимальное по
мощности подмножество Gc функций, которые могут быть выражены через дизъюнкцию либо
конъюнкцию пар функций, не вошедших в множество Gc. Это, естественно, происходит при со-
ответствующем доопределении частичных функций, входящих в разложения. Назовем функции

−= Π = Π ∨ Π = Π ∨ Π
2 2 2

0 3 1 2 4 1 5; ; ,f f fD D D
−= Π = Π ∨ Π = Π ∨ Π

3 3 3

0 1 1 2 3 4 5; ; .f f fD D D

3*f ≺ 1*f ∨ 2*f

Таблица 8. Обобщенно ортогонализованная форма функций (пример 2)

Πi x1 x2 x3 x4 f1 f2 f3

Π1 0 0 0 – 0 – 0

0 1 0 1

Π2 1 – 0 – 1 1 1

Π3 – 1 1 0 – 0 1

0 1 0 0

Π4 0 0 1 – 0 1 –

Π5 1 0 1 – 1 – –

– 1 1 1

Таблица 9. Доопределения частичных функций из примера 2 для алгебраического разложения с опера-
цией “ ”

Πi
Исходные функции

Реализующие функции разложения
  ( )

f1 f2 f3

Π1 0 – 0 0 0 0

Π2 1 1 1 1 1 1

Π3 – 0 1 1 0 1

Π4 0 1 – 0 1 1

Π5 1 – – 1 – 1

∨

3*f a ∨1 2* *f f

1*f 2*f 3*f
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из множества Gb = G\Gc основными (базисными), а функции из множества Gc – представимыми.
Каждая функция из множества Gc при этом должна задаваться в алгебраическом (дизъюнктив-
ном либо конъюнктивном) разложении своей парой базисных функций, т.е. каждая основная
функция может входить в разложение только одной функции из Gc.

З а д а ч а 2. Для заданного множества G = {g1, …, gk} частичных функций требуется найти в G
максимальное по мощности подмножество Gc представимых функций (главный критерий) и при
этом требуется минимизировать суммарное множество наборов, на которых доопределяются ба-
зисные функции (дополнительный критерий оптимизации).

Составим множество всех неупорядоченных пар {gi, gj} функций, i, j = , i ≠ j. Для каждой па-
ры {gi, gj} проверим выполнение отношения реализации:

(4.1)

(4.2)
т.е. решим задачу 1 нахождения разложений (2.1), (2.2) для троек функций gi, gj, gs (с учетом воз-
можности их доопределения). Если реализация (4.1) возможна, то присвоим ей вес ρ(gi, gj, gs, ),
равный числу неопределенных значений функций gi, gj, которые надо заменить определенными.

Если реализация (4.2) возможна, то присвоим ей вес ρ(gi, gj, gs, &), равный числу неопределен-
ных значений функций gi, gj, которые надо заменить определенными. Составим двудольный не-
ориентированный граф R, вершины первой доли помечены парами {gi, gj}, вершины второй доли –

функциями множества G. Число вершин первой доли равно , число вершин второй доли – k.
Если пара {gi, gj} не реализует gs ни в виде (4.1), ни в виде (4.2), то между вершинами {gi, gj}, gs нет
ребра. Если же реализация в виде (4.1) возможна, а реализация (4.2) невозможна, то ребру при-
сваивается вес ρ(gi, gj, gs, ); и наоборот, если реализация в виде (4.2) возможна, а реализация
(4.1) невозможна, то ребру присваивается вес ρ(gi, gj, gs, &). Если же частичные функции такие,
что возможны обе реализации (4.1) и (4.2), то ребру между вершинами {gi, gj} и gs присваива-
ется вес

Каждое ребро {gs, gj}, gs графа R задает тройку функций, реализующих дизъюнктивное (4.1) либо
конъюнктивное (4.2) разложение.

1,k

∨≺* * *( ),s i jg g g

≺* * *( & ),s i jg g g

∨

2
kC

∨

ρ ∨ ρmin{ ( , , , ), ( , , ,&)}.i j s i j sg g g g g g

Таблица 10. Таблица истинности функций из примера 2 (строки в таблице истинности переставлены)

x1 x2 x3 x4 f1 f2 f3

0 0 0 0 0 – 0

0 0 0 1 0 – 0

0 1 0 1 0 – 0

1 0 0 0 1 1 1

1 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1

0 1 1 0 – 0 1

1 1 1 0 – 0 1

0 1 0 0 – 0 1

0 0 1 0 0 1 –

0 0 1 1 0 1 –

1 0 1 0 1 – –

1 0 1 1 1 – –

0 1 1 1 1 – –

1 1 1 1 1 – –
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Для построения графа R для каждой функции gs, , требуется рассмотреть  – (k – 1) ва-
риантов пар проверки возможности дизъюнктивного разложения (исключаются k – 1 пар (gi, gs),

i ≠ s;) и столько же  – (k – 1) вариантов пар проверки возможности конъюнктивного разложе-
ния.

Таким образом, для построения графа R требуется проверить

(4.3)

вариантов получения формул (2.1), (2.2) для G = {g1, …, gk}.
Двудольный граф для G = {g1, g2, g3, g4} для подсчета числа Z вариантов приведен на рис. 1.

В графе на рис. 1 имеется 12 ребер (k = 4) для проверки дизъюнктивного разложения и соответ-
ственно столько же ребер для проверки конъюнктивного разложения, поэтому Z = 2 × 4 × (  –
– (4 – 1)) = 8(6 – 3) = 24.

С использованием графа R решение задачи 2 можно свести к нахождению такого паросочета-
ния графа, которое содержит максимальное количество ребер имеющих минимальный суммар-
ный вес. При этом пометки вершин каждого ребра, вошедшего в паросочетание, должны зада-
вать различные тройки функций. Множество Gc представимых функций будут образовывать
функции, помечающие вершины второй доли.

4.1. Э в р и с т и ч е с к и й а л г о р и т м р е ш е н и я з а д а ч и 2.
Ш а г 1. Вычислить для каждого ребра {gi, gj}, gs графа R оценку α(gi, gj, gs) – число неизоли-

рованных вершин в сокращенном графе R, из которого удалено ребро {gi, gj}, gs и исключены из
первой доли графа R вершины-пары (в них входит gi либо gb, либо gj), а из второй доли исключена
вершина gs.

Ш а г 2. Найти ребро между вершинами {ga, gb}, gc графа R, которое характеризуется макси-
мальной оценкой α(ga, gb, gc), и включить его в решение. Заметим, что каждое ребро помечено од-
ним из видов разложения (конъюнктивным либо дизъюнктивным). Если таких ребер несколько,
то выбрать ребро, характеризуемое минимальным значением веса ρ. Если и таких ребер несколь-
ко, то выбрать первое из них.

Ш а г 3. Редуцировать граф, т.е. исключить из первой доли графа R вершины-пары, в которые
входит ga либо gb, либо gc, а также исключить вершину gc из второй доли.

Ш а г 4. Выполнять шаги 1, 2 до тех пор, пока в графе R не останется ребер. Перейти на шаг 5.
Ш а г 5. Конец.
5. Использование инверсий функций при их алгебраическом разложении. Поиск алгебраических

разложений может быть осуществлен с учетом инверсирования функций – некоторые функции
нельзя представить в виде алгебраических разложений, но их инверсии могут быть предста-
вимы. Тогда в уравнение для соответствующей переменной добавляется оператор инверсии.

= 1,s k 2
kC

2
kC

= − −22 ( ( 1))kZ k C k

2
4C

Рис. 1. Двудольный граф
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Рассмотрим задачу 2 для случая, когда могут быть использованы для дизъюнктивных либо конъ-
юнктивных разложений функции множества G как в инверсной , …, , так и прямой g1, …, gk
форме.

Так как каждая из функций gs рассматривается как в прямой gs, так и инверсной  форме, поэтому

в первой (левой) доли графа R будет  – k неупорядоченных пар-вершин (пары {gi, gi}, { , },
{gi, } не рассматриваются), в правой доли – 2k вершин g1, , g2,  ,…, gk, . По сути, каждое
ребро ({gi, gj}, gs) на рис. 1 заменяется подграфом, показанным на рис. 2. Описанный ранее эври-
стический алгоритм решения задачи 2 подвергается модификации: в шагах 1–3 алгоритма при
нахождении оценки α(gi, gj, gs) ребра {gi, gj}, gs и ребра {ga, gb}, gc, включаемого в решение, из
первой доли графа R исключаются вершины-пары, в которые входит любая функция из множе-
ства {ga, , gb, , gc, }, из второй доли исключаются две вершины gc и .

Очевидно, что комбинаторная сложность решения задачи 2 с учетом возможности инверси-
рования функций при поиске их алгебраических разложений значительно увеличивается. В дан-
ной работе алгебраическое разложение частичных кофакторов основывается на том, что частич-
ный кофактор реализуется выбранной уникальной парой других частичных кофакторов,
т.е. один и тот же частичный кофактор не участвует в алгебраическом разложении нескольких
частичных кофакторов. Полностью определенные кофакторы, участвующие в алгебраических
разложениях, не требуют доопределения, поэтому один и тот же полностью определенный ко-
фактор может использоваться в алгебраических представлениях нескольких кофакторов [17].

6. Пример BDD для частичной векторной функции. П р и м е р 3. Рассмотрим BDD (рис. 3) для
частичной векторной функции f(x) = (f1, f2, f3), заданной таблицей истинности (табл. 11), по пе-
рестановке переменных x1, x2, x3, x4, x5.

Алгоритм построения BDD для частичных векторных функций описан в [7, с. 56] и сводится
к нахождению одинаковых подфункций, найденных в результате разложения Шеннона по пере-
менной x1 исходных компонентных функций f1, f2, f3, разложением Шеннона по переменной x2
различных частичных подфункций h1, …, h5, полученных на шаге 1 разложения, и т.д. Графу BDD
(рис. 3) соответствуют формулы разложений Шеннона, заданные в правом столбце табл. 11, при
этом частичные функции t1, …, t9 первого уровня BDD приведены в табл. 12. Кофакторы первого
уровня зависят от одной переменной x5 и являются частичными функциями. Число частичных

булевых функций, зависящих от n переменных, определяется по формуле . Для n = 1 имеется
девять частичных функций, заметим, что все они заданы на первом уровне BDD (рис. 3).

На третьем уровне BDD имеется девять кофакторов g1, …, g9, на четвертом – пять кофакторов,
на пятом (корневом уровне BDD) – три корневые вершины разлагаемых компонентных частич-
ных функций. Если какая-то дуга BDD пересекает рассматриваемый уровень BDD и заходит в
функциональную вершину α более низкого уровня, то считается, что на данном уровне BDD
есть кофактор α, зависящий от меньшего числа аргументов. Позже будут представлены примеры
таких BDD.

Из BDD можно получить области определения как исходных функций, так и любого из ко-
факторов, это подробно описано в [7, с. 37]. Каждому пути из корневой вершины BDD, помечен-
ной функцией fj, к листовой вершине 1 соответствует элементарная конъюнкция, включающая
дуги (литералы) xi,  на этом пути. При этом дуге, помеченной символом 0, соответствует отри-
цательный литерал ; дуге, помеченной символом 1, – положительный литерал xi, а всем путям

1g kg

sg
2
2kC ig ig

ig 1g 2g kg

ag bg cg cg

23
n

ix
ix

Рис. 2. Увеличение числа вершин и ребер двудольного графа при использовании инверсий кофакторов
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между указанными вершинами – дизъюнкция получаемых элементарных конъюнкций, образу-
ющая ортогонализованную ДНФ . Пути из корневой вершины fj к листовой вершине 0 зада-

ют ортогонализованную ДНФ , а пути к вершине “–” – ортогонализованную ДНФ . При
построении ДНФ, описывающих области определения кофактора, вместо корневой вершины
BDD рассматривается функциональная вершина данного кофактора.

Например, области нулевых, единичных и неопределенных значений кофактора g1, получен-
ные из графа BDD (рис. 3), задаются следующими ортогонализованными ДНФ:

7. Метод минимизации многоуровневого BDD-представления частичной векторной функции. Ис-
ходными данными для предлагаемого метода минимизации многоуровневого представления ча-
стичной векторной функции на основе нахождения алгебраических разложений кофакторов яв-
ляется граф BDD. Метод включает пять этапов.

Э т а п 1. Нахождения алгебраически представимых кофакторов.
Выполняется для каждого уровня BDD, начиная с уровня кофакторов, получаемых в резуль-

тате разложения Шеннона по первой переменной, и исключая последний листовой уровень, на
котором расположены константы 0, 1, “–”. Исключается из рассмотрения также первый уровень
BDD, соответствующий разложению по последней переменной в заданной перестановке пере-
менных, по которым ведется разложение Шеннона.

З а м е ч а н и е 2. Метод может быть применен с выбранного уровня BDD, двигаясь как вниз,
так и вверх по уровням BDD. При движении вверх рассмотрение кофакторов начинается со вто-
рого уровня BDD.

1
jfD

0
jfD −

jfD

−= ∨ = ∨ = ∨ ∨
1 1 1

1 0
3 4 5 3 4 5 3 4 3 4 5 3 4 5 3 4 5 3 4 5, , .g g gD x x x x x x D x x x x x D x x x x x x x x x

Рис. 3. BDD, представляющая частичную векторную булеву функцию (табл. 11)
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На очередном уровне BDD решается задача нахождения наибольшего числа алгебраически
представимых частичных кофакторов.

Ш а г 1. Выбор формы представления кофакторов данного уровня BDD (таблица истинности;
пара ДНФ, задающая области определения кофактора; подграф BDD) и задание кофакторов в
требуемой форме.

Ш а г 2. Нахождение на уровне BDD пар взаимно инверсных кофакторов и выбор одного ко-
фактора из такой пары для получения алгебраических представлений выбранных кофакторов в
виде конъюнкции либо дизъюнкции других частичных кофакторов данного уровня.

Таблица 11. Задание частичной векторной функции (пример 3)

Таблица истинности Многоуровневое представление 
(функциональные вершины BDD)x1 x2 x3 x4 x5 f1 f2 f3

0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0 1 –

0 0 0 1 0 – 1 0

0 0 0 1 1 1 0 0

0 0 1 0 0 1 – –

0 0 1 0 1 – 1 0

0 0 1 1 0 0 1 –

0 0 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 0 –

0 1 0 0 1 1 – 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0 1 1

0 1 1 0 0 – – –

0 1 1 0 1 1 0 0

0 1 1 1 0 1 1 –

0 1 1 1 1 1 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 1 1 1 –

1 0 0 1 0 1 – 1

1 0 0 1 1 0 – 1

1 0 1 0 0 – 1 1

1 0 1 0 1 1 0 0

1 0 1 1 0 1 0 –

1 0 1 1 1 1 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 1 – 0 0

1 1 0 1 0 0 0 1

1 1 0 1 1 1 1 –

1 1 1 0 0 – 1 1

1 1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 –

1 1 1 1 1 0 – 0

= ∨ = ∨1 1 1 1 2 2 1 2 1 3; ;f x h x h f x h x h

= ∨3 1 4 1 5;f x h x h

= ∨ = ∨1 2 7 2 4 2 2 4 2 9; ;h x g x g h x g x g

= ∨3 2 6 2 2;h x g x g

= ∨ = ∨4 2 1 2 5 5 2 3 2 8; ;h x g x g h x g x g

= ∨1 3 1 3 2;g x p x p

= ∨ = ∨2 3 3 3 4 3 3 5 3 6; ;g x p x p g x p x p

= ∨4 3 7 3 8;g x p x p

= ∨ = ∨5 3 9 3 2 6 3 11 3 12; ;g x p x p g x p x p

= ∨ = ∨7 3 13 3 14 8 3 15 3 6; ;g x p x p g x p x p

= ∨9 3 17 3 18;g x p x p

= ∨ = = ∨1 4 2 4 9 4 2 2 4 3 4 4; ;p x t x t x t p x t x t

= ∨ = = ∨3 4 9 4 7 4 7 4 4 6 4 5; ;p x t x t x t p x t x t

= ∨ = ∨5 4 2 4 8 6 4 6 4 3, ;p x t x t p x t x t

= ∨7 4 7 4 6;p x t x t

= ∨ = ∨ = ∨8 4 4 4 8 4 4 4 9 4 4 4 7; ;p x t x t x t x p x t x t

= ∨ = ∨ =11 4 7 4 1 12 4 6 4 9 4 6; ;p x t x t p x t x t x t

= ∨ = ∨13 4 6 4 4 14 4 2 4 7; ;p x t x t p x t x t

= ∨ = = ∨15 4 9 4 2 4 2 16 4 6 4 3; ;p x t x t x t p x t x t

= ∨ = ∨17 4 5 4 7 18 4 3 4 6;p x t x t p x t x t
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Ш а г 3. Нахождение максимального по мощности множества частичных кофакторов, кото-
рые представимы в виде конъюнкции либо дизъюнкции базисных частичных кофакторов того
же уровня BDD – решение задачи 2. Доопределение частичных кофакторов, участвующих в ал-
гебраических разложениях, до полностью определенных.

Ш а г 4. Исключение представимых кофакторов, участвующих в алгебраических разложени-
ях, из шага 5.

Ш а г 5. Построение BDD, реализующей доопределенные базисные кофакторы и неразло-
женные кофакторы (по той форме их задания, по которой они сравнивались при поиске алгеб-
раически представимых) по старой перестановке переменных либо по новой (лучшей) переста-
новке переменных, т.е. по той, по которой получается BDD с возможно меньшим числом функ-
циональных вершин.

Ш а г 6. Сокращение BDD на верхних уровнях в случае, если сократилось число кофакторов
рассматриваемого уровня за счет доопределения и появления одинаковых функциональных вер-
шин.

Э т а п 2. Доопределение частичной BDD до полностью определенной.
Если после выполнения этапа 1 в BDD остаются листовые вершины “–”, то выполняется за-

мена листовых значений “–” константами 0, 1, т.е. осуществляется доопределение частичной
BDD до полностью определенной с возможным выполнением процедуры сокращения BDD [20].

Э т а п 3. Формирование функционального представления системы полностью определен-
ных функций в виде формул разложений Шеннона и формул для представимых кофакторов.

Э т а п 4. Дополнительная оптимизация на основе метода [17] алгебраического разложения
полностью определенных кофакторов.

На каждом (из рассматриваемых в методе) уровне BDD, на котором были найдены алгебраи-
ческие разложения частичных кофакторов, исключаются представимые кофакторы, а для остав-
шихся решается задача нахождения алгебраических разложений [17], сокращаются множества
базисных кофакторов и формируется результирующее многоуровневое представление.

Э т а п 5. Проверка отношения реализации “ ” между исходной BDD частичной векторной
функцией и результирующим многоуровневым представлением.

Общий вид многоуровневого представления векторной функции f(x) = (f1(x), …, fm(x)), полу-
чаемого предлагаемым методом, показан на рис. 4. Нахождение алгебраически представимых
кофакторов может быть выполнено и в процессе построения BDD при задании в виде ДНФ об-
ластей определения компонентных функций исходной частичной векторной функции. Кроме
того, предлагаемый метод обобщается на случай других выходных функций алгебраических раз-
ложений, таких, как исключающее ИЛИ, эквиваленция, а также на случай, когда выходные
функции представляют собой n-операндные алгебраические функции дизъюнкции, конъюнк-
ции.

8. Пример применения метода минимизации многоуровневого BDD-представления частичной
векторной функции от верхних уровней BDD. Проиллюстрируем метод на примере 3 (рис. 3) век-
торной булевой функции (табл. 11), начиная с третьего уровня BDD. Подграф BDD, построен-
ный после разложения функций  f1, f2, f3 по переменным x1, x2, показан на рис. 5. Данному под-
графу соответствуют следующие формулы разложения Шеннона:

Таким образом, на третьем уровне BDD имеются девять кофакторов g1, …, g9.
Э т а п 1. Нахождения алгебраически представимых кофакторов на третьем уровне BDD.
Ш а г 1. Выбор формы представления кофакторов.

a

= ∨ = ∨ = ∨1 1 1 1 2 2 1 2 1 3 3 1 4 1 5; ; ,f x h x h f x h x h f x h x h

= ∨ = ∨ = ∨ = ∨1 2 7 2 4 2 2 4 2 9 3 2 6 2 2 4 2 1 2 5; ; ; ,h x g x g h x g x g h x g x g h x g x g

= ∨5 2 3 2 8.h x g x g

Таблица 12. Частичные кофакторы первого уровня BDD (рис. 3)

x5 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9

0 – 1 – – 0 1 0 1 0

1 – – 0 1 – 0 1 1 0
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Алгебраические разложения кофакторов можно проводить по ортогонализованным ДНФ ли-
бо по обобщенно ортогонализованным формам, либо по подграфам BDD. Для удобства изложе-
ния примера будем рассматривать таблицу истинности (табл. 13) кофакторов g1, …, g9 (частичных
подфункций, зависящих от переменных x3, x4, x5).

Рис. 4. Структура многоуровневого представления с использованием алгебраических разложений кофакторов

f1

xi1
Формулы разложений

Шеннона по xi1

Формулы разложений
Шеннона по xin � 2

Формулы разложений
Шеннона по xin � 2, xin

f2 fm. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

Уравнения для кофакторов

Уравнения для кофакторов

. . .

xin

xin � 1

xin � 2

Рис. 5. Подграф BDD, полученный в результате разложения по переменным x1, x2
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Ш а г 2. Нахождение на третьем уровне BDD пар взаимно инверсных кофакторов.

В данном примере нет пар взаимно инверсных кофакторов, поэтому на шаге 3 рассматрива-
ются кофакторы g1, …, g9.

Ш а г 3. Решение задачи 2 для кофакторов третьего уровня BDD и доопределение частичных
кофакторов, участвующих в алгебраических разложениях, до полностью определенных.

Для третьего уровня BDD множество G = {g1, …, g9} составляют девять (k = 9) кофакторов,

= 36 – множество всех неупорядоченных пар кофакторов из такого множества, Z – число пе-
ребираемых вариантов проверки существования разложений (4.2), (4.3) для построения графа R:

В качестве одного из решений задачи 2 для множества G = {g1, …, g9} было получено реше-
ние (рис. 6) из шести базисных функций g1, g2, g3, g4, g5, g7 с разложениями   (   ),

  (  & ),  = (  & ) трех представимых функций , ,  и с суммарным числом (де-
вять) замен неопределенных значений определенными. В данном примере число заменяемых
неопределенных значений функций определенными подсчитывалось по таблицам истинности
функций. Если сравнение функций производится по ортогонализованным формам, то число за-
мен неопределенных значений подсчитывается по таблицам, задающим ортогонализованные
формы, если используются подграфы BDD, то – по заменам значений листовых вершин BDD.

Доопределения функций g1, g7, g3, g4, g8, g5, g6, g9 для разложений   (   ),   (  & ),
 =  &  даны в табл. 14–16 соответственно, доопределенные значения выделены жирным

курсивом. Выполнять доопределение частичных кофакторов нужно, используя табл. 2, 4. Если
для некоторого набора значений переменных (см. последние строки в табл. 2, 4) значения всех
кофакторов, участвующих в дизъюнктивном либо конъюнктивном разложениях, не определе-
ны, то замена всех значений “–” нулевыми значениями переведет частичные функции в класс
полностью определенных и тогда отношение реализации можно заменить отношением равен-
ства. Выполним, не нарушив отношения реализации, доопределения частичных кофакторов из
табл. 14–16 следующим образом: (1, 0, 0) = 0; (1, 1, 1) = 0; (1, 1, 0) = 0; (1, 1, 0) = 0, полу-
чим полностью определенные кофакторы (табл. 17). Теперь отношение реализации в формулах

2
9C

= × × − − = × − =2
92 9 ( (9 1)) 18 (36 8) 504.Z C

7*g ≺ 1*g ∨ 2*g

8*g ≺ 3*g 4*g 6*g 5*g 9*g 6*g 7*g 8*g

7*g ≺ 1*g ∨ 2*g 8*g ≺ 3*g 4*g

6*g 5*g 9*g

1*g 2*g 3*g 8*g

Таблица 13. Частичные кофакторы третьего уровня BDD (рис. 3)

x3 x4 x5 g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8 g9

0 0 0 1 0 1 0 – 0 1 0 0

0 0 1 – 0 – 1 1 1 0 0 –

0 1 0 0 0 1 1 0 – – 1 0

0 1 1 0 1 1 0 1 – 1 – 1

1 0 0 – 1 1 – – 1 1 1 –

1 0 1 0 0 0 1 0 0 – 0 0

1 1 0 – 0 – 1 – 0 0 – 1

1 1 1 1 - 0 1 1 0 1 0 0

Рис. 6. Пары функций, реализующие алгебраические разложения представимых функций (ребра графа R)

{g5, g9} g6

{g1, g2} g7

{g3, g4} g8
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  (   )   (  & ) можно заменить отношением равенства и записать формулы алгеб-
раических разложений:

Граф BDD c реализацией кофакторов в виде алгебраических разложений показан на рис. 7.
Этому графу соответствуют логические формулы:

(8.1)

Все девять частичных кофакторов доопределились до полностью определенных. Это означает,
что произошло доопределение частичной векторной функции до полностью определенной.
Позже это доопределение будет показано и проведено его сравнение с доопределениями, полу-
ченными другими методами логической оптимизации.

Ш а г 4. Исключение представимых кофакторов из рассмотрения. Кофакторы , ,  уда-
ляются из шага 5.

Ш а г 5. Построение BDD, реализующей доопределенные базисные кофакторы.

7*g ≺ 1*g ∨ 2*g 8*g ≺ 3*g 4*g

= = ∨ =6 5 9 7 1 2 8 3 4* * * * * * * * *& ; ; & .g g g g g g g g g

= ∨ = ∨ = ∨
= ∨ = ∨ = ∨

= ∨ = ∨ = = ∨

=

1 1 1 1 2 2 1 2 1 3 3 1 4 1 5

1 2 7 2 4 2 2 4 2 9 3 2 6 2 2

4 2 1 2 5 5 2 3 2 8 6 5 9 7 1 2

8 3 4

; ; ,
; ; ,

* * * * * *; ; & ; ,

* * *& .

f x h x h f x h x h f x h x h
h x g x g h x g x g h x g x g

h x g x g h x g x g g g g g g g

g g g

6*g 7*g 8*g

Таблица 14. Доопределения частичных кофакторов (пример 3) для дизъюнктивного разложения кофакто-
ра g7

x3x4x5

Исходные функции
Реализующие функции разложения

 (   )

g1 g2 g7

0 0 0 1 0 1 1 0 1

0 0 1 – 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 – 0 0 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1

1 0 0 – 1 1 – 1 1

1 0 1 0 0 – 0 0 0

1 1 0 – 0 0 0 0 0

1 1 1 1 – 1 1 – 1

7*g a 1*g ∨ 2*g

1*g 2*g 7*g

Таблица 15. Доопределения частичных кофакторов (пример 3) для конъюнктивного разложения кофакто-
ра g8

x3 x4 x5

Исходные функции
Реализующие функции разложения

  (   )

g3 g4 g8

0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 – 1 0 0 1 0

0 1 0 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 0 – 1 0 0

1 0 0 1 – 1 1 1 1

1 0 1 0 1 0 0 1 0

1 1 0 – 1 – – 1 –

1 1 1 0 1 0 0 1 0

8*g a 3*g ∨ 4*g

3*g 4*g 8*g
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Дальнейшее построение многоуровневого представления связано с рассмотрением шести
полностью определенных кофакторов , , , , ,  из табл. 17. Разложение Шеннона по
переменной x3, кофакторов, заданных в табл. 17, приводит к следующим формулам (8.2), где ко-
факторы, зависящие от двух переменных x4 и x5, приведены в табл. 18:

(8.2)

На рис. 8 показана BDD, реализующая полностью определенные кофакторы третьего уровня.
Если сравнить три нижних уровня исходной BDD (рис. 3) и BDD из рис. 8, то можно легко уви-
деть, что BDD на рис. 8 не содержит неопределенных листовых вершин “–”.

Шаг 6 не выполняется – одинаковые функциональные вершины в результате преобразования
графа BDD не появились.

1*g 2*g 3*g 4*g 5*g 9*g

= ∨ = ∨ = ∨

= ∨ = ∨ = ∨
1 3 1 3 2 2 3 3 3 4 3 3 3 3 6

4 3 7 3 8 5 3 9 3 10 9 3 11 2 12

* * *; ; ,

* * *; ; .

g x w x w g x w x w g x w x w

g x w x w g x w x w g x w x w

Таблица 16. Доопределения частичных кофакторов (пример 3) для конъюнктивного разложения кофакто-
ра g6

x3 x4 x5

Исходные функции
Реализующие функции разложения

 =  & 

g5 g9 g6

0 0 0 – 0 0 0 0 0

0 0 1 1 – 1 1 1 1

0 1 0 0 0 – 0 0 0

0 1 1 1 1 – 1 1 1

1 0 0 – – 1 1 1 1

1 0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 – 1 0 0 1 0

1 1 1 1 0 0 1 0 0

6*g 5*g 9*g

5*g 9*g 6*g

Таблица 17. Доопределенные кофакторы (пример 3) третьего уровня BDD

x3 x4 x5

0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1

1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0

1*g 2*g 3*g 4*g 5*g 6*g 7*g 8*g 9*g

Таблица 18. Полностью определенные кофакторы второго уровня BDD, полученные разложением базис-
ных кофакторов по переменной x3

x4x 5 w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10 w11 w12

0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1

1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0



86

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2022

БИБИЛО

Н а х о ж д е н и е а л г е б р а и ч е с к и п р е д с т а в и м ы х к о ф а к т о р о в н а в т о р о м
у р о в н е B D D. Исходной является BDD на рис. 8.

Э т а п 1. Ш а г 1. Выбор формы представления кофакторов.

Будем рассматривать кофакторы, заданные таблицей истинности (табл. 18).

Ш а г 2. Нахождение пар взаимно инверсных кофакторов.

Для неконстантных функций с помощью метода из работы [20] найдем множество функций
(табл. 19), к которым (либо к их инверсиям) доопределяются кофакторы из табл. 18. С учетом то-
го, что w8 = 1, w2 = w3, w4 = w1, w6 = w1, w10 = , w11 = w9, w12 = , формулы (8.2) перепишутся в виде

(8.3)

7w 9w

= ∨ = ∨ = ∨

= ∨ = ∨ = ∨
1 3 1 3 3 2 3 3 3 1 3 3 5 3 1

4 3 7 3 5 3 9 3 7 9 3 9 3 9

* * *; ; ,

* * *; ; .

g x w x w g x w x w g x w x w

g x w x g x w x w g x w x w

Рис. 7. Подграф BDD после алгебраического разложения кофакторов g6, g7, g8

f1

h1 h2 h3 h4 h5

g8*g6*g7*

g4* g9* g1* g2* g5* g3*

f2 f3

x1 x1 x1

1

1 1 1 1 1

1 10

0 0 0 0 0

0 0

x2 x2 x2 x2 x2

&V &

Рис. 8. BDD, реализующая базисные кофакторы третьего уровня BDD
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Ш а г 3. Нахождение максимального по мощности множества кофакторов из табл. 19, кото-
рые представимы в виде конъюнкции либо дизъюнкции кофакторов рассматриваемого уровня
BDD.

Будем искать алгебраические разложения полностью определенных кофакторов из табл. 19,
используя другие кофакторы из этой же таблицы. Для случая полностью определенных функций
не требуется доопределение базисных кофакторов, поэтому один и тот же кофактор может участ-
вовать в разложении нескольких кофакторов. Метод решения этой задачи для полностью опре-
деленных кофакторов рассмотрен в [17]. Применяя данный метод, получим, то что инверсии ,

 представимых кофакторов w5, w7 выражаются через основные кофакторы w1, w3, w9 следующим
образом: , . Последние формулы можно переписать как

Итак, на втором уровне BDD остаются базисные кофакторы w1, w3, w9, реализация которых в
виде BDD приводит к формулам w1 = ; w3 = x4x5; w9 = x5. Граф BDD, реализующий кофакторы
второго уровня BDD с учетом возможности использования их инверсий, показан на рис. 9.

5w
7w

=5 7 9&w w w =7 1 3&w w w

= = ∨5 7 9 7 1 3( & ), ( ).w w w w w w

4 5x x

Таблица 19. Полностью определенные кофакторы для нахождения их алгебраических представлений

x4 x5 w1 w3 w5 w7 w9

0 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0 1

Рис. 9. Использование инверсий кофакторов, полученных после разложения по переменной x3

g1* g2* g5* g3*g9*

x3 x3 x3 x3 x3 x3

w5w7

w7

w9w3w1
�

w9
�

g4*

1 1 1 1
1

1
0

0 0 0 0 0

x4 x4

x5 x5

1
1

1 1

0 0

0 0

w9 = x5

0
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01 1

1
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Э т а п 2. Доопределение частичной BDD до полностью определенной.

Выполнение этапа 2 не требуется, так как все полученные кофакторы являются полностью
определенными.

Э т а п 3. Формирование функционального представления в виде формул разложений Шен-
нона и формул для представимых кофакторов.

Рис. 10. Многоуровневое представление после алгебраического разложения кофакторов на втором и третьем
уровнях BDD
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Логические уравнения после алгебраического разложения кофакторов на третьем и втором
уровнях BDD будут иметь следующий вид:

(8.4)

Формулы (8.4) содержат 19 внутренних переменных и 70 литералов.
Э т а п 4. Дополнительная оптимизация на основе метода [17] алгебраического разложения

полностью определенных кофакторов.
На втором уровне BDD рассматривались полностью определенные кофакторы, поэтому для

этого уровня дополнительная оптимизация не выполняется. На третьем уровне BDD располага-
ются базисные кофакторы , , , , , , которые изначально были частичными, а затем
стали полностью определенными. Для них выполняется дополнительная оптимизация, в резуль-
тате выясняется, что множество базисных кофакторов можно сократить (удалить кофактор ),
так как справедливо конъюнктивное разложение  =  & . Формируется результирующее
многоуровневое представление:

(8.5)

Формулы (8.5) содержат 19 внутренних переменных и 68 литералов. Результирующий граф
BDD, соответствующий формулам (8.5), показан на рис. 10. Алгебраическое представление ко-
факторов в виде дизъюнкций и конъюнкций на третьем и втором уровнях BDD позволяет умень-
шить общее число литералов в результирующем многоуровневом представлении полностью
определенной векторной функции, которая реализует частичную векторную функцию из
табл. 11. Получение многоуровневого представления системы полностью определенных функ-
ций позволяет применить для такого представления еще раз (на этапе 4) метод алгебраических
разложений [17], на этот раз уже для полностью определенных кофакторов.

Э т а п 5. Проверка отношения реализации “ ” между исходной BDD частичной векторной
функцией и многоуровневым представлением.

Доопределение исходной частичной векторной функции до полностью определенной для
проверки отношения реализации дано далее (см. табл. 24). Легко видеть, что отношение реали-
зации выполняется.

9. Пример применения метода минимизации многоуровневого BDD-представления частичной
векторной функции от нижних уровней BDD. Применять предложенный метод можно не только от
верхних, но и от нижних уровней BDD. Опишем вкратце использование метода на том же при-
мере 3 (табл 11, рис. 3), не привязываясь к этапам и шагам выполнения метода.

Рассмотрим частичные кофакторы на втором уровне BDD (табл. 20). С помощью методов из
[20] найдем минимальное число кофакторов, к которым доопределяются частичные кофакторы
из табл. 20 – это кофакторы p3, p7, p9, p12, p15, p5 = p8 = 1 (табл. 21). При этом частичные кофак-
торы p9, p15, p5, p8 доопределены, им оставлены прежние обозначения. В нижней строке табл. 21

= ∨ = ∨ = ∨

= ∨ = ∨ = ∨

= ∨ = ∨ =

= ∨ = = ∨ = ∨

= ∨ =

1 1 1 1 2 2 1 2 1 3 3 1 4 1 5

1 1 7 2 4 2 2 4 2 9 3 2 6 2 2

4 2 1 2 5 5 2 3 2 8 6 5 9

7 1 2 8 3 4 1 3 1 3 3 2 3 3 3 1

3 3 5 3 1 4 3 7

, ; ,

* * * * * *; ; ,

* * * * * * *; ; & ,

* * * * * * * *; & , ; ,

* *;

f x h x h f x h x h f x h x h

h x g x g h x g x g h x g x g

h x g x g h x g x g g g g

g g g g g g g x w x w g x w x w

g x w x w g x w ∨ = ∨

= ∨ = = ∨
= = =

3 5 3 9 3 7

9 3 9 3 9 5 7 9 7 1 3

1 4 5 3 4 5 9 5

*; ,

* ; ( & ); ( ),
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x g x w x w

g x w x w w w w w w w
w x x w x x w x

1*g 2*g 3*g 4*g 5*g 9*g

2*g

2*g 3*g 5*g
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= ∨ = ∨ =

= ∨ = = ∨ =

= ∨ = ∨
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указаны кофакторы, которые реализуются соответствующими доопределенными кофакторами
из верхней части этой таблицы. Найдем BDD-представление кофакторов p3, p7, p9, p12, p15 и вы-
полним сокращение BDD, так как выясняется, что

Обозначим u7 = , тогда многоуровневое представление из табл. 11 принимает вид

(9.1)

Сложность формул (9.1): 20 внутренних переменных, 78 литералов. Заметим, что доопределе-
ние снизу может потребовать выполнения процедуры сокращения верхней части BDD тогда, ко-
гда в результате доопределения появились одинаковые кофакторы.

Перейдем к нахождению алгебраических разложений кофакторов из табл. 21. Заметим, что
кофакторы p3 = x4x5, p12 =  , p15 =  реализуются одной логической операцией “конъюнк-
ция” и нет смысла находить их алгебраические разложения, это касается и кофактора p9 = x5. Ко-
фактор p7 =    можно представить в виде алгебраического разложения p7 = .

Рассмотрим третий уровень BDD, на котором находятся полностью определенные кофакто-
ры, заданные в табл. 22. По сравнению кофакторами из табл. 17, исходные частичные кофакторы
g3 и g9 (табл. 22) доопределены по-другому (эти доопределения в табл. 22 отмечены жирным кур-
сивом), в результате чего только один кофактор g7 может быть алгебраически разложен: g7 = g1  g2.

= ∨ = ∨ ∨ =7 3 13 3 14 3 7 3 7 3 3 7( ) .g x p x p x p x p x x p

7p

= ∨ = ∨ = ∨
= ∨ = ∨ = ∨
= ∨ = ∨ = ∨

= ∨ = ∨
= ∨ = ∨ = ∨

= = ∨
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; ; ,
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h x g x g h x g x g g x p x p

g x p x p g x x p
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g u g x p x p = ∨ =
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; ; ,
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g x p x p p x x
p x x x x p x p x x p x x u p

4 5x x 4 5x x

4 5x x ∨ 4 5x x ∨3 12p p

∨

Таблица 21. Полностью определенные кофакторы второго уровня BDD

x4 x5 p3 p7 p9 p12 p15 p5 = p8= 1

0 0 0 0 0 1 0 1

0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0 1 1

1 1 1 0 1 0 0 1

Реализуемые 
кофакторы

p2  p3;
p10  p3; 
p17  p3

p13  ; 
p14  ;

p11  p9 p1  p12; 
p4  p12;
p6  p12; 
p16  p12

p18  p15 p5  1;
p8  1

≺

≺

≺

≺ 7p
≺ 7p

≺ ≺

≺

≺

≺

≺ ≺

≺

Таблица 20. Частичные кофакторы второго уровня BDD (рис. 3)

x4 x5 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13 p14 p15 p16 p17 p18

0 0 1 – 0 1 1 1 0 – – – 0 1 1 1 0 1 0 –
0 1 – 0 0 0 – 0 1 1 1 0 1 0 0 – 0 0 – 0
1 0 0 – 0 0 1 – 1 1 0 – – 0 – 0 1 – 0 1
1 1 0 1 1 – 1 0 0 1 1 1 – 0 1 1 – 0 1 0
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Многоуровневое представление при разложении кофакторов от нижних уровней BDD имеет
вид (9.2) и сложность 20 внутренних переменных, 74 литералов:

(9.2)

10. Сравнение с другими методами доопределения частичных векторных функций.
10.1. “Н у л е в о е д о о п р е д е л е н и е”. Если не проводить алгебраические разложения ко-
факторов, а заменить в табл. 11 все неопределенные значения “–” компонентных функций ну-
левыми значениями (выполнить “нулевое” доопределение), то получим многоуровневое
BDD-представление с 20 внутренними переменными и 79 литералами. Заметим, что при “нуле-
вом” доопределении можно провести алгебраическое разложение только одного полностью
определенного кофактора g7 в виде g7 = g1  g2.

10.2. “С о в м е с т н а я м и н и м и з а ц и я в к л а с с е ДНФ”. Совместная минимизация в
классе ДНФ исходных частичных функций с помощью программы из [25] приводит к системе
ДНФ, содержащей 21 элементарную конъюнкцию. BDD-представление (по найденной лучшей
перестановке x1, x3, x2, x4, x5) полученной системы полностью определенных функций с помо-
щью программы из [16] содержит 19 внутренних переменных в формулах разложений Шеннона
и 76 литералов в этих формулах. Такой результат свидетельствует о том, что целесообразно раз-
вивать методы многоуровневой оптимизации для частичных функций, а не минимизировать
функции в классе ДНФ и проводить для минимизированных ДНФ оптимизацию в классе BDD.

10.3. “Д о о п р е д е л е н и е B D D”. Доопределение BDD (формул из табл. 11), начинаемое
с листьев и выполняемое по правилам  (табл. 23), где ti  , i = 1, …, 9, c последующим
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Таблица 22. Полностью определенные кофакторы третьего уровня BDD (пример 3)

x3 x4 x5 g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8 g9

0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1

1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0

1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0

Таблица 23. Доопределения частичных кофакторов первого уровня BDD (рис. 3)

Частичные кофакторы

x5 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9

0 – 1 – – 0 1 0 1 0

1 – – 0 1 – 0 1 1 0

Доопределяющие полностью определенные кофакторы
x5

0 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 0 1 0 1 0 0 1 1 0

1*t 2*t 3*t 4*t 5*t 6*t 7*t 8*t 9*t



92

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2022

БИБИЛО

Таблица 24. Сравнение доопределений частичной векторной функции

Частичная векторная 
функция (табл. 11) Полностью определенная векторная функция – результат доопределения

x1 x2 x3 x4 x5 f1 f2 f3

Доопредение 
BDD “снизу”, 

формулы 
(10.1)

“Нулевое” 
доопределение

Минимизация 
в классе ДНФ, 

программа 
[25]

Алгебраичес-
кое разложение 

кофакторов, 
сверху BDD, 

формулы (8.5)

Алгебраичес-
кое разложение 

кофакторов, 
снизу BDD, 

формулы (9.2)

0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1

0 0 0 0 1 0 1 – 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 – 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 – – 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 1 – 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0 1 – 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 0 – 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 1 – 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1

0 1 1 0 0 – – – 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 1 – 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0

0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 0 0 0 1 1 1 – 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1

1 0 0 1 0 1 – 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 1 0 – 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1

1 0 1 0 0 – 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 0 1 1 0 1 0 - 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0

1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 1 – 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 1 0 1 1 1 1 – 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0

1 1 1 0 0 – 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1

1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 – 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 0 – 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Число литералов в много-
уровневом представлении 89 79 76 68 74

1 2 3* * *f f f 1 2 3* * *f f f 1 2 3* * *f f f 1 2 3* * *f f f 1 2 3* * *f f f
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сокращением BDD приводит к нахождению одинаковых функциональных вершин: p17 = p3; p5 =
= p8 = 1; p4 = p6 = p12; p2 = p15 и получению следующих уравнений:

(10.1)

Уравнения (10.1) содержат 24 внутренних переменных и 89 литералов.
Приведем в табл. 24 полностью определенные векторные функции, являющиеся доопределе-

ниями частичной векторной функции из табл. 11. Жирным курсивом в табл. 24 выделены полно-
стью определенные значения (0, 1) функций, которые заменили неопределенные значения “–”
исходных компонентных частичных функций.

Заключение. Предложен метод рационального доопределения систем частичных булевых
функций до полностью определенных, позволяющий дополнительно упрощать многоуровневые
BDD-представления, используя не только нахождение пар взаимно инверсных подфункций, но
и алгебраические разложения подфункций, находящихся на одном уровне BDD. Такая дополни-
тельная технологически независимая оптимизация по числу литералов в результирующих логи-
ческих уравнениях приводит к более простым функциональным описаниям, по которым осу-
ществляется синтез комбинационных логических схем в различных технологических базисах.
Дальнейшие исследования предполагают программную реализацию предложенного метода,
экспериментальное исследование программ на различных наборах практических примеров, а
также сравнение новых экспериментальных результатов с известными результатами, получае-
мыми на основе перехода к системам полностью определенных булевых функций и минимиза-
ции BDD-представлений в классе полностью определенных функций.
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Рассматривается сферический робот (робот-шар), внутренний механизм которого содержит
платформу, опирающуюся своими краями на внутреннюю поверхность сферы. К платформе
крепится вилка, внутри которой смонтировано колесо, касающееся этой поверхности сферы.
Механизм содержит два привода, один из которых поворачивает плоскость колеса относи-
тельно платформы, а другой “катит” колесо по ее внутренней поверхности. При помощи пер-
вого привода меняется направление движения робота, а другой привод осуществляет его мар-
шевое движение (качение сферы) вдоль желаемого направления. Рассматривается закон
управления, позволяющий предотвратить возникновение нежелательных колебаний сферы
сравнительно большой амплитуды в ее продольном движении.

DOI: 10.31857/S0002338822040047

Введение. В настоящее время в литературе можно найти много работ, посвященных различ-
ным конструкциям сферических роботов, вопросам управления ими, теоретическим вопросам
динамики, математическому моделированию, экспериментам. В [1] содержится значительное
количество опубликованных ранее в разных изданиях работ, касающихся сферических роботов,
а также ссылки на многие публикации, связанные с ними. В недавних работах [2, 3], в частности,
рассматривается динамика робота-шара, приводимого в движение с использованием омнико-
лес.

Внутренний механизм робота-шара во многих случаях конструируют так, чтобы была воз-
можность отклонить проекцию центра масс всего робота на опорную поверхность от точки (об-
ласти) контакта сферы с этой поверхностью. Возникающий в этих случаях момент силы тяжести
относительно точки контакта стремится повернуть сферу в ту сторону, в которую отклоняется
эта проекция центра масс. При этом и происходит качение робота-шара по опорной поверхно-
сти. Качение робота может быть организовано также путем вращения расположенных внутри
сферы массивных тел.

Робот-шар может применяться для мониторинга окружающей местности, для перемещения
грузов и т.д. При мониторинге окружающей местности такой робот должен нести на борту ви-
деокамеру, акустический датчик. Когда робот-шар используется для перемещения тех или иных
грузов, эти грузы, естественно, размещаются на его борту. При этом вибрации и перегрузки, по-
являющиеся в процессе перемещения робота, могут быть нежелательны, и их необходимо
предотвращать.

Перемещение робота-шара является, вообще говоря, пространственным. При этом причиной
возникновения тех или иных колебаний робота или его частей может быть взаимное влияние
продольного и поперечного движений. С этим связаны определенные трудности управления им.
Теоретические исследования, проведенные в настоящей работе, показывают, что при плоском
продольном движении (в отсутствие поперечного) неудачное управление также может вызвать
нежелательные колебания.

УДК 62-50

РОБОТОТЕХНИКА

EDN: MPWEJF
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Настоящая статья посвящена проблеме синтеза такого управления продольным (плоским)
движением сферического робота, при котором в какой-то степени удается предотвратить воз-
никновение колебаний и перегрузок при перемещении робота.

1. Конструкция робота. В НИИ механики МГУ сконструирован робот-шар, фотография кото-
рого показана на рис. 1.

Корпус робота представляет собой прозрачную сферу. Внутри сферы находится круглая плат-
форма, диаметр которой меньше диаметра сферы. Своими краями платформа опирается на ниж-
нюю половину внутренней поверхности сферического корпуса и может скользить по ней. В се-
редине платформы сделан круглый вырез, в котором смонтирована вилка. Ось вилки перпенди-
кулярна плоскости платформы. Внутри вилки находится колесо, которое своим ободом
опирается на внутреннюю поверхность сферы. Робот оснащен двумя электроприводами. Один
из них поворачивает вилку колеса относительно платформы, управляя направлением движения
робота. Другой электропривод – маршевый, поворачивает колесо вокруг его оси, заставляя ко-
лесо катиться по внутренней поверхности сферы. Управляя электроприводами, можно заставить
колесо катиться в том или ином направлении по внутренней поверхности сферы с той или иной
скоростью. При этом сама сфера будет катиться по опорной поверхности в желаемом направле-
нии. Робот управляется оператором при помощи джойстика.

Описанный выше внутренний механизм робота, по существу, представляет собой маятник,
центр масс которого располагается ниже центра сферы. Перемещая маятник так, чтобы проек-
ция его центра масс на опорную поверхность отклонялась в том или ином направлении от точки
контакта сферы с опорой, можно регулировать момент силы тяжести относительно точки кон-
такта и, тем самым, управлять направлением и скоростью движения всего робота. Подобный ме-
ханизм предложен в патентах [4, 5]. В [6] рассматривается аналогичный механизм, но с некото-
рыми модификациями.

При проведении теоретических и экспериментальных исследований продольного движения,
показанного на рис. 1 робота, наблюдаются угловые колебания платформы, а также колебания
скорости перемещения. В сравнительно недавней публикации [7] также указывается на возник-
новение подобных нежелательных явлений и предлагаются “интуитивные” способы борьбы с
ними. Подход к синтезу управления, используемый в настоящей статье, описан в работах [8–10].

2. Математическая модель продольного движения робота. Ограничимся рассмотрением про-
дольного движения робота по горизонтальной поверхности, при котором центр сферы C и плос-
кость колеса располагаются все время в одной и той же вертикальной плоскости. На рис. 2 при-
ведена схема робота в его разрезе этой вертикальной плоскостью.

Римскими цифрами I–III на рис. 2 показаны сфера, плоская платформа и колесо соответ-
ственно. Буквами B и A обозначены геометрический центр платформы (он же – ее центр масс) и
центр колеса, через L – расстояние CB от центра сферы C до центра масс платформы B. Здесь P

Рис. 1. Сферический робот
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и D – точки контакта сферы с опорной поверхностью и колеса со сферой соответственно. Сферу,
платформу, вилку колеса и само колесо считаем абсолютно твердыми телами. Будем предпола-
гать, что колесо может без проскальзывания катиться по внутренней поверхности сферы, плат-
форма может без сопротивления скользить по этой поверхности, а сфера может катиться без
проскальзывания по опорной поверхности. Буквами , α и  на рис. 2 обозначены отсчитывае-
мые против часовой стрелки угол между вертикалью и отмеченным в сфере радиусом, угол между
горизонтальной плоскостью и платформой (он же – угол между вертикалью и вилкой колеса) и,
наконец, угол между вертикалью и отмеченным в колесе радиусом соответственно. Вилка колеса
приводится во вращение вокруг оси BA с помощью привода, статор которого жестко скреплен с
платформой, а ротор – с вилкой. Масса платформы существенно больше массы вилки с колесом,
поэтому не представляет труда поворачивать вилку относительно сферы на желаемый угол и бла-
годаря этому перемещать (“катить”) сферу в нужном направлении.

В продольном (плоском) движении система имеет две степени свободы. В отсутствие про-
скальзывания колеса по внутренней поверхности сферы и сферы по опоре существует следую-
щая связь между угловыми скоростями :

(2.1)

Здесь  – радиус сферы,  – радиус колеса.
Составим уравнения продольного движения системы методом Лагранжа второго рода. Для

этого выпишем выражения для кинетической T, потенциальной V энергии системы и виртуаль-
ной работы :

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Здесь введены обозначения:

(2.5)

в которых  и  – масса сферы и ее момент инерции относительно диаметра соответственно,
 и  – масса платформы и ее момент инерции относительно ее диаметра,  – масса колеса,

, где  – момент инерции колеса относительно его оси вращения, проходящей че-
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Рис. 2. Схема сферического робота с колесом
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рез его центр А,  – момент инерции ротора маршевого двигателя колеса, n – коэффициент ре-
дукции маршевого привода. При выписывании выражения для виртуальной работы (2.4), в ко-
тором M – момент, развиваемый маршевым приводом, используется кинематическое соотноше-
ние (2.1).

Будем считать, что момент M, развиваемый электроприводом, имеет следующую структуру:

(2.6)

В выражении (2.6) u – напряжение, подаваемое на маршевый двигатель, второе слагаемое в этом
выражении описывает противоэлектродвижущую силу (противоЭДС), возникающую в обмотке
двигателя, cu и  – параметры двигателя (постоянные величины). Выражение (2.6) получается,
если в уравнении Кирхгофа, описывающем баланс напряжений в обмотке электродвигателя,
пренебречь индуктивностью или, другими словами, пренебречь электромагнитной постоянной
времени [11–13].

Угол поворота сферы  является циклической координатой. Введем обозначение для соот-
ветствующей угловой скорости  и, воспользовавшись соотношениями (2.2)–(2.6), запи-
шем систему уравнений плоского движения:

(2.7)

Здесь в дополнение к (2.5) введены также следующие обозначения:

(2.8)

Будем считать, что напряжение u, подаваемое на двигатель, представляет собой кусочно-не-
прерывную функцию u(t), ограниченную по абсолютной величине заданным значением u0:

(2.9)

При  система (2.7) имеет тривиальное решение:

(2.10)

Наряду с полными нелинейными уравнениями (2.7) продольного движения будем рассматри-
вать также приближенные линейные уравнения, отвечающие малым отклонениям фазовых пе-
ременных  от значений (2.10):

(2.11)

В уравнениях (2.11) для фазовых переменных используются те же обозначения , что и в
полных уравнениях (2.7). В первом из уравнений (2.11) опущен член . Кроме того, в со-
ответствии с обозначениями (2.5) принято, что

Уравнения (2.11) можно преобразовать к виду

(2.12)
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Если величиной противоЭДС в обмотке электродвигателя пренебречь, то уравнения (2.12)
упрощаются и принимают вид

(2.14)

При  уравнения (2.14) становятся независимыми, а переменные ,  представляют со-
бой не что иное, как нормальные координаты [14]. Из рассмотрения обозначений (2.5), (2.8) сле-
дует, что , . Кроме того, , поскольку квадратичная форма (2.2), опи-
сывающая кинетическую энергию системы, положительно определена. Таким образом, одно-
родная (при ) система (2.14) имеет двукратное нулевое собственное значение и пару чисто
мнимых:

(2.15)

Величина  представляет собой частоту собственных колебаний переменной  (или, другими
словами, платформы), а  – период этих колебаний. Уравнения (2.14) перепишем в виде

(2.16)

где

3. Синтез управления, предотвращающего нежелательные колебания. Задаче управления коле-
бательными системами посвящено значительное количество исследований. При этом для борь-
бы с нежелательными колебаниями механических систем, для их подавления, предотвращения
применяются различные методы. В монографии [15] для управления колебаниями используются
методы теории оптимального управления. В [16] для колебательных систем предлагается строить
квазистационарное финитное управление, в [17] для управления одномерными колебательными
системами с распределенными параметрами используется граничное кинематическое управле-
ние. В [18] предлагается способ гашения колебаний перемещающейся консоли, в [19] для гаше-
ния нежелательных колебаний применяется принцип Гаусса. В работе [20] рассматривается во-
прос о гашении остаточных колебаний гибкого манипулятора при перемещении груза. В то вре-
мя как в большинстве исследований рассматривается вопрос о гашении нежелательных
колебаний, в [8–10, 21] предлагаются способы управления механическими системами, при ис-
пользовании которых удается вообще предотвратить их, причем как в переходном процессе, так
и после его окончания. В большинстве описанных в литературе исследований, касающихся
борьбы с нежелательными колебаниями, рассматриваются механические системы, содержащие
“упругие” объекты. В отличие от них в настоящей работе изучается система, содержащая только
абсолютно твердые тела. Однако, как оказывается, методы, описанные в [8–10], могут быть ис-
пользованы и в подобном случае.

Пусть в начале процесса управления, т.е. при , угловая скорость сферы  равна нулю,
угол  поворота платформы и его угловая скорость  также равны нулю:

(3.1)

Начальные условия (3.1) в переменных , , , вычисляемые при помощи формул (2.13), имеют
аналогичный вид:

(3.2)

Рассмотрим сначала разрывное управление, принимающее при  максимально возможное
(см. неравенство (2.9)) значение :

(3.3)
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При управлении (3.3) и начальных условиях (3.2) производная  при  растет линейно во вре-
мени (см. уравнения (2.16)), а переменная  – как квадратичная функция:

(3.4)

Что касается переменных  и , то их изменение при управлении (3.3) и начальных условиях (3.2)
описывается выражениями

(3.5)

(3.6)

Из (3.5) следует, что при управлении (3.3), изменяющемся в момент t = 0 “скачкообразно”,
угол α отклонения маятника от вертикали колеблется около стационарного состояния 
с частотой . Напомним, что формулы (3.4)–(3.6) получены для линеаризованной модели (2.16)
и в отсутствие противоЭДС.

Из соотношений (2.13), (3.4), (3.6) получаем, что при управлении (3.3) изменение угловой
скорости вращения сферы описывается как

(3.7)

Из выражения (3.7) следует, что угловая скорость  при  растет “в среднем” линейно во
времени, но на ее поведение накладываются незатухающие колебания. На изменение угла пово-
рота сферы , очевидно, также накладываются колебания с частотой . Амплитуда этих колеба-
ний обратно пропорциональна величине μ2. Угловое ускорение сферы

а значит, и ускорение ее центра масс  претерпевает колебания.
Построим теперь управление системой (2.16), при котором удается предотвратить возникно-

вение указанных выше колебаний. Для этого рассмотрим вместо разрывной (“скачкообразно”
изменяющейся) управляющей функции (3.3) непрерывную, полученную “добавлением” к функ-
ции (3.3) участка, на котором она возрастает от 0 до величины  линейно во времени (см. рис. 3):

(3.8)

Здесь  – постоянная положительная величина, которая будет выбрана ниже. Непрерывное управле-
ние (3.8) в отличие от “скачкообразно” изменяющегося (3.3) можно назвать “плавным” [16].

Решив уравнения (2.16), (3.8) при начальных условиях (3.2), найдем для производной  выра-
жение
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Для переменных  и  запишем следующие соотношения:

(3.10)

(3.11)

Выражения (3.9)–(3.11) найдены путем припасовывания решений уравнений (2.16), (3.8), полу-
ченных при , а затем при . Промежуточные выкладки здесь опущены из-за их гро-
моздкости.

Из соотношений (2.13), (3.9) и (3.11) видно, что при управлении (3.8) изменение угловой ско-
рости сферы  при  описывается как

(3.12)

Соотношения (3.10)–(3.12) показывают, что изменение угла  и угловой скорости  при “плав-
ном” управлении (3.8) происходит с колебаниями так же, как и при разрывном управлении (3.3).
Однако амплитуды этих колебаний можно уменьшить, увеличив время  “нарастания” управля-
ющего сигнала (3.8). При управлении (3.8) эти амплитуды могут быть сделаны сколь угодно ма-
лыми путем выбора достаточно большого значения времени . Таким образом, изменяя в законе
управления (3.8) параметр , можно влиять желаемым образом на амплитуду вибраций в систе-
ме, причем при любых значениях параметров системы. Не следует забывать, однако, что с увели-
чением времени  время переходного процесса также увеличивается, что нежелательно. Рас-
сматривая выражения (3.10)–(3.12), удается сделать и другой, более важный, вывод (см. ниже).

Допустим, что время τ кратно периоду собственных колебаний платформы  с неко-
торым коэффициентом l, т.е.

(3.13)

где . Тогда формулы (3.10)–(3.12) при  приобретают следующий вид:

(3.14)
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Рис. 3. Плавное управление (3.8)
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(3.15)

(3.16)

Формулы (3.14)–(3.16) показывают, что при , когда управляющий сигнал (3.8) становится
постоянным, угол  остается постоянным (отрицательным), а угловая скорость сферы 
растет линейно и монотонно во времени:

При этом каких-либо колебаний по углу  или по угловой скорости  нет.
Таким образом, если время  кратно периоду собственных колебаний платформы θ, т.е. имеет

место условие (3.13), то вибрации в системе на участке постоянства управляющего сигнала (3.8),
т.е. при , отсутствуют вообще. Но сформулированное утверждение справедливо, когда
противоЭДС пренебрежимо мала. Однако вследствие непрерывной зависимости решения диф-
ференциальных уравнений от параметров при “малой” величине коэффициента  амплитуда
колебаний на участке постоянства управляющей силы будет “малой”.

4. Трапецеидальное управление. Рассмотрим управление вида

(4.1)

График функции (4.1), графически изображенный на рис. 4, имеет вид равнобочной трапе-
ции. Если имеет место условие (3.13), то, как нетрудно убедиться, при  угол  при управле-
нии (4.1) остается равным нулю, а угловая скорость сферы  остается постоянной величиной, от-
личной от нуля:

(4.2)

Второе из равенств (4.2) получается при условии . Угловая скорость  при  тем
больше, чем больше время T и чем меньше величина l. Если же, например, желаемая скорость
вращения сферы , то, как следует из второго равенства (4.2), должно иметь место со-
отношение , и управление (4.1) из “трапецеидального” превращается в “треугольное”
(см. рис. 5). Если желаемая скорость , то у треугольного управления максимальное
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Рис. 4. Трапецеидальное управление (4.1)
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значение управляющего сигнала u должно быть меньше величины u0. Такое управление u(t) удо-
влетворяет строгому неравенству  вместо нестрогого (2.9). При помощи управлений,
показанных на рис. 4, 5, можно организовать движение робота-шара с желаемой скоростью.

Рассмотрим теперь управление, которое графически изображается на рис. 6 в виде двух рав-
нобочных трапеций. Одна из трапеций описывается выражением (4.1) и представлена на рис. 4,
а другая симметрична ей относительно точки .

При  и  управление , показанное на рис. 6, равно нулю. Момент времени, ко-
гда управление становится тождественно равным нулю, здесь обозначен через  Если время 
удовлетворяет равенству (3.13), то при использовании этого управления на интервалах ,

, а также при , где управляющий сигнал принимает постоянное значение, ко-
лебания по углу α и по угловой скорости  отсутствуют; при , имеют место тождества

, ,  (если ). Чем больше время T, тем больше угол пово-
рота сферы  и тем больше будет расстояние, на которое она переместится вдоль оси OX (см.
рис. 2), поскольку . График управляющей функции  на рис. 6 симметричен
относительно точки . Поэтому график соответствующей функции  симметри-
чен относительно прямой t = T и, кроме того, если , то  при . В свою
очередь график функции  симметричен относительно точки пересечения прямой t = T и
кривой . И, кроме того, если , то  при . При условии (3.13) гра-
фик функции  симметричен относительно точки . Из условия симмет-
рии функции  вытекает, что если , то

(4.3)
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Рис. 5. “Треугольное” управление
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При начальных условиях (3.1), (3.2) ( ) и  из равенства (4.3) следует, что
.

Рассмотрим теперь вместо управления, показанного на рис. 6, другое трапецеидальное управ-
ление (см. рис. 7).

Управление, изображенное на рис. 7, состоит из двух неравнобочных трапеций. Оно отличается
от управления на рис. 6 размером интервала, на котором происходит смена знака управляющего
сигнала. На рис. 6 длина этого интервала  равна , а на рис. 7 длина соответствую-
щего интервала  равна , т.е. в 2 раза меньше. Поэтому если имеет место усло-
вие (3.13), то и при управлении, представленном на рис. 7, ни угол , ни угловая скорость  не
совершают колебаний на интервале  постоянства управляющего сигнала.

Рассмотрим теперь управление, которое находится из управления, показанного на рис. 6, ес-
ли вторую трапецию, начинающуюся в точке , “отодвинуть” направо от первой и положить

 на получившемся между трапециями интервале (см. рис. 8).
Считается, что длина интервала  на рис. 8 не равна нулю, т.е. величина T

настолько велика, что . При условии (3.13), на интервале 
имеют место тождества:

(4.4)

Таким образом, на этом интервале  робот-шар движется с постоянной ско-
ростью. Второе из равенств (4.4) совпадает со вторым из равенств (4.2), если в (4.4) вместо

( ) ( )= =2 0 α 0 0y ( ) =φ 0 0
( ) ( )=2φ φ 2T T

( )− +τ, τT T 2τ
( )− τ +2, τ 2T T τ

α ω
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T − − >Δ2 4τ 2 0 ( )T+ − −Δ, Δ2τ 2 2τ

( ) ( ) ( )+≡ Δ≡ 1 0, ω .α 0 τt b ut
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Рис. 7. Трапецеидальное управление с более быстрым переключением знака
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величины  подставить . Это естественно, поскольку управление (4.1) (см. рис. 4) на ин-
тервале (0, T) совпадает с управлением на интервале , изображенном на рис. 8. При
управлении, приведенном на рис. 8, сфера к моменту времени  перемещается на бόльшее рас-
стояние, нежели при управлении на рис. 6, если управление на рис. 8 получается из управления
на рис. 6 добавлением интервала , на котором сфера движется с постоянной
скоростью. Управление, изображенное на рис. 8, может быть использовано, если скорость пере-
мещения сферы по каким-нибудь причинам ограничена. При “длинном” интервале (2τ + Δ,

 сфера будет “долго” перемещаться с постоянной скоростью.
5. Численные исследования разомкнутой системы. Рассмотрим следующие численные значе-

ния параметров сферического робота:

(5.1)

Δ − 2τT
( )+ Δ0,2τ

2T

( )T+ − −Δ, Δ2τ 2 2τ

T − −2 2τ )Δ

= = = = =00.08 м, 0.027 м, 0.03 м, 1, 0.01 кг,R r L mn

⋅ ⋅= == =2
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2 2
0 1 1 2кг м 0.8 кг, кг м к2 3 , 0.0001 , 0.05 гJ m R m J m
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2 1кг м ,0.000036 0.00 Н м7 В , 1.u nJ c

Рис. 9. Трапецеидальное (см. рис. 8) управление u(t) при   и соответствующие расчетные зависимо-
сти ,  и x(t)
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Эти значения соответствуют параметрам прототипа робота-шара, показанного на рис. 1. При
значениях (5.1) параметров системы частота собственных колебаний платформы  с–1, а
период этих колебаний  с.

На рис. 9 приведены полученные при решении линейной системы уравнений (2.16), где ,
графики изменения во времени трапецеидального управляющего сигнала , угла , угловой
скорости  и расстояния , пройденного центром сферы. При этом считается, что

 (l = 1), а максимальное напряжение, подаваемое на двигатель, равно 2 В.
Для сравнения на рис. 10 изображены графики, получающиеся в случае, когда длительность

наклонных участков трапеции , т.е. не кратна периоду собственных колебаний . Дли-
тельность этапа разгона подбирается таким образом, чтобы средняя угловая скорость на следую-
щем этапе (где ) была такой же, как и в случае управления с . Из рассмотрения рис.
10 следует, что при указанном управлении наблюдаются заметные колебания величин α и ω.

На рис. 11 графически показаны результаты решения полных нелинейных уравнений движе-
ния (2.7) с учетом противоЭДС (  Н ⋅ м ⋅ с). При этом длительность этапа торможения
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Рис. 10. Трапецеидальное (см. рис. 8) управление u(t) при , т.е. когда длительность наклонных участ-
ков не кратна периоду собственных колебаний, и соответствующие расчетные зависимости ,  и x(t)
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уменьшена с тем, чтобы в его конце угловая скорость робота-шара так же, как на рис. 9, обрати-
лась в нуль. Длительность остальных этапов движения осталась такой же, как на рис. 9.

Из рассмотрения рис. 11 следует, что предложенный закон управления позволяет почти пол-
ностью предотвратить возникновение колебаний по углу наклона платформы  и по угловой
скорости . Пройденное расстояние, как и следовало ожидать, оказывается несколько мень-
шим, чем в случае . Эту разницу можно компенсировать за счет изменения длительности
этапов разгона и торможения.

На рис. 9–11 в начале и в конце участков линейного изменения напряжения u(t) видны “не-
большие” промежутки времени, на которых угловая скорость  изменяется немонотонно.
Подобное поведение угловой скорости обнаруживается и аналитически. С увеличением коэф-
фициента l, однако, промежутки такого немонотонного изменения скорости  уменьшаются.

При каждом из управлений, изображенных на рис. 9–11, сфера перемещается на некоторое
расстояние и останавливается. Изменяя длительность участков постоянства подаваемого на
маршевый привод напряжения, можно изменять расстояние, на которое перемещается робот.
Изменить это расстояние можно также, увеличив или уменьшив (после разгона робота) время, в
течение которого управляющее напряжение равно нулю. При управлении роботом-шаром в су-
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Рис. 11. Управляющий сигнал u(t) и соответствующие зависимости ,  и x(t) для полной нелинейной мо-
дели (2.7) при учете противоЭДС
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первизорном режиме (с оператором) имеет место визуальная обратная связь. В этом случае опе-
ратор во время движения робота или во время его остановок может вводить ту или иную коррек-
цию в управление в зависимости от решаемой задачи.

Заключение. Рассматривается продольное движение сферического робота, внутренний меха-
низм которого содержит платформу, опирающуюся своими краями на внутреннюю поверхность
сферы. К платформе прикреплена вилка, внутри которой смонтировано колесо, касающееся
этой внутренней поверхности. Построено в виде непрерывной функции времени подаваемое на
электропривод колеса управляющее напряжение, при котором удается избежать “больших” ко-
лебаний по углу наклона платформы и по угловой скорости робота в его продольном движении.
Управляющее напряжение состоит из участков постоянства, перемежающихся с участками ли-
нейного во времени роста или убывания. Продолжительность участков линейного изменения
напряжения выбирается кратной периоду собственных колебаний робота.

Результаты численного моделирования также свидетельствуют об эффективности предло-
женного алгоритма управления.
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Исследуются модели систем обслуживания-запасания с двумя политиками пополнения запа-
сов: с фиксированным объемом поставок и с переменным объемом поставок. Пополнения
могут быть осуществлены из двух источников с различными временами выполнения заказа и
стоимостями поставки запасов. Если уровень запасов опускается до точки заказа s, то генери-
руется обычный заказ на поставку запасов к медленному источнику. Если уровень запасов
опускается ниже определенной пороговой величины r, где r < s, то система мгновенно анну-
лирует обычный заказ и генерируется экстренный заказ в быстрый источник. В систему по-
ступают также разрушающие заявки, в результате которых уровень запасов мгновенно умень-
шается. Случайные величины, участвующие в формирование модели, имеют показательные
функции распределения с конечными средними. Найдены условия эргодичности исследуе-
мых систем, вычисляются их стационарные распределения и предложены формулы для на-
хождения их характеристик. Решены задачи минимизации суммарных штрафов изучаемых
систем за счет выбора надлежащих значений точки заказа s и пороговой величины r при ис-
пользовании различных политик пополнения запасов.

DOI: 10.31857/S000233882203009X

Введение. Одним из основных допущений классической теории систем управления запасами
(inventory control systems (ICS)) является допущение о том, что время продажи (отпуска) запаса
потребителям равно нулю. Однако это предположение зачастую оказывается нереальным. В ан-
глоязычной литературе ICS с положительным временем обслуживания получили название си-
стем обслуживания-запасания (queuing-inventory systems (QIS)) [1, 2]. Иными словами, системы
управления запасами могут быть рассмотрены как QIS с мгновенным обслуживанием заявок.
С другой стороны, QIS могут быть рассмотрены как системы массового обслуживания, которые
имеют ограниченные запасы и обслуживание поступающих расходующих заявок (consumer cus-
tomers, c-заявки) подразумевает продажу им запасов определенных размеров с помощью серве-
ров системы. В отличие от теории ICS, которая имеет долгую историю [3], теория QIS интенсив-
но развивается лишь последние три десятилетия, так как первыми публикациями в этом направ-
ление являются [4, 5]. Теория QIS в последние годы широко изучаeтся различными авторами.
Современное состояние теории QIS и ее приложения подробно описаны в недавней обзорной
работе [6].

Каждая QIS старается найти баланс между доходами за обслуживания заявок, стоимостью за-
казов и хранением запасов. Подавляющие большинство публикаций посвящены изучению QIS,
в которых поставка запасов осуществляется из одного источника. Однако в целях увеличения
надежности своевременного обеспечения запасами необходимо организовать снабжения из не-
скольких источников. Применительно к моделям классических ICS эта проблема изучена доста-
точно подробно. Во многих работах показано, что политика снабжения от нескольких источ-
ников может быть более эффективной, чем политика, которая полагается на одного постав-
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щика [7–13]. Заинтересованный читатель может найти библиографию в этом направлении в
обзорных статьях [14–16] ([15] содержит 373 наименования в списке литературы).

Проблема выбора поставщика из конечного множества поставщиков с различными характе-
ристиками (временами выполнения заказов и их стоимостями) рассмотрена в [17]. В отличие от
[17] в настоящей работе рассматривается проблема разделения заказов между быстрым и доро-
гим поставщиком и медленным, но недорогим поставщиком.

Отметим, что когда используются несколько источников для снабжения, то необходимо
определить правила для определения моментов поставки от различных источников, а также рас-
пределить объемы заказа между ними. Возможны два пути решения этих проблем: (1) общий
объем заказа заранее распределяется между источниками по определенным критериям, при этом
источники независимо друг от друга выполняют эти заказы; (2) заказы делаются разным источ-
никам в различных ситуациях, т.е. в конкретных ситуациях ожидается поставка лишь от одного
источника.

Практическая реализация первой схемы не представляет никаких трудностей в QIS, где ис-
пользуется политика пополнения запасов (ППЗ) с фиксированным объемом заказа, например,
в системах с (s, Q)-политикой пополнения запасов. Напомним, что с помощью (s, Q)-политики
размер заказа является постоянной величиной и равен Q = S – s, где S – максимальный размер
склада системы, а s называется точкой заказа, при этом считается, что s = . В системах, где
объем заказа зависит от текущего состояния системы (уровня запасов), например QIS с (s, S)-поли-
тикой, реализация указанной схемы оказывается нетривиальной задачей. При использовании
(s, S)-политики размер заказа является переменной величиной и определяется так, что в момент
его выполнения склад системы заполняется полностью.

В работе рассматриваются модели QIS, в которых применяется вторая схема распределения
заказов между двумя источниками с различными характеристиками. Нами предлагается следу-
щая схема распределения заказов между двумя источниками. Когда запас падает до уровня s, s =
= , срабатывает обычный заказ к медленному Источнику-1. Однако если до момента
выполнения обычного заказа уровень запасов опускается ниже определенного порогового
(опасного) значения r, r = , срабатывает экстренный заказ определенного размера к быст-
рому Источнику-2, который выполняется за дополнительную плату. Во избежание переполне-
ния склада системы в момент отправки заказа к Источнику-2 аннулируется заказ к Источнику-
1, так как из-за стохастичности времен выполнения поставок возможны ситуации, когда за ко-
роткое время поступают поставки с обоих источников. Отметим, что аннулирование заказа к Ис-
точнику-1, как правило, приводит к определенным штрафам, которые должны выплачиваться
конкретной системой обслуживания-запасания. Размеры обычного и экстренного заказов опре-
деляются исходя из принятой политики пополнения запасов.

В известных работах, посвященных моделям QIS с портящимися запасами, как правило,
предполагается, что запасы портятся с течением времени (детерминированного или случайного
времени). Вместе с тем почти не изучены модели QIS, где учитываются возможности мгновен-
ного уничтожения запасов из-за внезапных событий, например, в результате небрежного отно-
шения сотрудников склада к своей работе, технических аварий и т.д. В данной работе такие си-
туации учитываются с помощью введения потока разрушающих заявок (destructive customers,
d-заявки), которые не требуют обслуживания, а их наступление приводит к мгновенному умень-
шению уровня запасов. Разрушающие заявки могут быть рассмотрены как аналог негативных за-
явок в классических системах массового обслуживания, в которых негативные заявки не требу-
ют обслуживания, а при поступлении они вытесняют из очереди (или из сервера) одну обычную
заявку [18, 19].

Подавляющие большинство работ по изучению QIS посвящены системам, в которых постав-
ка запасов осуществляется из одного источника. Авторам известна лишь работа [20], где изуча-
ется марковская модель QIS с портящимися запасами и двумя источниками. Рассмотрена мо-
дель с пуассоновским потоком, где каждая заявка, согласно схеме Бернулли, либо принимается
в систему (т.е. является с-заявкой), либо вытесняет из очереди одну заявку (т.е. выступает нега-
тивной заявкой). Времена обслуживания с-заявок, порчи запасов и время выполнения заказов
из различных источников имеют показательные распределения с конечными (положительны-
ми) средними. В системе предложена следующая ППЗ: когда уровень запасов опускается до
фиксированной величины m, m > (S/2) срабатывает обычный заказ объема Q1 = S – m к медлен-
ному источнику; если уровень запасов опускается до заранее определенной величины s, s < Q1,
срабатывает экстренный заказ объема Q2 = S – s > s + 1 к быстрому источнику. Считается, что

−0,( /2) 1S
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s + m < S, так как в противном случае возможны ситуации, когда суммарная поставка запасов мо-
жет превышать максимальный объем склада системы. В указанной работе с помощью матрично-
геометрического метода [21] найдено стационарное распределение соответствующей цепи Мар-
кова и решена задача минимизации суммарных штрафов системы.

Настоящая публикация мотивирована работой [20]. В работе предложены новые политики
пополнения запасов в QIS с с- и d-заявками и двумя источниками.

1. Описание моделей. Ниже рассматриваются две модели QIS типа M/M/1/∞ с расходующими
и разрушающими заявками и двумя источниками при использовании (s, S) и (s, Q) политик по-
полнения запасов. В обеих моделях интенсивность поступающего пуассоновского потока с-за-
явок равна λ, и для простоты изложения полагаем, что с-заявки требуют запаса единичного раз-
мера. Кроме того, в обеих моделях поток d-заявок также считается пуассоновским с параметром
κ, при этом в момент поступления таких заявок уровень запасов мгновенно уменьшается на еди-
ницу; d-заявка может даже уничтожить запас, который находится на этапе отпуска к c-заявке.
Если уровень запасов равен нулю, то поступившая d-заявка не влияет на работу системы.

Поступившая с-заявка немедленно принимается для обслуживания, если в этот момент сер-
вер свободен и уровень запасов положительный; если уровень запасов положительный и сервер
занять, то эта заявка ставится в очередь бесконечной длины. Отметим, что с-заявки присоединя-
ются к очереди даже тогда, когда уровень запасов равен нулю, т.е. если в момент поступления
очередной с-заявки в системе отсутствуют запасы, то она либо с вероятностью ϕ1 становится в
очередь, либо с вероятностью ϕ2 покидает систему, при этом ϕ1 + ϕ2 = 1. Заявка в начале очереди
становится нетерпеливой, если уровень запасов падает до нуля, т.е. в таких случаях с-заявка во
главе очереди ожидает некоторое случайное время, которое имеет показательную функцию рас-
пределения (ф.р.) со средним τ–1, и по истечении этого времени она покидает систему с неудо-
влетворенным спросом.

После завершения обслуживания с-заявка либо с вероятностью σ1 отказывается получить то-
вар, либо с вероятностью σ2 получает товар, при этом σ1 + σ2 = 1. В обоих случаях время обслу-
живания с-заявок имеют показательные ф.р., но их средние значения различны, т.е. если с-заяв-
ка отказывается получить товар, то среднее время ее обслуживания равно ; иначе это время
равно .

Пополнения запасов можно осуществлять из двух источников: медленного Источника-1 и
быстрого Источника-2. Время выполнения заказов каждого источника имеет показательную
ф.р., но их средние значения различны, т.е. если делается заказ к Источнику-i, то среднее время
ожидания поставки запаса равно , i = 1, 2, при этом ν2 > ν1. Иными словами, снабжение от Ис-
точника-2 требует меньшее времени доставки, чем Источник-1, но снабжение от Источника-2
требует дополнительных затрат. Кроме того, аннулирование заказа от Источника-1 связано с
определенными штрафами.

Изучаются две политики пополнения запасов: (s, S) и (s, Q). Считается, что в изучаемой си-
стеме разрешено аннулирование заказа до его выполнения. При этом время, необходимое для
оформления акта аннулирования ничтожно малая величина, т.е. здесь принимается, что это вре-
мя равно нулю. В обеих ППЗ принимается, что точка заказа определяется так: 0 < s < (S/2). Если
уровень запасов опускается до величины s, то делается заказ к Источнику-1, а когда уровень за-
пасов опускается до пороговой величины r, 0 ≤ r < s, то мгновенно аннулируется заказ от Источ-
ника-1 и отправляется заказ к Источнику-2.

Задача состоит в нахождении совместного распределения числа с-заявок в системе и уровня
запасов системы, определении основных характеристик системы и решении задачи выбора оп-
тимальных значений точки заказа s и пороговой величины r с целью минимизации суммарных
затрат системы при использовании различных политик пополнения запасов. Cуммарные затра-
ты включают переменные и постоянные затраты для каждого типа заказа и аннулирования зака-
за, а также затраты на хранение запасов, штрафы из-за потери с-заявок в результате их нетерпе-
ливости и штрафы за их пребывание в системе.

2. Расчет вероятностей состояний системы при использовании (s, S)-политики. Функционирова-
ние системы описывается двумерной цепью Маркова (two dimensional Markov chain (2-D MC)) с
состояниями вида (n, m), где n указывает число с-заявок в системе, n ≥ 0, m обозначает уровень
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запасов на складе системы, m = . Пространство состояний (ПС) этой 2-D MC определяется
так:

где множество L(n) = {(n, 0), (n, 1), …, (n, S)} – n-й уровень.
Интенсивность перехода из состояния (n1, m1) ∈ E в другое состояние (n2, m2) ∈ E обозначим

через q((n1, m1), (n2, m2)). Из описания системы видно, что переходы между состояниями ПС E
связаны со следующими событиями: (i) поступление с-заявок, (ii) завершение обслуживания
с-заявок, (iii) уход с-заявок из очереди из-за их нетерпеливости, (iv) поступление d-заявок и (v)
поступление пополнения запасов.

Пусть исходным состоянием системы является (n1, m1) ∈ E. Тогда возможные переходы между
состояниями и их интенсивности определяются следующим образом.

Если поступает с-заявка и уровень запасов равен нулю (m1 = 0), то эта заявка с вероятностью ϕ1
становится в очередь, т.е. осуществляется переход из данного состояния в состояние (n1 + 1, 0) ∈ E;
интенсивность этого перехода равна λϕ1.

Если поступает с-заявка и уровень запасов больше нуля (m1 > 0), то число с-заявок в си-
стеме увеличивается на единицу, т.е. осуществляется переход из данного состояния в состо-
яние (n1 + 1, m1) ∈ E; интенсивность этого перехода равна λ.

Если после завершения обслуживания с-заявка отказывается получить товар, то число с-за-
явок в системе уменьшается на единицу, при этом уровень запасов системы не меняется, т.е. осу-
ществляется переход из данного состояния в состояние (n1 – 1, m1) ∈ E; интенсивность этого пе-
рехода равна μ1σ1.

Если после завершения обслуживания с-заявка получает товар, то одновременно число с-за-
явок в системе и уровень запасов системы уменьшаются на единицу, т.е. осуществляется переход
из данного состояния в состояние (n1 – 1, m1 – 1) ∈ E; интенсивность этого перехода равна μ2σ2.

Если уровень запасов падает до нуля (либо после завершения обслуживания с-заявки, либо в
результате поступления d-заявки), т.е. если в исходном состоянии (n1, m1) ∈ E имеем m1 = 0, то
с-заявка во главе очереди покидает систему с неудовлетворенным спросом после некоторого
случайного промежутка времени. Иными словами, осуществляется переход из исходного состо-
яния в состояние (n1 – 1, 0) ∈ E; интенсивность этого перехода равна τ.

Если в момент поступления d-заявки уровень запасов больше нуля (m1 > 0), то запас единич-
ного размера уничтожается, а число с-заявок в системе не меняется, т.е. осуществляется переход
из данного состояния в состояние (n1, m1 – 1) ∈ E; интенсивность этого перехода равна κ.

Если в момент поступления пополнения уровень запасов m1 = , то происходит переход
в состояние (n1, S) ∈ E c интенсивностью ν1.

Если в момент поступления пополнения уровень запасов m1 = , то происходит переход в
состояние (n1, S) ∈ E c интенсивностью ν2.

Таким образом, положительные элементы генератора изучаемой 2-D MC определяются так:

(2.1)

Исходя из соотношений (2.1) заключаем, что полученная 2-D MC представляет собой не за-
висящий от уровня квазипроцесс размножения и гибели (level independent quasi-birth-death pro-
cess (LIQBD)). Перенумеровав состояния данной 2-D MC лексикографичeским способом
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(т.е. они нумеруются, согласно порядку (0, 0), (0, 1), …, (0, S), (1, 0), (1, 1), …, (1, S), …), заключа-
ем, что генератор полученной LIQBD представляется следующим образом:

(2.2)

где O означает нулевую квадратную матрицу размерности S + 1, а блочные матрицы B = ||bij||, Ak = || ||,
k = , i, j = , B = ||bij||, являются квадратными с той же размерностью, где их ненулевые эле-
менты определяются как:

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Т е о р е м а 1. При использовании (s, S)-политики система является эргодичной тогда и толь-
ко тогда, когда выполняется следующее соотношение:

(2.7)

где

Д о к а з а т е л ь с т в о. Стационарное распределение, которое соответствует генератору A = A0 +
+ A1 + A2, обозначим через π = (π(0), π(1), …, π(S)). Величины π(m) представляют собой вероят-
ности того, что уровень запасов равен m, m = . Эти величины находятся из следующей систе-
мы уравнений равновесия (СУР):

(2.8)
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где 0 – нулевая вектор-строка размерности S + 1 и e – вектор-столбец размерности S + 1, все ком-
поненты которых равны единице.

Из соотношений (2.4)–(2.6) заключаем, что ненулевые элементы генератора A = ||aij||, i, j = 
определяются так:

(2.9)

На основе соотношений (2.9) заключаем, что СУР (2.8) имеет следующий явный вид:

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Здесь и далее δx, y обозначают символы Кронекера. Из СУР (2.10)–(2.12) с применением метода,
предложенного в [22], находим, что величины π(m), m =  выражаются через π(0) следующим
образом:

(2.13)

где αm = a2(1 + a2)m – 1, βm = a2(1 + a2)r(1 + a1)m – (r + 1).
Величина π(0) определяется из условия нормировки, т.е. π(0) + π(1) + … + π(S) = 1. Тогда с

учетом соотношений (2.13) после выполнения простых преобразований получаем, что π(0) нахо-
дятся с помощью формулы, указанной в (2.7).

Из [21, с. 81–83] заключаем, что изучаемый LIQBD является эргодичным тогда и только тогда,
когда выполняется следующее соотношение:

(2.14)
Таким образом, с учетом соотношений (2.4), (2.6) и (2.14) после выполнения определенных

преобразований из (2.14) получим, что соотношение (2.7) верно.
З а м е ч а н и е 1. Условие эргодичности (2.7) имеет следующий вероятностный смысл: взве-

шенная общая интенсивность поступления заявок в систему должна быть меньше, чем взвешeн-
ная общая интенсивность ухода заявок из системы. Условие (2.7) может быть заменено грубым,
но в то же время легко проверяемым условием λ < min(τ, μ1σ1 + μ2σ2).

З а м е ч а н и е 2. В частном случае, когда ϕ1 = 0 (с-заявки не присоединяются в очередь, если
уровень запасов равен нулю) и τ = 0 (с-заявки в очереди являются терпеливыми даже тогда, когда
уровень запасов равен нулю) из (2.7) при σ2 = 0 (с-заявки не получают запасы, т.е. они требуют
лишь обслуживания в сервере) находим классическое условие эргодичности одноканальной
марковской системы обслуживания, т.е. λ < μ1. Этот факт является вполне ожидаемым, так как
при указанных допущениях относительно значений исходных данных изучаемая система пре-
вращается классическую СМО типа M/M/1/∞. Интересным оказывается следующий результат:
если положить σ2 = 1 (все с-заявки получают запасы), то находим, что при ϕ1 = 0 и τ = 0 имеем
λ < μ2, т.е. при таких допущениях условие эргодичности системы не зависит от размера склада
системы (S), а также от интенсивности разрушающих заявок (κ) и от интенсивностей пополне-
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ний из различных источников (ν1, ν2). Аналогичные результаты, для похожих моделей с одним
источником поставок получены в [23, 24].

Стационарное распределение, соответствующее генератору G, обозначим через p = (p0, p1, p2, …),
где pn = (p(n, 0), p(n, 1), …, p(n, S)). Согласно известному алгоритму для LIQBD (см. [21, с. 81–83]),
заключаем, что при выполнении условия эргодичности (2.7) искомое стационарное распределе-
ние определяется как

(2.15)

где R является неотрицательным и минимальным решением следующего квадратичного матрич-
ного уравнения:

(2.16)

Вероятности p0 граничных состояний вычисляются из СУР:

(2.17)

(2.18)

где I обозначает единичную матрицу размерности S + 1.
3. Расчет вероятностей состояний системы при использовании (s, Q)-политики. Пространство

состояний данной модели также задается с помощью множества Е, но здесь элементы гене-
ратора  соответствующего LIQBD вычисляются так:

(3.1)

Ненулевые элементы матриц  и  рассчитываются следующим образом:

(3.2)

(3.3)

Т е о р е м а 2. При использовании (s, Q)-политики система является эргодичной тогда и толь-
ко тогда, когда выполняется соотношение (2.7), где величина π(0) определяется как

(3.4)
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где

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ненулевые элементы генератора  = A0 +  + A2 задаются так:

(3.5)

Из соотношений (3.5) заключаем, что при использовании данной ППЗ балансовые уравнения
для состояний m, m =  и m, m = , совпадают с уравнениями (2.10) и (2.11), соответствен-
но. Однако в данной политике балансовые уравнения для состояний m, m = , имеют сле-
дующий вид:

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Используя описанный выше метод решения СУР (2.10)–(2.12), находим, что неизвестные ве-
личины π(m), m = , выражаются через величины π(0) следующим образом:

(3.9)

Значения π(0) вычисляется с помощью условия нормировки, т.е. эта величина определяется
из (3.4). С учетом соотношений (3.9) после выполнения определенных преобразований из (2.14)
получаем, что теорема 2 верна.

Далее стационарное распределение исходной модели определяется с помощью СУР (2.17),
(2.18), где B заменяется на , а A1 заменяется на .

З а м е ч а н и е 3. Из теорем 1 и 2 заключаем, что в изучаемой системе условие эргодичности
зависит не только от интенсивностей поступления и обслуживания расходующих заявок, но и от
размера склада системы, интенсивности разрушающих заявок, политик пополнения запасов и
времен их пополнения из различных источников.

4. Расчет операционных характеристик системы. При использовании обеих ППЗ усредненные
операционные характеристики исследуемой системы находятся через вероятности состояний
системы следующим образом:

средний уровень запасов на складе (Sav) с помощью обеих ППЗ

(4.1)

средний объем поставок от Источника-i, i = 1, 2, при использовании (s, S)-политики (Vav(i))
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средний объем поставок от Источника-i, i = 1, 2, при использовании (s, Q)-политики

(4.3)

среднее число с-заявок в системе (Lav)

(4.4)

средняя интенсивность уничтожения запасов системы (DRS):

(4.5)

средняя интенсивность обычных заказов (RR1):

(4.6)

средняя интенсивность экстренных заказов (RR2):

(4.7)

З а м е ч а н и е 4. Средняя интенсивность экстренных заказов равна средней интенсивности
аннулирования (rate of cancellation (RC)) обычных заказов.

Вероятность потери заявок c-заявок (PL):

(4.8)

В последней формуле первое слагаемое суммы оценивает вероятность потери c-заявок при их
поступлении в систему при условии, что в этот момент уровень запасов равен нулю, а второе –
вероятность потери этих заявок из-за их нетерпеливости в очереди при условии, что до момента
начала их обслуживания уровень запасов опускается до нулевого значения.

5. Численные результаты. Одна из целей выполнения вычислительных экспериментов заклю-
чается в изучении поведения операционных характеристик (4.1)–(4.8) относительно изменения
значений ее исходных параметров при использовании различных ППЗ.

Результаты некоторых вычислительных экспериментов для гипотетической модели, которые
показывают влияние изменений значений исходных параметров системы на характеристики
(4.1)–(4.8), даны в табл. 1–8, где в каждом столбце верхняя строка соответствует (s, S)-политике,
а нижняя – (s, Q)-политике пополнения запасов. Во всех экспериментах значения вероятностей
ϕk и σk, k = 1, 2, фиксируются, т.е. считается, что ϕ1 = 0.6 и σ1 = 0.4. Кроме того, в табл. 1–7 при-
нимается, что S = 22, s = 10, r = 5, а в табл. 8 – S = 27, r = 4. Значения остальных параметров ука-
заны после названия каждой таблицы.

В результате анализа данных указанных таблиц можно сделать выводы о поведении операци-
онных характеристик (4.1)–(4.8). Отметим, что часть выводов являются общими, а некоторые из
них верны лишь для выбранных значений исходных данных модели.

Как и следовало ожидать, с ростом интенсивности с-заявок уменьшается средний уровень за-
пасов системы при использовании обеих ППЗ, при этом скорости изменения их значений явля-
ются малыми (табл. 1). Так, например, при увеличении интенсивности с-заявок на 40% уровень
запасов уменьшается всего на 2%. Кроме того, для фиксированных значений интенсивности с-за-
явок при использовании (s, S)-политики средний уровень запасов системы оказывается больше,
чем при использовании (s, Q)-политики. Последний результат соответствует теоретическим
ожиданиям, так как с помощью (s, S)-политики средний объем поставок больше, чем при ис-
пользовании (s, Q)-политики. Аналогичная картина наблюдается при росте интенсивности d-за-
явок (табл. 2). Как и следовало ожидать, увеличение интенсивности обслуживания с-заявок, ко-
торые не получают запасы системы после завершения их обслуживания, почти не влияет на зна-
чения этой характеристики (табл. 3). Подобная ситуация имеет место при росте интенсивности
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обслуживания с-заявок, которые получают запасы системы после завершения их обслуживания,
почти не влияет на значения этой характеристики (табл. 4). Так, например, при увеличении ин-
тенсивности с-заявок на 40% уровень запасов уменьшается всего на 1%. Значения изучаемой

Таблица 1. Влияние изменения параметра λ на характеристики системы; κ = 10, μ1 = 35, μ2 = 25, τ = 20, ν1 = 5,
ν2 = 10

λ Vav(1) Vav(2) Sav Lav DRS RR1 RR2 PL

20 2.3914 0.7646 14.4942 2.2183 9.9403 1.3216 0.4404 0.0934
2.6919 0.6278 13.1012 2.2172 9.9240 1.6821 0.5604 0.1188

21 2.4146 0.8040 14.4483 2.6650 9.9344 1.3518 0.4628 0.1116
2.7241 0.6584 13.0320 2.6178 9.9169 1.7235 0.5885 0.1403

22 2.4327 0.8364 14.4111 3.1345 9.9293 1.3764 0.4812 0.1285
2.7551 0.6894 12.9636 3.1322 9.9094 1.7648 0.6169 0.1646

23 2.4538 1.8765 14.3659 3.9020 9.9229 1.4062 0.5039 0.1517
2.7851 0.7207 12.8957 3.8170 9.9016 1.8060 0.6455 0.1922

24 2.4723 0.9135 14.3247 4.9088 9.9167 1.4334 0.5248 0.1756
2.8168 0.7555 12.8217 4.8906 9.8925 1.8511 0.6774 0.2264

25 2.4896 0.9505 14.2841 6.4168 9.9103 1.4601 0.5456 0.1991
2.8419 0.7843 12.7615 6.2038 9.8843 1.8879 0.7038 0.2577

26 2.5044 0.9836 14.2483 8.5961 9.9045 1.4837 0.5642 0.2282
2.8688 0.8164 12.6959 8.5751 9.8759 1.9286 0.7333 0.2964

27 2.5218 1.0247 14.2043 14.0662 9.8970 1.5126 0.5873 0.2638
2.8975 0.8524 12.6223 14.0850 9.8656 1.9736 0.7663 0.3440

28 2.5369 1.0623 14.1645 30.2622 9.8899 1.5388 0.6084 0.2998
2.9194 0.8812 12.5649 26.7314 9.8571 2.0091 0.7927 0.3865

Таблица 2. Влияние изменения параметра κ на характеристики системы; κ = 20, μ1 = 35, μ2 = 25, τ = 20,
ν1 = 5, ν2 = 10

κ Vav(1) Vav(2) Sav Lav DRS RR1 RR2 PL

10 2.3914 0.7646 14.4942 2.2183 9.4030 1.3216 0.4404 0.0934
2.6919 0.6278 13.1012 2.2172 9.9240 1.6821 0.5604 0.1188

11 2.4314 0.8341 14.4138 2.2176 10.9227 1.3747 0.4799 0.1100
2.7531 0.6874 12.9680 2.2163 10.9009 1.7622 0.6150 0.1409

12 2.4679 0.9047 14.3345 2.2168 11.9018 1.4270 0.5198 0.1280
2.8103 0.7483 12.8369 2.2152 11.8733 1.8418 0.6708 0.1652

13 2.5012 0.9764 14.2561 2.2160 12.8775 1.4786 0.5602 0.1475
2.8637 0.8103 12.7077 2.2141 12.8409 1.9209 0.7276 0.1915

14 2.5314 1.0490 14.1790 2.2151 13.8940 1.5295 0.6010 0.1683
2.9135 0.8732 12.5804 2.2129 13.8032 1.9994 0.7854 0.2199

15 2.5589 1.1224 14.1027 2.2142 14.8174 1.5797 0.6420 0.1905
2.9600 0.9371 12.4549 2.2117 14.7605 2.0774 0.8440 0.2503

16 2.584 1.1965 14.0227 2.2132 15.7810 1.6293 0.6832 0.2140
3.0032 1.0017 12.3311 2.2103 15.7108 2.1547 0.9033 0.2828

17 2.6067 1.2728 13.9529 2.2122 16.7407 1.6782 0.7246 0.2387
3.0435 1.0669 12.2090 2.2089 16.6554 2.2314 0.9632 0.3171

18 2.6272 1.3465 13.8793 2.2111 17.6956 1.7265 0.7662 0.2647
3.0810 1.1328 12.0886 2.2073 17.5934 2.3074 1.0237 0.3534
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характеристики (4.1) почти не зависит от степени нетерпеливости с-заявок в очереди. Например,
при увеличении указанного параметра на 40% значения уровня запасов меняются лишь в тре-
тьем знаке после десятичной точки (табл. 5). С уменьшением среднего времени поставки от

Таблица 3. Влияние изменения параметра μ1 на характеристики системы; λ = 20, κ = 10, μ1 = 35, μ2 = 25,
τ = 20, ν1 = 5, ν2 = 10

μ1 Vav(1) Vav(2) Sav Lav DRS RR1 RR2 PL

35 2.3914 0.7646 14.4942 2.2183 9.9403 1.3216 0.4404 0.0934
2.6919 0.6278 13.1012 2.2172 9.9240 1.6821 0.5604 0.1188

36 2.3849 0.7540 14.5060 2.1154 9.9418 1.3133 0.4344 0.0899
2.6829 0.6195 13.1200 2.1235 9.9259 1.6708 0.5529 0.1147

37 2.3796 0.7456 14.5166 2.0381 9.9431 1.3068 0.4296 0.0872
2.6742 0.6115 13.1384 2.0374 9.9277 1.6598 0.5456 0.1108

38 2.3733 0.7356 14.5280 1.9510 9.9445 1.2989 0.4239 0.0841
2.6655 0.6037 13.1563 1.9581 9.9294 1.6491 0.5385 0.1070

39 2.3680 0.7276 14.5379 1.8851 9.9456 1.2927 0.4194 0.0817
2.6571 0.5962 13.1738 1.8846 9.9311 1.6387 0.5316 0.1035

40 2.3626 0.7191 14.5482 1.8168 9.9468 1.2859 0.4145 0.0791
2.6487 0.5888 13.1909 1.8165 9.9327 1.6285 0.5249 0.1002

41 2.3571 0.7107 14.5580 1.7533 9.9480 1.2792 0.4097 0.0767
2.6405 0.5817 13.2076 1.7531 9.9342 1.6186 0.5184 0.0971

42 2.3510 0.7018 14.5690 1.6880 9.9492 1.2721 0.4046 0.0742
2.6325 0.5748 13.2239 1.6939 9.9357 1.6089 0.5121 0.0941

43 2.3463 0.6947 14.5776 1.6388 9.9502 1.2666 0.4006 0.0722
2.6246 0.5681 13.2399 1.6387 9.9371 1.5995 0.5059 0.0912

Таблица 4. Влияние изменения параметра μ2 на характеристики системы; λ = 20, κ = 10, μ1 = 40, τ = 20,
ν1 = 5, ν2 = 10

μ2 Vav(1) Vav(2) Sav Lav DRS RR1 RR2 PL

20 2.3104 0.6447 14.6397 2.4956 9.9568 1.2256 0.3720 0.0695
2.5741 0.5268 13.3392 2.4760 9.9455 1.5408 0.4683 0.0875

21 2.3222 0.6607 14.6198 2.3220 9.9547 1.2387 0.3811 0.0716
2.5894 0.5390 13.3095 2.3211 9.9431 1.5583 0.4794 0.0900

22 2.3332 0.6761 14.6007 2.1710 9.9527 1.2516 0.3899 0.0736
2.6055 0.5521 13.2779 2.1703 9.9404 1.5770 0.4914 0.0927

23 2.3436 0.6909 14.5824 2.0385 9.9507 1.2633 0.3984 0.0755
2.6107 0.5648 13.2476 2.0379 9.9378 1.5949 0.5029 0.0953

24 2.3543 0.7066 14.5632 1.9103 9.9486 1.2759 0.4074 0.0775
2.6365 0.5782 13.2158 1.9090 9.9350 1.6137 0.5152 0.0980

25 2.3626 0.7191 14.5480 1.8168 9.9468 1.2859 0.4145 0.0791
2.6487 0.5888 13.1909 1.8165 9.9327 1.6285 0.5249 0.1002

26 2.3713 0.7324 14.5321 1.7232 9.9449 1.2965 0.4221 0.0809
2.6617 0.6003 13.1643 1.7229 9.9302 1.6444 0.5353 0.1026

27 2.3796 0.7453 14.5166 1.6387 9.9431 1.3066 0.4294 0.0825
2.6740 0.6114 13.1388 1.6386 9.9277 1.6596 0.5455 0.1048

28 2.3874 0.7578 14.5010 1.5622 9.9413 1.3164 0.4366 0.0841
2.6857 0.6221 13.1142 1.5621 9.9253 1.6743 0.5552 0.1070
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Источника-1 (Источника-2) увеличивается средний уровень запасов системы, при этом увели-
чение среднего времени от Источника-2 очень мало влияет на скорости изменения рассматри-
ваемой характеристики (табл. 6 и 7). С ростом критического уровня запасов (т.е. s) увеличивается

Таблица 5. Влияние изменения параметра τ на характеристики системы; λ = 20, κ = 10, μ1 = 35, μ2 = 25,
ν1 = 5, ν2 = 10

τ Vav(1) Vav(2) Sav Lav DRS RR1 RR2 PL

20 2.3914 0.7646 14.4942 2.2183 9.9403 1.3216 0.4404 0.0934
2.6919 0.6278 13.1012 2.2172 9.9240 1.6821 0.5604 0.1188

21 2.3912 0.7645 14.4945 2.2169 9.9403 1.3215 0.4404 0.0920
2.6918 0.6276 13.1013 2.2154 9.9241 1.6819 0.5603 0.1171

22 2.3911 0.7645 14.4947 2.2155 9.9403 1.3214 0.4403 0.0907
2.6917 0.6275 13.1015 2.2137 9.9241 1.6818 0.5602 0.1153

23 2.3910 0.7644 14.4950 2.2143 9.9403 1.3213 0.4403 0.0894
2.6916 0.6274 13.1017 2.2120 9.9241 1.6816 0.5601 0.1135

24 2.3090 0.7643 14.4952 2.2131 9.9403 1.3213 0.4403 0.0881
2.6915 0.6273 13.1019 2.2104 9.9241 1.6815 0.5600 0.1118

25 2.3908 0.7643 14.4955 2.2119 9.9403 1.3212 0.4402 0.0868
2.6914 0.6272 13.1020 2.2090 9.9241 1.6814 0.5600 0.1102

26 2.3907 0.7642 14.4957 2.2108 9.9403 1.3211 0.4402 0.0856
2.6913 0.6271 13.1022 2.2077 9.9242 1.6813 0.5599 0.1087

27 2.3906 0.7642 14.4959 2.2097 9.9403 1.3210 0.4402 0.0843
2.6912 0.6270 13.1023 2.2064 9.9242 1.6812 0.5598 0.1071

28 2.3905 0.7641 14.4961 2.2087 9.9403 1.3210 0.4401 0.0831
2.6911 0.6270 13.1024 2.2051 9.9242 1.6810 0.5597 0.1056

Таблица 6. Влияние изменения параметра ν1 на характеристики системы; λ = 20, κ = 10, μ1 = 35, μ2 = 25,
τ = 20, ν2 = 20

ν1 Vav(1) Vav(2) Sav Lav DRS RR1 RR2 PL

5 2.4455 0.3899 14.7645 2.2217 9.9926 1.3516 0.4504 0.0166
2.7102 0.3278 13.4468 2.2216 9.9907 1.6937 0.5645 0.0208

6 2.2522 0.3281 14.9288 2.2218 9.9938 1.3803 0.3791 0.0139
2.4575 0.2702 13.7598 2.2217 9.9924 1.6940 0.4652 0.0171

7 2.0816 0.2773 15.0708 2.2218 9.9947 1.4054 0.3204 0.0118
2.2423 0.2243 14.0230 2.2218 9.9937 1.6942 0.3862 0.0142

8 1.9306 0.2353 15.1940 2.2219 9.9955 1.4274 0.2719 0.0100
2.0575 0.1874 14.2464 2.2218 9.9947 1.6944 0.3227 0.0118

9 1.7965 0.2005 15.3013 2.2219 9.9962 1.4468 0.2317 0.0085
1.8975 0.1576 14.4375 2.2219 9.9955 1.6946 0.2714 0.0100

10 1.6771 0.1716 15.3952 2.2220 9.9967 1.4639 0.1983 0.0073
1.7452 0.1311 14.6175 2.2219 9.9963 1.6947 0.2258 0.0083

11 1.5704 0.1474 15.4776 2.2220 9.9972 1.4792 0.1703 0.0062
1.6359 0.1133 14.7454 2.2220 9.9968 1.6948 0.1952 0.0072

12 1.4747 0.1272 15.5503 2.2220 9.9976 1.4927 0.1469 0.0054
1.5280 0.0969 14.8705 2.2220 9.9972 1.6949 0.1668 0.0061

13 1.3886 0.1101 15.6148 2.2220 9.9979 1.5049 0.1272 0.0046
1.4323 0.0832 14.9806 2.2220 9.9976 1.6949 0.1433 0.0052
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средний уровень запасов при использовании обеих ППЗ (табл. 8). Этот факт соответствует тео-
ретическим ожиданиям, так как с увеличением указанного параметра увеличиваются поставки
запасов от различных источников.

С ростом интенсивности с-заявок увеличиваются средние объемы поставок от обоих Источ-
ников с помощью каждой ППЗ (табл. 1). Этот результат соответствует теоретическим ожидани-
ям, так как при этом уровень запасов системы часто опускается до критических значений s и r.
Для фиксированных значений интенсивности с-заявок средний объем поставок от медленного
Источника оказывается меньше при использовании (s, S)-политики; обратная картина наблю-
дается при снабжении от быстрого Источника, т.е. для фиксированных значений интенсивности
с-заявок, средний объем поставок от быстрого Источника оказывается меньше с помощью

Таблица 7. Влияние изменения параметра ν2 на характеристики системы; λ = 20, κ = 10, μ1 = 35, μ2 = 25,
τ = 20, ν1 = 5

ν2 Vav(1) Vav(2) Sav Lav DRS RR1 RR2 PL

10 2.3914 0.7646 14.4942 2.2183 9.9403 1.3216 0.4404 0.0934
2.6919 0.6278 13.1012 2.2172 9.9240 1.6821 0.5604 0.1188

11 2.4011 0.6966 14.5442 2.2191 9.9536 1.3269 0.4422 0.0757
2.6966 0.5744 13.1642 2.2183 9.9412 1.6851 0.5615 0.0961

12 2.4092 0.6400 14.5857 2.2198 9.9635 1.3314 0.4437 0.0620
2.7001 0.5296 13.2167 2.2192 9.9538 1.6873 0.5622 0.0786

13 2.4161 0.5921 14.6206 2.2203 9.9710 1.3353 0.4450 0.0513
2.7027 0.4914 13.2611 2.2198 9.9633 1.6889 0.5628 0.0649

14 2.4221 0.5510 14.6503 2.2207 9.9767 1.3386 0.4461 0.0428
2.7049 0.4555 13.3026 2.2203 9.9712 1.6903 0.5633 0.0531

15 2.4272 0.5154 14.6760 2.2209 9.9811 1.3414 0.4470 0.0360
2.7062 0.4298 13.3320 2.2206 9.9760 1.6912 0.5636 0.0454

16 2.4318 0.4841 14.6983 2.2212 9.9846 1.3440 0.4479 0.0305
2.7074 0.4046 13.3608 2.2209 9.9806 1.6920 0.5638 0.0384

17 2.4358 0.4562 14.7179 2.2213 9.9873 1.3462 0.4486 0.0259
2.7084 0.3822 13.3861 2.2211 9.9840 1.6926 0.5640 0.0326

18 2.4394 0.4319 14.7352 2.2215 9.9895 1.3482 0.4493 0.0222
2.7091 0.3621 13.4086 2.2213 9.9868 1.6930 0.5642 0.0279

Таблица 8. Влияние изменения параметра s на характеристики системы; λ = 20, κ = 10, μ1 = 35, μ2 = 25,
τ = 20, ν1 = 5

s Vav(1) Vav(2) Sav Lav RDC RR1 RR2 PL

8 2.1654 0.8375 16.2053 2.2171 9.9232 0.9152 0.3799 0.1202
2.3578 0.7537 14.8139 2.2163 9.9110 1.0609 0.4404 0.1393

9 2.4813 0.6985 16.5862 2.2180 9.9359 0.9509 0.3169 0.1002
2.6918 0.6058 15.1313 2.2172 9.9244 1.1214 0.3737 0.1182

10 2.7407 0.5843 16.9805 2.2187 9.9464 0.9910 0.2651 0.0839
2.9607 0.4869 15.4854 2.2180 9.9357 1.1888 0.3180 0.1006

11 2.9542 0.4904 17.3856 2.2192 9.9550 1.0361 0.2225 0.0704
3.1771 0.3912 15.8689 2.2186 9.9451 1.2643 0.2714 0.0858

12 3.1304 0.4129 17.7989 2.2197 9.9621 1.0867 0.1873 0.0592
3.3513 0.3142 16.2760 2.2191 9.9529 1.3497 0.2326 0.0736

13 3.2761 0.3488 18.2182 2.2201 9.9680 1.1436 0.1582 0.0500
3.4914 0.2524 16.7020 2.2195 9.9595 1.4471 0.2002 0.0633
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(s, Q)-политики. Аналогичная картина наблюдается при росте интенсивности d-заявок (табл. 2).
Однако с ростом интенсивности обслуживания с-заявок, которые не получают запасы системы
после завершения их обслуживания, уменьшаются средние объемы поставок от обоих Источни-
ков при использовании каждой ППЗ (табл. 3). Следует отметить, что этот параметр почти не вли-
яет на значения поставок из различных источников. Обратная картина наблюдается при росте
интенсивности обслуживания с-заявок, которые получают запасы системы после завершения их
обслуживания, т.е. при увеличении этого параметра увеличиваются средние объемы поставок от
обоих Источников при помощи каждой ППЗ (табл. 4). Этого следовало ожидать, так как после
завершения обслуживания таких заявок уровень запасов системы уменьшается. Здесь также ско-
рость изменения значений отмеченных характеристик оказывается очень малая. Увеличения
степени нетерпеливости с-заявок в очереди приводят к уменьшению изучаемых характеристик
(4.2) и (4.3), так как уход с-заявок из очереди как минимум не приводит к уменьшению уровня
запасов системы; при этом скорость изменения значений характеристик (4.2) и (4.3) ничтожно
малая (табл. 5). С уменьшением времени поставки от Источника-1 уменьшаются средние объе-
мы поставок от обоих Источников при использовании каждой ППЗ, при этом скорости измене-
ния значений этих характеристик оказываются достаточно высокими, т.е. увеличивается интен-
сивность поставок, но с меньшими (средними) объемами из каждого источника (табл. 6). Инте-
ресным оказывается поведение этих характеристик при уменьшении времени поставки от
Источника-2, т.е. с уменьшением указанного параметра происходит увеличение среднего объема
поставки от Источника-1 при обеих ППЗ; хотя скорость роста незначительная (например, при
увеличении интенсивности поступления от Источника-1 на 80% средний объем поставок от Ис-
точника-1 увеличивается всего на 2%). Одновременно растет средний объем поставки от Источ-
ника-2 при обеих ППЗ, при этом скорость роста является значительной (табл. 7). Как и следова-
ло ожидать, с ростом критического уровня запасов увеличивается средний объем поставок от
обоих источников при использовании обеих ППЗ (табл. 8).

С ростом интенсивности с-заявок существенным образом увеличивается среднее число за-
явок в системе с помощью обеих ППЗ (см. табл. 1). Отметим, что при увеличении интенсивности
с-заявок на 40% среднее число заявок в системе увеличивается почти в 15 раз. Кроме того, для
фиксированных значений интенсивности с-заявок при использовании (s, S)-политики среднее
число заявок в системе оказывается больше, чем с применением (s, Q)-политики. Последний ре-
зультат соответствует теоретическим ожиданиям, так как при помощи (s, S)-политики средний
уровень запасов в системе больше, чем при использовании (s, Q)-политики, т.е. с применением
(s, S)-политики увеличивается вероятность принятия поступающих с-заявок в систему, а также
уменьшается вероятность их потери из очереди из-за отсутствия запасов системы. Однако уве-
личение интенсивности d-заявок почти не влияет на знчения этой характеристики, при этом для
фиксированных значений интенсивности d-заявок при использовании (s, S)-политики среднее
число заявок в системе оказывается чуть больше, чем при помощи (s, Q)-политики (табл. 2). Как
и следовало ожидать, увеличение интенсивностей обслуживания с-заявок обоих типов приводят
к уменьшению среднего числа заявок в системе (табл. 3 и 4). Значения характеристики (4.4) по-
чти не зависят от степени нетерпеливости с-заявок в очереди (табл. 5), от средних времен постав-
ки от разных источников (табл. 6 и 7), а также от критического уровня запасов (табл. 8).

Средняя интенсивность уничтожения запасов системы (4.5) является почти постоянной от-
носительно изменений других операционных параметров (табл. 1, 3–8), за исключением изме-
нения средней интенсивности поступления d-заявок (табл. 2). При этом для фиксированных
значений остальных параметров средняя интенсивность уничтожения запасов системы оказыва-
ется чуть больше при использовании (s, S)-политики. Этот факт объясняется тем, что средний
уровень запасов системы при помощи указанной политики больше, чем с применением (s, Q)-по-
литики.

Средняя интенсивность обычных заказов является возрастающей величиной относительно
изменения интенсивности с-заявок, при этом их значения при использовании (s, Q)-политики
оказываются больше, чем с помощью (s, S)-политики (табл. 1). Последний факт объясняется
тем, что средний уровень запасов системы при использовании (s, Q)-политики оказываются
меньше, чем с применением (s, S)-политики (табл. 1). Подобная картина наблюдается для сред-
ней интенсивности экстренных заказов (табл. 1), т.е. увеличение интенсивности d-заявок также
приводит к увеличению интенсивностей обычных и экстренных заказов (табл. 2). Отметим, что
увеличение интенсивностей обслуживания с-заявок, которые не получают запасы системы по-
сле завершения их обслуживания, приводит к уменьшению интенсивностей поставок от обоих
источников при помощи каждой ППЗ (табл. 3). Вместе с тем обратная картина наблюдается при
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увеличении интенсивностей обслуживания с-заявок, которые получают запасы системы после
завершения их обслуживания, т.е. это приводит к увеличению интенсивностей поставок от обо-
их Источников при использовании каждой ППЗ (табл. 4). Следует отметить, что скорости изме-
нения интенсивностей поставок от разных источников являются достаточно малыми величина-
ми (табл. 3 и 4). Средние интенсивности обычных и экстренных заказов почти не зависят от сте-
пени нетерпеливости с-заявок (табл. 5). С уменьшением времени поставки от Источника-1
увеличивается интенсивность обычных заказов с применением обеих ППЗ. При этом скорости
изменения значений этой характеристики оказываются достаточно малыми, т.е. увеличивается
интенсивность поставок от медленного источника; как и следовало ожидать, при этом уменьша-
ется интенсивность экстренных заказов (табл. 6). Интересно, что с уменьшением времени поста-
вок от Источника-2 увеличиваются интенсивности обычных и экстренных заказов при помощи
обеих ППЗ, при этом скорости изменения их значений оказываются достаточно малыми вели-
чинами (табл. 7). Отметим, что с ростом критического уровня запасов увеличиваются средние
интенсивность обычных и экстренных заказов с применением обеих ППЗ, при этом значения
обеих характеристик оказываются большими при использовании (s, Q)-политики (табл. 8).

Вероятность потери с-заявок является возрастающей функцией относительно увеличения их
интенсивности, а также роста интенсивности d-заявок, так как с увеличением интенсивностей
этих заявок увеличивается вероятность попадания системы в состояния, в которых уровень за-
пасов равен нулю (см. формулы (4.8)). При этом ее значения при использовании (s, S)-политики
оказываются меньше, чем с помощью (s, Q)-политики (табл. 1 и 2). Заметим, что последний факт
имеет место при относительных изменениях всех исходных параметров системы. Увеличение
интенсивности обслуживания с-заявок, которые не получают запасы системы после завершения
их обслуживания, приводит к уменьшению вероятности потери с-заявок при использовании
обеих ППЗ (табл. 3). Вместе с тем при увеличении интенсивности обслуживания с-заявок, кото-
рые получают запасы системы после завершения их обслуживания, приводит к росту изучаемой
характеристики (табл. 4). Эти факты также являются ожидаемыми, так как получение запасов
приводит к увеличению шансов опустошения склада системы, а отказ от получения запасов не
меняет уровень запасов системы, при этом уменьшается длина очереди, что в конечном итоге
приводит к уменьшению интенсивности с-заявок, которые уходят из очереди необслуженными.
Вероятность потери с-заявок почти не зависит от степени их нетерпеливости, т.е. увеличении
степени нетерпеливости почти на 50% приводит к уменьшению вероятности потери лишь на ве-
личину 0.01 (табл. 5). Рост интенсивности поступления запасов с обоих источников приводят к
уменьшению вероятности потери с-заявок, при этом скорости уменьшения этой характеристики
с помощью обеих ППЗ являются достаточно высокими (табл. 6 и 7). С ростом критического
уровня запасов вероятности потери заявок уменьшаются с достаточно высокими скоростями
при использовании обеих ППЗ (табл. 8).

Важными достоинствами предложенных здесь ППЗ является то, что в отличие от классиче-
ских политик (s, S) и (s, Q) в них имеются два управляемых параметра – s (точка обычного заказа)
и r (точка экстренного заказа). Это обстоятельство увеличивает возможности влияния на эконо-
мические показатели системы при использовании различных ППЗ. Исходя из этого другая цель
выполнения вычислительных экспериментов заключается в изучении поведения экономиче-
ских показателей системы относительно изменения значений указанных управляемых парамет-
ров при фиксированных значениях исходных параметров с применением различных ППЗ.

Для конкретности изложения, здесь экономический показатель системы определяется с по-
мощью суммарных штрафов (total cost (TC)), которые вычисляются как:

(5.1)

где Ki – фиксированная цена одного заказа от Источника-i; cr(i) – цена единицы объема заказа
от Источника-i, i = 1, 2; cc – штрафы за аннулирования одного заказа от Источника-1; ch – цена
хранения единицы объема запасов за единицу времени; cd – штрафы за уничтожение единицы
запаса; cl – штрафы за потери одной заявки; cw – цена за единицу времени ожидания в очереди
одной с-заявки.

З а м е ч а н и е 5. Для краткости записи только в левой части равенства (5.1) явно указываются
аргументы функционала TC(s, r), хотя считается, что все компоненты суммы в правой части (5.1)
также являются функциями этих аргументов.

Возможны различные постановки задачи минимизации функционала (5.1). Так, одна из
постановок задачи заключается в следующем: пусть фиксированы все параметры модели,

=
= + + + + + λ +
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кроме параметра r, т.е. задача заключается в нахождении такого значения r, чтобы миними-
зировать (5.1).

Некоторые результаты решения этой задачи для модели, в которой S = 27, s = 12 при исполь-
зовании (s, S)-политики показаны в табл. 9 (а), где жирным шрифтом указано оптимальное зна-
чение параметра r. Здесь и далее значения исходных параметров модели и коэффициенты в
функционале (5.1) выбираются следующим образом:

В другой постановке задачи минимизации (5.1) фиксируются все параметры модели, кроме
параметра s, и требуется найти такое значение s, чтобы минимизировать (5.1). Результаты реше-
ния этой задачи для модели, в которой S = 27, r = 4, с помощью (s, S)-политики представлены в
табл. 9 (б), где жирным шрифтом указано оптимальное значение параметра s.

Интересно отметить, что в обеих задачах функционал (5.1) является выпуклым, хотя строгое
доказательство этого факта для любых значений параметров модели оказывается трудным из-за
сложности его вида.

Аналогичным образом можно найти решения этих задач при использовании (s, Q)-политики.
Эти результаты здесь не приводятся.

Теперь рассмотрим следующую постановку задачи минимизации (5.1): требуется найти такие
пары оптимальных значений (s*, r*), чтобы минимизировать функционал (5.1). Она формально
записывается так:

(5.2)

λ = κ = μ = μ = τ = ν = ν = σ − ϕ =1 2 1 2 1 120, 10, 35, 25, 20, 5, 10, 0.4, 0.6;

= = = = = = = = =1 2100, 200, (1) 50, (2) 100, 50, 35, 75, 200, 50.r r c h d l wK K c c c c c c c

∈
=

( , )
*, *( ) arg min ( , ).

s r X
s TC s rr

Таблица 9. Нахождение оптимальных значений r (а) и s (б)

(а) (б)

r TC s TC

3 2104 6 5218
4 2070 7 5149
5 2046 8 5116
6 2034 9 5110
7 2035 10 5127
8 2049 11 5161
9 2081 12 5210
10 2137

Таблица 10. Результаты решения задачи (5.2) при использовании (s, S)-политики

r
s

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2

1 2200 2245 2307 2390 2498 2637 2814 3038 3319 3674 4120
2 2139 2172 2222 2290 2396 2498 2650 2845 3094 3404
3 2090 2115 2154 2211 2288 2391 2526 2701 2929
4 2051 2070 2103 2152 2220 2314 2439 2665
5 2023 2039 2067 2122 2176 2267 2392
6 2005 2019 2061 2092 2159 2255
7 1998 2014 2045 2095 2172
8 2003 2024 2063 2127
9 2023 2055 2123
10 2063 2113
11 2131
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Задача (5.2) всегда имеет решение, так как область допустимых решений X = {(s, r): 0 < s < (S/2),
0 ≤ r < s} является дискретным конечным множеством.

Результаты решения задачи (5.2) для указанных выше значений исходных параметров систе-
мы при использовании различных ППЗ показаны в табл. 10 и 11, где считается, что S = 27. В этих
таблицах жирным шрифтом указаны минимальные значения функционала (5.1). Так, из табл. 10
и 11 заключаем, что для выбранных исходных данных в обеих ППЗ оптимальные пары (s*, r*)
совпадают, т.е. в обеих ППЗ имеем (s*, r*) = (12, 7).

Отметим, что в обеих ППЗ при фиксированных значениях параметра s функционал (5.1) яв-
ляется выпуклым относительно параметра r; при фиксированных значениях параметра r функ-
ционал (5.1) монотонно убывает относительно параметра s. Кроме того, для каждой пары (s, r)
значения функционала (5.1) при использовании (s, Q)-политики оказываются больше, чем при
помощи (s, S)-политики.

Заметим, что возможны и другие постановки задач нахождения оптимальных значений (s*, r*)
с определенными ограничениями на операционные характеристики (4.1)–(4.8). Однако из-за
ограничения объема статьи они здесь не рассматриваются.

Заключение. Предложена новая политика пополнения запасов в системах обслуживания-за-
пасания с двумя источниками поставок, где быстрый источник является более дорогим, чем мед-
ленный источник. Рассмотрены модели с двумя известными политиками пополнения запасов –
с фиксированным объемом поставок и с переменным объемом поставок. Кроме точки заказа
вводится новый пороговый параметр для уровня запасов системы, который определяет момент
аннулирования заказа от медленного источника и одновременно генерирования нового заказа в
быстрый источник. Другая отличительная особенность изучаемых моделей состоит в том, что в
системе кроме расходующих заявок имеются и разрушающие заявки, появление которых приво-
дит к мгновенному уменьшению уровня запасов системы.

Изучается модель с бесконечным размером буфера для ожидания расходующих заявок, кото-
рые присоединяются в очередь даже тогда, когда уровень запасов равен нулю. Вместе с тем эти
заявки в очереди могут быть нетерпеливыми, когда уровень запасов опускается до нулевого
уровня. Считается, что после завершения обслуживания часть заявок, согласно схеме Бернулли,
либо покидает систему без получения товаров, либо получает товары. Показано, что математи-
ческими моделями этих систем при использовании предложенной политики являются двумер-
ные цепи Маркова, которые имеют трехдиагональные генераторы. Найдены условия эргодичности

Таблица 11. Результаты решения задачи (5.2) при использовании (s, Q)-политики

r
s

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2

1 2335 2393 2440 2545 2639 2783 2965 3179 3457 3799 4217

2 2258 2302 2352 2423 2499 2620 2756 2956 3199 3502

3 2197 2229 2268 2325 2388 2492 2615 2786 3006

4 2148 2172 2190 2250 2304 2387 2514 2669

5 2111 2129 2154 2196 2247 2337 2459

6 2085 2101 2124 2166 2220 2314

7 2072 2080 2114 2161 2225

8 2073 2086 2127 2179

9 2096 2120 2171

10 2134 2170

11 2202
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цепей и показано, что в частном случае из них получаются ранее известные результаты для по-
добных моделей.

В качестве дальнейших исследований в первую очередь следует направить усилия на изучение
подобных моделей при более общих предположениях относительно типа поступающих заявок
обоих типов, а также вида функции распределения времени обслуживания расходующих заявок
и времен выполнения заказов от различных источников.
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Предлагается использование машинного обучения для автоматизации работы полиграфоло-
га с архитектурами нейронных сетей из библиотеки scikit-learn с применением VotingClassifi-
cator и трансформера. При этом повышается эффективность анализа полиграмм, осуществ-
ляется согласование по признакам, уменьшается количество ошибочных выводов по ответам
испытуемого. Применяются следующие показатели (каналы): электрокожное сопротивление
(кожногальваническая реакция), кровонаполняемость сосудов (плетизмограмма), дыхатель-
ные ритмы.

DOI: 10.31857/S0002338822040059

Введение. Несмотря на постоянное развитие систем безопасности, человеческий фактор все
еще остается одним из самых незащищенных элементов. Использование полиграфа позволяет
уменьшить такие риски. Психофизиологические исследования решают следующие прикладные
задачи: выявление негативных факторов в прошлом опыте кандидатов на должность, проверка
на лояльность и соблюдение внутренних регламентов организации, осуществление оператив-
но-розыскной деятельности, проведение корпоративных и антикоррупционных расследований
и т.д.

Первым начал использовать методики выявления стресса выдающийся итальянский крими-
налист Ч. Ломброзо, который в 1895 г. изложил в своей широко известной книге “Преступный
человек” практический опыт применения гидроплетизмографа (устройство для измерения пуль-
са и кровенаполнения сосудов) в ходе проверки фигуранта по уголовному делу об ограблении.
При проведении психофизиологического исследования автор зафиксировал видимые измене-
ния динамики артериального давления в ответ на предъявление стимулов, связанных с ограбле-
нием.

В 1888 г. Ч. Фере, обследуя больную с жалобами на электрические покалывания в кистях рук
и ступнях, обнаружил, что при пропускании слабого тока через предплечье происходили откло-
нения стрелки включенного в цепь гальванометра в моменты сенсорных или эмоциональных
воздействий. Независимо от Ч. Фере в 1890 г. И. Тарханов показал, что электрические сдвиги на-
блюдаются и без приложения внешнего тока. Таким образом, он открыл кожный потенциал, ве-
личина которого тоже изменяется в ответ на сенсорные и эмоциональные раздражители. Подоб-
ные эффекты были названы кожно-гальванической реакцией (КГР).

Среди пионеров техники полиграфных проверок необходимо назвать сотрудника полиции
штата Калифорния Д. Ларсона, который в 1921 г. сконструировал первый прообраз современно-
го профессионального полиграфа (данный аппарат одновременно регистрировал изменения ди-
намики относительного артериального давления, пульса и дыхания).

Одним из первых исследователей канала КГР был знаменитый К. Юнг, который рассматри-
вал данный сигнал как объективное физиологическое “окно” в сферу бессознательного, подле-

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (грант № 21-51-53019).
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жащего изучению через психоанализ. К. Юнг первым выявил прямую зависимость между вели-
чиной КГР и силой эмоционального переживания.

Итак, полиграф является медико-биологическим прибором для одновременного измерения
динамики физиологических показателей:

динамики дыхательных циклов;
электрокожного сопротивления (КГР);
артериального давления;
перифeрического кровонаправления (ФПГ);
двигательной активности (тремор).
Как известно, полиграф работает так: имеется круг вопросов из некоторой предметной обла-

сти. К испытуемому индивиду подключаются датчики для вышеуказанных измерений. Прини-
мается ответ: либо “да”, либо “нет”. Все вопросы повторяются не менее 3 раз. Полиграфолог
анализирует полученные функции с помощью системы трехбалльной оценки и окончательно
констатирует о справедливости ответа [1].

Суть такой системы заключается в том, что реакциям на каждый вопрос теста выставляются
баллы в следующем порядке:

(сильная) максимальная по выраженности и близкие к ней реакции – 2 балла,
(средняя) вторая по выраженности реакция и близкие к ней – 1 балл,
(слабая) все остальные реакции – 0 баллов.
Критерии визуальной оценки значимости вопросов по каждому показателю отличаются. Они

подробно описаны в профильной литературе. Реакция на каждый вопрос обсчитывается отдель-
но по респираторному каналу, кардиоканалу и электро-дермальному каналу. В итоге получается
три числа – по одному на показатель. Для принятия решения суммируются баллы по трем кана-
лам по всем повторениям.

Например, если в результате трех повторений вопроса получилось 11 баллов, то можно гово-
рить о значимости реакции и возможном сокрытии информации, если 2 балла, то имеет место
слабая реакция (это указывает на то, что индивид не испытывает стресс и ему нечего скрывать).

1. Краткий обзор существующих подходов и постановка задачи. К данному моменту применяют
только прямые методы обсчета полиграмм [2–4]. В результате вычисляются и сравниваются сле-
дующие характеристики:

длина линии сигнала верхнего (грудного) и нижнего (диафрагмального) дыхания,
количество дыхательных циклов,
максимальная амплитуда КГР,
площадь под графиком сигнала КГР,
смещение средней линии плетизмограммы,
другие характеристики.
К сожалению, индивидуальные физиологические особенности каждого человека привносят

неравномерные искажения по одному или нескольким сигналам. Прямые методы обсчетов не
позволяют сделать автоматическую подстройку к таким изменениям, поэтому точность таких
подходов является недостаточной для самостоятельного принятия решения по результатам про-
веденного психофизиологического исследования. Далее ставится задача исправить этот недо-
статок при помощи нейронных сетей и машинного обучения.

2. Подготовка данных. Каждая реакция представляет 12 с записанной полиграммы с частотой
сигнала 20 Гц, т.е. 240 точек по каждому каналу:

КГР (электрическая активность кожи),
ФПГ,
грудное и диафрагмальное дыхание.
По каждой реакции группа профессиональных полиграфологов проставляет оценку от 0 до 2

баллов в соответствии с описанными выше правилами. Таким образом, было обработано 90 пси-
хофизиологических исследований с разными испытуемыми и получено 8000 классифицирован-
ных отрезков по каждому каналу. Временные значения распределены равномерно: в каждой за-
писи находится 240 численных значений.

3. Сравнительное тестирование архитектур. Рассматриваются встроенные архитектуры биб-
лиотеки scikit-learn [5]. Сначала выбираем подготовленные “сырые” необработанные данные
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поочередно как в равном количестве, так и в несбалансированном отношении 7:3. Применяем
следующие алгоритмы классификации данных, реализованные в указанной выше библиотеке.
Они создают для каждого из трех показателей соответствующую модель для расчета результатов
полиграфного тестирования.

SVМ (support vector machine) – набор схожих алгоритмов обучения с учителем, использую-
щихся для задач классификации и регрессивного анализа.

GPC (gaussian process) – случайный процесс (набор случайных величин, индексированных по
времени или пространству), такой, что каждый конечный набор этих случайных величин имеет
многомерное нормальное распределение, т.е. каждая их конечная линейная комбинация обыч-
но распределена.

GNB (gaussian naive bayes) – простой вероятностный классификатор, основанный на приме-
нении теоремы Байеса со строгими предположениями о независимости и нормальном распреде-
лении признаков в наборе данных.

AdaBoost (с параметрами: количество оценщиков – 2500, коэффициент обучения – 0.001) –
адаптивный классификатор в том смысле, что последующие слабые ученики настраиваются в
пользу тех экземпляров, которые были неправильно классифицированы предыдущими класси-
фикаторами.

MLP (multi-layer perceptron) – класс упреждения искусственной нейронной сети.
Gradient Boosting [6] – метод машинного обучения для регрессии, классификации и других

задач, который создает модель прогнозирования в виде ансамбля слабых моделей прогнозирова-
ния, обычно деревьев решений.

DecisionTree – средство поддержки принятия решений, использующееся в машинном обуче-
нии, анализе данных и статистике.

RandomForest – алгоритм машинного обучения, заключающийся в применении комитета ре-
шающих деревьев.

ExtraTrees [7] – ансамблевый алгоритм машинного обучения, который объединяет прогнозы
из многих деревьев решений.

В итоге найдено 27 моделей, по одной на каждый показатель и на каждый алгоритм класси-
фикаций. Модели получают на вход прямые данные с полиграфа, а на выходе выдают класс, со-
ответствующий силе реакции: 0, 1 или 2 балла.

Выбираем три наиболее точных классификатора по каждому каналу. Предположим, что при
оценке определенной реакции на вопрос с вероятностью 100% первые два алгоритма получили
класс “0 баллов”, а третий – класс “2 балла”. Для адекватного принятия решения, особенно в
случаях несогласованности между классификаторами, применяем надстройку в виде VotingClas-
sificator [8], которая присваивает весовые коэффициенты каждому из них. Итоговый результат
будет рассчитан по формуле

где  – весовой коэффициент i-го классификатора,  – вероятность принадлежности реакции
к классу j, полученная при помощи классификатора i.

Пусть в указанном выше примере коэффициенты равны 0.2, 0.35 и 0.45 соответственно. Тогда
по этим результатам мы принимаем следующее решение: класс “0 баллов” – вероятность 55%,
класс “2 балла” – вероятность 45%. Поэтому в такому случает выбирается класс “0 баллов”. Ана-
логично рассматриваются другие ситуации для выбора оптимального классификатора.

Точность классификации силы реакции по трем классам на архитектуре VotingClassificator,
включающей в себя три наилучших алгоритма, составила 52%, а из пяти – 59%.

Для повышения точности остановимся подробнее на реализации классификатора для двух
классов при помощи модели трансформера, измененной в соответствии с задачей. По аналогии
с рекуррентными нейронными сетями (РНС) трансформеры предназначены для обработки по-
следовательностей, таких, как текст на естественном языке, и решения таких задач, как машин-
ный перевод и автоматическое реферирование. В отличие от РНС, трансформеры не требуют об-
работки последовательностей по порядку. Например, если входные данные – это текст, то
трансформеру не требуется обрабатывать конец текста после обработки его начала.

В классическом варианте трансформер представляет собой две части – кодировщик и деко-
дировщик. В нашем случае была использована структура, состоящая в части кодировщика из че-
редующихся слоев внимания (внимание на основе скалярного произведения) и многослойного

( )+ + + + + +1 11 2 21 3 31 1 12 2 22 3 32 1 13 2 23 3 33max w w w , w w w , w w w ,p p p p p p p p p

wi ijp
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перцептрона, а также декодировщика (простого классификатора). Обе части трансформера реа-
лизованы стандартными средствами библиотеки Keras.

Данные на вход подаются в размерности (26; 240), т.е. единовременно подается 26 образцов
данных размером 240 значений. Затем данные кодируются при помощи одноразмерного (1D)
PatchEncoder с шириной (8; 2), т.е. линейно трансформируются проецированием на вектор ука-
занной выше размерности.

Кодированные данные поступают на группу чередующихся слоев внимания и перцептронов,
а затем поступают на слой SeqPool для субдискретизации. Этап подвыборки последовательности
нормируется (LayerNormalization) средствами библиотеки Keras и данные с него затем поступают
на полносвязный слой в 600 нейронов с активацией SeLu. Результат работы кодировщика на
этом этапе обрабатывается слоем FeaturePooling с количеством карт черт, равным двум.

Главные характеристики:
размер набора данных (batch size): 60,
количество блоков (чередование внимания и перцептрона): 6,
размерность слоя внимания: 312,
выброс слоя внимания: 0.1 (10%),
функция трансформации ядра: softmax,
количество наборов матриц весов (запросов, ключей, значений): 6.
Точность обучения на два класса (сильная и слабая реакции на заданный вопрос) составляет

для показателей:
плетизмограммы – 86.8% +–3%,
кожно-гальванического сопротивления – 95.3% +–3%,
дыхания – 72.7% +–3%.
4. Пути повышения точности. Также были предприняты попытки обучить классификатор

трансформера сразу на три класса, однако они показали заметно худшую точность и большой
процент ошибок в сравнении классов “1 балл”–“0 баллов” и “1 балл”–“2 балла”. Используемый
метод заметно уменьшает долю неясных средних реакций в пользу выраженных слабых и силь-
ных.

Для визуализации и оценки результатов работы FeaturePooling данные были обработаны ней-
ронной сетью без последнего слоя. Получившийся набор векторов был нормирован и кластери-
зован в t-SNE [9]. Градиент функции потерь будет в таком случае равен

где  – сходство точек,  – сходство точек отображения.
Для проверки результатов работы сетей кластеризуем обучающую и валидационную выборку

для каждой из характеристик в t-SNE и сравним с результатами работы трансформера. На рис. 1,
2 представлены соответствующие результаты по каналу ФПГ. Можно заметить, что классифици-
рованные машиной точки “1 балл” не разбросаны хаотично, а образуют сплошные непрерывные
линии после обработки трансформером. Кроме того, точки категории “1 балл” намного реже
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∂ 
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Рис. 1. Проекция ручной разметки для канала ФПГ на обучающей выборке (слева направо: классы “2 балла”,
“1 балл”, “0 баллов”)
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попадают в кластеры “0 баллов” и “2 балла” по сравнению с ручной разметкой. Это означает на-
личие возможности повышения точности обучения на три класса.

Заключение. В дальнейших исследованиях архитектура будет улучшена для повышения точ-
ности классификации на три класса значимости реакции (“0 баллов”, “1 балл”, “2 балла”), а так-
же проработан вопрос выявления артефактных (некорректно записанных) сигналов. В настоя-
щий момент проводится интеграция данных нейронных сетей в разработанное авторами про-
граммное обеспечение полиграфа “Финист”. Получены результаты по эффективности для
оценки факторов риска кандидатов при трудоустройстве. Интересным направлением развития
является интеграция полиграфа с дополнительными биометрическими модальностями, показы-
вающими хорошую чувствительность в близких задачах, а именно с трехмерной картой лица [10]
и зрачковой реакцией [11].
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Рис. 2. Пример результата работы архетиктуры сети трансформер для канала ФПГ на обучающей выборке (сле-
ва направо: классы “2 балла”, “1 балл”, “0 баллов”)



133

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2022, № 4, с. 133–142

ИССЛЕДОВАНИЕ И ПРИМЕНЕНИЕ АРХИТЕКТУР ГЛУБОКИХ 
НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ ДЛЯ КЛАССИФИКАЦИИ

НА МНОГОМЕРНЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДАХ
© 2022 г.   А. С. Есенковa,*, Е. М. Захароваb,**, М. Д. Ковалеваb,***, 
Д. Е. Константиновb,****, И. С. Макаровa,*****, Е. А. Панковецb,******

a ФИЦ ИУ РАН, Москва, Россия
b МФТИ (национальный исследовательский ун-т), Долгопрудный, Моск. обл., Россия

*e-mail: esenkov@mail.ru
**e-mail: zakharova.em@mipt.ru

***e-mail: kovaleva.md@phystech.edu
****e-mail: konstantinov.de@phystech.edu

*****e-mail: i.s.m.mipt@yandex.r
******e-mail: pankovets.ea@phystech.edu

Поступила в редакцию 07.03.2022 г.
После доработки 25.03.2022 г.

Принята к публикации 28.03.2022 г.

Приведены результаты исследования существующих архитектур глубоких нейронных сетей,
предназначенных для решения задач классификации. В результате формируются атрибуты
для эффективной автоматизации принятия решений. В качестве данных используются мно-
гомерные временные ряды финансовых рынков. Рассмотрены задачи бинарной и множе-
ственной классификации. Проанализированы полносвязные, рекуррентные (long short-term
memory) и гибридные комбинированные архитектуры нейронных сетей. Изучаемый много-
мерный временной ряд получен путем объединения одномерных временных рядов стоимо-
сти актива, объема торговли, технических индикаторов и других параметров.

DOI: 10.31857/S0002338822040072

Введение. Основной тенденцией проведения исследований финансовых рынков, оценки и
прогнозирования изменений на нем является использование технологии искусственного интел-
лекта. Одна из задач такого анализа – задача классификации данных. В статье описаны методы
и алгоритмы, предназначенные для реализации системы поддержки принятия решений в обла-
сти торговли акциями. Приведены основные этапы подготовки данных, выраженных в виде
многомерных временных рядов финансовых рынков, для обучения и результаты исследования
существующих архитектур глубоких нейронных сетей, предназначенных для решения задач
классификации.

1. Постановка задачи. Изучению и прогнозированию финансовых рынков с использованием
методов искусственного интеллекта посвящено много работ. В [1] представлен ансамбль незави-
симых и параллельных нейронных сетей с долгой кратковременной памятью (long short-term
memory, LSTM) для прогнозирования движения цены акций. Было показано, что LSTM особен-
но подходят для данных временных рядов из-за их способности включать прошлую информа-
цию, в то время как было обнаружено, что ансамбли нейронных сетей уменьшают изменчивость
результатов и улучшают обобщение. В [1] исследуется именно бинарная классификация.

Работа [2] представляет собой интеграцию современных методов обнаружения объектов и ко-
дирования временных рядов GAF (gramian angular field) в задачах свечных паттернов. Предлага-
емая модель, основанная на глубоких нейронных сетях и уникальном архитектурном дизайне,
хорошо работает в классификации свечей и распознавании местоположения.

В [3] было проведено исследование применения методов компьютерного зрения к финансо-
вым временным рядам с целью уменьшения воздействия шума и создания правильных меток.
Результаты показывают, что созданные таким образом метки с шумоподавлением улучшают
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производительность алгоритма обучения нисходящего потока как для небольших, так и для
больших наборов данных.

Данная работа направлена на исследование гибридных архитектур нейронных сетей для клас-
сификации многомерных рядов. Для решения поставленной задачи были использованы глубо-
кая нейронная сеть, состоящая из рекуррентных слоев LSTM-типа, полносвязная глубокая ней-
ронная сеть и гибридные модели со сложной (разветвленной) топологией. При составлении вы-
борок в дополнение к существующим данным были рассчитаны индикаторы и осцилляторы
технического анализа.

Основная задача статьи – доказать, что подобранные в процессе исследования архитектуры
позволяют получить высокую точность прогнозирования изменений на финансовых рынках и
их можно применить для автоматизации принятия решения.

2. Подготовка и выбор данных обучающих выборок. Для обучения берутся данные, построен-
ные на базе свечных графиков в дневном таймфрейме [4]. Свечой называется технический инди-
катор, применяемый главным образом для отображения изменений биржевых котировок акций,
цен на сырье и т.д. Длительность временных рядов составляет от 1 до 20 лет, шаг равен одним сут-
кам, т.е. всего было использовано  свечей. Графики в меньших таймфреймах не рассмат-
риваются по причине сильной зашумленности данных. Прогноз строится на период от 1 до
5 дней от текущего момента. Были исследованы и обучены пять моделей, из которых была вы-
брана наилучшая.

Исходные данные временного ряда найдены из баз акционерного общества “Инвестицион-
ный холдинг Финам” [5] и содержат в себе следующую информацию: дата и время, максималь-
ная и минимальная цены, цены закрытия и открытия и объем торгов соответствующей свечи.
Для получения данных с сервера было создано собственное программное обеспечение.

В малой обучающей выборке применялись свечные графики 37 компаний, входящих в индекс
Московской биржи [6]. Всего туда входит 45 акций. Три компании, LKOH (публичное акционер-
ное общество “Лукойл”), GAZP (публичное акционерное общество “Газпром”) и RSTI (публич-
ное акционерное общество “Россети”), были исключены из обучающей выборки по причине их
использования для тестирования. Причины их выбора для тестирования следующие.

На рис. 1 представлены акции LKOH, содержащие глобальный растущий тренд, где по гори-
зонтали – время, по вертикали – стоимость. График приведен с масштабом по месяцам для на-
глядности. Столбчатая диаграмма – объемы торговли для каждой свечи. GAZP содержит флэт,
т.е. цена на их акции колеблется в определенном диапазоне без четко определенного направле-
ния. RSTI содержит нисходящую длительное время тенденцию. Активы данных компаний поз-
воляют проводить тестирование на различных по характеру данных. Тестовая выборка представ-
лена за полгода (с 1 января 2021 г. по 29 июля 2021 г.) и не пересекается по времени с обучающей,
чтобы не было наложения временных рядов.

Была подготовлена большая обучающая выборка, включающая в себя акции компаний, кото-
рые входят как в индекс Московской биржи, так и в американский индекс S&P-500 [7].

В некоторых акциях присутствуют достаточно сильные смены направлений. Подобные силь-
ные колебания наблюдаются преимущественно в начале временного ряда, поэтому была произ-
ведена обрезка начальных фрагментов всех временных рядов, содержащих сильные колебания.

3. Подготовка данных. Для проведения исследования полученные исходные данные свечных
графиков были подвергнуты ряду преобразований. Был исключен год из данных свечи, так как
этот элемент данных не несет полезной информации для прогнозирования временного ряда в
будущем.

Для номера месяца были рассмотрены два варианта нормировки. Суть первого способа за-
ключается в делении на 12, второго – в использовании one-hot encoding (OHE). Для нормировки
номера дня применялось деление на 31, в результате которого значения были равномерно рас-
пределены в диапазоне (0,1]. По данным полной даты для каждого дня был вычислен номер дня
недели, который был закодирован с помощью OHE.

Использование дня месяца и дня недели оправдано тем, что в течение месяца и в течение не-
дели наблюдаются определенные тенденции, например сокращение позиций в пятницу или в
конце месяца. В частности, было проведено исследование поведения акций компаний, входя-
щих в индекс Московской биржи в пятницу по всем имеющимся данным.

В табл. 1 представлены результаты анализа, которые показывают, что акции компаний бан-
ковского сектора имеют тенденцию к снижению по пятницам, а акции компаний нефтегазового
сектора наоборот – тенденцию к росту.

×20 365
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Данные о часе, минуте и секунде свечи были полностью исключены, так как минимальное
разбиение свечей составляет одни сутки. Включение в обучающую выборку одновременно дан-
ных о месяце, дне и дне недели имеет негативный эффект для обучения модели, так как по ним
достаточно просто идентифицировать конкретный фрагмент временного ряда. Модель обучает-
ся распознавать не паттерны других компонент временного ряда, а просто запоминает дату.

Информация о месячных сезонных зависимостях также не была включена в итоговую обуча-
ющую выборку, так как в системе поддержки принятия решений основной акцент ставится на
удержание позиции в течение короткого периода времени (1–10 дней), при этом была включена
информация о дне недели в OHE-формате.

Рис. 1. Глобально растущий тренд акций ПАО “Лукойл”
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Таблица 1. Акции компаний банковского и нефтегазового секторов

Компания Количество пятниц, в которые 
наблюдался рост

Количество пятниц, в которые 
наблюдалось падение

Лукойл 517 475
Норникель 503 473
Сбербанк 308 363
Газпром 379 392
Роснефть 371 376
Банк ВТБ 301 377
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Использование необработанных значений стоимости актива в обучающей выборке не пред-
ставляется возможным, так как различные активы имеют разную стоимость, поэтому было вы-
полнено преобразованиe сырых значений стоимости актива в процентное изменение.

На рис. 2 представлены процентные изменения актива относительно некоторого значения
цены. Зеленый цвет обозначает подъем цены, красный – ее падение. Стрелками обозначены ве-
личины процентных изменений, которые вычисляются как:

(3.1)

где  – цена закрытия предыдущего дня,  – цена открытия текущего дня,  – цена закрытия
текущего дня,  и  – минимальная и максимальная цены текущего дня соответственно, ,

, ,  – величины процентных изменений. При этом  и  больше нуля, , ,  – любые
по знаку.

Из формул (3.1) следует что D – процентное изменение актива, вычисляется по следующей
формуле:

(3.2)

Было проведено исследование процентных изменений стоимости актива. На рис. 3 представ-
лены результаты анализа, который показал, что значение D по данным всех активов имеет вид
нормального распределения, матожидание которого составляет 0.

Пусть σ представляет собой стандартное отклонение величины, а μ – ее матожидание. Тогда
по правилу трех сигм [8] 3σ-диапазон представляет собой интервал . В работе значе-
ния 3σ-диапазона лежат в диапазоне [–0.1; 0.1], т.е. процентное изменение стоимости актива в
день составляет не более 10%.

Значения  для последних  свечей были включены в обучающую выборку. При этом каждое
значение было умножено на 10. Таким образом было достигнуто нормальное распределение в
диапазоне [–1; 1], а значения вне этого диапазона были обрезаны до –1 и +1 соответственно.

Помимо информации о стоимости актива также использовалась информация об объеме тор-
говли . Данные по объемам распределялись нормально, и при составлении векторов обу-
чающей выборки применялись процентные изменения объемов. Характерное процентное изме-
нение объема составляло 50%, поэтому исходное нормальное распределение не подвергалось

− −− −= = = =3 2 max 22 1 2 min
1 2 3 4

1 2 2 min
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Рис. 2. Процентные изменения актива относительно некоторого значения цен
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масштабированию. Аналогично с преобразованиями процентных изменений актива  выпол-
няется обрезка процентных изменений объема : значения, выходящие из диапазона от
–1 до +1, приводились к значениям –1 и +1 соответственно.

В процессе анализа и прогнозирования временных рядов финансовых рынков часто исполь-
зуются уровни поддержки и сопротивления. В работе рассматриваются только горизонтальные
уровни, определяемые по локальным экстремумам.

На рис. 1 видно, что уровень сопротивления может превратиться в уровень поддержки после
преодоления его ценой, т.е. один и тот же уровень может проходить как через локальные мини-
мумы, так и через локальные максимумы. Определение уровней осуществляется с помощью ал-
горитма детектирования локальных экстремумов посредством сдвига окна-фильтра фиксиро-
ванной ширины (ширина измеряется в свечах). Каждый уровень характеризуется двумя пара-
метрами. Первый – его время жизни, которое измеряется в свечах и отсчитывается от первого
локального экстремума, проходило через данный уровень. Второй – сила уровня, соответствую-
щая числу экстремумов, через которые данный уровень проходит в пределах погрешности. Мак-
симальное время жизни уровня ограничено сверху, уровни, превышающие данное ограничение,
считаются устаревшими и не учитываются при анализе текущей ситуации. Нормировка силы
уровня  и времени жизни уровня  выполняется посредством деления данных величин на мак-
симальную силу уровня и максимальное время жизни уровня, которые заданы как константы ал-
горитма нормализации данных:

(3.3)

где  – нормированное значение силы уровня,  – нормированное значение времени
жизни уровня,  и  – ненормированные значения силы и времени жизни уровня,  и

 – их заданные максимальные значения.
Для каждой свечи каждого графика вычисляется ближайший уровень поддержки (снизу) и со-

противления (сверху). Для определенных свечей уровни могут отсутствовать. В таком случае все
параметры приравниваются к нулю. Такая ситуация чаще всего возникает для свечей в начале
графика, а также для свечей ATH (all time high) и ATL (all time low). Для каждой свечи вычисля-
ются расстояния до ближайшего уровня сопротивления и до ближайшего уровня поддержки, ко-
торое измеряется в единицах стоимости актива:

(3.4)

где  – расстояние,  – цена закрытия свечи,  – цена уровня.
Полученные процентные отклонения также имеют нормальное распределение, значения

3σ-диапазона которого лежат на отрезке [–0.1; 0.1]. Все процентные отклонения берутся по мо-
дулю.
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Рис. 3. Распределение процентного изменения актива
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В конечном итоге полная информация об уровнях для каждой свечи характеризуется шестью
числами: цена, время жизни и сила для двух уровней этой свечи. Однако в ходе экспериментов
было установлено, что наилучшая результативность обучения достигается при указании инфор-
мации об уровнях только последней текущей свечи. Информация о силе уровня является нере-
презентативной, так как существуют сильные уровни, проходящие через один локальный экс-
тремум, и слабые уровни, проходящие через множество локальных экстремумов.

К тому же, как было сказано, определение уровней имеет некоторую погрешность. В статье ее
значение составляет 0.25%. Поэтому в итоговом рабочем варианте данных об уровнях была
оставлена только информация о наличии или отсутствии любого уровня в окрестности цены за-
крытия текущей свечи с указанной погрешностью. Это обусловлено тем, что в реальности часто
происходят ложные пробои уровней. В таких ситуациях уровень поддержки может трактоваться
как уровень сопротивления, что не является верным. Будет правильнее предоставить модели в
процессе обучения самостоятельно идентифицировать тип уровня при его наличии.

На рис. 4 представлено экспоненциальное распределение времени жизни уровней для всех
свечей всех свечных графиков. Таким образом, описание уровней для текущей свечи состоит
только из одного параметра, который равен 0, если уровень отсутствует, или имеет ненулевое
значение в противном случае. При этом ненулевое значение параметра экспоненциально рас-
пределено в диапазоне [0, 1] и соответствует времени жизни уровня.

Распределение имеет экспоненциальный вид, выброс справа обозначает уровни, время жиз-
ни которых превышает установленный лимит (в данной работе – 5 лет). При подготовке обуча-
ющей выборки подобные уровни игнорируются. При составлении выборок наравне с перечис-
ленными выше первичными данными были использованы вторичные данные, полученные по-
средством расчета индикаторов и осцилляторов технического анализа [9]. Применение
индикаторов приводит к увеличению точности на 1–2% [10].

Однако в выборку данных для обучения моделей следует включать сырые значения индика-
торов и осцилляторов. В процессе обучения модель самостоятельно определит значения, кото-
рые могут выступать в качестве полезных сигналов. В дополнение к этому на графике стоимости
акций некоторых компаний могут возникать разрывы. Наибольшие разрывы можно встретить
на графиках стоимости акций тех компаний, которые выплачивают высокие дивиденды. Все ин-
дикаторы и осцилляторы используют предысторию заданной продолжительности цен закрытия
или типичных цен. После возникновения (дивидендного) разрыва значения индикаторов и ос-
цилляторов могут претерпевать резкие изменения, поэтому следует исключить из обучающей и
тестовых выборок содержащие их сегменты временных рядов. Обученную модель также не реко-
мендуется применять в течениe t дней после возникновения дивидендного разрыва, где t – мак-
симальная длительность приведенной предыстории по всем индикаторам и осцилляторам.

4. Построение векторов обучающей выборки. В работе представлено два варианта структуры
входного вектора обучающей и тестовых выборок.

В табл. 2 описан вектор первого типа размерности . Вектор второго типа имеет раз-
мерность , где  и состоит из 12 индикаторов + 16 осцилляторов + цены закрытия и
объемы торговли;  и  приведены в табл. 2.

+ +10 N M
×k N = 30  k

N M

Рис. 4. Экспоненциальное распределение времени жизни уровней для всех свечей всех свечных графиков
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В ходе экспериментов было установлено, что наиболее оптимальное значение  = 60, что со-
ответствует анализируемой предыстории за 3 месяца (принято, что в неделе 5 рабочих дней, ме-
сяц состоит из 4 недель). Оптимальное значение  = 10, что соответствует 2 неделям.

5. Разметка. Было подготовлено несколько типов разметки для решения задач классифика-
ции разного рода. Первый вариант простейшей разметки соответствует задаче прогнозирования
движения цены в последующие  дней от текущего момента,  лежит в диапазоне [1, 5].
Второй вариант разметки был получен с помощью алгоритма детектирования тренда с плаваю-
щей правой границей окна-фильтра. В ходе экспериментов было установлено, что значение точ-
ности лучше на разметке, найденной вторым способом.

Далее в работе приводятся результаты обучения и тестирования моделей по второй разметке,
потому что точность на разметке первого типа составляет 54–58%, на разметке второго типа –
65–70%.

Исходный вариант разметки вторым способом подразумевает три класса: . Пометка
ставится для каждой свечи. Пометка C означает, что на момент закрытия текущей свечи реко-
мендуется иметь нулевую позицию,  – рекомендуется иметь длинную позицию,  – рекомен-
дуется иметь короткую позицию. Метка  соответствует моментам, когда на рынке отсутствует
определенное движение. В такие моменты можно либо продолжать удерживать имеющуюся по-
зицию до появления более четкого сигнала, либо установить нулевую позицию.

В табл. 3 представлены используемые в данной работе метки и их распределение.
Как видно из табл. 3 метки типа C составляют около 10% от общего количества меток всех ти-

пов. При этом в ходе экспериментов было установлено, что модели практически не способны
корректно распознавать данную метку после обучения. Это является следствием несбалансиро-
ванности состава выборки. Поэтому данная трехклассовая разметка была упрощена до двухклас-
совой, а все векторы, помеченные меткой C, были удалены из обучающей и тестовых выборок.

6. Модели нейронных сетей. В процессе исследования были изучены модели трех типов архи-
тектур. Обучение моделей первого и второго типа архитектур проводилось на малой обучающей
выборке, содержащей данные по 37 акциям компаний, входящих в индекс Московской бир-
жи [6]. В качестве результатов тестирования модели приводится значение точности предсказа-
ния меток на размеченных тестовых данных акций Лукойла. Для других тестовых данных откло-
нения значений accuracy лежит в диапазоне +/–2%.

Первый тип – полносвязные глубокие нейронные сети. В табл. 4 представлена наилучшая по
результатам анализа архитектура. Модель состоит из четырех полносвязных слоев с выпадением
с коэффициентом dropout = 0.25 и функцией активации типа relu. Последний пятый слой содер-
жит один нейрон с функцией активации типа сигмоид. В качестве входного вектора использует-
ся вектор первого типа (табл. 3).

N

M

 curN  curN

,  , L C S

L S
 C

Таблица 2. Описание вектора 1 размерности 

Количество 
параметров Формат параметров Описание

5 OHE День недели
1 Экспоненциально распределенное число в 

диапазоне [0.0; 1.0]
Время жизни уровня последней свечи (0.0 
означает, что уровня нет, либо он был про-
игнорирован из-за превышения лимита вре-
мени жизни)

M Нормально распределенных чисел в диапа-
зоне [–1.0; 1.0]

Процентное изменение объема для M 
последних свечей (VDeviation)

N Нормально распределенных чисел в диапа-
зоне [–1.0; 1.0]

Процентное изменение объема для N 
последних свечей (PD)

1 Нормально распределенное число [0.0; 1.0] Отклонение D3 последней свечи
1 Нормально распределенное число [0.0; 1.0] Отклонение D4 последней свечи
1 Нормально распределенное число [–1.0; 1.0] Отклонение D1 последней свечи
1 Нормально распределенное число [–1.0; 1.0] Отклонение D2 последней свечи

+ +10 N M
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Наилучшие результаты были получены с помощью полносвязных моделей, количество ней-
ронов в слоях которых в 2 или 4 раза превышает количество параметров входного вектора. Общее
количество параметров модели равно 160962.

На рис. 5 рассмотрены графики изменения точности от эпохи обучения для обучающей и те-
стовых выборок. Заметим, что с определенной эпохи начинается переобучение. Точность для
LKOH за все время составила 0.6818, а за последние полгода – 0.6759.

Второй тип моделей – гибридные модели со сложной (разветвленной) топологией. Модели
данного типа также используют в качестве входного векторa первого типа (табл. 3), но разбитого
на три части. Первая часть включает в себя процентные изменения цен закрытия (60 чисел,

Таблица 3. Таблица меток

Распределение меток Количество
меток

Содержание
меток, %

Распределение меток тестовой выборки, предложенных одной 
из обученных моделей

C: 67
L: 7147
S: 5478

C: 0.53
L: 56.31
S: 43.16

Распределение меток в тестовой выборке, проставленных алго-
ритмом разметки

C: 1350
L: 5960
S: 5382

C: 10.64
L: 46.96
S: 42.40

Распределение меток в малой обучающей выборке, простав-
ленных алгоритмом разметки

C: 12561
L: 56811
S: 51569

С:10
L: 46
S: 42

Для отдельных активов
Название компании на бирже, таймфрейм, количество свечей Количество 

меток
Содержание 

меток, %
Объединённая компания “РУСАЛ”, дневной, 1390 C: 131

L: 628
S: 631

С: 9
L: 45
S: 45

Группа компаний “Петропавловск”, дневной, 74 C: 17
L: 15
S: 42

С: 22
L: 20
S: 56

Х5 Retail Group, дневной, 677 C: 99
L: 301
S: 277

С: 14
L: 44
S: 40

Магнитогорский металлургический комбинат, дневной, 3686 С: 342
L: 1719
S: 1625

C: 9
L: 46
S: 44

Таблица 4. Архитектура полносвязной глубокой нейронной сети

Слой Тип Структура выходного 
тензора Количество параметров

Dense_1 Dense (None, 80) 6480
Dropout_1 Dropout (None, 80) 0

Dense_2 Dense (None, 320) 25920
Dropout_2 Dropout (None, 320) 0

Dense_3 Dense (None, 320) 102720
Dropout_3 Dropout (None, 320) 0

Dense_4 Dense (None, 80) 25680
Dense_5 Dense (None, 2) 162
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образующих временной ряд), вторая – процентные изменения объемов торговли (10 чисел, об-
разующих временной ряд), третья часть – оставшиеся параметры входного вектора (10 чисел).
Первая и вторая части подаются на вход в соответствующие рекуррентные слои типа LSTM, тре-
тья часть – на вход полносвязного слоя. Внутри архитектуры выполняется конкатенация трех
разделенных слоев. Последний слой содержит один нейрон с функцией активации типа сигмо-
ид. Для всех нейронов, кроме последнего, установлена функция активации типа relu, а для ком-
понент LSTM-слоев выбран вариант по умолчанию из реализации keras.

По результатам анализа наилучшая архитектура из них представлена в табл. 5.

Общее количество параметров модели равно 113841. На рис. 6 рассмотрены графики измене-
ния точности от эпохи обучения для обучающей и тестовых выборок. Заметим, что с эпохи x на-
чинается переобучение. Accuracy для LKOH за все время составило 0.6651, а за последние полго-
да – 0.6759.

Рис. 5. График зависимости точности от эпохи для лучшей dense-модели
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Таблица 5. Архитектура гибридной модели со сложной (разветвленной) топологией

Слой Структура выходного 
тензора Количество параметров Входной слой для 

текущего

Input_V (InputLayer) (None, 10, 1) 0
Lstm_25 (LSTM) (None, 10, 50) 10400 Input_V[0][0]

Input_P (InputLayer) (None, 60, 1) 0
Lstm_26 (LSTM) (None, 10, 50) 20200 Lstm_25[0][0]
Lstm_29 (LSTM) (None, 60, 40) 6720 Input_P[0][0]
Lstm_27 (LSTM) (None, 10, 50) 20200 Lstm_26[0][0]
Lstm_30 (LSTM) (None, 60, 40) 12960 Lstm_29[0][0]

Input_D (InputLayer) (None, 10) 0
Lstm_28 (LSTM) (None, 50) 20200 Lstm_27[0][0]
Lstm_31 (LSTM) (None, 40) 12960 Lstm_30[0][0]

Concatenate_4 (Concatenate) (None, 100)
0s

Input_D[0][0]
Lstm_28[0][0]
Lstm_31[0][0]

Dense_4 (Dense) (None, 100) 10100 Concatenate_4[0][0]
Output (Dense) (None, 1) 101 Dense_4[0][0]
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Третий тип моделей – глубокая нейронная сеть, состоящая из рекуррентных слоев LSTM-ти-
па. Модели данного типа используют в качестве входного векторa второго типа (табл. 2). Модели
анализируемой архитектуры показывают наилучшие результаты среди всех исследуемых в рабо-
те моделей, поэтому точная конфигурация архитектуры не приводится. Отметим, что архитекту-
ра включает в себя последовательность LSTM-слоев и полносвязных слоев с выпадением. После
получения предварительных результатов на малой обучающей выборке модель была переобуче-
на на данных большой обучающей выборки. Точность для LKOH за все время составила 0.6914,
а за последние полгода – 0.7269. На отдельных активах тест за последние полгода показывал еще
более высокие результаты, например, на акции GAZP accuracy составила 0.7830. Графики зави-
симости accuracy от эпохи для train и test не приводятся, так как наилучшие значения были до-
стигнуты уже после первой эпохи по причине большого размера обучающей выборки.

Заключение. Описаны результаты подготовки и разметки данных, а также исследования раз-
личных архитектур глубоких нейронных сетей, предназначенных для задач классификации на
размеченных данных многомерного временного ряда, включающего в себя исходные данные
свечных графиков и производные данные, вычисленные на основе исходных. Наилучшие ре-
зультаты были достигнуты с помощью многослойной нейронной сети, состоящей из последова-
тельности рекуррентных слоев LSTM-типа и полносвязных слоев с выпадением. Полученная
модель может быть применена в системах автоматической торговли, функционирующих по
среднесрочной стратегии.
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Рис. 6. Графики изменения точности от эпохи обучения для лучшей гибридной модели
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Рассматриваются алгоритмы определения углового движения наноспутника на основе рас-
ширенного фильтра Калмана с использованием измерений бортовых солнечных датчиков,
магнитометра и датчика угловой скорости. Эксперименты выполняются на стенде с аэроди-
намическим подвесом. Проводится лабораторное исследование влияния наиболее значимых
параметров алгоритма на качество его работы – точность получаемых оценок и времени схо-
димости. Для алгоритма определения с помощью измерений магнитометра и солнечных дат-
чиков ключевым фактором является зависимость точности оценок от угла между векторами
направления на Солнце и локальным геомагнитным полем. Предложены и протестированы
модификации алгоритмов определения углового движения, уменьшающих это влияние.

DOI: 10.31857/S0002338822040023

Введение. Перед запуском космических аппаратов проводится серия наземных тестов и лабо-
раторных испытаний всех бортовых систем. Для тестирования и отладки алгоритмов определе-
ния и управления углового движения часто применяются лабораторные стенды, позволяющие в
некоторой степени имитировать условия космического полета с точки зрения динамики и внеш-
ней среды. Это обеспечивает корректную работу исполнительных органов и бортовых датчиков.
Одним из наиболее распространенных стендов является стенд с использованием аэродинамиче-
ского подвеса. Благодаря подаваемому сжатому воздуху между двумя вложенными полусферами
образуется небольшой зазор – воздушная подушка, обеспечивающая угловое движение плаваю-
щей полусферы практически без трения. К полусфере крепится платформа, на которую устанав-
ливается либо макет системы ориентации космического аппарата, либо весь аппарат в сборе.
Платформа имеет три угловые степени свободы, однако неограниченное движение возможно
только относительно вертикальной оси; по двум другим осям аппарат может совершать только
ограниченные повороты [1, 2]. Аэродинамический подвес обычно помещается в имитатор гео-
магнитного поля на основе колец Геймгольца, что позволяет создавать изменяющееся в соот-
вествии с движением аппарата по орбите магнитное поле. Для тестирования алгоритмов опреде-
ления углового движения с использованием измерений солнечных датчиков к стенду добавляют
имитатор Солнца. Подобные стенды с аэродинамическим подвесом достаточно широко распро-
странены в зарубежных и отечественных университетах и исследовательских центрах [3–10].

Угловое движение спутника в космическом пространстве и макета на аэродинамическом под-
весе описывается одними и теми же уравнениями движения, но различаются внешние возмуще-
ния, действующие на тело. Основное возмущение, обуславливающее движение макета, вызвано
действием момента гравитационной силы вследствие отличия “точки подвеса” (неподвижной
точки) и центра масс системы. Влияние этого доминирующего момента на динамику углового
движения можно уменьшить с помощью процедуры балансировки [11–14], однако полностью
исключить не удается. На практике это приводит к некоторому отличию результатов моделиро-
вания работы алгоритмов определения углового движения, предназначенных для работы в усло-

1 Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант № 17-71-20117).

УДК 629.7.072.1
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виях орбитального полета, и результатов лабораторных экспериментов. Несмотря на отличия
моделей углового движения макета наноспутника на аэродинамическом подвесе и спутника на
орбите, на стенде удается проверить работоспособность бортовых алгоритмов управления ори-
ентацией и оценки углового движения. Благодаря имитации внешней среды орбитального поле-
та с помощью имитатора геомагнитного поля и имитатора Солнца, а также системе независимых
измерений углового движения представляется возможным исследовать характеристики работы
алгоритмов определения на основе измерения магнитометра, солнечного датчика, датчика угло-
вой скорости (ДУС) и звездного датчика. Особый интерес для наноспутников представляют до-
стижимые точности, которые можно получить без звездного датчика на освещенной и теневой
стороне низкой околоземной орбиты. В работе приводятся результаты лабораторных исследова-
ний бортовых алгоритмов оценки углового движения наноспутника типа 3U CubeSat. Алгорит-
мы основаны на расширенном фильтре Калмана, в вектор состояния включены кватернион ори-
ентации, вектор угловой скорости, а также смещение нуля измерений магнитометра, вызванное
переменными бортовыми магнитными полями аппарата, и смещение ноля измерений ДУС. На
освещенной части орбиты точность оценки углового положения зависит от угла между вектором
геомагнитной индукции и направлением на Солнце, при коллинеарности этих направлений на-
блюдается резкое увеличение ошибок. В статье предложен подход, который позволяет умень-
шить эти ошибки оценки вектора состояния.

1. Стенд для имитации углового движения микроспутников. В работе используется стенд для ис-
пытаний алгоритмов управления угловым движением макетов наноспутников, разработанный
компанией СПУТНИКС [15]. В состав стенда входят имитатор магнитного поля, имитатор
Солнца, макет системы ориентации микроспутника и аэродинамический подвес. Фото стенда
представлено на рис. 1, а, платформа с установленным на ней наноспутником формата 3U
CubeSat изображена на рис. 1, б. Платформа благодаря воздушной подушке способна совершать
трeхосное угловое движение относительно точки подвеса.

В общем случае вследствие произвольного распределения массы в аппарате положение точки
подвеса не совпадает с центром масс системы и возникает момент силы тяжести, который влияет
на угловое движение системы. Чтобы уменьшить влияние этого момента, на макете установлена
система балансировки, состоящая из набора грузов, которые перемещаются вдоль осей системы
координат, связанной с платформой. Однако установить положение центра масс относительно
точки подвеса возможно с точностью около 10 мкм [14], что делает момент силы тяжести самым
значительным возмущением, действующим на платформу с аппаратом.

Для определения углового движения платформы с наноспутником используется система не-
зависимых измерений на основе оптических измерений. Она с помощью обработки изображе-
ний, получаемых с камеры, неподвижно установленной на имитаторе геомагнитного поля,
определяет по специальным меткам на платформе угловое положение макета относительно не-
подвижной лабораторной системы координат. Среднеквадратическая ошибка определения уг-
лового положения макета с помощью системы оптических измерений составляет , ча-
стота поступающих измерений – около 5 Гц.

Для имитации геомагнитного поля в составе стенда используется система из трех пар установ-
ленных взаимно перпендикулярно квадратных катушек, называемых кольцами Гельмгольца
(рис. 1). Стороны квадратов пар катушек имеют размеры 2; 1.9; 1.8 м. Данная система способна
создавать практически однородное магнитное поле до 200 мТл в заданной области, которая
представляет собой шар с диаметром 650 мм.

Имитатор Солнца создает постоянный параллельный световой поток на расстоянии до 1.5 м
мощностью не менее 80000 лк. В качестве имитатора Солнца используется прожектор PAR-64 с
лампой Philips 1000W230V.

Для проведения экспериментов использовалась модель наноспутника 3U CubeSat, имеющего
размеры 10 × 10 × 30 см. Масса аппарата составляет 3.5 кг. Тензор инерции наноспутника вместе
с платформой, записанный в строительных осях, которые направлены вдоль граней параллеле-
пипеда с началом в геометрическом центре аппарата, согласно расчетам в SolidWorks, имеет сле-
дующий вид:

σ = °изм 0.2
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2
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На модели наноспутника установлен набор магнитных катушек и блок маховиков для управ-
ления угловым движением. Для определения углового движения используются измерения сол-
нечных датчиков, магнитометра и ДУС. Цель статьи заключается в лабораторном исследовании
характеристик работы алгоритмов определения углового движения с применением этого набора
датчиков.

Рис. 1. Стенд с аэродинамическим подвесом (а), платформа с установленным наноспутником формата 3U
CubeSat на аэродинамическом подвесе (б)
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2. Модель движения и модель измерений. Движение платформы с наноспутником описывается
с помощью динамических уравнений Эйлера. Используемые переменные можно разделить на
две группы. Первую группу составляют компоненты  абсолютной угловой скорости
спутника , записанные в осях связанной с телом системы координат. Для описания ориента-
ции применяется кватернион , где  – векторная,  – скалярная часть кватерниона [16].
Динамические уравнения Эйлера движения твердого тела относительно неподвижной точки
имеют вид

где механический момент  содержит как управление , так и возмущающие моменты, т.е.
, h – кинетический момент маховиков.

В случае движения наноспутника на стенде в качестве возмущающего момента рассматрива-
ется момент силы тяжести, который записывается в связанной с макетом системе координат в
точке подвеса следующим образом:

где r – радиус-вектор из точки подвеса в точку центра масс системы,  – матрица направляющих
косинусов, задающая переход от лабораторной системы координат в связанную с макетом систе-
му координат,  – масса всего макета, g – ускорение свободного падения. На спутник на орбите
действует гравитационный момент, который отличается от момента, возникающего вследствие
несовпадения центра масс и точки подвеса, и имеет вид

где  – гравитационный параметр, ,  – радиус-вектор положения спутника в инерци-
альной системе координат, связанной с Землей.

Динамические уравнения дополняются кинематическими уравнениями. При использовании
кватерниона  – это векторное уравнение следующего вида:

Рассмотрим модели измерений бортовых датчиков – солнечных датчиков, магнитометра и
ДУС. В модель измерений магнитометра и ДУС включены смещения нулей измерений, которые
на практике являются непостоянными, что усложняет возможность их нахождения с помощью
наземной калибровки. Измерения магнитометра , солнечных датчиков  и ДУС  опи-
сываются следующими моделями:

где b, s – вектор напряженности геомагнитного поля и единичный вектор направления на Солн-
це в инерциальной системе координат, ,  – смещение нулей измерений магнитометра и
ДУС, , ,  – нормально распределенные случайные шумы измерений с нулевым математи-
ческим ожиданием.

3. Алгоритмы оценки углового движения. Для определения углового движения наноспутника
рассматриваются два типа алгоритмов: локальный алгоритм TRIAD и алгоритм на основе рас-
ширенного фильтра Калмана.

Локальный алгоритм TRIAD не использует модель ошибок измерений и является более гру-
бым способом оценки ориентации, но не требующим больших вычислительных затрат [17]. С по-
мощью измерений солнечных датчиков и магнитометра можно вычислить единичные векторы
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направления на центр диска Солнца  и направление локального магнитного поля  в свя-
занной с наноспутником системе координат. Для известного положения центра масс аппарата,
согласно моделям направления на Солнце и геомагнитного поля Земли, эти же векторы  и  вы-
числяются в системе координат, связанной с Землей. Переход из инерциальной системы коор-
динат в связанную задается матрицей ориентации  и определяется соотношением

По двум непараллельным векторам можно построить ортонормированные базисы в связан-
ной с телом и инерциальной системах координат:

Ортогональная матрица , удовлетворяющая уравнениям

выражается следующей формулой:

Эта матрица перехода и является оценкой ориентации аппарата, согласно алгоритму TRIAD.
Определение углового движения наноспутников можно выполнить на основе постполетной

реконструкции движения, как в работах [18, 19], или на борту аппарата в режиме реального вре-
мени [20]. Фильтр Калмана, несмотря на ограничения по бортовым вычислительным мощно-
стям, широко используется на малогабаритных космических аппаратах. Фильтр Калмана разра-
ботан для линейных динамических систем и дает наилучшую оценку вектора состояния по сред-
неквадратическому критерию [21–23]. Однако расширенный фильтр Калмана применяется для
нелинейных моделей как динамической системы, так и измерений:

где  – нормально распределенная ошибка модели системы с ковариационной матрицей ,
 – вектор дискретно поступающих измерений в моменты времени ,  – матрица, задающая

влияние этой ошибки на модель динамической системы,  – нормально распределенная ошиб-
ка измерений с ковариационной матрицей .

Для построения фильтра функции  представляются в виде разложения в ряд
Тейлора в окрестности оценки текущего вектора состояния. После этого удерживаются только
линейные члены разложения. Матрица динамики системы и матрица модели измерений вычис-
ляются как

Для расширенного фильтра Калмана при дискретно поступающих измерениях вектор состо-
яния на этапе прогноза вычисляется путем интегрирования нелинейных уравнений движения и
на этапе коррекции используется нелинейная модель измерений. Пусть в некоторый момент 
известна оценка вектора состояния  с ковариационной матрицей . Работа расширенного
дискретного фильтра Калмана описывается с помощью следующих двух этапов.
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Этап коррекции:

где  – матрица перехода из состояния  в состояние , которая рассчитывается
как матричная экспонента,  – единичная матрица,  – весовая матрица.

Вектор состояния фильтра Калмана состоит из векторной части кватерниона ориентации,
вектора угловой скорости, а также смещения нулей измерений магнитометра и ДУС:

После линеаризации уравнений движения матрица динамики имеет следующий вид:

где

Здесь  обозначает кососимметрическую матрицу, заполненную заданными компонентами
вектора :

Матрица измерений зависит от набора применяемых датчиков. Для случая использования из-
мерений всех трех датчиков она имеет следующий вид:

Точность оценок фильтра Калмана зависит от весовой матрицы . Элементы этой матрицы
сложным образом зависят от начального значения матрицы ошибок ,
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Таблица 1. Параметры фильтра Калмана

Название Величина

Среднеквадратичное отклонение (солнечные датчики, 
магнитометр, датчик угловой скорости)

, , 

Начальные значения диагональных элементов матрицы , , , 

Диагональные элементы матрицы  для освещенного 
участка орбиты

, , 

Диагональные элементы матрицы  для теневого участка 
орбиты

, , 

σ = °0.01s σ = 100 нТлb ωσ = 0.05 град/c

P −σ = 22 10q
− −σ =2 2 210 сω

− −
Δσ =2 6 210 сω Δσ =2 1b

D −σ = ⋅2 10 2 210 н мd
− −

Δσ =2 8 210 сω
−

Δσ =2 910b

D −σ = ⋅2 9 2 210 н мd
− −

Δσ =2 14 210 сω
−σ =2 10

Δ 10b
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где  – вектор ошибок априорного вектора состояния в начальный момент времени , от за-
дания матрицы ошибки модели движения Q и матрицы шума измерений . Матрицы , Q, 
выбираются в соответствии с параметрами системы. Однако зачастую реальные параметры си-
стемы известны неточно и отличаются от предполагаемых значений, используемых в фильтре
Калмана. Поэтому возникает задача нахождения таких параметров фильтра Калмана, при кото-
рых оценка будет наилучшей при заданных неучтенных шумах модели и измерений, которые
имеют ненулевое математическое ожидание. Эта процедура называется настройкой фильтра
Калмана.

( )Δ 0tx 0t
R (0)P R

Рис. 2. Суммарная ошибка ориентации (а) и угол между  и  от времени (б)
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Точность оценок фильтров Калмана, основанных на измерениях магнитометра и солнечного
датчика, зависит от угла между вектором направления на Солнце и вектором геомагнитного по-
ля. При движении по орбите могут возникать такие ситуации, когда эти векторы становятся
близкими к коллинеарным. В этом случае оценки вектора состояния ухудшаются до уровня, если
бы использовались измерения только одного позиционного датчика. В настоящей работе на эта-
пе коррекции вектора состояния весовую матрицу  предлагается умножить на некоторый ко-
эффициент меньше 1, зависящий от угла между  и . При таком подходе после сходимости оцен-
ки фильтра Калмана будут больше опираться на результат интегрирования уравнений движения,

K
s b

Рис. 3. Оценка смещения нулей датчика угловой скорости (а) и магнитометра (б)
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чем на корректировку оценок при получении измерений, и при уменьшении угла между  и  не
произойдет значительного ухудшения точности. Однако некоторое ухудшение точности все же
неизбежно, так как неучтенные в фильтре Калмана возмущения приведут к ошибкам в интегри-
ровании уравнений движения. Как показали результаты численных исследований, ухудшение
точности происходило в основном за счет неправильной оценки смещений нулей датчиков в

s b

Рис. 4. Ошибка определения ориентации (а) и угловой скорости (б) фильтра Калмана и алгоритма TRIAD
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ситуации, когда  и  почти коллинеарны. Поэтому вышеприведенная формула для коррекции
смещений нуля датчиков была преобразована к виду

где k – номер итерации,  – часть вектора состояния, содержащая оценки смещений нулей
магнитометра и ДУС,  – угол между векторами на Солнце и магнитного поля,  – вели-
чина коррекции смещения нулей датчиков,  – настроечный параметр.

s b

Δ Δ Δ Δ Δ Δ
+ += + Δ, , ^ ,

1 1ˆ ˆ ˆ[sin( )] ,N
k k k

ω b ω b ω bx x s b x

Δ Δ,ˆ ω bx
^s b Δ ΔΔ ,ˆk

ω bx
N

Рис. 5. Точность алгоритмов определения ориентации от времени (а), изменение угла между  и  от времени (б)
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4. Лабораторные исследования алгоритмов определения углового движения. Процесс настройки
и исследования работы фильтров Калмана происходит в два этапа: численное моделирование
орбитального углового движения и проведение экспериментов на лабораторном стенде. Моде-
лирование позволяет найти параметры фильтров и оценить точность определения углового дви-
жения с учетом выбранных наиболее существенных возмущающих моментов, действующих на

Рис. 6. Оценка смещения нуля датчика угловой скорости (а) и магнитометра (б)
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аппарат. При проведении лабораторных экспериментов на аппарат действует неучтенный в мо-
дели движения момент силы гравитации. На оценки точности работы алгоритмов в лаборатор-
ных условиях влияют неточности имитатора Солнца, имеющего угол расхождения, неравномер-
ность создания магнитного поля катушками Геймгольца, а также неточность определения ори-
ентации системой независимых измерений. Совокупность перечисленных факторов приводит к
ситуации, в которой наилучшие настройки алгоритмов при математическом моделировании и
при проведении эксперимента отличаются. Альтернативой является использование грубых ко-
эффициентов, не приводящих к существенному ухудшению точности ни в одном из видов моде-
лирования работы системы определения углового движения.

В таблице 1 приведены параметры фильтра Калмана для моделирования и проведения экспе-
риментов на стенде. При математическом моделировании рассматривалась солнечно-синхрон-
ная орбита наклонением 97.2° и высотой 470 км.

4.1. Р е з у л ь т а т ы  м о д е л и р о в а н и я  р а б о т ы  а л г о р и т м о в  н а  о с в е щ е н н о м
у ч а с т к е  о р б и т ы. Для тестирования работы расширенного фильтра Калмана на освещенной
части орбиты задается режим движения с переориентацией. На рис. 2 представлены суммарный
угол рассогласования текущей и требуемой ориентации и угол между направлением вектора ло-
кального геомагнитного поля и направлением на Солнце. Большие углы рассогласования на ин-
тервале от начала до 100 с объясняются переходными процессами при стабилизации в орбиталь-
ной системе координат. Скачок в рассогласовании в момент 200 с обусловлен маневром пере-
ориентации. На графике угла между векторами  и  можно наблюдать интервалы, когда векторы
становятся близкими к коллинеарным, а именно на интервале 800–1000 с. На рис. 3 приведены
результаты оценки смещений нулей магнитометра и ДУС. Благодаря предложенной модифика-
ции алгоритма при приближении угла к критическому значению коррекция смещений нулей не
происходит, что положительно сказывается на общей точности оценок фильтра. Эмпирическим
путем было выбрано значение настроечного параметра N = 4.

Сравнивая результаты работы алгоритма TRIAD и фильтра Калмана, на рис. 4, а можно уви-
деть, что на интервале 800–1000 с ошибка оценки локального алгоритма превышает 6°, в то вре-
мя как ошибка фильтра находится в пределах 1.5°. Вне критического интервала угла между  и 
точность TRIAD составляет около 1.5°, фильтра Калмана – 0.5°. На рис. 4, б представлена

s b

s b

Рис. 7. Точность оценки фильтра Калмана и алгоритма TRIAD от времени
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ошибка оценки угловой скорости, полученной с помощью фильтра Калмана, и ошибка измере-
ний ДУС, которая имеет значительно большее значение за счет смещения нуля измерений.

4.2. Р е з у л ь т а т ы  л а б о р а т о р н ы х  э к с п е р и м е н т о в  п р и  р а б о т е  а л г о р и т -
м о в  н а  о с в е щ е н н о м  у ч а с т к е  о р б и т ы. Магнитное поле на стенде моделируется в со-
ответствии с орбитальным движением спутника, идентичным рассмотренному выше случаю.
Однако положение имитатора Солнца на стенде отличается от направления на Солнце при ма-
тематическом моделировании. Поэтому угол между  и  отличается от результатов моделированияs b

Рис. 8. Оценка смещений нулей датчика угловой скорости и магнитометра с помощью фильтра Калмана
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(рис. 5). Критический интервал с неблагоприятными углами между  и  наблюдается на участке
между 500–700 с. Во время эксперимента система стабилизации удерживает требуемое угловое
положение в лабораторной системе координат.

Точность алгоритмов оценивалась с использованием системы независимых измерений. С те-
чением времени изменялся угол между вектором магнитного поля и направлением на Солнце,
что приводило к резкому снижению точности алгоритма TRIAD. На рис. 5, а приведена разность
оценок углового положения, полученных с помощью алгоритмов определения ориентации и си-
стемой независимых измерений. На графике для алгоритма TRIAD виден резкий скачок ошибки
до 15° около момента времени 630 с. При этом ошибка фильтра Калмана также ухудшается, од-
нако подобного скачка не имеет. Сопоставив эти графики с углом между  и  (рис. 5, б), заме-
тим, что ухудшение точности происходит синхронно с приближением угла между  и  к нулево-
му значению. Отметим, что наблюдаемые в лабораторном эксперименте ошибки алгоритмов от-
личаются от результатов моделирования. Это обусловлено отличием максимального
приближения к коллинeарности векторов  и  и влиянием неучтенного в уравнениях движения
момента силы тяжести, воздействующего на движение платформы с наноспутником.

На рис. 6 представлено изменение оценки смещений нулей датчиков от времени. Соотнеся их
с графиком изменения угла между  и , можно заметить, что коррекция этих параметров проис-
ходит более активно при отдалении от критического значения угла между  и , а при его при-
ближении к коллинеарности векторов – фиксируется.

4.3. Р е з у л ь т а т ы  м о д е л и р о в а н и я  р а б о т ы  а л г о р и т м а  н а  т е н е в о м  у ч а с т -
к е  о р б и т ы. На рис. 7 и 8 можно увидеть результаты моделирования для ситуации потери из-
мерений датчиков Солнца, которое может происходить на теневом участке орбиты. Заметим, что
в момент потери телеметрии солнечных датчиков в точке 500 с выключается алгоритм TRIAD, а
фильтр Калмана на основе измерений солнечного датчика, магнитометра и ДУС переключается
на режим работы с использованием только магнитометра и ДУС. График оценки точности алго-
ритма TRIAD после выключения солнечных датчиков показывает разность последнего значения
алгоритма и текущей ориентации, что на теневой стороне орбиты является неадекватным значе-
нием. В момент выключения солнечных датчиков наблюдается ухудшение точности фильтра
Калмана. На  приведенных далее графиках оценок смещений нулей датчиков видно, что

s b

s b
s b

s b

s b
s b

Рис. 9. Точность алгоритмов определения ориентации от времени
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коррекция значений практически не выполняется за счет задания другого набора параметров
фильтра Калмана, представленных в таблице.

4.4. Р е з у л ь т а т ы  э к с п е р и м е н т о в  п р и  р а б о т е  а л г о р и т м а  н а  т е н е в о м
у ч а с т к е  о р б и т ы. На рис. 9 и 10 можно увидеть результаты эксперимента на стенде. На пер-
вом графике приведено отклонение оценок ориентации фильтра Калмана от оценок системы не-
зависимых измерений. Рисунок 10 демонстрирует изменение оценки смещений нулей датчиков.

Рис. 10. Оценка смещения нуля датчика угловой скорости (а) и магнитометра с помощью фильтра Калмана (б)
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До момента выключения имитатора Солнца в момент около 130 с наблюдается процесс сходимо-
сти оценок фильтра Калмана, в момент выключения ошибка определения ориентации составила
около 3°. После выключения имитатора Солнца точность ухудшилась, но не превышала ошибки
в 4.5° на протяжении более 300 с. На рис. 10 также наблюдается процесс сходимости оценок сме-
щения нулей. После выключения имитатора Солнца значения оценок смещений нулей датчиков
остаются на прежнем уровне. С течением времени наблюдается плавное изменение этих значе-
ний, вызванное влиянием неучтенного момента силы тяжести.

Заключение. Приведены результаты исследования алгоритмов определения углового движе-
ния с использованием математического моделирования их работы и с помощью полунатурного
стенда, позволяющего имитировать угловое движение наноспутника и создавать внешние усло-
вия, необходимые для измерений бортовых датчиков. Вследствие влияния неучтенного в модели
движения момента силы тяжести, возникающего из-за смещения центра масс системы относи-
тельно точки подвеса, ошибки оценок алгоритмов на основе расширенного фильтра Калмана
несколько отличаются от результатов математического моделирования. Однако алгоритмы име-
ют похожее качественное поведение ошибок в зависимости от угла между направлением локаль-
ного геомагнитного поля и направления на Солнце. Предложенная модификация расширенного
фильтра Калмана, позволяющая уменьшить коррекцию оценок смещения нулей магнитометра
и ДУС при приближении векторов к коллинеарности, приводит к уменьшению ошибки оценки
ориентации.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Ovchinnikov M., Ivanov D., Ivlev N. et al. Development, Integrated Investigation, Laboratory and In-Flight

Testing of Chibis-M Microsatellite ADCS // Acta Astronautica. 2014. V. 93. P. 23–33.
2. Иванов Д.С., Карпенко С.О., Овчинников М.Ю. и др. Испытания алгоритмов управления ориентацией

микроспутника “Чибис-М” на лабораторном стенде // Изв. РАН. ТиСУ. 2012. № 1. С. 118–137.
3. Haeussermann W., Kennel H. A Satellite Motion Simulator // Automatica. 1960. V. 5. № 12. P. 22–25; 90–91.
4. Peck M., Miller L., Cavender A. et al. An Airbearing-Based Testbed for Momentum Control Systems and Space-

craft Line of Sight // Advances in the Astronautical Sciences. 2003. V. 114. P. AAS 03-127.
5. Cordova S.S.F., DeBra D.B. Mass Center Estimation of a Drag-Free Satellite // Proc. of the 6th Triennial World

Congr. of the IFAC. Boston, 1975.
6. Prado J., Bisiacchi G., Reyes L. et al. Three-axis Air-bearing Based Platform for Small Satellite Attitude Deter-

mination and Control Simulation // J. Applied Research and Technology. 2005. V. 3. № 3. P. 222–237.
7. Post M.A., Li J., Lee R. Design and Construction of a Magnetic Field Simulator for CubeSat Attitude Control

Testing // J. Instrumentation, Automation and Systems. 2014. V. 1. № 1. P. 1–9.
8. Prinkey M., Miller D., Bauer P. et al. CubeSat Attitude Control Testbed Design: Merritt 4-Coil per Axis Helm-

holtz Cage and Spherical Air Bearing // AIAA Guidance, Navigation, and Control (GNC) Conf. Reston, Vir-
ginia, 2013.

9. Silva R., Ishioka I., Cappelletti C. et al. Helmholtz Cage Design and Validation for Nanosatellites HWIL Testing //
IEEE Transactions on Aerospace and Electronic Systems. 2019. V. 55. № 6. P. 3050–3061.

10. Pastena M., Sorrentino L., Grassi M. Design and Validation of the University of Naples Space Magnetic Field
Simulator (SMAFIS) // J. IEST. Institute of Environmental Sciences & Technology. 2001. V. 44. № 1. P. 33–42.

11. Kim J.J., Agrawal B.N. Automatic Mass Balancing of Air-Bearing-Based Three-Axis Rotational Spacecraft Sim-
ulator // J. Guidance, Control, and Dynamics. 2009. V. 32. № 3. P. 1005–1017.

12. Wang S., Ma J., Gao S. Balancing Methods on the Three-Axis Air-Bearing Platform // Asia Simulation Conf.
Shaghai: Springer, 2012. P. 117–125.

13. Chesi S., Gong Q., Pellegrini V. et al. Automatic Mass Balancing of a Spacecraft Three-Axis Simulator: Analysis
and Experimentation // J. Guidance, Control, and Dynamics. 2014. V. 37. № 1. P. 197–206.

14. Иванов Д.С., Иванова Т.А., Ивлев Н.А. и др. Оценка тензора инерции и автоматическая балансировка
макета микроспутника на аэродинамическом подвесе // Изв. РАН. ТиСУ. 2021. № 2. С. 138–155.

15. СПУТНИКС – Испытательные стенды [электронный ресурс]. URL: https://sputnix.ru/ru/oborudo-
vanie/ispytatelnye-stendy/ (дата доступа: 12.02.2021).

16. Бранец В.Н. Лекции по теории бесплатформенных инерциальных навигационных систем управления.
М.: МФТИ, 2009. 304 p.

17. Иванов Д.С., Ивлев Н.А., Карпенко С.О. и др. Результаты летных испытаний системы ориентации мик-
роспутника Чибис-М // Космич. исслед. 2014. Т. 52. № 3. С. 218–228.



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2022

ИССЛЕДОВАНИЕ АЛГОРИТМОВ 159

18. Kramlikh A.V., Lomaka I.A. Nanosatellite’s Rotational Motion Parameters Determination Using Light Sensor
and Angular Velocity Sensor Measurements // 25th Saint Petersbg. Int. Conf. Integr. Navig. Syst. (ICINS 2018).
Saint Petersbg. Proc. Institute of Electrical and Electronics Engineers Inc., 2018. P. 1–3.

19. Белоконов И.В., Крамлих А.В., Ломака И.А. и др. Восстановление углового движения космического ап-
парата по данным о токосъеме с панелей солнечных батарей // Изв. РАН. ТиСУ. 2019. № 2. С. 133–144.

20. Ivanov D., Roldugin D., Tkachev S. et al. Attitude Motion and Sensor Bias Estimation Onboard the SiriusSat-1
Nanosatellite Using Magnetometer Only // Acta Astronautica 2021. V. 188. P. 295–307.

21. Kalman R.E. A New Approach to Linear Filtering and Prediction Problems // Trans. ASME, Ser. D, J. Basic
Eng. 1960. V. 82. P. 35–45.

22. Степанов О.А. Фильтр Калмана: история и современность (к 80-летию Рудольфа Калмана) // Гироско-
пия и навигация. 2010. № 2. С. 107–121.

23. Голован А.А., Парусников Н.А. Математические основы навигационных систем. Ч. I. Математические
модели инерциальной навигации. 2-е изд. М.: Изд-во МГУ, 2010. 126 с.



160

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2022, № 4, с. 160–176

МЕТОД ФОРМИРОВАНИЯ ТРЕУГОЛЬНОЙ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ 
ТРОСОВОЙ ГРУППИРОВКИ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ СИЛ1

© 2022 г.   Ю. М. Заболотновa,*, А. А. Назароваa,**
a Самарский национальный исследовательский ун-т, Самара, Россия

*e-mail: yumz@yandex.ru
**e-mail: anazarova63@gmail.ru

Поступила в редакцию 27.01.2022 г.
После доработки 02.03.2022 г.

Принята к публикации 28.03.2022 г.

Рассматривается задача развертывания тросовой группировки из четырех космических аппара-
тов. В центре группировки расположен космический аппарат, с которого происходит выпуск
трех тросов с концевыми малыми космическими аппаратами (спутниками). После формирова-
ния группировка представляет собой симметричную лучевую “звездную” симметричную
структуру космических аппаратов (ступица – спицы или “Hub-Spoke”), стабилизированную
вращением с некоторой заданной угловой скоростью. Предлагается и анализируется комбини-
рованный метод управления при формировании тросовой группировки, который заключается
в совместном использовании электромагнитных сил, действующих на проводящие ток тросы
в магнитном поле Земли, для создания вращающего момента относительно центра масс си-
стемы и механизмов управления выпуском тросов, расположенных на центральном космиче-
ском аппарате. Приводятся результаты численных расчетов, иллюстрирующие применение
рассматриваемых законов управления.

DOI: 10.31857/S000233882204014X

Введение. В настоящее время имеется много проектов полезного применения группировок
космических аппаратов (КА) для различных целей (навигация, связь, наблюдение, измерения
и т.д.). Важное место при этом занимают проекты использования тросовых группировок косми-
ческих аппаратов (ТГКА), имеющих дополнительные механические связи между КА, что помо-
гает при определенных условиях сохранять их геометрическую конфигурацию с минимальными
затратами энергии. Среди наиболее известных конфигураций ТГКА можно отметить линейные
структуры [1–5], когда КА располагаются на одной прямой чаще всего вдоль местной вертикали
в режиме гравитационной стабилизации. Более сложные структуры ТГКА в отличие от линей-
ных обычно стабилизированы вращением с некоторой заданной угловой скоростью относитель-
но своего центра масс системы. Здесь можно отметить структуры в виде “кольца” [1, 6–11] и лу-
чевые “звездные” конфигурации(“Hub-Spoke”) [12–17]. Если “кольца” не имеют центрального
КА и управление их движением распределяется по всем КА, то в лучевых “звездных” структурах
все управляющие функции, как правило, принадлежат центральному КА, в частности, с помо-
щью специальных механизмов осуществляется управление выпуском тросов. Наряду с плоски-
ми ТГКА представляют интерес пространственные системы, которые, например, можно ис-
пользовать для многоточечных 3D-измерений в околоземном пространстве. Это пирамидальные
структуры [1, 18, 19], которые вращаются вокруг вертикали, проходящей через их центр масс.

Из-за сложной динамики рассматриваемых многоэлементных тросовых систем методы их
управления движением требуют дальнейшего развития. Наиболее сложным с этой точки зрения
является этап формирования ТГКА, который (особенно для систем со сложной нелинейной
структурой) еще недостаточно изучен. Второе направление исследований – это совершенство-
вание математических моделей движения ТГКА. Здесь следует отметить, что рассмотрение
ТГКА как системы с распределенными параметрами позволяет осуществлять контроль над

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 21-51-53002).
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формой тросов в процессе их развертывания и при дальнейшем функционировании ТГКА на ор-
бите. Важным также представляется учет углового движения КА, входящих в состав ТГКА, отно-
сительно своих центров масс. Здесь следует отметить, что в подавляющем числе работ, посвя-
щенных динамике ТГКА, КА рассматриваются как материальные точки, что во многих случаях
является недопустимым упрощением, в частности, если имеются ограничения на угловые поло-
жения КА относительно направления тросов [20] в процессе управления системой.

В работе предлагается и исследуется способ управления при формировании ТГКА треугольной
лучевой конфигурации, вращающейся в плоскости орбиты ее центра масс. После развертывания
ТГКА имеет симметричную структуру, в центре которой находится КА достаточно большой мас-
сы. При этом концевые малые КА (далее просто спутники) прикреплены к нему тросами, которые
составляют между собой угол 120°. Особенностью предлагаемого комбинированного подхода
при управлении процессом формирования вращающейся ТГКА является совместное примене-
ние электромагнитных сил, действующих на проводящие ток тросы в магнитном поле Земли, и
механизмов выпуска тросов, расположенных на центральном КА. Электромагнитные силы, ко-
торые на каждом элементарном участке троса ему ортогональны, представляют собой распреде-
ленную по длине тросов нагрузку, равнодействующая которой создает вращающий момент, в
конечном итоге обеспечивающий заданную угловую скорость вращения системы после ее фор-
мирования. Технология использования проводящих ток тросов в космосе активно разрабатыва-
ется. Достаточно сказать, что до настоящего времени различными странами проведено более
10 реальных тросовых экспериментов на орбите [21, 22].

Механизмы, обеспечивающие выпуск тросов, предназначены для регулирования силы натя-
жения тросов в соответствии с заданной номинальной программой их развертывания. Регулиро-
вание осуществляется по измерениям скорости и длины тросов в момент их выпуска из механиз-
мов управления. Аналогичное регулирование при выпуске троса использовалось при проведе-
нии тросового эксперимента на орбите YES2 [23]. Основная цель регулирования – это
обеспечить выполнение заданных ограничений на силу натяжения тросов (тросы должны быть
натянуты) и на скорость выпуска тросов (механизмы работают только на их торможение), кото-
рая при достижении заданной длины тросов должна быть равна нулю.

Применяется классическая схема управления с обратной связью по отклонениям перемен-
ных состояния системы от номинальных значений. Для выбора номинальной программы фор-
мирования ТГКА осуществляется построение упрощенной модели движения системы с помо-
щью уравнений Лагранжа. Упрощенная модель движения ТГКА служит для обоснованного вы-
бора параметров номинальной программы ее развертывания, которая строится таким образом,
чтобы обеспечить асимптотическую устойчивость конечного состояния системы после оконча-
ния выпуска тросов. Понятно, что в этом случае свойство асимптотической устойчивости имеет
место в силу упрощенной модели движения системы. В процессе развертывания ТГКА величина
тока в тросах постоянна и его выключение происходит уже после окончания выпуска тросов при
достижении требуемой угловой скорости вращения системы относительно центра масс.

Проверка возможности реализации предлагаемой номинальной программы формирования
ТГКА производится с использованием более полной модели движения системы, учитывающей
растяжимость и односторонность механических связей между КА (тросов), работу системы ре-
гулирования с учетом инерционности механизмов управления, изгибные колебания тросов под
действием распределенной нагрузки от электромагнитных сил, возможный пространственный
характер движения ТГКА при наличии возмущений, связанных с начальными условиями движе-
ния (включая ошибки при разделении КА и влияние наклонения орбиты). В более полной моде-
ли движения ТГКА центральный КА рассматривается как твердое тело для возможности контро-
ля его углового движения. Контроль углового движения центрального КА необходим для согла-
сования его вращения с вращением тросов, которые в идеальном случае должны иметь ту же
угловую скорость, что и центральный КА, в процессе развертывания системы. Для оценки изме-
нения формы тросов в процессе развертывания системы они в более полной модели движения
ТГКА описываются множеством материальных точек, связанных между собой растяжимыми од-
носторонними связями.

Здесь можно отметить, что принципиально существует альтернативный способ создания вра-
щательного момента, обеспечивающего заданную угловую скорость вращения системы вокруг
центра масс в процессе формирования ТГКА, который связан с использованием двигателей ма-
лой тяги, расположенных на концевых спутниках. Например, такой способ был рассмотрен в ра-
боте [24] для тросовой системы, состоящей из двух КА. Однако такой подход имеет недостаток,
связанный с необходимостью обеспечения заданной ориентации векторов тяги относительно
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направлений тросов, что ведет к необходимости стабилизации движения спутников вокруг сво-
их центров масс, т.е. разработке дополнительной системы управления. Если концевые тела пред-
ставляют собой малоразмерные спутники малой массы, то использование двигателей малой тяги
становится проблематичным.

Для оценки возможности применения предлагаемой схемы управления процессом формиро-
вания ТГКА приводятся характерные примеры численного моделирования движения системы в
плоском и пространственном случаях с учетом действующих возмущений с помощью более пол-
ной модели движения. Показано, что после окончания формирования ТГКА тросы практически
прямолинейны и совершают малые колебания с почти постоянной амплитудой относительно
своих номинальных значений. С учетом этого предлагается дополнительный алгоритм стабили-
зации движений тросов, основанный на регулировании величины тока в тросах.

1. Постановка задачи. Необходимо разработать программу управления для формирования
вращающейся ТГКА треугольной лучевой конфигурации разомкнутого типа, которая характе-
ризуется тем, что концевые спутники не соединены между собой тросами. В начальном положе-
нии КА и спутники жестко связаны между собой, т.е. представляют собой симметричное твердое
тело (рис. 1, а), которое по своей структуре повторяет геометричную конфигурацию системы в
конечном состоянии после ее формирования. В номинальном случае (без учета возмущений) до
разделения КА и спутников твердое тело вращается в плоскости орбиты с некоторой угловой
скоростью  Отделение спутников от КА происходит с некоторыми относительными скоро-
стями, причем их векторы в идеальном случае составляют между собой угол 120° и имеют равные
модули. Все управляющие функции возлагаются на центральный КА, на котором имеются спе-
циальные механизмы для регулирования процесса выпуска тросов и бортовые источники энер-
гии для обеспечения заданной величины тока в тросах. Применяется традиционная схема элек-
тродинамической тросовой системы в режиме генерации тяги для изолированного троса [1, 25],
когда формируется контур электрической цепи, который замыкается через ионосферу. Исполь-
зуя описанные органы управления процессом формирования ТГКА, необходимо перевести си-
стему в заданное конечное состояние. В конечном состоянии ТГКА имеет симметричную струк-
туру, приведенную выше, и вращается с угловой скоростью , которая зависит от момента вы-
ключения тока. По окончании развертывания тросов необходимо обеспечить плавное их
торможение, а именно, чтобы при  выполнялось .

2. Простая модель движения и номинальная программа формирования ТГКА. Для построения
номинальной программы развертывания тросов и закона изменения тока применяются доста-
точно простые уравнения плоского движения системы относительно центра масс, соответству-
ющие идеальному случаю, когда в процессе формирования ТГКА сохраняется ее полная симмет-
рия. Основные допущения: центральный КА и спутники рассматриваются как материальные
точки, тросы нерастяжимы, невесомы и прямолинейны, влиянием гравитационных сил на дви-
жение системы относительно центра масс и вращением орбитальной подвижной системы коор-
динат  (рис. 1, б) пренебрегается, вектор магнитной индукции определяется в центре масс
системы (C) и постоянен, нагрузка от сил Ампера равномерно распределена по длине каждого
троса, центр масс системы совпадает с центром масс центрального КА и движется по невозму-
щенной круговой орбите. Для орбитальной прямоугольной правой системы координат 
направление оси  совпадает с направлением геоцентрического радиус-вектора центра масс
системы, ось  лежит в плоскости орбиты и направлена в сторону движения.

Уравнения Лагранжа имеют вид

(2.1)

где  и  – вектор обобщенных координат (рис. 1, б) и соответствующий вектор обоб-
щенных скоростей,  – угол отклонения первого троса от вертикали (рис. 1, б) в плоскости ор-

биты центра масс системы,  – кинетическая энергия системы,  – вектор обобщен-
ных сил.

Координаты спутников определяются в плоском случае в орбитальной системе координат
 (рис. 1, б):

(2.2)
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Кинетическая энергия системы

(2.3)

где m – масса спутников,  – кинетическая энергия центрального КА.
Учитывая выражения (2.2)–(2.3) и проводя дифференцирование, уравнения (2.1) представим

как

(2.4)

Обобщенные силы определяются через возможные перемещения и имеют вид

(2.5)

где  – сила Ампера, I – величина тока,  – модуль вектора магнитной индук-
ции на экваторе,  – магнитный момент земного диполя,  – модуль радиус-вектора центра
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Рис. 1. Система в исходном состоянии и ее обобщенные координаты для простой модели
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масс системы на круговой орбите,  – силы натяжения тросов, которые в данной постановке
(тросы невесомы) равны силам их торможения в механизмах управления. Здесь и далее в каче-
стве модели магнитного поля Земли рассматривается прямой диполь [1].

Для обеспечения условий асимптотической устойчивости решения системы (2.4), соответ-
ствующего конечному положению тросов , силу натяжения необходимо задать в виде

(2.6)

где  – коэффициенты (аналогичные коэффициентам обратной связи), выбором которых
можно обеспечить заданные свойства конечного состояния тросов.

Подстановка выражения (2.6) во второе уравнение системы (2.4) дает

(2.7)

В этом случае решение уравнения для l (2.7) не зависит от решения первого уравнения систе-
мы (2.4). С другой стороны, решения первого уравнения системы (2.4) зависят от решения урав-
нения для l. Корни характеристического уравнения, соответствующие (2.7) и записанного через
отклонения , имеют вид

(2.8)

Таким образом, если  и , то конечное состояние тросов будет асимптоти-
чески устойчиво в силу системы (2.4), причем переходный процесс будет апериодическим
( ). Последнее обстоятельство является важным, так как предполагается, что механизмы вы-
пуска тросов, расположенные на центральном КА, работают только на торможение.

На рис. 2 приводятся основные характеристики номинальной программы формирования
ТГКА в зависимости от безразмерного времени , где  – угловая скорость центра масс си-
стемы по круговой орбите. Исходные данные и параметры выбранной номинальной программы
формирования ТГКА: масса центрального КА – 500 кг, массы спутников – 20 кг, высота круго-
вой экваториальной орбиты – 500 км, конечная длина тросов – 1 км, величина тока ,
начальная угловая скорость вращения системы в плоскости орбиты до разделения  с–1,
относительная скорость разделения центрального КА и спутников  м/с, коэффициенты

 кг/с,  кг/с2. Здесь за положительное направление тока принимается на-
правление от спутников к центральному КА, а угловая скорость  направлена противоположно
направлению отчета угла  (рис. 1, б), т.е. ее проекция на ось  орбитальной системы коорди-
нат отрицательна:  с–1. Приведенные численные результаты подтверждают асимптоти-
ческую устойчивость конечного состояния ТГКА по переменным  (рис. 2, а, б), при этом

. После окончания выпуска тросов их длина фиксируется, однако ток выключается
только тогда, когда угловая скорость  достигает заданного значения. В данном случае

 с–1 (рис. 2, в). После выключения тока угловая скорость вращения системы и силы на-
тяжения тросов постоянны (рис. 2, г). Особенностью изменения угловой скорости  является
быстрое ее уменьшение (точнее, ее модуля) почти до нуля (рис. 2, д) сразу после разделения цен-
трального КА и спутников. Это объясняется быстрым увеличением момента инерции системы
при увеличении длин тросов на этом начальном участке формирования ТГКА. Однако затем в
результате действия вращающего момента от сил Ампера угловая скорость вращения системы
монотонно увеличивается (по модулю) и в некоторый момент достигает заданного значения
(рис. 2, в).

Далее приведенная номинальная программа используется в более полной модели движения
ТГКА для оценки возможности ее реализации при действии достаточно широкой совокупности
действующих возмущений.
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3. Математическая модель движения в геоцентрической неподвижной системе координат. Более
полные уравнения движения ТГКА записываются в неподвижной геоцентрической системе
координат , в которой основная плоскость совпадает с плоскостью экватора, ось OZOXYZ

Рис. 2. Характеристики номинальной программы формирования ТГКА
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направлена по оси вращения Земли на север, ось  – в точку весеннего равноденствия. Урав-
нения, описывающие движение центров масс КА, спутников и множества материальных точек,
моделирующих движения тросов, имеют вид

(3.1)

где ,  , – радиус-векторы центров масс КА и -го спутника,  , – радиус-
векторы материальных точек, на которые разбивается трос, ,  –

гравитационные силы,  – гравитационная постоянная,  – сила натяжения троса, приложен-
ная к k-й точке i-го троса и направленная в сторону -й точке, ,  – сила Ампера,
приложенная к k-й точке i-го троса,  – составляющая силы Ампера, приложенной к первому
участку -го троса и действующая на центральный КА. В системе (3.1) индекс n соответствуют
концевым спутникам, которые в данной модели рассматриваются как материальные точки. Схе-
ма сил, действующих на ТГКА, приводится на рис. 3.

Силы натяжения тросов вычисляются следующим образом:

(3.2)
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Рис. 3. ТГКА как распределенная система: схема действующих сил
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где  – радиус-векторы, соединяющие точки крепления тросов,  – нерастя-

нутые длины участков тросов,  – радиус-векторы точек крепления тросов к центральному КА
(центральный КА – твердое тело), , E – модуль Юнга, S – площадь поперечного сечения
троса. Выражения (3.2) соответствуют односторонней механической связи между точками троса
и точками его крепления к центральному КА, причем для описания растяжения тросов исполь-
зуется закон Гука.

Силы Ампера , действующие на k-й участок i-го троса, вычисляются как [25]

(3.3)

где  – вектор магнитной индукции.
Используется модель магнитного поля Земли – прямой диполь [1]:

(3.4)

где ,  Тл ⋅ км3 – магнитный момент земного диполя, , e – еди-
ничный вектор оси вращения Земли,  – скалярное произведение. Здесь вектор  опреде-
ляется в середине отрезка троса, т.е. .

Силы  распределяются по точкам следующим образом:

(3.5)

Процесс выпуска тросов моделируется с помощью динамических уравнений [20]

(3.6)

где коэффициент  учитывает инерционность механизмов управления, U(i) – управляющие си-
лы,  – недеформированная длина первого участка троса, считая от центрального КА.

Силы торможения в механизмах управления определяются с использованием принципа об-
ратной связи:

(3.7)

где  – коэффициенты обратной связи, а номинальные значения  находятся интегриро-
ванием системы уравнений (2.4), причем номинальная длина на первом участке тросов опреде-
ляется с учетом суммы длин недеформированных участков тросов, выпущенных до этого:

. Аналогичный принцип управления выпуском троса применялся ранее при проведе-
нии реального тросового эксперимента на орбите YES2 [23]. В этом эксперименте управляющие
механизмы осуществляли только торможение троса, поэтому если  или , то выпуск
i-го троса прекращается: .

Использование уравнений движения (3.1), (3.6) предполагает применениe некоторого алго-
ритма введения новых точек тросов, когда недеформированная длина первого участка троса,
считая от центрального КА, становится больше , где N – количество отрезков, на которые
разбивается полная длина троса (является параметром модели). Здесь применяется алгоритм до-
бавления новой точки, описанный в [26]. Основные принципы этого алгоритма: 1) положение
новой точки определяется из условия равенства сил натяжения с обеих сторон, причем величина
этих сил натяжения должна быть равна силе натяжения на этом же участке до введения новой
точки; 2) по положению новой точки находятся составляющие ее скорости относительно цен-
трального КА по известной относительной скорости второй точки через соответствующие про-
порции; 3) проводится коррекция составляющих скоростей центрального КА на основании за-
кона сохранения количества движения системы. Для сохранения вида уравнения движения (3.1),
(3.6) номера точек тросов изменяются.

4. Уравнения движения центрального КА относительно центра масс. Для контроля за угловыми
движениями центрального КА с целью согласования его вращения с вращением тросов уравне-
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ния (3.1), (3.6) дополняются уравнениями движения КА относительно центра масс. Динамиче-
ские уравнения вращательного движения КА записываются в традиционной форме

(4.1)

где  и  – вектор угловой скорости и тензор инерции центрального КА,  – векторная сумма
моментов, действующих на КА. Уравнения (4.1) проецируются на оси связанной с КА прямо-
угольной системы координат , где s – центр масс КА, ось sx проходит через точку крепления
первого троса (i = 1), плоскость sxy в невозмущенном случае в момент отделения спутников сов-
падает с орбитальной плоскостью.

Вектор  определяется как

(4.2)

где  – радиус-векторы точек крепления тросов относительно центра масс КА,  – управля-
ющий момент системы стабилизации движения КА.

Предполагается, что эллипсоид инерции КА близок к сфере и движение системы рассматри-
вается на достаточно высоких орбитах. Поэтому гравитационные и аэродинамические моменты
не учитываются.

Управляющий момент  системы стабилизации движения КА определяется в соответствии
с отклонениями от номинальной программы изменения переменных , рассчитанной по

простым уравнениям движения ТГКА (2.4). Компоненты момента  в связанной с КА системе
координат  имеют вид

(4.3)

где  – проекции угловой скорости КА на оси связанной системы координат,  – ко-
эффициенты обратной связи. При этом угол  определяется интегрированием

Таким образом, предполагается, что система стабилизации КА для своей работы использует
стандартные датчики угловых скоростей (ДУС) и интегратор.

Кинематические уравнения записываются в виде уравнений Эйлера–Пуассона

(4.4)

где  – орты связанной системы координат .
Проекции единичных векторов  на оси неподвижной системы координат  являются

компонентами матрицы перехода от системы координат  к связанной системе координат
. Следовательно, зная координаты точек крепления тросов в системе координат  (проек-

ций векторов ), нетрудно вычислить координаты точек крепления тросов в системе координат
 (векторов ) и определить силы натяжения тросов с учетом углового движения цен-

трального КА. При численном интегрировании уравнений (4.4) осуществляется контроль за вы-
полнением условий ортогональности векторов  и . При необходимости можно ис-
пользовать оптимальный алгоритм коррекции компонент векторов  [27].

Система (3.1), (3.6), (4.1), (4.4) при задании всех коэффициентов обратной связи, входящих в
выражения (3.7), (4.3), представляет собой замкнутую систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, которая может быть проинтегрирована численным методом при заданных на-
чальных условиях.

В системе уравнений (3.1), (3.6), (4.1), (4.4) не имеют места многие допущения, которые были
приняты при построении простой модели движения ТГКА, а именно: центральный КА рассмат-
ривается как твердое тело конечных размеров; учитывается растяжимость и масса тросов, кото-
рые под действием распределенной нагрузки от сил Ампера деформируются (не прямолиней-
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ны); центр масс системы перемещается по возмущенной орбите, изменение параметров которой
нетрудно вычислить; вектор магнитной индукции определяется в каждой точке троса в соответ-
ствии с принятой моделью магнитного поля Земли (3.4); учитывается взаимное влияние движе-
ний центрального КА и тросов; рассматривается пространственное движение системы; оцени-
вается влияние ошибок в начальных условиях движения (включая ошибки, возникающие при
разделении КА и спутников) на процесс формирования ТГКА; оценивается качество работы си-
стемы стабилизации центрального КА и управляющих механизмов выпуска тросов; моделирует-
ся процесс формирования ТГКА на орбитах с ненулевым наклонением. В построенной более
полной модели движения ТГКА концевые спутники рассматриваются как материальные точки,
так как предлагаемая схема управления не накладывает жестких ограничений на угловые движе-
ния спутников.

5. Моделирование процесса разделения КА и спутников. Для определения начальных условий дви-
жения ТГКА необходимо рассмотреть процесс разделения КА и спутников. Если , – от-
носительные скорости отделения спутников от КА, то, используя закон сохранения импульса,
найдем

(5.1)

где  – вектор скорости центра масс системы до разделения,  – векторы начальных ско-
ростей движения КА и спутников после их разделения.

На основании теоремы об изменении кинетического момента твердого тела при ударном вза-
имодействии найдем

(5.2)

где ΔKs – приращение моментов импульса центрального КА,  – импульс, дей-
ствующий на центральный КА при отделении i-го спутника.

По приращению импульса (5.2) определяется изменение вектора угловой скорости КА:

(5.3)

В идеале векторы S(i) проходят через центр масс КА и его угловые скорости не изменяются.
В противоположном случае, когда , имеют место возмущения при разделении, и угловые
скорости вращения КА изменяются.

6. Моделирование возмущенного движения ТГКА при ее развертывании. При моделировании
возмущенного движения ТГКА использовалась система уравнений, записанная в геоцентриче-
ской неподвижной системе координат (3.1), (3.6), (4.1), (4.4). Были приняты следующие исход-
ные данные (они дополняют данные, принятые для построения номинального движения систе-
мы): жесткость и линейная плотность троса  Н и  кг/км; количество отрезков, на
которые разбиваются тросы в своем конечном состоянии, N = 10; коэффициенты обратной свя-
зи  кг/с2,  кг/с,  Нм,  кг м2/с,  кг м2/с; диаметр цен-
трального КА (сфера) и его моменты инерции (имеется инерционная асимметрия)  м,

 кг м2,  кг м2;  кг м2; смещения центра масс КА относительно центра сфе-
ры (статическая асимметрия) в связанной системе координат   м,  м.
Предполагается, что начальные угловые скорости твердого тела до разделения КА и спутников отлич-
ны от номинального случая (   с–1) и равны  с–1,  = –0.05 с–1,

 с–1. Здесь необходимо отметить, что увеличение числа отрезков, на которые разбива-
ются тросы, по сравнению с N = 10 практически не приводило к изменению результатов модели-
рования, что и обусловило такую дискретизацию тросов. Величины коэффициентов обратной
связи ,  были выбраны исходя из результатов работы [26], где рассматривалась аналогичная
задача управления выпуском троса с малым по массе грузом. Правда, тросовая система состояла
из двух КА и ее развертывание осуществлялось в вертикальное положение. Остальные коэффи-
циенты обратной связи были выбраны в процессе решения рассматриваемой задачи.
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Результаты моделирования движения ТГКА для экваториальной орбиты представлены на
рис. 4 и 5. Из них следует, что предлагаемый метод управления при развертывании ТГКА тре-
угольной конфигурации обеспечивает согласованное изменение угловых скоростей вращения в
плоскости орбиты центрального КА ( ) и тросов ( ), которые близки к номинальной угловой
скорости ( ) (на рис. 4, а, б – это жирная линия, на рис. 4, б для примера показана угловая ско-
рость первого троса). При формировании ТГКА в конечном итоге после окончания развертыва-
ния системы углы между тросами должны составлять в идеальном случае 120°. На рис. 4, в, г про-
демонстрировано в качестве примера, как изменяются углы между тросами 2, 3 ( ) и 1, 3 ( ) в
процессе развертывания системы. После того, как происходит выключение тока (τ = 9) при до-
стижении конечной угловой скорости вращения системы (–0.04 с–1), углы между тросами ко-
леблются относительно значения 120° с почти постоянной амплитудой (приблизительно 13°).
На рис. 5 показано, как изменяется форма тросов в процессе развертывания ТГКА. Если на на-
чальном этапе формирования системы под действием распределенной нагрузки тросы имеют за-
метный изгиб, то по мере увеличения угловой скорости вращения системы в результате действия
центробежных сил инерции они постепенно выпрямляются и в конечном итоге их форма близка
к прямой линии (при τ > 9). Здесь можно отметить, что существует некоторая асимметрия
при формировании ТГКА с точки зрения направления ее вращения, если движение системы

ωz ωt
�θt

23θ 13θ

Рис. 4. Результаты моделирования возмущенного движения ТГКА на экваториальной орбите
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рассматривать в подвижной орбитальной системе координат . Это связано с влиянием си-
лы Кориолиса. Если сила Кориолиса, действующая на спутники и на любой участок троса, при
развертывании системы создает момент, противоположный по знаку с направлением заданного
вращения системы, то сразу после разделения КА и спутников (когда относительная скорость
выпуска тросов еще велика) тросы могут вращаться в направлении, противоположном заданно-
му (относительно вертикали). Данного эффекта можно избежать, если направление тока будет
отрицательным (от КА к спутникам). Тогда знаки моментов от сил Ампера и сил Кориолиса бу-
дут совпадать и описанный эффект исчезнет. Поэтому в данном случае знак заданной угловой
скорости вращения системы относительно оси  выбран отрицательным 

Для уменьшения амплитуды колебаний углов  между тросами предлагается ввести
дополнительное управление величиной тока на заключительном этапе развертывания системы,
когда . Управление предлагается осуществлять в соответствии с текущей угловой
скоростью тросов, которая определяется по относительному движению крайних точек тросов,
фактически по относительному движению центров масс центрального КА и спутников. Оценка
угловой скорости тросов происходит следующим образом:

(6.1)
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Рис. 5. Изменение формы тросов в процессе формирования ТГКА
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Рис. 6. Результаты моделирования возмущенного движения ТГКА на экваториальной орбите: стабилизация
движения системы с помощью управления величиной тока
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Рис. 7. Результаты моделирования возмущенного движения ТГКА на орбите с наклонением 30°: стабилизация
движения системы с помощью управления величиной тока
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Управляющая добавка к величине тока определяется как

(6.2)

где  – проекции угловых скоростей (6.1) на ось  орбитальной системы координат,  –
коэффициент обратной связи,  – номинальное значение угловой скорости вращения тросов.

Результаты моделирования процесса развертывания ТГКА с управлением (6.2) представлены
на рис. 6 (  А с). Введение управления величиной тока приводит к уменьшению ампли-
туды колебаний углов  (рис. 6, в, г), которые приближаются к величине 120°. С другой
стороны, существенно уменьшаются в этом случае ошибки регулирования по угловым скоро-
стям , что иллюстрируется на рис. 6, а, б. На рис. 6, д для примера показано, как изменяется
управление (6.2) для первого троса.

Развертывание ТГКА на экваториальной орбите (или на орбитах с малым наклонением при
использовании модели магнитного поля Земли – наклонного диполя) фактически характеризует
движение системы, близкое к плоскому. На орбитах с малым наклонением применение электро-
магнитных сил для управления движением космических систем является наиболее эффектив-
ным, так как это приводит к наибольшей величине электромагнитных сил, действующих на про-
водящий ток трос в магнитном поле Земли [1]. Это связано с тем, что вектор магнитной индук-
ции ортогонален (или почти ортогонален) любому участку троса. Из этого следует, что модуль
векторного произведения (3.3), а значит, величина результирующей силы Ампера близка к мак-
симальной.

Так как на орбите с ненулевым наклонением сила Ампера (3.3) имеет составляющую, перпен-
дикулярную плоскости орбиты, то при развертывании ТГКА всегда реализуется пространствен-
ный случай движения системы, даже когда начальное состояние системы невозмущенное. Из-
вестно [1], что для орбит с ненулевым наклонением для сохранения той же эффективности ис-
пользования сил Ампера необходимо увеличить величину тока приблизительно в  раз, где

 – наклонение орбиты. На рис. 7 приводятся зависимости, характеризующие процесс развер-
тывания системы на орбите с наклонением 30°. Номинальная величина тока по модулю увели-
чилась и составила приблизительно 11.5 А (ранее было 10 А). Такое увеличение величины тока
для рассматриваемой задачи оказалось чрезмерным, так как конечная величина угловой скоро-
сти вращения системы стала больше (по модулю), около –0.045 с–1 (ранее было –0.04 с–1). Алго-
ритм стабилизации угловой скорости вращения тросов с использованием управления (6.2) со-
хранил свою эффективность (рис. 7, в). Однако ошибки регулирования по угловым скоростям

 в этом случае увеличились (рис. 7, а, б). Это связано со сложным пространственным харак-
тером движения ТГКА, когда тросы совершают также колебания вне плоскости орбиты центра
масс системы. На рис. 7, г, д приводятся зависимости от времени отклонений спутников относи-
тельно орбитальной плоскости в процессе развертывания системы . Амплитуды этих ко-
лебаний одинаковы для всех спутников, а по окончании выпуска тросов почти постоянны
(рис. 7, д). Максимальные отклонения спутников от плоскости орбиты составляют приблизи-
тельно 0.38 км. Фазы колебаний  различаются, что нетрудно заметить на рис. 7, г.

Заключение. Oценивается возможность использования электромагнитных сил (сил Ампера),
возникающих при взаимодействии проводящих ток тросов с магнитным полем Земли, для фор-
мирования вращающейся ТГКА треугольной лучевой симметричной конфигурации. Предлага-
ется и обосновывается метод управления, включающий в себя регулирование выпуском тросов
с центрального КА и создание момента с помощью сил Ампера, обеспечивающего вращение си-
стемы с заданной угловой скоростью после выключения тока. Для обоснования рассматривае-
мого подхода к формированию ТГКА разработаны и используются две математические модели.
Первая сравнительно простая модель, полученная с помощью уравнений Лагранжа, служит для
построения номинальных законов или программ управления. Вторая модель применяется для
оценки реализуемости построенного программного движения системы. В этой модели тросы
представляются как множество материальных точек, связанных между собой упругими односто-
ронними механическими связями. Это позволяет оценить величину изгиба тросов при действии
распределенных сил Ампера, а центральный КА рассматривается как твердое тело конечных
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размеров. Реализация номинального движения системы с использованием более сложной моде-
ли ее движения и при действии достаточно полной совокупности возмущений осуществляется с
помощью достаточно простых линейных регуляторов. Представленные результаты числен-
ного моделирования развертывания ТГКА доказывают принципиальную возможность приме-
нения предлагаемой схемы управления. Более детальные вопросы технической реализации дан-
ного подхода к формированию конфигурации ТГКА (выбор совокупности средств и погрешно-
сти измерений, влияние дискретности управления, ошибки при реализации управляющих
воздействий и т.д.) здесь не рассматриваются и требуют дальнейшего изучения.
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