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К ЧАСТИЧНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ И ДЕТЕКТИРУЕМОСТИ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ

Рассматривается нелинейная нестационарная система функционально-
дифференциальных уравнений с последействием общего вида, допускаю-
щая «частичное» (по части переменных) нулевое положение равновесия.
Находятся условия, при которых устойчивость (асимптотическая устой-
чивость) по части переменных «частичного» положения равновесия озна-
чает его устойчивость (асимптотическую устойчивость) по всем перемен-
ным. Дается анализ указанных условий с позиций проблемы частичной
детектируемости рассматриваемой системы и вводится понятие ее частич-
ной нуль-динамики. Обсуждается приложение к задаче частичной стаби-
лизации управляемых систем.
Ключевые слова: нелинейная нестационарная система функционально-
дифференциальных уравнений с последействием (запаздыванием), ча-
стичная устойчивость, частичная детектируемость, частичная нуль-
динамика.
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1. Введение

Классическое определение Ляпунова – Румянцева устойчивости по ча-
сти переменных нулевого положения равновесия (невозмущенного движения)
[1, 2] дано для систем обыкновенных дифференциальных уравнений и пред-
полагает, что область начальных возмущений является достаточно малой
окрестностью этого положения равновесия. Наряду с данной постановкой
задачи также анализируются случаи, когда начальные возмущения, явля-
ясь малыми по исследуемой на устойчивость части переменных, могут быть
в то же время произвольными [3–5] или большими (принадлежащими про-
извольному компактному множеству) [4, 5] по оставшимся «неконтролируе-
мым» переменным. Рассмотрена [6] и более общая ситуация, когда начальные
возмущения являются большими по одной части и произвольными по другой
части «неконтролируемых» переменных.

С другой стороны, в задачах устойчивости «частичных» (по части пере-
менных) нулевых положений равновесия также естественно [6] допущение о
том, что начальные возмущения «неконтролируемых» переменных, не опре-
деляющих «частичное» положение равновесия, могут быть большими по од-
ной части и произвольными по оставшейся их части. В данном случае ана-
лиз устойчивости «частичного» положения равновесия проводится при более
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«мягких» требованиях к функциям Ляпунова, чем в случае произвольных на-
чальных возмущений «неконтролируемых» переменных. Поэтому возможен
определенный компромисс между содержательным смыслом понятия устой-
чивости и требованиями к функциям Ляпунова.

Помимо систем обыкновенных дифференциальных уравнений, указанные
задачи частичной устойчивости анализируются [7] также применительно к
системам функционально-дифференциальных уравнений с последействием
(запаздыванием). Для решения используется метод функционалов Ляпуно-
ва – Красовского с соответствующими дополнениями.

В данной работе рассматривается нелинейная нестационарная система
функционально-дифференциальных уравнений с последействием (запазды-
ванием) общего вида, допускающая «частичное» (по некоторой части пере-
менных) нулевое положение равновесия. Предполагается, что данное положе-
ние равновесия устойчиво (асимптотически устойчиво) также по отношению
не ко всем определяющим его переменным, а только по их заданной части.
При этом делается допущение [7] о том, что значения нормы тех компонент
начальной вектор-функции, которые соответствуют переменным, не опреде-
ляющим указанное «частичное» положение равновесия, могут быть больши-
ми по одной части и произвольными по отношению к их оставшейся части.

Находятся условия, при выполнении которых установленная устойчивость
(асимптотическая устойчивость) по части переменных «частичного» нулевого
положения равновесия означает его устойчивость (асимптотическую устойчи-
вость) по всем переменным. Указанные условия включают требование рав-
номерной асимптотической устойчивости по всем переменным нулевого по-
ложения равновесия подсистемы, «приведенной» по переменным, устойчи-
вость «частичного» положения равновесия по которым изначально не извест-
на. Также накладывается ограничение на связь «приведенной» подсистемы
с другими частями системы.

Дается анализ полученных условий с позиций проблемы частичной детек-
тируемости [8–11] рассматриваемой системы; при этом вводится понятие ее
частичной нуль-динамики. Обсуждается приложение полученных результа-
тов к задаче частичной стабилизации [3, 4, 10, 12–18].

2. Постановка задачи

Пусть τ > 0 — заданное число, Rn — линейное пространство n-мерных
векторов x с нормой |x| = max |xi| (i-я компонента вектора x), C — банахово
пространство непрерывных функций ϕ : [−τ, 0] → Rn со стандартной нормой
||ϕ|| = max |ϕ(θ)| (θ ∈ [−τ, 0]), R+ = [0,+∞). Если t0, β ∈ R+, β ≥ t0, то для
непрерывной функции x(t) : [t0 − τ, β] → Rn определим функцию xt ∈ C со-
отношением xt = x(t+ θ) (θ ∈ [−τ, 0]); под x′(t) будем понимать правосторон-
нюю производную.

Сделаем разбиение x = (yT, zT)T (T — знак транспонирования), где
y ∈ Rm, z ∈ Rn−m (1 ≤ m ≤ n). В соответствии с этим разбиением положим
C = Cy × Cz, где Cy и Cz — банаховы пространства непрерывных функ-
ций ϕy : [−τ, 0] → Rm и ϕz : [−τ, 0] → Rn−m c нормами ||ϕy|| = max |ϕy(θ)|
4



и ||ϕz|| = max |ϕz(θ)| (θ ∈ [−τ, 0]). Для ϕ ∈ C имеем ϕ = (ϕT
y ,ϕ

T
z )

T и
||ϕ|| = max( ||ϕy||, ||ϕz||).

Рассмотрим нелинейную нестационарную систему функционально-диффе-
ренциальных уравнений с последействием (запаздыванием) [19]

x′(t) = X(t,xt),

которую с учетом указанных разбиений представим в виде

y′(t) = Y(t,yt, zt), z′(t) = Z(t,yt, zt).(1)

Допустим, что оператор X : R+ × C → Rn, определяющий правую часть си-
стемы (1), вполне непрерывен в области

G = R+ × S = {t ≥ 0, ||ϕy|| < h, ||ϕz|| < ∞}(2)

(h — достаточно малое положительное число) и на каждом компактном под-
множестве K из области (2) выполняется условие Коши – Липшица: суще-
ствует постоянная l = l(K) > 0 такая, что для любых (t,ϕ1), (t,ϕ2) ∈ K имеет
место неравенство |X(t,ϕ2)−X(t,ϕ1)| ≤ l||ϕ2 −ϕ1||.

Тогда [19] для каждой точки t0, ϕ из области (2) существует единственное
решение x(t0,ϕ) системы (1), продолжимое до границы области S и непре-
рывно зависящее от t0,ϕ. Следуя [20], обозначим через x(t) = x(t; t0,ϕ) значе-
ние x(t0,ϕ) в момент времени t и введем предположение о z-продолжимости
решений [3, 4, 7]: решения системы (1) определены для тех t ≥ t0, при кото-
рых |y(t; t0,ϕ)| < h.

Рассмотрим два понятия частичной устойчивости системы (1).
1. Устойчивость «частичного» положения равновесия y = 0. В про-

странстве C рассмотрим [7, 21] множество M = {ϕ ∈ C : ϕy = 0}. Если
Y(t,ϕ)≡ 0 при ϕ ∈ M , то решение x(t0,ϕ) системы (1) удовлетворяет усло-
вию ||yt(t0,ϕ)|| ≡ 0. Другими словами, множество M = {x : y = 0} есть «ча-
стичное» положение равновесия системы (1), являющееся (при сделанном
предположении о единственности решений) инвариантным множеством этой
системы. В этом случае «полное» нулевое положение равновесия x = 0 систе-
мы (1) может и не существовать.

Имея в виду рассмотрение наряду с задачей устойчивости также зада-
чи устойчивости по части переменных «частичного» положения равновесия
y = 0, допустим, что y = (yT

1 ,y
T
2 )

T. Соответственно, компоненту ϕy вектор-
функции ϕ разобьем на две части ϕy = (ϕT

y1
,ϕT

y2
)T. Кроме того, чтобы сде-

лать рассматриваемые задачи частичной устойчивости более содержательны-
ми, компоненту ϕz вектор-функции ϕ также разобьем на две части и пред-
ставим в виде ϕz = (ϕT

z1 ,ϕ
T
z2)

T.
Обозначим через Sδ область в пространстве C такую, что ||ϕy|| < δ,

||ϕz1 || ≤ L, ||ϕz2 || < ∞ (область SΔ получается заменой δ на Δ), так что рас-
сматриваемые далее понятия устойчивости «частичного» положения равно-
весия y = 0 системы (1) будут иметь место при больших значениях ϕz1 в
целом по ϕz2 (for a large values of ϕz1 and on the whole with respect to ϕz2 [4]).
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Опр е д е л е н и е 1 [7]. «Частичное» положение равновесия y = 0:
1) y1-устойчиво, если для каждого t0 ≥ 0, а также для произвольного

числа ε > 0, как бы мало оно не было, и для любого заданного числа L > 0
найдется число δ(ε, t0, L) > 0 такое, что из ϕ ∈ Sδ следует неравенство
|y1(t; t0,ϕ)| < ε при всех t ≥ t0;

2) равномерно y1-устойчиво, если δ = δ(ε, L);
3) равномерно асимптотически y1-устойчиво, если оно равномерно

y1-устойчиво и найдется число Δ(L) > 0 такое, что произвольное решение
x(t0,ϕ) системы (1) с ϕ ∈ SΔ равномерно по t0,ϕ из области t0 ≥ 0, ϕ ∈ SΔ

удовлетворяет предельному соотношению

lim |y1(t; t0,ϕ)| = 0, t → ∞.(3)

Соответствующие понятия устойчивости по всем переменным «частично-
го» положения равновесия y = 0 определяются как частный случай, заменой
y1(t; t0,ϕ) на y(t; t0,ϕ).

2. Устойчивость по части переменных положения равновесия x = 0. До-
пустим, что имеет место условие X(t,0)≡ 0 и система (1) имеет «полное»
нулевое положение равновесия x = 0.
Опр е д е л е н и е 2 [4]. Положение равновесия x = 0:
1) y1-устойчиво, если для каждого t0 ≥ 0, а также для произвольного

числа ε > 0, как бы мало оно не было, найдется число δ(ε, t0) > 0 такое, что
из ||ϕ|| < δ следует неравенство |y1(t; t0,ϕ)| < ε при всех t ≥ t0;

2) равномерно y1-устойчиво, если δ = δ(ε);
3) равномерно асимптотически y1-устойчиво, если оно равномерно

y1-устойчиво и найдется число Δ > 0 такое, что произвольное решение
x(t0,ϕ) системы (1) с ||ϕ|| < Δ равномерно по t0, ϕ из области t0 ≥ 0,
||ϕ|| < Δ удовлетворяет предельному соотношению (3).

Соответствующие понятия y-устойчивости положения равновесия x = 0
получаются заменой y1(t; t0,ϕ) на y(t; t0,ϕ).
Зад а ч а 1. Требуется указать общую структурную форму нелинейной си-

стемы (1), для которой: 1) y1-устойчивость «частичного» положения равнове-
сия y = 0 означает его устойчивость по всем переменным; 2) y1-устойчивость
положения равновесия x = 0 означает его y-устойчивость.
Зам е ч а ни е 1. Изучаемые свойства системы (1) при соответствующей

детализации можно трактовать как локальную частичную устойчивость по
«выходу — состоянию» (output to state stability [8]) в случае 1), устойчивость
по «измеримому — заданному выходу» (measurement to error stability [9]) в
случае 2), а также как соответствующие свойства частичной детектируемо-
сти этой системы. Детализация связана с функционально-дифференциаль-
ной формой системы (1), рассмотрением не только «полного», но и «частич-
ного» положения равновесия, а также с особенностью используемых понятий
устойчивости «частичного» положения равновесия.
Зам е ч а ни е 2. Общий подход [8–11] к анализу указанных свойств систе-

мы (1) основан на прямом методе Ляпунова, применение которого в конкрет-
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ных случаях может быть затруднено. Это обстоятельство определяет акту-
альность поставленной задачи выявления общей структурной формы систе-
мы (1), наделенной изучаемыми свойствами.

3. Условия частичной устойчивости

В соответствии со сделанным разбиением x = (yT
1 ,y

T
2 , z

T)T представим
первую группу уравнений системы (1) в виде двух групп уравнений

y′
1(t) = Y1(t,y1t,y2t, zt), y′

2(t) = Y2(t,y1t,y2t, zt),

а оператор Y2(t,ϕ) представим следующим образом:

Y2(t,ϕ) = Y0
2(t,ϕy2) +R(t,ϕy1 ,ϕy2 ,ϕz),

(R(t,ϕ) = Y2(t,ϕ)−Y0
2(t,ϕy2),R(t,0,ϕy2 ,0)≡R(t,0,0,ϕz)≡ 0).

Система функционально-дифференциальных уравнений

y′
2(t) = Y0

2(t,y2t)(4)

будет «приведенной» (по переменным y2) подсистемой системы (1).
Допустим, что оператор Y0

2(t,ϕy2) вполне непрерывен в области t ≥ 0,
||ϕy2 || < h и на каждом компактном подмножестве из этой области удовлет-
воряет условию Коши – Липшица.

Те ор ем а 1. Пусть выполняются условия:
1) найдется вполне непрерывный оператор Y∗

2(ϕy1 ,ϕy2), Y∗
2(0,0) ≡ 0 та-

кой, что в области (2) имеет место неравенство

|R(t,ϕy1 ,ϕy2 ,ϕz)| ≤ |Y∗
2(ϕy1 ,ϕy2)| ;(5)

2) положение равновесия y2 = 0 «приведенной» подсистемы (4) равномер-
но асимптотически устойчиво по всем переменным;

3) «частичное» положение равновесия y = 0 системы (1) равномерно
y1-устойчиво (равномерно асимптотически y1-устойчиво).
Тогда «частичное» положение равновесия y = 0 равномерно устойчиво

(равномерно асимптотически устойчиво) по всем переменным.

Доказательство теоремы 1 вынесено в Приложение.
Условие 1) теоремы 1 можно ослабить, заменяя соответствующие тре-

бования y1-устойчивости «частичного» положения равновесия y = 0 систе-
мы (1) более сильными требованиями (y1,μ)-устойчивости, где μ = μ(t,x),
μ(t,0)≡ 0 – некоторая непрерывная в области D = {t ≥ 0, ||y|| < h, ||z|| < ∞}
вектор-функция. Наличие такой устойчивости позволяет использовать вме-
сто неравенства (5) менее ограничительное неравенство

|R(t,ϕy1 ,ϕy2 ,ϕz)| ≤ |Y∗∗
2 (ϕy1 ,μ(t,ϕ),ϕy2)| ,(6)

7



выполняющееся в области G∗ = R+ × S = {t ≥ 0, ||ϕy||+ ||μ(t,x)|| < h,
||ϕz|| < ∞}. Здесь Y∗∗

2 (ϕy1 ,μ(t,ϕ),ϕy2) – вполне непрерывный в G∗ опе-
ратор, Y∗∗

2 (0,0,ϕy2)≡Y∗∗
2 (0,0,0) ≡ 0; ||μ(t,ϕ)|| = sup |μ(t,ϕ(θ))| при

θ ∈ [−τ, 0], t ∈ R+. Кроме того, в результате «частичное» положение рав-
новесия y = 0 также обладает более сильным соответствующим свойством
(y,μ)-устойчивости.

Понятия (y1,μ)-устойчивости формально вводятся заменой y1(t; t0,ϕ) на
y1(t; t0,ϕ) + μ(t; t0,ϕ) в определении 1. Содержательно их можно тракто-
вать как «расширенно-оценочную» y1-устойчивость (дополненную оценкой
для подбираемой μ-функции) «частичного» положения равновесия y = 0 си-
стемы (1). По смыслу задачи такая устойчивость должна быть «промежу-
точной» между y1-устойчивостью и устойчивостью по всем переменным «ча-
стичного» положения равновесия y = 0. В этих рамках «расширение» поня-
тия y1-устойчивости может происходить за счет зависимости μ-функции не
только от t,y, но и от z, что и требуется для перехода к неравенству (6).
Учитывая включение ϕ ∈ Sδ, ограничимся подбором «пробных» μ-функций
вида μ = μ(t,y, z1), μ = μ(t,0, z1)≡ 0.

Те ор ем а 2. Пусть выполнено условие 2) теоремы 1 и найдется непре-
рывная в области D вектор-функция μ = μ(t,y, z1) такая, что:

1) «частичное» положение равновесия y = 0 системы (1) равномерно
(y1,μ)-устойчиво (равномерно асимптотически (y1,μ)-устойчиво);

2) в области G∗ выполняется неравенство (6).
Тогда «частичное» положение равновесия y = 0 равномерно устойчиво

(равномерно асимптотически устойчиво) по всем переменным.

Доказательство по той же схеме, что и доказательство теоремы 1.
Допустим, что X(t,0) ≡ 0 и система (1) имеет нулевое положение равно-

весия x = 0; соответственно R(t,0,ϕy2 ,0)≡R(t,0,0,0) ≡ 0.

Сл ед с т в и е. Пусть выполнены условия 1), 2) теоремы 1 и положе-
ние равновесия x = 0 системы (1) равномерно y1-устойчиво (равномерно
асимптотически y1-устойчиво). Тогда это положение равновесия равномер-
но y-устойчиво (равномерно асимптотически y-устойчиво).

В данном случае неравенство (5) также можно заменить менее ограни-
чительным неравенством (6), используя понятия (y1,μ)-устойчивости, полу-
чающиеся заменой y1(t; t0,ϕ) на y1(t; t0,ϕ) + μ(t; t0,ϕ) в определении 2. По-
скольку вместо включения ϕ ∈ Sδ предполагается условие ||ϕ|| < δ, то сде-
ланное ранее ограничение μ = μ(t,y, z1), μ = μ(t, 0, z1)≡ 0 не требуется.

Зам е ч а ни е 3. Теоремы 1, 2 являются развитием соответствующих ре-
зультатов А. Халаная [22], а также результатов [23]. В отличие от [22], где ана-
лизируется связь между устойчивостью по части и по всем переменным ну-
левого положения равновесия, изучаются более общие свойства системы (1).
Такие свойства рассмотрены ранее в [23], но без учета эффекта последей-
ствия в изучаемой системе. Кроме того, в отличие от [23] ограничение на
связь «приведенной» подсистемы с другими частями системы анализируется
на основе введенных понятий (y1,μ)-устойчивости.
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Зам е ч а ни е 4. Неравенство (5) легко проверяется, если из тех или иных
соображений известна заранее равномерная (по t0,ϕ) z-ограниченность ре-
шений системы (1), начинающихся при ϕ ∈ Sδ.

Зам е ч а ни е 5. Анализ задач частичной устойчивости и стабилизации, а
также обзор результатов можно найти в [3, 4, 10, 12].
Прим ер 1. Пусть система (1) состоит из уравнений

y′1 = −2y1(t) + y1(t− τ) + y21(t) + y22(t− τ)z1(t− τ),

y′2 = [−1 + y1(t) sin z2(t− τ)]y2(t) + f(x(t)),

z′1(t) = [1− 2y1(t) sin z2(t− τ)]z1(t),

z′2(t) = ety1(t− τ)z2(t).

(7)

1. Допустим, что f(x(t))≡ 0. Введением новой переменной μ1 = y22z1 из
системы (7) можно выделить подсистему

y′1 = −2y1(t) + y1(t− τ) + μ1(t− τ) + y21(t),

μ′
1(t) = −μ1(t),

(8)

нулевое положение равновесия y1 = μ1 = 0 которой равномерно асимптоти-
чески устойчиво по y1, μ1 на основании теоремы об устойчивости (по всем
переменным) по линейному приближению [24].

Поскольку для переменной μ1 = μ1(y2, z1) = y22z1 имеет место тождество
μ1(0, z1)≡ 0 и эта переменная не зависит от z2, то «частичное» положение
равновесия y1 = y2 = 0 системы (7) равномерно асимптотически y1-устойчиво
(при больших значениях ϕz1 в целом по ϕz2).

«Приведенная» подсистема (4) в данном случае имеет вид

y′2 = −y2(t),(9)

и ее нулевое положение равновесия y2 = 0 равномерно асимптотически устой-
чиво. Кроме того, в данном случае выполнено неравенство (5), в котором
|Y ∗

2 | = |ϕy1(0)| · |ϕy2(0)|.
На основании теоремы 1 заключаем, что «частичное» положение равнове-

сия y1 = y2 = 0 системы (7) равномерно асимптотически устойчиво по всем
переменным (при больших значениях ϕz1в целом по ϕz2).

Система (7) допускает также положение равновесия y1 = y2 = z1 = z2 = 0,
которое равномерно асимптотически (y1, y2)-устойчиво.

2. Допустим, что f(x(t)) = y32(t)z1(t). В этом случае из системы (7) можно
выделить подсистему, первое уравнение которой совпадает с первым уравне-
нием подсистемы (8), а второе уравнение заменяется уравнением

μ′
1 = −μ1(t) + 2μ2

1(t).

Нулевое положение равновесия y1 = μ1 = 0 указанной подсистемы также
равномерно асимптотически устойчиво. В рассматриваемом случае с точки
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зрения проверки выполнимости условий теоремы 2 важно, что «частичное»
положение равновесия y1 = y2 = 0 системы (7) не только равномерно асимп-
тотически y1-устойчиво, но и равномерно асимптотически (y1, μ1)-устойчиво
(при больших значениях ϕz1 в целом по ϕz2).

«Приведенная» подсистема (4) также имеет вид (9). Кроме того, выпол-
нено неравенство (6), в котором |Y ∗∗

2 | = |ϕy1(0)| · [|ϕy2(0)|+ |μ1(−τ)|].
На основании теоремы 2 заключаем, что в данном случае «частичное»

положение равновесия y1 = y2 = 0 системы (7) равномерно асимптотически
устойчиво (при больших значениях ϕz1в целом по ϕz2).

4. Приложение к нелинейным управляемым системам

Пусть система функционально-дифференциальных уравнений (1), в кото-
рой x = (yT

1 ,y
T
2 , z

T)T описывает возмущенное движение объекта управления
с учетом позиционных управлений u, формируемых по принципу обратной
связи с задержками (запаздыванием) в каналах управления.

Считаем, что переменные, входящие в векторы y1, z, измеряются и исполь-
зуются для формирования управлений u вида u = u(t,y1t, zt), u(t,0,0) ≡ 0,
а переменные, входящие в вектор y2, не измеряются. Пусть формируемые
управления таковы, что замкнутая система (1) удовлетворяет общим требо-
ваниям, указанным в разделе 2, и «частичное» положение равновесия y = 0
этой системы равномерно асимптотически y1-устойчиво.

Поскольку при y1 = 0, z = 0 управления нулевые, то динамика «приве-
денной» подсистемы (4) не зависит от формируемых управлений, а опреде-
ляется только структурой и параметрами объекта. Считаем их выбранными
так, что нулевое положение равновесия «приведенной» подсистемы (4) рав-
номерно асимптотически устойчиво по всем переменным.

В результате при выбранной структуре и параметрах объекта достигнутая
за счет выбора управлений равномерная асимптотическая y1-устойчивость
«частичного» положения равновесия y = 0 системы (1) означает равномер-
ную асимптотическую устойчивость по всем переменным.

Аналогично рассматривается ситуация, когда достигнутая равномерная
асимптотическая y1-устойчивость положения равновесия x = 0 замкнутой
системы (1) означает равномерную асимптотическую y-устойчивость.

5. Условия частичной детектируемости

При выполнении условия (5) динамика решений x(t0,ϕ) системы (1), для
которых y1t = 0 (нуль-динамика системы (1) по y1, следуя терминологии
[25, 26]), определяется подсистемой

y′
2(t) = Y0

2(t,y2t), z′(t) = Z(t,0,y2t, zt).

«Приведенная» подсистема (4) определяет частичную нуль-динамику си-
стемы (1) по «измеримым» переменным, входящим в вектор y1: динамику
y-компоненты решений x(t0,ϕ), для которых y1t = 0.
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Опр е д е л е н и е 3. Система (1) локально частично детектируема
(zero – partial state – detectable), если для каждого t0 ≥ 0, произвольного числа
ε > 0 и для любого заданного числа L > 0 найдется δ(ε, L) > 0 такое, что

y1t ≡ 0 (t ≥ t0) ⇒ lim |y(t; t0,ϕ)| = 0, t → ∞
(и, кроме того, |y(t; t0,ϕ)| < ε) при ϕ ∈ Sδ и всех t ≥ t0.

Те ор ем а 3. Если выполнены условия 1) и 2) теоремы 1, то система (1)
локально частично детектируема в смысле определения 3.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1; при этом усло-
вие 3) теоремы 1 рассматривается как предположение.

Рассмотрим линейную систему с запаздыванием

y′
1(t) = A11y1(t) +B11y2(t) + C11z(t) +

+A12y1(t− τ) +B12y2(t− τ) + C12z(t− τ),

y′
2(t) = A21y1(t) +B21y2(t) + C21z(t) +

+A22y1(t− τ) +B22y2(t− τ) + C22z(t− τ),

z′(t) = A31y1(t) +B31y2(t) + C31z(t) +

+A32y1(t− τ) +B32y2(t− τ) + C32z(t− τ),

(10)

где Aij , Bij, Cij – постоянные матрицы соответствующих размеров.

Опр е д е л е н и е 4. Линейная система (10) частично детектируема
(y-детектируема по y1), если ее асимптотическая y1-устойчивость озна-
чает асимптотическую y-устойчивость.

Введем матрицы

Dj = (B1j , C1j) , Gj =

(
B2j C2j

B3j C3j

)
, Lj =

(
C1j

C2j

)
,

K10 =
(
DT

1 , DT
2

)
, K20 =

(
LT
1 , LT

2

)
,

K1i =
(
GT

1 K1, i−1, G
T
2 K1, i−1

)
, K2i =

(
CT
31K2, i−1, C

T
32K2, i−1

)
,

(1 ≤ i ≤ p− 1; j = 1, 2; p = dim(z)) ,

и обозначим через sj – минимальные числа s такие, что

rankK∗
j, s−1 = rankK∗

j, s,

K∗
j0 = Kj0, K∗

j s = (Kj0, Kj1, . . . , Kj s) (1 ≤ s ≤ p− 1; j = 1, 2) .

Те ор ем а 4. Если выполняется условие

rankK∗
1, s1 = dim(y2) + rankK∗

2, s2 ,(11)

то система (10) y-детектируема по y1.

11



Доказательство теоремы 4 вынесено в Приложение.

Зам е ч а ни е 6. Условие (11) не предполагает анализ частичной нуль-
динамики, но и не охватывает случай «слабых» связей в системе (10). Напри-
мер, если матрицы B11, C11 и B12, C12 нулевые, для y-детектируемости по y1

требуется асимптотическая y2-устойчивость подсистемы, «приведенной» по
y2, z.

Прим ер 2. Пусть система (10) имеет вид

x′(t) =

⎛
⎜⎝

−2 1 1 −2
1 −1 −a 2a
4 2 1 0
2 1 1 −1

⎞
⎟⎠x(t) +

⎛
⎜⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎠ y1(t− τ),

x = (y1, y2, z1, z2)
T, a = const.

(12)

В данном случае

K10 =

⎛
⎝ 1

1
−2

⎞
⎠ , K11 =

⎛
⎝ −1

−(1 + a)
2(1 + a)

⎞
⎠ , K12 =

⎛
⎝ 1

1 + 2a
−2(1 + 2a)

⎞
⎠ ,

K20 =

(
1 −a

−2 2a

)
, K21 =

( −1 −a
2 2a

)
,

s1 =

{
2 (rankK∗

10 < rankK∗
11 = rankK∗

12)при a 
= 0,

1 (rankK∗
10 = rankK∗

11)при a = 0

s2 = 1 (rankK∗
20 = rankK∗

21) при любом a

и имеют место соотношения

rankK∗
12 = 1 + rankK∗

21 = 2 при a 
= 0,

rankK∗
11 = 1 < 1 + rankK∗

21 = 2 при a = 0.

Условие (11) (y1, y2)-детектируемости по y1 системы (12) выполнено при
a 
= 0. Отметим, что при любом a cистема (12) асимптотически (y1, y2)-
устойчива, но неустойчива по Ляпунову (по всем переменным).

6. Заключение

Получены легко интерпретируемые условия, определяющие структур-
ную форму нелинейной системы функционально-дифференциальных урав-
нений, для которой равномерная устойчивость (равномерная асимптотиче-
ская устойчивость) по части переменных «частичного» нулевого положения
равновесия означает его равномерную устойчивость (равномерную асимпто-
тическую устойчивость) по всем переменным. Эти условия включают требо-
вание равномерной асимптотической устойчивости по всем переменным ну-
левого положения равновесия подсистемы, «приведенной» по переменным,
устойчивость «частичного» положения равновесия по которым изначально
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не известна, а также ограничение на связь «приведенной» подсистемы с дру-
гими частями системы. Прямой метод Ляпунова используется как средство
получения таких условий.

Полученные условия проанализированы с позиций проблемы частичной
детектируемости системы; с этой целью введено понятие ее частичной нуль-
динамики. Дано приложение к задаче частичной стабилизации.

Также найдены достаточные условия частичной детектируемости линей-
ных систем с постоянными коэффициентами и запаздыванием, не требующие
анализа устойчивости «приведенной» подсистемы.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. При выполнении условия 2) для си-
стемы (4) найдется [24] функционал V (t,ϕy2), определенный и непрерывный
в области t ≥ 0, ||ϕy2 || ≤ h и удовлетворяющий условию (k = const > 0)

|V (t,ϕ′′
y2
)− V (t,ϕ′

y2
)| ≤ k||ϕ′′

y2
−ϕ′

y2
||,(Π.1)

для которого

a1(||ϕy2 ||) ≤ V (t,ϕy2) ≤ a2(||ϕy2 ||),(Π.2)
V ′

(4)(t,ϕy2) ≤ −a3(||ϕy2 ||),(Π.3)

где ai(r), ai(0) = 0 – непрерывные, монотонно возрастающие при r ∈ R+

функции (функции типа Хана).
Под производной V ′ функционала понимается величина [19, 24]

V ′ = lim
1

δ
{V [t+ δ,y2t+ δ]− V [t,y2t]}, δ → 0+,

и при сделанных предположениях относительно V -функционала указанный
предел определяется единственным образом.

Кроме того, при сделанных предположениях относительно V -функциона-
ла аналогично [24] можно показать, что производные V -функционала в силу
систем (1) и (4) связаны соотношением

V ′
(1)(t,ϕy2) ≤ V ′

(4)(t,ϕy2) + k|R(t, ϕy1 ,ϕy2 ,ϕz)|.(Π.4)

Учитывая неравенства (5), (П.1)–(П.3) заключаем, что соотношение (П.4)
принимает вид

V ′
(1)(t,ϕy2) ≤ −a3(a

−1
2 (V (t,ϕy2))) + k|Y∗

2(ϕy1 ,ϕy2)|.(Π.5)

Дальнейшее доказательство разобьем на две части, соответствующие слу-
чаям, когда в силу условия 3) теоремы «частичное» положение равновесия
y = 0 системы (1): 1) равномерно y1-устойчиво; 2) равномерно асимптоти-
чески y1-устойчиво.
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I. Если «частичное» положение равновесия y = 0 системы (1) равномерно
y1-устойчиво, то для каждого t0 ≥ 0, произвольного числа ε > 0 и для любо-
го заданного числа L > 0 найдется δ(ε, L) > 0 такое, что из ϕ ∈ Sδ следует
||y1t|| < ε при всех t ≥ t0.

Положим δ1(ε) = b(ε)/k, b(ε) = a3(a
−1
2 (a1(ε))). Можно указать δ2(ε) > 0 та-

кое, что из ||ϕy1 || < δ2 следует |Y∗
2(ϕy1 ,ϕy2)| ≤ δ1 для ||ϕy2 || < ε. С другой

стороны, в силу равномерной y1-устойчивости «частичного» положения рав-
новесия y = 0 системы (1) имеем ||y1t|| < δ2(ε) при всех t ≥ t0, если ϕ ∈ Sδ и
δ = δ[δ2(ε)]. Поскольку в области t ≥ 0, ||ϕy2 || < ε при ϕ ∈ Sδ, где δ = δ[δ2(ε)],
выполнено условие |Y∗

2(ϕy1 ,ϕy2)| ≤ δ1, то из неравенства (П.5) следует, что

V ′
(1)(t,y2t) < 0 при V (t,y2t) = a1(ε).(Π.6)

Пусть δ∗(ε, L) = min{δ(ε, L), δ[δ2(ε)], δ3(ε)}, δ3(ε) = a−1
2 (a1(ε)). Рассмотрим

произвольное решение x(t0,ϕ) системы (1) с t0 ≥ 0, ϕ ∈ Sδ, где δ = δ∗(ε, L).
В силу условий (П.2) в данном случае имеем V (t0,ϕy2) ≤ a2(δ3(ε)) и, следо-
вательно, V (t0,ϕy2) ≤ a1(ε). Покажем, что

V (t,y2t) < a1(ε) для всех t ≥ t0.(Π.7)

Предположим противное, что V (t,y2t) < a1(ε) при t ∈ [t0, t1), но
V (t,y2t) = a1(ε) при t0 = t1. Тогда имеет место неравенство V ′

(1)(t1,y2t) ≥ 0,
которое противоречит условию (П.6). Значит, неравенство (П.7) справедливо
для всех t ≥ t0 и на основании условия V (t,ϕy2) ≥ a1(||ϕy2 ||) заключаем,
что ||y2t|| < ε для всех t ≥ t0, если ϕ ∈ Sδ и δ = δ∗(ε, L).

II. Равномерная y2-устойчивость «частичного» положения равновесия
y = 0 системы (1) следует из первой части доказательства теоремы 1: для
каждого t0 ≥ 0, а также для произвольного числа ε > 0 и для любого за-
данного числа L > 0 найдется число δ∗(ε, L) > 0 такое, что из ϕ ∈ Sδ, где
δ = δ∗(ε, L), следует ||y2t|| < ε при всех t ≥ t0. Покажем, что «частичное» по-
ложение равновесия y = 0 системы (1) является также равномерно y2-притя-
гивающим. Это значит, что при заданном δ∗(ε, L) > 0 для любого η ∈ (0, δ∗)
существует число T (η, L) > 0 такое, что из t0 ≥ 0, ϕ ∈ Sδ, где δ = δ∗(ε, L),
следует ||y2t|| < ε при всех t ≥ t0 + T (η, L).

В рассматриваемом случае предельное соотношение

|R(t,y1t,ϕy2 ,ϕz)| → 0, t → ∞(Π.8)

будет выполняться равномерно по t0 ≥ 0 и ϕ ∈ SΔ (Δ < δ∗), если Δ > 0 опре-
деляет область равномерного y1-притяжения «частичного» положения рав-
новесия y = 0 системы (1).

Положим η ∈ (0,Δ); в этом случае η < δ∗(ε, L) < a−1
2 (a1(ε)) < ε. В силу

условий (П.4), (П.8) при a−1
2 (a1(η)) ≤ ||ϕy2 || < ε и ϕ ∈ SΔ(Δ < δ∗) найдется

такое T1(η, L) > 0, что для всех t ≥ T1(η, L) выполняется неравенство

V ′
(1)(t,y2t) ≤ −1/2b(η).(Π.9)
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Следовательно, при t ≥ T1(η, L) имеем

V ′
(1)(t,y2t) < 0 при V (t,y2t) = a1(η).(Π.10)

Положим

t0∗ = max [t0, T1(η, L)] , T2(η) =
2a2(η)− a1(η)

b(η)
.

Покажем, что на отрезке [t0∗, t0∗ + T2(η, L)] существует момент времени t∗,
для которого

V (t,y2t) < a1(η) при t = t∗.(Π.11)

Допустим противное, что V (t,y2t) ≥ a1(η) для всех t ∈ (t0∗, t0∗ + T2(η, L)).
Тогда на этом интервале времени ||y2t|| ≥ a−1

2 (a1(η)) и справедливо соотно-
шение (П.9), что приводит к противоречивым неравенствам

0 < a1(η) ≤ V
(
t0∗ + T2(η, L),y2(t0∗+T2(η,L))

)
= V (t0∗,y2(t0∗)) +

+

t0∗+T2(η,L)∫
t 0∗

V ′
(1)(s,y2s)ds ≤ a2(η)− 1/2b(η)T2(η, L) = 1/2a1(η).

Из условий (П.10), (П.11) заключаем, что неравенство V (t,y2t) < a1(η)
имеет место для всех t = t∗. Действительно, допустим противное, что
V (t,y2t) < a1(η) при t ∈ [t∗, t∗), но V (t,y2t) = a1(η) при t = t∗. Тогда
V ′

(1)(t,y2t) ≥ 0 при t = t∗, что противоречит условию (П.11). Поэтому нера-
венство ||y2t|| < η выполняется для всех t ≥ t∗ на основании условия
V (t,ϕy2) ≥ a1(||ϕy2 ||). Следовательно, имеем ||y2t|| < η для любого t ≥ t0 +
+T (η, L), где T = T1(η, L) + T2(η, L), если ϕ ∈ SΔ(Δ < δ∗). Теорема доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Для понимания «механизма» влия-

ния структурной формы линейной системы (10) на возникновение свойства
y-детектируемости по y1 введем [4] вспомогательные линейные системы урав-
нений (с постоянными коэффициентами)

w′
1(t) = A∗

1w1(t) +B∗
1w1(t− τ), w1 = (y1,μ1),(Π.12)

w′
2(t) = A∗

2w2(t) +B∗
2w2(t− τ), w2 = (y,μ2),(Π.13)

определяющие динамику переменных системы (10), входящих соответствен-
но в векторы y1 и y. Отметим, что в процессе построения вспомогательных
систем (П.12), (П.13) компоненты вектора μ1 являются линейными комбина-
циями компонент векторов y2, z, а компоненты вектора μ2 являются линей-
ными комбинациями компонент вектора z.

При выполнении условия (11) системы (П.12), (П.13) имеют одинаковую
размерность. Множества корней характеристического квазиполинома ука-
занных вспомогательных систем, являющиеся подмножествами множества
корней характеристического квазиполинома системы (10), также совпадают.
В такой ситуации асимптотическая y1-устойчивость системы (10) будет озна-
чать ее асимптотическую y-устойчивость. Теорема доказана.
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ДИАГНОСТИРОВАНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ:
ПОДХОД НА ОСНОВЕ СКОЛЬЗЯЩИХ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ1

Рассматривается задача функционального диагностирования техниче-
ских систем, описываемых линейными динамическими моделями, в при-
сутствии возмущений. Для решения задач обнаружения, поиска и иден-
тификации дефектов используется метод на основе скользящих наблюда-
телей. Предлагаются модификации этого метода, позволяющие ослабить
ограничения на его реализацию по сравнению с известными результатами
и добиться уменьшения сложности средств диагностирования.

Ключевые слова: линейные системы, диагностирование, идентификация
дефектов, скользящие наблюдатели.

DOI: 10.31857/S0005231020020026

1. Введение и постановка задачи

Работа посвящена решению задачи функционального диагностирования
(ФД) технических систем в рамках концепции аналитической избыточности.
Согласно этой концепции ФД осуществляется путем проверки соотношений,
существующих между входами и выходами системы, измеренными на конеч-
ном интервале времени. Процесс ФД включает в себя генерацию невязки как
результата рассогласования между поведением системы и ее эталонной моде-
ли и принятием решений путем оценки полученной невязки.

Задача ФД интенсивно исследуется уже более 30 лет, см., например, об-
зоры [1–3] и книги [4–7]. Были изучены различные модели технических си-
стем — линейные, полиномиальные, нелинейные, сингулярные, гибридные;
разработано несколько методов диагностирования — диагностические наблю-
датели, фильтры Калмана, соотношения паритета, идентификация. Одним
из методов идентификации является метод, основанный на наблюдателях,
использующих особенности скользящих режимов, детально рассмотренных
в [8]; для простоты будем далее называть такие наблюдатели скользящими.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, проект
№ 16-19-00046-П (разработан метод построения скользящих наблюдателей) и грантом Пре-
зидента РФ МК-1987.2018.8 (выполнен синтез наблюдателей для идентификации дефек-
тов).
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Скользящие наблюдатели используются для решения задачи идентифи-
кации дефектов, в линейных [9–11], нелинейных [12–14] и сингулярных си-
стемах [15], для оценивания неизмеряемых компонент вектора состояния и
внешних возмущений в нелинейных системах [16, 17], для обеспечения отка-
зоустойчивого управления [18], в ряде практических приложений [19–22].

В настоящей работе по аналогии с [9, 10] рассматриваются линейные систе-
мы, для которых решается задача идентификации дефектов в присутствии
возмущений, но при наложении менее жестких, нежели в [9, 10, 13], ограни-
чений на класс рассматриваемых систем. Кроме того, предлагаемый подход
позволяет добиться уменьшения сложности средств диагностирования.

Рассматривается класс систем, описываемых линейной динамической мо-
делью

ẋ(t) = Fx(t) +Gu(t) +Dd(t) + Lρ(t),

y(t) = Hx(t),
(1.1)

где x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ R

m, y(t) ∈ R
l — векторы состояния, управления и вы-

хода, F , G, H, D и L — постоянные матрицы соответствующих размеров,
d(t) ∈ R

q — функция, описывающая дефекты: при их отсутствии d(t) = 0,
после появления дефекта d(t) становится неизвестной ограниченной функци-
ей времени, ρ(t) ∈ R

p — возмущение, предполагается, что ρ(t) — неизвестная
ограниченная функция времени.

Коротко напомним некоторые положения и результаты из [10, 13], исполь-
зуемые в настоящей работе.

В [10] предполагается, что система (1.1) при ρ(t) = 0 удовлетворяет сле-
дующим условиям: 1) q � l < n, 2) rank (HD) = q, 3) инвариантные нули
тройки (F,D,H) лежат в C−. Известно, что в этих предположениях суще-

ствует преобразование координат
(

z1
z2

)
= Tx для некоторой невырожден-

ной матрицы T такое, что в новых координатах система описывается урав-
нениями

ż1(t) = F11z1(t) + F12z2(t) +G1u(t),

ż2(t) = F21z1(t) + F22z2(t) +G2u(t) +D2d(t),

y(t) = z2(t),

где z1(t) ∈ R
n−l, z2(t) ∈ R

l и матрица F11 устойчива. Характерной особенно-
стью преобразованной системы является то, что rank (D2) = q, функция d(t)
входит только во вторую подсистему, а ее вектор выхода совпадает с векто-
ром состояния этой подсистемы; это существенно используется в дальнейшем
решении.

Для оценки функции d(t) строится скользящий наблюдатель

˙̂z1(t) = F11ẑ1(t) + F12ẑ2(t) +G1u(t)− F12ey(t),

˙̂z2(t) = F21ẑ1(t) + F22ẑ2(t) +G2u(t)− (F22 − F ∗
22)ey(t) + v(t),

ŷ(t) = ẑ2(t),
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где ey(t) = ŷ(t)− y(t), F ∗
22 — некоторая устойчивая матрица, разрывная функ-

ция v(t) определяется соотношением

v(t) =

⎧⎨
⎩

−g‖D2‖ P2ey(t)

‖P2ey(t)‖ , если ey(t) 
= 0,

0 в противном случае,

где P2 ∈ R
l×l — матрица Ляпунова для F ∗

22, скаляр g выбирается из усло-
вия g > ‖d(t)‖. В [10] обосновывается, что разрывная функция v(t) может
быть заменена непрерывной аппроксимирующей функцией

vδ(t) = −g‖D2‖ P2ey(t)

‖P2ey(t)‖+ δ
,(1.2)

где δ — малое положительное число. Тогда, поскольку rank (D2) = q, функ-
ция d(t) может быть оценена с высокой степенью точности в виде

d(t) = −g‖D2‖(DT
2D2)

−1DT
2

P2ey(t)

‖P2ey(t)‖+ δ
.

В отличие от [10] в [13] задача идентификации дефекта решается при
наличии возмущений, когда ρ(t) 
= 0, в предположениях q = 1, p < l < n и
rank (HL) = rank (L), что позволяет представить систему (1.1) в виде

ż1(t) = F11z1(t) + F12z2(t) +G1u(t) +D1d(t),

w1(t) = H11z1(t),

ż2(t) = F21z1(t) + F22z2(t) +G2u(t) +D2d(t) + L2ρ(t),

w2(t) = H22z2(t),

где z1(t) ∈ R
n−q, z2(t) ∈ R

q,

(
z1
z2

)
= Tx,

(
w1

w2

)
= Sy для некоторых невы-

рожденных матриц T и S. Далее при некоторых дополнительных предполо-
жениях строится два скользящих наблюдателя и на основе первого из них
производится оценка скалярной функции d(t).

Отметим, что в простейшем случае условие rank (HL) = rank (L) означает,
что возмущение входит в уравнения тех переменных системы (1.1), значения
которых измеряются.

В настоящей работе по аналогии с [13] задача идентификации дефекта ре-
шается при наличии возмущений с условием q � l < n, однако предположение
rank (HL) = rank (L) не делается. Кроме того, строится только один скользя-
щий наблюдатель, причем пониженной размерности, позволяющий оценить
векторную функцию d(t).

Следует также отметить работу [23], в основе которой (как и в настоящей
работе) лежит идея использования редуцированной (имеющей меньшую раз-
мерность) модели исходной системы, которая, однако, реализуется в настоя-
щей работе и в [23] различными способами. Кроме того, в отличие от настоя-
щей работы, где решается задача идентификации дефекта, в [23] скользящий
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наблюдатель применяется для оценки величины возмущения, которое далее
используется в строящемся диагностическом наблюдателе для компенсации
этого возмущения с целью повышения робастности процесса диагностирова-
ния.

Рассмотрим вначале задачу идентификации дефекта для скалярной функ-
ции d(t).

2. Построение редуцированной модели

Решение поставленной задачи опирается на редуцированную модель си-
стемы (1.1), которая в общем случае описывается уравнением

ẋ∗(t) = F∗x∗(t) +G∗u(t) + J∗y(t) +D∗d(t) + L∗ρ(t),
y∗(t) = H∗x∗(t),

(2.1)

где x∗(t) ∈ R
k — вектор состояния модели, F∗, G∗, J∗, H∗, D∗ и L∗ — матри-

цы соответствующих размеров, подлежащие определению. Как обычно, пред-
полагается, что при отсутствии возмущений и дефектов и после окончания
переходного процесса, вызванного возможным рассогласованием начальных
состояний системы (1.1) и модели (2.1), выполняются равенства x∗(t) = Φx(t)
и y∗(t) = R∗y(t) для некоторых матриц Φ и R∗. Известно [1, 24, 25], что эти
матрицы удовлетворяют условиям

ΦF = F∗Φ+ J∗H, R∗H = H∗Φ, ΦG = G∗, ΦD = D∗, ΦL = L∗.(2.2)

Рассмотрим метод построения модели (2.1) минимальной размерности, не
чувствительной к возмущениям, на основе которой может быть построен
скользящий наблюдатель. Для анализа возможности построения такой мо-
дели введем матрицу L0 максимального ранга такую, что L0L = 0. Извест-
но [24, 25], что условие нечувствительности к возмущениям имеет вид ΦL = 0;
тогда из максимальности ранга матрицы L0 следует Φ = TL0 для некото-
рой матрицы T . Заменим матрицу Φ в выражении R∗H = H∗Φ на TL0:
R∗H = H∗TL0 и перепишем его в виде

(R∗ −H∗T )
(

H
L0

)
= 0.

Это уравнение имеет нетривиальное решение, когда между строками матриц
H и L0 имеется линейная зависимость, откуда следует, что критерием его
нетривиального решения является условие

rank

(
H
L0

)
< rank (H) + rank (L0).(2.3)

Аналогично уравнение ΦF = F∗Φ + J∗H после указанной подстановки
приводится к виду

(T − F∗T − J∗)

⎛
⎜⎝

L0F

L0

H

⎞
⎟⎠ = 0,
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а условием его нетривиального решения является неравенство

rank

⎛
⎜⎝

L0F

L0

H

⎞
⎟⎠ < rank (L0F ) + rank

(
L0

H

)
.(2.4)

Условия (2.3) и (2.4) являются необходимыми, т.е. их выполнение не гаран-
тирует возможности построения модели, не чувствительной к возмущениям,
поскольку в уравнения, на основе которых они получены, входит неизвестная
матрица T . Если хотя бы одно из условий (2.3), (2.4) не выполняется, модели,
не чувствительной к возмущениям, не существует. Ниже предполагается, что
эти условия выполняются, т.е. явные препятствия для построения модели с
указанным свойством отсутствуют.

Отметим также, что простые достаточные условия возможности построе-
ния модели, не чувствительной к возмущениям, имеют вид HL = 0 и FL = 0,
что следует из уравнений (2.6), приведенных ниже, но эти условия достаточно
редко выполняются на практике.

Для упрощения процедуры построения модели матрицы F∗ и H∗ ищутся
в канонической форме следующего вида:

F∗ =

⎛
⎜⎝

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0

⎞
⎟⎠ ,

H∗ = ( 1 0 0 . . . 0 )

(2.5)

Используя (2.5), получим из (2.2) уравнения для строк матриц Φ и J∗:

Φ1 = R∗H, ΦiF = Φi+1 + J∗iH, i = 1, . . . , k − 1, ΦkF = J∗kH,(2.6)

где Φi и J∗i — i-е строки матриц Φ и J∗, i = 1, . . . , k, k — размерность моде-
ли (2.1). Уравнения (2.6) могут быть приведены к одному уравнению. Дей-
ствительно, из (2.6) при i = 1 следует Φ1F = Φ2 + J∗1H; умножая обе части
этого равенства на матрицу F справа и заменяя Φ2F на Φ3 + J∗2H, получаем
R∗HF 2 = Φ3 + J∗1HF + J∗2H. Продолжая аналогично, приходим к выраже-
нию

R∗HF k = J∗1HF k−1 + J∗2HF k−2 + . . .+ J∗kH.

Запишем его в виде

( R∗ −J∗1 −J∗2 . . . −J∗k )V (k) = 0,(2.7)

где

V (k) =

⎛
⎜⎝

HF k

HF k−1

. . .
H

⎞
⎟⎠ .
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Можно показать [24, 25], что условие нечувствительности к возмущениям
ΦL = 0 может быть представлено в форме

( R∗ −J∗1 −J∗2 . . . −J∗k )B(k) = 0,(2.8)

где

B(k) =

⎛
⎜⎜⎝

HL HFL HF 2L . . . HF k−1L
0 HL HFL . . . HF k−2L
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Так как строка ( R∗ −J∗1 −J∗2 . . . −J∗k ) удовлетворяет условию (2.7), из
(2.7) и (2.8) получаем

( R∗ −J∗1 −J∗2 . . . −J∗k )(V (k) B(k)) = 0.(2.9)

Уравнение (2.9) имеет нетривиальное решение, если

rank (V (k) B(k)) < l(k + 1).

Из последнего условия определяется минимальная размерность k, при кото-
рой уравнение (2.9) имеет решение, находится решение уравнения (2.9), из
(2.6) определяются строки матрицы Φ и принимается G∗ := ΦG и D∗ := ΦD.

В результате модель (2.1) принимает вид

ẋ∗(t) = F∗x∗(t) +G∗u(t) + J∗y(t) +D∗d(t),
y∗(t) = H∗x∗(t) = R∗y(t).

(2.10)

3. Построение скользящего наблюдателя

По аналогии с [13] скользящий наблюдатель ищется в виде

˙̂x∗(t) = F∗x̂∗(t) +G∗u(t) + J∗y(t) +D∗v(t)−Key(t),

ŷ∗(t) = H∗x̂∗(t),
(3.1)

где матрица K выбирается так, чтобы F0 = F∗ −KH∗ стала устойчивой мат-
рицей,

v(t) =

⎧⎨
⎩

−g
Qey(t)

‖Qey(t)‖ , если ey(t) 
= 0,

0 в противном случае,
(3.2)

ey(t) = ŷ∗(t)− y∗(t) = ŷ∗(t)−R∗y(t) — ошибка по выходу; правила выбора
матрицы Q и положительного скаляра g обсуждаются ниже. Отметим, что,
поскольку матрицы F∗ и H∗ ищутся в каноническом виде (2.3), матрица K
всегда существует.
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Введем ошибку по состоянию e(t) = x̂∗(t)− x∗(t); нетрудно видеть, что
ey(t) = H∗e(t). Используя (2.10) и (3.1), запишем уравнение динамики ошиб-
ки e(t) :

ė(t) = F∗e(t) +D∗(v(t)− d(t))−Key(t) = F0e(t) +D∗(v(t) − d(t)).(3.3)

По аналогии с [13] предполагается, что существуют матрица Q и симмет-
рическая положительно определенная матрица P такие, что

PD∗ = HT
∗Q

T.(3.4)

Скаляр g выбирается из условия g > ‖d(t)‖. Так как матрица F0 устойчива, то
для произвольной симметрической положительно определенной (СПО) мат-
рицы W существует такая СПО матрица P , что F T

0P + PF0 = −W .
Те ор ем а 1. При указанном выборе матрицы Q и скаляра g наблюдатель

(3.1) сходится асимптотически, т.е.

lim
t→∞ e(t) = 0.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию Ляпунова

V (t) = eT(t)Pe(t)

и с учетом выражений (3.2)–(3.4) найдем ее производную по времени:

V̇ (t) = (F0e(t) +D∗(v(t) − d(t)))TPe(t) + eT(t)P (F0e(t) +D∗(v(t)− d(t))) =

= eT(t)(F T
0 P + PF0)e(t) + (D∗(v(t)− d(t)))TPe(t) + eT(t)PD∗(v(t) − d(t)) =

= −eT(t)We(t) + 2eT(t)PD∗(v(t) − d(t)) =

= −eT(t)We(t) + 2eT(t)HT
∗Q

Tv(t)− 2eT(t)HT
∗ Q

Td(t) =

= −eT(t)We(t)− 2geT(t)HT
∗Q

T Qey(t)

‖Qey(t)‖ − 2(QH∗e(t))Td(t) =

= −eT(t)We(t) − 2g(QH∗e(t))T
QH∗e(t)

‖QH∗e(t)‖ − 2(QH∗e(t))Td(t) �

� −eT(t)We(t)− 2g‖QH∗e(t)‖ + 2‖QH∗e(t)‖‖d(t)‖ =

= −eT(t)We(t)− 2(g − ‖d(t)‖)‖QH∗e(t)‖ < 0;

в последнем неравенстве учтено, что W — СПО матрица и g > ‖d(t)‖. Полу-
ченный результат доказывает теорему.

Поскольку в скользящем режиме ė(t) = 0 и e(t) = 0, то из уравнения (3.3)
следует 0 = D∗(v(t) − d(t)) и функция d(t) может быть оценена в виде

d(t) = −g
Qey(t)

‖Qey(t)‖+ δ
,
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где δ — малая положительная константа; напомним, что согласно [10] раз-
рывная функция v(t) заменяется непрерывной функцией vδ(t) (1.2). Следует
отметить, что полученное выражение зависит только от ошибки по выходу
ey(t) = ŷ∗(t)−R∗y(t).

В случае, когда в измерениях присутствуют шумы, главный резуль-
тат остается прежним, только ужесточаются требования к величине ска-
ляра g для обеспечения скользящего режима. Действительно, пусть y(t) =
= Hx(t) + ρs(t), где ρs(t) — функция, описывающая шумы измерений. То-
гда ey(t) = H∗e(t)−R∗ρs(t), правая часть (3.3) дополняется слагаемым
(KR∗ + J∗)ρs(t), а последние элементы выражения для V̇ (t) принимают вид

V̇ (t) � −eT(t)We(t)− 2g‖QH∗e(t)‖ + 2‖QH∗e(t)‖‖d(t)‖+
+2‖P (KR∗ + J∗))‖‖e(t)‖‖ρs(t)‖ �

� −eT(t)We(t)− 2(g − ‖d(t)‖ − ‖ρs(t)‖‖P (KR∗ + J∗)‖
‖QH∗‖ )‖QH∗‖‖e(t)‖.

Ясно, что V̇ (t) < 0 при

g > ‖d(t)‖ + ‖ρs(t)‖‖P (KR∗ + J∗)‖
‖QH∗‖ ,(3.5)

что гарантирует существование скользящего режима. Ясно, что оценка функ-
ции d(t) в этом случае будет произведена с погрешностью, не превосходящей
величины ‖ρs(t)‖‖P (KR∗ + J∗)‖.

Отметим, что в [12] для решения задачи идентификации дефектов при
наличии возмущений требуется выполнение условия Im(L) ∩ Im(D) = {0},
которое в простейших случаях означает, что дефект и возмущение действуют
на разные части системы. В предлагаемом подходе оно заменено на ΦL = 0.
Обсуждение связи между этими условиями требует специального анализа.

Отметим также, что предложенный подход может быть использован для
оценки величины возмущения ρ(t) на основе редуцированной модели (2.1),
не чувствительной к дефекту. Для построения такой модели используется
подход, описанный в разделе 2, с заменой L в матрице B(k) на D. Оценен-
ное таким образом возмущение ρ(t) предлагается использовать в дополни-
тельном диагностическом наблюдателе, чувствительном как к дефекту, так
и возмущениям. Такой наблюдатель может быть построен известными ме-
тодами [1, 24]. Введение в него оценки функции ρ(t) позволяет существенно
повысить степень робастности процесса диагностирования и уменьшить ве-
роятности ошибочных решений.

4. Случай векторной функции d(t)

В случае, когда d(t) — векторная функция, редуцированная модель (2.1)
также должна иметь векторный выход y∗(t), что в общем случае предполагает
ее максимально возможную размерность. Для построения такой модели опи-
санную выше процедуру предлагается модифицировать следующим образом.
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Матрица F∗ модели также ищется в канонической форме (2.5), но канони-
ческая форма матрицы H∗ и первое уравнение в (2.6) не используются. Это
связано с тем, что форма матрицы H∗ в (2.5) соответствует скалярному вы-
ходу y∗(t), а первое уравнение накладывает ограничение на первую строку
матрицы Φ и, следовательно, на остальные строки, поскольку они связаны с
первой соотношениями (2.6). В результате уравнение (2.7) изменяется:

( Φ1 −J∗1 −J∗2 . . . −J∗k )V
(k)
∗ = 0,

где

V
(k)
∗ =

⎛
⎜⎝

F k

HF k−1

. . .
H

⎞
⎟⎠ .

Аналогичным образом модифицируются уравнения (2.8) и (2.9):

( Φ1 −J∗1 −J∗2 . . . −J∗k )B
(k)
∗ = 0,

( Φ1 −J∗1 −J∗2 . . . −J∗k )(V
(k)
∗ B

(k)
∗ ) = 0,(4.1)

где

B
(k)
∗ =

⎛
⎜⎜⎝

L FL F 2L . . . F k−1L
0 HL HFL . . . HF k−2L
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎠ .

В отличие от скалярного случая ищется не минимальное, а максималь-
ное значение k, при котором уравнение (4.1) имеет решение. Требование
максимальности связано с тем, что для построения матрицы R∗ со свой-
ством rank (R∗) � rank (D∗) необходима модель максимальной размерности.
Из уравнения (4.1) находятся матрицы Φ1, J∗1, . . . , J∗k, после чего из со-
отношений (2.6) определяются строки Φ2, . . . , Φk матрицы Φ и принима-
ется G∗ := ΦG и D∗ := ΦD. Для определения матриц R∗ и H∗ уравнение
R∗H = H∗Φ записывается в виде

(R∗ −H∗)
(

H
Φ

)
= 0,

откуда и находятся искомые матрицы. Это уравнение имеет нетривиальное
решение, когда между строками матриц H и Φ имеется линейная зависи-
мость, откуда следует, что критерием его нетривиального решения является
условие

rank

(
H
Φ

)
< rank (H) + rank (Φ),
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проверяющее наличие такой зависимости. Предполагается, что пара
(F∗,H∗) наблюдаема, в этом случае существует такая матрица K, что
F0 = F∗ −KH∗ — устойчивая матрица [13]. В остальном процедура построе-
ния скользящего наблюдателя и оценки функции d(t) совпадает с рассмот-
ренной в разделе 3.

Если s = rank (R∗) � rank (D∗), задача идентификации векторной функ-
ции d(t) может быть решена описанным выше методом, в противном случае
удается оценить только s компонент этой функции.

5. Идентификация дефектов в датчиках

Рассмотрим случай, когда дефекты возникают в датчиках, для чего скор-
ректируем модель (1.1): положим d(t) = 0 и добавим в уравнение для изме-
рений слагаемое Dsds(t) :

y(t) = Hx(t) +Dsds(t),

где, как и для дефектов в динамике, ds(t) либо равно нулю при отсутствии
дефектов, либо становится неизвестной ограниченной функцией времени при
их появлении. Остановимся на случае, когда ds(t) — скаляр, вариант вектор-
ной функции может быть рассмотрен по аналогии с разделом 4.

Аналогичная задача в отсутствие возмущений изучалась в [10]; как и вы-
ше, предлагаемое решение основывается на редуцированной модели (2.1), не
чувствительной к возмущениям, которая в рассматриваемом случае прини-
мает вид

ẋ∗(t) = F∗x∗(t) +G∗u(t) + J∗Hx(t),

y∗(t) = H∗x∗(t) +D∗sds(t),
(5.1)

где D∗s = R∗Ds. Для обеспечения существования скользящего режима необ-
ходимо положить R∗Ds = 0, так как только в этом случае ey(t) = H∗e(t), где
ey(t) = ŷ∗(t)− y∗(t) — ошибка по выходу, e(t) = x̂∗(t)− x∗(t) — ошибка по со-
стоянию.

В отличие от раздела 3 скользящий наблюдатель ищется в несколько ином
виде:

˙̂x∗(t) = F∗x̂∗(t) +G∗u(t) + J∗y(t)− J∗Dsv(t)−Key(t),

ŷ∗(t) = H∗x̂∗(t);
(5.2)

предполагается, что J∗Ds 
= 0, матрица K выбирается так, чтобы F0 = F∗ −
−KH∗ стала устойчивой матрицей,

v(t) =

⎧⎨
⎩

gs
Qey(t)

‖Qey(t)‖ , если ey(t) 
= 0,

0 в противном случае,

правила выбора матрицы Q и положительного скаляра gs обсуждаются ниже.
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Используя (5.1) и (5.2), запишем уравнение динамики ошибки e(t):

ė(t) = F∗e(t) + J∗y(t)− J∗Hx(t)− J∗Dsv(t)−Key(t) =

= F∗e(t)−KH∗e(t) + J∗Dsds(t)− J∗Dsv(t) =

= F0e(t)− J∗Ds(v(t)− ds(t)),

(5.3)

где F0 = F∗ −KH∗ — устойчивая матрица. По аналогии с [13] предполагается,
что существуют матрица Q и СПО матрица P такие, что

PJ∗Ds = HT
∗Q

T.(5.4)

Скаляр gs выбирается из условия gs > ‖ds(t)‖.
По аналогии с теоремой 1 может быть доказана

Те ор ем а 2. При указанном выборе матрицы Q и скаляра gs наблюда-
тель (5.2) сходится асимптотически.

Поскольку в скользящем режиме ė(t) = 0 и e(t) = 0, то из уравнения (5.3)
следует 0 = J∗Ds(v(t)− ds(t)), и функция ds(t) может быть оценена в виде

ds(t) = gs
Qey(t)

‖Qey(t)‖+ δ
,

где δ — малая положительная константа.
При наличии шума в измерениях проверяемого датчика как-либо отстро-

иться от него не представляется возможным, можно оценить только сумму
ds(t) + ρs(t); если же зашумлены другие измерения, следует применить под-
ход, описанный в разделе 3, что выливается в увеличение величины скаля-
ра gs по аналогии с (3.5).

6. Практический пример

Рассмотрим модель следящего электропривода, разомкнутая цепь которо-
го без учета вязкого трения описывается следующей моделью [26]:

ẋ1(t) =
1

ip
x2(t),

ẋ2(t) =
KM

JH
x3(t) + ρ(t) + d2(t),

ẋ3(t) = −Kω

L
x2(t)− R

L
x3(t) +

KU

L
u(t) + d3(t),

(6.1)

где x1 — угол поворота выходного вала редуктора, x2 — угловая скорость вра-
щения вала электродвигателя, x3 — ток электродвигателя, ip — передаточное
отношение редуктора, JH — момент инерции ротора двигателя и вращающих-
ся частей редуктора, приведенный к ротору, KM — моментный коэффициент
электродвигателя, Kω — коэффициент противо-э.д.с., R— активное сопротив-
ление обмотки якоря электродвигателя, L — индуктивность якорной обмотки
электродвигателя, KU — коэффициент усиления усилителя мощности.
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Рассматривается следующее множество дефектов: первый ds(t) = x̃1(t) —

ошибка в показаниях датчика положения; второй d2(t)=

(
KM

JH+J̃(t)
− KM

JH

)
x3(t)

соответствует изменению номинального момента инерции нагрузки навели-
чину J̃(t), третий d3(t) = − R̃(t)

L x3(t) — изменению активного сопротивления

цепи якоря электродвигателя на величину R̃(t). Возмущение ρ(t) = − M̃(t)

JH+J̃(t)

обусловлено наличием внешнего нагрузочного момента M̃ (t), приведенного
к валу двигателя. Из вида модели ясно, что второй дефект неотличим от
возмущения, поэтому отдельно ниже он не рассматривается.

Обозначим:

k1 =
1

ip
, k2 =

KM

JH
, k3 = −Kω

L
, k4 = −R

L
, k5 =

KU

L
.

Полагая, что измеряемыми являются переменные x1 и x3, рассматриваемую
систему опишем следующими матрицами:

F =

⎛
⎝ 0 k1 0

0 0 k2
0 k3 k4

⎞
⎠ , G =

⎛
⎝ 0

0
k5

⎞
⎠ , H =

(
1 0 0
0 0 1

)
,

Ds =

(
1
0

)
, D2 =

⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠ , D3 =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ , L =

⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠ .

Отметим, поскольку HL = 0, то условие rank (HL) = rank (L), необходимое
для применения подхода, предложенного в [13], здесь не выполняется.

Построим модель, инвариантную к возмущению. Примем k = 1 и найдем
матрицы V (1) и B(1) :

V (1) =

⎛
⎜⎝

0 k1 0
0 k3 k4
1 0 0
0 0 1

⎞
⎟⎠ , B(1) =

⎛
⎜⎝

0
0
0
0

⎞
⎟⎠ .

Так как rank (V (1), B(1)) = 3 < 2(1 + 1) = 4, уравнение (2.9) имеет решение с
матрицами

R∗ = (k3 − k1), J∗ = (0 − k1k4),

откуда Φ = (k3 0 − k1) и G∗ = −k1k5. Модель (2.8) принимает вид

ẋ∗(t) = −k1k4y2(t)− k1k5u(t),

y∗(t) = x∗(t),

где x∗ = k3x1 − k1x3.

Так как ΦD2 = 0 и ΦD3 = D∗3 = −k1, построенная модель чувствительна
к третьему дефекту, рассмотрим его.
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Из канонической формы (2.5) получаем H∗ = 1; примем K := b > 0.
Из (3.4) следует, что можно принять Q := −k1 и P := 1; в результате сколь-
зящий наблюдатель описывается уравнениями

˙̂x∗(t) = −k1k4y2(t)− k1k5u(t)− bey(t)− k1v(t),

ŷ∗(t) = x̂∗(t),
(6.2)

где ey(t) = ŷ∗(t)− (k3y1(t)− k1y2(t)),

v(t) =

⎧⎨
⎩

g
k1ey(t)

‖k1ey(t)‖ , если ey(t) 
= 0,

0 в противном случае,

g > ‖d3(t)‖. Оценка функции d3(t) дается выражением

d̂3(t) = g
k1ey(t)

‖k1ey(t)‖+ δ
.(6.3)

Для рассмотрения дефекта в датчике предположим для простоты, что
возмущение ρ(t) отсутствует, но измерения в этом датчике подвержены воз-
мущению ρs(t), т.е. y1(t) = H1x(t) + ds(t) + ρs(t). Поскольку для модели (6.1)
R∗Ds = k3 
= 0, условие существования скользящего режима не выполняется,
для идентификации дефекта ds(t) необходимо использовать другую модель.
Можно показать, что этому требованию удовлетворяет модель

ẋ∗1(t) = x∗2(t) + k5u(t) + k0H1x(t),

ẋ∗2(t) = (k24 + k2k3)y2(t) + k4k5u(t),

y∗1(t) = x∗1(t) = y2(t),

где x∗1 = x3, x∗2 = −k0x1 + x2 + x3, k0 = k3k4/k1. Здесь R∗ = (0 1) и J∗ =

=

(
k0 0
0 k24 + k2k3

)
, что дает R∗Ds = 0 и J∗Ds = (k0 0).

Из канонической формы (2.3) получаем H∗ = (1 0); примем K :=
:= (0,2 0,01)T. Так как J∗Ds = (k0 0), а для принятых при моделировании
значений параметров привода k0 = 105, из (5.4) следует, что можно принять

P :=

(
10−9 0
0 10−7

)
и Q := 10−9k0; в результате скользящий наблюдатель

описывается уравнениями

˙̂x∗1(t) = x̂∗2(t) + k5u(t) + k0y1(t)− k0v(t)− 0,2ey(t),

˙̂x∗2(t) = (k24 + k2k3)y2(t) + k4k5u(t)− 0,01ey(t),

ŷ∗1(t) = x̂∗1(t),
(6.4)

где ey(t) = ŷ∗(t)− y2(t),

v(t) =

⎧⎨
⎩

gs
10−9k0ey(t)

‖10−9k0ey(t)‖ , если ey(t) 
= 0,

0 в противном случае,
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Рис. 1. Поведение функции u(t).
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Рис. 2. Оценка функции d3(t).
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Рис. 3. Ошибка оценки функции d3(t).

gs > ‖ds(t) + ρs(t)‖. Оценка суммы ds(t) + ρs(t) дается выражением

d̂s(t) = ds(t) + ρs(t) = −gs
10−9k0ey(t)

‖10−9k0ey(t)‖+ δ
.(6.5)
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Рис. 5. Ошибка оценки функции ds(t) + ρs(t).

Проведем моделирование системы (6.1) с наблюдателями (6.2) и (6.4). При
моделировании задавались следующие параметры рассматриваемого следя-
щего электропривода: JH = 0,0001Kgm2, Kω = 0,02Vc, KU = 100, R = 0,4Ω,
L = 0,004H, KM = 0,02Nm/A, ip = 100. Для обеспечения заданных показате-
лей качества управления в прямой цепи электропривода использовалось ти-
повое последовательное корректирующие устройство с передаточной функ-
цией W (s) = (0,089s+1)(0,0011s+1)

(0,001s+1)(0,001s+1) . При этом в качестве входного воздействия
на электропривод подавалось следующее желаемое значение угла поворота
выходного вала редуктора: xref1 (t) = sin(t).

При моделировании возмущение ρ(t) имитировалось действием внешне-
го нагрузочного момента величиной M̃(t) = 0,1 sin(0,8t)Nm на интервале
t = 1÷ 10 c; дефекты имитировались следующим образом: ds(t) — введени-
ем постоянной ошибки x̃1(t) = 0,006 рад в датчик положения выходного ва-
ла редуктора на интервале t = 2÷ 6 c, d3(t) — изменением активного сопро-
тивления якоря на величину R̃(t) = 0,2 sin(πt/4 − π) на интервале t = 4÷ 8 c.
Предполагается, что в датчике присутствует погрешность ρs(t), имитируе-
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мая белым шумом. При моделировании для наблюдателя (6.2) принималось
g = 10, b = 10 и δ = 10−6, для наблюдателя (6.4) — gs = 0,01 и δ = 10−6.

На рис. 1 приведен график функции u(t) при моделировании. На рис. 2
и 3 представлены результаты моделирования с наблюдателем (6.2): графики
оценки d̂3(t), совпадающей с функцией vδ(t), и ошибки этой оценки; на рис. 4
и 5 — с наблюдателем (6.4) (“scale” здесь — это масштаб): графики оцен-
ки суммы d̂s(t) = ds + ρs(t), совпадающей с функцией vδ(t), и ошибки этой
оценки. Из этих рисунков видно, что максимальное значение ошибки иден-
тификации в установившемся режиме не превышает для функции ds(t) 3,3%,
для функции d3(t) — 1%.

Из этих рисунков видно, что построенные наблюдатели позволили обес-
печить своевременное обнаружение возникающих ошибок в сигналах, посту-
пающих с датчика положения электропривода, а также изменение величины
активного сопротивления обмотки якоря электродвигателя. Поскольку на ин-
тервалах 0÷ 2 c и 8÷ 10 c значения оценок равны нулю, ясно, что построен-
ные наблюдатели не чувствительны к возмущению ρ(t).

Следует отметить, что при моделировании и при практической реализации
наблюдателя в нем возникает не идеальный, а реальный скользящий режим;
параметры реального скользящего режима в работе не рассматриваются.

7. Заключение

В работе для решения задач обнаружения и идентификации дефектов ис-
пользован метод на основе скользящих наблюдателей. Предложенная моди-
фикация этого метода позволила ослабить ограничения, накладываемые на
условия его реализации, для решения указанных задач при наличии возму-
щений и уменьшить сложность средств диагностирования по сравнению с
известными результатами. Теоретические результаты иллюстированы при-
мером диагностирования реальной технической системы.
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ КОЛЕБАНИЯМИ СТРУНЫ
С НЕРАЗДЕЛЕННЫМИ УСЛОВИЯМИ НА ФУНКЦИИ СОСТОЯНИЯ

В ЗАДАННЫЕ ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ МОМЕНТЫ ВРЕМЕНИ

Рассматривается задача оптимального управления для уравнения ко-
лебания струны с заданными начальным и конечным условиями, с нераз-
деленными значениями состояния в промежуточные моменты времени
и с критерием качества, заданным на всем промежутке времени. Задача
решена с использованием методов разделения переменных и теории опти-
мального управления конечномерными системами с неразделенными мно-
готочечными промежуточными условиями. В качестве примера примене-
ния предложенного подхода построено оптимальное управляющее воздей-
ствие для колебания струны с заданным нелокальным значением прогиба
точек струны в некоторые промежуточные моменты времени.

Ключевые слова: колебания струны, оптимальное управление колебания-
ми, промежуточные значения состояния, неразделенные многоточечные
условия, оптимальное управление.
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1. Введение

Физические процессы, связанные с колебательными системами, моделиру-
ются волновым уравнением [1–4]. При этом на практике часто возникают за-
дачи управления и оптимального управления (УиОУ), в которых нужно сге-
нерировать желаемую форму колебания, удовлетворяющую многоточечным
промежуточным условиям. Характерной чертой многоточечных краевых за-
дач УиОУ является наличие неразделенных условий в нескольких проме-
жуточных точках интервала исследования. Многоточечные краевые задачи
УиОУ, в которых, наряду с классическими краевыми (начальным и конеч-
ным) условиями, заданы неразделенные (нелокальные) многоточечные про-
межуточные условия, исследованы в [5–16]. Неразделенные многоточечные
краевые задачи, с одной стороны, возникают как математические модели ре-
альных процессов, а с другой — потому, что для многих уравнений невозмож-
на корректная постановка локальных краевых задач. В частности, неразде-
ленность многоточечных условий может быть обусловлена также невозмож-
ностью на практике проводить измерения требуемых параметров состояния
объекта мгновенно. Подобные задачи имеют прикладное значение и важны
с теоретической точки зрения, поэтому требуют своего исследования в раз-
личных постановках.
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Многочисленные примеры технологических процессов, приводящих к за-
дачам УиОУ в системах с распределенными параметрами, рассмотрены в ра-
ботах [1–4], в которых предложены различные методы решения задач УиОУ,
например метод моментов, метод Фурье, метод гармоник. Задачи УиОУ ко-
лебательных процессов с помощью как внешних, так и граничных управляю-
щих воздействий при различных типах граничных условий рассмотрены в
[1–4, 8–22], где предложены различные методы решения задач управления.
В [12, 13] рассмотрена граничная задача для уравнения колебания струны с
заданной скоростью в некоторый момент времени колебания струны и по-
строено решение задачи.

В настоящей статье рассматривается задача оптимального управления для
уравнения колебания струны с заданными начальным и конечным условиями,
с неразделенными значениями состояния в промежуточные моменты време-
ни и с критерием качества, заданным на всем промежутке времени. Мето-
дом разделения переменных исходная задача сведена к задаче оптимального
управления со счетным числом обыкновенных дифференциальных уравнений
с заданными начальными, конечными и неразделенными многоточечными
промежуточными условиями. Построено оптимальное управляющее воздей-
ствие с помощью методов теории оптимального управления конечномерными
системами с многоточечными промежуточными условиями.

2. Постановка задачи

Рассмотрим однородную, упругую натянутую струну длиной l, концы ко-
торой закреплены. Пусть в вертикальной плоскости на струну действуют рас-
пределенные силы с плотностью u(x, t).

Пусть состояние распределенной колебательной системы (малые попереч-
ные колебания струны), т.е. отклонения от состояния равновесия, описывают-
ся функцией Q(x, t), 0 ≤ x ≤ l, 0 < t < T , которая подчиняется при 0 < x < l
и 0 < t < T волновому уравнению

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
+ u(x, t)(2.1)

с однородными граничными условиями

Q(0, t) = 0, Q(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,(2.2)

и удовлетворяет начальным и конечным условиям:

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), 0 ≤ x ≤ l,(2.3)

Q(x, T ) =ϕT (x) =ϕm+1(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=T

=ψT (x) =ψm+1(x), 0≤ x≤ l.(2.4)

В уравнении (2.1) a2 = T0
ρ , где T0 — натяжение струны, ρ— плотность одно-

родной струны. Функция Q(x, t), удовлетворяющая уравнению (2.1), дважды
непрерывно дифференцируема вплоть до границы области.
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Пусть в некоторые промежуточные моменты времени 0 = t0 < t1 < . . . <
< tm < tm+1 = T на значения функции состояния струны наложены неразде-
ленные (нелокальные) условия в виде

m∑
k=1

fkQ(x, tk) = α(x),(2.5)

где fk — заданные величины (k = 1, . . . ,m), α(x) — некоторая известная
функция. В частности, в случае m = 1, f1 = 1 условие (2.5) принимает вид
Q(x, t1) = α(x).

Здесь ϕ0(x), ψ0(x), ϕT (x), ψT (x) и α(x) — заданные гладкие функ-
ции, удовлетворяющие условиям согласования. Предполагается, что систе-
ма (2.1) при ограничениях (2.2)–(2.5) на промежутке времени [0, T ] явля-
ется вполне управляемой [6, 7, 23]. Это означает, что на промежутке вре-
мени [0, T ] можно выбрать управляющее воздействие u(x, t), при котором
функция состояния струны Q(x, t) удовлетворяет уравнению (2.1) и задан-
ным условиям (2.2)–(2.5).

Задачу оптимального управления колебаниями струны с заданными нераз-
деленными значениями функции состояния в промежуточные моменты вре-
мени tk (k = 1, . . . ,m) можно сформулировать следующим образом: среди
возможных управлений u(x, t), 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T , требуется найти опти-
мальное управляющее воздействие u0(x, t), переводящее колебания стру-
ны (2.1) с граничными условиями (2.2) из заданного начального состоя-
ния (2.3) в заданное конечное состояние (2.4), обеспечивая удовлетворение
неразделенных многоточечных промежуточных условий (2.5) с минимизаци-
ей функционала

J [u] =

⎡
⎣

T∫
0

l∫
0

(u(x, t))2 dxdt

⎤
⎦

1
2

.(2.6)

3. Решение задачи

Для построения решения поставленной задачи решение уравнения (2.1) с
граничными условиями (2.2) ищем в виде

Q(x, t) =
∞∑
n=1

Qn(t) sin
πn

l
x.(3.1)

Представим функции u(x, t) и α(x) в виде рядов Фурье

u(x, t) =

∞∑
n=1

un(t) sin
πn

l
x, α(x) =

∞∑
n=1

αn sin
πn

l
x.(3.2)

Подставляя разложения (3.1), (3.2) в соотношения (2.1)–(2.5), в силу ортого-
нальности системы собственных функций получим, что коэффициенты Фу-
рье Qn(t) удовлетворяют счетной системе обыкновенных дифференциальных
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уравнений

Q̈n(t) + λ2
nQn(t) = un(t), λ2

n =
(aπn

l

)2
, n = 1, 2, . . . ,(3.3)

и следующим начальным, неразделенным многоточечным промежуточным и
конечным условиям:

Qn(0) = ϕ(0)
n , Q̇n(0) = ψ(0)

n ,(3.4)
m∑
k=1

fkQn(tk) = αn,(3.5)

Qn(T ) = ϕ(T )
n = ϕ(m+1)

n , Q̇n(T ) = ψ(T )
n = ψ(m+1)

n ,(3.6)

где через ϕ
(0)
n , ψ(0)

n , ϕ(m+1)
n , ψ(m+1)

n , un(t) и αn обозначены коэффициенты
Фурье, соответствующие функциям ϕ0(x), ψ0(x), ϕm+1(x), ψm+1(x), u(x, t)
и α(x).

Общее решение уравнения (3.3) с начальными условиями (3.4) имеет вид

Qn(t) = ϕ(0)
n cos λnt+

1

λn
ψ(0)
n sinλnt+

1

λn

t∫
0

un(τ) sinλn(t− τ)dτ.(3.7)

Теперь, учитывая промежуточные неразделенные (3.5) и конечные (3.6)
условия, из уравнения (3.7) получим, что функции un(τ) для каждого n
должны удовлетворять системе равенств:

T∫
0

un(τ) sin λn(T − τ)dτ = C1n(T ),

T∫
0

un(τ) cos λn(T − τ)dτ = C2n(T ),

m∑
k=1

fk

tk∫
0

un(τ) sin λn(tk − τ)dτ = C
(m)
1n (t1, . . . , tm),

(3.8)

где

C1n(T ) = λnϕ
(m+1)
n − λnϕ

(0)
n cos λnT − ψ(0)

n sinλnT,

C2n(T ) = ψ(m+1)
n + λnϕ

(0)
n sinλnT − ψ(0)

n cosλnT,

C
(m)
1n (t1, . . . , tm) = λn

[
αn −

m∑
k=1

fk

(
ϕ(0)
n cosλntk +

1

λn
ψ(0)
n sinλntk

)]
.

(3.9)

Введем функции

h1n(τ) = sinλn(T − τ), h2n(τ) = cos λn(T − τ), 0 ≤ τ ≤ T,
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h
(m)
1n (τ)=

m∑
k=1

fkh
(k)
1n (τ), h

(k)
1n (τ)=

{
sinλn(tk−τ) при 0 ≤ τ ≤ tk,
0 при tk<τ ≤ tm+1=T.

(3.10)

Тогда интегральные соотношения (3.6) при помощи функции (3.10) запишут-
ся следующим образом:

T∫
0

un(τ)h1n(τ)dτ = C1n(T ),

T∫
0

un(τ)h2n(τ)dτ = C2n(T ),

T∫
0

un(τ)h
(m)
1n (τ)dτ = C

(m)
1n (t1, . . . , tm), n = 1, 2, . . .

(3.11)

Учитывая разложение (3.2) и ортогональность системы собственных функ-
ций, минимизируемый функционал (2.6) запишется в виде

T∫
0

l∫
0

[u(x, t)]2dxdt =
l

2

∞∑
n=1

T∫
0

u2n (τ) dτ.

Но так как для каждого n = 1, 2, . . .
T∫
0

u2n(τ)dτ ≥ 0, то минимизация функ-

ционала (2.6) равносильна минимизации функционалов

T∫
0

u2n (τ) dτ, n = 1, 2, . . .(3.12)

Таким образом, решение поставленной задачи оптимального управления
(2.1)–(2.6) для каждого n = 1, 2, . . . сводится к нахождению такого оптималь-
ного управления u0n(t), t ∈ [0, T ], которое удовлетворяет интегральным со-
отношениям (3.11) и доставляет минимум функционалу (3.12). Задачу оп-
тимального управления при функционале (3.12) с интегральными условия-
ми (3.11) можно рассматривать как задачу условного экстремума из вари-
ационного исчисления. Однако, как видно из обозначения (3.10), подынте-
гральная функция в третьем соотношении (3.11) является разрывной, поэто-
му классические методы вариационного исчисления неприменимы для иссле-
дования этой задачи [6, 23].

Отметим, что, в силу линейности условий (3.11), порожденных функци-
ей un(t) на промежутке времени [0, T ], и из-за того что функционал (3.12)
является нормой линейного нормированного пространства, решение получен-
ной задачи оптимального управления (3.11)–(3.12) целесообразно искать с
помощью алгоритма решения проблемы моментов [6, 23].
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Следуя [6, 23], для решения конечномерной проблемы моментов
(3.11)–(3.12) нужно найти некоторые величины p1n, p2n, q1n, n = 1, 2, . . . ,
связанные условиями

p1nC1n(T ) + p2nC2n(T ) + q1nC
(m)
1n = 1,(3.13)

для которых

(ρ0n)
2 = min

(3.13)

T∫
0

h2n(t)dt,(3.14)

где

hn(t) = p1nh1n(t) + p2nh2n(t) + q1nh
(m)
1n (t).(3.15)

Для определения величин p01n, p02n, q01n, n = 1, 2, . . . , минимизирую-
щих (3.14) с условиями (3.13), применим метод неопределенных множителей
Лагранжа. Введем функцию

f(p1n, p2n, q1n) =

T∫
0

[
p1nh1n(t) + p2nh2n(t) + q1nh

(m)
1n (t)

]2
dt+

+ γn

[
p1nC1n(T ) + p2nC2n(T ) + q1nC

(m)
1n − 1

]
,

где γn — неопределенный множитель Лагранжа. На основе этого метода, вы-
числяя производные по p1n, p2n, q1n, n = 1, 2, . . . , функции f(p1n, p2n, q1n) и
приравнивая нулю, получаем систему алгебраических уравнений

a(1)n p1n + a(2)n p2n + b(2)n q1n = −γn
2
C1n(T ),

a(2)n p1n + b(1)n p2n + d(2)n q1n = −γn
2
C2n(T ),

b(2)n p1n + d(2)n p2n + d(1)n q1n = −γn
2
C

(m)
1n , n = 1, 2, . . . ,

(3.16)

где приняты обозначения:

a(1)n =

T∫
0

(h1n(τ))
2 dτ, b(1)n =

T∫
0

(h2n(τ))
2 dτ,

a(2)n =

T∫
0

h1n(τ)h2n(τ)dτ,

d(1)n =

T∫
0

(
h
(m)
1n (τ)

)2
dτ =

T∫
0

(
m∑
k=1

fkh
(k)
1n (τ)

)2

dτ,(3.17)
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b(2)n =

T∫
0

h1n(τ)h
(m)
1n (τ)dτ =

T∫
0

h1n(τ)

(
m∑
k=1

fkh
(k)
1n (τ)

)
dτ,

d(2)n =

T∫
0

h2n(τ)h
(m)
1n (τ)dτ =

T∫
0

h2n(τ)

(
m∑
k=1

fkh
(k)
1n (τ)

)
dτ.

Присоединяя к уравнениям (3.16) условие (3.13), получим замкнутую си-
стему алгебраических уравнений относительно неизвестных величин p1n, p2n,
q1n, γn n = 1, 2, . . .

Введем обозначения

Δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a
(1)
n a

(2)
n b

(2)
n

a
(2)
n b

(1)
n d

(2)
n

b
(2)
n d

(2)
n d

(1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
, Δn(p1n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

C1n(T ) a
(2)
n b

(2)
n

C2n(T ) b
(1)
n d

(2)
n

C
(m)
1n d

(2)
n d

(1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Δn(p2n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a
(1)
n C1n(T ) b

(2)
n

a
(2)
n C2n(T ) d

(2)
n

b
(2)
n C

(m)
1n d

(1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
, Δn(q1n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a
(1)
n a

(2)
n C1n(T )

a
(2)
n b

(1)
n C2n(T )

b
(2)
n d

(2)
n C

(m)
1n

∣∣∣∣∣∣∣∣
и предположим, что Δn 
= 0.

Тогда решение системы (3.16) с условием (3.13) можно представить в виде:

p01n =
Δn(p1n)

An
, p02n =

Δn(p2n)

An
,

q01k =
Δn(q1n)

An
, γn = −2

Δn

An
, n = 1, 2, . . .

(3.18)

Здесь приняты обозначения

An = Δn(p1n)C1n(T ) + Δn(p2n)C2n(T ) + Δn(q1n)C
(m)
1n .

Подставляя из (3.18) значения для p01n, p
0
2n, q

0
1n в (3.15), получим, что

h0n(t) =
h̃0n(t)

An
,

где

h̃0n(t) = Δn(p1n)h1n(t) + Δn(p2n)h2n(t) + Δn(q1n)h
(m)
1n (t).(3.19)

Имея оптимальную функцию h0n(t), из (3.14), с учетом (3.19) будем иметь,
что

(ρ0n)
2 =

Bn

A2
n

, где Bn =

T∫
0

(
h̃0n(t)

)2
dt.
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Таким образом, согласно [6, 23] искомое оптимальное управление u0n(t)
определится выражением

u0n(t) =
1

(ρ0n)
2
h0n(t) =

An

Bn
h̃0n(t).(3.20)

Отметим, что согласно обозначениям (3.10) будем иметь

h
(m)
1n (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m∑
k=1

fk sinλn(tk − t), 0 ≤ t ≤ t1,

m∑
k=2

fk sinλn(tk − t), t1 < t ≤ t2,

. . .
m∑

k=m−1

fk sinλn(tk − t), tm−2 < t ≤ tm−1,

fm sinλn(tm − t), tm−1 < t ≤ tm,

0, tm < t ≤ tm+1 = T.

Подставляя значения функции h1n(t), h2n(t), h
(m)
1n (t) в (3.19), получим

h̃0n(t)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δn(p1n)h1n(t) + Δn(p2n)h2n(t) + Δn(q1n)

m∑
k=1

fk sinλn(tk − t),

0 ≤ t ≤ t1,

Δn(p1n)h1n(t) + Δn(p2n)h2n(t) + Δn(q1n)
m∑
k=2

fk sinλn(tk − t),

t1 < t ≤ t2,
. . .

Δn(p1n)h1n(t)+Δn(p2n)h2n(t)+Δn(q1n)

m∑
k=m−1

fk sinλn(tk− t),

tm−2 < t ≤ tm−1,

Δn(p1n)h1n(t) + Δn(p2n)h2n(t) + Δn(q1n)fm sinλn(tm − t),
tm−1 < t ≤ tm,

Δn(p1n)h1n(t) + Δn(p2n)h2n(t), tm < t ≤ tm+1 = T .

(3.21)

Таким образом, имея явное выражение функции h̃0n(t), из (3.20) полу-
чим оптимальную функцию u0n(t) для каждого n=1, 2, . . . Далее, подстав-
ляя оптимальную функцию u0n(t) в (3.7), получим Q0

n(t) на промежутке вре-
мени t∈ [0, T ]. Следовательно, из (3.1) и (3.2) получим оптимальную функ-
цию Q0(x, t) состояния струны и оптимальное управление u0(x, t). Таким об-
разом, для оптимального управления будем иметь
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u0(x, t) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
n=1

An

Bn

[
Δn(p1n)h1n(t) + Δn(p2n)h2n(t) + Δn(q1n)

m∑
k=1

fk sinλn(tk − t)

]
×

× sin
πn

l
x, 0 ≤ t ≤ t1,

∞∑
n=1

An

Bn

[
Δn(p1n)h1n(t) + Δn(p2n)h2n(t) + Δn(q1n)

m∑
k=2

fk sinλn(tk − t)

]
×

× sin
πn

l
x, t1 < t ≤ t2,

. . .
∞∑
n=1

An

Bn

[
Δn(p1n)h1n(t)+Δn(p2n)h2n(t)+Δn(q1n)

m∑
k=m−1

fk sinλn(tk− t)

]
×

× sin
πn

l
x, tm−2 < t ≤ tm−1,

∞∑
n=1

An

Bn
[Δn(p1n)h1n(t) + Δn(p2n)h2n(t) + Δn(q1n)fm sinλn(tm − t)]×

× sin
πn

l
x, tm−1 < t ≤ tm,

∞∑
n=1

An

Bn
[Δn(p1n)h1n(t) + Δn(p2n)h2n(t)] sin

πn

l
x, tm < t ≤ tm+1 = T.

Из этого выражения видно, что оптимальное управляющее воздействие
u0(x, t), решающее поставленную задачу, является кусочно-непрерывной
функцией.

4. Пример

Предположим, что m = 2 (т.е. 0 < t1 < t2 < t3 = T ), тогда из (3.17) с уче-
том обозначений (3.10) будем иметь:

a(1)n =
T

2
− 1

4λn
sin 2λnT, b(1)n =

T

2
+

1

4λn
sin 2λnT, a(2)n =

sin2 λnT

2λn
,

b(2)n =
1

2
[f1t1 cos λn(T − t1) + f2t2 cos λn(T − t2)]−

− cosλnT

2λn
[f1 sinλnt1 + f2 sinλnt2] ,

d(1)n =
1

4λn

[
2λn

(
f2
1 t1 + f2

2 t2
)
+ 4f1f2t1λn cos λn(t1 − t2)−

−f2
1 sin 2λnt1 − 2f2 cos λnt2 (2f1 sinλnt1 + f2 sinλnt2)

]
,

d(2)n =
1

4λn
{2f1 sinλnT sinλnt1−2λn [f1t1 sinλn(T − t1)+f2t2 sinλn(T − t2)] +

+ 2f2 sinλnT sinλnt2} .
Предполагая, что t1 =

l
a , t2 = 2 l

a , T = 4 l
a , получим, что t1λn = πn, t2λn =

= 2πn, Tλn = 4πn, λn(T − t1) = 3πn, λn(T − t2) = 2πn, λn(t1 − t2) = −πn.
Следовательно, из приведенных выражений и формул (3.9) получим:

a(1)n = b(1)n =
2l

a
, a(2)n = d(2)n = 0, b(2)n =

l

2a
[(−1)nf1 + 2f2] ,
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d(1)n =
l

2a

[
f2
1 + 2f2

2 + 2(−1)nf1f2
]
,

C1n(T ) = λn

(
ϕ(3)
n − ϕ(0)

n

)
, C2n(T ) = ψ(3)

n − ψ(0)
n ,

C
(m)
1n = λn

[
αn − ϕ(0)

n ((−1)n f1 + f2)
]
.

Для определителей Δn, Δn(p1n), Δn(p2n), Δn(q1n) будем иметь следующие
значения:

Δn =
1

2

(
l

a

)3 [
2f2

1 + ((−1)nf1 + 2f2)
2
]
,

Δn(p1n) =

(
l

a

)2

λn

{(
ϕ(3)
n − ϕ(0)

n

) [
f2
1 + 2f2

2 + 2(−1)nf1f2
]−

−
[
αn − ϕ(0)

n ((−1)n f1 + f2)
]
[(−1)nf1 + 2f2]

}
,

Δn(p2n)=

(
l

a

)2(
ψ(3)
n −ψ(0)

n

){[
f2
1 +2f2

2 +2(−1)nf1f2
]− l

4
[(−1)nf1+2f2]

}
,

Δn(q1n)=

(
l

a

)2

λn

{
4
[
αn−ϕ(0)

n ((−1)nf1+f2)
]
−
(
ϕ(3)
n −ϕ(0)

n

)
[(−1)nf1+2f2]

}
.

Отметим, что Δn 
= 0 при f1 
= 0 и f2 
= 0.
Вычисляя значения величин An и Bn, согласно (3.20) будем иметь опти-

мальную функцию u0n(t), t ∈ [0, T ].
Явные выражения функции оптимального управления u0(x, t) получим в

виде:
а) при 0 ≤ t ≤ l

a

u0(x, t) =
∞∑
n=1

An

Bn
{Δn(p1n) sinλn(T − t) + Δn(p2n) cos λn(T − t) +

+Δn(q1n) [f1 sinλn(t1 − t) + f2 sinλn(t2 − t)]} sin πn

l
x;

б) при l
a < t ≤ 2 l

a

u0(x, t) =

∞∑
n=1

An

Bn
[Δn(p1n) sinλn(T − t) + Δn(p2n) cos λn(T − t) +

+Δn(q1n)f2 sinλn(t2 − t)] sin
πn

l
x;

в) при 2 l
a < t ≤ 4 l

a

u0(x, t) =

∞∑
n=1

An

Bn
[Δn(p1n) sin λn(T − t) + Δn(p2n) cos λn(T − t)] sin

πn

l
x.

Таким образом, выражения функций оптимального управления получены
в явном виде. С помощью приведенных формул можно найти соответствую-
щее выражение функции состояния струны.
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5. Заключение

Исследована задача оптимального управления колебаниями струны с за-
данными неразделенными значениями функции состояния в промежуточ-
ные моменты времени. Методом разделения переменных она сведена к за-
даче управления в форме счетного числа обыкновенных дифференциальных
уравнений с заданными начальными, конечными и неразделенными многото-
чечными промежуточными условиями и с критерием качества, заданным на
всем промежутке времени управления. Эта задача решается с использовани-
ем методов теории оптимального управления конечномерными системами с
многоточечными промежуточными условиями. Предложенный для волново-
го уравнения типа (2.1) подход (использование метода Фурье вместо метода
Даламбера) допускает распространение на другие (неодномерные) системы.
В качестве примера применения предложенного подхода построено оптималь-
ное управляющее воздействие для колебания струны с заданными неразде-
ленными значениями прогиба точек струны в некоторые промежуточные мо-
менты времени.
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Предложен достаточно удобный для численной реализации алгоритм
построения синтезирующей управляющей функции, гарантирующей пе-
ревод широкого класса нелинейных стационарных систем обыкновенных
дифференциальных уравнений из начального состояния в заданное ко-
нечное состояние фазового пространства c учетом ограничений на управ-
ление. Получен конструктивный критерий, гарантирующий указанный
перевод. Эффективность алгоритма иллюстрируется при численном мо-
делировании решения конкретной практической задачи.
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DOI: 10.31857/S000523102002004X

1. Введение

При создании автономных интеллектуальных систем управления различ-
ными техническими объектами (роботами-манипуляторами, летательными
аппаратами, автономными подводными аппаратами и др.) и их моделиро-
вании на различных этапах проектирования важную роль приобретают во-
просы, связанные с формированием управляющих функций, обеспечивающих
перевод управляемого объекта из начального состояния в заданное конечное
состояние. Математическими моделями интеллектуальных систем управле-
ния многих технических объектов являются сложные нелинейные управляе-
мые системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Процесс форми-
рования управляющего воздействия сводится к задаче нахождения управ-
ляющих функций, при которых соответствующие функции фазовых коорди-
нат удовлетворяют заданным краевым условиям. Такой класс задач назы-
вают краевыми задачами, и он является одной из важных и сложных про-
блем математической теории управления. Впервые полное решение этих за-
дач для линейных нестационарных систем в классе управляющих функций,
суммируемых с квадратом, было выполнено в [1]. В последующие десятиле-
тия появились работы, направленные на исследование локальных и глобаль-
ных краевых задач для линейных и нелинейных управляемых систем специ-
ального вида [2–15]. Исследование краевых задач ведется по трем основным
направлениям. Первое связано с нахождением необходимых и достаточных
условий, наложенных на правую часть управляемых систем и гарантирую-
щих перевод систем управления в заданную точку фазового пространства,
см. [1, 2, 4, 5, 7, 8, 11–15]. Второе включает исследование множества конеч-
ных состояний, в которые возможен перевод управляемой системы из некото-
рого начального состояния см. [4, 6, 9–11, 14, 15]. Третье направление касает-
ся разработки точных или приближенных методов построения управляющих
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функций и соответствующих им траекторий, соединяющих заданные точки
в фазовом пространстве [1, 3, 11–15]. В настоящее время проблема краевых
задач достаточно подробно изучена для линейных и нелинейных управляе-
мых систем специального вида. Однако теория решения граничных задач
для нелинейных управляемых систем общего вида ввиду их сложности еще
недостаточно разработана.

Главное отличие результатов данной статьи от известных ранее состоит в
том, что в ней для достаточно широкого класса нелинейных стационарных
управляемых систем обыкновенных дифференциальных уравнений разрабо-
тан удобный для численной реализации и устойчивый к погрешностям вычис-
лений алгоритм решения локальных краевых задач в классе синтезирующих
управлений, а также найдено конструктивное легко проверяемое необходимое
и достаточное условие, гарантирующие реализацию полученного в работе ал-
горитма в классе синтезирующих управлений. Это условие совпадает с кри-
терием управляемости Р. Калмана в случае линейных стационарных систем.
Поставленная цель достигнута сведением решения исходной задачи к реше-
нию задачи стабилизации линейной нестационарной системы специального
вида и последующему решению задачи Коши для вспомогательной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений.

2. Постановка задачи

Объектом исследования является управляемая система обыкновенных
дифференциальных уравнений:

ẋ = f(x, u),(2.1)

где x = (x1, . . . , xn)
T, x ∈ Rn; u ∈ Rr, u = (u1, . . . , ur)

T, t ∈ [0, 1], r ≤ n;

f ∈ C4n(Rn ×Rr; Rn), f = (f1, . . . , fn)
T,(2.2)

f(0, 0) = 0,(2.3)

rankS = n, S = (B,AB,A2B, . . . , An−1B),

B =
∂f

∂u
(0, 0), A =

∂f

∂x
(0, 0),

(2.4)

‖u‖ < N.(2.5)

Пусть заданы состояния

x(0) = 0, x(1) = x̄, x̄ = (x̄1, . . . , x̄n)
T,(2.6)

где x̄ — заданный вектор фазового пространства.

Опр е д е л е н и е 1. Будем говорить, что пара функций x(t), u(t, x) при-
надлежит множеству Γ, если для нее выполнены условия:

x(t) ∈ C1([0, 1];Rn), u(t, x) ∈ C1([0, 1) ×Rn;Rr).(2.7)
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Зад а ч а. Найти пару функций (x(t), u(t, x)) ∈ Γ, удовлетворяющую си-
стеме (2.1) и условиям (2.6), а также условию

u(t, x)≡ 0, ∀t ∈ [0, 1] при x̄ = 0.(2.8)

Указанную пару x(t), u(t, x) будем называть решением задачи (2.1), (2.6).

Опр е д е л е н и е 2. Будем говорить, что задача (2.1), (2.6) локально раз-
решима, если существует ε > 0 такое, что для всех x̄ таких, что ‖x̄‖ < ε
существует решение задачи (2.1), (2.6).

Те ор ем а. Пусть для правой части системы (2.1) выполнены условия
(2.2), (2.3). Тогда для локальной разрешимости задачи (2.1), (2.6) необходи-
мо и достаточно, чтобы было выполнено условие (2.4). При этом соответ-
ствующее решение задачи (2.1), (2.6) может быть получено после решения
задачи стабилизации линейной нестационарной системы с экспоненциаль-
ными коэффициентами и последующим решением задачи Коши для вспомо-
гательной системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Главная идея доказательства теоремы состоит в том, что посредством пре-
образований зависимых и независимых переменных решение исходной задачи
сводится к решению задачи стабилизации нелинейной вспомогательной систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений специального вида при по-
стоянно действующих возмущениях. Для ее решения находится синтезирую-
щее управление, обеспечивающее экспоненциальное убывание фундаменталь-
ной матрицы линейной части вспомогательной системы. На заключительном
этапе осуществляется переход к исходным переменным.

3. Построение вспомогательной системы

Функцию x(t), входящую в решение задачи (2.1), (2.6), ищем в виде

xi(t) = ai(t) + x̄i, i = 1, . . . , n.(3.1)

При новых переменных система (2.1) и граничные условия (2.6) примут вид

ȧ = f(x̄+ a, u),(3.2)
a(0) = −x̄, a(1) = 0.(3.3)

В соответствии с (2.3), (2.7), (2.8) пару функций a(t, x̄) ∈ C1([0, 1];Rn),
ū(t, a(t, x̄)) = u(t, a(t, x̄) + x̄) ∈ C1([0, 1) ×Rn;Rr), ū(t, a(t, 0)) ≡ 0, a(t, 0)≡ 0
∀t ∈ [0, 1], удовлетворяющую системе (3.2) и условиям (3.3), будем называть
решением задачи (3.2), (3.3). Рассмотрим задачу: найти пару a(t, x̄) ∈ C1[0, 1],
ū(t, a) ∈ C1([0, 1) ×Rn;Rr), ū(t, a(t, 0)) ≡ 0, a(t, 0) ≡ 0 ∀t ∈ [0, 1], удовлетво-
ряющую системе (3.2) и условиям

a(0) = −x̄, a(t) → 0 при t → 1.(3.4)

Зам е ч а ни е 1. Переходя к пределу в решении задачи (2.2), (2.4) при
t → 1, получим решение задачи (3.2), (3.3).
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Сделаем в системе (3.2) преобразование независимой переменной t по фор-
муле

t = 1− e−ατ , τ ∈ [0,+∞),(3.5)

где α > 0— некоторое фиксированное число, подлежащее определению. Тогда
при новой независимой переменной τ система (3.2) и условия (3.4) примут вид

dc

dτ
= αe−ατf(x̄+ c, d),(3.6)

c(0) = −x̄, c(τ) → 0 при τ → ∞,(3.7)
c(τ, x̄) = a(t(τ), x̄), d(τ, c) = ū(t(τ), c(τ, x̄)), c(τ, 0)≡0, d(τ, c(τ, 0))≡0,(3.8)

τ ∈ [0,+∞); c = (c1, . . . , cn)
T, d = (d1, . . . , dr)

T.

Пару функций c(τ, x̄) ∈ C1([0,∞);Rn), d(τ, c) ∈ C1([0,∞) ×Rn;Rr), удовле-
творяющую системе (3.6) и условиям (3.7), (3.8) будем называть решением
задачи (3.6), (3.7). Имея решение задачи (3.6), (3.7), с помощью формул (3.5),
(3.8) можно получить решение задачи (3.2), (3.4). Введем обозначения

c̃ = x̄+ θic, d̃ = θid, θi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n,

|k| =
n∑

i=1

ki, |m| =
r∑

i=1

mi, k! = k1! . . . kn!, m! = m1! . . . mr!

Используя свойство (2.2) и разложение правой части системы (2.1) в ряд
Тейлора в окрестности точки (x̄, 0), систему (3.6) можно записать в виде

dci
dτ

= αe−ατfi(x̄, 0) + αe−ατ
n∑

j=1

∂fi
∂xj

(x̄, 0)cj + αe−ατ
r∑

j=1

∂fi
∂uj

(x̄, 0)dj +

+
1

2
αe−ατ

⎡
⎣ n∑
j=1

n∑
k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(x̄, 0)cjck + 2
n∑

j=1

r∑
k=1

∂2fi
∂xj∂uk

(x̄, 0)cjdk +

+

r∑
j=1

r∑
k=1

∂2fi
∂uj∂uk

(x̄, 0)djdk

⎤
⎦+ . . .(3.9)

. . .+ αe−ατ
∑

|k|+|m|=4n−2

1

k!m!

∂|k|+|m|fi
∂xk11 ∂xk22 . . . ∂xknn ∂um1

1 ∂um2
2 . . . ∂umr

r

(x̄, 0)ck11 ck22 × . . .

. . . . . . × ckndm1
1 dm2

2 × . . . × dmr
r +

+ αe−ατ
∑

|k|+|m|=4n−1

1

k!m!

∂|k|+|m|fi
∂xk11 ∂xk22 . . . ∂xknn ∂um1

1 ∂um2
2 . . . ∂umr

r

(c̃, d̃)ck11 ck22 × . . .

. . .× cknn dm1
1 dm2

2 × . . .× dmr
r , i = 1, . . . , n.
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Ограничим область изменения c(τ) неравенством

‖c(τ)‖ < C1, τ ∈ [0,∞).(3.10)

Сделаем множество преобразований сдвигов функций ci(τ), i = 1, . . . , n. Глав-
ная их цель состоит в том, чтобы в правой части системы, полученной в
результате этих преобразований, все слагаемые, не содержащие в явном ви-
де степеней компонент c и d, в области (2.5), (3.10) удовлетворяли оценке
O(e−4nατ ‖x̄‖) при τ → ∞, ‖x̄‖ → 0. На первом этапе выполним замену ci(τ),
i = 1, . . . , n по формуле

ci(τ) = c
(1)
i − e−ατfi(x̄, 0), i = 1, . . . , n.(3.11)

Пусть

D|k|+|m|fi ≡ ∂|k|+|m|fi
∂xk11 ∂xk22 . . . ∂xknn ∂u

m1
1 ∂u

m2
2 . . . ∂umr

r

, i = 1, . . . , n.

После подстановки (3.11) в левую и правую части системы (3.9) с учетом
введенного обозначения получим систему

dc
(1)
i

dτ
= −αe−2ατ

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(x̄, 0)fj(x̄, 0) +

+
1

2
α

n∑
j=1

n∑
k=1

∂2f

∂xj∂xk
(x̄, 0)e−3ατ fj(x̄, 0)fk(x̄, 0) +

+ α

⎛
⎝e−ατ

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(x̄, 0)c
(1)
j − e−2ατ

n∑
j=1

n∑
k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(x̄, 0)fk(x̄, 0)c
(1)
j

⎞
⎠+

+ α

⎛
⎝e−ατ

r∑
j=1

∂fi
∂uk

(x̄, 0)dk −
n∑

j=1

r∑
k=1

∂2fi
∂uk∂xj

(x̄, 0)e−2ατ fj(x̄, 0)dk

⎞
⎠+

+
1

2
αe−ατ

n∑
j=1

n∑
k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(x̄, 0)c
(1)
j c

(1)
k + αe−ατ

n∑
j=1

r∑
k=1

∂2fi
∂xj∂uk

(x̄, 0)dkc
(2)
j +

+
1

2
αe−ατ

r∑
j=1

r∑
k=1

∂2fi
∂uj∂uk

(x̄, 0)dkdj + . . .(3.12)

. . . + αe−ατ
∑

|k|+|m|=4n−2

1

k!m!
D

|k|+|m|
fi(x̄, 0)(c

(1)
1 − e−ατf1(x̄, 0))

k1 ×

× (c
(1)
2 − e−ατf2(x̄, 0))

k2 × . . .× (c(1)n − e−ατfn(x̄, 0))
kndm1

1 dm2
2 × . . .

. . .× dmr
r + αe−ατ

∑
|k|+|m|=4n−1

1

k!m!
D

|k|+|m|
fi(c̃, d̃)(c

(1)
1 − e−ατf1(x̄, 0))

k1 ×

× (c
(1)
2 − e−ατf2(x̄, 0))

k2 × . . . × (c(1)n − e−ατfn(x̄, 0))
kndm1

1 dm2
2 × . . .× dmr

r ,

i = 1, . . . n.
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Из (3.7), (3.11) следует

c
(1)
i (0) = −x̄i + fi(x̄, 0), i = 1, . . . , n.(3.13)

Нетрудно видеть, что в правой части системы (3.12) слагаемые, не содержа-
щие в явном виде степеней компонент векторов c и d, в области (2.5), (3.10)
удовлетворяют условию O(e−2ατ ‖x̄‖), τ → ∞, x̄ → 0. На втором этапе сдела-
ем замену

c
(1)
i (τ) = c

(2)
i (τ)+

1

2
e−2ατ

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(x̄, 0)fj(x̄, 0) = c
(2)
i (τ)+e−2ατφ

(2)
i (x̄),

φ
(2)
i (x̄) =

1

2

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(x̄, 0)fj(x̄, 0), φ
(2)
i (0) = 0, i = 1, . . . , n.

(3.14)

В результате в новых переменных начальные условия (3.13) примут вид

c
(2)
i (0) = −x̄i + fi(x̄, 0)− φ

(2)
i (x̄), φ

(2)
i (0) = 0, i = 1, . . . , n.(3.15)

Нетрудно видеть, что в отличие от предыдущей замены в правой части полу-
ченной системы слагаемые, не содержащие в явном виде степеней компонент
векторов c и d, в области (2.5), (3.10) удовлетворяют условию O(e−3ατ ‖x̄‖),
τ → ∞, ‖x̄‖ → 0, i = 1, . . . , n. Используя (3.11)–(3.15) и индуктивный переход
на k-м шаге, получим искомое преобразование вида

c
(k−1)
i (τ) = c

(k)
i + e−kατφ

(k)
i (x̄), φ

(k)
i (0) = 0, i = 1, . . . , n.(3.16)

Если применить преобразования (3.16) 4n − 1 раз, объединить слагаемые в
полученной системе, линейные по компонентам вектора c(4n−1) и содержащие
коэффициенты e−iατ , i = 1, . . . , n, а также слагаемые, линейные по компонен-
там вектора d и содержащие коэффициенты e−iατ , i = 1, . . . , 2n, то согласно
(3.12)–(3.16) будем иметь систему и начальные данные, которые в векторной
форме можно записать следующим образом:

dc(4n−1)

dτ
= Pc(4n−1) +Qd+R1(c

(4n−1), d, x̄, τ) +R2(c
(4n−1), d, x̄, τ) +

+R3(c
(4n−1), d, τ) +R4(x̄, c

(4n−1), d, τ),

R1 = (R1
1, . . . , R

n
1 )

T, R2 = (R1
2, . . . , R

n
2 )

T,

R3 = (R1
3, . . . , R

n
3 )

T, R4 = (R1
4, . . . , R

n
4 )

T.

(3.17)

Функции Ri
4 состоят из суммы слагаемых, не содержащих степеней компо-

нент векторов c(4n−1) и d; Ri
1 содержат все слагаемые, которые линейно зави-

сят от компонент вектора c(4n−1)c коэффициентами e−iατ , i ≥ n+ 1, а также
слагаемые, входящие в последнюю сумму правой части полученной системы,
которые не содержат степеней компонент вектора d и с суммой степеней ком-
понент вектора c(4n−1), равной единице; Ri

2 содержат все слагаемые, которые
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линейно зависят от компонент вектора d с множителями e−iατ , i ≥ 2n+ 1,
а также слагаемые входящие в последнюю сумму правой части полученной
системы, которые не содержат степеней компонент вектора c(4n−1) и с суммой
степеней компонент вектора d, равной единице. В Ri

3 содержатся все слагае-
мые, нелинейные по компонентам векторов c(4n−1) и d.

P (x̄) = αe−ατ
(
P1(x̄) + e−ατP2(x̄) + . . .+ e−(n−1)ατPn−1(x̄)

)
,

P1(x̄) =
∂f

∂x
(x̄, 0), P1(0) = A;

Q(x̄) = αe−ατ
(
Q1(x̄) + e−ατQ2(x̄) + . . .+ e−(2n−1)ατQ2n−1(x̄)

)
,

Q1(x̄) =
∂f

∂u
(x̄, 0), Q1(0) = B;

(3.18)

c(4n−1)(0) = −x̄+ f(x̄, 0) − φ(2)(x̄)− φ(3)(x̄)− . . .− φ(4n−1)(x̄),

φ(i) =
(
φ
(i)
1 , . . . , φ(i)

n

)T
, i = 1, . . . , 4n− 1, φ(i)(0) = 0.

(3.19)

4. Алгоритм решения задачи

1. Построение вспомогательной системы (3.17).
2. Используя метод Н.Н. Красовского, решаем задачу стабилизации линей-

ной части системы (3.17) с матрицами (3.18):

dc(4n−1)

dτ
= Pc(4n−1) +Qd.

В результате получаем управление d(τ) в виде обратной связи

d(τ) = M(τ)c(4n−1).(4.1)

3. Решаем задачу Коши для системы (3.17), замкнутой управлением (4.1) с
начальными данными (2.19). Подстановка полученного решения в (4.1) дает
пару функций c(4n−1)(τ), d(τ).

4. После перехода в c(4n−1)(τ), d(τ) к исходным зависимым и независимым
переменным по формулам (3.16), (3.14), (3.11), (3.8), (3.5), (3.1) на основании
замечания 1 получим искомые функции x(t), u(t, x).

5. Решение задачи управления однозвенным манипулятором

В качестве иллюстрации предложенного метода рассмотрим решение за-
дачи управления однозвенным манипулятором с учетом нестационарных воз-
мущений. В соответствии с [13] система уравнений, описывающая движение
манипулятора, имеет вид

ẋ1 = x2, ẋ2 = −a1x2 − a2 sinx1 + u+ μt,(5.1)
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где x1 — угол отклонения манипулятора от вертикальной оси, x2 — скорость
отклонения угла, a1 = ᾱL−2m−1

1 , m1 = m0 +
M
3 , a2 = gL−1

(
m0 +

M
2

)
m−1

1 ,
g — ускорение свободного падения, ᾱ — коэффициент трения, m0 — масса
переносимого груза, L — длина манипулятора, M — масса манипулятора,
x = (x1, x2)

T. Рассмотрим краевые условия

x(0) = x̄, x(1) = 0, x = (x1, x2)
T, x̄ = (x̄1, x̄2)

T.(5.2)

Система (3.6) и условия (3.7) для задачи (5.1), (5.2) имеют вид

dc1
dτ

= αe−ατ c2,
dc2
dτ

= αe−ατ (−a2 sin c1 − a1c2 + d+ μ(1− e−ατ )),(5.3)

c1(0) = x̄1, c2(0) = 0, c2(τ) → 0 при τ → ∞, i = 1, 2.(5.4)

Для решения задачи (5.3), (5.4) достаточно выполнить одно преобразование
функции c2(τ) :

c2(τ) = c
(1)
2 (τ)− μe−ατ .(5.5)

В результате получаем новую функцию c
(1)
2 (τ).

dc1
dτ

= αe−ατ c
(1)
2 − αμe−2ατ ,

dc
(1)
2

dτ
=−αe−ατa2 sin c1−αe−ατa1c

(1)
2 −αe−2ατa1μ+αe−ατd−αμe−2ατ .

(5.6)

Линейная часть системы (5.6) может быть записана в форме

dc̄

dτ
= αe−ατP c̄+ αe−ατQd, c̄ = (c1, c

(1)
2 )T,

P =

∥∥∥∥ 0, 1
−a2, −a1

∥∥∥∥ , Q =

∥∥∥∥ 0
1

∥∥∥∥ .
(5.7)

После решения задачи стабилизации системы (5.7) и перехода к исходным
переменным по формулам (5.5), (3.5), (3.8) получаем закон управления

u(t, x) = −6α+ 4α2 + 2− (1− t)2a2α
2

α2(1− t)2
x1 +

−3− 3α+ α(1 − t)a1
α(1− t)

x2 +

+ μ
−3− 3α+ α(1 − t)a1

α
.

(5.8)

Далее решаем задачу Коши для системы (5.1), замкнутой управлением (5.8)
с начальными данными (5.2). В процессе численного моделирования пола-
галось x̄1 = 1 рад, ᾱ = 0,1, α = 0,25, L = 10 м, M = 20 кг, m0 = 1 кг, μ = 0,1,
t ∈ [0, 0,9). На рисунке а и б представлены графики изменения соответствую-
щих функций фазовых координат x1(t), x2(t) и управления u(t).

Зам е ч а ни е 2. При μ = 0, x̄ = 0 из (5.1), (5.8) получаем u(t, x(t, 0)) ≡
≡ 0 ∀t ∈ [0, 1].
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Рисунок.

6. Заключение

Анализ приведенного в разделе 4 алгоритма позволяет утверждать, что
наиболее трудоемкая часть процедуры построения решения поставленной за-
дачи, а именно построение вспомогательной системы, нахождение матрицы
обратной связи вспомогательного стабилизирующего управления и переход к
исходным переменным, может быть выполнена в аналитическом виде с ис-
пользованием методов компьютерной алгебры. С другой стороны, результаты
решения задачи управления роботом-манипулятором показывают, что пред-
ложенный в работе метод может быть применен при решении конкретных
практических задач с использованием персональных ЭВМ.
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ПРИЛОЖЕНИЕ
Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы. Достаточность.Из процедуры нахож-

дения искомой управляющей функции u(t, x) и соответствующей функции
фазовых координат x(t), подробно изложенной в [11], следует, что пара
x(t), u(t, x), является решением задачи (2.1), (2.6).
Необходимость. Пусть условие (2.4) не выполнено и предположим против-

ное, что существует ε > 0 такое, что для всех x̄ ∈ Rn : ‖x̄‖ < ε существует ре-
шение задачи (2.1), (2.6). Тогда для x̄ существует решение задачи (3.6), (3.7).
Согласно (2.2) систему (3.6) можно записать в виде

dci
dτ

= αe−ατfi(x̄, 0) + αe−ατ
n∑

j=1

∂fi
∂xj

(x̄, 0)cj + αe−ατ
r∑

j=1

∂fi
∂uj

(x̄, 0)dj +

+
1

2
αe−ατ

⎡
⎣ n∑
j=1

n∑
k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(c̃, d̃)cjck + 2

n∑
j=1

r∑
k=1

∂2fi
∂xj∂uk

(c̃, d̃)cjdk +

+
r∑

j=1

r∑
k=1

∂2fi
∂uj∂uk

(c̃, d̃)djdk

⎤
⎦ , i = 1, . . . , n.

(Π.1)

Из условий (2.2), (2.3) следует

fi(x̄, 0) =

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(0, 0)x̄j +

n∑
k=1

n∑
j=1

∂2fi
∂xj∂xk

(˜̄x, 0)x̄j x̄k, ˜̄x= θ̄ix̄, θ̄i ∈ [0, 1],

∂fi
∂xj

(x̄, 0) =
∂fi
∂xj

(0, 0) +
n∑

k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(˜̄̃x, 0)x̄k,
˜̄̃x = ˜̄θix̄,

˜̄θi ∈ [0, 1],(Π.2)

∂fi
∂uj

(x̄, 0) =
∂fi
∂uj

(0, 0)+
n∑

k=1

∂2fi
∂uj∂xk

(
˜̃̃
x̄, 0)x̄k,

˜̃̃
x̄=

˜̄̃
θix̄,

˜̄̃
θi ∈ [0, 1], i=1, . . . , n.

С учетом (П.2) систему (П.1) можно записать в форме

dci
dτ

= αe−ατ
n∑

j=1

∂fi
∂xj

(0, 0)x̄j + αe−ατ
n∑

j=1

n∑
k=1

∂2fi
∂xjxk

(˜̄x, 0)x̄j x̄k +

+ αe−ατ
r∑

j=1

∂fi
∂xj

(0, 0)cj + αe−ατ
n∑

j=1

n∑
k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(˜̄̃x, 0)x̄kcj +

+ αe−ατ
r∑

j=1

∂fi
∂uj

(0, 0)dj + αe−ατ
r∑

j=1

n∑
k=1

∂2fi
∂xk∂uj

(˜̄̃x, 0)x̄kdj +

+
1

2
αe−ατ

⎡
⎣ n∑
k=1

n∑
j=1

∂2fi
∂xj∂xk

(c̃, d̃)cjck + 2

r∑
k=1

n∑
j=1

∂2fi
∂xj∂uk

(c̃, d̃)cjdk +

+

r∑
k=1

r∑
j=1

∂2fi
∂uj∂uk

(c̃, d̃)djdk

⎤
⎦ , i = 1, . . . , n.

(Π.3)
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Запишем систему (П.3) в векторном виде

dc

dτ
=αe−ατ (Ac+Bd+Ax̄)+αe−ατ (R̃1(x̄)+ R̃2(c, x̄)+ R̃3(d, x̄)+ R̃4(c, d, x̄)),

R̃1 = (R̃1
1, . . . , R̃

n
1 )

T, R̃2 = (R̃1
2, . . . , R̃

n
2 )

T,(Π.4)

R̃3 = (R̃1
3, . . . , R̃

n
3 )

T, R̃4 = (R̃1
4, . . . , R̃

n
4 )

T,

R̃i
1 =

n∑
k=1

n∑
j=1

∂2fi
∂xj∂xk

(˜̄x, 0)x̄j x̄k, R̃i
2 =

n∑
k=1

n∑
j=1

∂2fi
∂xk∂xj

(˜̄̃x, 0)cj x̄k,

R̃i
3 =

r∑
j=1

n∑
k=1

∂2fi
∂uj∂xk

(˜̄̃x, 0)x̄kdj ,

(Π.5)

R̃i
4 =

1

2

⎡
⎣ n∑
j=1

n∑
k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(c̃, d̃)cjck + 2
n∑

j=1

r∑
k=1

∂2fi
∂xj∂uk

(c̃, d̃)cjdk +

+

r∑
j=1

r∑
k=1

∂2fi
∂uj∂uk

(c̃, d̃)djdk

⎤
⎦ .

(Π.6)

Из равенств (П.5), (П.6) следует, что при ‖x̄‖ < ε в области (2.5), (3.10) спра-
ведливы оценки∥∥∥R̃1

∥∥∥ ≤ L̃1 ‖x̄‖2 ,
∥∥∥R̃2

∥∥∥ ≤ L̃2 ‖c‖ ‖x̄‖ ,
∥∥∥R̃3

∥∥∥ ≤ L̃3 ‖d‖ ‖x̄‖ ,∥∥∥R̃4

∥∥∥ ≤ L̃4(‖c‖2 + ‖d‖2), L̃i > 0, i = 1, . . . , 4.
(Π.7)

Пусть rank S = k, 0 < k < n. Обозначим через bi i-й столбец матрицы B.
Введем в рассмотрение матрицу

S4=
{
b1, Ab1, . . . , A

k1−1b1, b2, Ab2, . . . , A
k2−1b2, . . . , br, . . . , A

kr−1br, lk+1, . . . , ln

}
.

Здесь kj , j=1, . . ., r, – максимальное количество столбцов вида bj, . . . , A
kj−1bj

таких, что векторы b1, Ab1, . . . , A
k1−1b1, b2, Ab2, . . . , A

k2−1b2, . . . , br, Abr, . . .
. . . , Akr−1br линейно независимы, векторы lj, j = k + 1, . . . , n выбраны так,
чтобы

rank S4 = n.(Π.8)

Используя (П.8), выполним в системе (П.4) замену переменной c по формуле

c = S4y.(Π.9)

Согласно [1] в новых переменных система (П.4) и условия (2.7) примут вид

dy

dτ
= αe−ατ

(
A1 A2

O1 A3

)
y + αe−ατ

(
B1

O2

)
d+ αe−ατ

(
A1 A2

O1 A3

)
ȳ +

+ αe−ατS−1
4 R̃1(S4ȳ) + αe−ατS−1

4 R̃2(S4y, S4ȳ) +

+ αe−ατS−1
4 R̃3(d, S4ȳ) + αe−ατS−1

4 R̃4(S4y, d, S4ȳ), ȳ = S−1
4 x̄,

(Π.10)
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y(0) = −ȳ, y(τ) → 0 при τ → ∞ ∀ ȳ : ‖S4ȳ‖ < ε.(Π.11)

В правой части (П.10) A1, A2, A3, B1 — матрицы с постоянными коэффициен-
тами соответственно размерностей k × k, k × n− k, n− k × n− k, k × r. Бло-
ки O1, O2 являются матрицами с нулевыми элементами соответственно раз-
мерностей n− k × k, n− k × r. Представим векторы y(τ), ȳ в виде y(τ) =
= (ỹ(τ), ˜̃y(τ))T, ỹ(τ) = (y1(τ), . . . , yk(τ))

T, ˜̃y(τ) = (yk+1(τ), . . . , yn(τ))
T, ȳ =

= (¯̃y, ¯̃̃y)T, ¯̃y = (ȳ1, . . . , ȳk)
T, ¯̃̃y = (ȳk+1, . . . , ȳn)

T. Введем в рассмотрение си-
стему, состоящую из последних n− k уравнений системы (П.10), предполо-
жив дополнительно, что в ее правую часть подставлены известные функ-
ции ỹ(τ), d(τ). Не умоляя общности, можно положить

ȳ = (0, . . . , 0, ȳk+1, . . . , ȳk+1)
T,

d˜̃y

dτ
= αe−ατA3

˜̃y + αe−ατA3
¯̃̃y +

+ αe−ατ S̄−1
4

[
R̃1(S4ȳ) + R̃2(S4y, S4ȳ) + R̃3(d, S4ȳ) + R̃4(S4y, d, S4ȳ)

]
,

(Π.12)

где S̄−1
4 — матрица, состоящая из последних n− k строк матрицы S−1

4 . Тогда
из (П.11) вытекают условия

˜̃y(0) = − ¯̃̃y, ˜̃y(τ) → 0 при τ → ∞.(Π.13)

Покажем, что решения системы (П.12), начинающиеся в достаточно ма-
лой окрестности начала координат, не удовлетворяют условию (П.13).
Очевидно, что Φ(τ) = e−e−ατA3eA3 — фундаментальная матрица системы
d˜̃y
dτ = αe−ατA3

˜̃y, нормированная в нуле. Решение системы (П.12) с началь-
ными данными (П.13) имеет вид

˜̃y(τ) = −e−e−ατA3eA3 ¯̃̃y + e−e−ατA3

τ∫
0

ee
−αtA3αe−αtA3

¯̃̃ydt+

+ e−e−ατA3

τ∫
0

ee
−αtA3αe−αtS̄−1

4

[
R̃1(S4ȳ) +

+ R̃2(S4y, S4ȳ) + R̃3(d, S4y) + R̃4(S4y, S4ȳ)
]
dt, τ ∈ [0,∞).

(Π.14)

С учетом ограничения (2.5) и условий (2.2), (3.8), (П.9), (П.11) в области∥∥S−1
4 ȳ
∥∥ ≤ ε имеем оценки

‖y(τ, ȳ)‖ ≤ L1 ‖ȳ‖ , ‖d(τ, y(τ, ȳ))‖ ≤ L2 ‖ȳ‖ .(Π.15)

После вычисления первого интеграла в правой части равенства (П.14) полу-
чаем

˜̃y(τ) = − ¯̃̃y + e−e−ατA3

τ∫
0

ee
−αtA3αe−αtS̄−1

4

[
R̃1(S4ȳ) + R̃2(S4y, S4ȳ) +
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+ R̃3(d, S4y) + R̃4(S4y, S4ȳ)
]
dt, τ ∈ [0,∞).

Отсюда

∥∥˜̃y(τ)∥∥ ≥ ∥∥∥ ¯̃̃y
∥∥∥−
∥∥∥e−e−ατA3

∥∥∥
τ∫

0

αe−αt
∥∥∥ee−αtA3

∥∥∥ ∥∥S̄−1
4

∥∥ [∥∥∥R̃1(S4ȳ)
∥∥∥+

+
∥∥∥R̃2(S4y, S4ȳ)

∥∥∥+ ∥∥∥R̃3(d, S4y)
∥∥∥+ ∥∥∥R̃4(S4y, S4ȳ)

∥∥∥] dt, τ ∈ [0,∞).

Используя (П.7), (П.9), ( П.15), из последнего неравенства получаем

∥∥˜̃y(τ)∥∥ ≥ ∥∥∥ ¯̃̃y∥∥∥− L3

∥∥∥ ¯̃̃y∥∥∥2 , τ ∈ [0,∞).(Π.16)

В (П.16) константа L3 > 0 зависит от области ‖S4ȳ‖ < ε. Зафиксируем ¯̃̃y в
области ‖S4ȳ‖ < ε так, чтобы

∥∥∥ ¯̃̃y∥∥∥ < 1

L3
, ‖S4ȳ‖ < ε, ȳ =

(
0, . . . , 0, ¯̃̃yk+1, . . . ,

¯̃̃yn

)T
,
∥∥∥ ¯̃̃y∥∥∥ > 0.(Π.17)

Из (П.16) следует, что все траектории системы (П.12), начинающиеся в об-
ласти (П.17), не удовлетворяют условию (П.13). Указанное обстоятельство
противоречит утверждению о существовании ε > 0, которое фигурирует в
формулировке теоремы. В случае, когда k = 0, доказательство аналогично.
Необходимость доказана.
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ДИВЕРГЕНТНЫЕ УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ1

Предложен метод исследования устойчивости динамических систем с
использованием свойств потока и дивергенции вектора фазовой скорости.
Установлена связь между методом функций Ляпунова и предложенным
методом. На базе полученных результатов приведен синтез закона управ-
ления с обратной связью по состоянию для стабилизации динамических
систем, который сводится к решению дифференциального неравенства
относительно искомой функции управления. Рассмотрены примеры, ил-
люстрирующие применимость предложенного метода и существующих.

Ключевые слова: динамическая система, устойчивость, поток векторного
поля, дивергенция, управление.

DOI: 10.31857/S0005231020020051

1. Введение

Динамическими моделями описывается множество процессов в окружаю-
щем макро- и микромире. Одним из важных вопросов эволюции таких систем
является исследование сходимости решений данных моделей. Однако найти
явное решение дифференциального уравнения не всегда представляется воз-
можным, а численные решения могут значительно отличаться от истинно-
го [1].

Хорошо известно, что метод функций Ляпунова позволяет исследовать
устойчивость решений дифференциальных уравнений, не решая их. Впервые
это показано А.М. Ляпуновым в конце XIX в. в его докторской диссертации
(позже опубликованной в [2]) применительно к задачам астрономии и движе-
ния жидкости. Последующее развитие метода функций Ляпунова для иссле-
дования устойчивости и неустойчивости различных динамических систем, а
также приложения полученных результатов в авиации, технике, механике и
т.д. можно найти в следующих классических трудах [3–7]. В зависимости от
решаемых задач функция Ляпунова также интерпретируется как потенци-
альная функция (potential function) [8], функция энергии (energy function) [9]
или функция хранения (storage function) [10]. Однако основное ограничение в
использовании аппарата функций Ляпунова состоит в поиске данных функ-
ций.

1 Результаты раздела 2 получены при поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект № 17-08-01266). Результаты раздела 3 получены при поддержке
Российского научного фонда (проект № 18-79-10104).
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Методы исследования устойчивости динамических систем на базе свойств
дивергенции вектора фазовой скорости объекта являются альтернативны-
ми методу функций Ляпунова. Одними из первых основополагающих ра-
бот в направлении получения дивергентных условий устойчивости были тру-
ды [11–13]. В [14] получены фундаментальные результаты, посвященные раз-
витию дивергентного метода для многомерных систем. Вопросы исследова-
ния устойчивости с использованием свойств индекса Пуанкаре и дивергенции
векторных полей многомерных систем рассмотрены в [15, 16].

Результаты, предложенные в настоящей статье, будут тесно связаны с
работами В.П. Жукова и А. Рантцера (A. Rantzer). Несмотря на то что
в западной литературе нередко первенство в исследовании устойчивости
с помощью дивергенции вектора фазовой скорости отдается А. Рантцеру
[17, 18], в отечественной литературе подобные идеи были опубликованы ра-
нее А.А. Шестаковым, А.Н. Степановым в [14] и В.П. Жуковым в [19]. В [19]
исследуется неустойчивость решения нелинейного дифференциального урав-
нения с помощью дивергенции векторного поля. Затем в течение примерно
30 лет по исследованию неустойчивости различного вида динамических си-
стем В.Н. Жуковым опубликован цикл работ, с частью которых можно сво-
бодно ознакомиться на сайте журнала “Автоматики и телемеханики”. В [20]
приведено необходимое условие устойчивости нелинейных систем в виде непо-
ложительности дивергенции векторного поля фазовой скорости. В [14, 21]
для исследования неустойчивости нелинейных динамических систем вво-
дится вспомогательная скалярная функция. Отметим, что введение данной
функции для исследования свойств устойчивости и неустойчиовсти по Ляпу-
нову особой точки системы дифференциальных уравнений рассматривалось
еще ранее в [22], но без использования дивергентных подходов. Позже в [17]
А. Рантцер использовал также вспомогательную скалярную функцию, кото-
рую назвал функцией плотности (density function). В [14, 23] получены усло-
вия устойчивости для систем второго порядка. Затем А. Рантцер в [17, 18] об-
суждает сходимость почти всех решений нелинейных динамических систем
произвольного порядка и рассматривает вопросы синтеза закона управле-
ния. Подход в [17, 18] отличается от подходов в [14, 23] тем, что для иссле-
дования устойчивости в [17, 18] используется функция плотности, которая
подобна обратной вспомогательной функции в [14, 23], за исключением их
свойств в точке равновесия динамической системы. В настоящее время под-
ход из [17, 18] распространен на различного рода системы [24–27]. В [28] пред-
ложен совершенно другой способ исследования устойчивости динамических
систем с использованием свойств потока вектора фазовой скорости через за-
мкнутую выпуклую поверхность и установлена связь дивергентного метода
со вторым методом Ляпунова.

Однако результатам [18, 20, 23, 28] присущи следующие особенности:
1) необходимое условие [20] — достаточно усиленное;
2) метод [23] обоснован только для систем второго порядка;
3) основной результат [18, теорема 1] гарантирует сходимость почти всех

решений системы. Для того чтобы определить устойчивость системы с ис-
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пользованием [18, теорема 1], дополнительно накладывается условие неполо-
жительности дивергенции вектора фазовой скорости [18, см. утверждение 2];

4) условия устойчивости в [28] требуют существования преобразования
координат, которое приводит исходную систему к диагональному виду. Для
нелинейных систем поиск такого преобразования является трудно решаемой
задачей.

В настоящей статье предложен новый метод устойчивости динамических
систем с использованием свойств потока и дивергенции вектора фазовой ско-
рости. Получены необходимые условия устойчивости. Установлена связь ме-
тода функций Ляпунова с предложенным методом исследования устойчиво-
сти на базе потока и дивергенции вектора фазовой скорости. Предложены
достаточное условие устойчивости и метод синтеза закона управления. Ста-
тья сопровождается примерами, иллюстрирующими применимость предло-
женного метода и результатов статьи [18].

2. Основной результат

Рассмотрим динамическую систему

ẋ = f(x),(1)

где x = [x1, . . . , xn]
T — вектор состояния, f = [f1, . . . , fn]

T : D → R
n —

непрерывно-дифференцируемая функция, определенная в области D ⊂ R
n.

Множество D содержит начало координат и f(0) = 0. Для простоты поло-
жим, что область притяжения DA точки x = 0 совпадает с областью D. Одна-
ко все полученные результаты будут справедливы, если DA ⊂D илиDA = R

n.
Обозначим через D̄ границу области D.

В статье будем использовать следующие обозначения: grad{W (x)} =

=
[
∂W
∂x1

, . . . , ∂W
∂xn

]T
— градиент скалярной функции W (x), div{h(x)} = ∂h1

∂x1
+ . . .

. . .+ ∂hn
∂xn

— дивергенция векторного поля h(x) = [h1(x), . . . , h(x)n]
T, | · | — ев-

клидова норма соответствующего вектора. Под устойчивостью будем пони-
мать устойчивость нулевого положения равновесия системы по Ляпунову [29].

Сформулируем необходимое условие устойчивости (1).

Те ор ем а 1. Пусть x = 0 — асимптотически устойчивая точка рав-
новесия системы (1). Тогда существует положительно определенная
непрерывно-дифференцируемая функция S(x), такая что S(x) → ∞ при
x → D̄, |grad{S(x)}| 
= 0 для любых x ∈ D \ {0} и для которой выполнено од-
но из следующих условий:
1) функция div{|grad{S(x)}|f(x)} интегрируема в области V = {x ∈ D :
S(x) ≤ C} ⊂D и

∫
V div{|grad{S(x)}|f(x)}dV < 0 для всех C > 0;

2) функция div{|grad{S−1(x)}|f(x)} интегрируема в области Vinv = {x∈D :
S−1(x) ≥ C} ⊂D и

∫
Vinv

div{|grad{S−1(x)}|f(x)}dVinv > 0 для всех C > 0.

Рассмотрим геометрическую интерпретацию двух случаев в зависимости
от вида функции S(x) или S−1(x) в теореме 1. Обозначим через F1 поток век-
торного поля |grad{S(x)}|f(x) через поверхность Γ= {x∈D : S(x) =C} с еди-
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Рис. 1. Геометрическая иллюстрация теоремы 1.

ничным вектором нормали 1
|grad{S(x)}|grad{S(x)} и через F2 — поток вектор-

ного поля |grad{S−1(x)}|f(x) через поверхность Γinv = {x ∈ D : S−1(x) = C}
с единичным вектором нормали 1

|grad{S−1(x)}|grad{S−1(x)}. На рис. 1 проил-
люстрирована геометрическая интерпретация обоих случаев при x ∈ R

2, где
схематически изображены функции S(x) и S−1(x) (на рис. 1,а и 1,б слева) и
потоки F1 и F2 векторных полей |grad{S(x)}|f(x) и |grad{S−1(x)}|f(x) через
соответствующие поверхности уровней Γ и Γinv (на рис. 1,а и 1,б справа).
Если система (1) устойчива, то поток векторного поля F1 (F2) через поверх-
ность Γ (Γinv) принимает отрицательное (положительное) значение.

Дока з а т е л ь с т в о. Согласно [29, теорема 4.17] если x = 0 — асимптоти-
чески устойчивая точка равновесия системы (1), то существует непрерывно-
дифференцируемая положительно определенная функция S(x), такая что
S(x) → ∞ при x → D̄, grad{S(x)}Tf(x) < 0 для любых x ∈ D \ {0} и
grad{S(x)}Tf(x)

∣∣∣
x=0

= 0. Заметим, что если D = R
n, то функция S(x) яв-

ляется радиально неограниченной. Рассмотрим далее два случая по отдель-
ности, которые соответствуют функциям S(x) и S−1(x).

1. Если grad{S(x)}Tf(x) < 0, то и

1

|grad{S(x)}|grad{S(x)}
T|grad{S(x)}|f(x) < 0.

Значит, будет справедливо следующее выражение

F1 =

∮
Γ

1

|grad{S(x)}|grad{S(x)}
T|grad{S(x)}|f(x)dΓ < 0.

Воспользовавшись формулой Гаусса–Остроградского (в литературе ее так-
же можно найти в виде divergence theorem (теорема о дивергенции) и Gauss
theorem (теорема Гаусса)), получим F1 =

∫
V div{|grad{S(x)}|f(x)}dV < 0.

2. Если grad{S−1(x)}Tf(x) < 0, то

grad{S−1(x)}Tf(x) = −S−2(x)grad{S(x)}Tf(x) > 0.
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С другой стороны,

grad{S−1(x)}Tf(x) = 1

|grad{S−1(x)}|grad{S
−1(x)}T|grad{S−1(x)}|f(x).

Значит, будет выполнено следующее соотношение

F2 =

∮
Γinv

1

|grad{S−1(x)}|grad{S
−1(x)}T|grad{S−1(x)}|f(x)dΓinv > 0.

Воспользовавшись формулой Гаусса–Остроградского, получим, что

F2 =

∫
Vinv

div{|grad{S−1(x)}|f(x)}dVinv > 0.

Теорема 1 доказана.
Подынтегральные выражения в теореме 1 явно зависят от функции S(x),

которая связана с поверхностью интегрирования. Сформулируем следствие,
которое позволит ослабить данное требование.
Сл ед с т в и е. Пусть x = 0 — асимптотически устойчивая точка рав-

новесия системы (1). Тогда существуют положительно определенные
непрерывно-дифференцируемые функции φ(x) и S(x), такие что φ(x) → ∞
и S(x) → ∞ при x → D̄, |grad{S(x)}| 
= 0 для любых x ∈ D \ {0} и для кото-
рых выполнено одно из следующих условий:

1) функция div{ρ(x)f(x)} интегрируема в области V = {x ∈ D :
S(x) ≤ C} ⊂D и

∫
V div{ρ(x)f(x)}dV < 0 для всех C > 0, где ρ(x) =

= φ(x)|grad{S(x)}|;
2) функция div{ρ−1(x)f(x)} интегрируема в области Vinv = {x ∈ D :

S−1(x)≥C}⊂D и
∫
Vinv

div{ρ−1(x)f(x)}dVinv > 0 для всех C > 0, где ρ−1(x) =

= φ−1(x)|grad{S−1(x)}|.
Дока з а т е л ь с т в о. Следуя доказательству теоремы 1, рассмотрим два

случая.
1. Если grad{S(x)}Tf(x) < 0, то и φ(x)grad{S(x)}Tf(x) < 0. Следователь-

но, дальнейшее доказательство аналогично доказательству в теореме 1, рас-
сматривая только поток векторного поля φ(x)|grad{S(x)}|f(x) через поверх-
ность Γ.

2. Если grad{S(x)}Tf(x) < 0, то и φ−1(x)grad{S(x)}Tf(x) < 0. Значит,
дальнейшее доказательство аналогично доказательству теоремы 1, но с уче-
том потока векторного поля φ−1(x)|grad{S−1(x)}|f(x) через поверхность Γinv.
Следствие доказано.
Зам е ч а ни е. Если функция ρ(x) выбрана так, что div{ρ(x)f(x)} и

div{ρ−1(x)f(x)} интегрируемы, а также div{ρ(x)f(x)}<0 и div{ρ−1(x)f(x)}>
> 0 для любых x∈D\{0}, то соответствующие условия

∫
V div{ρ(x)f(x)}dV <

< 0 и
∫
Vinv

div{ρ−1(x)f(x)}dVinv > 0, представленные в следствии, будут вы-
полнены. В [18] для сходимости почти всех решений (1) требуется интегри-
руемость div{ρ−1(x)f(x)} и выполнение условия div{ρ−1(x)f(x)} > 0, что яв-
ляется частным требованием в следствии.
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Теперь сформулируем достаточное условие устойчивости.

Те ор ем а 2. Пусть задана положительно определенная непрерывно-
дифференцируемая функция ρ(x), определенная в области D. Тогда точка
x = 0 устойчива (асимптотически устойчива), если выполнено одно из сле-
дующих условий:

1) div{ρ(x)f(x)} ≤ ρ(x)div{f(x)} (div{ρ(x)f(x)} < ρ(x)div{f(x)})
для любых x ∈ D \ {0} и div{ρ(x)f(x)}∣∣

x=0
= 0;

2) div{ρ−1(x)f(x)} ≥ 0 (div{ρ−1(x)f(x)} > 0)

и div{f(x)} ≤ 0 для любых x ∈ D \ {0} и lim
|x|→0

[
ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)}] = 0;

3) div{ρ(x)f(x)} ≤ β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)}
(div{ρ(x)f(x)} < β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)}),
где β(x) > 1 и div{f(x)} ≤ 0 или только β(x) = 1 для любых x ∈ D \ {0},
а также div{ρ(x)f(x)}∣∣

x=0
= 0 и lim

|x|→0

[
ρ(x)div{ρ−1(x)f(x)}] = 0.

Дока з а т е л ь с т в о. Приведем доказательство устойчивости для каждо-
го случая в отдельности. Доказательство асимптотической устойчивости ана-
логично.

1. Из соотношения div{ρ(x)f(x)} = grad{ρ(x)}Tf(x) + div{f(x)}ρ(x) сле-
дует, что если div{ρ(x)f(x)} ≤ div{f(x)}ρ(x), то и grad{ρ(x)}f(x) ≤ 0 в обла-
сти D \ {0}. По условию ρ(0) = 0. Поэтому если div{ρ(x)f(x)}∣∣

x=0
= 0, то и

grad{ρ(x)}f(x)∣∣
x=0

= 0. Значит, согласно теореме Ляпунова [29] система (1)
устойчива.

2. Из выражения div{ρ−1(x)f(x)} = grad{ρ−1(x)}Tf(x) + div{f(x)}ρ−1(x)
следует, что grad{ρ(x)}Tf(x) = ρ(x)div{f(x)} − ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)}. Если
div{ρ−1(x)f(x)}≥0 и div{f(x)}≤0, то grad{ρ(x)}Tf(x)≤0 в области D\{0}.
Если lim|x|→0

[
ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)}] = 0, то и lim|x|→0

[
grad{ρ(x)}f(x)] = 0.

Значит, система (1) устойчива.
3. Условие 3 состоит в объединении результатов условий 1 и 2. Сумми-

руя β(x)grad{ρ(x)}Tf(x) = β(x)ρ(x)div{f(x)} − β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)} и
grad{ρ(x)}Tf(x) = div{ρ(x)f(x)} − div{f(x)}ρ(x), получим

(1 + β(x))grad{ρ(x)}Tf(x) =
= div{ρ(x)f(x)} − β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)} + (β(x)− 1)ρ(x)div{f(x)}.

Если

div{ρ(x)f(x)} ≤ β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)}
при β(x) = 1 или β(x) > 1 и div{f(x)} ≤ 0, то

grad{ρ(x)}Tf(x) ≤ 0 в области D \ {0}.
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Если

div{ρ(x)f(x)}∣∣
x=0

= 0 и lim
|x|→0

[
ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)}] = 0,

то и

lim
|x|→0

[
grad{ρ(x)}f(x)] = 0.

Значит, система (1) устойчива. Теорема 2 доказана.
Во введении отмечалось, что результат [23] применим только для систем

второго порядка. Далее рассмотрим иллюстрацию полученных результатов
для систем третьего порядка и сравним полученные результаты с [18].
Прим ер 1. Рассмотрим систему

ẋ1 = x2 − 2x1x
2
3,

ẋ2 = −x1 − 2x2x
2
3,

ẋ3 = −2x33,

(2)

которая имеет точку равновесия (0, 0, 0).
Выберем ρ(x) = |x|2α, где α — натуральное число. Проверим сначала усло-

вия следствия. Так как div{ρ(x)f(x)} = −|x|2α(4α+ 10)x23 < 0 для любых α и
x3 
= 0, а также div{ρ−1(x)f(x)} = (4α− 10)x23|x|−2α > 0 для α ≥ 3 и x3 
= 0,
то условия следствия будут выполнены. Поскольку функция div{ρ−1(x)f(x)}
интегрируема в области {x ∈ R

n : |x| ≥ 1}, то будут выполнены условия тео-
ремы 1 [18] о сходимости почти всех решений (2).

Проверим теперь условия теоремы 2. Соотношение div{ρ(x)f(x)}−
−ρ(x)div{f(x)} = −4αx23|x|2α < 0 выполнено для любых α и x3 
= 0. В свою
очередь div{f(x)} = −10x23 < 0 и функция div{ρ−1(x)f(x)} > 0 для лю-
бых α ≥ 3 и x3 
= 0 (данный вывод можно также получить при исполь-
зовании утверждения 2 в [18]). Пусть β(x) = β ≥ 1. Тогда div{ρ(x)f(x)}−
−βρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)} = −(4α+ 10 + 4βα− 10β)x23|x|2α < 0 при α > 5(β−1)

2(β+1)

и x3 
= 0. Все три случая дали одинаковые результаты. Значит, систе-
ма (2) асимптотически устойчива с любыми начальными условиями, когда
x3(0) 
= 0. Если начальные условия содержат x3(0) = 0, то система (2) устой-
чива. Фазовые траектории системы (2) изображены на рис. 2, где цикл полу-
чен для начального условия с x3 = 0, спирали — при x3 
= 0.

Таким образом, следствие и теорема 2, как и результаты [18], дали поло-
жительные ответы об устойчивости (2). Дополнительно условия теоремы 2
позволили установить, когда система (2) устойчива и когда асимптотически
устойчива.

Прим ер 2. Рассмотрим систему

ẋ1 = −x1 + x21 − x22 − x23,

ẋ2 = −x2 + 2x1x2,

ẋ3 = −x3 + 2x1x3,

(3)
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Рис. 2. Фазовые траектории системы (2).
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Рис. 3. Фазовые траектории системы (3).

которая имеет две точки равновесия (0, 0, 0) и (1, 0, 0). Все траектории си-
стемы сходятся к точке (0, 0, 0), за исключением тех, которые начинают-
ся на полуоси x1 ≥ 1, x2 = 0 и x3 = 0 (см. рис. 3). Выберем ρ(x) = |x|2α.
Тогда div{ρ−1(x)f(x)} = |x|−2α[2α− 3 + 2x1(3− α)] > 0 при α = 3. Функ-
ция div{f(x)} = −3 + 6x1 не удовлетворяет условию div{f(x)} ≤ 0 при
x1 > 0,5. Соотношения div{ρ(x)f(x)} ≤ ρ(x)div{f(x)} и div{ρ(x)f(x)} ≤
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Рис. 4. Фазовый траектории системы (4) с двумя точками равновесия.

≤ β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)} тоже не выполнены. В результате в данном при-
мере выполнены условия следствия (и условия теоремы 1 из [18]), но не вы-
полнены условия теоремы 2 (и условия утверждения 2 из [18]).

Прим ер 3. Рассмотрим систему

ẋ1 = −4x1x
2
2 − x31,

ẋ2 = 4x21x2 − x32 − 8x2x
2
3,

ẋ3 = −x33 + 8x22x3

(4)

с точкой равновесия (0, 0, 0). Фазовые траектории (4) изображены на рис. 4
для различных начальных условий.

Выберем ρ(x) = |x|2α и проверим сначала условия следствия. Вычислив
div{ρ(x)f(x)} = |x|2α−2[(−2α + 1)x41 + (−2α + 1)x42 + (−2α − 11)x43 + 2x21x

2
2 −

−10x21x
2
3 − 10x22x

2
3], получим, что

∫
V div{ρ(x)f(x)}dV < 0 для любых C и α.

Для div{ρ−1(x)f(x)}= |x|−2α−2[(2α+1)x41+(2α+1)x42+(2α−11)x43+2x21x
2
2−

−10x21x
2
3 − 10x22x

2
3] условие

∫
Vinv

div{ρ−1(x)f(x)}dVinv > 0 выполнено для лю-
бых C и α ≥ 3. Следовательно, условия следствия выполнены (условия тео-
ремы 1 из [18] выполнены только при α ≥ 8).

Проверим теперь условия теоремы 2. Соотношение div{ρ(x)f(x)}−
−ρ(x)div{f(x)} = −2α|x|2α−2(x41 + x42 + x43) < 0 выполнено для любых α и
x 
= 0. Функция div{f(x)} = x21 + x22 − 11x23 не является знакоопределенной,
значит, независимо от выбора ρ−1(x) утверждением 2 в [18] и вторым
случаем теоремы 2 здесь воспользоваться нельзя. Условие div{ρ(x)f(x)}−
−βρ2(x)div{ρ−1(x)f(x)} < 0 в теореме 2 выполнено при β = 1 и x 
= 0.

Таким образом, для системы (4) выполнены условия следствия и теоре-
мы 2, откуда следует, что (0, 0, 0) — асимптотически устойчивая точка рав-
новесия. Согласно [18] можем только заключить, что почти все решения (4)
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сходятся к (0, 0, 0) поскольку не выполнены условия утверждения 2 из [18], а
выполнены только условия теоремы 1 из [18].

3. Синтез закона управления

Рассмотрим динамическую систему, аффинную по управлению,

ẋ = ξ(x) + g(x)u(x),(5)

где u(x) — сигнал управления, функции ξ(x), g(x) и u(x) — непрерывно-диф-
ференцируемые в области D, ξ(0) = 0 и g(0) = 0 и система (5) является управ-
ляемой в области D. Сформулируем следующий результат.

Те ор ем а 3. Пусть задана положительно определенная непрерывно-
дифференцируемая функция ρ(x) при x ∈ D. Если закон управления u(x) вы-
бран так, что выполнено одно из следующих условий:

1) div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} ≤ ρ(x)div{ξ(x) + g(x)u(x)}
(div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} < ρ(x)div{ξ(x) + g(x)u(x)})
для любых x ∈ D \ {0} и div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))}∣∣

x=0
= 0;

2) div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} ≥ 0 (div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} > 0)

для любых x ∈ D \ {0} и lim
|x|→0

[
ρ2(x)div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))}] = 0;

3) div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} ≤ β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))}, β ≥ 1

(div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} < β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))}),
где β(x) > 1 и div{ξ(x) + g(x)u(x)} ≤ 0 или только β(x) = 1

для любых x ∈ D \ {0}, а также div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))}∣∣
x=0

= 0 и

lim
|x|→0

[
ρ(x)div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))}] = 0,

то замкнутая система будет устойчивой (асимптотически устойчивой).

Поскольку система (5) является управляемой в области D, то доказатель-
ство теоремы 3 непосредственно следует из доказательства теоремы 2 с уче-
том замены f(x) = ξ(x) + g(x)u(x).

Отметим, что при синтезе закона управления с использованием функции
Ляпунова V (x) требуется выбрать u так, чтобы было выполнено алгебраиче-
ское неравенство grad{V }(f + gu) < 0. Согласно теореме 3 u необходимо вы-
брать так, чтобы было выполнено дифференциальное неравенство, что дает
новое условие поиска закона управления.

Прим ер 4. Рассмотрим систему

ẋ1 = dx2 − x1x
2
2,

ẋ2 = u,
(6)
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Рис. 5. Фазовые траектории в замкнутой системе при d = 0 (а) и при d = 1,
β = 2 (б ).

где d принимает значения 0 и 1. Требуется разработать закон управления u,
который бы обеспечил асимптотическую устойчивость (6) в окрестности точ-
ки (0, 0). Очевидно, что при u = 0 система (6) не является асимптотически
устойчивой при любом значении d. Выберем ρ(x) = |x|2α, α — натуральное
число, и воспользуемся третьим случаем теоремы 3.

1. Пусть d = 0. Вычислим

div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} − β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} =

= −2α(1 + β)x21x
2
2 + 2α(1 + β)ux2 + (1− β)

(
−x22 +

∂u

∂x2

)
(x21 + x22).

Выбрав u = −x32, получим, что

div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} − β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} < 0

при β ≥ 1, α > 2(β−1)
β+1 и x2 
= 0, а также div{ξ(x) + g(x)u(x)} ≤ 0. Фазовые

траектории замкнутой системы изображены на рис. 5,а.
2. Пусть d = 1. Вычислим

div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} − β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} =

= 2α(1 + β)x1x2 − 2α(1 + β)x21x
2
2 +

+ 2α(1 + β)ux2 + (1− β)

(
−x22 +

∂u

∂x2

)
(x21 + x22).

Выбрав u = −x1 − (β − 1)x32, получим, что

div{ρ(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} − β(x)ρ2(x)div{ρ−1(x)(ξ(x) + g(x)u(x))} < 0

при β ≥ 1 и α > max
{

(β−1)(3β−2)
2(β+1) , 3β−2

2(β+1)

}
, а также div{ξ(x) + g(x)u(x)} ≤ 0.

Фазовые траектории замкнутой системы изображены на рис. 5,б при β = 2.
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4. Заключение

Предложен метод исследования устойчивости динамических систем с ис-
пользованием свойств потока и дивергенции вектора фазовой скорости. Для
исследования устойчивости требуется существование определенного вида по-
верхности интегрирования или вспомогательной скалярной функции. Сфор-
мулированы отдельно необходимые и достаточные условия устойчивости.
Дальнейшие результаты могут быть связаны с распространением полученно-
го метода на другие виды систем, например неавтономные системы, системы
с запаздыванием и т.д.

Полученные результаты применены к синтезу закона управления с об-
ратной связью для динамических систем. Показано, что для выбора зако-
на управления требуется разрешить дифференциальное неравенство отно-
сительно сигнала управления, в то время как при использовании аппарата
функций Ляпунова требуется разрешить алгебраическое неравенство. Про-
должением работ по синтезу новых алгоритмов управления с использовани-
ем дивергентных методов может являться модификация некоторых эффек-
тивных схем управления, разработанных на базе метода функций Ляпунова.
К таким методам управления можно отнести метод инвариантных эллипсо-
идов [30], метод скоростного градиента [31] и др.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ МИНИМАКСНОГО ПРОГРАММНОГО
УПРАВЛЕНИЯ РАСХОДОМ ТОПЛИВА РАКЕТЫ-НОСИТЕЛЯ1

Предлагается математическая формализация и способ решения за-
дачи минимаксного программного терминального управления расходом
топлива двигательной установки ракеты-носителя. Исходная нелинейная
модель объекта управления линеаризуется вдоль опорной траектории
и аппроксимируется линейной дискретной динамической системой. Для
аппроксимирующей системы формулируется задача минимаксного про-
граммного терминального управления с учетом заданных геометрических
ограничений на векторы управления и возмущения. Предлагается новый
метод и численный алгоритм решения задачи, которые для построения
обобщенных областей достижимости линейной дискретной управляемой
системы используют модификацию общего рекуррентного алгебраическо-
го метода. Эффективность предлагаемого решения исследуемой задачи
демонстрируется на примере компьютерного моделирования.

Ключевые слова: адаптивное управление, минимаксный результат, гаран-
тированное управление, робастное управление, управление расходом топ-
лива, двигательная установка, ракета-носитель.

DOI: 10.31857/S0005231020020063

1. Введение

Задача терминального управления расходом топлива двигательной уста-
новки (ДУ) является одной из основных задач управления, решаемых для
жидкостных ракет-носителей (РН). Суть этой задачи заключается в рацио-
нализации использования рабочих запасов компонентов топлива, требуемых
для отработки программной траектории движения РН. Основная идея по-
добной рационализации может быть сведена к решению задачи синхронного
и полного опорожнения топливных баков окислителя и горючего к заданно-
му моменту времени. Другими словами, критерием качества в терминальной
постановке рассматриваемой задачи служит величина отклонения фазовых
координат объекта управления от их желаемых значений в финальный мо-
мент времени.

Известно (см., например, [1–3]), что при моделировании объектов управле-
ния ракетно-космической техники информация об априорно неопределенных

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект №18-01-00544).
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параметрах системы (начальном фазовом состоянии, возможных реализаци-
ях возмущения) обычно представляется в виде ограниченных множеств воз-
можных значений этих параметров.

В данной статье рассматривается исходная нелинейная модель объекта
управления и ее линейная дискретная аппроксимация относительно заданно-
го опорного режима функционирования, в которой учитывается возмущение,
описывающее возникающую в процессе моделирования (аппроксимации) по-
грешность. Предполагается, что ограничения на априорно неопределенные
значения возмущения в рассматриваемом процессе управления являются вы-
пуклыми, замкнутыми и ограниченными многогранниками (с конечным чис-
лом вершин) в соответствующих конечномерных векторных пространствах
(далее, для краткости, будем писать просто “многогранник”, подразумевая
все указанные выше свойства), а множества значений управляющих воздей-
ствий являются конечными множествами. Для формализации рассматривае-
мой задачи оптимизации режимов расхода топлива жидкостной ДУ РН ис-
пользуется минимаксный подход [4–6], предполагающий нахождение такого
управляющего воздействия, которое минимизирует наихудшие (максималь-
ные) значения выбранного критерия качества, соответствующие возможным
наихудшим реализациям допустимых значений возмущения.

Для решения задачи минимаксного программного терминального управ-
ления расходом топлива жидкостной ДУ РН в статье применяется детерми-
нированный подход, основанный на результатах публикаций [6–12]. В этом
подходе предполагается, что априорно неопределенные параметры системы
принимают свои значения из некоторых известных множеств, имеющих вид
многогранников. В качестве исходной модели рассматривается нелинейная
модель функционирования ДУ РН. Сформированная модель динамики ДУ
РН линеаризуется относительно заданного опорного режима функциониро-
вания, а затем дискретизируется и приводится к линейному рекуррентному
виду [6, 11].

Для линейных дискретных управляемых динамических систем с геомет-
рическими ограничениями на векторы состояния и управления в виде много-
гранников в [6–9] Шориковым А.Ф. был разработан и описан эффективный
общий рекуррентный алгебраический метод построения областей достижи-
мости, который базируется на полугрупповом свойстве выпуклых многогран-
ных областей достижимости [6] и свойствах конечных систем линейных ал-
гебраических уравнений и неравенств. В методе используются возможности
симплекс-метода для решения задач линейного математического программи-
рования, а также способы преобразования описания многогранников с по-
мощью соответствующих систем линейных алгебраических неравенств в их
описание с помощью конечного числа вершин и наоборот.

Предлагаемое решение задачи минимаксного программного терминально-
го управления расходом топлива ДУ РН для сформированной линейной дис-
кретной управляемой динамической системы основывается на результатах
публикаций [6, 8, 9] и базируется на общем рекуррентном алгебраическом
методе построения областей достижимости для таких динамических систем
и на алгебраических операциях над выпуклыми многогранными множества-
ми [6, 13].
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Для реализации этих методов Шориковым А.Ф. были разработаны соот-
ветствующие численные алгоритмы, которые послужили основой для созда-
нияШориковым А.Ф. и Тюлюкиным В.А. компьютерного программного ком-
плекса, описание и применение которого представлено в [6–10].

Отметим, что общий рекуррентный алгебраический метод построения об-
ластей достижимости применим для линейных дискретных управляемых ди-
намических систем любой конечной размерности, а его компьютерная реали-
зация ограничена только ресурсами памяти и быстродействием используемой
компьютерной платформы. Поэтому для задач программного управления, ко-
торые решаются, как правило, задолго до непосредственного использования
управляемого объекта (т.е. время решения задачи не ограничено), использо-
вание данного метода оправдано.

В данной статье для разработки алгоритма решения рассматриваемой за-
дачи в части построения обобщенных областей достижимости использует-
ся модификация общего рекуррентного алгебраического метода построения
областей достижимости, описанная в [12]. В заключительной части данной
статьи представлены результаты компьютерного моделирования применения
предлагаемого метода и численного алгоритма для решения задачи мини-
максного программного терминального управления расходом топлива ДУ
РН на конкретном модельном примере. Моделирование осуществлялось с
использованием созданного авторами специализированного компьютерного
программного комплекса.

2. Формирование модели расхода топлива ДУ РН

На промежутке времени [τ0, τf ] рассматривается математическая модель
[11], описывающая режим работы жидкостной ДУ третьей ступени РН (здесь
τ0 — время выхода на режим и τf — время выключения ДУ). Управляю-
щее воздействие (далее — управление) в данной модели в силу конструк-
тивных особенностей тракта управления расходом топлива РН реализует-
ся в заданные дискретные моменты времени {τ0, τ1, . . . , τT−1} ⊂ [τ0, τf ], где
τT = τf , в соответствие которым может быть поставлен целочисленный на-
бор 0, T − 1 = {0, 1, . . . , T − 1} (T ∈ N) (здесь T — количество заданных мо-
ментов времени, в которые планируется осуществлять реализацию управляю-
щего воздействия; здесь и далее N —- множество всех натуральных чисел).
С помощью управления u(t) на целочисленном промежутке времени 0, T − 1
регулирование угла поворота дросселя αth(t) может быть описано рекуррент-
ным соотношением

αth(t+ 1) = αth(t) + c0u(t), t ∈ 0, T − 1, αth(0) = 0,(1)

где c0 — известный коэффициент при́вода дросселя. Отметим, что значение
угла поворота дросселя α(t) при t ∈ [τt, τt+1), t ∈ 0, T − 1, имеет фиксирован-
ное значение, т.е. не изменяется.

От угла поворота дросселя αth(τ) зависит значение коэффициента соотно-
шения расходов окислителя и горючего [14], вычисляемое по формуле

Km(τ) = K +ΔK + c1αth(τ), τ ∈ [τ0, τf ],(2)
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где K — проектное значение коэффициента соотношения расходов компо-
нентов топлива; ΔK — измеряемый в начальный момент времени параметр
выставки дросселя в исходное положение; c1 — известный коэффициент эф-
фективности дросселя.

Выражение для вычисления тяги ДУ третьей ступени РН в пустоте имеет
вид

Ps(τ) = P + c2(Km(τ)−K)2 + c3(Km(τ)−K), τ ∈ [τ0, τf ],(3)

где P — проектное значение пустотной тяги ДУ; c2, c3 — известные коэффи-
циенты рабочего режима ДУ.

Удельный импульс тяги ДУ в пустоте вычисляется по формуле

Isp(τ) = I + c4(Km(τ)−K)2 + c5(Km(τ)−K), τ ∈ [τ0, τf ],(4)

где I — проектное значение удельного импульса тяги ДУ; c4, c5 — известные
коэффициенты рабочего режима ДУ.

Значения массовых расходов окислителя и горючего из топливных баков
определяются соответственно так:

mo(τ) =
Ps(τ)Km(τ)

Isp(τ)(1 +Km(τ))
, τ ∈ [τ0, τf ],

mf (τ) =
Ps(τ)

Isp(τ)(1 +Km(τ))
, τ ∈ [τ0, τf ].

(5)

Текущие значения масс окислителя и горючего в топливных баках зависят
от значений их массовых расходов (5) и могут быть вычислены посредством
формул

Mo(τ) = Mном
o +ΔMo −

τ∫
τ0

mo(τ)dτ, τ ∈ [τ0, τf ],

Mf (τ) = Mном
f +ΔMf −

τ∫
τ0

mf (τ)dτ, τ ∈ [τ0, τf ],

(6)

где Mном
o ,Mном

f — номинальные массы рабочих запасов окислителя и горю-
чего; ΔMo,ΔMf — измеряемые в начальный момент времени параметры за-
правки топливных баков.

Уравнения (5), (6) исходной нелинейной модели для массовых расходов
окислителя mo(τ) и горючего mf (τ) и для масс окислителя Mo(τ) и горючего
Mf (τ), линеаризуются (разложением в ряд Тейлора) относительно опорной
траектории:

mref
o (τ) =

PK

I + IK
, M ref

o (τ) = Mном
o − PK

I + IK
τ,

mref
f (τ) =

P

I + IK
, M ref

f (τ) = Mном
f − P

I + IK
τ,

(7)
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после чего линеаризованная модель приводится к дискретному виду, со-
ответствующему дискретным реализациям управления в моменты времени
{τ0, τ1, . . . , τT−1}.

Рассмотрим на целочисленном промежутке времени 0, T поставленную
в соответствие исходной нелинейной непрерывной модели (1)–(6) линейную
дискретную динамическую модель.

Значения массовых расходов компонентов топлива из баков вычисляются
по рекуррентным дискретным соотношениям

mo(t+ 1) = mo(t) + αu(t) + γ1w1(t), mo(0) = mном
o + αΔK,

mf (t+ 1) = mf (t) + βu(t) + γ2w2(t), mf (0) = mном
f + βΔK,

(8)

где t ∈ 0, T − 1; α, β — полученные при линеаризации коэффициенты, равные

α =
c0c1P

I(1 +K)
+

c0c1c3K

I(1 +K)
− c0c1PK

I(1 +K)2
− c0c1c5PK

I2(1 +K)
,

β =
c0c1P

I(1 +K)2
+

c0c1c5P

I2(1 +K)
− c0c1c3

1 +K
;

u(t) — скалярное управление; mном
o ,mном

f — номинальные значения массовых
расходов окислителя и горючего; w1(t), w2(t) — неконтролируемое возмуще-
ние (погрешность формирования модели); γ1, γ2 — коэффициенты, оценивае-
мые путем численного моделирования исходной и аппроксимирующей систем.

Дискретные рекуррентные уравнения, позволяющие определить значения
масс окислителя и горючего в топливных баках, имеют вид

Mo(t+ 1) = Mo(t)−ΔT (t)mo(t), Mo(0) = Mном
o +ΔMo,

Mf (t+ 1) = Mf (t)−ΔT (t)mf (t), Mf (0) = Mном
f +ΔMf , t ∈ 0, T − 1,

(9)

где ΔT (t) — расчетное значение времени между двумя соседними управле-
ниями.

Динамические уравнения объекта управления (8), (9) могут быть записа-
ны в рекуррентном векторно-матричном виде

x(t+ 1) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +D(t)w(t), x(0) = x0,(10)

где x(t) ∈ R
4 — фазовый вектор системы (здесь и далее, Rn — n-мерное век-

торное пространство векторов-столбцов; n ∈ N, N — множество всех нату-
ральных чисел); A(t) ∈ R

4×4, B(t) ∈ R
4×1, D(t) ∈ R

4×2 — соответственно мат-
рицы состояния, управления и возмущения системы, имеющие вид

A(t) =

⎛
⎜⎝

1 0 0 0
−ΔT (t) 1 0 0

0 0 1 0
0 0 −ΔT (t) 1

⎞
⎟⎠, B(t) =B=

⎛
⎜⎝
α
0
β
0

⎞
⎟⎠, D(t) =D=

⎛
⎜⎝
1 0
0 0
0 −1
0 0

⎞
⎟⎠
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для t ∈ 0, T − 1; x(0) = x0 — заданное начальное значение фазового вектора,
равное

x(0) = x0 =

⎛
⎜⎜⎜⎝
mном

o + αΔK

Mном
o +ΔMo

mном
f + βΔK

Mном
f +ΔMf

⎞
⎟⎟⎟⎠ ;

u(t) ∈ R
1 — управление, стесненное заданным ограничением

u(t) ∈ U1(t)⊂ R
1, t ∈ 0, T − 1;(11)

w(t) ∈ R
2 — возмущение (погрешность моделирования), значения которого

выбираются в зависимости от сформированного на этапе линеаризации огра-
ничения

w(t) ∈ W1(t)⊂ R
2, t ∈ 0, T − 1.(12)

Для ограничений (11) и (12) выполняются следующие условия.
Предп о л ожени е 1. Множество U1(t) ∀t ∈ 0, T − 1 представляет собой

конечный набор векторов в R
1, определяющий все возможные значения

управления в момент времени t.
Предп о л ожени е 2. Множество W1(t)⊂ R

2 ∀t ∈ 0, T − 1, ограничива-
ющее возмущение на шаге t, является многогранником в векторном простран-
стве R

2.
Для промежутка времени 0, T и ограничения (11) введем в рассмот-

рение множество всех допустимых реализаций программных управлений
u(·) = {u(t)}t∈0,T−1, описываемое соотношением, которое является конечным
множеством,

U(0, T ) =
{
u(·) | u(·) = {u(t)}t∈0,T−1 ∈R

1×T ∀t∈ 0, T −1, u(t)∈U1(t)
}
.(13)

Аналогично для промежутка времени 0, T и ограничения (12) введем в
рассмотрение множество всех допустимых реализаций вектора возмущений
w(·) = {w(t)}t∈0,T−1:

W(0, T )=
{
w(·) | w(·) = {w(t)}t∈0,T−1 ∈R

2×T ∀t∈0, T −1, w(t)∈W1(t)
}
.(14)

Рассматриваемый процесс управления будем оценивать терминальным
функционалом Φ : R4 ×U(0, T )×W(0, T ) → R

1, определенным на допусти-
мых в дискретной динамической системе (10)–(14) реализациях наборов
(x0, u(·), w(·)) ∈ R

4 ×U(0, T )×W(0, T ) и значения которого в финальный
момент времени T определяются как

Φ(x0, u(·), w(·)) = ‖x(T )− xd‖4 = F (x(T )),(15)

где x(T ) = x(T ; 0, T , x0, u(·), w(·)) ∈ R
4 — финальное фазовое состояние дви-

жения системы (10); xd ∈ R
4 — вектор, определяющий расчетное (номиналь-

ное) финальное фазовое состояние системы (10); F : R4 → R
1 — выпуклый

функционал; ‖ · ‖4 — евклидова норма в пространстве R
4.
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3. Постановка задачи минимаксного программного терминального
управления расходом топлива ДУ РН

Сформулируем содержательно задачу минимаксного программного тер-
минального управления расходом топлива ДУ РН.

Для дискретной динамической системы (10) с ограничениями (11)–
(14) требуется найти такое допустимое программное управление u(e)(·) =
= {u(e)(t)}t∈0,T−1 ∈ U(0, T ), которое оптимизирует (минимизирует) гаранти-
рованный (наибольший) результат рассматриваемого процесса управления,
оцениваемый функционалом (15), по сравнению с результатами, возможными
при любых допустимых управлениях u(·) = {u(t)}t∈0,T−1 ∈ U(0, T ) и любых
реализациях возмущений w(·) = {w(t)}t∈0,T−1 ∈ W(0, T ), т.е. такое управле-
ние, при котором будет выполняться условие

Φ(x0, u
(e)(·), w(·)) � max

w(·)∈W(0,T )
Φ(x0, u(·), w(·)).(16)

Условие (16) называется условием минимакса [4–6].
Тогда для линейной дискретной динамической системы (10) с ограниче-

ниями (11)–(14) можно сформулировать задачу минимаксного программного
терминального управления расходом топлива ДУ РН.
Зад а ч а . Для заданного целочисленного промежутка времени 0, T

и начального фазового вектора системы x(0) = x0 требуется най-
ти множество U(e)(0, T , x(0)) ⊆U(0, T ) программных управлений u(e) =

= {u(e)(t)}t∈0,T−1 ∈ U(0, T ), удовлетворяющих условию минимакса

(17) U(e)(0, T , x(0)) =

{
u(e)(·) | u(e)(·) =

{
u(e)(t)

}
t∈0,T−1

∈ U(0, T ),

Φ(e) = Φ(x0, u
(e)(·), w(e)(·)) = max

w(·)∈W(0,T )
Φ(x0, u

(e)(·), w(·)) =

= min
u(·)∈U(0,T )

max
w(·)∈W(0,T )

Φ(x0, u(·), w(·))
}
,

которое будем называть множеством минимаксных программных управле-
ний для данной задачи, а число Φ(e) будем называть ее минимаксным ре-
зультатом.

Как было показано в [6, 9], из-за конечности множества допустимых про-
граммных управленийU(0, T ) и свойств, используемых общим рекуррентным
алгебраическим методом при построении областей достижимости линейных
дискретных управляемых систем, решение сформулированной многошаговой
задачи существует и сводится к реализации конечной последовательности
решения только одношаговых задач: поиска крайних опорных вершин мно-
гогранников (путем нахождения решений сформированных задач линейного
математического программирования), выполнения алгебраических операций
для преобразования их вершинного описания в описание соответствующими
конечными системами линейных алгебраических уравнений и неравенств и
выпуклого математического программирования.
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4. Алгоритм решения задачи

Для решения сформулированной задачи используются результаты из
[6–12] и аппарат построения и анализа областей достижимости динамических
систем, который нашел широкое применение в теоретических и прикладных
задачах [3–6]. Введем в рассмотрение понятие обобщенной области достижи-
мости [4, 6].

Опр е д е л е н и е 1. Обобщенной областью достижимости фазовых со-
стояний линейной дискретной управляемой динамической системы (10)
с ограничениями (11)–(14) при фиксированном допустимом программном
управлении u∗(·) = {u∗(t)}t∈0,T−1 ∈ U(0, T ) на момент времени T , соответ-
ствующей набору (x0, u∗(·)), называется множество, определяемое соотно-
шением

(18) G(0, x0, u∗(·);T ) =
=

{
x(T )|x(T ) ∈ R

4, x(t+ 1) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +D(t)w(t),

t ∈ 0, T − 1, x(0) = x0, w(t) ∈ W1(t)

}
.

В силу принятых предположений о том, что множества в ограничении (12)
относятся к классу многогранников, в [6] было показано, что множество, опи-
сывающее обобщенную область достижимости такой динамической системы,
будет также принадлежать к классу многогранников.

Известно (см., например, [6, 13, 15]), что любой многогранник может быть
представлен двумя способами: как выпуклая оболочка конечной системы век-
торов и как множество решений конечной системы линейных алгебраических
равенств и неравенств.

Опр е д е л е н и е 2. Множество из k ∈ N крайних точек, задаваемых на-
бором векторов vi ∈ R

n, i ∈ 1, k, выпуклая оболочка которых является мно-
гогранником P ∈ R

n, называется вершинным описанием этого многогранни-
ка:

P = convhull(v1, v2, . . . , vk), vi ∈ R
n, i = 1, k.(19)

Опр е д е л е н и е 3. Система из m ∈ N линейных неравенств и l ∈ N ли-
нейных уравнений, определяющая многогранник P ∈ R

n, называется фасет-
ным описанием этого многогранника:

P = {x∈R
n|Ax� b,Aex= be}, A∈R

m×n, b∈R
m, Ae ∈R

l×n, be ∈R
l.(20)

Приведем описание общего рекуррентного алгебраического метода [6–8]
построения обобщенных областей достижимости линейных дискретных
управляемых систем вида (18).
Алг о ри тм (построение обобщенных областей достижимости).
0. Инициализация: X(0) = {x0}, u∗(·) = {u∗(t)}t∈0,T−1 ∈ U(0, T ).
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1. Для всех t ∈ 0, T − 1 последовательно выполнить:

X(t+ 1) = (A(t)X(t) +B(t)u∗(t))⊕D(t)W1(t);

X(t+ 1) = RemoveRedundancy(X(t+ 1)).

2. Закончить.
В основе общего рекуррентного алгебраического метода построения об-

ластей достижимости [6–9] лежит полугрупповое (эволюционное) свой-
ство областей достижимости G(t,X(t), u∗(·); t+ 1) ∀t ∈ 1, T − 1. Операция
RemoveRedundancy в алгоритме обозначает решение задачи нахождения
крайних точек приведенного внутри скобок множества точек и решается как
задача линейного математического программирования способом, предложен-
ным в [7]. Операция суммирования множеств в данном алгоритме понимается
как сумма Минковского (геометрическая сумма) этих множеств и обозначена
с помощью символа ⊕.

Отметим, что согласно [6] в данной статье для линейных преобразований,
геометрической суммы множеств и нахождения их крайних точек при по-
строении областей достижимости используется вершинный способ описания
многогранников (19), а фасетное описание (20) области достижимости необ-
ходимо для формирования задачи поиска экстремума целевого функционала
на этом множестве и возможности использования методов математического
программирования для ее решения.

Учитывая изложенное и результаты из [6–12], решение задачи минимакс-
ного программного терминального управления расходом топлива ДУ РН
может быть сведено к решению подзадач в следующей последовательно-
сти:

1. Упорядочение по возрастанию натурального индекса j конечного мно-
жества U(0, T ), состоящего из N допустимых программных управлений
u(j)(·) = {u(j)(t)}t∈0,T−1 ∈ U(0, T ), т.е. формирование множества U(0, T ) =

= {u(j)(t)}j∈1,N ;
2. Построение обобщенных областей достижимости G(0,X(0), u(j)(·);T )

при фиксированных допустимых управлениях u(j)(·) = {u(j)(t)}t∈0,T−1 ∈
∈ U(0, T ) для всех j ∈ 1, N , где X(0) = x0;

3. Формирование двойственного описания многогранников
G(0,X(0), u(j)(·);T ), j = 1, N , т.е. нахождение фасетного описания (20)
каждого многогранника по его вершинному описанию (19) (операцию
формирования двойного описания множества достижимости предлагается
реализовывать, например, с использованием модификации метода двойного
описания [6, 13], представленной в статье [16]);

4. Оптимизация функционала (15) на множестве G(0,X(0), u(j)(·);T ) для
всех j ∈ 1, N методами выпуклого математического программирования, т.е.
нахождение значения функционала:

Φ̃(e) = Φ(x0, u
(j)(·), w(e)(·)) = max

w(·)∈W(0,T )
Φ(x0, u

(j)(·), w(·)) =

= max
x(T )∈G(0,X(0),u(j)(·);T )

‖x(T )− xd‖4 = ‖x(e)(T )− xd‖4,
(21)
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где x(T ) = x(T ; 0, T , x0, u
(j)(·), w(·)); x(e)(T ) = x(T ; 0, T , x0, u

(j)(·), w(e)(·)) (ре-
шается, например, с помощью метода Зойтендейка [17]).

5. Нахождение множества U(e)(0, T , x(0)) минимаксных программных
управлений и числа Φ(e) — гарантированного (минимаксного) результата ре-
шения рассматриваемой задачи путем решения задачи дискретной оптими-
зации

U(e)(0, T , x(0)) =

=

{
u(e)(·)|u(e)(·) ∈ U(0, T ), min

u(·)∈U(0,T )
max

w(·)∈W(0,T )
Φ(x0, u(·), w(·)) =

= min
j∈1,N

Φ̃(j) = Φ(e)

}
.

Из результатов [6–9] следует, что сформированное множество допустимых
программных управлений U(e)(0, T , x(0)) есть множество всех минимаксных
программных управлений, являющихся решением рассматриваемой задачи.

5. Численный пример решения задачи

Продемонстрируем эффективность предлагаемого метода решения задачи
на численном примере, в котором моделируется решение задачи минимакс-
ного программного терминального управления расходом топлива ДУ третьей
ступени РН [11, 12].

Исходная нелинейная система описывается на промежутке времени [τ0, τf ]
уравнениями (1)–(6), значения параметров которых приведены в табл. 1.

В соответствие исходной нелинейной модели поставлена сформирован-
ная линейная система, полученная посредством линеаризации вдоль опорной
траектории, описываемой уравнениями (7), и последующей дискретизации.
Предполагается, что допустимые моменты выбора (переключения) управ-
ляющего воздействия в исходной нелинейной системе (1)–(6) совпадают с
целочисленными значениями промежутка 0, T − 1. Таким образом, система
векторно-матричных линейных рекуррентных соотношений, описывающая
динамику системы, соответствует уравнениям (8), (9) и имеет вид

x(t+ 1) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +D(t)w(t), t ∈ 0, 3,

где x(t) = {x1(t), x2(t), x3(t), x4(t)} ∈ R
4; x1(t)— массовый расход окислителя;

x2(t) — масса окислителя в баке; x3(t) — массовый расход горючего; x4(t) —
масса горючего в баке; x(0) = x0 = (1182,074; 119560; 459,832; 45260)�;

Таблица 1. Значения параметров нелинейной системы
I, с P , кгс K Mном

o , кг Mном
f , кг ΔMo, кг ΔMf , кг ΔK

320 528000 8/3 120000 45000 −440 260 −12/125

c0 c1 c2 c3 c4 c5 τ0, с τf , с
8 1/75 −6700 9000 −15 −12 0 100
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u(t) ∈ R
1 — скалярное управляющее воздействие, принимающее свои зна-

чения на конечном множестве U1(t) = {0,6; 0,3; 0; −0,3; −0,6} ∀t ∈ 0, 3 и
соответствующее дискретным положениям вала привода дросселя; w(t) ∈
∈ W1(t)⊂ R

2 — погрешность формирования модели, причем элементы огра-
ничивающего множества W1(t) принимают значения согласно неравенствам

−0,1− 0,1t � w1(t) � 0,1 + 0,1t,

−0,1− 0,3t � w2(t) � 0,1 + 0,3t.

Матрицы A(t), B(t) и D(t) в аппроксимирующей системе принимают значе-
ния:

A(t) =

⎛
⎜⎝

1 0 0 0
−25 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −25 1

⎞
⎟⎠, B(t) =

⎛
⎜⎝

20,073
0

−10,473
0

⎞
⎟⎠, D(t) =

⎛
⎜⎝
1 0
0 0
0 −1
0 0

⎞
⎟⎠ ∀t ∈ 0, 3.

Качество процесса управления в данной задаче оценивается значением вы-
пуклого терминального функционала в финальный момент времени T = 4:

F (x(T )) =
√

(x1(T )− 1200)2 + (x2(T ))2 + (x3(T )− 450)2 + (x4(T ))2,

обозначающее расстояние (евклидова норма) от финального состояния x(T )
до номинального (желаемого) финального состояния xd = (1200; 0; 450; 0)�.

В соответствии с описанным выше методом решения задачи для конечных
множеств U1(t), описывающих множества всех допустимых значений управ-
ляющего воздействия в моменты времени t, было сформировано упорядо-
ченное множество U(0, T ) = {u(j)(t)}j∈1,N , состоящее из N = 5T = 625 допу-
стимых программных управлений. Для каждого допустимого программного
управления {u(j)(t)}j∈1,625 были построены соответствующие обобщенные об-
ласти достижимости (18) посредством модификации общего рекуррентного
алгебраического метода построения областей достижимости [12] (см. рису-
нок), и каждая из сформированных областей достижимости после вычисле-
ния ее фасетного описания использовалась в качестве линейных ограничений
при решении задачи оптимизации (максимизации) вида (21). В результате ре-
шения этой задачи максимизации был сформирован конечный набор число-
вых значений Φ̃(j) = Φ(x0, u

(j)(·), w(e)(·)), j ∈ 1, 625, — наихудших значений
функционала качества, соответствующих множеству всех допустимых про-
граммных управлений {u(j)(t)}j∈1,625. В результате проделанных вычисле-
ний было найдено итоговое множество программных минимаксных управле-
нийU(e)(0, T , x(0)), которое состоит из единственного допустимого программ-
ного управления u(e)(·) = {u(e)(t)}t∈0,3 = {0,6; 0,6; −0,3; 0}, гарантирующего
результат решения задачи не хуже, чем Φ(e) = 67,12, т.е. выполнение усло-
вия (16).

На рисунке представлены проекции фазовых траекторий исходной систе-
мы (1)–(6) и аппроксимирующей линейной дискретной системы (10), порож-
денные найденным минимаксным программным управлением u(e)(·). При ис-
пользовании этого управления u(e)(·) в исходной нелинейной системе (1)–(6)
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Таблица 2. Результаты решения задачи минимаксного программного управления
Управление x1(T ), x2(T ), x3(T ), x4(T ), F (x(T ))

кг/c кг кг/c кг
Опорная траектория u(t)≡ 0 1200 0 450 0 0
Исходная система u(e)(·) 1200,14 −2,29 450,41 −16,25 14,05
Линейная система u(e)(·) 1201,14 −27,29 452,61 −61,25 67,12

финальное фазовое состояние приняло значение x(τ1) = (1200,139; −2,294;
450,406; −16,254)�, в котором функционал (15), оценивающий качество
процесса управления в исходной нелинейной системе, принял значение
F (x(τ1)) = 14,048. Отрицательные значения масс окислителя и горючего
(вторая и четвертая компоненты вектора x(τ1)) не противоречат физиче-
скому смыслу и могут трактоваться как количества (массы) компонентов
топлива, которые потребуется взять из гарантийных запасов, которые всегда
резервируются в топливных баках любой РН для компенсации возмущений
и помех [1, 14].

В табл. 2 сведены результаты применения найденного управления к нели-
нейной системе и результаты для наихудшего случая в линейной аппрокси-
мирующей системе.

Численное моделирование решения модельной задачи проводилось в про-
граммной среде MATLAB R2014a на персональном компьютере с процес-
сором Intel c©Core i7-3770 CPU @ 3,4 GHz, с оперативной памятью 8 Gb и
с видеокартой NVIDIA GeForce GT 730. Время решения задачи состави-
ло 37 с. Из результатов компьютерного моделирования можно сделать вы-
вод, что сформированное множество минимаксных программных управлений
U(e)(0, T , x(0)) при его использовании для управления процессом расхода топ-
лива ДУ третьей ступени жидкостных РН на основе уравнения динамики ис-
ходной нелинейной системы обеспечивает гарантированный (минимаксный)
результат не хуже, чем результат управления в соответствующей аппрокси-
мирующей линейной дискретной системе при возможных наихудших реали-
зациях возмущений (погрешностей аппроксимации).

6. Заключение

В статье приведено описание нелинейной динамической системы, описы-
вающей динамику расхода топлива жидкостных ДУ РН. Задача оптимизации
управления расходом топлива ДУ РН сформулирована как задача минимакс-
ного программного терминального управления линейной дискретной дина-
мической системой с выпуклым функционалом качества, соответствующей
исходной нелинейной динамической системе. В статье подробно описан пред-
лагаемый метод решения задачи минимаксного программного терминального
управления расходом топлива ДУ РН.

Сформулированная многошаговая минимаксная задача решается путем
реализации конечной последовательности только одношаговых оптимизаци-
онных операций. На основе описанного метода решения рассматриваемой за-
дачи был разработан численный алгоритм и получены численные результаты
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компьютерного моделирования решения задачи для математической модели
работы ДУ третьих ступеней РН.

Результаты компьютерного моделирования показывают эффективность
общего рекуррентного алгебраического метода [6–9] для решения рассмат-
риваемой задачи и позволяют сделать вывод о применимости алгоритмов
минимаксного программного терминального управления в задачах управле-
ния реальной ДУ РН.
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МЕТОД УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ УГЛОВОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ
ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЙ ТРОСОВОЙ СИСТЕМЫ1

Рассматривается проблема стабилизации электродинамической тросо-
вой системы (ЭДТС) на круговой околоземной орбите в положении, когда
трос вытянут вдоль местной вертикали. Для решения этой задачи предло-
жена оригинальная схема построения ЭДТС, включающая отрицательно
заряженный коллектор на нижнем конце троса и положительно заряжен-
ный коллектор на верхнем конце троса. Величина заряда на отрицательно
заряженном коллекторе контролируется электронными эмиттерами. Ана-
литически и численно показано, что момент сил Лоренца, действующий
на ЭДТС благодаря заряженным коллекторам на концах троса, значи-
тельно расширяет область устойчивости вертикального положения троса.
Кроме того, управление зарядом на отрицательно заряженном коллекто-
ре в соответствии с текущим угловым движением троса позволяет создать
такую управляющую составляющую лоренцева момента, которая имеет
диссипативный характер. Одновременная работа восстанавливающих и
диссипативно-подобных составляющих управляющего лоренцева момен-
та позволяет обеспечить асимптотическую устойчивость вертикального
положения троса без необходимости отключать электрический ток, про-
текающий вдоль троса. Предложенный метод управления может быть ис-
пользован для стабилизации ЭДТС с целью повышения эффективности
ее работы по удалению космического мусора.

Ключевые слова: электродинамическая тросовая система, стабилизация,
геомагнитное поле, лоренцев момент, электродинамическое управление.

DOI: 10.31857/S0005231020020075

1. Введение

Среди разнообразия космических тросовых систем [1, 2] принято выделять
в отдельную категорию системы с тросами, проводящими электрический ток.
Ток, протекающий по изолированному тросу, следует рассматривать как ток,
протекающий по псевдоцепи, включающей околоземную плазму и замыкаю-
щейся через ионосферные токи, текущие вдоль силовых линий геомагнитного
поля [1]. В результате взаимодействия тока с геомагнитным полем возбужда-
ются амперовы и лоренцевы силы, оказывающие влияние на динамику про-
водящего троса [1]. Поэтому космические системы с проводящими тросами

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 17-01-00672-а).
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называют электродинамическими тросовыми системами (ЭДТС). В настоя-
щее время ЭДТС рассматриваются как весьма перспективные для решения
ряда задач по освоению космического пространства [3, 4]. В частности, актив-
но исследуются возможности использования ЭДТС для удаления с орбиты
отработавших искусственных спутников Земли (ИСЗ) или для уборки косми-
ческого мусора. В этом случае трос используется как электродинамический
тормоз орбитального движения, работающий на основе тормозящего влия-
ния амперовых сил [5–13]. При этом наибольшей эффективностью отличает-
ся проводящий трос, функционирующий в режиме проводника с током, ори-
ентированного в околоземном пространстве по местной вертикали [1, 5, 14].
Данная ориентация троса является устойчивой в центральном ньютоновском
гравитационном поле [1, 15]. Вместе с тем, установлено, что под действи-
ем момента сил Ампера вертикальная ориентация троса разрушается [1, 16].
Проблема неустойчивости ЭДТС известна [10, 14, 17]. Решению этой пробле-
мы посвящен ряд работ [13, 18, 19]. Среди возможных подходов к ее решению
наиболее известным является подход, предлагающий использование тех или
иных вариантов управления силой тока, протекающего по тросу [14, 18, 20],
включая периодическое прерывание тока или изменение его направления.
Однако в большинстве случаев ЭДТС должна функционировать в условиях,
предполагающих непрерывное протекание тока вдоль троса в одном направ-
лении, например для создания упомянутой выше силы тяги с целью удаления
космического мусора или для работы ЭДТС в режиме генератора мощности.
Поэтому периодическое выключение тока, протекающего по тросу, или пере-
ключение направления тока снижает эффективность ЭДТС и ограничивает
возможности их использования.

В данной работе рассматривается принципиально другой способ обеспече-
ния вертикального положения проводящего троса, основанный не на управле-
нии силой тока, протекающего по тросу, а на разделении разноименных заря-
дов по концам троса и использовании момента лоренцевых сил [21, 22], влия-
ние которого при определенных условиях является ориентирующим [23–30].
В [31] показано, что лоренцев момент может быть использован в качестве
восстанавливающей составляющей управляющего момента в системе стаби-
лизации проводящего троса в околоземном пространстве вдоль местной вер-
тикали. При этом усложнение конструкции ЭДТС не является существен-
ным, поскольку не предполагает введения в ее состав принципиально новых
устройств по сравнению с теми, которые обычно используются в ЭДТС.

Если же дополнительно ввести в состав ЭДТС блок управления, позволяю-
щий измерять текущее отклонение троса от вертикали и скорость изменения
угла отклонения, а также управлять электронным эмиттером, установлен-
ным на отрицательно заряженном коллекторе ЭДТС, изменяя заряд этого
коллектора в соответствии с данными измерений, то можно, как установ-
лено в данной работе, создать дополнительный момент диссипативного ха-
рактера [32]. Показано, что несмотря на неполную диссипацию, создаваемую
предложенным устройством, одновременное включение восстанавливающего
и диссипативного моментов позволяет решить задачу стабилизации ЭДТС в
вертикальном положении.
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2. Конструкция троса

Конструктивная схема рассматриваемого электродинамического троса по-
казана на рис. 1.
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Рис. 1. Конструктивная схема электродинамического троса.

Поверхность 1, находящаяся на нижнем конце троса (ближе к Земле) полу-
чает отрицательный заряд, поддерживаемый электронным эмиттером 3 (на-
пример, холловским ионным источником) со стороны концевого тела 4. Ана-
логичные электронные эмиттеры 3, установленные на поверхности 1, позво-
ляют управлять величиной заряда на поверхности 1, сбрасывая часть заряда
с поверхности 1 в окружающее пространство. С помощью электроизолирую-
щих креплений 2 поверхность 1 соединена с концевым телом 4 проводяще-
го троса 5. На противоположном конце троса тело 6 аналогичным образом
соединено с положительно заряженной поверхностью 7. Положительный за-
ряд на поверхности 7 поддерживается с помощью электронного эмиттера 3,
передающего отрицательный заряд на концевое тело 6.

3. Постановка задачи

Рассматривается электроизолированный проводящий трос, вдоль которого
течет ток. Трос находится на околоземной круговой орбите в гравитационном
и магнитном полях Земли и функционирует в режиме, близком к состоянию
обычного тяжелого троса, находящегося в натянутом состоянии вдоль мест-
ной вертикали благодаря градиенту гравитационного поля Земли (рис. 2).

Далее будем называть этот режим движения троса номинальным. В но-
минальном режиме работы ЭДТС, предназначенной для торможения кос-
мического объекта, направление силы тока совпадает с направлением оси Cz

C

�

�

�

�
	

Рис. 2. Орбитальная система координат.
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натянутого троса, а ось Cz коллинеарна оси Cζ, направленной вдоль радиуса-
вектора �R =

−−−→
OEC = R�ζ0 центра масс троса относительно центра Земли OE.

В ограниченной спутниковой постановке задачи орбита точки C предполага-
ется круговой и лежащей в плоскости геомагнитного экватора. Оси Cξ и Cη,
направленные соответственно по касательной к орбите в сторону движения
точки C и по нормали к плоскости орбиты, образуют вместе с осью Cζ орби-
тальную систему координат Cξηζ. В инерциальном пространстве орбиталь-
ная система координат поворачивается с угловой скоростью �ω0 = ω0�η0.

К концам троса присоединены устройства для сбора электрических заря-
дов. Пренебрегая их размерами по сравнению с длиной троса и считая трос
натянутым, будем моделировать систему тонким прямолинейным тросом с
массой m0 и с точечными массами m1 и m2 на концах и для краткости назы-
вать ее связкой. Координаты масс mk обозначим через zk (k = 1, 2). Коорди-
наты центров зарядов qk также будем считать совпадающими с zk. Поскольку
координата центра масс ЭДТС

zC =
1

m0 +m1 +m2

z2∫
z1

z dm =
m0(z1 + z2) + 2m1z1 + 2m2z2

2(m0 +m1 +m2)

равна нулю в силу выбора начала координат, то с учетом равенства z2−z1 = l,
где l – длина троса, получаем

z1 = − l(m0 + 2m2)

2(m0 +m1 +m2)
, z2 =

l(m0 + 2m1)

2(m0 +m1 +m2)
.(1)

Сформулированная постановка задачи является максимально упрощенной с
целью выполнения предварительного аналитического исследования, рассчи-
танного в первую очередь на апробацию нового метода стабилизации ЭДТС, а
не на всесторонний учет разнообразных динамических факторов, усложняю-
щих функционирование системы, но не изменяющих принципа ее работы.

4. Силы натяжения троса

Рассматриваемая конструктивная схема ЭДТС предполагает наличие раз-
ноименно заряженных коллекторов на концах связки и соответствующих сил
кулонова притяжения коллекторов. Поэтому анализ вопроса о реализуемости
принятой модели ЭДТС в виде связки, пребывающей в натянутом состоянии,
является необходимым пунктом исследования, обсуждаемым в данном раз-
деле.

Отличие рассматриваемого троса от обычного тяжелого троса, находяще-
гося в натянутом состоянии вдоль местной вертикали благодаря градиенту
гравитационного поля Земли, заключается в наличии лоренцевых и кулоно-
вых сил, действующих на заряженные коллекторы, а также в наличии ам-
перовых сил, распределенных по всей длине троса. В номинальном режиме
движения связки сила Ампера ортогональна к тросу, а силами, определяю-
щими натяжение троса, являются гравитационные, лоренцевы и кулоновы
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Рис. 3. Силы, действующие на концевые тела тросовой системы.

силы. Рассмотрим вопрос о силе натяжения троса и ее наибольшем значе-
нии, предполагая, что трос находится в номинальном движении (ось Cz троса
совпадает с осью Cζ местной вертикали), а геомагнитное поле моделируется
прямым магнитным диполем [15] с магнитной индукцией �B = −g01(RE/r)

3�η0,
где g01 = −29556,8нТл — гауссов коэффициент, RE — средний радиус Земли,
r — расстояние от центра Земли до данной точки пространства. В этом слу-
чае расстояния от центра Земли до концевых масс m1 и m2 соответственно
равны

R1 = R+ z1, R2 = R+ z2.(2)

Скорости концевых точек, находящихся на расстояниях Rk от центра Земли и
обладающих зарядами qk, вычисленные в движении относительно геомагнит-
ного поля, равны �vk = Rk(ω0 − ωE) �ξ0. Поскольку эти скорости ортогональны
вектору �B, то лоренцевы силы �FLk = qk�vk × �Bk, действующие на коллекторы
с зарядами qk, направлены вдоль троса. Здесь �Bk = �B(�Rk) (k = 1, 2). Также
вдоль троса направлены гравитационные силы FGk = μmk

R2
k
, где μ — гравита-

ционная постоянная Земли, кулоновы силы Fqk = k0q1q2
(R2−R1)2

, k0 = 9,0 · 109 —
постоянная закона Кулона, переносные силы инерции Iek, действующие на
концевые массы и заряды, и силы натяжения троса Tk (k = 1, 2), приложен-
ные к концевым точкам (рис. 3).

В равновесном положении концевых точек имеют место следующие равен-
ства проекций активных сил и переносных сил инерции на местную верти-
каль:

T1 + Fq1 +m1ω
2
0R1 − μm1

R2
1

− |q1|v1B1 = 0,

−T2 − Fq2 − μm2

R2
2

+m2ω
2
0R2 + q2v2B2 = 0.

Отсюда находим силы натяжения троса, приложенные к концевым точкам:

T1 = m1

(
μ

R2
1

− ω2
0R1

)
+ |q1|v1B1 − Fq1,

T2 = m2

(
ω2
0R2 − μ

R2
2

)
+ q2v2B2 − Fq2.

(3)

Для отыскания натяжения троса в произвольной его точке рассмотрим
бесконечно малый элемент троса длиной dr и массой dm0. Силы, действую-
щие на этот элемент, показаны на рис. 4.
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T(r) T(r + dr)
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Рис. 4. Силы, действующие на элемент троса.

Здесь dFG = μdm0

r2 , dIe = ω2
0r dm0, dm0 = γdr, γ = m0

l — постоянная ли-
нейная плотность троса. Из условий равновесия элемента троса получаем
уравнение

T (r + dr)− T (r) + dIe − dFG = 0.

Отсюда

dT (r) =
( μ

r2
− ω2

0r
)
γ dr.

Интегрируя это уравнение, находим

T (r) = γ

(
−μ

r
− ω2

0r
2

2

)
+ const,(4)

причем постоянная интегрирования может быть найдена с помощью любого
из равенств (3), задающих натяжение троса на концах. Воспользовавшись
первым из равенств (3), получим

T (r) = γ

(
−μ

r
− ω2

0r
2

2

)
+ γ

(
μ

R1
+

ω2
0R

2
1

2

)
+

+m1

(
μ

R2
1

− ω2
0R1

)
+ |q1| v1B1 − Fq1.

(5)

Поскольку d2T (r)
dr2

= γ
(
−2μ

r3
− ω2

0

)
< 0, то T (r) достигает максимума при

ω2
0 = μ

r3 . Но ω0 = const. Поэтому последнее равенство достигается при неко-
тором конкретном значении r = R0. На основании (5) имеем

T (r)max = T (R0) =
γμ

R0

(
−3

2
+

R0

R1
+

1

2

(
R1

R0

)2
)
+(6)

+
μm1

R2
0

((
R0

R1

)2

− R1

R0

)
+

+ |q1|
(√

μ

R3
0

− ωE

)
(−g01)

R3
E

R2
1

− k0|q1|q2
(R2 −R1)2

.

Для отыскания величины R0, входящей в (6), составим уравнение равнове-
сия сил, растягивающих трос, в точке r = R0. Поскольку кулоновы силы,
приложенные к концевым точкам, равны по величине и противоположны по
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направлению, то в точке O уравновешиваются гравитационные, лоренцевы
силы и силы инерции. Следовательно,

ω2
0

⎛
⎝m1R1 +m2R2 +

R2∫
R1

γr dr

⎞
⎠− μ

⎛
⎝m1

R2
1

+
m2

R2
2

+

R2∫
R1

γ dr

r2

⎞
⎠+ FL2 − FL1 = 0.

После интегрирования и подстановки явных выражений для лоренцевых сил
получаем следующее квадратное уравнение относительно ω0:

(7) ω2
0

(
m1R1 +m2R2 +

1

2
m0(R1 +R2)

)
+

+ (ω0 − ωE)(q2R2B(R2)− |q1|R1B(R1))− μ

(
m1

R2
1

+
m2

R2
2

+
m0

R1R2

)
= 0.

Решив это уравнение, найдем угловую скорость обращения радиуса-век-
тора �R0 точки O, которую можно назвать центром, движущимся по орби-
те, или орбитальным центром [33]. В рассматриваемой постановке задачи
B(R1) = −g01

R3
E

R3
1
, B(R2) = −g01

R3
E

R3
2
и уравнение (7) принимает вид

(8) ω2
0

(
m1R1 +m2R2 +

1

2
m0(R1 +R2)

)
+ ω0(−g01)R

3
E

(
q2
R2

2

− |q1|
R2

1

)
−

− ωE(−g01)R
3
E

(
q2
R2

2

− |q1|
R2

1

)
− μ

(
m1

R2
1

+
m2

R2
2

+
m0

R1R2

)
= 0.

После отыскания ω0, вычисляем R0 и подставляем в (6).

Прим ер 1. Рассматривается связка с тросом длиной l = 2 · 104 м и по-
гонной плотностью γ = 2 · 10−3 кг/м, с концевыми массами m1 = 104 кг, m2 =
= 1,02 · 104 кг, концевыми зарядами q1 = −10−3 Кл, q2 = 10−3 Кл. Центр масс
системы движется по круговой околоземной орбите с радиусом R = 7 · 106 м.
На основании формул (1), (2) находим R1 = 6,990098814 · 106 м, R2 =
= 7,010098814 · 106 м. Из уравнения (8) находим ω0 = 1,078014368 · 10−3 c−1 и
затем по формуле R0 = (μ/ω2

0)
1/3 получаем R0 = 6,999985732 · 106 м. Подста-

новка этого значения в формулу (6) позволяет найти Tmax = 352,425Н. Нако-
нец, по формулам (3) находим натяжения тросов на концах: T1 = 352,084Н,
T2 = 352,069Н.

С учетом сказанного в начале данного раздела полученные результаты
следует рассматривать не только как оценочные сверху для сил натяжения
троса, но и свидетельствующие о реализуемости модели натянутой связки
при выбранных параметрах ЭДТС.

5. Уравнения вращательного движения связки

Как уже упоминалось выше в разделе 3, ЭДТС в развернутом состоянии
моделируется тонкой нитью с точечными массами на концах и для краткости
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Рис. 5. Сопутствующая система координат.

называется связкой. Нить не оказывает сопротивления деформациям сжа-
тия. В рабочем состоянии нить остается натянутой во все время движения.
При этом она сохраняет прямолинейную форму и считается нерастяжимой.
В системе главных центральных осей инерции Cx̃ỹz (орты �i1,�i2,�i3) тензор
инерции связки имеет вид J = diag (A,A,C0), где

A =
m0

3
(z21 + z1z2 + z22) +m1z

2
1 +m2z

2
2 ,

а C0 пренебрежимо мало по сравнению с A.
Поскольку рассматривается симметричная относительно продольной оси

конструкция троса, то для устранения неопределенности в выборе осей x̃ и ỹ
представляется целесообразным ввести в рассмотрение сопутствующие оси
(оси Резаля) Cxyz с ортами �i,�j,�k так, что ось Cz (с ортом �i3 = �k), как и
ранее, направлена вдоль натянутого троса, а трехгранник Cxyz не участвует
в повороте троса вокруг оси Cz на угол ϕ. Взаимную ориентацию осей си-
стем координат Cξηζ и Cxyz зададим с помощью матрицы направляющих
косинусов

A =

⎛
⎝α1 α2 α3

β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3

⎞
⎠(9)

так, что

�ξ0 = α1
�i1 + α2

�i2 + α3
�i3, �η0 = β1�i1 + β2�i2 + β3�i3, �ζ0 = γ1�i1 + γ2�i2 + γ3�i3.

Наряду с направляющими косинусами будем также использовать углы ϑ
и ψ, однозначно определяющие положение сопутствующего трехгранника от-
носительно орбитальной системы координат (рис. 5).
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Зависимость элементов матрицы A от углов ϑ и ψ определяется равен-
ствами

α1 = cosψ, α2 = − sinψ cos ϑ, α3 = sinψ sinϑ,

β1 = sinψ, β2 = cosψ cos ϑ, β3 = − cosψ sinϑ,

γ1 = 0, γ2 = sinϑ, γ3 = cos ϑ.

(10)

Кинематическими характеристиками вращательного движения связки яв-
ляются: абсолютная угловая скорость �ω, угловая скорость сопутствующего
трехгранника относительно орбитальной системы координат �ω1 = p�i+q�j+r�k,
угловая скорость связки относительно сопутствующего трехгранника ϕ̇�k, уг-
ловая скорость связки относительно орбитальной системы координат �ω′ =
= �ω1 + ϕ̇�k.

Эти величины связаны соотношением �ω = �ω′ + �ω0, которое в проекциях на
оси Cxyz имеет вид

ωx = p+ ω0β1, ωy = q + ω0β2, ωz = r + ϕ̇+ ω0β3.(11)

Кроме того, справедливы равенства

p = ϑ̇, q = ψ̇ sinϑ, r = ψ̇ cos ϑ.(12)

Оси Резаля остаются главными центральными осями инерции ЭДТС во
все время движения. Поэтому динамические уравнения вращательного дви-
жения ЭДТС в проекциях на оси Резаля получим проектированием на x, y, z
векторного уравнения

(
d �K

dt

)

xyz

+ (�ω1 + �ω0)× �K = �M,(13)

представляющего собой теорему об изменении кинетического момента �K =

= Aωx
�i+Aωy

�j под действием главного момента �M внешних сил относительно
центра масс.

6. Моменты сил, действующих на связку

В центральном ньютоновском гравитационном поле на связку действует
гравитационный момент �MG [15]. В данной задаче с учетом принятых обо-
значений проекции гравитационного момента на оси Cxyz имеют вид

MGx = 3ω2
0A(−γ2γ3), MGy = 3ω2

0Aγ1γ3, MGz = 0.(14)

Для вычисления главного момента сил Лоренца, действующих на заряды q1
и q2 в магнитном поле с индукцией �B, воспользуемся простейшей аппрокси-
мацией этого момента [22], учитывающей точечный характер зарядов:

�ML = �P × �T .(15)
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�P = (q1z1 + q2z2)�k, �T = A�(�vC × �B), �vC = R(ω0 − ωE) �ξ0, где �ωE — угло-
вая скорость суточного вращения Земли. В условиях моделирования гео-
магнитного поля прямым магнитным диполем �B = −g01(RE/R)3�η0, где
g01 = −29556,8нТл — гауссов коэффициент, RE — средний радиус Земли. По-
этому

MLx = R3
ER

−2g01(ω0 − ωE)(q1z1 + q2z2)γ2,

MLy = −R3
ER

−2g01(ω0 − ωE)(q1z1 + q2z2)γ1, MLz = 0.
(16)

Главный момент сил Ампера вычислим по формуле [1]

�MA =

z2∫
z1

�ρ× (I�k × �B) dz,(17)

где �ρ — радиус-вектор, проведенный из точки C в точку троса с текущей
координатой z, I — величина силы тока в проводнике. Принимая I = const,
в результате интегрирования (17) получаем

MAx =
1

2
Ig01(RE/R)3(z22 − z21)β1,

MAy =
1

2
Ig01(RE/R)3(z22 − z21)β2, MAz = 0.

(18)

7. ЭДТС без системы управления

7.1. Положения равновесия связки

В качестве дифференциальных уравнений вращательного движения связ-
ки относительно центра масс будем использовать динамические уравнения
Эйлера, вытекающие из (13),

⎧⎨
⎩

Aω̇x −Aωyωz = MGx +MLx +MAx,

Aω̇y +Aωzωx = MGy +MLy +MAy,

ωz = ωz0 = const
(19)

и кинематические уравнения Пуассона

α̇1 + ωyα3 − ωzα2 = −ω0γ1,

β̇1 + ωyβ3 − ωzβ2 = 0,
(x→y→z
1→2→3

)
γ̇1 + ωyγ3 − ωzγ2 = ω0α1.

(20)

Для отыскания равновесных положений связки в орбитальной системе ко-
ординат будем рассматривать направляющие косинусы как неизвестные по-
стоянные величины, а проекции относительной угловой скорости p, q, r будем
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полагать равными нулю в уравнениях (11), (19), (20). Динамические уравне-
ния примут вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Aω2
0β2β3 = 3ω2

0Aγ2γ3 −
R3

E

R2
g01(ω0 − ωE)(q1z1 + q2z2)γ2 −

− Ig01R
3
E

2R3
(z22 − z21)β1,

Aω2
0β1β3 = 3ω2

0Aγ1γ3 −
R3

E

R2
g01(ω0 − ωE)(q1z1 + q2z2)γ1 +

+
Ig01R

3
E

2R3
(z22 − z21)β2.

(21)

Из (20), (21) следует, что номинальный режим движения связки, соответст-
вующий значению γ3 = 1, имеет место лишь при условии

z21 = z22 .(22)

В дальнейшем будем считать, что это условие выполнено. Ввиду однородно-
сти троса условие (22) выполняется при z1 = −z2, m1 = m2. В этом случае
A = (m0/3 + 2m2)z

2
2 .

Для решения вопроса о существовании других возможных положений рав-
новесия связки в орбитальной системе координат перейдем в уравнениях (21)
от направляющих косинусов к углам ϑ и ψ (рис. 5) по формулам (10). Полу-
чим систему уравнений

Aω2
0 sinϑ sinψ cosψ = −Ig01R

3
E

2R3
(z22 − z21) cosψ cos ϑ,

Aω2
0 sinϑ cos ϑ cos2 ψ =

Ig01R
3
E

2R3
(z22 − z21) sinψ −−3Aω2

0 sinϑ cos ϑ+

+
R3

E

R2
g01(ω0 − ωE)(q1z1 + q2z2) sinϑ.

(23)

Из (23) следует, что кроме номинального режима движения ϑ = 0, тео-
ретически возможны также и другие (“наклонные”) положения равновесия
связки в орбитальной системе координат, определяемые из условий:

1) sinψ = 0, 4Aω2
0 cos ϑ1 = −L, или 2) cosψ = 0, 3Aω2

0 cos ϑ2 = −L,(24)

где

L = −R3
E

R2
g01(ω0 − ωE)(q1z1 + q2z2).

Поскольку L > 0, то возможным “наклонным” положениям равновесия связ-
ки могут отвечать лишь значения ϑ1 и ϑ2 из промежутка (π/2, π). Эти поло-
жения соответствуют “перевернутому” состоянию троса (если при этом он мо-
жет пребывать в натянутом состоянии), не обеспечивающему номинального
режима функционирования ЭДТС, и поэтому не рассматриваются в рамках
данной работы.
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7.2. Устойчивость номинального режима движения

Рассмотрим вопрос об устойчивости номинального режима движения связ-
ки. Для этого обратимся к исходным уравнениям Эйлера (19) и, вводя обо-
значение a = Ig01(RE/R)3(z22 − z21)/2, перепишем первые два из них в виде

{
Aω̇x −Aωyωz = −3Aω2

0γ2γ3 − Lγ2 + aβ1,

Aω̇y +Aωxωz = 3Aω2
0γ1γ3 + Lγ1 + aβ2.

(25)

Несложно проверить, что имеет место равенство

d

dt

[
A

2
(ω2

x + ω2
y)−

3

2
Aω2

0γ
2
3 − Lγ3 −Aω0(ωxβ1 + ωyβ2)

]
=

= a(ωxβ1 + ωyβ2 − ω0(β
2
1 + β2

2)),

где производная в левой части равенства вычисляется в силу (25). Переходя
от абсолютных угловых скоростей ωx, ωy к относительным угловым скоро-
стям p, q по формулам (11), перепишем это равенство в виде

d

dt

[
A

2
(p2 + q2)− A

2
ω2
0(β

2
1 + β2

2)−
3

2
Aω2

0γ
2
3 − Lγ3

]
= a(pβ1 + qβ2).

Затем, вводя новую переменную Δ = 1− γ3, представляющую собой отклоне-
ние связки от номинального режима движения γ3 = 1, перепишем последнее
соотношение в виде

d

dt

[
A(p2 + q2) + (3Aω2

0 + L)α2
3 + (4Aω2

0 + L)β2
3 + LΔ2

]
= 2a(pβ1 + qβ2).

Отсюда следует, что если учесть условие (22), то a = 0 и получаем первый
интеграл

V (α3, β3,Δ, p, q) = A(p2 + q2) + (3Aω2
0 + L)α2

3+

+ (4Aω2
0 + L)β2

3 + LΔ2 = h = const.
(26)

Поскольку выбором q1z1 + q2z2 > 0 всегда можно обеспечить выполнение
неравенства L > 0, то функция V (α3, β3,Δ, p, q) будет положительно опре-
деленной. Принимая ее в качестве функции Ляпунова, приходим к выво-
ду об устойчивости номинального режима движения связки по отклонениям
α3, β3,Δ и угловым скоростям p, q на основании теоремы Ляпунова об устой-
чивости. Для оценки амплитуды возмущенных колебаний ЭДТС в окрестно-
сти устойчивого номинального режима движения имеем неравенства

α2
3 � h/(3Aω2

0 + L), β2
3 � h/(4Aω2

0 + L), Δ2 � h/L,(27)

вытекающие из (26). Из (27) следует, что при

h < L(28)

102



положительно заряженный конец троса остается выше отрицательно заря-
женного конца троса, как и должно быть в номинальном режиме движения.
Заметим что условие “непереворачиваемости” троса (28) накладывает ограни-
чение p2 + q2 < L/A на начальную угловую скорость связки. Заметим также,
что увеличение параметра L > 0, обусловленного наличием лоренцева момен-
та, расширяет область устойчивости номинального режима движения связки.
Тем самым подтверждается стабилизирующий эффект лоренцева момента,
возбуждаемого за счет зарядов на концах троса. Соответствующие результа-
ты численного счета, иллюстрирующие этот вывод, приведены в [31].

Однако для решения задачи стабилизации номинального режима движе-
ния троса требуется обеспечить не только восстанавливающий, но и диссипа-
тивный момент. Рассмотрим возможности использования лоренцева момента
для создания управляющего воздействия, имеющего диссипативный харак-
тер.

8. ЭДТС с системой управления

8.1. Синтез управляющего момента

Из (15) следует, что формирование управляющего лоренцева момента опи-
рается на возможность создания управляемого вектора �P . Для модели линей-
ного относительного угловой скорости диссипативного момента [34] задача
может быть сведена к подбору такой неотрицательной диагональной матрицы
D = diag (D1,D2,D3), для которой выполняется равенство P1

�k × �T = −D�ω1,
эквивалентное системе ⎧⎨

⎩
P1Ty = D1ω1x,

P1Tx = −D2ω1y,

0 = D3ω1z.

(29)

Поскольку Tx = 0 в силу выбора системы координат xyz, то из (29) сле-
дует, что D2 = 0 и остается только управление по каналу “x”, которое мож-
но подобрать с помощью подходящего выбора D1. Например, можно взять
D1 = d1|Ty|, где d1 > 0. Тогда

P1 = d1ω1xsign(Ty) = d1ω1xsign(sinϑ).

Принимая во внимание, что �P1 имеет положительную проекцию на ось z
(см. (15)), замечаем, что полученное выражение для P1 имеет смысл лишь
при ω1x = ϑ̇ > 0. Поэтому можно предложить такое управление вектором �P1:{

�P1 = d1ϑ̇sign(sinϑ)�k, ϑ̇ > 0,

�P1 = 0, ϑ̇ � 0.
(30)

Для доказательства работоспособности предложенного управления преж-
де всего следует решить вопрос о возможности реализации вектора �P1 в со-
ответствии с формулой (30). Будем рассматривать заряды q1 и q2 как со-
держащие постоянные части q10 и q20 и переменные (управляемые) q̃1 и q̃2.
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Тогда

�P = (q10z1 + q20z2)�k + (q̃1z1 + q̃2z2)�k.

Пусть �P1 = (q̃1z1 + q̃2z2)�k. Вводя коэффициент kq так, что q̃1 = −kq q̃2, на ос-
новании (1) получим

�P1 =
lq̃2(kq(m0 + 2m2) +m0 + 2m1)�k

2(m0 +m1 +m2)
.(31)

Приравнивая (30) и (31), получим следующий закон изменения kq:
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
kq =

1

m0 + 2m2

[
2d1
lq̃2

(m0 +m1 +m2)ϑ̇sign(sinϑ)−m0 − 2m1

]
, ϑ̇ > 0,

kq = −m0 + 2m1

m0 + 2m2
, ϑ̇ � 0

(32)

или, что то же,

kq =
1

m0+2m2

[
d1
lq̃2

(m0+m1+m2)(|ϑ̇|+ ϑ̇)sign(sinϑ)−m0−2m1

]
� k̃q.(33)

Из (32) следует, что в процессе колебаний ЭДТС коэффициент kq =

= kq(ϑ, ϑ̇) может принимать не только положительные, но и отрицательные
значения. Поэтому во избежание ситуации, когда заряд нижнего коллектора
q1 = −kq q̃2 + q10 должен будет стать положительным, следует потребовать,
чтобы выполнялось неравенство

kq(ϑ, ϑ̇) >
q10
q̃2

� kqmin.

С другой стороны, заряд нижнего коллектора не должен быть слишком
большим по модулю, чтобы не возникло риска “схлопывания” тросовой си-
стемы под действием сил кулонова притяжения. Поэтому исходя из априор-
ных оценок величин зарядов ЭДТС, основанных на вычислении сил натя-
жения троса (формулы (3), (7)), следует выбрать некоторое допустимое зна-
чение q1min, чтобы затем на основании неравенства q1min < q1 = −kq q̃2 + q10
получить верхнюю границу для коэффициента kq:

kq(ϑ, ϑ̇) <
q10 − q1min

q̃2
� kqmax.

Введем в рассмотрение функцию S(k̃q) = (k̃q − kqmin)(k̃q − kqmax). Тогда,
если S(k̃q) < 0, работает управление с функцией k̃q. Если S(k̃q) > 0, то нужно
выбирать из двух вариантов: если kq(ϑ, ϑ̇) < kqmin, следует взять

kqmin =
1

2
kqmin(1− sign(k̃q − kqmin)),
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если kq(ϑ, ϑ̇) > kqmax, то следует взять

kqmax =
1

2
kqmax(1− sign(kqmax − k̃q)).

В результате получаем, что удовлетворяющее вышеуказанным требованиям
выражение коэффициента kq может быть кратко записано в виде

(34) kq =
1

2
k̃q(1− sign(S(k̃q))) +

1

4
(sign(S(k̃q)) + 1)×

×
[
kqmax(1− sign(kqmax − k̃q)) + kqmin(1− sign(k̃q − kqmin))

]
.

Найденный закон изменения kq позволяет получить управляющий момент

�MLD = d1ϑ̇sign(sinϑ)�k × �T ,

проекция которого на ось x равна

MLDx = −d1ϑ̇| sin ϑ|R3
ER

−2(−g01)(ω0 − ωE),(35)

где
{
d1 > 0, ϑ̇ > 0,

d1 = 0, ϑ̇ � 0.
(36)

Если ввести обозначение D = d1R
3
ER

−2(−g01)(ω0 − ωE), то можно перепи-
сать (35) кратко в виде

MLDx = −1

2
D(|p|+ p)|γ2|.(37)

8.2. Исследование режима стабилизации ЭДТС

С учетом предложенного управления (37) дифференциальные уравнения
Эйлера (25) примут вид

⎧⎨
⎩

Aω̇x −Aωyωz = −3Aω2
0γ2γ3 − Lγ2 + aβ1 − 1

2
D(|p|+ p)|γ2|,

Aω̇y +Aωxωz = 3Aω2
0γ1γ3 + Lγ1 + aβ2.

(38)

Докажем, что справедлива следующая
Те ор ем а 1. При выполнении условия a = 0 управление (37) обеспечива-

ет асимптотическую устойчивость номинального режима движения связ-
ки.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Заметим вначале, что имеет место ра-

венство
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d

dt

[
A

2
(ω2

x + ω2
y)−

3

2
Aω2

0γ
2
3 − Lγ3 −Aω0(ωxβ1 + ωyβ2)

]
=

= a(ωxβ1 + ωyβ2 − ω0(β
2
1 + β2

2))−
D

2
p (|p|+ p)|γ2|,

где производная в левой части равенства вычисляется в силу (38). Переходя
от абсолютных угловых скоростей ωx, ωy к относительным угловым скоро-
стям p, q по формулам (11), перепишем это равенство в виде

d

dt

[
A

2
(p2 + q2)− A

2
ω2
0(β

2
1 + β2

2)−
3

2
Aω2

0γ
2
3 − Lγ3

]
=

= a(pβ1 + qβ2)− D

2
p (|p|+ p)|γ2|.

Вводя новую переменную Δ = 1− γ3, представляющую собой отклонение
связки от номинального режима движения γ3 = 1, перепишем последнее со-
отношение в виде

dV (α3, β3,Δ, p, q)

dt
= 2a(pβ1 + qβ2)−Dp (|p|+ p)|γ2|,

где

V (α3, β3,Δ, p, q) = A(p2 + q2) + (3Aω2
0 + L)α2

3 + (4Aω2
0 + L)β2

3 + LΔ2.

Отсюда следует, что если учесть условие (22), то a = 0 и для функции
V (α3, β3,Δ, p, q) получаем следующее дифференциальное уравнение:

dV (α3, β3,Δ, p, q)

dt
= −Dω0p (|p|+ p)

√
α2
3 + β2

3 .(39)

Поскольку выбором q1z1 + q2z2 > 0 всегда можно обеспечить выполнение
неравенства L > 0, то функция V (α3, β3,Δ, p, q) является положительно опре-
деленной. Ее производная в силу (38) является знакопостоянной отрицатель-
ной. Из (39) следует, что указанная производная может обратиться в ноль в
следующих двух случаях:

1) p = 0, 2) α3 = β3 = 0.

Рассмотрим каждый из них и докажем от противного отсутствие соответ-
ствующих им ненулевых решений системы (38).

1. Случай p = 0.
Из (12) следует, что в этом случае ϑ = const = ϑ0, q = ψ̇ sinϑ0, r = ψ̇ cosϑ0

и (38) принимает вид
{
ω0β̇1 − (q + ω0β2)(r + ω0β3) = −3ω2

0γ2γ3 − LA−1γ2,

q̇ + ω0β̇2 + ω0β1(r + ω0β3) = 0.
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На основании (10) перепишем эту систему в углах ψ и ϑ = ϑ0:
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

sinϑ0(2ω0ψ̇ cosψ sinϑ0 − ψ̇2 cos ϑ0 +

+ ω2
0 cos

2 ψ cos ϑ0 + 3ω2
0 cos ϑ0 + LA−1) = 0,

sinϑ0(ψ̈ − ω2
0 sinψ cosψ) = 0.

(40)

В силу предположения (от противного) о существовании ненулевого решения
поделим первое из уравнений (40) на sinϑ0 cos ϑ0, второе уравнение — на
sinϑ0, а затем заменим второе уравнение этой системы на соответствующий
ему первый интеграл:

⎧⎨
⎩

ψ̇2 − 2ω0ψ̇ cosψ tan ϑ0 − ω2
0 cos

2 ψ − 3ω2
0 −

L

A cos ϑ0
= 0,

ψ̇2 + ω2
0 cos

2 ψ = C2 = const � 0.

(41)

Разрешив полученные уравнения относительно ψ̇, приходим к системе
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ψ̇ = ω0 cosψ tan ϑ0 ±
√

ω2
0

cos2 ψ

cos2 ϑ0
+ 3ω2

0 +
L

A cos ϑ0
,

ψ̇ = ±
√
C2 − ω2

0 cos
2 ψ.

(42)

Несложно проверить, что она является совместной тогда и только тогда, ко-
гда выполняется равенство

ω4
0

cos4 ψ

cos2 ϑ0
+ g0ω

2
0 cos

2 ψ +
1

4
(g0 − C2)

2 = 0,

все три слагаемых в котором неотрицательны. Следовательно, данное равен-
ство эквивалентно системе уравнений

cosψ = 0, g0 = C2.(43)

Проверим, является ли (43) решением системы (41). Предположив, что (43)
является решением, приходим к равенству C2 = 0, откуда следует, что g0 = 0.
Последнее равносильно равенству 3Aω2

0 cos ϑ0 + L = 0, которое совпадает со
вторым вариантом из (24) и соответствует нереализуемому наклонному поло-
жению равновесия связки. Полученное противоречие доказывает отсутствие
ненулевых решений в первом случае. Перейдем к рассмотрению второго воз-
можного случая.

2. Случай α3 = β3 = 0.
Этот случай, очевидно, равносилен γ3 = 1. С физической точки зрения

это означает, что ϑ = 0 и, следовательно, p = 0. Проверим, реализуются ли
равенства

p = 0, γ3 = 1(44)
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на нетривиальных решениях системы (41). Предположив, что равенства (44)
могут реализоваться на нетривиальных решениях, приходим к системе урав-
нений β̇1 = β2r, β̇2 = −β1r, откуда следует, что β1β̇1 + β2β̇2 = 0. Проинтегри-
ровав последнее равенство, получаем β2

1 + β2
2 = const. Поскольку β3 = 0, то

может реализоваться только случай β2
1 + β2

2 = 1. Отсутствие других решений
завершает рассмотрение случая 2. Таким образом, выполняются условия тео-
ремы Барбашина – Красовского [35] и положение равновесия ϑ = 0 является
асимптотически устойчивым. Теорема 1 доказана. Тем самым подтвержда-
ется возможность стабилизации номинального режима движения связки с
помощью предложенного управления.

Аналогичная гантелеобразная система двух заряженных ИСЗ рассматри-
валась в [36]. Однако, в [36] отсутствовал ток и вызванный им амперов мо-
мент, а идея изменения величин зарядов ИСЗ использовалась не для гене-
рации диссипативного момента, а лишь для изменения восстанавливающего
момента в рамках консервативной механической системы, допускающей инте-
грал энергии. Рассмотрение задачи велось в плоской постановке для изучения
колебаний в плоскости орбиты.

9. Результаты компьютерного моделирования

В процессе работы было предпринято компьютерное моделирование и вы-
полнена серия численных экспериментов. В данном разделе приводится при-
мер связки с “плохими” с точки зрения процесса стабилизации значениями
параметров, значительно отличающимися от тех, которые использовались в
примере 1.

Прим ер 2. Рассматривается связка с тросом длиной l = 200м и погонной
плотностью γ = 2 · 10−3 кг/м, с концевыми массами m1 = 29,4 кг, m2 = 30 кг,
имеющими значения z-координаты −100,5м и 99,5м соответственно. Центр
связки движется по орбите с радиусом R = 7 · 106 м. По тросу протекает ток
силой 1А. В работе системы стабилизации троса принимают участие следую-
щие заряды: постоянная часть положительного заряда на верхнем коллекторе
q20 = 5 · 10−5 Кл, постоянная часть отрицательного заряда на нижнем кол-
лекторе q10 = −5 · 10−5 Кл. В процессе работы системы стабилизации троса
заряд на нижнем коллекторе может возрастать по абсолютной величине. Для
предотвращения возможных нежелательных динамических эффектов такого
возрастания значение указанного заряда ограничивается в соответствии с вы-
шеописанным алгоритмом управления величиной q1min = −9 · 10−5 Кл. При
таком значении q1min минимальное значение натяжения троса, как показы-
вает проверка по формулам (3), остается положительным. Оно достигается
на нижнем конце троса и равно T1 = 0,01Н. Коэффициент d1 принимается
равным 0,01. В начальный момент времени трос был отклонен от местной
вертикали на угол 60◦ в плоскости (η, ζ) и отпущен без относительной угло-
вой скорости.

Результаты численного интегрирования представлены на рис. 6–9, где по
оси абсцисс на всех рисунках отложен безразмерный угол — аргумент ши-
роты u = ω0t. Основным параметром ориентации троса является направляю-
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Рис. 6. Процесс стабилизации троса.
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Рис. 7. Затухание угловой скорости (рад/с) троса.
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Рис. 8. Изменение заряда (Кл) на нижнем коллекторе.

щий косинус γ3, стремящийся к целевому значению γ3 = 1 (рис. 6). Из рис. 6
видно, что если выберем допустимое отклонение 0,2 для γ3, то с момента вре-
мени u = 7000 амплитуда колебаний связки будет находиться в допустимых
пределах и будет продолжать уменьшаться.
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Рис. 9. a – Гравитационный момент (Нм), б –aмперов момент (Нм), в – лорен-
цев момент (Нм), г – активный демпфирующий момент (Нм).
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Рис. 10. а – Неуправляемая дестабилизация вертикального положения троса,
б – неуправляемая дестабилизация угловой скорости (рад/с) троса.

Относительная угловая скорость (в рад/с) троса стремится к нулю (рис. 7).
Величины зарядов коллекторов варьируются в соответствии с законом

управления и уравнением (34). Изменение заряда q1 = −kq q̃2 + q10 на отри-
цательно заряженном коллекторе показано на рис. 8. Для ясности рисунка
график построен для небольшого диапазона изменения времени.

На рис. 9,а–9,г показаны графики изменения моментов, действующих на
ЭДТС.

Зам е ч а ни е 1. В данном примере с целью приближения к реальным
условиям значения масс m1 и m2 выбраны разными. Это приводит к тому,
что условие (22) не выполняется, строго вертикальное положение равнове-
сия троса отсутствует, а система стабилизации работает в условиях, когда
дестабилизирующий амперов момент можно рассматривать как постоянно
действующее возмущение.

Выполнено также моделирование динамики обычного тяжелого троса с
массами m1 и m2 на концах, но не несущего зарядов на коллекторах и, со-
ответственно, не управляемого. Значения прочих параметров и начальные
условия движения ЭДТС совпадают с теми, которые были выбраны в при-
мере 2. Дестабилизация такого троса показана на рис. 10.

10. Заключение

Рассмотрена задача угловой стабилизации ЭДТС в вертикальном поло-
жении троса. Аналитические исследования и компьютерное моделирование
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показали, что лоренцев момент, действующий на ЭДТС благодаря заряжен-
ным коллекторам на концах троса, существенно расширяет область устой-
чивости вертикального положения троса. Кроме того, показана возможность
генерировать управляющий момент диссипативного характера путем актив-
ного управления величиной заряда на нижнем коллекторе в соответствии с
условиями, определяемыми текущей ориентацией троса. Если при этом пара-
метры троса выбраны в соответствии с условиями, учитывающими влияние
возмущающих моментов, то достигается асимптотическая устойчивость ори-
ентации троса вдоль местной вертикали без необходимости выключения тока,
протекающего по тросу. Таким образом, предложенное устройство и метод
управления могут быть использованы для стабилизации космической тросо-
вой системы в околоземном пространстве с целью повышения эффективности
ее функционирования в процессе уборки космического мусора.
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Представлена модель динамического поведения на рынке Курно в клас-
се линейных функций спроса и издержек агентов. Агенты, наблюдая сло-
жившееся состояние рынка и учитывая текущие экономические ограни-
чения, в динамике от игры к игре уточняют объемы выпуска, делая шаги
в направлении текущего положения своей цели. Получены достаточные
условия на величины шагов, выбираемые агентами независимо друг от
друга, для сходимости динамики к статичному равновесию Курно–Нэша.
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1. Введение

Наблюдая текущее состояние рынка, агент может убедиться в том, что
его объемы выпуска продукции не являются оптимальными. К такому выво-
ду могут прийти не один, а несколько или сразу все, конкурирующие друг с
другом объемами выпуска, агенты. Естественно, что у каждого из них возни-
кает желание уточнить свой объем выпуска так, чтобы он был оптимальным
ответом на действия остальных агентов. Если это удастся сделать всем аген-
там, то при отсутствии кооперации на рынке выбранные объемы выпуска
будут равновесными, так как агенты не будут заинтересованы, чтобы в оди-
ночку изменить их (см., например, [1–4]). Агент принимает решение на основе
доступной ему информации. Поскольку в олигополии состояние рынка зави-
сит от действий всех агентов, то в условиях неполной информированности он
вынужден рефлексировать, т.е. предсказывать их действия.

Исследование моделей олигополии Курно с учетом неполноты информиро-
ванности агентов приводит к возникновению различных моделей рефлексии,
выявлению условий существования равновесия, его единственности и сходи-
мости к нему динамики.

Рефлексивное поведение в моделях олигополии с реакцией фирм по Курно
обсуждается при различных предпосылках. Динамика изучается в непрерыв-
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ном [5, 6] или дискретном времени [7–14]. Функции полных издержек аген-
тов предполагаются нелинейными [10–17] или линейными [9, 18, 19], функ-
ции спроса, предпочтительно, линейными. Особенности моделирования ди-
намики поведения по Курно с применением рефлексивных игр с различным
порядком (одновременным, последовательным, последовательно-групповым,
хаотичным) ходов игроков можно найти в [7, 18, 20, 21]. Возможности измене-
ния правил поведения или ранга рефлексии агентов обсуждается в [3–5, 13].
Исходная информация для развития динамики может быть представлена из-
вестными всем агентам функциями издержек или целевыми функциями кон-
курентов [12, 13], текущими действиями или состояниями конкурентов [3, 6,
10–15, 19], текущей рыночной ценой и эластичностью спроса [5, 9] и т.д.

Результаты исследований сходимости динамик представлены в различных
формах. В [5] они получены в виде функций предложения, приводящих к
равновесию с использованием динамических имитационных моделей в непре-
рывном времени. В [18] обсуждаются условия сходимости для процессов ре-
флексии с различным порядком ходов. В [8, 22–24] можно найти условия
сходимости, области притяжений, условия на величины шагов, обеспечиваю-
щих сходимость динамики коллективного поведения при предположениях,
что каждому агенту при продвижении к цели надо знать текущие действия
или состояния всех агентов. В [7, 10, 11] аналогичные условия рассмотрены
для других видов динамик. В [3, 4, 25] ставится задача определения равнове-
сий и управления поведением агентов с применением метода рефлексивных
разбиений, а в [13] для частного случая рефлексивного управления показа-
на возможность применения этого метода для управления рыночной ценой и
формулируются условия приведения рынка к равновесной цене. В [17] форму-
лируются условия равновесия Нэша для процесса последовательных реакций
при текущих ограничениях по мощности и конкурентоспособности агентов.
В [9] получены достаточные условия сходимости к равновесию модели коллек-
тивного поведения, с помощью которой агенты уточняют свои представления
о предельных издержках конкурентов. В [20, 21] дается анализ «хаотичных»
процессов поведения фирм с реакцией по Курно при динамическом взаимо-
действии. В [14–16, 18] условия сходимости динамик получены только для
случая дуополии.

Работы в этом направлении остаются актуальными ввиду значимости про-
блемы сближения теоретических моделей равновесий Нэша с эмпирическими
параметрами состояний реальных рынков олигополии.

В настоящей статье основное внимание уделяется анализу традиционных
моделей рефлексии; построению адекватного процесса рефлексии, учитываю-
щего недостатки традиционных; условиям и аналитическим оценкам сходи-
мости этого процесса. Во внимание принимаются такие экономические кате-
гории, как конкурентоспособность и убыточность агентов, а также начальное
состояние рынка.

Теоретической основой динамического процесса являются теория рефлек-
сивных игр и теория коллективного поведения. Их подходы дополняют друг
друга тем, что в условиях неполной информированности агентов и неадек-
ватности предсказаний действий конкурентов рефлексивные игры позволяют
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использовать процессы коллективного поведения и результаты размышлений
игроков, приводящие к равновесию [3, 4].

2. Базовая модель олигополии

Пусть i ∈ N = {1, . . . , n} — множество агентов, конкурирующих на рынке
объемами выпуска однородной продукции. Каждый агент продает произве-
денный им выпуск qi по единой рыночной цене p(Q), которая определяется
общим объемом выпуска Q =

∑
i∈N qi. Действия агентов направлены на мак-

симизацию собственной прибыли:

Πi(p(Q), qi) = p(Q)qi − φi(qi) → max
qi

, i ∈ N.(1)

Цена p(Q) и полные издержки фирм φi(qi) заданы линейными функциями

p(Q) = a− bQ, φi(qi) = ciqi + di, i ∈ N,(2)

где a, b — параметры спроса, ci, di — предельные и постоянные издержки
фирм.

Предпосылки базовой модели: 1) дискретность процесса; 2) однородность
продукции; 3) конкуренция объемами выпусков, весь выпуск реализуется;
4) единая рыночная цена; 5) произвольное число агентов на рынке; 6) линей-
ность функций спроса и полных затрат агентов, имеющих различные пре-
дельные издержки; 7) отсутствие ограничений мощности и коалиций; 8) ра-
циональное поведение агентов, направленное на максимизацию собственной
прибыли; 9) одновременный порядок ходов.

3. Анализ и постановка проблемы

Агенты вынуждены прибегать к рефлексии, если в базовой модели отсут-
ствует общее знание относительно множества агентов, множеств их допусти-
мых действий, параметров и целевых функций конкурентов. Традиционный
процесс пошаговой рефлексии предполагает, что агенты выбирают оптималь-
ный отклик в соответствии со своей функцией реакции.

Оптимальный отклик i-го агента находится из условия ∂Πi

/
∂qi = 0 с уче-

том (2)

qi =
hi −Q−i

2 + ∂Q−i

/
∂qi

(i ∈ N),(3)

где использованы обозначения:

hi =
a− ci

b
,(4)

Q−i =
∑
j 	=i

qj.(5)
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Согласно предположению Курно [26] относительно объемов выпуска каж-
дая фирма действует так, что не ожидает от своих конкурентов изменения
объемов выпуска, даже если сама сделает это. Формально его можно запи-
сать в виде условий равенства нулю предположительных вариаций [26, 27]
∂qj
∂qi

= 0, i 
= j; i, j ∈ N. Отсюда

∂Q−i

∂qi
= 0, i ∈ N.(6)

Если система условий (3)–(6) имеет решение, то состояние, в которое при-
ходит рынок, когда агенты выбирают в качестве своей стратегии это решение,
называется равновесием Курно [26]. Для базовой модели олигополии это со-
стояние является равновесием Нэша [28].

Тогда из (3) и (6) имеем выражение для оптимального отклика (см., на-
пример, [18])

qi =
hi −Q−i

2
.(7)

Преобразуем (1) с учетом (2) к виду Πi = b(hi −Q−i − qi)qi − di. При ожи-
даниях hi −Q−i > 0 агент выбирает положительный выпуск, который опре-
деляется выражением (7). При ожиданиях hi −Q−i ≤ 0 положительный вы-
пуск дает отрицательную валовую прибыль (т.е. прибыль без учета постоян-
ных издержек di) и, чтобы минимизировать потери, агент выбирает нулевой
выпуск.

Рекуррентные соотношения соответствующей многошаговой рефлексив-
ной игры, предложенной в [18], имеют вид:

1. Каждый из агентов независимо от других, используя наблюдаемые вы-
пуски каждого агента qti и полагая, что в текущем (t+ 1)-м моменте вре-
мени все остальные агенты выберут те же действия, как и в предыдущем
t-м моменте, на основе (7) рассчитывает свой текущий оптимальный выпуск
(оптимальный отклик на действия конкурентов) xti по формуле

xti =
1

2
(hi −Qt

−i).(8)

Здесь i ∈ N , t = 0, 1, 2, . . . — моменты времени (периоды, номера партий
или сеансы игры и пр.). Начальный вектор выпусков q0 = (q01 , . . . , q

0
n) счита-

ется заданным. Остальные правила игры определяются условиями базовой
модели олигополии 1)–9) в разделе 2.

2. Каждый агент изменяет свой выпуск за предыдущий t-й момент времени
по формуле

qt+1
i =

{
xti, xti > 0;

0, xti ≤ 0
(i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .).(9)

Затем процесс повторяется с п.1.
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Условно процесс (8)–(9) определим как вариант 1 рефлексивной игры.
Достоинства такого процесса: целевая направленность, агент в каждый

момент выбирает наилучший ответ, экономическая содержательность про-
цесса, выраженная в том, что гарантируются неотрицательный текущий вы-
пуск (конкурентоспособность) и неотрицательная текущая валовая прибыль
агентов.

Недостатки процесса: плохо поддается аналитическому исследованию схо-
димость процесса в зависимости от параметров и начального состояния рын-
ка, поэтому как основной используется метод численного моделирования;
численными экспериментами показано [18], что «при числе фирм не больше
двух процесс сходится, иначе расходится»; текущая цена товара может быть
ниже предельных издержек, что приводит к убыткам агента и ставит под
сомнение целесообразность продолжения его участия в процессе. Возможна
отрицательная текущая цена. Имеется возможность зацикливания процесса,
препятствующего достижению агентами равновесия, что иллюстрируется на
следующем простом примере. Здесь и далее верхним индексом “(c)” обозна-
чим показатели в статическом равновесии Курно–Нэша для базовой модели.

Прим ер 1. Пусть q0 = (0, . . . , 0). Тогда по (8) и (9) получим q1i = hi
2 и

hi −Q1
−i = hi − 1

2

∑
j 	=i hj . Пусть также все агенты имеют одинаковые пре-

дельные издержки, ci = c, i ∈ N. Тогда hi = h и hi −Q1
−i =

(3−n)h
2 . При n = 3

имеем hi −Q1
−i = 0, при n > 3 имеем hi −Q1

−i < 0 для i ∈ N и q2 = (0, . . . , 0).

Процесс вернулся в исходное состояние, очевидно, что q0 = (0, . . . , 0) = q2 =
= q4 = . . . и q1 =

(
h
2 , . . . ,

h
2

)
= q3 = q5 = . . . . При этом статичное равновесие

q(c) = a−c
(1+n)b = h

1+n , как решение (3)–(6) не достигается. Зацикливание так-
же может иметь место, если взять начальный вектор с малыми компонен-
тами. Пусть q0 = (ε, . . . , ε). Тогда q1i = hi−(n−1)ε

2 и hi −Q1
−i = hi − 1

2

∑
j 	=i hj+

+ (n−1)2ε
2 . Для случая одинаковых предельных издержек всех агентов 2x1i =

= hi −Q1
−i =

(3−n)h
2 + (n−1)2ε

2 . Так, при n > 3 зацикливание будет, если x1i ≤ 0,

т.е. ε ≤ (n−3)h
(n−1)2 . При n = 2 и нулевом начальном векторе агентов с различными

предельными издержками имеем

q1i =
hi
2
, q21 = x11 =

1

2

(
h1 − h2

2

)
=

3

4
q
(c)
1 , q22 = x12 =

1

2

(
h2 − h1

2

)
=

3

4
q
(c)
2 ,

q31 = x21 =
1

2

(
h1 − q22

)
=

1

2

(
h1 − h2

2
+

h1
4

)
=

1

2

(
3

2
q
(c)
1 +

h1
4

)
=

1

8
h1 +

3

4
q
(c)
1 ,

q32 = x22 =
1

2

(
h2 − q21

)
=

1

8
h2 +

3

4
q
(c)
2 и т.д.

Зацикливания не происходит. Здесь использовано, что q
(c)
1 = 1

3b (a− 2c1 + c2)

и q
(c)
2 = 1

3b(a+ c1 − 2c2) есть решение (3)–(6) при n = 2.

Для аналитического исследования динамики рефлексии нередко применя-
ются технически более удобные рекуррентные соотношения, когда вместо (9)
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используется следующая формула (вариант 2 рефлексивной игры)

qt+1
i = xti (i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .).(10)

Как отмечается в [18], тогда «имеют место адаптивные ожидания, кото-
рые нерациональны в том смысле, что выпуск конкурентов на текущем шаге
изменяется и, в общем, не соответствует ожиданиям. В этом случае фирма не
попадает на свою функцию реакции». Также для такого процесса не гаранти-
руются текущие неотрицательные выпуски, положительная валовая прибыль
агентов, положительная цена товара.

Хотя факт того, что процессы (8), (9) и (8), (10) сходятся или расходятся
одновременно, формально не доказан, но численным моделированием для
(8), (9) и аналитически для (8), (10) показывается [18], что при n = 2 как тот,
так и другой варианты процесса сходятся при любых начальных условиях, а
при n > 2 расходятся.

С учетом достоинств и недостатков рассмотренных традиционных схем
пошаговой рефлексии, в настоящей статье предложены их модификации, ко-
торые представлены в следующем разделе.

4. Адаптивная динамика в модели олигополии Курно

Отсутствие сходимости является основным недостатком рассмотренных
традиционных схем пошаговой рефлексии. Поэтому авторами предложены их
модификации, в основу которых положена адаптивная динамика движения
агентов к цели.

Рассмотрим динамический процесс (вариант 3), в котором в каждый мо-
мент каждый из агентов рассчитывает свое текущее положение цели и изме-
няет свое состояние в направлении текущего положения цели:

1. Каждый из агентов независимо от других, используя наблюдаемые вы-
пуски каждого агента qti и полагая что в текущем (t+ 1)-м моменте време-
ни все остальные агенты выберут те же действия, как и в предыдущем t-м
моменте, рассчитывает свой текущий оптимальный выпуск xti по прежней
формуле (8).

Начальный вектор выпусков q0 также считается заданным, а остальные
правила игры определяются условиями 1)–9) в разделе 2.

2. Каждый агент изменяет свой выпуск за предыдущий t-й момент време-
ни, делая от него шаг по направлению к текущему оптимальному выпуску xti
по формуле

qt+1
i =

{
qti + γt+1

i (xti − qti), xti > 0;

0, xti ≤ 0.
(11)

Здесь: i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .; γt+1
i ∈ [0; 1] — параметры, определяющие величи-

ны шагов. Условия (11) гарантируют, что выпуск qt+1
i и валовая прибыль

агента не могут быть отрицательными.
Затем процесс повторяется с п.1.
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Если (11) заменить на формулу

qt+1
i = qti + γt+1

i (xti − qti) (i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .),(12)

то получим соответствующий варианту 2 аналог рефлексивной игры. Назо-
вем его вариант 4. Он характерен для таких процессов, когда агенты имити-
руют автоматы, формально выполняя выбор действий, невзирая на возмож-
ные текущие отрицательные выпуски, отрицательные цены и убытки. Хотя,
в конечном счете, процесс может быть сходящимся [9, 19]. В теории коллек-
тивного поведения (12) описывает динамику выбора решений, основанного
на аксиоме индикаторного поведения [4, 23, 24].
Примечание: варианты 1 и 2 процессов можно рассматривать как частные

случаи вариантов 3 и 4 соответственно при γt+1
i ≡ 1; в последних же допус-

кается «неполный» щаг.

5. Результаты и обсуждение

Аналитическое исследование варианта 3 рефлексивной игры (динамиче-
ского процесса (8), (11)) представляет не меньшую сложность, чем вариан-
та 1, для которого основным является метод численного моделирования. Оно
также существенно сложнее, чем для варианта 4 (процесса (8), (12)).

Поэтому основная идея статьи состоит в том, чтобы найти условия схо-
димости для процесса (8), (12), в котором в отличие от процесса (8), (11)
агенты не обнуляют свой выпуск, если xti ≤ 0. Затем обобщить полученные
результаты на динамику (8), (11).

Введем в рассмотрение функции-индикаторы [29, с. 49], характеризующие
отклонения текущих выпусков от текущих оптимумов, вида αt

i = 2(xti − qti).
Присутствие коэффициента «2» объясняется последующими удобствами. Ис-
пользуя (11), а также то, что по (7) hi = Q(c) + q

(c)
i , имеем

αt
i = Q(c) + q

(c)
i −Qt − qti .(13)

Равенство нулю отдельных αt
i еще не означает, что агенты достигли рав-

новесия. В равновесии все αt
i равны нулю и из соответствующей однородной

системы уравнений (13) находится, что qti = q
(c)
i . Ниже будет показана важ-

ная роль, которую играет также выражение max
i,j∈N

{
αt
i − αt

j

}
в исследовании

и доказательстве сходимости процессов.
В Приложении приводятся доказательства следующих утверждений.

Утв е ржд е ни е 1. Если для процесса (8), (12) в последовательности{
αt
i, i ∈ N

}
имеются не только положительные члены, то

max
i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< max

i,j∈N
{
αt
i − αt

j

}
.

Утв е ржд е ни е 2. Если для процесса (8), (12) в последовательно-
сти

{
αt
i, i ∈ N

}
имеются не только положительные члены, то при
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γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

]
в последовательности

{
αt+1
i , i ∈ N

}
есть члены с разными

знаками.

Утв е ржд е ни е 3. Если в последовательности
{
α0
i , i ∈ N

}
имеются не

только положительные члены, то при γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

]
(t = 0, 1, 2, . . .) про-

цесс (8), (12) сходится.

Следующее утверждение также связано с начальными условиями процесса
(8), (12), когда в

{
α0
i , i ∈ N

}
все члены: а) положительны, б) меньше или

равны нулю.

Утв е ржд е ни е 4. Пусть γ1i ∈
(
0; 2

1+n

)
(i ∈ N). Тогда справедливы нера-

венства: а) 0 < Q(c) −Q1 < Q(c) −Q0, если α0
i > 0 (i ∈ N); б) 0 < Q1 −Q(c) <

< Q0 −Q(c), если α0
i ≤ 0 (i ∈ N).

Примечания. 1. Если α0
i = 0 (∀i ∈ N), то исходное состояние уже является

равновесным. 2. Утверждение 4 имеет место также для любого момента вре-
мени t, если в

{
αt
i, i ∈ N

}
все αt

i > 0 или все αt
i ≤ 0. 3) Неравенства можно

записать одним неравенством
∣∣Q(c) −Q1

∣∣ < ∣∣Q(c) −Q0
∣∣.

Основной результат работы для процесса (8), (12) сформулирован в сле-
дующем утверждении.

Утв е ржд е ни е 5. При γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

)
(i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .) процесс

(8), (12) сходится при любых начальных выпусках агентов
{
q0i , i ∈ N

}
.

Следующий основной результат работы относится к процессу (8), (11), в
котором агенты обнуляют свой выпуск при xti ≤ 0.

Утв е ржд е ни е 6. При γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

)
(i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .) процесс

(8), (11) сходится при любых начальных выпусках агентов
{
q0i , i ∈ N

}
.

Доказательство утверждения 6, формулировки и доказательства вспо-
могательных утверждений П.1–П.5 приведены в Приложении. Результаты,
сформулированные в виде вспомогательных утверждений, используются при
доказательстве основного утверждения 6 и отчасти повторяют результаты
утверждений 1–4, но вместе с тем их доказательства имеют отличия в виду
специфики процесса (8), (11). Ниже показан пример этого процесса.

Прим ер 2. Исходные данные: на рынке с параметрами a = 100, b = 0,1
присутствуют три агента с предельными издержками c1 = 10, c2 = 20, c3 = 40
соответственно. По (4) имеем h = (900, 800, 600). В табл. 1 и табл. 2 представ-
лены начальный и завершающий фрагменты процесса.

Согласно (12) на 1-й итерации q2 = q3 = 0, поскольку на 0-й x2 = 0, x3 < 0;
а на 2-й, 3-й и 7-й итерациях q3 = 0, поскольку на 1-й, 2-й и 6-й итерациях
x3 < 0. В этих случаях параметр γ не используется и поэтому его значения
в таблице отсутствуют. Чтобы получить сходящийся процесс, значения па-
раметра γ для n = 3 выбраны в диапазоне (0; 0,5). Начиная с 1-й итерации
max
i,j∈N

{
αt
i − αt

j

}
монотонно убывает по t, поскольку αt

1, α
t
2, α

t
3 не одного знака
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Таблица 1. Начальные итерации процесса (8), (11) для трех агентов

Текущие
выпуски
агентов

Текущие
цели
агентов

Значения
функций-
индикаторов

Параметры
шагов

И
те
ра
ци
я

t q1 q2 q3 x1 x2 x3 α1 α2 α3 γ1 γ2 γ3 m
a
x
{α

i
−
α
j
}

0 750,0 100, 50,0 375,0 0,0 −125,0 −750,0 −200,0 −350,0 550,0
1 675,0 0,0 0,0 450,0 62,5 −37,5 −450,0 125,0 −75,0 0,2 575,0
2 585,0 25,0 0,0 437,5 107,5 −5,0 −295,0 165,0 −10,0 0,4 0,4 460,0
3 548,1 49,8 0,0 425,1 125,9 1,1 −246,0 152,4 2,1 0,25 0,3 0,25 398,4
4 517,4 72,6 0,3 413,5 141,2 5,0 −207,7 137,1 9,4 0,25 0,3 0,3 344,8
5 501,8 86,3 1,3 406,2 148,5 5,9 −191,2 124,3 9,4 0,15 0,2 0,2 315,5
6 492,2 114,3 1,3 392,2 153,3 −3,3 −200,0 77,9 −9,0 0,1 0,45 278,0
7 452,2 122,1 0,0 389,0 173,9 12,8 −126,6 103,6 25,7 0,4 0,2 0,35 230,2
8 426,9 142,8 5,1 376,0 184,0 15,1 −101,8 82,3 20,0 0,4 0,4 0,4 184,1
9 406,6 161,3 9,1 364,8 192,1 16,1 −83,6 61,6 13,8 0,4 0,45 0,4 145,2

Таблица 2. Завершающие итерации сходящегося процесса (8), (11) для трех агентов

Текущие
выпуски
агентов

Текущие
цели
агентов

Значения
функций-
индикаторов

Параметры
шагов

И
те
ра
ци
я

t q1 q2 q3 x1 x2 x3 α1 α2 α3 γ1 γ2 γ3 m
a
x
{α

i
−
α
j
}

23 329,8 221,6 23,7 327,3 223,3 24,3 −4,9 3,3 1,2 0,25 0,35 0,2 8,2
24 329,1 222,1 24,0 327,0 223,4 24,4 −4,4 2,7 0,8 0,25 0,3 0,4 7,1
25 328,3 222,7 24,1 326,6 223,8 24,5 −3,3 2,2 0,9 0,4 0,48 0,2 5,5
26 327,9 223,1 24,2 326,3 224,0 24,5 −3,0 1,8 0,6 0,25 0,3 0,4 4,8
27 327,5 223,4 24,3 326,1 224,1 24,5 −2,7 1,3 0,5 0,25 0,4 0,3 4,1
28 327,1 223,6 24,4 326,0 224,2 24,6 −2,3 1,2 0,5 0,25 0,3 0,2 3,5
29 326,6 223,9 24,5 325,8 224,5 24,7 −1,6 1,2 0,6 0,45 0,4 0,4 2,8
30 326,4 224,0 24,5 325,7 224,5 24,8 −1,4 1,1 0,5 0,25 0,2 0,25 2,4
31 326,1 224,2 24,6 325,6 224,6 24,8 −1,1 0,8 0,4 0,45 0,4 0,4 1,9
32 326,0 224,3 24,7 325,5 224,7 24,9 −0,9 0,8 0,4 0,25 0,2 0,22 1,7

для каждого t ≥ 1. Процесс сходится к q(c) = (325, 225, 25), как показано в
табл. 2. Критерий останова процесса в примере

∣∣∣q(c)i − qti

∣∣∣ ≤ 1.

6. Заключение

Проведено исследование процессов рефлексивного поведения в традици-
онной теоретико-игровой модели конкурентного рынка Курно в классе ли-
нейных функций спроса и издержек агентов. Получены следующие основные
результаты:

— предложен адаптивный процесс рефлексивного коллективного поведе-
ния, учитывающий текущую информированность и экономические ограни-
чения агентов, обобщающий традиционные процессы рефлексии в условиях
неполного знания;
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— представлены аналитические исследования процесса. Получены доста-
точные условия на выбор агентами независимо друг от друга величин те-
кущих шагов для сходимости в дискретном времени процесса к статичному
равновесию Курно–Нэша. Доказаны соответствующие утверждения.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. По (8) xti − qti =
1
2(hi −Qt − qti)

и по (7) hi = Q(c) + q
(c)
i . С учетом (13) xti − qti =

αt
i
2 . Тогда перепишем (12) в

виде

qt+1
i = qti +

γt+1
i

2
αt
i.(Π.1)

Из (13) и (П.1) имеем

αt+1
i =

(
1− γt+1

i

2

)
αt
i +Qt −Qt+1.(Π.2)

Тогда

αt+1
i − αt+1

j =

(
1− γt+1

i

2

)
αt
i −
(
1− γt+1

j

2

)
αt
j.(Π.3)

Обозначим αt+1
M t+1 = max

i

{
αt+1
i , i ∈ N

}
и αt+1

mt+1 = min
i

{
αt+1
i , i ∈ N

}
. То-

гда по (П.3)

αt+1
M t+1 − αt+1

mt+1 =

(
1− γt+1

M t+1

2

)
αt
M t+1 −

(
1− γt+1

mt+1

2

)
αt
mt+1 .

Но αt
M t+1 ≤ αt

M t > 0 и 0 ≥ αt
mt ≤ αt

mt+1 . Поэтому

max
i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
= αt+1

M t+1 − αt+1
mt+1 < αt

M t − αt
mt = max

i,j∈N
{
αt
i − αt

j

}
.

Что и требовалось доказать.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Для процесса (8), (12) из (П.1)

имеем

Qt+1 = Qt +
∑
j∈N

γt+1
j

2
αt
j.(Π.4)

Соответственно, (П.2) представимо в виде

αt+1
i =

(
1− γt+1

i

2

)
αt
i −
∑
j∈N

γt+1
j

2
αt
j .(Π.5)
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Из (П.5) получаем, что

αt+1
mt <

(
1− γt+1

mt

2

)
αt
mt − αt

mt

∑
j∈N

γt+1
j

2
= αt

mt

⎛
⎝1−

∑
j∈N

γt+1
j

2
− γt+1

mt

2

⎞
⎠ .

По условию αt
mt ≤ 0, и если 1−∑j∈N

γt+1
j

2 − γt+1

mt

2 ≥ 0, то αt+1
mt < 0, т.е. в по-

следовательности
{
αt+1
i , i ∈ N

}
есть отрицательный член.

С другой стороны, также по (П.5) имеем, что

αt+1
M t >

(
1− γt+1

M t

2

)
αt
M t − αt

M t

∑
j∈N

γt+1
j

2
= αt

M t

⎛
⎝1−

∑
j∈N

γt+1
j

2
− γt+1

M t

2

⎞
⎠ .

По предположению αt
M t > 0, и если 1−∑j∈N

γt+1
j

2 − γt+1

Mt

2 > 0, то αt+1
M t > 0, т.е.

в последовательности
{
αt+1
i , i ∈ N

}
есть положительный член.

Таким образом, если для каждого агента выбор параметра ограничить
диапазоном

(
0; 2

1+n

]
, то в последовательности

{
αt+1
i , i ∈ N

}
будут члены с

разными знаками.
Утверждение доказано.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 3. Согласно утверждению 2 для

каждого t > 0 в последовательности
{
αt
i, i ∈ N

}
будут члены с разными зна-

ками. Тогда по утверждению 1 имеем

max
i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< max

i,j∈N
{
αt
i − αt

j

}
<

< max
i,j∈N

{
αt−1
i − αt−1

j

}
< . . . < max

i,j∈N
{
α0
i − α0

j

}
.

Таким образом, max
i,j∈N

{
αt
i − αt

j

}
→ 0 при t → ∞. Поскольку знаки αt

mt
и αt

Mt

не совпадают, если αt
mt


= 0, то αt
i → 0 при t → ∞ и Qt → Q(c), qti → q

(c)
i .

Утверждение 3 доказано.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 4. По (П.5) и (13) имеем

(n+ 1)
(
Q(c) −Q1

)
=
∑
j∈N

α1
j =

=
∑
j∈N

(
1− 1 + n

2
γ1j

)
α0
j < max

i∈N

{
1− 1 + n

2
γ1i

}∑
j∈N

α0
j =

= max
i∈N

{
1− 1 + n

2
γ1i

}
(n+ 1)

(
Q(c) −Q0

)
.

Из условия 0 < max
i∈N

{
1− 1+n

2 γ1i
}
< 1 следует первая часть доказываемого

утверждения. Аналогичным образом доказывается его вторая часть.
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Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 5. Возможны 3 сценария нача-
ла и развития процесса (8), (12). Первый сценарий: в последовательности{
α0
i , i ∈ N

}
не только положительные члены, есть и другие (отрицательные

и/или нулевые члены). Такой процесс сходится согласно утверждению 3. Вто-
рой сценарий: процесс начинается с последовательности, в которой все α0

i > 0
или все α0

i < 0, и в какой-то момент времени появится последовательность с
членами разных знаков. Тогда в силу утверждения 2 все последующие по-
следовательности будут с членами разных знаков и опять в силу утвержде-
ния 3 процесс сходится. Третий сценарий: процесс начинается с последова-
тельности, в которой все α0

i > 0 или все α0
i < 0, и знаки всех членов после-

довательностей не меняются в течение всего процесса. Тогда согласно утвер-
ждению 4 (см. примечание) для каждого t > 1

∣∣Q(c) −Q0
∣∣ > ∣∣Q(c) −Q1

∣∣ > . . .

. . . >
∣∣Q(c) −Qt

∣∣ > ∣∣Q(c) −Qt+1
∣∣ и Qt → Q(c). По (П.2) αt

i → 0, а по (13)
qti → q

(c)
i (i ∈ N). Процесс (8), (12) сходится к истинному равновесию.

Утверждение 5 доказано.
Примечание. Если αt

i > 0 или αt
i < 0 (∀i ∈ N), то в (t+ 1)-й момент знаки

всех членов не могут измениться на противоположные. Так, если αt
1 > 0, то

в условиях утверждения 5 на выбор параметров γ, как показано в ходе дока-
зательства утверждения 2, αt+1

M t > 0. Аналогично, если αt
i < 0, то αt+1

mt < 0.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 6. Доказательство начнем с вве-
дения новых обозначений и соотношений, затем докажем вспомогательные
утверждения и их следствия, опираясь на которые завершим доказательство
утверждения 6.

Обозначим: N t
1 = {i∣∣xti > 0, i∈N}, N t

2 = {i∣∣xti ≤ 0, i∈N}. Тогда N t
1∩N t

2 =⊗
и N t

1 ∪N t
2 = N.

С учетом введенных обозначений и (13) запишем (11) как

qt+1
i =

⎧⎨
⎩

qti +
γt+1
i

2
αt
i, i ∈ N t

1;

0, i ∈ N t
2.

(Π.6)

Далее имеем:

Qt+1 = Qt +
∑
j∈Nt

1

γt+1
j

2
αt
j −

∑
j∈Nt

2

qtj;(Π.7)

Q(c)+ q
(c)
i −Qt+1− qt+1

i =Q(c)+ q
(c)
i −Qt− qti −

γt+1
i

2
αt
i−Qt+1+Qt, i∈N t

1;

αt+1
i =

(
1− γt+1

i

2

)
αt
i −Qt+1 +Qt =

=

(
1− γt+1

i

2

)
αt
i −
∑
j∈Nt

1

γt+1
j

2
αt
j +

∑
j∈Nt

2

qtj, i ∈ N t
1;

(Π.8)

Q(c) + q
(c)
i −Qt+1 − qt+1

i = Q(c) + q
(c)
i −Qt − qti + qti −Qt+1 +Qt, i ∈ N t

2;
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αt+1
i = αt

i + qti −Qt+1 +Qt = αt
i + qti −

∑
j∈Nt

1

γt+1
j

2
αt
j +

∑
j∈Nt

2

qtj, i ∈ N t
2.(Π.9)

Результат, полученный в утверждении П.1, повторяет результат утвержде-
ния 1 для процесса (8), (12), однако его доказательство усложняется с введе-
нием множеств N t

1 и N t
2.

Утв е ржд е ни е П.1. Если для процесса (8), (11) в последователь-
ности

{
αt
i, i ∈ N

}
имеются не только положительные члены, то

max
i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< max

i,j∈N

{
αt
i − αt

j

}
.

Дока з а т е л ь с т в о. Возможно 4 случая для агентов i и j, на которых
достигается max

i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
:

1) i, j ∈ N t
1;

2) i ∈ N t
1, j ∈ N t

2;

3) i ∈ N t
2, j ∈ N t

1;

4) i, j ∈ N t
2.

Рассмотрим первый случай. Пусть i, j ∈ N t
1. Обозначим αt+1

M t+1
1

=

= max
i

{
αt+1
i , i∈N t

1

}
и αt+1

mt+1
1

= min
i

{
αt+1
i , i∈N t

1

}
. По (П.8) αt+1

M t+1
1

− αt+1
mt+1

1

=

=

(
1−

γt+1

Mt+1
1
2

)
αt
M t+1

1

−
(
1−

γt+1

mt+1
1
2

)
αt
mt+1

1

. Но αt
M t+1

1

≤ αt
M t > 0 и αt

mt+1
1

≥
≥ αt

mt ≤ 0. Поэтому

max
i,j∈Nt

1

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< αt

M t+1
1

− αt
mt < αt

M t − αt
mt = max

i,j∈N
{
αt
i − αt

j

}
.(Π.10)

Рассмотрим второй случай, когда i ∈ N t
1, j ∈ N t

2. По (П.8) и (П.9)

имеем, что αt+1
i − αt+1

j =
(
1− γt+1

i
2

)
αt
i − (αt

j + qtj). Или αt+1
M t+1

1

− αt+1
mt+1

2

=

=

(
1−

γt+1

M
t+1
1
2

)
αt
M t+1

1

−
(
αt
mt+1

2

+ qt
mt+1

2

)
. Здесь αt+1

mt+1
2

= min
i

{
αt+1
i , i ∈ N t

2

}
и

αt
M t+1

1

≤ αt
M t > 0. Тогда

max
i∈Nt

1,j∈Nt
2

{
αt+1
i −αt+1

j

}
<αt

M t −αt
mt+1

2
≤αt

M t −αt
mt = max

i,j∈N
{
αt
i−αt

j

}
.(Π.11)

Рассмотрим следующий случай, когда i ∈ N t
2, j ∈ N t

1. По (П.8) и (П.9)

αt+1
i −αt+1

j = (αt
i+ qti)−

(
1− γt+1

j

2

)
αt
j и, используя, что αt

i+ qti <αt
M t , имеем

αt+1
M t+1

2

− αt+1
mt+1

1

=
(
αt
M t+1

2
+ qt

M t+1
2

)
−
⎛
⎝1−

γt+1
mt+1

1

2

⎞
⎠αt

mt+1
1

<
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< αt
M t −

⎛
⎝1−

γt+1
mt+1

1

2

⎞
⎠αt

mt < αt
M t − αt

mt = max
i,j∈N

{
αt
i − αt

j

}
.

Пусть теперь i, j ∈ N t
2. Тогда по (П.9) αt+1

i − αt+1
j = (αt

i + qti)− (αt
j + qtj).

Поскольку αt
i + qti = 2xti − qti ≤ 0, а αt

M t
1
> 0, то max

i,j∈Nt
2

{
αt+1
i − αt+1

j

}
<

< max
i∈Nt

1,j∈Nt
2

{
αt+1
i − αt+1

j

}
. Далее доказываемое следует из (П.11).

Обобщая рассмотренные случаи, имеем, что

max
i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
= max

{
max
i,j∈Nt

1

{
αt+1
i − αt+1

j

}
, max
i∈Nt

1,j∈Nt
2

{
αt+1
i − αt+1

j

}
,

max
i∈Nt

2,j∈Nt
1

{
αt+1
i − αt+1

j

}
, max
i,j∈Nt

2

{
αt+1
i − αt+1

j

}
⎫⎪⎬
⎪⎭ < max

i,j∈N
{
αt
i − αt

j

}
.

Утверждение П.1. доказано.
Следующие два утверждения П.2 и П.3 для процесса (8), (11) отчасти

повторяют утверждение 2 для процесса (8), (12).

Утв е ржд е ни е П.2. Если для процесса (8), (11) в последовательно-
сти

{
αt
i, i ∈ N

}
есть положительные члены, то при γt+1

i ∈
(
0; 2

1+n

]
в{

αt+1
i , i ∈ N

}
также есть положительные члены.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я П.2. Имеем αt
M t > 0 и M t ∈ N t

1.

По (П.5) αt+1
M t >

(
1− γt+1

Mt

2

)
αt
M t − αt

M t

∑
j∈Nt

1

γt+1
j

2 = αt
M t

(
1− γt+1

Mt

2 − ∑
j∈Nt

1

γt+1
j

2

)
.

Если γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

]
, то 1− γt+1

Mt

2 − ∑
j∈Nt

1

γt+1
j

2 > 0 и αt+1
M t > 0. Что доказывает

утверждение.
Из доказанного утверждения П.2 вытекает следствие, которое может быть

полезным при исследовании хода процесса и его сходимости.
Следствие. Если для процесса (8), (11) в последовательности {αt

i, i∈N}
есть положительные члены, то при γt+1

i ∈
(
0; 2

1+n

]
в
{
αt+1
i , i ∈ N

}
не мо-

гут быть только отрицательные и нулевые члены.
Другими словами, могут быть только a) положительные члены, б) поло-

жительные и нулевые, в) члены с разными знаками и нулевые члены.

Утв е ржд е ни е П.3. Если для процесса (8), (11) в последовательности{
αt
i, i ∈ N

}
есть отрицательные или нулевые члены и N t

1 = N, то при

γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

]
в
{
αt+1
i , i ∈ N

}
есть отрицательные члены.
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Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я П.3. Из (П.8) получаем, что αt+1
mt <

<

(
1− γt+1

mt

2

)
αt
mt − αt

mt

∑
j∈N

γt+1
j

2 = αt
mt

(
1−∑j∈N

γt+1
j

2 − γt+1

mt

2

)
. По усло-

вию αt
mt ≤ 0, и если 1−∑j∈N

γt+1
j

2 − γt+1

mt

2 ≥ 0, то αt+1
mt < 0, т.е. в после-

довательности
{
αt+1
i , i ∈ N

}
есть отрицательный член. Утверждение П.3

доказано.
Из утверждения П.3 вытекает следствие.
Следствие. Если для процесса (8), (11) в последовательности {αt

i, i∈N}
нет положительных членов и N t

1 =N, то при γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

]
в {αt+1

i , i∈N}
не могут быть только положительные и нулевые члены.

Другими словами, могут быть только a) отрицательные члены, б) отрица-
тельные и нулевые, в) члены с разными знаками и нулевые члены.

Для процесса (8), (11) докажем утверждение, аналогичное утверждению 4
для процесса (8), (12)

Утв е ржд е ни е П.4. Пусть γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

)
(i ∈ N). Тогда справедливы

неравенства: а) 0 < Q(c)−Qt+1 < Q(c)−Qt, если αt
i > 0 (∀i ∈ N); б) 0 < Qt+1−

−Q(c) < Qt −Q(c), если αt
i ≤ 0, αt+1

i ≤ 0 (∀i ∈ N).

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я П.4. Первая часть утверждения
доказывается так же, как для утверждения 4, и поэтому здесь приводить не
будем. Докажем его вторую часть. Исключая равновесие, допускаем, что в{
αt
i

}
и
{
αt+1
i

}
есть хотя бы один отрицательный член. Также случай, когда

N t
2 пусто, доказан в утверждении 4. Пусть N t

2 не пусто.
Суммируя по индексу i формулы (П.8) и (П.9), с учетом (13) имеем

(1+n)
(
Q(c)−Qt+1

)
=
∑
j∈N

αt+1
j =

∑
j∈Nt

1

(
1− 1+n

2 γt+1
j

)
αt
j+

∑
j∈Nt

2

αt
j+(1+n)

∑
j∈Nt

2

qtj.

Тогда 0 < (1 + n)
(
Qt+1 −Q(c)

)
=
∑
j∈N

(
−αt+1

j

)
<
∑

j∈Nt
1

(
1− 1+n

2 γt+1
j

)(
−αt

j

)
+

+
∑

j∈Nt
2

(
−αt

j

)
< max

i∈Nt
1

{
1− 1+n

2 γt+1
i

} ∑
j∈Nt

1

(
−αt

j

)
+
∑

j∈Nt
2

(
−αt

j

)
≤ ∑

j∈N

(
−αt

j

)
=

= (n+1)
(
Qt−Q(c)

)
. Использовано, что по условию 0<max

i∈N
{
1− 1+n

2 γt+1
i

}
< 1.

Утверждение П.4. доказано.
Приведем еще одно вспомогательное утверждение, связанное со сменой

знаков при переходе процесса (8), (11) из t-го в (t+ 1)-й момент времени.

Утв е ржд е ни е П.5. Если в процессе (8), (11) a) некоторый отрица-
тельный член последовательности

{
αt
i, i ∈ N

}
в
{
αt+1
i , i ∈ N

}
станет поло-

жительным, то все положительные члены
{
αt
i, i ∈ N

}
сохранят свои зна-

ки в
{
αt+1
i , i ∈ N

}
; б) некоторый положительный член последовательности{

αt
i, i ∈ N

}
в
{
αt+1
i , i ∈ N

}
станет отрицательным, то все отрицатель-

ные члены
{
αt
i, i ∈ N

}
сохранят свои знаки в

{
αt+1
i , i ∈ N

}
.
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Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я П.5. Докажем часть a) утвержде-
ния. Пусть k — индекс отрицательного члена, переходящего в положитель-

ный. Пусть k ∈ N t
1. По (П.8) −∑j∈Nt

1

γt+1
j

2 αt
j +
∑

j∈Nt
2
qtj > 0, и поскольку для

положительных αt
i значение αt+1

i рассчитывается по (П.8), то их знаки не
изменятся. Пусть k ∈ N t

2. По (П.9), учитывая что 2xtk = αt
k + 2qtk ≤ 0, так-

же имеем −∑j∈Nt
1

γt+1
j

2 αt
j +
∑

j∈Nt
2
qtj > 0. Поэтому новые значения αt+1

i для
положительных αt

i, рассчитанные по (П.8), будут тех же знаков. Часть a)
доказана. Часть б) утверждения доказывается аналогичным образом.

Утверждение П.5 доказано.
После доказательства вспомогательных утверждений вернемся непосред-

ственно к доказательству утверждения 6.
Вначале обратим внимание на последовательности только с отрицатель-

ными членами и нулевыми членами. Такая последовательность может в сле-
дующий момент времени перейти в последовательности 1) имеющие положи-
тельные члены, 2) не имеющие положительных членов.

Если реализуется первый случай, то последовательность только с отрица-
тельными и нулевыми членами далее не встретится. Действительно, согласно
следствию утверждению П.2 последовательность с хотя бы одним положи-
тельным членом не может при γt+1

i ∈
(
0; 2

1+n

]
перейти в последовательность

только с отрицательными и нулевыми членами. Поэтому во всех последую-
щих моментах времени будут положительные члены.

Если реализуется второй случай, то согласно утверждению П.4 0 < Qt+1−
−Q(c) < Qt−Q(c). Опять возможно, что в (t+2)-й момент времени окажутся
только отрицательные и нулевые члены. Таким образом, последовательности
только с отрицательными и нулевыми членами могут иметь место либо в на-
чальной стадии процесса, либо на протяжении всего процесса. Последнее рас-
смотрим подробнее. Последовательное применение утверждения П.4 дает це-
почку неравенств Q0 −Q(c) > Q1 −Q(c) > . . . > Qt −Q(c) > Qt+1 −Q(c) > . . .

. . . > 0 (t > 1), из которой следует Qt → Q(c). Покажем, что αt
i → 0 и qti → q

(c)
i .

Пусть αt
i ≤ 0 (∀i ∈ N) и вначале i ∈ N t

2. По (П.9) и (П.6) 2xt+1
i = αt+1

i = αt
i +

+ qti −
∑

j∈Nt
1

γt+1
j

2 αt
j +

∑
j∈Nt

2
qtj = αt

i + 2qti −
∑

j∈Nt
1

γt+1
j

2 αt
j +

∑
j∈Nt

2\i q
t
j =

= 2xti −
∑

j∈Nt
1

γt+1
j

2 αt
j +
∑

j∈Nt
2\i q

t
j > 2xti. Для i ∈ N t

1 по (П.8) и (П.6) 2xt+1
i =

= αt+1
i + 2qt+1

i =
(
1− γt+1

i
2

)
αt
i −
∑

j∈Nt
1

γt+1
j

2 αt
j +
∑

j∈Nt
2
qtj + 2qti + γt+1

i αt
i =

= αt
i + 2qti −

∑
j∈Nt

1\{i}
γt+1
j

2 αt
j = 2xti −

∑
j∈Nt

1\{i}
γt+1
j

2 αt
j > 2xti. Таким образом,

если в последующие моменты времени последовательности будут только с
отрицательными и нулевыми членами, то будут расти текущие оптималь-
ные выпуски и после некоторого t∗ окажется, что xt

∗
i > 0 (∀i ∈ N). Тогда при

t > t∗ будет i ∈ N t
1 = N, по (П.8) αt

i → 0, а по (14) qti → q
(c)
i . Такой процесс

сходится к статичному равновесию.
Пусть теперь αt

i > 0 (∀i ∈ N). Поскольку αt
i = 2(xti − qti), то xti > 0

∀(i ∈ N), и агенты рассчитывают свой текущий выпуск по формуле (12). То-
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гда при γt+1
i ∈

(
0; 2

1+n

)
из утверждения П.4, справедливого для любого мо-

мента времени, следует неравенство 0 < Q(c) −Qt+1 < Q(c) −Qt, указываю-
щее на приближение к равновесию в (t+ 1)-й момент времени. Если и в по-
следующие моменты знаки всех членов останутся положительными, то из
цепочки неравенств Q(c) − Qt > Q(c) − Qt+1 > . . . > Q(c) − Qt+k > Q(c) −
−Qt+k+1 > . . . > 0 (k > 1) следует, что Qt → Q(c). По (П.8) αt

i → 0, а по (14)
qti → q

(c)
i (i ∈ N).

Пусть в последовательности
{
αt
i, i ∈ N

}
не только положительные члены.

По утверждению П.1 процесс сделает последовательное приближение к рав-
новесию, так как max

i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< max

i,j∈N

{
αt
i − αt

j

}
. По утверждению П.2

в
{
αt+1
i , i ∈ N

}
есть положительные члены. Если в ней есть также отри-

цательные или нулевые члены, то процесс сделает следующее приближение
к равновесию max

i,j∈N

{
αt+2
i − αt+2

j

}
< max

i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
. Если подобная

ситуация повторяется на протяжении всего процесса, то по утверждению П.1
имеем max

i,j∈N

{
αt+1
i − αt+1

j

}
< max

i,j∈N

{
αt
i − αt

j

}
< max

i,j∈N

{
αt−1
i − αt−1

j

}
< . . . <

< max
i,j∈N

{
α0
i − α0

j

}
. Таким образом, max

i,j∈N

{
αt
i − αt

j

}
→ 0 при t → ∞. Посколь-

ку знаки αt
mt

и αt
Mt

не совпадают, если αt
mt


= 0,то ∀i ∈ N αt
i → 0 при t → ∞

и Qt → Q(c), qti → q
(c)
i . Процесс сходится. В дополнение отметим, что ряд

полезных результатов, связанных со сменой или сохранением знаков при
переходе процесса (8), (11) из t-го в (t + 1)-й момент времен, приведены в
утверждениях П.3 и П.5.

Сформулированные положения указывают на сходимость процесса (8),
(11) при любых начальных выпусках агентов

{
q0i , i ∈ N

}
.

Утверждение 6 доказано.
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РЕФЛЕКСИВНЫЕ ИГРЫ В ЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЯХ ДУОПОЛИИ
ШТАКЕЛЬБЕРГА ПРИ НЕСОВПАДЕНИИ РАНГОВ РЕФЛЕКСИИ

Рассматривается проблема определения равновесий на рынке олигопо-
лии при наличии лидера (лидеров) по Штакельбергу с учетом рефлексив-
ного поведения агентов рынка в случае несовпадения рангов рефлексии
при различных предельных и постоянных издержках агентов. Разработа-
на модель рефлексивной игры для рынка дуополии, позволившая полу-
чить формулы расчета информационных равновесий при несовпадении
рангов рефлексии агентов и при различных предельных и постоянных
издержках агентов. Показано, что опережение (запаздывание) рефлек-
сии одного агента по сравнению с контрагентом влияет на интенсивность
конкуренции на рынке олигополии и на неравномерность распределения
выигрыша между агентами в пользу рефлексивного лидера.

Ключевые слова: олигополия, лидер по Штакельбергу, рефлексивная иг-
ра, равновесие по Нэшу.

DOI: 10.31857/S0005231020020099

1. Введение

В условиях олигополии [1] прибыль каждого продавца (агента) является
функцией не только его действия в виде выбранного объема выпуска, но и
действий остальных агентов, называемых окружением. Поэтому олигополия
моделируется в форме игры [2]. Максимизирующие полезность (прибыль)
каждого агента действия, т.е. наилучшие ответы, формализуемые в виде
функций реакций, приводят к формированию равновесия Нэша [3] как реше-
ния соответствующей игры. Несмотря на то, что функции полезности агентов
считаются известными всем агентам, при моделировании олигополии имеет
место фундаментальная проблема несовершенства информированности аген-
та о действиях окружения. Проблема заложена в самой концепции наилуч-
ших ответов и заключается в априорной неосведомленности каждого агента о
том, на основе какого предположения окружение выбирает действия: предпо-
ложения о неизменности действий агента, предположения о наилучшем отве-
те агента на действия окружения, предположения о наилучшем ответе агента
на наилучший ответ окружения и т.д.

134



Классический подход к разрешению этой проблемы сводился к выдвиже-
нию некоторой гипотезы о поведении окружения, причем считалось, что фак-
тические действия агентов совпадают с предположениями об этих действи-
ях. Поэтому вектор действий агентов, являющийся решением игры по Нэшу,
расценивался как реальное результирующее равновесие рынка. Исторически
первой стала гипотеза А. Курно [4] об игнорировании влияния выпуска окру-
жения на выбор данного агента. В дальнейшем в модели выбора действий
агента считались заданными предположительные вариации [5], выражающие
предполагаемое агентом ответное изменение выпуска контрагента, оптимизи-
рующее критерий последнего при выбранном действии первого. В частности,
модель олигополии, в которой один из агентов (лидер) информирован о том,
что окружение игнорирует его действия в соответствии с гипотезой Курно,
рассмотрена Г. Штакельбергом [6] в виде так называемого лидерства по Шта-
кельбергу.

В русле классического подхода к проблеме несовершенства информиро-
ванности агента современные исследователи, как правило, рассматривают
линейную модель олигополии, т.е. вводят гипотезу о линейных функциях ры-
ночного спроса и издержек агентов. Сформировался обширный корпус иссле-
дований таких равновесий в случае симметричной информированности аген-
тов для линейной модели олигополии [7–13], а также для нелинейной модели
олигополии, см. [14–18], в том числе обзоры [19, 20]. Линейные модели оли-
гополии, как правило, незначительно уступая в адекватности нелинейным,
существенно превосходят последние в результативности, позволяя получить
аналитические решения. Исследования рынка олигополии с лидерством по
Штакельбергу [21–24], как правило, базируются на априори заданных пози-
циях лидера и ведомого. Кроме того, постановка проблемы сравнительно-
го анализа позиций лидера и ведомого [25, 26] определила направление ис-
следований состояний рынка олигополии в случае неединственности лидеров
[27–29].

Другой подход разрешения проблемы несовершенства информированно-
сти базируется на анализе мыслительного процесса (рефлексии) агентов,
формализуемого в виде представлений о стратегиях окружения, выдвигае-
мых каждым из агентов. Соответственно набору возможных представлений
решение игры по Нэшу формирует набор векторов действий агентов, расце-
ниваемых как возможные равновесия рынка. С учетом рефлексивной моде-
ли асимметрии человеческого восприятия Лефевра [30–32] под рефлексией
в дальнейшем понимается процесс выдвижения агентом гипотез о возмож-
ных действиях окружения или так называемая рефлексия второго рода. От-
метим, что далее рассматривается стратегическая рефлексия, при которой
агент предполагает действия окружения, а не его информированность, в от-
личие от модели игры с неполной информированностью [33, 34]. Рефлексив-
ный анализ оперирует также понятием глубины рефлексии, мерой которой
является ранг — порядковый номер представления в следующей бесконеч-
ной последовательности: 1) представление агента о стратегиях окружения;
2) представление агента о представлениях окружения о стратегии агента;
3) представление агента о представлениях окружения о представлении аген-
та о стратегиях окружения и т.д. Исследования рефлексивных моделей на-
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правлены в первую очередь на оценку оптимальной глубины стратегической
рефлексии [35–38].

Модель рефлексивной игры является инструментом описания информи-
рованности агентов, с помощью которого множество представлений агентов
(о стратегиях окружения или о представлениях окружения в зависимости
от моделируемого ранга рефлексии) как экзогенно заданная информирован-
ность сводится к множеству возможных игр с полной информированностью.
Затем в каждой из этих игр находится решение игры агента с представляе-
мыми (фантомными) агентами окружения. Поэтому решением рефлексивной
игры является не реальное, а информационное равновесие — вектор действий
реальных и фантомных (существующих во мнении реальных) агентов, при ко-
тором агент максимизирует полезность исходя из своей информированности
об окружении, т.е. если бы окружение выбирало те действия, которые пред-
ставляет этот агент. Решения всех возможных игр агента с фантомами обра-
зуют набор информационных равновесий, используемый для последующего
сравнения с параметрами реальных рынков с целью оценки ранга рефлексии
реальных агентов.

В модели олигополии рефлексивный анализ был впервые применен [6] (как
было отмечено в [39]) в дуополии Штакельберга как «борьба за лидерство»,
при которой оба агента предполагают, что их контрагенты действуют как
ведомые; поскольку эти предположения одновременно не могут быть реаль-
ностью, то они являются представлениями агентов, а соответствующая игра,
приводящая к неравновесию Штакельберга, является рефлексивной. Рефлек-
сивные игры агентов рынка олигополии исследованы в модели Курно – Шта-
кельберга для первых двух рангов стратегической рефлексии [40–42], анали-
зировались информационные равновесия при информационной рефлексии о
значениях экзогенного параметра функции полезности [43], а также о пара-
метрах функций издержек окружения [44]. Проводился [45] сравнительный
анализ эффективности равновесий по Курно и Штакельбергу; рассматрива-
лись [46] динамические рефлексивные игры в модели Штакельберга и ана-
лизировалось временное влияние информационного преимущества на эффек-
тивность агентов. Оценивалась эффективность лидерства по Штакельбергу
по сравнению с представлением агента о рынке как о совершенной конкурен-
ции [47]. В модели олигополии с нелинейными функциями издержек агентов
исследовалось [48–50] взаимодействие ведомых агентов и лидеров по Шта-
кельбергу, имеющих различные ранги рефлексии. В модели дуополии с ли-
нейными функциями спроса и издержек при одинаковых предельных и по-
стоянных издержках агентов найдены [51] информационные равновесия при
наличии лидеров по Штакельбергу произвольного уровня в случае совпа-
дающих рангов рефлексии. Однако актуальной задачей, требующей даль-
нейшего исследования, представляется анализ равновесий на рынке дуопо-
лии при различных предельных и постоянных издержках агентов в случае
несовпадения рангов рефлексии агентов, когда один из агентов имеет опе-
режающее рефлексивное представление («рефлексивный лидер»), а другой,
соответственно, запаздывает («рефлексивный последователь»). В такой по-
становке оценка оптимальной глубины стратегической рефлексии произво-
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дится путем сравнительного анализа эффективности опережения рефлексии
одних агентов относительно других.

2. Методология

Рассмотрим следующую линейную модель рынка олигополии. Пусть аген-
ты выбирают действия исходя из максимума своих функций полезности (при-
были)

Πi (Q,Qi) = P (Q)Qi − Ci (Qi) , Qi ≥ 0, i ∈ N = {1, . . . , n} ,(1)

при линейной модели спроса

P (Q) = a− bQ, a, b > 0,(2)

где совокупный выпуск равен

Q =
∑
i∈N

Qi,(3)

и линейных функциях издержек

Ci(Qi) = di + ciQi, ci, di > 0, ci < a, i ∈ N,(4)

где Qi, Πi — выпуск и прибыль i-го агента; N — множество агентов рынка;
n — количество агентов; P , Q — равновесная цена и суммарный объем рын-
ка; ci, di — коэффициенты функций издержек агентов, di интерпретируется
как постоянные издержки, ci — предельные издержки; a, b — коэффициенты
функции рыночного спроса.

Модель выбора оптимального действия агента определяет неотрицатель-
ное действие Q∗

i , максимизирующее прибыль i-го агента, зависящую также
от суммарного действия всех агентов Q (символом «∗» обозначено оптималь-
ное действие). Модели выбора действий агентов при (1)–(4) записываются в
следующем виде:

Q∗
i = arg max

Qi≥0
Πi (Q,Qi) = argmax

Qi≥0
{(a− bQ)Qi − di − ciQi} , i ∈ N.(5)

Равновесие Нэша [3] в системе (5) представляет собой вектор оптималь-
ных действий агентов при выбранных действиях окружения. Поскольку оп-
тимальные по модели (5) действия должны удовлетворять условию первого
порядка [52], то равновесие Нэша определяется из решения следующей систе-
мы уравнений (так называемых уравнений реакций):

∂Πi (Qi, ρij)

∂Qi
= 0, i, j ∈ N,(6)

где ρij = Q′
jQi

— предположительная вариация в уравнении реакции i-го аген-
та, т.е. предполагаемое изменение выпуска j-го агента в ответ на единичный
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прирост выпуска i-го агента. Поскольку согласно модели (5) оптимумы аген-
тов зависят не только от собственного действия i-го агента Qi, но и от дей-
ствий окружения через Q, то последняя зависимость представлена в систе-
ме (6) как функция полезности Πi (Qi, ρo→j) от вектора предположительных
вариаций, характеризующих влияние действий окружения на изменение Q.

Вектор предположительных вариаций i-го агента ρi = {ρij , j ∈ N} форма-
лизует априори неизвестную ему информацию о принципах действия окру-
жения, поэтому система (6) имеет множество решений, зависящих от вектора
ρ = {ρij , i, j ∈ N} как от параметра. Для нахождения множества возможных
векторов ρ используем рефлексивный анализ, т.е. будем считать предположи-
тельные вариации некоторыми функциями предположений агентов о страте-
гиях окружения.

При анализе рефлексии примем следующие гипотезы: 1) агенты выбира-
ют действия одновременно, однократно и независимо; 2) агент выбирает дей-
ствия, максимизирующие его функцию полезности исходя из доступной ему
информации о действиях окружения; 3) в момент выбора действий агенты
располагают информацией о функциях полезности всех агентов (функциях
рыночного спроса и издержек агентов), о количестве агентов, а также о том,
что окружение имеет равный с ними уровень информированности; 4) агенты
на каждом ранге рефлексии могут иметь представления о наилучших страте-
гиях окружения, а также о представлениях окружения, т.е. для всех агентов
рассматривается стратегическая рефлексия второго рода1.

Рефлексивные представления, т.е. мнения агентов о стратегиях окруже-
ния, обусловливают стратификацию агентов по уровням лидерства следую-
щим образом: агент, вычисляя свою оптимальную реакцию, подставляет в
соответствующее уравнение системы (6) некоторые предположительные ва-
риации действий окружения, которые выбираются исходя из представлений
агента — нулевые вариации соответствуют представлению об окружении как
о ведомых, поэтому данный агент становится лидером первого уровня; нену-
левые вариации соответствуют представлению об окружении как о лидерах,
следовательно, агент становится лидером более высокого уровня. На вто-
ром ранге рефлексии агент анализирует возможные представления окруже-
ния о своей стратегии, аналогичные вышеуказанным (ведомый или лидер), и
рассчитывает предположительные вариации окружения исходя из того, что
окружение само является лидером более высокого уровня. Вследствие этого
уровень лидерства агента становится еще выше по сравнению с первым ран-
гом рефлексии. Отметим, что используемое далее понятие ранга рефлексии
соответствует известному подходу [54]2, адаптированному применительно к
задаче олигополии, в которой классически сложилась бинарная система пред-

1 Напомним, что согласно принятой терминологии [53] рефлексия первого рода — это
мнение агента о собственных представлениях о реальности; рефлексия второго рода — это
мнение агента о действиях или представлениях окружения; стратегическая рефлексия —
это мнение агента о действиях (стратегиях или принципах принятия решений) окружения.

2 Напомним краткую характеристику этого подхода: «Агент имеет нулевой ранг ре-
флексии, если он знает только матрицу платежей. Агент обладает первым рангом рефлек-
сии, если он считает, что его противники имеют нулевой ранг рефлексии, т.е. знают только
матрицу платежей. Вообще агент с k-м рангом рефлексии предполагает, что его противни-
ки имеют (k − 1)-й ранг рефлексии».
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ставлений агентов вида «ведомый–лидер». Используемый далее термин «уро-
вень лидерства» является расширением классического понятия лидерства по
Штакельбергу [6], соответствующего первому рангу рефлексии («я думаю,
что окружение является ведомыми») на случай углубления рефлексии («я ду-
маю, что окружение думает, что я ведомый» и т.д.).

Возникающую в результате представляемую иерархию агентов запишем в
виде множества

G = (M0,M1, . . . ,Ml),(7)

где l — количество уровней лидерства агентов; Mm (m = 0, . . . , l) — множе-
ства агентов; M0 – множество ведомых агентов; Mm (m = 1, . . . , l) — множе-
ство лидеров m-го уровня. Множество (7) есть разбиение множества агентов,
удовлетворяющее ограничениям

Mm ∩Mj = ∅, m 
= j, M0 ∪M1 ∪ · · · ∪Ml = N = {1, . . . , n}.

В силу гипотезы 4 агент имеет какие-либо представления о стратегиях
окружения и его представлениях, что позволяет ему на каждом ранге ре-
флексии построить конкретное множество вида (7). В частности, структура
множества (7) определяется следующим образом: если на первом ранге ре-
флексии агент представляет, что окружение выбирает стратегию ведомого,
то последнее относится к множеству M0; если в этом случае агент думает,
что окружение является «классическим» лидером по Штакельбергу, то он
относит окружение к множеству лидеров первого уровня M1. Соответствен-
но, если на втором ранге рефлексии агент представляет, что окружение ду-
мает о нем как о ведомом, т.е. само является лидером первого уровня, то
оно относится к множеству M1; если в этом случае агент представляет, что
окружение думает о нем как о лидере по Штакельбергу, т.е. оно является ли-
дером второго уровня, то окружение относится к множеству M2. Аналогично
окружение стратифицируется на последующих рангах рефлексии. Поэтому
между рангом рефлексии агента и уровнем лидерства окружения имеет ме-
сто следующее соотношение: уровень лидерства окружения либо равен рангу
рефлексии агента, если в представлении фигурирует термин «лидер», либо на
единицу меньше ранга рефлексии агента, если в представлении фигурирует
термин «ведомый».

С учетом терминологии, введенной в [50], F -стратегией (стратегией ведо-
мого агента) считается выбор агентом действия по (5) без учета действий
окружения согласно гипотезе Курно [4], в результате данный агент имеет
в множестве (7) уровень M0; L-стратегия (стратегия лидера по Штакель-
бергу [6]) — это выбор действия по модели (5) в предположении, что окру-
жение придерживается F -стратегии, в результате агент имеет уровень M1.
Формально эти стратегии можно записать следующим образом: если η0-й
агент выбирает F -стратегию, то в η0-м уравнении системы (6) полагается
ρη0j = 0∀j ∈ N\η0; если η1-й агент выбирает L-стратегию, то в η1-м уравне-
нии системы (6) ρη1j вычисляется дифференцированием по Qη1 остальных
(N − 1) уравнений (6), в которых полагается ρij = 0∀j ∈ N\i. В частности,
для модели (5) без учета рефлексивных представлений эти стратегии имеют
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классический вид [39] функций реакций ведомого агента Курно и лидера по
Штакельбергу:

Q∗F
i =

a− ci
2b

− Qj

2
; Q∗L

i =
a− ci
1,5b

− Qj

1,5
, i, j ∈ N.

Последовательность представлений i-го агента, упорядоченная по возрас-
танию последовательности рангов рефлексии, записывается в виде множества

Gi =
{
Gr

ij , j ∈ N\i, r ∈ Z
}
, i ∈ N,(8)

где Gr
ij — представляемая i-м агентом стратегия окружения на r-м ранге

рефлексии; в нижнем индексе первый символ обозначает рефлексирующего
агента, второй символ — номер агента окружения; r — ранг рефлексии; Z —
множество целых чисел. Представляемая стратегия окружения может быть
двух типов (F или L) и записывается либо в виде Gr

ij = F ∨Gr
ij = L, либо в

виде обусловленных этими стратегиями уровней лидерства окружения Gr
ij =

= (M0) ∨Gr
ij = (M1).

Для применения классического информационного регламента Штакель-
берга [6], определяющего равновесие при полной информированности, мно-
жество возможных рефлексивных представлений агентов (8) на r-м ранге
рефлексии необходимо свести к набору множеств уровней лидерства (7) на
первом ранге рефлексии. Тем самым рефлексивная игра сводится к множе-
ству игр с полной информированностью вида

Γ =
〈
N, {Qi, i ∈ N} , {Πi, i ∈ N} , G1

〉
,(9)

где G1 — система представлений всех агентов о принципах выбора действий
окружением на первом ранге рефлексии в виде (7).
Опр е д е л е н и е 1. Информационное равновесие в игре двух агентов (9)

есть вектор действий агентов
(
Q∗

i , Q
∗
j , i, j ∈ N

)
, полученный из решения

задачи (6).
В дальнейшем информационное равновесие описывается парой (ψ∗, Q∗),

где Q∗ = Q∗
i +Q∗

j , i, j ∈ N — сумма равновесных действий агентов, ψ∗ =
Q∗

j

Q∗
i
,

i, j ∈ N — показатель структуры равновесных действий.
Опр е д е л е н и е 2. Показатель структуры выигрыша в игре двух аген-

тов (9) при информационном равновесии есть величина Ψ∗ =
Πj(Q∗

j)
Πi(Q∗

i )
,

i, j ∈ N .

Опр е д е л е н и е 3. Рефлексивным лидером называется j-й агент, ранг
рефлексии которого больше ранга рефлексии i-го агента, называемого рефлек-
сивным последователем, на целое число γ, которое называется параметром
опережения, если γ > 0 (запаздывания, если γ < 0), т.е. rj = ri + γ, γ ∈ Z.

В случае γ < 0 рефлексивные позиции лидера и последователя меняются
местами, однако представляется целесообразным сохранить введенную тер-
минологию для идентичности понятийного аппарата при анализе рефлексии
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с различными типами несовпадения рангов, как при опережении, так и при
запаздывании.

Поставим задачу нахождения всех информационных равновесий в игре (9)
на произвольном ранге рефлексии i-го агента при произвольном значении
параметра опережения γ ранга рефлексии j-го агента.

В дальнейшем будем придерживаться следующей логики. Решение иг-
ры (9) в виде равновесного по Нэшу вектора действий Q∗

i , i ∈ N может быть
получено из системы уравнений (6), для чего должен быть задан вектор пред-
положительных вариаций ρ = {ρij, i, j ∈ N}. Этот вектор согласно опреде-
лению предположительной вариации (ρij = Q′

jQi
) вычисляется дифференци-

рованием уравнений системы (6), соответствующих окружению i-го агента.
Поскольку i-й агент на первом ранге рефлексии может выдвигать предполо-
жение о двух стратегиях окружения (F или L), т.е. относить окружение либо
к множеству M0, либо к множеству M1, то в уравнениях (6) для окружения
может быть либо ρji = 0∀j ∈ M0, либо ρji = −1

2∀j ∈ M1. На втором ранге ре-
флексии i-й агент также может выдвигать предположение о двух стратегиях
окружения (F или L), но это означает, что, по мнению агента, окружение от-
носит его либо к множеству M0, либо к множеству M1. На последующих ран-
гах рефлексии интерпретация предположений еще более усложняется, поэто-
му первый этап решения игры (9) состоит в редукции предположений агентов
на r-м ранге рефлексии к предположениям на первом ранге, когда вектор ρ
можно вычислить непосредственно. На втором этапе решения игры (9) опре-
деляется зависимость ρij от предположений i-го агента, сведенных к первому
рангу рефлексии, как функция ранга рефлексии этого агента, т.е. вычисля-
ется вектор ρ. На третьем этапе путем решения системы (6) вычисляется
вектор Q∗

i , i ∈ N как функция ранга рефлексии i-го агента r и параметра
опережения (запаздывания) γ.

3. Результаты

Как было показано [50], представление агента о стратегиях окружения при
гипотезах 1–4 может быть либо L-стратегией, либо F -стратегией. Поэтому
запишем в виде (7) совокупность представлений двух агентов на r-м ранге
рефлексии:

Gr
t=1 = (M0 = (i, j)) , Gr

t=2 = (M1 = (i, j)) ,

Gr
t=3 = (M0 = (i) ∧M1 = (j)) , Gr

t=4 = (M0 = (j) ∧M1 = (i)) ,
(10)

где t = 1, 2, 3, 4 — номер игрового случая (рис. 1–4), определяющего игру (9)
соответствующего вида. На рис. 1–4 использована следующая символика: ◦ —
агент; � — представляемая агентом стратегия окружения;→— представления
i-го агента; −− → — представления j-го агента; ��� — непоказанные стрел-
ки; { — последовательность представлений (8) каждого агента до r-го ранга
рефлексии включительно.

В соответствии с (10) возможно четыре игровых случая, схематично изоб-
раженных на рис. 1–4: идентичность представлений агентов друг о друге как
о ведомых агентах (рис. 1); идентичность представлений агентов друг о друге
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Рис. 1. Схема игры при идентичности представлений агентов друг о друге как
о последователях.
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Рис. 2. Схема игры при идентичности представлений агентов друг о друге как
о лидерах.
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Рис. 3. Схема игры при контрадикторности представлений агентов: i-й агент
считает контрагента лидером, j-й агент считает контрагента последователем.

как о лидерах по Штакельбергу (рис. 2); контрадикторность представлений
агентов, когда рефлексивный последователь представляет рефлексивного ли-
дера лидером по Штакельбергу, а последний считает контрагента ведомым
(рис. 3); контрадикторность представлений агентов, когда рефлексивный по-
следователь представляет рефлексивного лидера ведомым, а последний счи-
тает контрагента лидером по Штакельбергу (рис. 4). Отметим, что непосред-
ственное сравнение этих случаев с возможными в реальности ситуациями
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Рис. 4. Схема игры при контрадикторности представлений агентов: i-й агент
считает контрагента последователем, j-й агент считает контрагента лидером.

допустимо только при γ = 0: случаи идентичности представлений не соответ-
ствуют реальности (как «борьба за лидерство»), а случаи контрадикторности
представлений реалистичны, поскольку агент, которого окружение представ-
ляет лидером по Штакельбергу, считает контрагента ведомым, а последний,
соответственно, представляет контрагента лидером по Штакельбергу. При
γ > 0 соответствие представлений реальности устанавливается посредством
анализа информационных равновесий.

Определим виды рефлексивной игры двух агентов с представлениями (10)
в указанных случаях в виде следующего утверждения.

Утв е ржд е ни е 1. Рефлексивная игра двух агентов (9) в случае несов-
падения рангов рефлексии на величину γ при различных представлениях на
r-м ранге рефлексии описывается следующей системой разбиений типа (7)
на первом ранге рефлексии:

G1
t=1 = (Mr,Mr+γ) , Mr = (i), Mr+γ = (j)

при Gr
ij = (M0 = (j)) ∧Gr+γ

ji = (M0 = (i)) ,
(11a)

G1
t=2 = (Mr+1,Mr+γ+1) , Mr+1 = (i), Mr+γ+1 = (j)

при Gr
ij = (M1 = (j)) ∧Gr+γ

ji = (M1 = (i)) ,
(11b)

G1
t=3 = (Mr+1,Mr+γ) , Mr+1 = (i), Mr+γ = (j)

при Gr
ij = (M1 = (j)) ∧Gr+γ

ji = (M0 = (i)) ,
(11c)

G1
t=4 = (Mr,Mr+γ+1) , Mr = (i), Mr+γ+1 = (j)

при Gr
ij = (M0 = (j)) ∧Gr+γ

ji = (M1 = (i)) ,
(11d)

i, j ∈ N, r, γ ∈ Z.

Формализация (11) системы представлений агентов на первом ранге ре-
флексии при различных видах (10) представлений агентов на r-м ранге ре-
флексии позволяет найти информационные равновесия в игре (9). Для этого
на базе соответствующих множеств G1 формируются функции наилучших
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ответов агентов в виде системы (6), решение которой зависит от вектора
предположительных вариаций на r-м ранге рефлексии.

Утв е ржд е ни е 2. Предположительная вариация на произвольном ран-
ге рефлексии в уравнении реакции i-го агента, такого что Mr = (i), в систе-
ме уравнений (6) вычисляется по формуле

ρrij = − ri
ri + 1

.(12)

Утв е ржд е ни е 3. Информационное равновесие в рефлексивной игре (9)
на произвольном ранге рефлексии для двух агентов с различными предель-
ными издержками вычисляется по формулам

Q∗
i (ri, γ) =

αi

(
2− ri+γ

ri+γ+1

)
− αj(

2− ri
ri+1

)(
2− ri+γ

ri+γ+1

)
− 1

,

Q∗
j (ri, γ) =

αj

(
2− ri

ri+1

)
− αi(

2− ri
ri+1

)(
2− ri+γ

ri+γ+1

)
− 1

, i, j ∈ N,

(13)

Q∗ (ri, γ) =
αi

(
1− ri+γ

ri+γ+1

)
+ αj

(
1− ri

ri+1

)
(
2− ri

ri+1

)(
2− ri+γ

ri+γ+1

)
− 1

,

ψ∗ (ri, γ) =
αj

αi

(
2− ri

ri+1

)
− 1

2− ri+γ
ri+γ+1 − αj

αi

, i, j ∈ N,

(14)

где

αi =
a− ci

b
, i ∈ N.

Формулы (13) представляют собой равновесные по Нэшу действия аген-
тов в игре (9). Формулы (13), (14) выражают информационное равновесие
как функцию ранга рефлексии ri рефлексивного последователя и параметр
опережения γ рефлексивного лидера Q∗ (ri, γ), ψ∗ (ri, γ), что позволяет ана-
лизировать влияние этих показателей на структуру равновесия в игре в виде
следующего утверждения.

Рассмотрим пример применения формул (13) в случае классической иг-
ры Штакельберга, для которой ri = 0, γ = 1 ⇒ rj = 1. В этом случае из (13)

следует, что Q∗
i (0, 1) =

3
2
αi−αj

2 , Q∗
j (0, 1) =

2αj−αi

2 , а если агенты имеют иден-
тичные параметры функций издержек c = ci, i ∈ N , т.е. α = αi, i ∈ N , то
Q∗

i (0, 1) =
α
4 , Q

∗
j (0, 1) =

α
2 , что совпадает с известным результатом для рав-

новесия Штакельберга [55]: QF = a−c
4b , QL = a−c

2b .
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Утв е ржд е ни е 4. В информационном равновесии рефлексивной игры (9)
двух агентов на произвольном ранге рефлексии структура равновесных дей-
ствий неравномерна и зависит от параметра опережения и ранга рефлексии

ψ∗

⎧⎪⎨
⎪⎩

> 1, при
αj

αi
> ω (ri) ,

< 1, при
αj

αi
< ω (ri) , i, j ∈ N,

∂ψ∗

∂γ

⎧⎪⎨
⎪⎩

> 0, при
αj

αi
> ζ (ri) ,

< 0, при
αj

αi
< ζ (ri) , i, j ∈ N,

∂ψ∗

∂ri

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

> 0, при
αj

αi
> ζ̄ (ri) ,

< 0, при
αj

αi
< ζ (ri) , i, j ∈ N,

< 0, при ζ (ri) <
αj

αi
< ζ̄ (ri) ∧ δ1 > |δ2| ,

(15)

где

ω =
3− ri+γ

ri+γ+1

3− ri
ri+1

, ζ =
1

2− ri
ri+1

, ζ̄ = 2− ri + γ

ri + γ + 1
,

δ1 =
αj

αi (ri + 1)2

(
2− ζ̄ − αj

αi

)
, δ2 =

1− αj

αiζ

(ri + γ + 1)2
.

Структура действий в информационном равновесии рефлексивной игры
двух агентов согласно формулам (15) в общем случае зависит от ранга ре-
флексии и параметра опережения через функции ω (ri), ζ (ri), ζ̄ (ri). Однако
для практически важного частного случая существенного превышения пара-
метра обратной функции спроса a над предельными издержками агентов ci,
cj можно выявить однозначный характер зависимости ψ∗ (ri, γ).
Утв е ржд е ни е 5. В информационном равновесии рефлексивной игры (9)

двух агентов на произвольном ранге рефлексии при условии a�max {ci, cj},
ci, cj > 0, i, j ∈ N неравномерность действий растет с увеличением пара-
метра опережения рефлексии и убывает с увеличением ранга рефлексии:

ψ∗
{

> 1, если γ ≥ 1,
< 1, если γ ≤ −1, |γ| < ri,

∂ψ∗

∂γ
> 0,

∂ψ∗

∂ri
< 0.(15а)

Результат игры (9) оценивается не только по параметрам информацион-
ного равновесия (14), но и по распределению выигрыша (прибыли) между
агентами, определенному в виде следующего утверждения.
Утв е ржд е ни е 6. Показатель структуры выигрыша равен

Ψ∗ =
(a− bQ∗ − cj)ψ

∗Q∗ − (1 + ψ∗) dj
(a− bQ∗ − ci)Q∗ − (1 + ψ∗) di

, i, j ∈ N,(16)
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Рис. 5. Суммарное действие агентов (млрд мин) в зависимости от ранга ре-
флексии.
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Рис. 6. Показатель структуры равновесных действий агентов в зависимости
от ранга рефлексии.

а при условиях P (Q∗)�max {ci, cj} ∧ P (Q∗)Q∗ �max {di, dj}, i, j ∈ N , ра-
вен Ψ∗ ≈ ψ∗.

Формула (16) определяет полезности агентов в равновесии Нэша в относи-
тельной форме; абсолютные равновесные значения полезностей вычисляются
на основе равновесных действий (13) через функции полезности агентов (1).

Рассмотрим модельный пример расчета информационных равновесий
рынка дуополии на основе данных для двух агентов (i = 1, j = 2), получен-
ных [53] для телекоммуникационного рынка России. Коэффициенты регрес-
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Рис. 7. Суммарное действие агентов (млрд мин) в зависимости от параметра
опережения рефлексии.
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Рис. 8. Показатель структуры равновесных действий агентов в зависимости
от параметра опережения рефлексии.

сионных моделей функции спроса (2) и функций издержек агентов (4) при-
ведены в табл. 1.

На рис. 5, 6 показаны параметры информационных равновесий (суммар-
ного действия агентов и показателя структуры равновесных действий) для
различных игровых случаев (t = 1, 2, 3, 4) в зависимости от ранга рефлексии
i-го агента, рассчитанные по формулам (14).

Таблица 1. Коэффициенты функции спроса, функций издержек агентов
Коэффициенты
функции спроса

Коэффициенты функций издержек

Агент 1 Агент 2
a, b, c, d, c, d,
руб руб/млн мин тыс. руб/ мин млрд руб тыс. руб/ мин млрд руб
1,85 0,0000001 0,0004 63,4 0,0003 58,6
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На рис. 7, 8 показаны параметры информационных равновесий (суммар-
ного действия агентов и показателя структуры равновесных действий) для
различных игровых случаев (t = 1, 2, 3, 4) в зависимости от параметра опе-
режения рефлексии γ при значениях ранга рефлексии i-го агента ri = 5, 7,
рассчитанные по формулам (14).

4. Обсуждение

Структуры игры (11) показывают, что 1) на r-м ранге рефлексивный по-
следователь имеет статус лидера по Штакельбергу r-го уровня, если в его
представлении контрагент ведомый, и (r + 1)-го уровня, если в его пред-
ставлении контрагент — лидер; 2) рефлексивный лидер имеет статус, превы-
шающий на величину γ статус рефлексивного последователя в случаях 1, 2
идентичности представлений агентов; 3) статус рефлексивного лидера вы-
ше статуса рефлексивного последователя на величину (γ − ε) в случаях 3, 4
контрадикторности представлений агентов, где ε характеризует степень кон-
традикторности представлений, ε = mi −mj, в частности ε = 1− 0 = 1 в слу-
чае 3, ε = 0− 1 = −1 в случае 4.

Формулы информационных равновесий (14) позволяют оценить степень
близости равновесия к конкурентному состоянию [56], поскольку чем боль-
ше величина Q∗, тем ниже равновесная рыночная цена, следовательно, тем
сильнее конкуренция агентов. Показатель структуры равновесных действий
ψ∗ характеризует эффективность опережения рефлексивного представления
для рефлексивного лидера: с ростом ψ∗ увеличивается дифференциация рын-
ка в пользу рефлексивного лидера.

Формулы (15) определяют зависимость структуры равновесных действий
и тенденций изменения этой структуры от соотношения параметров α для
рефлексивного лидера (αj) и рефлексивного последователя (αi). В практиче-
ски реализуемом случае (15а) a� ci, cj , i, j ∈ N , т.е. когда параметр обрат-
ной функции спроса a, интерпретируемый как максимальная цена спроса,
существенно превышает предельные издержки агентов [57], сумма действий
всегда перераспределяется в пользу рефлексивного лидера (ψ∗ > 1), неравно-
мерность распределения действий в пользу рефлексивного лидера возрастает
с ростом параметра опережения (∂ψ

∗
∂γ > 0) и убывает с ростом ранга рефлек-

сии (∂ψ
∗

∂ri
< 0).

Анализ результатов численного эксперимента приводит к следующим вы-
водам.

Из анализа рис. 5, во-первых, следует, что суммарное действие (суммар-
ный выпуск) агентов возрастает, следовательно, равновесная рыночная цена
снижается, с увеличением ранга рефлексии ri и параметра опережения ре-
флексии γ, что свидетельствует об усилении конкуренции, но различие сум-
марных выпусков с ростом γ сокращается — значит, рефлексия агентов не
способна бесконечно развивать конкуренцию.

Во-вторых, рис. 5 показывает, что при одном и том же значении парамет-
ра опережения рефлексии (γ = const) имеет место следующее соотношение
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между суммарными действиями агентов:

Q∗ (t = 2) > Q∗ (t = 3, 4) > Q∗ (t = 1) ,

которое позволяет классифицировать влияние типа рефлексивных представ-
лений агентов на интенсивность их конкуренции следующим образом. Слу-
чай t = 2 приводит к наиболее сильной конкуренции, поскольку при этом
достигается наибольшая сумма действий агентов, что ведет к наименьшей
равновесной рыночной цене по (2). Случай t = 1 дает наименьшее суммарное
действие, что ведет к наибольшей равновесной цене, т.е. наиболее слабому
влиянию рефлексии агентов на интенсивность конкуренции. Следовательно,
полученные выводы о влияние типа рефлексивных представлений агентов на
динамику суммарного действия согласуются с классическими результатами,
полученными при отсутствии рефлексии [39].

Из анализа рис. 6, во-первых, следует, что неравномерность равновес-
ных действий снижается с ростом ранга рефлексии ri, подтверждая свой-
ство (15а), что согласуется с известным для случая совпадения рангов ре-
флексии положением о неэффективности рефлексии [54]. Во-вторых, при
γ = const имеет место следующее соотношение между показателями струк-
туры равновесных действий:

ψ∗ (t = 4) > ψ∗ (t = 1) > ψ∗ (t = 2) > ψ∗ (t = 3) ,

которое позволяет оценить влияние типа рефлексивных представлений аген-
тов на эффективность опережающего представления для рефлексивного ли-
дера.

Суммарное действие агентов (рис. 7) возрастает с увеличением параметра
опережения рефлексии γ, т.е. конкуренция усиливается, поскольку при этом
фактически возрастает ранг рефлексивного лидера. Также из рис. 7 следует,
что характер зависимости Q∗ (γ) в различных игровых случаях имеет зако-
номерность

Q∗ (γ, t = 2) = Q∗ (γ, t = 3) > Q∗ (γ, t = 1) = Q∗ (γ, t = 4) ,

позволяющую оценить влияние опережения рефлексии на интенсивность кон-
куренции.

Из анализа рис. 8 следует, что неравномерность равновесных действий
возрастает с ростом параметра опережения рефлексии, подтверждая свой-
ство (15а). Характер зависимости ψ∗ (γ) имеет следующую закономерность в
случае γ > 0:

ψ∗ (γ, t = 2) = ψ∗ (γ, t = 3) < ψ∗ (γ, t = 1) = ψ∗ (γ, t = 4) ,

а в случае запаздывания рефлексии (γ < 0) имеет место обратное соотноше-
ние, т.е. вид функции влияния опережения рефлексии на неравномерность
равновесных действий зависит только от представления рефлексивного по-
следователя. Неравномерность равновесных действий в случаях t = 2, 3 оди-
накова и не превышает этого показателя в случаях t = 1, 4 при любом γ > 0.
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5. Заключение

Исследована проблема поиска равновесий на рынке олигополии при на-
личии лидера (лидеров) по Штакельбергу с учетом рефлексивного поведе-
ния агентов рынка в случае несовпадения рангов рефлексии. Сформирова-
ны модели рефлексивных игр для рынка дуополии в случаях идентичности
представлений агентов друг о друге как о ведомых агентах, идентичности
представлений агентов друг о друге как о лидерах по Штакельбергу, проти-
воположности представлений агентов, один из которых представляет контр-
агента ведомым, а другой — лидером. Разработаны механизмы установления
равновесия рынка дуополии при данном многообразии рефлексивных пред-
ставлений агентов на одинаковых рангах рефлексии. Моделирование игры в
зависимости от ранга рефлексии показало влияние опережения (запаздыва-
ния) рефлексии одного агента по сравнению с контрагентом, во-первых, на
интенсивность конкуренции, во-вторых, на неравномерность распределения
выигрыша между агентами в пользу рефлексивного лидера.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Представления агентов на про-
извольном ранге рефлексии i-го агента ri = η при произвольном значении
параметра опережения γ = θ записаны в табл. 2. Представления агентов на
первом ранге рефлексии рассчитаны в табл. 2 по формуле [51]

G1
ij = (Mm+r−1) ∀Gr

ij = (Mm) , j ∈ N\i, r ∈ Z, i ∈ N.

Рефлексивная игра в каждом случае получена по наилучшему ответу [51]
BRi

(
G1

ij

)
∈ Mm+1 ∀G1

ij = (Mm) на представления агентов, приведенные к
первому рангу рефлексии. Аналогичные результаты можно получить при
ri = η + 1, γ = θ + 1, поэтому по индукции формулы (11) доказаны.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Уравнение (6) j-го агента для

задачи (5) имеет вид a− bQ− bQi

(
1 + ρrji

)
− ci = 0, i, j ∈ N , откуда следует

уравнение реакции j-го агента Qj =
αi−Qi
2+ρrji

, i, j ∈ N . Предположительные ва-
риации для уравнения реакции i-го агента получены дифференцированием

Таблица 2. Структуры игры двух агентов в различных случаях рефлексивных
представлений при ri = η, γ = θ, rj = η + θ

Случай 1 2 3 4
Gr

ij M0 M1 M1 M0

G1
ij Mη−1 Mη Mη Mη−1

Gr
ji M0 M1 M0 M1

G1
ji Mη+θ−1 Mη+θ Mη+θ−1 Mη+θ

Gr (Mη,Mη+θ) (Mη+1,Mη+θ+1) (Mη+1,Mη+θ) (Mη,Mη+θ+1)
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этого уравнения по Qi для r = 0, 1, 2, . . . , θ:

ri = 1 ⇒ ρ0ji = 0 ⇒ ρ1ij = −1

2
,

ri = 2 ⇒ ρ1ji = −1

2
⇒ ρ2ij = −2

3
,

ri = 3 ⇒ ρ2ji = −2

3
⇒ ρ3ij = −3

4
,

ri = θ ⇒ ρθ−1
ji = −θ − 1

θ
⇒ ρθij = − θ

θ − 1
,

поскольку для r = θ + 1 выражение аналогично, то по индукции формула (12)
доказана.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 3. Система уравнений реакций (6)

в задачах выбора (5) на произвольном ранге рефлексии для двух агентов с
различными предельными издержками

(2 + ρrij)Qi +Qj = αi, Qi + (2 + ρrji)Qj = αj ,

имеет решение

Q∗
i =

αi(2 + ρrji)− αj

(2 + ρrij)(2 + ρrji)− 1
, Q∗

j =
αj(2 + ρrij)− αi

(2 + ρrij)(2 + ρrji)− 1
, i, j ∈ N,

подстановка в которое формулы (12) дает (13). Нахождение суммы и отно-
шения (13) дает (14).
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 4. Из (14) следует, что ψ∗ > 1, если

αj

(
2− ri

ri+1

)
−αi>αi

(
2− ri+γ

ri+γ+1

)
− αj ; далее, αj

(
3− ri

ri+1

)
>αi

(
3− ri+γ

ri+γ+1

)
;

поскольку αi, αj > 0, то это неравенство дает αj

αi
>ω (ri). Дифференцирование

ψ∗ (ri, γ) по γ дает

∂ψ∗

∂γ
=

αj

αi

(
2− ri

ri+1

)
− 1(

2− ri+γ
ri+γ+1 −

αj

αi

)2 1

(ri + γ + 1)2
;

неравенство ∂ψ∗
∂γ > 0 выполняется, если αj

αi

(
2− ri

ri+1

)
− 1 > 0, что дает

αj

αi
> ζ (ri). Дифференцирование функции ψ∗ (ri, γ) по ri дает

∂ψ∗

∂ri
= −

αj

αi(ri+1)2

(
2− ri+γ

ri+γ+1 − αj

αi

)
+ 1

(ri+γ+1)2

(
1− αj

αi

(
2− ri

ri+1

))
(
2− ri+γ

ri+γ+1 −
αj

αi

)2 =

= − δ1 + δ2(
2− ri+γ

ri+γ+1 −
αj

αi

)2 .

Отсюда следует, что неравенство ∂ψ∗
∂ri

< 0 выполняется в следующих случаях:

151



i) если

αj

αi
< 2− ri + γ

ri + γ + 1
= ζ̄ (ri) ,(Π.1)

αj

αi
<

1

2− ri
ri+1

= ζ (ri) .(Π.2)

Обозначим β = ri
ri+1 , β̄ = ri+γ

ri+γ+1 , β, β̄ < 1 ∀ri ≥ 1, |γ| < ri. Поскольку 2− β̄ −
− 1

2−β =
(2−β̄)(2−β)−1

2−β > 0, то ζ̄ (ri) > ζ (ri), значит неравенство (П.2) является
необходимым условием для неравенства (П.1), а неравенство (П.2) соответ-
ствует (15).

ii) если αj

αi
< ζ̄ (ri) ∧ αj

αi
> ζ (ri) ∧ δ1 > |δ2|, что соответствует (15).

iii) если αj

αi
> ζ̄ (ri) ∧ αj

αi
< ζ (ri) ∧ δ2 > |δ1|, что противоречит ζ̄ (ri) > ζ (ri).

Неравенство ∂ψ∗
∂ri

> 0 выполняется, если

αj

αi
> ζ̄ (ri)(Π.3)

αj

αi
> ζ (ri) .(Π.4)

В случаях γ ≥ 1 и γ ≤ −1, |γ| < ri неравенство (П.3) является необходимым
условием для неравенства (П.4), а неравенство (П.3) соответствует (15).
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 5. Покажем, что ψ∗ > 1: при

γ ≥ 1 выполняется ri
ri+1 < ri+γ

ri+γ+1 < 1 ∀ri ≥ 1, значит 3− ri+γ
ri+γ+1 < 3− ri

ri+1 ,
поэтому ω (ri) < 1 ∀i ∈ N . Из (14) следует, что при ψ∗ > 1 выполняется
αj > ω (ri)αi, откуда a−cj

b > ω (ri)
a−ci
b ; поскольку b > 0, это равносильно

a− cj > ω (ri) (a− ci), или

a (1− ω (ri)) > cj − ω (ri) ci.(Π.5)

Если cj − ω (ri) ci < 0, то (П.5) верно для всех ci, cj > 0; если cj − ω (ri) ci > 0,
то пусть ∃c > 0: c > cj − ω (ri) ci, c > max {ci, cj}, тогда (П.5) верно при
a (1− ω (ri)) > c ⇒ a

c > 1
1−ω(ri)

⇒ a� c, поскольку ω (ri) ∈
[
4
5 , 1
)
; так как

c > max {ci, cj}, то при условии a�max {ci, cj} верно ψ∗ > 1. Случай ψ∗ < 1
доказывается аналогично.

Покажем, что выполняется неравенство ∂ψ∗
∂γ > 0, которое верно при

a (1− ζ (ri)) > cj − ζ (ri) ci.(Π.6)

Поскольку ζ (ri) < 1 ∀ri ≥ 1, то если cj − ζ (ri) ci < 0, то (П.6) верно
для всех ci, cj > 0; если cj − ζ (ri) ci > 0, то пусть ∃c > 0: c > cj − ζ (ri) ci,
c > max {ci, cj}, тогда (П.6) верно при a (1− ζ (ri)) > c ⇒ a

c > 1
1−ζ(ri)

⇒ a� c,
поскольку ζ (ri) ∈

[
2
3 , 1
)
; так как c > ci, cj , то при условии a�max {ci, cj} вер-

но ∂ψ∗
∂γ > 0. Случай ∂ψ∗

∂γ < 0 доказывается аналогично.
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Покажем, что ∂ψ∗
∂ri

> 0. При γ ≥ 1, γ ≤ −1, |γ| < ri верно ζ̄ (ri) > 1, ζ̄ (ri) ∈
∈ (1; 1, 5]. Из (15) следует

a
(
ζ̄ (ri)− 1

)
< ζ̄ (ri) ci − cj .(Π.7)

Если ζ̄(ri)ci − cj < 0, то (П.7) не верно для всех ci, cj > 0; если ζ̄(ri)ci−cj > 0,
то пусть ∃c > 0: c < ζ̄ (ri) ci − cj , c < max {ci, cj}, тогда (П.7) верно при
a(ζ̄(ri)− 1) < c ⇒ a

c < 1
ζ̄(ri)−1

, что противоречит условию a�max{ci, cj} > c.

Значит случай ∂ψ∗
∂ri

> 0 при αj

αi
> ζ̄(ri) исключен. Поскольку ζ(ri) < 1, то

из (15) при αj

αi
< ζ (ri) следует, что

a (1− ζ (ri)) < cj − ζ (ri) ci.(Π.8)

По аналогии с (П.7) это исключено. Из (П.7), (П.8) следует, что возможен
только случай ζ (ri) <

αj

αi
< ζ̄ (ri), при котором по (15) ∂ψ∗

∂ri
< 0.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 6. Из формулы показателя струк-
туры равновесных действий ψ∗ =

Q∗
j

Q∗
i
следует, что ψ∗ = Q∗−Q∗

i
Q∗

i
⇒ Q∗

i =
Q∗

1+ψ∗ ,

Q∗
j =

ψ∗Q∗
1+ψ∗ . Подстановка этих выражений в формулу прибыли (1), а затем в

формулу показателя структуры выигрыша дает Ψ∗ = (a−bQ∗−cj)ψ
∗Q∗−(1+ψ∗)dj

(a−bQ∗−ci)Q∗−(1+ψ∗)di .

Если P (Q∗)� max{ci, cj}, и P (Q∗)Q∗ � max{di, dj}, тоΨ∗= (a−bQ∗)ψ∗Q∗
(a−bQ∗)Q∗ =ψ∗.
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О ДОВЕРИТЕЛЬНОМ ОЦЕНИВАНИИ НА ОСНОВЕ
КОЛИЧЕСТВЕННЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ СХОДСТВА1

Рассматривается задача оценивания точности количественных коэф-
фициентов сходства. Для этого вводится новое понятие меры сходства
соответствующего коэффициента. Показано, что состоятельными оценка-
ми своих мер сходства являются только частотные формы количествен-
ных коэффициентов сходства. Получены асимптотические доверительные
интервалы для мер сходства Ружички и Брея–Кертиса на основе одно-
именных коэффициентов. Также предложен критерий однородности двух
совокупностей на основе упомянутых коэффициентов.

Ключевые слова: коэффициент сходства, доверительное оценивание, кри-
терий однородности, индекс Брея–Кертиса, индекс Жаккара.
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1. Введение

Коэффициенты сходства (КС), изначально предложенные биологами, на-
шли широкое применение в химии, социологии, лингвистике, юриспруденции
и т.д., а также в методах работы с многомерными данными, в частности они
легли в основу некоторых форм кластерного анализа. В настоящее время
насчитывается от нескольких десятков до нескольких сотен КС (см., напри-
мер, [1]), однако статистическая теория, описывающая КС, практически не
развита. Так, при разных соотношениях между объемами выборок большин-
ство используемых количественных КС (определения см. далее), по сути, оце-
нивают различные величины, тогда как данные, используемые для построе-
ния качественных КС, часто бывают достаточно бедны, чтобы делать надеж-
ные статистические выводы. Существующие методы оценивания точности КС
либо основаны на чрезвычайно узких предположениях типа равномерной рас-
пределенности видов в совокупности (наиболее часто — для качественных
КС), либо вообще не носят строгого математического характера. Предприня-
то также несколько попыток построить бутстрепные доверительные интер-
валы для некоторых КС. В настоящей статье получены точные асимптоти-
ческие доверительные интервалы для наиболее популярных количественных
коэффициентов сходства Брея–Кертиса и Ружички и предложен критерий
проверки гипотезы однородности двух совокупностей на основе предыдуще-
го результата.

1 Разделы 1 и 2 статьи выполнены И.В. Радионовым за счет гранта Российского науч-
ного фонда (проект №19-11-00290) в Математическом институте им. В.А. Стеклова Рос-
сийской академии наук.
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Пусть X и Y — два дескриптивных множества [2, 3], описывающие две
сравниваемые выборки, т.е. конечные множества видов (типов объектов) та-
кие, что каждому виду сопоставлено количество его попаданий в соответст-
вующую выборку. Иными словами, занумеруем виды, встретившиеся в двух
исследуемых выборках, числами от 1 до S и обозначим через Xi и Yi коли-
чество объектов i-го вида в первой и второй выборках соответственно. Обо-
значим через a количество общих видов для двух сравниваемых множеств, а
через b и c — количество уникальных видов для первого и второго множества
соответственно:

a=
S∑
i=1

I(Xi 
=0, Yi 
=0), b=
S∑
i=1

I(Xi 
=0, Yi =0), c=
S∑

i=1

I(Xi =0, Yi 
=0).

Легко видеть, что S = a+ b+ c.

Коэффициентом, или индексом, сходства двух совокупностей C(X,Y ) бу-
дем называть безразмерный показатель, отражающий меру близости (сход-
ства) указанных совокупностей X и Y. Как правило, индексы сходства рас-
сматриваются для сравнения двух совокупностей, однако существуют методы
поиска сходства между тремя и более множествами одновременно [4, 5]. В на-
стоящей статье такие варианты сравнения и соответствующие им КС не рас-
сматриваются. Назовем КС качественным, если он зависит только от a, b и c,
т.е. на значения таких КС влияет только наличие/отсутствие вида в сравни-
ваемых совокупностях. Коэффициент сходства называется количественным,
если для его построения используются величины {Xi}Si=1 и {Yi}Si=1. Количе-
ственные КС, зависящие только от частот Xi/n и Yi/m, 1 � i � S, появлений
вида i в совокупностях X и Y соответственно, будем называть частотны-
ми. Здесь n =

∑S
i=1Xi и m =

∑S
i=1 Yi. Для любого качественного КС мож-

но предложить его количественный аналог, заменив индикаторы I(Xi 
= 0),
I(Yi 
= 0), i = 1, . . . , S, присутствия видов в совокупности на частоты Xi/n
и Yi/m, 1 � i � S. Как будет показано далее, введение других количествен-
ных аналогов для качественных КС не оправдано со статистической точки
зрения.

Обсудим общие требования, которые, как правило, налагаются на индексы
сходства [6, 7]:

A1. Симметричность: C(X,Y ) = C(X,Y );

A2. Равенство нулю для непересекающихся совокупностей: C(X,Y ) = 0,
если a = 0;

A3. Равенство единице для совпадающих совокупностей: C(X,Y ) = 1, ес-
ли a = b = c для качественных КС и Xi/n = Yi/m ∀i, 1 � i � S, для
частотных КС;

A4. “Монотонность” по величине сходства.
Для качественных индексов сходства, в частности, последнее свойство

означает следующее: если зафиксировать S и множество видов, то значе-
ние КС должно быть тем больше, чем больше значение a. Впрочем, далеко
не все индексы сходства удовлетворяют условиям A1–A4, см. [1]. Далее, опре-
делим также меру сходства μ качественного КС как величину, равную этому
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КС в случае, если бы вместо выборок КС вычислялся по генеральным сово-
купностям, из которых взяты данные выборки. Ясно, что при росте разме-
ра выборок к бесконечности качественный КС будет сходиться к своей мере
сходства. Определим также меру сходства количественного КС как величи-
ну, получающуюся при замене Xi и Yi в записи данного КС на вероятности
pi и qi появления i-го вида из первой и второй генеральной совокупности
соответственно. В разделе 2 будет показано, что количественные КС будут
состоятельными оценками своих мер сходства тогда и только тогда, когда они
являются частотными.

Необходимость сравнения множеств стояла перед биологами еще в XIX в.,
однако способы давать степени их (не)сходства количественную оценку по-
явились лишь в начале XX в. По-видимому, самый первый КС, IJ , который
до сих пор наиболее популярен среди индексов сходства, предложил швейцар-
ский ботаник Поль Жаккар [8]. По своей сути IJ есть отношение мощности
пересечения множеств видов в двух совокупностях к мощности их объедине-
ния,

IJ =
a

a+ b+ c
,

и является качественным коэффициентом сходства. Его количественный ана-
лог носит название коэффициента Ружички [9]

CR =

S∑
i=1

min(Xi, Yi)

S∑
i=1

max(Xi, Yi)

.(1)

Другой популярный КС был предложен практически одновременно
Л.Р. Дайсом в [10] и Т. Сёренсеном в [11]

IDS =
2a

2a+ b+ c
,

количественная форма которого была предложена задолго до них Чеканов-
ским в [12], она также известна под названием индекса Брея–Кертиса [13]

CBC =

S∑
i=1

2min(Xi, Yi)

S∑
i=1

Xi +
S∑

i=1
Yi

.(2)

Легко видеть, что индекс Жаккара выражается через индекс Сёренсена–
Дайса как IJ = IDS/(2 − IDS). К настоящему времени предложены десятки
качественных КС. Наряду с индексами Жаккара и Сёренсена–Дайса наибо-
лее используемы индексы Охиаи IO, Кульчинского IK и Мориситы IM , см. [7].
Все они монотонно возрастают от нуля до единицы в зависимости от количе-
ства общих видов и, по сути, отличаются лишь разной чувствительностью к
малым и большим значениям a по сравнению с S.
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Впервые попытка оценить точность индексов сходства была предпринята
Сёренсеном в [11], однако его метод требует наличия не двух, а достаточ-
но большого количества выборок, что не всегда осуществимо. Немалое ко-
личество публикаций посвящено доверительному оцениванию качественной
меры сходства в предположении, что все виды в генеральной совокупности
распределены одинаково, см. [14–17], что, очевидно, никогда не выполняет-
ся на практике. Однако стоит отметить, что если имеются лишь данные о
наличии/отсутствии вида в выборках и отсутствуют сведения о количестве
объектов каждого из видов в совокупности, то выбор любого другого рас-
пределения не является обоснованным. Кроме того, величины a, b и c сильно
зависят от наличия редко встречающихся видов в выборке. При росте количе-
ства наблюдений соотношения между a, b и c могут существенно измениться,
что препятствует точности статистического анализа качественных КС при
малом и среднем количестве наблюдений. В связи с доверительным оценива-
нием качественной меры сходства отметим также публикацию [18], где пред-
полагается, что распределение видов в генеральной совокупности является
дискретным логнормальным, и публикацию [19], где принято предположе-
ние, что один доминантный вид встречается чаще остальных, которые уже
имеют равную вероятность попадания в выборку.

Для построения доверительных интервалов для качественных мер сход-
ства может быть полезен основанный на бутстрепе метод оценивания коли-
чества видов в генеральной совокупности по выборке из нее, развитый Чао в
[20–22]. Так, в [22] в предположении, что индекс Жаккара меньше своей меры
сходства, предложен доверительный интервал для меры сходства IJ , впрочем,
без какого-либо математического обоснования. Несмотря на перспективность
метода, Чао не удалось построить доверительный интервал для какого-либо
качественного КС в общих предположениях. Авторам данной статьи неиз-
вестны работы, где была бы рассмотрена задача построения доверительных
интервалов для мер сходства на основе количественных КС.

2. Основные результаты

2.1. Статистическая корректность количественных КС

Прежде всего покажем на основе индекса сходства Ружички (1), что коли-
чественные КС являются состоятельными оценками своих мер сходства толь-
ко в случае n/m → 1 при n,m → ∞, где n и m, напомним, — размеры первой
и второй совокупности соответственно. Рассмотрим в рамках исследуемой
задачи две полиномиальных модели: в j-м испытании независимо от других
испытаний появляется по одному объекту из каждой генеральной совокупно-
сти согласно распределениям вероятностей {pi}i�1 и {qi}i�1 соответственно,
т.е. в j-м испытании i-й объект выпадает с вероятностями pi и qi для первой
и второй группы соответственно. Обозначим случайные величины, соответ-
ствующие выпадению объекта определенного вида в первой и второй группе
в j-м испытании как ξj и ηj. Таким образом, имеем

Xi =

n∑
j=1

I(ξj = i), Yi =

m∑
j=1

I(ηj = i).
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Тогда поскольку {I(ξj = i)}j�1 и {I(ηj = i)}j�1 — последовательности неза-
висимых одинаково распределенных случайных величин, то по усиленному
закону больших чисел

Xi

n

п.н.−−→ EI(ξj = i) = P (ξj = i) = pi,

Yi

m

п.н.−−→ qi (п.н. — почти наверное)
(3)

при n,m → ∞.

Вернемся к обсуждению индекса Ружички. Его мера сходства, очевидно,
равна

μR =

S∑
i=1

min(pi, qi)

S∑
i=1

max(pi, qi)

.

Тогда при использовании теоремы о наследовании сходимостей, свойств схо-
димости почти наверное и соотношений (3) в случае n/m → 1 при n,m → ∞
элементарно показывается, что

CR =

S∑
i=1

min
(
Xi
n , Yi

m
m
n

)
S∑

i=1
max

(
Xi
n , Yi

m
m
n

) п.н.−−→ μR.

С другой стороны, при n/m = d, n,m → ∞ индекс Ружички почти навер-
ное сходится к величине

μR(d) =

S∑
i=1

min(dpi, qi)

S∑
i=1

max(dpi, qi)

,

отличной при d 
= 1 от μR, тогда как частотный аналог данного индекса

C ′
R =

S∑
i=1

min
(
Xi
n , Yi

m

)
S∑

i=1
max

(
Xi
n , Yi

m

)(4)

сходится почти наверное к μR в независимости от соотношения между m и n.
Аналогичные рассуждения справедливы и для индекса Брея–Кертиса (2),
и для других количественных индексов сходства, которые не являются ча-
стотными. Тем самым выводы о генеральной совокупности, полученные на
основе количественных КС, не являющихся частотными, не могут считаться
достоверными и статистически корректными.
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2.2. Асимптотическая нормальность количественных КС

Рассмотрим индекс сходства Ружички и построим доверительный интер-
вал для его меры сходства. Преобразуем данный индекс следующим образом:

CR =

S∑
i=1

min(Xi, Yi)

S∑
i=1

max(Xi, Yi)

=

n+m−
S∑

i=1
max(Xi, Yi)

S∑
i=1

max(Xi, Yi)

=
n+m

S∑
i=1

max(Xi, Yi)

− 1,(5)

т.е. фактически индекс Ружички зависит только от
∑S

i=1 max(Xi, Yi).

Предположим сначала, что n = m. Пусть pi > qi, тогда при n → ∞ вы-
полнено, что P (Xi > Yi) → 1 и P (max(Xi, Yi) = Xi) → 1, т.е. при больших n
выпадение i-го объекта для второй совокупности не будет влиять на значе-
ние индекса Ружички с вероятностью, близкой к единице. Определим A как
множество номеров i, таких что pi > qi, A = {i : pi � qi}, и B = {i : qi > pi}.
Определим также

P =
∑
i∈A

pi, Q =
∑
i∈B

qi.

Тогда мера сходства индекса Ружички переписывается в виде

μR =

2−
S∑
i=1

max(pi, qi)

S∑
i=1

max(pi, qi)

=
2

P +Q
− 1.

Те ор ем а. Пусть n = m. Тогда при n → ∞
√
n(CR − μR)

d−→ N (0, VR) ,

где

VR =
4(P (1− P ) +Q(1−Q))

(P +Q)4
.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. Определим

ζj = I(ξj = i, i ∈ A) + I(ηj = i, i ∈ B), j � 1.

Эти случайные величины, очевидно, могут принимать значения 0, 1 и 2. За-
метим, что поскольку по условию количество видов S конечно, то

P

(
S∑

i=1

max(Xi, Yi) =
∑
i∈A

Xi +
∑
i∈B

Yi

)
→ 1(6)
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при n → ∞. С другой стороны,

∑
i∈A

Xi +
∑
i∈B

Yi =
∑
i∈A

n∑
j=1

I(ξj = i) +
∑
i∈B

n∑
j=1

I(ηj = i) =

=

n∑
j=1

(I(ξj = i, i ∈ A) + I(ηj = i, i ∈ B)) =

n∑
j=1

ζj =: Tn.(7)

Тем самым для доказательства теоремы достаточно показать, что при n → ∞
√
n

((
2n

Tn
− 1

)
− μR

)
d−→ N

(
0,

4(P (1 − P ) +Q(1−Q))

(P +Q)4

)
(8)

и
√
n

(
CR −

(
2n

Tn
− 1

))
d−→ 0,(9)

где статистика 2n/Tn − 1 получена подстановкой суммы Tn в выражение (5)
вместо

∑S
i=1max(Xi, Yi), и воспользоваться леммой Слуцкого.

Докажем сначала соотношение (8). Заметим, что {ζj}nj=1 — независимые
одинаково распределенные случайные величины, и найдем Eζ1 и V arζ1. Име-
ем, что

Eζ1 = EI(ξ1 = i, i ∈ A) + EI(η1 = i, i ∈ B) =

=
∑
i∈A

P (ξ1 = i) +
∑
i∈B

P (η1 = i) =
∑
i∈A

pi +
∑
i∈B

qi = P +Q,

V arζ1 = V arI(ξ1 = i, i ∈ A) + V arI(η1 = i, i ∈ B) = P (1− P ) +Q(1−Q).

Из центральной предельной теоремы получаем, что

√
n

⎛
⎝ 1

n

n∑
j=1

ζj − (P +Q)

⎞
⎠ d−→ N (0, P (1 − P ) +Q(1−Q)) , n → ∞.

Применяя дельта-метод для функции g(x) = 2/x, находим, что

√
n

⎛
⎜⎜⎜⎝

2n
n∑

j=1
ζj

− 2

P +Q

⎞
⎟⎟⎟⎠

d−→ N

(
0,

4(P (1 − P ) +Q(1−Q))

(P +Q)4

)
, n → ∞,

откуда и следует соотношение (8).
Докажем теперь соотношение (9). Используя (6) и (7), получаем при

n → ∞, что

√
n

⎛
⎜⎜⎜⎝

S∑
i=1

max(Xi, Yi)

n
− Tn

n

⎞
⎟⎟⎟⎠

d−→ 0.(10)
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Поскольку по закону больших чисел Tn/n → P +Q по вероятности при
n → ∞, то из соотношения (10) следует, что

∑S
i=1max(Xi, Yi)/n так-

же стремится по вероятности к P +Q. Разделив левую часть (10) на
Tn
∑S

i=1max(Xi, Yi)/(2n
2), имеем по лемме Слуцкого, что

√
n

⎛
⎜⎜⎜⎝
2n

Tn
− 2n

S∑
i=1

max(Xi, Yi)

⎞
⎟⎟⎟⎠

d−→ 0,

откуда и следует (9). Тем самым, доказательство теоремы закончено.
Обратимся теперь к изучению частотного аналога индекса Ружич-

ки C ′
R (4). Следующее утверждение говорит, что асимптотическое поведе-

ние C ′
R несколько отличается от асимптотического поведения индекса Ру-

жички при n = m → ∞.

Предл ожени е 1. При n,m → ∞ и n/m → d > 0 выполнено, что

√
n(C ′

R − μR)
d−→ N (0, VR(d)) ,

где

VR(d) =
4(P (1 − P ) + dQ(1−Q))

(P +Q)4
.

Дока з а т е л ь с т в о п р е д л ожения 1. Пользуясь тем, что
∑

i∈AXi и∑
i∈B Yi представимы как суммы независимых одинаково распределенных

случайных величин и независимы, из центральной предельной теоремы по-
лучаем, что

√
n

(
1

n

∑
i∈A

Xi − P

)
d−→ N(0, P (1 − P ))

и

√
m

(
1

m

∑
i∈B

Yi −Q

)
d−→ N(0, Q(1 −Q))

при n → ∞ и m → ∞ соответственно, откуда в условиях предложения с по-
мощью леммы Слуцкого имеем, что

√
n

(
1

n

∑
i∈A

Xi +
1

m

∑
i∈B

Yi − (P +Q)

)
d−→ N(0, (P (1 − P ) + dQ(1−Q))).(11)

Дальнейшее доказательство повторяет с легкими изменениями соответствую-
щие шаги доказательства теоремы.
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Рассмотрим теперь частотную форму индекса Брея–Кертиса (2),

C ′
BC =

S∑
i=1

min(Xi/n, Yi/m) = 2−
S∑

i=1

max(Xi/n, Yi/m),

и исследуем ее асимптотическое поведение. Стоит заметить, что частотная
форма широко используемого индекса Охиаи IO = a/

√
(a+ b)(a+ c) также

равна C ′
BC . Из соотношения (11) и из модификации формулы (10) для n 
= m

вытекает следующее утверждение.
Предл ожени е 2. В условиях предложения 1 выполнено, что

√
n(C ′

BC − μBC)
d−→ N (0, VBC (d)) ,

где μBC = (2−P −Q) — мера сходства Брея–Кертиса и VBC(d) =P (1−P )+
+dQ(1−Q).

2.3. Доверительное оценивание количественных мер сходства

Чтобы построить доверительные интервалы для мер сходства Ружич-
ки и Брея–Кертиса, необходимо оценить асимптотическую дисперсию од-
ноименных частотных КС. Рассмотрим случайное множество номеров
A′ = {i : Xi/n > Yi/m}. Покажем, что

P̂ :=
1

n

∑
i∈A′

Xi
P−→ P, Q̂ :=

1

m

∑
i∈A′

Yi
P−→ Q, n,m → ∞.

Действительно,

P

(∑
i∈A′

Xi 
=
∑
i∈A

Xi

)
�
∑
i∈A

P (Xi/n < Yi/m) +
∑
i∈B

P (Xi/n � Yi/m) → 0

по закону больших чисел. Снова пользуясь законом больших чисел и свой-
ствами сходимости по вероятности, имеем, что

P̂ =

(
1

n

∑
i∈A′

Xi − 1

n

∑
i∈A

Xi

)
+

1

n

∑
i∈A

Xi
P−→ P, n,m → ∞,

а сходимость Q̂ к Q по вероятности доказывается аналогично.
Используя теорему о наследовании сходимостей и свойства сходимости по

вероятности, легко показать, что при n,m → ∞ и n/m → d выполнено, что

V̂R(d) :=
4(P̂ (1− P̂ ) + nQ̂(1− Q̂)/m)

(P̂ + Q̂)4
P−→ VR(d),

V̂BC(d) := P̂ (1− P̂ ) + nQ̂(1− Q̂)/m
P−→ VBC(d).
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Тем самым из леммы Слуцкого в тех же условиях получаем, что

√
n(V̂R(d))

−1/2(C ′
R − μR)

d−→ N(0, 1) и
√
n(V̂BC(d))

−1/2(C ′
BC − μBC)

d−→ N(0, 1),
(12)

что позволяет выписать асимптотические доверительные интервалы для мер
сходства Ружички и Брея–Кертиса: с вероятностью, стремящейся к 1− α,
мера сходства Ружички принадлежит интервалу

(
C ′
R − u1−α/2(V̂R(d))

1/2n−1/2;C ′
R + u1−α/2(V̂R(d))

1/2n−1/2
)
,

где u1−α/2 — квантиль уровня 1− α/2 стандартного нормального распреде-
ления; доверительный интервал для меры сходства Брея–Кертиса выписыва-
ется аналогично.

2.4. Проверка гипотезы однородности с помощью КС

Наконец, рассмотрим задачу проверки гипотезы об однородности срав-
ниваемых совокупностей. На первый взгляд, применение двухвыборочного
критерия хи-квадрат Пирсона решает данную задачу, однако критерий име-
ет определенные условия применимости, которым получаемые на практике
совокупности не всегда удовлетворяют. Так, часто в сравниваемых группах
видов бывает несколько доминирующих видов, а все остальные виды встреча-
ются в количестве 1–2 экземпляров, что препятствует прямому применению
критерия хи-квадрат. С другой стороны, проверить гипотезу однородности
двух совокупностей при помощи коэффициентов сходства можно всегда.

Итак, будем проверять гипотезу H0 : μR = 1. В случае совпадающих ге-
неральных совокупностей мера сходства двух этих совокупностей равняется
единице, если для соответствующего КС выполнено свойство A3, поэтому
вместо μR в определение гипотезы можно подставить любую другую меру
сходства, количественную или качественную, для которой выполняется дан-
ное свойство. Построим критерий проверки H0 с помощью частотного ин-
декса Ружички C ′

R. Поскольку данный индекс всегда меньше либо равен 1,
предложим такой критерий:

если C ′
R + u1−α(V̂R(d))

1/2n−1/2 < 1, то отвергаем H0,

где u1−α — (1− α)-квантиль N(0, 1). Из (12) следует, что данный критерий
будет иметь асимптотический уровень значимости α. С помощью частотного
индекса Брея–Кертиса C ′

BC аналогичным образом можно предложить еще
один критерий проверки H0 :

если C ′
BC + u1−α(V̂BC(d))

1/2n−1/2 < 1, то отвергаем H0,(13)

он также имеет асимптотический уровень значимости α.

166



3. Моделирование

Цель данного раздела — демонстрация асимптотических свойств предло-
женных доверительных интервалов и критериев однородности, основанных
на КС. Рассмотрим сначала задачу доверительного оценивания меры сход-
ства Брея–Кертиса двух генеральных совокупностей c 10 видами в каждой,
подчиняющихся распределениям {pi}10i=1 и {qi}10i=1 соответственно. Для моде-
лирования были выбраны усеченные распределения Пуассона с параметра-
ми 3,5 (темные столбцы) и 5 (светлые столбцы) соответственно, гистограммы
соответствующих распределений P = {pi}10i=1 и Q = {qi}10i=1 представлены на
рис. 1.

На рис. 2 выведены графики верхней и нижней границ доверительных
интервалов (штриховые линии) уровня доверия α = 0,95 для меры сходства
Брея–Кертиса распределений P и Q и график значений частотного индекса
сходства Брея–Кертиса C ′

BC (сплошная линия) в зависимости от n. На ри-
сунке слева n = 2m, на рисунке справа n = m/3. Истинное значение меры
Брея–Кертиса для данных распределений равно μBC = 0,76 с точностью до
третьего знака после запятой (штрихпунктирная линия).

Легко видеть, что построенные доверительные интервалы по своему по-
ведению мало отличаются от асимптотических доверительных интервалов,
построенных на основе стандартного условия асимптотической нормальности
оценки. В частности, при возрастании размеров выборок ширина доверитель-
ных интервалов уменьшается, а истинное значение меры сходства практиче-
ски всегда попадает в доверительный интервал.

Приведенные на рис. 3 графики доверительных границ для меры сходства
Ружички обладают теми же свойствами, что и доверительные границы для
меры сходства Брея–Кертиса. Здесь доверительные границы и сами значе-
ния частотного коэффициента Ружички C ′

R построены для двух разных пар

0

0,05

0,10

0,15

0,20

2 5 7 10

Рис. 1. Гистограмма распределений {pi}10i=1 (темные столбцы для λ = 3,5)
и {qi}10i=1 (светлые столбцы для λ = 5).

167



0,6

0,7

0,8

0,9

100 150 200 250 300 400 500 600

а

б
750 900 1050 1200 1400 1600 1800

0,60

0,65

0,70

0,75

0,80

0,85

100 150 200 250 300 400 500 600 750 900 1050 1200 1400 1600 1800

Рис. 2. Доверительные границы для меры сходства Брея–Кертиса
и значение частотного индекса Брея–Кертиса в зависимости от n
(а — n = 2m, б — n = m/3).

дискретных распределений, гистограммы которых выведены на соответст-
вующих графиках, в зависимости от n при n = m.

Наконец, обратимся к задаче проверки однородности двух совокупностей с
помощью коэффициентов сходства. На рис. 4 представлена верхняя граница
из критерия (13) при α = 0,025 (штриховая линия) для меры сходства Брея–
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Рис. 3. Доверительные границы для меры сходства Ружички и значения ча-
стотного индекса Ружички для выборок X и Y из усеченных распределений
Пуассона с параметрами а – (5, 10) и б – (3,5, 10) в зависимости от n, m = n.

Кертиса (равной в данном случае единице) для выборок из одной генеральной
совокупности из 10 видов в зависимости от n при n = m, гистограмму распре-
деления тоже см. на рисунке. Также на графике выведена нижняя граница
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Рис. 4. Доверительные границы для меры сходства Брея–Кертиса в зависи-
мости от n в случае выборок из одной генеральной совокупности.

симметричного доверительного интервала (т.е. уровень доверия данного ин-
тервала равен 0,95) и значения частотного индекса Брея–Кертиса (сплошная
линия), с помощью которого и построены данные доверительные интервалы.
Заметим, что доверительные интервалы для разных значений n не всегда
содержат единицу, т.е. при малых n теоретический уровень значимости кри-
терия (13), по-видимому, является заниженным. Это связано с тем, что в
данном случае коэффициент сходства Брея–Кертиса всегда ниже своей меры
сходства из-за особенностей определения КС.

4. Заключение

В статье рассмотрена проблема оценивания точности количественных ко-
эффициентов сходства. Исчерпывающий обзор публикаций, касающихся этой
темы, показал, что до сих пор не было предложено удовлетворительного ал-
горитма, имеющего строгое обоснование, позволяющего найти границы до-
верительного интервала для меры сходства какого-либо КС и/или оценить
его дисперсию. В настоящей статье авторы предлагают способ построения
асимптотических доверительных интервалов для мер сходства двух наиболее
часто применяемых КС — Брея–Кертиса и Ружички. Используя приведенный
метод, можно получить доверительные интервалы для мер сходства любых
других частотных КС. Остаются открытыми вопросы о степени чувствитель-
ности различных КС и о взаимоотношении асимптотических и бутстрепных
доверительных интервалов, которые будут рассмотрены авторами в дальней-
шем.
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