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НИКИТА ФЕДОРОВИЧ МОРОЗОВ 
(к девяностолетию со дня рождения)

DOI: 10.31857/S0032823522040142

Академику Никите Федоровичу Морозову – выдающемуся ученому в области меха-
ники деформируемого твердого тела, члену редакционной коллегии журнала ПММ –
28 июля 2022 г. исполнилось девяносто лет.

Н.Ф. Морозов родился и вырос в Ленинграде. В годы Великой Отечественной вой-
ны он участвовал в работе пожарных дружин, спасая город от неразорвавшихся снаря-
дов, за что в одиннадцатилетнем возрасте был награжден медалью “За оборону Ле-
нинграда”. После окончания школы учился на механико-математическом факультете
Ленинградского государственного университета, а затем там же в аспирантуре. После
защиты кандидатской диссертации в 1958 году поступил на работу в ЦНИИ
им. А.Н. Крылова, а затем перешел на преподавательскую работу: сначала на кафедру
математики Ленинградского технологического института целлюлозно-бумажной про-
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мышленности, а затем с 1970 г. – в Ленинградский государственный университет на
математико-механический факультет.

Основное направление его научных интересов в это время связано с исследованием
нелинейных задач теории тонких пластин. Им было доказано существование, един-
ственность и разрешимость краевых и начально-краевых задач теории пластин и обо-
лочек, решена задача о существовании несимметричных решений у симметрично за-
груженной круглой пластины и сформулированы достаточные условия неустойчиво-
сти симметричных решений [1–3]. Полученные Н.Ф. Морозовым результаты по
качественному исследованию нелинейных задач теории тонких пластин являются
классическими и легли в основу защищенной им в 1967 году в Ленинградском госу-
дарственном университете докторской диссертации “Нелинейные задачи теории тон-
ких пластин и оболочек”.

В 1976 году Н.Ф. Морозов становится заведующим кафедрой теории упругости
СПбГУ – одного из старейших подразделений университета, руководство которой с
момента ее создания осуществляли выдающиеся механики Г.В. Колосов, Е.Л. Нико-
лаи, С.Г. Лехницкий, В.И. Смирнов, А.А. Ильюшин, В.В. Новожилов, Л. М. Качанов.
Организаторская работа Н.Ф. Морозова на посту руководителя знаменитой кафедры в
сочетании с яркой научной и преподавательской деятельностью привела к развитию и
росту научной школы механики Санкт-Петербургского госуниверситета, которая сей-
час по праву занимает одно из ведущих положений среди отечественных школ в этой
области. Среди выпускников кафедры и учеников Н.Ф. Морозова есть много из-
вестных ученых, которые внесли заметный вклад в механику и математическую фи-
зику: член.-корр. РАН Ю.В. Петров, проф. С.А. Назаров, проф. М.В. Паукшто,
проф. А.Е. Волков, проф. А.И. Разов, проф. А.А. Уткин, а также много специалистов,
работающих в сфере высоких технологий.

Н.Ф. Морозов является одним из инициаторов применения строгих математиче-
ских методов в теории упругости и нелинейной механике. Полученные новые резуль-
таты по ряду научных направлений математической теории упругости и нелинейных
проблем механики выдвинули Н.Ф. Морозова в число наиболее известных в стране и
за рубежом специалистов.

Н.Ф. Морозов с учениками и коллегами обеспечили существенный прогресс в по-
становке и исследовании проблем прочности и разрушения. Им совместно с ученика-
ми развиты эффективные методы анализа сингулярных полей, возникающих в стати-
ческих задачах теории упругости с концентраторами напряжений типа трещин и ост-
рых вырезов. Одним из основных достижений Н.Ф. Морозова и его сотрудников стало
развитие нелокальных критериев прочности. Ключевым понятием, которое было вве-
дено в этих исследованиях, стало понятие линейного размера разрушения. Опублико-
ванная Н.Ф. Морозовым монография [4] стала заметным вкладом в науку о разруше-
нии, которая в те годы интенсивно развивалась во многих мировых научных центрах.

В конце 80-х и начале 90-х годов Н.Ф. Морозов совместно с Ю.В. Петровым обра-
тился к динамическим задачам механики. Господствовавшие в то время представле-
ния о разрушении вошли в противоречие с новейшими экспериментальными иссле-
дованиями по экстремальным высокоскоростным воздействиям на материалы, вы-
явившим целый ряд принципиальных эффектов, которые не укладывались в
традиционные модели. Совместно с Ю.В. Петровым и А.А. Уткиным был высказан
ряд идей [5, 6], на основе которых позднее был сформулирован и общий структурно-
временной подход к решению динамических задач и исследованию экстремальных
критических состояний сплошных сред при динамических воздействиях. При помо-
щи этого подхода оказалось возможным сформулировать ряд новых критериев или
предельных условий для переходных процессов в теории разрушения, пластического
деформирования, электрофизике (импульсный пробой), кавитации, теории фазовых
превращений. На основе этого подхода и разработанных критериев разрушения были
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предложены новые методы тестирования материалов, отвечающие потребностям со-
временной индустрии.

Совместно с П.Е. Товстиком решены задачи о свободных колебаниях и устойчиво-
сти сжатого трансверсально изотропного пространства, полупространства и трансвер-
сально изотропной сжатой пластины. Особое внимание уделено анализу форм потери
устойчивости как самого упругого основания, так и пластины, лежащей на нем. С ис-
пользованием уравнений геометрически нелинейной теории упругости исследована
поверхностная устойчивость трансверсально анизотропного упругого полупростран-
ства под действием сжимающих напряжений. Анализ потери устойчивости в закрити-
ческой стадии показал, что вмятины вблизи свободной поверхности полупростран-
ства располагаются в “шахматном” порядке, что соответствует экспериментальным
результатам [7, 8].

Начиная с 1994 года, Н.Ф. Морозов активно работает в области применения мето-
дов механики деформируемого твердого тела к проблемам наномеханики и теоретиче-
ского материаловедения, изучению взаимосвязи между деформированием, устойчи-
востью и разрушением и диффузионными процессами фазовых превращений. Сов-
местно с Е.А. Ивановой и А.М. Кривцовым теоретически исследована зависимость
значений модулей упругости от размеров нанокристалла. Дается оценка масштабных
эффектов, возникающих при применении континуальной теории упругости к нано-
объектам, а также обсуждается влияние масштабных эффектов при использовании
метода молекулярной динамики для моделирования макроскопических объектов [9, 10].
Совместно с И.А. Овидько исследованы процессы деформирования и разрушения
графеновых листов с различными видами дефектов структуры [11, 12].

Н.Ф. Морозовым с соавторами осуществлена модификация уравнений равновесия
и определяющих соотношений линейной теории пластин и оболочек при учете де-
формаций поперечного сдвига, основанная на сведении соотношений пространствен-
ной теории упругости с поверхностными напряжениями к двумерным уравнениям,
заданным на серединной поверхности оболочки, и проведен анализ влияния поверх-
ностных модулей упругости на эффективные жесткости пластин и оболочек [13, 14].

Н.Ф. Морозовым с соавторами (И.А. Овидько, А.Г. Шейнерманом, С.В. Бобыле-
вым) были исследованы механизмы деформации и разрушения нанокристаллических
тел. Предложена теоретическая модель, описывающая влияние специальной ротаци-
онной деформации на рост трещин в деформированных нанокристаллических кера-
мике и металлах и оценено ее влияние на рост ранее существовавших сравнительно
крупных трещин в нанокристаллических металлах и керамике [15]. Предложен и тео-
ретически описан особый физический режим пластической деформации в нанокри-
сталлических, ультрамелкозернистых и поликристаллических телах, порожденный
скольжением границ зерен и процессом зарождения наноразмерных зерен (происхо-
дящий в результате расщепления и миграции границ зерен под действием напряже-
ния). Показано, что специальный режим деформации повышает пластичность нано-
кристаллических и ультрамелкозернистых твердых тел, и этот эффект усиления более
выражен по сравнению с эффектом кооперативного процесса скольжения и миграции
границ зерен [16]. Исследована микромеханика пластической деформации посред-
ством миграции границ зерен в нанокомпозитах металл–графен [17].

Н.Ф. Морозов – автор более 450 научных работ, в том числе 8 монографий и 3 учеб-
ных пособий. Активная научно-педагогическая деятельность Н.Ф. Морозова была от-
мечена правительственными наградами: Орденом Почета (1999), орденом “За заслуги
перед Отечеством” IV степени (2003), Орденом дружбы (2010); в 1995 году ему присво-
ено звание “Заслуженный деятель науки Российской Федерации”. В 2015 году
Н.Ф. Морозов удостоен благодарности Президента Российской Федерации.
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Редакционная коллегия журнала “Прикладная математика и механика” поздравля-
ет Никиту Федоровича с юбилеем, желает ему здоровья и дальнейших успехов в науч-
ной, педагогической и организационной деятельности.
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Анализируется решение внутренней и внешней задач Лэмба от сосредоточенного
силового воздействия, приложенного к свободной границе упругого полупростран-
ства (полуплоскости). Рассматриваются так же некоторые родственные задачи, в
частности о приложении дуплетов и диполей в упругом полупространстве, о появле-
нии высокочастотных волн, отвечающих волне Рэлея, при распространении волн
Похгаммера–Кри и др. Анализируются решения задач о движущейся нагрузке, при-
ложенной к границе полупространства или полуплоскости.
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1. Задачи Лэмба. Интегральные преобразования. Лэмб [1] рассмотрел две внешних
задачи о распространении волн в изотропном упругом полупространстве и изотроп-
ной упругой полуплоскости от сосредоточенного силового воздействия, приложенно-
го нормально к свободной границе. В этой работе были рассмотрены также две внут-
ренние задачи о волнах в упругом полупространстве и полуплоскости, вызванные
центром расширения, находящимся на некоторой глубине под поверхностью. Реше-
ние этих задач было сведено [1] к интегральным уравнениям относительно скалярного
и векторного потенциалов. Внутренняя и внешняя задачи были обобщены [2] на слу-
чай сосредоточенных нагрузок, движущихся с постоянной скоростью.

Надо отметить, что в случае произвольных по времени нагрузок [1, 2] замкнутое ре-
шение удалось построить лишь в пространстве изображений (по Фурье для простран-
ственных переменных и по Лапласу для временной переменной). С помощью асимп-
тотических оценок было показано [1], что в случае внешних плоской и простран-
ственной задач основной вклад в поле смещений на свободной поверхности вносят
рэлеевские волны. Помимо этого, было получено аналитическое решение [1] для
плоской внешней задачи в случае нормальной нагрузки, изменяющейся во времени в
виде ядра Пуассона.

Кроме того, показано, что в случае гармонического источника магнитуды рэлеев-
ских волн на свободной поверхности на достаточном удалении от эпицентра в случае
плоской задачи не зависят от , а в случае пространственной задачи убывают про-

порционально , где  – расстояние от эпицентра, а  – волновое число. Далее,

rx
−1/2rx x r

УДК 539.3
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в той же работе с помощью асимптотических оценок было найдено, что наряду с вол-
нами Рэлея точечный источник вызывает появление объемных продольных (P) и по-
перечных (S) волн. Магнитуды этих волн в случае гармонического источника на до-
статочном удалении от него в случае плоской задачи убывают на поверхности пропор-

ционально , а в случае пространственной задачи – пропорционально .
Заметим, что при распространении объемных волн, порожденных точечным гармони-
ческим источником в безграничной среде, убывание их магнитуд происходит медлен-

нее. Например, в случае плоской задачи магнитуда убывает как , а в случае про-

странственной задачи, как  [3]. Таким образом, в [1] впервые было дано теорети-
ческое обоснование утверждения Рэлея [4] о том, что поверхностные (рэлеевские)
волны убывают медленнее объемных волн с увеличением расстояния от источника.

Для построения решений, уравнения движения Навье в [1, 2] записывались в форме
Ламе–Клапейрона ([5], Sect. 59)

(1.1)

где  и  – константы Ламе,  – поле перемещений,  – поле массовых сил,  – плот-
ность среды, использовалось представление Гельмгольца ([5], Sect. 67) для поля мас-
совых сил

(1.2)

где  и  – скалярный и векторный потенциалы и представление Ламе–Грина ([5],
Sect. 67) для динамического поля перемещений

(1.3)

где  – скалярный, а  – векторный потенциалы. Представление (1.3) аналогично
представлению Папковича–Нейбера для поля перемещений при решении уравнений
статики. В качестве начальных условий в [1, 2] рассматривались однородные условия
вида

(1.4)

На внешней поверхности  полупространства или полуплоскости задавались усло-
вия второй краевой задачи (в напряжениях)

(1.5)

где  – вектор единичной внешней нормали к границе;  – единичная диагональная
матрица,  – тензор (малых) деформаций;  – нагрузка на свободной поверхности.
В случае внутренней задачи Лэмба .

Подстановка представлений (1.2), (1.3) в уравнения движения и применение преоб-
разования Лапласа по временной переменной (или предположение о гармоническом
изменении во времени нагрузки) позволили свести уравнения движения к неоднород-
ным уравнениям Гельмгольца для скалярного и векторного потенциалов

(1.6)

Штрихи у потенциалов в (1.4) означают освобождение от гармонического множителя .
При получении уравнений (1.6) использовались три легко проверяемых тождества
([5], Sect. 5)

(1.7)

−3/2rx −2rx

−1/2rx
−1rx

( )λ + μ ∇ − μ + = ρ��2 div rot rot ,u u b u

λ μ u b ρ
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Далее, для построения решения пространственного уравнения Гельмгольца в [1, 2]
использовалось фундаментальное решение

(1.8)

Аналогичный вид имеет фундаментальное решение  векторного уравнения Гельм-
гольца с заменой r1 на r2 и c1 на c2, где  и c2 – скорости продольной и поперечной объ-
емных волн соответственно

(1.9)

В плоском случае фундаментальное решение скалярного уравнения Гельмгольца
представимо в виде

(1.10)

где  – функция Ганкеля первого рода нулевого порядка. Аналогичный вид имеет
фундаментальное решение  для векторного уравнения. При решении задачи с на-
грузкой, произвольно зависящей от времени, круговая частота  в выражениях (1.8),
(1.10) заменяется на параметр преобразования Лапласа. Далее, осуществлялось [1, 2]
сужение потенциалов с ядром (1.8) или (1.10) на граничную поверхность. Надо отме-
тить, что полученные интегральные представления оказались весьма сложными: в за-
мкнутом виде решение удалось получить лишь для гармонической нагрузки. В случае
произвольной зависимости от времени замкнутое решение было получено в про-
странстве изображений, точнее, решение на поверхности было представлено в виде
несобственного интеграла от алгебраической функции.

В дальнейшем представление Гельмгольца (1.1) и потенциалы Ламе–Грина (1.3) ис-
пользовались в большинстве подходов, связанных с решением внутренней и внешней
задач Лэмба, однако техника вычисления сингулярных интегралов, появляющихся
при сужении потенциалов на граничную поверхность, менялась. С помощью метода
наискорейшего спуска Дебая были получены [6, 7] асимптотические оценки для ком-
понент перемещений на границе для некоторых внутренних и внешних задач, обоб-
щающих задачу Лэмба, например, рассматривалась нагрузка [6] под произвольным уг-
лом к поверхности. Исследовалась [7] плоская внутренняя задача о действии сосредо-
точенной силы в упругой полуплоскости. В этой работе на основании расчетов,
выполненных по асимптотическим формулам, было найдено, что рэлеевские волны
не образуются вблизи от эпицентра, на расстояниях , удовлетворяющих условию

(1.11)

где  – скорость волны Рэлея, а  – глубина источника. При получении оценки (1.11)
сделано упрощающее предположение о том, что две объемных волн и рэлеевская вол-
на распространяются независимо друг от друга. На самом же деле рэлеевская волна
формируется из двух объемных волн, начиная с момента прихода медленной объем-
ной волны, см. ([3], p. 66). Не совсем понятное отсутствие рэлеевских волн в эпицен-
тральной зоне, удовлетворяющей оценке (1.11), объяснялось [7] интерференцией с
объемными волнами, полностью поглощающими рэлеевскую волну. В случае плоской
внешней задачи Лэмба получены [8] асимптотические оценки, аналогичные [6, 7].

Для вычисления сингулярных интегралов, связанных с обращением преобразова-
ния Лапласа в задачах Лэмба, предложен [9, 10] особый путь интегрирования, связан-
ный с деформацией контура интегрирования. Вместо деформации контура интегри-
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рования предложено [11, 12] использовать многократное изменение порядка интегри-
рования, при этом использовался подход, развитый ранее [13, 14] и основанный на
функционально-инвариантных решениях. Заметим, что с помощью функционально-
инвариантных решений поле перемещений в среде удалось представить в виде одно-
кратного интеграла от алгебраической функции по некоторому контуру в комплекс-
ной плоскости. Предложенный метод вычисления интегралов [11, 12] позднее был
применен для анализа поля перемещений в цилиндрических координатах в случае
осевой симметрии [15]. Для нагрузки в виде временной функции Хэвисайда, действу-
ющей на поверхности [16] и внутри [17, 18] полупространства, получено замкнутое вы-
ражение для вертикальной компоненты перемещений и выражение, содержащее эл-
липтические интегралы, для горизонтальной компоненты. Результаты работ [16–18]
обобщены [19] на другие виды нагрузок. Для “плоской” задачи Лэмба выбор пути в
методе Каньяра был упрощен [20, 21], кроме того, объяснен кажущийся парадокс [21],
связанный с особой дисперсией волн Рэлея. Надо отметить, что обнаруженная дис-
персия рэлеевских волн [21] – весьма своеобразная: она обнаруживается только при
изменении знака круговой частоты и, таким образом, проявляется лишь при обраще-
нии двусторонних интегральных преобразований, в которых параметры преобразова-
ния меняют знак. В работах [22–24] на основе асимптотических разложений получе-
ны численные значения напряжений и перемещений вблизи от источника. Дальние
асимптотики поля перемещений для внешней пространственной задачи Лэмба в слу-
чае гармонической нагрузки, совпадающие с решением Рэлея, приведены в рабо-
тах [25, 26].

С помощью фундаментального решения Стокса [27] (см. также ([5], Sect. 68)) в [28–30]
внешняя задача Лэмба о гармонической нагрузке сведена к интегральным уравнениям
Фредгольма второго рода относительно неизвестных перемещений на границе.

Приведены ([31], Гл. 1) и ([32], Sect. 6.1) результаты аналитического исследования
поляризации гармонических поверхностных волн (с плоским фронтом), распростра-
няющихся по границе упругого полупространства. На основании этих исследований
оказалось, что для материала, удовлетворяющего условию Пуассона  вертикаль-
ная компонента на свободной поверхности приблизительно в полтора раза больше го-
ризонтальной компоненты перемещений. Аналогичное соотношение между компо-
нентами перемещений найдено несколько ранее [33]. Фактически, результаты [31–33],
подтвердили расчеты, проведенные Рэлеем [4] для случая , в которых отношение
вертикальной амплитуды перемещений к горизонтальной составило 1.4677.

Интересные данные получены во внешней пространственной задаче Лэмба для слу-
чая импульсной нагрузки, заданной в виде временной функции Хэвисайда. Числен-
ный анализ решения [16] для этой задачи дал неожиданные результаты с точки зрения
физической интерпретации. Например, вычисления, проведенные в [16] и повторен-
ные в [34–38] с помощью различных вариантов метода [1, 2], показали, что в произ-
вольной точке на поверхности вертикальная и горизонтальная компоненты переме-
щений претерпевают разрыв второго рода в момент, соответствующий приходу рэле-
евской волны, рис. 1. При этом за фронтом рэлеевской волны решение [16] дает
мгновенный выход на статическое решение Буссинеска для вертикальной компонен-
ты, а для горизонтальной компоненты выход на статическое решение происходит
асимптотически при . В этой связи интерес представляет сравнение аналитиче-
ских (или аналитико-асимптотических) решений, рассмотренных в настоящем разде-
ле, с расчетами, выполненными с помощью разностных методов.

2. Разностные и вариационно-разностные методы. Решение внешней и внутренней
задач Лэмба как в плоском, так и в пространственном случае, наталкиваются на опре-
деленные сложности, связанные с устойчивостью и схемной вязкостью явных раз-
ностных схем, а также появлением осцилляций в зонах за ударным фронтом, харак-
терным для явных схем второго [39, 40] или более высокого порядка точности, или

λ = μ

λ = μ

→ ∞t
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размытием ударных волновых фронтов, характерного для явных схем первого по-
рядка [41] и неявных схем любого порядка точности [42]. Положение осложняет пло-
хое распараллеливание вычислений в динамических задачах теории упругости, что де-
лает малоэффективным применение современных кластерных и метакластерных вы-
числительных систем.

Частично недостатки разностных методов удается преодолеть с помощью разност-
ных уравнений, записанных в окрестности характеристик. Явные разностные схемы в
окрестности характеристик применены [43–45] для исследования распространения
волн в упругих и упруго-пластических средах. Этот подход применен [46, 47] к реше-
нию плоской внешней задачи Лэмба для поверхностной нагрузки, заданной в виде
временной функции Хэвисайда. Отмечено [47] хорошее совпадение с результатами,
полученными методами интегральных преобразований [11, 12].

Для решения динамических задач, включая и внешнюю задачу Лэмба, предложен [48]
гибридный подход, объединяющий конечноэлементный и конечноразностный мето-
ды. Использованные разностные схемы, разработаны в [49] позволяют получить ко-
нечноразностные уравнения второго порядка точности по временной переменной и
четвертого порядка по пространственным переменным. Гибридный метод применен [50]
к решению пространственной внешней задачи Лэмба. Численные эксперименты [51]
показали, что гибридный метод оказался практически свободным от осцилляций за
фронтом рэлеевской волны.

Для исследования распространения волн в задаче Лэмба применялся [52–54] спек-
тральный метод (конечных) элементов (SEM). Этот метод фактически представляет
собой метод конечных элементов высокого порядка точности, в котором простран-
ственными элементами (базисными функциями) являются полиномы Лежандра.

Рис. 1. Изменение во времени (а) вертикальной и (б) горизонтальной компонент вектора перемещений на
границе полупространства для внешней пространственной задачи Лэмба при импульсной вертикальной на-
грузке (при выполнении условия Пуассона ) [36].
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Канонический метод конечных элементов с явными двухслойными разностными
схемами при интегрировании по времени применялись для решения различных задач
геомеханики, включая внутреннюю [55, 56] и внешнюю (пространственную) задачи
Лэмба [57–59]. Сравнение данных расчета по методу конечных элементов с аналогич-
ными результатами, выполненными с помощью интегральных преобразований, вы-
явило [58] хорошее качественное совпадение магнитуд перемещений на свободной
поверхности, вызванных действием гармонической нагрузки.

3. Анизотропные среды. По-видимому, впервые внешняя плоская задача Лэмба для
трансверсально-изотропной полуплоскости исследовалась в [60] с помощью инте-
гральных преобразований и вычислением сингулярных интегралов по методу [9, 10].
Эта техника была обобщена [61] для решения плоской внешней задачи Лэмба для
упруго анизотропной полуплоскости с моноклинной симметрией. С помощью техни-
ки [60] для внутренней задачи Лэмба получены [62] выражения смещений на границе
трансверсально-изотропной полуплоскости. Для построения решения внешней плос-
кой задачи Лэмба в случае анизотропной полуплоскости с моноклинной симметрией
применялся [63] метод, основанный на шестимерном комплексном формализме Стро
[64]. С помощью этого метода получены [63] выражения для поля смещений в полу-
плоскости при внешнем гармоническом силовом воздействии.

Рассмотрена [65, 66] внешняя пространственная задача Лэмба для полупростран-
ства с произвольной упругой анизотропией. При решении этой задачи уравнения дви-
жения анизотропной среды записывались в виде

(3.1)

где  – четырехвалентный тензор упругости. Предполагалось, что тензор упругости,
рассматриваемый как оператор в пространстве симметричных тензоров второго ранга,
положительно определен и симметричен. Объемные силы в [65, 66] отсутствовали, а
на граничной плоскости полупространства  задавались условия в напряжениях

(3.2)

Далее в этих работах использовалось преобразование Радона по пространственным
переменным. Это позволило свести внешнюю задачу Лэмба к вычислению однократ-
ных интегралов по окружностям, появляющимся при обращении преобразования Ра-
дона. Преобразования Радона по пространственным переменным применялись [67–
69] в дальнейшем при решении аналогичных задач.

Метод, основанный на преобразовании Фурье по пространственным переменным,
применялся [70–75] для решения внешней и внутренней задач Лэмба. При этом пере-
мещения на поверхности [74, 75] представлены в виде несобственных интегралов, по-
являющихся при сужении преобразованных по Фурье компонент перемещений и их
производных на граничную плоскость.

4. Экспериментальные методы. По-видимому, впервые присутствие рэлеевских волн
во внутренней задаче Лэмба было экспериментально зафиксировано [1] при анализе
сейсмограмм от удаленного эпицентра землетрясения. В дальнейшем, результаты [1]
подтверждались в различных исследованиях по решению геофизических задач [76–81], в
том числе задач, связанных с анализом распространения волн Похгаммера–Кри и не-
которых родственных волн [80]. Здесь надо отметить, что при исследовании волн
Похгаммера–Кри удается обнаружить высокочастотные волны, отвечающие волнам
Рэлея.

Надо отметить, что далеко не во всех геофизических исследованиях отмечено появ-
ление волн Рэлея. Например, в ([82], с. 268) дан анализ сейсмограмм, полученных при
поверхностных взрывах, которые фактически, описываются решением внешней про-
странственной задачи Лэмба. По наблюдениям [82] волны Рэлея при поверхностных
взрывах не обнаруживаются. Аналогичные данные приводятся в [83]. Определенный

⋅ ⋅∇ = ρ∂2div ,tC u u

C

νΠ
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интерес представляет концепция анализа сейсмограмм землетрясений ([84], с. 25).
В соответствии с этой концепцией, волны, возникающие при сейсмической активно-
сти, разделяются на два класса: объемные волны – это относительно короткие волны
с периодом колебаний менее одной секунды, а поверхностные – это волны очень
большой длины (от десятков до сотен километров), у которых период колебаний су-
щественно превосходит одну секунду.

В экспериментальных модельных методах исследования задач Лэмба применялась
в основном техника фотоупругости. С помощью этого метода исследовались [85–87]
волны, распространяющиеся от точечного источника во внешних задачах Лэмба.
Сравнение экспериментальных результатов, приведенных в этих работах, с данными
теоретического анализа выявило хорошее качественное совпадение.

Среди других экспериментальных методов, применяемых для исследования волн,
возникающих в задачах Лэмба, надо отметить метод глубинной акустической реги-
страции колебаний [88]. Для анализа смещений на поверхности полупространства во
внешней задаче Лэмба (в случае малых масштабов) применяют также методы оптиче-
ской интерферометрии [89, 90]. В этих случаях для возбуждения акустических волн
обычно применяют мгновенный лазерный нагрев поверхности [89].

5. Задачи Лэмба о подвижной нагрузке. В одной из первых работ [6], обобщающих за-
дачу Лэмба [2] о действии подвижной нагрузки, рассмотрены внешняя и внутренняя
задачи о действии подвижной нагрузки, наклоненной под произвольным углом к по-
верхности полупространства (полуплоскости).

Помимо точных методов, основанных на применении интегральных преобразова-
ний, разрабатывались инженерные подходы, причем в этих подходах вместо полупро-
странства или полуплоскости обычно рассматривались свободные балочные кон-
струкции (описываемые теорией Бернулли–Эйлера или Тимошенко), а также балки,
лежащие на упругом основании (в этом случае в качестве модели основания чаще все-
го применялась модель Винклера). При этом, инженерные подходы различались в за-
висимости от области применения. Так, специалисты по эксплуатации железных до-
рог и мостов в основном исследовали динамическую устойчивость упругих конструк-
ций, несущих подвижные нагрузки [91–96]. В горной механике подвижные нагрузки
возникали при исследовании динамики шахтного подъема, где используются канаты
переменной длины [97–101]. Специфические методы разрабатывались в теории меха-
низмов и машин для исследования динамической устойчивости гибких ветвей пере-
дач [102–104]. Предложен [105–107] объединенный подход для исследования различ-
ных задач с подвижными нагрузками на основе вариационного принципа Гамильто-
на–Остроградского. В этом подходе введено дополнительное нелинейное краевое
условие, описывающее взаимовлияние движущегося объекта и колебаний упругой на-
правляющей. Физический смысл последнего условия состоит в том, что при взаимо-
действии распределенной системы с движущимся сосредоточенным объектом возни-
кают силы вибрационного давления. Надо отметить, что введение в расчет таких до-
полнительных сил, учитывающих движение нагрузки, предлагалось ранее [108, 109].

При исследовании пластин, нагруженных движущейся нагрузкой, обычно приме-
няют теорию Бернулли–Эйлера, основанную на гипотезе плоских сечений. Эта тео-
рия позволяет получить динамические уравнения, аналогичные статическим уравне-
ниям изгиба тонких пластин или уравнениям изгиба балок [110–113]. В дальнейшем
методы [110–113] применялись при решении различных задач, связанных в основном
с исследованием поведения ледяного покрова [114–116] а также колебаниям балок
[117–120] при движущихся нагрузках.

Задачи для тел, нагруженных движущимися нагрузками, могут исследоваться с по-
мощью конечноэлементных и конечноразностных методов. Задача о пластине, нагру-
женной движущейся нагрузкой, анализировалась [121–123] с помощью конечноэле-
ментного метода с использованием двухслойных явных разностных схем второго по-
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рядка точности для интегрирования уравнений движения. Аналогичным методом
исследовались [124, 125] колебания балок на упругом основании от действия движу-
щихся нагрузок. Представлены [126] расчеты методом конечных элементов сложных
систем, подверженных действию движущихся нагрузок. Численные исследования по
колебаниям мостовых конструкций от движущихся нагрузок сопоставлены [127] с ре-
зультатами натурных измерений. Это сопоставление выявило хорошее качественное и
количественное совпадение частот и амплитуд колебаний. Решение уравнений движе-
ния для задач с подвижными нагрузками осуществлялось [128, 129] с помощью метода
конечных разностей.

6. Родственные проблемы динамики. В случае внешних задач о действии нагрузки на
границу упругой полуплоскости или полупространства, наряду с нормальным к гра-
нице воздействием [25], как отмечено выше, исследуют задачу о наклонной к поверх-
ности нагрузке [6, 22]. Рассматриваются также задачи о штампе, контактирующим с
упругим полупространством и совершающим горизонтальные гармонические колеба-
ния [130] и неосесимметричные вертикальные колебания [131]. Рассматривалась [132,
133] дипольная (моментная) гармоническая и импульсная нагрузка, приложенная на
поверхности полупространства. Эта задача исследовалась с помощью преобразования
Ханкеля по радиальной координате и преобразованием Лапласа по временной пере-
менной. Численные анализ этой задачи показал [133], что на поверхности полупро-
странства основной вклад от дипольной нагрузки вносят рэлеевские волны.

В случае внутренних задач, по-видимому, наибольший интерес представляют ре-
шения для дуплета (двойной силы без момента) [134–136] и диполя (сосредоточенного
момента) [137]. В этих работах построение решений для соответствующих внутренних
(пространственных) задач осуществлялось с помощью метода Лэмба и выбора контура
интегрирования по методу [9, 10]. Построено [138] решение для внутренней простран-
ственной задачи о действии горизонтальной гармонической силы в упругом трансвер-
сально-изотропном полупространстве. Заметим, что плоские внутренние задачи о ди-
поле и дуплете, по-видимому, не исследовались.

Исследовались [139, 140] решения внутренних задач Лэмба, связанные с появлени-
ем истекающих волн (волн, амплитуда которых не убывает по глубине). Построение и
анализ соответствующих решений в [140] проводились методами [9, 10].
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The solution of the internal and external Lamb problems from a concentrated force applied
to the free boundary of an elastic half-space (half-plane) is analyzed. Some related problems
are also considered, in particular, the application of doublets and dipoles in an elastic half-
space, the appearance of high-frequency waves corresponding to the Rayleigh wave during
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the propagation of Pochhammer–Cree waves, etc. Solutions of problems about a moving
load applied to the boundary of a half-space or half-plane are analyzed.

Keywords: Lamb problem, bulk wave, Rayleigh wave, half-space, half-plane
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1. Введение. Модель градиентной теории упругости основана на предположении о
зависимости плотности энергии деформации не только от градиента деформации,
фактически первого градиента вектора перемещений, как в случае так называемых
простых материалов или материалов в смысле Коши, но и от следующих градиентов
деформаций [1–3]. В настоящее время этот подход получил распространение для мо-
делирования некоторых композиционных материалов с существенными различиями
в механических свойствах их компонент [4], а также для описания масштабных эф-
фектов на наноуровне [5, 6]. Нужно отметить, что используются не только модели Ту-
пина–Миндлина [7–10] или Айфантиса [6, 11], в которых предполагается зависимость
энергии деформации от первого и второго градиентов перемещений, но и более слож-
ные модели, учитывающие градиенты более высоких порядков [1, 12–15]. В частно-
сти, градиентная теория упругости третьего порядка допускает в уравнениях состоя-
ния градиенты перемещений до третьего порядка включительно. Миндлин [12] ис-
пользовал эту модель для описания поверхностных напряжений в твердых телах, см.
также [14, 15], где рассматриваются вопросы термоупругости и введено понятие груп-
пы симметрии.

Рассматривая уравнения равновесия градиентно-упругого материала, можно при-
влечь для анализа свойств их решений условие сильной эллиптичности, которое явля-
ется наиболее употребительным определяющим неравенством в нелинейной теории
упругости [16, 17]. В частности, для простых материалов установлена связь условия
сильной эллиптичности и устойчивости в малом. В случае градиентных моделей мате-
риала эта связь, вообще говоря, является более сложной, см. [18].

Целью данной работы является анализ связи условий сильной эллиптичности и
устойчивости в малом в рамках модели градиентно-упругого континуума третьего по-
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рядка при конечных деформациях. Отметим, что в дальнейшем будут использоваться
обозначения прямого (безиндексного) тензорного исчисления [16, 19].

2. Основные соотношения. Пусть  – ограниченное упругое тело, которое занимает
в отсчетной конфигурации объем  с достаточно гладкой поверхностью . В ка-
честве модели материала воспользуемся уравнениями градиентного упругого тела тре-
тьего порядка [12, 14, 15]. В рамках этой модели плотность потенциальной энергии де-
формации представляется как функция градиентов деформации

(2.1)

где  – градиент деформации,  – трехмерный набла-оператор в отсчетной конфигу-
рации,  и  – соответственно второй и третий градиенты деформации,  – радиус-
вектор места в актуальной конфигурации. С использованием принципа материальной
индифферентности [16, 19] функция  приводится к виду [15]

(2.2)

где  – мера деформации Коши–Грина,  – лагранжевы меры деформации, ко-
торые представляют собой соответственно тензоры третьего и четвертого рангов.

В отсутствие массовых сил уравнения равновесия в метрике отсчетной конфигура-
ции принимают вид

(2.3)

где  – тензор напряжений типа Пиолы, который дается формулами

(2.4)

В (2.4)  и  – тензоры напряжений и гипернапряжений типа Пиолы, причем два
последних являются тензорами третьего и четвертого ранга. Эти тензоры выражается
через плотность энергии деформации формулами

(2.5)

В дальнейшем для простоты выкладок вместо (2.2) будем рассматривать энергию
деформации в форме (2.1). Также ограничимся рассмотрением первой краевой задачи –
на границе  предполагаются заданными перемещения и нормальные производные

Уравнение (2.3) представляет собой систему трех скалярных уравнений в частных
производных шестого порядка относительно вектора места . Условие равномерной
сильной эллиптичности (SE) для этой системы может быть записано следующим об-
разом

(2.6)

где  и  – произвольные векторы,  – положительная постоянная, не зависящая от 
и , “:” – двойное скалярное произведение [19].

Отметим, что (2.6) не налагает требований на зависимость  от  и . Представим
зависимость (2.1) следующим образом

где
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Здесь и далее 0 – нулевой вектор или тензор произвольного ранга. Таким образом,
имеем . В дополнение примем естественное предположение, что

которое в силу (2.5) означает, что соответствующий тензор гипернапряжений обраща-
ется в нуль, если .

С функцией  поступим аналогично, представим в виде суммы

(2.7)

При этом также примем предположение об отсутствии гипернапряжений , если вто-
рой градиент деформации обращается в нуль:

Таким образом, приходим к представлению энергии деформации градиентно-упру-
гого материала третьего порядка в виде суммы

(2.8)

Уравнение состояния (2.7) можно рассматривать как градиентную регуляризацию
простого нелинейно-упругого материала с энергией деформации . Тогда, в свою
очередь, определяющие соотношения (2.8) представляют собой следующую градиент-
ную регуляризацию градиентно-упругого материала первого порядка с энергией де-
формации .

Другими словами, наряду с градиентно-упругим материалом третьего порядка мож-
но рассматривать два других материала – простой нелинейно упругий материал с
энергией деформации  и градиентно-упругий материал с уравнением состояния .
Для каждого из этих материалов можно сформулировать условия сильной эллиптич-
ности

(2.9)

(2.10)

где “ ” – тройное произведение [19],  и  – положительные постоянные.
Для краткости назовем неравенства (2.9) и (2.10) соответственно условиями силь-

ной эллиптичности первого (SE1) и нулевого (SE0) порядков.
3. Устойчивость в малом. Пусть  – некоторое решение нелинейной краевой задачи.

Его устойчивость в малом можно исследовать методом линеаризации [16, 17]. Рас-
смотрим малое добавочное перемещение , так что возмущенное решение можно
представить в виде

где  – малый параметр. Следуя [16, 17], будем говорить, что решение  устойчиво в
малом, если вторая вариация функционала полной энергии положительна для любых
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(3.1)

где , , .

Равенство  для каких-то векторов , не равных нулю, означает существова-
ние нетривиальных решений линеаризованной краевой задачи и соответствует би-
фуркации равновесия.

4. Устойчивость в малом аффинной деформации. Назовем деформацию аффинной,
если , а  и  обращаются в нуль. С учетом принятых предположений отно-
сительно формы  это означает, что для аффинной деформации гипернапряжения
отсутствуют: , .

Пусть решение  соответствует аффинной деформации. Тогда можно показать, что
функцию можно представить в виде

где , E – тензоры касательных модулей, которые даются формулами

Неравенства сильной эллиптичности (2.6), (2.9) и (2.10) сводятся к соотношениям
для , E

(4.1)

(4.2)

(4.3)
Используя подход [16, 18], можно показать, что выполнение всех условий эллип-

тичности (4.1)–(4.3) влечет положительность второй вариации потенциальной энер-
гии деформации (3.1), т.е. устойчивость в малом. Действительно, с использованием
преобразования Фурье и теоремы Планшереля для произвольного вектора , обраща-
ющегося в нуль на границе вместе со своими первой и второй нормальной производ-
ными,
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из которых следует положительная определенность второй вариации функционала
энергии.

Таким образом, в отличие от нелинейной теории упругости простых материалов
[16, 17], одного условия сильной эллиптичности (2.6) недостаточно для устойчивости
в малом аффинной деформации. В совокупности неравенства (2.6), (2.9) и (2.10) пред-
ставляют собой достаточные условия устойчивости в малом в случае первой краевой
задачи.

Заключение. В рамках градиентной теории упругости третьего порядка при конеч-
ных деформациях показано, что сильная эллиптичность (2.6) вместе с неравенствами
сильной эллиптичности нулевого и первого порядков являются достаточными усло-
виями устойчивости аффинной деформации в случае первой краевой задачи. Можно
также показать, что устойчивость в малом влечет выполнение слабой формы неравен-
ства (2.6), т.е. при . Нарушение условий (2.9) и (2.10), вообще говоря, может при-
водить к неустойчивости в малом и будет более подробно рассмотрено в последующих
работах.

Автор благодарен академику Н.Ф. Морозову за привлечение внимания автора к за-
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Предельные состояния поведения материала могут быть различными. В литературе
предельные состояния определяются, в частности, как переход от упругого к не-
упругому диапазону (например, предел текучести), а также как потеря прочности.
Для описания предельных состояний используются понятия напряжения, деформа-
ции, а также энергии и мощности. Доминирующими до сих пор являются модели,
основанные на напряжениях. Одним из наиболее важных вопросов здесь является
формулировка гипотез эквивалентности, которые позволяют сравнивать материаль-
ные параметры, которые сами являются скалярными величинами, с соответствую-
щими эквивалентными величинами на основе тензора напряжений. В статье пред-
ставлены некоторые гипотезы эквивалентности, возможная классификация и от-
крытые вопросы.

Ключевые слова: критерии предельного состояния, эквивалентные напряжения, ос-
новные испытания материалов
DOI: 10.31857/S0032823522040026

1. Motivation. Since the time of Galilei, Hooke and others, the question of limit behavior
has been in the context of modeling material behavior. External loadings cause reactions in the
material which, within the framework of phenomenological approaches, can be expressed by
stresses, strains, but also by energy or power. From a certain stress level, depending on the ma-
terial and external conditions, one can observe phenomena of material failure such as yielding
or brittle fracture [1, 2]. The description of failure modes is complicated, especially since there
is no rational approach to it. The reasons for this include the different failure modes (plastic
flow, creep, fatigue, fracture, etc.) as well as the multitude of influencing factors (stress level,
temporal change of the stresses, temperature, environmental influences, etc.). Numerous ex-
perimental studies have shown that the stress level and the type of loading have a particular in-
fluence with respect to brittle or ductile failure [3–10], among others. Failure states in the
narrower sense are all critical states immediately before fracture (brittle materials) or the tran-
sition to plastic f low (ductile materials) [39]. The models of the limit behavior are connected
with the formulation of limit criteria (e.g. in the stress space). In the first case (brittle failure)
one speaks of strength criteria, in the second case (plastic f low) of yield or plasticity criteria.
A discussion of failure criteria in the broader sense (consideration of material damage, failure
due to cyclic loading) was made in the following references [11–16], among others.

The formulation of phenomenological theories of failure is controversial. In addition to the
view that failure cannot, in principle, be described within the framework of phenomenological
models, one also finds special articles and monographs which demonstrate the possibilities of
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phenomenological concepts and in which failure criteria are formulated primarily for isotropic
materials [17–28]. Depending on the number of basic experiments (or the parameters to be
determined), criteria can be classified [28]. Thus, 1-parameter criteria, 2-parameter criteria,
etc. are obtained.

In the present paper we discuss phenomenological limit criteria. The following limiting as-
sumptions are made:

• The considered materials are macroscopically isotropic and homogeneous.
• The state of stress is characterized exclusively by the resulting state of stress in the materi-

al, non-mechanical influencing factors are not taken into account.
• The material is monotonically loaded.
• Only plastic f low or loss of strength (fracture) are accepted as possible failure states.
The following discussions cover some classic criteria, although the goal is not to give a score

on the criteria. The main idea is to introduce the criteria and make a possible classification.
Before formulation the criteria, some elementary mathematical basics must be introduced.

2. Mathematical Basics. Restricting ourself to stress-based limit criteria for isotropic mate-
rials and static monotonous loading, the stress tensor invariants and principal stresses, among
others, are of particular importance. Besides the stress tensor invariants, the stress deviator in-
variants, but also other quantities sometimes should be included in the formulation of criteria.
The mathematical fundamentals are briefly given below.

2.1. Principal Stresses and Directions. Let us introduce the stress tensor 1. The eigenvalue
problem for this tensor is defined by the following equation

(2.1.1)

 and  are the eigenvector and the eigenvalue of the problem, · denotes the scalar product.
The solution can estimated from

(2.1.2)
 is a orthonormal eigenvector and I is the sekond rank unit tensor. The characteristic equa-

tion yields the eigenvalues
(2.1.3)

As shown, for example [29], in the case of symmetric stress tensor one distinguish three real
solutions following from

(2.1.4)
with the principal invariants

(2.1.5)

Equation (2.1.) has three solutions (principal stresses) :
• three distinguished solutions
• one distinguished solution and one double solution and
• one triple solution.
In the first case one can identify three principal directions, in the second case one principal

direction and in the third case no principal direction.

1 Here we use the classical stress tensor. The components of this stress tensor are the engineering stresses and stress
tensor is a symmetric second rank tensor.
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2.2. Other Invariants. Instead of Eqs. (2.1.5) other sets of invariants are possible [12, 28].
Each set of three linear-independent invariants is a unique set of invariants, so one can use the
invariant sets equally. An important alternative set of invariants are the so-called irreducible
invariants [12, 30, 31]:

(2.2.1)

The conversion of the principal invariants to the irreducible invariants and vice versa are
given in [12, 30], among others. Further invariant were introduced by Novozhilov [32, 33] or
Lode [34, 35], among others.

Finally, let us present the principal invariants for the stress deviator

(2.2.2)

Now we have

(2.2.3)

3. Classical Criteria
3.1. The Very First Criteria. Possibly the most widespread equivalence hypothesis is the hy-

pothesis of Huber [36, 37], von Mises [38] and Hencky [39]

(3.1.1)

This condition was earlier formulated by J.C. Maxwell in a private letter to prospect Lord
Kelvin [40]. One possible interpretation of the criterion (3.1.1) is that maximum distortion en-
ergy yields a limit state (yielding of a ductile material) which begins when the second invariant
of the deviatoric stress  reaches a critical value [38]. This critical value can be identified
experimentally, for example, in the tension test ( ) or torsion test ( ). The critical shear
stress  is related to the critical tension stress  by

(3.1.2)

It is obvious that this criterion does not consider the whole stress state expressed by the
stress tensor. One can show that the first principal invariant is ignored which means compress-
ibility of the material is excluded.

Possibly the oldest criterion is the maximum principal stress criterion. If  is the maxi-
mum principal stress a critical state occurs if [41]

(3.1.3)

Here  is the positive tensile limit stress when failure occurs. The hypothesis is applied to
materials which fail with separation fracture, without yielding:

• brittle materials (e.g. gray cast iron or welds) under predominantly static tensile loading and
• brittle and ductile materials under impact loading.
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Note that the criterion is valid only in the case of maximum principal tension stresses.
Otherwise the criteria contradicts Kachanov’s statement concerning failure under compres-
sion [42]. It is obvious that also this criterium does not consider the whole stress state.

Henry Tresca [43] introduced a criterium assuming that the maximum shear stress is re-
sponsible for failure

(3.1.4)

With the maximum principal stresses the equivalent stress can be expressed as

(3.1.5)

The hypothesis is used for ductile materials with sliding fracture.
3.2. Criteria with One and More Parameters. A simple form of systematization of limit state

criteria is according to the number of parameters to be determined experimentally for the limit
state. However, it should be noted that there may be restrictions on the experiments that can
be performed. If one takes the basic tests of materials testing [44], there is only a limited num-
ber of tests that produce homogeneous stress or distortion states in the material sample. In the
following, we will again restrict ourselves to isotropic material behavior.

3.2.1. One-Parameter Criteria. The so-called one-parameter criteria are particularly simple,
since only one test needs to be used.

• Maximum distortion criterion (Maxwell, Huber, von Mises, Hencky)

(3.2.1)

Here is  is the ultimate tensile stress when the limit case occurs. Equation (3.2.1) was pre-
sented earlier in this paper as (3.1.1).

• Maximum shear stress criterion (Coulomb, Tresca, St. Venant)

(3.2.2)

or

(3.2.3)

This criterion was introduced earlier in this paper by Eq. (3.1.4).
• Maximum principal strain criterion (Lamé, Clebsch, Rankine [41])

(3.2.4)

• Maximum principal stress criterion (Galilei, Leibniz)

(3.2.5)

Note that the criterion is applicable only if . In the previous section this criterion was
given by Eq. (3.1.3).

• Maximum linear deformation criterion (St. Venant, Bach)
Let us assume the maximal linear strain  as

(3.2.6)

The criterion is expressed by using the Hooke’s law. Finally, we have

(3.2.7)

Note that the last expression contains two parameters (  and ), but only one is related to
the limit state ( ).
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• Sdobyrev criterion [45, 46]

(3.2.8)

The Sdobyrev criterion is an averaging of the maximum distortion criterion and the maxi-
mum principal stress criterion. The limitations concerning the maximum principal stress are
not presented in the original paper of Sdobyrev.

3.2.2. Two-Parameter Criteria. Now we are looking on two-parameter criteria based on two
independent limit state tests.

• Mohr-Coulomb criterion [47–50]

(3.2.9)

This criterion is a modification of maximum shear stress criterion (3.2.2). The additional
parameter  is related to the ratio . That means the compression test should be per-
formed and the  as the limit state stress at compression should be estimated. The Mohr–
Coulomb criterion describes the response of brittle materials such as concrete, or rubble piles,
to shear stress as well as normal stress. The theory applies to materials for which the compres-
sive limit stress far exceeds the tensile limit stress.

• Botkin–Mirolyubov or Drucker–Prager criterion [51–54]

(3.2.10)

• Pisarenko–Lebedev criterion [26, 55]

(3.2.11)

This criterion can describe the von Mises equivalent stress and the inf luence of the hy-
drostatic stress state. Similar expression were given by Schleicher [56], Klebowski [57] and
Nadai [58].

• Sandel criterion [59–61]

(3.2.12)

The Sandel criterion takes into account all principal stresses instead of the maximum prin-
cipal stress (3.2.5) or the first and the third principal stress.

• Koval’chuk criterion [62]

(3.2.13)

The additional parameter  is defined as  with   is the limit stress

under torsion. This criterion is a combination of the von Mises criterion and the maximum
shear stress criterion.

3.2.3. Three-Parameter and Four-Parameter Criteria. There are few three and four parame-
ters criteria. The reason for this is the significantly increasing experimental effort. Let us intro-
duce the following two criteria:

• Paul criterion [25, 63]

(3.2.14)

Here the three principal stresses are included independently.
• Birger criterion [64]

(3.2.15)

Here the three principal stresses and the von Mises stress are included independently.
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3.3. Final Comments. There are suggested much more simple criteria in the literature [7,
65–74], among others. However, it is difficult overall to determine the parameters experimen-
tally. This has led to the use of the simplest possible criterion, where experiments can be easily
planned and carried out. The possibilities of extending the classical criteria have been exten-
sively discussed in recent years, with comprehensive studies on the development of new crite-
ria cited in [13–15, 75–80], among others. However, with the increasing number of parame-
ters and necessary tests the uniqueness of parameter identification is under question.

4. One Possible Classification

4.1. Generalized Formulation. Possible classifications of generalized limit criteria are widely
discussed in the literature [12, 81] among others. Let us introduce here one simple classifica-
tion including limit state criteria up to 6 parameters presented in [82]. The starting point is

(4.1.1)

with  as a function of the stress tensor . Assuming isotropic material behavior, the func-
tion  can be simplified since in this particular case  is a function of three lin-
ear independent invariants. Any set of invariants can be used – all are equal. Here we intro-
duce the following invariants

(4.1.2)

The last invariant is similar to the Lode angle [34, 35] and discussed in [32, 33]. The equiv-
alent stress now is defined as

(4.1.3)

where   are scalar parameters which should be determined by experiments. Pos-
sible experiments are uniaxial tension with the limit stress , uniaxial compression with the
limit stress , pure torsion with the limit stress , thin-walled tubular specimen under inner
pressure, biaxial tension and uniaxial tension under superposed hydrostatic pressure. Only the
first three test belongs to the basic tests in mechanical testing of materials [44] realizing homo-
geneous states. The remaining three tests can be exchanged at will.

4.2. Example. It can be shown that all previous discussed criteria can be expressed by (4.1.3).
In the case of the Birger criterion this is shown in [83]. To determine the conditions of macro-
scopic fracture in a complex stress state, the critical (limit) stress  must be compared
with the equivalent stress .  is the temperature. Let us consider that the temperature is
constant. The further presentation of the problem of fracture criteria for a complex stress state
will be carried out based on the ideas developed [64], where the value of  is defined as a
function of principal stresses , , material parameters ,  and inter-
nal state variables , , …, reflecting the loading history and other effects [13, 84]. Re-
jecting the consideration of internal state variables (no influence of ) and accepting the lin-
ear dependence  we have a four-parameter fracture criterion (in a similar
way a six-parameter criterion was introduced in [85])

(4.2.1)
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To define , , ,  four basic experiments2 are required. Using experiments on ten-
sion, compression, torsion and testing of thin-walled tube under inner pressure as such exper-
iments, we obtain

(4.2.2)

where , ,  and  are ultimate strengths (maximum of the
stress-strain diagrams) for the listed types of loading. If we accept the values of the relations

,  and  constant, then instead of (4.2.2)

we have one-parameter criteria3.

2 The term “basic experiment” is under discussion. In solid mechanics basic experiments are tests, where homoge-
neous stress states are realized. Considering this and statements in material testing, such tests are [44]: tension, com-
pression, torsion and hydrostatic compression.

3 Other possible sets of relations are widely discussed in [12, 13, 15]. The question of the number of parameters for the
fracture criteria is debatable and is determined by the uniqueness of the used material characteristics, which have
sometimes a great scattering.
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1 – Huber, von Mises, Hencky; 2 – Coulomb, Tresca, St. Venant;
3 – maxiumum principal stress (the stress must be positive), Galilei, Leibniz;
4 – maximum principal strain (special case if ν = 0.5), Rankine, Lamé, Clebsch;
5 – Sdobyrev; 6 – Mohr; 
7 – Nadai, Botkin–Mirolyubov, Schleicher, Prager–Drucker; 
8 – Pisarenko–Lebedev
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Using as basic two experiments (for example, tension and compression or tension and tor-
sion), from which we determine the ratios  or , we
obtain two-parameter criteria. The most popular criteria are one- and two-parameter criteria.
They are obtained from the ratio (4.2.1) at various values of the ratio of strength characteris-
tics, Table 1. Another example is given for the assumed 6-parameter criterion in [81].

Conclusions. The formulation of criteria will not lose its importance in the future, since
mechanical engineering designs, but also in other applications, require simple engineering
concepts for the evaluation of limit states. In contrast to the balance equations of continuum
mechanics, which can be rationally justified, the formulation of limit criteria depends on ma-
ny factors. Material or material, load, but also other factors play a role. Knowledge of the mi-
crostructure and its evolution explains some limit cases better, but for a macroscopic analysis
one would quickly reach calculation times that are not realistic for industrial practice. Thus,
there is also a great need for future research work on the limiting criteria. It would be import-
ant to expand the data basis so that more complex models can also find their way into practice.

Further research is also needed to overcome the limits of the isotropic model. The focus
should be on two directions:

• Extension in the direction of anisotropic boundary criteria
Here, in particular, the question of mastering the rapidly increasing number of parameters

needs to be addressed.
• Cyclic processes
Structures are often subject to cyclic stresses. Consequently, it has to be clarified here

whether the equivalent stress expressions can be transferred to this case.
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Abstract—Limit states of the material behavior can be different. In the literature limit states
are in particular defined as the transition from the elastic to the inelastic range (e.g. yield
point), but also the loss of strength. Stress-, strain-, but also energy- and power-based con-
cepts are used to describe the limit states. Dominant until today are the stress-based con-
cepts. One of the most important issues here is the formulation of equivalence hypotheses
that allow the material parameters, which are themselves scalar quantities, to be compared
with corresponding equivalent quantities based on the stress tensor. In the paper are present-
ed some equivalence hypotheses, a possible classification and open questions.
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Проводится сравнительный анализ двух подходов к описанию скоростной зависи-
мости прочности материалов в условиях динамического нагружения с постоянной
скоростью деформации. Первый подход основан на структурной модели хрупкой
сплошной среды с дефектами, позволяющей вывести полуэмпирическое нормиро-
вочное соотношение для описания скоростной зависимости прочности широкого
класса материалов в едином нормированном пространстве. Второй подход базирует-
ся на понятии инкубационного времени разрушения, которое является параметром
прочности, характеризующим чувствительность материла к интенсивности и форме
нагружающего воздействия. Исследуется взаимосвязь и отличительные особенности
двух этих подходов, а также проводится сравнительное моделирование скоростных
зависимостей прочности для некоторых материалов.

Ключевые слова: динамическая прочность, скоростная зависимость прочности, кри-
терий инкубационного времени, нормировочное соотношение
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1. Введение. Решение задач, связанных с расчетом предельных допустимых напря-
жений в материалах в условиях динамического нагружения, является актуальной на-
учной проблемой. До сих пор не выработано общепринятого подхода по определению
прочностных свойств и прогнозированию поведения материалов при высокоинтен-
сивных воздействиях. В течение последних десятилетий многочисленные динамиче-
ские испытания четко фиксируют наличие скоростной зависимости прочности, то
есть роста предельного уровня напряжений в момент разрушения при увеличении
скорости деформации образца [1–3]. Первоначально делались попытки объяснить
рост напряжений в момент разрушения наличием некоторой степенной зависимости
прочности от скорости нагружения, которая бы являлась свойством материалов [4].
Главным недостатком такого подхода является то, что для разных материалов, а также
для различных экспериментальных схем значения показателя степени варьировались
от 0.05–0.33. Достаточно большой разброс значений указывает на то, что такое объяс-
нение скоростной зависимости прочности является скорее численной аппроксимаци-
ей, чем некоторой феноменологической моделью, предсказывающей условия разру-
шения материала в динамике. Также был предложен интегральный критерий разру-
шения Тулера–Бутчера (Tuler&Butcher), в котором учитывается, что разрушение не
происходит мгновенно, и что это процесс, развивающийся во времени [5]. К недостат-

УДК 539.3

EDN: QEGJFC



489СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РАЗЛИЧНЫХ ПОДХОДОВ

кам этого критерия можно отнести отсутствие даже гипотетического мысленного экс-
перимента, позволяющего измерить значения констант материала.

В настоящей работе рассмотрены два подхода к описанию динамической прочно-
сти материала. В их основе, в отличии от упомянутых выше методов, лежит опреде-
лённая идея и физический смысл. Один из подходов основан на полуэмпирической
модели Пэливола–Рэмиша (Paliwal B. and Ramesh K.T, P–R модель), рассматриваю-
щей сплошную среду с дефектной структурой [6, 7]. Анализ роста микротрещин при
одноосном сжатии в зависимости от скорости нагружения позволил вычислить харак-
теристические параметры материала, определяющие его скоростную зависимость проч-
ности. Другой, структурно-временной подход основан на критерии инкубационного
времени [8, 9], основная идея которого, также как и в подходе Тулера–Бутчера
(Tuler&Butcher), заключается в том, что процесс разрушения не мгновенный. Глав-
ным отличием структурно-временного подхода является предположение о том, что
существует временной интервал, называемый инкубационным временем разрушения,
который может трактоваться как характерное время релаксации подготовительных
процессов микроразрушения, предваряющих разрыв материала на макроскопическом
уровне. При этом для определения условий возникновения разрушения также прин-
ципиальное значение имеют не только амплитудные характеристики, но и история
поля напряжений в течение инкубационного периода.

2. Описание моделей и анализ взаимосвязей. В рамках P–R модели Пэливола–Рэме-
ша было получено следующее нормировочное соотношение, описывающее скорост-
ную зависимость прочности материалов:

(2.1)

где  – предельный уровень напряжений в момент разрушения,  – скорость дефор-
мации, параметры материала  и  – характеристические напряжение и скорость де-
формации соответственно. Значения  и  могут быть вычислены согласно микро-
структурной модели, рассматривающей рост и развитие микродефектов в хрупких
средах. Для расчета  и  используются такие параметры структуры среды, как сред-
ний размер и средняя плотность дефектов, а также такие макропараметры, как упру-
гие константы Ламе, плотность и трещиностойкость. Стоит отметить, что сама зави-
симость (2.1) была получена полуэмперическим путем, как аппроксимация результа-
тов численных экспериментов. При испытании различных материалов был определен
диапазон возможных значений параметров модели Паливола–Рэмеша. Затем в рам-
ках этой модели был вычислен предельный уровень напряжений в зависимости от
скорости деформации для виртуальных материалов со случайно выбранными комби-
нациями значений модельных параметров из выявленного ранее диапазона. В резуль-
тате получилось, что вычисленная таким образом скоростная зависимость прочности
может быть хорошо описана нормировочным соотношением (2.1).

Как было упомянуто выше, в основе другого подхода лежит критерий инкубацион-
ного времени:

(2.2)

где  – временной профиль нагружающего воздействия,  – инкубационное время,
а  – критическое напряжение разрушения. Стоит отметить, что в основе критерия
инкубационного времени лежит феноменологическая концепция, согласно которой,
для развития любого переходного процесса требуется некоторое время, продолжи-
тельность которого определяется значением параметра инкубационного времени, а
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также интенсивностью нагрузки. Скоростная зависимость в случае постоянной ско-
рости деформации  будет описываться следующим соотношением:

(2.3)

 безразмерный параметр, где  – модуль Юнга. Таким образом, структурно-

временная модель также содержит два параметра прочности материала, как и норми-
ровочное соотношение, предложенное Кимберли, Рэмешом и Дапхалапуркаром
(Kimberley J., Ramesh K.T., Daphalapurkar N.P.). При этом можно утверждать, что па-
раметры  и  имеют примерно один и тот же физический смысл и можно полагать,
что они совпадают, в то время как  и  принципиально отличаются несмотря на схо-
жесть их размерностей  и  соответственно. Более того из соотношения (2.3) вид-
но, что в структурно-временном подходе также появляется характерная скорость де-

формации , которая однозначно определяется параметрами модели. На

диаграмме скоростной зависимости прочности  условно разделяет статическую и ди-
намическую ветви прочности, то есть участок, на котором уровень критических на-
пряжений слабо меняется от скорости деформации от области с явно выраженным ро-
стом напряжений в момент разрушения.

При предположении тождественности параметров  и , можно приравнять пра-
вые части выражений (2.1) и (2.3) и установить связь между  и :

(2.4)

Соотношение (2.4) показывает, что параметр нормировочного соотношения  может
быть выражен через инкубационное время  только в зависимости от скорости дефор-
мации материала . Интересной особенностью выражения (2.4) является то, что для

скорости деформации , значение параметра  совпадает с :

(2.5)

Таким образом, получается, что в структурно-временном подходе также возможна
нормировка кривой скоростной зависимости прочности, но только неравномерная, в
отличие от подхода, основанного на P–R модели Пэливола–Рэмеша.

3. Оценка значений модельных параметров. Важной проблемой при расчете скорост-
ной зависимости прочности для конкретного материала является задача оценки зна-
чений параметров модели. В случае нормировочного соотношения эти значения могут
быть вычислены согласно формулам (3.1), полученным в рамках структурной P–R модели:
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где  – критическое значение трещиностойкости,  и  – средний размер и средняя
плотность дефектов,  – максимальная скорость распространения
волн в среде,  и  – упругие постоянные Ламе,  – массовая плотность.

Для определения значений параметров критерия инкубационного времени исполь-
зовался метод знаковозмущенных сумм (Sign-Perturbed Sums) [10]. Ранее было показа-
но, что зависимость вида (2.3) полностью удовлетворяет условиям применимости это-
го метода [11, 12]. При этом экспериментальные результаты измерения скоростной за-
висимости прочности  представляются в виде следующей модели наблюдений
со случайным шумом :

(3.2)

где функция  определяется согласно структурно-временному подходу соотно-
шением (2.3). Предполагается, что случайный шум имеет симметричное распределе-
ние с нулевым математическим ожиданием. Результатом обработки метода SPS явля-
ется доверительный интервал T, содержащий истинное значение  инкубационного
времени с заранее выбранным уровнем вероятности:

(3.3)

Параметры алгоритма  и  выбираются согласно требуемому уровню достоверности.
Рандомизированная часть алгоритма состоит в формировании  комплектов

из  случайных знаков  согласно схеме испытаний Бернулли. Сгенерирован-
ный набор знаков позволяет для пробного значения  вычислить последовательность
знаковозмущенных сумм :

(3.4)

Сумма  вычисляется для полностью положительного набора знаков :

(3.5)

Равенство нулю правой части выражения (3.5) эквивалентно необходимому условию
минимума среднеквадратичного отклонения расчётной кривой для пробного значе-
ния  от последовательности экспериментальных значений. Суть метода SPS заключа-
ется в том, что если пробное значение  достаточно близко к истинному значению , то
величина  будет соизмерима со знакопеременными суммами  В против-
ном случае  будет мажорировать суммы , что будет означать, что проверя-
емое значение  не принадлежит доверительному интервалу T. Формально шаги этой
процедуры показаны в таблице 1.

Результаты расчета скоростных зависимостей прочности, приведенные в следую-
щем разделе, рассчитаны для значений инкубационного времени , которые соответ-
ствуют границам 80%-го доверительного интервала T.

4. Результаты расчета скоростных зависимостей. В рамках рассмотренных моделей
были вычислены скоростные зависимости прочности для некоторых материалов.

На рис. 1 показаны результаты, полученные при обработке данных эксперимента
(круглые точки – 1) по ударному сжатию керамического материала SiC-N [13]. Кривая 2
соответствует результатам расчета согласно нормировочному соотношению (2.1) при
следующих значениях параметров  и  ГПа. Видно, что данный
подход позволяет лишь качественно показать начало роста предельного уровня напря-
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жений при динамическом нагружении. Для количественного описания этих данных
Холландом (Holland C.C.) была сделана поправка нормировочного соотношения [14]:

(4.1)

Кривая 3 показывает расчетную зависимость согласно выражению (4.1) при значениях
 и  ГПа. Последняя кривая уже достаточно хорошо описывает экс-

σ  ε= +  σ ε 

�

�

2/3

0 0
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ε =�0 131.1  /с σ =0 5.2

Таблица 1. Формальные шаги процедуры SPS Indicator (τ)

SPS Indicator (τ)

1. Для пробного значения  вычислить невязки
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4. Определить ранг , как номер позиции суммы  в общем списке, например,  
если  наименьшая величина,  если  больше только одной суммы из 
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Рис. 1. 1 – экспериментальные данные керамики SiC-N [13], скоростные зависимости прочности, постро-
енные согласно: 2 – нормировочному соотношению Kimberley&Ramesh, 3 – подправленному нормировоч-
ному соотношению (Holland), 4 – критерию инкубационного времени.
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периментальную зависимость, однако остается непонятным, каким образом получа-
ется существенный перерасчет параметра  и почему возникает множитель 0.1. Кри-
вые 4 получены в рамках структурно-временного подхода для следующих значений
модельных параметров  мкс и  ГПа. Рис. 1 демонстрирует, что для
этих кривых также наблюдается хорошее соответствие с экспериментальными данны-
ми, и при этом не требуется никаких дополнительных поправок.

Дополнительно было проведено сравнение рассматриваемых подходов на примере
испытаний по ударному сжатию метеоритного камня MAC88118 [15]. Результаты рас-
четов представлены на рис. 2. Кривая 2 соответствует нормировочному соотношению,
вычисленному для параметров  и  МПа, а кривые 3 построены со-
гласно критерию инкубационного времени при  мкс и  МПа.
Можно отметить, что для камня MAC88118 оба подхода позволяют получить хорошее
совпадение расчетных кривых с экспериментальными данными.

Заключение. Проведенное сравнение двух теоретических подходов к описанию
прочности материалов при динамическом нагружении показало, что скоростная зави-
симость может быть качественно описана с помощью и того и другого метода. Однако
феноменологическая основа структурно-временного подхода дает ему несомненные
преимущества. Введение характерного времени , как параметра прочности материа-
ла, и самого принципа развития процесса разрушения в условиях высокоскоростного
нагружения позволяет рассчитать скоростную зависимость прочности для любого ма-
териала. В то время как, нормировочное соотношение не всегда предоставляет хоро-
шее количественное совпадение с экспериментальными результатами и требует ничем
необоснованных исправлений, что наблюдалось для керамики SiC-N. Соотношение (2.4)
связывающее временные параметры двух подходов, показывает, что в струтурно-вре-
менном подходе нормировка скорости деформации формально происходит неравно-
мерно, что и позволяет достигать хорошего количественного соответствия с экспери-
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Рис. 2. 1 – экспериментальные данные испытаний метеоритного камня MAC88118 (Kimberley&Ramesh [15]),
скоростные зависимости прочности, построенные согласно: 2 – нормировочному соотношению Kimber-
ley&Ramesh, 3 – критерию инкубационного времени.
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ментом безо всяких поправок. При этом совпадение нормирующего значения скоро-
сти деформации при нагружении с этой же скоростью, соотношение (2.5), позволяет
сделать вывод о неплохом качественном совпадении рассматриваемых методов в не-
которых случаях.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-01-00291). Разделы 2, 3 были выпол-
нены Г.А. Волковым при поддержке Российского научного фонда (РНФ № 20-79-10078).
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Two theoretical approaches to analyse fracture condition under dynamic loading are consid-
ered in order to compare their ability to predict strain-rate sensitivity of materials. The first
one is based on structural model and it is formulated as a scaling law. This relation charac-
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terizes some general dependency for every brittle material in dimensionless axis. The second
approach is based on the incubation time criterion and it has phenomenological nature. The
main concept is that any transition process does not occur instantly and it demands some
time to develop. The mutual relation of these approaches is studied on example of an exper-
imental data of dynamic test for some brittle materials. It is demonstrated that the incuba-
tion time approach provides more general regularity of strain-rate dependency of strength
and has some advantages on the scaling law relation.

Keywords: dynamic strength, strain rate sensitivity, incubation time criterion, scaling law
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Проведены экспериментальные исследования по разворачиванию элемента шпан-
гоута антенны космического спутника из композита с термоактивируемой памятью
формы из деформированного транспортного состояния в исходное рабочее. Эле-
мент представляет собой углепластиковую оболочку открытого профиля двойной
кривизны, которая для получения транспортного состояния изгибается вокруг ци-
линдрической направляющей поверхности, перпендикулярной одному из радиусов
исходной кривизны. Обнаружено, что у оболочки двойной кривизны существует про-
межуточное равновесное состояние между транспортным и рабочим. Для выхода из
этого состояния необходим дополнительный нагрев. Таким образом существует тем-
пературный диапазон, в котором эффект памяти формы материала реализуется, но
разворачивания конструкции не происходит. Выход из этого состояния происходит
скачкообразно, что может создавать нежелательные колебания рефлектора антенны.

Ключевые слова: эффект памяти формы, композит с памятью формы, углепластик
DOI: 10.31857/S0032823522040099

1. Введение. Полимерные смолы, обладающие эффектом памяти формы (ЭПФ),
известны с 80-х годов прошлого века [1–3]. ЭПФ в полимерах связан с запаздываю-
щими механически обратимыми деформациями. Для тела из полимера с памятью
формы исходной формой является та, в которой произошла полимеризация материа-
ла. Будучи деформированным при температуре выше температуры стеклования и
охлажденным, оно ведет себя, как тело, подвергнутое упругопластической формовке –
сохраняет новую форму за вычетом частично восстановленных упругих деформаций.
Но замороженные высокоэластические деформации, в отличие от пластических, яв-
ляются обратимыми, т.е. после формовки в теле сохраняются внутренние напряже-
ния, действие которых возвращает тело к исходной форме при появлении воздей-
ствия, активирующего ЭПФ, например, при нагреве, электромагнитном или химиче-
ском воздействии, в зависимости от типа полимера. На основе полимерных смол с
ЭПФ могут быть изготовлены волокнистые или тканые композиты (например, стек-
ло- или углепластики). Такие композиты обладают высокой удельной прочностью
при малой плотности, что делает их перспективными материалами для космической
техники, где они могут использоваться, например, для создания саморазворачиваю-
щихся конструкций [7, 8], которые в процессе вывода на орбиту находятся в сверну-
том компактном состоянии. В частности, элементы, изготовленные из композита с
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памятью формы, используются в конструкции прецизионного рефлектора космиче-
ской антенны, разрабатываемого АО “Информационные спутниковые системы” сов-
местно с СибГУ им. М.Ф. Решетнева [9, 10]. Рефлектор представляет собой тонкую
композитную оболочку радиуса 4 м, закрепленную на шестнадцати спицах (рис. 1, а).
По периметру рефлектора установлен шпангоут, который представляет собой тонкую
кольцевую оболочку с приближенно гиперболическим поперечным сечением, изго-
товленную из углепластика с памятью формы. В транспортном (свернутом) состоянии
поперечное сечение шпангоута распрямлено, его сегменты изогнуты, как показано на
рис. 1, б. При нагреве до заданной температуры сегменты шпангоута должны принять
исходную форму, обеспечив жесткость периферии рефлектора, что необходимо для
повышения точности формы отражающей поверхности и увеличения качества сигнала.

Полимерные композиты с ЭПФ наследуют эффект памяти формы от связующего
[4–6], но его реализация зависит от взаимодействия связующего с высокопрочными
волокнами или тканями из них, используемыми в качестве армирующего компонента.
С одной стороны, упругая энергия, запасенная в деформированных волокнах, как на
стадии изготовления композита, так и на стадии приведения его в промежуточную
форму, может влиять на деформирование связующего после активации ЭПФ. С дру-
гой стороны, волокна и тем более слои ткани способны выдерживать значительно
меньшие деформации, чем связующее при температуре выше температуры стеклова-
ния, что может приводить к образованию заломов, локальных потерь устойчивости и
расслоению композитов. Например, показано [7], что в эластичном однонаправлен-
ном композите с памятью формы происходит локальная потеря устойчивости из-за
перегиба сжимаемых волокон. Кроме того, поведение плоской слоистой оболочки из
углепластика с памятью формы [12] существенно зависит от ориентации волокон тка-
ни относительно направления изгиба при приведении оболочки в промежуточную
форму, что связано с формированием систем локальных структурных дефектов.

Целью данной работы было экспериментальное исследование поведения слоистой
углепластиковой оболочки со сложной исходной формой (сегмента шпангоута само-
разворачиваемой параболической антенны) при реализации эффекта памяти формы
полимерного связующего.

2. Материал, объект и постановка экспериментов. Материал, из которого были изго-
товлены сегменты шпангоута, состоит из трех слоев углеткани, пропитанных реакто-
пластом Diaplex MP5510 производства Японии, который обладает эффектом памяти
формы. Массовое соотношение связующего и углеткани 40:60. Ткань состоит из угле-
родных волокон СТ 12073 с диаметром 7 мкм, пределом прочности 3530 МПа, моду-

Рис. 1. Схема антенны и шпангоута: а) 1 – рефлектор, 2 – спицы, 3 – шпангоут; б) переход кольцевого
шпангоута из рабочего состояния в транспортное, форма одного сектора шпангоута в свернутом состоянии.
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лем упругости 230 ГПа, имеет полотняное плетение с размером ячейки 2 мм, толщину
0.2 мм и поверхностную плотность 200 г/м2. Температура стеклования Diaplex MP5510
составляет 55°C, температура отверждения – 70°C. Образцы были изготовлены в ре-
сурсном центре “Космические аппараты и системы”.

Установлено [12], что образцы такого материала с одинаковой ориентацией всех
слоев по-разному реагируют на деформирование при изгибе под разными углами к
направлению волокон. При ориентации [0, 0, 0] при продольном изгибе пластины де-
формация в основном сосредоточена в небольшой части образца, где поперечные во-
локна остаются прямыми, а продольные теряют устойчивость, в результате чего обра-
зуются системы структурных дефектов в виде локальных выпучиваний, заломов и рас-
слоений, тогда как большая часть образца остается плоской. При ориентации [0, –45, 45]
деформирование распределяется по образцу относительно равномерно, причем про-
исходит изгиб как продольного, так и поперечного сечения образца (поверхность при-
обретает вид, подобный однополостному гиперболоиду), все волокна остаются прак-
тически прямыми, необратимых изменений не наблюдается. Но при этом ориентация
[0, 0, 0] обеспечивает заметно лучшее восстановление начальной формы при актива-
ции ЭПФ, чем [0, –45, 45]. Для осреднения этих эффектов сегменты шпангоута были
изготовлены из слоев с различной ориентацией относительно продольного направле-
ния. Внешний слой имел ориентацию [0, 0, 0], а внутренний – [0, –45, 45].

Образцы представляли собой сегменты кольцевого шпангоута (рис. 2) длиной 0.28 м.
Линия АВ – продольное сечение сегмента, проходящее через точки максимальной
кривизны поперечных сечений. CD – поперечное сечение, на котором при сворачи-
вании шпангоута находится точка максимальной кривизны АВ. Поскольку радиус
кривизны шпангоута равен 4 м, образующие, параллельные линии АВ, близки к пря-
мым линиям. Направляющие, параллельные линии CD, имеют длину 0.1 м и прибли-
женно гиперболическую форму. Такая конструкция шпангоута придает ему большую
изгибную жесткость в направлении АВ, поскольку для изгиба АВ при сохранении
криволинейности CD необходимо растяжение в направлении АВ, превышающее воз-
можности растяжения углеткани без разрушения (рис. 2, в). Для выпрямления CD в
свою очередь необходимо растяжение внутреннего тканевого слоя и сжатие внешнего,
в котором при сжатии происходят локальные потери устойчивости (рис. 2, г), образу-
ющие выпучивания и отслоения от среднего слоя. При обычной температуре, когда
связующее находится в стекловидном (твердом и хрупком) состоянии, распрямление
CD невозможно без образования трещин вдоль AB. При температуре выше температу-
ры стеклования, когда связующее становится упругоэластичным, повреждение мате-
риала при распрямлении CD ограничивается образованием системы дефектов из-за
потери устойчивости внешнего слоя. Эти дефекты представляют собой выпучивания,
расположенные в шахматном порядке в ячейках ткани в области, которая примыкает
к АВ и имеет ширину около трети длины CD. На внутренней стороне дефектов не об-
разуется.

После нагрева выше температуры стеклования и выпрямления CD образец может
быть изогнут в направлении АВ одним из двух способов (рис. 2, д, е). Способ рис. 2, д
далее назван внутренним изгибом (внутренний слой оболочки остается внутренним,
то есть сжимается при изгибе), а способ 2, е – внешним (внутренний слой оболочки
становится внешним, т.е. растягивается при изгибе). Внутренний изгиб в различной
степени реализуется в основной части сегмента шпангоута, а внешний – вблизи креп-
лений сегмента к спицам антенны (рис. 1, б).

Таким образом, образец подвергается деформированию, имеющему место на раз-
личных участках шпангоута при сворачивании из исходного ненапряженного состоя-
ния в транспортное. Изгиб образцов в транспортную форму проводился при помощи
машины для испытаний на одноосное растяжение по схемам, изображенным на рис. 3,
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при температуре 70°С, после чего образцы охлаждались в нагруженном состоянии для
фиксации транспортной формы и затем разгружались.

Образцы с зафиксированной транспортной формой помещались в термокамеру,
нагреваемую за счет конвекции от электронагревателя, отделенного экраном от рабо-
чего пространства. Один конец образца фиксировался и с помощью инфракрасной
камеры IRBIS 8355 InfraTec производилась съемка процесса раскрытия образцов в ис-
ходную форму при нагреве. На основе данных съемки были получены зависимости
температуры образцов  и угла раскрытия  от времени (см. рис. 4, б). Замер угла 
проводился по внешней кромке образцов из-за ограниченных возможностей наблю-
дения за образцами в термокамере, поэтому при внутреннем изгибе криволинейных
образцов  меньше угла раскрытия вдоль АВ, а при внешнем – больше, но в обоих
случаях  позволяет отслеживать процесс перехода образца от транспортной формы к
исходной и фиксировать момент окончательного выпрямления АВ. Испытания про-

T α α

α
α

Рис. 2. Геометрия образцов и схемы их деформирования.
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Рис. 3. Схема реализации внутреннего и внешнего изгиба сектора шпангоута при переходе от исходной не-
напряженной формы к свернутой транспортной (T = 70°C).
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водились на образцах, подвергнутых предварительному внутреннему и внешнему из-
гибу при непрерывном и ступенчатом нагреве до 67–70°С, а также на контрольном
плоском образце из того же материала с теми же размерами.

На рис. 5 приведены зависимости температуры образца и угла раскрытия от време-
ни для всех образцов: 1 – контрольный плоский образец при непрерывном нагреве до
70°С; 2, 3 – образцы с внутренним изгибом при непрерывном нагреве до 70°С; 4 – об-
разец с внешним изгибом при непрерывном нагреве до 70°С; 5, 6 – образцы с внеш-
ним изгибом при ступенчатом нагреве (60–65°С) и (60–62–63–65–67°С); 7, 8, 9 – об-
разцы с внутренним изгибом при ступенчатом нагреве (60–70°С), (60–65–67°С) и
(60–65–67°С). Маркеры на кривых  соответствуют моментам перехода на следую-
щую ступень нагрева.

На рис. 6 приведены зависимости угла раскрытия от температуры образца, полу-
ченные из зависимостей  и  исключением времени: 1 – контрольный плоский
образец; 2 – образец с внутренним изгибом при непрерывном нагреве; 3 – образец с
внутренним изгибом при ступенчатом нагреве; 4 – образец с внешним изгибом при
непрерывном нагреве; 5 – образец с внешним изгибом при ступенчатом нагреве.

3. Обсуждение результатов. Полученные зависимости  указывают на то, что в
оболочке, выполненной из тканого композита, связующим которого является поли-
мер с ЭПФ, при нагреве действуют два независимых механизма восстановления ис-
ходной формы. Первый из них активируется при температуре, не достигающей темпе-
ратуры стеклования, при которой активируется ЭПФ полимера в деформированных
областях образца. Температура его активации зависит от исходной формы оболочки:
для плоской оболочки в нашем случае ее значение было близко к 45°С, для криволи-
нейных – около 50°С, тогда как температура стеклования связующего – 55°С. Вероят-
но, активация восстановления формы до достижения температуры стеклования связу-
ющего происходит за счет упругой энергии, запасенной в деформированной кон-
струкции, которую образуют три склеенных слоя углеткани, и высвобождаемой из-за
снижения жесткости связующего при нагреве. Причиной относительно низкой тем-
пературы активации этого механизма у плоской оболочки может служить то, что ло-
кальные дефекты, приобретаемые плоской оболочкой при приведении в транспорт-
ную форму и снижающие запасенную упругую энергию, минимальны по сравнению с
криволинейными оболочками. После достижения температуры стеклования оба меха-
низма восстановления формы – высвобождение упругой энергии упрочняющего ком-

( )α t

( )α t ( )T t

( )α t

Рис. 4. Стадии перехода образца из транспортной формы в исходную при реализации ЭПФ: а – транспорт-
ная форма; б – форма, устойчивая в направлении CD; в – форма, устойчивая в направлении АВ; г – рабо-
чая форма.
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понента и ЭПФ связующего работают совместно. При активации второго механизма
не происходит заметного изменения скорости восстановления. Скорость раскрытия
при постоянном нагреве для всех образцов тем больше, чем больше кривизна в обла-
сти перегиба. При ступенчатом нагреве (наличии выдержек при постоянной темпера-
туре для ряда значений температуры) скорость раскрытия уменьшается при снижении
скорости роста температуры и при постоянном значении температуры.

Было показано [12], что плоские оболочки после приведения в промежуточную
изогнутую форму и реализации ЭПФ не восстанавливают исходную форму полностью
и накапливают расхождение с ней при повторении циклов промежуточная форма –
восстановленная форма. На рис. 5 можно видеть, что после достижения угла раскры-
тия около 160° (в исходной форме он равен 180°) скорость восстановления резко сни-
жается, причиной чему может быть исчерпание одного из двух механизмов восстанов-
ления. Например, влияние ЭПФ полимерного связующего на изменение формы мо-
жет уменьшаться из-за уменьшения деформированной области, т.е. объема полимера,
являющегося источником восстанавливающих сил. Поскольку восстановленная фор-
ма в итоге сохраняет изгиб в несколько градусов, она неустойчива при сжатии вдоль
АВ в отличие от исходной формы.

Все промежуточные состояния исходно плоской оболочки при переходе от транс-
портной формы к исходной, отличаются друг от друга только величиной угла раскры-
тия и размерами деформированной области. У оболочки с двойной кривизной между
транспортной и исходной формами существует два существенно различных состояния
(см. рис. 4).

В первом состоянии (рис. 4, б) сечение АВ криволинейно, а поперечное сечение
CD прямолинейно. Поскольку возвращение CD в криволинейную форму возможно
только при выпрямлении АВ, восстановление исходной формы АВ происходит как за
счет восстанавливающих сил, вызванных отклонением текущей криволинейной фор-
мы АВ от начальной прямой, так и за счет восстанавливающих сил, действующих в
поперечном направлении, вызванных отклонением текущей прямолинейной формы
СD от начальной криволинейной. В этом состоянии форма устойчива в направлении
CD и неустойчива в направлении AВ.

Во втором состоянии (рис. 4, в) сечение АВ прямолинейно, а поперечное сечение
CD криволинейно и со временем приближается к исходной форме. В этом состоянии
форма устойчива в направлении АВ и неустойчива в направлении СD. Переход между
двумя состояниями представляет собой потерю устойчивости в направлении CD и
при внутреннем и внешнем изгибе происходит существенно разным образом.

При внутреннем изгибе потеря устойчивости в направлении CD с восстановлением
устойчивости в направлении АВ при постоянной скорости нагрева происходит скач-
кообразно с увеличением скорости раскрытия на два порядка. При раскрытии антен-
ны скачкообразное изменение формы шпангоута может стать причиной колебаний
ткани рефлектора, гашение которых в космосе из-за отсутствия сопротивления возду-
ха проблематично. При внешнем изгибе скорость раскрытия при постоянной скоро-
сти нагрева остается постоянной, при ступенчатом нагреве наблюдалось увеличение
скорости раскрытия в переходном состоянии в 4–7, но скачкообразного перехода не
происходило.

На графиках  момент восстановления исходной устойчивой формы АВ соответ-
ствует скачку на кривых 2, 3, 7–9 (внутренний изгиб) и точке максимума на кривых 4–6
(внешний изгиб).

Проведение испытаний со ступенчатым нагревом показало, что при внутреннем
изгибе остановка нагрева при температуре ниже 68°С происходит замедление и оста-
новка процесса раскрытия свернутого шпангоута. При продолжении нагрева процесс
раскрытия возобновляется. У всех образцов при ступенчатом нагреве скачкообразная
потеря устойчивости в направлении CD происходила после перехода на последнюю

( )α t
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ступень нагрева. При промежуточных переходах между ступенями нагрева происходи-
ло увеличение скорости раскрытия. Для внешнего изгиба (рис. 5, кривая 6 ) влия-
ния промежуточных переходов на скорость раскрытия не наблюдалось.

Сечение СВ, как и исходно плоская оболочка, восстанавливает исходную форму не
полностью, однако главное функциональное свойство развернутого шпангоута –
устойчивость в направлении АВ – полностью восстанавливается как после внутренне-
го изгиба, так и после внешнего. Однако, как показывают проведенные исследования,
при восстановлении из промежуточной формы, полученной внутренним изгибом, су-
ществует промежуточное состояние, в котором восстанавливающие силы, действую-
щие в различных направлениях, уравновешиваются и восстановление формы прекра-
щается, если не происходит дополнительного увеличения энергии системы за счет на-
грева.

Таким образом, для композитной оболочки двойной кривизны существует диапа-
зон температур, в котором активация эффекта памяти формы связующего полимера,
носителя ЭПФ, не приводит к восстановлению рабочей формы, а выход за пределы
этого диапазона приводит к скачкообразному раскрытию свернутой оболочки, что
может служить источником нежелательных колебаний конструкции. С другой сторо-
ны, такая оболочка может быть использована в различных устройствах в качестве ме-
ханического актуатора, температура срабатывания которого при одном и том же мате-
риале полимерного связующего с ЭПФ может быть задана выбором исходной формы.

Работа поддержана грантом Министерства науки и высшего образования РФ (про-
ект 075-15-2020-781).
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Experimental studies have been carried out on the deployment of a space satellite antenna
frame element made of a composite with thermally activated shape memory from a de-
formed transport state to the initial working state. The element is a carbon-fiber shell of an
open profile of double curvature, which, in order to obtain a transport state, is bent around a
cylindrical guide surface perpendicular to one of the radii of the initial curvature. It was
found that the shell of double curvature has an intermediate equilibrium state between the
transport and working ones. To exit this state, additional heating is required. Thus, there is a
temperature range in which the shape memory effect of the material is realized, but the un-
folding of the structure does not occur. The exit from this state occurs abruptly, which can
create unwanted oscillations of the antenna reflector.

Keywords: shape memory effect, shape memory composite, carbon fiber
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Представлены результаты исследований собственных частот колебаний круговых
усеченных конических оболочек, полностью заполненных идеальной сжимаемой
жидкостью. Поведение упругой конструкции рассматривается в рамках классиче-
ской теории оболочек, уравнения которой записываются в виде системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений относительно новых неизвестных. Малые
колебания жидкости описываются линеаризованными уравнениями Эйлера, кото-
рые в акустическом приближении сводятся к волновому уравнению относительно
гидродинамического давления и записываются в сферической системе координат.
Его преобразование к системе обыкновенных дифференциальных уравнений вы-
полняется тремя способами: методом прямых, с помощью интерполяции сплайнами
и методом дифференциальных квадратур. Решение сформулированной краевой зада-
чи осуществляется методом ортогональной прогонки Годунова. Вычисление соб-
ственных частот колебаний выполняется с помощью пошаговой процедуры с последу-
ющим уточнением методом деления пополам. Достоверность получаемых результатов
подтверждена сравнением с известными численно-аналитическими решениями.
Для оболочек с разными комбинациями граничных условий и углами конусности
оценена эффективность вычисления частот колебаний для различных методов пре-
образования волнового уравнения. Продемонстрировано, что использование обоб-
щенного метода дифференциальных квадратур обеспечивает наиболее экономичное
решение задачи с приемлемой точностью вычислений.

Ключевые слова: классическая теория оболочек, коническая оболочка, метод ортого-
нальной прогонки Годунова, собственные колебания, идеальная сжимаемая жид-
кость, метод прямых, кубический сплайн, метод дифференциальных квадратур
DOI: 10.31857/S0032823522040038

1. Введение. Тонкостенные оболочки, содержащие жидкость или погруженные в
нее, находят широкое применение в различных областях техники. При их моделиро-
вании построение аналитических решений возможно только для некоторых конфигу-
раций цилиндрических оболочек. В этих частных случаях волновое уравнение, наибо-
лее часто используемое для описания идеальной жидкости, допускает формирование
явного выражения для гидродинамического давления, записываемого в функциях
Бесселя. Численно-аналитические или численные методы решения каких-либо огра-
ничений при этом не имеют. Универсальные численные алгоритмы, такие как метод
конечных элементов или его комбинация с методом граничных элементов, примени-
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мы при произвольном расположении меридиана и могут быть использованы при ана-
лизе как конических, так и сферических оболочек. Однако отсутствие полноценных
экспериментальных исследований не позволяет в полной мере оценить достоверность
получаемых при этом результатов в широком диапазоне волновых чисел при низко-
или высокочастотных колебаниях. В связи с этим, необходимость разработки альтер-
нативных методов решения задач гидроупругости в случае произвольного меридиана
является очевидной. Многообразие имеющихся решений может послужить косвен-
ной оценкой достоверности результатов, получаемых в рамках того или иного подхо-
да. В настоящей работе внимание будет сконцентрировано на конических оболочках,
содержащих неподвижную жидкость, но описываемый ниже численный алгоритм
применим и в случае сферических оболочек.

В первых публикациях [1, 2], где предметом исследований становится полная или
усеченная коническая оболочка (полость), полностью или частично заполненная
жидкостью, целью авторов ставится получение явных выражений для низших частот
гидроупругих колебаний. В [1] принимается гипотеза плоского движения жидкости
совместно с методом последовательных приближений. В [2] потенциал смещений
жидкости вычисляется в виде суммы двух функций. Одна из них удовлетворяет гра-
ничным условиям на смоченной поверхности, а другая соответствует свободным ко-
лебаниям жидкости в жесткой полости. Решение строится с использованием метода
Галёркина. В работах [3, 4] предлагается приближенный аналитический метод опреде-
ления динамических характеристик упругой конической оболочки с жидкостью. По-
тенциал скорости ищется в виде разложения по координатным функциям, представ-
ляющим полиномы Лежандра в случае осесимметричных колебаний или присоеди-
ненные функции Лежандра для неосесимметричных. Вводится система функций в
явной форме, точно удовлетворяющая естественным краевым условиям формулируе-
мой вариационной задачи. На основе проведенных виброиспытаний конического ба-
ка, частично заполненного жидкостью, в статье [5] получены частоты двух первых
осесимметричных мод. Отмечается, что результаты натурных испытаний удовлетво-
рительно согласуются с расчетными данными. Возможно, что первые наиболее обсто-
ятельные численные результаты расчета динамических характеристик конических
оболочек вращения с жидкостью представлены в работе [6]. Здесь применяется метод,
основанный на разложении потенциала смещений жидкости в ряд по собственным
функциям гидродинамической задачи, которые в случае возможности разделения пе-
ременных записываются в явном виде в функциях Бесселя первого рода действитель-
ного и чисто мнимого аргумента. Коэффициенты разложения определяются из усло-
вий ортогональности этих функций на смоченной поверхности. Решение уравнений
осуществляется методом ортогональной прогонки Годунова. В этой же работе приве-
дены результаты экспериментальных исследований, в которых частоты определялись
резонансным методом при электродинамическом возбуждении колебаний. Проде-
монстрировано, что расхождение теоретических и экспериментальных данных не пре-
вышает 11%. В конечно-элементной работе [7] используется элемент, в котором точ-
ные функции перемещений определяются непосредственно из уравнений теорий обо-
лочек Сандерса. Из волнового уравнения, записанного в сферической системе
координат, в результате разделения переменных и метода Фробениуса получено ана-
литическое выражение для потенциала скорости как функции угла при вершине и
окружной гармоники. В численных примерах продемонстрировано влияние угла ко-
нусности, геометрических размеров и уровня заполнения жидкостью на динамиче-
ские характеристики прямой и перевернутой свободно опертой конической оболочки.
Аналогичный подход был использован в [8] при моделировании жидкости в кониче-
ской части комбинированной оболочки. Уравнения Доннела–Муштари, включаю-
щие аналитическое выражение для гидродинамического давления, записанное в
функциях Бесселя, используются в [9] для оценки влияния жидкости и угла при вер-
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шине на связанные частоты и соответствующие им формы колебаний жестко закреп-
ленной конической оболочки. Корректность выбранного метода решения авторами
не обсуждается. В работе [10] представлена аналитическая модель для описания низ-
кочастотных колебаний усеченной конической оболочки, погруженной в сжимаемую
жидкость. Вся конструкция разбивается по длине на ряд цилиндрических сегментов с
постоянным радиусом, описываемых уравнениями Флюгге, в пределах которых внеш-
нее гидродинамическое давление вычисляется по аналитической формуле с использо-
ванием функций Ганкеля. С помощью метода степенных рядов проанализированы ча-
стоты оболочек с различными граничными условиями. Аналогичный подход приме-
няется также в работах [11–14]. В первых трех статьях исследуются подкрепленные
оболочки, толщина которых изменяется линейно, параболически, ступенчато или
остается неизменной. В [11, 13] теория оболочек и метод решения полностью анало-
гичны [10]. В [12] применяется метод передаточной матрицы. В работе [14] метод ди-
намической жесткости используется для анализа свободных колебаний композитных
оболочек, описываемых в рамках теории Рейснера–Нагди, погруженных в жидкость
или содержащих ее. В последнем случае гидродинамическое давление формируется в
функциях Бесселя. Исходя из того, что аргументом цилиндрических функций высту-
пает меридиональное волновое число, определяемое исходя из граничных условий на
входе и выходе в оболочку, корректность данного метода вряд ли можно считать фи-
зически обоснованной. В работах [15, 16] описывается новый вариант метода конеч-
ных элементов для расчета колебаний упругих оболочек вращения с произвольным
меридианом, частично заполненных жидкостью. В качестве конечных элементов рас-
сматриваются узкие кольцевые полоски оболочки с содержащимися в них слоями
жидкости. В случае осесимметричных колебаний осевое перемещение жидкости в по-
перечном сечении представляется в виде суммы плоского вытеснения и депланации
по форме параболы, а при неосесимметричных радиальные и окружные перемещения
определяются из точного решения уравнения неразрывности с учетом граничного
условия на смоченной поверхности. Оценка влияния гидростатического давления на
связанные частоты колебаний резервуаров с жидкостью, в том числе конических,
выполнена в [17]. Одно из немногочленных экспериментальных исследований кони-
ческих оболочек с жидкостью представлено в [18]. Здесь на основе спектрального ана-
лиза данных, зарегистрированных посредством тензометрии, получены низшие ча-
стоты колебаний в случае частичного заполнения. При этом отличия от конечно-эле-
ментного решения задачи, осуществленного в коммерческом пакете ANSYS, не
превышают 7%. В [19] для анализа оболочек с различными вариантами граничных
условий предлагается комбинированный подход. Определяющие уравнения упругой
конструкции получены в наиболее общем виде с помощью вариационного принципа.
Они базируются на теории оболочек типа Тимошенко (first-order shear deformation
theory, FSDT), учитывающей деформации поперечного сдвига [20]. Решение этих
уравнений осуществляется с помощью метода Галёркина, где перемещения расклады-
ваются в ряды Фурье со вспомогательными функциями. Волновое уравнение для не-
сжимаемой жидкости, сведенное к слабой форме посредством метода Галёркина, ре-
шается методом конечных элементов. Связанная система уравнений формируется в
результате удовлетворения условий на упругой поверхности оболочки. Композитные
конструкции в виде комбинации трех оболочек (коническая-цилиндрическая-кони-
ческая), описываемых в рамках теории оболочек типа Тимошенко, исследуются в [21]
с помощью метода передаточной матрицы. Для учета полного или частичного запол-
нения гидродинамическое давление формулируется в функциях Бесселя. Внимание
на конической части при этом не акцентируется. Заполненные жидкостью резервуары
конической формы, подвергающиеся вертикальным и горизонтальным возмущени-
ям, эмулирующим землетрясение, изучаются с помощью метода конечных элементов
в работах [22, 23]. Гидродинамическое давление интерполируется рядами различных
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функций формы, удовлетворяющих волновому уравнению. Оценено влияние началь-
ных неправильностей формы конструкции на несущую способность конических ре-
зервуаров под действием гидродинамического давления, инициированного сейсмиче-
ской нагрузкой. В [24] из волнового уравнения с использованием разделения пере-
менных получено аналитическое выражение для потенциала скорости как функции
угла при вершине и окружной гармоники. Для решения уравнений, основанных на
классической теории оболочек, используется аппроксимация функций перемещений
сплайнами третьего и пятого порядка и метод коллокаций. Выполнен параметриче-
ский анализ, в ходе которого оценено влияние относительной толщины слоя и гео-
метрических размеров на частотный спектр двухслойных оболочек при различных
комбинациях граничных условий. Аналогичный подход для описания жидкости был
использован в [25], где метод дифференциальных квадратур применяется для решения
системы уравнений, полученной из принципа Гамильтона и теории оболочек Донел-
ла. Комбинированный метод, сочетающий применение метода конечных элементов
для упругого тела и метода граничных элементов для моделирования жидкой среды
используется в [26, 27]. Совместные перемещения оболочки и жидкости представля-
ются в виде линейной комбинации собственных форм колебаний оболочки в вакууме.
Потенциал скорости жидкости рассматривается в виде суммы двух компонент, одна
из которых описывает движение в жестком сосуде и позволяет учитывать эффекты на
свободной поверхности. Для оболочек отличных от цилиндрических, усилия авторов
сосредоточены в основном на изучении плескательных мод колебаний жидкости в
жестких контейнерах, в том числе подкрепленных жесткими или упругими перегород-
ками. Теория оболочек типа Тимошенко (FSDT), балочные функции и метод Галёр-
кина используются в [28] для анализа оболочек с различными граничными условия-
ми, расположенных на упругом основании.

Анализ устойчивости конических оболочек с текущей внутри жидкостью или газом
исследуется в работах [29–36]. Исходя из условия малой конусности, в [29, 30] волно-
вое уравнение, описывающее сверхзвуковое течение газа, решается с помощью преоб-
разования Лапласа. При восстановлении оригинала аэродинамического давления мо-
дифицированная функция Бесселя заменяется асимптотическим разложением. В ко-
нечно-элементных реализациях [31–33] волновое уравнение сводится к слабой форме
с помощью метода Бубнова–Галёркина. В первой из них применяется теория оболо-
чек типа Тимошенко (FSDT), а в других – классическая теория оболочек. Здесь же по-
казано, что с увеличением угла конусности возможно изменение вида потери устой-
чивости с дивергенции на флаттер. В работах [34, 35] методы, предложенные этими же
авторами для анализа неподвижной жидкости [7, 19], обобщаются на случай текущей.
В [35] продемонстрировано, что угол конусности может оказывать как стабилизирую-
щее, так и дестабилизирующее влияние. Нанокомпозитные усеченные конические
оболочки, описываемые уравнениями теории оболочек Новожилова, изучаются в [36].
Метод обобщенных дифференциальных квадратур применяется как для численного
решения волнового уравнения, так и всей задачи в целом. Оценено влияние объемных
фракций углеродных нанотрубок на критические скорости флаттера и дивергенции.

В настоящей работе для решения сформулированной краевой задачи используется
метод ортогональной прогонки Годунова (МОПГ) [37]. Помимо процитированных
выше публикаций примеры применения этого метода для задач гидроупругости при-
ведены в монографиях [38, 39]. Причем распространен подход, когда аналитическое
решение волнового уравнения относительно потенциала скорости или давления запи-
сывается в членах функций Бесселя. Комбинированный способ, где волновое уравне-
ние сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, которая реша-
ется совместно с системой уравнений для упругого тела, применяется редко [40–42].
В частности, в [40, 41] для анализа вынужденных колебаний коаксиальных оболочек,
содержащих жидкость в кольцевом канале, предложено использовать процедуры све-
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дения к замкнутой системе обыкновенных дифференциальных уравнений, основан-
ные на кубической сплайн-аппроксимации (КС) и методе прямых (МП). При этом
декларируется, что первый метод более эффективен, но какие-либо аргументы в поль-
зу этого утверждения не приводятся. Исходя из этого, в данной работе для конической
оболочки осуществляется сравнение различных способов сведения уравнений жидко-
сти к системе обыкновенных дифференциальных уравнений с целью выбора наиболее
производительного. Наряду с упомянутыми подходами будет также апробирован
обобщенный метод дифференциальных квадратур (МДК) [43], который, как это отме-
чено в [44], не нашел широкого распространения у отечественных исследователей, не-
смотря на все свои преимущества.

2. Постановка задачи. Рассматривается полностью заполненная неподвижной иде-
альной сжимаемой жидкостью усеченная коническая оболочка (рис. 1) с минималь-
ным радиусом , углом при вершине A, толщиной  и длиной L. В работе ставится за-
дача исследования различных методов сведения акустического волнового уравнения к
системе обыкновенных дифференциальных уравнений и оценки их влияния на эф-
фективность и точность вычислений связанных частот колебаний оболочки с жидко-
стью, имеющей различные комбинации граничных условий на краях.

3. Основные соотношения

3.1. Коническая оболочка. Компоненты вектора деформации  в криволинейной
системе координат  для классической теории оболочек, основанной на гипоте-
зах Кирхгофа–Лява, записываются в виде [45]

где

(3.1)

Здесь:  – коэффициенты Ламе;  – кривизны; u, , w – меридиональная,
окружная и нормальная составляющие вектора перемещений оболочки;  – углы
поворота недеформируемой нормали.
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Физические соотношения, устанавливающие связь между вектором усилий и момен-

тов ,  и вектором обобщенных деформаций ,

, в матричном виде записываются как

(3.2)

Здесь величины, составляющие матрицу жесткостей D, вычисляются по формулам

(3.3)

где коэффициенты  определяются известным образом относительно модулей упру-
гости ( ), коэффициента Пуассона ( ) и модуля сдвига ( ) материала оболочки.

Уравнения движения оболочки

(3.4)

где  – поперечные силы, ,  – плотность материала, p – гидродинамиче-
ское давление, действующее со стороны жидкости объема Vf на поверхность оболочки.

Раскладывая все компоненты (3.1), (3.2) в ряды Фурье по окружной координате θ

сводим геометрические (3.1) и физические (3.2) соотношения, а также уравнения дви-
жения (3.4) к системе восьми обыкновенных дифференциальных уравнений первого
порядка относительно новых неизвестных [45]

Здесь j – номер гармоники при разложении в ряд Фурье, . С учетом этого и
принимая во внимание , искомая система может быть записана следу-
ющим образом

(3.5)

где
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Здесь ω – характеристический показатель, . Входящие в выражения (3.6) вели-
чины вычисляются по следующим формулам

3.2. Неподвижная сжимаемая жидкость. В случае конической оболочки акустиче-
ское волновое уравнение и соответствующие граничные условия записываются в сфе-
рической системе координат 

(3.7)

Здесь c – скорость звука в жидкости. На смоченной поверхности (α = Α), оси враще-
ния оболочки (α = 0) и ее краях (x = 0, L) гидродинамическое давление p удовлетворя-
ет следующим условиям:

(3.8)

(3.9)

(3.10)

где n – единичные внешние нормали к области жидкости Vf, ρf – плотность жидкости.
Сведение уравнения (3.7) к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

осуществляется различными способами, описание которых представлено ниже.
3.2.1. Метод прямых. В методе прямых (дифференциально-разностный метод) [46]

область жидкости делится на n равных углов и через точки деления проводится семей-
ство лучей  . На каждом таком луче (прямой) дифференциальное
уравнение (3.7) заменяется приближенным обыкновенным дифференциальным урав-
нением для функции . Для этого в выражении (3.7) производные по координа-
те  заменяются на формулы численного дифференцирования

(3.11)

где .
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Для “крайних” прямых [47]:

(3.12)

Вводя сокращенные обозначения

и подставляя формулы (3.11) в исходное уравнение (3.7), придем к системе 
уравнений в обыкновенных производных

(3.13)

где , , , . Эта

система сводится к нормальному виду Коши следующим образом:

(3.14)

Значения p0 и pn в (3.14) определяются, исходя из условий (3.8)–(3.9) и уравнений для
“крайних” прямых (3.12):

Обратим внимание на то, что в соотношениях (3.4) p = pn. Таким образом, совокуп-
ное число неизвестных, определяемых системами уравнений (3.5) и (3.14), составляет

.
3.2.2. Интерполяция кубическим сплайном. В этом методе задается сетка узлов

… < , на каждом сегменте которой , , для
функции  строится интерполяционный кубический сплайн [48, 49]
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Требование непрерывности сплайна  на всем рассматриваемом диапазоне, как
и его производных

(3.18)

приводит к соотношениям

(3.19)

где . С учетом граничных условий

(3.20)

следующих из (3.8), (3.9) и (3.17), с помощью операции редукции соотношения (3.19)
можно выразить относительно коэффициентов , получив систему линейных урав-
нений, матрица которых является трехдиагональной. После решения этой системы
методом прогонки, остальные коэффициенты определяются по рекуррентным фор-
мулам. Альтернативным вариантом является использование известных процедур вы-
числения коэффициентов кубического сплайна, например, таких как подпрограмма
CUBSPL, описанная в монографии [50], или ее варианта CSDEC, реализованной в па-
кете математических функций IMSL.

С учетом того, что первая и вторая производные по координате α полностью опре-
деляются через коэффициенты сплайна, система обыкновенных дифференциальных
уравнений формируется следующим образом

(3.21)

В случае интерполяции сплайном совокупное число неизвестных, определяемых
системами уравнений (3.5) и (3.21), составляет . Поскольку коэффициенты
сплайна зависят от граничных условий (3.20), их перевычисление необходимо прово-
дить на каждом шаге интегрирования по меридиональной координате.

3.2.3. Метод дифференциальных квадратур. Согласно этому методу область решения
также дискретизируется n точками, а производные l-го порядка функции  в лю-
бой точке  определяются как [43]

(3.22)
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где весовые коэффициенты  вычисляются по следующим рекуррентным формулам

С учетом (3.22) граничные условия (3.8), (3.9) представим в виде

и, переписав их следующим образом

получим явные выражения для “ крайних” значений

Тогда система обыкновенных дифференциальных уравнений примет вид

(3.23)
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Таким образом, для данного метода совокупное число неизвестных, определяемых
системами уравнений (3.5) и (3.23), также составляет . Отмечается [51],
что МДК довольно часто обеспечивает более точное решение дифференциальных
уравнений в случае неравномерных сеток, узлы которых определяются согласно рас-
пределению Чебышева–Гаусса–Лобатто. Однако для корректного сравнения с други-
ми методами все расчеты осуществлялись на равномерной сетке, тем более, что для
описанной реализации МДК преимущества неравномерной сетки выявлены не были.

4. Метод решения. Система уравнений (3.5) (в случае вычисления гидродинамиче-
ского давления p по аналитической формуле) как и объединенные системы уравне-
ний (3.5), (3.14), (3.5), (3.21) и (3.5), (3.23) решаются методом ортогональной прогонки
Годунова [37] с численным интегрированием дифференциальных уравнений методом
Рунге–Кутты четвертого порядка точности и соответствующими однородными гра-
ничными условиями, задаваемыми на краях оболочки

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

где , если заданы кинематические, и , если заданы статические граничные
условия.

Общее решение систем представляется в виде

где  – некоторые константы и  – совокупность линейно независимых решений
объединенных систем, удовлетворяющих граничным условиям (4.1), (4.3). В результа-
те интегрирования по заданному интервалу и удовлетворения граничных условий
(4.2), (4.4) получаем следующую алгебраическую систему для определения постоян-
ных 

(4.5)

Искомая задача сводится к вычислению таких значений ω, при которых существует
нетривиальное решение системы (4.5), необходимым условием которого является ра-
венство нулю определителя матрицы . Для этой цели используется комби-
нация шаговой процедуры, посредством которой вычисляются значения ω, при кото-
рых происходит смена знака определителя , с последующим уточнением ω в по-
лученном диапазоне методом деления отрезка пополам.
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5. Численные результаты. В численных примерах рассматриваются свободно опер-
тые (  =  = 0, SS), жестко защемленные (  = 0, CC) на обоих
краях или консольно закрепленные , , , , CF)
конические оболочки.

Первоначально была исследована сходимость решения от степени дискретизации
области жидкости n. На рисунках 2 и 3 представлены зависимости трех низших частот
колебаний ω (Гц) жестко закрепленной оболочки от количества узлов (прямых) n, на
которые разбивается область жидкости тремя описанными выше методами. Проверка
сходимости решения осуществлена для оболочек с разными граничными условиями и
углами конусности Α = 30° (рис. 2) и Α = 60° (рис. 3). Из приведенных данных следует,
что наихудшей сходимостью обладает метод прямых, как это было отмечено в моно-
графии [41]. Однако с вычислительной точки зрения данный метод обеспечивает наи-
более эффективное решение при равном количестве точек разбиения. Интерполяция
сплайнами является наименее экономичным методом из-за дополнительных вычис-
лений, выполняемых на каждом шаге интегрирования. С ростом точек интегрирова-
ния относительно быстрая сходимость этого метода нивелируется более высокой ско-
ростью решения метода прямых, поэтому при определенных условиях оба метода яв-

=v w =11 11T M = = = θv 1u w
=11( 0T + =22 0S r H =11 0M + =11 0Q jH

Рис. 2. Сходимость трех низших собственных частот ω (Гц) жестко закрепленной (CC) конической оболоч-
ки с жидкостью от количества узлов n для различных методов преобразования волнового уравнения:
Α = 30°; j = 5; 1 – МП, 2 – КС, 3 – МДК.
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Рис. 3. Сходимость трех низших собственных частот ω (Гц) консольно закрепленной (CF) конической обо-
лочки с жидкостью от количества узлов n для различных методов преобразования волнового уравнения:
Α = 60°; j = 5; 1 – МП, 2 – КС, 3 – МДК.
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ляются сопоставимыми. В процессе вычислений было также выявлено, что с ростом
угла конусности для получения устойчивого решения при некоторых граничных усло-
виях и окружных гармониках требуется повышение количества точек интегрирова-
ния, особенно в случае интерполяции сплайнами и метода прямых. С учетом выска-
занных замечаний преимущества метода дифференциальных квадратур благодаря ис-
ключительной сходимости являются неоспоримыми. При дальнейших расчетах
количество прямых (узлов) n принимается равным 10, 20 и 50 для методов дифферен-
циальных квадратур, интерполяции сплайнами и прямых соответственно.

Верификация результатов, получаемых в рамках описанного алгоритма, для пустых
конических оболочек осуществлена в статье [52]. В случае оболочек с жидкостью срав-
нение с известными решениями производится для нескольких конфигураций. В пер-
вом примере рассматривается полностью заполненная несжимаемой жидкостью (ρf =
= 1000 кг/м3) жестко закрепленная усеченная коническая оболочка (L = 0.56 м, R1 =
= 0.15 м, h = 0.00053 м, Α = 15°), выполненная из материала АМГ-6 (E = 67.7 ГПа, ν = 0.29,
ρ = 2648 кг/м3), экспериментальные и теоретические результаты для которой были
опубликованы в работе [6]. За прошедшие десятилетия эти данные стали выступать в
качестве эталона, сопоставление с которым является неотъемлемой частью большин-
ства исследований, посвященных анализу конических оболочек, взаимодействующих
с жидкостью. В таблице 1 приведены низшие частоты колебаний ω (Гц), полученные
для ряда окружных гармоник j. Здесь введены обозначения для следующих источни-
ков данных: 1 – [6] (МОПГ), 2 – [6] (эксперимент), 3 – [16] (МКЭ), 4 – [37] (МОПГ),
5 – [53] (МКЭ), 6 – [54] (МКЭ), 7 – МОПГ и МП, 8 – МОПГ и КС, 9 – МОПГ и
МДК. Из приведенной в таблице информации следует, что при небольшом угле ко-
нусности результаты, полученные в рамках как численно-аналитических, так и чис-
ленных методов, хорошо согласуются не только между собой, но и с данными натур-
ных наблюдений.

В следующем примере рассматривается конфигурация (L = 0.9144 м, h = 0.0015 м,
E = 207 ГПа, ν = 0.3, ρ = 7840 кг/м3), используемая для верификации результатов ко-
нечно-элементных решений во многих работах. Радиус оболочки, содержащей сжи-
маемую жидкость (ρf = 1000 кг/м3, c = 1500 м/с), при 0.5L остается неизменным и рав-
ным 0.876 м. В таблицах 2–4 приведены низшие частоты колебаний ω (Гц) для первых
12 окружных гармоник, полученные для трех углов конусности при различных комби-
нациях граничных условий. Здесь источники данных обозначены следующим обра-

Таблица 1. Сравнение собственных частот колебаний ω (Гц) жестко закрепленной (CC) кониче-
ской оболочки, заполненной жидкостью

№
Номер гармоники  j

3 4 5 6 7 8 9 10

1 101.0 78.7 63.60 54.4 50.80 52.80 – 67.3
2 100.0 76.0 – – 51.00 54.00 – 69.8
3 101.63 79.16 63.82 54.41 50.70 52.44 – 66.86
4 101.76 79.29 63.99 54.64 51.02 52.87 – 67.51
5 100.86 78.7 63.55 54.23 50.52 52.24 58.20 –
6 96.34 75.5 61.07 53.22 50.12 52.14 58.21 –
7 100.95 78.54 63.29 53.95 50.28 51.98 57.83 66.12
8 100.91 78.56 63.36 54.07 50.46 52.26 58.26 66.75
9 100.91 78.55 63.34 54.05 50.42 52.19 58.17 66.61



518 БОЧКАРЁВ и др.

зом: 1 – [19] (МКЭ), 2 – [30] (МКЭ), 3 – [33] (МКЭ), 4 – МОПГ и МП, 5 – МОПГ и
КС, 6 – МОПГ и МДК, 7 – [23] (сплайны).

Из представленных в таблицах 2–4 данных видно, что полученные в работе резуль-
таты достаточно хорошо согласуются с конечно-элементными решениями с некото-
рыми исключениями. В частности, фактически для всех рассмотренных вариантов
наиболее существенное расхождение имеет место в области низших гармоник. С по-
вышением номера j низшая частота стремится к своему минимальному значению, а
различие между разными методами решения нивелируется. Отметим, что о некоторых
отличиях с результатами, полученными с использованием метода конечных элемен-
тов, в том числе в коммерческом пакете ANSYS, сообщается также в работах [9, 24, 25].
Причина этих расхождений не выявлена. Также подчеркнем, что во всех приведенных
сравнениях результаты, вычисленные для различных способов сведения уравнений
жидкости, практически идентичны.

С помощью описанного алгоритма выполнен анализ влияния угла конусности Α на
минимальную частоту колебаний ω. Параметры конструкции аналогичны предыду-
щему примеру за тем исключением, что минимальный радиус и длина образующей
остаются неизменными и равными 0.876 м, 0.9144 м соответственно. Результаты ис-
следования, выполненные с использованием метода дифференциальных квадратур,

Таблица 2. Сравнение собственных частот колебаний ω (Гц) жестко закрепленной (CC) кониче-
ской оболочки, заполненной жидкостью, при различных углах конусности Α

№
Номер гармоники  j

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Угол конусности Α = 10°
1 99.55 107.35 98.92 88.03 77.99 69.35 62.10 56.18 51.57 48.32 46.53 46.29

2 98.37 105.96 99.52 88.01 78.46 70.28 62.71 57.41 52.56 49.69 48.03 48.34

3 95.43 103.73 95.56 85.06 75.69 67.42 60.75 54.91 50.94 47.64 45.78 45.78

4 99.95 107.46 98.66 87.59 77.47 68.80 61.55 55.62 51.01 47.74 45.92 45.63

5 99.88 107.46 98.69 87.66 77.59 68.97 61.77 55.90 51.34 48.13 46.38 46.18

6 97.19 107.43 98.66 87.62 77.53 68.89 61.67 55.77 51.18 47.93 46.11 45.82

Угол конусности Α = 30°
1 73.62 79.64 74.58 66.68 58.94 52.16 46.55 42.18 39.15 37.58 37.54 38.97

2 73.96 80.14 75.12 67.01 59.41 52.33 46.67 42.80 39.97 38.30 38.43 39.97

3 70.05 81.92 74.82 66.75 58.55 51.54 45.94 41.71 39.14 37.17 37.31 37.31

7 69.54 83.10 68.27 66.98 58.21 49.31 46.76 44.06 41.04 34.91 – –

4 80.79 85.50 77.63 68.09 59.51 52.31 46.47 41.98 38.88 37.26 37.16 38.52

5 80.55 85.29 77.47 68.00 59.49 52.34 46.56 42.13 39.08 37.52 37.50 38.96

6 78.61 85.25 77.44 67.95 59.42 52.27 46.47 42.01 38.93 37.32 37.22 38.56

Угол конусности Α = 60°
1 20.52 22.62 21.77 19.58 17.64 16.57 16.15 16.20 16.62 17.36 18.34 19.56

2 21.27 23.48 22.44 20.17 17.90 17.01 16.25 16.59 16.80 17.49 18.52 19.90

4 29.99 31.64 27.11 22.12 19.03 17.51 16.88 16.83 17.19 17.88 18.85 20.05

5 29.51 31.14 26.71 21.82 18.81 17.34 16.75 16.75 17.16 17.91 18.94 20.23

6 28.91 31.10 26.68 21.79 18.68 17.52 17.08 16.87 16.98 17.67 18.56 19.66
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приведены на рисунке 4. Символами на графиках обозначены места смены формы ко-
лебаний с минимальной частотой, а цифрами указано число полуволн в окружном на-
правлении j. Согласно представленным зависимостям рост угла конусности приводит
к монотонному снижению низшей частоты колебаний. Отметим, что для свободно
опертых и жестко закрепленных оболочек существует некоторое пороговое значение A,
после которого частота снижается более существенно за счет реализации балочной моды.

Заключение. Представлены результаты численных исследований частотного спек-
тра усеченных круговых конических оболочек, заполненных идеальной сжимаемой
жидкостью. Решение краевой задачи выполняется методом ортогональной прогонки
Годунова, в котором осуществляется интегрирование связанных систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений для оболочки и жидкости. Для упругого тела такая
система получена преобразованием уравнений классической теории оболочек отно-
сительно новых неизвестных, а для уравнений жидкости – в результате применения
трех различных способов: метода прямых, интерполяции кубическим сплайном и
обобщенного метода дифференциальных квадратур. Их точность и вычислительная
эффективность оценена на ряде примеров. Продемонстрировано, что для анализа ди-
намических характеристик конических оболочек с жидкостью целесообразно исполь-
зование метода дифференциальных квадратур. Этот способ обеспечивает приемлемую
точность вычислений и высокую скорость сходимости решения. Проанализировано

Таблица 3. Сравнение собственных частот колебаний ω (Гц) консольно закрепленной (CF) ко-
нической оболочки, заполненной жидкостью, при различных углах конусности Α

№
Номер гармоники  j

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Угол конусности Α = 10°
1 63.72 48.16 35.43 26.76 20.92 17.09 14.87 14.16 14.89 16.87 19.88 23.72

2 63.25 48.43 35.17 27.12 21.38 17.72 15.63 14.58 14.89 16.97 20.21 24.17

3 61.80 46.94 34.85 26.58 20.96 16.92 15.14 14.42 15.10 16.74 19.86 23.83

4 64.50 48.93 35.98 27.13 21.16 17.25 14.98 14.24 14.94 16.90 19.88 23.68

5 64.46 48.92 35.98 27.14 21.19 17.29 15.03 14.31 15.03 17.03 20.07 23.96

6 62.80 48.92 35.98 27.14 21.18 17.27 15.01 14.28 14.99 16.97 19.97 23.79

Угол конусности Α = 30°
1 34.36 23.58 16.74 12.45 9.74 8.19 7.66 8.12 9.42 11.36 13.77 16.56

2 34.12 23.86 16.63 12.92 10.09 8.72 7.95 8.24 9.42 11.48 13.63 16.86

3 35.71 25.37 18.34 13.48 10.69 8.98 8.15 8.74 9.98 11.72 14.24 16.87

4 38.10 26.15 18.44 13.60 10.57 8.82 8.20 8.64 9.98 12.00 14.52 17.42

5 37.98 26.08 18.40 13.58 10.56 8.82 8.22 8.67 10.04 12.09 14.65 17.62

6 37.11 26.08 18.39 13.58 10.55 8.81 8.20 8.65 10.00 12.02 14.54 17.44

Угол конусности Α = 60°
1 1.08 0.58 0.47 0.67 1.02 1.44 1.93 2.49 3.14 3.88 4.71 5.64

2 1.21 0.72 0.53 0.69 1.00 1.44 1.92 2.49 3.14 3.90 4.76 5.69

4 1.57 0.83 0.67 0.95 1.42 1.98 2.63 3.39 4.25 5.22 6.32 7.55

5 1.54 0.82 0.66 0.93 1.40 1.96 2.61 3.37 4.24 5.23 6.35 7.62

6 1.51 0.81 0.66 0.93 1.40 1.95 2.60 3.34 4.19 5.15 6.21 7.39
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Таблица 4. Сравнение собственных частот колебаний ω (Гц) свободно опертой (SS) конической
оболочки, заполненной жидкостью, при различных углах конусности Α

№
Номер гармоники  j

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Угол конусности Α = 10°
1 93.98 105.96 93.58 76.76 62.26 51.09 42.83 37.03 33.39 31.81 32.16 34.28

2 92.03 103.70 93.05 76.90 61.79 51.13 43.06 37.21 33.77 32.56 32.56 34.78

3 92.79 103.25 90.38 74.35 60.36 50.00 41.61 36.57 32.84 31.44 31.99 34.10

4 94.49 106.18 93.32 76.36 61.85 50.69 42.46 36.67 33.05 31.44 31.76 33.82

5 94.42 106.17 93.34 76.42 61.95 50.82 42.61 36.85 33.26 31.70 32.07 34.22

6 91.88 106.15 93.32 76.39 61.90 50.76 42.54 36.77 33.16 31.57 31.90 33.96

Угол конусности Α = 30°
1 61.09 77.56 69.52 55.79 44.32 35.95 30.22 26.74 25.32 25.79 27.81 30.95

2 – 76.81 69.16 55.81 44.54 36.11 30.67 27.55 25.87 26.12 28.32 31.68

3 62.02 81.36 70.12 56.21 44.10 35.70 30.38 26.62 24.85 25.01 27.40 30.51

4 67.11 83.63 72.00 56.67 44.63 36.03 30.19 26.65 25.19 25.61 27.58 30.66

5 66.90 83.42 71.85 56.60 44.61 36.05 30.25 26.74 25.32 25.79 27.83 31.01

6 65.28 83.39 71.82 56.56 44.57 36.00 30.18 26.66 25.22 25.65 27.62 30.68

Угол конусности Α = 60°
1 14.92 21.83 15.47 11.33 10.38 10.30 10.62 11.23 12.05 13.07 14.26 15.63

2 – 21.70 15.49 11.82 10.53 10.22 10.63 11.14 12.02 13.10 14.39 15.53

4 21.95 30.37 17.19 12.23 11.09 10.93 11.22 11.81 12.64 13.69 14.91 16.32

5 21.59 29.87 16.94 12.07 10.96 10.83 11.14 11.76 12.62 13.71 14.99 16.47

6 21.16 29.86 16.92 12.05 10.93 10.79 11.08 11.67 12.49 13.50 14.67 16.00

Рис. 4. Зависимости низших частот колебаний ω (Гц) от угла конусности Α, полученные для конических
оболочек с различными граничными условиями.
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This paper presents the results of studies on natural frequencies of circular truncated conical
shells completely filled with an ideal compressible liquid. The behavior of the elastic struc-
ture is described in the framework of classical shell theory, the equations of which are written
in the form of a system of ordinary differential equations with respect to new unknowns. Low
liquid vibrations are described by the linearized Euler equations, which in the acoustic ap-
proximation are reduced to the wave equation with respect to hydrodynamic pressure and
written in spherical coordinates. Its transformation to the system of ordinary differential
equations is performed in three ways: by the straight line method, by spline interpolation and
by the method of differential quadrature. The formulated boundary value problem is solved
using the Godunov orthogonal sweep method. The calculation of natural frequencies of vi-
brations is based on the application of a stepwise procedure and subsequent refinement by
the half-division method. The validity of the results obtained is confirmed by their compari-
son with known numerical- analytical solutions. The efficiency of frequency calculations in
the case of using different methods of wave equation transformation is evaluated for shells
with different combinations of boundary conditions and cone angles. It is demonstrated that
the use of the generalized differential quadrature method provides the most cost-effective
solution to the problem with acceptable calculation accuracy.

Keywords: classical shell theory, conical shell, Godunov’s orthogonal sweep method, natural
vibrations, ideal compressible f luid, method of lines, cubic spline, differential quadrature
method
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Рассматриваются источники внутренних напряжений в нанопроволоках, моделью
которых служит бесконечный упругоизотропный цилиндр кругового сечения. Ис-
точниками внутренних напряжений являются дефекты, обладающие собственной
дисторсией (деформацией) и локализованные или в точке, или на линии, или на по-
верхности, или в области внутри нанопроволоки. Приводятся соотношения для
упругих полей и энергий некоторых дефектов в нанопроволоках, включая прямоли-
нейные дислокации и дисклинации, дислокационные петли и дилатационные
включения. Анализируется взаимодействие между источниками внутренних напря-
жений в упругом цилиндре. Обсуждается роль найденных решений задач механики
деформируемого твердого тела при интерпретации релаксационных процессов в
пентагональных нанопроволоках и гибридных полупроводниковых наноструктурах
с радиальными и аксиальными гетерограницами.

Ключевые слова: нанопроволока, дислокация, дисклинация, решеточное несоответ-
ствие, дилатационное включение, механические напряжения, упругая энергия
DOI: 10.31857/S0032823522040117

1. Введение. Следуя установившейся терминологии, будем называть нанопроволо-
ками твердые тела, которые в двух измерениях имеют размеры от 1 до 100 нм, а в тре-
тьем – много больше 100 нм. В зависимости от химического состава, различают орга-
нические и неорганические нанопроволоки, а также однородные и неоднородные на-
нопроволоки. В последнем случае в отдельный класс выделяют композитные (или
гибридные) нанопроволоки, которые состоят из разных материалов (фаз), отделенных
друг от друга межфазными границами. К гибридным мы также относим нанопроволо-
ки, содержащие структурные дефекты: дислокации, дисклинации и их ансамбли.

Взрывной интерес, появившийся в последние три декады к нанопроволокам и дру-
гим нанобъектам, в первую очередь объясняется принципиально новыми функцио-
нальными (физическими и химическими) свойствами, которые возникают у кристал-
лов при уменьшении их размеров до длины волны де Бройля для электрона в данном
материале, формируя так называемые квантово-размерные эффекты [1]. Важный
пример реализации квантово-размерных объектов представляют собой полупровод-
никовые гибридные нанопроволоки [2, 3].

Наноматериалы, имеющие ограничения по одному из нескольких измерений, обла-
дают рядом особенностей и с точки зрения механических свойств [4, 5]. Эти особенно-
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сти могут проявляться как в упругом поведении материалов и их пластическом отклике,
так и на переходе к стадии разрушения. В работах Никиты Федоровича Морозова с со-
авторами значительное внимание уделено различным аспектам механического поведе-
ния наноматериалов и нанообъектов: например, влияние характерного размера нано-
кристаллической полосы (ее ширины) на значение модулей упругости рассмотрено
в [6], параметры жесткости нанообъектов исследованы в [7], а в работе [8] рассмотре-
ны динамические свойства материала с ансамблем наноразмерных включений, нако-
нец, упругие поля и энергии дисклинаций в полых наночастицах изучены в [9].

В настоящей работе мы анализируем механическое поведение гибридных нанопро-
волочных структур, содержащие дефекты: дислокации, дисклинации, упругие вклю-
чения. В качестве адекватной механической модели нанопроволоки рассматривается
бесконечный упругоизотропный круговой цилиндр, в котором имеются источники
внутренних напряжений, что эквивалентно наличию в объеме цилиндра собственных
(неупругих) деформаций – eigenstrains.

Решение упругих задач для твердых тел с геометрией кругового цилиндра важно для
многих приложений в механике и физике. Начиная с классической работы Филона
[10] и до недавних исследований напряженно-деформированного состояния цилин-
дров конечной длины [11] или полых цилиндров со сложными реологическими свой-
ствами материала [12], опубликованы тысячи статей, посвященных анализу напря-
женно-деформированного состояния твердых тел с геометрией цилиндра. Существу-
ют две возможности постановки задач теории упругости для цилиндра: (i) приложение
сил и моментов на его поверхности или (ii) допущение собственной деформации в за-
данной области цилиндра. Решение задач первого типа для бесконечного цилиндра,
нагруженного на части поверхности постоянным давлением, было в деталях рассмот-
рено Лурье [13]. Второй тип проблем связан с состоянием цилиндра с внутренними
напряжениями без каких-либо внешних нагрузок. Известными примерами такого со-
стояния являются дислокации Вольтерра [14], когда собственная деформация локали-
зована на выделенной поверхности внутри полого цилиндра. Собственную деформа-
цию можно задать в конечном объеме внутри упругого цилиндра. В результате мы
приходим к задаче упругого включения аналогично случаю, рассмотренному впервые
Эшелби для включений в бесконечном упругом континууме [15].

План изложения материала в статье следующий. В разделе 2 мы обсуждаем соб-
ственные дисторсии и деформации в упругом цилиндре, включая их общую класси-
фикацию по геометрическому признаку, и даем примеры собственных деформаций,
относящиеся к аксиальным и радиальным включениям, а также изолированным дис-
локациям и дисклинациям. Раздел 3 посвящен примерам решения задач теории изо-
тропной упругости для прямолинейных и петлевых дислокаций и дисклинаций в ци-
линдре (нанопроволоке) и для распределенной собственной деформации. В разделе 4
дан анализ взаимодействующих собственных деформаций, которые могут одновре-
менно возникать в нанопроволоках. Наконец, в заключительном разделе 5 кратко об-
суждаются физические эффекты в нанопроволоках, обусловленные наличием соб-
ственных деформаций и структурных дефектов.

2. Собственные деформации в цилиндре. Общий подход к внутренним источникам
упругих искажений в материале – дефектам – с точки зрения механики твердого тела
был развит [16, 17] как продолжение идей Вольтерры [14], Эшелби [15], Кренера [18],
Де Вита [19] и Муры [20]. В этом подходе дефекты вводятся в трехмерный континуум с
помощью собственных дисторсий (или собственных деформаций – eigenstrains), лока-
лизованных либо в точке, либо на линии, либо на поверхности, либо в трехмерной об-
ласти.

2.1. Классификация собственных дисторсий и деформаций по геометрическому призна-
ку. В соответствии с размерностью области задания дефекта мы имеем точечные (0D),
линейные (1D), поверхностные (2D) и объемные (3D, также известные как включе-
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ния) дефекты с соответствующими собственными (неупругими) дисторсиями  (  –
размерность дефекта) [21]:

(2.1)

В этих соотношениях безразмерный тензор  задает характер превращений в ходе не-
упругого формоизменения материала; многомерные дельта-функции Дирака 
указывают на область задания превращения: точку, линию, площадку и объем (первое –
четвертое соотношения в формуле (2.1), соответственно). Формальные, в общем слу-
чае, коэффициенты ,  и  вводятся для того, чтобы собственные дисторсии  оста-
вались безразмерными. В частности, трехмерная дельта функция , имеющая
в декартовых координатах вид , обладает размерностью

, значит, для того, чтобы дисторсия  оставалась безразмерной, необхо-

дим коэффициент  размерностью .
Заметим, что вместо собственных дисторсий (2.1) могут быть заданы упомянутые

выше собственные деформации (eigenstrains)  – симметричные части тензоров, за-
даваемых формулами (2.1). Например, дислокации удобно характеризовать собствен-
ной дисторсией, а дилатационные дефекты различной размерности – собственной де-
формацией.

Неупругое формоизменение материала (твердого тела) может иметь различную
природу. Оно возникает в ходе фазовых превращений, например, мартенситного пре-
вращения, когда меняется симметрия и размеры элементарной ячейки кристалла [22],
или в результате теплового расширения твердых тел [23]. Решеточное несоответствие
на границе раздела кристаллических материалов различающегося химического соста-
ва [24] является случаем, представляющим наибольший интерес для устройств элек-
троники и оптоэлектроники. Наконец, неоднородная пластическая деформация мате-
риала, осуществляемая за счет движения дислокаций [25], служит наиболее распро-
страненным примером собственных деформаций.

Отметим, что дефекты большей размерности могут быть получены из дефектов
меньшей размерности путем суперпозиции. Например, из 0-мерных дефектов, рас-
пределенных с некоторой плотностью вдоль линии , или по поверхности  или по
объему  получаются, соответственно, линейный и 2-мерный дефекты или вклю-
чение:

(2.2)

2.2. Примеры собственных деформаций. Прежде чем переходить к ключевым, с точки
зрения физико-технических применений, упругим задачам для микро- и нанопрово-

β*n
ij n

β = β δ −R Rv
0

0
* ( )T
ij ij

β = β δ

β = β δ

L

S

1

2

* ( )

* ( )

T
ij ij

T
ij ij

s

l

β = β δ3 * ( )T
ij ij V

βT
ij

δ(...)

v s l β*n
ij

δ −R R0( )
δ − δ − δ −0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z z

−δ =R
3[ ( )] x β0 *ij

v =v
3[ ] x

ε*n
ij

ρL ρS

ρV

β = β ρ
1 0

0 0* * ( )ij ij L
L

L dL

β = β ρ
2 0

0 0* * ( )ij ij S
S

S dS

β = β ρ
3 0

0 0* * ( )ij ij V
V

V dV



530 РОМАНОВ и др.

лок, определим основные собственные деформации, которыми задается состояние
проволоки, моделируемой бесконечно длинным упругим цилиндром.

2.2.1. Аксиальные и радиальные собственные деформации, заданные в объеме цилиндра.
На рис. 1а показан цилиндр с дилатационной собственной деформацией  (
и  в декартовой и цилиндрической системах координат соответственно, сум-
мирования по повторяющемуся индексу нет), меняющейся вдоль оси цилиндра  и
называемой аксиальной:

(2.3)

Здесь  – скалярная функция, задающая изменение собственной деформации,
 – функция Хевисайда,  – радиус цилиндра,  – интервал задания соб-

ственной деформации по оси , .
На рис. 1б изображен цилиндр с радиальной собственной деформацией:

(2.4)

где  – радиус области задания собственной дилатационной деформации , .
2.2.2. Янус-цилиндр. Цилиндр, на сегменте которого задана собственная деформа-

ция, относится к янус-цилиндрам. В частном случае, когда цилиндр состоит из двух
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Рис. 1. Бесконечно длинный цилиндр с аксиальной (а) и радиальной (б) собственными деформациями и
янус-цилиндр (в). На графиках схематично показаны изменения собственных деформаций.
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одинаковых частей (рис. 1в), его дилатационная собственная деформация запишется в
виде:

(2.5)

2.2.3. Локализованные дефекты: дислокации и дисклинации. Собственные дисторсии
линейных дефектов, дислокаций и дисклинаций, задаются площадкой разреза, на ко-
торой дефект вводится, и способом преобразования берегов разреза [14]. Это означа-

ет, что формула (2.1) собственной дисторсии  для этих дефектов может быть кон-
кретизирована [26, 27]:

(2.6)

Здесь  – векторная дельта-функция Дирака на поверхности разреза  с нормалью

, определяемая как ; в фигурных скобках формализован скачок смеще-

ний берегов разреза площадки;  – компоненты вектора Бюргерса дислокации;  –

компоненты аксиального вектора Франка дисклинации;  – точка, через которую
проходит ось ротации для дисклинации;  – компоненты тензора Леви-Чивита.

Оказывается, что упругие поля дислокаций и дисклинаций непрерывны везде кро-
ме линии, ограничивающей площадку задания дефекта. Более того, упругие поля не
зависят от выбора площадки. Если ограничивающая линия находится в теле и не вы-
ходит на свободную поверхность, то это – линия дефекта.

На рис. 2а–в показаны прямолинейная краевая и винтовая дислокации, круговая
призматическая дислокационная петля и прямолинейная клиновая дисклинация с
обозначением их линий.

В цилиндре компоненты собственной дисторсии прямолинейной краевой и винто-
вой дислокаций (рис. 2а) с векторами Бюргерса  и  соответственно
( ,  и  – орты координатных осей), показывающими относительный сдвиг бере-
гов разреза, удобно записать в виде:

(2.7)

где ( , ) – координата линии краевой дислокации и (0, ) – координата линии
винтовой дислокации.

Для призматической дислокационной петли (петли внедрения), изображенной на
рис. 2б, собственная дисторсия определяется формулой:

(2.8)

где  – радиус петли, ;  – координата плоскости залегания петли.
Собственная дисторсия соосной цилиндру клиновой дисклинации с вектором

Франка  (  – орт оси ), характеризующим относительный поворот берегов
разреза (рис. 2в), записывается в виде:

(2.9)

Заметим, что при определении дисторсий прямолинейных дислокаций (2.7) и дискли-
нации (2.9) в качестве области задания дефекта берется полуплоскость.

В следующем разделе рассматриваются упругие энергии, обусловленные перечис-
ленными собственными деформациями в цилиндре.

3. Примеры решений задач теории упругости для цилиндров с собственными деформа-
циями. В случае бесконечной упругоизотропной среды при заданной собственной де-
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формации или дисторсии дефекта его упругие поля рассчитываются по известным
формулам, в которые входит тензор Грина, имеющий аналитическое представление
[20]. Для упругого цилиндра (особенно при наличие неоднородностей в распределе-
нии упругих модулей) такой подход не применим, а граничные задачи при условии от-
сутствия усилий на свободной поверхности цилиндра (для компонент тензора напря-
жений , ) требуют индивидуального подхода для выбранного вида соб-
ственной деформации (дисторсии).

В зависимости от цели и симметрии граничной задачи, возможно определять упру-
гие поля дефекта, пользуясь уже известными полями дефектов меньшей размерности,
как это было реализовано для бесконечного континуума. В работах [16, 17, 28] показа-
но, как из 0-мерных дефектов – бесконечно-малых призматических петель [29] полу-
чаются сначала (а) 0-мерный центр дилатации, и определяются его упругие поля,
затем (б) дилатационная круговая нить, поля которой рассчитываются путем интегри-
рования полей центров дилатации, распределенных по окружности, далее (в) дилата-
ционный диск, и его поля находятся интегрированием круговых дилатационных ни-
тей, распределенных по радиусу круга, и, наконец, (г) включения в виде конечного
кругового цилиндра и усеченного шара, поля которых также записываются в аналити-
ческом виде [28]. В работах [30, 31] был продемонстрирован переход от решения гра-
ничной задачи о дилатационном диске в цилиндре к решению для дилатационного
включения с собственной деформацией, зависящей от осевой координаты цилиндра.

σ = 0ri = ϕ, ,i r z

Рис. 2. Краевая и винтовая дислокации (а), призматическая дислокационная петля внедрения (б) и положи-
тельная клиновая дисклинация (в) в цилиндре.
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3.1. Изолированные прямолинейные дислокации и дисклинации. Впервые упругие поля
прямолинейных дислокаций и дисклинаций в цилиндре были даны Вольтеррой в 1907 г.
в основополагающей статье [14] о дисторсиях в полых толстостенных трубах. Эти ре-
шения, полученные для случая, когда линии дислокаций или дисклинаций лежат на
оси полого или, в пределе, сплошного бесконечно длинного цилиндра, хорошо из-
вестны и многократно цитировались, в том числе в классических учебниках по теории
упругости и механике деформируемого твердого тела [32, 33].

Упругая задача для винтовой дислокации с вектором Бюргерса , смещен-
ной с оси сплошного цилиндра радиуса  на некоторое расстояние  (см. рис. 2a),
была рассмотрена Эшелби [34]. Решение в этом случае может быть найдено простой
суперпозицией упругих полей данной дислокации и виртуальной дислокации изобра-
жения противоположного знака, расположенной на линии, проходящей через ось ци-

линдра и линию исходной дислокации, за пределами цилиндра на расстоянии  от
оси цилиндра. Энергия на единицу длины такой смещенной относительно оси дисло-
кации оказывается следующей [25]:

(3.1)

где  – модуль сдвига,  – модуль вектора Бюргерса винтовой дислокации,  – ради-
ус ядра дислокации. Из соотношения (3.1) следует, что дислокация в бесконечном ци-
линдре имеет единственное неустойчивое положение равновесия на оси этого цилин-
дра. В этой же работе [34] было показано, что наличие свободных торцов у цилиндра
конечной длины, содержащего винтовую дислокацию, приводит к закручиванию ци-
линдра вокруг своей оси на погонный угол:

(3.2)

При этом дислокация приобретает два положения равновесия в цилиндре – устойчи-
вое на его оси и неустойчивое на расстоянии  от нее.

Упругие поля и поведение винтовой дислокации в стенке бесконечно длинного по-
лого цилиндра исследовались в работах [35–37]. Решения были получены с помощью
двух бесконечных рядов виртуальных дислокаций изображения, расположенных
внутри полости и вне цилиндра, для случаев соосной полости [35, 37] и полости [36],
ось которой была смещена с оси цилиндра. В работе [37] показано, в частности, что
наличие внутренней полости приводит к качественным отличиям в распределении
поля напряжения дислокации: смене знака напряжений возле внутренней поверхно-
сти стенки, высокой концентрации напряжения и его градиента на этой поверхности.

Для клиновой дисклинации c вектором Франка , смещенной относи-
тельно оси цилиндра вдоль оси  на расстояние , см. рис. 2в, решение для на-
пряжений (случай плоской деформации) задается следующей функцией напряжений
Эйри [38]:

(3.3)

где  – коэффициент Пуассона, а остальные обозначения были введены выше по тексту.
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Погонная энергия такой дисклинации с сингулярным ядром, т.е. в случае ,
задается простым соотношением [38, 39]:

(3.4)

Аналогичные задачи были рассмотрены для прямолинейных краевых дислокаций.
Первое упоминание о решении для краевой дислокации, смещенной относительно
оси цилиндра, полученном в 1949 году в дипломной работе Дитце под руководством
Лейбфрида, опубликовано Зеегером [40]. Такое же решение позже было найдено пре-
дельным переходом в задаче о краевой дислокации в цилиндрической неоднородно-
сти в матрице при устремлении к нулю жесткости матрицы [41]. С другой стороны, это
же решение можно найти предельным переходом от двухосного диполя клиновых дис-
клинаций мощности (модулем вектора Франка)  с плечом , смещенных с оси беско-
нечного сплошного цилиндра [42], к краевой дислокации при  и .

Для краевой дислокации с вектором Бюргерса  и линией, проходящей че-
рез точку  параллельно оси  цилиндра радиуса  (рис. 2а), функция напряже-
ний Эйри имеет вид [42]:

(3.5)

где     +

+ .
Энергия краевой дислокации, смещенной относительно оси бесконечного упруго-

изотропного цилиндра на расстояние , демонстрирует зависимость от параметров за-
дачи, аналогичную случаю винтовой дислокации [41]:

(3.6)

Здесь координаты дислокации определены как , .
В заключение этого раздела отметим, что в последние десятилетия возрос интерес к

анализу упругого поведения прямолинейных краевых [43–46] и винтовых [47–50] дис-
локаций в трехфазных упруго-неоднородных цилиндрических системах, состоящих из
цилиндрического ядра, оболочки и окружающей бесконечной матрицы.

3.2. Призматическая дислокационная петля. Для призматической дислокационной
петли, соосной длинному круговому цилиндру (рис. 2б), упругая задача эффективно
решается с применением общих формул для упругих полей в цилиндре, подвергнутом
произвольной осесимметричной нагрузке [13]. Подробно решение этой задачи изло-
жено в работе [51].

Для вычисления упругих энергий цилиндров (и любых других тел) с заданными
собственными деформациями  (дисторсиями ) результативным оказывается
подход, в которой энергия рассчитывается как половина работы напряжений , вы-
званных собственными деформациями, при “создании” этих деформаций [26], что яв-
ляется следствием теоремы взаимности работ в линейной теории упругости [13, 20, 25].
В результате запасенная энергия записывается как
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Здесь  – объем тела. Выделенная область интегрирования по этому объему включена
в формулы  и .

Приведем формулу энергии призматической дислокационной петли  в цилин-
дре, найденную в работе [51] с помощью соотношения (3.7):

(3.8)

где , , ,  и  – модифицированные
функции Бесселя 1-го рода,  – функция Макдональда, ,  – радиус
петли,  – радиус цилиндра,  – радиус ядра дислокации.

На рис. 3 показана зависимость энергии призматической петли от ее радиуса в ци-
линдре. Там же для сравнения показана аналогичная зависимость для петли в беско-
нечной среде.

3.3. Цилиндр с радиальным несоответствием. Напряженно-деформированное состо-
яние, вызванное радиальным распределением собственных деформаций в цилиндре,
т.е. нанопроволоки со структурой “ядро/оболочка” (см. рис. 1б), исследовалось сначала
для упруго-однородного [52], а затем и для упруго-неоднородного [53] цилиндров. На-
пример, для одинаковых значений коэффициентов Пуассона  и разных
значений модулей сдвига  и  соответственно материалов ядра и оболочки с радиу-
сами  и  ненулевые компоненты тензора напряжений несоответствия в цилиндри-
ческой системе координат  можно записать в следующем компактном виде [53]:
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(3.9)

где использованы обозначения: , , .

Верхний индекс в скобках в обозначениях напряжений указывает на принадлежность

к ядру (1) или к оболочке (2), а параметр  – это параметр несоответствия кристалли-
ческих решеток их материалов. В случае кубических решеток с параметрами  и  его

можно определить как .

Погонная упругая энергия такого цилиндра  (энергия несоответствия) определя-
ется по формуле (3.7):

(3.10)

Недавно были также выполнены исследования, в которых изучались структуры ти-
па “ядро/оболочка” с ядрами, имеющими в сечении форму правильных многоуголь-
ников, см. например, работы [54–57]. Решения для прямоугольных и квадратных се-
чений получали с помощью комплексных потенциалов. Для случаев треугольного и
шестиугольного сечения предварительно решалась граничная задача теории упруго-
сти для бесконечно тонкой дилатационной нити [16], параллельной оси цилиндра, а
затем поля напряжений включений находили прямым интегрированием полей напря-
жений нити.

3.4. Цилиндр с аксиальной собственной деформацией. Задача об упругих полях цилин-
дра с дилатационной собственной деформацией, меняющейся вдоль оси цилиндра 
(рис. 1а), была решена путем интегрирования полей распределенных по  дилатаци-
онных дисков [30, 31]. В свою очередь упругие поля дилатационного бесконечно тон-
кого диска были найдены методом Лурье [13], упоминавшимся выше при рассмотре-
нии призматической дислокационной петли.

Приведем формулы для энергий цилиндра с дилатационными включениями с рез-

кими границами и с границами, где дилатация линейно спадает до 0 –  и :

(3.11)

где  – величина собственной деформации включения (3), ,  – высота

включения с ,  – размер области размытости границ включения, т.е. области, где

дилатация спадает от  до 0. Остальные обозначения те же, что и в формуле (3.8).
В работе [31] представлена энергия включения с размытыми границами, в которых
дилатация спадает по экспоненциальному закону.
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На рис. 4 показана зависимость  для набора . Пунктирной кривой обозна-

чена зависимость .
4. Взаимодействующие собственные деформации в цилиндре. В общем случае взаимо-

действие источников внутренних напряжений (дефектов) описывается перекрестным
членом вида [20]:

(4.1)

где собственная деформация  относится к одному из взаимодействующих дефектов,

а напряжения  вызваны вторым дефектом; при этом интегрирование проводится по
всему объему рассматриваемого упругого тела; в нашем случае это бесконечный ци-
линдр.

Ниже приводятся примеры использования соотношения (4.1) для анализа важного
с точки зрения практических приложений взаимодействия источников внутренних
напряжений в нанопроволоках.

4.1. Дисклинация в нанопроволоке с радиальной собственной деформацией. Проволоки
и стержни с пентагональным поперечным сечением с характерным диаметром от 10 нм до
5 мкм часто наблюдаются для материалов с ГЦК кристаллической структурой [58].
Простой моделью таких нано- и микрообъектов служит круговой цилиндр с клиновой

дисклинацией мощностью  –  ≈ 0.128 ≈ 7°20′, расположенной
вдоль оси цилиндра [58–60]. Знание упругих полей и энергий дисклинированного ци-
линдра позволяет исследовать и предсказывать многие структурные особенности,
свойственные пентагональным микро- и нанообъектам. Основное наблюдение, кото-
рое можно хорошо объяснить на основе дисклинационного подхода – это проявление
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различных релаксационных процессов в структуре пентагональных нанопроволок и
микростержней, возникающих с увеличением их диаметра [61–63]. В данном разделе
мы рассмотрим образование слоев c решеточным несоответствием в пентагональных
нанопроволоках (рис. 5а), что с точки зрения механики материалов сводится к задаче
о взаимодействии дисклинации с радиальной собственной деформацией.

Погонная энергия взаимодействия дисклинации мощностью , расположенной в
цилиндре радиуса , в котором имеется ядро радиуса , испытывающее собственную

деформацию  (эквивалентную несоответствию) оказывается следующей [64, 65]:

(4.2)

где след тензора напряжений дисклинации в цилиндре  = ,

.
Энергия взаимодействия в зависимости от знака собственной деформации может

оказаться отрицательной, что компенсирует или даже перекрывает увеличение энер-
гии структуры “ядро/оболочка”, задаваемое соотношением (3.10). Суммарное измене-
ние энергии  на единицу длины дисклинированной нанопроволоки с появлением
слоя с несоответствием (рис. 5a) имеет вид:

(4.3)

где первый член суммы – это энергия несоответствия (3.10) при условии равенства
упругих модулей, второй член – это энергия взаимодействия дисклинации с ядром
цилиндра (4.2).

На рис. 5б, в показаны графики зависимости  для различных  и карта изоли-

ний энергии . Видно, что при  в большом диапазоне относительного
размера ядра  существует выигрыш в энергии дисклинированной проволоки при по-
явлении в ней ядра с несоответствием: .

4.2. Дислокации в нанопроволоке с радиальной собственной деформацией.
4.2.1. Прямолинейная краевая дислокация в нанопроволоке со структурой “ядро/обо-

лочка”. Изучение взаимодействия прямолинейных краевых дислокаций с радиальны-
ми собственными деформациями в цилиндре важно для выявления критических усло-
вий протекания релаксационных процессов за счет возникновения дислокация несо-
ответствия (ДН) в нанопроволоках со структурой “ядро/оболочка”, см. [52, 66, 67].

Например, в случае цилиндрического ядра погонная энергия взаимодействия крае-
вой ДН, расположенной на границе раздела между упруго-однородными изотропны-
ми ядром и оболочкой и ориентированной таким образом, что ее вектор Бюргерса 
направлен вдоль касательной  к этой границе –  (см. рис. 6), описывается
простой формулой [52]:
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где окружное напряжение в оболочке  определяется второй формулой (3.9),
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Рис. 5. Выигрыш в энергии  при образовании ядра с несоответствием в цилиндре с клиновой дисклина-

цией мощностью ω ≈ 0.128 как функция относительного радиуса ядра  и собственной деформации

ядра (параметра несоответствия) . (а) дисклинированный цилиндр с ядром с несоответствием, (б) зави-

симость от параметра  для набора , тонкие штриховые линии обозначают положение минимумов на

кривых; (в) контуры равных энергий в координатах  – . Погонные энергии даны в единицах , где

 – модуль сдвига,  – радиус цилиндра, а для коэффициента Пуассона использовано значение .
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ческое значение параметра несоответствия. Это критическое несоответствие можно
представить в виде:

(4.5)

где  – нормированный радиус дислокационного ядра.
Численный анализ выражения (4.5) показал, что управляющими параметрами за-

рождения ДН в такой гетероструктуре могут служить как величина несоответствия,
так и радиус ядра нанопроволоки, и толщина ее оболочки. Если несоответствие и ра-
диус ядра достаточно малы, то ДН не может зародиться ни при какой, сколь угодно
большой толщине оболочки.

В случае призматического ядра исследовались различные механизмы релаксации
напряжений несоответствия: зарождение полных и частичных краевых дислокаций на
свободной поверхности оболочки, переползание полной краевой дислокации с этой
поверхности к границе раздела между ядром и оболочкой и испускание ребром ядра
скользящих диполей полных и частичных краевых дислокаций [56].

4.2.2. Призматическая дислокационная петля в нанопроволоке со структурой “яд-
ро/оболочка”. Расчет энергии упругого взаимодействия дислокаций с напряжениями
несоответствия в нанопроволоках типа “ядро/оболочка” проводился также для разных
петлевых конфигураций дислокаций. Большинство из этих конфигураций представля-
ли собой призматические дислокационные петли с вектором Бюргерса, перпендикуляр-
ным к плоскости петли (рис. 7а). Образование круговых петель ДН, расположенных на
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границе между ядром и оболочкой в поперечном сечении нанопроволоки, анализиро-
валось в работах [51, 53, 68, 69].

Энергия взаимодействия петли ДН с полем напряжений несоответствия в случае
упруго однородной нанопроволоки определяется простой формулой [51, 53, 68]:

(4.6)

где  – осевое напряжение несоответствия в ядре (см. выражение (3.9с) при 

Здесь полагаем, что , тогда верхний знак в формуле (4.6) относится к петле
внедрения, а нижний знак – к петле вакансионного типа (рис. 7а). Все обозначения в
формуле (4.6) соответствуют обозначениям, введенным ранее.

С использованием выражения (4.6) и формулы для энергии петли в цилиндре (3.8)
авторы [51, 53, 68] построили зависимость изменения энергии  проволоки со
структурой “ядро/оболочка” при формировании в ней петли ДН и определили крити-
ческие условия образования петли ДН. На рис. 7б контур  задает зависимость
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критического несоответствия . Было показано, что  монотонно уменьшается с
увеличением относительного радиуса  и толщины оболочки . Это

означает, что при заданном несоответствии  зарождение петли ДН становится энер-
гетически выгодно, если t и  достигают некоторых критических значений. Для об-

щего анализа ситуации особенно удобны диаграммы , построенные численно для
разных значений радиуса нанопроволоки  [51]. Кроме того, была рассчитана равно-
весная плотность бесконечного периодического ряда петель ДН, распределенных
вдоль границы ядра и оболочки [51]. Полученные теоретические результаты хорошо
соответствуют данным экспериментальных наблюдений.

С целью изучения энергетических барьеров, возникающих в процессе образования
ДН, были рассмотрены [57, 70–72] модели зарождения малых (по сравнению с радиу-
сами ядра и оболочки) прямоугольных призматических петель в разных местах попе-
речных и продольных сечений композитных нанопроволок: на границе раздела между
ядром и оболочкой с расширением либо в ядро, либо в оболочку, и на свободной по-
верхности оболочки c расширением как вдоль поверхности, так и в глубину оболочки
к ее границе с ядром.

Аналогичные модели зарождения малых прямоугольных призматических петель
были развиты для сплошных композитных нанопроволок с призматическими ядрами,
имеющими квадратное [57, 71], треугольное [57] и шестиугольное [57, 72] сечения.

4.3. Дислокации и дилатационные включения в нанопроволоке с аксиальной собственной
деформацией. В настоящее время цилиндры с аксиальной собственной деформацией
являются рабочей моделью для теоретического изучения релаксационных и других
механо-физических процессов в гибридных полупроводниковых структурах, которые
представляют собой проволоки, составленные из кристаллических слоев разных мате-
риалов.

4.3.1. Призматическая дислокационная петля вблизи границы дилатационного включе-
ния. Анализ упругих полей цилиндра с дилатационным включением, выходящим на
свободную боковую поверхность (см. рис. 1а) [31], стимулировал изучение релаксаци-
онных процессов за счет образования призматических дислокационных петель вблизи
границы включения (рис. 8а). В этом случае расчет аналогичен изложенным выше:
сначала находится формула для энергии взаимодействия дислокационной петли с по-
лем включения, затем определяется полное изменение энергии гибридной проволоки
с появлением в ней дислокационной петли – .

Приведем формулу , когда размер включения настолько велик по сравнению с
радиусом цилиндра, что дислокационная петля взаимодействует только с одной гра-
ницей включения, находясь на расстоянии  от нее:

(4.7)

Здесь первые два слагаемых – это энергия дислокационной петли в цилиндре (3.8),
последнее слагаемое – энергия взаимодействия петли с полем включения. Как и в

формуле (3.8), здесь введены следующие обозначения , ,

,  и  – модифицированные функции Бесселя 1-го рода,
 – функция Макдональда, ,  – радиус петли,  – радиус цилин-

дра,  – радиус ядра дислокации.
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Рис. 8. Призматическая дислокационная петля вблизи дилатационного включения. (а) Геометрическая мо-
дель системы. Изображен случай, когда петля находится вне включения. (б) Зависимость критического ра-

диуса цилиндра , при котором образуется дислокационная петля, от параметра несоответствия  между
частями двухфазного цилиндра с одной границей несоответствия. Здесь  – величина вектора Бюргерса
дислокации. Стрелками отмечены значения несоответствия для конкретных комбинаций пар полупровод-
никовых материалов.
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На основании кривых  в координатах  (см. подобный график на рис. 7б)
для различных расстояний петли от границы включения  при фиксированном радиу-

се цилиндра  определяется минимальное значение , при котором петле энергети-

чески выгодно появиться в цилиндре. Далее строится зависимость  и на ее осно-

вании обратная зависимость  (рис. 8б).
4.3.2. Взаимодействующие аксиальные дилатационные области. Упругая энергия ци-

линдра с двумя и более аксиальными областями исследовалась в работах [73, 74]. Было
рассчитано взаимодействие дилатационных включений в цилиндре (в бесконечной
упругой среде дилатационные включения не взаимодействуют) и энергии цилиндри-
ческой системы в целом при всех возможных позициях включений, в том числе и при
наложении их друг на друга [74]. В статье [74] от перекрывающихся включений был

сделан переход к гетерофазной границе, в которой параметр несоответствия  сту-
пенчато меняется вдоль оси цилиндра.

На рис. 9а показана цилиндрическая проволока с двумя равновеликими дилатаци-
онными включениями , находящимися на расстоянии  друг от друга. Се-
рия кривых взаимодействия таких включений, рассчитанная для различных размеров  и
представленная на рис. 9б, демонстрирует притяжение включений при уменьшении
дистанции между ними.

Заключение. Мы рассмотрели механические модели нанопроволок, содержащих де-
фекты – источники внутренних напряжений. Основной составной частью этих моде-
лей является упругоизотропный бесконечный цилиндр из материала с линейным за-
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коном состояния Гука. Источники внутренних напряжений в цилиндре задаются с
помощью тензора собственной дисторсии (или собственной деформации), локализо-
ванной на некоторой поверхности (в случае дислокаций и дисклинаций) или в неко-
торой области (в случае нанопроволок с радиальными или аксиальными дилатацион-
ными включениями).

Для прямолинейных дислокаций и дисклинаций, соосных оси цилиндра, приведе-
ны классические аналитические решения для функции напряжений и энергий. Для
призматической дислокационной петли решение для энергии дано в виде интегралов
от цилиндрических функций. Представлены результаты общего аналитического под-
хода для определения упругого поля и связанной с ним энергии деформации в упруго-
изотропном круговом цилиндре с аксиально-неоднородной собственной деформаци-
ей, характеризующей дилатационные включения. Приведены формулы для энергий
дилатационных включений конечного размера в цилиндре со скачкообразно и плавно
меняющейся вдоль оси собственной деформацией. Показано, что для всех рассмот-
ренных типов осевого распределения собственных деформаций энергия деформации
в системе имеет максимум на зависимости от осевого размера (высоты) включения.

Исследовано взаимодействие источников собственной деформации в упругом ци-
линдре для физически мотивированных задач механики: дисклинаций, взаимодей-
ствующих с радиальными собственными деформациями в пентагональных нанопро-
волоках, прямолинейных дислокаций и призматических петель – с ядрами с
несоответствием в нанопроволоках со структурой “ядро/оболочка”. Во всех этих слу-
чаях определены критические параметры: диаметр нанопроволоки и толщина оболоч-
ки, а также несоответствие, отвечающие выигрышу в упругой энергии в результате
взаимодействия.

Рис. 9. Взаимодействующие включения в нанопроволоке. (а) геометрическая модель; (б) энергия взаимо-
действия равновеликих включений  как функция расстояния между ними . Энергия дана в единицах

, где  – модуль сдвига,  – собственная деформация включений (решеточное несоответствие
включения относительно материала цилиндра),  – радиус цилиндра. Расчеты сделаны для коэффициента
Пуассона .
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Решена задача об упругом взаимодействии дилатационных включений в гибридных
нанопроволочных структурах, в которых материал включений обладает решеточным
несоответствием по отношению к материалу нанопроволоки. В результате предсказан
неизвестный ранее эффект притяжения квантовых дисков с дилатацией одного знака
и показано, что величина этого эффекта определяется приведенной (по отношению к
радиусу нанопроволоки) толщиной взаимодействующих включений.

В заключение отметим, что постановка обсуждаемых задач механики деформируе-
мого твердого тела имеет смысл для любого диаметра цилиндра, но, однако, приобре-
тает особое значение для нанопроволок с диаметром  в диапазоне от 10 до 100 нм. Та-

кое значение диаметра возникает из простого соотношения , где  есть вели-
чина вектора Бюргерса дислокаций в кристаллической решетке (для оценок обычно

принимается  нм), а  – типичная величина собственных дефор-
маций, вызываемых решеточным несоответствием в полупроводниковых гетерострук-
турах [24] или возникающих в результате фазовых превращений [22].

А.Л. Колесникова и М.Ю. Гуткин благодарят за поддержку Министерство науки и
высшего образования РФ (проект тематики научных исследований № 2019-1442) в
рамках выполнения работ по изучению взаимодействия аксиальных неоднородностей
в гибридных нанопроволочных структурах. А.Е. Романов благодарит программу
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The sources of internal stresses in nanowires, the model of which is an infinite elastically
isotropic cylinder of circular cross section, are considered. Sources of internal stresses are
defects that have their self-distortion (eigenstrain) and are localized either at a point, or on a
line, or on a surface, or in a region inside the nanowire. Relations are given for the elastic
fields and energies of some defects in nanowires, including straight dislocations and discli-
nations, dislocation loops, and dilatation inclusions. The interaction between sources of in-
ternal stresses in an elastic cylinder is analyzed. The role of the found solutions to the prob-
lems of solid mechanics in the interpretation of relaxation processes in pentagonal nanowires
and hybrid semiconductor nanostructures with radial and axial heterointerfaces is discussed.
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stresses, elastic energy
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С целью аналитического описания гетерогенной среды в работе производится полу-
чение и анализ эффективных коэффициентов линейной теории упругости при про-
извольной размерности рассматриваемого пространства с учетом формализма обоб-
щенной производной. Эффективные коэффициенты и их производные исследуются
на наличие несущей фазы и структурного фазового перехода (перколяционных
свойств) на всем интервале объемной концентрации. На основе проведенного ана-
лиза приводится сопоставление с результатами в рамках существующих подходов и с
имеющимися данными по коллоидам, гранулированным средам и суспензиям.
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хастическая модель, структурный фазовый переход
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1. Введение. Учет в полной мере геометрических и физических особенностей фаз
при аналитическом моделировании распространения поля по гетерогенной среде
остается нерешенной проблемой. Одной из подзадач в рамках данной проблемы явля-
ется определение условий на несущую фазу и на существенное изменение свойств
анализируемой неоднородной системы (структурный фазовый переход) при суще-
ственно различных физических свойствах фаз на всем интервале объемных концен-
траций. Это имеет отношение, например, к переходу в коллоидах, суспензиях и грану-
лированных средах к макроскопически связному распространению поля упругости
(вязкоупругости) по дисперсной фазе, при котором происходит существенное изме-
нение поведения системы [1].

Начиная с работ Релея [2], Максвелла [3], Эйнштейна [4], к настоящему моменту
создан ряд континуальных подходов по моделированию гетерогенных сред: метод
условных моментов [5, 6], вариационный метод [7–10], метод самосогласованного по-
ля [10–14] и подход Эшелби [10, 15] в рамках него, ряд статистических методов, бази-
рующихся на функции Грина [6, 16, 17], сингулярное и обобщенное сингулярное при-
ближение [10], гипотеза сильной изотропии [10, 18], теория смесей [19], анализ перио-
дических сред [20], модель Понте Кастанеды, Уиллиса [21], модель Мори, Танаки [22],
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гомогенизированная модель [23]. Широкий математический аппарат, содержащийся
в представленных подходах, по большей части направлен на получение из исходных
уравнений осредненных с входящими в них эффективными коэффициентами перено-
са, отображающими континуальное “размазывание” истинной среды. При этом гра-
ницы разделов фаз либо не учитываются (соответственно и размеры), либо их учет
производится с введением упрощений (например, рассмотрение периодической
структуры или введение феноменологических коэффициентов). Подход теории сме-
сей [19] позволяет получить осредненные уравнения для каждой из фаз, учитывая
конфигурацию внутренних границ, но при этом в рамках данного подхода отсутствует
алгоритм поиска эффективных коэффициентов переноса.

В работе [24] для анализа упругих свойств гетерогенной среды использован матема-
тический формализм обобщенной производной, который наличием сингулярной со-
ставляющей отображает поведение полей на внутренних границах неоднородной сре-
ды, разделяющих фазы с разными физическими свойствами. На основе формализма
обобщенной производной и пространственного осреднения в [24] получена простран-
ственная теорема осреднения [19], являющаяся фундаментом теории смесей. Для по-
лучения эффективных коэффициентов в данной работе использован метод условных
моментов, базирующийся на формализме функций Грина, условном осреднении и
преобразовании Фурье. Модифицированный обобщенными производными оператор
в исходной модели линейной теории упругости приводит к функции Грина, учитыва-
ющей микроструктурные особенности гетерогенной среды. В результате чего итого-
вые эффективные коэффициенты упругости интегрально отображают микрострукту-
ру системы.

В настоящей работе проводится обобщение эффективных коэффициентов линей-
ной теории упругости работы [24] на случай распространения поля упругости в про-
странстве заданной размерности. Данный механизм подразумевает эффективное чис-
ло внутренних степеней свободы, определяющих распространение поля упругости по
гетерогенной среде (определенной геометрической структуры, сформированной из
фаз с разными физическими свойствами). В работе проводится анализ полученных
эффективных коэффициентов переноса в частных случаях на всем интервале объем-
ной концентрации при существенно различающихся упругих свойствах фаз.

2. Постановка задачи. Исследуем стационарное распределение упругого поля в мик-
ронеоднородной двухфазной среде. Структуру среды считаем обладающей статисти-
чески однородными и изотропными свойствами и заполняющей все пространство.
В качестве исходной модели используем стационарную изотропную модель линейной
теории упругости в форме

(2.1)

где параметр  характеризует размерность исследуемого пространства. Исследуемые
поля напряжений , деформаций  и смещений , а также тензор упругости ,
содержащий объемный  и сдвиговый  упругие модули системы, рассматриваются в
пространстве размерности . Тензор  имеет такой вид, чтобы девиаторная состав-
ляющая, характеризуемая сдвиговым модулем , имела нулевой след, и объемный мо-
дуль  определялся шаровой составляющей. При этом учитываем соотношения для
символов Кронекера , .
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Координатами в модели (2.1) выступают микроточки, в каждой из которых нахо-
дится одна из фаз со своими физическими свойствами. Значения модулей  и  при
этом зависят от фазы, находящейся в точке. Аналогично и значения исследуемых по-
лей ,  и  зависят от фазы, находящейся в микроточке.

Для учета микроструктурных особенностей фаз (физических и геометрических) по
аналогии с работой [24] используем формализм обобщенной производной

(2.2)

где помимо обычной составляющей производной содержится сингулярная составля-
ющая, которая выражается в подынтегральных выражениях конфигурацией дельта-
функций на поверхностях разрыва , т.е. согласно формуле (2.1) каждой точке  по-
верхности разрыва соответствует своя дельта-функция . Запись  =
=  –  характеризует скачок смещений фаз на границах разрыва .
В системе уравнений (2.1) обычные производные заменяются на обобщенные (2.2).
При этой модификации в исходных дифференциальных уравнениях появляется со-
ставляющая, отображающая поведение поля на внутренних границах, и физическая
суть анализируемых уравнений (закон сохранения и закон Гука) не нарушается [24].

Систему (2.1) следует дополнить граничными условиями на бесконечно удаленной
границе и на конфигурации внутренних границ [24].

3. Получение эффективных коэффициентов в пространстве заданной размерности ме-
тодом условных моментов. На основе метода условных моментов [5] получим из исход-

ной модели (2.1) осредненный закон Гука , содержащий в эффективном

тензоре упругости  искомые эффективные коэффициенты , . Тензор 
структурно аналогичен тензору  с точностью до замен , . Посред-

ством символов Кронекера , ( ), и тензоров  и  информация о раз-
мерности пространства  отображена в исходной модели (2.1) и возникает в ходе ее
преобразований.

Итоговое выражение по вычислению эффективных коэффициентов упругости в
методе условных моментов [5] имеет вид

(3.1)

где

В полученных формулах  – корреляционная функция геометрии структуры, ,
– объемные концентрации фаз,  – осредненная тензорная функция Грина,

 =  + . Для нахождения  следует вычислить интегралы
, содержащие вторые производные от тензорной функции Грина. Исходя из этого,

саму тензорную функцию Грина находить не нужно, имеют смысл лишь сингулярные
составляющие от действия на нее вторых производных. Выражение на осредненный
тензор Грина [24] имеет вид
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(3.2)

где член  характеризует источник, осредненно учитывающий микроструктурные
особенности системы. Точки  и функции  отражают геометрические свойства
структуры и физические свойства фаз , , , .

Представленное уравнение для источника направлено выразить переходный слой.
Если производные рассматриваются не в обобщенном смысле, то источник имеет вид
как в работе [5]:  и учет сингулярной составляющей от действия вторых
производных на функцию Грина  ∝  приведет при этом к потере ин-
формации о микроструктуре системы  при вычислении интегралов .

Преобразуем функцию Грина (3.2) к Фурье-пространству, используя источник в
виде , а затем обобщим его на случай источника в общем виде (3.2).
Имеем выражение для образа функцию Грина

(3.3)

где ,  – координаты в Фурье-образе. Выполнение обратного преобразова-
ния Фурье от (3.3) приводит к выражению

(3.4)

где  и  фундаментальные функции для изотропного случая, содержащие ин-
формацию о размерности пространства (для случая размерности  с точностью до
констант это функции  и  соответственно). Продифференцируем дважды полу-
ченное выражение (3.4):

(3.5)

Для нахождения эффективных коэффициентов нужно знать действие вторых производ-
ных на функцию , что эквивалентно знанию функций  и .
В силу изотропии сингулярные составляющие слагаемых ,  прини-
мают вид

(3.6)

где  и  неизвестные параметры, не зависящие от упругих параметров в силу сопо-
ставления выражений (3.4) и (3.5). Оба параметра находятся подстановкой (3.5)–(3.6)
в (3.2) при  и с использованием соотношения , что приводит к
равенству
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С учетом независимости  и  от упругих параметров, выделяются два уравнения, ре-

шение которых принимает вид , .

При источнике из уравнения (3.2) выражение (3.3) для  будет пропорцио-

нально члену  (вместо ). При обратном пре-

образовании Фурье функции  вместо функций  и  будут присутство-
вать суммы функций  и . Действие вторых производных

на функцию  при этом приведет к пропорциональности , не ме-
няющей коэффициенты в (3.5) , что с учетом вида уравнения (3.2) не изменит резуль-
тат для параметров  и .

Зная значение тензорной функции , вычислим интегралы .
Имеем равенство

где, как и в работе [24], использовано обозначение

(3.7)

Случай  приводит к  и не отображает внутренние границы фаз.
Отметим, что если внутренние границы фаз приводят суммарно к нулевому вкладу, то
тогда также следует результат .

Подставляя найденное выражение для  в формулу по вычислению эффектив-
ных коэффициентов (3.1), приведем итоговый результат в виде

(3.8)

4. Сопоставление с существующими подходами. При  и  полученные эф-
фективные коэффициенты эквивалентны результату в рамках метода самосогласован-
ного поля [10–14] и подходу Эшелби [10, 15]. В рамках данной модели не учитывается
переходный слой между включением и матрицей, обладающей искомыми эффектив-
ными свойствами (эффективными свойствами учитывается коллективное взаимодей-
ствие), что имеет отношение к пренебрежению границами раздела фаз. В случае 
внутренние границы раздела фаз не учитываются, т.е. отсутствует введение формализ-
ма обобщенной производной [24]. Если в (3.8) положить  и , то следует ре-
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зультат, полученный на основе гипотезы сильной изотропии [10, 18]. В данном методе
поле упругости в пределах каждого компонента сразу полагается однородным, что
также не учитывает внутренние границы раздела фаз. Метод условных моментов [5, 6],
вариационный метод [7–10], ряд статистических методов, базирующихся на функции
Грина [6, 16, 17], обобщенное сингулярное приближение [10] содержат разный мате-
матический аппарат, но объединены гипотезой о теле сравнения. Если параметры те-
ла сравнения  положить равными искомым эффективным параметрам ,

, то полученный результат также будет эквивалентен формулам (3.8) при 
и . В вариационном методе при равенстве ,  получаются эффек-
тивные коэффициенты, а не вилка Хашина–Штрикмана.

5. Анализ эффективных коэффициентов. Проведем анализ эффективных коэффици-
ентов в частном случае при , . Исследуемые параметры ,  в форму-
лах (3.8) являются неявными и взаимозависимыми, но сводятся к уравнению четвер-
той степени на функцию 

(5.1)

Проанализируем случай с фазой, обладающей нулевыми упругими параметрами фазы
μ1, , т.е. “пустое” пространство. При этом имеем  и . Последующее

деление уравнения (5.1) на  приводит к решению квадратного уравнения

(5.2)

Выражение (5.2) описывает поведение системы при концентрации твердой фазы
. Решением уравнения (5.1) при концентрации  является . Эф-

фективный объемный модуль  также обращается в нуль при . Точка 
является предельной (переходной) объемной концентрацией. В силу уравнения (5.1)
при концентрации  твердая фаза является связной , , а при кон-
центрации  связной является фаза “пустого” пространства , т.е.
при концентрации  связная проводимость поля упругости отсутствует. Ис-
пользуемое понятие связности определяет несущую фазу, т.е. характеризует возмож-
ность макроскопической передачи поля упругости по структуре определенной фазой.
На интервале  твердая фаза является несущей и определяет передачу поля
упругости по структуре, а на интервале  несущей фазой является “пустое” про-
странство. Описанную ситуацию иллюстрирует рис. 1.
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Физической интерпретацией системы с ,  может выступать пористый кар-
кас. При концентрации  формирующая каркас твердая фаза “неустойчива” к
макроскопически связанному распространению упругого поля , исходя из
чего каркас не существует (рис. 1). Тогда при концентрации  согласно прове-
денному анализу при  и  происходит перколяция поля упругости по твердой
фазе в структуре.

Характерное поведение эффективного модуля сдвига при ненулевых, но достаточно
малых упругих коэффициентах фазы “пустого” пространства , ,  пред-
ставлено на рис. 2. Фазой 1 в данном случае может являться газ, жидкость, твердая фа-
за с существенно меньшими параметрами.

При наличии у фазы 1 ненулевых, но относительно малых коэффициентов упруго-
сти , ,  на интервале  с точностью до отношения упругих характе-
ристик фаз , , ,  эффективный модуль сдвига определяется
выражением (5.2). При концентрации  эффективный модуль сдвига определя-
ется выражением

(5.3)

которое является следствием квадратного уравнения, полученного из уравнения (5.1)
делением последнего на  и отбрасыванием малых слагаемых , , ,

 с учетом свойственной интервалу  пропорциональности , .
При увеличении относительной разности упругих коэффициентов фаз 
эффективные коэффициенты ,  по обе стороны от критической концентрации

 стремятся к асимптотическим формулам (5.2), (5.3). Устремляя нену-
левые ,  к нулю при  исходя из выражения (5.3) следует значение .
Аналогично для K*. Согласно выражениям (5.2) и (5.3) на интервале  несущей
фазой является твердая , , , а на интервале  несущей фазой являет-
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Рис. 1. График зависимости эффективного модуля сдвига, нормированного на модуль сдвига твердой
фазы 2 от объемной концентрации фазы “пустого” пространства 1.
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ся фаза “пустого” пространства , , . В окрестности точки  про-
исходит резкое увеличение эффективных упругих свойств от , ,  до ,

,  (проанализируем это детальнее ниже). То есть при концентрации
 = 0.5 начинает происходить макроскопически связанное распространение

исследуемого поля упругости по твердой фазе в структуре (эффект перколяции). Пе-
реход между несущими фазами в точке  интерпретируем как структур-
ный фазовый переход. Соответствующее переходное поведение иллюстрирует рис. 2.

Исследовав поведение эффективного сдвигового модуля  по обе стороны от кри-
тической точки, проанализируем его поведение непосредственно в области перехода

. Значение  в области перехода оценим как . При этом счита-
ем, что . Базируясь на исходном выражении (5.1), проведем оценки
слагаемых:

Основываясь на представленных оценках, выделим выражения одного порядка:

 ~  ~ . Малость остальных отброшенных слагаемых
подтвердится далее. С учетом проведенных оценок выражение (5.1) сводится к виду

(5.4)

где с учетом рассмотрения переходной области  коэффициенты  (точ-
ный вид этих коэффициентов можно выписать, но это не представляет концептуаль-
ной необходимости). Выпишем решение данного уравнения

(5.5)
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Рис. 2. График зависимости эффективного модуля сдвига, нормированного на модуль сдвига фазы 1 от объ-
емной концентрации фазы 1.

102

�*/�1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
c1

0.6 0.7 0.8 0.90 1.0100

104

106

108



559АНАЛИЗ ПОВЕДЕНИЯ ГЕТЕРОГЕННЫХ СРЕД

Второе решение не является физическим. Проведем исследование выражения (5.5)
путем разложения подкоренного выражения при различных соотношениях параметров:

(5.6)

При соотношении  учтены первые три основные слагаемые (при необ-

ходимости ряд можно продолжить). Для соотношений  учтены только

соответствующие основные слагаемые. Величина  выражает характерный масштаб

переходной области. В связи с этим введем параметр , выражающий ε-окрест-

ность критической точки и возникающий как следствие конечного отношения упру-
гих параметров фаз  (а также отношений , , ). Исходя из прове-

денной оценки (5.6) видно, что в критической точке . И при переходе через
критическую точку эффективный модуль  совершает существенный рост от значе-

ния , до значения . В приведенных соотношениях (5.4)–(5.6) с
учетом равенства  разность  можно заменить на  с точно-

стью до коэффициента . Следует отметить, что согласно (5.6) по разные
стороны от критической точки имеют место разные асимптотики, меняющиеся от

 до . Эти же асимптотики предсказываются
асимптотическими выражениями (5.3) и (5.2) соответственно. Это достигается с уче-
том сопоставления членов в выражении (5.3) и разложением по малому параметру

 в выражении (5.2). Исходя из сравнения асимптотических выражений (5.2)
и (5.3) в предельных точках  и  также следует полученный ре-

зультат для  и . Что касается правильности оценки слагаемых в ис-

ходном выражении (5.1) при анализе переходной области, то выделенные слагаемые в

уравнении (5.4) при  и  имеют порядок , что су-

щественно больше отброшенных слагаемых. При соотношениях  и

 используемое выражение (5.4) также имеет место, но в силу малости

в нем можно сразу отбросить слагаемое , что приведет к полученному для

данных соотношений результату в (5.6). При соотношениях  и
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 в выражении (5.4) в силу малости следует отбросить слагаемое

, что также приводит к соответствующему результату в (5.6).
Анализируемые эффективные коэффициенты (3.8) являются непрерывными функ-

циями объемной концентрации . Полученная ε-окрестность критической точки
 характеризует резкое изменение эффективных коэффициентов, но данное пове-

дение не является скачком по определению. -окрестность критической точки, кото-
рую определяет асимптотическое решение (5.5), можно рассматривать как сшивку
различных асимптотических решений (5.2) и (5.3) по обе стороны от нее. При этом
асимптотические решения (5.2), (5.3) и (5.5) являются следствиями одного уравне-
ния (5.1).

Проведем исследование структурного фазового перехода с учетом полученных ре-
зультатов. Начнем со случая, в котором фаза “пустого” пространства имеет ненулевые
параметры упругости , , . Анализируемые эффективные коэффициенты
упругости определяют обусловленную полем упругости внутреннюю энергию

 в системе. Из приведенного исследования эффективных коэффициен-

тов , μ* следует наличие критической точки  и соответствующей ей переходной

области, характеризующейся масштабом . При переходе через ε-окрест-

ность критической точки происходит резкое (скачкообразное) изменение эффектив-
ных модулей, что эквивалентно существенному изменению внутренней энергии. Вы-
ше, с позиции асимптотических выражений (5.2) и (5.3) говорилось про изменение
эффективных модулей от , ,  к , , . Но с учетом про-
веденного анализа переходной области корректнее сказать, что с одной стороны от
ε-окрестности критической точки при  имеет место , ,

а с другой стороны при  имеет место , . При этом сле-

дует отметить, что в пределе  масштаб ε-окрестности устремляется к нулю

 и в точке  следует говорить о разрыве эффективных коэффициен-

тов , . Здесь сразу следует отметить, что случай  отличается от случая

 тем, что в последнем разрыва эффективных коэффициентов не происходит (см.
рис. 1). С этой точки зрения изменение отклика в структуре на распространяющееся
поле упругости следует интерпретировать как фазовый переход первого рода, имею-
щий отношение к смене агрегатного состояния. Параметром, определяющим скачко-
образное поведение, является объемная концентрация , в линейном упругом рас-
смотрении представляющая собой вероятность нахождения определенной фазы в
макроточке.

Исследуем структурный фазовый переход системы при наличии у фазы (“пустого”
пространства) нулевых коэффициентов упругости . В точке 
эффективные упругие параметры ,  либо равны нулю, либо находятся в окрест-

ности нуля, стремясь к нулю при . Рассмотрим поведение производной 

при подходе к критической точке с двух сторон. В точке , где  по-
ведение эффективных коэффициентов определяется значением , т.е. про-
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изводная . При этом в точке  производная  и подходит к

критической точке оси абсцисс под некоторым углом , что следует из вы-
ражения (5.2). Анализ системы с параметрами  отображает предельный
случай, при котором параметр  можно устремить к нулю (что согласуется с получен-

ной при рассмотрении случая  оценкой ). Таким образом, в точке

 производная  терпит разрыв, связанный со сменой функциональной за-

висимости эффективных коэффициентов по обе стороны перехода. Поведение эф-
фективных коэффициентов в критической точке при  соответствует фазово-
му переходу второго рода. Рис. 1 иллюстрирует это поведение. Говоря о фазовых пере-
ходах второго рода, следует иметь ввиду параметр порядка. В рассматриваемом случае
параметром порядка является объемная концентрация сфер  ( ), она же яв-
ляется вероятностью нахождения твердой фазы в структуре. При параметре порядка

 система полностью упорядочена. Фазовые переходы второго рода также связы-
вают с изменением симметрии в среде (см. теорию Ландау). Вероятной интерпретаци-
ей структурного изменения в точке  является переход твердой фазы к упоря-
доченному состоянию, при котором твердая фаза начинает занимать узлы симметрич-
ной “кристаллической” решетки.

Рассмотрим поведение производной  при ненулевых параметрах .

Исследуем вначале поведение производной  по обе стороны вдали от критической

концентрации. Соответствующее поведение следует из дифференцирования получен-
ных асимптотических выражений (5.2) и (5.3), имеющих разную функциональную за-

висимость. Рассмотрим вспомогательный член . При концентрации 

поведение этого члена исходя из выражения (5.2) оценивается как  (также

полагаем   ). А при концентрации  исходя из выражения (5.3)

поведение этого члена оценивается как . Проанализируем теперь поведение

производной  при подходе к критической точке. Используя выражение (5.6), най-

дем соответствующие асимптотики
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Таким образом, в области критической точки значение производной , нормиро-

ванной на , существенно меняется от  до . В рамках асимптоти-

ческой формулы (5.2) поведение вспомогательного члена при подходе к критической

точке  не поменялось . В то время как поведение асимптотиче-

ской формулы (5.3) при подходе к критической точке  существенно изме-

нилось: . При увеличении концентрации  относительно значения

 значение производной  не испытывает существенного изменения, в то

время как на интервале  <  происходит ее скачкообразное изменение

(вдали от критической точки  поведение члена  согласно выраже-

нию (5.3)). Данное поведение также можно описать оценочной записью

в которой значение эффективного модуля  изменилось от , где 1 <

<  до значения  на интервале масштаба . На рис. 3
отражено поведение модуля производной эффективного сдвигового коэффициента

, нормированного на модуль  в зависимости от концентрации фазы  при
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Рис. 3. Поведение модуля производной эффективного сдвигового коэффициента , нормированного на

модуль  в зависимости от объемной концентрации фазы 1.
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Исходя из проведенного анализа выражения (5.5) (следствие функциональной за-

висимости (5.1)) производная  в случае  испытывает скачкообразное

изменение в переходной области критической точки . Отличие от разрыва произ-
водной, имеющего место в предельном случае , заключается в наличии у

переходной области малой, но конечной окрестности критической точки ,

обусловленной ненулевыми параметрами  в выражении (5.1). При устремлении
отношений , , ,  к нулю масштаб ε-окрестности критической
точки устремляется к нулю и в пределе имеет место разрыв производной как и в пре-
дельном случае . Анализ поведения эффективных модулей ,  при

 указывает на фазовый переход второго рода. Поведение эффективных мо-
дулей в случае  с точностью до ε-окрестности критической точки также
указывает на фазовый переход второго рода.

Покажем, что поведение производных  при  в окрестности критической

точки отличается от случаев  и . Начнем со случая . Взяв вторую произ-
водную в выражении (5.5), получим выражения

(5.8)

которые предсказывают δ-образный всплеск в -окрестности критической точки.

Действительно, по обе стороны от критической точки  имеет место

оценка , которая существенно меньше оценки  при

. Рис. 4 отражает предсказанное поведение производной .

Отметим также, что асимптотическим выражением (5.3) в окрестности точки

 для вспомогательного члена предсказывается оценка  ~ .

В свою очередь из асимптотического выражения (5.2) на интервале  сле-

дует оценка . На рис. 4 видно падение значения члена  вблизи критиче-

ской точки , . Соответствующее падение является следствием того,

что при увеличении  асимптотика  меняется на асимптотику , при-
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чем на рассматриваемом интервале “падения” оказывается справедливым неравен-

ство  < .

Наличие δ-образного поведения в -окрестности критической точки имеет место и
для производных более высших порядков. Данные всплески имеют отношение к δ-

функции и ее производным. В предельном случае  производная  содер-

жит δ-функции и производные от них вплоть до порядка , , которые сосредо-
точены в критической точке (масштаб -окрестности при  равен нулю).
Для доказательства этого утверждения заметим, что эффективный сдвиговый модуль
при  представим в виде , где  определяется выражени-

ем (5.2), а функция  является функцией Хевисайда (  при
 и  при ). Дифференцирование такого эффективного

сдвигового модуля по  приводит к выражению  = . Член с δ-функ-

цией, появляющийся при дифференцировании , исчезает вследствие

. Такое поведение производной  свойственно фазовым переходам

второго рода. Для производной  имеет место выражение
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которое предсказывает δ-образное поведение в критической точке .

Из представленного выражения видно, что производные более высших порядков со-
держат δ-функцию и ее производные (коэффициенты перед ними не обращаются в
нуль). В случае малых, но конечных , появляющийся в окрестности критической

точки δ-образный всплеск при рассмотрении производных ,  имеет прибли-

женное отношение к -функции и ее производным порядка , . Соответству-
ющее приближенное отношение является следствием того, что точное представление
через θ-функцию эффективного модуля μ* при  отсутствует. Первая
производная  эффективного модуля μ* в рассмотренном предельном случае

 не содержит δ-функции, что имеет отношение к отсутствию -образного
скачка первой производной эффективного модуля μ* в случае . То есть
выражение (5.1) для эффективного модуля μ* устроено таким образом, что в случае

 его скачкообразное поведение в переходной области не приводит к -
образному всплеску его первой производной в этой ε-окрестности критической точ-
ки, такому, которое проявляется для производных более высшего порядка. В отличие
от производных порядка  эффективный модуль  и его первая производная

 демонстрируют непрерывный рост при увеличении , что согласуется с полу-

ченными асимптотическими выражениями (5.2), (5.3) и (5.5). Отличие поведения

производной эффективного модуля  от самого модуля μ* в переходной области за-

ключается в изменении скачкообразного поведения: наклон производной  стано-

вится более сингулярным относительно модуля μ*, исходя из выражений (5.7) и (5.8)
отношение соответствующих наклонов

Исходя из представленного анализа при конечном отношении параметров упруго-
сти фаз  полученные эффективные коэффициенты  характеризу-
ются не только существенным изменением своих значений в малой ε-окрестности
критической точки , но и резким изменением в поведении первых производных
от соответствующих эффективных коэффициентов в этой -окрестности. Найденная
информация о фазовом переходе как первого рода, так и второго отражает нетриви-
альное поведение эффективных коэффициентов в случае . Наличие ма-
лой, но ненулевой ε-окрестности при анализе эффективных коэффициентов возника-
ет как следствие конечного отношения упругих параметров фаз и отображает переход-
ное состояние в поведении структуры.

Для описания структурного фазового перехода следует также дать качественное по-
яснение механизма контакта между разными элементарными структурными элемен-
тами (частицами) одной фазы. Используем при этом позицию обобщенной производ-
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ной (2.2). Применение формулы (2.2) к уравнениям (2.1), приводит к дифференциаль-
ным уравнениям на смещение

отображающим распространение поля в гетерогенной среде в целом с учетом внутрен-
них границ. Одно из появившихся сингулярных слагаемых, содержащее в поверхност-
ном интеграле член , занулилось вследствие равенства напряжений на гра-

ницах раздела фаз. При рассмотрении контактов одной фазы слагаемое  от-
лично от нуля если тангенциальные смещения разных элементов одной фазы
различаются на границе раздела. Равенство соответствующих тангенциальных смеще-
ний может интерпретироваться как образование жесткой связи (кластеризация, сли-
пание). В рассматриваемом случае  данные члены равны нулю и описанный меха-
низм выполняется.

Проведем анализ эффективных коэффициентов (3.8) при заданном  и . В дан-
ном случае также получается уравнение четвертой степени на μ*, но с другими коэф-
фициентами . Отличие при этом заключается в значении критической объем-
ной концентрации . Исходя из представленных выкладок следует, что значение

 одинаково как для фазы “пустого” пространства с , так и для случая
, . Однако удобнее находить  для случая  прирав-

ниванием к нулю коэффициента  в полученном уравнении четвертой
степени на μ*. Для произвольной эффективной размерности  условие на критиче-
скую концентрацию имеет вид

(5.9)

При  имеем полученное значение . При  следует , 
дает .

При произвольном  и  изложенные аспекты, связанные с несущей фазой и
структурным фазовым переходом, сохранятся с точностью до значения .

Эффективные коэффициенты (3.8) отображают необходимость увеличения кон-
центрации проводящей фазы для связного распространения поля по ней в гетероген-
ной среде при уменьшении размерности рассматриваемого пространства, в котором
распространяется поле. То есть при меньшем числе внутренних связей нужна большая
концентрация проводящей фазы.

Обобщение эффективных коэффициентов на случай некоторой размерности про-
странства делается также с целью отображения эффективного числа внутренних сте-
пеней свободы при распространении поля по гетерогенной среде с существенно раз-
личающимися физическими свойствами фаз на всем интервале концентраций.

На основе проделанного анализа приведем качественное сопоставление с экспери-
ментальными данными.

Согласно проведенному в работе [25] молекулярно-динамическому моделирова-
нию значение концентрации  входит в диапазон концентраций, описывающих
фазовый переход первого рода между жидкостью и твердой фазой. В основе модели-
рования использована модель жестких твердых сфер. Автор статьи [1] интерпретирует
значение 0.494 как “наибольшую случайную плотность” среди монодисперсных сфер,
как точку затвердевания “freezing point”. Соответствующая структурная особенность
проявляется в экспериментах с коллоидами [26]. Обратим здесь внимание на то, что
автор статьи [1] связывает точку затвердевания с наибольшей плотностью случайно
распределенных сфер. Продолжая эту мысль, укажем, что приближение концентра-
ции фазы сфер к критической, вероятно, дает вклад одновременно как в изменение
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сопротивления нагрузке (вызванное процессом “затвердевания”), так и в упорядочен-
ность структуры. Под вкладом в упорядоченность понимается структурное изменение
в среде, которая изначально представляла собой стохастически распределенную
структуру. Выше было показано, что случаю  соответствует структур-
ный фазовый переход, имеющий признаки фазовых переходов первого и второго
рода. Фактически, данный структурный фазовый переход отображает изменение
сопротивления нагрузке и вклад в упорядоченность структуры (структурное изме-
нение).

В работе [1] исследуется случайная плотная упаковка сфер, которая представляется
как состояние гранулированной среды, соответствующее структурному фазовому пе-
реходу, проявляющему признаки фазовых переходов первого и второго рода. При этом
значение объемной концентрации монодисперсных сфер  = 0.6366 ± 0.0005, что ре-
ализуется по протоколу “вертикального встряхивания”. В работе [1] также приводятся
другие предельные значения объемной концентрации сфер, например, . Та-
кое же значение присутствует в работе [27] при исследовании суспензий. Данные зна-
чения следуют из выражения (5.9) при , что интерпретируем уменьшением эф-
фективного числа внутренних степеней свободы при распространении поля по гете-
рогенной среде.

Полученные эффективные коэффициенты способны согласовываться с экспери-
ментом не только вблизи критических значений. Например, в работе [28] исследуется
модуль Юнга композитного материала, состоящего из резины и эпоксидной смолы.
Из эксперимента и используемой авторами клеточной модели при малых концентра-
циях эпоксидной смолы следует выражение для модуля Юнга системы  +

+ . Это же выражение следует из полученных коэффициентов (3.8) при условиях

 и , , , соответствующих исследуемой системе и с уче-
том . В работе [28] предельная концентрация также ограничена значением

. Формулы (3.8) при  и  хорошо описывают пористые системы при
малой концентрации пористости [6].

Заключение. Произведено обобщение эффективных коэффициентов линейной тео-
рии упругости для пространства заданной размерности при учете формализма обоб-
щенной производной. Представлено сравнение полученных эффективных коэффи-
циентов с результатами существующих подходов. Обобщение эффективных коэффи-
циентов направлено отобразить специфику распространения поля по гетерогенной
среде с существенно различающимися физическими свойствами фаз на всем диапазо-
не объемных концентраций. Из анализа эффективных коэффициентов, примененно-
го для гетерогенных сред с существенно различающимися свойствами фаз, предсказа-
но наличие несущей фазы и структурного фазового перехода (перколяции). Структур-
ный фазовый переход отображает переход фазы от несвязного распространения поля
по системе к макроскопически связному и имеет признаки фазовых переходов перво-
го и второго рода. Полученные результаты имеют согласование с имеющимися дан-
ными по коллоидам, гранулированным средам и суспензиям.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 20-31-90090.
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The effective coefficients of the linear theory of elasticity are obtained and analyzed for the
purpose of an analytical description of a heterogeneous medium. This is done for an arbi-
trary dimension of the space under consideration and taking into account the generalized
derivative formalism. The generalization of the effective coefficients to the case of a certain
space dimension is done to introduce the effective dimension hypothesis, which is aimed at
displaying the effective number of degrees of freedom when the field propagates through a
heterogeneous medium with significantly different physical properties of the phases. The ap-
proach used is the method of conditional moments. The effective coefficients and their de-
rivatives are explored for the presence of a carrier phase and a structural phase transition
(percolation properties) over the entire range of volumetric concentration. Based on the
analysis carried out, a comparison is made with the results of existing approaches and with
the available data on colloids, suspensions, and granular media.
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Дается краткий обзор механики конфигурационных сил применительно к описанию
распространения межфазных границ и фронтов химических реакций. Обсуждаются
конфигурации, связанные с превращениями, кинематические условия и балансовые
соотношения на межфазной границе. Затем записывается выражение для диссипа-
ции энергии вследствие распространения межфазной границы или фронта химиче-
ской реакции. Это дает возможность формулировки дополнительных определяю-
щий соотношений – кинетических уравнений, определяющих скорость межфазной
границы или фронта реакции в зависимости от конфигурационной силы.

Ключевые слова: межфазные границы, конфигурационная сила, тензор энергии-им-
пульса Эшелби, тензор химического сродства, механохимия
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1. Введение. Механика конфигурационных сил активно развивается с конца 80-х–
начала 90-х гг. ХХ века как одно из направлений механики деформируемого твердого
тела, позволяющее естественным образом включить в рассмотрение эволюцию неод-
нородностей различной природы – от движения локализованных дефектов и роста
трещины до развития областей новой фазы, распространения фронтов химических
реакций и роста биологических тканей в условиях воздействия механических напря-
жений (см., напр., [1–10]). Общим для этих процессов является то, что они не могут
быть сведены к перемещению материальных точек под действием механических сил,
как в механике Ньютона, но приводят к изменению конфигурации тела вследствие
движения дефектов и границ относительно материальных точек, то есть в “простран-
стве материала” [3].

Ниже дается краткий обзор механики конфигурационных сил применительно к ма-
тематическому описанию распространения межфазных границ и фронтов химических
реакций с акцентом на описание конфигураций, порождаемых превращениями. Об-
суждаются кинематические условия и балансовые соотношения на межфазной грани-
це. Затем записывается выражение для диссипации энергии вследствие распростране-
ния межфазной границы или фронта химической реакции. Это дает возможность
формулировки дополнительных определяющих соотношений – кинетических урав-
нений, определяющих скорость межфазной границы или фронта реакции. Детали по-
становок и решения задач описания фазовых переходов и химических реакций под
напряжением не рассматриваются (см. библиографию и примеры решения краевых
задач с межфазными границами и фронтами химических реакций [11–17]); обсуждает-
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ся только общий вывод кинетического уравнения, связанного с фундаментальными
законами и вторым законом термодинамики безотносительно реологических моделей
деформируемого тела.

Пусть тело в актуальной (деформированной) конфигурации  в момент
времени  разделено на части, занимающие области пространства  и  с границей
раздела  и состоящие из материалов “–” и “+” соответственно. Такое разделение мо-
жет иметь:

− конструкционное происхождение как, например, в случае дисперсно-упрочнен-
ных композитных материалов, состоящих из матрицы и включений другого материала;

− технологическое происхождение, когда включения возникают на стадии получе-
ния материала;

− в силу физических причин: при определенных термомеханических и/или других
физических воздействиях в теле возникают и развиваются области новой фазы как,
например, при мартенситных превращениях в сплавах с эффектом памяти формы;

− в силу химических причин как, например, при формировании диоксида кремния
в полупроводниках или литизации кремния в литий-ионных батареях.

Перечисление причин появления областей нового материала отражает существова-
ние двух типов границ – связанных на всех этапах деформирования с одними и теми
же материальными точками тела и движущихся только вместе с этими точками, и гра-
ниц, перемещающихся по точкам тела.

Первый тип границ имеет место, например, в теле с включением (рис. 1). Во все мо-
менты времени, то есть во всех актуальных конфигурациях, области  заполнены од-
ними и теми же материальными точками материала “+”, а области  – одними и теми
же материальными точками материала “–”. Граница раздела областей деформируется
вместе с телом и в разные моменты времени проходит через разные точки простран-
ства, но остается связанной с одними и теми же материальными точками (A, B, C на

рис. 1). Границы  и  имеют один и тот же прообраз  в отсчетной конфигура-
ции. Такие границы называют материальными.

Второй тип границ наблюдается в материалах, претерпевающих фазовые или хими-
ческие превращения. В этом случае при развитии области  превращенного материа-
ла граница  перемещается вследствие относительного перемещения точек тела, то
есть деформаций, а также вследствие превращения одного материала в другой (рис. 2).

В разные моменты времени  и  граница проходит через разные материальные точ-
ки A, B и C, D. Положениям границы  и  в актуальной конфигурации соответ-

ствуют разные прообразы  и  в отсчетной конфигурации, то есть разные исход-
ные составные тела . Граница распространяется относительно отсчетной
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конфигурации. Причину распространения такой границы, то есть причину изменения
отсчетной конфигурации называют конфигурационной силой.

В ньютоновой механике сила вводится как причина изменения состояния движе-
ния материальной точки – изменения ее скорости. Движение межфазных границ про-
исходит по термодинамическим причинам. Формально конфигурационная сила, дви-
жущая дефект или границу, может быть получена как величина, сопряженная скоро-
сти границы в выражении для диссипации энергии. Мотивация такого определения
следует из того, что в термодинамике необратимых процессов показано, что формула
производства энтропии имеет вид билинейной формы [18]

образованной термодинамическими силами  и потоками , порождаемыми этими
силами. Это, в свою очередь, позволяет формулировать кинетические уравнения в ви-
де зависимостей термодинамических потоков от сил:

Тогда конфигурационная сила может быть определена как термодинамическая си-
ла, сопряженная скорости изменения параметра, характеризующего конфигурацию
тела.

Отметим также механические аналогии. Потенциальная сила может рассматри-
ваться как множитель при скорости перемещения в выражении скорости изменения
потенциальной энергии, а сила трения как множитель при скорости в выражении дис-
сипации вследствие трения.

Термодинамический подход, согласно которому термодинамические силы являют-
ся функциями термодинамических потоков, будем использовать при формулировке
кинетических уравнений в виде зависимостей скорости распространения фронта фа-
зового или химического превращения от конфигурационной силы. При этом внешние
воздействия, в том числе механические, влияют на скорость границы через конфигу-
рационную силу.

2. Конфигурации двухфазных тел. Рассмотрим фазовое или локализованное на
фронте реакции химическое превращение, сопровождающееся собственной деформа-
цией превращения и, возможно, изменением реологических свойств материала.

Пусть  – актуальная конфигурация тела в момент времени , где область
 занята материалом в фазовом состоянии “–”, а область  материалом в фазовом

состоянии “+”,  – межфазная граница, разделяющая области  и  (рис. 3).
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Рис. 2. Межфазные границы в разные моменты времени в актуальной и отсчетной конфигурациях.
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Полагаем, что определены свободные от напряжений конфигурации тела  и  в
фазовых состояниях “–” и “+”, соответственно (натуральные состояния). Линейные

элементы  и  конфигураций  и  связаны тензором , задающим деформа-
цию превращения:

(2.1)

Тензор G характеризует изменение геометрии решетки в результате фазового превра-
щения кристаллического тела [19], или объемное расширение в результате химиче-
ской реакции. Направление главных осей G, вообще говоря, зависит от напряженного
состояния двухфазной конфигурации и тогда подлежит определению. Возможен также
набор тензоров G, определяемый группой симметрии материала и соответствующий ва-
риантам новой фазы (вариантам мартенсита и двойникованию в случае мартенситных
фазовых переходов). Отметим, что в случае фазовых переходов под напряжением одно
из натуральных состояний может быть метастабильным (соответствующим локально-
му, но не глобальному минимуму энергии) или гипотетическим, когда, например, но-
вая фаза может существовать только в напряженном состоянии, то есть при наложе-
нии на G дополнительных деформаций. Далее рассматриваются границы для заданно-
го тензора превращения G.

Если тензор G задан, то актуальной конфигурации  могут быть поставле-

ны в соответствие две отсчетные конфигурации: конфигурация , образо-

ванная материалом в натуральном фазовом состоянии “–” с границей , проходя-
щей через те же материальные точки фазы “–”, что и граница  в актуальной кон-

фигурации A– (точки ,  на рис. 3), и отсчетная конфигурация ,
образованная натуральным фазовым состоянием “+” с границей , проходящей че-
рез те же материальные точки фазы “+”, что и  (точки , ).
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Рис. 3. Отсчетные и актуальная двухфазные конфигурации.
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Положение материальных точек фазы “–” в актуальной  и отсчетной  конфигу-

рациях определяется векторами  и , соответственно. Положение точек

фазы “+” в актуальной конфигурации и отсчетной  конфигурации определяется

векторами  и . Отображения

(2.2)

задают деформацию материала в фазовых состояниях “–” и “+” из соответствующих

натуральных состояний. Градиенты деформаций  и , где  и  –

набла-операторы, заданные в базисах отсчетных  и  конфигураций (в декартовых

координатах , , где ,  и  – декартовы координаты ма-

териальной точки в актуальной  и отсчетных  и  конфигурациях), связывают ли-

нейные элементы  актуальной конфигурации с линейными элементами

 и  отсчетных конфигураций:

Отметим, что естественным представлением определяющих соотношений материа-
лов фаз является задание зависимостей напряжений именно от градиентов деформа-

ции  и . Но так как деформации в актуальной конфигурации могут определяться
относительно любой конфигурации, для обеих фаз может быть выбрана единая от-
счетная конфигурация, соответствующая натуральному состоянию одной из фаз, на-

пример, фазы “–”. Тогда , где  – положение прообраза превра-
щенной точки в натуральном фазовом состоянии “–”, а градиент деформации

 связывает линейный элемент  в фазовом состоянии “+” с его

прообразом  в фазовом состоянии “–” (до деформирования и фазового пре-

вращения): 
Скорости точек в фазовых состояниях “–” и “+” определяются соотношениями

(2.3)

(2.4)

Полагаем, что на межфазной границе сохраняется непрерывность поля перемеще-
ний, то есть рассматривается когерентная граница. Из непрерывности перемещений
следуют кинематические условия совместности первого и второго рола (см., напр., [20]):

(2.5)
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(2.6)

где  и  – нормали к прообразам межфазной границы  и  в отсчетных конфигу-

рациях “–” и “+”, внешние к областям  и , соответственно,  и  – векторы ам-

плитуды скачка,  и  – скорости прообразов межфазной границы  и ,

,  – нормальные составляющие скорости межфазной грани-
цы, двойные скобки обозначают скачок величин на межфазной границе: .

Первое условие означает, что скачок градиента деформаций имеет вид диады, обра-
зованной вектором нормали к прообразу межфазной границы в отсчетной конфигура-
ции и некоторым вектором, называемым вектором амплитуды скачка. В силу второго
условия скачок скорости материальных точек на межфазной границе подстраивается
под скорость границы так, чтобы сохранялась сплошность материала. Отметим, что
условия непрерывности на границе наиболее простым образом выглядят при записи в
терминах отсчетных конфигураций.

Скорость границы в актуальной конфигурации  связана со скоростями прообра-

зов границы  и  относительно отсчетных конфигураций формулами

(2.7)
3. Кинетика межфазных границ, тензор напряжений Эшелби. Из балансов массы, им-

пульса и энергии и второго закон термодинамики, записанного в виде неравенства
Клаузиуса–Дюгема с учетом теоремы переноса Рейнольдса для тела с распространяю-
щейся внутренней границей следуют соотношения для скачков на движущейся меж-
фазной границе (см., напр., [21, 22]), которые запишем относительно обеих отсчетных
конфигураций:
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(3.4)
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где  и  – тензоры напряжений Пиолы–Кирхгофа, определенные относительно  и

 конфигураций: если  – тензоры напряжений Коши, то

(3.6)
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, ,  и  – плотности материала в ненапряженных фазовых

состояниях “–” и “+”;  и  – плотности материала в фазовых состояниях “–” и
“+”, пересчитанные как масса фазы “+” на единицу объема фазового состояния “–” и
масса фазы “–” на единицу объема фазового состояния “+”. Если порция фазы “–”

 превращается в порцию фазы “+” , то

(3.7)

где согласно (2.1)

(3.8)

Из (3.7), (3.8) следует, что

(3.9)

где введено обозначение . В случае фазового перехода . Тогда

из (3.7) следует, что , , что согласуется с балансом массы в виде (3.8).

На распространяющейся межфазной границе , .
Полагаем, что температура непрерывна. Тогда, исключив  из (3.5) с помощью

(3.3), (3.4) и (3.2), получим выражение для диссипации энергии вследствие распро-
странения межфазной границы (см., напр., [21–23]):

(3.10)

(3.11)
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(3.12)

– тензоры энергии-импульса Эшелби [24, 25], которые называют также тензорами на-

пряжений Эшелби, определенные относительно конфигураций  и ,  –
массовая плотность свободной энергии Гельмгольца,  – единичный тензор,

, .
В квазистатике диссипация определяется нормальной компонентой тензора Эшелби:

(3.13)

Для нелинейно упругих фаз первая формула (3.13) была получена в [26]. Независи-
мо было показано, что необходимым условием минимума энергии Гиббса двухфазно-

+ −ρ = ρ − ρ[ ]
o o o

+ −ρ = ρ − ρ[ ]
g g g

−ρ
o

+ρ
g

−ρ
g

+ρ
o

−dm +dm

− +− − + += ρ = ρ = ρ = ρ, ,
g g oo g go o

dm d V d V dm d V d V

= Gdet
g

o
d V

d V

−
− − + +ρ = ρ ρ = ρ3 3, ,

g go o
g g

= G
3 detg + −=dm dm

+ −ρ = ρ
o o

− +ρ = ρ
g g

ρ =[ ] 0
o

ρ =[ ] 0
g

[ ]0/Th

Γ Γ
= Γ = Γ 

0

0 0Dis
g

g gD d D d

 
ρ = − ⋅ + ⋅

 
 

N N
2

0 0 0 0 02

oo o
D W Wb C

 
ρ = − ⋅ + ⋅

 
 

N b C N
2 ,

2

g
g g

g g g g gD W W

± ± ± ±± ± ± ±± ±= ρ − ⋅ = ρ − ⋅b I F S b I F S, ,
o o o g g go gT Tf f

o
V

g
V = −f u Ts

I

= ⋅C F F

o o o
T = ⋅C F F

g g g
T

= − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅N b N N b N0 0 0[ ] , [ ]
o o g g

g g gD W D W



578 ФРЕЙДИН

го упругого тела является непрерывность нормальной компоненты тензора Эшелби на
равновесной межфазной границе [27, 28] (см. также [29]), аналогично непрерывности
скалярного химического потенциала. Это привело к заключению о тензорности хими-
ческого потенциала в случае деформируемого твердого тела и рассмотрении тензора
Эшелби как тензора химического потенциала, скачок нормальной компоненты кото-
рого является конфигурационной силой, определяющей скорость границы согласно
кинетическому уравнению вида

(3.14)

так что . В приближении линейной термодинамики , где ки-
нетический коэффициент . Это кинетическое уравнение использовалось при ре-
шении задач описания межфазных границ, в том числе при численном моделирова-
нии распространения границ (см., напр., [6, 7, 30–33]), при моделировании межфаз-
ных границ в пластинах-оболочках [34, 35], для анализа кинетической устойчивости
межфазных границ [36] и при исследовании гистерезисных явлений при прямом и об-
ратном фазовых превращениях [37].

4. Кинетика и блокирование фронтов химических реакций. Рассматривалась химиче-
ская реакция между деформируемым твердым и диффундирующим компонентами,
локализованная на фронте реакции, разделяющим исходное вещество и деформируе-
мый продукт реакции. Реакция имеет вид

где ,  и  – химические формулы исходного твердого и диффундирующего ком-
понентов и продукта реакции, ,  и  – стехиометрические коэффициенты.

Реакция поддерживается диффузией компонента  к фронту реакции и сопровож-
дается объемной деформацией превращения и изменением реологических свойств
материала. Примерами таких реакций являются окисление и литизация кремния, со-
провождающиеся большим объемным расширением и превращением упругого мате-
риала в вязкоупругий (см., напр., [38–40], а также библиографию [41]).

Далее следуем работам [13, 41–43], не останавливаясь на деталях. Полагаем, что
тензор деформации превращения – шаровой. Тогда из химической формулы реакции
следует, что

(4.1)

где  – молярные массы твердых компонент реакции,  и  – плотности твердых
компонентов реакции в их натуральных состояниях (ср. с (3.8), (3.9)). В этом случае

. Фазовому превращению соответствует , .
Для открытой системы с диффузией и химической реакцией, как и в случае фазово-

го превращения, были записаны балансовые соотношения и неравенство Клаузиуса–
Дюгема. В результате были получены выражения поверхностной плотности диссипа-
ции энергии на фронтах реакции в отсчетных конфигурациях твердых компонентов
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где  и  – скорости реакции на ориентированных площадках с нормалью ,
 – нормальная компонента тензора химического сродства. В квазистатическом

приближении

(4.3)

где тензоры химического потенциала твердых компонентов равны тензорам Эшелби,
деленным на плотности материала:

(4.4)

 – химический потенциал диффундирующего компонента, зависит от концентра-
ции диффундирующего компонента. Сравнив (4.3) с классическим выражением

, появляющимся в формуле для диссипации энергии  в случае
реакций в газах и жидкостях в виде множителя при скорости реакции [44], видим
обоснованность термина тензор химического сродства.

Тензорность сродства, как и тензорность химического потенциала, может быть
объяснена тем, что в деформируемом теле равновесие фаз и химические реакции свя-
заны с ориентированными площадками. На тензорность сродства также указывалось
в [45, 46].

Скорости фронта связаны со скоростями реакции соотношениями

(4.5)

Подставив нормальную компоненту тензора сродства в известное кинетическое урав-
нение, определяющее скорость реакции от скалярного сродства [18], получим

(4.6)

где  – концентрация диффундирующего компонента относительно отсчетной кон-
фигурации исходного вещества,  – константа скорости реакции. Аналогичная фор-
мула может быть записана для конфигурации продукта реакции.

Из (4.5), (4.6) видно, что нормальная компонента тензора химического сродства яв-
ляется конфигурационной силой, определяющей кинетику фронта реакции. Напря-
женно-деформированное состояние влияет на скорость фронта через сродство. Со-
гласно (4.6) напряжения могут ускорять, замедлять и блокировать реакцию, см.,
напр., [13, 15, 16]. Фронт реакции может распространяться только если . Если

 , то фронт не может распространяться ни в каких направлениях. Это при-
водит к понятию запретных зон в пространстве деформаций или напряжений, образо-
ванных деформациями (напряжениями), при которых распространение фронта пря-
мой реакции невозможно, и которые в случае упругих компонентов реакции строятся
аналогично введенным ранее зонам фазовых переходов [12]. Примеры построения за-
претных зон [47, 48] отражают конкурирующее влияние химических энергий (энергий
компонентов в натуральном состоянии) и энергии деформаций на возможность про-
текания реакции.

Заключение. Концепция конфигурационных сил была кратко представлена для слу-
чая фазовых и химических превращений, локализованных на фронте превращения.
Вместе с тем возможны нелокализованные превращения, когда в каждом характерном
объеме присутствуют в определенной пропорции обе фазы или исходный материал и
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продукт химической реакции. При этом возникают вопросы о моделировании объем-
ных превращений, о реализации различных типов превращений и об условиях перехо-
да от объемных к локализованным превращениям и обратно. Поскольку объемные
превращения также изменяют отсчетную конфигурацию, механика конфигурацион-
ных сил и здесь может найти эффективное применение.
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1. Введение. Определение коэффициентов интенсивности напряжений (КИН) иг-
рает ключевую роль при исследовании условий распространения трещин в хрупких
материалах. В то время как задача определения КИН детально изучена для изотропных
упругих сред с трещиной [1, 2], она является значительно более трудоемкой и менее
исследованной для анизотропных тел. В случае бесконечной упругой пластины, обла-
дающей произвольной анизотропией упругих свойств и содержащей прямолинейную
трещину, произвольно ориентированную по отношению к осям анизотропии матери-
ала, метод анализа был разработан Лехницким [3] для более общего случая эллиптиче-
ской полости. В работе Си, Пэриса и Ирвина [4] для бесконечной анизотропной пла-
стины с трещиной при произвольно ориентированном по отношению к трещине од-
ноосном растяжении установлено отсутствие зависимости значений КИН от упругих
констант и, как следствие этого, совпадение значений КИН для анизотропного и изо-
тропного материала, определяемых выражениями [4]:

(1.1)

где  – растягивающее напряжение, a – полудлина трещины,  – угол между направ-
лением действия одноосного растягивающего напряжения и направлением трещины.

= σ π ϕ = σ π ϕ ϕ2
I IIsin , sin cos ,K a K a

σ ϕ

УДК 539.3, 539.42

EDN: HAAPYL
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Однако для пластин конечных размеров, представляющих непосредственный инте-
рес для приложений, значения КИН зависят от упругих констант и, в частности, от
степени анизотропии материала. В литературе имеются лишь несколько численных
результатов для КИН трещин в анизотропных пластинах конечных размеров (см., на-
пример, [5]– [9]). В статье [6] рассчитывались КИН для ортотропной пластины конеч-
ных размеров, но влияние расстояния от трещины до края на значение КИН не иссле-
довалось. В статье [7] приводится исследование влияния ориентации трещины на значе-
ние КИН для анизотропной пластины конечных размеров. В статье [8] вычисляются
КИН для боковой трещины в анизотропной пластине конечных размеров и исследу-
ется влияние ориентации осей материала на значение КИН. Также в этой статье при-
водятся значения КИН для центральной трещины в анизотропной пластине конеч-
ных размеров и исследуется влияние ориентации осей анизотропного материала и
расстояния от вершины трещины до края, но для компактного образца, и не исследу-
ется степень влияния анизотропии. В статье [9] исследуется влияние расстояния от
вершины трещины до края образца на значение КИН для изотропного и анизотроп-
ного материалов, но анализ выполняется только для цилиндрического образца и не
исследуется влияние степени анизотропии. Также исследовалось влияние ориентации
трещины на значение КИН для анизотропного материала. Неисследованным остается
важный вопрос о влиянии степени анизотропии на взаимодействие трещины с грани-
цами тела.

Упомянутые факторы детально исследуются в настоящей работе на примере трещи-
ны в упругой анизотропной пластине конечных размеров. Целью является исследова-
ние влияния ориентации трещины и степени анизотропии материала на взаимодей-
ствие трещины с границей, оцениваемое по величине отношения КИН для анизо-
тропного и изотропного материалов.

2. Постановка задачи. Рассматривается квадратная анизотропная упругая пластина,
содержащая внутреннюю одиночную прямолинейную трещину (рис. 1). Исследуются
два варианта ориентации трещины по отношению к пластине. Рассматривается одно-
осное растяжение пластины в вертикальном направлении. Задача решается в 2-мер-
ной постановке в предположении плоского напряженного состояния (решение дан-
ной задачи с учетом потери плоской формы получено в [10]). Оси анизотропии упру-
гих свойств параллельны краям пластины. Исследование эффектов влияния степени
анизотропии материала и ориентации трещины осуществляется на основе многовари-
антных вычислительных экспериментов при различных значениях размера “перемыч-

Рис. 1. Варианты ориентации прямолинейной трещины в квадратной анизотропной пластине: а) горизон-
тальная трещина (ϕ = 0°), б) наклонная трещина (ϕ = 45°).
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ки” a – расстояния между вершиной трещины и границей пластины. Расчет КИН
проводился методом конечных элементов, с использованием конечно-элементного
программного комплекса PANTOCRATOR [11], который обладает способностью ав-
томатизированных вычислений КИН для изотропных и анизотропных материалов на
основе различных методов. В процессе выполнения расчетов варьировались степень
анизотропии, ориентация трещины по отношению к осям анизотропии материала и
расстояние от вершины трещины до края пластины.

3. Методы определения КИН. Асимптотические выражения для перемещений в
окрестности вершины трещины в общем трехмерном случае при наличии трех мод
разрушения (ненулевые , , ) для изотропного материала определяются соот-
ношениями [12]:

(3.1)

где , ,  – осевые перемещения в системе координат трещины, ,
,  – КИН для I, II и III мод разрушения,  в случае ПНС, G –

модуль сдвига, r – расстояние до рассматриваемой точки от вершины трещины, α –
угол между направлением на точку и осью трещины,  – коэффициент Пуассона.

Асимптотические выражения для перемещений около вершины трещины в общем
трехмерном случае для анизотропного материала, полученные с использованием фор-
мализма Лехницкого, имеют следующий вид [4, 6, 13]:

(3.2)

где  и  – комплекснозначные корни уравнения четвертой степени (комплексные
параметры анизотропного материала [3]).

(3.3)

с положительной мнимой частью,  – элементы матрицы упругой податливости ма-
териала при использовании обозначений Фойгта в системе координат трещины,
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 + ,  + ,  – корень уравнения  +

+  с положительной мнимой частью,  – константы матрицы упругих модулей

материала в системе координат трещины ( ).
В случае изотропного материала перемещения связаны с КИНами формулами (3.1).

Чтобы найти перемещения на свободных берегах трещины, подставим α = π в уравне-
ние (3.1) и выразим КИН через перемещения для изотропного материала:

(3.4)

В случае анизотропного материала результатом подстановки α = π в (3.2), получаем
выражения:

(3.5)

где

– матрица 3 × 3 взаимного влияния трех компонент вектора относительного смеще-
ния берегов трещины на три коэффициента интенсивности напряжений.

Результат обращения (3.5) позволяет вычислить КИН через перемещения берегов
трещины в случае анизотропного материала [9, 14]:
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Стоит отметить, что если система координат трещины не совпадает с осями анизо-
тропии материала, то константы матрицы податливости и жесткости должны быть
преобразованы в систему координат трещины и корни ,  должны находиться из
уравнения 4 степени с константами податливости в системе координат трещины.
В случае поворота системы координат матрица перехода от одной системы координат

к другой при повороте в плоскости на угол ϕ имеет вид:  и форму-

ла преобразования элементов тензора податливости и жесткости 4 ранга из старой в
новую систему координат имеет следующий вид:

(3.8)

где  – элементы тензора податливости в исходной системе координат,  – эле-
менты тензора податливости в повернутой системе координат (трещины);  – эле-
менты тензора упругих модулей в исходной системе координат,  – элементы тен-
зора упругих модулей в повернутой системе координат (трещины). При использова-
нии формул (3.4) и (3.6) перемещения также нужно преобразовать из глобальной
системы координат в систему координат, связанную с трещиной. Данные формулы
были запрограммированы в конечно-элементном комплексе PANTOCRATOR [11].

При проведении расчетов относительное расстояние a/L от вершины трещины до
границы варьировалось в пределах [1; 10.5], где L – длина трещины (a – абсолютное
расстояние от вершины трещины до границы пластины), и принимало дискретные
значения: a/L = 1, 2, 4, 6, 8, 10.5. Анизотропия предполагалась кубического типа, для
описания которой необходимо задать 3 независимых упругих модуля. Отклонение от
изотропии характеризовалось параметром ρ:

(3.9)

который для изотропного материала принимает значение . В расчетах для мате-
риала с кубической симметрией использовались значения ,  и .
При проведении расчетов варьировалось значение G при фиксированных значениях
упругих модулей E и .

При выборе геометрических размеров пластины для задач с горизонтальной и на-
клонной трещиной обеспечивалось условие влияния на трещину близости только бо-
ковых границ, в то время как влиянием верхней и нижней границ можно было бы пре-
небречь в силу их значительного удаления от вершины трещины. На рис. 2 представ-
лена конечно-элементная модель для задачи с горизонтальной трещиной для случая
a = 4L. Число степеней свободы составляет 185000. В расчетах использовались вось-
миузловые изопараметрические конечные элементы с квадратичной аппроксимацией
перемещений в пределах одного конечного элемента. В целях валидации полученных
результатов проводилось сравнение полученного конечно-элементного решения для
случая a = 10.5L с аналитическим решением для бесконечной пластины и производи-
лось исследование практической сходимости численного решения на различных вло-
женных сетках для данной задачи на примере изотропного материала. При уменьше-
нии числа степеней свободы в 2 раза результат меняется менее, чем на 1%.

Для других размеров перемычки a конечно-элементная сетка вокруг вершины тре-
щины не менялась, а менялись только размеры пластины. Разбиение увеличенных об-
ластей производилось пропорционально длине. Области оставались квадратными.
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На рис. 3 показана конечно-элементная модель для задачи с наклонной трещиной
для случая a = 4L, ϕ = 45°. Число степеней свободы составляет 126000.

Также проводилось исследование практической сходимости решения для данной
конечно-элементной модели на примере изотропного материала. При уменьшении
числа степеней свободы в 2 раза результат тоже меняется менее, чем на 1%.

В случае наклонной трещины расстояние от вершины трещины до верхнего края
также оставалось равным расстоянию до верхней границы. При дальнейшем увеличе-
нии a область оставалась квадратной. Конечно-элементные модели фиксировались
слева по оси x для исключения твердотельных перемещений.

В задаче с горизонтальной трещиной анализировалось влияние параметров ρ и a/L
на . В задаче с наклонной трещиной исследовалось влияние параметров ρ, a/L и ϕ
на  и .

IK

IK IIK

Рис. 2. Конечно-элементная модель пластины с горизонтальной трещиной (a = 4L, ϕ = 0°).

Рис. 3. Конечно-элементная модель пластины с наклонной трещиной (a = 4L, ϕ = 45°).



590 САВИКОВСКИЙ и др.

4. Результаты расчетов. На рис. 4 показана зависимость  от размера перемычки a
для задачи с горизонтальной трещиной (рис. 1а) для различных степеней отклонения
кубической симметрии от изотропии ρ (3.10).

При значительном удалении трещины от края пластины (a/L > 8) наблюдается сов-
падение (с точностью до 1%) значений  для анизотропных материалов с различной
степенью анизотропии с прогнозом для изотропного материала. При приближении
вершины трещины к границе (уменьшении отношения a/L) наблюдается прогресси-
рующий рост отличия прогнозов изотропного и анизотропного материалов. Прибли-
жение трещины к границе пластины пробуждает влияние анизотропии упругих
свойств на КИН. При ρ > 1 (G > Gизотроп) наблюдается увеличение  для анизотроп-
ного материала в сравнении с изотропным, а при ρ < 1 (G < Gизотроп) наблюдается
уменьшение  для анизотропного материала в сравнении с изотропным случаем.

На рис. 5 показана зависимость  от a для задачи с наклонной трещиной (рис. 1б)
для различных степеней отклонения кубической симметрии от изотропии ρ, опреде-
ляемых уравнением (3.9).

Аналогично случаю горизонтальной трещины при значительном удалении наклон-
ной трещины от края пластины (a/L > 8) наблюдается совпадение (с точностью до 1%)
значений  для анизотропных материалов с прогнозом для изотропного материала.
Аналогично при приближении вершины наклонной трещины к границе пластины
(уменьшении отношения a/L) наблюдается прогрессирующий рост отличия прогно-
зов изотропного и анизотропного материалов. В рассматриваемом случае наклонной
трещины также наблюдается эффект усиления влияния анизотропии упругих свойств
на КИН при приближении трещины к границе пластины. В отличии от случая гори-
зонтальной трещины и при ρ > 1 (G > Gизотроп), и при ρ < 1 (G < Gизотроп) для наклонной
трещины наблюдается увеличение  для анизотропного материала в сравнении с
изотропным случаем.

На рис. 6 показана зависимость  от размера перемычки a для задачи с наклонной
трещиной для степеней отклонения кубической симметрии от изотропии ρ.
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Рис. 4. Зависимость нормированного значения  от расстояния до края анизотропной пластины a для го-

ризонтальной трещины ϕ = 0° (нормировано по отношению к значению  для изотропного материала).
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Для  при значительном удалении наклонной трещины от края пластины (a/L > 8)
также наблюдается совпадение (с точностью до 1%) значений КИН для анизотропных
и изотропных материалов. При приближении вершины наклонной трещины к грани-
це пластины (уменьшении отношения a/L) наблюдается прогрессирующий рост отли-
чия  для изотропного и анизотропного материалов. При ρ > 1 (G > Gизотроп) наблю-
дается увеличение  для анизотропного материала в сравнении с изотропным, а при
ρ < 1 (G < Gизотроп) наблюдается уменьшение  для анизотропного материала в срав-
нении с изотропным случаем.
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Рис. 5. Зависимость нормированного значения  от расстояния до края анизотропной пластины a для на-

клонной трещины ϕ = 45° (нормировано по отношению к значению  для изотропного материала).
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Рис. 6. Зависимость нормированного значения  от расстояния до края анизотропной пластины для на-

клонной трещины ϕ = 45° (нормировано по отношению к значению  для изотропного материала).
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При удалении трещины от границы эффект влияния анизотропии исчезает. КИН
для изотропного и анизотропного материалов для бесконечной пластины совпадают
[4]. В таблице 1 представлены результаты сравнения отличий численных решений для
КИН при максимальном моделируемом удалении a = 10.5L от аналитического реше-
ния (1.1) для бесконечной пластины [4] для всех рассмотренных вариантов ориента-
ции трещины и значений параметра степени анизотропии ,  и .

Во всех случаях погрешность вычисления КИН по сравнению с аналитическим ре-
шением составляет меньше 1%.

Заключение. На основе проведенных вычислительных экспериментов установлен
эффект возрастания влияния анизотропии упругих свойств на значения КИН при
приближении вершины трещины к границе пластины. При значительном удалении
вершины трещины от края пластины (a/L > 8) КИН для анизотропного материала (с
точностью до 2%) совпадает с КИН для изотропного материала. При меньших рассто-
яниях (a/L < 8) анизотропию материала рекомендуется учитывать.

Результаты конечно-элементного моделирования показали, что для трещин раз-
личных ориентаций (различных мод разрушения) с уменьшением расстояния между
вершиной трещины и границей пластины наблюдается прогрессирующее усиление
влияния анизотропии материала на значения КИН. Отличия в прогнозах КИН для
изотропного материала и материала с кубической симметрией превышают 15% для
рассматриваемых в расчетах констант материала и случаев нагружения.

Эффект возрастания влияния анизотропии упругих свойств на значения КИН при
приближении трещины к границе пластины усиливается с ростом степени анизо-
тропии.

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и выс-
шего образования Российской Федерации (тема № 0784-2020-0027).
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Рассчитываются изменения температурных напряжений, включая итоговые оста-
точные напряженные состояния и формируемый натяг в сборке, в процессе горячей
посадки трубы на вал, изготовленные из материалов с упруговязкопластическими
свойствами. Расчеты проводятся разрешением соответствующей осесимметричной
задачи Гадолина, в которой детали сборки имеют одинаковую длину. Обращается
внимание на возможную сингулярность в задании краевых условий задачи и предла-
гается способ исключения влияния данной особенности на результаты расчетов.
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1. Введение. Основная сложность в разрешении краевых задач упругопластичного
деформирования с использованием теории течения в интенсивно деформируемых
пластических областях [1] связана с тем, что в таких областях задача ставится в скоро-
стях, а в области упругого деформирования – в перемещениях. С целью выполнения
условий непрерывности перемещений на упругопластических границах следует опре-
делить распределение перемещений в пластической области, что может оказаться со-
всем не простой задачей [2]. Если же ограничиться выполнением на границах обла-
стей пластического течения только условий непрерывности напряжений и скоростей,
то не исключается запись ошибочного решения [3].

Положение существенно упрощается, когда уравнение равновесия, записанное в
скоростях в области пластического течения, удается проинтегрировать. Однако обес-
печить это возможно только принятием существенных ограничений в задаваемой гео-
метрии деформируемых тел и задаваемых внешних нагрузок. Иногда данной интегри-
руемости способствует принятие в качестве пластических потенциалов классических
кусочно-линейных поверхностей нагружения [4, 5] в пространстве главных напряже-
ний. Преимущественно таким способом получили свое решение одномерные задачи
упругопластического и упруговязкопластического деформирования [6–15]. Среди по-
добных задач следует выделить такие, где изучается не только состояние упругопла-
стического тела, но и эволюция таких состояний в зависимости от меняющегося во
времени термомеханического воздействия, то есть упругопластические процессы [6,
11, 13–17]. Итогом завершения таких процессов после полной разгрузки и остывания
оказывается новое состояние продеформированного тела, отличное от первоначаль-
ного не только своей новой геометрией, но и присутствием в нем сформировавшегося
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распределения остаточных деформаций и напряжений. Именно итоговая геометрия и
итоговое распределение остаточных напряжений часто являются главной целью при
решении подобных задач. Это в полной мере относится к задачам, призванным обес-
печить математическое моделирование технологической операции сборки цилиндри-
ческих деталей способом горячей посадки [18–24, 27]. В отечественной литературе
[25–27] данную задачу теории температурных напряжений называют задачей Гадоли-
на. Итоговое напряженное состояние после полного остывания обеспечивает требуе-
мый натяг в сборке, необходимый для функционирования соединения.

Упругопластическое состояние элементов сборки возможно рассчитать аналитиче-
ски [18, 21, 27]; операцию горячей посадки представляют последовательностью подоб-
ных состояний при изменениях температуры [21–24, 27]. Производством тепла за счет
необратимого деформирования в таких задачах, как правило, пренебрегают, рассмат-
ривая их в рамках несвязанной теории температурных напряжений. Очевидно, что по-
следовательность состояния элементов сборки в течение технологической операции
удобнее рассматривать с помощью программно-технических средств, используя точ-
ное решение задачи о состоянии элементов сборки на каждом временном шаге расче-
тов. Данное решение возможно построить даже в случае зависимости предела текуче-
сти от температуры [21–24]. Когда вместе с пределом текучести зависимыми от темпе-
ратуры полагаются иные термомеханические постоянные (упругие модули, удельная
теплоемкость и др.), то решение сводится [24] к интегрированию на каждом времен-
ном шаге расчетов совокупности систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний для каждой из возможных областей обратимого и необратимого деформирования.
В этом состоит основное преимущество, предоставляемое использованием кусочно-
линейных условий пластического течения для решения одномерных краевых задач
теории температурных напряжений в условиях плоских деформированных [19, 21, 27]
или напряженных [20, 24] состояний.

В настоящей статье, сохраняя осевую симметрию, откажемся от одномерности за-
дачи. Будем считать торцы элементов сборки свободными, а на контактной поверхно-
сти полагаем возможным осевое относительное смещение в материалах сопрягаемых
деталей сборки.

2. Основные зависимости математической модели. Считаем, что допускаемые дефор-
мируемым материалом деформации являются малыми и для них

(2.1)

В (2.1) , ,  – полные деформации, упругие и пластические их составляющие,  –
вектор перемещений. Следствием законов сохранения импульса и энергии являются
дифференциальные зависимости

(2.2)

(2.3)

Следствие закона сохранения импульса (2.2) записано здесь в форме уравнений
равновесия, то есть силами инерции и массовыми силами в (2.2) пренебрегатся. В (2.2)

 тензор напряжений. В скалярном уравнении баланса внутренней энергией (2.3), кото-
рое является следствием закона сохранения энергии  – массовая плотность распре-
деления внутренней энергии,  – тензор скорости деформации Эйлера,  – время,  –
плотность,  – вектор потока тепла. В рассматриваемом случае следствием (2.3) и вто-
рого закона термодинамики оказываются соотношения

(2.4)
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(2.5)

Зависимость (2.4) называют формулой Мурнагана [4, 6], соотношение (2.5) – урав-
нением баланса энтропии [6, 28]. В нем  – плотность распределения энтропии,  –
температура,  – вектор потока энтропии. Консервативные и диссипативные состав-
ляющие процесса деформирования возможно разделить, если принять, что термоди-
намический потенциал (свободная энергия) является функцией только обратимых
(упругих) деформаций, то есть принять гипотезу, что . Именно в условиях
принятия такой гипотезы записаны соотношения (2.4) и (2.5), и именно функция

 задает консервативную составляющую процесса деформирования. Задание
диссипативной составляющей процесса деформирования связано с заданием пласти-
ческого потенциала, роль которого выполняет поверхность нагружения 
(  – предел текучести) в шестимерном пространстве напряжений.

В простейшем случае задания функции  в форме квадратичной функции
инвариантов тензора  (материал изотропен) из (2.4) следуют известные зависимости
закона Дюамеля–Неймана [28]

(2.6)

Здесь ,  – упругие постоянные Ламе,  – коэффициент линейного расширения,

 – температура свободного состояния тела (комнатная температура),  –

коэффициент всестороннего сжатия,  – единичный тензор второго ранга.
Если в уравнении баланса энтропии (2.5) принять условия изотропии термомеха-

нических свойств деформируемого тела и связать поток тепла с температурной зако-
ном Фурье, то в простейшем случае, возможно записать [6] уравнение теплопроводно-
сти в виде

(2.7)

В (2.7)  – удельная теплоемкость деформируемого материала,  – коэффициент
температуропроводности,  – коэффициент связанности,  задаваемые источни-
ки тепла в теле (  – радиус вектор места рассматриваемой точки тела). Если в (2.7)
пренебречь теплом, производимым за счет деформирования по сравнению с теплом,
поступающих от внешних источников, то будем иметь

(2.8)

Когда распределение температуры рассчитывается согласно (2.8) независимо от
процесса деформирования, то такая несвязанная теория называется теорией темпера-
турных напряжений. Дальнейший расчет будем проводить в рамках такой теории.

Необратимые (пластические) деформации в теле производятся только при напря-
жениях, соответствующих поверхности нагружения (текучести) , где
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 – предел текучести материала, соответствующий местной температуре
. При принятии условий принципа максимума Мизеса [4, 5] функция 

оказывается пластическим потенциалом и следует ассоциированный закон пластиче-
ского течения

(2.9)

В качестве условия пластического течения (уравнения поверхности нагружения)
далее будем использовать условие максимальных октаэдрических напряжений (усло-
вие Мизеса [4])

(2.10)

В пространстве главных напряжений  уравнение (2.10) задает цилиндрическую
поверхность наклонного цилиндра Мизеса [5], осью которого является гидростатиче-
ская ось ;  – коэффициент вязкости в условиях вязкопластического те-
чения.

Зависимость предела текучести от температуры принимаем в форме

(2.11)

В (2.11)  – температура плавления материла. В ряде случаев для зависимости пре-
дела текучести от температуры принимается более простая линейная функция [18–21].

3. Сборка горячей посадкой. Деталями предстоящей сборки считаем сплошной ци-
линдр (вал) длинной 2  и радиуса  и полый цилиндр той же длины, ограниченный в
цилиндрической системе координат  поверхностями ,  .
Вал называем охватываемой деталью сборки, а полый цилиндр – охватывающей дета-
лью. Охватывающую деталь сборки нагреваем до некоторой назначаемой температуры

 и помещаем в нее охватываемую. Геометрические размеры  и  подбирают
так, чтобы детали сборки непосредственно за моментом посадки получили бы общую
граничную поверхность  (рис. 1).

Материалы элементов сборки могут быть одинаковыми, но могут и различаться.
Уравнение теплопроводности (2.8) запишем в цилиндрической системе координат,
учитывая осевую симметрию задачи

(3.1)

Здесь и далее ;  для охватываемой и  для охватывающей детали
сборки. Внутренние задаваемые источники тепла считаем отсутствующими. Началь-
ными условиями температурной задачи становятся

(3.2)

Граничные условия обеспечивают теплообмен между деталями сборки и окружаю-
щей средой. Следовательно, при  имеем на поверхности контакта 
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Здесь  и  – коэффициент теплопроводности материалов сопрягаемых деталей
сборки. На свободных поверхностях сборки задается теплообмен с окружающей сре-
дой. На боковой поверхности  охватывающей детали имеем

(3.4)

В (3.4)  – коэффициент теплоотдачи от поверхности охватываемой детали сборки
в окружающую среду, находящуюся при комнатной температуре . Далее прини-
маем . Подобную теплоотдачу задаем и на торцевых плоскостях сборки

. Считаем при этом, что коэффициент теплоотдачи от материала охватываемой
детали также постоянен и равен 

(3.5)

Замыкаем задачу, вследствие ее симметрии, требованием

(3.6)

Областью расчетов, следовательно, является (рис. 1) верхняя половина сборки. До-
полнительных трудностей такие расчеты не содержат, разработаны и апробированы
соответствующие алгоритмы, имеются пользовательские программы расчетов. Не
останавливаясь здесь на этом считаем, что распределение температуры в материалах
сборки известно (рассчитано) в каждый момент времени после посадки, вплоть до
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полного остывания, когда температура выровняется и сравняется с комнатной темпе-
ратурой.

4. Температурные напряжения. В рассматриваемом случае осевой симметрии неза-
висимыми переменными задачи остаются пространственные координаты ,  и время .
Искомыми зависимыми переменными являются компоненты вектора перемещений

,  и тензора напряжений , ,
. Для полных деформаций (2.1) имеем

(4.1)

Уравнения равновесия, следующие из (2.1), в рассматриваемом случае цилиндриче-
ских координат запишутся в форме

(4.2)

Здесь, также как и ранее,  для охватываемой детали сборки,  для охваты-
вающей детали. Напряжения вычисляется через распределения деформации и темпе-
ратуры зависимостями закона Дюамеля–Неймана (2.6). В цилиндрической системе
координат они принимают вид

(4.3)

Первоначально с развитием процесса деформирования пластические деформации в
материалах сборки отсутствуют и в (3.3) компоненты тензора пластических деформа-
ций следует положить равными нулю. Они развиваются только при достижении на-
пряжениями поверхности нагружения (2.10), то есть при выполнении условия

(4.4)

Соотношение (4.4) служит начальным условием для дальнейшего роста пластиче-
ских деформаций в развивающейся области пластического течения. В данной области
вязкопластического течения из (2.10) следуют зависимости, задающие скорости пла-

стических деформаций .

(4.5)

Если считать, что в некоторый текущий момент времени пластические деформации

достигли уровня , ,  и , то для их расчета на последующем временном
шаге можно использовать зависимости, следующие из ассоциированного закона пла-
стического течения

r z t

( )= , ,r ru u r z t ( )= , ,z zu u r z t ( )σ = σ , ,rr rr r z t ( )σ = σ , ,rz rz r z t
( )ϕϕ ϕϕσ = σ , ,r z t

( )ϕϕ= = = = +, , , ,
1, , ,
2

r
rr r r zz z z rz r z z r

ud u d u d d u u
r

( )−
ϕϕσ + σ + σ − σ =

σ + σ =

( ) ( ) 1 ( ) ( )
, ,

( ) ( )
, ,

0

0

m m m m
rr r rz z rr

m m
rz r zz z

r

= 1m = 2m

( ) ( ) ( )−
ϕϕσ = λ + μ − + λ + − − − α θ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

, , 02 3m m m m m m m
rr m m r r rr m r z z zz m m mu p r u u p p K T

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

−
ϕϕ ϕϕ

−
ϕϕ

σ = λ + μ − + λ + − − − α θ

σ = λ + μ − + λ + − − − α θ

( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , 0

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )
, , 0

2 3

2 3

m m m m m m m
m m r m r r z z rr zz m m m

m m m m m m m
rr m m z z zz m r r r rr m m m

r u p u u p p K T

u p r u u p p K T

( )( )σ = μ + −( ) ( ) ( ) ( )
, ,

12
2

m m m m
rz m z r r z rzu u p

( ) ( ) ( ) ( )ϕϕ ϕϕσ − σ + σ − σ + σ − σ + σ =
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 286

3
m m m m m m m

rr zz zz rr rz k

p
mε

( ) ( ) ( ) ( )( )ϕϕ ϕϕ

 Σ − Σ= τ ζ = − η  η 

Σ = ⋅ ⋅ = σ − σ + σ − σ + σ − σ + σ

( )

2 2 2 22 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1, 1

3 6
2

p mm m m
m

m m

m m m m m m m m m
m rr zz zz rr rz

k
k

ε

τ τ

�

( )m
rrp ϕϕ�

( )mp �

( )m
zzp �

( )m
rzp

( )ϕϕ= σ − σ − σ ζΔ + �

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2m m m m m
rr rr zz rrp d t p



601К РАСЧЕТАМ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ ОПЕРАЦИИ СБОРКИ 

(4.6)

В (4.6)  – шаг по времени, .
Следует иметь в виду, что при повторном (обратным) пластическом течении [6, 21,

23, 27], которое с неизбежностью возникает в случае значительного первоначального
нагрева охватываемой детали сборки, пластические деформации правой части (4.6)
обязаны включать в себя необратимые деформации, накопленные при активном пла-
стическом течении. Для этой цели алгоритмически следует предусмотреть формиро-
вание массива накапливаемых необратимых деформаций [21], его хранение и исполь-
зование в продолжающихся дальнейших расчетах. При расчетах повторных вязкопла-
стических течений в условиях остывания сборки согласно (4.6) это совершенно
необходимо.

Когда в расчетах изменяющихся напряженных состояний используются кусочно-
линейные условия пластического течения, то повторное пластическое течение при
остывании сборки соответствует, как правило, грани поверхности текучести, проти-
воположной той грани, в условиях которой протекало пластическое течение при ак-
тивном процессе термодеформирования. Отметим в этой связи публикацию [15], где
при использовании условия пластичности максимальных касательных напряжений
Треска–Сен-Венана показано, что в условиях ускоренного и после замедленного вра-
щения упругопластического цилиндра возникают области течения, соответствующие
всем граням и ребрам наклонной призмы Треска: трем граням и трем ребрам при
ускоренном вращении и тем оставшимся граням и трем оставшимся ребрам при за-
медлении вращения. Использование кусочно-линейных пластических потенциалов
приводит к разделению области пластического течения на части, в которых течение
подчинено разным граням и ребрам поверхности текучести [17, 21–24, 27]. В рассмат-
риваемом случае гладкой поверхности нагружения (боковая поверхность наклонного
цилиндра Мизесса [4]) положение значительно упрощается, но все же формированию
массива данных о накапливаемых пластических деформациях в условиях активного
пластического течения должное внимание следует уделить. Сведения о повторных
пластических течениях, которые могут возникнуть в остывающей сборке, можно полу-
чить из [23], где подобная по постановке задача решается с использованием кусочно-
линейного условия пластического течения максимальных приведенных напряжений
(условия Ишлинского–Ивлева) [5]. В областях обратимого (упругого) деформирования
при разгрузке компоненты пластических деформаций в (4.3) в рассматриваемом случае
остаются постоянными.

Обратимся к постановке граничных условий механической части задачи. На внеш-
них поверхностях формирующейся сборки имеем однородные краевые условия

(4.7)

На контактной поверхности  полагаем непрерывными радиальные компонен-
ты вектора перемещений и тензора напряжений

(4.8)
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Возможность проскальзывания материалов элементов сборки на их общей поверх-
ности  и возникающее при этом трение зададим зависимостями

(4.9)

при 

(4.10)

при 

В (4.9) и (4.10) ,  и  – задаваемые параметры трения. Первый из
них  – параметр Прандтля, второй  – параметр (коэффициент) сухого тре-
ния скольжения и  – коэффициент вязкого трения. Зависимость их от простран-
ственной координаты  и времени  определяется зависимостью их от местной темпе-
ратуры .

(4.11)

Здесь , ,  – значения параметров при комнатной температуре,  – безразмер-
ная температура плавления, наименьшее для материалов сопрягаемых деталей.

На линиях  и  присутствует сингулярность в граничных условиях. Это с
необходимостью приведет к соответствующим следствиям в расчетах. С целью избе-
жать данных особенностей воспользуемся искусственным отходом от этих линий,
предполагая, что в окрестностях их  и  зависимости (4.11)
дополняются соответственно сомножителями

(4.12)

; ; (4.13)

Зависимости (4.13) сохраняют симметрию сборки относительно плоскости .
Таким способом в качестве расчетной области имеем возможность принять половину

 сборки. На плоскости симметрии  потребуем

(4.14)

Также следует иметь ввиду, что на оси симметрии  выполняются условия

(4.15)

5. Результаты расчетов. Приближенные численные расчеты проводились следуя ко-
нечно-разностному аналогу записанных выше дифференциальных уравнений. Об-
ласть расчетов ( ; ) разбивалась сеткой, составленной из четырех-
угольных элементов. Искомые величины аппроксимировались в узлах сетки конеч-
ными разностями. В тех узлах, которые примыкают к границам элементов сборки,
или к поверхности их соединения, или к продвигающимся поверхностям упруговяз-
копластических границ, для разностных представлений искомых значений зависимых
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неизвестных последовательно использовались приведенные ранее граничные условия
и условия непрерывности радиальных компонент перемещений и напряжений на
упругопластических границах. После разрешения полученной таким способом систе-
мы алгебраических уравнений, производился последующий шаг по времени. На каж-
дом таком временном шаге отслеживалось возможное возникновение области вязко-
пластического течения, последующее продвижение границы данной области, вклю-
чая смену направления движения такой упруговязкопластической границы и
исчезновение области пластического течения. В условиях остывания сборки при об-
ратимом деформировании ее деталей отслеживался момент возможного возникнове-
ния повторного (обратного) пластического течения [23, 27]. Накопленные в активном
процессе пластические деформации учитывались при расчетах повторных течений за
счет внесения их в последние слагаемые правых частей равенств (4.8). В этом случае
они не меняются со временем, но разные в каждой точке деформируемых деталей
сборки.

При проведении расчетов будем считать, что упругие модули (коэффициенты Ла-
ме) материалов частей сборки  и , коэффициенты их теплопроводности  в за-
коне теплопроводности Фурье, коэффициенты  теплоотдачи в окружающую среду
являются постоянными, не зависящими от температуры. Заметим, что такое предпо-
ложение делается только для упрощения расчетов. Его можно обосновать тем, что до
настоящего времени не существует надежных экспериментальных данных о таких за-
висимостях. В таблице 1 приведены принимаемые значения постоянных для некото-
рых материалов, процессы соединения элементов сборки из которых иллюстрируются
далее графически.

Анализ результатов численных расчетов начинаем с представления графических за-
висимостей о распределении остаточных напряжений в сборке после ее остывания до
комнатной температуры. Так на рис. 2 указано такое распределение для сборки из двух
стальных деталей, термомеханические параметры которых одинаковы (таблица 1) и

охватывающая деталь ( ) сборки до момента посадки нагревалась до темпе-
ратуры 600°С.

Совершенно необходимо заметить, что значение параметра  ( ), задаю-
щего момент проскальзывания материалов на поверхности контакта , мало ска-
зывается на уровень и распределение как итоговых остаточных напряжений, так и те-
кущих напряжений в процессе посадки. Проскальзывание наступает непосредственно
за моментом посадки из-за значительной разности температур сопрягаемых деталей
сборки и, как следствие, быстрого роста контактных напряжений. Вследствие малых
скоростей проскальзывание совершенно незначительным оказывается влияние вяз-
кого трения, то есть значений коэффициента . В то же время уровень температурных
напряжений удивительно чувствителен к изменениям в значениях коэффициента су-
хого трения скольжения Кулона . Для сравнения приведем распределения остаточ-
ных напряжений, изменив  со значения  (рис. 2) до значения  (рис. 3).
Итоговый натяг в сборке увеличивается при этом почти вдвое (сравни рис. 3 и рис. 2).

λm μm χm

βm

− =1
1 0.6RR

0q =0 00.06q k
=r R

φ0

0f

0f =0 0.22f =0 0.35f

Таблица 1

, МПа , МПа , МПа α × 106 a × 10–6, 
м2/с

, 
Вт/(мК) , °C , 

Вт/(мК)

сталь 360 97.06 82.68 11.1 17.35 67.78 1400 7.5
латунь 290 58.26 38.84 19.1 35.68 113 937 7.5
дюраль 255 41.53 27.70 22.9 50 188 660 10.0

0k λ μ χ
pT β
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Изменения в геометрии сопрягаемых деталей и их материалах иллюстрируют гра-
фические зависимости на рис. 4 и 5. На первом из них (рис. 4) охватывающая деталь
сборки считается существенно более тонкой в сравнении с охватываемой, на втором
(рис. 5) – наоборот. Начальное значение коэффициента трения скольжения в таких
расчетах принималось одинаковым ( ). В первом случае на массивный сталь-
ной вал насаживалась труба, изготовленная из латуни (таблица 1,  = 600°С); во вто-
ром охватываемый вал из дюралюминия сжимался массивной стальной трубой (таб-
лица 1,  = 600°С).

На плоскости  напряжение , а на поверхности  .
Следовательно, на линии  и  имеется разрыв в граничных условиях. С це-
лью избавления от подобной сингулярности в краевых условиях (4.9) и (4.10), задаю-

=0 0.26f

0T

0T

=z h ( )σ =, 0rz r h =r R ( )σ ≠, 0rz r h
=r R =z h

Рис. 2. Распределение остаточных напряжений в сборке (  = 600°C, , , ,

) после ее остывания.
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Рис. 3. Остаточные напряжения при .
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щих трение на поверхности контакта , в  – окрестностях торцов  пара-
метры трения уточнялись с помощью зависимостей (4.12) и (4.13). Таким способом
значения  оказывалось еще одним задаваемым параметром в расчетах. При построе-
нии графических зависимостей рис. 2–5 этот параметр полагался одинаковым и рав-
ным  ( ). Если термомеханические и геометрические параметры оставить
теми же, что и при получении зависимостей рис. 2, то натяг в сборке и иные остаточ-
ные контактные напряжения по оси  распределены согласно графическим зависимо-
стям рис. 6.

=r R δ = ±z h

δ

0.01h δ = 0.01h

z

Рис. 4. Распределение остаточных напряжений в сборке: сталь-латунь , .
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Рис. 5. Распределение остаточных напряжений в сборке: дюралюминий – сталь , .
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Следуя рис. 6, контактные напряжения в сборке практически не меняются с изме-
нением координаты . Только имеет место ярко выраженный торцевой эффект паде-
ния натяга и абсолютных значений иных контактных напряжений. Такое падение в
значениях напряжений  и  до нуля при  диктуется граничными условия-
ми, при этом натяг  и  сохраняется не нулевым, но при
уменьшенных по абсолютной величине значениях (рис. 6). В настоящее время доста-
точно устойчиво сформировалось противоположное заключение о торцевом эффекте,
состоящее в том, что в условиях горячей посадки или иной посадки с натягом наобо-
рот на торцах формируется максимальный натяг в сравнении с натягом во внутренних
точках поверхности сопряжения . Тревожит, что последний вывод иногда без со-
мнений воспринимается технологической практикой [30–34]. Подкрепляется такой
вывод многочисленными расчетами преимущественно с помощью метода конечных
элементов [30, 31, 33] или посредством пакетов пользовательских программ [32, 34].
Ошибочность результатов подобных расчетов связана именно с игнорированием син-
гулярности в задании граничных условий на линии  и . Действительно, если
в расчетах уровня и распределения остаточных напряжений, представленных графи-
ческими зависимостями рис. 2 и рис. 6, положить , то вместо зависимостей рис. 6
будем иметь рис. 7.

Торцевой эффект в таком случае (  на рис. 7) противоположен показанному на
рис. 2. При приближении к торцу  напряжения  и  увеличиваются по абсо-
лютной величине, что отмечалось в [30–34]. Графические зависимости рис. 7 каче-
ственно совпадают с аналогичными зависимостями, представленными в [32, 33].
В [30, 31, 34] отмечен подобный эффект возрастания температурных напряжений в
местах сингулярностей в задании граничных условий, объяснить который иначе чем
некорректным использованием таких особенностей в задании краевых условий невоз-
можно.

При проведении расчетов предпринимались попытки еще более уменьшить , счи-
тая, например, . В этом случае наблюдали при приближении  к значению

 рост напряжений по абсолютной величине и их последующее уменьшение. Из-

z

σrr σrz = ±z h
( )σ <, 0rr R h ( )ϕϕσ <, 0R h

=r R

=r R =z h

δ = 0

δ = 0
=z h σrr ϕϕσ

δ
δ = 0.001h z

=z h

Рис. 6. Остаточные напряжения на поверхности  в зависимости от координаты  (торцевой эффект)

(  = 600°C, , , , ) и .
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мельчением сетки не удается избавиться от такого немонотонного изменения в натяге
в приторцевой области. Настолько определяющим оказывается влияние сингулярно-
сти в граничных условиях на линии  и .

Ранее [21–23, 27] для расчетов итогового натяга и распределения остаточных на-
пряжений в сборке нами предлагалось использовать численно-аналитические реше-
ния соответствующей задачи Гадолина о горячей посадке. В рассматриваемом случае
упругопластических свойств материалов сопрягаемых деталей сборки при использо-
вании кусочно-линейных пластических потенциалов (условий пластического течения
Треска–Сен-Венана или Ишлинского–Ивлева), когда только и возможны отмечен-
ные численно-аналитические решения, получили в качестве результатов расчетов
следствия: натяг в сборке в местах удаленных от торцевой меньше рассчитываемых
значений, полученных здесь, при использовании условия пластичности максималь-
ных касательных напряжений и больше при использовании условия максимальных
приведенных напряжений. Это вполне согласуется с выводами, полученными в [8],
где температурные напряжения в трубе, полученные при условии пластического тече-
ния максимальных октаэдрических напряжений (Мизеса), оказались полусуммой на-
пряжений, рассчитанных при использовании кусочно-линейных условий пластиче-
ского течения. Данное обстоятельство находит свое подтверждение и в рассматривае-
мом случае. Следовательно, построенные [22, 27], по-существу, аналитические
решения задач посадки цилиндрических деталей вполне могут использоваться в рас-
четах технологических задач о посадке с натягом, включая операцию горячей посадки.

Заключение. Здесь не учитывалось упрочнение в материалах сопрягаемых деталей
сборки; для его учета не имеется труднопреодолимых препятствий алгоритмического
и вычислительного свойства. Предполагалось дать ответ в использовании для модели-
рования технологической операции горячей посадки существенно упрощенных рас-
четов решением одномерных задач, предполагающих плоские и обобщенно плоские
деформированные состояния. Решения, получены в таких условиях, являются наибо-
лее простыми, численно-аналитическими, но позволяют прогнозировать натяг в
сборке в случае неизменно возникающих областей необратимого деформирования
материалов элементов сборки. Численно-аналитические расчеты в таком случае сво-

=r R =z h

Рис. 7. Остаточные напряжения на поверхности  в зависимости от координаты  (торцевой эффект)

(  = 600°C, , , , ) и .
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бодны от сингулярностей в задаваемых граничных условиях. Оказалось, что неверный
учет подобных особенностей в задании граничных условий может приводить не толь-
ко к количественным, но и к качественным ошибкам в расчетах. Используемый здесь
прием выделения областей, примыкающих к местам разрывов в поставленных гра-
ничных условиях, является безусловно искусственным. Таким способом здесь проде-
монстрирована необходимость внимательного отношения к существованию отмечае-
мых сингулярностей в постановках краевых задач при их численных решениях, вклю-
чая популярные метод конечных элементов и предлагаемые многочисленные пакеты
программ.

Для исключения сингулярностей в постановках граничных условий возможно вос-
пользоваться приспособленным для этой цели методом граничных состояний
В.Б. Пенькова [35]. Совершенно необходимо отметить метод расчетов на основе быст-
рых разложений, предложенный А.Д. Чернышовым [36, 37], свободный от влияния
сингулярностей подобного свойства на процесс расчетов и их результаты.

Работа выполнена в рамках государственно задания Хабаровского Федерального
научного центра Дальневосточного отделения Российской академии наук № 075-00742-
22-00, с использованием ресурсов ЦКПН “Центр обработки и хранения научных дан-
ных ДВО РАН”, финансируемых Российской Федерацией в лице Министерства науки
и высшего образования Российской Федерации по проекту № 075-15-2021-663.
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Changes in thermal stresses are calculated, including the final residual stress states and the
formed preload in the assembly, during hot fitting of a pipe on a shaft made of materials with
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elastoviscoplastic properties. The calculations are carried out by solving the corresponding
axisymmetric Gadolin problem, in which the assembly parts have the same length. Attention
is drawn to a possible singularity in setting the boundary conditions of the problem and a
method is proposed to eliminate the influence of this feature on the calculation results.

Keywords: elasticity, viscoplasticity, thermal stresses, Gadolin problem, shrink fit, interfer-
ence assembly
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Рассматривается обобщенная краевая задача Прандтля, моделирующая квазистати-
ческий технологический процесс сдавливания в одном направлении и быстром рас-
текании в другом тонкого несжимаемого идеально жесткопластического слоя (плос-
кое деформированное состояние), соответствующего критерию пластичности Мизе-
са–Генки с переменным по толщине пределом текучести. Стратификация может
быть непрерывной либо кусочно-постоянной, в последнем случае задача моделиру-
ет прессование слоистых пластических композитов (ламинатов, “сэндвичей”) и пре-
цизионное доведение их до нужной толщины. На основе тонкослойных сингуляр-
ных асимптотик по малому геометрическому параметру с помощью развиваемого в
работе метода асимптотического интегрирования находится приближенное решение
для кинематических и силовых величин. Обсуждается применимость квазистатиче-
ского подхода на различных временных диапазонах процесса сдавливания.

Ключевые слова: идеально жесткопластический материал, задача Прандтля, тонко-
слойные асимптотики, квазистатика, неоднородность, стратификация, слоистый
композит, “сэндвич”, число Эйлера
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В плоской теории идеальной пластичности важное теоретическое значение имеют
задача Прандтля и различные ее обобщения [1], моделирующие технологические про-
цессы прессования и растекания тонких слоев при их обработке давлением [2, 3], в
том числе и высокоскоростной. Классическое решение Прандтля может служить ос-
новой для получения более общих решений применительно к неоднородным по тол-
щине тонким пластическим слоям как с непрерывной стратификацией, так и к слои-
стым композитам [4, 5].

1. Описание технологического процесса и постановка задачи. Положим, что в началь-
ный момент времени  плоский тонкий слой

(1.1)

был занят несжимаемым идеально жесткопластическим материалом, подчиняющим-
ся критерию пластичности Мизеса–Генки. Материал неоднороден по толщине слоя,
так что его предел текучести  – заданная непрерывная либо кусочно-непрерывная
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функция координаты  в начальный момент. Без сильного ограничения общности
примем, что эта функция четная.

При  начинается квазистатический процесс сжатия слоя  абсолютно жест-
кими плитами, движущимися вдоль оси  навстречу друг другу, каждая с постоянной
скоростью . К моменту  растекающийся с большой скоростью вдоль
оси  пластический слой занимает плоскую область

(1.2)

Замкнутая система уравнений теории идеальной пластичности при плоской дефор-
мации в квазистатическом приближении имеет вид

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

где  – давление,  и  – компоненты девиатора тензора напряжений
, а  и  – компоненты вектора скорости. Система, состоящая из урав-

нений равновесия (1.3), условия (1.4) пропорциональности девиаторов напряжений и
скоростей деформаций, критерия Мизеса–Генки (1.5) и условия несжимаемости (1.6)
относительно пяти функций , , ,  и  эйлеровых координат  и , осложнена
тем, что единственная материальная характеристика среды – предел текучести  –
известная функция лагранжевой координаты , но заранее неизвестная функция  и

. В аргумент этой функции в (1.5) входит обратный закон движения ,
. Таким образом, систему (1.3)–(1.6) необходимо дополнить кинематическими

уравнениями

(1.7)

для нахождения сначала закона движения , а затем необходимого для (1.5)
обратного закона .

Кинематические граничные условия соответствуют равномерному сближению
жестких плит:

(1.8)

Кроме того, на границах слоя  модуль касательного напряжения равен

(1.9)

где  – известный из технологических соображений коэффициент сцепления пласти-
ческого материала с плитами. Значение  реализуется в случае полного сцепления
(абсолютной шероховатости), когда всю интенсивность напряжений на границах за-
нимает касательная составляющая. Постоянная  может рассматриваться в данной
задаче как управляющий напряженным состоянием параметр.
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Квазистатический режим деформирования имеет место не на всем временном ин-
тервале . При подходе к правому концу этого интервала даже при сколь угод-
но медленном движении плит начинают проявляться и играть существенную роль ди-
намические эффекты, приводящие к перестройке силовых режимов, необходимых
для осуществления процесса [6, 7].

Введем безразмерные координаты на плоскости  и время:

(1.10)

изменяющиеся в области  в пределах

(1.11)

Представляя переменный предел текучести  в виде

(1.12)

введем в рассмотрение безразмерную функцию , отвечающую за распределе-
ние пластического материала по толщине в начальной конфигурации  (1.1). Как функция
одной безразмерной лагранжевой координаты  она задана и является четной по , но
изначально она неизвестна как функция безразмерных эйлеровых координат  и .

2. Асимптотические разложения. Представим пять функций, входящих в систему (1.3)–
(1.6), в виде степенных рядов по постоянному малому геометрическому параметру ,
определенному в (1.1):

(2.1)

Сингулярность рядов для  и  обусловлена физическим смыслом технологическо-
го процесса сжатия-растекания и стремлением в бесконечность двух этих функций
при . Три оставшиеся функции ведут себя при этом регулярно. Строгое обосно-
вание нижних границ суммирования рядов, аналогичных (2.1), применительно к клас-
сической задаче Прандтля приведено в [8].

Разложим также в ряды по  функции  и , входящие в безразмерный закон дви-
жения , :

(2.2)

Подставляя ряды (2.1) в пять уравнений системы (1.3)–(1.6) и ряды (2.2) в кинема-
тические уравнения (1.7), получим
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(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

где  – символ Кронекера; вертикальная черта в нижних индексах означает частное

дифференцирование по безразмерным координатам  и . Функции  и ,
встречающиеся в (2.4) и (2.5), следует положить тождественно нулевыми.

Граничные условия (1.8) и (1.9) запишутся следующим образом:

(2.9)

(2.10)

3. Метод асимптотического интегрирования. Для нахождения неизвестных коэф-
фициентов в рядах (2.1) и закона движения частиц воспользуемся методом асимп-
тотического интегрирования [9]. Он заключается в получении и анализе цепочки
замкнутых систем уравнений относительно данных коэффициентов путем прирав-
нивания нулю коэффициентов при различных степенях  в (2.3)–(2.7). Начало це-
почки связано с обнулением двух сингулярных слагаемых в (2.4) и (2.5) с отрица-
тельными степенями :

(3.1)

Заметим, что в уравнениях (2.3), (2.4) и (2.7), порожденных линейными уравнения-
ми (1.3) и (1.6), метод асимптотического интегрирования позволяет перейти от рядов к
итерационным цепочкам постоянной длины по :

(3.2)

Первое уравнение третьей цепочки в (3.2)  вместе со вторым уравне-
нием (3.1) и двумя граничными условиями (2.9) приводит к линейному по координа-
там полю скоростей в главных в (2.1) приближениях по :

(3.3)

Это поле соответствует плоскому сжатию-растеканию несжимаемой сплошной среды.
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Подставим функции (3.3) в систему (2.8) при  и, интегрируя ее по , придем к
закону движения в главном приближении

(3.4)

Аргумент  у функции  в (2.6) на основании (3.4) будет следующий

(3.5)

Правая часть (2.6) в главном приближении по  становится известной функцией од-
ной безразмерной эйлеровой координаты .

Первое уравнение первой цепочки (3.2)  вместе с первым уравне-
нием (3.1) и двумя граничными условиями (2.10) при важном предположении о не-

прерывной дифференцируемости функции  по  на всем интервале изменения
 (1.11) приводит к следующим коэффициентам в главных по  слагаемых в (2.1)

для  и :

(3.6)

где . Давление кусочно-линейно по простиранию слоя с изломом в
срединном сечении , а касательное напряжение при любом  кусочно-посто-

янно по простиранию и терпит разрыв при . Явная зависимость функции  (3.6)
от  говорит о достоверности получаемого решения лишь вдали от сечения .
Этот факт известен в классической задаче Прандтля и математически объясняется
тем, что в окрестности сечения  ряды (2.1) теряют асимптотичность в смысле

Пуанкаре [10]. Расстановка знаков у  именно как в (3.6) и у некоторых других
функций подробно обсуждена в [8] применительно к задаче Прандтля.

Приравняем далее коэффициенты при  в левой и правой частях (2.6) и с учетом (3.6)

определим функцию :

(3.7)

Из (3.7) следует ограничение на заданную функцию  для осуществимости идеально
жесткопластического процесса деформирования. Как четная функция своего аргу-
мента  она должна удовлетворять неравенству

(3.8)

Напомним, что согласно (1.12) , поэтому в точке , т.е. на границе
области  (1.2) неравенство (3.8) заведомо выполняется и становится равенством
при максимальном значении  коэффициента сцепления. На рисунке для

 изображены возможные согласованные с (3.8) распределения по толщине
предела текучести (а – непрерывно стратифицированный слой; б – слоистый ком-
позит).
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Приравнивание нулю коэффициентов при  в (2.4) и (2.5) приводит к уравне-
ниям

(3.9)

из которых после интегрирования по  определяются функции  и  – коэффи-
циенты при первых регулярных по  слагаемых в разложениях  и  в (2.1):

(3.10)

(3.11)

где  и  – пока произвольные функции от .
Для нахождения этих функций приравняем нулю коэффициенты при  в (2.3) и (2.7):

(3.12)

Продифференцируем равенства (3.12) по  и, пользуясь выражениями (3.7), (3.10) и

(3.11) для ,  и , придем к дифференциальным уравнениям

(3.13)

с однородными граничными условиями (2.9), (2.10) на поверхностях слоя, касающих-
ся движущихся плит. Следовательно, всюду в слое
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Подставляя теперь нулевые функции (3.14) в (3.12), получим что  и
, т.е. с точностью до движения всего слоя как недеформируемого целого

вдоль оси  можно положить  и .
Таким образом, определены несколько первых членов в каждом из разложений (2.1):

(3.15)

4. Случай трехслойного “сэндвича”. Если идеально жесткопластический слой непре-
рывно стратифицирован по пределу текучести, т.е. функция  в (1.12) непрерывна по
своему единственному аргументу , то все члены разложений (3.15) непрерывны по
поперечной координате. Рассмотрим подробнее важный в приложениях случай ку-
сочно-постоянной зависимости  от , означающий, что плоский слой  (1.1) –
слоистый композит. Для определенности положим, что этот композит трехслойный и
представляет собой так называемый “сэндвич” [11, 12] (график б на рисунке):

(4.1)

Здесь учтено требование масштабирования . Условие (3.8) приводит к
ограничению на константы  и  в (4.1):

(4.2)

т.е. средний слой сэндвича” не должен иметь слишком низкий предел текучести.

Заметим, что из (2.8) при  и (3.14) следует, что  и с точностью уже до 
обратный закон движения (3.5) по-прежнему имеет место. Независимость правой ча-
сти (3.5) от  говорит о том, что изначально прямолинейные границы раздела просло-
ек “сэндвича”  в процессе сжатия ( ) остаются прямолинейными:

, где .
Подстановка (4.1) в разложения (3.15) приводит к тому, что функции ,  и  ока-

зываются разрывными по толщине слоя. При этом у  и  разрыв претерпевают не-
главные слагаемые разложений, а главные, сингулярные, от поперечной координаты
не зависят. Функции  и  остаются непрерывными. Вычисляя интеграл в выраже-
нии для  в (3.15), получим

(4.3)
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В размерном виде разложения (3.15) в случае “сэндвича” имеют вид

(4.4)

где безразмерная четная кусочно-постоянная функция  согласно (4.1) следующая:

(4.5)

5. Применимость квазистатического приближения. В работах [6, 7, 13] подробно ана-
литически обсуждаются условия достоверности квазистатического приближения в
классической задаче Прандтля и некоторых ее обобщениях. На основе анализа сингу-
лярных асимптотик по малому геометрическому параметру выводятся необходимые и
достаточные неравенства применимости квазистатического подхода, заключающего-
ся в рассмотрении уравнений равновесия (1.3), а не уравнений движения:

(5.1)

где  – характерное в задаче число Эйлера,  – постоянная плотность
пластического материала.

Правое неравенство в (5.1) соответствует тонкослойному приближению. Если оно
выполняется в начальный момент времени, то в силу специфики кинематики тем бо-
лее верно и в последующие моменты. С левым же неравенством в (5.1) ситуация не та-
кая тривиальная. Число  постоянно в данной краевой задаче, в то время как дробь

 монотонно убывает до нуля на интервале . Следовательно, в некото-
ром временном диапазоне перед моментом схлопывания плит  левое неравенство за-
ведомо нарушится.

Подставляя из соотношений (1.2) в неравенства (5.1) функции времени  и , полу-
чим, что применительно к задаче о сжатии неоднородного по толщине слоя эти нера-
венства таковы:

(5.2)

где число Эйлера построено по минимальному по толщине значению  предела те-
кучести. В силу малости параметра  (1.1) правое неравенство (5.2) выполнено. Левое
же будет удовлетворяться на следующем диапазоне времени:

(5.3)

При значительном приближении  к , когда условие (5.3) нарушается, происходит
качественная перестройка силовых режимов сдавливания слоя, что влияет на техно-
логию процесса.
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Thin-Layered Asymptotics in the Generalized Prandtl Problem 
for Nonhomogeneous by Thickness Plastic Material
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b Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

c Moscow Centre for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russia
#e-mail: georgiev@mech.math.msu.su

The generalized Prandtl boundary value problem is considered, simulating a quasistatic
technological process of compression in one direction and quick spreading in the other of
a thin incompressible perfect rigid plastic layer (a plane strain state) consistent with the Mis-
es–Hencky plasticity condition with a variable yield stress by thickness. Stratification can be
either continuous or piecewise constant, in the latter case, the problem simulates the press-
ing of layered plastic composites (laminates, “sandwiches”) and precision bringing them to
the desired thickness. On the basis of thin-layer singular asymptotics for a small geometric
parameter, an approximate solution for kinematic and force quantities is found using the as-
ymptotic integration method developed in the work. The applicability of the quasistatic ap-
proach to various time ranges of the compression process is discussed.

Keywords: perfect rigid plastic material, the Prandtl problem, thin-layered asymptotics, qua-
sistatics, nonhomogeneity, stratification, layered composite, “sandwich”, the Euler number
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