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ПЕРЕХВАТ ПОДВИЖНОЙ ЦЕЛИ МАШИНОЙ ДУБИНСА
ЗА КРАТЧАЙШЕЕ ВРЕМЯ1

Задача перехвата движущейся по предписанной траектории цели ма-
шиной Дубинса сформулирована и формализована как задача оптималь-
ного управления по критерию быстродействия с произвольным направ-
лением скорости машины при перехвате. Уточнены имеющиеся в лите-
ратуре условия, при которых оптимальной траекторией является геоде-
зическая линия, проведенная из начального положения машины в точку
перехвата. Получены алгебраические уравнения для вычисления опти-
мального времени перехвата. На основе этих уравнений произведен син-
тез оптимального управления. Разработан программный модуль для по-
строения оптимальных траекторий машины при различных траекториях
движения цели.

Ключевые слова: машина Дубинса, множество достижимости, перехват
подвижной цели, движение в условиях ветра, задача быстродействия, гео-
дезическая линия.
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1. Введение

Первые работы по поиску линии, соединяющей две заданные точки
и имеющей ограниченную кривизну и минимальную длину, принадлежат
А.А. Маркову. В [1] он рассмотрел четыре задачи о прокладке железнодо-
рожных путей. Первая задача была сформулирована как поиск линии, со-
единяющей две точки на плоскости и имеющей кратчайшую длину и ограни-
ченную кривизну, причем в первой точке фиксировано направление выхода
этой линии. Соответствующая кратчайшая траектория называется геодези-
ческой линией. Не умаляя общности, можно считать минимальный радиус
кривизны такой линии единичным.

Первая задача Маркова может быть переформулирована как задача наи-
скорейшего достижения финальной точки подвижным объектом с постоянной
по модулю скоростью и ограниченной маневренностью. В такой постановке
задачу рассматривал Р. Айзекс в [2] для иллюстрации примера универсаль-
ной поверхности в задаче о шофeре-убийце с неподвижным пешеходом. В [3]
Ю.И. Бердышев, используя принцип максимума Понтрягина, получил пол-
ное аналитическое решение этой задачи в том случае, когда рассматриваемый
объект ограниченной маневренности точечный. Помимо этого, в [3] приведено

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Молодeжной научной школы Института
проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН.
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решение задачи о наискорейшем попадании из заданного начального состоя-
ния на окружность с нормальным к ней в конечный момент времени векто-
ром скорости при условии достаточной удаленности начального положения
объекта от центра этой окружности. Результат Ю.И. Бердышева дополняет
результаты А.А. Маркова аналитическими выражениями для оптимального
управления. Решение первой задачи Маркова получено и для некоторых бо-
лее общих случаев: когда подвижный объект имеет форму окружности или
отрезка [4, 5]; когда вводится дополнительное управление производной моду-
ля скорости [6, 7]; когда на подвижный объект действует постоянное возму-
щение [8].

В [9] Л.Э. Дубинс произвел классификацию оптимальных траекторий дви-
жения в задаче поиска линии наименьшей длины и ограниченной кривизны
при заданном направлении выхода из начальной точки и заданном направ-
лении прихода в конечную точку. Подробное аналитическое решение этой
задачи получил T. Pecsvaradi в [10]. Позднее этот результат был переоткрыт
другой группой исследователей [11]. Кратчайшую траекторию в такой задаче
называют «путь Дубинса», а соответствующий подвижный объект с ограни-
ченной маневренностью называют «машина Дубинса» (первые аналогии с
машиной проводил, по-видимому, Р. Айзекс).

Для некоторых приложений [12, 13], использующих модель машины Ду-
бинса, важную роль занимает понятие множества достижимости. В декарто-
вых координатах (x, y) граница множества достижимости «в момент» описа-
на в [14], а «к моменту» — в [15]. Построение и анализ множеств достижимо-
сти в трехмерном пространстве состояний для машины Дубинса произвели
В.С. Пацко и др. [16, 17]. В данной работе использованы некоторые свойства
проекции на декартову плоскость множества достижимости «в момент» для
машины Дубинса (замкнутость, непрерывность границ или их частей, смена
связности).

В отличие от [18] в настоящей работе рассматривается не игровая задача
наискорейшего перехвата подвижной цели машиной Дубинса. Предполага-
ется, что цель движется по произвольной и заранее известной непрерывной
траектории. В сравнении с [19, 20] управление считается ограниченной функ-
цией времени.

Подобная задача встречалась сразу в нескольких работах, и авторы огра-
ничивались лишь частичным еe решением. В [21] для игры «двух автомо-
билей» установлены необходимые и достаточные условия поимки цели при
любых начальных условиях. В неигровом случае предписанных движений це-
ли эти условия носят достаточный характер. В [22] установлены достаточные
условия того, что оптимальной траекторией будет линия типа «дуга-прямая».
Эти условия накладывают ограничения на отношение минимального радиуса
кривизны траектории машины и расстояния между целью и машиной в на-
чальный момент времени. В [7, 23] синтезировано управление для перехвата
цели по геодезической линии, проведенной из начала движения машины в
точку перехвата, причем полагается, что цель движется по прямой c посто-
янной скоростью. В [24] приведен алгоритм поимки движущейся по прямой
цели машиной Дубинса, которая выбирает кратчайшую траекторию из клас-
са «дуга-прямая».
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Авторы работ [25, 26] выделили сразу несколько утверждений, связанных
с рассматриваемой в настоящей работе задачей. Во-первых, они установили,
что если траектория цели не попадает в круги единичного радиуса, которые
касаются вектора скорости машины Дубинса в начальный момент времени,
то перехват за кратчайшее время осуществляется по геодезической линии.
Во-вторых, если траектория все же попадает в эти круги, то возможны слу-
чаи, когда оптимальный перехват осуществляется не по геодезической линии.
Также авторы приводят оценки сверху и снизу для оптимального времени пе-
рехвата.

В некоторых работах рассмотрены задачи бокового перехвата подвижной
цели. В таких задачах угол перехвата фиксирован в конечный момент време-
ни. Например, в [27] получено решение для задачи наискорейшего перехвата
под прямым углом, а в [28] рассмотрен случай перехвата за минимальное вре-
мя, заканчивающийся попаданием в движущуюся по окружности цель сза-
ди. В обеих работах предполагается, что цель достаточно удалена от объекта
управления в начальный момент времени.

2. Постановка задачи

Будем описывать управляемый подвижный объект моделью машины Ду-
бинса [3, 15]. Выберем единицы измерения длины и времени так, чтобы ско-
рость и минимальный радиус кривизны траектории машины были равны еди-
нице. В этом случае динамика машины в декартовой системе координат опи-
сывается следующей системой:

{
ẋ = cosϕ; ϕ̇ = u;

ẏ = sinϕ; |u(t)| 6 1.
(2.1)

Здесь (x(t), y(t)) — положение машины на декартовой плоскости, ϕ(t) — угол
еe скорости с осью абсцисс, u(t) — управление в момент времени t. Положим
все начальные условия для системы (2.1) фиксированными:

x(0) = 0, y(0) = 0, ϕ(0) =
π

2
.(2.2)

Пусть непрерывная вектор-функция E(t) = (xE(t), yE(t)) задает траекторию
движения цели на декартовой плоскости. Терминальные условия поимки вы-
глядят следующим образом:

xT
def
= x(T ) = xE(T ), yT

def
= y(T ) = yE(T ).(2.3)

Здесь T ∈ R
+
0 — время движения из начальной точки в точку перехвата. По-

ставим задачу поимки цели за кратчайшее время как задачу поиска опти-
мального управления в классе кусочно-постоянных функций:

J [u]
def
=

T∫

0

dt → min
u
.

Из теоремы 1 статьи [14] следует, что класса кусочно-постоянных функций
будет достаточно.
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Далее будут использованы обозначения из [11] для именования классов
траекторий: букве C соответствует движение по дуге окружности (circle arc)
единичного радиуса; букве S — движение по отрезку (straight line segment).
Тогда CS — это класс траекторий, состоящих из дуги окружности единично-
го радиуса и отрезка, а CC — это класс траекторий, состоящих из двух дуг
разных окружностей единичного радиуса. Все стыки дуг и отрезков подра-
зумеваются гладкими. В работе будет показано, что траекторий из классов
CS и CC достаточно для осуществления оптимального перехвата. На месте
буквы C может стоять буква L или R для указания направления разворо-
та (левый и правый развороты соответственно). При движении по прямой
u(t) = 0; при L-развороте u(t) = 1; при R-развороте u(t) = −1. Круги еди-
ничного радиуса, касающиеся вектора скорости машины в начальный момент
времени, будем обозначать через DL и DR.

Подобно [14] будем обозначать через R(t) множество достижимости маши-
ны Дубинса в момент времени t на плоскости геометрических координат, а
через B(t) — границу этого множества. Решение задачи с неподвижной целью
полностью исследовано в [3, 14, 15] и получено подробное описание множе-
ства R(t) [14], поэтому вместо применения принципа максимума Понтрягина
воспользуемся свойствами этого множества для синтеза оптимального управ-
ления в задаче с подвижной целью. В разделе 3 выписаны алгебраические
соотношения, описывающие B(t); из множества B(t) выделено подмножество
точек BG(t), в которые машина попадает в момент t по геодезической линии;
найден порог времени, после которого оптимальные геодезические траекто-
рии принадлежат только классу CS. В разделе 4 доказано, что, за исключени-
ем только одной ситуации, оптимальная точка перехвата лежит на B(t); выве-
дены уравнения для вычисления оптимального времени перехвата; приведен
алгебраический критерий того, что перехват осуществляется по геодезиче-
ской линии. В разделе 5 описан алгоритм синтеза оптимального управления,
опирающийся на решение нелинейных алгебраических уравнений, а также
приведены результаты численного моделирования оптимального перехвата
для различных траекторий движения цели.

3. Граница множества достижимости

Рассмотрим управления, ведущие на границу B(t) множества достижимо-
сти R(t). В [14, с. 212] показано, что любая точка из B(t) может быть достиг-
нута по траектории длины t из классов CS, CC. Управления, отвечающие
этим траекториям, ведут на B(t) и могут быть кратко описаны с помощью
следующей леммы, которая естественным образом следует из теоремы 4 ста-
тьи [14].

Лемма 1. Каждая точка B(T ) в момент T может быть достигнута
с помощью управления

u(t) =

{
s, t ∈ [0, τ ];

−σs, t ∈ (τ, T ],
(3.1)

где s ∈ {−1, 1}, σ ∈ {0, 1}, τ ∈ [0, T ], τ 6 2π.
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Действительно, если σ = 0, то управлению (3.1) отвечают траектории типа
CS; если σ = 1, то траектории типа CC; если s = 1, то начальный разворот
направлен налево; если s = −1, то направо. Число τ называется моментом
переключения управления.

Далее через BΛ(t) будут обозначаться подмножества B(t), на которые в мо-
мент t можно попасть, используя управление типа Λ∈{LS,RS,LR,RL}. Так-
же обозначим: BCS(t) = BLS(t) ∪ BRS(t) и BCC(t) = BLR(t) ∪ BRL(t). Дальней-
шее изложение текущего раздела существенно повторяет полученные в [14]
результаты, но в более удобной для задачи перехвата форме, а также уточ-
няет их.

Рассмотрим сначала управления, ведущие на BCS(T ). Проинтегрируем
уравнения динамики (2.1) при начальных условиях (2.2) для управления (3.1)
при σ = 0:

{
sxT + 1 = −(T − τ) sin τ + cos τ ;

yT = (T − τ) cos τ + sin τ.
(3.2)

Определим функцию знака следующим образом:

sgn x
def
=





1, x > 0;

0, x = 0;

−1, x < 0.

Согласно [3, 15], для того чтобы (xT , yT )∈BCS(T ), требуется выполнение s =
= −sgn xT , кроме случая, когда xT = 0 и yT < 0. Это означает, по какую сто-
рону от оси ординат лежит точка (xT , yT ), туда же и должна поворачивать
машина Дубинса в течение времени τ < 2π. Если (xT , yT ) лежит на отрица-
тельной части оси ординат, то начальное направление поворота произвольно,
т.е. s = ±1. Подставляя s в первое равенство (3.2), получим уравнение

|xT | = (T − τ) sin τ − (cos τ − 1) > 0,

которое при фиксированном T дает ограничение на время переключения τ .
Введем обозначения:

xLS(τ, T )
def
= −xRS(τ, T ) def

= −(T − τ) sin τ + (cos τ − 1);

yLS(τ, T )
def
= yRS(τ, T )

def
= (T − τ) cos τ + sin τ.

С помощью этих обозначений можно выписать явный вид для подмножеств
BCS(T ):

BLS(T ) = {(xLS(τ, T ), yLS(τ, T ))| τ ∈ [0, T ], τ < 2π, xLS(τ, T ) 6 0};
BRS(T ) = {(xRS(τ, T ), yRS(τ, T ))| τ ∈ [0, T ], τ < 2π, xRS(τ, T ) > 0}.

Далее рассмотрим управления типа CC, ведущие на BCC(T ). Проинтегри-
руем уравнения динамики (2.1) при начальных условиях (2.2) для управле-
ния (3.1) при σ = 1 и получим систему

{
sxT + 1 = (2− cos(T − τ)) cos τ − sin(T − τ) sin τ ;

yT = (2− cos(T − τ)) sin τ + sin(T − τ) cos τ.
(3.3)
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Согласно [14, с. 211], для того чтобы (xT , yT )∈BCC(T ), требуется выполне-
ние s = sgn xT при xT 6= 0, т.е. по какую сторону точка (xT , yT ) лежит от
оси ординат, в противоположную ей сторону должна поворачивать машина
Дубинса в течение времени τ 6 π/2. Если же xT = 0, то направление перво-
го поворота произвольно, т.е. s = ±1. Подставляя s в первое равенство (3.3),
получим уравнение

|xT | = (2− cos(T − τ)) cos τ − sin(T − τ) sin τ − 1 > 0,(3.4)

которое при фиксированном T дает ограничение на время переключения τ .
По траектории типа CC можно попасть на границу множества достижи-

мости только при T < T ∗ = 2π+arccos(23/27) [14, с. 215]. Множество BCC(t)
«стягивается» в некоторую точку E∗ в том смысле, что начиная с некото-
рого момента времени t, в произвольной ε-окрестности точки E∗ содержатся
все точки из BCC(t). В точку «стягивания» ведет траектория типа CC c τ =
= arccos(1/3) [14, с. 215]. Вычислить положение точки E∗ можно, подставив
τ = arccos(1/3) и T = T ∗ в уравнения (3.3), что даст E∗ = (0,2

√
2/3).

Введем обозначения:

xLR(τ, T )
def
= −xRL(τ, T ) def

= (2− cos(T − τ)) cos τ − sin(T − τ) sin τ − 1;

yLR(τ, T )
def
= yRL(τ, T )

def
= (2− cos(T − τ)) sin τ + sin(T − τ) cos τ.

Согласно [14, с. 214] при T > 2π границы внутренней полости состоят только
из точек BCC(T ), поэтому точка с наименьшей ординатой из BCC(T ) лежит
не ниже, чем T − 2π (иначе в точку с наименьшей ординатой приводила бы
траектория типа CS с τ = 2π). Теперь можно выписать явный вид для под-
множеств BCC(T ) при T < T ∗:

BLR(T ) =
{
(xLR(τ, T ), yLR(τ, T ))| τ ∈ [0, T ],

τ 6
π

2
, xLR(τ, T ) > 0, yLR(τ, T ) > T − 2π

}
;

BRL(T ) =
{
(xRL(τ, T ), yRL(τ, T ))| τ ∈ [0, T ],

τ 6
π

2
, xRL(τ, T ) 6 0, yRL(τ, T ) > T − 2π

}
.

В иных случаях полагаем BCC(T ) = ∅. Иллюстрация эволюции границы мно-
жества достижимости приведена на рис. 1.

Опишем множество точек BG(T ) ⊂ B(T ), в которые машина Дубинса по-
падает в момент T по геодезической линии. Согласно [1, 3], если конечная
точка находится внутри кругов DL, DR, то геодезическая линия принадле-
жит классу CC, а если она лежит вне этих кругов, то классу CS. Учитывая
дополнительно, что все точки BCS(t) лежат вне кругов DL, DR, получаем,
что

BG(T ) = BCS(T ) ∪
{
(x, y) ∈ BCC(T )| (|x| − 1)2 + y2 < 1

}
.(3.5)
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Рис. 1. Эволюция множества B(t), границы множества достижимости.
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Рис. 2. Иллюстрация поведения неявно заданной функции χ(τ, T ) = 0. Об-
ласть, где χ(τ, T ) > 0, закрашена черным, а область, где χ(τ, T ) < 0, — белым.

Лемма 2. Время T = 2(π + arctg
√

3/125) является минимальным вре-
менем, для которого при любых T > T множество BG(T ) состоит только
из элементов множества BCS(T ).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Согласно выражению (3.5) для BG(T )
нужно показать, что {(x, y) ∈ BCC(T )| (|x| − 1)2 + y2 < 1} = ∅ для T > T .
В силу симметрии рассмотрим только случай правой полуплоскости. Ра-
нее было отмечено, что τ 6 π/2 для траекторий, ведущих на BCC(T ). Если
τ > π/3, то вторая дуга траектории LR не пересечет круг DR ни при каких T .
Значит всякая геодезическая линия, ведущая в DR, имеет время переключе-
ния τ 6 π/3. Подставим в

(|xT | − 1)2 + y2T < 1

второе соотношение из (3.3) и соотношение (3.4). Получим

χ(τ, T )
def
= 2(cos τ − 1) + cos(T − τ)− cos(T − 2τ) > 0.(3.6)

Так как BCC(T ) = ∅ при T > T ∗, то нужно показать, что неравенство (3.6)
не справедливо ни при каких τ ∈ [0, π/3] и T ∈ [T ,T ∗]. Функция χ(τ, T ) мо-
нотонно убывает по T при любом τ ∈ (0, π/3]. Проанализируем график неяв-
но заданной функции, определяемой уравнением χ(τ, T ) = 0 относительно T
(рис. 2). Эта неявная функции имеет единственный максимум на прямоуголь-
нике τ ∈ (0, π/3], T ∈ [2π,T ∗]. Положение этого максимума определяется ре-
шением системы уравнений

{
2(cos τ − 1) + cos(T − τ) = cos(T − 2τ);

−2 sin τ + sin(T − τ) = 2 sin(T − 2τ).

Ход решения этой системы на рассматриваемом прямоугольнике довольно
громоздкий. Непосредственной подстановкой можно убедиться, что еe реше-
ние — это пара τ = 2 arctg

√
5/27, T = T . Лемма доказана.
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4. Решение задачи перехвата

Покажем, что оптимальная точка перехвата подвижной цели лежит на
границе B(t) множества достижимости R(t) за исключением одного случая.
Согласно [14, с. 208] множество R(t) замкнуто и ограничено для всех поло-
жительных t. Граница B(t) множества достижимости состоит из нескольких
гладких частей. Эти части непрерывно связаны между собой не более чем в
шести точках в каждый момент времени t (рис. 3). Для t ∈ (0,3π/2+1) таких
точек четыре: (a), (b), (c) и (d); при t = 3π/2+1 их пять: точка (e) совпадает
с точкой (f); для t ∈ (3π/2+1,2π) их шесть; для t ∈ [2π, T ∗) их четыре: точки
(c), (d) и (e) совпадают при t = 2π; при t > T ∗ их две: (a) и (f).

Многозначное отображение B называется полунепрерывным снизу в мо-
мент времени t0, если для всякого ε > 0 и всякой точки P0 ∈ B(t0) суще-
ствует δ > 0, что для любого t : |t− t0| < δ существует точка P ∈ B(t), что
‖P − P0‖ < ε. Многозначное отображение B полунепрерывно сверху в мо-
мент времени t0, если для всякого ε > 0 существует δ > 0, что для любо-
го t : |t− t0| < δ и любой точки P ∈ B(t) существует точка P0 ∈ B(t0), что
‖P − P0‖ < ε. Если многозначное отображение B полунепрерывно снизу и
сверху в точке t0, то оно называется непрерывным в этой точке.

Лемма 3. Многозначное отображение B, задающее эволюцию границы
множества достижимости, является непрерывным в любой момент вре-
мени t > 0, кроме t = T ∗, где отображение B является полунепрерывным
снизу.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Сначала покажем, что все точки B(t0),
кроме (a)–(f), имеют конечную скорость движения на плоскости для всякого
t0 > 0. Зафиксируем P0 = (x0, y0) ∈ B(t0) и рассмотрим два случая. В первом

(e)

(d)(c)

(b)

(a)

( f )

-1

-2

-1-2-3-4-5 0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

6

Рис. 3. Граница B(t) множества достижимости в момент t = 11π/6. В этот
момент на границе присутствуют все шесть точек сшивания гладких границ.
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случае P0 ∈ BCS(t0), причем точка P0 не совпадает с точками (a), (c)–(f).
В соответствии с (3.2) имеет место система

{
x0 = s0(−(t0 − τ0) sin τ0 + cos τ0 − 1);

y0 = (t0 − τ0) cos τ0 + sin τ0.

Берем частные производные по t0 от первого и второго уравнения этой си-
стемы, возводим их в квадрат, суммируем и получаем уравнение

(
∂x0
∂t0

)2

+

(
∂y0
∂t0

)2

= 1.

Во втором случае P0 ∈ BCC(t0), причем точка P0 не совпадает c точками
(b)–(d). В соответствии с (3.3) справедлива система

{
x0 = s0((2 − cos(t0 − τ0)) cos τ0 − sin(t0 − τ0) sin τ0 − 1),

y0 = (2− cos(t0 − τ0)) sin τ0 + sin(t0 − τ0) cos τ0.

Снова берем частные производные по t0 от первого и второго уравнений этой
системы, возводим их в квадрат, суммируем и получаем уравнение

(
∂x0
∂t0

)2

+

(
∂y0
∂t0

)2

= 1.

При единичной скорости всегда найдется δ = ε > 0 и точка P ∈ B(t), что при
|t− t0| < δ имеет место ‖P − P0‖ 6 |t− t0| < δ = ε.

Теперь пусть P0 — одна из точек (a)–(f). В силу того, что P0 примыка-
ет к непрерывным линиям множества B(t0), для любых t0 найдется отлич-
ная от (a)–(f) точка P ′

0 ∈ B(t0) такая, что ‖P0 − P ′
0‖ < ε/2, а для P ′

0, в связи
с доказанным выше, найдется P ∈ B(t), причем ‖P − P ′

0‖ < ε/2. Пользуясь
неравенством треугольника, получим ‖P − P0‖ < ε, что доказывает полуне-
прерывность снизу.

Так как B(t) состоит из непрерывных частей, то для любой точки P ∈ B(t)
найдется P ′ ∈ B(t), отличная от (a)–(f), причем ‖P − P ′‖ 6 ε/2. Если t0 6= T ∗,
то выбрав δ = min(|T ∗ − t0|, ε/2), для любого момента t : |t− t0| < δ и любой
точки P ∈ B(t) найдется такая точка P0 ∈ B(t0), для которой выполняется

‖P − P0‖ 6 ‖P − P ′‖+ ‖P ′ − P0‖ 6 ε/2 + |t− t0| < ε/2 + δ 6 ε,

что доказывает полунепрерывность сверху для всех t0 > 0, кроме t0 = T ∗. В
момент t0 = T ∗ пропадает множество BCC(t0), которое отделено от BCS(t0),
поэтому полунепрерывности сверху в этот момент нет. Лемма доказана.

У тв е ржд е ни е 1. Если оптимальный перехват цели возможен в мо-
мент времени T , то оптимальная точка перехвата лежит на B(T ), кроме
случая, когда оптимальная точка перехвата E∗ = (0, 2

√
2/3), а оптималь-

ное время перехвата T = T ∗.
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Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Если E(T ) = E∗ и T = T ∗, то
оптимальный перехват осуществляется по траектории типа RL или LR, но
происходит не на B(T ), так как в силу приведенного в разделе 3 описания
границы множества достижимости E∗ /∈ B(T ∗). Пусть теперь E(T ) 6= E∗ или
T 6= T ∗. Предположим, что E(T ) является внутренней точкой для R(T ). То-
гда найдется шар O с центром в точке E(T ), который полностью лежит внут-
ри R(T ) и каждая точка границы такого шара удалена от B(T ) не менее чем
на ε > 0. В силу леммы 3 и «стягивания» BCC(t) к E∗ 6= E(T ) при t → T ∗

найдется такое δ > 0, что для всяких t ∈ (T − δ, T + δ) точки границы B(t) не
попадут в этот шар, поэтому O ⊂R(t). В силу непрерывности E(t) можно вы-
брать δ настолько малым, чтобы выполнялось E(t) ∈ O. Значит E(t) ∈ R(t),
что противоречит тому, что T — минимальное время перехвата, а следова-
тельно, E(T ) лежит на границе R(T ). Утверждение доказано.

Получим алгебраические уравнения для определения оптимального вре-
мени перехвата. Если оптимальный перехват осуществляется по траектории
типа CS, то в соответствии с (2.3) и (3.2) оптимальные τ и T определяются
следующей системой:

{
1− |xE(T )| = −(T − τ) sin τ + cos τ ;

yE(T ) = (T − τ) cos τ + sin τ.
(4.1)

Возведем выражения (4.1) в квадрат и просуммируем их, тогда после нетруд-
ных преобразований и учета того, что T > τ , получим

T − τ =
√

(1− |xE(T )|)2 + y2E(T )− 1.(4.2)

Введем обозначения

αC(T )
def
=

1− |xE(T )|+ yE(T )
√

(1− |xE(T )|)2 + y2E(T )− 1

(1− |xE(T )|)2 + y2E(T )
,

αS(T )
def
=

yE(T )− (1− |xE(T )|)
√

(1− |xE(T )|)2 + y2E(T )− 1

(1− |xE(T )|)2 + y2E(T )
,

тогда после подстановки (4.2) в (4.1), решая систему (4.1) относительно τ ∈
∈ [0, 2π), получим

τ = θCS(T )
def
=

{
arccosαC(T ), αS(T ) > 0;

2π − arccosαC(T ), αS(T ) < 0.

Подставив значение τ = θCS(T ) в (4.2), получим уравнение для определения
оптимального времени перехвата. Таким образом, оптимальное время пере-
хвата TCS[xE , yE] является наименьшим неотрицательным корнем следующе-
го уравнения относительно T

T − θCS(T )−
√

(1− |xE(T )|)2 + y2E(T )− 1 = 0.(4.3)

13



Если данное уравнение не имеет неотрицательных корней, то будем полагать,
что TCS[xE , yE ] = +∞. Для некоторых T в левой части выражения (4.3) мо-
гут возникать некорректные операции: деление на ноль, извлечение корня
из отрицательного числа и т.п. В таких случаях оптимальная поимка в мо-
мент T по траектории типа CS невозможна. Например, если предположить,
что оптимальная точка перехвата лежит внутри кругов DL, DR, то оптималь-
ный перехват не может быть осуществлен по траектории типа CS, так как
при вычислении левой части (4.3) возникнет корень из отрицательного числа,
поэтому в этом случае полагаем, что TCS[xE , yE ] = +∞.

Теперь проведем аналогичные рассуждения для случая оптимального пе-
рехвата по траектории типа CC. В соответствии с (2.3) и (3.3) оптимальные
τ и T определяются системой

{
|xE(T )|+ 1 = (2− cos(T − τ)) cos τ − sin(T − τ) sin τ,

yE(T ) = (2− cos(T − τ)) sin τ + sin(T − τ) cos τ.
(4.4)

Возведем выражения (4.4) в квадрат и просуммируем их, тогда после нетруд-
ных преобразований получим

cos(T − τ) =
5− (1 + |xE(T )|)2 − y2E(T )

4

def
= α(T ).(4.5)

После подстановки (4.5) в (4.4), решая систему (4.4) относительно τ ∈ [0, π/2],
получим, вообще говоря, два решения:

τ = θ±CC(T )
def
= arccos

(1 + |xE(T )|)(2 − α(T ))± yE(T )
√

1− α2(T )

(1 + |xE(T )|)2 + y2E(T )
.

Можно показать, что если T 6 π, то τ = θ+CC(T ), а если T > π + arccos(1/3),
то τ = θ−CC(T ).

Рассматривая отдельно случаи τ = θ+CC(T ) и τ = θ−CC(T ), после подстанов-
ки τ в (4.5) и обращения косинуса с учетом того, что T − τ ∈ [0, 2π], получим
два уравнения для определения оптимального времени перехвата:

T − θ+CC(T )− arccosα(T ) = 0,

T − θ−CC(T )− 2π + arccosα(T ) = 0.
(4.6)

Наименьшие неотрицательные корни этих двух уравнений будем обозначать
через T +

CC [xE , yE ], T −
CC [xE, yE ] соответственно. В случае отсутствия корней

будем полагать, что T ±
CC [xE , yE] = +∞. Как и в случае траекторий типа CS,

при вычислении левой части какого-либо из уравнений (4.6) для некоторо-
го T могут возникать некорректные операции. Если некорректные операции
возникают при вычислении сразу двух выражений, то оптимальная поимка
в момент T по траектории типа CC невозможна. Если некорректные опера-
ции появляются при вычислении первого выражения, а второе выражение
при подстановке T превращается в тождество, то оптимальный перехват осу-
ществляется с моментом переключения θ−CC(T ) и наоборот. Оптимальное вре-
мя перехвата определяется выбором наименьшего времени из двух времен:
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TCC [xE , yE ] = min(T +
CC [xE, yE ],T −

CC [xE , yE ]). Оптимальный момент переклю-
чения при известном T определяется следующим образом:

τ = θCC(T )
def
=

{
θ+CC(T ), T +

CC [xE , yE] 6 T −
CC [xE , yE ];

θ−CC(T ), T +
CC [xE , yE] > T −

CC [xE , yE ].

Если перехват невозможен, то уравнения (4.3), (4.6) не имеют неотри-
цательных решений. Если перехват возможен, то хотя бы одно из уравне-
ний (4.3), (4.6) имеет неотрицательное решение, так как машина Дубинса
вполне управляема в классах траекторий CS и CC.

Если оптимальная точка перехвата лежит на оси ординат, то начальный
знак управления может быть выбран произвольным (в силу симметрии за-
дачи). В соответствии с леммой 1, если оптимальной траекторией является
линия типа CS, то оптимальное управление выглядит так:

u(t) = uoCS(t)
def
=

def
=





−sgn xE(TCS [xE, yE ]), t < θCS(TCS[xE , yE ]), xE(TCS [xE , yE]) 6= 0;

±1, t < θCS(TCS[xE , yE ]), xE(TCS [xE , yE]) = 0;

0, t > θCS(TCS[xE , yE ]).

Если оптимальной траекторией является линия типа CC, то оптимальное
управление выглядит так:

u(t) = uoCC(t)
def
=

def
=





sgn xE(TCC [xE , yE]), t < θCC(TCC [xE, yE ]), xE(TCC [xE , yE]) 6= 0;

−sgn xE(TCC [xE , yE ]), t > θCC(TCC [xE, yE ]), xE(TCC [xE , yE]) 6= 0;

±1, t < θCC(TCC [xE, yE ]), xE(TCC [xE , yE]) = 0;

∓1, t > θCC(TCC [xE, yE ]), xE(TCC [xE , yE]) = 0.

Выбор знака ± в приведенных выражениях может быть сделан произвольным
образом.

Пусть время перехвата цели, движение которой заранее известно, является
конечным. Тогда справедливо следующее утверждение.

У тв е ржд е ни е 2. Оптимальное управление в задаче перехвата по-
движной цели машиной Дубинса за кратчайшее время имеет вид

u(t) = uo(t)
def
=

{
uoCS(t), TCS [xE, yE ] 6 TCC [xE , yE],
uoCC(t), TCS [xE, yE ] > TCC [xE , yE].

На основе описания BG(t) и утверждения 1 нетрудно сформулировать ал-
гебраический критерий оптимальности перехвата по геодезической линии.
Для этого необходимо и достаточно потребовать, чтобы оптимальная точка
перехвата лежала на BG(T ).
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У тв е ржд е ни е 3. Оптимальная траектория перехвата является гео-
дезической линией в том и только в том случае, когда TCS[xE , yE] 6
6 TCC [xE , yE ] или (|xE(TCC [xE , yE ])| − 1)2 + y2E(TCC [xE , yE ]) < 1.

Теорема 5 из [26] является частным случаем этого утверждения. Действи-
тельно, если оптимальный перехват возможен и TCS [xE , yE] 6 TCC [xE , yE ], то
он осуществляется по траектории типа CS и заканчивается вне кругов DL

и DR. При этом требование к траектории цели по ненахождению еe частей
внутри DL и DR отпадает.

5. Численные примеры

С помощью утверждения 2 и выражений (4.3), (4.6) можно построить оп-
тимальную траекторию перехвата подвижной цели. Опишем последователь-
ность действий, которая позволяет сделать подобное построение. На пер-
вом шаге нужно найти три минимальных неотрицательных корня уравне-
ний (4.3), (4.6). Если какое-либо уравнение не имеет корней, то считаем, что
его корень равен +∞. В конце первого шага имеем три значения TCS[xE , yE],

-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2

-2 -1 0

$L

$L

$L

$R

$R
$R

1

v6 = 3/2

j6 = p/2

v2 = 1/5

j2 = 3p/4
v1 = 1/10

j1 = p/3

v7 = 3/2 j7 = p/3

v4 = 1/2

j4 = p

v5 = 3/10 j5 = p/12v3 = 3/10 j3 = 11p/6

E60 = (-1/2, -1)

E20 = (3, 1)

E70 = (0, -3/2)

2

-1

0

1

-1

0

1

2

-1

0

1

23

E30 = (3/2, -3/5)E30 = (3/2, -3/5)

E10 = (-1/2, 3/5)E10 = (-1/2, 3/5)

E50 = (-1/2, -1)E50 = (-1/2, -1)

E40 = (1/2, 1/2)E40 = (1/2, 1/2)

Рис. 4. Траектория оптимального перехвата (сплошная линия) при семи раз-
личных вариантах движения цели (пунктирная линия). Ei(t) = Ei0 + ~vit, где
~vi = (vi cosϕi, vi sinϕi), i ∈ {1, 2, . . . , 7}.
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T +
CC [xE , yE ], T −

CC [xE , yE]. Если все три значения равны +∞, то перехват невоз-
можен. В противном случае трех вычисленных значений достаточно, чтобы
явно получить оптимальное управление при помощи утверждения 2.

Траектория движения цели может быть любой непрерывной линией. Для
простоты иллюстраций будем полагать, что цель движется по прямой с по-
стоянной скоростью. На рис. 4 изображено семь различных случаев перехва-
та. При i = 1 цель начинает свое движение из круга DL с достаточно малой
скоростью, которая позволяет цели избежать встречи на множестве BCS(t)
и отсрочить перехват до момента попадания на BCC(T ). При i = 2 траекто-
рия цели не проходит через круги DL, DR, поэтому оптимальный перехват
осуществляется по траектории типа CS. При i = 3 цель начинает свое движе-
ние из DR, а оптимальный перехват, как и в случае i = 2, осуществляется по
геодезической линии, так как выполнены условия утверждения 3. При i = 4
движение начинается из DR, а оптимальный перехват происходит в DL. Этот
случай примечателен тем, что траектория цели может пересекать оптималь-
ную траекторию машины до момента перехвата. При i = 5 движение цели на-
чинается вне кругов DL, DR, а оптимальный перехват происходит внутри DR

по траектории класса CC. При i = 6 и i = 7 цель имеет скорость, которая
выше или равна скорости машины, но машина, несмотря на это, способна
перехватить цель.

Полученные примеры дополняют известные в литературе частные случаи
оптимального перехвата. Отметим, что случаи i ∈ {1, 2, 3, 6, 7} иллюстрируют
тот факт, что если оптимальная точка перехвата лежит вне кругов DL, DR,
то оптимальная траектория машины может быть как из класса CC (при
i ∈ {1, 6, 7}, например), так и из класса CS (при i ∈ {2, 3}). Если же опти-
мальная точка перехвата лежит внутри кругов DL, DR, то оптимальная тра-
ектория машины принадлежит только классу CC.

6. Заключение

Для задачи перехвата подвижной цели машиной Дубинса за кратчайшее
время получены аналитические выражения (4.3), (4.6), позволяющие опреде-
лить минимальное время перехвата. С помощью леммы 3 показано, что мно-
гозначное отображение B, задающее эволюцию границы множества дости-
жимости, является непрерывным, кроме одного момента времени. Утверж-
дения 1, 2 позволяют определить положение оптимальной точки перехвата и
вид оптимального управления. Приведенные выражения позволяют решить
задачу наискорейшего перехвата при произвольной непрерывной и наперед
заданной траектории движения цели. Выражения (4.3), (4.6) могут быть
упрощены и оптимальное время перехвата может быть выражено явно, ес-
ли класс траекторий цели уже класса непрерывных линий (например, точка,
если цель покоится).

Утверждение 3 содержит в себе алгебраический критерий оптимальности
перехвата по геодезической линии. Лемма 2 определяет пороговое значение
времени перехвата для любого времени, больше которого оптимальные геоде-
зические траектории принадлежат только классу CS. Однако для некоторых
случаев движения цели оптимальный перехват не всегда проходит по геоде-

17



зической линии, что также проиллюстрировано численными примерами и
моделированием.
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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ ДЛЯ
ЛИНЕЙНО-КВАДРАТИЧЕСКОГО РЕГУЛЯТОРА

СО СТОХАСТИЧЕСКОЙ ВРЕМЕННОЙ ШКАЛОЙ1

Рассматривается задача линейно-квадратического регулятора при из-
менении параметра времени в соответствии со стохастической времен-
ной шкалой. Стохастическая временная шкала задается при помощи слу-
чайного процесса с непрерывно дифференцируемыми траекториями. При
стремлении горизонта планирования к бесконечности находится страте-
гия управления, оптимальная по критериям, являющимся аналогами дол-
говременных средних. Изучаются примеры задания стохастических вре-
менных шкал, используемых в различных приложениях.

Ключевые слова: линейно-квадратический регулятор, стохастическая
временная шкала, долговременное среднее.
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1. Введение

В данной статье проводится исследование задачи линейно-квадратическо-
го регулятора для случая, когда изменение параметра времени описывается
случайным процессом. Процедура случайной замены времени [1, 2] широко
используется при моделировании динамики систем и принятии решений в
различных областях приложений, см. [3–8]. При этом добавление стохасти-
ческой временной шкалы приводит к системе управления с нестационарны-
ми случайными коэффициентами. В частности, ранее линейные регуляторы
без аддитивных шумов и со случайным параметром времени рассматрива-
лись в [9], где шкала задавалась в виде суммы случайных величин. В [10]
предполагалось, что случайное время связано только с выбором управляю-
щих воздействий и относится к классу субординаторов. Следует отметить,
что в задачах управления [9, 10] рассматривалась минимизация ожидаемых
значений целевых функционалов, а потраекторная оптимальность (оптими-
зация с вероятностью единица) не анализировалась. Общая ситуация линей-
ной системы управления со случайными коэффициентами изучалась в [11] на

1 Исследование выполнено в рамках Программы фундаментальных исследований НИУ
ВШЭ.
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конечном интервале. Переход к бесконечному горизонту планирования при
нестационарных коэффициентах общего вида затруднен из-за неограниченно-
сти значений целевых функционалов и необходимости исследования вопросов
существования решений обратных стохастических дифференциальных урав-
нений. Однако, как будет показано в данной статье, при рассмотрении линей-
ной системы управления, возникающей вследствие наличия стохастической
временной шкалы, удается избежать указанных трудностей. Соответствую-
щие критерии оптимальности, используемые на бесконечном интервале вре-
мени, будут включать как критерии на основе ожидаемых значений (с детер-
минированной нормировкой), так и потраекторные критерии при случайной
нормировке на основе процесса стохастической временной шкалы. Изложе-
ние материала организовано следующим образом. В разделе 2 дается описа-
ние изучаемой модели и осуществляется постановка задачи. Раздел 3 содер-
жит основной результат о виде оптимального закона управления. В разделе 4
приводятся примеры задания стохастических временных шкал из различных
приложений и пример скалярной системы управления.

2. Описание модели и постановка задачи

2.1. Предварительные сведения

Пусть на полном вероятностном пространстве {Ω,F ,P} с фильтрацией
(Ft)t>0 задан скалярный случайный процесс αt, t > 0, имеющий с вероятно-
стью единица непрерывные и положительные траектории. Тогда стохастиче-
ская временная шкала определяется как почти наверное (п.н.) возрастающий
процесс τt =

∫ t
0 αv dv, t > 0, или в дифференциальной форме

dτt = αt dt, τ0 = 0.(1)

В качестве αt, t > 0, могут рассматриваться процессы диффузионного типа,
см. [5], или, например, случайная величина (с.в.) αt = ᾱ > 0 с абсолютно-
непрерывным распределением и конечными моментами, задающая коэффи-
циент “масштаба” временной шкалы, см. [4]. Процесс τt, t > 0, носит название
“внутреннего” времени в отличие от физического или реального времени t.
Также используется терминология “операционное”, “экономическое” время,
“информационная” временная шкала, “биологические” или “молекулярные ча-
сы” и др. в зависимости от области приложений.

Предп о л ожени е A. Случайный процесс αt > 0, t > 0, задающий вре-
менную шкалу в (1), имеет непрерывные (с вероятностью единица и в сред-

нем квадратичном) траектории и при этом
∫ t
0 αv dv → ∞, t→ ∞, п.н.

Следует отметить, что по теореме о монотонной сходимости, см., напри-
мер, [12, теорема 1.1, с. 15], выполнение условия

∫ t
0 αv dv → ∞, t→ ∞, п.н.

также влечет и
∫ t
0 Eαv dv → ∞, t→ ∞. Как будет показано далее, включение

стохастической временной шкалы τt в систему управления, известную как
стохастический линейно-квадратический регулятор, приводит к уравнениям
динамики и целевому функционалу со случайными коэффициентами.
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2.2. Постановка задачи

Пусть W̃t, t > 0, — d-мерный стандартный винеровский процесс относи-
тельно (Ft)t>0. Эволюция состояния системы Yτ , τ > 0, во внутреннем време-
ни τ определяется при помощи n-мерного управляемого случайного процесса
с динамикой

dYτ = AYτdτ +BŨτdτ +GdW̃τ , Y0 = x,(2)

где x — неслучайное начальное состояние; Ũτ — k-мерный вектор допустимо-
го управления, определяемого далее; A,B,G 6= 0 — постоянные матрицы со-
ответствующих размерностей. Предположение о детерминированном началь-
ном состоянии сделано из-за последующего рассмотрения системы управле-
ния на бесконечном интервале. В случае невырожденных шумовых воздей-
ствий вклад начального состояния со временем снижается при оптимальном
управлении.

Если задано значение T — длины горизонта планирования в реальном вре-
мени, то соответствующая величина T (T ) =

∫ T
0 αt dt. Целевой функционал

при внутренней временной шкале имеет вид

JT (Ũ ) =

T∫

0

(
Y T
τ QYτ + ŨT

τ RŨτ

)
dτ,(3)

где Q > 0, R > 0 — симметричные матрицы; T — знак транспонирования; за-
пись A > B (A > B) для матриц означает, что разность A−B неотрицательно
(положительно) определена.

Для дальнейшей постановки задачи преобразуем (2)–(3) с учетом (1).
Нетрудно заметить, что W̃τt является Ft-мартингалом с квадратической ха-
рактеристикой каждой из компонент, равной

∫ t
0 αs ds. Тогда согласно утвер-

ждению [13, лемма 2] существует винеровский процесс Wt, t > 0, такой что

W̃τ =
∫ t
0

√
αsdWs. Полагая Xt = Yτ , Ut = Ũτ , J

(α)
T (U) = JT (Ũ), получаем си-

стему управления со случайными коэффициентами:

dXt = αtAXtdt+ αtBUtdt+
√
αtGdWt, X0 = x,(4)

J
(α)
T (U) =

T∫

0

αt
(
XT
t QXt + UT

t RUt
)
dt,(5)

где в качестве допустимых управлений Ut, t > 0, рассматриваются такие
F̄t-согласованные процессы F̄t = σ{Ws, αs, s 6 t}, что уравнение (4) имеет ре-
шение (σ(·) — обозначение σ-алгебры). Множество допустимых управлений
обозначим через U . Ранее линейные системы вида (4) со случайными коэф-
фициентами (без управляющих воздействий) изучались при моделировании
в области физики [7], финансов [3] и механики [8]. Отметим, что в экономи-
ке и финансах (4) часто используется при описании динамики отклонений
переменных от своих равновесных значений, а также показателей, которые
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могут иметь разный знак (инфляция, доходность, бюджетный баланс и т.д.).
Очевидно, что далеко не всегда процесс αt, t > 0, доступен прямому наблю-
дению. В экономике и финансах существуют подходы, позволяющие исполь-
зовать информацию об известных переменных для определения динамики
стохастической временной шкалы. Процесс αt связывают с экономической
(или рыночной) активностью, и существуют различные показатели ее изме-
рения: торговая активность (число сделок и их объем), волатильность ключе-
вых финансовых переменных и связанных с ними деривативов, специальные
индексы экономической активности и др., см. обзорную часть в [14], а так-
же [15]. В физике αt описывает, например, неоднородность среды, см. [16], и
можно провести наблюдение за соответствующими характеристиками. Уста-
новление взаимосвязи между конкретными наблюдаемыми показателями и
процессом αt является отдельной задачей, строгая математическая формули-
ровка которой приводит к более сложным моделям с неполной информацией,
не рассматриваемым в данной статье. В приведенных выше ситуациях суще-
ственным моментом оказывается предположение о независимости скорости
течения времени αt стохастической временной шкалы от случайных воздей-
ствий (процесса Wt) в уравнении динамики (4). Также полезно отметить, что
при изучении (4) для линейных законов управления можно использовать ре-

зультаты по условной гауссовости Xt относительно F (α)
t = σ{αs, s 6 t}, если

αt является диффузионным процессом с условиями на коэффициенты в урав-
нении своей динамики, см. [17, раздел 12] и пример в разделе 4. При T → ∞
рассматриваются задачи управления

lim sup
T→∞

EJ (α)
T (U)

E

(
T∫
0

αtdt

) → inf
U∈U

(6)

и

lim sup
T→∞

J
(α)
T (U)
T∫
0

αtdt

→ inf
U∈U

с вероятностью единица.(7)

Решение задачи (7) понимается в следующем смысле: если U∗ — оптимальное

управление, J∗= lim supT→∞

{
J
(α)
T (U∗)

(∫ T
0 αtdt

)−1
}
, то для любого допусти-

мого управления U ∈U п.н. выполнено lim supT→∞

{
J
(α)
T (U)

(∫ T
0 αtdt

)−1
}

>

> J∗. Далее окажется, что с вероятностью единица значение J∗ равно кон-
станте, т.е. значения критерия сравниваются с постоянной величиной при
каждом исходе ω ∈ Ω. Здесь можно охарактеризовать также и методику по-
строения критерия в задаче (6). Используется тот же принцип, на котором ос-
нован вид стандартного долговременного среднего: нормировка ожидаемого
значения выбирается в соответствии с поведением EJT (U

∗) на управлении U∗

при T →∞. Полезно отметить, что во внутреннем времени (без учета (1))
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задачи (6)–(7) имели бы вид задач управления с долговременными средни-
ми lim supT →∞{EJT (U)/T } → infU∈U и lim supT →∞{JT (U)/T }→ infU∈U п.н.
Данное наблюдение позволяет предположить, что существование хорошо
известного установившегося закона управления вида U∗ = −R−1BTΠX∗

(Π > 0 — решение алгебраического уравнения Риккати) может быть доста-
точным для построения оптимальной стратегии и в (6)–(7). Пусть в функцио-
нале (3) матрица Q = CTC, где C — некоторая квадратная матрица. Вводится
следующее предположение.

Предп о л ожени е P. Пара матриц (A,B) — стабилизируема, пара
матриц (A,C) — выявляема (обнаруживаема).

Напомним, что пара матриц (A,B) называется стабилизируемой, если су-
ществует матрица K, такая что матрица A+BK — экспоненциально устой-
чива, а выявляемость является двойственным свойством к стабилизуемо-
сти. Точее, выявляемость для (A,C) означает стабилизируемость (AT, CT),
см. [18, с. 168].

3. Основной результат

Вследствие предположения P существует симметричная матрица Π > 0,
являющаяся единственным неотрицательно определенным решением алгеб-
раического уравнения Риккати

ΠA+ATΠ−ΠBR−1BTΠ+Q = 0,(8)

при этом матрица A−BR−1BTΠ — экспоненциально устойчива, см. [19, тео-
рема 3.7, с. 275]. Тогда можно определить закон управления

U∗
t = −R−1BTΠX∗

t ,(9)

где процесс X∗
t , t > 0, удовлетворяет уравнению

dX∗
t = αt

(
A−BR−1BTΠ

)
X∗
t dt+

√
αtGdWt, X∗

0 = x.(10)

Далее будет показано, что U∗ вида (9)–(10) является решением задач (6) и (7).
Уравнение (10) представляет собой линейное стохастическое дифференциаль-
ное уравнение (СДУ) со случайными коэффициентами, и в силу предполо-
жения A, см. также [2, следствие 4.6], его решение существует и может быть
выписано в явном виде

X∗
t = Φ(t, 0)x +Φ(t, 0)

t∫

0

Φ(0, s)
√
αsGdWs,(11)

где матрица Φ(t, s) = exp
{(
A−BR−1BTΠ

) ∫ t
s αvdv

}
с вероятностью едини-

ца допускает оценку ‖Φ(t, s)‖ 6 κ0 exp
(
−κ
∫ t
s αvdv

)
, s 6 t, при некоторых

неслучайных константах κ0, κ > 0 (‖ · ‖ — матричная евклидова норма). Ряд
асимптотических свойств процесса X∗

t , t→ ∞, которые потребуются в даль-
нейшем, представлен в следующей лемме.
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Лемма. Пусть выполнены предположения A и P. Тогда существуют
константы c̄1, c̄2 > 0, такие что

lim sup
t→∞

E‖X∗
t ‖2

ln

(
E

t∫
0

αsds+ e

) < c̄1,(12)

и с вероятностью единица выполняется неравенство

lim sup
t→∞

‖X∗
t ‖2

ln

(
t∫
0

αsds+ e

) < c̄2,(13)

где e — основание натурального логарифма.

Доказательства леммы и теоремы вынесены в Приложение.
Необходимо отметить, что получение (4)–(5) из (2)–(3) при детермини-

рованной замене времени позволяет напрямую использовать известные ре-
зультаты по оптимальному управлению для автономных систем, см. [20].
В рассматриваемом случае стохастической временной шкалы требуется про-
водить отдельный анализ, результаты которого сформулированы в следую-
щем утверждении.

Те ор ем а. Пусть выполнены предположения A и P. Тогда закон управ-
ления U∗, определенный в (9)–(10), будет являться решением задач (6) и (7).
При этом

lim
T→∞

EJ (α)
T (U∗)

E

(
T∫
0

αtdt

) = lim
T→∞

J
(α)
T (U∗)
T∫
0

αtdt

= tr(GTΠG) п.н.

(tr(·) — обозначение для следа матрицы).

Зам е ч а ни е 1. Условие αt > 0 п.н., t > 0, было необходимо для перехода
от системы (1)–(3) к системе (4)–(5) путем включения в анализ временной
шкалы. Если процессы (4)–(5) уже заданы, то в предположение A можно
ввести более слабое условие αt > 0, t > 0.

Зам е ч а ни е 2. В случае детерминированной системы, развивающейся во
внутреннем времени, т.е. когда G=0 в (2), закон управления U∗ будет являть-

ся решением задач lim supT→∞ EJ (α)
T (U) → infU∈U и lim supT→∞ J

(α)
T (U) →

→ infU∈U п.н. При этом limT→∞ EJ (α)
T (U∗) = limT→∞ J

(α)
T (U∗) = xTΠx.

Зам е ч а ни е 3. Наряду с задачами (6)–(7) можно рассмотреть и задачу

lim supT→∞ E

{
J
(α)
T (U)

(∫ T
0 αtdt

)−1
}

→ infU∈U , в которой критерий получен

из долговременного среднего, известного для детерминированной системы
при постоянных неслучайных воздействиях. По аналогии с доказанным в тео-
реме закон управления U∗ вида (9)–(10) будет являться решением, и значение
критерия при этом также равно tr(GTΠG).
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4. Примеры задания стохастических временных шкал
и скалярной системы управления

В задаче управления (7) использовалась стохастическая нормировка, одна-
ко во многих примерах случайную нормировку удается заменить на детерми-
нированную функцию. В приложениях при описании процесса αt, t > 0, так-
же часто вводят требование “сравнимости” временной шкалы T (T ) =

∫ T
0 αtdt

и реального горизонта планирования T при T → ∞, см., например, [21, теоре-
ма 6.1, с. 174], т.е. T (T )/T → const п.н. В следующем замечании описываются
возможность перехода к неслучайным нормировкам и вид соответствующих
задач управления.

Зам е ч а ни е 4.

1. Пусть для случайного процесса αt, t > 0, lim supT→∞
{∫ T

0 αtdt/Γ
(+)
T

}
=

= c(+) > 0 или lim infT→∞
{∫ T

0 αtdt/Γ
(−)
T

}
= c(−) > 0 с вероятностью единица;

Γ
(+)
T , Γ

(−)
T — положительные детерминированные функции, c(+), c(−) — кон-

станты. Тогда вместо (7) можно рассмотреть задачи

lim sup
T→∞

J
(α)
T (U)

Γ
(+)
T

→ inf
U∈U

или lim inf
T→∞

J
(α)
T (U)

Γ
(−)
T

→ inf
U∈U

.

Значения критериев на оптимальном управлении U∗ будут при этом равны
соответственно

lim sup
T→∞

{
J
(α)
T (U)

Γ
(+)
T

}
= c(+)tr(GTΠG) и lim inf

T→∞

{
J
(α)
T (U)

Γ
(−)
T

}
= c(−)tr(GTΠG).

Эргодичность процесса αt, т.е. когда

lim
T→∞



T

−1

T∫

0

αtdt



 = lim

T→∞



T

−1

T∫

0

Eαtdt



 п.н.,

превращает критерии задач (6)–(7) в долговременные средние.

2. Пусть T−1
∫ T
0 αt → ᾱ п.н. и T−1

∫ T
0 Eαt → Eᾱ, T → ∞, где ᾱ > 0 — неко-

торая случайная величина. В этом случае (6)–(7) заменяются на задачи с
критериями долговременных средних:

lim sup
T→∞

EJ (α)
T (U)

T
→ inf

U∈U
и lim sup

T→∞

J
(α)
T (U)

T
→ inf

U∈U
,

но здесь

lim
T→∞

{
T−1EJ (α)

T (U∗)
}
= (Eᾱ)tr(GTΠG) и lim

T→∞

{
T−1J

(α)
T (U∗)

}
= ᾱtr(GTΠG),

т.е. детерминированная нормировка приводит к различию в значениях двух
критериев на U∗, одно из долговременных средних будет являться случайной
величиной.

26



Во всех рассматриваемых далее примерах в качестве W̄t, t > 0, обозначен
скалярный винеровский процесс.

Прим ер 1. В финансовых и физических приложениях, см. [3, 7], в каче-
стве замены времени часто используется так называемый CIR-процесс (про-
цесс Cox-Ingersoll-Ross). Эта модель допускает обобщение на случай пере-
менных коэффициентов в уравнении. Пусть αt = ξt, где ξt, t > 0, задается
уравнением

dξt = µρt(θ − ξt)dt+ σ
√
ρt
√
ξtdW̄t, ξ0 = ξ̄ > 0,(14)

константы µ, θ, σ > 0, 2µθ > σ2; детерминированная монотонная функция
ρt > 0, t > 0, такая что

∫ t
0 ρsds→ ∞, t → ∞. Нетрудно заметить, см., на-

пример, [22, теорема 8.5.7, c. 190], что ξt = ξ̃νt, где νt =
∫ t
0 ρsds, а процесс

ξ̃ν — стандартный процесс CIR с постоянными параметрами, т.е. реше-
ние уравнения dξ̃ν = µ(θ − ξ̃ν)dν + σ

√
ξνdW̃ν , ξ̃0 = ξ̄, здесь W̃ν — некото-

рый винеровский процесс. Тогда условие 2µθ > σ2 дает ξ̃ν > 0 п.н., ν > 0
(см., например, [23, раздел 6.3.1, с. 357]), и, следовательно, ξt > 0 с веро-
ятностью единица, t > 0. Таким образом, процесс стохастической времен-
ной шкалы τt =

∫ t
0 ξsds =

∫ t
0 ξ̃νsds задается при помощи двойной замены вре-

мени. Так как статистические характеристики ξ̃ν , ν > 0, хорошо извест-
ны, см., например, [23, раздел 6.3.3], то, используя замену времени, мож-
но определить, что Eξt → θ, E(ξt − Eξt)2 → θσ2(2µ)−1 при t→ ∞. Для кова-
риационной функции K(t, s) = E(ξtξs)− EξtEξs при этом справедлива оцен-

ка ‖K(t, s)‖ 6 cξ

(
exp

{
−µ
∫ t̃
0 ρvdv

}
+ exp

{
−µ
∫ t̃
s̃ ρvdv

})
, где cξ > 0 — неко-

торая константа, переменные t̃ = max(t, s), s̃ = min(t, s). Для исследования
поведения нормировки T (T ), T → ∞, обратимся к утверждению [24, тео-
рема A, с. 154], согласно которому для эргодичности процесса достаточно
наличия оценки χT =

∫ T
0

∫ T
0 ‖K(t, s)‖dsdt 6 c̄T γ при некоторых константах

0 6 γ < 2 и c̄ > 0. Нетрудно заметить, что для неубывающей ρt при боль-
ших T характеристика χT 6 c̄T в силу того, что ‖K(t, s)‖ 6 cξ

(
exp

{
−µρ0t̃

}
+

+exp
{
−µρ0

(
t̃− s̃

)})
. При ρt → 0, t→ ∞, и ограничении ρtt

β → ∞, t→ ∞,
для некоторого β < 1 можно взять константу γ = β + 1, так как в данном слу-
чае предел (при нахождении по правилу Лопиталя) равен lim

T→∞
{χT /T γ} =

= lim
T→∞

{1/(ρTT γ−1)} = 0. Следовательно,
(∫ T

0 ξtdt−
∫ T
0 Eξtdt

)
T−1 → 0 п.н.,

T → ∞, и нормировки критериев в задачах (6)–(7) будут равны T (также см.
п. 1 замечания 4).

Прим ер 2. В [25] была предложена сетевая модель “часов” со скоростью
изменения времени, характеризуемой экспоненциальным процессом Орнш-
тейна–Уленбека. Точнее, αt =λtexp (ξt), где ξt= σ exp(−at)

∫ t
0 exp(at)dW̄t, кон-

станта a> 0; функция λt = (exp(Eξ2t /2))
−1, т.е. Eαt = 1 в силу логнормального

распределения для exp(ξt), t > 0. Соответственно limT→∞ T−1
∫ T
0 Eαtdt = 1.

Затем при потраекторном анализе временной шкалы рассматривается про-
цесс Yt = αt − Eαt. Определяется его ковариационная функция K(t, s) =
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= exp {ρ(t, s)} − 1, где ρ(t, s) = Eξ2min(t,s) exp {−a|t− s|} и находится оценка

χT =
∫ T
0

∫ T
0 K(t, s)dsdt 6 c̄T с некоторой константой c̄ > 0. Тогда, см. [24, тео-

рема A, с. 154], limT→∞(YT /T ) = 0 п.н., следствием чего будет являться соот-

ношение limT→∞ T−1
∫ T
0 αtdt = 1. В данном случае критерии в задачах (6)–(7)

имеют вид долговременных средних.

Прим ер 3. В [26] при оценке финансовых инструментов использовалось
“экономическое время” τt = λ1t+ λ2

∫ t
0 W̄

2
s ds (λ1, λ2 > 0 — константы). Здесь

αt = λ1 + λ2W̄
2
t и известно, см., например, [27], что

lim inf
T→∞




(
Γ
(−)
T

)−1
T∫

0

W̄ 2
t dt



 = 1/8, lim sup

T→∞




(
Γ
(+)
T

)−1
T∫

0

W̄ 2
t dt



 = 8/π2

для функций Γ
(−)
T = T 2(ln lnT )−1, Γ

(+)
T = T 2 ln lnT, а также EW̄ 2

t = t. Таким
образом, в данном примере временная шкала не обладает эргодическим свой-
ством. Следовательно, при переходе от случайной нормировки к детермини-
рованной вместо (7) возможно рассмотрение двух задач с разными критери-

ями, включающими нормирующие функции Γ
(−)
T , Γ(+)

T , см. п. 1 замечания 4.

Прим ер 4. Пусть αt =
∫ t
0 exp (−as+ σW̄s)ds, где константа a > 0. Так

как a > 0, то с вероятностью единица αt → ᾱ, t→ ∞, где случайная ве-
личина ᾱ имеет обратное гамма-распределение, см. [28]. Конечность значе-
ния Eᾱ обеспечивается при выполнении условия σ2/2− a < 0, а Eᾱ2 <∞ при
σ2 − a < 0. Тогда согласно п. 2 замечания 4 задачи управления (6) и (7) мож-
но заменить на задачи, содержащие критерии долговременных средних. При
σ2/2− a > 0 соотношение T−1

∫ T
0 Eαt → ∞, T → ∞, и требуется нормировка

в (6), растущая быстрее T : степенная T 2 для случая a = σ2/2 или экспоненци-
альная exp {(σ2/2− a)t}, если a < σ2/2. Следует отметить, что потраекторное
долговременное среднее вместо критерия из (7) при этом сохраняется.

Полученные ранее результаты иллюстрируются на примере скалярной си-
стемы управления. Также определяется ряд характеристик процесса при оп-
тимальной стратегии.

Прим ер 5. Рассматривается модель управления скоростью частицы в
неоднородной среде, например, для области клеточной биологии. За осно-
ву берется уравнение динамики из [29] с “диффузионной диффузивностью”,
изменяющей временную шкалу в уравнении скорости, см. введение в [16], и
моделируемой при помощи CIR-процесса с постоянными параметрами (14),
где в качестве примера фактора с такой динамикой может рассматривать-
ся процесс воздействия на клеточную мембрану из [30]. Уравнение динами-

ки вида dXt = ξtUtdt+G
√
ξtdWt, X0 = x, и целевой функционал J

(α)
T (U) =

=
∫ T
0 (X2

t + U2
t )dt соответствуют (4)–(5) с коэффициентами A = 0, B = 1,

Q = R = 1, αt = ξt. Процессы W̄t из (14) и Wt предполагаются незави-
симыми, t > 0. Из результатов теоремы и примера 1 следует, что за-
кон управления U∗

t = −X∗
t является оптимальным по критериям дол-
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говременных средних. Воспользовавшись условной гауссовостью процес-

са X∗
t , можно выписать выражения EX∗

t = E
(
exp

{
−
∫ t
0 ξvdv

})
x и E(X∗

t )
2 =

= E
(
exp

{
−2
∫ t
0 ξvdv

})
x2 +G2/2, см. [17, теорема 12.1]. Известно, см.,

например, [23, следствие 6.3.4.2], что при λ > 0 E
(
exp

{
−λ
∫ t
0 ξvdv

})
∼

∼ exp
{
−θµσ−2

(√
µ2 + 2λσ2 − µ

)
t
}
, т.е. для двух моментов процесса X∗

t
имеет место экспоненциальная скорость сходимости к постоянным значени-
ям (нулю и G2/2). В силу эргодичности процесса ξt и из леммы следует, что
траектории X∗

t п.н. мажорируются функцией, пропорциональной
√
ln t при

t→ ∞.

5. Заключение

В статье проведено исследование линейной системы управления (2) с квад-
ратичным целевым функционалом (3) на бесконечном интервале в предполо-
жении о стохастическом характере временной шкалы (1) (также см. предпо-
ложение A). Включение (1) в анализ приводит к системе (4)–(5) со случай-
ными коэффициентами, для которой сформулированы задачи управления (6)
и (7) с критериями, выступающими аналогами долговременных средних. По-
казано, что в данном случае оптимальная стратегия управления может быть
выбрана в виде хорошо известного линейного закона U∗ (см. (9)–(10) и утвер-
ждение теоремы). Следует отметить, что в отличие от задач синтеза стохасти-
ческих линейных регуляторов с детерминированными коэффициентами, см.,
например, [20, 31], нормировки в критериях для двух задач (6) и (7) управ-
ления системой (4)–(5) являются различными. В общем случае эргодичность
процесса временной шкалы τt =

∫ t
0 αsds не имеет места, и может наблюдаться

существенное расхождение в порядках роста целевого функционала JT (U
∗)

и его ожидаемого значения EJT (U∗) на оптимальном управлении U∗ (см.
примеры 3 и 4). Как можно видеть, при переходе к стохастической времен-
ной шкале в линейных системах управления с постоянными коэффициентами
происходит сохранение ключевых свойств стабилизируемости/выявляемости,
устойчивости и, как следствие, оптимальности на бесконечном интервале вре-
мени закона управления в форме линейной обратной связи по состоянию.
Данное замечание позволяет предположить, что вид оптимальной стратегии
может оказаться инвариантным относительно случайной замены времени и
в других задачах оптимального управления для линейных систем, в частно-
сти, при использовании так называемого “чувствительного к риску” целевого
функционала exp (θJT (Ũ)) (JT (Ũ) задан в (3), θ — константа). В качестве на-
правления дальнейших исследований можно выделить анализ ситуации немо-
нотонной стохастической временной шкалы, встречающейся в приложениях
для моделей из области статистики, метрологии и компьютерных наук.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы. Сначала утверждения леммы доказывают-
ся для случая уравнения (10) при A−BR−1BTΠ = −κI, κ > 0 — константа,
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I — единичная матрица. Затем показывается, что анализируемые свойства
процесса X∗

t , t→ ∞, из уравнения (10) при произвольной экспоненциально
устойчивой матрице A−BR−1BTΠ не меняются. Рассматривается процесс
X∗
t = X̂t, t > 0, с динамикой

dX̂t = −καtIX̂t +
√
αtGdWt, X̂0 = 0.

Обозначив через X̂it i-ю компоненту процесса X̂t, i = 1, . . . , n, нетрудно
получить представление X̂it = ciMit (〈Mit〉+ 1)−1/2 , где мартингал Mit =

= ci
−1
∫ t
0

√
αs exp

{∫ s
0 καvdv

}(∑d
j=1GijdWjs

)
, его квадратическая характе-

ристика 〈Mit〉 = exp
{
2κ
∫ t
0 αvdv

}
− 1; константа ci =

(
(2κ)−1

∑d
j=1G

2
ij

)1/2
,

Gij — элементы матрицы G (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , d); Wjt — j-я компонента
винеровского процесса Wt (j = 1, . . . , d). В [32, лемма 2.3] было установле-
но, что

∥∥Mit(〈Mit〉+ 1)−1/2
∥∥ 6 N(ω)

√
ln ln(〈Mit〉+ ee), где N(ω) > 0 — п.н.

конечная случайная величина. Поэтому для процесса ‖X̂t‖2 с вероятностью
единица будет иметь место соотношение

‖X̂t‖2 6 cN2(ω) ln




t∫

0

αvdv + e


 .(Π.1)

Тогда из оценки (Π.1) и неравенства Йенсена следует, что

E‖X̂t‖2 6 c̃ ln


E

t∫

0

αvdv + e


 ,(Π.2)

где в качестве c, c̃ в (Π.1) и (Π.2) обозначены некоторые положительные кон-
станты, конкретные значения которых несущественны и могут меняться от
формулы к формуле. Нетрудно заметить, что соотношение (13) является оче-
видным следствием приведенного выше представления для компонент X̂t и
закона повторного логарифма для мартингалов, см., например, [33]. Далее в
рассмотрение вводится процесс Zt = X∗

t − X̂t с уравнением динамики

dZt = αt
(
A−BR−1BTΠ

)
Ztdt+ αt

(
A−BR−1BTΠ+ κI

)
X̂t, Z0 = x,

имеющим решением Zt = Φ(t, 0)x+
∫ t
0 Φ(t, s)αs(A−BR−1BTΠ+ κI)X̂sds.

С учетом верхней границы для ‖Φ(t, s)‖ (см. замечание к (11)) и неравен-
ства Коши–Буняковского для процесса Zt возникает оценка

‖Zt‖2 6 2κ20exp



−2κ

t∫

0

αvdv



‖x‖2 +

+ c exp



−κ

t∫

0

αvdv





t∫

0

αs exp



κ

s∫

0

αvdv



‖X̂s‖2ds.

(Π.3)
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Применение (Π.1) к (Π.3) дает соотношение

‖Zt‖2 6 2κ20 exp



−2κ

t∫

0

αvdv



‖x‖2 + cN2(ω) ln




t∫

0

αvdv + e


 ,

взятие математического ожидания от обеих частей которого в совокупности

с неравенством Йенсена приводит к оценке E‖Zt‖2 6 c̃+ c̃ ln
(
E
∫ t
0 αvdv + e

)
,

откуда и следует (12) доказываемой леммы. Неравенство (13) также нетрудно
получить известным образом, см., например, доказательство в [31, теорема 2],

если заметить, что ht = ln
(∫ t

0 αvdv + e
)

является неубывающей функцией.

Тогда деление (Π.3) на ht при последующем оценивании интеграла в правой
части (с привлечением результата для ‖X̂t‖2) в пределе даст ограниченную
величину. Лемма доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. При U ∈ U выписывается представление
для разности целевых функционалов

J
(α)
T (U∗)− J

(α)
T (U) =

= 2xTTΠX
∗
T −

T∫

0

αt
(
xTt Qxt + uTt Rut

)
dt− 2

T∫

0

√
αtx

T
t ΠGdWt,

(Π.4)

где переменные xt =X∗
t −Xt, ut =U∗

t −Ut, при этом dxt = αtAxtdt+αtButdt,
x0 = 0. Так как пара (A,C) — наблюдаема, то существует матрица F , такая
что матрица A+ FC является экспоненциально устойчивой. Тогда ‖xt‖ 6

6 c exp
{
−κ̄
∫ t
0 αvdv

} ∫ t
0 exp

{
κ̄
∫ s
0 αvdv

}
αs(‖Cxs‖+ ‖us‖)ds при некотором

числе κ̄ > 0. После возведения в квадрат и применения неравенства Коши–
Буняковского, а также условий Q = CTC, R > 0 будем иметь ‖xt‖2 6
6 c̃ exp

{
−κ̄
∫ t
0 αvdv

} ∫ t
0 exp

{
κ̄
∫ s
0 αvdv

}
αs
(
xTs Qxs + uTs Rus

)
ds. В дальней-

шем при помощи интегрирования по частям показывается, что
∫ T
0 ‖xt‖2ds 6

6 c̃κ̄−1
∫ T
0 αt

(
xTt Qxt + uTt Rut

)
dt. Соответственно получается оценка ‖xT ‖2+

+
∫ T
0 ‖xs‖2ds 6 c0

∫ T
0 αt

(
xTt Qxt + uTt Rut

)
dt для T > 0 и некоторой константы

c0 > 0. Тогда с учетом элементарного неравенства 2ab 6 a2c̄+ b2/c̄, выпол-
няющегося для любых чисел a, b и c̄ > 0, выражение в правой части (Π.4)
оценивается в виде

J
(α)
T (U∗)− J

(α)
T (U) 6 c1‖X∗

T ‖2 − c2

T∫

0

αt‖xt‖2dt− 2

T∫

0

√
αtx

T
t ΠGdWt,(Π.5)

где c1, c2 > 0 — некоторые константы. После взятия математического ожида-
ния от обеих частей (Π.5) и деления на E(

∫ T
0 αtdt), при предельном переходе

31



T → ∞ используется результат (Π.2) леммы, что приводит к соотношению

lim sup
T→∞

EJ (α)
T (U∗)

E

(
T∫
0

αtdt

) 6 lim sup
T→∞

EJ (α)
T (U)

E

(
T∫
0

αtdt

).

При потраекторном анализе (Π.5), введя обозначение

MT = −2

T∫

0

√
αtx

T
t ΠGdWt,

запишем оценку для (Π.5) вида

J
(α)
T (U∗) 6 J

(α)
T (U) +RT ,

где RT = −c3〈MT 〉+MT при некоторой константе c3 > 0; 〈MT 〉 =
=
∫ T
0 ‖√αtGTΠxt‖2dt — квадратическая характеристика MT . Заметим, что

lim supT→∞ gTRT 6 0 п.н. для любой монотонной функции gT со свойством

gT >0, gT →∞, T→∞ (см. [34]), в частности gT =
(∫ T

0 αtdt
)−1

(также см.

предположение A). Также очевидно, что из (13) следует ‖X∗
T ‖2

(∫ T
0 αtdt

)−1
→ 0

п.н., T → ∞. Поэтому с вероятностью единица будет выполнено соотношение

lim sup
T→∞

J
(α)
T (U∗)(
T∫
0

αtdt

) 6 lim sup
T→∞

J
(α)
T (U)(
T∫
0

αtdt

).

По формуле Ито стандартным образом определяется, что J (α)
T (U∗) = xTΠx−

−(X∗
T )

TΠX∗
T + tr(GTΠG)

∫ T
0 αtdt+ 2

∫ T
0

√
αt(X

∗
t )

TΠGdWt. Тогда значение

критерия в (6) при U∗ равно limT→∞

{
EJ (α)

T (U∗)E
(∫ T

0 αtdt
)−1

}
= tr(GTΠG).

Применение закона повторного логарифма для мартингала MT =

=
∫ T
0

√
αt(X

∗
t )

TΠGdWt дает оценку ‖MT ‖ 6 c
√

〈MT 〉 ln ln〈MT 〉 при боль-
ших T , а использование (13) позволяет перейти к выражению 〈MT 〉 6
6 c̃
(∫ T

0 αtdt
)
ln
(∫ T

0 αtdt
)
. Следовательно, ‖MT ‖

(∫ T
0 αtdt

)−1
→0, T→∞, п.н.,

тогда limT→∞

{
J
(α)
T (U∗)

(∫ T
0 αtdt

)−1
}

= tr(GTΠG) с вероятностью единица.

Теорема доказана.
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Рассматривается задача нахождения полного множества допустимых
конфигураций распределительной сети. При ее решении используется ап-
парат теории графов для нахождения предельных графов. Предложен
новый, по сравнению с известными в литературе, метод нахождения пол-
ного множества предельных графов, доказаны ряд свойств этого метода
и его корректность. На качественном уровне выполнено сравнение эф-
фективности различных методов и показано, что предложенный метод
отличает существенно более высокая скорость вычислений.

Ключевые слова: распределительные сети, поиск конфигурации сети, гра-
фовые модели сетей, предельные графы.

DOI: 10.31857/S0005231021050032

1. Введение

Поиск конфигураций физических сетей распределения энергии и ресурсов
от их источников к потребителям осуществляется при решении различных
задач, среди которых выделим две: структурная оптимизация режимов рас-
пределительных сетей (в частности, электрических) и определение степени
уязвимости потребителей из-за прерывания их снабжения энергией и ресур-
сами при негативных воздействиях на сеть поставки.

К задаче структурной оптимизации диспетчерские службы обращаются в
режимах балансировки нагрузки, минимизации потери электроэнергии, ана-
лиза устойчивости, противоаварийного управления и в других случаях [1–9].
Оптимизация сети выполняется на взвешенном графе, вершины которого со-
ответствуют узлам коммутации, а ребра — линиям связи. Решение задачи
заключается в поиске и выборе оптимальной конфигурации посредством под-
ключения узлами коммутации тех или иных связей к сети передачи и распре-
деления энергии и ресурсов. Для рассматриваемых сетей поиск оптимальной
конфигурации представляется как многоэтапная и многокритериальная за-
дача:

• Поиск возможных конфигураций;
• Выбор оптимальной конфигурации.
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Далее рассмотрен первый этап — поиск возможных конфигураций посред-
ством подключения узлами коммутации тех или иных связей к сети распре-
деления энергии и ресурсов.

Вторая задача, также рассматриваемая далее, это определение степени
уязвимости потребителей из-за прерывания снабжения энергии и ресурсов
при негативных воздействиях на сеть. Решение этой задачи рассматривается
в разрезе нахождения вариантов присоединения потребителей к распредели-
тельной сети и представляет интерес при выработке мер противодействия
негативным воздействиям на элементы сетевой инфраструктуры.

Значительная избыточность, вводимая в распределительные сети для по-
вышения надежности, создает определенные трудности в поиске конфигура-
ций сети. На их разрешение направлен метод построения предельных графов,
изложенный в [8]. Также в [8] доказаны корректность метода и ряд свойств
предельных графов, в [9] показано применение метода для структурной оп-
тимизации электрических сетей.

В данной статье указаны недостатки метода [8], расширено понятие пре-
дельных графов, предложен более эффективный метод их построения, дока-
зана его корректность и проведена качественная сравнительная оценка двух
методов.

2. Графы распределительных сетей

Рассматриваются распределительные сети, которые обладают следующим
свойством: каждый потребитель снабжается от одного источника. Как пра-
вило, данное свойство выполняется для большинства распределительных се-
тей. Такие сети характеризуются разомкнутой структурой электроснабже-
ния, формируемой узлами коммутации. Пример графа распределительной
некоммутируемой сети приведен на рис. 1,а, вершины S1 и P1 соответствуют
источнику и потребителю. Обозначим множество всех вершин графа, исклю-
чая вершины источники и вершины потребители через U , через |U | обозначим
мощность множества U .

В задаче структурной оптимизации вершины U1− U3 соответствуют эле-
ментам сети, таким как подстанции, тепловые пункты и другие сооружения,
в составе которых находятся узлы коммутации. Обозначим множество ком-
мутаторов через C и расположим эти коммутаторы на тех связях, которыми
они управляют. Граф, соответствующей коммутируемой сети, изображен на
рис. 1,б .

Рассмотрим следующие графовые модели распределительных сетей.
Некоммутируемую распределительную сеть представим в виде графа I

со свойствами:
— множество вершин этого графа V состоит из трех непересекающихся

подмножеств V = S ∪ P ∪ U . Множество S будем называть множеством вер-
шин источников, множество P — множеством вершин потребителей, U —
определено выше;

— для каждой вершины p ∈ P существует путь s→ p хотя бы из одной
вершины s ∈ S.
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Рис. 1. Примеры некоммутируемого (а) и коммутируемого (б ) графов распре-
делительных сетей.

Коммутируемую распределительную сеть будем представлять в виде
графа I со свойствами:

— множество вершин I описывается четверкой V = S ∪ P ∪ C ∪ U , где
множество C составляют вершины коммутаторы, а множество U — все
остальные вершины, исключая вершины множеств S, P и C;

— маршруты передачи определяются состоянием вершин коммутации:
C = C+ ∪ C−, где C+ — подмножество вершин коммутаторов в состоянии
“открыто”, C− — подмножество вершин коммутаторов в состоянии “закры-
то”;

— свойство существования пути аналогично графам некоммутируемых се-
тей;

— степень каждой вершины c ∈ C равна двум; степень каждой вершины
p ∈ P равна единице;

— каждое ребро, выходящее из вершины источника, соединено с вершиной
коммутатором.

При решении описанных выше задач удобно использовать общие (расши-
ренные по сравнению [8]) определения графа конфигурации и предельного
графа.

Обозначим через Z подмножество вершин графа, Z ⊆ U ∪C. Для ком-
мутируемых сетей Z = C, для некоммутируемых сетей Z = U . Для любого
подмножества вершин W , W ⊆ Z определим следующую операцию:

• удалим из графа подмножество W ;
• после этого также удалим из графа все вершины, не лежащие ни на од-

ном пути s→ p, где s ∈ S, p ∈ P . Удаляемой вершиной может быть и вершина
источник ŝ ∈ S, если для любого p ∈ P нет ни одного пути ŝ→ p.

Назовем описанную операцию “построением W подграфа”.
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Получившийся в результате описанной операции W подграф будем на-
зывать графом конфигурации, если для каждой вершины p ∈ P существует
путь s→ p хотя бы из одной вершины s ∈ S.

Граф конфигурации будем называть предельным графом, если при удале-
нии из него любой вершины z ∈ Z\W найдется вершина p ∈ P , для которой
не будет ни одного пути s→ p, где s ∈ S.

Таким образом, нахождение всех графов конфигурации и всех предельных
графов сводится к нахождению соответствующих им подмножеств W или
подмножеств Z\W .

3. Описание метода поиска конфигураций
в графах распределительных сетей

Так как граф конфигурации, согласно определению, содержит пути от ис-
точников к потребителям, то в комбинациях этих путей могут содержаться
циклы и присутствовать пути с избыточным количеством вершин множе-
ства U , при удалении которых сохраняется достижимость вершин множе-
ства P из S.

Далее предлагается метод построения графов конфигурации сети, которые
после операции проверки на поглощение (также описанной ниже) преобразу-
ются в полное множество предельных графов.

Предлагаемый метод формирования графов конфигурации (далее компо-
нентный метод) использует поиск в ширину (BFS ) при движении от вершин
из множества P против направления потока к вершинам из множества S.
В процессе движения формируются пути, образующие компоненту. При пе-
ресечении одного пути с другим происходит слияние путей и формируются
деревья. Как и в BFS, у каждого дерева есть активная вершина, из которой
происходит движение (развитие), но в отличие от BFS используется двойная
очередь: очередь компонент и очередь активных вершин компоненты.

Опишем метод. Предварительно введем ряд определений.
Компонента — структура, состоящая из деревьев и очереди активных вер-

шин. Очередь активных вершин соответствует вершинам каждого дерева, из
которых происходит движение, при этом у активной вершины хранится ссыл-
ка на дерево, к которому она принадлежит.

Выходной массив компонент — конечный результат, представленный в
виде массива.

Операция клонирования заданной компоненты — создание новой компо-
ненты и копирование в нее заданной компоненты, т.е. всех деревьев и очереди
активных вершин.

Начальная инициализация — формирование начальной компоненты, со-
стоящей из |P | вершин потребителей и очереди активных вершин, в которую
заносятся все вершины потребители, а также создание очереди компонент,
в которую заносится начальная компонента, и создание выходного массива
компонент (нулевого для начальной инициализации).

А лг о ри тм.
Ш аг 0. Начальная инициализация.
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Ш аг 1. Из очереди компонент отбирается компонента, которую обозначим
через I.

Ш аг 2. Из очереди активных вершин компоненты I отбирается вершина i,
i ∈ K, где K — дерево:

2.1. Для i определяются ее вершины потомки;
2.2. Для каждой вершины потомка j выполняется клонирование компонен-

ты I с добавлением к дереву K вершины j. После клонирования компонента I
удаляется;

2.3. Обработка клонированной компоненты:
2.3.1. Клонированная компонента удаляется, если дерево K содержало вер-

шину j еще до его клонирования в п. 2.2. Переход к шагу 3;
2.3.2. В очередь активных вершин клонированной компоненты добавля-

ется вершина j, если она не является вершиной источником и не является
вершиной другого дерева;

2.3.3. Если вершина j является вершиной другого дерева M , то все дере-
во K присоединяется к дереву M .

2.4. Если в клонированной компоненте нет активных вершин, то она поме-
щается в выходной массив, если активные вершины есть, то она помещается
в очередь компонент.

Ш аг 3. Если очередь активных вершин компоненты I не пуста, то переход
к шагу 2.

Ш аг 4. Если очередь компонент не пуста, то переход к шагу 1.
Конец.

4. Свойства компонентного метода

Перечислим необходимые для дальнейших доказательств результаты пуб-
ликации [8].

В [8] приведен алгоритм получения полного множества предельных гра-
фов, использующий построение комбинаций всех путей от вершин источников
до вершин потребителей. Этот алгоритм включал следующие этапы:

1. Формирование списков всех возможных путей до каждой вершины мно-
жества P от вершин множества S. Общее число списков равно |P |.

2. Составление всех комбинаций путей из списков. Комбинация представ-
ляет собой объединение вершин из |P | путей, l-й путь выбирается из l-го спис-
ка. Каждой j-й комбинации соответствуют граф конфигурации τj и подмно-
жества C+

j и C−
j , C+

j — вершины коммутаторы, принадлежащие τj, C
−
j —

остальные вершины коммутаторы.
3. Построение предельных графов. Выполняется последовательное срав-

нение между собой комбинаций и удаление тех из них, в которые осуществ-
ляется вложение вершин множества C+. Так, если для m-й и k-й комбина-
ций выполняется условие C+

k ⊆ C+
m, то удаляется m-я комбинация. Графы,

соответствующие оставшимся комбинациям, являются предельными графа-
ми τ limj . Будем называть такую операцию “проверкой на поглощение”, а весь
алгоритм — “методом простых комбинаций”.
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Рис. 2. Фрагмент исходного графа.

В [8] были доказаны следующие утверждения:
1. Корректность алгоритма построения комбинаций.
2. Массив, состоящий из графов конфигурации и содержащий полное мно-

жество предельных графов, после выполнения проверки на поглощение будет
содержать только полное множество предельных графов.

Для каждой компоненты I выходного массива построим W подграф, вы-
брав W = Z\I и соответственно для коммутируемых сетей — C+ = I ∩ Z.
Справедливы три утверждения:

У тв е ржд е ни е 1. Каждый W подграф является графом конфигурации,
а массив W подграфов содержит полное множество предельных графов.

У тв е ржд е ни е 2. При выполнении шага 1 и шага 2 компонентного ме-
тода порядок выбора компоненты и активной вершины может быть про-
извольным.

У тв е ржд е ни е 3. Если в исходном графе каждая вершина ветвления
(вершина, степень которой больше двух) окружена вершинами коммута-
торами (или в случае некоммутируемых сетей — вершинами степени 2,
рис. 2 ), то массив графов будет содержать только полное множество пре-
дельных графов без других графов конфигурации.

Доказательства утверждений 1–3 приведены в Приложении.

5. Качественное сравнение вычислительной сложности компонентного
метода и метода простых комбинаций

Результаты моделирования показали, что компонентный метод существен-
но превосходит по скорости метод простых комбинаций. При этом во многих
случаях наиболее быстро работал следующий метод:

40



s1
s2 s3

c3

c5
c4

c2c1

u1

p1 p2

Рис. 3. Пример исходного графа.

— сначала выполнялось построение компонент от одной выбранной вер-
шины потребителя. В этом случае каждая компонента состояла из пути от
выбранной вершины потребителя до вершины источника;

— после этого продолжалось построение компонент от остальных вершин
потребителей.

Корректность этого метода вытекает из утверждения 2.
Количественная оценка вычислительной сложности обоих методов выхо-

дит за рамки данной статьи. Укажем здесь на качественное преимущество
компонентного метода.

Основной недостаток метода простых комбинаций заключается в том, что
количество предельных графов составляет малую долю от количества всех
комбинаций и операция проверки на поглощение требует значительных вы-
числительных ресурсов. Причина такого соотношения состоит в вершинах
ветвления множества U . Рассмотрим это на примере, приведенном на рис. 3.

Очевидно, что у этого графа будет 3 предельных графа, в каждом из
которых имеется единственная вершина источник. На 1-м этапе метода про-
стых комбинаций определяется по 3 пути для каждой вершины потребителя.
Множество всех возможных комбинаций этих путей (2-й этап) состоит из
27 комбинаций (часть из которых будут одинаковыми). Появление комбина-
ции (на 2-м этапе), не соответствующей предельному графу, возникает всякий
раз, когда объединяются два пути, проходящие через вершину ветвления u1,
у которых фрагменты от вершины источника до вершины ветвления различ-
ны. Проведем следующую упрощенную оценку. Пусть d — степень некоторой
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вершины ветвления u, P — множество вершин потребителей, у которых суще-
ствуют пути из вершин источников, проходящие через u, p = |P |. Пусть для
каждой вершины r ∈ P существует единственный путь u− r. Для приведен-
ного примера d = 5, p = 2. Тогда из всех (d− p)p возможных комбинаций на
этом фрагменте только (d− p) могут соответствовать предельным графам.
Общее количество комбинаций, не соответствующее предельным графам, уве-
личится как минимум в [(d− p)p − (d− p)] раз. Аналогичная ситуация будет
происходить для каждой вершины ветвления. Поэтому доля комбинаций, со-
ответствующая предельным графам, так мала в общем количестве всех ком-
бинаций. Компонентный метод лишен этого недостатка из-за операции при-
соединения деревьев (п. 2.3.3).

6. Заключение

Предложен компонентный метод поиска конфигураций распределитель-
ных сетей, который может применяться в задачах повышения безопасности,
управления режимами сетей и др.

Доказана корректность метода, а также предложены его модификации и
дополнительные условия на распределительные сети, при которых скорость
метода существенно возрастает.

На качественном уровне показано, что компонентный метод позволяет по-
строить варианты конфигураций с меньшим числом операций, чем метод про-
стых комбинаций путей от вершин источников до вершин потребителей [8].

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Рассмотрим компоненту I вы-
ходного массива. Она является лесом, так как связность каждого дерева об-
условлена построением, а отсутствие циклов гарантируется процедурой кло-
нирования и проверкой на циклы (п. 2.3.1). В соответствии с начальной ини-
циализацией (шаг 0) I содержит все вершины потребители, а каждое дерево
в компоненте содержит вершину источник, так как только в этом случае ком-
понента помещается в выходной массив. Следовательно, I и построенный по
ней W подграф являются графами конфигурации. Очевидно, что для каждо-
го предельного графа можно явно указать последовательность выбора вер-
шин потомков (п. 2.2), приводящую к появлению этого графа в выходном
массиве. В соответствии с доказанным в [8] утверждением, приведенным вы-
ше (утверждение 2), после выполнения проверки на поглощение останется
только полное множество предельных графов. Утверждение 1 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 2. Докажем справедливость этого
утверждения для следующего случая:

— выберем одну вершину потребителя;
— будем строить компоненты и при этом игнорировать выбранную верши-

ну, т.е. пропускать все действия метода, связанные с ней;
— когда не останется активных вершин кроме выбранной, продолжим

строить компоненты, рассматривая пути от выбранной вершины.
Покажем, что выходные массивы в этом случае и в методе построения ком-

понент совпадают. Пусть M — максимальная длина пути к вершине источни-
ку среди всех вершин потребителей кроме выбранной. Рассмотрим граф Γ ,
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полученный из исходного графа H по следующему принципу: к выбранной
вершине потребителю добавляется “хвост” из M обычных (не коммутаторов)
вершин, соединенных последовательно. Метод построения компонент для Γ
даст такие же результаты, что и для H, с точностью до “хвоста”. С другой
стороны, последовательность выбора вершин потребителей в методе построе-
ния компонент для Γ будет такой же, как в описанном случае.

Обобщим это рассуждение: очевидно, что выходной массив не изменит-
ся, если такие “хвосты” добавить к нескольким вершинам потребителям, при
этом длина хвостов может быть произвольной. И таким образом каждую
вершину потребителя можно “подключить” на любом шаге работы компо-
нентного метода. Аналогичным образом можно показать, что и очередность
выбора компонент на шаге 1 не важна. Утверждение 2 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 3. Компонента I выходного мас-
сива является предельным графом, так как она является лесом. Докажем
утверждение, показав, что при поставленных условиях на вершины ветвле-
ния построенный по I W подграф будет совпадать с I. Рассмотрим дерево T
в I и любое ребро исходного графа, у которого одна из инцидентных вершин
принадлежит T (обозначим ее t), а вторая — не принадлежит (обозначим
ее q). Покажем, что вершина q — это вершина множества C. Если t ∈ U , то
ее степень строго больше двух: как минимум два ребра принадлежат дере-
ву плюс рассматриваемое ребро, т.е. t — вершина ветвления и она окружена
вершинами коммутаторами. Если t ∈ S, то по свойствам рассматриваемых
графов q ∈ C t не может быть вершиной потребителем, так как единственное
ее ребро принадлежит I. По условиям построения W подграфа эти вершины
множества C удаляются. Отсюда следует, что W подграф, построенный по I,
будет совпадать с I. Утверждение 3 доказано.
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ГРАФОВЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ОБ ОПТИМАЛЬНОМ НАЗНАЧЕНИИ ЛОКОМОТИВОВ
НА ЛИНЕЙНОМ УЧАСТКЕ ЖЕЛЕЗНОЙ ДОРОГИ —

БЕЗ ОГРАНИЧЕНИЙ И С ОГРАНИЧЕНИЯМИ1

Предложена новая графовая модель перевозок на линейном участке
железной дороги. На основе заданного графика перевозок грузовых со-
ставов строится ациклический граф, вершины которого обозначают пере-
возки, а дуги — возможность последовательного осуществления их неко-
торым локомотивом. Такая модель задачи позволяет применить для на-
хождения оптимального плана назначений локомотивов статические гра-
фовые алгоритмы. Поиск решения в задаче без временных ограничений
на локомотивы сводится к поиску минимального покрытия ациклического
графа путями. Каждый путь в покрытии соответствует последовательно-
сти перевозок, осуществляемых одним локомотивом. При наличии вре-
менных ограничений на локомотивы (их уход на техническое обслужива-
ние) не все пути в найденном покрытии могут остаться допустимыми —
для некоторых локомотивов ни одна из найденных последовательностей
перевозок не может быть выполнена от начала до конца. В этом слу-
чае добавляется еще один этап решения, на котором найденное покрытие
преобразуется таким образом, что все новые пути описывают последова-
тельности перевозок, которые можно осуществить данным множеством
локомотивов с заданными временными ограничениями.

Ключевые слова: графовые модели, минимальное покрытие графа путя-
ми, покрытие графа с ограничениями, задача об оптимальном назначе-
нии.

DOI: 10.31857/S0005231021050044

1. Введение

В настоящей работе задача об оптимальном назначении локомотивов для
выполнения графика грузовых перевозок на линейном участке железной до-
роги решается с помощью статического графового алгоритма. Расписание
грузовых перевозок представлено в виде ориентированного ациклического

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проекты №№ 17-20-01180 офи-м-РЖД, 20-07-00190 А).
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графа. При выборе методов построения модели и способов нахождения оп-
тимального назначения был исследован ряд алгоритмов, описанных в лите-
ратуре [1–6]. Обзоры фундаментальных и прикладных теоретико-графовых
и сетевых методов и алгоритмов, направленных на решение широкого клас-
са задач, представлены в книгах [1–3]; в книге [4] приведены программные
реализации большого количества из них. В графах, имеющих разного рода
ограничения на достижимость вершин или проходимость дуг, вводится поня-
тие нестандартной достижимости; исследуются графы с различными типами
достижимости с помощью вспомогательных графов, названных развертка-
ми [5, 6]. Графы с дугами разной природы, принадлежащими нескольким
классам, используются при моделировании железнодорожных перевозок и
назначений локомотивов и бригад [7–9]. Модели и алгоритмы составления
расписаний железнодорожных грузовых перевозок и назначения локомотивов
описаны в [10–14]. В [12] предложен эвристический алгоритм оптимизации со-
ставления расписания движения грузовых поездов и назначении локомотивов
с учетом их технических обслуживаний. В [13] решается задача назначения
локомотивов без ограничений на их временные рамки. В [14] рассматривается
задача о назначении локомотивов и локомотивных бригад на грузовые соста-
вы, расписание движения которых уже известно. Точное решение находится с
использованием метода программирования в ограничениях. Задача, рассмат-
риваемая в [15], состоит в поиске декомпозиции путей в графе на подпути
таким образом, чтобы каждый подпуть целиком лежал в одном из заданных
подграфов исходного графа, а объединение этих подпутей составляло дан-
ный путь. Построенный алгоритм предлагается использовать для снижения
размерности задачи о назначениях локомотивов при организации железнодо-
рожных перевозок. Оптимальный по использованию тяговых ресурсов план
построен в [7, 8], где впервые предложена и реализована идея построения пла-
на перевозок на основе ресурсного графа, вложенного в плоскость графика
поездов. В них решена реальная задача назначения локомотивов грузовым
поездам на Восточном полигоне РЖД. Однако применяемые в этих работах
методы в некоторых случаях не позволяют построить полное решение в усло-
виях ограниченного числа локомотивов, даже если оно существует. В [9] было
описано решение локальной задачи: для заданных начальных состояний ло-
комотивов и поездов и заданного целевого состояния определить, является ли
осуществимым все множество перевозок. В процессе решения строится план
перевозок. Алгоритм, описанный в этой работе, решает поставленную задачу
в отсутствие ограничений по времени: все локомотивы должны быть доступ-
ны до достижения горизонта планирования. В настоящей работе предложен
метод, исправляющий недостатки предыдущей статьи и, что наиболее важ-
но, учитывающий дополнительные временные ограничения на локомотивы.
В отличие от жадного алгоритма сдвига фронта, описанного в [9], предложен
статический алгоритм, позволяющий искать глобально оптимальное реше-
ние на полностью известном графе. Для построения назначений используют-
ся методы решения проблемы покрытия ориентированного графа простыми
путями, описанной в [16–19].
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2. Постановка задачи о назначении локомотивов
на линейном участке железной дороги и ее графовая модель

2.1. Основные определения и обозначения

Рассматриваются грузовые перевозки на линейном участке железной до-
роги с k станциями. Имеется множество составов, для которых задан план
их отправления и прибытия, и множество локомотивов, с помощью которых
должны быть осуществлены данные перевозки.

Множество станций S = {S0, . . . , Sk} линейно упорядочено естественным
образом по их расположению.

В модели вводится непрерывное время t, разделенное на интервалы собы-
тиями.

Опр е д е л е н и е 1. Событиями будем называть точки ti, соответст-
вующие временам отправления и прибытия составов. Длины интервалов
между событиями могут быть различными.

По определению внутри каждого интервала событий нет. Тогда в непре-
рывном времени t естественным образом выделяется дискретный набор то-
чек, задающих границы интервалов: {0, 1, . . . , tfin}, где tfin – заданный гори-
зонт планирования.

Опр е д е л е н и е 2. Графиковой плоскостью Ots будем называть коорди-
натную плоскость, ось абсцисс которой соответствует времени, а ось ор-
динат задает линейный участок дороги с упорядоченными станциями.

На графиковой плоскости произвольному событию с абсциссой ti всегда
соответствует «целочисленная» ордината, совпадающая с одной из станций Sj
(см. рис. 1, a,б ).

Множество составов и их траекторий движения будем обозначать как Tr =
= {Tr1, . . . , T rn}.

Опр е д е л е н и е 3. Отрезки на графиковой плоскости Trj, задающие
траектории движения составов, будем называть локо-слотами, в соответ-
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L1 L1

L2 L2

Tr1 Tr1

Tr4 Tr4
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Рис. 1. a — Графиковая плоскость и график перевозок с четырьмя локо-
слотами и двумя локомотивами; б — все возможные подцепки и перецепки
локомотивов.
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ствии с терминологией, введенной в [7, 8]. Концы каждого отрезка задают-
ся отображениями (1)–(2).

fTrstart : Tr → (t, s);(1)

fTrgoal : Tr → (t, s).(2)

Множество локомотивов будем обозначать как L = {L1, . . . , Lm}. Их поло-
жение задается отображением

fLstart : L→ (t, s).(3)

Будем считать, что скорости всех локомотивов одинаковы и равны v.
С этой же скоростью движутся составы. Тангенсы углов наклона локо-слотов
могут быть равны v и −v в зависимости от направления движения состава.

План перевозок задается множеством локо-слотов и локомотивов на гра-
фиковой плоскости (рис. 1,a).

Опр е д е л е н и е 4. Прямоугольник на графиковой плоскости, ограничен-
ный осями координат и прямыми t = tfin и s = Sk, содержащий отрезки,
соответствующие локо-слотам, концы которых заданы отображениями
(1)–(2), и точки, соответствующие локомотивам, заданные отображени-
ем (3), будем называть графиком перевозок.

Задача состоит в том, чтобы заданным множеством локомотивов (или его
подмножеством) осуществить перевозки оптимальным образом. Локомотивы
могут двигаться порожняком от станции прибытия предыдущего состава к
станции отправления следующего. Под оптимальностью в настоящей моде-
ли будем понимать максимально возможное количество перевозок при как
можно меньшем количестве локомотивов, участвующих в их реализации.

2.2. Конусы достижимости и их вложенность

График перевозок вместе с возможными подцепками и перецепками
(рис. 1,b) можно рассматривать как евклидов граф. В нем имеются дуги двух
типов: дуги-перевозки (локо-слоты) и дуги-подцепки/перецепки, обозначен-
ные пунктирными линиями. Эти дуги соответствуют всем допустимым под-
цепкам локомотивов к составам и их перецепкам между составами. Углы на-
клона этих линий могут принимать значения из отрезка [−v, v]. Такой граф
был назван альтернативным [8], поскольку на нем видны все возможные
альтернативы для каждого локомотива в каждый момент времени, соответ-
ствующий его текущему положению на графике перевозок.

Опр е д е л е н и е 5. Альтернативный граф — это гетерогенный евклидов
граф с дугами двух типов: дуги-перевозки (локо-слоты) и дуги, обозначаю-
щие все возможные подцепки и перецепки локомотивов.

В [9] на альтернативном графе был предложен динамический алго-
ритм, названный алгоритмом сдвига фронта, который находил локально-
оптимальное решение в каждый момент ti. Однако в условиях временных
ограничений на работу локомотивов, когда некоторые локомотивы должны
уйти на профилактику в моменты времени t′l < tfin, этот алгоритм оказался
неприменим.
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Рис. 2. a — Непустые конусы достижимости; б — граф вложенности конусов–
вершины, соответствующие локо-слотам, представлены их номерами.

В настоящей работе введенный альтернативный граф модифицируется и
преобразуется в обычный ориентированный граф с одним типом дуг. Для
этого используется понятие конуса достижимости.

Опр е д е л е н и е 6. Конусом достижимости с вершиной в точке (ti, Sj)
для данного локомотива или локо-слота называется выпуклый многоуголь-
ник на графиковой плоскости, ограниченный двумя прямыми, проходящими
через точку (ti, Sj), тангенсы углов наклона которых равны v и −v соответ-
ственно, и прямыми, ограничивающими график перевозок: t = tfin, s = S0,
s = Sk. Для локомотива Lp точка (ti, Sj) задается его расположением Sj
в указанный момент времени ti, для локо-слота Trq она соответствует
координате его правого конца: (ti, Sj) = fTrgoal(Trq). Внутренность конуса
достижимости задается системой неравенств:





s− Sj 6 v(t− ti);

s− Sj > −v(t− ti);

0 6 t 6 tfin;

S0 6 s 6 Sk.

(4)

Таким образом, конус достижимости — это выпуклый многоугольник,
имеющий от трех до пяти углов. Он образован пересечением неограничен-
ного конуса, заданного двумя лучами скоростей перемещения локомотива, и
ограниченного графика перевозок.

Внутри и на границах данного конуса достижимости лежат все локо-
слоты, доступные для локомотива, находящегося в его вершине.

Построим конусы из окончаний всех локо-слотов и локомотивов. Полу-
чим набор конусов, вложенных друг в друга (рис. 2,a). На рисунке отсут-
ствуют все пустые конусы (конусы, не содержащие ни одного локо-слота).
Локо-слоты, имеющие пустые конусы, соответствуют конечным перевозкам.
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Теперь можно построить граф вложенности конусов (рис. 2,б ). Здесь вер-
шинам соответствуют локомотивы и локо-слоты, а дуги указывают на вло-
женность их конусов. Нетрудно убедиться, что дуги графа вложенности со-
ответствуют дугам, обозначенным пунктирными линиями на рис. 1,б . Этот
граф, с некоторыми модификациями, описанными в разделе 4, будет основ-
ным предметом исследования.

Зам е ч а ни е 1. В графе вложенности теряется информация (имеющаяся
на альтернативном графе) о том, какой длины путь должен пройти локомо-
тив порожняком между двумя последовательными перевозками, и о времени
простоя между ними. Для того чтобы две модели были полностью идентич-
ны, дугам графа вложенности можно приписать веса, зависящие от длин
соответствующих дуг альтернативного графа. Алгоритм построения плана
перевозок будет представлен для графа без весов, затем опишем модифика-
цию этого алгоритма для взвешенного графа.

Задача выполнения перевозок в терминах графа вложенности сводится
к поиску его минимального покрытия путями. Формальные определения
будут даны в следующем разделе.

Из рис. 2,б видно, что для данного графа покрытие будет содержать, как
минимум, три пути — изолированная вершина также считается простым пу-
тем. Отсюда же сразу вытекает, что график, представленный на рис. 2,a, при
наличии двух локомотивов невыполним полностью.

3. Задача о минимальном покрытии ациклического графа путями

Задача о нахождении минимального покрытия ациклического графа пу-
тями за полиномиальное время была решена около полувека назад. Одним
из основных ее практических приложений стала оптимизация программно-
го кода. Доказано, что в общем случае задача о нахождении оптимального
покрытия ориентированного графа простыми путями, не пересекающимися
по вершинам, является NP-сложной. Однако для ациклического графа было
найдено изящное решение, сводящее эту задачу к задаче поиска максималь-
ного паросочетания в двудольном графе.

Дадим основные определения, следуя [16].
Пусть D = (V,X) – ориентированный граф.
Опр е д е л е н и е 7. Множество {D1, . . . ,Dk} подграфов D, где Di =

= (Vi, Xi), называется покрытием D, не пересекающимся по вершинам, ес-
ли подмножества Vi являются разбиением множества вершин графа, т.е.

Vi ∩ Vj = ∅, если i 6= j и
⋃k
i=1 Vi = V . Множество дуг Xi подграфа Di состо-

ит из всех дуг xkl = (vk, vl), таких, что vk, vl ∈ Vi.

Опр е д е л е н и е 8. Размером покрытия {D1, . . . ,Dk} называется число
подграфов k.

Количество дуг в покрытии равно
∑k

i=1 |Xi|.
Опр е д е л е н и е 9. Покрытие {D1, . . . ,Dk} будем называть минималь-

ным, если для любого покрытия {D1, . . . ,Dl} выполняется неравенство l >
> k.
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Рис. 3. Построение двудольного графа из произвольного ациклического гра-
фа: a — исходный граф; б — разделение вершин; в — соответствующий дву-
дольный граф.

Опр е д е л е н и е 10. Покрытие орграфа {D1, . . . ,Dk} называется покры-
тием путями, если все подграфы Di – пути, i = 1, k.

Будем предполагать, что изолированные вершины являются путями нуле-
вой длины. В этом случае покрытие ориентированного графа путями всегда
существует.

Опр е д е л е н и е 11. Числом покрытия орграфа ζ(D) называется размер
его минимального покрытия путями.

Доказано [16], что ζ(D) также является размером такого покрытия оргра-
фа путями, которое содержит максимальное число дуг в сравнении со всеми
остальными покрытиями.

Поскольку дуги в рассматриваемой модели соответствуют вложенности
конусов, их можно считать дугами потенциально возможных перецепок. То-
гда если свести задачу об оптимальном назначении локомотивов к поиску
покрытия путями графа вложенности, то число покрытия ζ(D) будет соответ-
ствовать минимальному необходимому числу локомотивов, а максимальное
число дуг будет означать их оптимальное использование, т.е. максимальное
количество осуществленных перевозок.

Опр е д е л е н и е 12. Паросочетание в двудольном графе называется мак-
симальным, если не существует паросочетания, содержащего большее чис-
ло дуг.

Зам е ч а ни е 2. Иногда в литературе такое паросочетание называют наи-
большим, однако здесь будем придерживаться терминологии [16]; такая же
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терминология принята и в ряде современных источников (см., например, [20,
с. 22; 21, с. 136]).

Опишем процесс сведения задачи поиска покрытия путями к поиску мак-
симального паросочетания в двудольном графе. Каждую вершину исходного
графа vi разделим на две: v′i и v′′i . В вершину v′i входят все дуги, которые
входили в vi (и ничего не выходит), а из вершины v′′i выходят все дуги, кото-
рые выходили из vi (и ничего не входит). Все вершины со штрихом попадут
в одну долю двудольного графа, все вершины с двумя штрихами в другую.

Процесс построения двудольного графа показан на рис. 3.
Доказано, что задача нахождения минимального покрытия путями сводит-

ся к задаче поиска максимального паросочетания на полученном двудольном
графе.

4. Метод построения оптимального плана перевозок
в задаче без ограничений

Построенный граф вложенности конусов позволяет свести решение задачи
об оптимальном плане перевозок к поиску минимального покрытия путями
ациклического графа. Перечислим задачи, решающиеся в данной работе, в
порядке их усложнения.

1. Пусть есть только набор перевозок, представленных локо-слотами, ко-
торые необходимо осуществить в заданные моменты времени. Каково мини-
мальное число локомотивов, способных осуществить весь план?

2. Пусть заданы план перевозок, множество локомотивов и их начальные
положения. Возможно ли средствами данных локомотивов осуществить все
перевозки? Если да, найти оптимальный план. Если нет, найти план, покры-
вающий наибольшее количество перевозок.

3. Пусть заданы план перевозок, множество локомотивов и их начальные
положения. При этом некоторые локомотивы доступны не на всем интерва-
ле времени: они могут начать работу позже или завершить осуществление
перевозок в момент времени, находящийся ранее горизонта планирования.
Задача состоит в поиске назначений, позволяющих совершить максимальное
количество перевозок в условиях заданных ограничений.

Формальное определение задачи с ограничениями будет дано в разделе 5.
В настоящем разделе рассмотрим решения двух первых задач. Для этого
структурируем и упростим граф вложенности.

4.1. Структурирование графа вложенности

В графе вложенности вместо вершин-локомотивов и вершин-локо-слотов
будем рассматривать только вторые. Дадим формальное определение.

Опр е д е л е н и е 13. Граф вложенности G = (N,E) — это ориентиро-
ванный ациклический граф, в котором каждая вершина i соответствует
локо-слоту Tri, а дуги соответствуют отношению вложенности конусов
достижимости.
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Рис. 4. Графы, соответствующие графику на рис. 2,a. Граф без слоев, сов-
падающий с рис. 2,б ; б — тот же граф с послойной структурой; в — граф
вложенности, соответствующий определению 13.

4.1.1. Послойная организация графа вложенности. Само построение гра-
фа G позволяет представить его в виде послойной структуры. Вершины, со-
ответствующие локо-слотам, не вложенным ни в какие другие конусы, на-
ходятся в слое 1; вершины, вложенные в конусы локо-слотов слоя 1 (и не
вложенные ни в какие иные конусы), находятся в слое 2 и т.д.

С этой точки зрения на графе вложенности, представленном на рис. 2,б ,
послойная структура нарушена. Несмотря на то что состав, соответствующий
локо-слоту Tr4, по времени отправляется и прибывает последним, он нахо-
дится в слое 1, поскольку не принадлежит ни одному конусу локо-слотов.
Соответствующий послойный граф представлен на рис. 4,б,в.

Формальное определение слоя графа вложенности зададим рекурсивно.
Опр е д е л е н и е 14. Все вершины графа вложенности G, не имеющие

входящих дуг, принадлежат слою T1. Слой Tk содержит все вершины i
(и только их ), имеющие путь длины 1 от слоя Tk−1.

Определение означает, что локо-слот, соответствующий вершине слоя Tk,
вложен в k − 1 последовательно вложенных конусов.

4.1.2. Редукция транзитивного замыкания. В отсутствие временных огра-
ничений на локомотивы графы вложенности представляют собой транзитив-
ное замыкание всех путей. Если граф содержит много слоев, а каждый слой
содержит много вершин, в нем хранится большое количество избыточной
информации. Кроме того, дуги транзитивного замыкания обозначают си-
туацию, в которой при построении покрытия некоторые локо-слоты могут
оказаться пропущенными. На рис. 5,a, например, дуга 1 → 5 означает, что
локо-слот 3 будет пропущен, и такой план заведомо неоптимален, поскольку
цепочка 1 → 3 → 5 охватит оба локо-слота.
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Рис. 5. a, б — эквивалентные относительно минимального покрытия графы:
a — с дугами транзитивного замыкания; б — редуцированный граф. в, г —
потеря решения при удалении дуг транзитивного замыкания: в — исходный
граф; г — редуцированный граф.

В ряде случаев дуги транзитивного замыкания только усложняют поиск
решения и их необходимо удалить. На рис. 5,a,б представлены графы с ду-
гами транзитивного замыкания и без них. Очевидно, удаление этих дуг не
повлияет на нахождение минимального покрытия, какой бы алгоритм его
поиска ни был использован.

Однако в некоторых случаях удаление этих дуг влечет за собой потерю ре-
шения. Это хорошо видно на примере рис. 5,в,г. Если решать задачу состав-
ления расписания на графе из рис. 5,г, она не будет иметь решения. Притом
что из рис. 5,в следует, что решение существует и оно не единственно.

Сформулируем ряд утверждений относительно возможности удаления
транзитивного замыкания отношения вложенности без потери решений.

Опр е д е л е н и е 15. Графы, полученные из графа вложенности G удале-
нием некоторых дуг транзитивного замыкания и имеющие то же множе-
ство минимальных покрытий путями, будем называть эквивалентными
исходному графу.

Будем подразумевать, что каждой паре слоев (Ti, Tj) соответствует дву-
дольный граф, содержащий все дуги с началом в слое Ti и концом в слое Tj.

У тв е ржд е ни е 1. Если в трех последовательных слоях Ti−1, Ti, Ti+1

графа G количество вершин одинаково: |Ti−1| = |Ti| = |Ti+1| и в каждом дву-
дольном графе, образованном парой слоев (Ti−1, Ti), (Ti, Ti+1), существует
совершенное паросочетание, то исходный и редуцированный графы эквива-
лентны.

Дока з а т е л ь с т в о. Наличие совершенных паросочетаний в каждой паре
означает, что в трех слоях существует покрытие простыми путями длины 2.
Оно будет являться минимальным покрытием по определению. Транзитивное
замыкание в этом случае является избыточным.

У тв е ржд е ни е 2. Если в трех последовательных слоях Ti−1, Ti, Ti+1

графа G количество вершин изменяется монотонно: |Ti−1| 6 |Ti| 6 |Ti+1|
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или |Ti−1| > |Ti| > |Ti+1| и для каждой пары слоев (Ti−1, Ti), (Ti, Ti+1) при
удалении любых вершин из слоя с большим их количеством в соответст-
вующем двудольном графе будет существовать совершенное паросочетание,
то исходный и редуцированный граф эквивалентны.

Дока з а т е л ь с т в о. Условие утверждения означает, что в этих слоях су-
ществует такое покрытие простыми путями, что оно будет содержать столько
путей длины 2, каково количество вершин в наименьшем слое. Вершины в
среднем слое все войдут в пути длины 1. Полученное покрытие минимально
для такого графа. Транзитивное замыкание в этом случае является избыточ-
ным.

У тв е ржд е ни е 3. Пусть в трех последовательных слоях Ti−1, Ti, Ti+1

графа G количество вершин в среднем слое Ti больше, чем в верхнем и ниж-
нем: |Ti| > |Ti−1|, |Ti| > |Ti+1|. Если для слоев Ti−1, Ti+1 при удалении любых
|Ti| − |Ti−1| и |Ti| − |Ti+1| вершин соответственно из слоя Ti в полученных
двудольных графах, образованных этими слоями с редуцированным слоем Ti,
будет существовать совершенное паросочетание, то исходный и редуциро-
ванный граф эквивалентны.

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство этого утверждения аналогично
предыдущему. В данных слоях будет существовать покрытие, содержащее
количество путей длины 2, равное min(|Ti−1|, |Ti+1|). Количество путей дли-
ны 1 будет равно max(|Ti−1|, |Ti+1|)−min(|Ti−1|, |Ti+1|). Незадействованные
вершины в слое Ti будут путями длины 0. При данной топологии ни одна ду-
га из слоя Ti−1 в слой Ti+1 не будет востребована в минимальном покрытии.

Первые три утверждения локальны. Они позволяют удалять дуги, иду-
щие через слой. Следующее утверждение касается графа в целом. Оно поз-
воляет найти разбиение графа на независимые подграфы. Под таким «раз-
биением» будем понимать отсутствие дуг транзитивного замыкания между
подграфами.

У тв е ржд е ни е 4. Пусть в графе G слой Ti, 1 < i < p, где p — общее
число слоев, имеет максимальное количество вершин и каждая пара слоев
Tj, Ts, j < i, s > i вместе со слоем Ti удовлетворяют условиям утвержде-
ния 3. Тогда граф, полученный удалением всех дуг транзитивного замыка-
ния из слоев Ti−k в слои Ti+l, 0 < k < i, 0 < l 6 p− i, эквивалентен графу G.
Если в графе G существует h слоев с максимальным количеством вершин
(не считая первого и последнего слоя), то редуцированный граф, состоящий
из h+ 1 независимых подграфов, полученных удалением дуг транзитивно-
го замыкания, соединяющих вершины, находящиеся по разные стороны от
каждого из этих слоев, эквивалентен графу G.

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство аналогично доказательству утверж-
дения 3. Любые два слоя, взятые выше и ниже Ti, будут соединяться только
через вершины этого слоя. Транзитивное замыкание в данном случае избы-
точно.

Это утверждение, несмотря на громоздкость формулировки, достаточно
наглядно. Оно говорит о том, что не может существовать путей максимальной
длины из слоя выше Ti в слой ниже Ti, не содержащих вершин из Ti.
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Редукция транзитивного замыкания позволяет существенно понизить раз-
мерность задачи. Двудольный граф, построенный из редуцированного гра-
фа G, распадется на h+ 1 несвязных подграфов, в каждом из которых мак-
симальное паросочетание будет находиться независимо от остальных компо-
нент связности.

В частности, если граф состоит из p слоев одинакового размера, как на
рис. 5,a, б , двудольный граф будет состоять из p− 1 компонент связности. За-
дача поиска покрытия графа путями сведется к поиску паросочетаний между
каждыми двумя слоями в отдельности.

4.2. Построение оптимального плана перевозок в задаче без ограничений

Задача 1 состоит в определении числа локомотивов, необходимых для осу-
ществления всех перевозок. Как следует из построения графа вложенности,
первая задача из списка в начале раздела 4 решается автоматически. Мини-
мальное покрытие графа путями определит наименьшее возможное количе-
ство локомотивов и оптимальный план перецепок (последовательность вер-
шин внутри каждого пути из покрытия графа).

Зам е ч а ни е 3. Если дуги графа имеют веса, т.е. заданы штрафы локо-
мотивов за простой и движение порожняком, как функции от длин дуг аль-
тернативного графа (см. замечание 1 из раздела 2.2), решение будет состоять
в поиске максимального паросочетания с минимальной суммой весов дуг во
взвешенном двудольном графе, полученном из взвешенного графа вложенно-
сти. В таком виде задача сводится к классической линейной задаче о назна-
чениях, для решения которой существует ряд полиномиальных алгоритмов.

Задача 2 заключается в том, чтобы при имеющемся множестве локомо-
тивов и заданном их расположении приписать локомотивы максимальному
количеству из полученных в задаче 1 путей графа.

Послойная структура графа удобна тем, что сразу дает ответ о минималь-
ном количестве локомотивов, необходимых для осуществления всех перево-
зок.

У тв е ржд е ни е 5 (необходимое условие выполнения плана перево-
зок). Для того чтобы все перевозки были осуществлены, необходимо, чтобы
в каждом слое послойного графа было не более |L| вершин, где |L| – число ло-
комотивов.

Дока з а т е л ь с т в о. Вершины, присутствующие в одном слое, недости-
жимы друг из друга. Поэтому никакую пару из перевозок, соответствующих
этим вершинам, нельзя осуществить последовательно. Пусть в слое Ti содер-
жится k вершин, k > |L|. Даже если в слоях выше и ниже Ti содержится
число вершин меньшее, чем |L|, это не может компенсировать избыток вер-
шин в Ti. Таким образом, для осуществления всех перевозок в слое Ti и,
соответственно, во всем графе необходимо, как минимум, k локомотивов.

Сл ед с т в и е 1. Минимальное количество локомотивов, необходимое для
осуществления заданного графика, находится как maxi=1,...,p |Ti|, где p – ко-
личество слоев его графа вложенности.
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Решение задачи 2. Пусть минимальное покрытие графа вложенности пу-
тями построено. Построим двудольный граф, в одной доле которого будут
вершины–локомотивы, а в другой – вершины, соответствующие найденным
путям. Дуги в этом графе обозначают вложенность конуса первой вершины
пути в конус соответствующего локомотива. Таким образом, задача свелась
к еще одному шагу по определению максимального паросочетания.

При построении максимального паросочетания локомотивы–пути воз-
можно несколько исходов:
• Если каждому пути будет приписан локомотив, задача имеет оптимальное

решение и весь план перевозок выполним. Количество локомотивов будет
минимальным по построению минимального покрытия.

• Если число локомотивов меньше числа путей в покрытии, но все локо-
мотивы входят в максимальное паросочетание, план перевозок невыпол-
ним полностью. При этом среди допустимых частичных решений, если
их больше одного, можно найти оптимальное. В построенном двудольном
графе локомотивы–пути припишем дугам веса: чем длиннее путь в гра-
фе вложенности, тем больше вес ведущих к нему дуг. Таким образом, па-
росочетание с максимальным весом, в котором участвуют все вершины–
локомотивы, будет соответствовать осуществлению максимально возмож-
ного числа перевозок. Если при этом граф вложенности был взвешенным
(см. замечания 1, 3), решение нужно оптимизировать, используя макси-
минную стратегию: суммарный штраф каждой последовательности пере-
возок можно считать весом соответствующей вершины, тогда среди полу-
ченных паросочетаний, максимальных по сумме весов дуг (если их более
одного), нужно найти минимальное по суммарному весу (штрафу) вершин,
обозначающих пути.

• Если в полученном максимальном паросочетании остались пути без локо-
мотивов и при этом остались свободные вершины–локомотивы, это озна-
чает, что при данном расположении локомотивов все перевозки не могут
быть осуществлены. При этом существует возможность, что найденное
решение будет неполным: может оказаться, что некоторая последователь-
ность перевозок, оставшаяся вне паросочетания, может быть частично осу-
ществлена некоторым свободным локомотивом — не с первой перевозки,
а со второй, третьей и далее, т.е. данный локомотив не успеет прибыть в
пункт отправления первой перевозки (или нескольких первых перевозок)
в нужный момент времени. Если такая ситуация возникла, будем считать,
что попали в рамки задачи с ограничениями на локомотивы, только вместо
раннего завершения здесь имеет место «позднее начало». Этот случай, как
и случай, когда локомотивы доступны на ограниченном отрезке времени,
будет исследован в следующем разделе (п. 5.1.2).

5. Метод построения оптимального плана перевозок
в задаче с ограничениями

Если некоторый локомотив доступен не на всем отрезке времени [0, tfin],
это означает, что у него есть временное ограничение на осуществление пере-
возок. Пусть локомотив Lj доступен на отрезке [tj0, t

j
fin]⊂ [0, tfin]. Тогда он
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Рис. 6. График a и граф вложенности б в задаче с ограничениями. Временное
ограничение наложено на локомотив L2.

не может осуществить перевозку, начинающуюся ранее tj0 или заканчиваю-
щуюся позже tjfin. В этом случае третья строка в системе неравенств (4),
описывающая конус достижимости локомотива Lj без ограничений, модифи-
цируется следующим образом: tj0 6 t 6 tjfin.

Ситуация временного ограничения для локомотива L2 изображена на
рис. 6,а. Для этого локомотива имеет место: t20 = 0, t2fin = 4 < tfin.

Временные ограничения, наложенные на локомотивы, делают не все пути
в графе вложенности допустимыми для этих локомотивов — последователь-
ность перевозок может быть не осуществима целиком. Это усложняет поиск
оптимального решения, и даже ответ на вопрос о существовании решения
для найденного покрытия становится нетривиальным.

5.1. Введение индексов локомотивов

Введем дополнительные характеристики вершин графа вложенности.
Каждой вершине будем приписывать индексы, соответствующие номерам ло-
комотивов, способных осуществить перевозку соответствующего локо-слота.

5.1.1. Ограничения «справа». Рассмотрим сначала временные ограничения
«справа», т.е. завершение работы ранее горизонта планирования (рис. 6,а).
Формально ограничение «справа» для локомотива Lj описывается неравен-
ством tjfin < tfin.

У тв е ржд е ни е 6. В задаче без ограничений «справа» множество ин-
дексов каждой вершины из промежуточного или конечного слоя содержит
в себе объединение индексов ее родителей.

Утверждение справедливо, поскольку в отсутствие ограничений «справа»
отношение вложенности транзитивно. Множество индексов вершины явля-
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ется объединением индексов ее родителей и, возможно, содержит некоторые
новые индексы, соответствующие локомотивам с «поздним началом».

Тогда в терминах графа вложенности можно дать следующее определение
ограничению «справа».

Опр е д е л е н и е 16. Будем говорить, что локомотив Lj имеет ограни-
чение «справа», если в графе вложенности существует хотя бы одна вер-
шина начального или промежуточного слоя с индексом j такая, что j не
является индексом хотя бы одного из ее потомков.

Таким образом, если нет ограничений «справа», начальной вершине каж-
дого пути достаточно поставить в соответствие локомотив, и этот локомотив
гарантированно осуществит все последующие перевозки по цепочке вложен-
ности.

Если некоторые локомотивы заканчивают работу раньше наступления го-
ризонта планирования, такой алгоритм перестает работать. Из рис. 6,б видно,
что путь 1 → 3 неосуществим ни первым, ни вторым локомотивом, хотя на
рис. 4,в в таком же графе без меток последовательность перевозок 1 → 3 яв-
ляется допустимой.

При решении задачи с ограничениями первый этап остается неизменным:
строится минимальное покрытие графа вложенности путями. Однако теперь
недостаточно найти паросочетания между началами всех путей из найденного
покрытия и локомотивами. Не каждая последовательность перевозок, состав-
ляющая путь, может быть осуществлена целиком некоторым локомотивом с
ограничениями. Для того чтобы стало возможным корректное приписывание
локомотива некоторому пути, необходимо и достаточно, чтобы индекс локо-
мотива «протекал» из начальной вершины в конечную. На рис. 6,б видно, что
в пути 1 → 3 индекс локомотива 2 не протек вниз.

Соответственно, не каждое решение задачи без ограничений будет тако-
вым для задачи с ограничениями «справа». Необходимо осуществить провер-
ку найденного решения на допустимость. Если оно допустимо, оптимальный
план перевозок построен. В случае если найденные пути не удовлетворяют
задаче с ограничениями, нужно осуществить модификацию решения. Методы
модификации описаны в разделе 5.2.

5.1.2. Ограничения «слева». Ограничение «слева» в отличие от предыду-
щего нельзя задать сходным неравенством tj0 > 0, потому что возможны си-
туации, когда все локомотивы доступны с нулевого момента времени, но име-
ют пространственные ограничения, т.е. могут не успеть доехать ни до одного
состава, соответствующего вершинам первого слоя.

Опр е д е л е н и е 17. Будем говорить, что локомотив Lj имеет ограниче-
ние «слева», если в графе вложенности существует хотя бы одна вершина
промежуточного или конечного слоя с индексом j такая, что j не принад-
лежит объединению индексов ее родителей.

Это определение сочетает в себе как временные, так и пространственные
ограничения.

При ограничении «слева» проблема поиска решения состоит в том, что
паросочетание, в котором участвуют все пути, без дополнительных преобра-
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зований построить невозможно: при построении паросочетания локомотивов
и путей нельзя сопоставить пару локомотив–путь, если путь доступен для
локомотива не с первой вершины.

Отличие ограничений «слева» и «справа» состоит в том, что при ограниче-
ниях «справа» может существовать паросочетание локомотивы–пути, содер-
жащее все пути, которое из-за ограничений не является полностью допусти-
мым (существуют перевозки, находящиеся ближе к горизонту планирования,
для которых локомотивы окажутся неподходящими). Такое решение можно
попытаться исправить, перераспределив пути между локомотивами или со-
вершив обмен участками между двумя и более путями. В некоторых случаях
при ограничениях «справа» можно добиться того, чтобы все перевозки были
выполнены.

При существовании ограничений «слева» для полученного минимального
покрытия может не существовать паросочетания локомотивы–пути, содержа-
щего в себе все пути и все локомотивы.

Казалось бы, если при построении максимального паросочетания локомо-
тивы–пути некоторые пути и некоторые локомотивы остались без пары, то
даже при исправлении решения оно все равно не может быть полным — если
первой перевозке (или нескольким первым) нельзя назначить локомотив, то
полного покрытия не существует. Однако, как будет показано в следующем
разделе, это не всегда так.

5.2. Дублирование вершин

Произведем еще одну модификацию графа вложенности, без которой су-
ществующее решение задачи назначения локомотивов с учетом ограничений
не всегда может быть найдено. С ее помощью задачи ограничений «слева» и
«справа», несмотря на их значительные отличия, становятся симметричными
и решаются одинаково.

Введем операцию дублирования вершин. Прежде чем давать формальное
определение, рассмотрим ее на примере. Граф вложенности на рис. 7,a со-
держит вершины с индексами локомотивов. В нем представлены сразу оба
типа ограничений: метка локомотива 3 появляется лишь на втором слое в вер-
шине 3 (ограничение «слева»). Метка локомотива 2 заканчивается на этом же
слое в вершине 4 (ограничение «справа»). При построении минимального по-
крытия этого графа какие бы дуги ни были выбраны, получатся два пути —
из первого слоя в третий. При этом никакое решение не будет допустимым
в рамках ограничений. Конечная вершина пути, начавшегося в вершине 2,
не будет иметь с ней общих индексов, будь то вершина 5 или 6. При этом
локомотив 3 не имеет возможности совершить ни одну перевозку.

Чтобы избежать такой ситуации, продублируем вершины из внутренних
слоев, в которых проявляются ограничения, т.е. некоторый индекс встреча-
ется впервые или, наоборот, заканчивается, и вынесем дубли соответственно
в первый и последний слои. Это является указанием на то, что они могут
стать граничными — начальными или конечными — вершинами некоторо-
го пути. На рис. 7,б дубль вершины 3 будет вынесен в верхний слой из-за
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Рис. 7. Дублирование вершин во внешние слои: a — исходный граф, б — дубли
двух вершин в верхний и нижний слои, в — минимальное покрытие с уче-
том ограничений: путь для локомотива L1 – 1 → 3 → 5, путь для локомотива
L2 — 2 → 4 (и вспомогательная вершина 4-дубль), путь, состоящий из одной
вершины, для локомотива L3 — 6; вершина-дубль 3 не вошла в полученное
покрытие.

появившегося у нее индекса 3, дубль вершины 4 будет вынесен в нижний
слой, поскольку метка 2 на ней прервалась.

Каждая вершина-дубль связана со своим «оригиналом» дугой. Других но-
вых дуг при этой операции не появляется.

Часть вершин-дублей может оказаться избыточной. На рис. 7,в, например,
избыточна вершина-дубль 3. Однако это действие позволит найти решение
задачи с ограничениями, если оно существует.

Опишем формальную процедуру поиска вершин для дублирования и об-
разования дублей.

Опр е д е л е н и е 18. Будем говорить, что задача о назначении локомо-
тивов является задачей с ограничениями, если хотя бы один локомотив
имеет ограничение «слева» или «справа».

При ограничении «слева» все вершины промежуточных (или конечного)
слоев, в которых появляется индекс, не принадлежащий их родителям, будут
потенциальными точками входа для соответствующего локомотива при ре-
шении задачи о назначениях. Для всех точек входа создаются дубли, которые
выносятся на верхний слой. Из каждой вершины-дубля выходит единствен-
ная дуга, соединяющая ее с «оригиналом».

Ограничение локомотива Lj «справа» означает, что индекс j в некоторой
вершине промежуточного слоя встречается в последний раз и дальше вниз
«не протекает».

Все вершины промежуточных слоев, в которых индекс встречается в по-
следний раз, являются потенциальными точками выхода для соответствую-
щего локомотива. Для них также создаются дубли и выносятся в нижний
слой. При этом добавляется дуга, соединяющая вершину-оригинал и ее дубль.
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При поиске минимального покрытия графа путями вершины-дубли участ-
вуют в формировании путей в последнюю очередь, если ни одной «ориги-
нальной» вершины нельзя больше задействовать. Это свойство достигается
взвешиванием дуг. Дугам, соединяющим вершины-дубли с обычными верши-
нами, назначаются заведомо большие штрафы. При поиске максимального
паросочетания с минимальным весом такие дуги будут задействованы в по-
следнюю очередь.

Те ор ем а 1. Если решение задачи с ограничениями на локомотивы су-
ществует, оно представляет собой паросочетание между некоторым под-
множеством локомотивов и всеми путями, составляющими минимальное
покрытие графа вложенности с дублированными вершинами (за исключе-
нием, возможно, некоторых изолированных вершин-дублей).

Дока з а т е л ь с т в о. Пример, представленный на рис. 7, показывает, что
дублирование вершин для некоторых ограничений является необходимым
условием нахождения решения. Докажем его достаточность для произволь-
ного графа и произвольных ограничений.

По построению для каждого локомотива с любым ограничением («слева»,
«справа» или обоими сразу) в графе с дублированными вершинами будут
присутствовать пути максимально возможной длины, не являющиеся под-
путями других путей, — при этом начала и/или концы таких путей будут
вершинами-дублями. Другими словами, в графе с дублированными верши-
нами к каждому пути с ограничениями добавляется ответвление в первый
или последний слой, соответствующее пути без ограничений. То есть в этом
графе для любой начальной вершины с любым набором индексов существу-
ет такой путь, что хотя бы один индекс для него «протечет» с первого слоя
в последний. Следовательно, для каждого пути в графе с дублированными
вершинами существует, по крайней мере, один подходящий локомотив.

При этом пути, начинающиеся или заканчивающиеся вершинами-дублями,
снимают ограничения с локомотивов, и задача сводится к задаче без ограни-
чений.

Для задачи без ограничений существование решения равносильно суще-
ствованию паросочетания между некоторым подмножеством локомотивов и
всеми путями минимального покрытия за исключением путей, представляю-
щих собой изолированные вершины-дубли.

Теорема 1 говорит о том, что построен граф, на котором решение задачи
с ограничениями, если оно существует, может быть найдено. В следующем
разделе опишем процесс поиска этого решения.

5.3. Поиск решения в задаче с ограничениями на локомотивы

5.3.1. Проверка найденного покрытия графа на допустимость. На первом
шаге осуществим дублирование вершин.

Далее, найдем произвольное минимальное покрытие путями с помощью
алгоритма, описанного в разделе 3.

После нахождения этого минимального покрытия графа вложенности
нужно каждому пути назначить доступный локомотив. Дублирование вер-
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Рис. 8. Поиск минимальных покрытий: a — граф вложенности; б — граф с
дублированными вершинами 3 и 4; в — недопустимое покрытие в задаче с
ограничениями; г — допустимое покрытие.
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Рис. 9. Трехслойные графы, соответствующие двум минимальным покрытиям
графа вложенности на рис. 8,a: a, б — графы, соответствующие покрытию на
рис. 8,в; в, г — графы, соответствующие покрытию на рис. 8,г. На рис. в и г
удалены дуги, несимметричные относительно среднего слоя.

шин в верхний слой автоматически снимает ограничения «слева», но огра-
ничения «справа» нужно отслеживать отдельно. Каждый локомотив должен
быть доступен на протяжении всего пути – не только в его начале, но и в
конце. Поэтому нужно следить не только за стартовыми, но и за конечными
вершинами путей.

На рис. 8 приведен пример двух найденных минимальных покрытий. По-
крытие на рис. 8,в недопустимо при ограничении на первый локомотив, по-
крытие на рис. 8,г допустимо — оно описывает оптимальный план перевозок
и при этом содержит дублированную вершину. В окончательном решении все
дубли должны быть удалены.

Пусть в графе вложенности построено минимальное покрытие путями.
Построим новый трехслойный граф следующим образом. В среднем слое
расположим вершины, каждая из которых представляет собой путь в най-
денном покрытии. Верхний и нижний слои одинаковы. В них расположены
вершины–локомотивы. Соединим эти слои следующим образом. Из верхне-
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го слоя в средний ведут дуги, соединяющие локомотивы с теми путями, в
начальных вершинах которых присутствуют соответствующие индексы. Из
нижнего слоя в средний ведут дуги, соединяющие локомотивы с теми путями,
в конечных вершинах которых присутствуют соответствующие индексы. На
рис. 9,a и 9,в построены трехслойные графы, соответствующие найденным
покрытиями на рис. 8,в и 8,г соответственно.

Допустимыми являются только те назначения, для которых в этом графе
есть дуги от одноименных вершин сверху и снизу в средний слой. На рис. 9,б
и 9,г оставлены только такие дуги. После того как непарные дуги удалены,
получается граф, симметричный относительно среднего слоя. В силу симмет-
ричности нижний слой можно отсечь – это показано пунктирными линиями
на рис. 9,б и 9,г. Тогда решение задачи с ограничениями сведется к поиску
паросочетания в полученном двудольном графе, содержащего все вершины,
соответствующие путям. Если число путей и локомотивов одинаково, паро-
сочетание должно быть совершенным.

Если, как на рис. 9,б, совершенного паросочетания не существует, должен
быть предложен алгоритм, позволяющий «исправить» все недопустимые пу-
ти в найденном минимальном покрытии и обладающий невысокой вычисли-
тельной сложностью.

Дадим следующее определение недопустимого пути.
Опр е д е л е н и е 19. Недопустимый путь — это путь в графе вложенно-

сти, в котором множества индексов начальной и конечной вершин имеют
пустое пересечение.

5.3.2. Эвристический алгоритм перестроения недопустимых путей в мини-
мальном покрытии. В ходе решения задачи был предложен ряд дальнейших
преобразований графа, а также последовательность алгоритмов для нахож-
дения решения во все более редких исключениях, обладающих значительной
вычислительной сложностью. В настоящей работе приведем эвристический
алгоритм, который способен найти допустимое решение в большинстве слу-
чаев (см. замечание 4 ниже).

Неформально его можно проиллюстрировать рис. 10, на котором пред-
ставлен трехслойный граф из рис. 8,а и его последующее исправление.

Предложенный эвристический алгоритм ищет новое совершенное паросо-
четание по очереди в каждом независимом подграфе, т.е. таком подграфе,
который соответствует изолированному двудольному графу (раздел 4.1.2).

Найдя недопустимый путь (обозначим его как Pathi), в каждом независи-
мом подграфе по очереди нужно выполнить следующие действия.

1. Удалить дугу, принадлежащую Pathi. Построить новое совершенное па-
росочетание в соответствующем двудольном графе. Если оно существует и
новый путь, соответствующий началу пути Pathi, стал допустимым, не ис-
портив другие пути, то выход.

2. Если оно существует и новый путь недопустим, перейти к п. 1, оставаясь
в этом же независимом подграфе.

3. Если в данном независимом подграфе нельзя найти дугу, приводящую к
безопасному исправлению пути, не портящему другие пути (т.е. удалены все
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Рис. 10. Построение допустимого покрытия: а — трехслойный граф, для ко-
торого не существует допустимого покрытия; б — «раздвигание» путей; в —
обмен двух путей участками; г — допустимое покрытие.

дуги, описанные в п. 1), вернуть все удаленные дуги и перейти в следующий
подграф.

4. Если путь исправлен.
• Если покрытие стало допустимым, решение найдено; выход.
• Если существуют другие недопустимые пути, перейти к п. 1.

Зам е ч а ни е 4. Этот алгоритм сможет найти допустимое покрытие во
всех случаях, когда исправления, приводящие к нему, таковы, что все они
могут быть сделаны с помощью одного обмена участками двух путей, как
показано на рис. 10. Если же нужно делать более одного обмена между путя-
ми — как последовательно в разных подграфах, так и параллельно в одном
подграфе (например, циклическую перестановку окончаний нескольких пу-
тей), то этот алгоритм может не привести к решению. Однако такие случаи
являются скорее исключениями. Для них разработаны точные методы реше-
ния, которые остались за рамками данной статьи.

6. Заключение

В работе предложена новая графовая модель перевозок на линейном
участке железной дороги. Построен граф вложенности, который позволяет
применить для решения задачи об оптимальных назначениях статические
графовые алгоритмы.

Поиск решения для задачи без временных ограничений на локомотивы
состоит из двух этапов. В этом случае задача сводится к поиску минималь-
ного покрытия ациклического графа путями. А эта задача, в свою очередь,
сводится к задаче нахождения максимального паросочетания на двудольном
графе и соответственно имеет полиномиальную сложность.

При наличии временных ограничений на локомотивы добавляется еще три
этапа. Сначала преобразуется граф вложенности — вершинам добавляются
индексы локомотивов и происходит дублирование выделенных вершин. Затем
строится минимальное покрытие нового графа путями, это покрытие прове-
ряется на допустимость. Если покрытие недопустимо, т.е. некоторые пути
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соответствуют последовательностям перевозок, которые невозможно осуще-
ствить одним локомотивом, происходит преобразование покрытия. С его по-
мощью строятся новые пути, описывающие допустимые последовательности
перевозок, т.е. последовательности, которые можно осуществить некоторым
локомотивом от начала и до конца.

Предложен эвристический алгоритм, превращающий недопустимое по-
крытие в допустимое. Он имеет невысокую сложность и хорошую эффек-
тивность.

Следует отметить что рассматриваемая графовая модель о назначениях
во многом совпадает с моделью «умного» производства (см. [22]), а разра-
ботанные алгоритмы оптимального назначения могут быть применены для
управления роботизированным производством.
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18. Jackson B., Ordaz O. Chvátal–Erdös Conditions for Paths and Cycles in Graphs and
digraphs. A survey // Discret. Math. 1990. V. 84. No. 3. P. 241–254.
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ОПТИМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА СОСТОЯНИЙ
ОБОБЩЕННОГО MAP-ПОТОКА СОБЫТИЙ

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ

Рассматривается задача оптимальной оценки состояний обобщенного
MAP-потока (Markovian Arrival Process) с n состояниями, являющегося
одной из математических моделей реальных информационных потоков
сообщений. Находится явный вид апостериорных вероятностей состояний
исследуемого потока. Решение о состоянии потока выносится по критерию
максимума апостериорной вероятности. Приводятся численные результа-
ты расчетов оценок состояний на основании построенной имитационной
модели обобщенного MAP-потока событий.
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1. Введение

Интенсивное развитие компьютерных систем, расширение информацион-
ных сетей связи дало толчок к формированию широкой сферы приложений
аппарата теории массового обслуживания (ТМО), а именно: проектирова-
ние, внедрение, эксплуатация информационно-вычислительных сетей, систем
спутниковой связи, телекоммуникационных сетей и т.п. Это стало причиной
введения в рассмотрение новой математической модели входящего потока со-
бытий, адекватно описывающей реальные информационные потоки случай-
ных событий.

Так как зачастую на практике все параметры потока известны частично
или полностью неизвестны, или изменяются со временем (нередко изменения
носят случайный характер), то в качестве математических моделей реаль-
ных потоков событий в середине 80-х годов прошлого века вошли в рассмот-
рение дважды стохастические потоки. Такие потоки характеризуются слу-
чайностью моментов времени наступления событий в потоке, представлени-
ем интенсивности потока как случайного процесса и подразделяются на два
класса: 1) интенсивность потоков есть непрерывный случайный процесс [1];
2) интенсивность потоков представляет собой кусочно-постоянный случай-
ный процесс с конечным числом состояний [2, 3]. Потоки второго класса, к
которым относится обобщенный MAP-поток событий с произвольным числом
состояний [4], в [2] получили название MC-потоков (Markov Chain).
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Дважды стохастические потоки событий, как правило, являются коррели-
рованными потоками. В этой связи исследование как самих потоков, так и
систем массового обслуживания (СМО), составной частью которых являют-
ся коррелированные входящие потоки событий, является актуальной задачей.
Исчерпывающий анализ современного состояния теории очередей с коррели-
рованными потоками приведен в книге [5].

При исследовании дважды стохастических потоков событий выделяют два
основных раздела задач, базой для которых служат наблюдения за момента-
ми времени наступления событий: 1) оценка состояний (фильтрация) потока
событий [6–11]; 2) оценка параметров потока [12–17].

В данной статье решается задача об оптимальной оценке состояний обоб-
щенного MAP-потока событий с произвольным числом состояний. Предлага-
ется алгоритм оптимального оценивания состояний потока, согласно которо-
му решение о состоянии выносится по критерию максимума апостериорной
вероятности, представляющей наиболее полную характеристику состояния
потока, которую можно получить, располагая только выборкой наблюдений.
Критерий обеспечивает минимум безусловной вероятности ошибки вынесе-
ния решения.

2. Постановка задачи

Рассматривается обобщенный MAP-поток событий (далее — поток), сопро-
вождающий процесс λ(t) которого является случайным кусочно-постоянным
принципиально ненаблюдаемым процессом с n состояниями: S1, . . . , Sn. Ес-
ли λ(t) = λi, i = 1, n, то будем говорить, что имеет место i-е состояние (Si)
процесса λ(t), причем λ1 > λ2 > . . . > λn > 0.

Длительность пребывания процесса λ(t) в i-м состоянии (i = 1, n) опреде-
ляется случайной величиной, распределенной по экспоненциальному закону
Fi(t) = 1− e−λit, i = 1, n. Если процесс λ(t) в момент времени t находится в
i-м состоянии, т.е. λ(t) = λi, то в момент окончания i-го состояния происходит
следующий розыгрыш состояний: 1) наступает событие потока в i-м состоя-
нии, и процесс λ(t) переходит из i-го состояния в j-е состояние с вероятностью
P1(λj |λi), i, j = 1, n; 2) не наступает событие потока в i-м состоянии, и про-
цесс λ(t) переходит из i-го состояния в j-е состояние с вероятностью P0(λj |λi),
i, j = 1, n. При этом выполняется условие нормировки

n∑

j=1

P0(λj |λi) +
n∑

j=1

P1(λj|λi) = 1, i, j = 1, n.

Зам е ч а ни е 1. Обобщение MAP-потока событий с произвольным числом
состояний заключается во введении вероятности P0(λi|λi) 6= 0, i = 1, n, пере-
хода процесса λ(t) из i-го состояния в i-е без наступления события потока.

Блочная матрица инфинитезимальных характеристик процесса λ(t) имеет
вид

D = ‖D0|D1‖,
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Рис. 1. Реализация обобщeнного MAP-потока событий с n состояниями.

где

D0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−λ1(1− P0(λ1|λ1)) λ1P0(λ2|λ1) . . . λ1P0(λn|λ1)
λ2P0(λ1|λ2) −λ2(1− P0(λ2|λ2)) . . . λ2P0(λn|λ2)
λ3P0(λ1|λ3) λ3P0(λ2|λ3) . . . λ3P0(λn|λ3)

. . . . . . . . . . . .
λnP0(λ1|λn) λnP0(λ2|λn) . . . −λn(1− P0(λn|λn))

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
n×n

,

D1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

λ1P1(λ1|λ1) λ1P1(λ2|λ1) . . . λ1P1(λn|λ1)
λ2P1(λ1|λ2) λ2P1(λ2|λ2) . . . λ2P1(λn|λ2)
λ3P1(λ1|λ3) λ3P1(λ2|λ3) . . . λ3P1(λn|λ3)

. . . . . . . . . . . .
λnP1(λ1|λn) λnP1(λ2|λn) . . . λnP1(λn|λn)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
n×n

.

Элементы d
(0)
ii , i = 1, n, матрицы D0 — интенсивности выхода процесса λ(t)

из своих состояний, взятые с противоположным знаком; элементы d
(0)
ij — ин-

тенсивности переходов из состояния i в состояние j без наступления события,
i, j = 1, n, i 6= j. Элементами d

(1)
ij матрицы D1 являются интенсивности пере-

ходов процесса λ(t) из состояния i в состояние j с наступлением события,
i, j = 1, n.

У тв е ржд е ни е 1. Процесс λ(t) для обобщенного MAP-потока событий
с произвольным числом состояний является скрытым марковским процес-
сом.
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Одна из реализаций процесса λ(t) и обобщенного MAP-потока событий с
n состояниями изображена на рис. 1, где t1, t2, . . . — моменты наступления
событий.

Для вынесения решения о состоянии процесса λ(t) в произвольный мо-
мент времени t необходимо получить явный вид апостериорных вероятно-
стей w(λi|t1, . . . , tm, t) = P (λ(t) = λi|t1, . . . , tm, t) = w(λi|t) того, что в момент
времени t значение процесса λ(t) = λi, i = 1, n, при условии, что известна
реализация t1, . . . , tm (наблюдения) моментов времени наступления событий
потока на интервале (t0; t), где t0 — момент начала наблюдения, t — момент
окончания наблюдения.

Рассматривается стационарный режим функционирования потока, поэто-
му переходными процессами пренебрегаем и без ограничения общности по-
лагаем t0 = 0.

Оптимальное оценивание состояния процесса λ(t) в смысле минимума пол-
ной (безусловной) вероятности ошибки принятия решения [18] осуществляет-
ся по критерию максимума апостериорной вероятности на основании срав-
нения w(λi|t), i = 1, n, в момент времени t: если w(λi|t) > w(λj |t), i, j = 1, n,
i 6= j, то оценка λ̂(t) = λi.

3. Алгоритм оптимальной оценки состояний обобщенного
MAP-потока событий с произвольным числом состояний

3.1. Вывод рекуррентных соотношений
для апостериорных вероятностей состояний

Пусть наблюдения за потоком начинаются в момент времени t = 0 и вре-
мя t изменяется дискретно с шагом ∆t: t(l) = l∆t, l = 0, 1, . . . [19]. Введем
двумерный случайный процесс (λ(l), rl), где λ(l) = λ(l∆t) — значение процес-
са λ(t) в момент времени t(l) = l∆t (λ(l) = λi, i = 1, n); rl = rl(∆t) = r(l∆t)−
−r((l − 1)∆t) — число событий потока, наступивших на интервале време-
ни ((l − 1)∆t; l∆t) длительности ∆t, rl = 0, 1, . . . . Поскольку на интервале
(−∆t; 0) наблюдение за потоком не производится, то r0 можем положить про-
извольным, например r0 = 0.

У тв е ржд е ни е 2. Случайный процесс (λ(l), rl) для обобщенного MAP-по-
тока событий с произвольным числом состояний является марковским про-
цессом.

Введем rm = (r0, r1, . . . , rm) — последовательность значений количества
наблюденных событий за время от 0 до m∆t на интервалах ((l − 1)∆t; l∆t)

длительности ∆t, l = 0,m; λ(m) = (λ(0), λ(1), . . . , λ(m)) — последовательность
неизвестных (ненаблюдаемых) значений процесса λ(l∆t) в моменты време-
ни l∆t, l = 0,m (λ(0) = λ(0) = λi, i = 1, n).

Введем w(λ(m), rm) — совместную вероятность значений λ(m) и rm;
w(λ(m)|rm) — условная вероятность значений λ(m) при условии, что наблю-
далась реализация rm; w(λ(m)|rm) — условная вероятность значения λ(m) при
условии, что наблюдалась реализация rm, w(λ(m+1)|rm+1) — условная веро-
ятность значения λ(m+1) при условии, что наблюдалась реализация rm+1.
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Для двумерного марковского случайного процесса (λ(l), rl) справедливо
рекуррентное соотношение для апостериорных вероятностей [20]:

w
(
λ(m+1)|rm+1

)
=

=

λn∑
λ(m)=λ1

w(λ(m)|rm)p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ
(m+1))

λn∑
λ(m)=λ1

λn∑
λ(m+1)=λ1

w(λ(m)|rm)p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ(m+1))

,
(1)

где p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ
(m+1)) = p(λ(m+1), rm+1|λ(m), rm) — ве-

роятность перехода процесса (λ(l), rl) из состояния (λ(m), rm) в состояние
(λ(m+1), rm+1) за один шаг ∆t.

Рассмотрим вероятность w(λ(m)|rm) = w(λ(m)|r0(∆t), r1(∆t), . . . , rm(∆t)).
Компонента rl(∆t) = r(l∆t)− r((l − 1)∆t) вектора rm зависит от текущего
времени t(l) = l∆t, l = 0,m; при этом t(m) = m∆t = t — момент окончания
наблюдения. Тогда

rm =
(
r0(t

(0)), r1(t
(1)), . . . , rm(t

(m))
)
=

=

(
r0(t = 0), r1

(
t

m

)
, r2

(
2t

m

)
, . . . , rm(t)

)
= rm(t),

т.е. вектор наблюдений rm является функцией времени t
(
t(l) = l

m t
)
.

В связи с этим w(λ(m)|rm) = w(λ(m)|rm(t)) = w(λ(m)|t); w(λ(m+1)|rm+1) =

= w(λ(m+1)|rm+1(t+∆t)) = w(λ(m+1)|t+∆t).
Тогда рекуррентное соотношение (1) принимает вид

w
(
λ(m+1)|t+∆t

)
=

=

λn∑
λ(m)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ
(m+1))

λn∑
λ(m)=λ1

λn∑
λ(m+1)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1)|λ(m), rm)p(rm+1|λ(m), rm, λ(m+1))

.
(2)

У тв е ржд е ни е 3. В силу конструкции случайного процесса (λ(l), rl) и
его марковости переходная вероятность в (2) для обобщенного MAP-потока
событий с произвольным числом состояний выпишется в виде

p
(
λ(m+1)|λ(m), rm

)
p
(
rm+1|λ(m), rm, λ

(m+1)
)
=

= p
(
λ(m+1)|λ(m)

)
p
(
rm+1|λ(m), λ(m+1)

)
.
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Рассмотрим случай rm+1 = 0 в (2), т.е. на интервале (t; t+∆t), где t =
= m∆t, t+∆t = (m+ 1)∆t, нет событий обобщенного MAP-потока. Этот слу-
чай описывает поведение апостериорной вероятности на интервале времени
между моментами tk и tk+1, k = 1, 2, . . ., наступления соседних событий пото-
ка. Положим в (2) λ(m+1) = λi. Тогда с учетом утверждения 3 рекуррентное
соотношение (2) для апостериорных вероятностей w(λ(m)|t), w(λ(m+1)|t+∆t)
состояний обобщенного MAP-потока запишется в виде

w (λi|t+∆t) =

=

λn∑
λ(m)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1) = λi|λ(m))p(rm+1 = 0|λ(m), λ(m+1) = λi)

λn∑
λ(m)=λ1

λn∑
λ(m+1)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1)|λ(m))p(rm+1 = 0|λ(m), λ(m+1))

,
(3)

n∑

i=1

w(λi|t+∆t) = 1, i = 1, n.

3.2. Явный вид апостериорных вероятностей

Найдем вероятность перехода p(λ(m+1) = λi|λ(m) = λi)p(rm+1 =0|λ(m) = λi,

λ(m+1) = λi), i = 1, n, в формуле (3).

Введем событие (λ(m) = λi, rm+1 = 0, λ(m+1) = λi) — процесс λ(t) в момент
времени t принимает значение λi, и на интервале (t; t+∆t) не наступает со-
бытие потока, и в момент времени t+∆t процесс λ(t) принимает значение λi.
Тогда вероятность описанной ситуации представляется в виде

p
(
λ(m) = λi, rm+1 = 0, λ(m+1) = λi

)
=

= p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
p
(
λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
,

откуда следует

p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
=
p
(
λ(m) = λi, rm+1 = 0, λ(m+1) = λi

)

p
(
λ(m) = λi, λ(m+1) = λi

)

или

p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
=
p(rm+1 = 0, λ(m+1) = λi|λ(m) = λi)

p(λ(m+1) = λi|λ(m) = λi)
.

Из последнего равенства, учитывая, что

p
(
rm+1 = 0, λ(m+1) = λi|λ(m) = λi

)
= 1− λi (1− P0(λi|λi))∆t+ o(∆t),

находим

p
(
λ(m+1) = λi|λ(m) = λi

)
p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λi, λ

(m+1) = λi

)
=

= 1− λi (1− P0(λi|λi))∆t+ o(∆t), i = 1, n.
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Аналогично для вероятностей перехода при i 6= j, i, j = 1, n, имеет место
равенство

p
(
λ(m+1) = λi|λ(m) = λj

)
p
(
rm+1 = 0|λ(m) = λj , λ

(m+1)
)
=

= λjP0 (λi|λj)∆t+ o(∆t).

Подставляя выписанные выражения для вероятностей перехода в (3), на-
ходим числитель A и знаменатель B в виде

A = w(λi|t) +


−λiw(λi|t) +

n∑

j=1

λjP0(λi|λj)w(λj |t)


∆t+ o(∆t),

B = 1−




n∑

d=1

λd


1−

n∑

j=1

P0(λj |λd)


w(λd|t)


∆t+ o(∆t),

где w(λi|t) = w(λ(m) = λi|t), i = 1, n.

Учитывая, что

B−1 = 1 +




n∑

d=1

λd


1−

n∑

j=1

P0(λj |λd)


w(λd|t)


∆t+ o(∆t),

и проделывая необходимые преобразования, находим (3) в виде

w(λi|t+∆t)− w(λi|t) =
[
− λiw(λi|t) +

n∑

j=1

λjP0(λi|λj)w(λj |t) +

+ w(λi|t)
n∑

d=1

λd


1−

n∑

j=1

P0(λj |λd)


w(λd|t)

]
∆t+ o(∆t), i = 1, n.

Разделив обе части последнего соотношения на ∆t и переходя к пределу
при ∆t → 0, получим систему нелинейных дифференциальных уравнений
относительно апостериорных вероятностей:

w′(λi|t) = −λiw(λi|t) +
n∑

j=1

λjP0(λi|λj)w(λj |t) +

+w(λi|t)
n∑

d=1

λd


1−

n∑

j=1

P0(λj |λd)


w(λd|t), i = 1, n.

(4)

Обозначим ud = 1−
n∑
j=1

P0(λj |λd) =
n∑
j=1

P1(λj |λd).
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С учетом сделанного обозначения система уравнений (4) преобразуется к
виду

w′(λi|t) = −λiw(λi|t) +
n∑

j=1

λjP0(λi|λj)w(λj |t) +

+ w(λi|t)
n∑

d=1

λdudw(λd|t), i = 1, n.

(5)

Те ор ем а 1. Апостериорные вероятности состояний обобщенного MAP-
потока событий с n состояниями, n = 2, 3, . . . , на интервалах времени
(t0; t1) и (tk; tk+1), k = 1, 2, . . . , имеют вид

w(λi|t) =

n∑
s=1

n∑
j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
i w(λj |tk)eβs(t−tk)

n∑
i=1

n∑
s=1

n∑
j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
i w(λj |tk)eβs(t−tk)

,

i = 1, n, tk < t < tk+1, k = 0, 1, . . . ,

(6)

n∑

i=1

w(λi|t) = 1,

где величины Ã1, Ãjs, α
(s)
i , βs определяются в ходе доказательства.

Дока з а т е л ь с т в о. Обозначим ψ(t) =
n∑
d=1

λdudw(λd|t) и в (5) выполним

замену переменных

w(λi|t) = xi(t)e
∫ t

tk
ψ(τ)dτ

,(7)

где xi(t) — новые неизвестные функции, i = 1, n, k = 1, 2, . . . . Тогда (5) сво-
дится к системе линейных дифференциальных уравнений:

x′i(t) = −λixi(t) +
n∑

j=1

λjP0(λi|λj)xj(t), i = 1, n.

Последнюю систему представим в матричном виде

Ẋ = AX, X =
∥∥xi(t)

∥∥ , i = 1, n,

(8)

A=

∥∥∥∥∥∥∥

−λ1(1− P0(λ1|λ1)) λ2P0(λ1|λ2) . . . λnP0(λ1|λn)
λ1P0(λ2|λ1) −λ2(1− P0(λ2|λ2)) . . . λnP0(λ2|λn)

. . . . . . . . . . . .
λ1P0(λn|λ1) λ2P0(λn|λ2) . . . −λn(1− P0(λn|λn))

∥∥∥∥∥∥∥
n×n

.

Будем искать решение системы (8) в виде X = Ãeβt, где вектор-столбец
Ã =

∥∥αi
∥∥, i = 1, n. Тогда, подставляя X в (8), получим систему линейных

однородных уравнений относительно αi:

(A− βE)Ã = O,(9)

где E — единичная матрица, O — нулевой вектор-столбец.
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Для того чтобы уравнению (9) удовлетворял нетривиальный вектор Ã,
необходимо и достаточно, чтобы определитель системы (9) был равен нулю,
т.е.

|A− βE| = 0.(10)

Для каждого корня βs, s = 1, n, характеристического уравнения (10) из (9)
определяется вектор Ã(s) 6= 0. Будем рассматривать только случай, когда все
корни βs характеристического уравнения (10) действительны и различны.

Получаем n линейно независимых решений Xs = Ã(s)eβst, где Ã(s) =
∥∥∥α(s)

i

∥∥∥,

i, s = 1, n. Постоянные α(s)
i , i, s = 1, n определяются из (9) неоднозначно. Об-

щее решение системы (8) имеет вид

X =
n∑

s=1

CsÃ
(s)eβst, xi(t) =

n∑

s=1

Csα
(s)
i eβst, i = 1, n,

где Cs — произвольные постоянные, которые определяются из начальных
условий. Учитывая (7), в момент t = tk находим xi(tk) = w(λi|tk), i = 1, n,
k = 1, 2, . . . .

Тогда имеем систему n линейных неоднородных уравнений для нахожде-
ния произвольных постоянных Cs:

n∑

s=1

Csα
(s)
i eβstk = w(λi|tk), i = 1, n,

с отличным от нуля определителем для n линейно независимых решений со-
ответствующей однородной системы. Решая полученную систему с использо-
ванием правила Крамера, находим

Cs = e−βstk
n∑

j=1

Ãjs

det Ã1

w(λj |tk), s = 1, n,

где Ãjs — алгебраические дополнения элементов α̃js матрицы Ã1 (α̃js = α
(s)
j );

det Ã1 — определитель матрицы Ã1 =
∥∥Ã(1) Ã(2) . . . Ã(n)

∥∥.
Поэтапно возвращаясь к ранее сделанным заменам, получаем (7) в виде

w(λi|t) = e
∫ t

tk
ψ(τ)dτ

n∑

s=1

n∑

j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
i w(λj |tk)eβs(t−tk), i = 1, n.(11)

С учетом условия нормировки из (11) находится явный вид функции

e
∫ t

tk
ψ(τ)dτ

=




n∑

i=1

n∑

s=1

n∑

j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
i w(λj |tk)eβs(t−tk)




−1

.(12)

Подставляя (12) в (11), приходим к (6). Теорема 1 доказана.
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Для того чтобы найти значение w(λi|t) в произвольный момент времени t,
необходимо знать w(λj |tk), j = 1, n, — значение апостериорной вероятности в
момент времени tk, k = 1, 2, . . ., наступления события потока.

Апостериорная вероятность w(λj |tk) определяется следующей теоремой.

Те ор ем а 2. В момент времени tk наблюдения события в обобщенном
MAP-потоке для апостериорных вероятностей w(λj |tk), j = 1, n, имеет ме-
сто формула пересчета

w(λj |tk) = w(λj |tk + 0) =

=

n∑
d=1

λdP1(λj|λd)w(λd|tk − 0)

n∑
d=1

n∑
s=1

λdP1(λs|λd)w(λd|tk − 0)

, j = 1, n, k = 1, 2, . . . ,
(13)

n∑

j=1

w(λj |tk + 0) = 1;

w(λd|tk − 0) =

n∑
s=1

n∑
j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
d w(λj |tk−1 + 0)eβs(tk−tk−1)

n∑
d=1

n∑
s=1

n∑
j=1

Ãjs

det Ã1

α
(s)
d w(λj |tk−1 + 0)eβs(tk−tk−1)

,

d = 1, n, k = 1, 2, . . . ,
n∑

d=1

w(λd|tk − 0) = 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай, когда в (2) rm+1 = 1, т.е. на ин-
тервале времени (t; t+∆t) наступает событие потока, допустим, в момент
времени tk. Положим в (2) λ(m+1) = λi. Тогда, с учетом утверждения 3,
рекуррентное соотношение (2) для апостериорных вероятностей w(λ(m)|t),
w(λ(m+1)|t+∆t) состояний потока запишется в виде

w(λi|t+∆t) =

=

λn∑
λ(m)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1) = λi|λ(m))p(rm+1 = 1|λ(m), λ(m+1) = λi)

λn∑
λ(m)=λ1

λn∑
λ(m+1)=λ1

w(λ(m)|t)p(λ(m+1)|λ(m))p(rm+1 = 1|λ(m), λ(m+1))

, i = 1, n.

Рассмотрим два смежных интервала (t; tk) и (tk; t+∆t), длительности ко-
торых есть ∆t′ = tk − t и ∆t′′ = t+∆t− tk соответственно. Выполняя в по-
следнем рекуррентном соотношении введенные замены t = tk −∆t′, t+∆t =
= tk +∆t′′, расписывая вероятности перехода подобно случаю rm+1 = 0 и пе-
реходя к пределу при ∆t→ 0 (∆t′ → 0 и ∆t′′ → 0 соответственно), приходим
к (13). Теорема 2 доказана.
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Случаи rm+1 = 2, 3, . . ., не рассматриваются, так как имеют вероятность
o(∆t).

Зам е ч а ни е 2. В точке tk, k = 1, 2, . . ., (момент времени наступления со-
бытия потока) апостериорная вероятность w(λi|t), i = 1, n, претерпевает раз-
рыв первого рода (имеет место конечный скачок).

Осталось рассмотреть поведение апостериорных вероятностей w(λi|t), i =
= 1, n, на отрезке [t0; t1], где t0 — момент начала наблюдения за потоком, t1 —
момент наступления первого события потока. В момент времени t0 начала
наблюдения за потоком апостериорную вероятность w(λi|t) положим равной
априорной финальной вероятности πi, i = 1, n, состояний процесса λ(t).

3.3. Выражения для априорных финальных вероятностей
состояний потока

Обозначим πi(t|t0) — априорная вероятность того, что в момент времени t
значение процесса λ(t) = λi, i = 1, n, при условии, что функционирование по-
тока началось в момент времени t0.

Те ор ем а 3. Априорные финальные вероятности состояний процес-
са λ(t) для обобщенного MAP-потока событий имеют вид

πj =
Pnj
detP

, j = 1, n,(14)

где Pnj – алгебраическое дополнение элемента pnj матрицы P = ‖pij‖, i, j =
= 1, n,

pij =





−λi (1− P0(λi|λi)− P1(λi|λi)) , i = 1, n− 1;

λj (P0(λi|λj) + P1(λi|λj)) , i 6= j, i = 1, n− 1, j = 1, n;

1, i = n, j = 1, n.

Дока з а т е л ь с т в о. Нетрудно показать, что для априорных вероятно-
стей πi(t|t0), i = 1, n, справедлива система дифференциальных уравнений:

π′i(t|t0) = −λiπi(t|t0) +
n∑

j=1

λj [P0(λi|λj) + P1(λi|λj)]πj(t|t0), i = 1, n,(15)

n∑

i=1

πi(t|t0) = 1.

Учитывая тот факт, что рассматривается стационарный режим функцио-
нирования потока и λ(t) — марковский процесс, имеем: limt→∞ πi(t|t0) = πi,
i = 1, n.

Тогда система (15) принимает вид

−λiπi +
n∑

j=1

λj [P0(λi|λj) + P1(λi|λj)]πj = 0, i = 1, n,

n∑

i=1

πi = 1.
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В силу линейной зависимости уравнений последней системы заменим по-

следнее уравнение при i = n условием нормировки
n∑
i=1

πi = 1 и, решая систему

с использованием формул Крамера, приходим к (14). Теорема 3 доказана.

Полученные аналитические формулы (6), (13) и (14) позволяют сформу-
лировать следующий алгоритм расчета апостериорной вероятности w(λi|t),
i = 1, n, и алгоритм вынесения решения о состоянии процесса λ(t) в любой
момент времени t:

1) в момент начала наблюдения t0 = 0 в качестве начального значения
w(λi|t0 + 0), i = 1, n, выбирается априорная финальная вероятность πi, i =
= 1, n, вычисляемая по формуле (14), т.е. w(λi|t0 + 0) = w(λi|t0 = 0) = πi;

2) по формуле (6) вычисляется вероятность w(λi|t), i = 1, n, в любой мо-
мент времени t, t0 < t < t1, где t1 — момент наблюдения первого события
потока;

3) по формуле (6) вычисляется вероятность w(λi|t), i = 1, n, в момент вре-
мени t1, т.е. w(λi|t1) = w(λi|t1 − 0);

4) по формуле (13) производится пересчет апостериорной вероятности в
момент времени t1, т.е. вычисляется величина w(λi|t1 + 0), i = 1, n, — началь-
ное условие для w(λi|t), i = 1, n, на интервале (t1; t2);

5) по формуле (6) рассчитывается апостериорная вероятность w(λi|t),
i = 1, n, для любого момента времени t, t1 < t < t2, где t2 — момент наблю-
дения второго события потока и т.д.

При расчете апостериорных вероятностей w(λi|t), i = 1, n, в произволь-
ный момент времени t выносится решение о состоянии процесса λ(t) по мето-
ду максимума апостериорной вероятности: если w(λi|t) > w(λj |t), i, j = 1, n,
i 6= j, то оценка состояния процесса λ̂(t) = λi.

4. Результаты численных расчетов

Для получения численных результатов с использованием формул (6), (13)
и (14) разработан алгоритм расчета апостериорной вероятности w(λi|t), опи-
санный в разделе 3 данной работы. Программа реализована на языке про-
граммирования C# в среде Visual Studio 2015.

Первый этап заключается в имитационном моделировании обобщенного
MAP-потока событий с произвольным числом состояний с целью получения
выборки моментов времени наступления событий; второй этап — вычисле-
ние апостериорных вероятностей w(λi|t), t0 < t < t1; w(λi|tk + 0) и w(λi|t),
tk < t < tk+1, k = 1, 2, . . ., i = 1, n, где n — число состояний процесса λ(t), и
определение в произвольный момент времени t оценки λ̂(t) процесса λ(t) ме-
тодом максимума апостериорной вероятности на основе полученной выборки
моментов наступления событий t1, . . . , tm в наблюдаемом потоке.

Для числа состояний n = 3, значений вероятностей, приведенных в табл. 1,
значений λ1 = 10, λ2 = 3, λ3 = 1 процесса λ(t), времени моделирования
Tm = 100 ед. времени проведены расчеты по нахождению оценки λ̂(t) про-
цесса λ(t).
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Рис. 3. Траектория оценки λ̂(t).

В качестве иллюстрации на рис. 2 приведена траектория поведения про-
цесса λ(t) (истинная реализация процесса), полученная путем имитационного
моделирования, где 1, 2, 3 — состояния процесса λ(t), t1, t2, . . . — моменты
времени наступления событий потока.

На рис. 3 приведена траектория поведения оценки λ̂(t), где 1, 2, 3 — состоя-
ния оценки λ̂(t). Вынесение решения о состоянии процесса λ(t) производилось
с шагом ∆t = 0,001. Штриховкой на оси абсцисс на рис. 3 отмечены области
принятия ошибочного решения, когда значение оценки λ̂(t) не совпадает с
истинным значением процесса λ(t).

Ни рис. 4–6 продемонстрированы траектории поведения апостериорных
вероятностей w(λ1|t), w(λ2|t), w(λ3|t), синхронизированные с моментами на-
ступления событий t1, t2, . . ., приведенными на рис. 2. При этом в любой
момент времени t, t0 6 t 6 Tm, выполняется условие нормировки w(λ1|t) +
+ w(λ2|t) +w(λ3|t) = 1.

Таблица 1. Исходные данные для эксперимента

P0(λ1|λ1) = 0,15 P0(λ1|λ2) = 0,09 P0(λ1|λ3) = 0,21

P0(λ2|λ1) = 0,24 P0(λ2|λ2) = 0,13 P0(λ2|λ3) = 0,07

P0(λ3|λ1) = 0,12 P0(λ3|λ2) = 0,25 P0(λ3|λ3) = 0,15

P1(λ1|λ1) = 0,19 P1(λ1|λ2) = 0,16 P1(λ1|λ3) = 0,18

P1(λ2|λ1) = 0,23 P1(λ2|λ2) = 0,23 P1(λ2|λ3) = 0,27

P1(λ3|λ1) = 0,07 P1(λ3|λ2) = 0,14 P1(λ3|λ3) = 0,12
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Рис. 4. Траектория апостериорной вероятности w(λ1|t).
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Рис. 5. Траектория апостериорной вероятности w(λ2|t).
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Рис. 6. Траектория апостериорной вероятности w(λ3|t).

Для установления частоты ошибочных решений о состоянии процесса λ(t)
по реализации обобщенного MAP-потока событий с произвольным числом
состояний проведен ряд статистических экспериментов, состоящих из сле-
дующих этапов:

1) для определенного набора параметров (значений λi, i = 1, n, значений
вероятностей P0(λj |λi), P1(λj |λi), i, j = 1, n) осуществляется моделирование
обобщенного MAP-потока с n состояниями на заданном отрезке времени мо-
делирования [0;Tm] (отдельный ν-й эксперимент);

2) осуществляется расчет апостериорных вероятностей w(λi|t), i = 1, n, со-
стояний процесса λ(t) на заданном отрезке моделирования [0;Tm] по форму-
лам (6), (13), (14);

3) осуществляется оценивание траекторий процесса λ(t) в любой момент
времени t на отрезке [0;Tm] по методу максимума апостериорной вероятности:
если w(λi|t) > w(λj |t), i, j = 1, n, i 6= j, то оценка состояния процесса λ̂(t) =
= λi;

4) определяется (для отдельного ν-го эксперимента) dν — суммарная про-
тяженность интервалов, на которых истинное значение процесса λ(t) не сов-
падает с полученной оценкой λ̂(t), 0 6 t 6 Tm;
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Рис. 7. График зависимости P̂0 от значений Tm.

5) вычисляется значение p̂ν = dν
Tm

— доля ошибочных решений;

6) шаги 1)–5) повторяются N раз (ν = 1, N ) для расчета оценки безуслов-
ной (полной) вероятности ошибки оценивания состояний случайного процес-
са λ(t) на рассматриваемом отрезке [0;Tm].

Результатом реализации вышеприведенного алгоритма является выборка
p̂1, . . . , p̂N долей ошибочных решений при проведении N экспериментов. На
основании полученных данных вычисляются выборочное среднее безусловной

вероятности ошибки принятия решения P̂0 =
1
N

N∑
ν=1

p̂ν и выборочная диспер-

сия D̂0 =
1

N−1

N∑
ν=1

(p̂ν − P̂0)
2.

Эксперимент 1. Фиксируются число состояний n = 3, количество опы-
тов N = 100, значения параметров λ1 = 10, λ2 = 3, λ3 = 1 процесса λ(t)
и вероятности, представленные в табл. 1. При этом время моделирования
Tm ∈ {100, 200, . . . , 1000}. Цель первого эксперимента заключается в установ-
лении стационарного режима.

В табл. 2 при заданных параметрах потока устанавливается зависимость
оценок P̂0 и D̂0 от времени имитационного моделирования Tm.

Из табл. 2 и рис. 7 вытекает, что для принятых значений параметров пото-
ка стационарный режим устанавливается для Tm > 200 ед. времени. В связи
с этим для дальнейших экспериментов полагаем Tm = 1000 ед. времени.

Эксперимент 2. Фиксируются число состояний n = 3, значение времени
моделирования Tm = 1000, количество опытов N = 100, значения парамет-
ров λ1 = 21, λ2 = 10, λ3 = 1 процесса λ(t) и вероятности, представленные в
табл. 1. Второй эксперимент отличается от первого заданием значений λi,
i = 1, n, когда состояния процесса более различимы.

При заданных параметрах в эксперименте 2 вычисляются P̂0 = 0,072305 и
D̂0 = 0,0000011. Из сравнения результатов эксперимента 2 и эксперимента 1

Таблица 2. Результаты первого статистического эксперимента

Tm 100 200 300 400 500 . . . 1000

P̂0 0,215952 0,217409 0,217452 0,217273 0,217682 . . . 0,217707

D̂0 0,000105 0,000068 0,000036 0,000031 0,000022 . . . 0,000009
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Таблица 3. Исходные данные для третьего статистического эксперимента

P0(λ1|λ1) = 0,02 P0(λ1|λ2) = 0,02 P0(λ1|λ3) = 0,02

P0(λ2|λ1) = 0,02 P0(λ2|λ2) = 0,02 P0(λ2|λ3) = 0,02

P0(λ3|λ1) = 0,02 P0(λ3|λ2) = 0,02 P0(λ3|λ3) = 0,02

P1(λ1|λ1) = 0,7 P1(λ1|λ2) = 0,12 P1(λ1|λ3) = 0,12

P1(λ2|λ1) = 0,12 P1(λ2|λ2) = 0,7 P1(λ2|λ3) = 0,12

P1(λ3|λ1) = 0,12 P1(λ3|λ2) = 0,12 P1(λ3|λ3) = 0,7

Таблица 4. Результаты третьего статистического эксперимента

значения состояний процесса λ(t) P̂0 D̂0

λ1 = 5, λ2 = 2, λ3 = 1 0,307015 0,00010933

λ1 = 10, λ2 = 3, λ3 = 1 0,181478 0,00005049

λ1 = 21, λ2 = 10, λ3 = 1 0,065359 0,00000982

следует, что оценка P̂0 существенно меньше для второго эксперимента, что
является естественным, так как состояния процесса λ(t) более различимы.

Эксперимент 3. Фиксируются число состояний n = 3, значение времени
моделирования Tm = 1000, количество опытов N = 100 и вероятности, за-
данные в табл. 3. Стоит отметить, что в данном эксперименте вероятности
P0(λj |λi), P1(λj |λi), i, j = 1, n, задаются следующим образом: увеличиваются
вероятности наступления событий при переходе процесса λ(t) из i-го cоcтоя-
ния i-е, i = 1, 3, тем самым поток становится более интенсивным в каждом
из своих трех состояний, и значительно уменьшаются значения вероятностей
ненаступления событий.

В рамках данного эксперимента рассматриваются три случая задания зна-
чений параметров процесса λ(t). В табл. 4 приведены величины оценок P̂0 и
D̂0 в зависимости от значений λi, i = 1, 3.

Представленные численные результаты табл. 4 свидетельствуют о том, что
оценивание тем лучше, чем состояния процесса λ(t) более различимы, т.е.
обеспечивается лучшее (в смысле малости оценки вероятности ошибки при-
нятия решения) качество оценивания состояний рассматриваемого потока со-
бытий.

5. Заключение

Полученные результаты демонстрируют возможность оценивания состоя-
ний обобщенного MAP-потока событий с произвольным числом состояний по
текущим наблюдениям, что позволяет адекватно реагировать на изменение
интенсивности входящего потока (изменять режимы работы системы обслу-
живания в зависимости от того или иного состояния обобщенного MAP-пото-
ка). Так как апостериорные вероятности состояний потока получены в явном
аналитическом виде, то нет необходимости прибегать к привлечению чис-
ленных методов. Предложенный в статье алгоритм состояний исследуемого
потока обеспечивает минимум безусловной вероятности ошибки вынесения
решения.
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МОДЕЛЬ ОБСЛУЖИВАНИЯ МОБИЛЬНЫХ
ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ В СОТЕ С АДАПТИВНОЙ МОДУЛЯЦИЕЙ,

УЧИТЫВАЮЩАЯ ВЛИЯНИЕ СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЫ1

Исследованы характеристики производительности соты мобильной се-
ти, в которой скорость обслуживания пользователя зависит от зоны соты,
где он находится. Разделение соты на зоны определяется качеством сиг-
нала и зависит от расстояния до базовой станции, наличием препятствий
и помех для радиосигнала. Входящий поток запросов описывается марки-
рованным марковским входным потоком, где тип запроса соответствует
зоне, в которой он генерируется. Во время обслуживания запросы могут
перемещаться между зонами, что приводит к изменению их типов. Учте-
на возможность флуктуации параметров потоков и процессов обслужи-
вания под влиянием внешних случайных воздействий (случайной среды).
Численно проиллюстрированы важность учета зависимости параметров
от состояния случайной среды и возможность использования результатов
для решения оптимизационных задач.

Ключевые слова: сота мобильной сети связи, перемещение пользователей,
система массового обслуживания, случайная среда, маркированный мар-
ковский входной поток.

DOI: 10.31857/S0005231021050068

1. Введение

В современных сотовых сетях связи доминирующим является уже не рече-
вой, а потоковый мультимедийный трафик. Поэтому для их проектирования
уже недостаточно использования классических моделей телетрафика, напри-
мер для расчета необходимого числа логических каналов с фиксированной

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Национального фонда естественных
наук Китая (National Natural Science Foundation of China) (грант № 61262083) и програм-
мы стратегического академического лидерства РУДН (RUDN University Strategic Academic
Leadership Program).
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скоростью передачи информации. Необходимо учитывать возможность ди-
намического изменения схемы модуляции для обеспечения необходимого ка-
чества обслуживания пользователей. На возможность выбора схемы, в част-
ности, влияет качество сигнала, получаемого конкретным пользователем от
базовой станции. На качество сигнала влияет ряд факторов, наиболее суще-
ственными из которых являются расстояние между пользователем и базовой
станцией, наличие различного рода препятствий и шумов в передающей сре-
де. Необходимость учета этих факторов привела к появлению исследований
моделей работы сот, в которых сота делится на несколько непересекающих-
ся зон и скорость обслуживания пользователя зависит от текущей зоны, в
которой он находится, см., например, [1, 2]. Более общая модель, предпола-
гающая произвольное число зон, возможность неоднократного пересечения
пользователем границ зон и более общий, маркированный марковский, поток
запросов, была рассмотрена в [3].

Недостатком модели, изученной в [3], является то, что все параметры, ха-
рактеризующие входной поток, скорости обслуживания запросов, находящих-
ся в определенной зоне, и их перемещения, не изменяются во времени, явля-
ются постоянными. Во многих реальных сотовых сетях эти параметры могут
изменяться в зависимости, например, от времени суток, доступности сете-
вых ресурсов, зашумленности каналов и т.д. Известным способом адекватно-
го учета такого рода зависимостей является рассмотрение соответствующих
моделей систем обслуживания, функционирующих в случайной среде. Под
случайной средой понимается некоторый внешний случайный процесс, как
правило, цепь Маркова с конечным пространством состояний. Все или неко-
торые параметры системы зависят от состояния этой среды и скачкообразно
изменяют свои значения при изменении состояния среды. Исследование си-
стем, функционирующих в случайной среде, было начато, по-видимому, в [4]
под названием систем с частичным выходом прибора из строя. Ссылки на
многочисленные более поздние публикации можно найти, например, в [5].

В данной статье исследование модели соты с зависимостью параметров
входного потока и процесса обслуживания от зоны, в которой находится
пользователь, обобщено на случай, когда эти параметры зависят еще и от
состояний внешней случайной среды.

В разделе 2 описана изучаемая математическая модель системы массово-
го обслуживания. В разделе 3 процесс функционирования системы описан
многомерной цепью Маркова и обсуждена проблема нахождения ее стацио-
нарного распределения. Формулы для вычисления характеристик произво-
дительности системы приведены в разделе 4. Раздел 5 содержит описание
численного эксперимента, иллюстрирующего важность учета влияния слу-
чайной среды.

2. Математическая модель

В качестве модели работы соты рассматриваем N -линейную систему мас-
сового обслуживания без буфера, где N есть максимальное число пользовате-
лей, которые могут получать обслуживание одновременно. Сота разделена на
R зон, 1 < R <∞. Во время обслуживания запроса в соте пользователь мо-
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жет перемещаться между зонами или покинуть соту. Мощность сигнала, по-
лучаемого пользователем, и, следовательно, скорость обслуживания запроса
зависят от зоны в соте, в которой находится запрос. Для учета этого условно
делим все запросы, получающие обслуживание в системе, на R типов. При-
бытие запроса типа r в соту соответствует генерации соединения с базовой
станцией пользователем, находящимся в r-й зоне, где r = 1, R.

Предполагается, что параметры системы, включая параметры, задающие
входной поток и процесс обслуживания, зависят от состояния некоторо-
го внешнего случайного процесса kt, t > 0, называемого случайной средой.
Предполагается, что этот процесс является неприводимой цепью Маркова с
непрерывным временем, пространством состояний {1, 2, . . . ,K} и инфините-
зимальным генератором H.

Считаем, что процесс поступления запросов задается маркированным мар-
ковским входным потоком (Marked Markov Arrival Process — MMAP ), вве-
денным в [6] как обобщение широко известного марковского входного потока
(Markov Arrival Process —MAP ), см., например, [7–9], на случай разнородных
запросов. Возможные моменты прибытия запросов в рассматриваемом потоке
определяются как моменты скачков некоторого процесса с непрерывным вре-
менем νt, t > 0, с конечным пространством состояний {1, 2, . . . ,W}, такого что
двумерный процесс {kt, νt}, t > 0, является цепью Маркова с непрерывным
временем. При фиксированном состоянии k, k = 1,K, процесса kt (случай-

ной среды) входной поток определяется набором квадратных матриц D
(k)
0 ,

D
(k)
r , r = 1, R. Элементы матрицы D

(k)
r определяют интенсивности перехо-

дов процесса νt при фиксированном состоянии k процесса kt, которые сопро-
вождаются прибытием запроса типа r, r = 1, R. Обозначим D(k) =

∑R
r=1D

(k)
r .

Недиагональные элементы матрицы D
(k)
0 определяют интенсивность перехо-

дов процесса νt, которые не сопровождаются прибытием запроса. Диагональ-
ные элементы матрицы D

(k)
0 определяют интенсивность выхода процесса νt

из соответствующих состояний. Обозначим D(k)(1) = D
(k)
0 +D(k).

Средняя интенсивность λ(k) поступления запросов при фиксированном со-
стоянии k, k = 1,K, случайной среды задается формулой

λ(k) = θ(k)D(k)
e,

где θ(k) – вектор-строка, которая является единственным решением системы

θ(k)D(k)(1) = 0, θ(k)
e = 1.

Здесь e – вектор-столбец соответствующего размера, состоящий из единиц, и
0 – вектор-строка соответствующего размера, состоящий из нулей.

Средняя интенсивность λ
(k)
r поступления запросов типа r при фиксиро-

ванном состоянии k, k = 1,K, случайной среды равна

λ(k)r = θ(k)D(k)
r e, r = 1, R.
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При фиксированном состоянии k, k = 1,K, случайной среды коэффици-
ент вариации c

(k)
var длин последовательных интервалов между поступлением

запросов определяется как

c(k)var = 2λ(k)θ(k)
(
−D(k)

0

)−1
e− 1.

При фиксированном состоянии k, k = 1,K, случайной среды коэффициент
корреляции c(k)cor длин двух соседних интервалов между поступлением запро-
сов вычисляется как

c(k)cor =

(
λ(k)θ(k)

(
−D(k)

0

)−1
D(k)

(
−D(k)

0

)−1
e− 1

)
/cvar(k) .

Введем матрицы:

D̃r = diag
{
D(k)
r , k = 1,K

}
, r = 1, R,

D̃0 = H ⊗ IW + diag
{
D

(k)
0 , k = 1,K

}
,

D̃ =

R∑

r=1

D̃r, D̃(1) = D̃0 + D̃.

Здесь diag{. . . } означает диагональную матрицу с диагональными блоками,
перечисленными в скобках, а ⊗ есть символ Кронекерова произведения мат-
риц, см., например, [10].

Средние интенсивности входного потока запросов λ и потока запросов
r-го типа λr определяются как

λ = θD̃e, λr = θD̃re, r = 1, R,(1)

где вектор θ является единственным решением системы уравнений

θD̃(1) = 0, θe = 1.

Коэффициент вариации cvar длин интервалов между моментами поступ-
ления запросов определяется как

cvar = 2λθ(−D̃0)
−1

e− 1.

Коэффициент корреляции ccor двух соседних интервалов между момента-
ми поступления запросов вычисляется как

ccor =
(
λθ(−D̃0)

−1D̃1(−D̃0)
−1

e− 1
)
/cvar .

Предполагается, что если в произвольный момент поступления запроса
в системе уже обслуживаются N пользователей, запрос покидает систему
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без обслуживания (теряется). Иначе запрос принимается в систему и начи-
нает обслуживание. Это предположение объясняется тем, что, как правило,
в мобильных сотовых сетях отсутствует механизм буферизации запросов и
запрос, заставший в системе максимально допустимое число запросов, N ,
либо теряется, либо совершает повторные попытки попасть на обслужива-
ние через случайные интервалы времени. Правильный выбор параметра N
(с учетом имеющихся технических или экономических возможностей) поз-
воляет минимизировать вероятности потери запросов или непредоставления
обслуживания при первой попытке запроса.

Предполагаем, что время нахождения обслуживаемого пользователя в
r-й зоне имеет (при фиксированном состоянии k, k = 1,K, случайной сре-

ды) экспоненциальное распределение с интенсивностью µ
(k)
r , r = 1, R.

Пользователь может покинуть зону r по следующим причинам:
1) его обслуживание успешно завершено;
2) пользователь переходит в зону r′ (и становится запросом типа r′);
3) обслуживание пользователя прекращается досрочно и он покидает соту

без полного обслуживания. Такое завершение может быть интерпретировано
как потеря соединения или передача обслуживания в другую соту. Это пре-
кращение обслуживания будем также называть уходом из соты из-за нетер-
пеливости.

Каждая из этих возможностей имеет определенную вероятность, и, умно-
жая интенсивность µ

(k)
r на эти вероятности, получаем интенсивности µ

(k)
r,+,

µr,r′
(k), µ(k)r,− успешного завершения обслуживания, перехода запроса в r′-ю зо-

ну, прекращение обслуживания из-за нетерпеливости соответственно. Ясно,
что

µ(k)r = µ
(k)
r,+ + µ

(k)
r,− +

R∑

r′=1,r′ 6=r
µ
(k)
r,r′ .

Представленное описание характеризует время обслуживания пользова-
теля только в r-й зоне. Очевидно, что из-за возможности посещения поль-
зователем в течение времени его обслуживания в соте случайного количе-
ства зон, общее время обслуживания произвольного запроса в соте состоит
из случайного числа экспоненциально распределенных случайных величин
с параметрами распределения, зависящими от посещаемых им зон. Следо-
вательно, хорошо известное распределение фазового типа (PH) (см., напри-
мер, [11]) является подходящим для описания общего времени обслуживания
произвольного запроса в соте. Распределение PH включает в себя множе-
ство ранее известных распределений (экспоненциальное, эрланговское, гипер-
эрланговское, коксовское и т.д.) и популярно в литературе благодаря своей
простой вероятностной трактовке и потому, что его можно успешно использо-
вать для аппроксимации произвольного распределения на неотрицательной
полуоси, см. [12]. Тем не менее распределение PH в своем первоначальном ви-
де, см. [11], соответствует описанию времен обслуживания однородных запро-
сов, тогда как в рассматриваемой модели запросы являются неоднородными.
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Еще один недостаток классического распределения PH с точки зрения целей
данного исследования – отсутствие дифференциации результатов обслужи-
вания запроса; напротив, в исследуемой модели общее время обслуживания
может заканчиваться либо успешно, либо неуспешно (запрос покидает соту
до завершения обслуживания). Таким образом, чтобы значительно упростить
исследование системы, будем использовать для описания времени обслужива-
ния произвольного запроса в соте так называемое обобщенное распределение
фазового типа (GPH), введенное в [13] и [14].

Определим общее время обслуживания запроса в соте как время, в тече-
ние которого неприводимая цепь Маркова ηt, t > 0, с переходными состоя-
ниями {1, . . . , R} и двумя поглощающими состояниями достигает одного из
поглощающих состояний. Эта цепь Маркова описывается следующим обра-
зом. Начальное состояние цепи ηt выбирается среди переходных состояний
в зависимости от типа запроса, принятого на обслуживание. Если этот за-
прос начинает обслуживание в зоне r, то начальное состояние цепи ηt — это
состояние r, r = 1, R.

При фиксированном состоянии k, k = 1,K, случайной среды значения ин-
тенсивностей переходов процесса ηt между переходными состояниями опре-
деляются субгенератором

S(k) =




−µ(k)1 µ
(k)
1,2 µ

(k)
1,3 . . . µ

(k)
1,R

µ
(k)
2,1 −µ(k)2 µ

(k)
2,3 . . . µ

(k)
2,R

...
...

...
. . .

...

µ
(k)
R,1 µ

(k)
R,2 µ

(k)
R,3 . . . −µ(k)R



.

Когда процесс ηt находится в переходном состоянии r, запрос получает
обслуживание типа r. Переход процесса ηt из одного переходного состояния
в другое означает соответствующее изменение зоны, в которой находится за-
прос. Переход в первое поглощающее состояние соответствует успешному за-
вершению обслуживания запроса. При фиксированном состоянии k, k = 1,K,
случайной среды значения интенсивностей переходов в это поглощающее со-
стояние определяются компонентами вектора-столбца

S+
(k) =

(
µ
(k)
1,+, µ

(k)
2,+, . . . , µ

(k)
R,+

)T
.

Здесь T – символ транспонирования.
Переход процесса ηt во второе поглощающее состояние соответствует уходу

из соты без завершения обслуживания (из-за нетерпеливости). При фикси-
рованном состоянии k, k = 1,K, случайной среды значения интенсивностей
переходов в это поглощающее состояние определяются вектором-столбцом

S−
(k) =

(
µ
(k)
1,−, µ

(k)
2,−, . . . , µ

(k)
R,−

)T
.

Считаем, что в моменты переходов процесса kt, t > 0, состояния процес-
сов νt и ηt, t > 0, не изменяются, только изменяются интенсивности после-
дующих переходов этих процессов.
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Отметим, что в данной статье предполагаем, что все введенные выше па-
раметры системы массового обслуживания известны, и концентрируемся на
исследовании случайных процессов, описывающих динамику системы. Важ-
ная проблема нахождения значений этих параметров, основываясь на доступ-
ной информации о реальном объекте, который моделирует данная система,
в статье не рассматривается. Отметим, что эта проблема активно изучается
в современной литературе. Например, существуют десятки серьезных работ,
посвященных построению моделей MAP или MMAP , основываясь на ре-
зультатах наблюдения за реальными потоками. Для ссылок см., например,
[15–17] и статьи, цитируемые в этих публикациях. Проблема описания мо-
бильности пользователей рассматривалась, например, в [18, 19].

Полностью определив входной процесс и процесс обслуживания запросов,
можем приступить к анализу стационарного поведения системы.

3. Процесс изменения состояний системы

Поведение рассматриваемой системы может быть описано регулярной
неприводимой цепью Маркова с непрерывным временем

ξt = {nt, kt, νt,mt}, t > 0,

где в момент времени t
nt – число обслуживающихся пользователей, nt = 0, N ;

kt – состояние случайной среды, kt = 1,K ;

νt – состояние управляющего процесса MMAP , νt = 1,W ;

mt =
(
m

(1)
t , . . . ,m

(R)
t

)
, где m(r)

t – число пользователей в r-й зоне, m(r)
t =

= 0, nt,
∑R

r=1m
(r)
t = nt, r = 1, R.

Здесь используем подход к заданию цепи Маркова, учитывающий коли-
чество пользователей в каждой зоне вместо учета зоны обслуживания для
каждого обслуживаемого пользователя. Данный подход восходит к работе
В. Рамасвами и Д. Лукантони [20] и позволяет строить цепь с гораздо мень-
шим пространством состояний и соответственно получать численные резуль-
таты для систем с существенно большим числом R зон и обслуживающих
каналов N в соте.

Размерность пространства состояний процесса ξt равна

KW
N∑

n=0

Jn = KWCRN+R,

где

Jn = CR−1
n+R−1 =

(n+R− 1)!

n!(R− 1)!
.

Цепь Маркова ξt, t > 0, неприводимая и имеет конечное пространство со-
стояний. Следовательно, стационарные вероятности состояний этой цепи и
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описываемой ею системы обслуживания

π
(
n, k, ν,m(1), . . . ,m(R)

)
=

= lim
t→∞

P
{
nt = n, kt = k, νt = ν,m

(1)
t = m(1), . . . ,m

(R)
t = m(R)

}
,

n = 0, N, k = 1,K, ν = 1,W , m(r) = 0, n,
R∑

r=1

m(r) = n, r = 1, R,

существуют при любых значениях параметров системы.
Сформируем векторы-строки π(n, k), n = 0, N , k = 1,K, из этих вероятно-

стей, перенумеровав их в обратном лексикографическом порядке компонент
m(1), . . . ,m(R) и прямом лексикографическом порядке компоненты ν.

Далее построим векторы πn, n = 0, N, как

πn = (π(n, 1),π(n, 2), . . . ,π(n,K)).

Хорошо известно, что векторы вероятностей πn, n = 0, N, удовлетворяют
системе линейных алгебраических уравнений (уравнений равновесия):

(π0,π1, . . . ,πN )Q = 0, (π0,π1, . . . ,πN )e = 1,

где Q – инфинитезимальный генератор цепи Маркова ξt, t > 0.
Чтобы вычислить стационарные вероятности состояний системы, нужно

получить генератор Q цепи Маркова ξt, t > 0.
Для этого введем следующие обозначения:
I – единичная матрица и O – нулевая матрица соответствующей размер-

ности;
⊕ – символ кронекеровой суммы матриц;

S̃
(k)
1 =

(
0 0

S+
(k) S(k)

)
; S̃

(k)
2 =

(
0 0

S−(k) S(k)

)
, k = 1,K ;

β(r), r = 1, R, – вектор-строка размера R со всеми нулевыми компонентами
кроме r-й компоненты, равной единице.

Согласно подходу Рамасвами–Лукантони пусть при условии, что в момент
перехода цепи Маркова ξt в системе обслуживается n запросов:

матрица Pn(βr) определяет вероятности переходов процесса mt, t > 0, в
момент, когда запрос r-го типа начинает новое обслуживание;

матрица LN−n(N, S̃
(k)
l ) определяет интенсивности переходов процесса mt

при переходе управляющего процесса обслуживания одного из запросов в по-
глощающее состояние l, l = 1, 2, при фиксированном состоянии среды k, k =
= 1,K;

матрица An(N,S
(k)) определяет интенсивности переходов процесса mt

между переходными состояниями при фиксированном состоянии среды k,
k = 1,K ;
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модули диагональных элементов диагональной матрицы ∆
(k)
n определяют

общую интенсивность выхода из соответствующего состояния процесса mt

при фиксированном состоянии k, k = 1,K .
Подробное описание этих матриц и алгоритмы, используемые для их рас-

чета, представлены в [21]. Стоит отметить, что подход Рамасвами–Лукантони
предполагает существование одного поглощающего состояния. Поскольку в
анализируемой модели есть два поглощающих состояния, в данной статье бы-
ла разработана и реализована определенная модификация этого подхода по
сравнению с [20] и [21].

Анализируя все возможные переходы цепи Маркова ξt, t > 0, в течение
интервала бесконечно малой длины и переписывая интенсивности этих пере-
ходов в блочно-матричной форме, получаем следующий результат.

Те ор ем а. Инфинитезимальный генератор Q цепи Маркова ξt, t > 0,
имеет следующую блочно-трехдиагональную структуру

Q =




Q0,0 Q0,1 O O . . . O O

Q1,0 Q1,1 Q1,2 O . . . O O

O Q2,1 Q2,2 Q2,3 . . . O O
...

...
...

...
. . .

...
...

O O O O . . . QN,N−1 QN,N




.

Ненулевые блоки определяются следующим образом:

Q0,0 = D̃0 = diag
{
D

(k)
0 , k = 1,K

}
+H ⊗ IW ,

Qn,n = diag
{
D

(k)
0 ⊕

(
An

(
N,S(k)

)
+∆(k)

n

)
, k =1,K

}
+H⊗ IWJn, n= 1, N −1,

QN,N = diag
{
D

(k)
0 ⊕

(
AN

(
N,S(k)

)
+∆(k)

n

)
+D(k)⊗ IJN , k =1,K

}
+H⊗ IWJN ,

Qn,n−1 = diag
{
IW ⊗

(
LN−n

(
N, S̃

(k)
1

)
+LN−n

(
N, S̃

(k)
2

))
, k = 1,K

}
, n= 1, N,

Qn,n+1 = diag

{
R∑

r=1

D(k)
r ⊗ Pn(βr), k = 1,K

}
, n = 0, N − 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Диагональные элементы матрицы Qn,n отрицатель-
ны и с точностью до знака определяют интенсивность выхода из соответ-
ствующего состояния цепи Маркова ξt, t > 0. В случае если число запросов
в системе равно нулю, выход из соответствующего состояния цепи может
произойти из-за перехода управляющего процесса входного потока запро-
сов (интенсивности этого события определяются диагональными элемента-

ми матрицы diag{D(k)
0 , k = 1,K}) или изменения состояния случайной сре-

ды (интенсивности этого события определяются диагональными элементами
матрицы H⊗IW ). В случае если число запросов в системе n больше нуля, вы-
ход из соответствующего состояния цепи Маркова ξt, t > 0, может произойти
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также из-за перехода управляющего процесса обслуживания одного из за-
просов (интенсивности этого события определяются диагональными элемен-

тами матрицы diag{IW ⊗∆
(k)
n , k = 1,K}). Заметим, что если число запросов

в системе равно N , приход запроса без изменения состояния управляюще-
го процесса νt не приводит к изменению состояния цепи ξt, t > 0, из-за того
что поступающий запрос теряется. Таким образом, в данном случае из общей
интенсивности выхода из соответствующего состояния необходимо отнять ин-
тенсивность перехода процесса νt в то же самое состояние с генерацией за-
проса, определяемую соответствующим диагональным элементом матрицы
diag{D(k) ⊗ IJN , k = 1,K}. Отметим также, что в MMAP -потоке не допус-
каются переходы управляющего процесса в то же состояние без генерации
запроса. Недиагональные элементы матриц Qn,n определяют интенсивности
переходов цепи Маркова ξt, t > 0, которые не приводят к изменению значе-
ния компоненты nt – числа запросов в системе, nt = 0, N. Такими переходами
являются:

• переход управляющего процесса MMAP без генерации запроса (интенсив-
ности такого перехода определяются недиагональными элементами матри-
цы diag{D(k)

0 , k = 1,K});
• изменение состояния случайной среды (интенсивности определяются

недиагональными элементами матрицы H ⊗ IW );

• в случае наличия n, n = 1, N, запросов – переходы управляющего процесса
обслуживания одного из запросов, не приводящие к окончанию обслужи-
вания (интенсивности таких переходов определяются элементами матрицы
diag{IW ⊗An(N,S

(k)), k = 1,K});
• в случае присутствия в системе N запросов – переходы управляющего

процесса νt, сопровождающиеся поступлением (и последующей потерей)
запроса (интенсивности таких переходов определяются недиагональными
элементами матрицы diag{D(k) ⊗ IJN , k = 1,K}).

Записывая описанные интенсивности переходов в виде блочных матриц, по-
лучим блоки генератора Qn,n, n = 0, N.

Элементы матриц Qn,n−1, n = 1, N, определяют интенсивности переходов
цепи Маркова ξt, которые приводят к уменьшению на единицу числа запро-
сов в системе. Такими переходами в случае наличия n запросов, n = 1, N,
являются:

• переходы управляющего процесса обслуживания одного из запросов в пер-
вое поглощающее состояние, означающие успешное окончание обслужива-
ния (интенсивности таких переходов определяются элементами матрицы

diag{IW ⊗ LN−n(N, S̃
(k)
1 ), k = 1,K});

• переходы управляющего процесса обслуживания одного из запросов во
второе поглощающее состояние, означающие досрочное окончание обслу-
живания (интенсивности определяются элементами матрицы diag{IW⊗
⊗LN−n(N, S̃

(k)
2 ), k = 1,K}).

Записывая данные интенсивности переходов в виде блочных матриц, полу-
чаем доказываемый вид блоков генератора Qn,n−1, n = 1, N.
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Элементы матриц Qn,n+1, n = 0, N − 1, определяют интенсивности пере-
ходов цепи Маркова ξt, которые приводят к увеличению на единицу числа
запросов в системе. Увеличение числа запросов в системе происходит в мо-
менты переходов управляющего процесса MMAP с генерацией запроса лю-
бого типа (при состоянии случайной среды k интенсивности определяются

элементами матриц D
(k)
r , r = 1, R) при условии, что система не заполнена.

В случае поступления запроса r-го типа увеличивается число запросов, нахо-
дящихся на r-й фазе обслуживания (вероятности переходов компонент цепи,
задающих состояние процесса обслуживания, определяются элементами мат-
рицы Pn(βr) при условии, что в системе в момент поступления было n запро-
сов). Таким образом, получаем, что блоки Qn,n+1, n = 0, N − 1, имеют вид

Qn,n+1 = diag
{∑R

r=1D
(k)
r ⊗ Pn(βr), k = 1,K

}
. Теорема доказана.

Для нахождения стационарного распределения системы может быть ис-
пользован следующий численно устойчивый алгоритм.

А лг о ри тм 1. 1. Вычисляем матрицу

G1 = −Q1,0(G0,0)
−1.

2. Вычисляем матрицы Gn, n = 2, N, с помощью рекурсии

Gn = −Qn,n−1(Qn−1,n−1 +Gn−1Qn−2,n−1)
−1.

3. Вычисляем матрицы Fk с помощью обратной рекурсии:

FN = I, Fn = Fn+1Gn+1, n = 1, N.

4. Находим вектор πN как единственное решение системы

πN (QN,N +GNQN−1,N ) = 0, π0

N∑

n=0

Fne = 1.

5. Вычисляем векторы πn, n = 1, N, как

πn = πNFn, n = 0, N − 1.

Численная устойчивость алгоритма обеспечена оперированием в ходе его
выполнения только неотрицательными матрицами, что гарантирует невоз-
можность потери значащих цифр при компьютерной реализации.

4. Характеристики производительности

Вычислив векторы πn, n = 0, N, можно подсчитать значения различных
характеристик производительности системы.

Среднее число запросов в системе вычисляется по формуле

Nc =

N∑

n=1

nπne.
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Интенсивность выходного потока успешно обслуженных запросов опреде-
ляется как

µ+ =
N∑

n=1

K∑

k=1

π(n, k)
(
IW ⊗ LN−n

(
N, S̃

(k)
1

))
e.

Интенсивность выходного потока запросов, которые покидают систему
из-за нетерпеливости, определяется как

µ− =
N∑

n=1

K∑

k=1

π(n, k)
(
IW ⊗ LN−n

(
N, S̃

(k)
2

))
e.

Вероятность потери произвольного запроса из-за нетерпеливости опреде-
ляется как

Pimp =
µ−
λ
.

Вероятность потери произвольного запроса, поступающего в r-ю зону из-за
переполненности системы, определяется как

P
(r)
ent = λ−1

r

K∑

k=1

π(N, k)
(
D(k)
r ⊗ IJN

)
e, r = 1, R.

Вероятность потери произвольного запроса из-за переполненности систе-
мы определяется как

Pent = λ−1πN (D̃ ⊗ IJN )e = 1− µ+ + µ−
λ

=

∑R
r=1 λrP

(r)
ent

λ
.

Вероятность потери произвольного запроса вычисляется как

Ploss = Pimp + Pent = 1− µ+
λ
.

Вероятность успешного обслуживания произвольного запроса определяет-
ся как

Psucc = 1− Ploss.

5. Численный эксперимент

Задачами численного эксперимента являются:
1) показать важность учета зависимости параметров рассмотренной систе-

мы от состояния случайной среды;
2) показать, как с помощью полученных результатов можно решать раз-

личные оптимизационные задачи.
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Для начала рассмотрим следующий набор входных данных, который бу-
дем обозначать как withRE. Считаем, что сота условно делится на R = 3
зоны. Предполагаем, что сота функционирует в случайной среде, которая
имеет K = 2 состояния. Генератор среды определяется матрицей H, имею-
щей следующий вид:

H =

(
−0,0019 0,0019

0,0012 −0,0012

)
.

Вероятность того, что в произвольный момент времени среда находится в
первом состоянии, равна p1 = 0,3871, а во втором – p2 = 0,6129.

При первом состоянии среды в соту поступает поток запросов, характери-
зующийся матрицами:

D
(1)
0 =

( −10 0

0 −2

)
, D

(1)
1 =

(
9,16 0,04

0,012 0,404

)
,

D
(1)
2 =

(
0,16 0,2

0,024 1,16

)
, D

(1)
3 =

(
0,4 0,04

0 0,4

)
.

Этот поток имеет среднюю интенсивность λ(1), равную 2,911, средние
интенсивности поступления запросов различных типов определяются как
λ
(1)
1 = 1,41671, λ(1)2 = 1,09013, λ(1)3 = 0,404557, коэффициент корреляции ин-

тервалов между моментами поступления равен ccor = 0,187, а коэффициент
их вариации cvar равен 1,646.

При первом состоянии среды cреднее время пребывания запроса в зонах 1,
2 и 3 определяется как 1

0,6 ,
1

0,51 и 1
0,37 соответственно. Вероятности успешного

завершения обслуживания во время пребывания запроса в зонах 1, 2 и 3
равны 0,49

0,6 , 2
3 и 0,27

0,37 соответственно. Вероятности перехода запроса из зоны 1

в зону 2 и из зоны 2 в зону 1 равны 0,1
0,6 и 0,08

0,51 соответственно. Вероятности

перехода запроса из зоны 2 в зону 3 и из зоны 3 в зону 2 равны 0,08
0,51 и 0,08

0,37
соответственно. Вероятности потери запроса из-за нетерпеливости из зоны 1,
2 и 3 равны 0,01

0,6 ,
0,01
0,51 и 0,01

0,37 соответственно.

Таким образом,

µ
(1)
1 = 0,6, µ

(1)
2 = 0,51, µ

(1)
3 = 0,37,

µ
(1)
1,+ = 0,49, µ

(1)
2,+ = 0,34, µ

(1)
3,+ = 0,27,

µ
(1)
1,2 = 0,1, µ

(1)
1,3 = 0, µ

(1)
2,1 = 0,08,

µ
(1)
2,3 = 0,08, µ

(1)
3,1 = 0, µ

(1)
3,2 = 0,08,

µ
(1)
1,− = 0,01, µ

(1)
2,− = 0, 01, µ

(1)
3,− = 0,02.
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При втором состоянии среды в соту поступает поток запросов, характери-
зующийся матрицами:

D
(2)
0 =

(
−6,4 0
0 −1

)
, D

(2)
1 =

(
0,6 0
0 0,28

)
,

D
(2)
2 =

(
0,16 0,4
0,144 0,56

)
, D

(2)
3 =

(
5,2 0,04
0,012 0,004

)
.

Этот поток имеет среднюю интенсивность λ(2), равную 2,413, средние ин-
тенсивности поступления запросов различных типов определяются как λ(2)1 =

= 0,363758, λ(2)2 = 0,666309, λ(2)3 = 1,38336, коэффициент корреляции равен
ccor = 0,247 и коэффициент вариации cvar равен 2,76.

При втором состоянии среды cреднее время пребывания запроса в зонах 1,
2 и 3 определяется как 1

0,4 ,
1

0,21 и 1
0,17 соответственно. Вероятности успешного

завершения обслуживания во время пребывания запроса в зонах 1, 2 и 3
равны 0,34

0,4 , 0,12
0,21 и 0,11

0,17 соответственно. Вероятности перехода запроса из зоны 1

в зону 2 и из зоны 2 в зону 1 равны 0,05
0,4 и 0,04

0,21 соответственно. Вероятности

перехода запроса из зоны 2 в зону 3 и из зоны 3 в зону 2 равны 0,04
0,21 и 0,04

0,17

соответственно. Вероятности потери запроса из-за нетерпеливости из зоны 1,
2 и 3 равны 0,01

0,4 ,
0,01
0,21 и 0,01

0,17 .

Соответственно имеем, что:

µ
(2)
1 = 0,4, µ

(2)
2 = 0,21, µ

(2)
3 = 0,17,

µ
(2)
1,+ = 0,34, µ

(2)
2,+ = 0,12, µ

(2)
3,+ = 0,11,

µ
(2)
1,2 = 0,05, µ

(2)
1,3 = 0, µ

(2)
2,1 = 0,04,

µ
(2)
2,3 = 0,04, µ

(2)
3,1 = 0, µ

(2)
3,2 = 0,04,

µ
(2)
1,− = 0,01, µ

(2)
2,− = 0,01, µ

(2)
3,− = 0,02.

Для того чтобы показать важность учета корреляции и влияния случай-
ной среды, рассмотрим второй набор входных данных, который будем обо-
значать как withoutRE. Рассмотрим систему, в которую разного типа запро-
сы поступают, перемещаются, обслуживаются и уходят из-за нетерпеливости
независимо от состояния среды с такой же средней интенсивностью, как и
ранее. Другими словами, предположим, что в систему поступают стационар-
ные пуассоновские потоки запросов трех типов с интенсивностями λ1, λ2,
λ3 соответственно, где λr, r = 1, R, находятся по формуле (1). Средние ин-
тенсивности переходов, перемещения и ухода из-за нетерпеливости определя-
ются как соответствующие интенсивности при первом состоянии случайной
среды, умноженные на вероятность p1 того, что система находится в первом
состоянии среды, плюс соответствующие интенсивности при втором состоя-
нии случайной среды, умноженные на вероятность p2 того, что система на-
ходится во втором состоянии среды. Например, средняя интенсивность ухода
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Рис. 1. Зависимость среднего числа запросов в системе Nc от параметра N.
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Рис. 2. Зависимость интенсивности µ+ выходного потока успешно обслужен-
ных запросов от параметра N.

из-за переходов запросов из третьей зоны во вторую может быть найдена по
формуле p1µ

(1)
3,2 + p2µ

(2)
3,2 и равняется 0,0554839.

Рассмотрим влияние числа каналов в соте на характеристики ее произво-
дительности. Для этого будем изменять параметр N в интервале от 1 до 45.

Рисунки 1 и 2 показывают зависимость среднего числа запросов в систе-
ме Nc и интенсивности µ+ выходного потока успешно обслуженных запросов
от параметра N для двух наборов входных данных.

Рисунки 3 и 4 показывают зависимость интенсивности µ− выходного по-
тока запросов, которые покидают систему из-за нетерпеливости, и вероятно-
сти Pimp потери произвольного запроса из-за нетерпеливости от параметра N
для двух наборов входных данных.

Рисунки 5 и 6 показывают зависимость вероятности Pent потери произ-
вольного запроса из-за переполненности системы от параметра N (изменяе-
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−

выходного потока запросов, которые
покидают систему из-за нетерпеливости, от параметра N.
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Рис. 4. Зависимость вероятности Pimp потери произвольного запроса из-за
нетерпеливости от параметра N.

мого в диапазонах от 1 до 45 и от 15 до 45 соответственно) для двух наборов
входных данных. На рис. 6 дополнительно проведена горизонтальная пунк-
тирная линия, соответствующая значению 0,0015 этой вероятности.

Рисунок 7 показывает зависимость от параметра N для двух наборов вход-
ных данных вероятности Ploss потери произвольного запроса.

Как видно из приведенных рисунков, характеристики системы сильно за-
висят от корреляции входного потока и влияния случайной среды. При тех же
самых средних интенсивностях поступления, обслуживания, перемещения и
ухода из-за нетерпеливости характеристики производительности системы без
влияния среды существенно лучше, чем для системы, на функционирование
которой оказывает влияние случайная среда.

Предположим, что задачей оптимизации системы является задача опре-
деления минимальной емкости системы N, при которой вероятность потери
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Рис. 5. Зависимость вероятности Pent потери произвольного запроса из-за пе-
реполненности системы от параметра N.
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Рис. 6. Зависимость вероятности Pent потери произвольного запроса из-за пе-
реполненности системы от параметра N.

произвольного запроса на входе в систему не превышала бы 0,0015. Как вид-
но из рис. 5 и 6, для системы, которая игнорирует влияние среды, оптималь-
ным значением емкости системы является емкость N = 22. В то же время
для системы, учитывающей влияние среды, при N = 22 вероятность потери
Pent = 0,10657, что в 71 раз больше, чем требуется. Если система подвержена
влиянию среды и проектируем емкость, равную N = 22, полученную из рас-
чета по упрощенной модели, ожидая при этом, что на входе в систему получат
отказ 15 запросов из 10 000, то в реальности будем терять больше, чем 1 за-
прос из 10. Для того чтобы добиться требуемой вероятности потери Pent для
системы, функционирующей в случайной среде, необходимо проектировать
емкость системы N = 44.

Отметим, что время, затраченное на расчет значений описанных выше
характеристик производительности системы для значений N от 1 до 45 на

102



0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

5 10 15 20 25 30 35 40 45

N

P
lo

ss

with RE
without RE

Рис. 7. Зависимость вероятности Ploss потери произвольного запроса от пара-
метра N.

ноутбуке с характеристиками: процессор Inter(R) Core(TM) i7-10750H CPU
@2.60GHz, оперативная память 16.0 ГБ, Wolfram Mathematica 11.0, составило
около 19 мин С ростом N время счета существенно растет. Например, для
N = 60 (при этом максимальный размер одного блока генератора равен 7564)
время счета составило более 10 мин (616 с). Использование для расчетов бо-
лее мощных компьютеров и особенно графических процессоров (GPU) может
позволить существенно снизить время счета.

6. Заключение

В статье найдено стационарное распределение вероятностей состояний си-
стемы массового обслуживания, являющейся моделью работы соты мобиль-
ной сети связи. Сота разделена на зоны, которые определяют скорость об-
служивания находящихся в них пользователей. Разделение соты на зоны
определяется их расстоянием от базовой станции, наличием препятствий и
помех для распространения радиосигнала. Поступление запросов описывает-
ся маркированным марковским потоком. Все параметры системы зависят от
состояний некоторого внешнего случайного процесса (случайной среды). Чис-
ленно проиллюстрированы возможность нахождения зависимости значений
важнейших характеристик системы от числа каналов для передачи инфор-
мации и решения задачи минимально необходимого числа каналов. Показано,
что игнорирование учета влияния случайной среды (за счет соответствующе-
го усреднения параметров системы) может привести к большим ошибкам в
оценивании этого количества каналов.

В качестве направлений для будущих исследований отметим необходи-
мость учета возможности совершения повторных попыток пользователями,
не получившими доступ в систему, а также возможности разделения ресурса
базовой станции между пользователями не только в зависимости от зоны, в
которой находится пользователь, но и от общего числа активных пользовате-
лей в соте. Последняя возможность исследовалась в публикации [22], но без
учета возможного влияния случайной среды.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЕЙ НАДЕЖНОСТИ
В НЕМОНОТОННЫХ ЛОГИКО-ВЕРОЯТНОСТНЫХ

МОДЕЛЯХ МНОГОУРОВНЕВЫХ СИСТЕМ1

Рассматривается логико-вероятностное моделирование надежностного
поведения многоуровневых систем, описываемое немонотонными функ-
циями алгебры логики. Предлагается метод вычисления параметра пото-
ка переходов в заданное немонотонной функцией подмножество состоя-
ний. Описывается подход к вычислению на логико-вероятностных мо-
делях оценок интервальных показателей надежности, эффективности,
безопасности многоуровневых систем. Приводится пример расчета пока-
зателей эксплуатационной готовности многоуровневой системы с немоно-
тонными логическими критериями перехода между уровнями. Проводит-
ся сравнение полученных значений показателей с результатами марков-
ского моделирования.

Ключевые слова: надежность, логико-вероятностные методы, немонотон-
ные модели, интервальные показатели, параметр потока отказов, коэф-
фициент сохранения эффективности.
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1. Введение

В современных системах управления и технологических комплексах до-
стижение высоких показателей эффективности, надежности, безопасности
обеспечивается не только выбором более надежных элементов, резервирова-
нием, но и реализацией многоуровневого функционирования системы [1–3].
В классических двухуровневых моделях надежности все множество состоя-
ний системы, определяемых работоспособностью, отказами элементов систе-
мы, представляется двумя классами — класс работоспособных состояний си-
стемы (уровень эффективности Emax, в частности 100%) и класс неработо-
способных состояний (уровень эффективности E0 6 0, в частности 0%). На-
дежностное поведение многоуровневых систем характеризуется тем, что при
возникновении отказов уровень эффективности функционирования Ei может
снижаться и принимать дискретные значения E0 < E1 < . . . < Emax, проме-
жуточные между Emax и E0. Множество состояний многоуровневой системы
разбивается на классы Ki, соответствующие этим уровням. Состояния отка-
за системы также могут быть разбиты на классы, соответствующие уровням
критичности отказов, что привело к разработке и исследованию надежност-
ных моделей анализа безопасности [4].

1 Посвящается памяти Александра Сергеевича Можаева.
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Для исследования надежностного поведения многоуровневых систем мо-
гут применяться марковские процессы [5–7]. Подход на основе марковских
моделей является универсальным в смысле учета различных особенностей
сложного надежностного поведения систем и возможности вычисления прак-
тически всех показателей надежности как мгновенных (дифференциальных),
так и интервальных (интегральных). Еще одним из подходов к моделирова-
нию многоуровневых систем является подход, основанный на методе произ-
водящих функций, предложенном И.А. Ушаковым [8] и развитом в [9–12].
При практических расчетах надежности сложных многокомпонентных, мно-
гоуровневых систем приходится прибегать к логико-вероятностным методам
(ЛВМ) [13, 14]. Это связано с рядом причин, основными из которых являются:

— “взрывной” рост размерности марковских моделей при увеличении числа
компонентов системы;

— использование производящей функции имеет преимущество в случаях,
когда не только система, но и ее элементы являются многоуровневыми, а при
бинарных элементах может оказаться полезным, если не возникнет проблема
размерности [3, раздел 3.5];

— ЛВМ с визуальной интерпретацией в виде деревьев отказов являются
стандартом де факто при анализе надежности в атомной энергетике, авиа-
строении, газовой отрасли [15, 16] и других ответственных областях.

Недостатками логико-вероятностных моделей и методов являются:
— ограничение на надежностное поведение моделируемого объекта, свя-

занное с независимостью функционирования, отказов и восстановлений его
элементов; это ограничение приводит к возможности отражения в логико-
вероятностных моделях надежности только нагруженного резервирования и
неограниченного восстановления;

— возможные трудности, которые могут возникнуть при задании произ-
вольного начального состояния (в момент t = 0), особенно для элементов с
неэкспоненциальными функциями распределения соответствующих случай-
ных величин;

— ЛВМ для восстанавливаемых систем позволяют рассчитывать лишь
дифференциальные показатели надежности, определяемые в момент време-
ни t.

Отметим, что коэффициент готовности A(t) и параметр потока отка-
зов ω(t), по существу, исчерпывают список основных показателей надежно-
сти для момента времени t (на стационарном или нестационарном участках
работы системы). Непосредственное вычисление показателей безотказности
(вероятность отказа и безотказной работы на интервале (0, t), интенсивность
отказов, средняя наработка до отказа и ряда других важных показателей
надежности) в ЛВМ невозможно.

Решением здесь является построение оценок этих показателей, используя
A(t) и ω(t). В [17–19] получены оценки для показателей безотказности. Верх-
няя оценка интенсивности отказов λ(t) и нижняя оценка вероятности безот-
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казной работы R(t):

λ(t)≈ ω(t)

A(t)
; R(t)≈ exp



−

t∫

0

ω(τ)

A(τ)
dτ



.(1)

Вероятность отказа на интервале Q(0, t) и среднюю наработку до первого
отказа MTTFF можно вычислить по известным соотношениям:

Q(t) = 1−R(t); MTTFF =

∞∫

0

R(τ)dτ.(2)

Пусть AΩd(t) – вероятность застать систему в момент t в выделенном под-
множестве ее состояний Ωd, а ωΩd(t) – параметр потока переходов в это под-
множество. Интегрирование AΩd(t) и ωΩd(t) в заданных пределах дает точные
выражения для показателей среднего времени пребывания TΩd

Σ (0, t) и сред-
него числа переходов NΩd

Σ (0, t) в Ωd:

TΩd

Σ (0, t) =

t∫

0

AΩd(τ)dτ ; NΩd

Σ (0, t) =

t∫

0

ωΩd(τ)dτ.(3)

Для надежностного анализа многоуровневых систем в отечественную нор-
мативную документацию был введен показатель — коэффициент сохранения
эффективности C(0, t), который определяется как отношение математиче-
ского ожидания эффективности использования объекта по назначению за
определенную продолжительность эксплуатации к номинальному значению
эффективности, вычисленному при условии, что отказы объекта в течение
того же периода не возникают. Конкретизация понятия эффективности осу-
ществляется, исходя из существа задачи анализа надежности, особенностей
функционирования и назначения системы. Для многоуровневых систем важ-
ным показателем эффективности функционирования является усредненное
по уровням значение интегральной эффективности E на интервале (0, t)

E(0, t) =
∑

i

hi

t∫

0

Ai(τ)dτ +
∑

i,j,j 6=i
hij

t∫

0

ωij(τ)dτ,(4)

где Ai(t) – вероятность застать систему в момент t в i-м классе состояний (Ki);
ωij(t) – параметр потока переходов в момент t из Ki в Kj ; hi – доход (потери)
в единицу времени от пребывания системы вKi; hij – единовременные доходы
(потери) за переход из Ki в Kj , обусловленные затратами на восстановление
работоспособности, штрафами, потерями находящегося в обработке продукта
(сырья, заготовки).

Коэффициент сохранения эффективности определяется как

C(0, t) =
E(0, t)

h100%t
.(5)
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Для стационарного участка работы системы можно вычислить показате-
ли средней наработки между отказами MTTF и среднего времени между
отказами MTBF через стационарные значения коэффициента готовности A
и параметра потока отказов ω:

MTTF =
A

ω
; MTBF =

1

ω
.(6)

Зная MTTF и MTBF , очевидным образом определяется среднее стацио-
нарное время восстановления MTTR =MTBF −MTTF .

Показатель MTBF не входит в перечень показателей надежности отече-
ственных стандартов. Однако он часто упоминается в зарубежной литературе
и требования по его обязательному вычислению выдвигаются при междуна-
родной сертификации ответственных объектов. Отметим, что в отечествен-
ной практике (например, авиастроении) часто показатель MTTFF вычис-
ляют правильно по приведенному выше интегральному выражению (2), а
обозначают его MTBF , что неверно.

Таким образом, не прибегая к марковскому моделированию, можно вы-
числять различные показатели надежности, эффективности, безопасности,
выражая их через коэффициент готовности и параметр потока отказов, ко-
торые непосредственно вычисляются в логико-вероятностных моделях.

Традиционно ЛВМ работают с монотонными системами, а именно с систе-
мами, модель надежности которых представляется монотонной логической
функцией отказа/работоспособности [20, c. 77]. В таких системах не может
быть ни одного элемента, отказ которого увеличивает, а восстановление сни-
жает надежность системы. Методы расчета дифференциальных показателей
надежности монотонных систем известны [13, 14, 21, 22].

Формализация многоуровневых систем осуществляется немонотонными
функциями алгебры логики (ФАЛ) относительно каждого уровня эффектив-
ности функционирования Ei [3, 23]. Немонотонность порождается тем, что
для реализации промежуточных уровней необходимо, чтобы какая-то часть
системы отказала, а другие части были работоспособными. Деревья отказов,
соответствующие немонотонной ФАЛ, называют некогерентными деревьями
отказов [24, c. 251]. Методы вычисления вероятности застать систему в мо-
мент времени t в классе состояний Ki, соответствующих немонотонной ФАЛ
(коэффициент готовности относительно уровня Ei), известны и не представ-
ляют принципиальных трудностей. Определение параметра потока отказов
для немонотонного случая — достаточно трудная и нетривиальная задача,
характеризующаяся большим объемом вычислений. Подход к вычислению ω
немонотонных восстанавливаемых систем, основанный на двоичных диаграм-
мах решений (BDD), описан в [25]. Эффективность этого подхода при про-
граммной реализации достигается за счет представления логической функ-
ции бинарным деревом. Авторами данной статьи предлагается рекурсивный
метод вычисления параметра потока переходов (ППП) в класс состояний Ki

и между классами состояний Ki,Kj , показавший свою эффективность как
при программной реализации, так и в случае расчетов вручную.
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2. Метод вычисления дифференциальных показателей надежности
в логико-вероятностных моделях

2.1. Монотонные модели

Кратко сформулируем основные положения логико-вероятностного моде-
лирования, в классе которого и рассматривается предлагаемый метод, и ре-
зультаты по вычислению коэффициента готовности и параметра потока от-
казов для монотонных моделей, полученные в [22, 26].

Пусть элементы системы xi, i = 1, n и система S(x), x = {xi} могут нахо-
диться в двух состояниях — работоспособном и неработоспособном:

xi =

{
1, если элемент i исправен,
0, если элемент i отказал,

S(x) =

{
1, если cистема исправна,
0, если система отказала.

Пусть состояние системы полностью определяется состоянием в момент t
ее элементов. Обозначим: A = {Aj} – множество всех минимальных путей ра-
ботоспособности системы, C = {Cj} – множество всех минимальных сечений
неработоспособности системы [24, c. 227–240], [27, c. 82–83]. Тогда работоспо-
собность системы в момент t записывается как

S(x, t) =

{
r∨
j=1

Aj

}
= 1,(7)

а неработоспособность —

S(x, t) =

{
l∨

j=1
Cj

}
= 1.(8)

Каждый минимальный путь (сечение) представляет собой конъюнкцию
некоторого набора из работоспособных (отказавших) элементов x = {xi}. Ко-
эффициент готовности (простоя) системы определяется по выражениям:

P{S(x, t) = 1}= P
{
S(x, t) = 0

}
= P

{
r∨
j=1

Aj = 1

}
= 1−P

{
l∨

j=1
Cj = 1

}
,(9)

P{S(x, t) = 0} = P
{
S(x, t) = 1

}
= P

{
l∨

j=1
Cj = 1

}
= 1−P

{
r∨
j=1

Aj = 1

}
,(10)

где P{.} – вероятность наступления в момент t заключенного в скобки собы-
тия.

Параметр потока отказов системы — это производная в момент времени t
от среднего числа отказов на (0, t). Можно сказать, что параметр потока отка-
зов есть математическое ожидание появления отказа системы в момент вре-
мени t (т.е. на (t, t+∆t) при ∆t→ 0), что означает возникновение по крайней
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мере одного сечения в момент времени t+∆t. Пусть ei – событие появления
i-го сечения в (t, t+∆t), где ei(t, t+∆t) – конъюнкция ni переменных (эле-
ментов), образующих сечение Ci. Так как базовым допущением ЛВМ являет-
ся ординарность потока отказов, то вероятность появления на ∆t сечения ei
определяется как

P{ei} = ω∗
i (t)∆t =

ni∑

ji=1


ωji(t)

ni∏

gi 6=ji
Qgi(t)


∆t,(11)

где ωji(t), Qgi(t) – параметр потока отказов и коэффициент простоя (неготов-
ность) элементов ji, gi в момент времени t; ω∗

i (t) – параметр потока отказов,
обусловленный появлением сечения Ci.

Вероятность отказа системы на ∆t можно представить выражением

ωs∆t = P

{
(S(x, t) = 1) ∧

(
l∪
i=1
ei

)}
.(12)

Основные соотношения разработанного в [22, 26] рекурсивного метода
оценки параметра потока отказов следующие:

ωk(t)∆t = P

{
(S(x, t) = 1) ∧

(
l∪
i=1
ei

)
/xk+1 = xk+2 = . . . = xn = 1

}
;(13)

νk(t)∆t = P

{
(S(x, t) = 1) ∧

(
l∪
i=1
ei

)
/xk+1 = 0, xk+2 = . . . = xn = 1

}
,

где

{
(S(x, t) = 1) ∧

(
l∪
i=1
ei

)
/xk+1 = xk+2 = . . . = xn = 1

}
– условное собы-

тие работоспособности системы в момент времени t и появления на ∆t отказа
(реализация появления хотя бы одного сечения) при условии работоспособно-
сти элементов xk+1, . . . , xn; ωk(t), νk(t) – условный параметр потока отказов
системы на k-м шаге рекурсии.

Параметр потока отказов системы на шаге k + 1 рекурсивно вычисляется
как

ωk+1(t) = Rk+1(t)ω
k(t) +Qk+1(t)ν

k(t) + (pk(t)− rk(t))ωk+1(t),

ω0(t) = ν0(t) = 0,
(14)

где Ri(t), Qi(t), ωi(t) – коэффициент готовности, коэффициент простоя, па-
раметр потока отказов элемента xi, а

pk(t) = P{(S(x1, x2, . . . , xk; t) = 1)/xk+1 = xk+2 = . . . = xn = 1},(15)

rk(t) = P{(S(x1, x2, . . . , xk; t) = 1)/xk+1 = 0, xk+2 = . . . = xn = 1}
— условные вероятности работоспособности системы в момент t.

Причем p0(t) = 1, а pk+1(t) = Rk+1(t)p
k(t) +Qk+1(t)r

k(t). Последователь-
но вычисляя p1(t), p2(t), . . . , pn(t), на последнем n-м шаге рекурсии получим
коэффициент готовности системы и аналогично, последовательно вычисляя
ω1(t), ω2(t), . . . , ωn(t), получаем параметр потока отказов системы ω(t) =
= ωn(t).
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2.2. Немонотонные модели

Немонотонные логико-вероятностные модели систем не могут быть пред-
ставлены логическим выражением, содержащим только работоспособные на-
боры элементов (например, как при задании множества минимальных путей
работоспособности системы) или только неработоспособные наборы элемен-
тов (как при задании минимальных сечений отказа). Немонотонные модели
формализуют некоторые промежуточные состояния системы, в которых обя-
зательно присутствуют как отказавшие наборы элементов, так и работоспо-
собные. На рис. 1 приведена надежностная модель в виде графа состояний и
переходов гипотетической системы, в которой стрелки от состояний с мень-
шими номерами к состояниям с большими — это потоки отказов элементов,
а стрелки от состояний с большими номерами к состояниям с меньшими —
это потоки восстановления элементов.

Пусть обведенные состояния 4, 5, n − 1 определяют класс (подмножество)
состояний системы, в которых эффективность функционирования составляет
уровень Ej . Тогда переходы в это подмножество состояний определяются как
потоком отказов (стрелки из состояний с меньшими номерами), так и потоком
восстановления (стрелки из состояний с бóльшими номерами). Отметим, что
в классе монотонных двухуровневых моделей все множество состояний раз-
делено на два подмножества, одно соответствует работоспособности системы,
другое — отказу, а переходы из одного подмножества в другое определяются
одним потоком — либо отказов, либо восстановления.

Логическая функция Y (Ej), выделяющая класс состояний, эквивалентных
промежуточному уровню Ej , может быть разделена на две составляющие A
и B, объединенные конъюнкцией

Y (Ej) = A ∧B,(16)

где A – логическое выражение работоспособности части структуры системы,
необходимой для обеспечения уровня не ниже Ej ; B – логическое выраже-

1

2
3 4

5

6

n

n - 1

Ej

Рис. 1. Граф состояний и переходов немонотонной модели надежности.
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ние неработоспособности части структуры системы, приводящей к тому, что
система не может функционировать на уровнях выше Ej .

Параметр потока переходов в подмножество состояний, определяемое ло-
гическим выражением (16), будет состоять из суммы параметров – потока
отказов по составляющей B и потока восстановления по составляющей A.
Поэтому чтобы определять параметр потока переходов в заданное немоно-
тонной функцией подмножество состояний, необходимо написать выражения
для вычисления параметра потока восстановления.

Параметр потока восстановления рекурсивным способом может быть вы-
числен в соответствии с выражениями:

ψk(t)∆t = P

{
(S(x, t) = 0) ∧

(
r∪
i=1
ηi

)
/xk+1 = xk+2 = . . . = xn = 0

}
;(17)

ϕk(t)∆t = P

{
(S(x, t) = 0) ∧

(
r∪
i=1
ηi

)
/xk+1 = 1, xk+2 = . . . = xn = 0

}
,

ψk+1(t) = Qk+1(t)ψ
k(t) +Rk+1(t)ϕ

k(t) +
(
gk(t)− fk(t)

)
ψk+1(t),(18)

ψ0(t) = ϕ0(t) = 0,

где ψk(t), ϕk(t) – условные параметры потока восстановления системы на
k-м шаге рекурсии; ψk+1(t) – параметр потока восстановления элемента xk+1;
η – множество минимальных путей попадания в состояния, определяемые со-
ставляющей A в логической функции Y (Ej); gk(t), fk(t) – условные вероят-
ности неработоспособности системы в момент t:

gk(t) = P{(S(x1, x2, . . . , xk; t) = 0)/xk+1 = xk+2 = . . . = xn = 0},(19)

fk(t) = P{(S(x1, x2, . . . , xk; t) = 0)/xk+1 = 1, xk+2 = . . . = xn = 0}.

Параметр потока восстановления системы равен ψ(t) = ψn(t).
Запись общего выражения для параметра потока переходов из подмно-

жества состояний Y (Ej) в подмножество Y (Ej) основывается на следующих
положениях:

1. Элементы составляющих A и B располагаются в определенном поряд-
ке и помечаются (при необходимости перенумеровываются, если говорить об
алгоритмизации вычислений), чтобы для одних рекурсивно записывать па-
раметр потока восстановлений (для путей, входящих в A), а для других (для
сечений, входящих в B) – параметр потока отказов;

2. Пусть Ki – событие появления i-й конъюнкции, содержащей пересече-
ние одного сечения из B и одного пути из A, в (t, t+∆t), т.е. i-я конъюнкция
имеет вид Ki = ei ∧ ηi, причем в ei и ηi нет общих элементов. При ординар-
ном потоке отказов, восстановления появление Ki на ∆t означает: а) либо в
момент t неработоспособными были (ni − 1) элементов сечения ei (ni – число
элементов сечения ei, hi – число элементов пути ηi) и произошел отказ на ∆t
одного (работоспособного в момент t) элемента, при этом все элементы пу-
ти ηi – работоспособны; б) либо в момент t работоспособными были (hi − 1)
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элементов пути ηi и произошло восстановление одного (неработоспособного
в момент t) элемента, при этом все элементы сечения ei – неработоспособны.
Тогда вероятность появления на ∆t конъюнкции Ki определится по формуле
полной вероятности

P{Ki} = γ∗i (t)∆t =
hi∏

r=1

Rr(t)

ni∑

ji=1


wji(t)

ni∏

gi 6=ji
Qgi(t)


∆t+

+

ni∏

r=1

Qr(t)

hi∑

ji=1


ψji(t)

hi∏

gi 6=ji
Rgi(t)


∆t,

(20)

где ωji(t), ψji , Qr(t), Rr(t) – параметр потока отказов и восстановления эле-
ментов ji, а также коэффициент простоя (неготовность) и коэффициент го-
товности элементов r, gi в момент времени t; γ∗i (t) – параметр потока перехо-
дов, обусловленный появлением конъюнкции Ki;

3. В общем случае предлагаемый рекурсивный метод оперирует не каж-
дой в отдельности конъюнкцией Ki, а записывается условный ППП (отка-
зов, восстановления) для системы при указанных в условии состояниях эле-
ментов. При алгоритмизации метода для вычисления условных параметров
потоков отказов, восстановления необходимо реализовывать новые итерации
определения этих параметров потоков, но с меньшим числом элементов. При
второй, третьей и т.д. итерации вновь применяется рекурсивный метод вы-
числения. Обычно после первых итераций анализируемая структура сводит-
ся к последовательным, параллельным и “m из n” надежностным схемам,
поэтому повторные итерации можно не применять и определять параметры
соответствующих потоков, используя стандартные формулы. Это повышает
эффективность процедуры вычисления.

3. Пример вычисления параметра потока переходов
в немонотонной модели

Работу предложенного метода продемонстрируем на вычислении ППП
мостиковой схемы с немонотонным логическим критерием, интересующим
аналитика. Выбор именно этой схемы для иллюстрации работы метода
обусловлен двумя факторами. Во-первых, “мостик” является классическим
примером для демонстрации особенностей вычислительных методов логико-
вероятностных моделей [28, 29], так как его логическое описание не сводится к
бесповторным формам. В импликанты логического описания мостиковой схе-
мы могут входить одни и те же переменные (элементы структуры), что при-
водит к зависимости соответствующих случайных событий и, как результат,
усложнению задачи преобразования логических выражений в вероятностные.
Во-вторых, мостиковая структура [20, c. 67–71] имеет важное прикладное зна-
чение, так как она описывает обширный класс реальных технических систем,
в частности бортовых электроэнергетических установок [27, c. 16–21].

Рассмотрим мостиковую структуру (рис. 2), записав для нее немонотон-
ный логический критерий, а именно: работа только одного из выходов схемы.
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Рис. 2. Блок-схема надежности мостиковой структуры.

Пусть необходимо вычислить параметр потока переходов в подмножество
состояний, заданное логическим выражением Y (Ej) = y1 ∧ y2.

Логические выражения для работоспособности (неработоспособности) по
выходам y1, y2 имеют вид:

y1 = x1 ∧ x3 ∨ x2 ∧ x3 ∧ x5; y1 = x3 ∨ x1 ∧ x5 ∨ x1 ∧ x2;(21)

y2 = x2 ∧ x4 ∨ x1 ∧ x4 ∧ x5; y2 = x4 ∨ x2 ∧ x5 ∨ x1 ∧ x2.

Y (Ej) = (x1 ∧ x3 ∧ x4) ∨ (x2 ∧ x3 ∧ x5 ∧ x4) ∨ (x1 ∧ x3 ∧ x2 ∧ x5).(22)

Сечения ei для y2: e1 = x4; e2 = x2 ∧ x5; e3 = x1 ∧ x2.
Пути ηi для y1: η1 = x1 ∧ x3; η2 = x2 ∧ x3 ∧ x5.
Обозначим для элементов xi их вероятностные характеристики: pi (готов-

ность), qi (неготовность), ωi (параметр потока отказов), ψi (параметр потока
восстановлений).

Вычислим параметр потока отказов для y2. Так как в общее логическое
выражение (22) вошли только 3 элемента из четырех, входящих в y2, то ре-
курсию можно делать только по этим трем элементам, уменьшая размерность
задачи. Расположим элементы в следующем порядке x4, x2, x5. Отметим так-
же, что готовностью (для параметра потока переходов по отказам) являются
состояния Y (Ej), из которых происходит переход в состояния Y (Ej). Таким
образом, для рассматриваемых элементов x4, x2, x5 при вычислении парамет-
ра потока отказов состояния S(x2, x4, x5; t) = S(x, t) = y2 = x2 ∧ x4 ∨ x4 ∧ x5
определяют искомые вероятности pi, ri (15). Тогда

p0(t) = P{S(x, t) = 1/x2 = x4 = x5 = 1} = 1,

r0(t) = P{S(x, t) = 1/x4 = 0, x2 = x5 = 1} = 0,

p1(t) = P{S(x, t) = 1/x2 = x5 = 1} = p4p
0 + q4r

0 = p4,

r1(t) = P{S(x, t) = 1/x2 = 0, x5 = 1} = p4,

p2(t) = P{S(x, t) = 1/x5 = 1} = p2p
1 + q2r

1 = p4,

r2(t) = P{S(x, t) = 1/x5 = 0} = p2p4,

p3(t) = P{S(x, t) = 1} = p4p5 + q5p2p4.

Теперь рекурсивно определим параметр потока переходов по отказам
в Y (Ej) (14) с учетом обеспечения необходимого состояния по состав-
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ляющей y1:
ω0(t) = [ω(t)/x2 = x4 = x5 = 1] = 0,

ν0(t) = [ω(t)/x4 = 0, x2 = x5 = 1] = 0,

ω1(t) = [ω(x4, t)/(x2 = x5 = 1)][P{y1(x)/(x2 = x5 = 1, (−→x4 = 0)) = 1}] =
= p4ω

0 + q4ν
0 + ω4(p

0 − r0)p3 = ω4p3,

ν1(t) = [ω(x4, t)/(x2 = 0, x5 = 1)][P{y1(x)/(x2 = 0, x5 = 1, (−→x4 = 0)) = 1}] =
= ω4p1p3,

ω2(t) = [ω(x2, t)/x5 = 1][P{y1(x)/(x5 = 1, (−→x2 = 0)) = 1}] =
= p2ω

1 + q2ν
1 + ω2(p

1 − r1)p1p3 =

= ω4p2p3 + ω4p1p3q2 + ω2(p4 − p4)p1p3 =

= ω4(p2p3 + q2p1p3),

ν2(t) = [ω(x4, x2, t)/(x5 = 0)][P{y1(x)/(x5 = 0, (−−−→x4, x2 = 0)) = 1}] =
= p1p3p4ω2 + p1p2p3ω4,

ω3(t) = [ω(x4, x2, x5, t)][P{y1(x)/(x5 = 1, (−−−−−−→x4, x2, x5) = 0)) = 1}] =
= p5ω

2 + q5ν
2 + ω5(p

2 − r2)p1p3 =

= p5ω4(p2p3 + q2p1p3) + q5(p4ω2 + p2ω4)p1p3 + ω5(p4 − p4p2)p1p3.

Поясним запись и результат для ν1(t). Будем обозначать те переменные,
от которых зависит параметр в первой квадратной скобке и которые вхо-
дят в дополнительные условия выражений для P{·}, в круглых скобках
со стрелкой сверху. Если число этих переменных равно единице, например
[ω(xi, t)/(· · · )], то это означает, что когда для условного параметра потока
записывается параметр этого элемента ωi(ψi), то дополнительным услови-
ем для P{·} является xi = 0 (xi = 1). Если число переменных больше еди-
ницы, то параметр записывается по очереди для каждой из них, и имен-
но эта переменная принимает значение, равное нулю (единицы для пара-
метра восстановления) в дополнительных условиях для P{·}. В алгорит-
ме вычисления по (14) для ωk+1 и (18) для ψk+1 вторая квадратная скоб-
ка с вероятностью по второй составляющей появляется только для тре-
тьего слагаемого. Так, для ν1(t) элемент x4 не входит в условие, и имен-
но от него зависит вычисляемый на этом шаге параметр потока отказов.
Таким образом, условием является x2 = 0, x5 = 1, что и написано в пер-
вой квадратной скобке выражения ν1(t). Вторая квадратная скобка – это
вероятность того, что состояние системы по составляющей y1 принадле-
жит искомому подмножеству состояний. Условиями для этой вероятности
являются, во-первых, условия составляющей шага рекурсии, а во-вторых,
добавляется условие равенства нулю состояния того элемента, для кото-
рого по составляющей y2 записывается параметр потока отказов. Имеем
ω(x4, t)/(x2 = 0, x5 = 1) = ω4, так как исключено сечение с x1, то остается од-
но сечение y2/(x2 = 0, x5 = 1) = x4. Во второй квадратной скобке добавляется
условие x4 = 0 и тогда P{y1(x)/(x2 = 0, x5 = 1, x4 = 0)} = P{x1 ∧ x3 = 1} =
= p1p3. Окончательно получаем ν1(t) = ω4p1p3.

Вычислим параметр потока восстановления для y1. Расположим элемен-
ты в следующем порядке x1, x2, x3, x5. Для этих элементов при вычисле-
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нии параметра потока восстановления состояния S(x1, x2, x3, x5; t) = S(x; t) =
= y1 = x3 ∨ x1 ∧ x5 ∨ x1 ∧ x2 определяют искомые вероятности gi, f i (19).

Тогда
f0(t) = P{S(x, t) = 1/x1 = 0, x2 = x3 = x5 = 0} = 1,

g1(t) = P{S(x, t) = 1/x2 = x3 = x5 = 0} = q1 · 1 + p1 · 1 = 1,

f1(t) = P{S(x, t) = 1/x2 = 1, x3 = x5 = 0} = 1,

g2(t) = P{S(x, t) = 1/x3 = x5 = 0} = q2 · 1 + p2 · 1 = 1,

f2(t) = P{S(x, t) = 1/x3 = 1, x5 = 0} = q1,

g3(t) = P{S(x, t) = 1/x5 = 0} = q3 · 1 + p3q1 = q3 + p3q1,

f3(t) = P{S(x, t) = 1/x5 = 1} = P{x3 ∨ (x1 ∧ x2)} = q3 + p3q1q2,

g4(t) = P{S(x, t) = 1} = q5(q3 + p3q1) + p5(q3 + p3q1q2).

Теперь рекурсивно определим параметр потока переходов в Y (Ej) по вос-
становлению элементов (17) с учетом обеспечения необходимого состояния по
составляющей y2:
ψ0(t) = ψ(x, t)/(x1 = 0, x2 = x3 = x5 = 0) = 0,

ϕ0(t) = ψ(x, t)/(x1 = 1, x2 = x3 = x5 = 0) = 0,

ψ1(t) = q1 · 0 + p1 · 0 + [ψ1(1− 1)]×
× [P{y2(x1)/(x2 = x3 = x5 = 0, (−→x1 = 1)) = 1}] = 0,

ϕ1(t) = [ψ(x1, t)/(x2 = 1, x3 = x5 = 0)]×
× [P{y2(x1)/(x2 = 1, x3 = x5 = 0, (−→x1 = 1)) = 1}] = 0,

ψ2(t) = q2 · 0 + p2 · 0 + [ψ2(1− 1)]×
× [P{y2(x1)/(x3 = x5 = 0, (−→x2 = 1)) = 1}] = 0,

ϕ2(t) = [ψ(x1, x2, t)/(x3 = 1, x5 = 0)]×
× [P{y2(x1, x2)/(x3 = 1, x5 = 0, (−−−→x1, x2 = 1)) = 1}] = ψ1(q4 + p4q2),

ψ3(t) = q3 · 0 + p3ψ1(q4 + p4q2) + [ψ3(1− q1)]×
× [P{y2(x1, x2, x4)/(x5 = 0, (−→x3 = 1)) = 1}] =
= p3ψ1(q4 + p4q2) + ψ3p1(q4 + p4q2),

ϕ3(t) = [ψ(x1, x2, x3, t)/(x5 = 1)]×
× [P{y2(x1, x2, x3, x4)/(x5 = 1, (−−−−−−→x1, x2, x3 = 1)) = 1}] =
= ψ3(p1 + q1p2)[P{x4 + x2x5 + x2x1/(x5 = 1, x3 = 1) = 1}] +
+ p3ψ1q2[P{x4 + x2x5 + x2x1/(x5 = 1, x3 = 1, x1 = 1) = 1}]+
+ ψ2q1[P{x4 + x2x5 + x2x1/(x5 = 1, x3 = 1, x2 = 1) = 1}] =
= ψ3(p1 + q1p2)q4 + p3(ψ1q2q4 + ψ2q1q4),

ψ4(t) = q5(ψ1p3 + ψ3p1)(q4 + p4q2) + p5(ψ3(p1 + q1p2) + p3(ψ1q2 + ψ2q1))q4 +

+ [ψ5(q3 + p3q1 − q3 − p3q1q2)][P{y2(x1, x2, x3, x4)/(x5 = 1) = 1}] =
= q5(ψ1p3 + ψ3p1)(q4 + p4q2) + p5(ψ3(p1 + q1p2) + p3(ψ1q2 + ψ2q1))q4+

+ ψ5(p3q1p2)q4.
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Окончательно записываем параметр γ(t) потока переходов в подмноже-
ство состояний Y (Ej) = y1 ∧ y2 как сумму параметров потока переходов по
отказам и по восстановлению, т.е.

γ(Y (Ej) ⇒ Y (Ej), t) = ω3(t) + ψ4 =

= [p5ω4(p2p3 + q2p1p3) + q5(p4ω2 + p2ω4)p1p3 + ω5p4q2p1p3]+

+[q5(ψ1p3 + ψ3p1)(q4 + p4q2) + p5(ψ3(p1 + q1p2) + p3(ψ1q2 + ψ2q1))q4 +

+ ψ5(p3q1p2)q4].

4. Сравнение рекурсивного логико-вероятностного метода определения ППП
с марковским моделированием

Рекурсивная природа предложенного алгоритма определения ППП обеспе-
чивает простоту программирования и хорошее быстродействие полученного
программного кода. Для подтверждения корректности алгоритма сравним
результаты вычисления параметра потока переходов “многоуровневого мо-
стика” с результатами марковского моделирования. В предположении экспо-
ненциального распределения случайных времен до отказа и восстановления
элементов соответствующая марковская модель (ММ) приведена на рис. 3.
Вершинам марковского графа соотнесен код “i*j*k”, соответствующий номе-
рам отказавших элементов схемы. Все множество состояний Ω марковской и
логико-вероятностной моделей разбито на классы Ki (см. табл. 1) в соответ-
ствии с тремя уровнями эффективности 100, 50, 0% и удельными доходами
в единицу времени при пребывании в состоянии класса. В последнем столбце
таблицы приводятся ФАЛ, определяющие класс состояний в ЛВМ.

Рис. 3. Граф состояний и переходов марковской модели надежности мостико-
вой структуры.
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Таблица 1. Классы состояний мостиковой структуры

Класс Уровень, Доход, Описание Состояния ММ ФАЛ
% 1/ч ЛВМ

K1 E1 = 100 h1 = 1 Работа всех s1 ,s2, s3, s4 y1 ∧ y2
выходов

K2 E2 = 50 h2 = 0,5 Работа только s6, s9, s11, s13, s15, s23 y1 ∧ y2
первого выхода

K3 E2 = 50 h3 = 0,5 Работа только s5, s8, s10, s12, s14, s20 y1 ∧ y2
второго выхода

K4 E3 = 0 h4 = 0 Отказ s7, s16, . . . , s19, s21, s22, y1 ∧ y2
(не работают s24, . . . , s32
оба выхода)

Таблица 2. ППП в класс состояний K2

Время, ч 100 200 300 400 500

ММ 0,001611514 0,001658442 0,001662286 0,001662396 0,001662321

ЛВМ 0,001611512 0,0016584404 0,0016622856 0,0016623961 0,0016623211

Параметр потока переходов в марковской модели определяется как взве-
шенная сумма элементов вектора вероятностей состояний P (t)

ω(t) =
∑

i∈Ωg

∑

j∈Ωf

Pi(t)λij ,(23)

где Ωf – множество интересующих аналитика состояний, Ωg – множество со-
стояний, из которых возможен непосредственный переход в Ωf . Для данного
случая Ωf = K2, a Ωg = Ω \Ωf .

В табл. 2 приведены результаты расчета параметра потока переходов в
класс состояний K2, выполненные логико-вероятностным методом по предло-
женному рекурсивному алгоритму и на марковской модели, набранной в спе-
циализированном программном средстве Windchill Quality Solutions (PTC).
Расчет проводился при следующих значениях интенсивностей отказов и вос-
становлений элементов мостика: λ1 = λ2 = 0,003, λ3 = λ4 = 0,001, λ5 = 0,004,
µ1 = µ2 = µ5 = 0,02, µ3 = µ4 = 0,01. Результаты идентичны, однако, очевид-
но, что задание марковской модели намного сложнее. Если в рассмотренную
схему будет добавлен хотя бы один дополнительный канал и две перемыч-
ки для попарной связи всех трех каналов (известная 35 задача И.А. Ряби-
нина), то построение марковской модели будет практически невозможным.
Единственным аналитическим инструментом исследования многоуровнево-
го функционирования структурно-сложных схем будет логико-вероятностное
моделирование, нахождение ППП по предложенному рекурсивному методу
наращивания переменных и далее определение показателей (1)–(6). Серьез-
ным преимуществом логико-вероятностного моделирования надежности так-
же является возможность учета неэкспоненциальных распределений соответ-
ствующих случайных величин.
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Рис. 4. Коэффициент сохранения эффективности мостиковой структуры.

Представленный метод определения ППП позволяет провести анализ по
показателям коэффициента сохранения эффективности C(0, t) и среднего
числа снижений эффективности Ndecl(0, t) на заданном интервале. Отметим,
что эти показатели являются основными надежностными показателями про-
изводственных комплексов. Так, именно они были включены в требования по
эксплуатационной готовности технологического комплекса Штокмановского
газоконденсатного месторождения (морское и наземное базирование). В слу-
чае “многоуровневого мостика” C(0, t) вычисляется по (4), (5), а Ndecl(0, t)

определяется, исходя из (3), где ωΩd(t) есть параметр потока отказов при
переходе из класса K1 в классы K2,K3,K4 и из классов K2,K3 в класс K4.
Значения удельных доходов hi за единицу времени пребывания в классах со-
стояний Ki приведены в табл. 1. Величина единовременного дохода за пере-
ход была выбрана, исходя из предположения, что усредненные потери из-за
снижения эффективности в 10 раз превосходят часовой доход при полной
работоспособности, т.е. hij = −10. В табл. 3 приведены результаты расчета
этих показателей. Расчеты показывают, что, несмотря на достаточно резкий
рост во времени числа снижений эффективности, коэффициенты готовности
и сохранения эффективности быстро достигают удовлетворительных стацио-
нарных значений за счет интенсивного восстановления и многоуровневости.
На рис. 4 демонстрируется поведение Ndecl(0, t) при разных значениях еди-
новременных потерь.

Таблица 3. Результаты расчета показателей эксплуатационной готовности

Время, ч
168 720 8760

(неделя) (месяц) (год)

Коэффициент готовности 0,975344 0,971745 0,971738

Коэффициент сохранения эффективности 0,891883 0,848911 0,834657

Среднее число снижений эффективности 0,588877 2,6863 33,182402
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5. Заключение

Логико-вероятностное моделирование немонотонными функциями алгеб-
ры логики является одним из наиболее эффективных аналитических аппа-
ратов для исследования надежности и эффективности структурно-сложных
многоуровневых систем. ЛВМ позволяют вычислять распределение готовно-
стей классов состояний, характеризующихся различными уровнями эффек-
тивности функционирования. Недостатком логико-вероятностного подхода
является невозможность вычисления интервальных показателей, чрезвычай-
но важных с практической точки зрения и обязательно включаемых в тех-
нические требования стадии проектирования. Предложенный в статье метод
вычисления параметра потока переходов между классами состояний много-
уровневой модели позволяет устранить этот недостаток и получать на интер-
вале (0, t) оценки следующих показателей: вероятность безотказной работы,
средняя наработка до отказа, среднее суммарное время пребывания систе-
мы в выделенных подмножествах состояний, среднее число переходов в вы-
деленные подмножества состояний, среднее число снижений эффективности
функционирования, усредненная на интервале готовность выделенных под-
множеств состояний, усредненный на интервале интегральный доход, коэф-
фициент сохранения эффективности. Рекурсивная процедура метода удобна
для программной реализации [30] и позволяет работать с многоуровневыми
системами большой размерности. Применение метода не ограничено предпо-
ложением об экспоненциальности распределений для элементов.
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ПРОГНОЗИРУЮЩЕЕ УПРАВЛЕНИЕ ИНВЕСТИЦИОННЫМ
ПОРТФЕЛЕМ НА ФИНАНСОВОМ РЫНКЕ

СО СКРЫТЫМ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЕМ РЕЖИМОВ
И MS VAR МОДЕЛЬЮ ДОХОДНОСТЕЙ

Рассматривается задача управления инвестиционным портфелем на
финансовом рынке с переключением режимов с учетом ограничений на
объемы вложений и займов. Предполагается, что доходности рисковых
активов описываются векторной авторегрессионной моделью со скры-
тым переключением режимов (Markov Switching Vector Autoregression,
MS VAR). Для оценки параметров используется EM-алгоритм. Представ-
лены результаты численного моделирования с использованием реальных
данных российского фондового рынка.

Ключевые слова: инвестиционный портфель, прогнозирующее управле-
ние, векторная авторегрессионная модель с переключением режимов,
скрытая марковская цепь.
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1. Введение

Задача управления инвестиционным портфелем (ИП) является одной из
ключевых в финансовой инженерии. Финансовые временны́е ряды представ-
ляют собой нестационарные динамические стохастические системы с высокой
волатильностью и скачкообразными изменениями. В связи с этим для описа-
ния динамики ИП широко используются модели с марковскими скачками.

Задаче управления ИП на финансовом рынке с марковским переключени-
ем режимов посвящены публикации [1–7], в которых предполагается, что цепь
Маркова является наблюдаемой. Однако на практике при управлении ре-
альным ИП состояние цепи, как правило, недоступно прямому наблюдению.
В [8, 9] рассматривается задача управления ИП на скачкообразном рынке со
скрытой сменой режимов цепи. В частности, публикация [8] посвящена задаче
управления по критерию “mean-variance”. Оценки параметров модели скры-
той цепи Маркова получены с использованием EM-алгоритма. Оптимизаци-
онная задача сводится к решению уравнений Гамильтона–Якоби–Беллмана.
В [9] рассматривается задача оптимизации ИП по критерию “mean-variance”
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с учетом квадратичных транзакционных издержек и ограничений. Для ре-
шения задачи используется метод управления с прогнозирующей моделью
(Model Predictive Control).

Известные результаты по управлению ИП на рынке с переключением ре-
жимов ограничиваются рассмотрением модели экономического броуновского
движения со скачкообразно меняющимися параметрами, в основе которой
лежит предложение о независимости и одинаковой распределенности доход-
ностей рисковых активов. Однако на практике данное предположение, как
правило, не выполняется.

В данной статье рассматривается динамическая задача управления ИП на
финансовом рынке с переключением режимов с учетом явных ограничений
на объемы вложений и займов. Предполагается, что доходности рисковых
финансовых активов описываются векторной авторегрессионной моделью со
скрытым переключением режимов (Markov Switching Vector Autoregression
Model, MS VAR модель) [10, гл. 1, с. 10]. Задача управления ИП формули-
руется как динамическая задача слежения со скользящим горизонтом инве-
стирования за эталонным портфелем, имеющим заданную доходность [11].
Для оценки параметров MS VAR модели используется EM-алгоритм, пред-
ложенный в [10, гл. 6, с. 104]. Данная статья является обобщением результа-
тов, полученных авторами в [7], где предполагается, что состояние цепи Мар-
кова доступно прямому наблюдению. Представлены результаты численного
моделирования с использованием реальных данных российского фондового
рынка.

2. Описание модели и постановка задач управления

Рассмотрим ИП, состоящий из n видов рисковых финансовых активов и
одного безрискового финансового актива (банковский счет или надежные об-
лигации). Управление портфелем осуществляется путем перераспределения
капитала между различными видами инвестиций посредством банковского
счета. Капитал, помещенный в i-й рисковый актив в момент времени k, ра-
вен ui(k) (i = 1, 2, . . . , n), а в безрисковый – u0(k). Тогда общий объем вложе-
ний (капитал портфеля) в момент времени k равен:

V (k) =

n∑

i=1

ui(k) + u0(k).(2.1)

Отметим, что если ui(k) < 0 (i = 1, n), то это означает участие в операции
“продажа без покрытия” на сумму |ui(k)|. В начальный момент времени весь
капитал помещен в безрисковый актив и заемные средства не используются:
ui(0) = 0 (i = 1, n), u0(0) = V (0).

Пусть ηi(k + 1) – ставка доходности i-го рискового актива за период вре-
мени [k, k + 1]. Это случайная ненаблюдаемая в момент времени k величина,
определяемая по формуле

ηi(k + 1) = (Zi(k + 1)− Zi(k)) /Zi(k),(2.2)

где Zi(k) – рыночная цена i-го рискового актива в момент времени k.
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Отметим, что величина ui(k) (i = 1, n), полученная в момент времени k,
означает для инвестора необходимость совершения сделки на покупку или
на продажу актива i-го вида объемом |ui(k)− [1 + ηi(k)]ui(k − 1)|, где ηi(k) –
наблюдаемая в момент времени k величина.

В момент времени k + 1 капитал ИП станет равен:

V (k + 1) =

n∑

i=1

[1 + ηi(k + 1)] ui(k) + [1 + r(k + 1)] u0(k),(2.3)

где r(k + 1) – доходность безрисковых вложений.
С учетом u0(k) = V (k)−∑n

i=1 ui(k), уравнение (2.3) преобразуем к виду

V (k + 1) = [1 + r(k + 1)]V (k) +

n∑

i=1

[ηi(k + 1)− r(k + 1)] ui(k).(2.4)

Будем полагать, что вектор доходностей рисковых активов η(k) =
= [η1(k), . . . , ηn(k)]

T описывается уравнением

η(k + 1) = µ [θ(k + 1)] + y(k + 1),(2.5)

где θ(k) = [δ(α(k), 1), . . . , δ(α(k), ν)]T , δ(α(k), j) — функция Кронекера
(j = 1, 2, . . . , ν); α(k) — однородная дискретная марковская цепь с конечным
множеством состояний {1, 2, . . . , ν}, матрицей переходных вероятностей

P = [Pij ] (i, j ∈ {1, 2, . . . , ν}), Pji = P{α(k+1) = j |α(k) = i},
ν∑

j=1

Pji = 1,

и начальным распределением pi = P{α(0) = i} (i= 1, ν),
∑ν

i=1 pi = 1; µ[θ(k)] =

= [µ1[θ(k)], . . . , µn[θ(k)]]
T – вектор ожидаемых доходностей (средних значе-

ний) рисковых активов; вектор y(k) ∈ R
n описывается векторной авторегрес-

сионной моделью порядка p без свободного члена, коэффициенты которой
зависят от состояния цепи Маркова θ(k) (MS VAR, Markov Switching Vector
Autoregression Model) [10, гл. 1, с. 13]:

y(k + 1) = γ1[θ(k + 1)]y(k) + . . . + γp[θ(k + 1)]y(k − p+ 1) +

+ Σ[θ(k + 1)]w(k + 1).
(2.6)

Здесь w(k) ∈ R
n – вектор белых шумов с нулевым средним и матрицей кова-

риации E
{
w(k)wT(k)

}
= In, In – единичная матрица размерности n.

Параметры уравнений (2.5), (2.6) принимают одно из возможных значений
из заданного набора в зависимости от состояния цепи Маркова при α(k) = i:

µj[θ(k)] = µ
(i)
j (j = 1, n), Σ [θ(k)] = Σ(i), γj [θ(k)] = γ

(i)
j (j = 1, p).

Цепь Маркова θ(k) определяет режим рынка: рынок в состоянии высокой
или низкой волатильности и/или рынок в состоянии восходящего или нисхо-
дящего тренда.
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Предполагается также, что доходность безрискового актива r[θ(k)] зависит
от состояния цепи Маркова θ(k) и принимает одно из возможных значений{
r(i) ∈ R : i = 1, ν

}
.

Вектор θ(k) допускает представление в пространстве состояний [12, гл. 2,
с. 17]:

θ (k + 1) = Pθ(k) + υ(k + 1),(2.7)

где {υ(k)} – последовательность мартингал-разностей.
Процесс, описываемый MS VAR моделью порядка p, может быть представ-

лен в виде процесса первого порядка MS VAR (1):

Y (k + 1) = γ[θ(k + 1)]Y (k) + σ[θ(k + 1)]W (k + 1),(2.8)

Y (k) =
[
yT(k), yT(k − 1), . . . , yT(k + p− 1)

]T
np×1,

W (k) =
[
wT(k), 01×n, 01×n, . . . , 01×n

]T
np×1,

σ[θ(k)] =

ν∑

i=1

θi(k)σ
(i), σ(i) = diag

{
Σ(i), 0, . . . , 0

}
np×np

,(2.9)

γ[θ(k)] =

ν∑

i=1

θi(k)γ
(i), γ(i) =




γ
(i)
1 γ

(i)
2 . . . γ

(i)
p−1 γ

(i)
p

In 0 . . . 0 0
0 In . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . In 0




np×np

,(2.10)

θi(k) (i = 1, ν) – компоненты вектора θ(k).
С учетом (2.5) и (2.8) уравнение (2.4) примет вид

V (k + 1) = A[θ(k + 1)]V (k) +B[Y (k + 1)]u(k) +D[θ(k + 1)]u(k),(2.11)

где u(k) = [u1(k), . . . , un(k)]
T ,

A[θ(k + 1)] =
ν∑

i=1

θi(k + 1)A(i), A(i) = 1 + r(i),(2.12)

D[θ(k + 1)] =

ν∑

i=1

θi(k + 1)D(i), D(i) =
[
µ
(i)
1 − r(i) . . . µ

(i)
n − r(i)

]
,(2.13)

B [Y (k + 1)] =
[
y1(k + 1) y2(k + 1) . . . yn(k + 1)

]
=

= Y T(k + 1)LT, L =
[
In, 0n×n(p−1)

]
.

(2.14)

При управлении портфелем учитываются ограничения:

ui
min(k) ≤ ui(k) ≤ ui

max(k) (i = 1, n),(2.15)

u0
min(k) ≤ V (k) −

n∑

i=1

ui(k) ≤ u0
max(k).(2.16)
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Если ui
min(k) < 0 (i = 1, n), то для рискового актива i-го вида допустимо

участие в операции “продажа без покрытия” на сумму не более |umin
i (k)|; ес-

ли umin
i (k) ≥ 0, то операции “продажа без покрытия” для рискового актива

i-го вида запрещены; umax
0 (k) ≥ 0 определяет максимальный размер капита-

ла, который можно вкладывать в безрисковый актив, umax
i (k) ≥ 0 (i = 1, n)

определяют максимальный объем капитала, который можно вкладывать в
рисковый актив i-го вида; umin

0 (k) ≤ 0, величина
∣∣umin

0 (k)
∣∣ определяет макси-

мальный размер займа безрискового актива. Отметим, что величины umin
i (k)

(i = 1, n), umax
i (k) (i = 0, n) на практике часто зависят от капитала ИП, что

можно учесть, положив umin
i (k) = γ′iV (k), umax

i (k) = γ′′i V (k), где γ′i, γ
′′
i – по-

стоянные коэффициенты.
Представим ограничения (2.15)–(2.16) в матричном виде

umin(k) ≤ S(k)u(k) ≤ umax(k),(2.17)

где

umin(k) =
[
umin
1 (k), . . . , umin

n (k), umin
0 (k)− V (k)

]T
,

umax(k) = [umax
1 (k), . . . , umax

n (k), umax
0 (k)− V (k)]T,

S(k) =
[
In −1n

]
,

−1n = [−1, . . . ,−1],

In – единичная матрица размерности n.
Будем определять стратегию управления ИП путем перераспределения ка-

питала между различными видами инвестиций так, чтобы капитал реального
портфеля с минимально возможными отклонениями (с минимально возмож-
ным риском) следовал капиталу заданного инвестором эталонного портфеля
с желаемой доходностью µ0, эволюция которого описывается уравнением

V 0(k + 1) = [1 + µ0]V
0(k), V 0(0) = V (0).(2.18)

Для управления ИП используем стратегии управления с прогнозирующей
моделью. На каждом шаге k будем минимизировать квадратичный критерий
со скользящим горизонтом управления:

J(k +m | k) =
m∑

i=1

E
{
ρ1(k + i)

[
V (k + i | k)− V 0(k + i)

]2 −(2.19)

− ρ2(k + i)
[
V (k + i | k) − V 0(k + i)

]
+

+ uT(k + i− 1 | k)R(k + i− 1)u(k + i− 1 | k)
∣∣∣ V (k), Y (k), θ(k)

}
,

где m – горизонт прогноза; k – текущий момент времени; V (k + i | k) –
прогнозное значение капитала ИП согласно уравнению динамики (2.11),
u(k + i) = [u1(k + i), . . . , un(k + i)]T – вектор прогнозирующих управлений;
ρ1(k + i) ≥ 0, ρ2(k + i) ≥ 0 – весовые коэффициенты (скалярные величины);
R(k + i) > 0 – положительно определенная симметричная матрица размерно-
сти n.
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Критерий (2.19) представляет собой линейную комбинацию квадратичной
части, минимизирующей среднеквадратическое отклонение капитала реаль-
ного портфеля от эталонной траектории, и линейной части, которая штра-
фует прогнозные значения капитала ИП, меньшие желаемого значения. Тре-
тье слагаемое неявно накладывает “штраф” за большие объемы вложений в
рисковые активы, а также гарантирует существование решения задачи опти-
мизации (см. замечание к теореме).

Критерий (2.19) может быть записан в эквивалентном виде:

J(k +m | k) =
m∑

i=1

E
{
R1(k + i)V 2(k + i | k)−(2.20)

−R2(k + i)V (k + i | k) +
+uT(k + i− 1 | k)R(k + i− 1)u(k + i− 1 | k)

∣∣∣ V (k), Y (k), θ(k)
}
,

где

R1(k + i) = ρ1(k + i), R2(k + i) = 2V 0(k + i)ρ1(k + i) + ρ2(k + i).

Таким образом, имеем задачу управления ИП, динамика которого описы-
вается уравнением (2.11), по критерию (2.20) при ограничениях (2.17).

3. Алгоритм оценки скрытой цепи Маркова

На практике состояние цепи α(k) (или θ(k)) является скрытым. Наблюде-
нию доступен вектор доходностей η(k). Будем полагать, что доходности без-

рисковых активов r(i) и ожидаемые доходности рисковых активов µ(i)j извест-
ны (оцениваются отдельно). Для оценки состояния скрытой цепи Маркова и
параметров MS VAR(p) модели вида (2.6) будем использовать EM-алгоритм
[10, гл. 6, с. 104]. Альтернативным подходом к оценке MS VAR моделей явля-
ется метод “сэмплирования” Гиббса [10, гл. 8, с. 148]. Преимуществом метода
является его робастность по отношению к форме графика функции максиму-
ма правдоподобия. Однако он требует значительных вычислительных затрат.
В [13] предложен адаптивный EM-алгоритм (рекурсивная оценка максималь-
ного правдоподобия). Недостатком подхода является высокая чувствитель-
ность к адаптивной матрице, вычисление которой становится трудоемким
для моделей с большим количеством параметров. В частности, в [13] резуль-
таты ограничиваются моделью с восемью параметрами.

Предположим, что в модели (2.6) случайная составляющая w(k) под-
чиняется стандартному нормальному распределению. Неизвестными па-

раметрами являются
{
β(i) = vec(γ

(i)
1 , . . . , γ

(i)
p ),Σ(i), i = 1, ν; ρ = vec(P ), θ(0)

}
,

vec(·) означает операцию векторизации матрицы. Обозначим через λ век-
тор, содержащий все неизвестные параметры модели. Обозначим через Yt =
=
{
yT(t), yT(t− 1), . . . , yT(1), yT(0), . . . , yT(1− p)

}T
переменные, наблюдае-

мые до момента времени t включительно, Y ≡ YT – вся выборка наблюде-
ний, доступная на момент времени k, размера T . Обозначим через ηt вектор
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условных плотностей процесса y(t):

ηt = f(y(t) | θ(t), Yt−1) =(3.1)

= [f (y(t) | θ(t) = e1, Yt−1) , . . . , f (y(t) | θ(t) = eν , Yt−1)]
T ,

f (y(t) | θ(t) = ei, Yt−1) =

=
1

(2π)n/2
∣∣Σ(i)

∣∣1/2
exp

{
−1

2

(
y(t)− y(i)(t)

)T (
Σ(i)

)−1 (
y(t)− y(i)(t)

)}
,

y(i)(t) = γ
(i)
1 y(t− 1) + γ

(i)
2 y(t− 2) + . . . + γ(i)p y(t− p), i = 1, ν.

Пошагово EM-алгоритм имеет вид:
1. Инициализация. Задаются начальные значения параметров модели:

{
β(i),Σ(i), i = 1, ν; ρ, θ(0) = ξ1|0

}
.

2. E-шаг. Определяются отфильтрованные вероятности ξt|t = [ξ1,t t, . . .

. . . , ξν,t|t]
T по формуле (прямая рекурсия):

ξt|t =
ηt ⊙ ξt|t−1

1Tν
(
ηt ⊙ ξt|t−1

) =
ηt ⊙ Pξt−1|t−1

1Tν
(
ηt ⊙ Pξt−1|t−1

) , t = 1, T , 1ν = [1, . . . , 1]T .

Определяются сглаженные вероятности по формуле (обратная рекурсия):

ξT−j|T =
[
PT
(
ξT−j+1|T ⊘ ξT−j+1|T−j

)]
⊙ ξT−j|T−j, j = 1, T − 1,

где ξT−j+1|T−j = PξT−j|T−j. Рекурсия начинается с отфильтрованной вероят-
ности ξT |T . Символы ⊙, ⊘ означают поэлементное матричное умножение и
деление соответственно.

3. М-шаг. Оценки коэффициентов уравнения авторегрессии равны:

β(i) =
(
(XTΞ(i)X)−1XTΞ(i) ⊗ In

)
y,

Σ(i) =
(
T (i)

)−1 (
U (i)

)T
Ξ(i)U (i),

i = 1, ν,(3.2)

(
Υ(i)

)T
=
(
XTΞ(i)X

)−1
XTΞ(i)Y, Ξ(i) = diag

{ (
ξi,1|T , . . . , ξi,T |T

) }
,

T (i) =

T∑

t=1

ξi,t|T ,
(
U (i)

)T
= Y −X

(
Υ(i)

)T
∈ R

T×n,

X = [Y−1, . . . , Y−p] ∈ R
T×np, Y−i = [y(1− j), . . . , y(T − j)]T ∈ R

T×n,

y =
[
yT(1), . . . , yT(T )

]
∈ R

Tn×1.
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Вероятности перехода равны

ρ = ξ(2) ⊘
(
1ν ⊗ ξ(1)

)
,(3.3)

ξ(2) =

T∑

t=1

ξ
(2)
t|T , ξ

(2)
t|T = vec(P ) ⊙

[(
ξt+1|T

)
⊘
(
ξt+1|k

)
⊗
(
ξt|t
)]
,

ξ(1) =
(
1Tν ⊗ Iν

)
ξ(2)

символ ⊗ означает прямое произведение матриц.
Оценка начального распределения состояния цепи Маркова равна ξ0 =

= ξ1|T .
4. Шаги 2–3 повторяются до момента выполнения условий сходимости [10,

гл. 6, с. 111].

4. Синтез адаптивных стратегий управления ИП

Решение задачи управления ИП с динамикой (2.11) по критерию (2.20)
при ограничениях (2.17) в условиях скрытой цепи Маркова дается следующей
теоремой.

Те ор ем а. Пусть капитал ИП описывается уравнением (2.11) при огра-
ничениях (2.17). Состояние скрытой цепи Маркова и оценки параметров
MS VAR модели (2.6) производятся EM-алгоритмом. Тогда стратегия про-
гнозирующего управления u(k + i | k) (i = 0, 1, . . . ,m− 1) со скользящим го-
ризонтом m, минимизирующая критерий (2.20), на каждом шаге k опреде-
ляется уравнением

u(k) =
[
In 0n . . . 0n

]
U(k),

где In – единичная матрица размерности n, 0n – нулевая матрица размер-
ности n; U(k) = [uT(k | k), . . . , uT(k +m− 1 | k)]T – последовательность про-
гнозирующих управлений, которая определяется из решения задачи квадра-
тичного программирования с критерием

J(k +m | k) = [2V (k)G(k) − F (k)]U(k) + UT(k)H(k)U(k)(4.1)

при ограничениях

Umin(k) ≤ S(k)U(k) ≤ Umax(k), S(k) = diag {S(k), 0 . . . , 0} ,(4.2)

где

Umin(k) =
[
uTmin(k), . . . , u

T
min(k +m− 1)

]T
,

Umax(k) =
[
uTmax(k), . . . , u

T
max(k +m− 1)

]T
;
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H(k) = {Htf (k)}, G(t) = {Gt(k)}, F (t) = {Ft(k)} (t, f = 1,m) – блочные мат-
рицы, блоки которых удовлетворяют уравнениям

Htt(k) = R(k + t− 1) +

ν∑

it=1

(
D(it)

)T
Q(it)(k)D(it) +(4.3)

+

ν∑

i1=1

. . .

ν∑

it=1

(
B
[
γ(it) . . . γ(i1)Y (k)

]
+2D(it)

)T
Q(i1,...,it)(k)B

[
γ(it) . . . γ(i1)Y (k)

]
+

+
t∑

j=1

ν∑

ij=1

. . .
ν∑

it=1

LT
[
γ(it) . . . γ(ij+1)σ(ij)

]
Q(ij ,...,it)(k)

[
γ(it) . . . γ(ij+1)σ(ij)

]T
L,

Htf (k) =

ν∑

it=1

. . .

ν∑

if=1

(
D(it)

)T
A(it+1) . . . A(if )Q(it,...,if )(k)D(if ) +(4.4)

+

ν∑

i1=1

. . .

ν∑

if=1

(
D(it)

)T
A(it+1) . . . A(if )Q(i1,...,if )(k)B

[
γ(if ) . . . γ(i1)Y (k)

]
+

+

ν∑

i1=1

. . .

ν∑

if=1

BT
[
γ(it) . . . γ(i1)Y (k)

]
A(it+1) . . . A(if )Q(i1,...,if )(k)

(
D(if ) +

+B
[
γ(if ) . . . γ(i1)Y (k)

] )
+

+

t∑

j=1

ν∑

ij=1

. . .

ν∑

if=1

LT
[
γ(it) . . . γ(ij+1)σ(ij)

]
A(it+1) . . .

. . . A(if )Q(ij ,...,if )(k)
[
γ(if ) . . . γ(ij+1)σ(ij)

]T
L, t, f = 1,m, f > t,

Htf (k) = (Hft(k))
T , f < t,(4.5)

Gt(k) =

ν∑

i1=1

. . .

ν∑

it=1

A(i1) . . . A(it)Q(i1,...,it)(k)
(
D(it) +(4.6)

+B
[
γ(it) . . . γ(i1)Y (k)

] )
,

Ft(k) =
ν∑

it=1

Q
(it)
2 (k)D(it) +(4.7)

+
ν∑

i1=1

. . .
ν∑

it=1

Q
(i1,...,it)
2 (k)B

[
γ(it) . . . γ(i1)Y (k)

]
, t = 1,m.
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Матрицы Q(it)(k), Q(it ,...,is)(k), Q
(it)
2 (k), Q

(it,...,is)
2 (k) определяются уравне-

ниями

Q(it)(k) = eitP
tθ(k)R1(k + t) +(4.8)

ν∑

it+1=1

(
A(it+1)

)2
Q(it,it+1)(k), t = 1,m− 1,

Q(it,...,is)(k) = Θ(it,...,is)(k)R1(k + s) +(4.9)
ν∑

is+1=1

(
A(is+1)

)2
Q(it,...,is+1)(k), t = 1,m− 2, s > t,

Q
(it)
2 (k) = eitP

tθ(k)R2(k + t) +

ν∑

it+1=1

Q
(it,it+1)
2 (k)A(it+1), t = 1,m− 1,(4.10)

Q
(it,...,is)
2 (k) = Θ(it,...,is)(k)R2(k + s) +(4.11)

+

ν∑

is+1=1

Q
(it,...,is+1)
2 (k)A(is+1), t = 1,m− 2, t < s < m,

с граничными условиями

Q(im)(k) = eimP
mθ(k)R1(k +m), Q(it,...,im)(k) =(4.12)

= Θ(it,...,im)(k)R1(k +m), t = 1,m− 1,

Q
(im)
2 (k) = eimP

mθ(k)R2(k +m), Q
(it,...,im)
2 (k) =(4.13)

= Θ(it,...,im)(k)R2(k +m), t = 1,m− 1,

где eit = [0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0]1×ν (it = 1, ν, t = 1,m),

Θ(it,...,is)(k) =Pis,is−1Pis−1,is−2 . . . Pit+1,itθit(k+ t | k), t=1,m−1, s > t,(4.14)

θit(k + t | k) — компонента вектора прогноза состояния цепи Маркова
θ(k + t | k) = P tθ(k), θ(k) = θT |T (k) – отфильтрованные вероятности, опре-
деляемые уравнениями

θt|t =
ηt ⊙ Pθt−1|t−1

1Tν
(
ηt ⊙ Pθt−1|t−1

) , t = 1, T ;

θT−j|T =
[
PT
(
θT−j+1|T ⊘ θT−j+1|T−j

)]
⊙ θT−j|T−j, j = 1, T − 1,

где θT−j+1|T−j = PθT−j|T−j, ηt определяется выражением (3.1) при t = k,

оценки γ(it), σ(ij), P определяются выражениями (3.2)–(3.3).

Доказательство теоремы приведено в Приложении.
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Зам е ч а ни е. Условие R(k + i) > 0 гарантирует, что критерий (4.1) явля-
ется выпуклым, так как данный критерий получен посредством выпуклого
преобразования критерия (2.20). Следовательно, решение задачи квадратич-
ного программирования с критерием (4.1) существует и единственное, если
ограничения (4.2) совместны.

5. Численное моделирование

Приведем результаты численного моделирования с использованием реаль-
ных данных российского фондового рынка. Предложен адаптивный, реали-
зуемый на практике алгоритм оценки параметров скрытой цепи.

Рассматривался ИП, состоящий из банковского счета и обыкновенных ак-
ций: ПАО “Сбербанк России” (SBER), ПАО “Газпром” (GAZP), ПАО “ГМК
“Норильский никель” (GMKN), ПАО “ЛУКОЙЛ” (LKOH), ПАО “НК “Рос-
нефть” (ROSN). Период инвестирования: 02.08.2010 г.–23.08.2019 г. (T =
= 2282 торговых дня). Моделирование производилось по ценам закрытия;
данные взяты с www.finam.ru. Предполагалось, что в модели ИП (2.11) скры-
тая цепь Маркова может находиться в двух состояниях (ν = 2). Вектор y(k)
описывается MS VAR моделью порядка p=1 вида (2.6). Проводились числен-
ные эксперименты с порядками авторегрессий от единицы до пяти, однако ре-
зультаты не показали улучшения качества слежения для высоких порядков.

Из-за значительного количества оцениваемых параметров на основе
EM-алгоритма была реализована упрощенная адаптивная процедура оцен-
ки. Параметры уравнений авторегрессии и матрица переходных вероятностей
оценивались по выборке объемом N = 600 наблюдений, предшествующих пе-
риоду инвестирования, и предполагались фиксированными на весь горизонт
инвестирования T . На каждом шаге k = 1, . . . , T для оценки состояния скры-
той цепи переоценивались только отфильтрованные и сглаженные вероятно-
сти по выборке объемомN наблюдений, предшествующих моменту времени k.
Количество итераций EM-алгоритма не превышало 200. Матрица переход-
ных вероятностей на начальном шаге (при k = 1) задавалась произвольно.
В качестве начальных значений вероятностей состояний ξ1 |T использовались
эргодические вероятности: p1 = P12/(P12 + P21), p2 = 1− p1. При k = 2, 3, . . .
для инициализации алгоритма использовались оценки вероятностей состоя-
ний, полученные на шаге k − 1.

Векторы ожидаемых доходностей рисковых активов в каждом состоянии
цепи {µ(1), µ(2)} на каждом k-м шаге оценивались адаптивно методом про-
стой скользящей средней с периодом l[θ(k)], зависящим от состояния цепи,
по формуле:

µ̂[θ(k)] =
1

l[θ(k)]

l[θ(k)]∑

i=1

η(k − i+ 1), l[θ(k)] ∈ {l(1), l(2)}, l(1) > l(2).(5.1)

Предполагалось, что в состоянии низкой волатильности на рынке наблю-
дается долгосрочный тренд, поэтому применялась скользящая средняя с
более длинным периодом: l(1) = 24, l(2) = 9. Доходность безрискового акти-
ва r[θ(k)] полагалась равной r(1) = 0,00001, r(2) = 0,00005. Капитал реаль-
ного ИП вычислялся по формуле (2.4), где ηi(k + 1) (i = 1, n), r(k + 1) –
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Рис. 1. Динамика капиталов эталонного ИП (линия 1) и управляемого ИП
(линия 2).
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Рис. 2. Динамика доходности акции GAZP (линия 1) и сглаженные вероятно-
сти (линия 2 – состояние 1, линия 3 – состояние 2).

реальные доходности активов. Доходность эталонного ИП µ0 = 0,0012
(0,12% в день). Весовые коэффициенты R(k + i) = diag{10−4, . . . , 10−4},
ρ1(k + i) = 1, ρ2(k + i) = 0,3 для всех k, i. Горизонт прогноза m = 10. При
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управлении ИП учитывались ограничения в виде (2.15)–(2.16) с параметрами:
γ′i = 0 (i = 1, . . . , 5), γi = 3 (i = 0, . . . , 5). Задача квадратичного программиро-
вания решалась численно с использованием функции quadprog.m в MATLAB.

На рис. 1 показана динамика капиталов эталонного портфеля V 0(k) и
управляемого портфеля V (k). Рисунок 2 иллюстрирует динамику доходно-
стей акции GAZP и оценки вероятностей состояний рыночного режима. Из
рис. 1 видно, что траектория капитала реального портфеля следует капиталу
эталонного портфеля.

6. Заключение

В статье решена задача управления ИП с прогнозирующей моделью на
финансовом рынке со скрытым переключением режимов и MS VAR моделью
доходностей с учетом ограничений на объемы вложений и займов. Для оценки
параметров скрытой цепи использовался EM-алгоритм. Проведено численное
моделирование стратегии управления на реальных данных с использованием
адаптивной процедуры оценки параметров скрытой цепи. Результаты демон-
стрируют эффективность предложенной стратегии управления.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. Алгоритм доказательства основан на ре-
зультатах, полученных в [7]. Используя сглаживающее свойство условного
математического ожидания, критерий (2.20) может быть представлен в виде

J(k +m | k) = E
{
V 2(k + 1 | k)R1(k + 1)−R2(k + 1)V (k + 1 | k) +
+ uT(k | k)R(k + 1)u(k | k) +

+ E
{
V 2(k + 2 | k)R1(k + 2)−R2(k + 2)V (k + 2 | k) +

+ uT(k + 1 | k)R(k + 2)u(k + 1 | k) +(Π.1)

+ . . .+ E
{
V 2(k +m | k)R1(k +m)−R2(k +m)V (k +m | k) +

+ uT(k +m− 1 | k)R(k +m)u(k +m− 1 | k) |V (k +m− 1), θ(k +m− 1)
}
. . .

. . . |V (k + 1), θ(k + 1)
}
. . . |V (k), θ(k)

}
.

Используя (2.8)–(2.10), (2.11)–(2.14) и (2.7), получим:

V (k +m− t | k) =(Π.2)

=

ν∑

im−t=1

eim−t
[Pθ(k+m− t−1)+υ(k+m− t)]

[
A(im−t)V (k+m− t−1 | k) +

+
(
B
[
γ(im−t)Y (k +m− t− 1) + σ(im−t)W (k +m− t)

]
+

+D(im−t)
)
u(k +m− t− 1 | k)

]
, t = 0,m− 1.
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Последовательное вычисление математических ожиданий в (П.1) с учетом
(П.2) и с заменой параметров их оценками (3.1)–(3.3) приводит к выражению

J(k +m | k) = V 2(k)

ν∑

i1=1

(
A(i1)

)2
Q(i1)(k)−

ν∑

i1=1

Q
(i1)
2 (k)A(i1)V (k) +

+ [2V (k)G(k) − F (k)]U(k) + UT(k)H(k)U(k),

(Π.3)

матрицы G(k), F (k), H(k) имеют вид (4.3)–(4.7), матрицы Q(it)(k),

Q(it,...,is)(k), Q
(i1)
2 (k), Q(is,...,is)

2 (k) имеют вид (4.8)–(4.13). Очевидно, что за-
дача минимизации критерия (П.3) при ограничениях (2.17) эквивалентна за-
даче минимизации критерия (4.1), где удалены слагаемые, не зависящие от
управлений, при ограничениях (4.2). Теорема доказана.
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ЗАДАЧА НАХОЖДЕНИЯ МЕДИАННОГО ПРЕДПОЧТЕНИЯ
ИНДИВИДОВ В СТОХАСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ1

Рассматривается модель предпочтений индивидов, в которой пред-
почтение каждого индивида характеризуется стохастическим вектором
(стохастическая модель предпочтений). При помощи социологического
опроса либо анализа действий пользователей в онлайновой социальной
сети можно получить вероятностное распределение предпочтений инди-
видов. Поставлена и решена задача нахождения медианного предпочте-
ния: вектора, минимизирующего ожидаемое расстояние до предпочтений
индивидов. Показано, что для нахождения медианного предпочтения до-
статочно знания частных (маргинальных) распределений. Приведены ил-
люстративные примеры нахождения медианных предпочтений для трех-
мерного случая.

Ключевые слова: предпочтения индивидов, стохастическая модель пред-
почтений, ДЛС-модель, расстояние общей вариации, задача оптимизации,
медианное предпочтение.

DOI: 10.31857/S0005231021050093

1. Введение

Выявление предпочтений широких масс населения было актуальной зада-
чей во все времена. Эти предпочтения интересуют политиков и политические
партии (стремящиеся снискать популярность у избирателей), корпорации и
фирмы (стремящиеся предлагать наиболее востребованные продукты и услу-
ги) и т.д. Примерно сто лет назад стали активно развиваться математические
методы, позволяющие на основании опросов делать обоснованные выводы о
предпочтениях индивидов (см., например, [1, 2]).

На протяжении последнего десятилетия заметно возросла роль онлайно-
вых социальных сетей (Facebook, Twitter, ВКонтакте и др.) в жизни об-
щества. Они стали ареной активного обмена мнениями, информационного
управления и противоборства [3]. Поэтому неудивительно, что теоретики и
практики исследуют различные аспекты динамики состояния сетей (напри-
мер, достижение консенсуса [3, 4]) и во многих случаях делают выводы о
предпочтениях пользователей, их взаимном влиянии и т.п. на основании не
результатов опроса (т.е. ответов на специально составленные вопросы), а на
основании поведения в социальных сетях (см. [5–12] и др.).

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 20-11-
20059) в части решения задачи нахождения медианного предпочтения.
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В [11] были предложены две модели машинного обучения для автоматиче-
ского определения политических взглядов российских пользователей ВКон-
такте. В результате апробации на выборке, состоящей из 22 млн цифровых
отпечатков аккаунтов совершеннолетних пользователей, были построены две
оценки распределения симпатий соответствующих пользователей в преддве-
рии выборов Президента РФ 2018 г. При использовании этих оценок для
построения ретроспективного прогноза результатов выборов средние абсо-
лютные ошибки составили 12 и 19,4% соответственно.

В [13] была предложена математическая модель, позволяющая оценивать
идейно-политические предпочтения пользователей и использовать получен-
ную оценку для выбора политическим деятелем той стратегии идеологиче-
ского позиционирования, которая потенциально позволит получить наиболь-
шую поддержку у заданного конечного множества пользователей. В данной
статье исходными данными для нахождения стратегии оптимального позици-
онирования является плотность вероятностного распределения на множестве
предпочтений индивидов. Эта плотность может быть определена как методом
традиционных социологических опросов, так и при помощи анализа действий
в виртуальном пространстве (онлайновых социальных сетях), либо при по-
мощи сочетания этих двух подходов.

Далее во втором разделе описана стохастическая модель предпочтений,
в рамках которой в третьем разделе исследуется задача нахождения меди-
анного предпочтения индивидов. В четвертом разделе приводятся примеры
нахождения медианного предпочтения для заданных вероятностных распре-
делений. В заключении приведены основные выводы и намечены направле-
ния дальнейших исследований.

2. Стохастическая модель предпочтений

Разнообразие внутреннего мира и поведения людей является предметом
исследования различных отраслей науки. Это разнообразие учитывалось при
создании теорий и моделей путем введения в рассмотрение типизации инди-
видов в соответствии с их свойствами или отношением к тем или иным объ-
ектам. Например, психологами был разработан ряд подходов, позволяющих
определять как темперамент, так и другие психологические характеристики
индивида (см. [14–16] и др.). Отметим, что «чистые» типы индивидов встре-
чаются относительно редко, поэтому для описания индивидов используют
различные методы определения промежуточных, «смешанных» типов.

Богатая традиция типизации идейно-политических взглядов существует в
социолого-политологических исследованиях. Приведем несколько примеров.

Одна из первых классификаций была предложена М. Рокичем в книге
«Природа человеческих ценностей» [17]. Рокич выдвинул идею о том, что
содержание главных четырех идеологических течений XX века — социализ-
ма, коммунизма, фашизма и капитализма — можно представить в виде дву-
мерной шкалы, образованной системами координат двух ценностей: свободы
и равенства. Эта модель содержит четыре ячейки, образованные высоким и
низким положением каждой из этих ценностей.
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В [18] была предложена классификация, состоящая из шести политических
направлений: социал-государственники, социал-демократы, радикальные на-
ционалисты, державники, радикальные рыночники, западники. В [19] были
предложены четыре типа политических ценностей: рыночные, демократиче-
ские, социалистические, державнические.

В [13] идейно-политические взгляды современных россиян предлагает-
ся рассматривать как смесь трех ярко выраженных базисных установок:
Державник-Либерал-Социалист. Компонента «Державник» описывает, на-
сколько индивид привержен идее о едином, сильном и независимом государ-
стве. Компонента «Либерал» выражает важность для индивида уважения со
стороны государства его (индивида) личных прав и свобод (в первую оче-
редь политических и экономических). Компонента «Социалист» отвечает за
стремление индивида к социально-экономической справедливости. В рамках
предлагаемой модели (ДЛС-модели, по первым буквам базисных установок)
существует три чистых типа, и взгляды каждого индивида представимы в
виде ДЛС-вектора (вектора-строки) из трех неотрицательных компонент, в
сумме равных единице.

В общем случае можно рассматривать k базисных установок, позволяю-
щих типизировать предпочтения отдельного индивида в виде стохастическо-
го вектора (вектора неотрицательных вещественных чисел, в сумме равных
единице) x = (x1, . . . , xk). Величину xj можно интерпретировать как вероят-
ность совершения индивидом действия, характерного для данной базисной
установки, в ситуации выбора из k альтернатив.

Для решения ряда задач, связанных с предпочтениями индивидов, тре-
буется находить расстояние между предпочтениями индивидов. В [12, 13]
было применено следующее нормированное (принимающее значения от 0
до 1) расстояние между двумя стохастическими векторами x1 =

(
x11, . . . , x

1
k

)

и x2 =
(
x21, . . . , x

2
k

)
:

d
(
x1, x2

)
= 1−

k∑

j=1

min
(
x1j , x

2
j

)
=

1

2

k∑

j=1

∣∣x1j − x2j
∣∣ .(1)

Отметим, что справедливость второго равенства в (1) для стохастических
векторов легко показать:

1

2

k∑

j=1

∣∣x1j − x2j
∣∣ = 1

2

k∑

j=1

(
max

(
x1j , x

2
j

)
−min

(
x1j , x

2
j

))
=

=
1

2


2−

k∑

j=1

min
(
x1j , x

2
j

)
−

k∑

j=1

min
(
x1j , x

2
j

)

 =

= 1−
k∑

j=1

min
(
x1j , x

2
j

)
.

Метрика (1) является частным случаем хорошо известного в теории веро-
ятностей расстояния по вариации (total variation distance) — см., например,
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[20, с. 463]; также (1) совпадает c манхеттенской метрикой (Manhattan metric)
с точностью до множителя 1/2. Рассмотрим на примере вопрос о том, в чем
ее особенность в предлагаемой модели по сравнению с более традиционной
для расчетов в конечномерных пространствах евклидовой метрикой

dE(x
1, x2) =

√√√√
k∑

j=1

(
x1j − x2j

)2
.

Предположим, что k = 3 и имеется три вектора, характеризующих предпо-
чтения первого, второго и третьего индивидов соответственно: x1 = (1, 0, 0),
x2 = (0, 1, 0), x3 = (0, 1

2 ,
1
2). Первый индивид всегда выбирает действия, ха-

рактерные для первой базисной установки, в то время как второй и третий
индивиды такие действия не выбирают никогда. Можно положить, что вто-
рой и третий индивиды одинаково далеки от первого, что соответствует соот-
ношению d

(
x1, x2

)
= d

(
x1, x3

)
, в справедливости которого легко убедиться.

В этой логике метрика (1) представляется более адекватной, чем евклидо-
ва метрика, в которой расстояния между этими же векторами предпочтений
различны: dE

(
x1, x2

)
6= dE

(
x1, x3

)
.

Таким образом, рассматриваемая в данной работе стохастическая модель
предпочтений основывается на представлении предпочтений индивидов в ви-
де стохастических векторов c метрикой (1).

3. Постановка и решение задачи нахождения медианного предпочтения

Информацию о предпочтениях индивидов можно использовать различным
образом. В данной работе остановимся на одной из возможных задач: найти
вектор предпочтений, максимально близкий (в смысле минимизации матема-
тического ожидания расстояния (1)) к предпочтениям совокупности индиви-
дов, для которых известна плотность вероятностного распределения.

Медианное предпочтение активно применяется в математическом модели-
ровании политической конкуренции начиная с работ Даунса (см. [21]). Если
стохастический вектор отражает идейно-политические предпочтения индиви-
дов [13], то медианное предпочтение можно интерпретировать как оптималь-
ную идейно-политическую позицию политика или политической партии.

Опишем задачу более формально. Пусть k-мерная случайная величина,
принимающая значения в пределах стандартного (k − 1)-мерного симплекса

S =



(x1, . . . , xk)

∣∣∣∣∣∣
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , k} ,

k∑

j=1

xj = 1



 ,

задана при помощи плотности распределения f ; соответствующую интеграль-
ную функцию распределения обозначим через F . Сформулируем задачу по-
иска оптимального вектора предпочтений (т.е. медианного предпочтения)
a = (a1, . . . , ak) следующим образом:

L(a1, . . . , ak) =

∫

S

d(σ, a) dF (σ) →
(a1,...,ak)∈S

min .(2)
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Задача (2) является, по сути, задачей нахождения многомерной медианы
(точнее говоря, одной из многомерных медиан — см. [22–24]). Отметим, что
в случае евклидовой метрики задача нахождения медианы множества точек
является довольно сложной и трудоемкой для численного решения [25].

С учетом (1) задача (2) записывается следующим образом (для сокраще-
ния записи опущен множитель 1/2 с сохранением того же обозначения L):

L(a1, . . . , ak) =

∫

S




k∑

j=1

|xj − aj |


 dF (σ) →

(a1,...,ak)∈S
min .(3)

Зам е ч а ни е. Нетрудно видеть, что минимизируемая функция в (3) явля-
ется суммой k функций, каждая из которых зависит только от соответствую-
щей i-й компоненты ai. Поэтому при отсутствии требования принадлежности
вектора a симплексу S задача (3) распадается на k независимых оптимиза-
ционных задач, решением каждой из которых является медиана одномерного
частного (маргинального) распределения переменной xi. Однако составлен-
ный из этих медиан вектор не принадлежит, вообще говоря, симплексу S (см.
далее пример 1 в разделе 4), т.е. не является решением задачи (3). �

Обозначим через Fj (x), x ∈ [0, 1], функцию одномерного частного распре-
деления переменной xj , являющегося компонентой исходного распределения.
Справедливо следующее утверждение, характеризующее необходимое усло-
вие решения задачи (3).

У тв е ржд е ни е 1. Если вектор (a1, . . . , ak) является решением зада-
чи (3), то для него выполняется следующее условие:

F1 (a1) = · · · = Fk (ak) .(4)

Дока з а т е л ь с т в о. Предположим, что некоторый вектор (a1, . . . , ak) ∈
∈ S является решением задачи (3), но условие (4) для него не выполняется.
Это означает, что существуют компоненты этого вектора с номерами i и j,
для которых справедливо неравенство

Fi (ai) < Fj (aj) .(5)

Обозначим через L0 = L(a1, . . . , ak) значение целевой функции задачи (3)
на этом векторе.

Увеличим ai на малую величину ε > 0, а aj уменьшим на ту же величину
(в дальнейшем значение ε будет уточнено). Это можно сделать, не выходя за
границы отрезка [0,1], поскольку в силу (5) Fi (ai) < 1, ai < 1 и Fj (aj) > 0,
aj > 0.

Тем самым получим новый вектор, принадлежащий симплексу S; значе-
ние целевой функции на нем обозначим через Lε. Запишем разность между
значениями Lε и L0 (с учетом того, что в сумме под знаком интеграла в (3)
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изменились только слагаемые, содержащие компоненты ai и aj):

Lε − L0 =(6)

=

∫

S

(|xi− (ai+ ε)|+ |xj − (aj − ε)|) dF (σ)−
∫

S

(|xi−ai|+ |xj −aj |) dF (σ) =

=

∫

S

(|xi − ai − ε| − |xi − ai|) dF (σ) +
∫

S

(|xj − aj + ε)| − |xj − aj |) dF (σ).

Представим S как объединение трех непересекающихся областей Sε−i , Sεi
и Sε+i , на которые ее делят гиперплоскости xi = ai и xi = ai + ε:

Sε−i = {(x1, . . . , xk) ∈ S | xi ≤ ai} ,
Sεi = {(x1, . . . , xk) ∈ S | ai < xi ≤ ai + ε} ,
Sε+i = {(x1, . . . , xk) ∈ S | xi > ai + ε} .

Также представим S как объединение трех областей Sε−j , Sεj и Sε+j , на
которые ее делят гиперплоскости xj = aj − ε и xj = aj :

Sε−j = {(x1, . . . , xk) ∈ S | xj ≤ aj − ε} ,

Sεj = {(x1, . . . , xk) ∈ S
∣∣∣ aj − ε < xj ≤ aj},

Sε+j = {(x1, . . . , xk) ∈ S | xj > aj} .

Эти обозначения позволяют записать Lε − L0 следующим образом (про-
должая (6)):

Lε − L0 =

∫

Sε−
i

ε dF (σ) +

∫

Sε
i

(−2xi + 2ai + ε) dF (σ) −
∫

Sε+
i

ε dF (σ)−(7)

−
∫

Sε−
j

ε dF (σ) +

∫

Sε
j

(2xj − 2aj + ε) dF (σ) +

∫

Sε+
j

ε dF (σ) ≤

≤ ε



∫

Sε−
i

dF (σ) +

∫

Sε
i

dF (σ) −
∫

Sε+
i

dF (σ) −
∫

Sε−
j

dF (σ) +

∫

Sε
j

dF (σ) +

∫

Sε+
j

dF (σ)


 .

Рассмотрим поведение правой части (7) при стремлении ε к нулю справа.
Нетрудно видеть, что при ε→ +0 выполняются следующие соотношения:

∫

Sε−
i

dF (σ) = Fi(ai),

∫

Sε
i

dF (σ) → 0,

∫

Sε+
i

dF (σ) → 1− Fi(ai),

∫

Sε−
j

dF (σ) → Fj(aj),

∫

Sε
j

dF (σ) → 0,

∫

Sε+
j

dF (σ) = 1− Fj(aj).
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Поэтому сумма интегралов в скобках правой части (7) стремится при
ε→ +0 к строго отрицательному (см. (5)) пределу 2 (Fi (ai)− Fj (aj)).

Таким образом, существует (близкое к нулю) число ε0 > 0, для которого
выполняется неравенство Lε0 − L0 < 0. Это противоречит исходному предпо-
ложению об оптимальности вектора (a1, . . . , ak). Утверждение 1 доказано. �

Следующее утверждение показывает, что если для двух стохастических
векторов выполняется условие (4), то значения целевой функции L на этих
векторах совпадают.

У тв е ржд е ни е 2. Пусть для двух стохастических векторов (a1, . . . , ak)
и (b1, . . . , bk) выполнены следующие условия:

F1 (a1) = · · · = Fk (ak) = t1, F1 (b1) = · · · = Fk (bk) = t2.(8)

Тогда

t1 = t2 и L (a1, . . . , ak) = L(b1, . . . , bk).

Дока з а т е л ь с т в о. Докажем сначала, что t1 = t2. Предположим, что
t1 < t2; тогда для каждого j выполняется неравенство Fj (aj) < Fj (bj), откуда
следует aj < bj. Суммируя по всем j, получаем неравенство

k∑

j=1

aj <
k∑

j=1

bj ,

которое противоречит стохастичности обоих векторов.
Итак, t1 = t2 = t. Заметим, что равенство двух значений одномерной функ-

ции распределения для данного j в (8) свидетельствует о равенстве нулю ин-
теграла на промежутке между aj и bj , т.е. для любого j от 1 до k выполняется
равенство

bj∫

aj

dFi(x) = Fi(bi)− Fi(ai) = 0.(9)

Введем следующие обозначения:

Sa−j = {(x1, . . . , xk) ∈ S | xj ≤ aj} , Sa+j = {(x1, . . . , xk) ∈ S | xj > aj} ,
Sb−j = {(x1, . . . , xk) ∈ S | xj ≤ bj} , Sb+j = {(x1, . . . , xk) ∈ S | xj > bj} .

Тогда справедливы равенства

∫

Sa−
j

dF (σ) =

∫

Sb−
j

dF (σ) = t,

∫

Sa+
j

dF (σ) =

∫

Sb+
j

dF (σ) = 1− t.
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Воспользовавшись этими равенствами, найдем с учетом (9) разность меж-
ду значениями L (a1, . . . , ak) и L(b1, . . . , bk):

L(a1, . . . , ak)− L(b1, . . . , bk) =

=

k∑

j=1



∫

Sa−
j

(aj − xj) dF (σ) +

∫

Sa+
j

(xj − aj) dF (σ) −

−
∫

Sb−
j

(bj − xj) dF (σ)−
∫

Sb+
j

(xj − bj) dF (σ)


 = (2t− 1)

k∑

j=1

(aj − bj) = 0.

Утверждение 2 доказано. �
Утверждения 1 и 2 позволяют полностью описать решение оптимизацион-

ной задачи (3). Сформулируем соответствующее утверждение.

У тв е ржд е ни е 3. Для того чтобы стохастический вектор (a1, . . . , ak)
был решением оптимизационной задачи (3), необходимо и достаточно вы-
полнение условия (4).

Дока з а т е л ь с т в о. Обозначим через S= множество стохастических век-
торов, для которых выполняется условие (4). Поскольку множество S стоха-
стических векторов является компактным, а функция L непрерывной, зада-
ча (3) имеет решение. В соответствии с утверждением 1 все решения зада-
чи (3) содержатся в S=. В соответствии с утверждением 2 на всех векторах
из S= целевая функция принимает одно и то же значение, поэтому множество
решений задачи (3) совпадает с S=. Утверждение 3 доказано. �

В заключение данного раздела отметим, что определение стохастических
представлений индивидов (т.е. позиционирования предпочтений индивида в
симплексе S) является тем более сложным, чем большее значение принимает
размерность вектора предпочтений k. Однако утверждение 3 показывает, что
для определения медианного предпочтения не требуется знания общего мно-
гомерного распределения, достаточно знания одномерных частных распреде-
лений. Поэтому для оценки медианного предпочтения достаточно провести k
более простых («одномерных») социологических опросов либо исследований
активности в социальных сетях.

4. Примеры

В данном разделе рассмотрим два иллюстративных примера нахождения
медианного предпочтения (a, b, c) ∈ S для случая трехкомпонентного вектора
предпочтений,

S = {(x, y, z) | x, y, z ≥ 0, x+ y + z = 1} ,

и вероятностного распределения, заданного в виде плотности f(x, y, z).
В этом случае симплекс S является ограниченной частью плоскости (тре-
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угольником). Поэтому симплекс S или его часть можно представить как гра-
фик функции от двух переменных, а нахождение поверхностного интеграла
сводится к нахождению повторного интеграла.

Рассмотрим, например, область

Sαβ = {(x, y, z) ∈ S | α ≤ x ≤ β} .

Интеграл по плотности f можно вычислить, рассматривая Sαβ как часть
графика функции z = 1− x− y, следующим образом:

∫

Sαβ

f(σ)dσ =

β∫

α

dx

1−x∫

0

f(x, y, 1− x− y)

√

1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dy.

Из последнего соотношения видно, что одномерное частное распределение
переменной x задается плотностью f1(x) следующего вида:

f1(x) =
√
3

1−x∫

0

f(x, y, 1− x− y)dy.

Аналогично, частные распределения переменных y и z задаются соответ-
ственно формулами

f2(y) =
√
3

1−y∫

0

f(1− y − z, y, z)dz,

f3(z) =
√
3

1−z∫

0

f(x, 1− x− z, z)dx.

Прим ер 1. Пусть плотность распределения является константой:
f (x, y, z) = 2/

√
3. Тогда плотность частного распределения f1(x) имеет вид

f1(x) =
√
3

1−x∫

0

2√
3
dy = 2(1 − x),

а функция частного распределения F1 (x) — вид

F1 (x) = 2x− x2.

Аналогичный вид имеют остальные два частных распределения. Поэто-
му условие медианного предпочтения (4) вместе с условием стохастичности
приводит к системе уравнений

{
2a− a2 = 2b− b2 = 2c− c2,

a+ b+ c = 1,

решение которой является медианным предпочтением (a = b = c = 1/3).
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Заметим, что медианой частного распределения F1 (x) является реше-

ние уравнения F1 (x) =
1
2 , т.е. x = 1−

√
2
2 . Это же значение принимают ме-

дианы остальных двух частных распределений. Легко видеть, что вектор(
1−

√
2
2 ; 1 −

√
2
2 ; 1 −

√
2
2

)
≈ (0,293; 0,293; 0,293) медиан частных распределе-

ний не принадлежит поверхности S и, следовательно, не может быть реше-
нием задачи (3).

Прим ер 2. Пусть плотность распределения имеет вид f (x, y, z) = 2
√
3x.

Тогда плотность частного распределения f1(x) имеет вид

f1(x) =
√
3

1−x∫

0

2
√
3xdy = 6(x− x2),

а функция частного распределения F1 (x) — вид

F1 (x) = 3x2 − 2x3.

Далее, плотность частного распределения f2(y) имеет вид

f2(y) =
√
3

1−y∫

0

2
√
3(1− y − z)dz = 3(1− y)2,

а функция частного распределения F2 (y) — вид

F2 (y) = 3y − 3y2 + y3.

Аналогичный вид имеет функция частного распределения F3 (z).
Условие медианного предпочтения (4) вместе с условием стохастичности

приводит к системе уравнений
{

3a2 − 2a3 = 3b− 3b2 + b3 = 3c− 3c2 + c3,
a+ b+ c = 1,

решение которой является медианным предпочтением (a≈ 0,533; b = c≈
≈0,233).

5. Заключение

В данной статье рассмотрена стохастическая модель предпочтений инди-
видов, в которой предпочтение каждого индивида характеризуется стохасти-
ческим вектором. Решена задача нахождения медианного предпочтения: век-
тора, минимизирующего ожидаемое расстояние до предпочтений индивидов.
Показано, что для нахождения медианного предпочтения достаточно знания
частных (маргинальных) распределений. Приведены примеры расчета меди-
анного предпочтения при заданном вероятностном распределении.
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Отметим, что стохастическая модель предпочтений является не только
теоретической конструкцией, но и основой методики практического исследо-
вания идейно-политических [13, 26], электоральных [11] и других предпочте-
ний.

Перспективным направлением дальнейших исследований представляется
как исследование других свойств стохастической модели предпочтений, так
и ее практическое применение для анализа общественного сознания.
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Данная статья посвящена проблеме вычисления точной верхней оцен-
ки функционалов обобщающей способности семейства одномерных по-
роговых решающих правил. Исследуется алгоритм, решающий постав-
ленную задачу, полиномиальный по общему числу объектов выборки и
по объему обучающей выборки. Доказывается теорема для вычисления
оценки функционала ожидаемой переобученности семейства и оценки ча-
стоты ошибок метода минимизации эмпирического риска на контрольной
выборке. Проводится сравнение точных оценок, вычисленных с помощью
теоремы, с известными ранее быстро вычислимыми верхними оценками с
целью оценить порядки их завышенности и выявить те оценки, которые
можно было бы использовать в реальных задачах.
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1. Введение

При решении задачи обучения на основании обучающей выборки объек-
тов, часто называемой обучением по прецедентам, строится алгоритм, восста-
навливающий зависимость выходных переменных от входных на объектах из
обучающей выборки. В задаче классификации выходная переменная одна и
принимает бинарные значения, а алгоритмы называются классификаторами.
Для успешного применения построенного классификатора он должен иметь
высокую обобщающую способность, т.е. хорошо работать на произвольных
объектах, не обязательно входящих в обучение. Если же качество классифи-
катора на независимой выборке, называемой контрольной, оказывается зна-
чительно хуже, чем на обучающей выборке, то говорят, что произошло пере-
обучение. В качестве характеристик обобщающей способности используются
функционалы вероятности переобучения и полного скользящего контроля [1].

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке гранта Правительства РФ для
государственной поддержки научных исследований, проводимых под руководством веду-
щих ученых (соглашение № 075-15-2019-1926).
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Получение оценок обобщающей способности семейства классификаторов
на основе информации об обучающей выборке и о структуре семейства с пуб-
ликации [2] остается одной из основных задач теории статистического обуче-
ния. В конце 70-х годов XX века советские ученые В.Н. Вапник и А.Я. Чер-
воненкис сформулировали основные статистические проблемы обучения в
терминах проблемы минимизации среднего риска, т.е. вероятности ошибки
классификатора на новом объекте, и предложили методы оценки среднего
риска по эмпирическим данным [3, 4]. Вапник и Червоненкис получили рав-
номерные по семействам классификаторов оценки, связывающие вероятность
уклонения среднего риска от эмпирического с длиной обучающей выборки и
сложностью семейства, над которыми минимизируется средний риск. Этот
фундаментальный результат активно используется и сегодня.

Однако оценки Вапника–Червоненкиса являются завышенными. Экспери-
ментальные исследования показывают, что оценки могут быть завышены на
6–12 порядков [5], что может приводить к неоптимальному выбору структур-
ных параметров [6–8]. Кроме того, завышенные оценки не дают возможности
исследовать явление переобучения, оценивать и контролировать его значе-
ния при решении реальных задач. В [5] исследуются причины завышенности
оценок, из которых основной является независимость оценок от конкретной
выборки. Оценка Вапника–Червоненкиса универсальна и, следовательно, яв-
ляется оценкой худшего случая.

Теория статистического обучения продолжает активно развиваться, по-
следователи теории занимаются повышением точности равномерных оце-
нок с учетом особенностей данных и конкретных алгоритмов классифика-
ции [9, 10]. Среди плодотворных подходов можно выделить оценки, адапти-
рующиеся к данным и использующие понятие Радемахеровской сложности,
предложенной в 1999 г. В. Колчинским [11].

В комбинаторной теории [12], предложенной К.В. Воронцовым, для обоб-
щающей способности была получена оценка расслоения–связности [13], учи-
тывающая особенности способа построения классификатора по обучающей
выборке, а также локальные свойства семейства классификаторов – эф-
фекты расслоения и связности [14]. В [15] получены условия, при которых
оценка расслоения–связности является точной. Имеются уточнения данной
оценки за счет учета попарного взаимодействия классификаторов [16] и за
счет учета сходства классификаторов [17], но оценки по-прежнему остаются
завышенными.

В комбинаторной теории вероятностью переобучения называют долю раз-
биений конечного множества объектов на обучающую и контрольную вы-
борки фиксированной длины, при которых произошло переобучение. Данное
определение ранее появлялось в [18] для частного случая контрольной вы-
борки, состоящей из одного объекта.

Точность эмпирических оценок функционалов обобщающей способности,
полученных методом Монте-Карло, зависит от числа случайных разбиений.
Вычисление точных оценок по определению требует экспоненциального по
общему количеству объектов перебора всех возможных разбиений. Но для
некоторых модельных семейств классификаторов удается аналитически вы-
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числить точные оценки вероятности переобучения. К настоящему времени
точные оценки получены для слоев и интервалов булева куба, монотонных
и унимодальных цепей [19] и многомерных сетей [20], хэмминговых шаров и
некоторых их разреженных подмножеств [21]. Разработан теоретико-группо-
вой подход [22], который позволяет получать точные оценки для семейств с
произвольными симметриями.

В [23] предложен способ аппроксимации вероятности переобучения стан-
дартных методов классификации (нейронных сетей, решающих деревьев,
ближайшего соседа) на реальных задачах с помощью монотонных сетей под-
ходящей размерности. Оценки переобучения могут использоваться в качестве
критерия отбора признаков при построении элементарных конъюнкций в ло-
гических алгоритмах классификации [13] или в качестве критерия ветвления
в решающих деревьях [20].

В данной статье, являющейся продолжением публикации [24], рассматри-
вается задача построения точных верхних оценок обобщающей способности
одномерных пороговых решающих правил.

Практический интерес связан с тем, что данная задача возникает при по-
строении алгоритмов классификации, в частности в решающих деревьях, ло-
гических закономерностях [25], алгоритмах вычисления оценок [26], а также
при построении линейных классификаторов методом покоординатной опти-
мизации.

Теоретический интерес связан с тем, что в рамках комбинаторного подхо-
да до сих пор не удавалось получать точные оценки обобщающей способности
для данного семейства. Точные оценки были известны только для частных
случаев задач классификации, где классы были линейно разделимы [19]. Так-
же для частного случая, когда признак принимает попарно различные зна-
чения на объектах, был известен алгоритм вычисления верхней и нижней
оценок обобщающей способности [27]. Однако завышенность верхней оценки
остается неизученной.

В [24] был предложен алгоритм вычисления точных оценок вероятности
переобучения и полного скользящего контроля одномерных пороговых ре-
шающих правил, полиномиальный по общему количеству объектов. Алго-
ритм допускает наличие связок во множестве значений признака и различные
методы обучения.

В данной статье демонстрируется универсальность алгоритма по отноше-
нию к вычисляемым функционалам обобщающей способности. Доказывается
теорема для вычисления оценки функционала ожидаемой переобученности
порогового классификатора, т.е. разности доли ошибочно классифицирован-
ных объектов на обучающей и контрольной выборках.

Недостатком алгоритма является его большая вычислительная сложность.
В данной статье проводится сравнение точных оценок, вычисленных с помо-
щью алгоритма, с известными ранее быстро вычислимыми верхними оценка-
ми, с целью оценить порядки их завышенности и выявить те оценки, которые
можно было бы использовать в реальных задачах.
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2. Основные определения

Пусть задано конечное множество X = {x1, . . . , xL}, элементы которого на-
зываются объектами, и конечное множество A, элементы которого называ-
ются классификаторами. Множество A называется семейством классифика-
торов.

Пусть задана функция I : A× X → {0, 1}, называемая индикатором ошиб-
ки. Если I(a, x) = 1, то говорят, что на элементе x классификатор a допус-
кает ошибку . Если I(a, x) = 0, то говорят, что классификатор не ошибается
на данном элементе.

Предполагается, что каждому классификатору a ∈ A взаимно однозначно
соответствует его вектор ошибок (I(a, xi))

L
i=1, т.е. два классификатора с оди-

наковыми векторами ошибок отождествляются. Далее через a будет обозна-
чаться как сам классификатор, так и его вектор ошибок.

Числом ошибок классификатора a на выборке X ⊂ X называется величина

n(a,X) =
∑

x∈X
I(a, x).

Частотой ошибок классификатора a на выборке X ⊂ X называется вели-
чина

ν(a,X) =
n(a,X)

|X| ,

где через |X| обозначен объем выборки X.
Пусть множество X разбито на две выборки X и X̄ = X\X. Выборка X на-

зывается обучающей, выборка X̄ – контрольной. Переобученностью класси-
фикатора a на двух выборках X и X̄ = X\X называется величина

δ(a,X) = ν(a, X̄)− ν(a,X).

Методом обучения называется отображение µ : 2X → A, которое обучаю-
щей выборке ставит в соответствие классификатор из заданного семейства.

Пусть [X]ℓ – множество всех выборок X ⊂ X без возвращения объема ℓ < L.
Введем на [X]ℓ равномерное распределение

P(X) =
1

CℓL
.

Для фиксированного метода обучения µ, семейства классификато-
ров A, множества X и объема обучающей выборки ℓ вероятностью пере-
обучения метода µ называется функционал

Qε(µ,A,X, ℓ) = P[δ(µX,X) > ε] =
1

CℓL

∑

X∈[X]ℓ
[δ(µX,X) > ε].
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Здесь и далее квадратные скобки будут использоваться для преобразо-
вания логического условия в числовое значение по правилу [истина] = 1,
[ложь] = 0.

Полным скользящим контролем называется функционал, равный мате-
матическому ожиданию числа ошибок метода обучения на контрольной вы-
борке:

CCV (µ,A,X, ℓ) = Eν(µX, X̄) =
1

CℓL

∑

X∈[X]ℓ
ν(µX, X̄).

Ожидаемой переобученностью называется функционал, равный матема-
тическому ожиданию переобученности классификатора, выбранного методом
обучения:

EOF (µ,A,X, ℓ) = Eδ(µX, X̄) =
1

CℓL

∑

X∈[X]ℓ
ν(µX, X̄)− ν(µX,X).

Для краткости параметры, от которых зависят данные величины, опуска-
ются.

В данной статье рассматривается метод обучения, минимизирующий эм-
пирический риск (МЭР)

µX ∈M(X) = Argmin
a∈A

n(a,X),

и метод обучения, максимизирующий переобученность (МП)

µX = argmax
a∈A

δ(a, X̄).

Для получения верхних оценок Qε, CCV и EOF вводится понятие метода
пессимистичной минимизации эмпирического риска (ПМЭР)

µX = arg max
a∈M(X)

n(a,X).

Это метод МЭР, который в случае неоднозначности среди M(X) выбирает
классификатор с наибольшим числом ошибок на множестве X [19].

3. Постановка задачи

Пусть дано семейство A = {a0, . . . , aP }. Рассмотрим множество объектов,
по которым различаются соседние классификаторы:

Gp = {x ∈ X | I(ap, x) 6= I(ap+1, x)}, p = 0, . . . , P − 1.(1)

Опр е д е л е н и е 1. Прямой последовательностью называется семейство
классификаторов, обладающее свойством

Gp ∩Gd = ∅ ∀ p, d = 0, . . . , P − 1.
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Рис. 1. Пример семейства одномерных пороговых решающих правил. По оси
отложены объекты x ∈ X, упорядоченные по значениям признака f(x). Объек-
ты из разных классов обозначены точками • и ◦. Пороги расположены между
соседними объектами, каждому значению порога соответствует свой класси-
фикатор. Ниже оси изображен график числа ошибок классификаторов.

Опр е д е л е н и е 2. Прямая последовательность называется прямой це-
пью, если каждая пара соседних классификаторов различается по одному
объекту

|Gp| = 1, p = 0, . . . , P − 1.

В [24] доказано, что прямые последовательности порождаются семей-
ством одномерных пороговых решающих правил aθ(x) = [f(x) > θ] над при-
знаком f , полученных варьированием порога θ вдоль значений признака.
В случае когда числовой признак принимает попарно различные значения
на объектах множества X, семейство является прямой цепью.

На рис. 1 изображен пример данного семейства. По горизонтальной оси
отложены объекты множества X, упорядоченные по значениям признака f .
Объекты класса 0 обозначены точками ◦, объекты класса 1 — точками •. По-
роги θ расположены между соседними объектами, каждому порогу соответ-
ствует свой классификатор. Объекты, расположенные правее порога, клас-
сификатор относит к классу 1. Ниже оси изображен график числа ошибок
классификаторов. Например, число ошибок классификтора a2 равно 2: клас-
сификатор ошибочно относит объект x0 к классу 0, а объект x2 – к классу 1.

Покажем, что переобучение цепи зависит от геометрической структуры
классов.

Эмпирической оценкой функции φ(X, X̄), не зависящей от порядка эле-
ментов в выборках X и X̄, называется величина Êφ(X, X̄), полученная ме-
тодом Монте-Карло путем усреднения по некоторому случайному подмноже-
ству выборок N ⊂ [X]l

Êφ(X, X̄) =
1

|N |
∑

X∈N
φ(X, X̄).

На рис. 2 изображены прямые цепи различной формы. График частоты
ошибок классификаторов на полном множестве изображен линией с точкой.
Цепи упорядочены по возрастанию количества классификаторов в нижних
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Рис. 2. Сравнение переобучения прямых цепей различной формы. По го-
ризонтали отложены номера p классификаторов цепи. Условия эксперимен-
та: L = 200, ℓ = 150, ε = 0,05. Минимальная частота ошибок равна 0,245.

слоях, где слои определяются по числу ошибок. Пилообразные участки соот-
ветствуют шуму в данных, где объекты из разных классов чередуются друг
с другом. Чем чаще пила, тем выше уровень шума. Рассматриваются слу-
чаи, когда пилообразные участки расположены вдали от границы классов
(верхний ряд) и вблизи от границы (нижний ряд).

Горизонтальными линиями показаны эмпирические оценки частоты оши-
бок метода ПМЭР, вычисленные методом Монте-Карло по 105 разбиениям.
Пунктирной линией изображена оценка на обучающей выборке Êν(µX,X) и
сплошной линией – оценка на контрольной выборке Êν(µX, X̄). Чем больше
расстояние между ними, равное Êδ(µX,X), тем сильнее переобучается семей-
ство.

Данный эксперимент показывает, что одни семейства переобучаются зна-
чительно сильнее, чем другие: переобучение тем выше, чем больше класси-
фикаторов находится в нижних слоях семейства и чем более они различны.

Вследствие этого ставится следующая задача: для прямой последователь-
ности A общего вида, методов обучения ПМЭР и МП вычислить точные зна-
чения вероятности переобучения, полного скользящего контроля и ожидае-
мой переобученности.

4. Обзор известных оценок вероятности переобучения

При построении оценок используется понятие гипергеометрической функ-
ции распределения

H l,m
L (s) =

1

C lL

min{⌊s⌋,ℓ,m}∑

i=0

CimC
ℓ−i
L−m,
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где через ⌊x⌋ обозначена целая часть x, т.е. наибольшее целое число, не пре-
восходящее x. Гипергеометрическая функция распределения Hℓ,m

L (s) для дан-
ного множества X мощности L и выборки X0 ⊂ X объема m равна доле вы-
борок множества X объема ℓ, содержащих не более s элементов из X0. Пред-
полагается Cin = 0 при невыполнении условия 0 6 i 6 n.

4.1. Оценка Вапника–Червоненкиса

Верхняя оценка вероятности переобучения, полученная Вапником и Чер-
воненкисом, является функцией от мощности множества объектов и слож-
ности семейства алгоритмов. Мерой сложности на заданном множестве объ-
ектов является коэффициент разнообразия, определяемый как число попар-
но различных бинарных векторов ошибок, индуцируемых классификаторами
семейства. В комбинаторной теории коэффициент разнообразия равен мощ-
ности семейства.

Те ор ем а 1 (см. [2]). Для любого метода обучения, множества X, семей-
ства классификаторов A, объема ℓ обучающей выборки и порога ε ∈ (0, 1)

Qε 6 |A| max
n=1,...,L

Hℓ,n
L

(
ℓ

L
(n− ε(L− ℓ))

)
.

4.2. Оценка расслоения–связности

В комбинаторном подходе учитываются геометрические свойства булевых
векторов ошибок классификаторов – расслоение и связность.

Под расслоением семейства понимается распределение классификаторов
по слоям ошибок. Слоем называется множество классификаторов, допускаю-
щих на множестве X равное число ошибок. Чем меньше ошибок допускает
классификатор, тем ниже его слой.

Связность предполагает, что для каждого классификатора в семействе
найдется множество похожих классификаторов, отличающихся от него толь-
ко на одном объекте выборки.

Пусть дано семейство классификаторов A = {a0, . . . , aP } с известными
векторами ошибок на множестве X. На множестве классификаторов, как век-
торов ошибок, существует отношение лексикографического порядка 6. Гово-
рят, что классификатор a предшествует b и записывают a ≺ b, если a 6 b
и расстояние Хемминга между ними равно 1.

Для каждого a ∈ A через u, q и n будут обозначаться:

u = |{b ∈ A | a ≺ b}|,
q = |{x ∈ X | I(a, x) = 1, ∃b < a : I(b, x) = 0}|,
n = n(a,X).

Те ор ем а 2 (см. [13]). Для произвольного множества X, семейства клас-
сификаторов A, метода обучения ПМЭР, объема ℓ обучающей выборки и по-
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рога ε ∈ (0, 1) справедливы оценки

Qε 6
∑

a∈A

C l−uL−u−q
CℓL

Hℓ−u,n−q
L−u−q

(
ℓ

L
(n− ε(L− ℓ))

)
,

CCV 6
∑

a∈A

C l−uL−u−q
CℓL

(
n

L− ℓ
− (n− q)(ℓ− u)

(L− u− q)(L− ℓ)

)
.

(2)

В [16] оценка была улучшена за счет более тонкого анализа эффекта связ-
ности.

Те ор ем а 3 (см. [16]). Пусть S – множество истоков семейства A, т.е.
множество классификаторов s таких, что нет классификаторов a ≺ s.
Тогда верна оценка

(3) Qε 6
P∑

p=0

min
s∈S





min{|Aps|, |Bps|}∑

i=0

Ci|Bps|C
ℓ−u−i
L−u−|Bps|
CℓL

×

×H
ℓ−u−i, n−|Bps|
L−u−|Bps|

(
ℓ

L
(n− ε(L− ℓ))− i)

)}
,

где

Aij = {x ∈ X | I(ai, x) = 0, I(aj , x) = 1} ,
Bij = {x ∈ X | I(ai, x) = 1, I(aj , x) = 0} .

5. Обзор известных оценок полного скользящего контроля

В комбинаторной теории наряду с оценкой расслоения–связности (2) для
частного случая семейства имеются оценки Гуза.

5.1. Оценки Гуза

Рассмотрим семейство одномерных пороговых решающих правил над чис-
ловым признаком, принимающим попарно различные значения на объектах
множества X. Пусть порог пробегает все возможные значения. Для данно-
го семейства в [27] был предложен полиномиальный алгоритм вычисления
верхней и нижней оценок полного скользящего контроля.

Те ор ем а 4 (см. [27]). Для произвольного множества X, семейства клас-
сификаторов A, метода обучения ПМЭР, объема ℓ обучающей выборки спра-
ведливы верхняя и нижняя оценки полного скользящего контроля:

1

L− ℓ

1

CℓL

L∑

i=1

|E1(i)| 6 CCV 6 1− 1

L− ℓ

1

CℓL

L∑

i=1

|E0(i)|,
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где для каждого i множества E0(i) безошибочных выборок и E1(i) ошибоч-
ных выборок определены как

E0(i) =
{
X |xi∈X̄, ∀µX∈M(X) I(µX, xi) = 0

}
⊆ [X]ℓ,

E1(i) =
{
X |xi∈X̄, ∀µX∈M(X) I(µX, xi) = 1

}
⊆ [X]ℓ.

6. Переобучение прямой последовательности классификаторов

Пусть дана прямая последовательность A = {a0, . . . , aP }. Определим мно-
жество

D = {x ∈ X | ∃ a, a′ ∈ A : I(a, x) 6= I(a′, x)},(4)

объекты которого будем называть ребрами последовательности A.
Объекты множества N = X \ D назовем нейтральными. На множестве N

классификаторы семейства допускают одинаковое число ошибок

m = n(a,N) ∀a ∈ A.(5)

Рассмотрим классификатор ap. Определим величину Dp(t, e), равную чис-
лу разбиений множества D, таких что ap является результатом обучения:

Dp(t, e) = #
{
(X ∩ D, X̄ ∩ D)

∣∣ µX = ap, t = |X ∩ D|, e = n(ap,X ∩ D)
}
.

Такие разбиения назовем допустимыми.

Ранее в [24] были доказаны теоремы о выражении функционалов веро-
ятности переобучения и скользящего контроля через мощность множества
допустимых разбиений. В данной статье доказывается аналогичная теорема
для функционала ожидаемой переобученности.

Те ор ем а 5. Для методов обучения µ МП и ПМЭР, произвольной прямой
последовательности классификаторов A = {a0, . . . , aP }, множества X мощ-
ности L, объема обучающей выборки ℓ выражение для ожидаемой переобу-
ченности имеет вид

EOF =
1

CℓL

P∑

p=0

∑

(t,e)∈Ψp

Dp(t, e)Fp(t, e),(6)

где множество D и параметр m определяются по (4) и (5) и

Fp(t, e) =

min{ℓ−t,m}∑

s=0

CsmC
ℓ−t−s
L−P−m

(
1

L− ℓ

(
n(ap,X)− (s + e)

)
− 1

ℓ
(s + e)

)
;(7)

Ψp =
{
(t, e) | 0 6 t 6 min{l, |D|}, 0 6 e 6 min{t, n(ap,D)}

}
.(8)

Доказательство данной теоремы приведено в Приложении.
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Алгоритм из [24] легко дополняется формулами (6)–(8), добавляя возмож-
ность вычисления функционала ожидаемой переобученности. Во избежание
дублирования текста публикации [24] полное описание алгоритма не приво-
дится.

Алгоритм вычисления всех трех функционалов обобщающей способности
для методов ПМЭР и МП реализован на языке C++ и доступен в репозито-
рии GitHub [28].

7. Оценка частоты ошибок метода ПМЭР на контрольной выборке

В данном разделе доказывается теорема для вычисления оценок часто-
ты ошибок классификатора, выбранного методом ПМЭР, на контрольной
выборке.

Пусть задана вероятностная мера Pσ. Для семейства A и множества X

определим Радемахеровскую сложность

RL(A,X) = 2Eσ sup
a∈A

1

L

L∑

i=1

σiI(a, xi),

где I(a, xi) обозначает ошибку классификатора, Eσ – математическое ожида-
ние по мере Pσ, а радемахеровские случайные величины σ1, . . . , σL, незави-
симые в совокупности, определяются как

σi =





+1,Pσ =
1

2
,

−1,Pσ =
1

2
.

Радемахеровская сложность описывает сложность семейства классифика-
торов. Чем больше Радемахеровская сложность, тем лучше ошибки класси-
фикаторов семейства могут коррелировать со случайным шумом σi.

В [29] было продемонстрировано, что функционал ожидаемой переобучен-
ности возникает в выражении Радемахеровской сложности, таким образом
связывая комбинаторную теорию с теорией эмпирических процессов и нера-
венств концентрации вероятностной меры:

Лемма 1 (см. [29]). Для метода обучения µδ МП, конечного семейства
классификаторов A, множества X мощности L, объема обучающей выборки
ℓ = L

2 верно

EOF (µδ,A,X, ℓ) = RL(A,X).

Из определения ожидаемой переобученности и метода МП следует лем-
ма 2.

Лемма 2. Для методов обучения µδ МП и µ ПМЭР, конечного семей-
ства классификаторов A, множества X мощности L, объема обучающей
выборки ℓ верно

EOF (µ,A,X, ℓ) ≤ EOF (µδ,A,X, ℓ).
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Из лемм 1 и 2 следует теорема 6.
Те ор ем а 6. Для метода обучения µ ПМЭР, конечного семейства клас-

сификаторов A, множества X мощности L с вероятностью ε верно

ν(µX, X̄) ≤ ν(µX,X) + EOF (µ,A,X, ℓ) + η(ε),(9)

ν(µX, X̄) ≤ ν(µX,X) +RL(A,X) + η(ε),(10)

где поправка η(ε) =
√
−2 ln ε

2 и объем обучающей выборки ℓ = L
2 .

Доказательство данной теоремы приведено в Приложении.
Оценки, предложенные в теореме 6, различаются следующим. Из леммы 2

следует, что оценка (9) является более точной, чем оценка (10). Однако недо-
статком оценки (9), вычислямой по теореме 5, является большая вычисли-
тельная сложность O(L5), тогда как для Радемахеровской сложности воз-
можно построить быстро вычислимую верхнюю оценку, основанную на лемме
Массара [10].

В данной статье мы сравним точные значения ожидаемой переобученности
методов обучения ПМЭР µ и МП µδ на примере семейства прямых последо-
вательностей. Если зазор между значениями EOF (µδ) и EOF (µ) окажется
достаточно малым, то в правой части неравенства (10) можно заменить вели-
чину RL(A,X) на ее быстро вычислимую оценку и использовать полученную
оценку в практических задачах.

8. Вычислительные эксперименты

Напомним обозначения. Дана прямая последовательность A={a0, . . . , aP },
множество X мощности L, множество D ребер последовательности. Объем
обучающей выборки ℓ. Точность ε. Параметр m равен числу ошибок на мно-
жестве X \ D.

8.1. Модельные данные

В экспериментах используются случайные прямые последовательности.
Для порождения таких семейств генерируются класс нулей X0 ∼ N (0, 1) и
класс единиц X1 ∼ N (∆, 1) как выборки равной мощности L

2 из нормаль-
ных распределений. Параметр ∆ влияет на минимальное количество ошибок
классификаторов семейства. Объединение выборок является множеством X.
Множество D соответствует значениям, которые пробегает порог.

В экспериментах по сравнению оценок полного скользящего контроля в си-
лу ограниченности оценок Гуза рассматриваются прямые цепи. Для порож-
дения таких цепей из выборок X0 и X1 удаляются совпадающие элементы.
Также оценки Гуза справедливы только для случая, когда порог пробегает
все возможные значения, т.е. множество D совпадает с X.

8.2. Сравнение с существующими оценками вероятности переобучения

На рис. 3 в логарифмической шкале отложены значения оценки Вапника–
Червоненкиса (точки �), оценки расслоения–связности (точки �) и оценки

162



Минимальное количество ошибок

-1

0

20 28 36 44 52 60 68 76 84 92 100 108 116 120

1

2

3
О

ц
е
н

к
а

 Q
e

Рис. 3. Сравнение верхних оценок вероятности переобучения в логарифми-
ческой шкале. Условия эксперимента: L = 240, ℓ = 160, m = 20, ε = 0,05.
По горизонтали отложено минимальное количество ошибок классификаторов.

Соколова (точки •) в сравнении с точной верхней оценкой вероятности пе-
реобучения прямой последовательности (точки ◮). Горизонтальной линией
указано значение Qε = 1.

Оценки расслоения–связности и Соколова являются точными только в
одном случае, когда минимальное количество ошибок совпадает с парамет-
ром m. В этом случае семейство является унимодальной цепью (второй гра-
фик в верхнем ряду на рис. 2), т.е. на границе классов отсутствует шум и гра-
ница определяется четко. С увеличением минимального количества ошибок
оценка (3) начинает превосходить реальное значение вероятности переобуче-
ния. Оценка Вапника–Червоненкиса для рассматриваемой последовательно-
сти оказывается завышенной при любом значении минимального количества
ошибок.

8.3. Сравнение с существующими оценками полного скользящего контроля

На рис. 4 по вертикали в логарифмической шкале отложены значения
нижней (точки •) и верхней оценок Гуза (точки �) и оценки расслоения–
связности (точки �) в сравнении с точной верхней оценкой (точки ◮).
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Рис. 4. Сравнение верхних оценок полного скользящего контроля в логариф-
мической шкале. Условия эксперимента: L = 240, ℓ = 160, m = 0. По горизон-
тали отложено минимальное количество ошибок классификаторов.
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Рис. 5. Сравнение оценок ожидаемой переобученности для методов ПМЭР
и МП в логарифмической шкале. Условия эксперимента: L = 240, ℓ = 120,
m = 0. По горизонтали отложено минимальное количество ошибок классифи-
каторов.

Оценка расслоения–связности оказывается точной только в случае, когда
минимальное количество ошибок равно нулю, т.е. когда классы линейно раз-
делимы, для остальных значений параметра она является завышенной. Верх-
няя оценка Гуза практически совпадает с точной, из чего можно сделать
вывод о высокой точности оценок.

8.4. Сравнение с Радемахеровской сложностью

На рис. 5 по вертикали в логарифмической шкале отложены значения ожи-
даемой переобученности классификатора, выбираемого методами обучения
ПМЭР (точки •) и МП (точки ◮). Можно отметить, что с увеличением ми-
нимального числа ошибок классификаторов в семействе, т.е. с увеличением
шума, два метода обучения начинают давать близкие значения ожидаемой
переобученности. В этом случае для получения верхней оценки частоты оши-
бок классификатора, выбранного методом ПМЭР, на контрольной выборке,
можно использовать оценку (10). Но при малом уровне шума ожидаемая пе-
реобученность метода ПМЭР оказывается ниже на два порядка. В этом слу-
чае для повышения точности оценок необходимо пользоваться оценкой (9).

9. Заключение

Проведено исследование обобщающей способности семейства одномерных
пороговых решающих правил, определяемой с помощью функционалов веро-
ятности переобучения, полного скользящего контроля и ожидаемой переоб-
ученности.

Показано, что имеющиеся верхние оценки вероятности переобучения яв-
ляются завышенными на 1–2 порядка. Оценки Вапника–Червоненкиса не
учитывают геометрическую структуру классов, от которой, как показано в
экспериментах, зависит обобщающая способность семейства. Комбинаторные
оценки, несмотря на то что принимают во внимание такие геометрические
свойства, как расслоение и связность, все равно являются завышенными для
данного семейства.
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Оценки Гуза для полного скользящего контроля, полученные в рамках
комбинаторной теории переобучения и вычислимые за полиномиальное от
общего количества объектов время, демонстрируют высокую точность, что
обосновывает возможность применения данных оценок в реальных задачах.

Оценки Радемахеровской сложности оказываются достаточно точными
только для задач с высоким уровнем шума на границе классов. В противном
случае, когда граница между классами определяется четко, оценки Радема-
херовского типа являются завышенными на несколько порядков и неприме-
нимыми на практике.

Поскольку имеющиеся верхние оценки обобщающей способности, за ис-
ключением оценок Гуза, не продемонстрировали высокую точность, возника-
ет задача улучшения алгоритма вычисления точных верхних оценок и умень-
шения его вычислительной сложности. Также следующей задачей является
применение точных оценок для повышения качества алгоритмов классифи-
кации, в частности для модификации критериев отбора признаков в жадных
алгоритмах индукции конъюнктивных логических закономерностей и других
логических алгоритмах классификации.

Авторы выражают глубокую признательность рецензентам за тщательное
рассмотрение и ценные замечания, которые были учтены при редактировании
и способствовали улучшению изложения.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. Запишем формулу переобученности и
переставим в ней знаки суммирования:

EOF =
1

CℓL

∑

X∈[X]l

P∑

p=0

[µX = ap] δ (ap,X) =

=
1

CℓL

P∑

p=0

∑

X∈[X]l
[µX = ap] δ(ap,X).

Рассмотрим множество разбиений (X, X̄) с фиксированными значениями t
и e:

t = |X ∩ D|, e = n(ap,X ∩ D).

Множество допустимых значений (t, e) есть Ψp согласно (8).
Обозначим s = n(ap,X ∩ N). Из ограничений s+ t 6 l и s 6 m следует

верхняя оценка параметра s в (7).
Поскольку число ошибок классификатора ap на контрольной выборке рав-

но

n
(
ap, X̄

)
= n (ap,X)− n (ap,X) =

= n (ap,X)− n (ap,X ∩ D)− n (ap,X ∩N) ,
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переобученность классификатора ap для данных s и e представляется в виде

δ (ap,X) =
1

L− ℓ
n
(
ap, X̄

)
− 1

ℓ
n (ap,X) =

=
1

L− ℓ
(n (ap,X)− (s+ e))− 1

ℓ
(s+ e) .

В [24] доказано, что выполнение условия µX = ap не зависит от выбора
разбиения множества N, и показано, что количество разбиений множества N

для данных t и s равно CsmC
ℓ−t−s
L−P−m, откуда следует утверждение теоремы 5.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 6. С помощью неравенства Хёфдинга [30]
с вероятностью ε можно оценить отклонение η = η(ε) переобученности от ее
математического ожидания:

δ
(
µX, X̄

)
≤ EOF (µ) + η (ε) ,

где отклонение η =
√
−2 ln ε

2 .

Тогда частоту ошибок классификатора, выбранного методом ПМЭР, на
контрольной выборке, можно оценить непосредственно через частоту ошибок
на обучающей выборке и математическое ожидание переобученности:

ν
(
µX, X̄

)
= ν

(
µX, X̄

)
+ δ

(
µX, X̄

)
≤ ν (µX,X) + EOF (µ) + η (ε) ,

что обосновывает неравенство (9). Отсюда и из лемм 1 и 2 следует неравен-
ство (10). Теорема 6 доказана.
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covery Problems: École d’Été de Probabilités de Saint-Flour XXXVIII-2008. Lecture
Notes in Mathematics. Springer, 2011.

12. Воронцов К.В. Точные оценки вероятности переобучения // Докл. РАН. 2009.
Т. 429. № 1. С. 15–18.

13. Vorontsov K.V., Ivahnenko A.A. Tight combinatorial generalization bounds for
threshold conjunction rules // 4th Int. Conf. on Pattern Recognition and Machine In-
telligence, 2011. Lecture Notes in Computer Science. Springer–Verlag, 2011. P. 66–73.

14. Vorontsov K.V. Splitting and similarity phenomena in the sets of classifiers and
their effect on the probability of overfitting // Pattern Recogn. and Image Anal.
2009. V. 19. No. 3. P. 412–420.

15. Животовский Н.К., Воронцов К.В. Критерии точности комбинаторных оце-
нок обобщающей способности // Интеллектуализация обработки информации
(ИОИ-2012). М.: Торус Пресс, 2012. С. 25–28.

16. Воронцов К.В., Фрей А.И., Соколов Е.А. Вычислимые комбинаторные оценки
вероятности переобучения // Машинное обучение и анализ данных. 2013. T. 1.
№ 6. С. 734–743.

17. Фрей А.И., Толстихин И.О. Комбинаторные оценки вероятности переобучения
на основе кластеризации и покрытий множества алгоритмов // Машинное об-
учение и анализ данных. 2013. T. 1. № 6. С. 761–778.

18. Haussler D., Littlestone N., Warmuth M.K. Predicting 0, 1-functions on randomly
drawn points // Information and Computation. 1994. V. 115. No. 2. P. 248–292.

19. Vorontsov K.V. Exact combinatorial bounds on the probability of overfitting for
empirical risk minimization // Pattern Recogn. and Image Anal. 2010. V. 20. No. 3.
P. 269–285.

20. Botov P.V. Exact estimates of the probability of overfitting for multidimensional
modeling families of algorithms // Pattern Recogn. and Image Anal. 2010. V. 20.
No. 4. P. 52–65.

21. Толстихин И.О. Вероятность переобучения некоторых разреженных семейств
алгоритмов // Междунар. конф. ИОИ-8. М.: МАКС Пресс, 2010. С. 83–86.

22. Frei A.I. Accurate estimates of the generalization ability for symmetric set of predic-
tors and randomized learning algorithms // Pattern Recogn. and Image Anal. 2010.
V. 20. No. 3. P. 241–250.

23. Ботов П.В. Точные оценки вероятности переобучения для монотонных и уни-
модальных семейств алгоритмов // Математические методы распознавания
образов-14. М.: МАКС Пресс, 2009. С. 7–10.

24. Ишкина Ш.Х. Комбинаторные оценки переобучения пороговых решающих пра-
вил // Уфимск. матем. журн. 2018. Т. 10. № 1. С. 50–65.

25. Журавлёв Ю.И., Рязанов В.В., Сенько О.В. Распознавание. Математические
методы. Программная система. Практические применения. М.: ФАЗИС, 2005.

26. Журавлёв Ю.И. Об алгебраическом подходе к решению задач распознавания
или классификации // Проблемы кибернетики. 1978. Т. 33. С. 5–68.

27. Гуз И.С. Конструктивные оценки полного скользящего контроля для пороговой
классификации // Математическая биология и биоинформатика. 2011. Т. 6. № 2.
С. 173–189.

167



28. GiHub Project https://github.com/shaurushka/theshold-clfs-gen-bound

29. Vorontsov K.V. Combinatorial Theory of Overfitting: How Connectivity and Split-
ting Reduces the Local Complexity // 9th IFIP WG 12.5 Int. Conf., AIAI, 2013.
Springer Berlin Heidelberg, 2013.

30. Hoeffding W. Probability inequalities for sums of bounded random variables // Jour-
nal of the American Statistical Association. 1963. No. 58. P. 13–30.

Статья представлена к публикации членом редколлегии А.И. Михальским.

Поступила в редакцию 29.06.2020

После доработки 09.12.2020

Принята к публикации 15.01.2021

168



С О Д Е Р Ж А Н И Е

Нелинейные системы

Бузиков М.Э., Галяев А.А. Перехват подвижной цели машиной Дубинса за
кратчайшее время . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Стохастические системы

Паламарчук Е.С. Об оптимальном управлении для линейно-квадратического

регулятора со стохастической временной шкалой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Робастное, адаптивное и сетевое управление

Гребенюк Г.Г., Крыгин А.А. Методы поиска конфигураций распределитель-

ных сетей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Жилякова Л.Ю., Кузнецов Н.А. Графовые методы решения задачи об опти-

мальном назначении локомотивов на линейном участке железной дороги –

без ограничений и с ограничениями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
Нежельская Л.А., Кеба А.В. Оптимальная оценка состояний обобщенного

MAP-потока событий с произвольным числом состояний . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Управление в технических системах

Бинь Сунь, Дудин С.А., Дудина О.С., Дудин А.Н. Модель обслуживания

мобильных пользователей в соте с адаптивной модуляцией, учитывающая

влияние случайной среды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
Викторова В.С., Степанянц А.С. Вычисление показателей надежности в

немонотонных логико-вероятностных моделях многоуровневых систем . . . . . .106

Управление в социально-экономических системах

Пашинская Т.Ю., Домбровский В.В. Прогнозирующее управление инвести-

ционным портфелем на финансовом рынке со скрытым переключением ре-
жимов и MS VAR моделью доходностей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

Чхартишвили А.Г. Задача нахождения медианного предпочтения индивидов

в стохастической модели . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .139

Интеллектуальные системы управления, aнализ данных

Ишкина Ш.Х., Воронцов К.В. Исследование завышенности оценок переобу-

чения пороговых решающих правил . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .151

169



C O N T E N T S

Nonlinear Systems

Buzikov M.E., Galyaev A.A. Time-Minimal Interception of Moving Target by

Dubins Car . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Stochastic Systems

Palamarchuk Е.S. On Optimal Control for a Linear-Quadratic Regulator Problem

with a Stochastic Time Scale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Robust, Adaptive and Network Control

Grebenyuk G.G., Krygin A.A. Configuration Search Methods Distribution Net-

works . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Zhilyakova L.Yu., Kuznetsov N.А. Graph Methods for Solving the Problem of

Optimal Assignment of Locomotives on a Linear Railway Section – without

and with Constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
Nezhelskaya L.A., Keba A.V. Optimal State Estimation of Generalized MAP with

an Arbitrary Number of States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Control in Technical Systems

Sun B., Dudin S.A., Dudina O.S., Dudin A.N. Model of Mobile User Service in a

Cell under Adaptive Modulation Scheme Accounting the Influence of a Random

Environment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .86
Viktorova V.S., Stepanyants A.S. Calculation of Reliability Indices in Non-

Coherent Logical-Probability Models of Multi-State Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

Control in Social Economic Systems

Pashinskaya T.Yu., Dombrovskii V.V. Predictive Control for Investment Portfolio

in the Financial Market with Hidden Regime-Switching and MS VAR Model of

Asset Returns . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
Chkhartishvili A.G. The Problem of Finding the Median Preference of Individuals

in the Stochastic Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .139

Intellectual Control Systems, Data Analysis

Ishkina Sh.Kh., Vorontsov K.V. Sharpness Estimation of Combinatorial Gener-

alization Bounds for Threshold Classifiers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

170


