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МЕТОДЫ ПОВЫШЕНИЯ ЭФФЕКТИВНОСТИ РОЕВЫХ
АЛГОРИТМОВ ОПТИМИЗАЦИИ1

Роевые алгоритмы относятся к классу популяционных метаэвристиче-
ских методов оптимизации. Несмотря на использование различных мета-
фор, большинство роевых алгоритмов имеют схожую структуру, в них
можно выделить такие общие компоненты, как инициализация популя-
ции решений, диверсификация и интенсификация решений. На основании
концепции общности был проведен анализ ключевых подходов, методов
и способов повышения эффективности роевых алгоритмов оптимизации.
В обзоре роевые алгоритмы оптимизации рассматриваются как совокуп-
ность операторов, без детального обсуждения каждого алгоритма, основ-
ное внимание сосредоточено на анализе ключевых компонентов алгорит-
мов. Основная идея повышения эффективности заключается в соблюде-
нии баланса между диверсификацией и интенсификацией. В этом контек-
сте рассмотрены механизмы поддержки популяционного разнообразия,
методы настройки и регулировки параметров роевых алгоритмов, подхо-
ды к гибридизации алгоритмов, обозначено несколько открытых проблем,
связанных с темой обзора.

Ключевые слова: оптимизация, метаэвристики, роевые алгоритмы, дивер-
сификация, интенсификация.
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1. Введение

Многие сложные проблемы в области науки, техники, экономики и бизнеса
могут быть сформулированы как задачи оптимизации. Традиционные мето-
ды оптимизации, основанные на производных, доказали свою эффективность
в решении различных типов задач оптимизации. Однако применение этих ме-
тодов связано с рядом ограничений, таких как “застревание” в локальных оп-
тимумах, сильная зависимость от начальных условий, большая вычислитель-
ная сложность и неприменимость к конкретным классам целевых функций.
Это привело к необходимости разработки альтернативных методов, которые
могли бы преодолеть эти ограничения [1].

Поиск оптимальных решений NP-трудных задач часто выполняется с по-
мощью методов, получивших название “метаэвристики”. Прежде чем перейти

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект № 19-17-50050).
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к рассмотрению метаэвристик, дадим рабочее определение понятию эври-
стика — это способ нахождения “достаточно хороших” решений без доказа-
тельства оптимальности найденных решений. Качество или эффективность
решения могут быть выражены через точность, стабильность, экономию па-
мяти или времени. Термин “мета” указывает на обобщенность и “методоло-
гию верхнего уровня”. Как правило, эвристики предназначены для решения
конкретных задач, в то время как метаэвристики независимы от решаемых
проблем. По мнению Шона Люка, автора известной книги “Основы метаэв-
ристик” [2], метаэвристика — общее, но неудачное название стохастического
алгоритма оптимизации, который применяется в качестве последней надеж-
ды на пути к решению задачи оптимизации. Стохастическая оптимизация —
большой класс алгоритмов и методов, использующих случайность для поиска
оптимального (субоптимального) решения сложных задач. Применяются ме-
таэвристики в том случае, когда 1) неизвестен способ поиска оптимального
решения; 2) недостаточно имеющейся априорной информации; 3) невозмо-
жен полный перебор; 4) можно проверить качество решения, т.е. неизвестна
аналитическая форма целевой функции f(x), но ее значение может быть вы-
числено для конкретного решения x.

Метаэвристики не используют вычисление производных целевой функции,
однако, в отличие от детерминированных методов оптимизации, метаэвристи-
ки позволяют находить за приемлемое время удовлетворительные решения
задач большой размерности. Широкому применению метаэвристик способ-
ствуют увеличение вычислительной мощности компьютеров и развитие па-
раллельных архитектур [3]. На рис. 1 приведено распределение количества
статей, индексируемых в базе данных Scopus, в которых упоминалось слово
“metaheuristic”, а на рис. 2 указано распределение статей по отраслям знаний.

Метаэвристические методы классифицируются по различным основани-
ям. Методы, формирующие последующее решение на основе единственного
предыдущего решения, относятся к траекторным методам, типичными пред-
ставителями которых являются алгоритм имитации отжига [4] и поиск с за-
претами [5]. Популяционные методы формируют решение на основе своего
предыдущего опыта и информации о лучших решениях в популяции. Траек-
торные методы в большей степени ориентированы на интенсификацию реше-
ний, тогда как базовая метаэвристика, основанная на популяциях, в большей
степени ориентирована на диверсификацию [3]. Популяционные методы раз-
делены на четыре класса [6]: эволюционные алгоритмы, основанные на про-
цессах эволюции; алгоритмы, имитирующие физические процессы; роевые
алгоритмы, основанные на поведенческих процессах социальных животных;
алгоритмы, имитирующие поведение человека.

Концепция отсутствия универсального алгоритма оптимизации, оформ-
ленная в виде “теоремы о бесплатных завтраках” [7], фактически констатиру-
ет отсутствие необходимости оценивать эффективность алгоритмов оптими-
зации в среднем для всех проблем. Теорема указывает на важность понима-
ния взаимосвязи между компонентами алгоритма оптимизации и спецификой
решаемой проблемы и побуждает специалистов к проведению новых иссле-
дований в области роевых алгоритмов. Эти исследования можно разделить
на три большие категории [8]. Первая категория связана с исследованием и
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Рис. 1. Распределение количества статей, индексируемых в базе данных
Scopus, в которых упоминалось слово “metaheuristic”.
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Рис. 2. Распределение по отраслям знаний статей, в которых упомина-
лось слово “metaheuristic”.

модификацией роевого алгоритма для улучшения его сходимости, точности
решения, уменьшения времени выполнения. Вторая категория относится к
исследованию типов проблем, которые могут быть решены с помощью данно-
го алгоритма. Большинство роевых алгоритмов изначально предназначались
для решения однокритериальных задач безусловной оптимизации. После то-
го как алгоритм показал свою эффективность в решении указанных задач,
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проводится его модификация для решения других типов задач, таких как
задачи одноцелевой оптимизации с ограничениями, задачи многоцелевой оп-
тимизации, задачи многоцелевой оптимизации с ограничениями, комбинатор-
ные задачи оптимизации и т.д. Третья категория связана с исследованиями
практических приложений алгоритмов.

Цель обзора связана с первой категорией исследований. Существующие об-
зоры, посвященные метаэвристической оптимизации, по большей части сосре-
доточены на эволюционных алгоритмах и в меньшей степени на роевых ал-
горитмах. Обзоры, за редким исключением, сосредоточены на рассмотрении
метафор, лежащих в основе метаэвристиеских алгоритмов, и не раскрывают
общего понимания механизмов генерации и модификации решений. В пред-
ставленном обзоре роевые алгоритмы оптимизации рассматриваются как со-
вокупность операторов, без детального обсуждения каждого алгоритма, ос-
новное внимание сосредоточено на анализе ключевых компонентов роевых
алгоритмов.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 дается краткое опи-
сание основных понятий и терминологии роевых алгоритмов. Так как алго-
ритм роящихся частиц является прототипом для реализации многих после-
дующих роевых алгоритмов, его описанию посвящен раздел 3. Процедуры
инициализации рассматриваются в разделе 4. В разделе 5 приведены некото-
рые меры популяционного разнообразия, а механизмы поддержки разнообра-
зия — в разделе 6. Проблемы настройки и регулировки значений параметров
рассматриваются в разделе 7. В разделе 8 дается краткое описание основных
подходов к гибридизации роевых алгоритмов. Открытые проблемы кратко
рассмотрены в разделе 9. В разделе 10 подведены итоги.

2. Основные понятия и терминология

Алгоритмы оптимизации ищут точку в пространстве поиска, в которой
значение целевой функции максимально или минимально в зависимости от
задачи оптимизации.

Рассмотрим задачу поиска минимального значения функции

min f(x),xmin ≤ x ≤ xmax,

xmin = (x1,min, x2,min, . . . , xD,min) , xmax = (x1,max, x2,max, . . . , xD,max) ,

xmin и xmax определяют пространство поиска, f : ℜD → ℜ — целевая функ-
ция D-мерного векторного аргумента, которая оценивает решение x =
= (x1, x2, . . . , xD).

Большинство традиционных методов оптимизации требуют выполнения
определенных условий, таких как выпуклость, непрерывность и т.д. Прини-
мая во внимание ограничения традиционных методов, исследователи предло-
жили использовать методы стохастической оптимизации, в частности роевые
алгоритмы.

Большинство роевых алгоритмов оптимизации основаны на метафоре при-
родных или техногенных процессов. Однако анализ работы метаэвристиче-
ского алгоритма должен быть выполнен с использованием общепринятой тер-
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минологии в области оптимизации, а не на языке метафоры. Реальная цен-
ность использования таких метафор в алгоритмах оптимизации часто неясна
и вызывает ряд критических замечаний [9, 10]. Основное замечание связано
с отсутствием алгоритмических различий в так называемых новых метаэв-
ристиках по сравнению с ранее опубликованными. Автор публикации [11],
проведя строгий анализ гармонического поиска [12], приходит к выводу, что
эта метаэвристика является частным случаем хорошо известной эволюцион-
ной стратегии. В [13] показано, что оптимизация на основе черных дыр [14]
является упрощенной версией алгоритма роящихся частиц. Анализ алгорит-
ма под названием “интеллектуальные капли воды” [15] позволил авторам [10]
сделать вывод о том, что все основные алгоритмические компоненты этой
метаэвристики являются упрощениями или частными случаями алгоритма
муравьиной колонии. Другое важное критическое замечание связано с со-
мнением по поводу полезности использования некоторых метафор при раз-
работке алгоритмов оптимизации. Авторы публикаций [9, 10, 13] указывают
на то, что, хотя некоторые метафоры имеют хорошее математическое описа-
ние, созданные на их основе метаэвристики либо существенно модифицируют
указанные описания, либо вообще не соответствуют исходной метафоре. В [9]
утверждается, что в большинстве случаев метафоры совершенно не нужны
для описания алгоритма оптимизации, роль метафор часто преувеличивается
их авторами.

Роевые алгоритмы оптимизации могут рассматриваться как итеративные
процедуры поиска, где рой — это множество взаимодействующих частиц, ко-
торые определяют потенциальное решение задачи оптимизации в D-мерном
пространстве. Итоговое решение может быть представлено либо отдельной
частицей (координаты частицы в пространстве поиска), либо группой частиц,
где каждая частица представляет собой часть решения. Существуют две ос-
новные схемы кодирования возможных решений: векторное и представление
в виде графа. В векторном типе представления каждое возможное решение
кодируется строкой значений:

xi = (xi1, xi2, . . . , xiD) i = 1, 2, . . . , N,(1)

где N — размер популяции, D — размерность пространства поиска.

Многие задачи комбинаторной оптимизации, например задача коммивоя-
жера, могут быть представлены в виде графа. В таком представлении части-
цы перемещаются от одного узла к другому, пока не пройдут все узлы, и не
будет найдено полное решение проблемы (путь, соединяющий все города).

Схемы кодирования во многом определяют способ формирования новых
вариантов решения. В большинстве роевых алгоритмов новые решения ге-
нерируются случайным образом или с использованием эвристики, которая
объединяет существующие решения для получения нового. Для векторного
представления типичный метод обновления выполняется на основе уравнения

xi(t+ 1) = xi(t) + ∆i(t+ 1),(2)

где xi(t) — текущее решение, xi(t + 1) — обновленное решение, ∆i(t) — мо-
дифицирующий вектор, t — текущая итерация. Модифицирующий вектор
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может быть сформирован так: 1) на основе градиента; 2) перестановкой от-
дельных частей нескольких решений; 3) внесением направленного возмуще-
ния, вычисленного как разность двух решений, умноженная на равномерно
распределенное случайное число; 4) внесением случайного возмущения, ос-
нованного на распределениях Гаусса, Коши, Леви.

В силу ограниченности объема статьи будет рассмотрен только векторный
тип представления решения.

Большинство роевых алгоритмов имеют сходную структуру, в которой
можно выделить ключевые компоненты и функции:

1) инициализация — задание значений параметрам алгоритма, формиро-
вание начальной популяции;

2) диверсификация (глобальный поиск) — генерация новых решений или
исследование всего пространства поиска, когда модифицирующий вектор мо-
жет принимать большие значения, обеспечивая разнообразие решений и не
позволяя застрять в локальном оптимуме;

3) интенсификация (локальный поиск) — улучшение ранее найденных ре-
шений, выполняемое на ограниченном пространстве поиска, в этом случае
модифицирующий вектор принимает малые значения.

Перечисленные выше компоненты реализуют вычислительные процедуры,
например диверсификация почти всегда выполняется путем рандомизации, а
интенсификация реализуется путем незначительного изменения лучших ре-
шений. Роевые алгоритмы можно классифицировать на две группы. В первую
группу входят алгоритмы, в которых явно присутствуют компоненты дивер-
сификации и интенсификации, например меметические алгоритмы [16], алго-
ритм на основе теории электромагнетизма [17], алгоритм ворон [18], прямой
алгоритм муравьиной колонии [19]. Ко второй группе относятся алгоритмы
с одним выражением, отвечающим как за диверсификацию, так и за интен-
сификацию, например алгоритм роящихся частиц [20], алгоритм “кукушкин
поиск” [21]. Для соблюдения баланса между диверсификацией и интенсифи-
кацией необходима мера измерения популяционного разнообразия, определив
которую, можно поддерживать баланс путем изменения параметров алгорит-
ма или гибридизации.

Типичным представителем алгоритмов с одним выражением является ал-
горитм роящихся частиц, являющийся прототипом для реализации многих
последующих алгоритмов и примером для иллюстрации методов повышения
эффективности. Далее приведено краткое описание этого алгоритма.

3. Стандартный алгоритм роящихся частиц

Алгоритм роящихся частиц имеет мало настраиваемых параметров,
небольшое требование к памяти, что делает его вычислительно эффектив-
ным. Алгоритм роящихся частиц [20] — это стохастический метод поиска,
основанный на итеративном взаимодействии частиц, образующих рой. Пере-
мещение частицы в пространстве поиска определяют три фактора: инерция,
память, сотрудничество. Инерция подразумевает, что частица не может мгно-
венно изменить свое направление движения. Каждая частица имеет память
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и хранит свою лучшую позицию в пространстве поиска. Известна частице и
лучшая позиция роя. Зная эти две позиции, частица динамически изменя-
ет скорость согласно ее собственному опыту и опыту полета других частиц.
Таким образом, движение каждой частицы задается ее лучшей позицией, ее
текущей скоростью, ускорением, заданным предыдущей позицией, и уско-
рением, заданным лучшей частицей в рое. Рой прекращает движение при
выполнении хотя бы одного из следующих условий: рой достиг состояния
равновесия, найдено оптимальное решение (ошибка меньше заданной), вы-
полнено заданное количество итераций. Пространство поиска — множество
действительных чисел, рой состоит из N частиц-решений. Позиция i-й части-
цы определяется вектором (1). Лучшая позиция, которую занимала i-я части-
ца, определяется вектором pi = (pi1, pi2, . . . , piD), модифицирующий вектор в
выражении (2) определяется скоростью частицы vi = (vi1, vi2, . . . , viD). Ско-
рость и положение i-й частицы на итерации t+ 1 определяют уравнения

xi(t+ 1) = xi(t) + vi(t+ 1),

vi(t+ 1) = w · vi(t) + c1 · rand · (pi(t)− xi(t)) + c2 ·Rand · (pg(t)− xi(t)),

где i = 1, 2, . . . , N ; vi(t) — вектор скорости i-й частицы на итерации t; xi(t) —
координаты i-й частицы на итерации t; c1, c2 — положительные коэффици-
енты ускорения; pi(t) — лучшая позиция i-й частицы на первых t итерациях;
pg(t) — глобально лучшая позиция частицы в рое на первых t итерациях (за-
дается индексом g); w — эмпирический коэффициент инерции; rand , Rand —
случайные числа из диапазона [0; 1].

Если коэффициенты ускорения и инерции не меняются в процессе рабо-
ты алгоритма, то для соблюдения баланса между диверсификацией и ин-
тенсификацией значения этих коэффициентов рекомендуется устанавливать
c1 = c2 = 1,419, а w = 0,721 [22].

Рой имеет своего рода топологию, описывающую взаимосвязи между ча-
стицами. Каждая частица имеет множество соседей. Соседями частицы мо-
жет быть весь рой или некоторое его подмножество. Две наиболее часто ис-
пользуемые топологии известны как gbest и lbest . Топология gbest является
полносвязной топологией, в отличие от lbest , в которой частица взаимодей-
ствует с ограниченным числом соседей. Алгоритм с топологией gbest быстро
сходится и имеет больше шансов застрять в локальных оптимумах. Алгоритм
с топологией lbest медленнее сходится, но более полно исследует пространство
поиска и, как правило, находит лучшее решение [3].

4. Инициализация

Если целевая функция имеет несколько локальных оптимумов, то тради-
ционные алгоритмы сходятся к одному из тех, положение которого определя-
ет процедура инициализации. Алгоритмы могут найти глобальный оптимум,
если начальные решения принадлежат области притяжения глобального оп-
тимума. Процедура инициализации играет важную роль и в роевых алгорит-
мах, где отсутствие разнообразия в популяции может привести к преждевре-
менной сходимости и попаданию в локальный оптимум. Таким образом, эф-
фективность методов оптимизации может быть повышена за счет разработки
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методов генерации перспективных начальных решений. Однако на сегодняш-
ний день отсутствуют системные исследования процесса инициализации и то-
го, как начальные распределения решений могут влиять на эффективность
роевых алгоритмов при решении определенного класса проблем [1].

Процедура инициализации включает задание начального размера популя-
ции и собственно создание начальной популяции. Размер популяции влия-
ет на надежность и вычислительные затраты алгоритма. Небольшой размер
популяции может привести к быстрой сходимости к локальному оптимуму,
большой размер увеличит вычислительные затраты и может привести к мед-
ленной сходимости [23]. Размер популяции может быть увязан с размерно-
стью пространства поиска D. В [8] предлагается определять размер популя-
ции в алгоритме роящихся частиц как

[10 + 2
√
D] ,

где [·] — целая часть числа. Для задач большой размерности (D ≥ 50) в [24]
размер популяции в алгоритме “кукушкин поиск” предлагается устанавли-
вать равным D. Авторы [25] определяют размер популяции в модифициро-
ванном алгоритме искусственной пчелиной колонии как 5D, а в модифициро-
ванном алгоритме серого волка размер популяции задается равным 3D [26].
Однако чаще всего размер популяции выбирается экспериментальным путем.
Другим подходом к решению этой проблемы является введение адаптивного
метода формирования размера популяции, который делает роевый алгоритм
менее чувствительным к начальному выбору размера популяции.

Можно выделить несколько различных стратегий создания начальной по-
пуляции: стохастические методы, квазислучайные последовательности, ме-
тод оппозиционного обучения, многошаговый метод. Группу стохастических
методов можно разделить на две подгруппы: генераторы псевдослучайных
чисел и генераторы хаотических чисел. В роевых алгоритмах при отсутствии
априорных знаний генерация случайных чисел является распространенным
способом создания начальной популяции, которая может быть определена
как

xi,j ∼ U
(
low j; upj

)
, i = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . ,D,

где U представляет собой равномерное распределение, low j, upj — нижнее и
верхнее значения j-й переменной.

Равномерное распределение начальных решений по пространству поис-
ка не является единственно возможным, наряду с равномерным использует-
ся распределение Леви, бета-распределение, нормальное распределение, лог-
нормальное распределение и др. [1]. Основным достоинством метода на осно-
ве псевдослучайных чисел является простота, поскольку средства генерации
псевдослучайных чисел присутствуют в каждом языке программирования, с
их помощью легко решается проблема инициализации начальной популяции.

Для создания стохастических начальных популяций используются хаоти-
ческие методы, для которых характерны эргодичность, случайность и ре-
гулярность [27]. Чтобы создать хаотическую популяцию, нужна хаотическая
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карта. В очень общем виде одномерные хаотические карты работают следую-
щим образом [27]:

xt+1
i,j = fm

(
xti,j
)
,

где xti,j — j-я переменная i-й частицы на итерации t, m — определяемый

пользователем параметр. Обычно x0i,j выбирается случайным образом, по-
следующие точки создаются путем многократного применения хаотической
карты. Наиболее часто применяются следующие хаотические карты: логисти-
ческое отображение (Logistic Map), синусоидальное отображение (Sinusoidal
iterator), отображение tent-map, гауссово отображение (Gauss Map).

Авторы [28] считают что, хотя метод генерации случайных чисел очень
прост с точки зрения программирования, он не очень эффективен, потому
что сгенерированные компьютером числа не покрывают равномерно про-
странство поиска. Квазислучайные последовательности относятся к детер-
минированным методам, генерирующим одну и ту же популяцию. Детерми-
нированные методы инициализации разработаны для обеспечения равномер-
ного распределения частиц на всем пространстве поиска. В последнее время
эти методы привлекают больше внимания, потому что в отсутствие предва-
рительных знаний о проблеме, однородность начальной популяции может по-
высить исследовательскую способность алгоритма на его ранних стадиях [27].
В квазислучайной последовательности разнообразие популяции, как прави-
ло, лучше, чем при псевдослучайной генерации. Для формирования началь-
ной популяции алгоритма роящихся частиц использовались квазислучайные
последовательности Ван-дер-Корпута [28] и Фора [29], а для инициализации
популяции алгоритма гравитационного поиска использовали генератор Собо-
ля [30].

Идея инициализации на основе оппозиционного обучения основана на про-
тивоположных отношениях между сущностями и заключается в одновре-
менном формировании как текущих решений, так и решений, противопо-
ложных текущим, используя для этого противоположные числа. В [31] да-
но определение противоположной точки в D-мерном пространстве. Пусть
z = (z1, . . . , zD) — точка в пространстве и zj ∈ [aj ; bj ], j = 1, 2, . . . ,D. Про-
тивоположность z определяется как ž = (ž1, . . . , žD) как

žj = aj + bj − zj .(3)

Одновременное использование случайного решения и его противоположно-
сти дает больше шансов найти оптимальное решение [31]. Можно предпо-
ложить, если текущие случайно сгенерированные решения далеки от оп-
тимального решения, то их противоположности будут ближе к этому ре-
шению. Приведенное выше определение противоположной точки называет-
ся противоположностью типа I, она определяется в соответствии с отно-
шением между точками в пространстве поиска без учета их функциональ-
ных значений. Противоположность типа II определяется с учетом функцио-
нального пространства задачи следующим образом [31]. Предположим, что
для функции f (x1, x2, . . . , xD) предопределены или могут быть оценены ymin

и ymax. Пусть y = f (x1, x2, . . . , xD) ∈ ℜ и y ∈ [ymin; ymax]. Для каждой точки
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x = (x1, x2, . . . , xD) противоположная точка типа II x̆ = (x̆1, x̆2, . . . , x̆D) опре-
деляется как

x̆II = {x | y̆ = ymin + ymax − y} .(4)

Авторы [31] теоретически доказали, что в общем случае противоположные
числа с бóльшей вероятностью будут ближе к оптимальному решению, чем
чисто случайные; в [32] теоретические исследования были подтверждены экс-
периментально применительно к метаэвристике “дифференциальная эволю-
ция”. Применением инициализации на основе оппозиционного обучения улуч-
шены алгоритм роящихся частиц [33], алгоритм на основе стада криля [34],
алгоритм на основе электромагнетизма [17]. На первом этапе методы оппози-
ционного обучения генерируют набор точек, называемых исходной популяци-
ей. Исходная популяция может быть сгенерирована с использованием любого
метода инициализации, например генератором равномерно распределенных
чисел [32] или хаотической картой [35]. Затем используются некоторые про-
стые эвристические правила (например выражения 3 или 4) для создания
другой популяции такого же размера. Итоговая популяция формируется пу-
тем объединения обеих популяций на основе значений целевых функций вхо-
дящих в них решений.

Примером многошагового метода является центроидальная тесселяция
Вороного. С помощью этого метода можно разделить пространство поиска на
равные объемы, не используя целевую функцию. Врéменная популяция со-
здается с использованием генератора равномерно распределенных чисел или
более сложных методов. Затем с помощью множества случайно сгенерирован-
ных вспомогательных точек пространство поиска разделяется на несколько
областей. Эти области итеративно расширяются, пока не будут выполнены
некоторые критерии. Центры областей используются в качестве начальной
популяции [36]. Другим примером многошагового метода является подход к
поиску перспективных регионов, названный Smart Sampling [37], который ге-
нерирует начальные решения, оценивает их, используя целевую функцию,
и разделяет их на два класса — “хорошие” и “плохие” — на основе порога,
применяемого к значению целевой функции каждого решения. На размечен-
ной выборке начальных решений строится классификатор, который позво-
ляет проверять, является ли вновь сгенерированное решение хорошим без
использования целевой функции. Если новое решение классифицируется как
“хорошее”, оно может быть оценено целевой функцией. Подход Smart Sam-
pling эффективен только в том случае, если вычислительно затратным явля-
ется процесс определения значения целевой функции.

В [1] предложен метод инициализации на основе латинского гиперкуба,
суть которого заключается в разделении значений каждой координаты по-
иска на N равных интервалов, в каждый из которых попадает по одному
начальному решению. Такой метод позволяет избежать проблемы чрезмер-
ного скопления решений в одной точке пространства поиска. Исследования
показывают, что такой метод может обеспечить лучшее покрытие, чем рав-
номерное распределение [1].

Автор обзора [1] отмечает следующие проблемы рассмотренных методов
инициализации: стохастические методы просты и легко реализуемы, однако
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они плохо масштабируемы; хаотические методы сильно зависят от началь-
ных условий; методы оппозиционного обучения генерируют популяцию удво-
енного размера, что приводит к удваиванию вычислительных затрат; метод
латинского гиперкуба очень эффективен при небольших размерностях про-
странства поиска, но он не дает явного преимущества при решении задач
высокой размерности [1]. Как не существует единственного эффективного
алгоритма оптимизации (“теорема о бесплатных завтраках” [7]), так не су-
ществует единственного эффективного алгоритма инициализации, в [1] на
примерах показано, что для разных задач следует использовать разные ал-
горитмы.

5. Меры популяционного разнообразия

Эффективность роевого алгоритма во многом определяет баланс между
фазами диверсификации и интенсификации. О том, в какой фазе находится
алгоритм в каждый момент выполнения, можно судить по значению попу-
ляционного разнообразия. Разнообразие определяется как расстояние между
решениями в пространстве поиска или как различие между значениями целе-
вых функций найденных решений. Недостаточное популяционное разнообра-
зие приводит к быстрой сходимости к потенциально неоптимальному реше-
нию. Для управления поиском решений необходимо иметь метрику для опре-
деления популяционного разнообразия. Метрики, основанные на расстоянии
Минковского, наиболее часто используются для определения разнообразия.
В [38] популяционное разнообразие определяется как

Div =
1

N

N∑

i=1

√√√√
D∑

j=1

(xij(t)− x̄j(t))
2,

где x̄j(t) — среднее значение по j-му признаку на итерации t.

В [35, 39] разнообразие популяции алгоритма роящихся частиц и алгорит-
ма искусственной пчелиной колонии рассчитывается по формуле

Div =
1

N

N∑
i=1

‖xi − x̄‖

max
1≤i,j≤N

‖xi − xj‖
.

В [40] разнообразие популяции основано на норме L1:

Div =
1

N ·D
N∑

i=1

D∑

j=1

|xij(t)− x̄j(t)| .

По мнению авторов [41], медиана более эффективно указывает на центр
j-го измерения, поэтому в [41] среднее значение x̄j(t) заменено на медиану.
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В [42] разнообразие определяется через Евклидово расстояние относитель-
но лучшего решения в популяции

Div =
1

N

N∑

i=1

√√√√
D∑

j=1

(xij(t)− pjg(t))
2.

Разнообразие может быть определено как значение расстояния между луч-
шими решениями. В [43] это расстояние между всеми лучшими решениями,
найденными каждой из частиц,

Div =
2

N(N − 1)

N−2∑

i=1

N−1∑

j=i+1

|pi − pj| .

В [44] разнообразие определяется как значение расстояния между текущим
и усредненным лучшим решением каждой частицы:

Div =
1

N

N∑

i=1

|pi − p̄i| .

В качестве показателя преждевременной сходимости в [45] рассматрива-
ется разность целевых функций лучших решений на двух итерациях:

δ(t) = f (pg(t− 1))− f (pg(t)) .

Констатируется преждевременная сходимость, если для заданного числа по-
следовательных итераций значение δ (t) меньше заданного порога.

Мера разнообразия, основанная на относительном расстоянии частиц до
глобально лучшей частицы, предложена в [45]:

Div = max
i=1,...,N

‖xi − pg‖√
D∑
j=1

(xmax,j − xmin,j)
2

.

Популяционное разнообразие может быть определено на основе индекса
квази-энтропии, который вычисляется по формулам [46]

QE(t) = −
N∑

i=1

Pi(t) log Pi(t),

Pi(t) =
f(pi(t))

N∑
i=1

f(pi(t))

,

где f(pi(t)) — лучшее значение целевой функции i-й частицы на первых t
итерациях. Авторы [46] предполагают, что на ранних стадиях оптимизации
ни одна из частиц не находится в области глобального оптимального решения
и индекс QE изменяется незначительно. На более поздних стадиях, когда
все больше частиц попадают в область глобального оптимального решения,
индекс QE резко уменьшается и, когда он достигнет определенной доли от
начального значения, запускается локальный поиск.
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Разнообразие в [44] определяется через распределение текущих скоростей
частиц

Div =
1

N

N∑

i=1

|vi − v̄i| ,

где vi, v̄i — текущее и среднее значения скорости i-й частицы соответственно.

Популяционное разнообразие может быть определено на основе значения
целевой функции. В [1] популяционное разнообразие определяется по форму-
ле

Div =
min (fbest , favg)

max (fbest , favg)
,

где fbest(t), fworst(t), favg(t) — лучшее, худшее и среднее значения целевой
функции.

В [16, 47] проведено исследование метрик разнообразия при поиске опти-
мума различных математических функций. Для исследования были выбраны
метрики

ξ = Div = min

{∣∣∣∣
fbest − favg

fbest

∣∣∣∣ , 1
}
,

ν = Div = min

{∣∣∣∣
σf
favg

∣∣∣∣ , 1
}
,

ψ = Div = 1−
∣∣∣∣
favg − fbest
fworst − fbest

∣∣∣∣ ,

χ = Div = 1− |fbest − favg |
max |fbest − favg |k

,

(5)

ϕ = Div =
σf

|fworst − fbest |
,

где σf — стандартное отклонение от среднего значения целевой функции.
Недостатками метрики ξ являются слабая устойчивость и сильная зависи-
мость от области изменения целевой функции. Однако с ее помощью удает-
ся получить хороший результат для многомерных и сложных ландшафтов
целевых функций, которые имеют ограниченный диапазон изменчивости и
минимум у которых находится около нуля (например в инженерных задачах
для минимизации ошибки). Метрика ν зависит от стандартного отклонения
и, следовательно, от распределения значений целевой функции по всем эле-
ментам популяции. Эта метрика также как и ξ-метрика хорошо работает с
целевыми функциями, имеющими ограниченный диапазон изменчивости, но
она менее чувствительна к разбросам значений этих функций. В отличие от
ξ- и ν-метрик, ψ не зависит от диапазона изменения значений целевой функ-
ции. Эта метрика очень чувствительна к небольшим изменениям и поэтому
особенно подходит для ландшафтов целевых функций, содержащих плато и
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области с небольшим градиентом. Метрика χ характеризует не только ме-
ру разнообразия, но и является оценкой лучшего результата по сравнению с
другими решениями. Метрика ϕ может рассматриваться как комбинация ν-
и ψ-метрик [16, 47].

Метрик разнообразия столько же, сколько проблем, т.е. метрики разно-
образия специфичны для конкретной проблемы [48]. Не существует “наилуч-
шей” метрики в целом, но есть “наиболее подходящая” метрика, зависящая не
только от ландшафта целевой функции, но и от алгоритма оптимизации [16].
Автор [16] утверждает, что эффективная метрика разнообразия для эволюци-
онной стратегии вряд ли будет эффективной для определения разнообразия
для дифференциальной эволюции; это соображение автор [16] рассматривает
как следствие теоремы об отсутствии бесплатных завтраков [7].

Разнообразие характеризует состояние популяции или распределение ча-
стиц. Большое значение Div означает, что поиск находится в состоянии ди-
версификации, малое значение свидетельствует о том, что поиск находится
в состоянии интенсификации [40]. С помощью измерения разнообразия рас-
считывается доля диверсификации и интенсификации на каждой итерации:

Xdv =

(
Div

Divmax

)
,

Xit =

( |Div −Divmax|
Divmax

)
.

Используя приведенные выше соотношения, можно поддерживать разнооб-
разие популяции на достаточном уровне, не допуская ранней сходимости ал-
горитма. Механизмы поддержки популяционного разнообразия рассмотрены
в разделе 6.

6. Механизмы поддержки популяционного разнообразия

Результаты поиска, выполняемого роевым алгоритмом, зависят от уста-
новленного или динамического баланса между двумя компонентами алго-
ритма: диверсификацией и интенсификацией. Успешно работающий компо-
нент диверсификации обеспечит поиск на всем пространстве поиска, однако
этот компонент может замедлить процесс сходимости алгоритма. Существу-
ют несколько основных механизмов поддержания разнообразия: 1) ре-ини-
циализация; 2) введение новых операторов: хаотических процедур и операто-
ров кроссовера и мутации; 3) разделение популяции на субпопуляции.

6.1. Ре-инициализация

Ре-инициализация частиц является эффективным способом поддержания
разнообразия, такой механизм способствует выходу частиц из локальных оп-
тимумов и дает алгоритму возможность находить “достаточно хорошее” ре-
шение. Различают случайную ре-инициализацию, когда повторно генериру-
ются большинство частиц, и элитную ре-инициализацию, когда сохраняются
решения с лучшей целевой функцией [44].
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В [49] новое решение генерируется на основе предыдущего решения пу-
тем добавления в него шума. По количеству повторно инициализированных
решений определено три стратегии.

1. Количество ре-инициализированных решений уменьшается в процессе
поиска. Более половины решений ре-инициализируются в начале поиска, а за-
тем количество ре-инициализированных решений линейно уменьшается при
каждой ре-инициализации. Эта стратегия заключается в том, чтобы сначала
сосредоточиться на диверсификации, а в конце поиска — на интенсификации.

2. Часть решений повторно инициализируется после заданного числа ите-
раций. Количество ре-инициализированных решений не меняется в процессе
поиска.

3. Количество ре-инициализированных решений увеличивается в процессе
поиска. Менее половины решений ре-инициализируются в начале поиска, и
число ре-инициализированных решений линейно увеличивается при каждой
ре-инициализации. Эта стратегия заключается в том, чтобы сначала сосре-
доточиться на интенсификации, а в конце поиска — на диверсификации.

В [50] ре-инициализация выполняется следующим образом: через заданное
количество итераций в текущую популяцию изN решений добавляется ещеN
случайно сгенерированных решений; из полученных 2N решений выбираются
N лучших; процесс повторяется заданное количество раз. В [51] предлагаются
две стратегии ре-инициализации алгоритма роящихся частиц. Первая страте-
гия предполагает повторную инициализацию отдельных частиц, чье лучшее
положение не улучшается после заданного числа итераций. Вторая страте-
гия подразумевает ре-инициализацию всей популяции, когда число лучших
частиц в рое, имеющих значение целевой функции, близкое к значению целе-
вой функции глобально лучшей частицы, превысит заданное пороговое значе-
ние. В [52] предлагается элитная схема ре-инициализации, когда случайным
образом генерируются все решения за исключением лучшего, полученного на
последней итерации, при условии, что после заданного числа итераций отно-
сительное улучшение значения целевой функции меньше порогового. В [45]
активируется процедура ре-инициализации, если подтверждается состояние
преждевременной сходимости или недостаточного популяционного разнооб-
разия. В этом случае каждое решение заменяется на его противоположность,
используя метод оппозиционного обучения.

6.2. Введение новых операторов

6.2.1. Эволюционные операторы

Операторы кроссовера и мутации, применяемые в эволюционных алгорит-
мах, все чаще применяются и в роевых алгоритмах для увеличения популя-
ционного разнообразия [34, 53–56]. Оператор мутации, вносящий возмущение
в решение z ∈ ℜD, может быть определен как

x`= x+ Z,

где Z — вектор случайных чисел, распределенных по заданному закону.
Примерами являются операторы мутации на основе распределения Гаусса
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Таблица 1. Описание операторов мутации

Схема Оператор мутации

De/Best/1 x = pg + F · (xr1 − xr2)

De/Best/2 x = pg + F · (xr1 − xr2 + xr3 − xr4)

De/CurrToBest/1 x = xi +K · (pg − xi) + F · (xr1 − xr2)

De/CurrToRand/1 x = xi +K · (xr3 − xi) + F · (xr1 − xr2)

De/Rand/1 x = xr1 + F · (xr2 − xr3)

De/Rand/2 x = xr5 + F · (xr1 − xr2 + xr3 − xr4)

De/RandToBest/1 x = xr3 +K · (pg − xr3) + F · (xr1 − xr2)

(
Z ∼ N

(
µ, σ2

))
и Коши (Z ∼ C(x0, γ)). Динамическая регулировка парамет-

ров σ2 и γ в процессе выполнения роевого алгоритма позволяет изменять
баланс между диверсификацией и интенсификацией. Большие значения ука-
занных параметров могут привести к появлению сильно возмущенных ре-
шений, малые значения параметров способствуют выполнению локального
поиска.

Оператор мутации может быть основан не только на законах распределе-
ния. Популяционное разнообразие алгоритма роящихся частиц и гравитаци-
онного поиска в [57, 58] регулируется оператором мутации, построенным на
основе вейвлета Морле:

xij(t+ 1) =

{
xij(t+ 1) + (xmax,j − xij(t+ 1)) , σ > 0,

xij(t+ 1) + (xij(t+ 1)− xmin,j) , σ ≤ 0,

σ =
1√
a
e
( za )
2 cos

(
5
z

a

)
,

где a — масштабный коэффициент, z ∈ [−2,5a; 2,5a].

Авторы [59] вводят в алгоритм гравитационного поиска знаковую мута-
цию:

xi(t+ 1) = xi(t) + si ·∆i(t+ 1),

sij =

{−1, rand < Ps,

1, rand ≥ Ps,

где ∆i — модифицирующий вектор, вычисленный по оригинальной схеме гра-
витационного поиска, si — вектор мутации, Ps — вероятность мутации.

В роевых алгоритмах для увеличения популяционного разнообразия ча-
сто применяется оператор мутации, заимствованный из алгоритма диф-
ференциальной эволюции [60–63]. В табл. 1 приведены операторы мутации
[64], здесь pg — лучшее решение в текущей популяции; F и K — коэффи-
циенты масштабирования, действительные положительные числа; индексы
r1, r2, r3, r4, r5 = 1, N — случайно сгенерированные целые числа, причем r1 6=
6= r2 6= r3 6= r4 6= r5 6= i.
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Оператор кроссовера на основе исходного списка решений генерирует но-
вые решения путем “смешивания” информации о решениях из исходного спис-
ка. Оператор кроссовера O(xi,xk, j) применяется для формирования нового
решения путем изменения j-го элемента xij и xkj в выбранных решениях.
Новый элемент решения xlj с использованием оператора арифметического
кроссовера вычисляется по формуле

xlj = αxij + (1− α)xkj ,

где α — коэффициент масштабирования, случайно выбранный из некоторо-
го интервала. Элемент решения с применением геометрического кроссовера
определяется по формуле

xlj = (xij · xkj)α , α ∈ [0, 1] .

Случайный кроссовер формирует элемент решения по схеме

xlj =

{
xij , rand ≤ 0,5,

xkj, rand > 0,5.

В [55] предложен оператор самоадаптирующегося кроссовера:

xlj(t+ 1) = xij(t) · (1− Cr) + xkj(t) · Cr,

Cr = 0,8 + 0,2 · f (xi(t))− f (pg(t))

f (pw(t))− f (pg(t))
,

где pw и pg — худшее и лучшее решения в популяции соответственно.

В [65] приведена классификация операторов кроссовера, применяемых в
решении задач с непрерывно меняющимися параметрами, а также проведе-
но эмпирическое исследование 14 операторов кроссовера при решении задач
нахождения минимума математических функций. В [56] описан двухточеч-
ный полный кроссовер, в котором каждое из двух решений (оригинальное и
его противоположность, полученная методом оппозиционного обучения) де-
лится на три части двумя случайно выбранными точками. Новое решение
формируется путем обмена частями исходных решений. Итоговые решения
получаются после упорядочения по значению целевой функции шести новых
решений и двух исходных.

Изменяя частоту (вероятность) применения операторов кроссовера и му-
тации в роевом алгоритме, можно регулировать баланс диверсификация–
интенсификация.

6.2.2. Хаотические операторы

Существуют два способа включения хаоса в роевые алгоритмы оптими-
зации. Первый способ состоит в том, чтобы использовать последовательно-
сти, сгенерированные хаотическими системами, для замены случайных чи-
сел, используемых в оригинальном алгоритме. Другой способ заключается
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во включении хаотического поиска в качестве локального поиска в ориги-
нальный алгоритм. Оба способа авторы [66] применяют в алгоритме гравита-
ционного поиска для повышения скорости сходимости и решения проблемы
выхода из локальных оптимумов. Двенадцать хаотических карт применяются
для настройки значений коэффициентов инерции (ωn, ωf ) в алгоритме стадо
криля [54]. Хаотические последовательности используются в качестве гене-
раторов псевдослучайных чисел в алгоритме искусственной пчелиной коло-
нии [67], алгоритме роящихся частиц [68], алгоритме кузнечика [53].

6.3. Разделение популяции на субпопуляции

Многопопуляционные методы за последние десять лет стали одними из
часто используемых методов оптимизации. Концепция этого метода следую-
щая: исходная популяция делится на несколько субпопуляций; над элемен-
тами субпопуляции выполняются некоторые эволюционные операции; взаи-
модействуя между собой, субпопуляции обмениваются элементами, дробятся,
поглощают друг друга, что способствует предотвращению преждевременной
сходимости и поддержанию популяционного разнообразия путем распределе-
ния элементов по всему пространству поиска. Многопопуляционные методы
сравнительно легко интегрируются в роевые алгоритмы оптимизации и часто
работают эффективнее, чем алгоритмы с одной популяцией [69].

Многопопуляционные алгоритмы можно классифицировать на два ти-
па: конкурирующие и кооперативные. Для алгоритмов конкурирующего ти-
па каждая субпопуляция ищет решения в области, выделенной только для
нее [70]. Кооперативные алгоритмы ведут поиск в одной и той же области,
взаимодействуя и обмениваясь информацией [71].

В [69] обозначены проблемы и решения, характерные для многопопуля-
ционных методов оптимизации. Первая проблема заключается в том, как
определить количество субпопуляций: большое их количество связано с вы-
сокими вычислительными затратами, малое количество может не привести к
желаемому эффекту. Указанная проблема решается двумя способами. Пер-
вый способ — использовать фиксированное количество субпопуляций. По это-
му способу функционирует большинство многопопуляционных методов. Его
преимущество заключается в простоте реализации. Однако число субпопуля-
ций определяется эмпирически, и трудно получить единые и эффективные
правила для определения этого числа при решении различных практических
задач. Второй способ заключается в динамическом изменении числа субпо-
пуляций во время оптимизации. Выдвигается предположение, что на началь-
ных этапах требуется большое количество субпопуляций для увеличения по-
пуляционного разнообразия и распределения возможных решений по всему
пространству поиска. На поздних этапах небольшое количество субпопуля-
ций способствует уменьшению разнообразия, что может быстрее приблизить
решение к глобальному оптимуму.

Вторая проблема заключается в определении параметров коммуникации
(миграции) между субпопуляциями. К таким параметрам относятся: 1) коли-
чество решений, подлежащих обмену; 2) коммуникационная (миграционная)
политика, которая определяет, какие решения должны быть заменены реше-
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ниями других субпопуляций; 3) частота коммуникаций; 4) топология комму-
никаций. Чаще других применяется коммуникационная политика, основан-
ная либо на жадном алгоритме, либо на случайном отборе, например элитар-
ная политика миграции предполагает замену худших решений в субпопуля-
ции лучшими решениями другой субпопуляции. Среди множества топологий
можно выделить иерархическую и случайную топологии, а также линейные
(цепочечные), кольцевые и решетчатые (клеточные) топологии, которые мо-
гут быть однонаправленными или двунаправленными.

Одной из широко применяемых многопопуляционных стратегий является
модель островов [72], в которой популяция делится на несколько субпопуля-
ций, называемых островами, эволюционирующие независимо друг от друга,
но периодически взаимодействующие друг с другом посредством миграций.
Схема взаимодействия, состоящая из последовательно происходящих процес-
сов миграции и эволюции, позволяет создать баланс между диверсификацией
и интенсификацией [18]. В [73] приводится динамическая островная модель,
в которой размер популяции фиксирован, но размер каждой субпопуляции
может меняться; топология задается полносвязным неориентированным гра-
фом. На каждой итерации алгоритма каждое решение мигрирует с исходного
острова на остров назначения в соответствии с заданными вероятностями и
динамически изменяющейся матрицей миграции, которая формируется с ис-
пользованием алгоритма QLearning [74]; вместо единственной миграционной
политики используется несколько миграционных политик.

В [18] предлагается иерархическая модель с 16 островами и четырьмя то-
пологиями миграции. Острова нижних уровней ответственны за глобальный
поиск, острова верхнего уровня выполняют локальный поиск. После каж-
дой итерации лучшее решение мигрирует в соседнюю субпопуляцию верхне-
го уровня. Миграция между субпопуляциями одного уровня поддерживается
путем замены лучшего решения текущей субпопуляции худшим решением
соседнего острова.

Коммуникации могут быть синхронными или асинхронными. В первом
случае все субпопуляции обновляют свои решения одновременно, тогда как
во втором случае решения обновляются по наступлению какого-либо собы-
тия. Обе модели имеют свои преимущества и недостатки. Синхронные ост-
ровные модели проще в реализации, тогда как асинхронные модели являются
более гибкими и эффективными [75]. Важным улучшением модели островов
является слабосвязанная модель с виртуальным хранилищем совместно ис-
пользуемых данных, получившая название “океан” [76]. “Океан” позволяет
легко реализовать гетерогенность и динамическое изменение числа островов,
уменьшить задержку на обмен решениями за счет того, что “океан” хранит
решения, которые были отправлены островом, но еще не приняты другим ост-
ровом, — таким образом реализован асинхронный режим обмена решениями.
В изложенном авторами [77] подходе на островах независимо работают четы-
ре алгоритма: алгоритм пчелиной колонии для генерации правил нечеткого
классификатора, алгоритм пчелиной колонии для оптимизации параметров,
алгоритм адаптивной эволюционной стратегии и метод наименьших квад-
ратов. “Океан” реализует обмен только множеством лучших решений, нахо-
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дящихся в нем. Моменты отправки и приема лучших решений из “океана”
выбирают сами алгоритмы, выполняющиеся на островах.

В клеточной топологии популяция делится на множество субпопуляций
малого размера, обычно состоящих только из одного решения. Коммуникации
происходят только в пределах небольшой окрестности, определенной вокруг
отдельного решения или малой субпопуляции. При такой топологии снижа-
ется риск преждевременной сходимости по причине медленного распростра-
нения информации от соседа к соседу [78]. В качестве топологий окрестности
в [79] рассматриваются три клеточные структуры — кубическая, тригональ-
ная и гексагональная, — интегрированные в алгоритм роящихся частиц. В [80]
описан алгоритм роящихся частиц с клеточно-структурированной популяци-
ей, частицы в которой распределены в двумерной сетке и взаимодействуют
со своими соседями в соответствии с заданной окрестностью; авторы иссле-
дуют шесть типов окрестности: две линейные (L5, L9) и четыре компактных
окрестности (C9, C25, C13, C21); для обработки краевых ячеек используется
тороидальная структура.

Третья проблема многопопуляционных методов — как определить область
поиска каждой субпопуляции. Одним из решений этой проблемы является
кластеризация. Авторы [81] используют метод кластеризации для разделения
популяции в алгоритме гравитационного поиска. При инициализации размер
субпопуляции выбирается случайным образом из множества T = {5, 10, 25}.
После каждого цикла работы алгоритма размер субпопуляции изменяется
по результатам поиска. Если лучшее решение в субпопуляции не улучшает-
ся, из множества T случайным образом выбирается новое значение, в про-
тивном случае размер не меняется. В [82] предлагается многопопуляционный
алгоритм роящихся частиц, который использует метод иерархической класте-
ризации, позволяющий адаптивно корректировать количество необходимых
субпопуляций. Алгоритм кластеризации на основе нечетких c-средних в [83]
используется для адаптивного разделения популяции на кластеры в алго-
ритме роящихся частиц. Для каждого кластера вычисляется его адаптивная
ценность, полученная в результате конкурентного обучения. Кластеры ран-
жируются в соответствии с их ценностью. Кластеры с малой адаптивной цен-
ностью поглощаются соседними кластерами, имеющими бóльшую ценность.

Роевый алгоритм со структурированной популяцией имеет больше пара-
метров, чем его аналог с единой популяцией. Дополнительно введенные па-
раметры существенно влияют на работу алгоритма, поэтому настройка и ре-
гулировка этих параметров имеют важное значение для повышения эффек-
тивности алгоритма [75].

7. Настройка и регулировка значений параметров

Роевые алгоритмы характеризуются наличием стохастических компонен-
тов и свободных параметров, которые могут быть установлены пользовате-
лем. Основная проблема здесь в том, что нет никакой гарантии, что хорошо
настроенный алгоритм, хорошо работающий для одного типа проблем, может
хорошо работать для другого типа проблем. Эффективность роевых алгорит-
мов во многом зависит от значений параметров, задаваемых в начале работы
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и изменяемых в процессе выполнения алгоритма. По сути, это две проблемы:
проблема автономной настройки и проблема регулировки значений парамет-
ров “на лету”. Процедура настройки параметров требует большого количества
прогонов алгоритма для анализа его эффективности на одном или несколь-
ких экземплярах проблем с различными настройками параметров. Процедура
эта является вычислительно затратной, что является основным недостатком
настройки параметров. Преимущество настройки параметров заключается в
ее универсальности, хороший метод настройки применим для задания пара-
метров многих различных метаэвристик. Недостатком регулировки парамет-
ров является ее узкая специализация, хорошо подобранные стратегии управ-
ления для одного алгоритма обычно не подходят для другого алгоритма [84].

7.1. Автономная настройка параметров

Автономная настройка параметров выполняется перед началом работы ал-
горитма. Цель состоит в том, чтобы априори найти лучшее сочетание значе-
ний параметров. Автономная настройка параметров является сложной про-
блемой из-за большого количества значений, которые может принимать каж-
дый параметр. При этом необходимо учитывать, что параметры некоторых
алгоритмов являются взаимозависимыми. Теоретический анализ, проведен-
ный авторами [85], показал, что для обеспечения стабильной работы алгорит-
ма роящихся частиц необходимо выполнение следующего соотношения между
параметрами алгоритма:

(c1 + c2) < 24
(
1− ω2

)
/ (7− 5ω) .

А в [86] условие сходимости алгоритма роящихся частиц определено как

1 > ω > ((c1 + c2)/2− 1) ≥ 0.

На ранних этапах исследований метаэвристик настройка параметров осу-
ществлялась либо “вручную” путем проведения серий экспериментов с раз-
личными конфигурациями параметров и выбора среди них лучшей на основе
полученных результатов, либо “по аналогии” с применением настроек, пока-
завших хорошие результаты при решении подобных проблем [87].

В последние два десятилетия проблеме автоматической настройки пара-
метров стали уделять больше внимания [84, 87–91]. В [92] утверждается, что
при разработке и создании нового метаэвристического алгоритма только 10%
времени тратится на разработку алгоритма, а 90% времени уходит на тон-
кую настройку его параметров. Актуальность этой проблемы определяется
следующим [89]:

1) использование методов автоматической настройки параметров может
сократить затраты времени и позволит достичь лучших результатов по срав-
нению с ручными методами;

2) методы автоматической настройки могут помочь решить вопрос, пре-
восходит ли один алгоритм другой, потому что он принципиально лучше или
потому что его разработчики более успешно подобрали его параметры;
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3) конечные пользователи часто не знают о влиянии настроек параметров
алгоритма на его эффективность, поэтому просто используют настройки по
умолчанию, однако конфигурация параметров по умолчанию может не рабо-
тать должным образом для конкретных проблемных ситуаций, с которыми
сталкивается пользователь;

4) автоматическая настройка параметров позволяет устранить необходи-
мость пользователю устанавливать связь между настраиваемыми парамет-
рами и решаемой проблемой.

Проблема настройки параметров может рассматриваться как проблема оп-
тимизации, часто называемая мета-оптимизацией. Здесь алгоритм настройки
является мета-оптимизатором, который ищет оптимальный (или по крайней
мере хорошо работающий) набор параметров для целевого (настраиваемо-
го) алгоритма. Сложность проблемы автоматической настройки обусловлена
стохастической природой целевого алгоритма и метрики его эффективности
[84, 90].

Конечной целью оптимизации является решение конкретных проблем, воз-
никающих в реальном мире, но чтобы не решать каждую конкретную задачу
отдельно и заново не начинать исследование с нуля, когда появляется новая
задача, можно предположить, что некоторые из задач имеют общую структу-
ру и могут рассматриваться как различные примеры общей проблемы. Этот
шаг абстракции является фундаментальным для формального развития оп-
тимизации и открывает путь к разработке алгоритмов и формальному ана-
лизу их свойств [88]. Если настройка алгоритма выполняется на одном при-
мере проблемы, показателем эффективности может быть среднее значение
показателя эффективности целевого алгоритма на нескольких прогонах. По-
казатель эффективности целевого алгоритма для множества примеров про-
блемы может быть определен как средняя эффективность алгоритма по дан-
ному множеству. Однако в некоторых случаях показатели эффективности
могут сильно различаться, тогда показатели нормализуют для каждого при-
мера [88]. Для нахождения оптимальной настройки параметров (или конфи-
гурации) обычно требуется большое количество прогонов целевого алгоритма
с разными конфигурациями на различных примерах. Таким образом, про-
блема настройки параметров является вычислительно дорогой и трудоемкой
задачей [84].

Существующие методы автоматической настройки работают по принци-
пу генерация–оценка, т.е. путем генерации различных конфигураций пара-
метров и их оценки с помощью метрик эффективности [90, 91]. В качестве
методов генерации часто используются методы планирования эксперимента
[92–94], а также кригинг модели [95] и метод прямого поиска на адаптивных
сетках [96]. Простым является метод повторной оценки параметров, который
оценивает каждую конфигурацию несколько раз и возвращает среднее значе-
ние [90]. В методе грубой силы сначала генерируется семейство конфигураций
параметров, как правило, с помощью методов планирования эксперимента,
затем оценивается эффективность каждой конфигурации. В этом методе за-
траты на тестирование низкоэффективных конфигураций равны затратам
на тестирование высокоэффективных конфигураций. Кроме того, здесь нет
критерия, который определяет, сколько прогонов каждой конфигурации на

24



каждом экземпляре должно быть выполнено для обработки стохастичности
целевого алгоритма [84]. Метод F-Race [88] поэтапно оценивает возможные
конфигурации на примерах проблемы. После каждого этапа с использова-
нием непараметрического теста Фридмана проверяется, есть ли статистиче-
ские значимые отличия в показателях эффективности среди конфигураций-
кандидатов. Если обнаружены значимые отличия, то после ранжирования
кандидатов худшие отбрасываются и не участвуют в оценке на следующем
этапе. Ранжирование в методе F-Race является еще и способом нормализации
показателей эффективности, определяемых для разных примеров проблемы.
В методе F-Race вычислительные ресурсы используются более эффективно,
чем в методе грубой силы. Однако если целевой алгоритм имеет большое
количество параметров и/или каждый параметр имеет большой диапазон
изменений, тогда для получения хорошего результата необходимо оценить
большое количество возможных конфигураций, что может стать практически
невыполнимой задачей с точки зрения выполненных вычислений. К достоин-
ствам методов F-Race и грубой силы относятся их понятность и простота
реализации, с помощью этих методов можно настраивать как числовые, так
и категориальные параметры [84].

Метод ParamILS [89] — это один из самых современных методов автома-
тической настройки параметров, с его помощью можно настраивать как чис-
ловые, так и категориальные параметры. В этом методе новая конфигурация
параметров сравнивается с лучшей на текущий момент конфигурацией после-
довательности примеров проблемы. Если новая конфигурация хуже лучшей
конфигурации, она исключается, иначе она оценивается на следующем при-
мере и снова сравнивается с лучшей. Процесс продолжается до тех пор, пока
новая конфигурация не будет оценена на всех примерах последовательности
и будет определена новая лучшая конфигурация.

Перспективным подходом к решению проблемы настройки параметров яв-
ляется применение моделей поверхности отклика для описания зависимости
эффективности целевого алгоритма от настроек его параметров. Процедура
SPO [84] настраивает только числовые параметры и строит модель поверх-
ности отклика, называемую моделью Кригинга. Метод SMAC работает как
с числовыми, так и категориальными параметрами целевого алгоритма. Для
построения поверхности отклика здесь используется случайный лес. Экспе-
риментальное исследование показало, что с помощью SMAC удается полу-
чить лучшие результаты по сравнению с ParamILS. Метод SMAC особенно
хорош при решении задач настройки со многими категориальными парамет-
рами [84].

Подводя итог рассмотрения методов настройки параметров, можно утвер-
ждать, что эти методы выполняются до запуска настраиваемого алгоритма
и выполняют поиск значений параметров, которые останутся фиксированны-
ми во время выполнения алгоритма. Кроме того, процессы настройки обычно
включают несколько прогонов алгоритма, чтобы проанализировать его эф-
фективность на разных значениях параметров с учетом его стохастической
природы [97].
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7.2. Регулировка значений параметров

Проблема регулировки значений параметров в роевых алгоритмах появи-
лась одновременно с самими этими алгоритмами. В [98] отмечается, что изме-
нение параметров в процессе выполнения алгоритма позволяет: искать реше-
ния, двигаясь в пространстве поиска большими шагами в начале работы ал-
горитма, и вести поиск оптимальных решений малыми шагами на последних
этапах; алгоритму приспосабливаться к изменяющемуся ландшафту целевой
функции; алгоритму накапливать информацию о целевой функции в процес-
се поиска и использовать эту информацию для повышения эффективности
на поздних этапах и освобождает пользователя от необходимости выполнения
этапа настройки значений параметров.

Методы регулировки значений параметров выполняются во время работы
роевого алгоритма и изменяют значения его параметров во время выполнения
алгоритма. Указанные методы могут быть разделены на две категории [99]:
детерминированные и адаптивные. Детерминированные методы работают без
обратной связи и следуют заранее установленному правилу при задании но-
вых значений параметров. Адаптивные методы изменяют значения парамет-
ров на основе информации, получаемой после очередной итерации работы
алгоритма.

Детерминированные методы регулировки значений параметров основаны
исключительно на количестве пройденных итераций. В качестве примера рас-
смотрим методы регулировки коэффициента инерции алгоритма роящихся
частиц, поскольку этот параметр в бóльшей степени ответственен за соблюде-
ние баланса между диверсификацией и интенсификацией. Несмотря на зна-
чительный объем исследований, многие стратегии изменения коэффициента
инерции не изучены ни аналитически, ни эмпирически [100]. В табл. 2 приве-
дены детерминированные методы регулировки коэффициента инерции; здесь

Таблица 2. Детерминированные методы изменения значения коэффициента
инерции

Метод Выражение Ссылка

Случайное изменение ω (t) = 0,5 + r (t) /2 [101]

Линейное изменение ω (t) = ωmax − (ωmax − ωmin) · (t/T ) [102]

Нелинейное изменение

ω(t) = ωmax − (ωmax − ωmin)(t/T )
1/π2

[103]

ω (t) = ω · u−t [104]

ω (t) = (2/t)0,3 [105]

ω (t) = exp(− exp((T − t)/T )) [106]

ω (t) = ωmin + (ωmax − ωmin)e
−10t/T

[107]
ω(t) = ωmin + (ωmax − ωmin)e

−16t/T 2

ω(t) = ωmax + (ωmin − ωmax) · log10(1 + 10t/T ) [108]

Хаотическое изменение
ω (t) = 0,5z(t) + 0,5r(t)

[109]
ω (t) = z(t)ωmin + (ωmax − ωmin) · (T − t)/T

Осциллирующее
изменение

ω(t) =





((ωmin + ωmax)/2 + (ωmax − ωmin)/2)×
× cos (2πt(4k + 6)/3T ) , t < 3T/4,
ωmin иначе

[110]
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Таблица 4. Стратегии регулировки значений параметров c1 и c2
Стратегии Состояния c1 c2

Стратегия 1 Диверсификация Увеличение Уменьшение

Стратегия 2 Интенсификация Незначительное
увеличение

Незначительное
снижение

Стратегия 3 Сходимость Незначительное
увеличение

Незначительное
увеличение

Стратегия 4 Прыжок Уменьшение Увеличение

приняты обозначения: t — текущая итерация; T — максимальное число ите-
раций; r (t) ∈ [0, 1] — равномерно распределенное случайное число; ω ∈ [0, 1],
u ∈ [1,0001; 1,005]; z (t) — значение хаотического логистического отображения
(Logistic Map).

Авторами [111] предложен детерминированный способ регулировки значе-
ний коэффициентов c1 и c2 алгоритма роящихся частиц:

c1(t) = c1i + (c1f − c1i) · t/T,
c2(t) = c2i + (c2f − c2i) · t/T,

где c1i и c2i — начальные значения коэффициентов, c1f и c2f — конечные
значения коэффициентов. В [111] рекомендовано использовать следующие
начальные значения этих коэффициентов: c1i = c2f = 2,5, c2i = c1f = 0,5.

Адаптивные методы динамически регулируют параметры роевых алгорит-
мов в процессе их работы. В качестве средств адаптации используются та-
кие характеристики, как средняя скорость, компактность роя, расстояние до
лучшей частицы в рое. В табл. 3 приведены адаптивные методы регулировки
коэффициента инерции.

Быстрая сходимость и уход из локальных оптимумов — две наиболее важ-
ные цели в исследовании роевых алгоритмов. Для достижения этих целей в
[116] предложены четыре стратегии адаптивной регулировки коэффициентов
ускорения алгоритма роящихся частиц (табл. 4).

Оценка состояния популяции основана на вычислении суммарного расстоя-
ния между частицами роя

f = (dg − dmin)/(dmax − dmin),

где dmin, dmax, dg — минимальное, максимальное суммарное расстояние и сум-
марное расстояние до лучшей частицы в рое. Значение f относительно велико
в состоянии диверсификации или прыжка и относительно мало в состоянии
интенсификации или сходимости.

Коэффициент инерции ω уравновешивает возможности глобального и ло-
кального поиска, в [116] значение ω адаптивно регулируется в соответствии
с выражением:

ω(f) = 1/(1 + 1,5 exp(−2,6f)).

Регулировка значений параметров c1 и c2 выполняется с помощью нечеткой
системы типа синглтон, на вход которой подается значение f .
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В последнее время увеличивается количество исследований, связанных с
встраиванием хаоса в алгоритмы оптимизации. Использование хаоса усили-
вает диверсификационные и интенсификационные свойства алгоритмов оп-
тимизации [53]. Стадии диверсификации и интенсификации в роевых алго-
ритмах регулируются хаотическим изменением их параметров: шага полетов
Леви в алгоритме кукушкин поиск [117], гравитационных констант в грави-
тационном поиске [118], коэффициента c в алгоритме кузнечика [53], двух
коэффициентов — γ и β — в алгоритме светлячков [119], четырех параметров
в алгоритме летучих мышей [120].

Нечеткие системы достаточно часто используются для регулировки пара-
метров роевых алгоритмов. В [121] адаптивная нечеткая схема построена на
вычислении разности значений целевой функции лучших решений на двух
последних итерациях алгоритма роящихся частиц (df). Предлагаются сле-
дующие нечеткие правила регулировки значений параметров c1 и c2:

ЕСЛИ df маленькое, ТО c1 большое, c2 маленькое,

ЕСЛИ df среднее, ТО c1 среднее, c2 среднее,

ЕСЛИ df большое, ТО c1 маленькое, c2 большое.

Входная переменная df и выходные переменные c1 и c2 представлены тре-
мя нечеткими термами: маленькое, среднее, большое.

В [122] для модификации параметров c1 и c2 построены три нечеткие си-
стемы типа Мамдани с разными входными переменными, в качестве кото-
рых используются нормированные значения: а) популяционного разнообра-
зия, б) усредненной разности между значением целевой функций каждой ча-
стицы и значением целевой функции лучшей частицы, в) итерации. Все вход-
ные переменные представлены тремя равномерно распределенными на интер-
вале [0; 1] нечеткими термами с треугольными функциями принадлежности.
Выходные переменные (c1 и c2) представлены пятью равномерно распреде-
ленными на интервале [0,5; 2,5] нечеткими термами с треугольными функ-
циями принадлежности. Входными переменными для первой нечеткой систе-
мы являются итерации и разнообразие, для второй — итерации и усреднен-
ная разность, для третьей — итерации, разнообразие и усредненная разность.
Первые две системы имеют по девять нечетких правил, третья — 27.

В модифицированном алгоритме роящихся частиц FAIPSO [123] коэффи-
циенты c1 и c2 корректируются c применением нечеткой системы, которая
имеет шесть входных переменных, содержащих информацию о расстояниях
между частицами, два выхода (c1 и c2) и десять нечетких правил. Компро-
мисс между диверсификацией и интенсификацией при решении задач опти-
мизации с использованием гравитационного алгоритма достигается измене-
нием значения ускорения, для этого авторы [124] применяют нечеткую си-
стему типа 2. Системы этого же типа используются в [125] для регулировки
параметров алгоритма летучих мышей, а в [126] — для динамической адап-
тации параметров алгоритма пчелиной колонии.

Размер популяции — параметр, присутствующий во всех роевых алгорит-
мах и влияющий на их эффективность. В [23] предложено адаптивное из-
менение размера популяции в зависимости от популяционного разнообразия;
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максимальное количество итераций делится на равные периоды, каждый из
которых содержит равное количество итераций; в конце каждого периода вы-
числяется разнообразие популяции и в зависимости от его значения размер
популяции либо увеличивается, либо уменьшается.

Методы регулировки значений параметров включаются в исходный алго-
ритм, что приводит к увеличению вычислительной и временной сложности
алгоритма. Одним из вариантов решения этой проблемы является разработ-
ка роевых алгоритмов без параметров, но этот подход требует детального
изучения [6]. Существует еще ряд открытых вопросов, связанных с настрой-
кой и регулировкой параметров. Необходимо теоретическое обоснование су-
ществования зависимости эффективности роевого алгоритма от его парамет-
ров. Необходимы разработки схем адаптации параметров для сложных задач
оптимизации, таких как многоцелевая оптимизация, оптимизация с ограни-
чениями, крупномасштабная оптимизация, оптимизация в динамических и
неопределенных средах. Необходимы исследования применения методов ма-
шинного обучения для решения проблем настройки и регулировки парамет-
ров роевых алгоритмов, частично эта проблема рассматривается в разделе 8
обзора.

8. Гибридизация

Создатели метаэвристических алгоритмов сталкиваются с трудно разре-
шимой проблемой: как найти хороший баланс между диверсификацией и ин-
тенсификацией; в одном алгоритме практически невозможно сбалансировать
указанные компоненты [127]. Задачи оптимизации могут быть более эффек-
тивно решены путем гибридизации существующих алгоритмических струк-
тур. Основная цель гибридизации заключается в использовании уникальных
особенностей и преимуществ каждого алгоритма для достижения компромис-
са между диверсификацией и интенсификацией, а также для предотвращения
преждевременной сходимости путем использования сильных сторон каждого
из компонентов в соответствующем алгоритме. Однако создание эффектив-
ного гибридного алгоритма является сложным процессом, который требует
обширных знаний и большого опыта в создании систем оптимизации [128].

В [129] приведена следующая классификация гибридных алгоритмов:

1) портфельные алгоритмы — это библиотека последовательно работаю-
щих алгоритмов поиска;

2) гиперэвристика — это библиотека алгоритмов поиска, снабженная меха-
низмом координации, который выбирает и активирует различные алгоритмы
или генерирует специальные компоненты поиска;

3) меметические алгоритмы — это структура, которая содержит основной
решатель и несколько алгоритмов локального поиска; 4) ансамбль алгорит-
мов — алгоритмическая структура, в которую входят стратегии поиска и
общие компоненты решения проблем оптимизации.

Авторы [129] указывают на то, что классификация скорее отражает истори-
ческий путь гибридизации, чем выявляет алгоритмические различия в под-
ходах.
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8.1. Меметические алгоритмы

Роевые алгоритмы показывают хорошие результаты на стадии диверси-
фикации, но существенно уступают традиционным методам на стадии интен-
сификации; при приближении к оптимуму метаэвристические методы усту-
пают градиентным. Комбинирование глобального поиска на уровне популя-
ции и локального поиска на уровне отдельного решения получило развитие
в области меметических алгоритмов [49]. Меметические алгоритмы — класс
алгоритмов оптимизации, в структуру которых включены компоненты попу-
ляционных метаэвристик и процедуры локального поиска. Термин “мемети-
ческий алгоритм” вытекает из того факта, что процедура локального поиска
сродни мему, представляющему некоторую форму предметно-специфических
априорных знаний человека-эксперта о том, как можно улучшить решение.
В гибридных алгоритмах мемы воспринимаются как инструкции, правила,
стратегии, априорные знания [130].

Авторы [131] разделяют меметические алгоритмы на три основных класса:

1) алгоритмы с одним фиксированным мемом или локальным оператором
поиска, применяемым к решению, сформированному популяционной метаэв-
ристикой;

2) алгоритмы с пулом заданных локальных операторов поиска (мемов), ко-
торые конкурируют между собой; выбор мема может быть основан на различ-
ных критериях, таких как абсолютное значение целевой функции решений,
связанных с мемом, или улучшение значения целевой функции в результате
прошлых применений мема;

3) эволюционирующие мемы с априори неизвестным пулом мемов, которые
автоматически адаптируются к ландшафту целевой функции.

Процедура локального поиска, используемая в меметических алгоритмах,
имеет как детерминированный, так и стохастический характер. В качестве
детерминированных процедур часто используются алгоритмы Хука–Дживса
[132] и Нелдера–Мида [133], а также градиентные и квазиньютоновские мето-
ды [134]. Стохастические процедуры в меметических алгоритмах представле-
ны поиском с запретами [135], имитационным отжигом [6, 133], хаотическим
локальным поиском [136]. Глобальный и локальный поиск в гибриде, пред-
ложенном в [127], выполняется двумя операторами, основанными на полетах
Леви и поисковых выражениях алгоритма криля соответственно.

В большинстве меметических алгоритмов локальный поиск применяет-
ся только к текущему глобально лучшему решению по причине того, что
1) окрестность такого решения может быть наиболее перспективной для по-
иска глобального оптимума; 2) экономится время выполнения по сравнению
со схемами, которые применяют локальный поиск ко всем решениям.

В [137] предложены три схемы, комбинирующие алгоритм роящихся ча-
стиц с локальным поиском:

Схема 1. Локальный поиск применяется к глобально лучшему решению pg;

Схема 2. Локальный поиск применяется к лучшему решению i-й части-
цы pi при условии, что случайно сгенерированное число r < ε, где ε > 0 —
заданный порог;
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Схема 3,а. Локальный поиск применяется как к глобально лучшему реше-
нию pg, так и к некоторым случайно выбранным решениям pi;

Схема 3,б. Локальный поиск применяется как к глобально лучшему реше-
нию pg, так и к некоторым случайно выбранным решениям pi, для которых
|pg − pi| > c(S), где A ∈ (0, 1) и (S) — размер поискового пространства S.

Приведенные три схемы могут применяться либо на каждой итерации ал-
горитма, либо на некоторых итерациях. Существуют и другие схемы, напри-
мер применяющие локальный поиск ко всем частицам, однако такие схемы
являются вычислительно затратными, на практике локальный поиск должен
применяться только к небольшому количеству частиц (порядка 5% от общего
числа) [137].

В [138] предложен алгоритм роящихся частиц с двумя адаптивными мето-
дами локального поиска. Первый метод выполняет случайное перемещение
от текущего решения, уменьшая на каждой итерации длину шага. Во втором
методе процедуру локального поиска можно рассматривать как итеративное
локальное движение частицы, когда поиск направляется лучшим решением
i-й частицы без учета глобально лучшего решения:

xi(t+ 1) = xi(t) + w · vi(t) + c1 · rand · (pi(t)− xi(t)).

В [139] предложен меметический алгоритм на основе алгоритма искус-
ственной пчелиной колонии, методов Нелдера–Мида и случайного блужда-
ния. Для поддержания баланса диверсификация/интенсификация использу-
ется адаптивная схема:

{
если rand(0,1) > p(ψ), то использовать Метод Нелдера–Мида,

в противном случае использовать метод случайных блужданий.

Значения p(ψ) находятся из экспоненциального распределения

p(ψ) = e
−
(ψ−µp)

2σ2p ,

где ψ — значение меры разнообразия (5), µp, σp — среднее значение и стан-
дартное отклонение меры разнообразия соответственно.

Оптимальный баланс между глобальным и локальным поиском явно за-
висит от решаемой задачи оптимизации, применяемого меметического алго-
ритма и настроек его параметров. Поэтому невозможно разработать универ-
сальные принципы проектирования роевых алгоритмов, всегда приводящие
к лучшим решениям [140]. Существование таких универсальных принципов
противоречит теореме о бесплатных завтраках [7].

8.2. Ансамбли

Одним из подходов к повышению эффективности роевых алгоритмов яв-
ляется ансамблевая стратегия. В контексте проблемы оптимизации понятие
“ансамбль” связано с использованием нескольких операторов и стратегий по-
иска, субпопуляций, алгоритмов, значений параметров для решения задачи
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оптимизации. Ансамбли могут быть разделены на низкоуровневые и высоко-
уровневые. В ансамбль низкого уровня объединены различные типы опера-
торов и стратегий поиска. Высокоуровневые ансамбли относятся к методам,
которые для данной задачи адаптивно выбирают лучший алгоритм оптими-
зации из набора алгоритмов-кандидатов [141].

В [22] предлагается ансамбль стратегий адаптивного изменения коэффи-
циента инерции в алгоритме роящихся частиц. Линейное или нелинейное
уменьшение значения коэффициента инерции для каждой частицы опреде-
ляется предысторией; если стратегия, выбранная на предыдущей итерации,
приводит к лучшему решению, тогда назначенная стратегия сохраняется, в
противном случае меняется. В [68] описан ансамбль из шести хаотических
карт для генерации псевдослучайных чисел, используемых для формирова-
ния вектора скорости в алгоритме роящихся частиц. В начале работы алго-
ритма каждой частице случайным образом назначается одна из шести карт;
если частица не улучшает свое положение в течение 20 итераций, ей назнача-
ется другая хаотическая карта. В [142] описан алгоритм роящихся частиц, в
котором скорости частицы вычисляются с помощью одного из четырех опе-
раторов, ответственных за сходимость, интенсификацию, диверсификацию и
“выпрыгивание” из локальных оптимумов. Выбор одного из четырех опера-
торов основан на предложенной авторами адаптивной стратегии.

В модифицированном алгоритме искусственной пчелиной колонии
MEABC используется ансамбль из трех стратегий поиска решений [143]:

1) стратегия, принятая в оригинальном алгоритме, когда новое решение
генерируется путем перемещения старого решения к случайно выбранному
из популяции решению;

2) стратегия ABC/best, повторяющая первую, в которую добавлена ин-
формация о лучшем решении в популяции;

3) модифицированная стратегия ABC/best/1, основанная на мутации
DE/best/1 [64].

Указанные стратегии динамически меняются в процессе поиска, соревнуясь
между собой при генерации нового решения, что позволяет сбалансировать
процессы диверсификации и интенсификации. Эффективность MEABC про-
верялась экспериментально на множестве тестовых функций. По сравнению
с оригинальным алгоритмом искусственной пчелиной колонии и двумя его
модификациями MEABC показал более высокую скорость сходимости и бо-
лее точные решения. Алгоритм MEABC оказался лучшим при сравнении с
пятью модификациями алгоритма роящихся частиц, равным по эффектив-
ности третьей модификации при решении сложных мультимодальных задач
и уступил этой модификации при поиске оптимума на нескольких математи-
ческих функциях. Однако авторы утверждают, что MEABC проще и требует
настройки меньшего количества параметров при одинаковой вычислительной
временной сложности [143].

К высокоуровневым методам относится ансамбль алгоритмов роящихся
частиц с самоадаптивным механизмом выбора лучшего алгоритма [144]. Ан-
самбль состоит из пяти разных алгоритмов роящихся частиц, каждый из
которых используется для выполнения определенных задач, а именно: обес-
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печения высокой скорости сходимости, для предотвращения преждевремен-
ной сходимости, для поддержания популяционного разнообразия, для увели-
чения возможностей локального поиска, для поиска нескольких локальных
оптимумов при мультимодальной оптимизации. Выбор наиболее подходящего
алгоритма на текущей итерации выполняется на основе механизма самоадап-
тации.

Хотя за последнее десятилетие были достигнуты впечатляющие резуль-
таты в разработке и исследовании ансамблевых стратегий в оптимизации,
существует ряд открытых проблем, требующих решения, далее приведены
некоторые из них [141].

1. В настоящее время количество элементов, включенных в ансамбль, от-
носительно невелико, было бы полезно включить в ансамбль большее коли-
чество элементов с различными характеристиками. Однако пока неизвестно,
как реализовать крупномасштабный ансамбль, насколько он будет надежен
и эффективен.

2. Нерешенной проблемой остается определение характеристики алгорит-
мических компонентов, входящих в ансамбль. Необходимо разработать адек-
ватные метрики описания компонентов, а также методы формирования ан-
самбля на основе этих метрик.

3. Эффективность стратегии ансамбля обычно проверяется с помощью
эксперимента. Необходим теоретический анализ компонентов ансамбля и опи-
сание эффекта от каждого из них.

4. Наличие множества различных алгоритмических компонентов может
вызвать нестабильность ансамбля по причине случайности, присущей этим
компонентам. В реализацию ансамбля должны быть включены оценки изме-
нения целевой функции и популяционного разнообразия, а также механизмы
взаимодействия между различными компонентами.

8.3. Гиперэвристика

Эффективность метаэвристических алгоритмов зависит от решаемых за-
дач. В общем случае неизвестно, какой алгоритм лучше всего подходит для
данной задачи. Как следствие, выбор наиболее подходящей метаэвристики
для конкретной задачи обычно является непростой задачей. Альтернативой
экспертному поиску лучшего алгоритма для конкретной задачи оптимизации
является гиперэвристика, которая обеспечивает универсальный эвристиче-
ской подход к решению сложных задач оптимизации. Гиперэвристика ориен-
тирована не на решение конкретной задачи, а на поиск (мета)эвристики или
их последовательностей, которые будут решать конкретную задачу. Отличие
метаэвристики от гиперэвристики в том, что первая работает в пространстве
решений, а вторая в пространстве (мета)эвристик.

С точки зрения пространства поиска различают гиперэвристики, которые
либо выбирают, либо генерируют (мета)эвристики низкого уровня, исполь-
зующиеся в дальнейшем для решения конкретной задачи оптимизации. Ги-
перэвристику можно рассматривать как алгоритм обучения либо в режиме
офлайн, либо в режиме онлайн. Онлайн обучение проводится в процессе ре-
шения проблемы, офлайн обучение заключается в формировании правил из
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множества обучающих примеров. Среди подходов, основанных на онлайн-
обучении, можно выделить подходы, основанные на обучении с подкрепле-
нием для выбора эвристики нижнего уровня, и подходы, которые применя-
ют метаэвристику для поиска эвристики, работающей в пространстве реше-
ний [145].

Гиперэвристика на основе выбора строится следующим образом [146]:

1) выбрать множество эвристик низкого уровня для решения задач опти-
мизации, причем, не обязательно, чтобы каждая из них была высокоэффек-
тивной при решении поставленной задачи, но их число должно быть доста-
точным большим, чтобы генерировать большое пространство поиска;

2) определить алгоритм высокого уровня, который может быть обучаю-
щим автоматом или метаэвристикой (эволюционный алгоритм, алгоритм му-
равьиной колонии, роевый алгоритм);

3) определить процедуру кодирования для поиска низкоуровневых эври-
стик.

Подавляющее большинство гиперэвристик разработаны для дискретных
пространств поиска. Далее приведены несколько гиперэвристик, работаю-
щих в непрерывных пространствах. Гиперэвристика DEWCO [147], исполь-
зуя на верхнем уровне алгоритм дифференциальной эволюции, формирует
оптимальную начальную популяцию алгоритма китов. В выборе участвуют
метод оппозиционного обучения и множество хаотических карт. Гиперэври-
стика H3AD [148] сочетает в себе два подхода: генерацию и выбор. В основе
генерации лежит база знаний, которая содержит примеры алгоритмов, со-
зданных для набора репрезентативных задач, вместе с описанием характер-
ных признаков этих задач. Решение новой задачи начинается с выбора из
базы знаний по представленным признакам наиболее похожей задачи и ал-
горитма, ранее сгенерированного для решения этой задачи. Гиперэвристика
H3AD применяется для определения адекватных конфигураций параметров
и компонентов алгоритма роящихся частиц. Для формирования компонентов
алгоритма используется генетическое программирование, которое определя-
ет такую процедуру, как, например, стратегия инициализации популяции.
Выбор алгоритма роящихся частиц выполняется с использованием метода
рассуждений по прецедентам.

В гиперэвристику HyperSPAM [129] включены три алгоритма решения за-
дач оптимизации в непрерывном пространстве поиска. Алгоритм эволюцион-
ной стратегии с ковариационной матрицей адаптации активируется в начале
процесса оптимизации в качестве компонента предварительной обработки.
Далее полученное решение подается на два других алгоритма поиска. Пер-
вый выполняет перемещения по осям, а второй использует матричную ортого-
нализацию для выполнения диагональных перемещений. Четыре адаптивные
стратегии используются для координации работы алгоритмов поиска. Первая
стратегия является простым случайным выбором, а остальные три применя-
ют механизм вознаграждения, основанный на успехах алгоритма поиска на
предыдущих итерациях.
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9. Открытые проблемы

Хотя за последние десятилетия исследование роевых алгоритмов продви-
нулось далеко вперед, остается еще ряд открытых проблем. Часть этих про-
блем затронута в обзоре, но в большинстве своем решаются эти проблемы на
эмпирическом уровне. Далее рассмотрены некоторые актуальные проблемы
в исследовании роевых алгоритмов [141, 149].

1. Эффективность роевого алгоритма напрямую связана с установлением
оптимального баланса между диверсификацией и интенсификацией. Однако
ни один алгоритм не может претендовать на решение проблемы достижения
такого баланса. По сути, сам баланс является проблемой гипероптимизации,
потому что это оптимизация алгоритма оптимизации.

2. Отсутствие единой математической структуры для всестороннего из-
учения роевых алгоритмов, позволяющей анализировать сложность, устойчи-
вость, сходимость, соотношение точности решения и вычислительных затрат,
настройку и регулировку параметров. Разработка такой структуры потребует
междисциплинарного подхода для объединения различных математических,
стохастических и численных методов.

3. Отсутствие унифицированной тестовой среды с комплексным набором
метрик для сравнения результатов работы различных роевых алгоритмов.
Показателем эффективности работы алгоритма чаще всего является точ-
ность. Однако если не учитывать время работы, то точность не будет адек-
ватной оценкой работы алгоритма. Практика современного тестирования ис-
пользует набор математических функций с различными свойствами, однако
реальные задачи гораздо более разнообразны, они могут иметь много нели-
нейных ограничений, образованных несколькими изолированными областя-
ми. Таким образом, алгоритмы, хорошо работающие на тестовых функциях,
могут быть неэффективными при решении реальных задач.

4. Масштабируемость роевых алгоритмов. Открытой остается проблема,
как наилучшим образом изменить алгоритмы, хорошо работающие на зада-
чах небольшой размерности (с числом переменных от нескольких единиц до
нескольких сотен), для эффективного решения задач большой (больше ты-
сячи переменных) и очень большой размерности.

5. Проблемой отдаленного будущего является создание интеллектуальных
алгоритмов и систем, способных распознавать особенности решаемой задачи
и выбирать или проектировать подходящий алгоритм.

10. Заключение

В статье рассмотрены некоторые подходы к повышению эффективности
роевых алгоритмов оптимизации. Модульная структура роевых алгоритмов
позволяет изменять входящие в них компоненты. Для задания популяции на-
чальных решений используется метод инициализации или комбинация этих
методов. Новое решение формируется как операторами оригинального алго-
ритма, так и эволюционными или хаотическими операторами. Лучшие ре-
шения получены путем гибридизации роевых алгоритмов с использованием
различных стратегий. В разработке и исследовании роевых алгоритмов оп-
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тимизации существует ряд нерешенных проблем, некоторые из них указаны
в обзоре.

К настоящему времени в литературе представлено большое количество ре-
зультатов исследований, невозможно охватить все соответствующие публика-
ции в пределах заданного объема статьи. В обзоре не рассмотрены критерии
остановки работы роевых алгоритмов [150], их квантовые модификации [151],
а также аппаратная реализация роевых алгоритмов на основе облаков, вы-
числительных кластеров и графических процессоров [152–154].
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АНИЗОТРОПИЙНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ
ДИСКРЕТНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ

С МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМИ ШУМАМИ
НА КОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИ1

Рассматривается задача анизотропийной фильтрации на конечном ин-
тервале времени для линейной дискретной нестационарной системы с
мультипликативными шумами. На вход системы поступает случайное воз-
мущение с неточно известным распределением, неопределенность в описа-
нии которого характеризуется ограничением анизотропийного функцио-
нала. Оценка выхода исходной системы производится с помощью выбран-
ного фильтра определенного вида по принципу минимизации критерия
качества в виде анизотропийной нормы системы в ошибках фильтрации.
На основании леммы об ограниченности анизотропийной нормы системы
в ошибках фильтрации выводятся соотношения на неизвестные матрицы
фильтра. В качестве частных случаев рассмотрены задачи анизотропий-
ной фильтрации для системы с отказом в измерениях, а также аналогич-
ная задача для системы с фильтром специального вида. Приведен числен-
ный пример использования полученного метода синтеза анизотропийного
фильтра.

Ключевые слова: анизотропия, анизотропийная норма, задача фильтра-
ции, системы с отказом в измерениях, мультипликативный шум, дискрет-
ная система.

DOI: 10.31857/S0005231021060027

1. Введение

Задача фильтрации состояния или выходного сигнала системы на основа-
нии доступных измерений является одной из фундаментальных задач теории
управления. Технические системы чаще всего имеют достаточно сложную
структуру, и поэтому точно измерить все их параметры не представляется
возможным. Кроме того, те измерения параметров объекта, которые можно
провести с помощью разнообразных технических средств, таких как датчи-
ки и сенсоры, чаще всего содержат в себе случайные или постоянные шумы,
которые могут сильно влиять на конечное значение измеряемой величины
и динамику системы в целом. Наличие подобных проблем и является пред-
посылкой появления целого класса задач обработки цифровых сигналов и
фильтрации.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 19-31-90060).
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Проблема обработки данных, приходящих с разнообразных технических
объектов, актуальна до сих пор, и наблюдается повышенный интерес к дан-
ному разделу теории управления. Универсального метода решения задачи
фильтрации для любой технической системы и любых внешних условий не
существует, поэтому при разработке новых методов используются определен-
ные допущения о виде модели рассматриваемого объекта, фильтра, о свой-
ствах шумов, входящих в измеряемый выходной сигнал систем или дейст-
вующих на нее извне, и т.д.

При постановке задачи фильтрации для исследуемого объекта вводится
некоторый критерий эффективности искомого фильтра, который чаще всего
представляется в форме квадратичного функционала от ошибки фильтрации.
Поэтому задача фильтрации часто сводится к задаче поиска фильтра, при
котором функционал качества системы с данным фильтром достигает свое-
го экстремального значения (оптимальная фильтрация), или к задаче поис-
ка фильтра, обеспечивающего ограниченность значения заданного критерия
некоторой величиной. Наиболее известными методами решения задач фильт-
рации являются методы H2- и H∞-теорий [1–3]. В самом простом случае
LQG/H2-оптимальный фильтр, или фильтр Калмана, используется при допу-
щении, что входное возмущение системы является гауссовским белым шумом.
Также предполагается, что точно известны параметры модели исследуемого
объекта, т.е. матрицы линейной системы объекта являются детерминирован-
ными. Подобный фильтр обеспечивает минимальный след ковариационной
матрицы ошибки оценивания состояния системы и эффективен для систем с
указанными допущениями. Однако фильтр Калмана оказывается неэффек-
тивным с точки зрения подавления возмущений, если указанные допущения
не выполняются (к примеру, если входное возмущение не является белым
шумом или параметры объекта не точно известны). Если статистические или
иные свойства шумов точно не известны, то используется H∞-фильтр. При
его использовании предполагается, что входное возмущение является квад-
ратично суммируемым или возмущением с ограниченной мощностью. При
построении H∞-фильтра математически конструируется наихудшее внешнее
возмущение и решается стандартная задача фильтрации при данном возму-
щении, в виду чего в реальных ситуациях данный фильтр оказывается из-
лишне консервативным, а в некоторых случаях практической реализации —
неоправданно энергозатратным.

Поскольку H2- и H∞-фильтры являются наиболее эффективными толь-
ко при выполнении условий задач, существует множество научных работ по
поиску методов синтеза фильтров, более устойчивых к возмущениям со ста-
тистическими характеристиками, отличными от характеристик гауссовско-
го белого шума, чем H2-, и менее консервативных, чем H∞. В 90-е годы с
целью обобщения H2- и H∞-теории И.Г. Владимировым была предложена
анизотропийная теория управления и фильтрации в [4–7]. Фундаментальны-
ми понятиями этой теории являются анизотропия случайного вектора, сред-
няя анизотропия (стационарной эргодической) последовательности случай-
ных векторов и анизотропийная норма системы. Понятие анизотропии слу-
чайного вектора было введено на основе таких понятий теории информации,
как энтропия и количество информации, и представляет собой меру отличия
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распределения случайного вектора от нормального распределения с нулевым
математическим ожиданием и единичной ковариационной матрицей.

Для линейных нестационарных систем существует множество публикаций
на тему анизотропийного анализа и задачи анизотропийной фильтрации. В [7]
было показано, что для решения задачи оптимальной анизотропийной филь-
трации в случае линейной дискретной нестационарной системы на конечном
интервале времени необходимо решить разностное уравнение Риккати с до-
полнительным условием в виде алгебраического уравнения специального ви-
да. В [8] приведена формулировка леммы об ограниченности анизотропийной
нормы для линейных нестационарных систем. Эта лемма является основой
для многих работ по анизотропийной фильтрации для различных классов
нестационарных систем. Задача субоптимальной анизотропийной фильтра-
ции для линейных нестационарных систем с неслучайными матрицами была
решена в [9]. Также в [10] была решена задача субоптимальной фильтрации
для линейных систем с условием равенства размерностей векторов оценивае-
мого выхода и внешнего возмущения. Задача субоптимальной фильтрации
заключается в поиске фильтра, который обеспечивает ограниченность ани-
зотропийной нормы сверху заданным числом. Это число можно менять для
достижения требуемого уровня качества фильтрации. В отличие от задачи
оптимальной фильтрации, в субоптимальной фильтрации условия существо-
вания искомого фильтра выражены в виде линейных матричных неравенств,
решение которых проще с точки зрения программной реализации алгоритма
решения задачи.

С середины двадцатого столетия появилось немало научных работ на тему
задач управления и фильтрации для частного случая стохастических систем,
а именно систем, содержащих мультипликативные шумы. Преимущество опи-
сания стохастических систем подобным образом заключается в том, что они
достаточно эффективно аппроксимируют линейные дискретные системы со
случайными матрицами и для них проще найти подход к решению задач
анализа, управления и фильтрации. Также системы с мультипликативными
шумами часто используются для математического описания разнообразных
физических и финансовых процессов, технических объектов и т.д., как пока-
зано в [11–13]. Вследствие большого научного интереса к таким системам уже
существует множество статей на темы задач робастного управления [14], оце-
нивания состояния системы [15], линейного квадратичного управления [16] и
многие другие.

В [17] представлена лемма об ограниченности анизотропийной нормы си-
стемы с мультипликативными шумами. Эта лемма является основой метода
решения задачи анизотропийной фильтрации для систем с мультипликатив-
ными шумами, который представлен в данной статье. Помимо общего случая
задачи анизотропийной фильтрации для линейных дискретных нестационар-
ных систем с мультипликативными шумами, в статье рассмотрены частные
случаи построения фильтров и решения исходных задач в рамках сделанных
предположений.
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2. Обозначения и предварительные сведения

Перед описанием класса рассматриваемых систем введем необходимые
обозначения. Пусть R

n — множество n-мерных векторов с элементами из R;
R
n×m — множество (n×m)-мерных матриц с элементами из R; Ln

2 — множе-
ство R

n-значных интегрируемых с квадратом случайных векторов; Ln×m
2 —

множество R
n×m-значных интегрируемых с квадратом случайных матриц;

E(x) — математическое ожидание случайной величины x. В выкладках ста-
тьи будут использоваться следующие матричные и векторные нормы:

1) ||x||2 =
√

E (x⊤x) — норма случайного вектора x из L
n
2 ;

2) ||X||2 =
√

tr(E(X⊤X)) — 2-норма случайной матрицы X из L
n×m
2 ;

3) ||X||∞ =
√

max
i

(λi(E(X⊤X))) — ∞-норма случайной матрицы X

из L
n×m
2 , где λi(E(X⊤X)) — собственные значения матрицы E(X⊤X).

4) ΦM (X) — блочно-диагональная матрица из M матриц X.

Для сокращения записи линейных матричных неравенств (ЛМН) будет
использоваться символ ∗ на месте элемента ЛМН, равного симметричному
ему элементу относительно главной диагонали под знаком транспонирования.

В следующих подразделах приведены основные понятия анизотропийной
теории, определение системы с мультипликативными шумами и лемма об
ограниченности анизотропийной нормы для таких систем.

2.1. Класс рассматриваемых систем

Рассмотрим линейную дискретную нестационарную систему F на ограни-
ченном интервале [0, N ] следующего вида:

F :

{
x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)w(k),

z(k) = C(k)x(k) +D(k)w(k),
(2.1)

x(0) = 0, k ∈ [0, N ],

где x(k) ∈ L
nx
2 — вектор состояния системы, w(k) ∈ L

mw

2 — вектор входа си-
стемы, z(k) ∈ L

pz
2 — вектор выхода системы. Матрицы системы A(k), B(k),

C(k), D(k) являются случайными матрицами специального вида

A(k) =

M∑

i=0

ξ1i(k)Ai(k) ∈ L
nx×nx
2 , B(k) =

M∑

i=0

ξ2i(k)Bi(k) ∈ L
nx×mw

2 ,

C(k) =
M∑

i=0

ξ3i(k)Ci(k) ∈ L
pz×nx
2 , D(k) =

M∑

i=0

ξ4i(k)Di(k) ∈ L
pz×mw

2 ,

где ξji(k), j = 1, 4, i = 1,M , k = 0, N являются независимыми в совокуп-
ности по i, j, k скалярными случайными величинами с нулевыми матема-
тическими ожиданиями и единичными дисперсиями. Случайные величины
ξj0(k), j = 1, 4, k = 0, N обладают единичными математическими ожидания-

ми и дисперсиями. Следовательно, выполняются равенства EA(k) = A0(k),
EB(k) = B0(k), EC(k) = C0(k), ED(k) = D0(k).
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Соотношение вход-выход системы (2.1) можно записать в следующей фор-
ме:

Z0:N = F0:NW0:N ,

где Z0:N = (z⊤(0), . . . , z⊤(N))⊤ — последовательность выходных сигналов си-

стемы, W0:N = (w⊤(0), . . . , w⊤(N))⊤ — последовательность входных сигналов

системы, Z0:N ∈ L
pz(N+1)
2 ,W0:N ∈ L

mw(N+1)
2 .Для сокращения записи дальней-

ших выкладок введем обозначения lz = pz(N + 1), lw = mw(N + 1). Матрица
связи в Z0:N = F0:NW0:N имеет вид F0:N = block

06k,κ6N
(f(k, κ)), где

f(k, κ) =





C(k)T (k, κ + 1)B(κ), если k > κ,

D(k), если k = κ,

0, если k < κ.
(2.2)

Матрица перехода T (k, κ) для k > κ удовлетворяет рекуррентной форму-
ле T (k, κ) = A(k − 1)T (k − 1, κ) = T (k, κ+ 1)A(κ) при граничном условии
T (k, k) = Inx . Стоит отметить, что случайная матрица F0:N и случайный
вектор W0:N являются независимыми в силу независимости случайных ве-
личин ξji(k). Нормой системы (2.1) будем считать норму соответствующей
матрицы F0:N . Рассмотрим следующие виды нормы случайной матрицы F0:N :

• H2-норма системы F вида (2.1)

‖F‖2 ,
√

tr(E[F⊤
0:NF0:N ]) = ‖F0:N‖2;

• H∞-норма системы F вида (2.1).
Меру отклика системы Tzw на входной вектор W0:N можно описать с помо-
щью среднеквадратичного коэффициента усиления, который определяется
по формуле

Q(F0:N ,W0:N ) =
||Z0:N ||2
||W0:N ||2

.(2.3)

С учетом независимости F0:N и W0:N среднеквадратичный коэффициент
усиления можно записать следующим образом:

Q(F0:N ,W0:N ) =

√
tr(ΛΣ)

tr(Σ)
,(2.4)

где Λ = E[F⊤
0:NF0:N ] ∈ R

lw×lw , Σ = E[W0:NW
⊤
0:N ] ∈ R

lw×lw . Для системы F
H∞-норма определяется как супремум среднеквадратичного коэффициен-
та усиления Q(F0:N ,W0:N ) системы по всем последовательностям входных

векторов W0:N ∈ L
lw
2 , т.е.

‖F‖∞ , sup
W0:N∈Llw2

Q(F0:N ,W0:N ) = ‖F0:N‖∞.

Далее приведены понятия анизотропии случайного вектора и анизотро-
пийной нормы системы, с помощью которых можно отказаться от предпо-
ложения о наихудшем возмущении и таким образом устранить консерватив-
ность H∞-метода.
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2.2. Анизотропия случайного вектора

Впервые определение анизотропии случайного вектора введено И.Г. Вла-
димировым в [4]. Впоследствии, в [7] определение сформулировано следую-
щим образом

Опр е д е л е н и е 1. Анизотропией A(W ) m-мерного случайного векто-
ра W называется неотрицательная величина, определенная по формуле

A(W ) = min
λ>0

D(f‖pm,λ) =
m

2
ln

(
2πe

m
‖W‖2

)
− h(W ),(2.5)

где D(f‖pm,λ) — относительная энтропия (расстояние Кульбака–Лейблера)
функции плотности распределения вероятности f вектора W относитель-
но функции плотности гауссовского распределения pm,λ с нулевым мате-
матическим ожиданием и скалярной ковариационной матрицей λIm, λ > 0;
h(W ) = −

∫
Rm

f(w) ln f(w)dw — дифференциальная энтропия W .

2.3. Анизотропийная норма

На основании определений среднеквадратичного коэффициента усиления
Q(F0:N ,W0:N ) и понятия анизотропии случайного вектора A(W0:N ) приведем
определение анизотропийной нормы.

Опр е д е л е н и е 2. Анизотропийной нормой системы (2.1), которая
определяется матрицей F0:N на временном интервале k ∈ [0, N ], называет-
ся неотрицательная величина следующего вида:

|||F |||a = sup
W0:N∈Wa

Q(F0:N ,W0:N ),(2.6)

где Wa = {W ∈ L
lw
2 : A (W ) 6 a} — множество lw-мерных случайных век-

торов с анизотропией, ограниченной сверху числом a > 0.

В [7] показано, что супремум среднеквадратичного коэффициента усиле-
ния Q(F0:N ,W0:N ) в (2.6) достигается при входном возмущении в виде слу-
чайного вектора, распределенного по нормальному закону с нулевым мате-
матическим ожиданием и ковариационной матрицей вида

Σ(q) = (Ilw − qΛ)−1,

где q — скалярный параметр, являющийся решением уравнения

−1

2
ln det

mΣ(q)

trΣ(q)
= a

на интервале q ∈
[
0; ||F0:N ||−2

∞

)
.

Анизотропийная норма является неубывающей функцией при любом
a > 0, удовлетворяющей неравенствам

‖F‖2/
√
lw = lim

a→0+
|||F |||a 6 |||F |||a,

|||F |||a 6 lim
a→+∞

|||F |||a = ‖F‖∞.
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Эффективное использование математического аппарата анизотропийной тео-
рии имеет смысл при выполнении строгого неравенства ‖F‖2/

√
lw < ‖F‖∞.

В [17] показано, что для вычисления анизотропийной нормы системы
с мультипликативными шумами необходимо решить разностное уравнение
Риккати в обратном времени на интервале k = 0 . . . N + 1 и разностное урав-
нение Ляпунова в прямом времени. Для решения задачи анизотропийной
фильтрации для систем с мультипликативными шумами, которое обеспечи-
вает ограниченность анизотропийной нормы системы в ошибках фильтрации,
запишем лемму об ограниченности анизотропийной нормы для данного клас-
са систем.

Лемма 1. Дана линейная дискретная нестационарная система F с
мультипликативными шумами вида (2.1) и задано максимальное значение
анизотропии a > 0 входного сигнала. Тогда анизотропийная норма системы
|||F |||a ограничена заданной константой γ > 0 тогда и только тогда, когда
cуществуют значение параметра q > 0 и решения разностных уравнений
Риккати R1(k) ≻ 0, R2(k) ≻ 0 такие, что

R1(k) =

M∑

i=0

A⊤
i (k)R1(k + 1)Ai(k) + q

M∑

i=0

C⊤
i (k)Ci(k),(2.7)

R2(k) =A
⊤
0 (k)R2(k + 1)A0(k) + L⊤(k)S−1(k)L(k),(2.8)

S(k) =

(
Imz −

M∑

i=0

(qD⊤
i (k)Di(k) +B⊤

i (k)R1(k + 1)Bi(k)) −(2.9)

−B⊤
0 (k)R2(k + 1)B0(k)

)−1

≻ 0,

L(k) =S(k)
(
B⊤

0 (k)R1(k + 1)A0(k) +B⊤
0 (k)R2(k + 1)A0(k) +(2.10)

+ qD⊤
0 (k)C0(k)

)
,

N∑

k=0

ln detS(k) > 2a+ lw ln(1− qγ2).(2.11)

3. Постановка задачи фильтрации

Задана линейная дискретная нестационарная стохастическая система F
на конечном временном интервале

F :

{
x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)w(k),

z(k) = Cz(k)x(k) +Dz(k)w(k),
(3.1)

где x(k) является вектором состояния системы, w(k) — вектором входно-
го возмущения, а z(k) — вектором оцениваемого выхода системы. В систе-
ме (3.1) вход w(k) является случайным процессом, удовлетворяющим усло-
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вию w(k) ∈ L
mw

2 , E[w(k)] = 0. Предполагается, что известна априорная ин-
формация о других статистических характеристиках входной последователь-
ности W = w(k), на основе которой можно ввести ограничение анизотропии
A(W ) 6 a, где параметр a является известным положительным числом.

Целью работы является получение оценки выхода z(k) на основе измеря-
емого выхода y(k), описываемого следующим уравнением наблюдения:

y(k) = Cy(k)x(k) +Dy(k)w(k).(3.2)

Ниже приведена формулировка задачи анизотропийной фильтрации

Зад а ч а 1. Получить такую оценку выхода z(k) системы (3.1) на осно-
ве измеряемого выхода y(k) вида (3.2), что анизотропийная норма |||Tz̃w|||a
системы в ошибках фильтрации Tz̃w будет ограничена сверху заданным чис-
лом γ > 0.

Выбрана следующая модель фильтра Tẑw:

Tẑw :





x̂(k + 1) =W (k)x̂(k) +H(k)(y(k) − ŷ(k)),

ẑ(k) = F (k)x̂(k) +G(k)(y(k) − ŷ(k)),

ŷ(k) = Γ(k)x̂(k),

x̂(0) = 0, k = 0, N.

(3.3)

Матрицы фильтра (3.3) являются детерминированными матрицами, являю-
щимися решением задачи фильтрации.

Обозначим ошибку оценивания выхода как z̃(k) = z(k)− ẑ(k). Переписав
систему (3.3) относительно ошибки оценивания z̃(k) и ошибки оценивания со-
стояния e(t) = x(k)− x̂(k), получим систему в ошибках фильтрации. Вывод
уравнений этой системы подробно разобран в следующем разделе. Перефор-
мулируем задачу анизотропийной фильтрации следующим образом:

Зад а ч а 2. Для заданных системы F вида (3.1), уровня анизотропии
a > 0 входного возмущения W и верхней границы анизотропийной нормы
γ > 0 найти фильтр вида (3.3) такой, чтобы для системы в ошибках филь-
трации выполнялось неравенство

|||Tz̃w|||a 6 γ.(3.4)

4. Решение задачи фильтрации

В первую очередь, необходимо построить систему в ошибках фильтрации,
соответствующую исходной системе объекта (3.1) и выбранной модели филь-
тра (3.3). Подставив выражение (3.2) измеряемого выхода y(k) в модель (3.3),
получим





x̂(k + 1) = (W (k)−H(k)Γ(k))x̂(k) +H(k)Cy(k)x(k) +

+H(k)Dy(k)w(k),

ẑ(k) = (F (k)−G(k)Γ(k))x̂(k) +G(k)Cy(k)x(k) +

+G(k)Dy(k)w(k).

(4.1)
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Для упрощения дальнейших выкладок вводим замену переменных

X(k) =W (k)−H(k)Γ(k), Y (k) = F (k)−G(k)Γ(k).

Далее запишем выражение для ошибки оценивания выхода z(k) системы (3.1)

z̃(k) =
(
Cz(k)−G(k)Cy(k)

)
x(k) +

+
(
Dz(k) −G(k)Dy(k)

)
w(k) − Y (k)x̂(k).

(4.2)

Для записи системы в ошибках фильтрации введем обозначение

e(k) = x(k)− x̂(k).(4.3)

Из (3.1), (3.3) с учетом (4.3) получим динамику ошибки оценивания состоя-
ния:

e(k + 1) =
(
A(k)−X(k) −H(k)Cy(k)

)
x(k) +(4.4)

+X(k)e(k) +
(
B(k)−H(k)Dy(k)

)
w(k).

В итоге получим следующий вид системы в ошибках фильтрации Tz̃w:

Tz̃w :





e(k + 1) =
(
A(k)−X(k) −H(k)Cy(k)

)
x(k) +

+X(k)e(k) +
(
B(k)−H(k)Dy(k)

)
w(k),

z̃(k) =
(
Cz(k)− Y (k)−G(k)Cy(k)

)
x(k) +

+
(
Dz(k)−G(k)Dy(k)

)
w(k) + Y (k)e(k).

(4.5)

Для сокращенной записи системы (4.5) введем расширенный вектор состоя-
ния

x(k) =

(
x(k)

e(k)

)
.(4.6)

Запишем систему в ошибках фильтрации Tz̃w вида (4.5) в терминах расши-
ренного вектора состояния

Tz̃w :





x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)w(k),
z̃(k) = C(k)x(k) +D(k)w(k),

x(0) = 0, k = 0, N,

(4.7)

где матрицы A(k), B(k), C(k), D(k) определяются следующим образом:

A(k) =

(
A(k) 0nx×nx

A(k)−X(k) −H(k)Cy(k) X(k)

)
,(4.8)

B(k) =
(

B(k)

B(k)−H(k)Dy(k)

)
,(4.9)
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C(k) =
(
Cz(k)− Y (k)−G(k)Cy(k) Y (k)

)
,(4.10)

D(k) = Dz(k)−G(k)Dy(k).(4.11)

Для решения задачи анизотропийной фильтрации в данной работе необ-
ходимо, чтобы система в ошибках фильтрации (4.7) была системой с муль-
типликативными шумами. Следовательно, должны быть выполнены следую-
щие условия:

1) матрицы системы (4.7) A(k), B(k), C(k), D(k) являются независимыми
в совокупности,

2) матрицы системы (3.1) A(k), B(k), Cz(k), Dz(k), Cy(k), Dy(k) являются
независимыми в совокупности,

3) матрицы системы (4.7) A(k), B(k), C(k), D(k) удовлетворяют следую-
щим выражениям:

A(k) = A0(k) +
M∑

i=1

ζ1i(k)Ai(k), B(k) = B0(k) +
M∑

i=1

ζ2i(k)Bi(k),(4.12)

C(k) = C0(k) +
M∑

i=1

ζ3i(k)Ci(k), D(k) = D0(k) +

M∑

i=1

ζ4i(k)Di(k).(4.13)

Cлучайные величины ζij(k), i = 1, 4, j = 1,Mi, k = 0, N , в выражениях
(4.12)–(4.13) обладают следующими свойствами:

E[ζij(k)] = 0, E[ζ2ij(k)] = 1.

Заметим, что в матрицы системы A(k), B(k), C(k), D(k) входят матрицы
Cy(k) и Dy(k), в общем случае являющиеся случайными. Поскольку матрицы
A(k), B(k), C(k), D(k) должны быть независимыми в совокупности, необхо-
димо выполнение следующего условия:

H(k)G⊤(k) = 0.(4.14)

Это условие, к примеру, выполняется в следующих случаях:

1) H(k) = 0 или G(k) = 0;

2) H(k) =
(
H ′(k) 0

)
, G(k) =

(
0 G′(k)

)
,

где H ′(k) — ненулевая часть неизвестной матрицы H(k), G′(k) — нену-
левая часть неизвестной матрицы G(k).

Частные случаи фильтра H(k) = 0 и G(k) = 0 будут рассмотрены в сле-
дующих разделах статьи. Пока предполагаем, что условие (4.14) выполняется
при H(k) 6= 0 и G(k) 6= 0.

Стоит отметить, что матрица Γ(k) влияет на динамику изменения перемен-
ной фильтра x̂(k) и на связь между оценкой выхода ẑ(k) и переменной x̂(k).
В зависимости от значения этой матрицы оценка выхода ẑ(k) может кор-
ректироваться на основе значения измеряемого выхода y(k) исходной систе-
мы или на основе “ошибки оценки” измеряемого выхода. Поскольку в об-
щем случае матрица Cy(k) может быть случайной, а все искомые матрицы
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фильтра являются детерминированными, выражение ŷ(k) является, скорее,
прогнозом значения измеряемого выхода системы. Это выражение вводится
дополнительно к основной модели фильтра. Значение матрицы Γ(k) выби-
рается вручную вне процесса решения задачи. Частные случаи фильтра при
различных значениях матрицы Γ(k) будут рассмотрены в соответствующем
разделе.

4.1. Условия ограниченности анизотропийной нормы системы
в ошибках фильтрации

В данном разделе воспользуемся леммой 1 для системы (4.7) для сведения
исходной задачи субоптимальной анизотропийной фильтрации к задаче вы-
пуклой оптимизации с условиями в виде линейных матричных неравенств.
Объединим уравнения (2.7)–(2.10) в одно уравнение Риккати. Для этого вве-
дем замену переменных R(k) = R1(k) +R2(k):

M∑

i=0

A⊤
i (k)R1(k + 1)Ai(k) +

M∑

i=0

qC⊤
i (k)Ci(k) +

+A⊤
0 (k)R2(k + 1)A0(k) + L⊤(k)S−1(k)L(k) =

=

M∑

i=0

A⊤
i (k)R(k + 1)Ai(k) +

M∑

i=0

qC⊤
i (k)Ci(k) +

+A⊤
0 (k)R(k + 1)A0(k) + L⊤(k)S−1(k)L(k) −

−
M∑

i=0

A⊤
i (k)R2(k + 1)Ai(k)−A⊤

0 (k)R1(k + 1)A0(k),(4.15)

где матрицы S(k) и L(k) принимают следующий вид:

S(k) = I −B⊤
0 (k)R(k + 1)B0(k)−

M∑

i=0

qD⊤
i (k)Di(k)−(4.16)

−
M∑

i=0

(
B⊤

i (k)(R(k + 1)−R2(k + 1))Bi(k)
)
+B⊤

0 (k)R1(k + 1)B0(k),

L(k) = S(k)
(
B⊤

0 (k)R(k + 1)A0(k) + qD⊤
0 (k)C0(k)

)
.(4.17)

В итоге получаем матричное уравнение

R(k) =

M∑

i=0

A⊤
i (k)R(k + 1)Ai(k) +

M∑

i=0

qC⊤
i (k)Ci(k) +(4.18)

+A⊤
0 (k)R(k + 1)A0(k) + L⊤(k)S−1(k)L(k) +Q(k),

56



S(k) = I −B⊤
0 (k)R(k + 1)B0(k)−

M∑

i=0

qD⊤
i (k)Di(k)−(4.19)

−
M∑

i=0

(
B⊤

i (k)(R(k + 1)−R2(k + 1))Bi(k)
)
+

+B⊤
0 (k)R1(k + 1)B0(k)

L(k) = S(k)
(
B⊤

0 (k)R(k + 1)A0(k) + qD⊤
0 (k)C0(k)

)
,(4.20)

где

Q(k) = −
M∑

i=0

A⊤
i (k)R2(k + 1)Ai(k)−A⊤

0 (k)R1(k + 1)A0(k).

Уравнение (4.18) не является разностным уравнением Риккати относи-
тельно новой переменной R(k) по причине наличия членов с матрицами R1(k)
и R2(k), которые содержатся в (4.18)–(4.20). Стоит отметить, что слагаемые

−Q(k),
M∑
i=0

(B⊤
i (k)R2(k + 1)Bi(k)) и B⊤

0 (k)R1(k + 1)B0(k) являются неотрица-

тельно определенными матрицами. Второе и третье слагаемые из перечис-
ленных содержатся под знаком обратной матрицы, а в данном случае спра-
ведливо следующее утверждение

Если A ≻ 0, X � 0, то (A+X)−1 � A−1.

Введем матрицу R ≻ 0, являющуюся решением матричного неравенства
вида

R(k) ≻ A⊤
0 (k)R(k + 1)A0(k) +

M1∑

i=1

A⊤
i (k)R(k + 1)Ai(k) +(4.21)

+ q

M3∑

i=0

C⊤
i (k)Ci(k) + L⊤(k)S−1(k)L(k),

R(N + 1) = 0,

S(k) =
(
Imw

−
(
q

M4∑

i=0

D⊤
i (k)Di(k) +(4.22)

+

M2∑

i=0

B⊤
i (k)R(k + 1)Bi(k)

))−1

≻ 0,

L(k) = S(k)
(
B⊤
0 (k)R(k + 1)A0(k) + qD⊤

0 (k)C0(k)
)
,(4.23)
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N∑

k=0

ln detS−1(k) > 2a+ lw ln(1− qγ2).(4.24)

Разность правых частей неравенства (4.21) и уравнения (4.18) является неот-
рицательно определенной матрицей. Поэтому в силу свойства монотонности
решения дискретного уравнения Риккати, описанного в [18, 19], решение R(k)
неравенства (4.21) удовлетворяет условию R(k) ≻ R(k) при всех k ∈ [0, N ].
Таким образом, получена система матричных неравенств (4.21)–(4.23) с нера-
венством специального вида (4.24), которая в соответствии с изложенными
преобразованиями позволяет получить субоптимальное решение поставлен-
ной задачи.

Запишем теорему об условиях существования фильтра вида (3.3), который
обеспечивает ограниченность анизотропийной нормы системы вида (4.7).

Те ор ем а 1. Задана линейная дискретная нестационарная система F
на конечном интервале времени с реализацией в пространстве состояний
(3.1) и выбраны вещественные числа γ > 0, a > 0. Фильтр Tẑw с реализа-
цией в пространстве состояний (3.3), гарантирующий выполнение неравен-
ства |||Tz̃w|||a 6 γ для системы в ошибках фильтрации с реализацией в про-
странстве состояний (4.7), существует, если найдутся матрицы P(k) ≻ 0,
P(N + 1) = 0, W (k), H(k), F (k), G(k), Γ(k) и Ψ(k), при которых выполня-
ются неравенства




P(k) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ηImw ∗ ∗ ∗ ∗

P(k + 1)A0(k) P(k + 1)B0(k) P(k + 1) ∗ ∗ ∗

P(k + 1)A⊤
(k) 0 0

. . . ∗ ∗
C0(k) D0(k) 0 0 P(k + 1) ∗
C⊤

(k) 0 0 0 0 I




≻ 0,(4.25)




P(N) ∗ ∗ ∗
0 ηImw

∗ ∗
C0(N) D0(N) Ipz ∗
C(N) 0 0 I




≻ 0,(4.26)




ηImw
−Ψ(k) ∗ ∗ ∗ ∗

P(k + 1)B⊤
0 (k) P(k + 1) ∗ ∗ ∗

... 0
. . . ∗ ∗

P(k + 1)B⊤
M (k) 0 0 P(k + 1) ∗

D⊤
(k) 0 . . . 0 I




≻ 0,(4.27)

(
ηImw

−Ψ(N) ∗
D(N) Ipz

)
≻ 0,(4.28)
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N∏

k=0

detΨ(k) > e2a(η − γ2)mw(N+1),(4.29)

P(k) ≻ 0, k = N − 1, . . . , 0.

Доказательство теоремы приведено в Приложении 1.

Стоит отметить, что в произведении матриц AiP(k + 1), B⊤
i P(k + 1) мо-

гут содержаться нелинейные члены в виде произведений неизвестных матриц
фильтра W (k), H(k), F (k), G(k), Γ(k) и компонент матрицы P(k + 1). В за-
висимости от частных случаев задачи фильтрации вводятся дополнительные
замены переменных и к неравенствам (4.25)–(4.29) добавляются новые усло-
вия в соответствии с введенными заменами переменных. В частных случаях
задачи анизотропийной фильтрации это будет показано наглядно.

4.2. Частные случаи задачи фильтрации

В данном разделе рассмотрены частные случаи задачи анизотропийной
фильтрации для разных типов стохастических систем и разных конфигура-
ций фильтра.

4.2.1. Система с отказами в измерениях
Рассмотрим систему F вида (3.1)

F :

{
x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)w(k),

z(k) = Cz(k)x(k) +Dz(k)w(k),
(4.30)

y(k) = λ(k)Cy(k)x(k) +Dy(k)w(k),

где матрицы системы A(k), B(k), Cz(k), Dz(k), Cy(k), Dy(k) являются детер-
минированными матрицами соответствующих размерностей, λ(k) — случай-
ная величина с распределением вероятностей Бернулли:

P (λ(k) = 1) = p, P (λ(k) = 0) = 1− p.

Рассмотрим модель фильтра Tẑw вида (3.3) со следующей конфигурацией:

Tẑw :





x̂(k + 1) =W (k)x̂(k) +H(k)(y(k) − ŷ(k)),

ẑ(k) = Cz(k)x̂(k),

ŷ(k) = pCy(k)x̂(k),

x̂(0) = 0, k = 0, N.

(4.31)

Для системы (4.30) и фильтра (4.31) рассмотрим задачу анизотропийной
фильтрации. Необходимо найти матрицы W (k),H(k) фильтра, при которых
анизотропийная норма системы в ошибках фильтрации удовлетворяет нера-
венству |||Tz̃w|||a для фиксированного a > 0. В первую очередь, запишем си-
стему в ошибках фильтрации Tz̃w по формуле (4.7)

Tz̃w :

{
X(k + 1) = A(k)X(k) + B(k)w(k),
z̃(k) = C(k)X(k) +D(k)w(k),

(4.32)
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где

A(k) = A0(k) + (λ(k) − p)A1(k),(4.33)

A0(k) =

(
A(k) 0nx×nx

A(k) −W (k) W (k)− pH(k)Cy(k)

)
,

A1(k) =

(
0nx×nx 0nx×nx

−H(k)Cy(k) 0nx×nx

)
,

B(k) =
(

B(k)

B(k)−H(k)Dy(k)

)
,

C(k) =
(
0pz×nx Cz(k)

)
, D(k) = Dz(k).

Далее запишем сформулированные в предыдущем разделе условия огра-
ниченности анизотропийной нормы в форме системы неравенств (4.25)–(4.29)
для системы в ошибках фильтрации вида (4.32)




P(k) ∗ ∗ ∗ ∗
0 ηImw ∗ ∗ ∗

P(k+1)A0(k) P(k+1)B0(k) P(k+1) ∗ ∗
√
p(1− p)P(k+1)A⊤

1 (k) 0 0 P(k+1) ∗
C(k) D(k) 0 0 I




≻ 0,(4.34)




P(N) ∗ ∗
0 ηImw

∗
C0(N) D(N) Ipz


 ≻ 0,(4.35)




ηImw
−Ψ(k) ∗ ∗

P(k + 1)B⊤(k) P(k + 1) ∗
D⊤

(k) 0 I


 ≻ 0,(4.36)

(
ηImw

−Ψ(N) ∗
D(N) Ipz

)
≻ 0,(4.37)

N∏

k=0

detΨ(k) > e2a(η − γ2)mw(N+1),(4.38)

P(k) ≻ 0, k = N − 1, . . . , 0.

Видно, что в матричных неравенствах (4.34), (4.36) есть произведе-
ния матриц P(k + 1)A0(k), P(k + 1)A1(k) и P(k + 1)B⊤(k). Матрицы A0(k),
A1(k), B0(k) удовлетворяют условиям (4.33). Следовательно, в P(k + 1)A0(k),
P(k + 1)A1(k) и P(k + 1)B⊤(k) есть произведения неизвестных матриц
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P(k + 1), W (k) и H(k). С целью устранения нелинейных членов в матрич-
ных неравенствах введем следующие замены переменных системы матрич-
ных неравенств:

X (k) =

(
0nx×nx 0nx×py

W (k) H(k)

)
,(4.39)

P(k + 1)A0(k) = P(k + 1)Ã0
0(k) + P(k + 1)X (k)Ã1

0(k),(4.40)

Ã0
0(k) =

(
A 0nx×nx

A 0nx×nx

)
, Ã1

0(k) =

(
−Inx Inx
0nx×nx −pCy

)
,

P(k + 1)A1(k) = P(k + 1)X (k)Ã1
1(k),

Ã1
1(k) =

(
0nx×nx 0nx×nx

−Cy 0py×nx

)
,

P(k + 1)B(k) = P(k + 1)B̃0(k) + P(k + 1)X (k)B̃1(k),

B̃0(k) =

(
B

B

)
, B̃1(k) =

(
0nx×mw

−Dy

)
,

Q(k) = P(k + 1)X (k).(4.41)

Применим замену переменных (4.39)–(4.41) к неравенствам (4.34)–(4.37) и
получим выражения следующего вида:




P(k) ∗ ∗ ∗ ∗

0 ηImw
∗ ∗ ∗

P(k+1)Ã0
0(k)+Q(k)Ã1

0(k) P(k+1)B̃0(k)+Q(k)B̃1(k) P(k+1) ∗ ∗
√

p(1−p)Q(k)Ã1
1(k) 0 0 P(k+1) ∗

C(k) D(k) 0 0 I




≻ 0,(4.42)



ηImw −Ψ(k) ∗ ∗
P(k+1)B̃0(k) P(k+1) ∗

D(k) 0pz×2nx Ipz


+




0mw×mw ∗ ∗
Q(k)B̃1(k) 02nx×2nx ∗
0pz×mw 0pz×2nx 0pz×pz


≻ 0,(4.43)




P(N) ∗ ∗
0mw×2nx ηImw

∗
C(N) D(N) I2pz


 ≻ 0,

(
ηImw −Ψ(N) ∗

D(N) Ipz

)
≻ 0,

N∏

k=0

detΨ(k) > e2a(η − γ2)mw(N+1),

P(k) ≻ 0, k = N − 1, . . . , 0.
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Вместо неизвестных матриц фильтра W (k), H(k) переменными системы
линейных матричных неравенств становятся матрицы X (k) и Q(k). Стоит
обратить внимание, что при решении неравенств (4.42)–(4.43) необходимо
учитывать условия (4.39)–(4.41), ограничивающие область значений матриц
X (k), Q(k). Численный пример решения задачи анизотропийной фильтрации
для системы с отказами представлен в разделе Пример.

4.2.2. Фильтр с H(k) = 0

Заданы система вида (3.1) и фильтр (3.3). Если матрица H(k) = 0, то с
учетом условия x̂(0) = x(0) = 0 получаем

x̂(k + 1) =W (k)x̂(k), x̂(0) = 0 ⇒ x̂(k)≡ 0.

Следовательно, оценка выхода системы z(k) имеет вид ẑ(k) = G(k)y(k).
Имеем статический фильтр с одной неизвестной матрицей G(k).

Матрицы фильтра в терминах ошибок имеют следующий вид:

A(k) = A(k), B(k) = B(k),

C(k) = Cz(k)−G(k)Cy(k), D(k) = Dz(k)−G(k)Dy(k).(4.44)

Подставив (4.44) в (4.25)–(4.29), получим систему линейных матричных
неравенств относительно матриц P(k),Ψ(k) и матрицы фильтра G(k), для
которых не требуется дополнительных замен переменных.

4.2.3. Фильтр с G(k) = 0

Заданы система вида (3.1) и фильтр (3.3). Если G(k) = 0, то оценка выхода
системы ẑ(k) имеет вид

ẑ(k) = F (k)x̂(k).(4.45)

Если исходная система (3.1) с учетом (4.45) является детерминирован-
ной, то можно принять F (k) = Cz(k). В противном случае можно принять
F (k) = E[Cz(k)]. Таким образом, задача анизотропийной фильтрации сводит-
ся к поиску матриц фильтра W (k), H(k). В зависимости от вида матриц A(k)
и B(k) будет необходимо ввести замену переменных для устранения произве-
дений компонент неизвестной матрицы P(k + 1) и искомых матриц фильтра
W (k), H(k).

4.2.4. Фильтр с Γ(k) = 0

Заданы система вида (3.1) и фильтр (3.3). Рассмотрим случай Γ(k) = 0.
Поскольку необходимо, чтобы система в ошибках фильтрации принадлежа-
ла классу систем с мультипликативными шумами, матрицы (4.8) должны
удовлетворять условиям (4.12)–(4.13). Поэтому запишем матрицу A(k) в сле-
дующем виде:

A(k) =

( A11(k) A12(k)

A21(k) A22(k)

)
= A0(k) +

M∑

i=1

ζ1i(k)Ai(k),

Ai(k) =

( Ai11(k) Ai12(k)

Ai21(k) Ai22(k)

)
, i = 0,M.(4.46)
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Далее запишем условия для каждой компоненты матрицы (4.46) с учетом
выражений матриц системы в ошибках фильтрации вида (4.8):

A(k) = A011(k) +

M∑

i=1

λ1i(k)Ai11(k),(4.47)

0 = A012(k) +

M∑

i=1

λ1i(k)Ai12(k),(4.48)

A(k)−W (k)−H(k)Cy(k) = A021(k) +

M∑

i=1

λ1i(k)Ai21(k),(4.49)

W (k) = A022(k) +
M∑

i=1

λ1i(k)Ai22(k).(4.50)

Из равенства (4.47) видно, что A(k) является матрицей специального вида.
Из (4.50) и того факта, что матрица фильтра W (k) не может быть случайной,
следует, что у уравнения (4.50) нет решений. Следовательно, условием нали-
чия решения является равенство нулю всех матриц Ai22

(k) при случайных
величинах λ1i(k). Предположим, что W (k) = A022(k).

С учетом вышесказанного, перепишем (4.49) в следующем виде:

A011(k)−W (k) = A021(k),

M∑

i=1

λ1i(k)Ai11(k)−H(k)Cy(k) =
M∑

i=1

λ1i(k)Ai21(k).(4.51)

В общем случае E[Cy(k)] 6= 0. Следовательно, равенство (4.49) является
уравнением относительно случайных величин с разными математическими
ожиданиями. Необходимо свести (4.49) к уравнению относительно случай-
ных величин с нулевыми математическими ожиданиями. Для этого проведем
следующие преобразования (4.51):

M∑

i=1

λ1i(k)Ai11(k)−H(k)Cy(k) +H(k)E[Cy(k)]−

−H(k)E[Cy(k)] =

M∑

i=1

λ1i(k)Ai21(k).(4.52)

Видно, что слагаемые H(k)Cy(k) иH(k)E[Cy(k)] можно сгруппировать, полу-
чив при матрице H(k) случайную матрицу с нулевым математическим ожи-
данием. Перепишем (4.52) в виде

A021(k) = A011(k)−W (k)−H(k)E[Cy(k)],

M∑

i=1

λ1i(k)Ai21(k) =

M1∑

i=1

λ1i(k)Ai11(k) +H(k)(E[Cy(k)]− Cy(k)).(4.53)
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Равенство (4.53) выполняется, если матрица Cy(k) имеет следующий вид:

Cy(k) = Cy0(k) +

M∑

i=1

λ1i(k)Cyi(k),(4.54)

где

Cy0(k) = E[Cy(k)], H(k)Cyi(k) = Ai11(k)−Ai21(k).

Предположив, что все матрицы Ai(k), Cyi(k), i = 0,M известны, имеем

A(k) =

(
A0(k) 0

A0(k) −W (k)−H(k)Cy0(k) W (k)

)
+

+

M∑

i=1

λ1i(k)

(
Ai(k) 0

Ai(k)−H(k)Cyi(k) 0

)
.(4.55)

Далее, в соответствии с условиями (4.8), (4.12) для матриц системы с муль-
типликативными шумами матрица B(k) должна удовлетворять выражению

B(k) = B0(k) +
M∑

i=1

λ2i(k)Bi(k).(4.56)

Предположим, что выполняются соотношения

B(k) = B0(k) +

M∑

i=1

λ2i(k)Bi(k),

Dy(k) = Dy0(k) +
M∑

i=1

λ2i(k)Dyi(k),(4.57)

H(k)Dyi(k) = B1i − B2i,

где все матрицы Bi(k), Dyi(k), i = 0,M известны. Таким образом, (4.56) с
учетом (4.57) имеет вид

B(k) =
(

B0(k)

B0(k)−H(k)Dy0(k)

)
+

M∑

i=1

λ2i(k)

(
Bi(k)

Bi(k)−H(k)Dyi(k)

)
.(4.58)

При выполнении (4.54), (4.55) и (4.58) система в ошибках фильтрации
является системой с мультипликативными шумами. Запишем теорему об
условиях ограниченности анизотропийной нормы этой системы для случая
Γ(k) = 0:
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Те ор ем а 2. Заданы линейная дискретная нестационарная система Tz̃w
с реализацией в пространстве состояний (4.7) и вещественные числа a > 0
и γ > 0. Тогда a-анизотропийная норма системы на интервале [0, N ] удовле-
творяет неравенству |||Tz̃w|||a 6 γ, если существуют q = η−1 > 0 и матри-
цы P(k), Ψ(k), Y(k), которые являются решением системы линейных мат-
ричных неравенств




P(k) 0 A0⊤
0 P(k + 1) A0

(k)P(k + 1) C(k)
∗ ηI B0⊤

0 (k)P(k + 1) 0 0

∗ ∗ P(k + 1) 0 0

∗ ∗ ∗ ΦM (P(k + 1)) 0

∗ ∗ ∗ ∗ I




+

+




0 0 A1⊤
0 Y(k) A1

(k)Y(k) 0

∗ 0 B1⊤
0 (k)Y(k) 0 0

∗ ∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0



≻ 0,(4.59)



ηI −Ψ(k) B0⊤

0 (k)P(k + 1) B0
(k)P(k + 1)

∗ P(k + 1) 0

∗ ∗ ΦM (P(k + 1))


+(4.60)

+




0 B1⊤
0 (k)Y(k) B1

(k)Y(k)
∗ 0 0

∗ ∗ 0


 ≻ 0,




P(N) 0 C(N)

∗ ηI 0

∗ ∗ I


 ≻ 0,(4.61)

[
ηI −Ψ(N) 0

0 I

]
≻ 0,(4.62)

N∏

k=0

detΨ(k) > e2a(η − γ2)mw(N+1),(4.63)

Y(k) =
(

0 0

Y21 Y22

)
.

Доказательство теоремы приведено в Приложении 2.
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Аналогично рассмотренным выше частным случаям фильтров, при реше-
нии неравенств (4.59)–(4.63) необходимо учитывать вид неизвестной матри-
цы Y(k) в соответствии с заменой переменных (см. док-во теоремы в При-
ложении). Решив полученные неравенства относительно матриц P(k), Ψ(k)
и Y(k), используем обратную замену переменных и находим матрицы филь-
тра W (k) и H(k).

4.2.5. Фильтр с Γ(k) 6= 0

Заданы система вида (3.1) и фильтр (3.3). Рассмотрим случай Γ(k) 6= 0.
Матрицы системы и фильтра должны удовлетворять следующим условиям:

A(k) = A011(k) +

M∑

i=1

λ1i(k)Ai11(k),(4.64)

0 = A012(k) +

M∑

i=1

λ1i(k)Ai12(k),(4.65)

A(k)−W (k) +H(k)(Γ(k) − Cy(k)) = A021(k) +
M∑

i=1

λ1i(k)Ai21(k),(4.66)

W (k)−H(k)Γ(k) = A022(k) +
M∑

i=1

λ1i(k)Ai22(k),(4.67)

B(k) = B01(k) +

M∑

i=1

λ2i(k)Bi1(k).(4.68)

Так же, как и в случае Γ(k) = 0, равенство (4.66) имеет место, если ма-
тематические ожидания случайных величин обеих сторон выражения (4.66)
равны. Предположив, что Γ(k) = E[Cy(k)], преобразуем (4.66)–(4.67) к сле-
дующему виду:

A021(k) = A011(k)−W (k),

M∑

i=1

λ1i(k)Ai21(k) =

M∑

i=1

λ1i(k)Ai11(k) +H(k)(E[Cy(k)]− Cy(k)).(4.69)

Если условие (4.69) выполняется, то условия ограниченности анизотропий-
ной нормы системы в ошибках фильтрации (4.7) выводятся тем же образом,
как и в случае Γ(k) = 0. Применив аналогичные преобразования и замены
переменных, получим условия ограниченности анизотропийной нормы для
рассматриваемого частного случая фильтра:

Те ор ем а 3. Заданы линейная дискретная нестационарная система Tz̃w
с мультипликативными шумами и реализацией в пространстве состояний
(4.7) и вещественные числа a > 0, γ > 0. Тогда a-анизотропийная норма си-
стемы на интервале k ∈ [0, N ] удовлетворяет условию |||Tz̃w|||a 6 γ, если
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существуют q = η−1 > 0 и матрицы P(k), Ψ(k), Y(k), при которых выпол-
няются неравенства




P(k) 0 A0⊤
0 P(k + 1) A0

(k)P(k + 1) C(k)
∗ ηI B0⊤

0 (k)P(k + 1) 0 0

∗ ∗ P(k + 1) 0 0

∗ ∗ ∗ ΦM (P(k + 1)) 0

∗ ∗ ∗ ∗ I



+

+




0 0 A1⊤
0 Y(k) A1

(k)Y(k) 0

∗ 0 B1⊤
0 (k)Y(k) 0 0

∗ ∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0



≻ 0,



ηI −Ψ(k) B0⊤

0 (k)P(k + 1) B0
(k)P(k + 1)

∗ P(k + 1) 0

∗ ∗ ΦM (P(k + 1))


+

+




0 B1⊤
0 (k)Y(k) B1

(k)Y(k)
∗ 0 0

∗ ∗ 0


 ≻ 0,




P(N) 0 C(N)

∗ ηI 0

∗ ∗ I


 ≻ 0,

[
ηI −Ψ(N) 0

0 I

]
≻ 0,

N∏

k=0

detΨ(k) > e2a(η − γ2)mw(N+1),

Y(k) =
(

0 0
Y21 Y22

)
.

Стоит отметить, что единственным отличием частных случаев фильтров
Γ(k) = 0 и Γ(k) 6=0 является компонента H(k)E[Cy(k)] в матрице A021(k). Да-

же при отсутствии в фильтре слагаемых H(k)Γ(k) компонента H(k)E[Cy(k)]
все равно появляется для центрирования случайной матрицы Cy(k) и тем
самым обеспечения выполнения ограничений на матрицы системы с мульти-
пликативными шумами. В следующем разделе приведен численный пример
решения задачи анизотропийной фильтрации для системы с отказами в из-
мерениях.
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5. Пример

Рассматривается система с отказами в измерениях вида

F :

{
x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)w(k) + r(k),
z(k) = Cz(k)x(k) +Dz(k)w(k),

(5.1)

y(k) = λ(k)Cy(k)x(k) +Dy(k)w(k),

0,4

1-я компонента ошибки оценивания
e1

H2-фильтр
Аниз. фильтр
H¥-фильтр

t

0,2
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-0,6
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-1,2

0
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Рис. 1. Ошибка оценивания e1(t).

0,4

2-я компонента ошибки оценивания
e2 H2-фильтр
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Рис. 2. Ошибка оценивания e2(t).
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H2-фильтр
4

1-я компонента оцениваемого выхода
z1 z1(t) без шумов

z1(t) с шумом
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H¥-фильтр

t
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0
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Рис. 3. Оцениваемый выход z1(t).

0,4
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2-я компонента оцениваемого выходаz2
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z2(t) с шумом
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H¥-фильтр

t
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Рис. 4. Оцениваемый выход z2(t).

с матрицами

A = A0 =

(
0,5 4
0 0,5

)
, B = B0 =

(
0 0,8
1 0

)
,

Cz = Cz0 =

(
1 0
0 1

)
, Dz = Dz0 =

(
0 0
0 0

)
,

Cy =
(
0 1

)
, σ(λk) =

√
p(1− p), Dy = Dy0 =

(
0 0,64

)
,

N = 200, r(k) =

(
0, 0, 2 sin

(
k

5

1

2π

))⊤

,
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Рис. 5. Ошибка оценивания e1(t).
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Рис. 6. Ошибка оценивания e2(t).

где σ(λk) — среднеквадратичное отклонение случайной величины λ(k) при
матрице Cy, r(k) — синусоидальное задающее воздействие, подаваемое на
вход системы. По предложенному алгоритму для данной системы синтезиро-
ваны три a-анизотропийных фильтра при фиксированном параметре анизо-
тропии a и различных значениях вероятности отказа 1− p. Каждый из этих
анизотропийных фильтров сравнивается с субоптимальным H2-фильтром и
субоптимальным H∞-фильтром, построенными для той же системы с соот-
ветствующими параметрами вероятности отказа.
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Рис. 7. Оцениваемый выход z1(t).
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Рис. 8. Оцениваемый выход z2(t).

В результате решения системы линейных матричных неравенств (4.39)–
(4.40) для системы (5.1) были получены последовательности значений мат-
риц фильтра W (k) и H(k). При решении системы линейных матричных нера-
венств использовались пакеты Yalmip Matlab toolbox и SeDuMi optimization
package.

Результаты моделирования представлены в виде графиков значений оце-
ниваемого выхода z(t) и ошибок оценивания выхода e(t) = z(t)− ẑ(t) для трех
значений параметра p. Точками на графиках обозначены моменты отказа в
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Рис. 9. Ошибка оценивания e1(t).
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Рис. 10. Ошибка оценивания e2(t).

измерениях, т.е. λ(k) = 0. Ниже приведены значения параметра вероятности
отказа, при которых производилось численное решение поставленной задачи
фильтрации:
• Вероятность отказа в измерениях 1 − p = 0,01. Графики ошибки филь-

трации и оцениваемого выхода представлены на рис. 1–4.
• Вероятность отказа в измерениях 1 − p = 0,03. Графики ошибки филь-

трации и оцениваемого выхода представлены на рис. 5–8.

72



H2-фильтр

1-я компонента оцениваемого выходаz1

z1(t) без шумов
z1(t) с шумом

Аниз. фильтр
H¥-фильтр

t

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Рис. 11. Оцениваемый выход z1(t).
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Рис. 12. Оцениваемый выход z2(t).

• Вероятность отказа в измерениях 1 − p = 0,05. Графики ошибки филь-
трации и оцениваемого выхода представлены на рис. 9–12.

На графиках видно, как при увеличении числа отказов в измерениях уве-
личивается ошибка оценивания выходов z(t) рассматриваемой системы. Но
после каждого отказа оценка постепенно сходится к реальному значению вы-
хода системы, т.е. ошибка оценивания продолжает колебаться около нуля.
Также видно, что субоптимальный анизотропийный фильтр эффективнее
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H2-субоптимального фильтра, но менее эффективен, чем H∞-субоптималь-
ный фильтр, что обусловлено свойствами анизотропийной нормы. Однако,
как было сказано ранее, анизотропийный фильтр может менять свои свой-
ства в зависимости от параметра a, что позволяет решать задачу фильтрации
для конкретного случая входного возмущения менее энергозатратно с техни-
ческой точки зрения, чем с помощью H∞-субоптимального фильтра.

6. Заключение

Решена задача анизотропийной фильтрации на конечном временном ин-
тервале для линейной дискретной нестационарной системы с мультиплика-
тивными шумами. Качество решения задачи фильтрации характеризуется
анизотропийной нормой системы в ошибках оценивания наблюдаемого выхо-
да исходной системы. На основании леммы об ограниченности анизотропий-
ной нормы системы с мультипликативными шумами выведены линейные мат-
ричные неравенства относительно неизвестных матриц искомого фильтра.
Рассмотрены частные случаи задачи анизотропийной фильтрации, включая
задачу фильтрации для системы с отказами в измерениях. Использование
предложенного метода решения задачи анизотропийной фильтрации проде-
монстрировано с помощью численного примера задачи для системы с отка-
зами в измерениях с различными значениями вероятности отказа.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Приведем выражение (4.22) к виду
неравенства с учетом положительной определенности матрицы S(k):

Θ(k) ≻ 0 : Θ(k) ≻ S(k), Θ−1(k) ≺ S−1(k),

Θ−1(k) = Ψ(k) ≺ Imw −(Π.1.1)

−
(
q

M∑

i=0

D⊤
i (k)Di(k) +

M∑

i=0

B⊤
i (k)R(k + 1)Bi(k)

)
,

Ψ−1(k) ≻ S(k).

Применив (Π.1.1) к системе (4.21)–(4.24), получим систему неравенств сле-
дующего вида:

R̂(k)≻ R(k), R̂(N + 1) = 0,

R̂(k)≻A⊤
0 (k)R̂(k+1)A0(k) +(Π.1.2)

+
M∑

i=1

aiA⊤
i (k)R̂(k+1)Ai(k)+ q

M∑

i=0

ciC⊤
i (k)Ci(k) +

+
(
B⊤
0 R̂(k+1)A0+ qD⊤

0 C0
)⊤

Ψ−1(k)
(
B⊤
0 R̂(k+1)A0+ qD⊤

0 C0
)
,
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Ψ(k)≺ Imw −
(
q

M∑

i=0

D⊤
i (k)Di(k)+

M∑

i=0

B⊤
i (k)R̂(k+1)Bi(k)

)
,(Π.1.3)

N∑

k=0

ln detΨ(k) > 2a+mw(N + 1) ln(1− qγ2).(Π.1.4)

Заметим, что в неравенстве (Π.1.4) есть произведение двух переменных си-
стемы qγ2. Для решения системы неравенств необходимо устранить данную
нелинейную компоненту с помощью преобразования самого выражения или
замены переменных. Следовательно, введем следующие новые переменные:

η = q−1, Ψ = ηΨ,

P(k) = ηR̂(k), P(N + 1) = ηR̂(N + 1).(Π.1.5)

Для компактности записи дальнейших выкладок с линейными матричны-
ми неравенствами введем обозначения

A(k) =
(
A⊤

1 . . . A⊤
M

)
, B(k) =

(
B⊤
1 . . . B⊤

M

)
,(Π.1.6)

C(k) =
(
C⊤
1 . . . C⊤

M

)
, D(k) =

(
D⊤

1 . . . D⊤
M

)
.(Π.1.7)

Для приведения неравенств (Π.1.2), (Π.1.3) к форме системы линейных
матричных неравенств (ЛМН) потребуется лемма Шура (в англоязычной ли-
тературе — Schur complement lemma). Формулировку данной леммы можно
найти в [20].

Применим лемму Шура к системе неравенств Риккати (Π.1.2)–(Π.1.3) с
учетом замены переменных (Π.1.5) и обозначений (Π.1.6)–(Π.1.7):




P(k) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ηImw ∗ ∗ ∗ ∗

A0(k) B0(k) P−1(k + 1) ∗ ∗ ∗

A⊤
(k) 0 0

. . . ∗ ∗
C0(k) D0(k) 0 0 P−1(k + 1) ∗
C⊤

(k) 0 0 0 0 I




≻ 0,(Π.1.8)




P(N) ∗ ∗ ∗
0 ηImw

∗ ∗
C0(N) D0(N) Ipz ∗
C(N) 0 0 I


 ≻ 0,(Π.1.9)




ηImw
−Ψ(k) ∗ ∗ ∗ ∗

B⊤
0 (k) P−1(k + 1) ∗ ∗ ∗
... 0

. . . ∗ ∗
B⊤
M(k) 0 0 P−1(k + 1) ∗

D⊤
(k) 0 . . . 0 I




≻ 0,(Π.1.10)
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(
ηImw

−Ψ(N) ∗
D(N) Ipz

)
≻ 0,(Π.1.11)

N∏

k=0

detΨ(k) > e2a(η − γ2)mw(N+1),(Π.1.12)

P(k) ≻ 0, k = N − 1, . . . , 0.

Для устранения обратных матриц в неравенствах (Π.1.8), (Π.1.10) сделаем
конгруэнтные преобразования неравенств с помощью блочно-диагональных
матриц вида

blockdiag
(
I2nx , Imw ,P(k + 1), . . . ,P(k + 1), Ipz(M)

)
и

blockdiag
(
I2nx ,P(k + 1), . . . ,P(k + 1), Ipz(M)

)
.

Для упрощения записи преобразованных ЛМН введем обозначения

A(k)P(k + 1) =
(
A⊤

1 P(k + 1) . . . A⊤
MP(k + 1)

)
,(Π.1.13)

B(k)P(k + 1) =
(
B⊤
1 P(k + 1) . . . B⊤

MP(k + 1)
)
.(Π.1.14)

Применив обозначения (Π.1.13)–(Π.1.14) и необходимые конгруэнтные пре-
образования к неравенствам (Π.1.8)–(Π.1.12), получим искомые линейные
матричные неравенства (4.25)–(4.29).

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Запишем условия ограниченности ани-
зотропийной нормы для системы в ошибках фильтрации с учетом приведен-
ных выше выкладок:




P(k) 0 A⊤
0 P(k + 1) A(k)P(k + 1) C(k)

∗ ηI B⊤
0 (k)P(k + 1) 0 0

∗ ∗ P(k + 1) 0 0

∗ ∗ ∗ ΦM(P(k + 1)) 0

∗ ∗ ∗ ∗ I



≻ 0,



ηI −Ψ(k) B⊤

0 (k)P(k + 1) B(k)P(k + 1)

∗ P(k + 1) 0

∗ ∗ ΦM (P(k + 1))


 ≻ 0,




P(N) 0 C(N)

∗ ηI 0

∗ ∗ I


 ≻ 0,

[
ηI −Ψ(N) 0

0 I

]
≻ 0,
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N∏

k=0

detΨ(k) > e2a(η − γ2)mw(N+1).

C учетом (4.55), (4.58) очевидно, что в неравенствах есть нелинейные
компоненты в виде произведений неизвестных матриц в произведениях
Ai(k)P(k + 1) и B⊤

i (k)P(k + 1).

Для устранения нелинейных членов в неравенствах используется следую-
щая замена переменных неравенств:

X (k) =

(
0 0

W (k) H(k)

)
, Y(k) = X (k)P(k + 1).(Π.2.1)

Применив замену переменных (Π.2.1) к системе неравенств (4.55), (4.58), по-
лучим

A(k) = A0
0(k) + X (k)A1

0(k) +
M∑

i=1

λ1i(k)
(
A0

i (k) + X (k)A1
i (k)

)
,(Π.2.2)

B(k) = B0
0(k) + X (k)B1

0(k) +

M∑

i=1

λ1i(k)
(
B0
i (k) + X (k)B1

i (k)
)
,(Π.2.3)

где

A0
0(k) =

(
A0(k) 0

A0(k) 0

)
, A1

0(k) =

( −I I

−Cy0(k) 0

)
,(Π.2.4)

A0
i (k) =

(
Ai(k) 0

Ai(k) 0

)
, A1

i (k) =

(
0 0

−Cyi(k) 0

)
,(Π.2.5)

B0
0(k) =

(
B0(k)

B0(k)

)
, B1

0(k) =

(
0

−Dy0

)
,(Π.2.6)

B0
i (k) =

(
Bi(k)

Bi(k)

)
, B1

i (k) =

(
0

−Dyi

)
.(Π.2.7)

Подставив (Π.2.1)–(Π.2.7) в матричные неравенства, устраняем нелиней-
ные компоненты из системы матричных неравенств. В итоге получаем иско-
мые линейные матричные неравенства (4.59)–(4.63).
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СКРЫТАЯ МАРКОВСКАЯ МОДЕЛЬ НА ОСНОВЕ СУПЕРПОЗИЦИИ
ДВУХ ПРОЦЕССОВ ВОССТАНОВЛЕНИЯ1

В процессе функционирования системы, для которой построена полу-
марковская модель, не всегда возможно при изменении ее состояний полу-
чить всю информацию, содержащуюся в кодах состояний, а есть возмож-
ность получить некоторый сигнал (информацию), связанный с состоя-
ниями полумарковской модели. В этом случае состояния полумарковской
модели можно считать скрытыми (ненаблюдаемыми). В данной статье на
примере суперпозиции двух независимых процессов восстановления рас-
сматриваются подход к построению скрытой марковской модели на осно-
ве полумарковского процесса с фазовым пространством состояний общего
вида и использование такой модели для анализа функционирования мо-
делируемой системы на основе полученного вектора сигналов.

Ключевые слова: полумарковский процесс, полумарковская модель,
скрытая марковская модель, суперпозиция процессов восстановления,
вектор сигналов, оценка характеристик, прогнозирование состояний.

DOI: 10.31857/S0005231021060039

1. Введение

Полумарковские процессы широко используются для моделирования си-
стем различного назначения: технических [1–3], информационных [4–6], энер-
гетических [2, 7, 8], систем массового обслуживания [9–10], анализа финансо-
вых рисков [5, 11] и других.

В процессе функционирования системы, для которой построена полумар-
ковская модель, необходимо оценить, насколько построенная модель согласу-
ется с полученными в процессе функционирования системы данными, уточ-
нить ее, провести анализ функционирования системы и спрогнозировать ее
состояния на основе полученного вектора сигналов. Решить эти задачи поз-
воляют скрытые марковские модели [5, 12–15] и скрытые полумарковские
модели [16–19].

При построении полумарковской модели необходимо ввести фазовое про-
странство состояний системы. В ряде случаев достаточно использовать ко-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований в рамках научного проекта №18-01-00392а.
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нечное или счетное множества состояний, которые отражают физические со-
стояния системы [2, 20]. Часто при построении полумарковской модели си-
стемы в фазовые состояния системы приходится вводить дополнительные
непрерывные компоненты, которые необходимы для корректного построения
модели [21–26]. Этими компонентами могут быть: время, прошедшее с начала
работы элемента системы; время, оставшееся до окончания восстановления
элемента системы; время, оставшееся до проведения контроля системы; вели-
чина оставшегося резерва времени и т.д. Отметим, что эти дополнительные
непрерывные компоненты содержат важную информацию о функционирова-
нии системы. В этом случае приходится использовать дискретно-непрерывное
фазовое пространство состояний, а для построения полумарковской модели
и анализа функционирования системы необходимо использовать теорию по-
лумарковских процессов с общим фазовым пространством состояний [21–25].

Важной составной частью полумарковского процесса является вложенная
цепь Маркова (ВЦМ), которая отвечает за переходы между состояниями си-
стемы. Фазовое пространство состояний ВЦМ совпадает с фазовым простран-
ством состояний полумарковского процесса. Второй важной составляющей
полумарковского процесса являются времена пребывания в состояниях на пе-
реходах. При построении полумарковских моделей ряда систем переходные
вероятности ВЦМ и функции распределения времен пребывания на перехо-
дах определяются общими параметрами. Так, для полумарковских моделей
надежности систем они определяются распределениями времен безотказной
работы и восстановления элементов системы.

При функционировании системы, для которой построена полумарковская
модель, не всегда удается при изменениях ее состояний полностью получить
информацию, содержащуюся в кодировке состояний, а есть возможность по-
лучить некоторый сигнал (информацию), связанный с состояниями ВЦМ (по-
лумарковского процесса). Например, в фазовом состоянии полумарковского
процесса для каждого элемента системы указано, находится он в рабочем
состоянии или на восстановлении, а при использовании системы можно по-
лучить сигнал только о числе работоспособных элементов. Для систем мас-
сового обслуживания, например, могут быть получены данные только о чис-
ле свободных приборов, а не о состоянии каждого прибора, содержащиеся
в фазовых состояниях. При функционировании системы бывает сложно или
невозможно получить значения дополнительных непрерывных компонент, ко-
торые, как было отмечено, несут важную информацию о функционировании
системы. В этих случаях состояния ВЦМ и полумарковской модели можно
считать скрытыми (ненаблюдаемыми). Поэтому возникает задача нахожде-
ния оценок характеристик и прогнозирования состояний ВЦМ и полумарков-
ской модели на основе полученного вектора сигналов. Как отмечено выше,
это можно сделать, используя аппарат теории скрытых марковских моделей.

В данной статье на примере суперпозиции двух независимых процессов
восстановления [21–23] рассматривается подход к построению скрытой мар-
ковской модели на основе полумарковского процесса с фазовым простран-
ством состояний общего вида, используя наличие у полумарковского процесса
ВЦМ. Результаты, содержащиеся в [12, 13], обобщаются на случай ненаблю-
даемой цепи Маркова с общим фазовым пространством состояний.
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Скрытая марковская модель, построенная на основе суперпозиции двух
независимых процессов восстановления, используется для нахождения оце-
нок характеристик ВЦМ суперпозиции и сигналов на основе полученного
вектора сигналов.

Для ВЦМ находятся условные вероятности состояний на 2 ≤ k ≤ n,
(n+ 1)-м и шагах при полученном векторе сигналов размера n. Для век-
тора сигналов получены условные вероятности значений вектора сигналов
на (n+ 1)-м шаге, безусловные вероятности вектора сигналов и финальные
вероятности для значений вектора сигналов.

Для полноты изложения описана суперпозиция двух независимых процес-
сов восстановления, построенная в публикациях [21–23].

При реализации рассматриваемого подхода можно применять математи-
ческие пакеты, допускающие аналитические преобразования, используя при
этом рекуррентные формулы.

Эффективным методом решения проблемы размерности моделей явля-
ется алгоритм стационарного фазового укрупнения полумарковских систем
[21–23], разработанный В.С. Королюком и А.Ф. Турбиным. Используя этот
алгоритм, можно перейти к укрупненной полумарковской модели, вплоть до
полумарковской модели с конечным множеством состояний, а затем использо-
вать рассматриваемый подход к построению скрытой марковской модели [15].

2. Построение скрытой марковской модели

Построим скрытую марковскую модель на основе суперпозиции двух неза-
висимых процессов восстановления.

Дадим, обобщая результаты, содержащееся в [12, 13] определение скры-
той марковской модели, когда ненаблюдаемая цепь Маркова имеет фазовое
пространство состояний общего вида.

Пусть {Xn, n = 1, 2, 3, . . .} – однородная цепь Маркова, определенная в из-
меримом пространстве (E,F), с переходными вероятностями

P (x,B) = P (Xn+1 ∈ B|Xn = x), x ∈ E, B ∈ F,

и начальным распределением вероятностей

π(B) = P (X1 ∈ B), B ∈ F.

Жирными буквами x, e, y, z обозначаются элементы фазового простран-
ства состояний E.

Предположим, что множество сигналов J конечно:

J = {s1, s2, . . . , sm}.

Далее предположим, что когда цепь Маркова попадает в состояние x ∈ E,
то независимо от предыдущих состояний цепи Маркова и сигналов излуча-
ется сигнал s ∈ J с вероятностью

R(s |x) = P (Sn = s |Xn = x), x ∈ E, s ∈ J,
∑

s∈J

R(s |x) = 1.(1)
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Рис. 1. Временна́я диаграмма функционирования системы.

Таким образом, если Sn представляет собой n-й сигнал, то

P (S1 = s |X1 = x) = R(s |x),

P (Sn = s |X1, S1, . . . ,Xn−1, Sn−1,Xn = x) = R(s |x).

Модель такого типа, в которой последовательность сигналов S1, S2, . . . ,
. . . , Sn, . . . является наблюдаемой, в то время как цепь Маркова X1,X2, . . .
. . . ,Xn, . . . является ненаблюдаемой, называется скрытой марковской моде-
лью [5, 12, 13].

Опишем, следуя [21–23], суперпозицию двух независимых процессов вос-
становления, на основе которой строится скрытая марковская модель.

Рассмотрим систему S, состоящую из двух элементов, где функциони-
рование каждого элемента описывается процессом восстановления [21–23]
с временами восстановления α1 и α2, имеющими функции распределе-
ния G1(x) = P (α1 ≤ x), G2(x) = P (α2 ≤ x) и плотности распределения g1(x),
g2(x). Случайные величины α1 и α2 предполагаются независимыми, имею-
щими конечные математические ожидания.

Для описания функционирования системы S используется полумарков-
ский процесс ξ(t) со следующим дискретно-непрерывным фазовым простран-
ством состояний:

E = {0, 1x, 2x; x > 0}.

Кодировка состояний следующая:

• 0 – оба элемента восстановлены, начальное состояние;

• 1x – восстановился первый элемент; время, оставшееся до восстановле-
ния второго элемента, осталось равно x > 0;

• 2x – восстановился второй элемент; время, оставшееся до восстановления
первого элемента, осталось равно x > 0.

Временна́я диаграмма функционирования системы S представлена на
рис. 1.
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Плотности вероятностей переходов ВЦМ имеют вид [21–23]:

p1x0 =

∞∫

0

g2(x+ t)g1(t)dt, x > 0, p2x0 =

∞∫

0

g1(x+ t)g2(t)dt, x > 0;

p1y1x = g1(x− y), 0 < y < x, p2y1x = g1(x+ y), y > 0;

p1y2x = g2(x+ y), y > 0, p2y2x = g2(x− y), 0 < y < x.

Времена пребывания системы S в состояниях определяются следующим
образом:

θ0 = α1 ∧ α2, θ1x = α1 ∧ x, θ2x = α2 ∧ x, ∧ – знак минимума.

В [21] показано, что ВЦМ имеет стационарное распределение, плотности
которого определяются формулами:

ρ(1x) = ρ0Ḡ2(x), ρ(2x) = ρ0Ḡ1(x),(2)

где Ḡi(x) = 1−Gi(x), i = 1, 2, ρ0 =
1

Mα1+Mα2
, Mαi – математическое ожида-

ние случайной величины αi.

Перейдем к построению скрытой марковской модели, определенной на ос-
нове суперпозиции двух независимых процессов восстановления. Предполо-
жим, что при использовании системы S состояния ВЦМ 1x, 2x не наблюда-
ются (скрытые состояния), а наблюдается только номер элемента, который
восстановился на следующем переходе.

Следовательно, множество сигналов имеет вид

J = {1, 2} .
Рассмотрим связь между состояниями ВЦМ и сигналами, т.е. определим

функцию R(s|x).
1. Состояние 0:

P (Sn = 1 |Xn = 0) = P (α1 < α2) =

∞∫

0

Ḡ2(t)g1(t)dt,

P (Sn = 2 |Xn = 0) = P (α2 < α1) =

∞∫

0

Ḡ1(t)g2(t)dt.

2. Состояния 1x :

P (Sn = 1 |Xn = 1x) = P (α1 < x) = G1(x),

P (Sn = 2 |Xn = 1x) = P (α1 > x) = Ḡ1(x).

3. Состояния 2x :

P (Sn = 1 |Xn = 2x) = P (α2 > x) = Ḡ2(x),

P (Sn = 2 |Xn = 2x) = P (α2 < x) = G2(x).
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Таблица 1. Функция R(s |x) связи состояний ВЦМ с сигналами

Сигнал, s

Состояние, x s = 1 s = 2

0 p1 =
∞∫
0

Ḡ2(t)g1(t)dt p2 =
∞∫
0

Ḡ1(t)g2(t)dt

1x G1(x) Ḡ1(x)

2x Ḡ2(x) G2(x)

Функция R(s |x) связи состояний ВЦМ с сигналами представлена в
табл. 1.

3. Оценка характеристик на основе полученного вектора сигналов

Пусть S̄n = (S1, S2, . . . , Sn) – случайный вектор первых n сигналов.
Для фиксированной последовательности сигналов s̄n = (s1, s2, . . . , sn) пусть
s̄k = (s1, s2, . . . , sk), k ≤ n. Требуется оценить характеристики ВЦМ и вектора
сигналов на основе полученного вектора сигналов s̄n.

I. Вначале определим условную вероятность ВЦМ в момент n при условии,
что S̄n = s̄n, т.е. найдем условную вероятность

P
(
Xn ∈ B | S̄n = s̄n

)
, B ∈ F.(3)

Для нахождения этой вероятности, следуя [12, 13], введем функции (пря-
мые переменные), которые играют важную роль в дальнейшем:

Fn(B) = P (S̄n = s̄n,Xn ∈ B), B ∈ F,

или в дифференциальной форме

Fn(dx) = P (S̄n = s̄n,Xn ∈ dx).

Имеем, что

Fn(dx) = P (S̄n−1 = s̄n−1, Sn = sn, Xn ∈ dx) =

=

∫

E

P (S̄n−1 = s̄n−1, Xn−1 ∈ de, Xn ∈ dx, Sn = sn) =

=

∫

E

Fn−1(de)P
(
Xn ∈ dx, Sn = sn | S̄n−1 = s̄n−1, Xn−1 = e

)
=

=

∫

E

Fn−1(de)P (Xn ∈ dx, Sn = sn |Xn−1 = e) =

=

∫

E

Fn−1(de)P (e, dx)R(sn |x),
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где использовалось, что

P (Xn ∈ dx, Sn = sn |Xn−1 = e) =

= P (Xn ∈ dx |Xn−1 = e)P (Sn = sn |Xn = x, Xn−1 = e) =

= P (Xn ∈ dx |Xn−1 = e)P (Sn = sn |Xn = x) = P (e, dx)R(sn |x).

Следовательно, для плотности fn(x) функции Fn(B) справедлива рекур-
рентная формула

fn(x) = R(sn|x)
∫

E

fn−1(e)p(e,x)de,(4)

где p(e,x) – плотность вероятности переходов P (e,B) ненаблюдаемой цепи
Маркова.

Найдем функции f1(x), f2(x), f3(x), f4(x).

1. F1(dx) = P (X1 ∈ dx, S1 = s1) = P (X1 ∈ dx)P (S1 = s1 |X1 = x) =
= π(dx)R(s1 |x), следовательно

f1(x) = π(x)R(s1 |x).(5)

2. Применяя рекуррентную формулу (4), последовательно получаем:

f2(x) = R(s2 |x)
∫

E

R(s1 |e)p(e,x)π(e)de,(6)

f3(x) = R(s3 |x)
∫

E

R(s2 |e)p(e,x)de
∫

E

R(s1 |y)p(y,e)π(y)dy,(7)

f4(x) = R(s4 |x)
∫

E

R(s3 |e)p(e,x)de
∫

E

R(s2 |z)p(z,e)dz ×

×
∫

E

R(s1 |y)p(y,z)π(y)dy,

где π(x) – плотность начального распределения π(B).

Найдем функции F1(B), f2(x), f3(x) для построенной скрытой марковской
модели в случае вектора сигналов s̄3 = (s1, s2, s3).

Используя формулы (5)–(7), получаем

F1(B) =

{
0, x = 0 /∈ B,

R(s1 | 0), x = 0 ∈ B,
(8)

f2(x) =

{
R(s1 | 0)R(s2 | 1E)ϕ1(x), x = 1x,

R(s1 | 0)R(s2 | 2E)ϕ2(x), x = 2x,
(9)
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где

ϕ1(x) =

∞∫

0

g2(x+ t)g1(t)dt, ϕ2(x) =

∞∫

0

g1(x+ t)g2(t)dt,

f3(x) =





R(s1 | 0)R(s3 | 1E)




∞∫

0

R(s2 | 2y)g2(y + x)ϕ2(y)dy +

+

∞∫

x

R(s2 | 1y)g1(y − x)ϕ1(y)dy


, x = 1x,

R(s1 | 0)R(s3 | 2E)




∞∫

0

R(s2 | 1y)g1(y + x)ϕ1(y)dy +

+

∞∫

x

R(s2 | 2y)g2(y − x)ϕ2(y)dy


 , x = 2x,

(10)

значения R(s |x) находятся из табл. 1.

Пусть полученный вектор сигналов s̄ = (s1, s2, s3) имеет вид: s̄3 = (1, 2, 1),
s1 = 1, s2 = 2, s3 = 1. В этом случае, используя формулы (8)–(10) и табл. 1,
получаем, что функции F1(B), f2(x), f3(x) имеют вид:

F1(B) =

{
0, x = 0 /∈ B,

p1, x = 0 ∈ B,
(11)

f2(x) =

{
p1F̄1(x)ϕ1(x), x = 1x,

p1F2(x)ϕ2(x), x = 2x,
(12)

f3(x) =





p1G1(x)




∞∫

0

G2(y)g2(y + x)ϕ2(y)dy +

+

∞∫

x

Ḡ1(y)g1(y − x)ϕ1(y)dy


 , x = 1x,

p1Ḡ2(x)




∞∫

0

Ḡ1(y)g1(y + x)ϕ1(y)dy +

+

∞∫

x

Ḡ1(y)g2(y − x)ϕ2(y)dy


, x = 2x.

(13)

Аналогично можно найти вид функций F1(B), f2(x), f3(x) и для других
векторов s̄3 сигналов.

В качестве конкретного примера рассмотрим случай, когда случайные ве-
личины α1 и α2 имеют экспоненциальное распределение:

G1(x) = 1− e−λ1x, g1(x) = λ1e
−λ1x, G2(x) = 1− e−λ2x, g2(x) = λ2e

−λ2x.
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Тогда

ϕ1(x) =
λ1λ2
λ1+λ2

e−λ2x, ϕ2(x) =
λ1λ2
λ1+λ2

e−λ1x, p1 =
λ1

λ1+λ2
, p2 =

λ2
λ1+λ2

.

Используя формулы (11)–(13), найдем выражения функций F1(B), f2(x),
f3(x) для векторов сигналов s̄3 = (1, 1, 1), s̄3 = (1, 2, 1), s̄3 = (1, 1, 2), s̄3 =
= (1, 2, 2).

1. Для вектора s̄3 = (1, 1, 1):

F1(B) =

{
0, x = 0 /∈ B,

p1, x = 0 ∈ B,

f2(x) =

{
λ2p

2
1(1− e−λ1x)e−λ2x, x = 1x,

λ2p
2
1e

−(λ1+λ2)x, x = 2x,

f3(x) =





λ2p
2
1(1− e−λ1x)e−λ2x

[
p1 −

λ1
2λ1 + λ2

e−λ1x +
λ2

λ1 + 2λ2

]
, x = 1x,

λ2p
2
1e

−(λ1+λ2)x

[
p1 −

λ1
2λ1 + λ2

e−λ1x +
λ2

λ1 + 2λ2
e−λ2x

]
, x = 2x.

2. В случае вектора s̄3 = (1, 2, 1):

F1(B) =

{
0, x = 0 /∈ B,
p1, x = 0 ∈ B,

f2(x) =

{
λ2p

2
1e

−(λ1+λ2)x, x = 1x,

λ2p
2
1(1− e−λ2x)e−λ1x, x = 2x,

f3(x) =





λ2p
2
1(1− e−λ1x)e−λ2x

[
p2 +

λ1
2λ1 + λ2

e−λ1x − λ2
λ1 + 2λ2

]
, x = 1x,

λ2p
2
1e

−(λ1+λ2)x

[
p2 +

λ1
2λ1 + λ2

e−λ1x − λ2
λ1 + 2λ2

e−λ2x

]
, x = 2x.

3. Если s̄3 = (1, 1, 2), то

F1(B) =

{
0, x = 0 /∈ B,
p1, x = 0 ∈ B,

f2(x) =

{
λ2p

2
1(1− e−λ1x)e−λ2x, x = 1x,

λ2p
2
1e

−(λ1+λ2)x, x = 2x,

f3(x) =





p21λ2e
−(λ1+λ2)x

(
p1 −

λ1
2λ1 + λ2

e−λ1x +
λ2

λ1 + 2λ2

)
, x = 1x,

p21λ2(1− e−λ2x)e−λ1x

(
p1 −

λ1
2λ1 + λ2

+
λ2

λ1 + 2λ2
e−λ2x

)
, x = 2x.
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4. Для вектора s̄3 = (1, 2, 2):

F1(B) =

{
0, x = 0 /∈ B,
p1, x = 0 ∈ B,

f2(x) =

{
λ2p

2
1e

−(λ1+λ2)x, x = 1x,

λ2p
2
1(1− e−λ2x)e−λ1x, x = 2x,

f3(x) =





p21λ2e
−(λ1+λ2)x

(
p2+

λ1
2λ1+λ2

e−λ1x− λ2
λ1+2λ2

)
, x=1x,

p21λ2(1−e−λ2x)e−λ1x

(
p2+

λ1
2λ1+λ2

− λ2
λ1+2λ2

e−λ2x

)
, x=2x.

(14)

Для остальных векторов сигналов s̄3 = (2, 2, 2), s̄3 = (2, 1, 2), s̄3 = (2, 2, 1),
s̄3 = (2, 1, 1) функции F1(B), f2(x), f3(x) могут быть определены с исполь-
зованием функций, найденных для ранее рассмотренных векторов сигналов.
Так, эти функции для вектора s̄3 = (2, 1, 2) могут быть получены из функций
для вектора s̄3 = (1, 2, 1) заменой λ1 на λ2, p1 на p2, состояний 1x и 2x на 2x
и 1x соответственно.

Используя функции Fn(B), fn(x), перейдем к нахождению вероятно-
сти (3):

P (S̄n = s̄n) =

∫

E

P (S̄n = s̄n,Xn ∈ dx) =

∫

E

Fn(dx) =

∫

E

fn(x)dx.(15)

Введем функцию

Hn(B) = P (Xn ∈ B | S̄n = s̄n), B ∈ F,

или в дифференциальной форме

Hn(dx) = P
(
Xn ∈ dx | S̄n = s̄n

)
.

Имеем, что

Hn(dx) = P
(
Xn ∈ dx | S̄n = s̄n

)
=
P
(
Xn ∈ dx, S̄n = s̄n

)

P (S̄n = s̄n)
=

=
Fn(dx)

Fn(E)
=

Fn(dx)∫
E Fn(de)

.

Следовательно, плотность hn(x) функции Hn(B) определяется формулой:

hn(x) = cn · fn(x), cn =
1

Fn(E)
=

1∫
E fn(x)dx

.(16)
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Рис. 2. Графики функций h3(1x), h3(2x).

В качестве примера, найдем P (S̄3 = s̄3) и функцию h3(x) для вектора сиг-
налов s̄3 = (1, 2, 1). Используя формулы (14)–(16), получаем

1

c3
= P (S̄3 = s̄3) =

∫

E1

f3(1x)dx +

∫

E2

f3(2x)dx =

= λ2p
2
1

[
λ1p1

(2λ1 + λ2)2
+

p1p2
λ1 + 2λ2

+
p1p2 + 1

2λ1 + λ2
− λ2

(λ1 + 2λ2)2

]
,

(17)

h3(x) =





c3 · λ2p21(1− e−λ1x)e−λ2x

[
p2 +

λ1
2λ1 + λ2

e−λ1x − λ2
λ1 + 2λ2

]
, x = 1x,

c3 · λ2p21e−(λ1+λ2)x

[
p2 +

λ1
2λ1 + λ2

e−λ1x − λ2
λ1 + 2λ2

e−λ2x

]
, x = 2x.

Рассмотрим следующие наборы значений параметров λ1, λ2:

I. (λ2 = 0,025, λ2 = 0,05),

II. (λ2 = 0,05, λ2 = 0,05),

III. (λ2 = 0,025, λ2 = 0,0125).

Графики функций h3(1x), h3(2x) при значениях параметров I, II, III пред-
ставлены на рис. 2.

Введем следующие подмножества пространства состояний E:

E1 = {1x, x > 0}, E2 = {2x, x > 0}.

В табл. 2 приведены вероятности P (S̄3 = s̄3), P (X3∈E1|s̄3) и P (X3∈E2|s̄3)
при значениях параметров I, II, III для различных вариантов вектора сигна-

90



Таблица 2. Значения вероятностей P (S̄3 = s̄3), P (X3 ∈ E1|s̄3) и P (X3 ∈ E2|s̄3)
s̄s

λ1, λ2
s̄3 = (1, 1, 1) s̄3 = (1, 2, 1) s̄3 = (2, 1, 1) s̄3 = (1, 1, 2)

λ1 = 0,025
λ2 = 0,05

0,04648
0,48473
0,51527

0,06463
0,22445
0,77555

0,09296
0,48473
0,51527

0,06463
0,62559
0,37441

λ1 = 0,05
λ2 = 0,05

0,13889
0,65000
0,35000

0,11111
0,31250
0,68750

0,13889
0,65000
0,35000

0,11111
0,68750
0,31250

λ1 = 0,025
λ2 = 0,0125

0,31519
0,88125
0,11875

0,12926
0,39557
0,60443

0,15759
0,88125
0,11875

0,12926
0,86052
0,13948

s̄s

λ1, λ2
s̄3 = (2, 2, 1) s̄3 = (1, 2, 2) s̄3 = (2, 1, 2) s̄3 = (2, 2, 2)

λ1 = 0,025
λ2 = 0,05

0,12926
0,22445
0,77555

0,15759
0,21347
0,78653

0,12926
0,62559
0,37441

0,31519
0,21347
0,78653

λ1 = 0,05
λ2 = 0,05

0,11111
0,31250
0,68750

0,13889
0,35000
0,65000

0,11111
0,68750
0,31250

0,13889
0,35000
0,65000

λ1 = 0,025
λ2 = 0,0125

0,06463
0,39557
0,60443

0,09296
0,67761
0,32239

0,06463
0,86052
0,13948

0,04648
0,67761
0,32239

лов s̄3 = (s1, s2, s3). В ячейках табл. 2 эти вероятности расположены в том же
порядке сверху вниз.

II. Перейдем к нахождению условных вероятностей P (X4 ∈ B|s̄3),
P (S4 = s|s̄3).

Имеем, что

P (X4 ∈ dx | s̄3) =
∫

E

P (X4 ∈ dx,X3 ∈ dy | s̄3) =

=

∫

E

P (X3 ∈ dy | s̄3)P (X4 ∈ dx |X3 = y, s̄3) =

=

∫

E

P (X3 ∈ dy | s̄3)P (X4 ∈ dx |X3 = y).

Таким образом,

P (X4 ∈ dx | s̄3) =
∫

E

P (X3 ∈ dy | s̄3)P (X4 ∈ dx |X3 = y) =

=

∫

E

P (X4 ∈ dx |X3 = y)H3(dy).

(18)
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Таблица 3. Значения условных вероятностей
P (X4 ∈ E1|s̄3), P (X4 ∈ E2|s̄3)

P

λ1, λ2
P (X4 ∈ E1|s̄3) P (X4 ∈ E2|s̄3)

λ1 = 0,025
λ2 = 0,05

0,53895 0,46105

λ1 = 0,05
λ2 = 0,05

0,62500 0,37500

λ1 = 0,025
λ2 = 0,0125

0,78677 0,21323

Выражение для плотности p(X4 = x | s̄3) имеет вид:

p(X4 = x | s̄3) =
∫

E

p(X3 = y | s̄3)p(X4 = x |X3 = y)dy =

=

∫

E

p(X4 = x |X3 = y)h3(y)dy.

(19)

В качестве примера, найдем выражение для p(X4 = x | s̄3) в случае
s̄3 = (1, 2, 1):

p(X4 = x|s̄3) =

=





c3λ2p1e
−λ2x

[
λ1

(
λ1e

−λ1x

2λ1 + λ2

(
1

2λ1 + λ2
− e−λ1x

3λ1 + λ2

)
+

+
λ2p2

λ1 + 2λ2

(
1

λ1 + λ2
− e−λ1x

2λ1 + λ2

))
+

+ λ2

((
λ1

2λ1 + λ2
+ p2

)
1

λ1 + 2λ2
− λ2

(λ1 + 2λ2)(λ1 + 3λ2)

)]
,

x = 1x,

c3λ2p1e
−λ1x

[
λ1

(
λ21

(2λ1 + λ2)2(3λ1 + λ2)
+

λ2p1p2
(λ1 + 2λ2)(2λ1 + λ2)

)
+

+ λ2e
−λ2x

((
λ1

2λ1 + λ2
+ p2

)
1

λ1 + 2λ2
− λ2e

−λ2x

(λ1 + 2λ2)(λ1 + 3λ2)

)]
,

x = 2x.

Значения условных вероятностей P (X4 ∈ E1|s̄3), P (X4 ∈ E2|s̄3) для век-
тора сигналов s̄3 = (1, 2, 1) при значениях параметров I, II, III приведены в
табл. 3.
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Таблица 4. Значения условных вероятностей P (S4 = s | s̄3)
P

λ1, λ2
P (S4 = 1 | s̄3) P (S4 = 2 | s̄3)

λ1 = 0,025
λ2 = 0,05

0,42159 0,57841

λ1 = 0,05
λ2 = 0,05

0,54167 0,45833

λ1 = 0,025
λ2 = 0,0125

0,76997 0,23003

Далее,

P (S4 = s | s̄3) =
∫

E

P (S4 = s, X4 ∈ dx | s̄3) =

=

∫

E

P (S4 = s |X4 = x, s̄3)P (X4 ∈ dx | s̄3) =

=

∫

E

P (S4 = s |X4 = x)P (X4 ∈ dx | s̄3) =
∫

E

R(s4 |x)P (X4 ∈ dx | s̄3).

Следовательно,

P (S4 = s | s̄3) =
∫

E

p(X4x | s̄3)P (S4 = s |X4 = x)dx.(20)

Условные вероятности P (S4 = s|s̄3) для вектора s̄3 = (1, 2, 1) при значени-
ях параметров I, II, III приведены в табл. 4.

III. Рассмотрим способы нахождения вероятности P (S̄n = s̄n).

Вычисление вероятности P (S̄n = s̄n) по формуле (15), основанное на ис-
пользовании функций Fn(B)(fn(x)), называется прямым подходом [12, 13].

Существует также обратный подход [12, 13] к вычислению вероятности
P (S̄n = s̄n), основанный на использовании функций (обратные переменные)
Bk(x) [12, 13]:

Bk(x) = P (Sk+1 = sk+1, Sn = sn |Xk=x), k = 1, n − 1, x ∈ E.(21)

Найдем рекуррентное соотношение для функций Bk(x).

Bk(x) =

∫

E

P (Sk+1 = sk+1, . . . ,Sn = sn,Xk+1 ∈ dy |Xk = x) =

=

∫

E

P (Sk+1 = sk+1, . . . ,Sn = sn |Xk = x,Xk+1 = y)P (Xk+1 ∈ dy |Xk = x) =
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=

∫

E

P (Sk+1 = sk+1, . . . , Sn = sn |Xk+1 = y)P (Xk+1 ∈ dy |Xk = x) =

=

∫

E

P (Sk+1 = sk+1 |Xk+1 = y)P (Sk+2 = sk+2, . . . , Sn = sn |Sk+1 =

= sk+1,Xk+1 = y)P (Xk+1 ∈ dy |Xk = x) =

=

∫

E

R(sk+1 |y)P (Sk+2 = sk+2, . . . , Sn = sn |Xk+1 = y)P (Xk+1 ∈ dy |Xk = x) =

=

∫

E

R(sk+1 |y)Bk+1(y)P (Xk+1 ∈ dy |Xk = x) =

=

∫

E

R(sk+1 |y)Bk+1(y)P (x, dy).

Следовательно,

Bk(x) =

∫

E

Bk+1(y)R(sk+1 |y)P (x, dy), k = 1, n − 2.(22)

Имеем, что

Bn−1(x) = P (Sn = sn |Xn−1 = x) =

∫

E

P (Sn = sn,Xn ∈ dy |Xn−1 = x) =

=

∫

E

P (Xn ∈ dy |Xn−1 = x)P (Sn = sn |Xn−1 = x,Xn = y) =

=

∫

E

P (Sn = sn |Xn = y)P (Xn ∈ dy |Xn−1 = x) =

∫

E

R(sn |y)P (x, dy).

Зная Bn−1(x), используя рекуррентное соотношение (22), можно последо-
вательно найти Bn−2(x), . . . , B1(x).

Выражения для функций B2(x), B1(x) для вектора сигналов s̄3 = (1, 2, 1)
имеют вид:

B2(x) =

{
1− e−λ1x(p2 + λ1x), x = 1x,

e−λ2x(p1 + λ2x), x = 2x,

B1(x) =





λ2p1

[
1

λ1 + λ2
− p2

2λ1 + λ2
− λ1

(2λ1 + λ2)2
+

+
p1

λ1 + λ2
+

λ2
(λ1 + λ2)2

− p1
λ1 + 2λ2

− λ2
(λ1 + 2λ2)2

]
, x = 0,

0, x = 1x, 2x.
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Рис. 3. Графики функций B2(1x), B2(2x).

Графики функций B2(1x), B2(2x) при значениях параметров I, II, III в
случае вектора сигналов s̄3 = (1, 2, 3) представлены на рис. 3.

Функция B1(x) позволяет найти вероятность P (S̄n = s̄n).

P (S̄n = s̄n) =

∫

E

P (S1 = s1, . . . , Sn = sn,X1 ∈ dx) =

=

∫

E

P (X1 ∈ dx)P (S1 = s1, . . . , Sn = sn |X1 = x) =

=

∫

E

P (S1 = s1, . . . , Sn = sn |X1 = x)π(dx) =

=

∫

E

P (S1 = s1 |X1 = x)P (S2 = s2, . . . , Sn = sn |S1 = s1,X1 = x)π(dx) =

=

∫

E

R(s1 |x)P (S2 = s2, . . . , Sn = sn |X1 = x)π(dx) =

=

∫

E

R(s1 |x)B1(x)π(dx).

Таким образом,

P (S̄n = s̄n) =

∫

E

R(s1 |x)B1(x)π(dx).(23)

Находя P (S̄n = s̄n) по формуле (23) для вектора сигналов s̄3 = (1, 2, 1),
получаем выражение, совпадающее с (17).
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Рис. 4. Графики функций q2(1x), q2(2x).

Еще один способ нахождения вероятности P (S̄n = s̄n) состоит в комби-
нировании прямого и обратного подходов [5, 12, 13]. Предположим, что для
некоторого 1 ≤ k ≤ n− 1 можно найти обе функции Fk(B)(fk(x)) и Bk(x).
Тогда

P (S̄n = s̄n,Xk ∈ dx) =
= P (S̄k = s̄k,Xk ∈ dx)P (Sk+1 = sk+1, . . . , Sn = sn | S̄k = s̄k,Xk = x) =

= P (S̄k = s̄k,Xk ∈ dx)P (Sk+1 = sk+1, . . . , Sn = sn |Xk = x) = Fk(dx)Bk(x).

Следовательно,

P (S̄n = s̄n) =

∫

E

Bk(x)fk(x)dx.(24)

IV. Использование скрытой марковской модели позволяет на основе полу-
ченного вектора сигналов s̄n прогнозировать состояния цепи Маркова, кото-
рые ненаблюдаемы [12, 13].

Предположим, что получен вектор s̄n = (s1, s2, . . . , sn) первых n сигналов
и необходимо предсказать первые n состояний цепи Маркова, состояния ко-
торой ненаблюдаемы. Для этого, следуя [12, 13], при k ≤ n введем функции

Qk(B) = P (Xk ∈ B | S̄n = s̄n), B ∈ F,(25)

или в дифференциальной форме

Qk(dx) = P (Xk ∈ dx | S̄n = s̄n), x ∈ E.(26)
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Таблица 5. Значения вероятностей P (Xk = 0|s̄3), P (Xk ∈ E1|s̄3),
P (Xk ∈ E2|s̄3)

k

λ1, λ2
k = 1 k = 2 k = 3

λ1 = 0,025
λ2 = 0,05

1
0
0

0
0,35817
0,64183

0
0,22445
0,77555

λ1 = 0,05
λ2 = 0,05

1
0
0

0
0,50000
0,50000

0
0,31250
0,68750

λ1 = 0,025
λ2 = 0,0125

1
0
0

0
0,64183
0,35817

0
0,39557
0,60443

Имеем, что

Qk(dx) = P (Xk ∈ dx | S̄n = s̄n) =
P (S̄n = s̄n,Xk ∈ dx)

P (S̄n = s̄n)
=

Fk(dx)Bk(x)∫
E Bk(x)fk(x)dx

.

Следовательно, плотность qk(x) функции Qk(B) определяется формулой:

qk(x) =
fk(x)Bk(x)

P (S̄n = s̄n)
=

fk(x)Bk(x)∫
E Bk(x)fk(x)dx

= cnfk(x)Bk(x).(27)

Графики функций q2(1x), q2(2x) для вектора сигналов s̄3 = (1, 2, 1) при
значениях параметров I, II, III представлены на рис. 4.

Знание функций qk(1x), qk(2x) позволяет найти прогноз состояний нена-
блюдаемой цепи Маркова на k-м шаге, в том числе и значений непрерывных
компонент, входящих в состав фазовых состояний системы.

В качестве примера, рассмотрим прогноз при k = 1, 2, 3 состояний ВЦМ
суперпозиции двух независимых процессов восстановления при значениях
параметров I, II, III в случае вектора s̄3 = (1, 2, 1). В табл. 5 при k = 1, 2, 3
приведены вероятности P (Xk = 0|s̄3), P (Xk ∈ E1|s̄3), P (Xk ∈ E2|s̄3), которые
расположены в ячейках табл. 5 сверху вниз.

V. Следуя публикации [17], найдем limn→∞ P (Sn = s|X1 = x).

Имеем, что

P (Sn = s |X1 = x) =

∫

E

P (Sn = s,Xn ∈ dy |X1 = x) =

=

∫

E

P (Xn ∈ dy |X1 = x)P (Sn = s |Xn = y,X1 = x) =

=

∫

E

P (Sn = s |Xn = y)P (Xn ∈ dy |X1 = x) =

∫

E

R(s |y)Pn(x, dy).
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Таблица 6. Предельные вероятности lim
n→∞

P (Sn = 1|X1 = x),

lim
n→∞

P (Sn = 2|X1 = x)

λ1, λ2
lim
n→∞

P (Sn = 1 |X1 = x) lim
n→∞

P (Sn = 2 |X1 = x)

λ1 = 0,025
λ2 = 0,05

0,33333 0,66667

λ1 = 0,05
λ2 = 0,05

0,50000 0,50000

λ1 = 0,025
λ2 = 0,0125

0,66667 0,33333

Следовательно,

lim
n→∞

P (Sn = s |X1 = x) = lim
n→∞

∫

E

R(s |y)Pn(x, dy) =

∫

E

R(s |y)ρ(dy),

где ρ(dy) – стационарное распределение ВЦМ {Xn, n = 1, 2, . . .}.
Таким образом,

lim
n→∞

P (Sn = s |X1 = x) =

∫

E

R(s |y)ρ(dy), для любого x ∈ E.(28)

Найдем эти предельные вероятности для ВЦМ суперпозиции двух процес-
сов восстановления. Как отмечено выше, ВЦМ суперпозиции имеет стацио-
нарное распределение, определяемое формулой (2).

Применяя (2), (28) и табл. 1, получаем, что

lim
n→∞

P (Sn = 1 |X1 = x) =

∫

E1

R(1 | 1y)ρ(1dy) +
∫

E2

R(1 | 2y)ρ(2dy) =

= ρ0




∞∫

0

G1(y)Ḡ2(y)dy +

∞∫

0

Ḡ1(y)Ḡ2(y)dy


 =

= ρ0

∞∫

0

Ḡ2(y)dy = ρ0Mα2 =
Mα2

Mα1 +Mα2
,

lim
n→∞

P (Sn = 2 |X1 = x) =

∫

E1

R(2 | 1y)ρ(1dy) +
∫

E2

R(2 | 2y)ρ(2dy) =

= ρ0Mα1 =
Mα1

Mα1 +Mα2
,

а в случае экспоненциального распределения случайных величин α1 и α2 с
параметрами λ1 и λ2:

lim
n→∞

P (Sn = 1|X1 = x) =
λ1

λ1 + λ2
, lim

n→∞
P (Sn = 2|X1 = x) =

λ2
λ1 + λ2

.
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В табл. 6 приведены предельные вероятности для значений параметров I,
II, III.

Использование алгоритмов теории скрытых марковских моделей [5, 12, 13]
позволяет находить оценки и других характеристик ненаблюдаемой модели
и сигналов на основе полученного вектора сигналов.

4. Заключение

Большое число систем различного назначения допускает построение по-
лумарковской модели. При построении полумарковской модели приходится
строить достаточно сложное фазовое пространство состояний, отражающих
физические состояния системы и обеспечивающих корректность построения
полумарковской модели. Важной составной частью полумарковской модели
является вложенная цепь Маркова, отвечающая за переходы между состоя-
ниями системы. Фазовое пространство состояний полумарковской модели
совпадает с фазовым пространством состояний вложенной цепи Маркова.

В процессе функционирования системы, для которой построена полумар-
ковская модель, в ряде случаев при изменении состояний системы не удается
получить всю информацию, содержащуюся в кодах фазовых состояний по-
лумарковской модели, а удается получить только некоторую информацию
(сигнал), связанную с фазовыми состояниями. В этом случае фазовые со-
стояния вложенной цепи Маркова (полумарковской модели) можно считать
скрытыми, поэтому возникает задача оценки характеристик вложенной цепи
Маркова, полумарковской модели и сигналов на основе полученного вектора
сигналов. Решить эту задачу позволяют скрытые марковские модели.

В данной статье на примере суперпозиции двух независимых процессов
восстановления, построенной в работах В.С. Королюка и А.Ф. Турбина, рас-
сматривается подход к построению скрытой марковской модели на основе
полумарковского процесса с фазовым пространством состояний общего ви-
да. Обобщая на случай скрытой цепи Маркова с общим фазовым простран-
ством состояний результаты, известные для скрытых цепей Маркова с ко-
нечным множеством состояний, проводится оценка характеристик вложенной
цепи Маркова суперпозиции и сигналов на основе полученного вектора сиг-
налов. Для ВЦМ находятся условные вероятности состояний на 2 ≤ k ≤ n,
(n+ 1)-м шагах на основе полученного вектора сигналов размера n. Для век-
тора сигналов получены условные вероятности значений вектора сигналов
на (n+ 1)-м шаге, безусловные вероятности вектора сигналов и финальные
вероятности для значений вектора сигналов.

Рассматриваемый подход может быть использован для анализа функцио-
нирования систем различного назначения, допускающих построение полу-
марковской модели, в том числе и в случае конечного фазового пространства
состояний. При реализации рассматриваемого подхода можно применять ма-
тематические пакеты, используя при этом рекуррентные формулы.

Эффективным методом решения проблемы размерности моделей является
алгоритм стационарного фазового укрупнения полумарковских систем, раз-
работанный В.С. Королюком и А.Ф. Турбиным, который можно использо-
вать при построении скрытой марковской модели.
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В дальнейшем предполагается использовать рассматриваемый подход для
анализа функционирования систем массового обслуживания, контроля, об-
служивания технических систем и анализа их надежности.
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ОПТИМИЗАЦИЯ РАЗМЕЩЕНИЯ ПОЛЮСОВ
В ОДНОМЕРНОЙ СИСТЕМЕ УПРАВЛЕНИЯ

Рассматривается задача синтеза регулятора для линейного стационар-
ного объекта управления. Находится линейный регулятор, минимизи-
рующий некоторый критерий качества системы, например соотношение
выхода объекта и внешнего возмущения как H∞ норму соответствую-
щей функции, при условии соблюдения требований к качеству системы:
радиус запасов устойчивости, соотношение сигнала управления и поме-
хи измерения выхода объекта, коэффициент демпфирования, быстро-
действие. Рассмотрены известные методы синтеза регулятора из пакета
MATLAB Robust Control Toolbox для решения такой задачи. Предложен
метод синтеза регулятора, использующий корни характеристического по-
линома замкнутой системы в качестве варьируемых переменных стан-
дартной процедуры оптимизации и стандартную процедуру размещения
полюсов для получения значений коэффициентов регулятора.

Ключевые слова: линейная система управления, робастная система, син-
тез регулятора, радиус запасов устойчивости, размещение полюсов,
H∞ оптимизация, глобальная оптимизация.

DOI: 10.31857/S0005231021060040

1. Введение

Существует много методов синтеза регулятора для линейного стационар-
ного объекта управления [1–4]. Методы, разработанные для многомерных си-
стем, применимы и для рассматриваемых объектов с одним управляющим
входом и одним управляемым выходом. Одним из универсальных подходов
к синтезу регулятора с учетом нескольких целей и ограничений стал метод
H∞ оптимизации [5, 6]. Так, например, классическое требование к запасам
устойчивости в этом методе выражается как ограничение или минимизация
H∞ нормы функции чувствительности. Важно, что метод позволяет опти-
мизировать систему одновременно еще по нескольким H∞ нормам функций:
чувствительности к помехе измерений, передаточной функции замкнутой си-
стемы относительно возмущения и другим [3, 5], а также учитывать допусти-
мую область полюсов замкнутой системы [6]. При этом регулятор, получае-
мый стандартным методом H∞ оптимизации, который базируется на решении
системы линейных матричных неравенств, сформированных из обобщенной
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оптимизируемой системы, имеет порядок больший или равный порядку моде-
ли объекта управления. Развитием метода H∞ оптимизации, направленным
на простоту практического использования, стал подход к синтезу регулятора
с заданной структурой [7–9], где коэффициенты регулятора находятся как ре-
шение задачи негладкой оптимизации. При этом можно находить регулятор
заданного низкого порядка. Следует учитывать, что результат минимизации
целевой функции при выборе структуры регулятора низкого порядка будет
заведомо не лучше, чем при поиске регулятора стандартным методом H∞ оп-
тимизации без ограничений структуры. И, кроме того, для некоторых объек-
тов может не существовать регулятора с порядком меньше порядка объекта
более чем на единицу, обеспечивающего хотя бы устойчивость системы.

Практическая задача поиска регулятора с заданной структурой делает
актуальным развитие и других подходов, таких как метод D-разбиения [10].
В публикации [11] решается задача построения регулятора методом D-раз-
биения с учетом ряда инженерных требований.

Необходимо заметить, что в большинстве методов используются некото-
рые весовые матрицы, весовые передаточные функции или другие парамет-
ры, характеризующие качество системы, выбор которых обычно не форма-
лизован и дает свободу проектировщику системы. Но если процедура син-
теза регулятора работает в системе самонастройки, когда модель объекта
получена в результате процедуры идентификации, и участие проектировщи-
ка не предусмотрено, то важно формулировать критерии синтеза так, чтобы
они позволяли получить практически работоспособную систему, удовлетво-
ряющую реальным требованиям к качеству. Так, в [12–15] решается задача
синтеза регулятора по инженерным критериям качества с использованием
метода H∞ оптимизации. В [16, 17] для решения задачи синтеза регулято-
ра, удовлетворяющего требованиям к точности, быстродействию и радиусу
запасов устойчивости, применяется метод размещения полюсов и предложен
способ формирования желаемого характеристического полинома замкнутой
системы в соответствии с этими требованиями.

В настоящей статье рассматривается задача подавления внешних возму-
щений, т.е. минимизации H∞ нормы функции чувствительности системы к
возмущению, при соблюдении ряда ограничений, обусловливающих робаст-
ность системы и качество переходных процессов. Предлагается новый подход
к решению этой задачи методом размещения полюсов, где желаемый харак-
теристический полином ищется с помощью процедуры глобальной оптими-
зации. При этом корни характеристического полинома замкнутой системы,
а не коэффициенты регулятора, являются варьируемыми переменными. Ме-
тод размещения полюсов позволяет найти регулятор, порядок которого на
единицу меньше порядка модели объекта. Возможно построение регулятора
более высокого порядка, но найти регулятор низкого порядка по сравнению с
порядком модели объекта этот метод не позволяет. В случае заданной струк-
туры регулятора можно редуцировать модель объекта до соответствующего
порядка.

Кроме того, для сравнения рассматриваются реализации решения постав-
ленной задачи с использованием стандартных процедур синтеза регулято-
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ра методами H∞ оптимизации из пакета MATLAB Robust Control Toolbox:
hinfsyn, h2hinfsyn и systune.

2. Постановка задачи

Рассмотрим управляемый объект со скалярными входами и выходом, опи-
сываемый линейным дифференциальным уравнением

y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1ẏ + a0y =(1)

= bn−1u
(n−1) + . . .+ b1u̇+ b0u+ gn−1f

(n−1) + . . .+ g1ḟ + g0f,

где правый верхний индекс обозначает порядок производной по непрерыв-
ному времени t, y(t) ∈ R — управляемый и измеряемый выход объекта,
u(t) ∈ R — вход управления, f(t) ∈ R — неизмеряемое неизвестное возмуще-
ние, ограниченное по модулю, n ∈ N — известный порядок объекта, ai, bi, gi
(i = 0, . . . , n − 1) — известные вещественные коэффициенты. Предполагается,
что все функции удовлетворяют условиям применения преобразования Ла-
пласа и начальные условия равны нулю. Тогда вместо уравнения (1) будем
использовать передаточные функции относительно управления и возмуще-
ния соответственно

P (s) =
b (s)

a (s)
=

bn−1s
n−1 + . . . + b0

sn + an−1sn−1 + . . .+ a0
,(2)

Pf (s) =
g (s)

a (s)
=

gn−1s
n−1 + . . .+ g0

sn + an−1sn−1 + . . .+ a0
,(3)

где s – переменная преобразования Лапласа. Принимая s = jω, где частота
ω ∈ [0,∞), будем использовать частотные передаточные функции.

Некоторые коэффициенты ai, bi, gi (i = 0, . . . , n− 1) могут быть равны ну-
лю, поэтому степени полиномов b (s) и g (s) могут быть меньше n− 1. Возмо-
жен случай, когда считается, что возмущение приложено вместе с управле-
нием, и тогда g (s) = b(s).

Рассмотрим систему, где объект управления (1) замкнут линейным регу-
лятором с передаточной функцией

C (s) =
d (s)

c (s)
=
dms

m + dm−1s
m−1 + . . .+ d0

cmsm + cm−1sm−1 + . . .+ c0
,(4)

где m – порядок регулятора, di, ci (i = 0, . . . ,m) – вещественные коэффици-
енты регулятора. Известно, что для любого управляемого объекта (1) суще-
ствует стабилизирующий регулятор степени m = n− 1, в то время как для
m < n− 1 такого регулятора может не существовать. Поэтому будем прини-
мать m ≥ n− 1 в зависимости от метода синтеза регулятора. Задача нахож-
дения регулятора порядка m < n− 1 в этой статье не рассматривается.

Структура системы управления представлена на рис. 1. Задача слежения
в этой статье не рассматривается, поэтому задающее воздействие r, присут-
ствующее на рис. 1, будем считать равным нулю. Кроме того, в структуру

104



r

y

u h

v

f

Регулятор

С

Объект

P-

Рис. 1. Структура системы управления.

добавлена помеха измерения ν, свойства которой не оговариваются, так как
действие помехи измерения в статье не рассматривается, но передаточная
функция относительно этого входа будет использоваться. При этом измеряе-
мый выход объекта y принимается равным сумме значений реального выхода
объекта η и помехи измерения ν.

Задача состоит в том, чтобы найти регулятор (4), обеспечивающий устой-
чивость и некоторое желаемое качество системы (2), (3), (4). Известно, что
система устойчива тогда и только тогда, когда отрицательны вещественные
части всех корней характеристического полинома замкнутой системы:

a (s) c (s) + b (s) d (s) .(5)

Необходимо заметить, что уравнение (1) обычно является не абсолютно
точной моделью реального объекта управления, а упрощенной линеаризован-
ной моделью, причем коэффициенты определены неточно или могут менять-
ся со временем, т.е. реальная динамика объекта может быть нелинейная и
нестационарная. Поэтому при использовании модели (1) для синтеза регуля-
тора требование устойчивости системы необходимо сопровождать требовани-
ем робастности системы, т.е. сохранения устойчивости при отличии реальной
динамики объекта от исходной линейной модели. Один из критериев робаст-
ности — это запасы устойчивости. Широко используемые запасы по фазе и по
амплитуде служат индикаторами удаленности амплитудно-фазовой частот-
ной характеристики (АФЧХ) разомкнутой системы P (jω)C(jω) от крити-
ческой точки (−1, j0) в соответствии с критерием устойчивости Найквиста.
Но так как эти запасы учитывают значения АФЧХ только на двух частотах,
то вместо них все чаще используется значение радиуса запасов устойчивости
[2, 18, 19], который равен минимальному расстоянию АФЧХ разомкнутой си-
стемы от точки (−1, j0) для всех частот, т.е. минимальному значению модуля
функции возвратной разности:

R = inf
ω

|1 + P (jω)C(jω)|(6)

или обратному значению H∞ нормы функции чувствительности S (jω) [2, 19]:

S (jω) =
1

1 + P (jω)C(jω)
,

R =
1

‖S(jω)‖∞
.

(7)
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Рис. 2. Годограф Найквиста разомкнутой системы и радиус запасов устойчивости.

Известно, что радиус запасов устойчивости не является достаточным кри-
терием робастности системы [19, 20]. В [2] отмечено, что для модели объекта,
представляющей сумму P (s) + ∆(s) исходной и неизвестной дополнительной
динамики, и для регулятора, обеспечивающего устойчивость исходной систе-
мы, система с дополнительной динамикой будет устойчива, если соблюдается
ограничение

|∆ (jω)| <
∣∣∣∣
1 + P (jω)C (jω)

C (jω)

∣∣∣∣ .(8)

В правой части неравенства (8) записан модуль функции, обратной к функ-
ции чувствительности к помехе, связывающей помеху измерения, добавлен-
ную к выходу объекта, и сигнал управления

C (jω)S (jω) =
C (jω)

1 + P (jω)C(jω)
,(9)

т.е. значение ‖C (jω)S(jω)‖∞ = supω |C (jω)S(jω)| также является критери-
ем робастности системы, и чем оно меньше, тем большее значение |∆ (jω)| не
нарушит устойчивость системы. Кроме того, ограничение значения сигнала
управления, возникающего при наличии помехи измерения и описываемо-
го функцией чувствительности к помехе (9), необходимо для практической
реализации системы, чтобы помехи не приводили к скачкам управления до
предельных значений.
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Таким образом, максимально допустимые значения ‖S(jω)‖∞ и
‖C (jω)S(jω)‖∞ должны задаваться при синтезе регулятора как строгие
ограничения, которые не должны превышаться. Значение радиуса запасов
устойчивости находится в диапазоне 0 < R ≤ 1, и требуемое значение R∗

обычно выбирается от 0,5 до 0,7, что соответствует максимальному значе-
ниюH∞ нормы функции чувствительности в диапазоне 1,43 ≤ ‖S(jω)‖∞ ≤ 2.
Необходимо учитывать, что, например, для неминимально-фазовых объек-
тов может существовать максимально возможное значение радиуса запасов
устойчивости меньше единицы, и тогда требуемое значение R∗ должно
выбираться в пределах достижимого. Выбор требуемого значения N∗

H∞ нормы функции чувствительности к помехе ‖C (jω)S(jω)‖∞ сложнее,
так как зависит от соотношения масштабов измеряемого выхода и сигнала
управления, а также их предельных значений и уровня помех.

Еще одно практическое ограничение — коэффициент демпфирования, ко-
торый определяется соотношением вещественной и мнимой частей корней ха-
рактеристического полинома замкнутой системы. Его значение может быть
0 < ζ ≤ 1. Малая величина коэффициента демпфирования приводит к коле-
бательному характеру переходных процессов. Поэтому стандартное требова-
ние при синтезе регулятора — это обеспечение коэффициента демпфирования
в пределах 0,7 ≤ ζ ≤ 1. Кроме того, желательно ограничивать и близость к
нулю вещественных частей корней характеристического полинома, так как их
слишком малое по модулю значение может приводить к недопустимо боль-
шому времени переходных процессов.

В рамках этих, а возможно, и других ограничений можно оптимизировать
остальные показатели качества. Одним из наиболее важных показателей ка-
чества системы управления является подавление внешних возмущений [21].
Передаточная функция замкнутой системы (2), (3), (4) относительно возму-
щения имеет вид

Gyf (s) =
g (s) c (s)

a (s) c (s) + b (s) d(s)
,(10)

и минимизация H∞ нормы этой функции

‖Gyf (jω)‖∞ = sup
ω

|Gyf (jω)|

часто используется как цель оптимизации системы при синтезе регулято-
ра. Заметим, что если возмущение приложено вместе с управлением, т.е.
g (s) = b(s), то

Gyf (jω) =
P (jω)

1 + P (jω)C(jω)
= P (jω)S(jω),(11)

что представляет собой функцию чувствительности к возмущению [2].

Итак, задачу синтеза регулятора можно сформулировать так.

Зад а ч а. Найти стабилизирующий регулятор (4) такой, что в системе
(2), (3), (4):
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1) радиус запасов устойчивости (6) не меньше требуемого значения R∗;

2) H∞ норма функции чувствительности к помехе (9) не больше тре-
буемого значения N∗;

3) коэффициент демпфирования не меньше требуемого значения ζmin> 0;

4) вещественные части корней характеристического полинома не пре-
вышают требуемого значения (−β∗) < 0;

5) H∞ норма функции чувствительности к возмущению (10) будет ми-
нимальна при соблюдении перечисленных выше условий.

Следует внимательно подходить к выбору значений ограничений, так как
может не существовать удовлетворяющего им решения. В этом случае огра-
ничения должны быть пересмотрены.

3. Стандартные методы синтеза робастных регуляторов

3.1. H∞ оптимальный регулятор

Стандартная процедура синтеза H∞ оптимального регулятора (функция
hinfsyn из пакета MATLAB Robust Control Toolbox) не решает поставленную
в настоящей статье задачу полностью, так как в ней не предусмотрено вве-
дение ограничений на корни характеристического полинома. В процедурах,
рассмотренных далее, такая возможность есть, но для сравнения рассмотрим
и эту базовую процедуру, решая задачу без ограничений коэффициента демп-
фирования и близости к нулю вещественных частей корней характеристиче-
ского полинома. Для процедуры синтеза регулятора нужно сформировать
обобщенный объект управления [3]:

ẋ (t) = Ax (t) +B1w (t) +B2u (t) ,

z (t) = C1x (t) +D11w (t) +D12u (t) ,

y(t) = C2x(t) +D21w(t) +D22u(t),

(12)

где x(t) — вектор состояния размерности n, w(t) и z(t) — векторы входов
и выходов обобщенной системы, y(t) и u(t) — выход и вход объекта (1),
A, B1, B2, C1, C2, D11, D12, D21, D22 — матрицы и векторы коэффици-
ентов соответствующих размерностей. Векторы входов и выходов обобщен-
ной системы выбираются так, чтобы минимизация H∞ нормы передаточной
матрицы замкнутой системы, связывающей эти входы и выходы, решала по-
ставленную задачу. Кроме того, можно находить субоптимальное решение,
когда ищется регулятор, обеспечивающий значение H∞ нормы передаточ-
ной матрицы замкнутой системы меньше заданного значения γ. В опциях
процедуры можно выбирать метод решения: 2-Риккати формула или метод
линейных матричных неравенств.

В [2] предлагается принять векторы выходов и входов обобщенной системы
как

z =

[
y

−u

]
, w =

[
f

ν

]
.(13)
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Тогда процедура будет минимизировать или ограничивать H∞ норму систе-
мы

z =

[
Gyf S

CGyf CS

]
w.(14)

При этом в поставленной задаче нет требований к ‖CGyf‖∞, которая появи-
лась в этой матрице, поэтому нужно будет проверять, что этот элемент не
повлиял на полученное решение. Вторая проблема состоит в том, что проце-
дура H∞ оптимизации находит решение, которое обеспечивает значение всех
составляющих передаточной матрицы меньше заданного значения γ. Для
учета разных требований к передаточным функциям, связывающим разные
входы и выходы, можно использовать [2, 3] весовые передаточные функции.
Для решения поставленной Задачи будем использовать просто весовые коэф-
фициенты W1 и W2, тогда формируя векторы выходов и входов обобщенной
системы как

z =

[
y

−W2u

]
, w =

[
f/W1

ν

]
,(15)

получим

z =

[
W1Gyf S

W1W2CGyf W2CS

]
w.(16)

Принимая

γ =
1

R∗
, W2 =

γ

N∗
(17)

и находя максимальное значение W1, для которого существует решение про-
цедуры синтеза H∞ оптимального регулятора, можно найти регулятор, обес-
печивающий минимальное значение ‖CGyf‖∞ для заданных ограничений
‖S‖∞ и ‖CS‖∞. Если в результате получится неприемлемое значение ‖Gyf‖∞,
то необходимо пересмотреть требуемые значения R∗ и N∗, т.е. изменить це-
левое значение γ и весового коэффициента W2. Надо также учитывать, что
если значения ‖S‖∞, ‖W1Gyf‖∞ и ‖W2CS‖∞ получились заметно меньше γ,
а ‖W1W2CGyf‖∞ близка к заданному γ, то можно повторить процедуру, за-
давая большее значение γ, так как значение ‖W1W2CGyf‖∞ в поставленной
задаче не ограничено.

3.2. H∞ оптимальный регулятор с ограничением области
размещения полюсов

Функция h2hinfsyn из пакета MATLAB Robust Control Toolbox отлича-
ется от hinfsyn, во-первых, тем, что можно задавать допустимую область
размещения полюсов передаточной функции замкнутой системы [6]. Второе
отличие состоит в том, что можно определять два вектора выходов обобщен-
ной системы z∞ и z2. При этом формируются разные передаточные матрицы
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замкнутой системы, для одной из которых минимизируется или ограничи-
вается H∞ норма, а для другой — H2 норма, что повышает гибкость фор-
мирования целей и ограничений синтеза регулятора. Решение основано на
методе линейных матричных неравенств. Так как задача сформулирована
как требования к H∞ нормам, то в этой статье не рассматривается возмож-
ность использования комбинированного H2/H∞ подхода и формирование
обобщенной системы может быть таким же, как описано в подразделе 3.1.

Возможность задавать область допустимого размещения полюсов позво-
ляет решать задачу со всеми ограничениями. Ограничения на область раз-
мещения полюсов формируются как линейное матричное неравенство вида
L+ zQ+ zQT < 0, где матрицы L и Q можно определить с помощью функ-
ции lmireg, которая позволяет задавать полуплоскость, круг, сектор, эллипс,
параболу, полосу и их пересечения. Для поставленной задачи нужно вместо
значения коэффициента демпфирования задавать внутренний угол θ∗ секто-
ра. Значение θ∗ = π/2 соответствует значению ζmin = 0,707. Задавая значе-
ние (−β∗) как границу левой полуплоскости и формируя пересечение этой
полуплоскости и сектора с углом θ∗, получим область размещения полюсов,
соответствующую поставленной задаче.

Таким образом, функция h2hinfsyn предназначена для решения постав-
ленной и аналогичных задач. Следует помнить, что так же, как и в слу-
чае применения функции hinfsyn, рассмотренной выше, значение γ нужно
подбирать с учетом возможного влияния на полученный результат значе-
ния ‖W1W2CGyf‖∞. Кроме того, нужно учитывать, что ищется регулятор с
порядком, равным порядку объекта. Полученный регулятор в пространстве
состояний можно преобразовать к виду (4) с m = n. На примере в разделе 5
будет показано, что поиск регулятора с m = n может не приводить к опти-
мальному решению, хотя, возможно, это проблемы конкретной программной
реализации алгоритма.

3.3. Синтез регулятора с фиксированной структурой

При задании структуры регулятора как передаточной функции вида (4) с
заданным порядком m или как, например, ПИД регулятора уже невозможно
свести задачу к решению системы линейных матричных неравенств, поэтому
в [7] предлагается искать коэффициенты регулятора заданной структуры как
решение задачи негладкой оптимизации. На основе этого подхода построены
процедуры hinfstruct, looptune [8] и systune [9] из пакета MATLAB Robust
Control Toolbox.

Рассмотрим функцию systune как наиболее универсальную. Для ее ис-
пользования не нужно формировать обобщенную матрицу передаточных
функций, норма которой должна минимизироваться, а критерии оптими-
зации можно формировать независимо друг от друга из широкого списка
целей (TuningGoal). Важно, что эти критерии можно разделить на две груп-
пы: минимизируемые цели оптимизации (Soft goals) и требуемые ограничения
(Hard goals). Для решения задачи можно использовать TuningGoal.Gain, где
вычисляется H∞ норма передаточной функции от указанного входа к ука-
занному выходу, чтобы сформировать ‖Gyf‖∞, ‖S‖∞ и ‖CS‖∞, определив
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H∞ норму функции чувствительности к возмущению ‖Gyf‖∞ как миними-

зируемую цель, а H∞ нормы функций чувствительности ‖S‖∞ и чувстви-
тельности к помехе ‖CS‖∞ — как ограничения, а также добавить ограниче-
ния на корни характеристического полинома замкнутой системы, используя
TuningGoal.Poles.

Кроме того, в systune реализованы в качестве целей оптимизации ограни-
чения во временно́й области. Так, в TuningGoal.StepRejection можно задавать
требуемое время переходного процесса и использовать этот критерий как цель
оптимизации вместо ‖Gyf‖∞ или добавить его к требуемым ограничениям.

Следует отметить, что в методах, описанных в подразделах 3.1 и 3.2, по-
рядок регулятора m не задается и обычно находится регулятор с m = n,
причем если используются весовые передаточные функции, то порядок ре-
гулятора увеличивается в соответствии с их порядком. В функции systune
структура регулятора должна быть задана, и если ищется регулятор
вида (4), то для задания его структуры можно использовать команду
tunableTF(’Controller’, m, m), выбирая m = n− 1. В systune можно уста-
навливать и m < n− 1, но тогда нужно помнить, что стабилизирующего ре-
гулятора может не существовать, а если существует, то он оптимален только
в классе регуляторов выбранной структуры. Необходимо помнить, что про-
цедура основана на локальной оптимизации. Поэтому для получения лучше-
го решения, особенно в случае, когда не найдено решение, удовлетворяющее
заданным ограничениям, нужно при помощи команды systuneOptions уста-
новить значение параметра RandomStart больше единицы. Тогда процедура
оптимизации выполнится указанное число раз для различных случайных на-
боров начальных значений варьируемых коэффициентов регулятора.

Таким образом, возможности функции синтеза регулятора с фиксирован-
ной структурой systune полностью соответствуют поставленной задаче и поз-
воляют формулировать и решать широкий круг аналогичных задач, выбирая
различные ограничения и цели оптимизации в соответствии с требованиями
конкретной системы управления.

4. Оптимизация размещения полюсов замкнутой системы

Здесь предлагается новый подход к решению поставленной задачи, осно-
ванный на поиске при помощи процедуры оптимизации желаемых значений
полюсов замкнутой системы, обеспечивающих выполнение целей и ограни-
чений оптимизации, а не непосредственно коэффициентов регулятора, как в
подразделе 3.3.

Процедура размещения полюсов [22–24] основана на том, что для любо-
го заданного полинома δ(s) и известных полиномов a(s) и b(s) существует
единственное решение c(s) и d(s) уравнения

a(s)c(s) + b(s)d(s) = δ(s)(18)

при условии deg(d(s)) < deg(a(s)) или deg(c(s)) < deg(b(s)). Кроме того,
решение будет удовлетворять условию причинности управления [22], т.е.
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deg(d(s)) ≤ deg(c(s)) будет выполняться, если deg(δ(s)) ≥ 2deg(a(s))− 1. Та-
ким образом, регулятор вида (4), принимая m = n− 1, можно получить как
решение уравнения (18), задавая желаемый характеристический полином
замкнутой системы δ(s) степени 2n− 1. При таких условиях можно, при-
равнивая коэффициенты при одинаковых степенях s левой и правой частей
уравнения (18), получить систему 2n линейных алгебраических уравнений
с 2n неизвестными и найти значения коэффициентов регулятора как ее ре-
шение:




cn−1

. . .
c0
dn−1

· · ·
d0



=M−1



δ2n−1

· · ·
δ0


 ,(19)

где квадратная матрица M размера 2n сформирована из левой части уравне-
ния (18), используя известные значения коэффициентов ai, bi(i = 0, . . . , n−1).

Таким образом, задавая полином δ (s) такой, что вещественные части всех
его корней отрицательны, получим стабилизирующий регулятор. При этом
остается проблема сформировать желаемый полином δ (s) так, чтобы решить
поставленную задачу. В [16, 17] решается похожая задача, но не рассматрива-
ется функция чувствительности к помехе и не утверждается оптимальность
подавления возмущения при заданном ограничении минимального радиуса
запасов устойчивости. В [25] для дискретной системы получены формулы
для выбора корней желаемого характеристического полинома, обеспечиваю-
щие заданный радиус запасов устойчивости и заданный уровень подавления
возмущения, но результаты получены только для объектов с вещественными
полюсами и носят достаточный характер.

В настоящей статье предлагается решать поставленную задачу, используя
процедуру оптимизации, в которой вектором переменных будут корни ха-
рактеристического полинома замкнутой системы. Задавая допустимый диа-
пазон значений корней, можно ограничивать коэффициент демпфирования
системы и длительность переходных процессов. Таким образом, в процедуре
оптимизации не проверяются условия устойчивости системы и ограничения
на область расположения полюсов, так как вектор переменных варьируется
только в пределах допустимой области.

В соответствии с постановкой задачи H∞ норма функции чувствительно-
сти к возмущению (10) — это цель оптимизации, а минимальное значение R∗

радиуса запасов устойчивости (6) и максимальное значение N∗ H∞ нормы
функции чувствительности к помехе (9) – это ограничения. Главное отличие
предлагаемого подхода от процедуры синтеза оптимального регулятора для
заданных целей и ограничений, описанной в подразделе 3.3, состоит в том,
что вектор переменных оптимизации — это корни характеристического поли-
нома замкнутой системы, а не коэффициенты регулятора. Хотя формально —
это небольшое отличие, так как корни характеристического полинома одно-
значно определяют коэффициенты регулятора из уравнения (18), но факти-
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Рис. 3. Область допустимого расположения корней характеристического по-
линома.

чески оптимизация производится на другом множестве, что может приводить
к другому результату.

Для реализации предлагаемого подхода может быть использована стан-
дартная процедура глобальной оптимизации из пакета MATLAB Global Op-
timization Toolbox [26]. В этой процедуре вектор переменных — это веществен-
ные числа. Поэтому зададим число 0 ≤ n2 < n комплексно-сопряженных пар
корней полинома δ (s) и представим его в виде

δ (s) =

2n−1−2n2∏

i=1

(s+ λi) ·
n2∏

i=1

(
s2 + 2ζiωis+ ωi

2
)
,(20)

тогда вектор переменных будет [λ1, . . . , λ2n−1−2n2 , ζ1, . . . , ζn2 , ω1, . . . , ωn2 ]. За-
давая границы ζmin ≤ ζi ≤ 1, получим ограничение колебаний, а границы
λi ≤ −β∗ и ωi ≥ β∗/ζmin будут определять длительность переходных процес-
сов. Необходимо отметить, что для процедуры глобальной оптимизации гра-
ничные значения переменных должны быть заданы в любом случае, даже ес-
ли такие требования не сформулированы, т.е. ζmin ≤ ζi ≤ 1, λmin ≤ λi ≤ −β∗,
β∗/ζmin ≤ ωi ≤ ωmax, где можно принять ωmax = −λmin. Задаваемые интерва-
лы должны быть замкнутыми, поэтому, например, вместо условия “больше
нуля” нужно использовать условие “больше или равно некоторому минималь-
ному приемлемому значению”. Вид области расположения корней характери-
стического полинома при таких ограничениях приведен на рис. 3.

Далее для процедуры глобальной оптимизации нужно сформировать две
функции, одна из которых — функция цели — вычисляет вещественное значе-
ние, которое должно минимизироваться, а вторая — функция ограничений —
вычисляет вектор значений, которые должны быть меньше заданных. В соот-
ветствии с поставленной задачей функция цели на каждом шаге процедуры
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оптимизации для выбранного из допустимой области варианта вектора пере-
менных [λ1, . . . , λ2n−1−2n2 , ζ1, . . . , ζn2 , ω1, . . . , ωn2 ] выполняет следующие опе-
рации:

1) формирует желаемый характеристический полином (20);

2) решая систему (19), находит коэффициенты регулятора;

3) вычисляет значение ‖Gyf (jω)‖∞.

Далее функция ограничений вычисляет значения ‖S(jω)‖∞ и
‖C (jω)S(jω)‖∞ и сравнивает их с заданными значениями 1/R∗ и N∗.

Таким образом, такой поход решает поставленную задачу. Напомним, что
при заданных ограничениях решения может не существовать или результат
может оказаться неприемлемым, тогда нужно пересматривать ограничения.
Предлагается следовать следующим рекомендациям по выбору ограничений.
Минимальный радиус запасов устойчивости рекомендуется выбирать в диа-
пазоне 0,5 ≤ R∗ ≤ 0,7, учитывая, что для систем, где такие значения недо-
стижимы, нужно предварительно определить максимально возможное зна-
чение R, например, используя описанную процедуру оптимизации, где зна-
чение ‖S(jω)‖∞ выбрано в качестве минимизируемой цели, и тогда можно
принять R∗ = 0,8Rmax. Значение β∗ нужно согласовывать со значениями ну-
лей объекта, так как при наличии устойчивых нулей они могут сокращаться
в замкнутой системе и быстродействие получится высоким, несмотря на на-
личие медленных полюсов замкнутой системы. С другой стороны, как пока-
зано в [20], большое значение β∗ может приводить к отсутствию решения для
заданного R∗, поэтому значение β∗ нужно согласовывать и со значениями
полюсов объекта. Радиус запасов устойчивости должен иметь более высокий
приоритет, поэтому значение β∗ лучше выбирать не желаемым, а минимально
допустимым, например равным минимальной собственной частоте объекта.
Таким образом, выбор некоторых ограничений легко формализовать, исхо-
дя из свойств объекта, определяемых его известной передаточной функцией.
А неформализованным остается только компромисс между желаемыми зна-
чениями H∞ нормы функции чувствительности к помехе N∗ и целевой функ-
ции. Можно рекомендовать увеличивать значение N∗, если решение задачи не
существует при рекомендованных значениях остальных ограничений или по-
лученное значение ‖Gyf (jω)‖∞ слишком большое. А если, наоборот, получено
решение с достаточно малыми значениями ‖Gyf (jω)‖∞ и ‖C (jω)S(jω)‖∞, то

можно повторить процедуру, увеличивая значение β∗, если нужно повысить
быстродействие системы.

Следует отметить, что предлагаемый подход позволяет формулировать
и решать задачи с критериями, отличными от H∞ норм. Например, если
требуется минимизировать или ограничить время переходного процесса, то в
качестве цели или ограничения оптимизации можно использовать результат
функции MATLAB

data = stepinfo(Gyf,’SettlingTimeThreshold’,0.05);

Objectve_Value = data.SettlingTime;

которая находит время установления моделированием реакции на ступенча-
тый вход замкнутой системы Gyf .
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5. Пример

В качестве примера будем синтезировать регулятор для двухмассовой си-
стемы [1, 27], представляющей собой две тележки массами m1 и m2, соеди-
ненные пружиной с коэффициентом упругости k (рис. 4), трение не учиты-
вается, управление приложено к левой тележке, положение правой тележки
является измеряемым управляемым выходом, возмущение прикладывается к
правой тележке.

Модель такого объекта имеет вид

(
m2

k
s4 +

m2 +m1

m1
s2 +

(
k

m1
− k

m2

))
y =

=
1

m1
u+

(
1

k
s2 +

1

m1

)
f.

(21)

Номинальные значения параметров предполагаются m1 = m2 = k = 1. Тогда
передаточные функции объекта будут

P (s) =
1

s2 (s2 + 2)
,(22)

Pf (s) =
s2 + 1

s2 (s2 + 2)
.(23)

Ставится задача синтеза регулятора, обеспечивающего длительность пере-
ходного процесса на импульсное возмущение не более 15 с и устойчивость
системы при отклонении значения k от номинального в диапазоне 0,5 ≤
k ≤ 2,0 [27]. Используя рассмотренные методы, будем искать регулятор для
объекта (21) с номинальными значениями параметров и проверять устойчи-
вость системы с полученным регулятором для значений k = 0,5 и k = 2,0.
Если массы тележек не равны (например, m2 = 2,0), то меняется структура
передаточной функции объекта

Pm (s) =
1

2s4 + 3s2 + 0,5
,(24)

поэтому проверим также устойчивость системы с таким объектом.

В качестве импульса будем использовать сигнал единичной амплитуды
и длительностью одна секунда. Зададим значения ограничений R∗ = 0,6 и
N∗ = 100 для всех рассматриваемых методов.

u

x1
k

x2

m2m1

Рис. 4. Пример объекта управления.
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5.1. Синтез регулятора методом H∞ оптимизации

Для объекта (21) принимаем обобщенные входы и выходы вида (15). Тогда
получим обобщенную систему:

ẋ =




0 0 1 0
0 0 0 1
−1 1 0 0
1 −1 0 0


x+




0 0 0
0 0 0
0 0 1
W1 0 0






f
ν
u


 ,

[
z
y

]
=




0 1 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0


x+




0 1 0
0 0 −W2

0 1 0





f
ν
u


 .

(25)

Для значений γ и W2, полученных по формулам (17), при W1 = 0,5 функция
hinfsyn с опцией LMI находит регулятор:

C1 (s) =
2170s3 + 354,3s2 + 3506s + 1055

s4 + 53,04s3 + 362,2s2 + 1356s + 3032
.(26)

Переходный процесс системы с этим регулятором при воздействии возму-
щения f в виде импульса единичной амплитуды и длительностью одна се-
кунда показан на рис. 5. Этот регулятор обеспечивает значения R = 0,6577
и ‖CS‖∞ = 47,27, что лучше требуемых значений. При этом ‖Gyf‖∞ = 2,87.
Тем не менее систему нельзя признать хорошей, так как переходный процесс
колебательный и не сходится за 15 с. Это обусловлено тем, что характеристи-
ческий полином замкнутой системы содержит корни (−0,117± j1, 4) с коэф-
фициентом демпфирования ζ = 0,083 (полюса замкнутой системы показаны
на рис. 6).

Кроме того, при значении коэффициента упругости k < 0,8, а также для
объекта (24) при m2 = 2,0, k = 1,0 система становится неустойчивой. На этом
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Рис. 5. Импульсное возмущение с регулятором (26).
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Рис. 6. Полюса замкнутой системы с регулятором (26).

примере видно, что значение коэффициента демпфирования замкнутой си-
стемы также должно быть критерием робастности, так как хотя радиус за-
пасов устойчивости достаточно большой, система становится неустойчивой
даже при не очень большом изменении параметров объекта.

5.2. Синтез H∞ оптимального регулятора с ограничением
области размещения полюсов

Попробуем получить регулятор для объекта (21) при тех же парамет-
рах и ограничениях, используя функцию h2hinfsyn. К обобщенной систе-
ме (25) добавим ограничение области размещения полюсов замкнутой систе-
мы: θ∗ = π/2 (что соответствует значению ζ = 0,707) и β∗ = 0,1. Функция не
находит решения при таких условиях и заданном значении γ = 1/R∗. Поэто-
му проводим поиск оптимального регулятора, не задавая значения γ. Тогда
получаем регулятор

C2 (s) =
94,89s4 + 9,545 · 106s3 − 4,591 · 106s2 + 4,907 · 106s+ 7,221 · 105

s4 + 3,414 · 104s3 + 5,376 · 105s2 + 3,23 · 106s+ 8,946 · 106 ,(27)

который обеспечивает значения R = 0,523 и ‖CS‖∞ = 279, что существенно
хуже требуемых, при этом значение ‖Gyf‖∞ = 12,38 тоже хуже, чем в си-
стеме с регулятором (26). Уменьшение значения весового коэффициента W1

не приводит к получению регулятора, обеспечивающего заданное значение
R∗ = 0,6, поэтому проверяем работу регулятора (27). В переходном процессе
на рис. 7 уже нет колебаний на выходе, но амплитуды сигналов увеличились.

Кроме того, если посмотреть нули и полюса регулятора (27)

C2 (s) =
94,885(s + 1,006 · 105)(s + 0,1278)(s2 − 0,6088s + 0,5919)

(s+ 3,413 · 104)(s + 8,027)(s2 + 7,722s + 32,65)
,
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Рис. 7. Импульсное возмущение с регулятором (27).

то видно, что в регуляторе есть большие значения нуля и полюса, и скорее
всего регулятор 3-го порядка был бы лучше, чем получившийся регулятор
4-го порядка, в чем убедимся далее. Тем не менее длительность переходного
процесса получается около требуемых 15 с, и система с регулятором (27) оста-
ется устойчивой при значениях коэффициента упругости k = 0,5 и k = 2,0.
Для объекта (24) при m2 = 2,0, k = 1,0 устойчивость системы сохраняется,
но процесс становится колебательным.

5.3. Синтез оптимального регулятора с фиксированной структурой

Для использования функции systune не нужно формировать обобщенную
систему, а нужно

1) объявить регулятор как некоторую структуру с настраиваемыми парамет-
рами, например при помощи команды

Controller3 = tunableTF(’Controller’, 3, 3),

которая задает структуру регулятора в виде (4) с m = 3;
2) сформировать командой feedback замкнутую систему с объектом, задан-

ным передаточной функцией (22), и регулятором Controller3;
3) сформировать цель оптимизации, например как TuningGoal.Gain для H∞

нормы функции чувствительности к возмущению ‖Gyf (jω)‖∞ с ограничи-

вающим профилем вида W2 = 1/(s2 + 1), который учитывает, что возму-
щение приложено не там, где управление;

4) установить ограничения в соответствии с задачей как:
• TuningGoal.Sensitivity для H∞ нормы функции чувствительности

‖S(jω)‖∞ с максимальным значением 1/R∗;
• TuningGoal.Gain для H∞ нормы функции чувствительности к помехе

‖C (jω)S(jω)‖∞ с максимальным значением N∗;
• TuningGoal.Poles для задания β∗, минимального коэффициента демп-

фирования ζmin и максимальной собственной частоты ωmax.
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Рис. 8. Импульсное возмущение с регулятором (28).

Для значений R∗ = 0,6, N∗ = 100, β∗ = 0,1, ζmin = 0,7, ωmax = 100 получен
регулятор

C3 (s) =
99,99s3 − 15,87s2 + 96,81s + 18,28

s3 + 9,429s2 + 42,74s + 96,99
,(28)

который обеспечивает все заданные ограничения и ‖Gyf‖∞ = 5,3. Переход-
ный процесс системы с этим регулятором показан на рис. 8 и длится ме-
нее 15 с. Система с регулятором (28) остается устойчивой при значениях
коэффициента упругости k = 0,55 и k = 2,0. При k < 0,55 устойчивость те-
ряется. Для объекта (24) при m2 = 2,0, k = 1,0 устойчивость системы сохра-
няется. Если, например, найти регулятор для других ограничений: R∗ = 0,606
и N∗ = 70, то система будет устойчивой и при k = 0,5, но при номинальных
значениях длительность переходного процесса будет немного больше 15 с.

5.4. Синтез регулятора методом оптимизации размещения полюсов

В предлагаемом методе порядок регулятора (4) принимается m = n−1 = 3.
Желаемый характеристический полином замкнутой системы (20) порядка
2n− 1 = 7 может содержать до трех пар комплексно-сопряженных корней.
Для n2 = 3 вектор переменных будет иметь вид [λ1, ζ1, ζ2, ζ3, ω1, ω2, ω3]. Для
применения процедуры глобальной оптимизации к решению поставленной
задачи нужно определить:

• границы для каждого элемента вектора переменных, для чего будем ис-
пользовать область размещения полюсов замкнутой системы такой же, как
в подразделе 5.3: β∗ = 0,1, ζmin = 0,7, ωmax = 100, λmin = −100;

• функцию цели оптимизации, которая для текущего вектора переменных,
определяющего коэффициенты желаемого характеристического полино-
ма (20), и соответственно коэффициенты регулятора как решение систе-
мы (19), вычисляет значение ‖Gyf (jω)‖∞;
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Рис. 9. Импульсное возмущение с регулятором (29).

• функцию ограничений, которая вычисляет значения ‖S(jω)‖∞ и
‖C (jω)S(jω)‖∞ и сравнивает их с заданными значениями 1/R∗ и N∗.

Для значений R∗ = 0,6, N∗ = 100 процедура глобальной оптимизации нахо-
дит регулятор

C4 (s) =
98,38s3 − 22,35s2 + 86,06s+ 14,8

s3 + 10,15s2 + 43,96s + 98,33
,(29)

который обеспечивает все заданные ограничения и ‖Gyf‖∞ = 6,64. Видно,
что полученный регулятор (29) практически совпадает с регулятором (28),
полученным при помощи функции systune. Переходный процесс системы с
регулятором (29) показан на рис. 9, длится менее 15 с и также практически
не отличается от процесса на рис. 8.

Система с регулятором (29) остается устойчивой при значениях коэффи-
циента упругости k = 0,5 и k = 2,0, а также для объекта (24) при m2 = 2,0,
k = 1,0, т.е. регулятор (29) обеспечивает устойчивость в заданных грани-
цах изменения параметров объекта в отличие от регулятора (28), найден-
ного функцией systune, который не обеспечивал устойчивость при k < 0,55.
Напомним, что регулятор (26), найденный с помощью функции hinfsyn, не
обеспечивал устойчивость системы уже при k < 0,8, а при помощи функции
h2hinfsyn не удалось найти регулятор, обеспечивающий заданные требова-
ния к радиусу запасов устойчивости и к H∞ норме функции чувствительно-
сти к помехе.

6. Заключение

Классический метод H∞ оптимизации, и особенно в версии с ограничением
области размещения полюсов, казалось бы, дает все возможности для поиска
оптимального регулятора, задавая необходимые для практической реализа-
ции ограничения. Но пример показывает, что не всегда полученные решения
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будут действительно лучшими, в частности при прямом использовании реа-
лизации метода в пакете MATLAB Robust Control Toolbox. Следует учиты-
вать, что специалисты, имеющие опыт использования этого метода, могут
предложить дополнительные модификации подхода, существенно улучшаю-
щие результат. Тем не менее функция systune, основанная на процедуре оп-
тимизации системы с регулятором фиксированной структуры, оказывается
более гибкой при формировании целей и ограничений оптимизации, и в рас-
смотренном примере нашла решение, удовлетворяющее условиям поставлен-
ной задачи. При этом нужно учитывать, что решается невыпуклая задача
оптимизации и не гарантируется оптимальность найденного решения. Поэто-
му наличие альтернативных подходов может оказаться полезным.

Предложенный в разделе 4 метод оптимизации размещения полюсов мо-
жет предоставлять практически те же возможности и в рассмотренном при-
мере дает примерно такой же результат, как и метод синтеза регулятора
с фиксированной структурой, рассмотренный в подразделе 3.3. Так, регу-
ляторы (29) и (28), построенные при помощи этих методов, очень близки.
Отличие предлагаемого подхода в том, что варьируемые переменные про-
цедуры оптимизации — это корни характеристического полинома замкну-
той системы, а не коэффициенты регулятора. В каких-то случаях это мо-
жет давать лучший результат, так как оптимизация производится на дру-
гом множестве варьируемых переменных. Использованная для реализации
предлагаемого подхода стандартная процедура глобальной оптимизации не
совсем подходит для решения задачи оптимизации размещения полюсов,
так как, во-первых, варьируемые переменные должны быть вещественны-
ми, а корни характеристического полинома могут быть как вещественными,
так и комплексно-сопряженными (хотя эта проблема решена заменой пары
комплексно-сопряженных корней на пару вещественных коэффициентов со-
ответствующего полинома второго порядка) и, во-вторых, процедура не учи-
тывает, что последовательность корней в векторе не имеет значения. Тем не
менее эта процедура может применяться для тестовых примеров.
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ДОВЕРИТЕЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ АВТОРЕГРЕССИИ
ПО ЗАШУМЛЕННЫМ ДАННЫМ1

Рассматривается задача оценивания параметров процесса авторегрес-
сии по наблюдениям с аддитивным шумом. Разработан последовательный
метод построения доверительной области фиксированных размеров с за-
данным коэффициентом доверия для вектора неизвестных параметров
по конечной выборке. Получены формулы для длительности процедуры,
при которой достигается требуемое качество оценок неизвестных пара-
метров в случае гауссовских шумов. Построение доверительных оценок
параметров основано на использовании специальной последовательной
модификации классических оценок Юла–Уокера, позволяющей оценить
коэффициент доверия при малых и умеренных объемах выборки. Приво-
дятся результаты численного моделирования предлагаемых оценок и их
сравнение с оценками Юла–Уокера на примере доверительного оценива-
ния спектральной плотности.

Ключевые слова: идентификация авторегрессии по зашумленным наблю-
дениям, последовательные оценки Юла–Уокера, доверительное оценива-
ние, гарантированная точность.
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1. Введение

Известно, что в теоретических и прикладных исследованиях, связанных с
задачами адаптивного управления и регулирования, фильтрации и прогнози-
рования, анализа спектров и обработки временны́х рядов, большое внимание
уделяется проблеме идентификации параметров динамических систем, опи-
сываемых стохастическими разностными и стохастическими дифференциаль-
ными уравнениями [1–3]. При этом для широкого круга используемых моде-
лей неизвестные параметры входят линейно в уравнения системы, а иден-
тификация параметров системы заключается в оценивании параметров де-
терминированной или стохастической регрессии [4–7]. Для идентификации
линейных динамических систем разработаны различные эффективные ме-
тоды: наименьших квадратов (МНК), максимального правдоподобия (МП),

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№17-11-01049).
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стохастической аппроксимации и др. Теория оценивания параметров детер-
минированной регрессии разработана с исчерпывающей полнотой, позволяя
строить оптимальные оценки по имеющимся данным и контролировать их
точность в момент прекращения наблюдений динамической системы (см.,
например, [8]). Методы классической теории оценивания параметров стоха-
стической регрессии, типичным примером которой являются временные ряды
типа авторегрессии, позволили установить важные асимптотические свойства
оценок при неограниченной длительности наблюдений. При практическом ис-
пользовании оценок обычно исходят из того, что эти свойства сохраняются
при малых и умеренных объемах данных. В последние годы в теоретических и
прикладных исследованиях статистики случайных процессов возрастает роль
последовательных методов анализа, которые отличаются тем, что объем дан-
ных, используемых в оценках, не фиксируется заранее, а определяется специ-
альными правилами остановки наблюдений. Впервые целесообразность при-
менения последовательного анализа для процессов с зависимыми значениями
была установлена в публикациях [9, 10] в задаче оценивания коэффициента
сноса диффузионного процесса. Было доказано, что оценка максимального
правдоподобия, вычисленная в специальный (случайный) момент времени,
превосходит классическую оценку максимального правдоподобия: она явля-
ется несмещенной и гарантирует заданную среднеквадратическую точность.
В дальнейшем последовательный анализ стал успешно применяться в зада-
чах идентификации стохастических динамических систем с дискретным вре-
менем и более сложных моделей с непрерывным временем, позволяя улуч-
шить как асимптотические [11, 12], так и неасимптотические свойства [13–16]
классических оценок МНК и МП. Одним из важнейших результатов после-
довательных методов идентификации является построение точечных оценок
неизвестных параметров уравнений с гарантированной среднеквадратиче-
ской точностью в момент прекращения наблюдений. Последовательные оцен-
ки обычно строятся на основе классических оценок МНК и МП, используя
специальные правила прекращения наблюдений и проводя дополнительные
структурные изменения классических оценок. При этом конструкция после-
довательных оценок существенно зависит от числа неизвестных параметров:
она использует одну классическую оценку МНК, если число неизвестных па-
раметров не превышает размерности процесса, описывающего динамику си-
стемы [13, 14], и она включает целую серию базовых оценок (случайной дли-
ны) в случае, когда число неизвестных параметров больше, чем размерность
процесса [15, 16].

В данной статье рассматривается задача идентификации параметров авто-
регрессии по наблюдениям, искаженным аддитивным шумом. Такая модель
широко используется в задачах фильтрации и прогнозирования, при обра-
ботке сигналов в информационно-измерительных комплексах, анализе речи
и др. Проблеме идентификации параметров зашумленной авторегрессии по-
священо много публикаций [17–22] и др. Основные методы идентификации
можно разбить на две группы. К первой группе относятся методы, исполь-
зующие для описания зашумленной авторегрессии, модели авторегрессии и
скользящего среднего. Затем параметры оцениваются применением модифи-
цированных оценок Юла–Уокера, метода максимального правдоподобия или
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метода рекуррентного прогноза ошибок. К другой группе методов относят
улучшенные методы МНК [21]. Теоретические исследования свойств оценок
носят асимптотический характер. Они позволили определить потенциальные
возможности построения авторегрессионных моделей в условиях, когда авто-
регрессионный процесс недоступен прямым наблюдениям. При этом вопросы
о точности оценок при малых и умеренных объемах данных остаются откры-
тыми.

Цель данной статьи — разработать метод неасимптотического доверитель-
ного оценивания параметров зашумленной авторегрессии. Предполагается,
что шумы, задающие динамику процесса авторегрессии, и шумы в канале из-
мерений являются гауссовскими. Последовательная процедура идентифика-
ции строится на основе одной классической оценки Юла–Уокера, используя
специальные правила остановки наблюдений и дополнительную модифика-
цию структуры оценки с помощью весовых коэффициентов. Конструкция по-
следовательных оценок параметров зашумленной авторегрессии и ее анализ
существенно опираются на недавние результаты по последовательной иденти-
фикации гауссовской авторегрессии по прямым наблюдениям [23, 24]. Задача
неасимптотического доверительного оценивания линейных параметров в мно-
гомерных динамических системах с условно-гауссовскими шумами изучалась
в [25] в предположении, что число неизвестных параметров не превышает
размерности процесса, а сам процесс доступен прямому наблюдению. Другие
подходы к построению последовательных процедур идентификации динами-
ческих систем исследованы в [26, 27]. Отметим, что, помимо задач иденти-
фикации динамических систем, последовательные методы играют ключевую
роль в теории оптимальной остановки [28] и в задачах скорейшего оптималь-
ного обнаружения разладок [29].

2. Постановка задачи. Построение доверительной оценки
для авторегрессии первого порядка

Рассмотрим модель зашумленной авторегрессии AR(p) p-го порядка, опи-
сываемого уравнениями

xk = θ1xk−1 + · · ·+ θpxk−p + εk,(2.1)

yk = xk + ηk, k > 1,(2.2)

где {εk} и {ηk} — независимые последовательности гауссовских случайных ве-
личин (шумы) с нулевыми средними Eεk = Eηk = 0 и дисперсиями Eε2k = σ2

и Eη2k = ∆2. Параметры θ1, . . . , θp неизвестны, и их требуется оценить по на-
блюдениям процесса {yk}. Предполагается, что вектор начальных значений
x0, . . . , x1−p процесса AR(p) является случайным, не зависящим от процессов
{εk} и {ηk}.

Из (2.1), (2.2) получаем уравнение для наблюдаемого процесса

yk = Y T
k−1θ + ξk,(2.3)
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где Yk = (yk, . . . , yk−p+1)
T, θ = (θ1, . . . , θp)

T, ξk = εk + ηk − θ1ηk−1 − . . .

· · · − θpηk−p;
T обозначает транспонирование. Поскольку оценка МНК для

вектора θ является смещенной, для оценивания θ часто используют оценку
Юла–Уокера, которая вычисляется по наблюдениям yp, . . . , yn по формуле

θ̂(n) = G−1
n

n∑

k=2p+1

Yk−p−1yk, Gn =
n∑

k=2p+1

Yk−p−1Y
T
k−1.(2.4)

Подставляя yk из (2.3) в (2.4), получаем уклонение оценки

θ̂(n)− θ = G−1
n ζ(n), ζ(n) =

n∑

k=2p+1

Yk−p−1ξk.(2.5)

Оценка (2.4) является нелинейной функцией от наблюдений, ее свойства
исследованы только при асимптотическом предположении, что объем выбор-
ки сколь угодно велик [2, 3]. Вопрос о качестве оценок (2.4) при малых и
умеренных объемах данных остается открытым.

Цель статьи — получить решение задачи доверительного оценивания па-
раметров θ1, . . . , θp в системе (2.1), (2.2) в неасимптотической постановке. На
основе оценки Юла–Уокера (2.4), используя подход последовательного ана-
лиза, построим доверительные оценки для θ = (θ1, . . . , θp)

T, выбрав вместо
n специальное правило остановки наблюдений в зависимости от требуемой
точности оценки и проведя дополнительную модификацию структуры самой
оценки (2.4).

Отложив до раздела 3 построение последовательных оценок Юла–Уокера
и их анализ в общей модели (2.1), (2.2), рассмотрим сначала задачу оценива-
ния параметра θ в зашумленном процессе авторегрессии первого порядка

xk = θxk−1 + εk, yk = xk + ηk, k > 1.(2.6)

При этом из (2.4)–(2.6) получаем, что

θ̂(n) =
1

n∑
k=3

yk−2yk−1

n∑

k=3

yk−2yk, θ̂(n)− θ =
ζ(n)

n∑
k=3

yk−2yk−1

, n > 3,(2.7)

ζ(n) =

n∑

k=3

yk−2ξk, ξk = ηk − θηk−1 + εk.(2.8)

Точечная последовательная оценка для θ строится в два этапа.

Этап 1. Представление процесса ζ(n) в виде суммы двух мартингалов.

Этап 2. Построение момента остановки наблюдений и выбор весовых ко-
эффициентов в модифицированной оценке Юла–Уокера.
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Множество индексов суммирования в (2.8) T (n) = {3, 4, . . . , n} разобьем
на нечетные и четные: T (n) = T1(n) ∪ T2(n), где

T1(n) = {k = 2j + 1 : j = 1, 2, . . . ; k 6 n},(2.9)

T2(n) = {k = 2(j + 1) : j = 1, 2, . . . ; k 6 n}.

Заметим, что количества индексов во множествах T1(n) и T2(n) опре-
деляются величинами d1(n) = [(n− 1)/2], d2(n) = [(n− 2)/2], n > 3, где
[a] обозначает целую часть числа a. Далее запишем сумму (2.8) в виде
ζ(n) = ζ1(n) + ζ2(n), где

ζi(n) =

n∑

k=3

χ{k∈Ti(n)}yk−2ξk, i = 1, 2;(2.10)

χA обозначает индикатор события A.

Обозначим через m1(n) и m2(n) максимальные индексы в T1(n) и T2(n),
т.е.

m1(n) = max {2j + 1 : j = 1, 2, . . . ; 2j + 1 6 n} ,
m2(n) = max {2(j + 1) : j = 1, 2, . . . ; 2(j + 1) 6 n} .

Введем две фильтрации {F (1)
n }n>0 и {F (2)

n }n>0, где

F (i)
0 = σ{x0},

F (i)
n = σ{x0, ε1, . . . , εmi(n), η1, . . . , ηmi(n)},

i = 1, 2, n > 1.(2.11)

Первый этап завершается следующим результатом.

Лемма 1. Процессы
(
ζ1(n),F (1)

n

)
n>3

и
(
ζ2(n),F (2)

n

)
n>3

в разложении

(2.10) являются мартингалами.

Доказательство леммы 1 приводится в Приложении.

Построим теперь последовательную оценку Юла–Уокера.

Пусть h > 0. Введем два момента остановки по нечетным и четным на-
блюдениям процесса yk:

τ1(h) = inf



n > 3 :

d1(n)∑

j=1

y22j−1 >
h

∆2 + σ2



 ,

τ2(h) = inf



n > 1 :

d2(n)∑

j=1

y22j >
h

∆2 + σ2



 .

(2.12)

Зам е ч а ни е 1. Известно (см., например, [11, 13]), что при построении
последовательных оценок параметра AR(1) по прямым наблюдениям момен-
ты остановки наблюдений определяются с помощью выборочной информа-
ции Фишера. В модели (2.6) с дополнительной аддитивной помехой моменты
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τ1(h) и τ2(h) выбираются так, чтобы выборочные информации по Фишеру∑d1(n)
j=1 y22j−1 и

∑d2(n)
j=1 y22j , содержащиеся отдельно в нечетных и четных на-

блюдениях, достигли заданного порога h/(∆2 + σ2).

Длительность наблюдений в последовательной процедуре оценивания θ
определим равенством

τ(h) = max (τ1(h), τ2(h)) .(2.13)

Кроме замены в оценке (2.7) n на τ(h), потребуется некоторая модифика-
ция самой оценки, используя специальные весовые коэффициенты. Сначала
найдем корректирующие множители α1(h) и α2(h), компенсирующие пере-
скоки в (2.12), из уравнений

d1(τ1(h))−1∑

j=1

y22j−1 + α1(h)y
2
2d1(τ1(h))−1 =

h

∆2 + σ2
,

d2(τ2(h))−1∑

j=1

y22j + α2(h)y2d2(τ2(h)) =
h

∆2 + σ2
.

Заметим, что 0 < αi(h) 6 1, i = 1, 2. Положим

β1,k =





1, если k = 2j − 1 и j < d1(τ1(h));

α1(h), если k = 2d1(τ1(h))− 1;

0, если k > 2d1(τ1(h))− 1;

β2,k =





1, если k = 2j + 2 и j < d2(τ2(h));

α2(h), если k = 2d2(τ2(h));

0, если k > 2d2(τ2(h)).

Построим точечную последовательную оценку Юла–Уокера в виде

θ̂τ(h) =




τ(h)∑

k=3

√
γkyk−2yk−1




−1
τ(h)∑

k=3

√
γkyk−2yk,(2.14)

где весовые коэффициенты γk определяются по формуле

γk =





β1,k, если k ∈ T1(τ1(h));

β2,k, если k ∈ T2(τ2(h));

0, если k /∈ T (τ(h)).

(2.15)

Заметим, что весовые коэффициенты γk в оценке (2.14) равны единице
для наблюдений с нечетными номерами до момента остановки τ1(h), а также
для наблюдений с четными номерами до момента τ2(h); наблюдения в эти
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моменты используются в суммах с корректирующими множителями α1(h)
и α2(h); остальные коэффициенты в обеих суммах равны нулю.

Покажем, что последовательная оценка (2.14) дает возможность решить
задачу доверительного оценивания параметра θ в зашумленной авторегрес-
сии AR(1) в неасимптотической постановке. Подставляя yk из (2.6) в (2.14),
получаем

θ̂τ(h) − θ =
ζ(h)

s(h)
;

s(h) =

τ(h)∑

k=3

√
γkyk−2yk−1, ζ(h) =

τ(h)∑

k=3

√
γkyk−2ξk.

(2.16)

Обозначим:

ζ̃(h) = κθζ(h) =

τ(h)∑

k=3

√
γkyk−2ξ̃k,

ξ̃k = κθξk, κθ =

√
∆2 + σ2

∆2(1 + θ2) + σ2
.

(2.17)

Подставляя в (2.17) весовые коэффициенты (2.15), получаем разложение

ζ̃(h) = ζ̃1(h) + ζ̃2(h);(2.18)

ζ̃1(h) =

τ1(h)∑

k=3

χ{k∈T1(τ1(h))}

√
β1,kyk−2ξ̃k,

ζ̃2(h) =

τ2(h)∑

k=3

χ{k∈T2(τ2(h))}

√
β2,kyk−2ξ̃k.

(2.19)

Благодаря специальному выбору весовых коэффициентов (2.15) справед-
лив следующий результат.

Лемма 2. Пусть шумы {εk} и {ηk} в (2.6) являются гауссовскими, а

случайные величины ζ̃1(h) и ζ̃2(h) определяются равенствами (2.19).

Тогда для любого h > 0 случайные величины h−1/2ζ̃1(h) и h−1/2ζ̃2(h) явля-
ются стандартными гауссовскими.

Доказательство леммы 2, основанное на теореме П.1, приводится в При-
ложении.

Построим доверительный интервал для θ с заданным коэффициентом до-
верия 0 < ρ < 1. Используя (2.16), (2.18), получаем неравенство

h−1/2
κ∗|θ̂τ(h) − θ|s(h) 6 h−1/2

(
|ζ̃1(h)|+ |ζ̃2(h)|

)
, κ∗ = min

|θ|6L
κθ.(2.20)
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Применяя лемму 2, находим оценку вероятности

Pθ

(
|ζ̃1(h)|√

h
+

|ζ̃2(h)|√
h

> µ∗

)
6

6 Pθ

(
|ζ̃1(h)|√

h
>
µ∗

2

)
+ Pθ

(
|ζ̃2(h)|√

h
>
µ∗

2

)
=

= 2Pθ

(
|ζ̃1(h)|√

h
>
µ∗

2

)
= 4

(
1− Φ

(
µ∗

2

))
,

где Φ(z) = (2π)−1/2

z∫

−∞

e−
u2

2 du.

(2.21)

Из уравнения 4 (1− Φ (µ∗/2)) = 1− ρ определяем µ∗ = µ∗(ρ) = 2Φ−1×
× ((3 + ρ)/4) .

Используя неравенства (2.20), (2.21), приходим к следующему результату.

Те ор ем а 1. Пусть шумы {εk} и {ηk} в (2.6) являются гауссовскими

и точечная последовательная оценка θ̂τ(h) определяется формулой (2.14).
Тогда для любых 0 < ρ < 1 и h > 0

inf
|θ|6L

Pθ

{
κ∗

|s(h)|√
h

|θ̂τ(h) − θ| < µ∗
}

> ρ.(2.22)

Неравенство (2.22) позволяет по заданным коэффициенту доверия ρ и па-
раметру h > 0 построить доверительный интервал для θ. При этом ширина
доверительного интервала зависит от уровней шумов σ2 и ∆2, а также от
статистики s(h).

Асимптотические свойства длительности последовательной процеду-
ры τ(h) и статистики s(h) при h → ∞ для устойчивого процесса авторе-
грессии (2.6) сформулируем в виде следующего утверждения.

Предл ожени е 1. Пусть |θ| < 1, τ(h) и s(h) определяются равенства-
ми (2.13), (2.16). Тогда

lim
h→∞

τ(h)

h
=

2(1 − θ2)

(∆2 + σ2)((1− θ2)∆2 + σ2)
почти наверное (п.н.),(2.23)

lim
h→∞

s(h)

h
=

2σ2θ

(∆2 + σ2)((1− θ2)∆2 + σ2)
п.н.(2.24)

Утверждение предложения 1 следует из предложения 2, приведенного в раз-
деле 3.

3. Доверительное оценивание параметров AR(p)
по зашумленным наблюдениям

Рассмотрим теперь общую задачу неасимптотического оценивания пара-
метров θ1, . . . , θp в модели (2.1), (2.2). На основе оценки Юла–Уокера (2.4)
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построим последовательную процедуру, гарантирующую точность оценок в
момент прекращения наблюдений. При этом развивается подход, использо-
ванный в разделе 2. Во-первых, заметим, что шумовая часть ζ(n) в уклонении
оценки (2.5) не является мартингалом, как и в случае одного неизвестного па-
раметра.

На первом шаге покажем, что процесс ζ(n) допускает представление в виде
суммы мартингалов. Начнем с разбиения множества индексов суммирования
в (2.5):

T (n) = {2p + 1, 2p + 2, . . . , n} =

p+1⋃

i=1

Ti(n),

Ti(n) = {k = (p+ 1)j + p+ i− 1 : j = 1, 2, . . . ; k 6 n}.(3.1)

Обозначим через di(n) число элементов в множестве Ti(n):

di(n) = [(n− p− i+ 1)/(p + 1)], если Ti 6= ∅, и

di(n) = 0, если Ti = ∅.

При этом максимальный номер ti(n) в (3.1), если Ti(n) 6= ∅, есть ti(n) =
= 3di(n) + i+ 1.

Для каждого i = 1, p + 1 введем фильтрацию F (i) =
{
F (i)
n

}
n>0

, где

F (i)
0 = σ{x0, x−1, . . . , x−p+1}, если ti(n) = 0,

F (i)
n = σ{x0, x−1, . . . , x−p+1; ε1, . . . , εti(n), η1, . . . , ηti(n)}, если ti(n) > 1.

(3.2)

Далее векторный процесс ζ(n) в (2.5) представим в виде

ζ(n) =

p+1∑

i=1

ζ(i)(n), ζ(i)(n) =
n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}Yk−p−1ξk.(3.3)

Используя координаты p-мерного вектора ζ(i)(n), т.е.

〈ζ(i)(n)〉l =
n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}yk−p−lξk, l = 1, . . . , p,(3.4)

введем процессы

M
(i)
l (n) = κθ〈ζ(i)(n)〉l =

n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}yk−p−lξ̃k;(3.5)

ξ̃k = κθξk, κθ = (∆2 + σ2)1/2/
(
σ2 +∆2(1 + θ21 + · · · + θ2p)

)1/2
.(3.6)

Учитывая (2.3) и гауссовость шумов εk и ηk в (2.1), (2.2), отметим,

что случайная величина ξ̃k имеет гауссовское распределение с параметрами(
0,∆2 + σ2

)
.
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Следующие свойства процессов (3.5) играют ключевую роль при анализе
рассматриваемой процедуры в Приложении.

Лемма 3. Для каждого i = 1, p + 1 случайные процессы M
(i)
l (n),

l = 1, p, являются квадратично-интегрируемыми мартингалами с условно-
гауссовскими приращениями, т.е.

Law
(
∆M

(i)
l (n)|F (i)

n−1

)
= N (0, σ2i,l(n− 1)),

причем

σ2i,l(n− 1) = Eθ

((
∆M

(i)
l (n)

)2
|F (i)

n−1

)
= χ{n∈Ti(n)}(σ

2 +∆2)y2n−p−l.

Доказательство леммы 3 дано в Приложении.

На втором шаге построим последовательную модификацию оценки Юла–
Уокера. Сначала для каждого вектора ζ(i)(n) в разложении (3.3) введем p
моментов остановки, связанных с мартингалами (3.5). Пусть h > 0. Положим

τ
(i)
0 (h) = 2p,

τ
(i)
l (h) = inf




n > τ

(i)
l−1 (h) :

n∑

k=τ
(i)
l−1(h)+1

χ{k∈Ti(n)} y
2
k−p−l >

h

∆2 + σ2




,

l = 1, p.

(3.7)

Длительность наблюдений в последовательной процедуре определим по
формуле

τ(h) = max
16i6p+1

τ (i)p (h).(3.8)

Введенные моменты остановки (3.7) дают возможность контролировать
процесс накопления информации о неизвестных параметрах θ1, . . . , θp. С их
помощью выберем весовые коэффициенты в последовательной оценке Юла–

Уокера. Во-первых, найдем корректирующие множители α
(i)
l (h), 1 6 l 6 p,

компенсирующие перескоки в (3.7), из уравнений

τ
(i)
l

(h)−1∑

k=τ
(i)
l−1+1

χ
{k∈Ti(τ

(i)
l

(h))}
y2k−p−l + α

(i)
l (h)y2

τ
(i)
l

(h)−p−l
=

h

∆2 + σ2
,

τ
(i)
0 (h) = 2p.

Отметим, что моменты остановки τ
(i)
1 (h), . . . , τ

(i)
p (h) для каждого i = 1, p + 1

образуют возрастающую последовательность, причем каждый из моментов
строится по квадратичной характеристике σ2i,l(n − 1) своего мартингала (3.5).
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Положим

β
(i)
l,k(h) =

{
1, если τ

(i)
l−1(h) < k < τ

(i)
l (h),

α
(i)
1 (h), если k = τ

(i)
l (h),

(3.9)

и определим весовые коэффициенты γl,k равенствами

γl,k =

p+1∑

i=1

µ
(i)
k,l

√
β
(i)
l,k , µ

(i)
k,l = χ{k∈Ti(k)}χ

(

τ
(i)
l−1(h),τ

(i)
l

(h)
](k).(3.10)

Построение последовательной оценки Юла–Уокера завершим определе-
нием.

Опр е д е л е н и е 1. Для каждого h > 0 последовательный план оценива-
ния вектора параметров θ = (θ1, . . . , θp)

T в модели (2.1), (2.2) задается па-
рой (τ(h), θ∗(h)), где τ(h) — длительность процедуры, определенная в (3.8),
θ∗(h) = (θ∗1(h), . . . , θ

∗
p(h))

T — вектор оценок, задаваемый формулами

θ∗(h) = G−1(h)ϑ(h).(3.11)

Здесь ϑ(h) = (ϑ1(h), . . . , ϑp(h))
T — p-мерный вектор с координатами

ϑl(h) =

τ(h)∑

k=2p+1

γl,kyk−p−lyk, 1 6 l 6 p;(3.12)

G(h) — матрица размера p× p с элементами

〈G(h)〉l,s =
τ(h)∑

k=2p+1

γl,kyk−p−lyk−s.(3.13)

Отметим, что в отличие от оценки (2.4) последовательная оценка (3.11)
строится по выборке случайного объема. При этом длительность процеду-
ры τ(h) и весовые коэффициенты γl,k зависят от выбора значения парамет-
ра h, который позволяет контролировать точность оценивания. Используя
точечную оценку (3.11), получаем решение задачи доверительного оценива-
ния в неасимптотической постановке.

Те ор ем а 2. Пусть шумы {εk} и {ηk} в уравнениях (2.1), (2.2) являются
гауссовскими, θ ∈ Θ⊂ Rp и последовательный план оценивания вектора па-
раметров θ = (θ1, . . . , θp)

T определяется формулами (3.8), (3.11). Тогда для
любого 0 < ρ < 1 и h > 0

inf
θ∈Θ

Pθ

(
κ∗√
h
‖G(h)(θ∗(h)− θ)‖ < µ∗

)
> ρ,

где

κ∗ = inf
θ∈Θ

κθ,
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µ∗ = (p+ 1)Φ−1
p

(
p+ ρ

p+ 1

)
,

Φp (a) =
1

2
p
2
−1Γ

(p
2

)
a∫

0

zp−1e−
z2

2 dz, a > 0.

(3.14)

Доказательство теоремы 2, приведенное в Приложении, опирается на
теорему П.2 о свойствах остановленных квадратично-интегрируемых мартин-
галов с условно-гауссовскими приращениями, установленных в [24]. Соглас-
но теореме 2 для построения доверительной области для вектора параметров
θ = (θ1, . . . , θp)

T по заданному коэффициенту доверия ρ сначала находится
пороговое значение µ∗ по формуле (3.14). Размеры доверительной области
для θ можно сократить, увеличивая параметр h, определяющий длительность
наблюдений в процедуре.

Предл ожени е 2. Пусть AR(p) процесс (2.1) устойчив, моменты
остановки τ(h) и матрица G(h) определяются равенствами (3.8) и (3.13).
Тогда

lim
h→∞

τ(h)

h
=

p(p+ 1)

(∆2 + σ2) (〈F 〉11 +∆2)
п.н.,(3.15)

lim
h→∞

G(h)

h
=

(p + 1)F (AT)p

(∆2 + σ2)(〈F 〉11 +∆2)
п.н.,

где

F =
∑

j>0

AjB(AT)j , B = ‖σ2δ1,iδ1,j‖, A =

(
θ1 . . . θp

Ip−1 0

)
.

Доказательство предложения 2 приводится в Приложении.

Зам е ч а ни е 2. Из предложения 2 следует, что в случае устойчивого про-
цесса (2.1) диаметр доверительного эллипсоида, определяемый теоремой 2,

уменьшается с ростом h как const/
√
h.

4. Численные результаты

Рассмотрим выборочные свойства построенных оценок и оценок Юла–
Уокера для параметра θ в модели (2.6) с гауссовским шумами {εk} и {ηk}
с Eεk = Eηk = 0, Eε2k = 1 и Eη2k = 0,01. Заметим, что при |θ| < 1 наблюдае-
мый процесс {yk} имеет спектральную плотность [2]

f(λ) =
σ2 +∆2

(
−2θ cos λ+ 1 + θ2

)

2π (−2θ cosλ+ 1 + θ2)
, −π 6 λ 6 π,(4.1)

если {xk} в (2.6) является стационарным. На рис. 1 для длительности τ(h)
предлагаемой последовательной процедуры (2.14) приводится выборочное по-
ведение отношения τ(h)/h в зависимости от параметра −1 < θ < 1 при h =
= 300.
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Рис. 1. Выборочное поведение отношения τ(h)/h (серая линия) и асимптоти-
ческая кривая (2.23) (черная линия).

В табл. 1 представлены средние значения последовательных оценок θ̂τ(h),
полученные с помощью процедуры (2.14) с h = 1000, а также средние значе-
ния классических оценок Юла–Уокера θn. Средние в обоих случаях вычис-
лялись по 1000 повторений каждой процедуры. При этом объем выборки для
оценок Юла–Уокера выбирался равным соответствующей средней длитель-
ности последовательной процедуры, указанной в столбце τ̄ . Доверительный
интервал на основе последовательной оценки (2.14) строился с помощью тео-
ремы 1. При уровне доверия ρ = 0,9 и |θ| < 1, используя (2.22), получаем

Таблица 1. Усредненные оценки параметра AR(1) (h = 1000)

θ θ̂τ(h) θn τ̄ θ θ̂τ(h) θn τ̄

–1,0 –1,0002 –0,9798 91,5450 0,3 0,2979 0,2979 1832,2460
–0,8 –0,7969 –0,7976 736,0060 0,4 0,3985 0,3987 1693,9700
–0,6 –0,6005 –0,5974 1291,7620 0,6 0,5966 0,5992 1293,2380
–0,4 –0,3972 –0,3998 1690,6190 0,8 0,7984 0,7973 729,5970
–0,3 –0,2994 –0,2991 1829,6720 1,0 0,9993 0,9817 94,9450

Таблица 2. Выборочное поведение отношения |s(h)|/h и предела lim |s(h)|/h
в зависимости от θ (h = 300)

θ –1 –0,8 –0,6 –0,4 –0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

lim |s(h)|/h 1,98 1,58 1,18 0,79 0,39 0 0,39 0,79 1,18 1,58 1,98

|s(h)|/h 1,74 1,48 1,25 0,66 0,54 0,10 0,34 0,82 1,26 1,65 1,81

Таблица 3. Усредненная ширина полуинтервала интервальной оценки (4.2)

h
θ –1 –0,8 –0,6 –0,4 –0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

500 0,099 0,113 0,151 0,228 0,464 20,1 0,465 0,227 0,152 0,113 0,100
1000 0,068 0,080 0,106 0,161 0,326 13,5 0,330 0,160 0,106 0,080 0,068
2000 0,047 0,056 0,075 0,113 0,226 27,9 0,224 0,112 0,075 0,056 0,047
3000 0,038 0,046 0,061 0,092 0,185 69,6 0,183 0,092 0,061 0,046 0,038
5000 0,029 0,035 0,047 0,071 0,140 10,7 0,143 0,071 0,047 0,035 0,029
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Рис. 2. Доверительные области для оценки спектральной плотности (4.1).

доверительный интервал для θ

(
θ̂τ(h) − 3,94

h

|s(h)|
1√
h
, θ̂τ(h) + 3,94

h

|s(h)|
1√
h

)
.(4.2)

Здесь множитель |s(h)|/h выделен, учитывая равенство (2.24). В табл. 2 ука-
заны значения модуля асимптотической кривой (2.24) из предложения 1 для
различных значений θ, а также выборочное поведение этого отношения при
h = 300.

В табл. 3 приводятся выборочные средние для ширины полуинтервала
µ̄ = 3,94

√
h/|s(h)| доверительного интервала (4.2), полученные по 100 повто-

рениям процедуры, для различных значений θ и h. Как видно из табл. 3,
качество доверительных последовательных оценок существенно зависит от
значений параметра θ, если параметр h, определяющий длительность на-
блюдений τ(h), остается постоянным. При значениях θ, близких к нулю, что
соответствует ослаблению авторегрессионного сигнала xk, требуется значи-
тельно увеличивать порог h, чтобы сохранить приемлемую точность оцени-
вания θ. Это вполне объяснимо, если учесть в (4.2) асимптотическую зависи-
мость (2.24) от θ в предложении 1. При отсутствии условия отделимости |θ|
от нуля порог h, обеспечивающий приемлемое качество доверительного ин-
тервала (4.2), нельзя выбрать априорно, и его приходится подбирать эмпи-
рически, повторяя процедуру оценивания (2.14) для больших значений h.
На рис. 2 представлены доверительные области для оценки спектральной
плотности (4.1), полученные с помощью доверительных оценок для значе-
ний θ = −0,5 и θ = 0,5 при ρ = 0,9 и h = 5000.

5. Заключение

В разделах 2 и 3 предложены и исследованы последовательные процедуры
доверительного оценивания параметров гауссовской авторегрессии по наблю-
дениям с аддитивным гауссовским шумом. Последовательная оценка вектора
неизвестных параметров для авторегрессии любого порядка строится на ос-
нове одной классической оценки Юла–Уокера, вводя специальное правило
прекращения наблюдений и используя весовые коэффициенты в структуре
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оценки. В теоремах 1 и 2 устанавливается, что предлагаемые последователь-
ные оценки Юла–Уокера дают решение задачи идентификации зашумленной
авторегрессии в неасимптотической постановке, позволяя определить дли-
тельность наблюдений в зависимости от требуемого качества оценивания.
В разделе 4 рассматривается численный пример доверительного оценивания
спектральной плотности зашумленной авторегрессии. Результаты могут ис-
пользоваться в задачах идентификации и управления.

Авторы выражают признательность анонимным рецензентам за конструк-
тивные замечания.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Приведем теорему П.1 и теорему П.2 о свойствах остановленных мартин-
галов с условно-гауссовскими приращениями из публикаций [23] и [24], ис-
пользованных в разделах 2 и 3 при выборе весовых коэффициентов (2.15) и
(3.9), (3.10) в последовательных оценках Юла–Уокера (2.14) и (3.11), а также
при определении длительности процедуры. Дадим доказательства некоторых
технических результатов.

Те ор ем а П.1. Пусть (Mk,Fk)k>0 — квадратично интегрируемый мар-

тингал [23] такой, что

а) его квадратическая характеристика удовлетворяет условию

Pθ (〈M〉∞ = +∞) = 1;

б) Law(∆Mk|Fk−1) = N (0, σ2k−1), k = 1, 2, . . ., т.е. Fk−1 — условное распре-

деление ∆Mk =Mk −Mk−1 является гауссовским с параметрами 0 и σ2k−1 =

= E
(
(∆Mk)

2|Fk−1

)
.

Для каждого h определим момент остановки

τ = τ(h) = inf

{
n > 0 :

n∑

k=1

σ2k−1 > h

}
, inf{∅} = ∞,(Π.1)

и случайную величину

m(h) =
1√
h

τ(h)∑

k=1

√
βk(h)∆Mk, βk(h) =

{
1, если 1 6 k < τ(h),

α(h), если k = τ(h);

α(h) — множитель, определяемый из уравнения

τ(h)−1∑

k=1

σ2k−1 + α(h)σ2τ(h)−1 = h.

Тогда для любого h > 0 величина m(h) является стандартной гауссов-
ской.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Проверим, что
(
ζ1(n),F (1)

n

)
n>3

— мар-

тингал. Измеримость ζ1(n) относительно F (1)
n следует из определений (2.10),

(2.11). Покажем, что E
(
ζ1(n+ 1)|F (1)

n

)
= ζ

(1)
n . Рассмотрим, например, случай

четного n. Пусть n = 2l, тогда

ζ1(2l + 1) =
2l+1∑

k=3

χ{k∈T1(2l+1)}yk−2ξk.

Отсюда

E
(
ζ1(2l + 1)|F (1)

2l−1

)
= E

(
2l+1∑

k=3

χ{k∈T1(2l+1)}yk−2ξk|F (1)
2l−1

)
=

=

2l∑

k=3

χ{k∈T1(2l+1)}yk−2ξk + χ{(2l+1)∈T1(2l+1)}y2l−1E
(
ξ2l+1|F (1)

2l−1

)
= ζ1(2l).

Проверка мартингальности ζ2(n) проводится аналогично.

Лемма 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Покажем, что требуемый результат сле-
дует из теоремы П.1. Введем случайные процессы

M (1)
n =

n∑

k=3

χ{k∈T1(n)}yk−2ξ̃k, M (2)
n =

n∑

k=3

χ{k∈T2(n)}yk−2ξ̃k, n > 3.(Π.2)

Процессы
(
M

(1)
n ,F (1)

n

)
n>3

и
(
M

(2)
n ,F (2)

n

)
n>3

являются мартингалами, при-

чем

Eθ

((
∆M (1)

n

)2
|F (1)

n−1

)
= y2n−2Eθ ξ̃

2
nχ{n∈T1(n)},

Eθ

((
∆M (2)

n

)2
|F (2)

n−1

)
= y2n−2Eθ ξ̃

2
nχ{n∈T2(n)}; Eξ̃2n = ∆2 + σ2.

(Π.3)

Проверим эти свойства для M
(1)
n . По определению T1(n) и T2(n) в (2.9)

получаем

M (1)
n =

n−1∑

k=3

χ{k∈T1(n)}yk−2ξ̃k + χ{n∈T1(n)}yn−2ξ̃n =

=M
(1)
n−1 + χ{n∈T1(n)}yn−2ξ̃n.

Отсюда ∆M
(1)
n = χ{n∈T1(n)}yn−2ξ̃n. Поэтому

Eθ

((
∆M (1)

n

)2
|F (1)

n−1

)
= χ{n∈T1(n)}Eθ

(
y2n−2ξ̃

2
n|F (1)

n−1

)
.
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Заметим, что если n ∈ T1(n), то F (1)
n−1 = F (1)

n−2. Если, например, n нечетно,
то число n− 1 четно. Следовательно, m1(n) = n, m1(n− 1) = m1(n − 2). По

определению F (1)
n−1 = F (1)

n−2. Так как ξ2n не зависит от F (1)
n−2, то

Eθ

((
∆M (1)

n

)2
|F (1)

n−1

)
= y2n−2Eθ

(
ξ̃2nχ{n∈T1(n)}

)
.

Далее заметим, что мартингалы
(
M

(1)
n ,F (1)

n

)
и
(
M

(2)
n ,F (2)

n

)
, определяемые

равенствами (Π.2), и их квадратические характеристики (Π.3) удовлетворяют
условиям теоремы П.1. При этом момент остановки τ1(h) в (2.12) совпадает

с (Π.1). В силу теоремы П.1 случайные величины ζ̃1(h)/
√
h и ζ̃2(h)/

√
h явля-

ются стандартными гауссовскими. Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о п р е д л ожения 2. Модель (2.1), (2.2) в векторной
форме записывается в виде

Xk = AXk−1 + νk, Yk = Xk + ζk,(Π.4)

где Xk = (xk, . . . , xk−p+1)
T, νk = (εk, 0, . . . , 0)

T, ζk = (ηk, . . . , ηk−p+1)
T,

A =

(
θ1 . . . θp

Ip−1 0

)
.

Для анализа τ(h) потребуется асимптотическое поведение суммы

C(i)
n =

n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}Yk−p−1Y
T
k−p−1.

Подставив Yk из (Π.4), имеем разложение

C(i)
n = U (i)

n + V (i)
n +R(i)

n ;(Π.5)

U (i)
n =

n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}Xk−p−1X
T
k−p−1,

V (i)
n =

n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}ζk−p−1ζ
T
k−p−1,

R(i)
n =

n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}ζk−p−1X
T
k−p−1 +

n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}Xk−p−1ζ
T
k−p−1.

Учитывая (3.1), получаем

U (i)
n =

di(n)∑

j=1

ZjZ
T
j , Zj = X(p+1)j+i−2.(Π.6)
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Последовательность {Zj} удовлетворяет векторному уравнению авторе-
грессии

Zj = Ap+1Zj−1 + wj, wj =

p+1∑

s=1

Ap+1−sν(p+1)(j−1)+i−2+s,

причем

Ewj = 0, Ewjw
T
j =

p∑

l=0

AlB(AT)l = B̃, B = ‖σ2δ1,iδ1,j‖.

Поскольку процесс Zj устойчив, то (см., например, [2])

lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

ZjZ
T
j = F̃ п.н.;

F̃ =
∑

j>0

A(p+1)jB̃(AT)(p+1)j =
∑

j>0

AjB(AT)j =: F.

(Π.7)

Из (Π.6) и (Π.7) с учетом (3.1) находим

lim
n→∞

U
(i)
n

n
= lim

n→∞

U
(i)
n

di(n)

di(n)

n
=

F

p+ 1
п.н.(Π.8)

Далее непосредственно проверяется, что

lim
n→∞

V
(i)
n

n
=

∆2

p+ 1
Ip, lim

n→∞

R
(i)
n

n
= 0 п.н.

Отсюда и из (Π.5), (Π.8) получаем

lim
n→∞

n−1C(i)
n = (p+ 1)−1 (F +∆2Ip

)
.

Так как
n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}y
2
k−p−l = 〈C(i)

n 〉ll,

то

lim
n→∞

1

n

n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}y
2
k−p−l =

1

p+ 1

(
〈F 〉11 +∆2

)
, l = 1, p.(Π.9)

Найдем теперь асимптотику для моментов остановки τ
(i)
l (h). По определе-

нию τ
(i)
1 (h) в (3.7) имеем

τ
(i)
1 (h)−1∑

k=2p+1

χ{

k∈Ti

(

τ
(i)
1

)}y2k−p−1 <
h

∆2 + σ2
6

τ
(i)
1 (h)∑

k=2p+1

χ{

k∈Ti

(

τ
(i)
1

)}y2k−p−1.
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Отсюда, используя (Π.9), получаем

lim
h→∞

h

(∆2 + σ2)τ
(i)
1 (h)

=
1

p+ 1

(
〈F 〉11 +∆2

)
,

т.е.

lim
h→∞

τ
(i)
1 (h)

h
=

p+ 1

(∆2 + σ2) (〈F 〉11 +∆2)
.

Аналогично находим, что

lim
h→∞

τ
(i)
l (h)

h
=

l(p+ 1)

(∆2 + σ2) (〈F 〉11 +∆2)
, 2 6 l 6 p.(Π.10)

Принимая во внимание (3.8), получаем соотношение (3.15) для длительно-
сти последовательной процедуры. Далее рассмотрим асимптотическое пове-
дение матрицы G(h), определенной в (3.13). Для устойчивого процесса (2.1)
справедливо свойство [2]

lim
n→∞

1

n

n∑

k=2p+1

Yk−p−1Y
T
k−1 = F (AT)p.

Аналогично (Π.8) устанавливается, что матрица

D(i)(n) =

n∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}Yk−p−1Y
T
k−1

удовлетворяет предельному соотношению

lim
n→∞

1

n
D(i)(n) =

1

p+ 1
F (AT)p.(Π.11)

Далее, подставляя коэффициенты (3.10) в элемент матрицы (3.13) и учи-
тывая, что yk−p−l = 〈Yk−p−1〉l, yk−s = 〈Yk−1〉s, получаем

〈G(h)〉l,s =
p+1∑

i=1

τ
(i)
l

(h)∑

k=τ
(i)
l−1(h)+1

χ{k∈Ti(k)}

√
β
(i)
l,k〈Yk−p−1Y

T
k−1〉l,s.(Π.12)

Учитывая определение коэффициентов (3.9), заметим, что внутренняя

сумма с точностью до одного слагаемого, отвечающего моменту τ
(i)
l (h), сов-

падает с суммой

τ
(i)
l

(h)∑

k=τ
(i)
l−1(h)+1

χ{k∈Ti(k)}〈Yk−p−1Y
T
k−1〉l,s =

=
〈
D(i)

(
τ
(i)
l (h)

)〉
l,s

−
〈
D(i)

(
τ
(i)
l−1(h)

)〉
l,s
.
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Отсюда и из (Π.10), (Π.11) следует, что

lim
h→∞

1

h

τ
(i)
l

(h)∑

k=τ
(i)
l−1(h)+1

χ{k∈Ti(k)}〈Yk−p−1Y
T
k−1〉l,s =

= lim
h→∞



τ
(i)
l (h)

h

〈
D(i)

(
τ
(i)
l (h)

)〉
l,s

τ
(i)
l (h)

−
τ
(i)
l−1(h)

h

〈
D(i)

(
τ
(i)
l−1(h)

)〉
l,s

τ
(i)
l−1(h)


 =

=

〈
F (AT)p

〉
l,s

(∆2 + σ2) (〈F 〉11 +∆2)
.

Используя это равенство в (Π.12), получаем

lim
h→∞

G(h)

h
=

(p+ 1)F (AT)p

(∆2 + σ2)(〈F 〉11 +∆2)
.

Предложение 2 доказано.

Те ор ем а П.2. Пусть заданы [24]:

1) вероятностное пространство (Ω,F ,P) с фильтрацией (F)k>0;

2) семейство
(
M

(l)
k ,Fk

)
k>0

, l = 1, p, квадратично интегрируемых мар-

тингалов с квадратическими характеристиками {〈M (l)〉n}n>1, l = 1, p, та-
кими, что

а) P
(
〈M (l)〉∞ = +∞

)
= 1, l = 1, p;

б) Law
(
∆M

(l)
k |Fk−1

)
= N (0, σ2l (k − 1)), k = 1, 2, . . . , l = 1, p, т.е. Fk−1 —

условное распределение приращения ∆M
(l)
k =M

(l)
k −M

(l)
k−1 является гауссов-

ским с параметрами 0 и σ2l (k − 1) = E

((
∆M

(l)
k

)2
|Fk−1

)
.

Для каждого h > 0 определим момент остановки

τl = τl(h) = inf



n > τl−1(h) :

n∑

k=τl−1+1

σ2l (k − 1) > h



 , l = 1, p,

τ0 = τ0(h) = 0, inf{∅} = +∞,

и случайные величины

ml(h) =
1√
h

τl∑

k=τl−1+1

√
βk(h, l)∆M

(l)
k , l = 1, p;

βk(h, l) =

{
1, если τl−1(h) < k < τl(h),

αl(h), если k = τl(h);
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αl(h), l = 1, p, — корректирующие множители, определяемые из уравнений

τl−1∑

k=τl−1+1

σ2l (k − 1) + αl(h)σ
2
l (τl(h)− 1) = h.

Тогда для любого h > 0 случайный вектор m(h) = (m1(h), . . . ,mp(h))
T име-

ет стандартное нормальное распределение, т.е. m(h) ∼ N (0, Ip), где Ip —
единичная матрица размерности p.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Запишем (3.4) в виде

M
(i)
l (n) =

n−1∑

k=2p+1

χ{k∈Ti(n)}yk−p−lξ̃k + χ{n∈Ti(n)}yn−p−lξ̃n =

=M
(l)
i (n− 1) + χ{n∈Ti(n)}yn−p−lξ̃n,

т.е.

∆M
(i)
l (n) = χ{n∈Ti(n)}yn−p−lξ̃n.(Π.13)

Отсюда имеем

σ2i,l(n− 1) = Eθ

((
∆M

(i)
l (n)

)2
|F (i)

n−1

)
=

= χ{n∈Ti(n)}Eθ

(
y2n−p−lξ̃

2
n|F (i)

n−1

)
,

(Π.14)

где F (i)
n−1 — σ-алгебра, определенная в (3.2). Далее заметим, что если

n ∈ Ti(n), то ti(n) = n, ti(n− 1) = n− p− 1. Поэтому F (i)
n−1 = F (i)

n−p−1 и слу-

чайная величина y2n−p−l измерима относительно F (i)
n−p−1, а ξ̃n не зависит

от F (i)
n−p−1. В силу (3.6) и гауссовости ξ̃n приращение (Π.13) имеет F (i)

n−1 —

условно-гауссовское распределение, причем, учитывая (Π.14), σ2i,l(n− 1) =

= χ{n∈Ti(n)}(σ
2 +∆2)y2n−p−l. Лемма 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Подставляя yk из (2.1) в (3.12) и учи-
тывая (3.13), получаем

ϑl(h) =

τ(h)∑

k=2p+1

γl,kyk−p−l

(
p∑

s=1

yk−sθs + ξk

)
=(Π.15)

=

p∑

s=1




τ(h)∑

k=2p+1

γl,kyk−p−lyk−s


 θs +

τ(h)∑

k=2p+1

γl,kyk−p−lξk = 〈G(h)θ〉l + ζl(n),

где

ζl(h) =

τ(h)∑

k=2p+1

γl,kyk−p−lξk, 1 6 l 6 p.(Π.16)
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В векторной форме система уравнений (Π.15) имеет вид

ϑ(h) = G(h)θ + ζ(h); ζ(h) = (ζ1(h), . . . , ζp(h))
T.(Π.17)

Подставляя весовые коэффициенты (3.10) в (Π.16), получаем

ζl (h) =

p+1∑

i=1

ζ
(i)
l (h) ,

ζ
(i)
l (h) =

τ
(i)
l

(h)∑

k=τ
(i)
l−1(h)+1

√
β
(i)
l,k (h)χ{k∈Ti(k)} yk−p−l ξk.

(Π.18)

Введя векторы ζ(i)(h) =
(
ζ
(i)
1 (h), . . . , ζ

(i)
p (h)

)T
, i = 1, p+ 1, имеем разложе-

ние

ζ(h) =

p+1∑

i=1

ζ(i)(h).

Далее рассмотрим вектор

m(i)(h) =
(
m

(i)
1 (h), . . . ,m(i)

p (h)
)T

:= κθh
−1/2ζ(i)(h).(Π.19)

Учитывая (3.5), координаты этого вектора запишем в виде

m
(i)
l (h) =

1√
h

τ
(i)
l

(h)∑

k=τ
(i)
l−1(h)+1

√
β
(i)
l,k(h)∆M

(i)
l (k).(Π.20)

Используя (Π.17), (Π.18), (Π.19), получаем

G(h) (θ∗(h)− θ) =

√
h

κθ

p+1∑

i=1

m(i)(h).(Π.21)

К векторам (Π.19) применима теорема П.2, поскольку мартингалы (3.5) и мо-
менты остановки (3.7) в (Π.20) удовлетворяют в силу леммы 3 всем условиям
этой теоремы. Согласно теореме П.2 все векторы (Π.19) имеют стандартное
p-мерное нормальное распределение N (0, Ip). Отсюда следует, что квадраты

норм этих векторов ‖m(i)(h)‖2, i = 1, p + 1, имеют χ2 распределение с p сте-

пенями свободы, т.е. P
(
‖m(i)(h)‖ > a

)
= 1− Φp(a), где Φp(a) — функция рас-

пределения, определенная в (3.14). Построим доверительную область для θ
по заданной доверительной вероятности. Из (Π.21) имеем неравенство

κθ√
h
‖G(h)(θ∗(h)− θ)‖ 6

p+1∑

i=1

‖m(i)(h)‖.(Π.22)
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Используя оценку

Pθ

(
p+1∑

i=1

‖m(i)(h)‖ > µ

)
6

p+1∑

i=1

Pθ

(
‖m(i)(h)‖ > µ

p+ 1

)
=(Π.23)

= (p + 1)Pθ

(
‖m(1)(h)‖ > µ

p+ 1

)
= (p + 1)

(
1− Φp

(
µ

p+ 1

))
,

найдем µ по заданному ρ из уравнения (p+ 1) (1− Φp (µ/(p+ 1))) = 1− ρ.
Корень этого уравнения µ∗ определяется формулой (3.14). Используя (Π.22),
(Π.23), получаем

Pθ

(
κθ√
h
‖G(h)(θ∗(h)− θ)‖ 6 µ∗

)
> ρ.

Теорема 2 доказана.
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РАНДОМИЗИРОВАННОЕ МАШИННОЕ ОБУЧЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ
МОДЕЛЕЙ С ПРИМЕНЕНИЕМ К ПРОГНОЗИРОВАНИЮ

РАЗВИТИЯ ЭПИДЕМИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА1

Развивается дискретный подход в теории рандомизированного машин-
ного обучения, ориентированный на применение к нелинейным моделям.
Формулируется задача энтропийного оценивания распределений вероят-
ностей и шумов измерений для дискретных нелинейных моделей. Рас-
сматриваются вопросы, связанные с применением таких моделей к зада-
чам прогнозирования, в частности проблеме генерации энтропийно-опти-
мальных распределений. Демонстрация предложенных методов прово-
дится на решении задачи прогнозирования общего количества инфици-
рованных SARS-CoV-2 в Германии в 2020 г.

Ключевые слова: рандомизированное машинное обучение, энтропия, эн-
тропийное оценивание, прогнозирование, рандомизированное прогнозиро-
вание, COVID-19, SARS-CoV-2.
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1. Введение

Большое количество различных процессов, наблюдаемых в разных обла-
стях человеческой деятельности, природе и т.п., не могут быть эффективно
описаны линейными математическими моделями. В этой связи разработка
и развитие общих подходов нелинейного моделирования являются актуаль-
ными задачами. Однако необходимо отметить, что разработка и примене-
ние нелинейных моделей для конкретных задач сопряжены с определенными
трудностями, связанными как с их обучением с использованием реальных
данных, так и с выбором структуры модели.

Машинное обучение как раздел прикладной науки интегрирует в себе
большое количество методов и подходов, накопленных в различных научных
дисциплинах [1, 2], большой вклад в которые был сделан в таких направле-
ниях, как теория вероятностей и математическая статистика [3, 4]. Методы
машинного обучения успешно применяются к различным задачам, в част-
ности к задачам классификации и регрессии, которые относятся к задачам
обучения с учителем [1], основной особенностью которых является идея на-
стройки (обучения) параметров требуемой модели с использованием реаль-
ных данных. Настроенную (обученную) модель предполагается использовать

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 20-07-00683).
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для прогнозирования, т.е. получать от нее ответ, предъявляя ей входные дан-
ные, не участвующие ранее в обучении.

Этот подход является эффективным и известен, по крайней мере, с
1960-х гг. [5–8]. Однако большинство подходов, разработанных в данной об-
ласти, ориентировано на использование линейных моделей. В частности, од-
ним из эффективных подходов к решению задач классификации является
линейная классификация, состоящая в поиске линейной разделяющей гипер-
плоскости и применяемая, например, в широко используемом методе опорных
векторов [9]. Задачи восстановления регрессии давно и широко применяются
в эконометрике [3], и также большинство из них в этой области ориентировано
на восстановление линейной регрессии. Основные причины такого положения
состоят в основном в том, что, во-первых, линейные модели легче исследо-
вать и интерпретировать, во-вторых, численные и аналитические решения
линейных задач возможно получать либо абсолютно точно (аналитически),
либо с высокой точностью численно и, в-третьих, многие практические зада-
чи часто можно свести к линейным постановкам, а следовательно, получать
более качественное их решение с учетом отмеченных ранее свойств.

В то же время в некоторых прикладных задачах классификации и ре-
грессии проявляются различные нелинейные эффекты, которые необходимо
каким-то образом решать. Эффективным подходом к этой проблеме являет-
ся, например, ядерный подход, состоящий в нелинейном переходе в простран-
ство высокой размерности с последующим применением в нем уже линейного
метода для решения задачи классификации или регрессии [1]. Этот подход де-
монстрирует свою эффективность во многих прикладных задачах и приводит
к появлению различных «ядерных» версий известных линейных методов. Тем
не менее часто вопрос о выборе модели (точнее, ядерной функции) продолжа-
ет возникать при применении этих методов на практике. Кроме этого, всякий
переход в пространство высокой размерности при отсутствии большого ко-
личества данных в этом пространстве неизбежно приводит к нежелательным
эффектам таким, например, как переобучение, а также ряду других.

Другим подходом борьбы с нелинейными эффектами предлагают методы,
в которых не выделяется модель в явном виде, например методы, основанные
на деревьях решений [10], нейросетевые модели [1, 11, 12] и ряд других.

Таким образом, с одной стороны, наблюдается ситуация, когда в практи-
ческих задачах анализа данных явным образом наблюдается наличие “нели-
нейности”, требующей применения нелинейных моделей, с другой стороны,
существующие методы, части используемые на практике, недостаточно раз-
виты для эффективного решения задачи в нелинейном случае и требуют пе-
реформулирования или какой-либо адаптации задачи к их применению.

В настоящей работе предлагается универсальный подход к работе с нели-
нейными моделями в задачах анализа данных, в частности в задачах обуче-
ния регрессионных моделей. Этот подход основан на теории рандомизирован-
ного машинного обучения [13], основная идея которой состоит в искусствен-
ной рандомизации параметров модели, что позволяет перейти от модели с
детерминированными параметрами к модели со случайными параметрами и
определять в результате обучения не их точечные оценки, а их распреде-
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ления. Распределения определяются таким образом, чтобы они доставляли
максимум энтропийному функционалу при условии баланса со средним вы-
ходом модели.

Основным достоинством предлагаемого подхода является независимость
от реальных характеристик используемых данных. Для корректного приме-
нения метода не требуется подтверждения или предположения о нормально-
сти данных (или иных их вероятностных свойствах), а полученные в резуль-
тате обучения распределения вычислены в условиях максимальной энтро-
пии, таким образом отражая наиболее “плохой” сценарий развития исследуе-
мого процесса, соответствующий его максимальной неопределенности. Дан-
ные свойства метода энтропийного оценивания восходят к работам Больц-
мана [14], Джейнса [15, 16], Шеннона [17]. Еще одной важной особенностью
метода является получение энтропийно-оптимальных распределений шумов,
содержащихся в данных, вместе с оптимальными распределениями парамет-
ров. Это свойство существенно отличает метод от классических подходов,
в которых делаются различные предположения о характеристиках шумов и
данных.

Оценки характеристик модели используются для прогнозирования моде-
лируемого процесса. Стандартный подход к прогнозированию состоит в при-
менении модели с точечными оценками параметров, полученных оцениванием
по реальным данным, для неизвестных (“будущих”) точек данных [18–20].

С учетом того, что подобрать модель точно под данные не представляет-
ся возможным, вводится предположение о стохастической природе данных,
точнее о том, что механизм порождения наблюдаемых данных, который неиз-
вестен, содержит стохастическую компоненту. Следствием этого предположе-
ния становится то, что в наблюдаемых данных есть как детерминированная,
так и стохастическая компонента, вероятностные характеристики которой
неизвестны. Фактически, на моделирование этой стохастической компонен-
ты и направлен весь разработанный к настоящему времени математический
аппарат, применяемый в данной области. Существенную часть этого подхо-
да составляет предположение о нормальности случайных компонент данных,
из которого становится возможным установить свойства получаемых оценок
параметров моделей.

Например, известный и широко применяемый метод максимума правдопо-
добия основан на идее максимизации распределения параметров модели при
условии наблюдаемых данных: необходимо определить такие значения пара-
метров, при которых будет достигаться максимум функции правдоподобия
данных. Это означает, что вероятность того, что при найденных значениях
параметров будут наблюдаться существующие данные, максимальна. Пред-
положение о нормальности (или о наличии другого известного закона распре-
деления) случайных компонент данных является основой этого метода, без
этого предположения будет невозможно получить функцию правдоподобия в
аналитическом виде [3].

Для вычисления оценок, максимизирующих правдоподобие, часто приме-
няется метод наименьших квадратов (МНК), однако получаемые им оценки
соответствуют оценкам максимального правдоподобия только для линейных
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моделей. В нелинейном случае определение свойств этих оценок связано с
существенными трудностями.

Предположение о нормальности стохастических компонент моделей, а зна-
чит и данных, с которыми ассоциирована модель, очевидно, не всегда явля-
ется вполне корректным, так как не всегда удается выяснить или доказать
требуемые факты о вероятностных характеристиках данных по имеющимся
в наличии данным.

Энтропийно-оптимальные распределения, полученные на этапе обучения
модели, могут быть использованы для прогнозирования несколькими спосо-
бами, в частности, они могут быть сгенерированы для получения ансамбля
выходов модели с последующим его анализом.

Работа посвящена развитию метода энтропийно-рандомизированного об-
учения и прогнозирования для нелинейным моделей с дискретными парамет-
рами. Переход от непрерывных к дискретным моделям позволяет преодолеть
трудности использования непрерывных моделей в условиях большого коли-
чества переменных, которые приводят к проблеме вычисления многомерных
интегралов, произвести которое точно (аналитически) невозможно, а числен-
ное решение сопряжено с существенными вычислительными трудностями.

Предлагаемый в работе подход демонстрируется на примере задачи про-
гнозирования общего количества инфицированных в результате развития
эпидемии COVID-19 в Германии. Проводится сравнение предлагаемого под-
хода с нелинейным методом наименьших квадратов [18, 21].

2. Нелинейная дискретная рандомизированная модель

Рассмотрим объект c n скалярными входами xi, i = 1, n и выходом ŷ,
преобразование которых описывается в общем случае нелинейной функцией

ŷ = Φ(x,a),(2.1)

где x = (x1, . . . , xn) — вектор входов, a = (a1, . . . , ad) — вектор параметров
модели.

Выход модели измеряется с некоторым шумом ξ, действующим аддитивно
на выход, приводя к модели следующего вида:

v = ŷ + ξ = Φ(x,a) + ξ.(2.2)

Предположим, что значения каждого параметра сосредоточены на интер-
вале Ak = [a−k , a

+
k ], k = 1, d, и выход модели измеряется с шумом ξj , значения

которого сосредоточены на интервале Ξj = [ξ−j , ξ
+
j ] для каждого заданного

входа xj , j = 1,m.

Параметры ak реализуются дискретной случайной величиной с M значе-
ниями на интервале Ak, приводя к следующим распределениям:

akℓ ∈ Ak, pkℓ ∈ [0, 1], k = 1, d, ℓ = 1,M,(2.3)

где akℓ — значения случайной величины, а pkℓ — вероятности их реализации.
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Шумы измерений выхода реализуются дискретной случайной величи-
ной ξj с L значениями на интервале Ξj для каждого входа xj . Измерения
выхода производятся независимо друг от друга, таким образом при m изме-
рениях приводя к следующим распределениям:

ξjh ∈ Ξj, qjh ∈ [0, 1], j = 1,m, h = 1, L,(2.4)

где ξjh — значения случайной величины, а qjh — вероятности их реализации.

С учетом m измерений получаем итоговый вид модели (2.2):

v = ŷ+ ξ = Φ(xj,a) + ξ, j = 1,m,(2.5)

где v = (v1, . . . , vm) — вектор измеренного выхода модели, ξ = (ξ1, . . . , ξm) —
вектор шумов, ŷ = (y1, . . . , ym) — вектор выхода модели.

Распределения параметров и шумов измерений модели подлежат оцени-
ванию с использованием реальных данных об измерениях выхода объекта,
модель которого описывается (2.5).

3. Обучение модели с использованием реальных данных

Рандомизированное машинное обучение базируется на принципах энтро-
пийного оценивания параметров модели и шумов измерений ее выхода.
Энтропийно-оптимальные распределения отражают наиболее неопределен-
ную ситуацию, что в условиях полного отсутствия информации о реальных
характеристиках является единственным доступным в этих условиях реше-
нием [13, 22, 23].

Для вычисления оптимальных распределений требуется решить задачу
условной максимизации энтропии распределений параметров и шумов изме-
рений при условиях нормировки соответствующих распределений и выполне-
нии условий на баланс среднего выхода модели с измерением выхода объекта.
Задача формулируется следующим образом:

H(P,Q) = −
d∑

k=1

M∑

ℓ=1

pkℓ ln pkℓ −
m∑

j=1

L∑

h=1

qjh ln qjh → max
P,Q

,(3.1)

где P и Q — распределения параметров и шумов (2.3) и (2.4), при условиях:

M∑

ℓ=1

pkℓ = 1,
L∑

h=1

qjh = 1, k = 1, d, j = 1,m,(3.2)

E[v] = E[Φ(xj,a) + ξ] = y,(3.3)

где y = (y1, . . . , ym) — вектор измерений выхода объекта (реальные данные
выхода).
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Условие (3.3) определяет баланс среднего выхода модели с реальными дан-
ными выхода:

E[vj] = E[Φ(xj ,a) + ξj ] = E[Φ(xj ,a)] + E[ξj ] =

=

M∑

ℓk=1
k=1,d

Φ(xj, a1ℓ1 , . . . , adℓd)p1ℓ1 · · · pdℓd +
L∑

h=1

ξjhqjh =

= Φ̄(xj) +

L∑

h=1

ξjhqjh = yj.(3.4)

Сумма в выражении для Φ̄ содержит Md членов, суммирование осуществ-
ляется для всех комбинаций значений случайных величин akℓ. Решение за-
дачи (3.1)–(3.3), подробно рассмотренное в Приложении, дает энтропийно-
оптимальные распределения параметров и шумов измерений, что и является
конечной целью обучения модели с использованием реальных данных.

4. Рандомизированное прогнозирование

В результате обучения модель оказывается снабжена энтропийно-опти-
мальными оценками распределений параметров и измерительных шумов,
формируя таким образом рандомизированную предсказательную модель
(РПМ). Такая модель определяет специальную методику прогнозирования —
рандомизированное прогнозирование, элементы которого применялись для
некоторых прикладных задач [24–26].

Рандомизированное прогнозирование базируется на генерации энтро-
пийно-оптимальных распределений параметров (Π.4) и измерительных шу-
мов (Π.5) с последующим построением ансамбля выхода модели для новых,
не известных при обучении, входов модели.

Рассмотрим набор входов РПМ, для которых требуется построить прогноз,
который может быть представлен в виде блочного вектора или матрицы,
столбцами которой являются указанные входы:

X = {x1, . . . , xs} =



x11 . . . x1s
...

. . .
...

xn1 . . . xns


 .

Пусть имеется выборка параметров из распределения P объема S. Тогда
ансамбль выхода модели для одного входа x формируется согласно (2.1) и
имеет вид

Ŷ = {ŷi = Φ(x,ai)}, i = 1, S,

где ai — реализация параметров с распределением P . Ансамбль содержит S
траекторий.
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Теперь для каждого входа xj , j = 1, s и каждой реализации параметров ai,

i = 1, S рассмотрим выборку шумов из распределения q объема U и сформи-
руем итоговый ансамбль выхода модели согласно (2.2):

V = {vj = Φ(xj ,ai) + ξj}, i = 1, S, j = 1, s,

где ξj = (ξj1, . . . , ξjU) — вектор реализаций шумов для j-го входа, vj — вектор
измеренного выхода модели для j-го входа.

Таким образом, при прогнозировании для каждого входа и каждой реа-
лизации параметров модели, генерируется шум в количестве U реализаций.
В итоге ансамбль V состоит изW = SU траекторий, которые все вместе могут
быть представлены блочным вектором или матрицей со строками, соответ-
ствующими прогнозируемому выходу модели для каждого входа

V = [v1, . . . ,vW ] =



v11 . . . v1s
...

. . .
...

vW1 . . . vWs


 .

Для построения итоговой прогнозной траектории моделируемого процесса
по ансамблю V могут быть вычислены средняя и медианные траектории, об-
ласть стандартного отклонения, а также другие выборочные вероятностные
характеристики.

Как видно из выражений ансамблей, для их формирования необходимо
иметь распределение шума для каждого входа. Распределения, полученные
при обучении, не могут быть напрямую использованы для произвольного
количества прогнозных входов, так как получены из известных на этом этапе
данных, а количество и характеристики данных при прогнозировании заранее
не известны. Выходов из этой ситуации может быть несколько.

Первый состоит в применении в качестве прогнозного распределения шу-
ма q распределения, определяемого выражением (Π.5) для среднего значения
параметра λ (множителей Лагранжа).

Второй подход состоит в использовании в качестве прогнозного распре-
деление шума для одного из входов, используемых при обучении, например
последнего, если постановка задачи допускает порядок входов в наборе. Идея
этого способа состоит в следующем: если исходить из того, что измерения в
каждой точке последовательно расположенных данных производятся одним
“устройством”, то логично ожидать некоторой стабилизации характеристик
этого измерительного устройства, которое достигается к последнему измере-
нию из последовательности.

Третий подход основан на том предположении, что в результате энтропий-
ного оценивания одновременно и параметров, и шумов можно рассматривать
чистый выход модели без шума. Таким образом, можно говорить, что эн-
тропийное оценивание осуществляет фильтрацию. В этом случае применение
модели должно осуществляться в чистом виде, без шума.

Важной проблемой в применении энтропийно-рандомизированного подхо-
да к прогнозированию является генерация оптимальных распределений пара-
метров и шумов измерений, полученных при оценивании (обучении) модели.
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Рис. 1. Дискретное и кусочно-постоянное непрерывное распределение.

Для решения этой проблемы можно предложить два основных подхода, ис-
пользующих генератор равномерно распределенных случайных чисел.

Первый подход состоит в генерации дискретного распределения. Для это-
го применяется стандартный подход, состоящий в случайном выборе значе-
ния случайной величины и затем соответствующей ему вероятности. В этом
случае, очевидно, реализации, сделанные таким образом, будут представлять
собой набор значений соответствующей случайной величины, многие из ко-
торых будут повторяться.

Второй подход основан на идее представления дискретного распределе-
ния в качестве кусочно-постоянной аппроксимации некоторого непрерывного
распределения на соответствующем интервале. Для этого интервал значений
соответствующей случайной величины разбивается на L+ 1 подынтервалов
(где L — количество значений дискретной случайной величины), левые и
правые границы конечных подынтервалов соответствуют левым и правым
границам интервала распределения. Внутри каждого подынтервала генера-
ция происходит равномерно. В результате реализации такого подхода можно
получить существенно больше различных значений соответствующих случай-
ных величин. Пример построения непрерывных распределений для случай-
ной величины w∗(ξ), где ξ ∈ [−0,1, 0,1] и L = 5, представлен на рис. 1.

5. Прогнозирование роста числа инфицированных COVID-19 в Германии

Предлагаемый в работе подход применяется для моделирования динамики
развития эпидемии COVID-19 в Германии на основе данных Университета
Джонcа Хопкинса [27] начиная с сорокового дня эпидемии (8 марта 2020 г.),
когда впервые общее количество инфицированных превысило 1000 человек.

Данные о развитии эпидемии (см. рис. 2) свидетельствуют о том, что сна-
чала инфекция активно распространяется в популяции и наблюдается ее экс-
поненциальный рост. Далее наблюдается снижение числа зараженных, ве-
роятно, вследствие ограничительных мер или увеличения количества иммун-
ных членов популяции. При этом, как и в большинстве живых систем при рас-
смотрении их на относительно коротком промежутке времени, можно предпо-
ложить, что объем популяции не меняется (например, можно пренебречь ми-
грацией, воспроизводством и смертностью), а значит, существует ограниче-

156



200 000

150 000

100 000

50 000

0

0 50 75 100
День

125 150 17525

Рис. 2. Общее количество инфицированных в Германии по дням начиная с
8.03.2020.

ние на количество инфицированных. Динамика инфицированных членов по-
пуляции N в такой системе может быть описана следующим уравнением [28]:

dN

dt
= λN

(
1− N

K

)
,(5.1)

где λ — скорость роста инфицированных, N — количество инфицированных,
K — объем популяции. Решением этого уравнения является кривая Ферхюль-
ста [29, 30]

N(t) =
K

1 +Be−λt
, B =

K −N0

N0
,(5.2)

где N0 — количество инфицированных в популяции в начальный момент вре-
мени [30].

Модель вида (5.2) активно использовалась в начале 2020 г. для предсказа-
ния общего количества заболевших [31–37] и показала свою эффективность
на начальном этапе развития эпидемии. В этой связи представляется обос-
нованным использовать аналогичную модель для применения энтропийно-
рандомизированного подхода к прогнозированию общего количества инфи-
цированных. В качестве такой модели будем использовать трехпараметри-
ческую логистическую модель роста (Logistic Growth Model, LGM), которая
определяет преобразование скалярного входа x в выход ŷ с использованием
логистической нелинейной функции

ŷ = Φ(x,a) =
a3

1 + a1e−a2x
,(5.3)

где a = (a1, a2, a3) — вектор параметров модели. Данная модель является
обобщением модели (5.2) и рассматривается здесь как абстрактная модель
с параметрами без использования дополнительных связей между ними.
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В контексте рассматриваемой задачи входом является порядковый номер
(или индекс) дня, а выходом — накопленное (общее) количество инфициро-
ванных. Вход и выход являются целыми, однако в вычислениях целые числа
преобразуются в числа с плавающей точкой.

Рандомизированная модель, выход которой искажен аддитивным шумом,
а параметры и шумы реализуются дискретными случайными величинами со
значениями из соответствующих интервалов, имеет вид

v = ŷ + ξ = Φ(x,a) + ξ,

akℓ ∈ Ak, pkℓ ∈ [0, 1], k = 1, d, ℓ = 1,M,

ξjh ∈ Ξj, qjh ∈ [0, 1], j = 1,m, h = 1, L,

где akℓ, ξjh — значения случайных величин, реализующих параметры и шумы,
а pkℓ, qjh — вероятности их реализации, m — количество точек данных, d = 3.

Для обучения (оценивания) предсказательной модели использовались дан-
ные за несколько дней (интервал обучения Test) начиная с 8 марта 2020 г.
(40-й день эпидемии в Германии), когда впервые было зафиксировано общее
количество инфицированных свыше 1000 человек.

Прогнозирование производится на следующие за интервалом оценивания
дни вплоть до 120-го дня эпидемии (интервал прогнозирования Tpred).

Полученные рандомизированные прогнозы сравнивались с подгонкой кри-
вой по модели (5.3) с помощью нелинейного метода наименьших квадра-
тов, реализованного функцией curve_fit библиотеки scipy на платформе
Python 3.7.

После оценивания модели проводилась ее реализация на интервале оце-
нивания (тестирование) и на интервале прогнозирования с вычислением сле-
дующих метрик качества для истинных (реальных, true) значений y и пред-
сказанных (модельных, predicted) значений ŷ:

1) коэффициент детерминации R2, определяемый формулой

R2(y, ŷ) = 1−

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2
,

где ȳ — среднее значение по реальным данным позволяет оценить ка-
чество приближения кривой (goodness of fit (GoF)) и предсказательную
способность модели через долю объясненной дисперсии. Максимум это-
го индикатора равен 1, чем его значение ближе к единице, тем выше
качество модели;

2) средне-квадратичная ошибка (Mean Squared Error (MSE)), определяе-
мая формулой

MSE(y, ŷ) =
1

n

n−1∑

i=1

(yi − ŷi)
2,

показывает ожидаемую (среднюю) квадратичную ошибку;
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3) Norm Error (NE), определяемую формулой

NE(y, ŷ) =
‖y − ŷ‖

‖y‖+ ‖ŷ‖ =

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2

n∑
i=1

y2i +
n∑

i=1
ŷ2i

;

4) Rooted Norm Error (RNE), определяемую формулой

RNE(y, ŷ) =

√
‖y − ŷ‖√

‖y‖+
√

‖ŷ‖
=

√
n∑

i=1
(yi − ŷi)2

√
n∑

i=1
y2i +

√
n∑

i=1
ŷ2i

.

Согласно теории метода энтропийного оценивания определяемые в резуль-
тате оценивания распределения параметров и шумов являются интерваль-
ными. Таким образом, для применения метода необходимо задать эти ин-
тервалы. В данной работе интервалы для параметров задавались на основе
оптимальных значений, полученных при оценивании методом наименьших
квадратов. Границы интервалов устанавливались в пределах 20% от этих
значений.

В экспериментах использовались данные, масштабированные на отрезок
[0, 1] на интервале оценивания.

Оценивание, тестирование и прогнозирование производилось для несколь-
ких конфигураций:

• без шума;
• с шумом в пределах 10%;
• с шумом в пределах 30%.
При прогнозировании использовалось распределение шума, полученное

для последней точки на интервале оценивания. Тестирование модели про-
водилось в конфигурации, соответствующей прогнозированию.

На рисунках изображены следующие результаты моделирования (траек-
тории):

• метод наименьших квадратов (пунктирная линия с меткой ols);
• реальные данные (пунктирная линия с меткой real);
• рандомизированное прогнозирование со средними по распределению

значениями параметров модели (линия с меткой mean_params);
• рандомизированное прогнозирование со средним по ансамблю (линия с

меткой mean);
• рандомизированное прогнозирование с медианой по ансамблю (линия с

меткой med).
Светло-серым цветом отмечены траектории, составляющие полученный

ансамбль, темно-серым цветом — область стандартного отклонения по ан-
самблю. Все эксперименты производились для выборки из распределения
параметров модели объемом 1000 и выборки из распределениям шумов объ-
емом 100 для каждого значения параметра. Генерация распределений шума
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Рис. 3. Прогнозирование без шума (NN) для Test = [40, 70] и Tpred = [71, 120].
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Рис. 4. Прогнозирование с шумом в пределах 10% (N1) для Test = [40, 70] и
Tpred = [71, 120].
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Рис. 5. Прогнозирование с шумом в пределах 30% (N3) для Test = [40, 70] и
Tpred = [71, 120].
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Рис. 6. Энтропийно-оптимальное распределение параметров P ∗.
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Рис. 7. Энтропийно-оптимальные распределения шумов Q∗.

проводилась для каждой точки соответствующего интервала (тестирования
и прогнозирования). Таким образом, полученный ансамбль состоял из 105

траекторий. Вертикальная красная пунктирная линия нанесена в точке на-
чала интервала прогнозирования. Эксперименты проводились на платформе
Python 3.7 в среде Windows 10.

На рис. 3–5 приведены результаты реализации рандомизированной пред-
сказательной модели на интервалах Test = [40, 70] и Tpred = [71, 120] для трех
вариантов прогнозирования: без шума (NN), с шумом 10% (N1) и с шу-
мом 30% (N3).

На рис. 6–7 изображены энтропийно-оптимальные распределения пара-
метров и шумов, полученные в результате обучения модели на интервале
T = [40, 70] с шумом 30%.

На рис. 8–9 приведены результаты реализации рандомизированной пред-
сказательной модели на интервалах Test = [40, 76], Test = [40, 79] и соответ-
ствующих интервалах прогнозирования.

Важно отметить, что на 77-й день произошел небольшой рост количества
заболевших, что видно на графике. Однако при обучении модели этих данных
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Рис. 8. Прогнозирование с шумом в пределах 30% (N3) для Test = [40, 76] и
Tpred = [77, 120].
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Рис. 9. Прогнозирование с шумом в пределах 30% (N3) для Test = [40, 79] и
Tpred = [80, 120].

еще не было. На 79-й день по-прежнему происходил рост количества заболев-
ших, который начался ранее, но в этом случае уже была возможность учесть
эти данные при обучении. На графиках видно, что во всех случаях рандоми-
зированная модель предоставляет более реалистичный прогноз по сравнению
с классической моделью.

Оценки параметров, полученные методом наименьших квадратов, и ин-
тервалы параметров рандомизированной модели указаны в табл. 1–2. В кон-
фигурациях с шумом интервалы шумов задаются как Ξj = [−0,1, 0,1] для N1
и Ξj = [−0,3, 0,3] для N3 соответственно.

Значения показателей качества моделирования при тестировании на трех
разных интервалах для варианта модели с шумом 30% указаны в табл. 3.

Анализируя полученные результаты, можно отметить, что стандартная
методика прогнозирования, связанная с использованием подгонки кривой под
данные методом наименьших квадратов, хоть и обладает определенной эф-
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Таблица 1. Оценки параметров, полученные методом
наименьших квадратов

Ttest a1 a2 a3

[40, 70] 297749 0,2065 1,1448

[40, 76] 1086539 0,1856 1,0624

[40, 79] 83517 0,1803 1,0278

Таблица 2. Конфигурации параметров рандомизированной модели

Tpred A1 A2 A3

[40, 70] [238199, 357299] [0,1652, 0,2478] [0,9158, 1,3738]

[40, 76] [86923, 130384] [0,1485, 0,2227] [0,8499, 1,2749]

[40, 79] [66813, 100220] [0,1443, 0,2164] [0,8223, 1,2334]

Таблица 3. Метрики качества на интервале оценивания

R2 MSE NE RNE

Ttest = [40, 70]

ols 0,9984 0,0002 0,0004 0,0135
mean_params 0,9899 0,0011 0,0022 0,0335
mean 0,9997 0,0000 0,0001 0,0058
med 0,9980 0,0002 0,0004 0,0149

Ttest = [40, 76]

ols 0,9982 0,0002 0,0004 0,0139
mean_params 0,9903 0,0012 0,0020 0,0314
mean 0,9994 0,0001 0,0001 0,0078
med 0,9985 0,0002 0,0003 0,0127

Ttest = [40, 79]

ols 0,9982 0,0002 0,0004 0,0133
mean_params 0,9903 0,0012 0,0019 0,0306
mean 0,9997 0,0000 0,0001 0,0054
med 0,9986 0,0002 0,0003 0,0119

фективностью, не всегда способна качественно решить задачу построения
корректного прогноза.

Из-за специфики рассматриваемой здесь эпидемии COVID-19 во всем мире
наблюдается существенное искажение данных, связанных с ней. В этой связи
представляется актуальной задача прогнозирования количества инфициро-
ванных с некоторым превышением. Из полученных результатов видно, что
прогнозирование с помощью логистической модели, оцененной с использова-
нием тех данных, которые были на момент прогноза, существенно недооце-
нивает реальные данные. В то же время прогнозы, получаемые с использова-
нием предлагаемого в работе подхода, показывают превышение прогнозных
значений по сравнению с МНК. Необходимо также отметить, что использо-
вание шума в модели, который оценивается поточечно и потом используется
при прогнозировании, позволяет построить более реалистичный прогноз.
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6. Заключение

В работе развит метод рандомизированного машинного обучения и про-
гнозирования, основанный на использовании дискретных случайных вели-
чин, что приводит к задачам, более адаптированным к численному реше-
нию с использованием современной вычислительной техники. Демонстрация
предложенного метода проведена на задаче прогнозирования общего количе-
ства инфицированных COVID-19 в Германии. Полученные результаты сви-
детельствуют о работоспособности и эффективности метода и его числен-
ной реализации, что определяется меньшей ошибкой при прогнозировании
по сравнению со стандартной методикой, основанной на методе наименьших
квадратов. Необходимо также отметить, что построенная рандомизирован-
ная модель показала хороший результат на интервале обучения, однако на
интервале прогноза погрешность по сравнению с реальными данными соста-
вила существенную величину. Это связано, по всей видимости, с тем, что
логистическая модель эффективна для прогноза не на всех этапах разви-
тия эпидемии, в частности, для обеспечения приемлемого уровня качества
прогноза необходимо наличие признаков замедления эпидемии на интерва-
ле обучения, а также наличие реального затухания эпидемии на интервале
прогноза. При проведении экспериментов для обучения использовались дан-
ные на этапе начала и активного развития эпидемии, что объясняет большую
ошибку при прогнозировании.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Рассмотрим решение задачи (3.1)–(3.3), которое осуществляется методом
множителей Лагранжа. Функция Лагранжа будет иметь вид

L(P,Q,α, β, λ) = −H(P,Q)+

+

d∑

k=1

αk

(
M∑

ℓ=1

pkℓ − 1

)
+

m∑

j=1

βj

(
L∑

h=1

qjh − 1

)
+

+
m∑

j=1

λj

(
Φ̄(xj) +

L∑

h=1

ξjhqjh − yj

)
.

Для поиска экстремума функции Лагранжа вычислим производные по
прямым переменным P и Q:

∂L

∂P
=

∂L

∂pkℓ
= ln pkℓ + 1 + αk +

m∑

j=1

λj
∂Φ̄j

∂pkℓ
,

∂L

∂Q
=

∂L

∂qjh
= ln qjh + 1 + βj +

m∑

j=1

λjξjh,

k = 1, d, j = 1,m, ℓ = 1,M, h = 1, L,
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где Φ̄j = Φ̄(xj) и производная среднего значения модели по pkℓ определяется
выражением

∂Φ̄j

∂pkℓ
=

M∑

ℓs=1
s=1,d

Φ(xj , a1ℓ1 , . . . , adℓd)
∏

r 6=k

prℓr .(Π.1)

Сумма в выражении для производной ∂Φ̄
∂pkℓ

содержит M(d− 1) членов.

Приравнивая к нулю производные функции Лагранжа по прямым пере-
менным, получим выражения оптимальных распределений вероятностей па-
раметров и шумов от множителей Лагранжа:

p∗kℓ(α, λ) = exp


−1− αk −

m∑

j=1

λj
∂Φ̄j

∂pkℓ


 ,

q∗jh(β, λ) = exp (−1− βj − λjξjh) .

Преобразуем эти выражения следующим образом:

p∗kℓ(α, λ) = exp (− (1 + αk)) exp


−

m∑

j=1

λj
∂Φ̄j

∂pkℓ


 ,(Π.2)

q∗jh(β, λ) = exp (− (1 + βj)) exp (−λjξjh) ,(Π.3)

и, подставляя их в условия нормировки (3.2), получим выражения:

exp (1 + αk) = exp

(
−

M∑

ℓ=1

λj
∂Φ̄j

∂pkℓ

)
,

exp (1 + βj) = exp (−λjξjh) .

Подставим эти выражения обратно в (Π.2)–(Π.3), исключив таким образом
множители α и β, получим финальные выражения энтропийно-оптимальных
распределений параметров и шумов, зависящих от множителей λ:

p∗kℓ(λ) =

exp

(
−

m∑
j=1

λj
∂Φ̄j
∂pkℓ

)

M∑
ℓ=1

exp

(
−

m∑
j=1

λj
∂Φ̄j
∂pkℓ

) , k = 1, d, ℓ = 1,M,(Π.4)

q∗jh(λ) =
exp (−λjξjh)
L∑

h=1

exp (−λjξjh)
, j = 1,m, h = 1, L.(Π.5)
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Множители λ определяются решением системы уравнений, получающихся
подстановкой выражений (Π.4)–(Π.5) в балансовые соотношения (3.3):

M∑

ℓk=1
k=1,d

Φ(xj , a1ℓ1 , . . . , adℓd)
M∏

ℓs=1
s=1,d

p∗sℓs(λ) +
L∑

h=1

ξjhq
∗
jh(λ) = yj, j = 1,m.(Π.6)

Таким образом, решив систему (Π.6), получим энтропийно-оптимальные
распределения параметров и шумов измерений, что и является конечной це-
лью обучения модели с использованием реальных данных.

Необходимо отметить, что для решения этой системы на практике необхо-
димо привлекать какой-нибудь численный метод, так как ее решение анали-
тически сопряжено с существенными трудностями.

Вычисление левой части системы потребует вычисления среднего значе-
ния случайной функции Φ̄, а также ее производной по распределению P ,
определяемых выражениями (3.4) и (Π.1). Cуммирования в этих выражени-
ях должны производиться по всем комбинациям индексов, таким образом
количество операций суммирования растет как степень от количества пара-
метров d.
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