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Базовой задачей волновой технологии является разработка научных основ проекти-
рования волновых машин и аппаратов. Теоретические основы протекания волновых
процессов в многофазных средах изложены в работах [1–3]. Расчетные и эксперимен-
тальные исследования в этом направлении ведутся в основном на конкретных типах
волновых устройств. В волновой технологии, базирующейся на возбуждении нели-
нейных колебаний и волн в многофазных средах, важную роль играют проточные гид-
родинамические генераторы вихревого типа [4]. В таких генераторах колебания давле-
ния возбуждаются проходящим высокотурбулентным закрученным и завихренным
потоком жидкости, которая одновременно является обрабатываемой и рабочей сре-
дой. В ряде работ [5–9], посвященных исследованию течения в проточном гидродина-
мическом генераторе вихревого типа, было показано, что в проточной части реализу-
ется сложная картина течения. В ней одновременно протекают взаимодействующие
между собой гидродинамические, кавитационные и нелинейные волновые процессы.
Интенсивность этих процессов существенно зависит от расположения отверстий тан-
генциальных каналов подачи рабочей среды, давления на входе и выходе, степени за-
крутки потока, длине и диаметре камеры и сопла генератора. В частности, наиболь-
шая интенсивность кавитации реализуется в донной части генератора. Зависимости
интенсивности кавитации от величины смещения подающих тангенциальных кана-
лов и диаметра камеры носят нелинейный характер с наличием четких максимумов.
При уменьшении диаметра камеры на выходе генератора в два раза и смещении тан-
генциальных каналов на расстояние от дна камеры, равное двум калибрам, интенсив-
ность кавитации увеличивается практически на порядок. Однако, как показал анализ,
несмотря на важность имеющихся в этих работах расчетных и экспериментальных
данных, их оказалось недостаточно для описания реальной картины течения и про-
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цессов, протекающих в камере генератора и, соответственно, для модернизации суще-
ствующих физико-математических моделей с целью получения достоверных расчет-
ных данных.

Цель статьи – исследование влияния геометрии проточной части и давления на
входе и выходе гидродинамического генератора вихревого типа на интенсивность и
характер протекания гидродинамических и нелинейных волновых процессов, величи-
ну и характер распределения давления в камере генератора при изменении в широком
диапазоне определяющих параметров.

Методы и средства эксперимента. Испытание модели проточного гидродинамиче-
ского генератора вихревого типа проводилось на экспериментальной базе НЦ НВМТ
(ИМАШ РАН). Принципиальная схема стенда представлена на (рис. 1). Генератор
представлял собой цилиндрический стакан, в боковой стенке которого были выпол-
нены два тангенциальных канала диаметром dy = 2 мм для подачи жидкости в камеру
генератора. Расстояние от плоскости осевого сечения подающих каналов до дна каме-
ры ly = 5 мм. Диаметр камеры генератора dk = 10 мм. Камера генератора была выпол-
нена длиной lk = 40 мм для получения максимальной амплитуды колебаний давления
в нем [5].

На выходе камеры устанавливали сопла в виде цилиндрических отверстий с диа-
метрами dс = 2.5, 3.0, 3.5, 3.7, 4.0, 4.2, 4.5, 5.0, 7.0 и 9.0 мм. В качестве рабочей среды
использована водопроводная вода при температуре T = 25°C. Давление воды на входе
в генератор изменялось в диапазоне Pin = 0.1–5.0 МПа; на выходе Pout = 0.1–1.0 МПа.
Эти давления измерялись манометрами класса 1, расход и температура воды измеря-
лась датчиками с погрешностью ±1%. Для измерения пульсаций давления в рабочей
части за генератором был установлен пьезоэлектрический датчик типа 701А фирмы
“Kistler”. Сигнал с датчика поступал на усилитель-преобразователь “Kistler-5011”, а
затем для записи и обработки на осциллограф “Lecroy HRO 66Zi”. Измерение стати-
ческого давления в центре дна Pd и на боковой поверхности камеры Pk генератора
проводили манометрами и мановакумметрами класса 0.5.

Рис. 1. Принципиальная схема гидродинамического стенда: 1 – плунжерный насос; 2 – манометры; 3 – гид-
родинамический генератор колебаний вихревого типа; 4 – рабочая камера; 5 – датчик динамического дав-
ления; 6 – осциллограф; 7 – дроссель; 8 – расходомер; 9 – регулировочный вентиль; 10 – точки измерения
статического давления.

1

10
ly

lc

�1

�2

dk dc

A

A
A�A

�
2

2
3 4

5
2

7

98

6



5ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДАВЛЕНИЯ 

Результаты исследований. Измерение распределения давления на боковой стенке
камеры генератора показало, что величина давления по длине камеры и в плоскостях
Ψ1 = 0–180° и Ψ2 = 90–270° практически не меняются. Вблизи выходных отверстий
тангенциальных каналов в плоскости Ψ1 = 0–180° давление повышается на 20–30% и
при смещении в плоскость Ψ2 = 90–270° настолько же снижается. С увеличением
входного давления Pin статическое давление на боковой поверхности камеры линейно
возрастает при всех исследуемых диаметрах сопла (рис. 2).

Зависимость Pk = f(dc/dk) носит нелинейный характер. С уменьшением диаметра
сопла Pk возрастает (рис. 3), что, по-видимому, связано с усилением возвратного тече-
ния в камере генератора и влиянием вихревой каверны на его гидравлическое сопро-
тивление.

Повышение давления на входе генератора также приводит к росту Pk. При Pin = 5.0 МПа,
Pout = 0.3 МПа, dc/dk = 0.25 давление на боковой поверхности камеры достигает
Pk = 3.5 МПа, что составляет 70% от входного давления.

При ступенчатом характере изменения диаметра сопла в диапазоне dc/dk = 0.3–0.45
при Pin = 5.0 МПа, Pout = 0.1 МПа в проточной части генератора на частотах
f = 4.0‒4.3 кГц возбуждаются пики давления резонансного типа (рис. 4).

С увеличением гидростатического давления на выходе до Pout = 0.3 МПа амплитуда
этих пиков пульсации давления возрастает в 5 раз и достигает величины A = 0.8 МПа
(рис. 5).

При дальнейшем увеличении давления на выходе до Pout = 1.0 МПа амплитуда этих
пиков снижается. Зависимость Amax = f(dc/dk) является существенно нелинейной с ха-
рактерным максимумом при dc/dk = 0.35. Эти данные свидетельствуют о резком повы-
шении интенсивности протекания волновых процессов в камере генератора при из-
менении диаметра сопла в пределах dc/dk = 0.35–0.45. Давление на дне камеры генера-
тора с уменьшением диаметра сопла в пределах dc/dk = 0.9–0.25 при Pin = 5.0 МПа и
Pout = 0.1 МПа плавно возрастает с Pd = 0.003 МПа до Pd = 1.6 МПа.

Зависимость Pd = f(Pin,dc/dk), (рис. 6) носит сложный нелинейный характер. Так
при dc/dk > 0.7 донное давление при всех Pin ниже атмосферного и с увеличением Pin до
5 МПа плавно снижается до Pd = 0.003 МПа. При dc/dk ≤ 0.7 с увеличением Pin донное

Рис. 2. Зависимость Рk = f(Рin, dc/dk) при Pout = 0.1 МПа:  – dc/dk = 0.25;  – dc/dk = 0.35;  – dc/dk =

= 0.4; + – dc/dk = 0.7; × – dc/dk = 0.9.
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давление вначале плавно снижается ниже атмосферного, а затем при определенной
величине Pin для конкретного диаметра сопла начинает резко возрастать до величины,
заметно превышающей атмосферное давление, при этом наиболее существенно с
уменьшением диаметра сопла.

Это связано с тем, что при уменьшении диаметра сопла в конце камеры образуется
кольцевая площадка перпендикулярная оси генератора. По-видимому, это приводит к
возникновению обратного течения части основного потока от сопла к днищу камеры.
Наличие вращательной составляющей потока может приводить к появлению торои-

Рис. 3. Зависимость Рk = f (Рin, dc/dk) при Pout = 0.1 МПа:  – Рin = 1 МПа;  – Рin = 2.0 МПа;  –

Рin = 3.0 МПа; + – Рin = 4.0 МПа; × – Рin = 5.0 МПа.
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Рис. 4. Амплитудно-частотные характеристики пульсаций давления в проточном гидродинамическом гене-
раторе вихревого типа при Pin = 5.0 МПа, Pout = 0.3 МПа.
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дальных вихрей, размеры которых возрастают по мере уменьшения диаметра сопла.
Это приводит к повышению донного давления. Вихревая кавитационная каверна, возни-
кающая в приосевой области камеры генератора при Pin = 5.0 МПа, Pout = 0.1 МПа,
dc/dk = 0.9 [6] отрывается от дна и по мере уменьшения диаметра сопла смещается к
нему. При dc/dk = 0.3–0.45 возникает неустойчивое положение вихревой каверны от-

Рис. 5. Зависимость Amax = f(dc/dk, Pout) при Pin = 5.0 МПа:  – Pout = 0.1 МПа; × – Pout = 0.3 МПа.
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Рис. 6. Зависимость Рd = (Рin, dc/dk) при Pout = 0.1 МПа:  – dc/dk = 0.35;  – dc/dk = 0.5;  – dc/dk = 0.7;
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носительно сопла. Она возникает то перед соплом, то за ним, при этом периодически
частично перекрывает проходное сечение сопла, в результате чего возбуждаются мощ-
ные пики давления. Причем этот процесс носит автоколебательный характер, и повы-
шение давления на выходе Pout генератора лишь усиливает этот процесс.

Заключение. В результате проведенных исследований было выявлено следующее:
при изменении геометрии проточной части камеры гидродинамического генератора
вихревого типа происходит резкое повышение интенсивности протекания волновых и
гидродинамических процессов. Так, при изменении диаметра сопла в пределах dc/dk =
= 0.3–0.45 в проточной части генератора при Pin = 5.0 МПа и Pout = 0.3 МПа в диапазо-
не частот f = 4.0–4.3 кГц возбуждаются мощные нелинейные волны, амплитуда кото-
рых достигает 0.8 МПа. Донное давление в камере генератора с уменьшением диамет-
ра сопла диапазоне dc/dk = 0.9–0.25 при Pin = 5.0 МПа и Pout = 0.1 МПа возрастает с
0.003 МПа до 1.6 МПа (почти в 500 раз). Давление на боковой поверхности камеры ге-
нератора с увеличением Pin, Pout и уменьшением диаметра сопла также возрастает и
при Pin = 5.0 МПа, Pout = 0.3 МПа, dc/dk = 0.25 достигает величины Pk = 3.5 МПа, что
составляет 70% от максимальной величины входного давления.
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Исследуется устойчивость самоподобных динамически-фрактальных систем при
действии неконсервативных циркуляционных сил. Найдены аналитические крите-
рии устойчивости для общего случая многомассовой роторной системы. Использу-
ются методы теории возмущений. Показано, что многомассовая система может ока-
заться устойчивой, даже при наличии отдельных неустойчивых узлов. Проведено
сравнение динамических свойств самоподобных и периодических систем. Показа-
но, что их динамика носит волновой характер и в низкочастотном диапазоне дина-
мические свойства таких систем практически одинакова, но вблизи резонансных ча-
стот виброактивность самоподобных систем существенно отличается и зависит от
коэффициента масштаба.

Ключевые слова: динамический фрактал, коэффициент масштаба, устойчивость, цир-
куляционные силы, дисперсионное уравнение, виброактивность
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Постановка задачи. Многомассовые роторные системы используются во многих от-
раслях техники: авиационные двигатели, турбины, погружные нефтяные насосы и т.п.
Для них особенно актуальна проблема снижения уровня вибраций, т.к. процесс ба-
лансировки каждого диска достаточно трудоемок и не всегда возможен. Многомассо-
вые системы могут иметь как периодическую структуру, которая обладает волновыми
свойствами, так и непериодическую. Имеется широкий класс непериодических
структур, которые также обладают волновыми свойствами и для них возможно полу-
чение аналитических решений. Это самоподобные структуры – динамические фрак-
талы, в которых жесткость каждого участка и инерционные характеристики дисков
меняются с одинаковым масштабом γ [1]. Такие структуры достаточно часто исполь-
зуются в инженерных конструкциях, как например, в многомассовых роторах, рото-
рах барабанного типа авиационных конструкций. Динамические фракталы представ-
ляют собой специальный класс структур, отличающийся от фракталов Мандельброта
[2, 3], в которых происходит масштабирование только геометрических размеров. В на-
стоящей статье приводится анализ динамики и устойчивости самоподобных роторных
систем при воздействии гидроаэродинамических циркуляционных сил.

Уравнения колебаний динамически-фрактальных роторных системы при действии гид-
родинамических сил. Рассмотрим n-массовый ротор, имеющий самоподобную струк-
туру (рис. 1), в котором в соответствии с определением динамического фрактала [1]

УДК 534.1

МЕХАНИКА МАШИН

EDN: SRCDED
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параметры двух соседних парциальных подсистем связаны между собой следующими
соотношениями:

(1)

где mr – масса r-го диска, Ar, Gr – экваториальный и полярный моменты инерции r-го
диска; kij – коэффициент изгибной жесткости участка вала между i-м и  j-м дисками;
γ – коэффициент масштаба..

Прежде, чем исследовать многомассовую систему запишем вначале уравнения из-
гибных колебаний для отдельного диска как парциальной подсистемы (рис. 1б). Эти
уравнения без учета сил внутреннего и внешнего трения имеют вид [4]

(2)

где x, y – перемещения центра масс диска вдоль осей координат; ,  – углы пово-
рота диска вокруг этих осей;  (i, j = 1, 2) – приведенные коэффициенты упругости
парциальной подсистемы ротора.

В уравнениях (2) и далее индекс r (r = 1, …, n) при координатах опущен, чтобы не за-
громождать изложение.

Одной из характерных особенностей роторных систем является потеря устойчиво-
сти и возникновение опасных автоколебательных режимов при действии неконсерва-
тивных циркуляционных сил. К таким силам относятся, в частности, силы внутренне-
го демпфирования, гидродинамические силы в уплотнениях и опорах, которые в свою
очередь включают гидростатические силы p1, демпфирующие силы p2, циркуляцион-
ные силы p21 = –ωp2/2, а также аэродинамические силы pa, порождаемые венцовыми
силами на турбинных колесах.

В линейном приближении эти силы пропорциональны поступательным координа-
там. Зависимость гидроаэродинамических коэффициентов от угловой скорости мож-
но принять следующей [5, 6]

(3)

где , ,  – гидроаэродинамические коэффициенты при номинальной скорости
вращения ωn.

( )− −− + −= = = = γ = …1 1 1 11γ  , γ , γ , ,1r r r r rr rr r rG G rm m A k k nA

+ + ϕ + =
+ + ϕ =
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Рис. 1. Роторные системы: (а) – динамически-самоподобная роторная система; (б) – однодисковая r-я под-
система.
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Положим, что происходят гармонические колебания: , ,

 = . Тогда уравнения (2) колебаний диска с учетом гидроаэродина-
мических сил (3)

(4)

где  – суммарный коэффициент циркуляционных гидроаэродинами-

ческих сил
Разделение переменных, соответствующих прямой и обратной прецессии ротора. В ро-

торных системах для снижения размерности задачи обычно применяют “спрессовы-
вание” координат [4], вводя комплексные координаты Z = X + iY, Ф = Фy + iФx.

Уравнения (4) в комплексных координатах примут вид

(5)

Физический смысл такого преобразования координат становится очевидным, если
рассмотреть также комплексно-сопряженные координаты Z* = X – iY, Ф* = Фy – iФx..
В роторных системах имеется вращающаяся ось симметрии. Введение комплексных
координат использует симметрию вращающегося ротора, в результате чего перемен-
ные (Z, Φ) и (Z*, Φ*) описывают колебания в двух взаимно-перпендикулярных плос-
костях и совершают одинаковые колебания, но со сдвигом фазы  (или ), что
соответствует прямой (или обратной) прецессии. При этом исходные уравнения раз-
деляются на два независимых блока, и отличаются друг от друга только знаком при уг-
ловой скорости ω.

В матричном виде уравнения (5) для r-го диска примут вид

(6)

Это уравнение колебаний справедливо для каждого r-го диска системы (рис. 1б).
Устойчивость колебаний роторных систем при действии циркуляционных сил. В ротор-

ных системах, как уже указывалось, возникает потеря устойчивости при действии не-
консервативных циркуляционных сил. Эти физические свойства циркуляционных
сил отражает и структура матрицы Dr (6): консервативные силы (упругие, гидроупру-
гие силы, гироскопические члены) описываются действительными членами матрицы,
в то время как члены, описывающие неконсервативные циркуляционные силы – чи-
сто мнимые. Учитывая это обстоятельство, используем для анализа устойчивости ме-
тоды теории возмущения. При отсутствии неконсервативных сил все корни частотно-
го уравнения – чисто мнимые, в то время как добавление неконсервативных сил при-
водит к появлению комплексных частот, что и отражает появление неустойчивости.

Сделаем теперь естественное предположение о малости циркуляционных сил по
сравнению с силами упругости ротора. Тогда в матрице появляются малые члены по-
рядка ε, что и позволяет применять методы теории возмущения. Полученные в ре-
зультате действительные части поправок к собственным частотам определят условия
устойчивости.
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Запишем характеристическое матричное уравнение Dr = 0 в виде, удобном для при-
менения теории возмущения

(7)

где  – матрица упругости, включающая в себя гидродинамическую жесткость;
 – матрица гироскопических элементов;  – диагональная матрица собствен-

ных чисел; М – матрица инерции; p1, p2, p* – матрицы гидроаэродинамических сил,
которые по предположению малы по сравнению с K, и их отношение имеет порядок .
При отсутствии перекрестного взаимодействия гидроаэродинамических сил матрицы
p1, p2, p* – диагональные.

Полагая ε = 0, получим из (7) порождающую систему

(8)

где  – диагональная матрица собственных частот;  – мат-
рица, составленная из столбцов собственных векторов порождающей матрицы.

Применяя методы теории возмущения в виде, предложенном в [7], найдем решение
возмущенного уравнения (7) в виде сходящихся рядов по степеням ε

(9)

Подставляя (9) в (7) и умножая слева на , приравняем члены при одинаковых сте-

пенях ε. Учитывая (8) и пренебрегая членами порядка , получим

(10)

Раскроем левую часть (10). Вследствие того, что мы положили в матрице S диаго-
нальные члены , матрицы, стоящие в левой части, не содержат в диагональных
членах поправок к собственным векторам, а лишь поправки первого порядка 
к q-й частоте 

(11)

Чтобы найти эти поправки достаточно приравнять диагональные элементы матриц
в левой и правой частях уравнения (11)

 (12)

Знак мнимой части этой поправки и определит условия устойчивости для q-й частоты.
Поскольку знаменатель (12) всегда положителен, то знак поправки определяется зна-
ком числителя.
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Матрицы p*, p2 – диагональные и содержат только один ненулевой элемент, тогда
числитель (12) принимает вид

(13)

где n – число узлов в системе. Используя неравенство Коши–Буняковского условие
устойчивости (13) представим в виде

(14)

Отсюда следует, что условие устойчивости выполняется, если каждое слагаемое
в (14) отрицательно, т.е. каждый узел устойчив. Тем не менее, это условие может
быть выполнено и в случае, если имеются неустойчивые узлы, но правая часть
уравнения (14) остается отрицательной, т.е. возникает суммарная “коллективная”
устойчивость системы.

Устойчивость колебаний самоподобных систем. В самоподобной системе силу опре-
деления динамического самоподобия (1) [1], элементы матрицы Dr (6), описывающие
r-й и (r + 1)-й диски, а также упругие взаимодействия между ними Krr + 1 связаны со-
отношениями (рис. 1а)

Тогда уравнение в конечных разностях для многодисковой системы примет вид

Таким образом, матрица  для всей системы – блочно-диагональная, где вдоль
главной диагонали стоят блоки Dr, а вне этой диагонали – блоки Krr – 1, Krr + 1. В пред-
положении, что также , , условие (14) существенно упрощается
и принимает вид  < , что совпадает с условием устойчивости одномас-
совой системы.

Аналогичное условие устойчивости справедливо и для периодических систем. В ро-
торных системах, как известно, нарушение этого критерия приводит к появлению
низкочастотной вибрации (НЧВ).

Сравнение динамических свойств периодической и самоподобной систем. Самоподоб-
ные системы можно рассматривать как элементы самоподобного метаматериала, по-
этому важно сравнить динамические свойства периодических и самоподобных струк-
тур в различных частотных диапазонах. Хотя условия устойчивости для них совпада-
ют, но динамические свойства различны. В [1] показано, что для самоподобной
системы имеется некоторая периодическая структура, эквивалентная ей по частотам.
Это периодическая структура имеет дополнительное закрепление в узлах (рис. 2б).
Что касается форм колебаний, то амплитуды самоподобной системы меняются про-
порционально γ на каждом участке:  = hqs,/γ, где  – s-я компонента q-го собствен-
ного вектора периодической системы, а hqs, – соответствующая компонента собствен-
ного вектора самоподобной системы.

Таким образом, даже при выполнении условий устойчивости в случае уменьшаю-
щейся по длине структуры (γ < 1) могут возникать большие амплитуды колебаний.

Рассмотрим изгибные колебания роторной системы (рис. 2а), в которой упругие и
инерционные параметры меняются в одинаковом соотношении γ от участка к участку.
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Считаем, что длины участков ротора образованы балочными элементами. Матрица
жесткости балочного конечного элемента [8]

(15)

где I – момент инерции участка ротора; l – его длина. Соотношения (15) описывают
поступательные x и угловые перемещения θ концов конечного элемента. Они совпа-
дают со статической матрицей жесткости [9]. В низкочастотном диапазоне возможно
игнорировать сдвиговые угловые колебания, т.к. их парциальные частоты существен-
но выше частот поступательных перемещений. Действительно, из (15) следует, что от-

ношение квадратов парциальных частот  =  и  = , соответствующих

поступательным y и угловым θ перемещениям равно  = . Тогда при rs/ls = 0.2

имеем  = 0.04, и, следовательно, погрешность при вычислениях для низших

собственных частот ω   не превосходит 4%. Поэтому жесткость s-го участка балки

можно принять равной .
При построении расчетной модели МКЭ считаем, что балочные элементы невесо-

мые, а его масса разделена поровну концами:  =  + ,

ls = const (s = 1, …, n). Такая дискретизация системы справедлива, если размеры участ-
ка не превышают 1/4 длины волны [9, 10].

Как было показано в [1], самоподобная система частотно-эквивалентна периодиче-
ской системе с такими же парциальными частотами, но с дополнительным закрепле-

нием k* =  (рис. 2б). Такая структура, как известно [11, 12], является филь-
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тром низких частот, а в самоподобной системе в этой полосе отсутствуют собственные
частоты и, следовательно, этот диапазон частот не виброактивен.

Следовательно, самоподобная система (по теореме Рэлея) является более жесткой,
и ее собственные частоты выше, чем в периодической. Однако, в технических систе-
мах коэффициент подобия γ близок к единице, обычно γ ≥ 0.8. Поэтому жесткость до-
полнительного закрепления в эквивалентной периодической структуре (рис. 2б), рав-

ная  не превышает 5% k. Следовательно, частоты фрактальной структуры с

этой степенью точности совпадают с частотами периодической структуры без допол-
нительного закрепления (рис. 3а). В дальнейшем будем называть эту систему перио-
дической системой первого приближения. В качестве такой системы сравнения для
самоподобной системы можно рассматривать периодическую систему, в которой как
инерционные, так и упругие элементов равны средней величине от суммы соответ-
ствующих элементов самоподобной системы

(16)

Поэтому для определения частот фрактальной системы можно использовать дис-
персионное уравнение периодической роторной системы первого приближения

где μ – длина волны (рис. 3б). Это существенно облегчает расчетный анализ много-
массовых систем с такой структурой. Важно также, что дисперсионные уравнения
справедливы при любых граничных условиях.

Из дисперсионного уравнения можно найти также и границы собственных частот.
Так, первая собственная частота может быть при 0 < μ < π/2, что соответствует длине
волны, равной L/2, где L – длина валопровода, вторая собственная частота – при
π/2 < μ < π/3. Соответствующие значения частоты ω легко также получить графиче-
ски.

Пример расчета 5-массовой роторной системы. Полученные выше теоретические вы-
воды о совпадении частот самоподобной и периодической систем подтверждают и
расчетные данные. Рассмотрим в качестве примера изгибные колебания 5-массового
ротора ступенчатого сечения, имеющего динамически-фрактальную структуру, при
воздействии периодической нагрузки Psinωt (рис. 4). Параметры ротора следующие:
r1 = 5 × 10–2 м, l1 = 2 × 10–1 м, m1 = 15 кг, коэффициент масштаба (1) γ = 0.85. Таким
образом, ротор имеет самоподобную структуру с уменьшающимися по длине
параметрами.
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Частотно-эквивалентный ротор периодической структуры первого приближения
определяется соотношениями (16).

Собственные частоты фрактальной системы (Гц): 260, 515, 720, 890, 980. Проведен-
ные расчеты подтвердили, что собственные частоты фрактальной и эквивалентной
периодической структуры первого приближения совпадают с большой степенью точ-
ности.

Однако амплитуды вынужденных колебаний этих систем могут существенно отли-
чаться, поскольку амплитуды самоподобной системы меняются пропорционально γ
на каждом участке. Результаты расчета вынужденных колебаний периодической си-
стемы и самоподобной системы (пунктир) представлены на рис. 5а, б. На этих рисун-
ках по вертикали отложено отношение амплитуд А/Аст, где Аст – статическое смеще-
ние, а по горизонтали – номера масс n = 1, …, 5.

Рис. 4. 5-массовый ротор ступенчатого сечения, имеющий динамически-фрактальную структуру.

Psin�t

Рис. 5. Вынужденные колебания периодической – 1 и самоподобной – 2 систем: (а) – дорезонансный ре-
жим ν = 150 Гц; (б) – колебания вблизи 2-й критической скорости ν = 650 Гц.
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Из анализа рис. 5 следует, что амплитуды колебаний в низкочастотном дорезонанс-
ном режиме для периодической и самоподобной систем достаточно близки (рис. 5а).
Однако амплитуды колебаний вблизи резонанса для самоподобной системы с
уменьшающимися по длине параметрами значительно выше, чем в периодической.
Это связано с тем, что формы колебаний самоподобной структуры, как показано в [1],
возрастают на тонком конце (рис. 5б). Следовательно, при работе вблизи резонанса
более безопасной становится периодическая структура. Однако, для ротора с
увеличивающимися по длине параметрами амплитуды колебаний уменьшаются на
толстом конце.

Выводы. Найдены аналитические критерии устойчивости при воздействии цирку-
ляционных сил для многомассовых роторных систем. Такие системы могут оказаться
устойчивыми, даже при наличии отдельных неустойчивых узлов.

Многомассовые системы с динамически-самоподобной структурой имеют волно-
вой характер колебаний, получено их дисперсионное уравнение. Сравнительный ана-
лиз динамики многомассовых периодических и самоподобных роторных систем в раз-
личных частотных диапазонах показал, что в низкочастотном диапазоне их динамика
практически одинакова, но вблизи резонансных частот уровни колебаний самоподоб-
ных систем существенно отличаются в зависимости от коэффициента масштаба.
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Высокий уровень механических характеристик изготавливаемых машиностроитель-
ных деталей, связанный с увеличением их эксплуатационного ресурса, закладывает-
ся на этапе формообразования обработкой металлов давлением. В статье рассматри-
ваются краевые задачи современной теории пластичности применительно к тонко-
му слою, постановка которых основана на составлении статически определимой
системы, включающей дифференциальные уравнения квазистатического равнове-
сия в частных производных, условие полной пластичности и уравнения Коши для
деформаций. Допущения и ограничения базируются на сформулированных
А.А. Ильюшиным следствиях из известного решения Л. Прандтля. Задача дополне-
на несимметричными граничными условиями на торцевых поверхностях. С помо-
щью варьирования актуальной постановкой задачи пластического течения тонкого
слоя найдены решения, включая контактное давление и силовые параметры, раз-
личных обобщений задачи Л. Прандтля о свободном растекании полосы, занимаю-
щей линейную область и осаживаемой плоскими штампами, совершающими
встречное движение.

Ключевые слова: вязкопластическое течение, тонкий слой, свободное растекание по-
лосы, давление на контакте
DOI: 10.31857/S0235711922030063

Обзор состояния и актуальность проблемы. В технологии обработки давлением осно-
вой многих базовых операций являются задачи пластического течения в тонком слое
материала, деформируемого валками (продольная прокатка, вальцовка) или штампа-
ми (объемная и листовая штамповка), описываемые пространственными математиче-
скими моделями с разнообразием параметров, определяющих реологию материала.
На поверхностях контакта материала обработки с инструментом создаются давления,
на порядок превышающие сдвиговые характеристики материала так, что в начальном
приближении для описания свойств материала пластического слоя можно использо-
вать модель гидродинамической жидкости [1–3]. Практически вдоль всей контактной
поверхности наблюдается проскальзывание, при котором поверхности контакта сов-
падают с поверхностями скольжения, а удельные силы трения на них максимальны [4]
и равны пределу текучести материала на сдвиг [5, 6]. Следует отметить другую особен-
ность протекания указанных процессов, определяющую требования к точности ко-
нечной детали. Понятно, что большие контактные давления вызывают нормальные
упругие перемещения рабочих поверхностей инструмента, соизмеримые с толщиной
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текущего слоя [7, 8]. А значит, пренебрежение упругими деформациями поверхностей
инструмента становится неоправданным. В высокоскоростных процессах обработки
давлением существенную роль играют силы вязкости и инерции [9], значительно за-
трудняющие физическое моделирование, где важную роль играют процессы дополни-
тельного разогрева деформируемого металла за счет теплового эффекта деформации,
с одной стороны, и охлаждения тонкого слоя, связанного с интенсивным теплообме-
ном со штамповым инструментом, с другой стороны, не исключена и диссипация ме-
ханической энергии. В некоторых случаях не оправдано пренебрежение влияния дав-
ления на реологию материала [10], грубым оказывается предположение об объемной
несжимаемости [11]. Все это усугубляется тем, что в рассматриваемых процессах нет
определенности в граничных условиях и сами границы заранее неизвестны.

На основе анализа решения плоской задачи Л. Прандтля об осадке полосы
А.А. Ильюшин [1] сформулировал базовые гипотезы кинематического характера и от-
носительно сил трения на контакте, с помощью которых разработал весьма эффектив-
ную, двумерную модель течения в тонком пластическом слое. А.А. Ильюшин предло-
жил постановку краевой задачи течения в тонком пластическом слое общего вида (мо-
дель “вязкой жидкости”), и упрощенную постановку (модель “идеальной жидкости”),
описываемую нелинейными дифференциальными уравнениями в частных производ-
ных первого порядка, в которой пренебрегают касательными напряжениями. В рам-
ках упрощенной постановки исследована кинематика процессов течения пластиче-
ского слоя и выведено эволюционное уравнение, определяющее свободную границу
растекающейся области. В работе [14] получены другие формы представления эволю-
ционного уравнения растекания, а также установлено, что полученное уравнение сво-
дится к частному случаю нелинейного уравнения теплопроводности.

Однако не все процессы течения в тонком пластическом слое могут быть описаны в
рамках упрощенной модели “идеальной жидкости”, что подтверждается эксперимен-
тальными исследованиями [12], поэтому для корректного описания задач, учитываю-
щих наличие касательных напряжений, анизотропию в процессах течения [13], упру-
гое деформирование инструмента [8] и другие факторы, необходимо использовать бо-
лее общую модель “вязкой жидкости”. В рамках математической модели “вязкой
жидкости” сформулирована краевая задача течения пластического слоя в области с
подвижной границей, описываемая нелинейными дифференциальными уравнениями
второго порядка в частных производных относительно трех неизвестных функций –
контактного давления и двух компонент скорости течения [1, 2].

Краевая задача течения в тонком слое: математические постановки и варианты реше-
ния. Выпишем основные уравнения краевой задачи течения пластического слоя на
плоскости [1, 2, 6, 12–14]

(1)

(2)

(3)

где p, u,  – контактное давление и компоненты скорости течения;  – напря-
жения течения пластического материала в рассматриваемой области; h = h(t) – задан-

ный закон изменения толщины слоя;  – степень деформации; t0 – на-

чальный момент времени.

∂ = Δ −
∂ + v

2 2

σ 2τ ;
3 λ

s sp dt uu
x d h u

∂ = Δ −
∂ +

v

v
2 2

σ 2τ  ;
3 λ

s sp dt u
y d h u

∂ ∂+ − =
∂ ∂

v λ 0,u d
x y dt

v = σ 3τs s

( )
( )

λ = 0ln ht
h t



20 КАДЫМОВ и др.

На заранее неизвестной свободной границе  задаются следующие
краевые условия:

два скалярных динамических (4)

(4)

и одно кинематическое (5)

(5)

из которого определяется сама граница . На поверхности контакта с инструментом
 = 0, как правило, известной, задаются следующие два условия: одно ди-

намическое относительно касательного напряжения (6)

(6)

и одно кинематическое в виде условия непроницаемости (7)

(7)

где  и  – единичные векторы касательной и нормали к границе .
В частности, на неподвижной границе нормальная скорость равна нулю.

Пусть , , , ,  – характерные значения предела текучести материала,

контактного давления, линейного размера и толщины слоя, а также скорости сближе-
ния деформирующих инструментов. Относительную толщину пластического слоя

 примем за малый параметр. При оценке порядка слагаемых в уравнении

несжимаемости (3) получаем, что ; , а из квазистатических урав-

нений равновесия (1) и (2), что . Поэтому приходим к очевидным выводам, что

характерная величина скорости течения вдоль слоя намного больше скорости сближе-
ния инструментов и что характерная величина контактного давления намного превы-
шает предел текучести материала слоя. Полагая, что толщина слоя h, в отличие от дру-
гих линейных размеров (координат), при делении на h(t0) становится безразмерной,
перепишем в безразмерном виде систему уравнений (8)–(10)

(8)

(9)

(10)

где безразмерные величины отмечены чертой сверху (заметим, что в уравнениях рав-
новесия при слагаемых со старшими производными-лаплассианами появился малый
параметр ).
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Обезразмерим условия на свободной границе  = 0

(11)

(12)

(13)

и на границе контакта с инструментом Γс

(14)

(15)

Полученная система дифференциальных уравнений в частных производных (8)–(10)
вместе с граничными условиями (11)–(15) составляют общую краевую задачу растека-
ния слоя в модели “вязкой жидкости”.

В главном приближении  исходные уравнения упрощаются с понижением
порядка системы (15)

Понятно, что количество граничных условий для упрощенной задачи в рамках
“идеальной жидкости” уменьшается.

Краевая задача течения пластического слоя в новой постановке. Введем функцию то-
ка , такую чтобы выполнялось условие несжимаемости (3)

(16)

Компоненты скоростей (16) подставим в квазистатические уравнения равновесия и
в результате получим систему из двух дифференциальных уравнений (17) и (18) отно-
сительно p и 

(17)

(18)

В качестве примера рассмотрим в натуральных величинах задачу течения пластиче-
ского слоя, имеющего в начальный момент деформирования форму прямоугольника в
плане (рис. 1).
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Используя симметрию пластической области, ограничимся рассмотрением элемен-
та слоя, расположенного в первом квадранте выбранной системы координат. У непо-
движной стенки инструмента при (  : )

(19)

(20)

Краевые условия

(21)

(22)

На неизвестной свободной границе F(x, y, t) = 0, в начальный момент имеющей па-
раметры  , , краевые условия определяются как

(23)

Во избежание влияния краевых эффектов найдем аналитическое решение задачи
вдали от оси x = 0 и свободной границы , поскольку протяженность области
течения в направлении x позволяет это сделать. Для рассматриваемого участка обла-
сти течения (x, y) = 0. После интегрирования уравнения несжимаемости (3) получаем

где функцию  можно определить из других уравнений системы: (2) дает p = p(x) и
тогда из (1) следует (24)

(24)
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Рис. 1. Схема течения осаживаемого пластического слоя с ограничением по боковым поверхностям: (а) –
в поперечном сечении (плоскость xz); (б) – в сечении (плоскость xy).
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где в левой части стоит функция аргумента x, а в правой – функция y и параметра h(t),
другими словами, имеем дифференциальное уравнение с разделяющимися перемен-
ными. В итоге получаем систему с произвольной постоянной (функцией времени) k

(25)

Интегрирование первого из уравнений (25) с учетом граничных условий (19), (20)
дает

(26)

(27)

где с – постоянная интегрирования.
Заметим, что первое слагаемое в правой части уравнения (27) соответствует скоро-

сти течения в модели “идеальной жидкости”, в рамках которой касательное напряже-
ние на неподвижной границе, равно как и на других границах, отсутствует. Положим,
что сечение  представляет собой условную свободную границу ( ). То-
гда из интегрального условия сохранения объема несжимаемого материала

определяем входящую в решение произвольную постоянную , что дает воз-

можность получить окончательную формулу для скорости течения

(28)

Сопоставлением найденной скорости (28) и граничного условия (22) при значении
x = 0 убеждаемся, что оно выполняется в интегральном виде

Интегрирование второго уравнения системы (25) дает (29)

(29)

с постоянной интегрирования , не зависящей от координаты y. Полагая, что на сво-

бодной границе нормальное напряжение равно нулю  =  = 0, находим

 =  + . При достаточно большом , третьим слагаемым в пра-

вой части можно пренебречь, тогда  = , и искомое давление будет

иметь более простой вид (30)

(30)
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В завершение выпишем функцию тока

Таким образом, в рамках общей модели “вязкой жидкости” получено приближен-
ное аналитическое решение. На границе x = 0, а также на свободной границе

 оно удовлетворяет краевым условиям в интегральной форме. Следователь-
но, согласно принципу Сен-Венана, решение справедливо в центральной части обла-
сти течения. Характер течения в слое не является одномерным, поэтому прямые ли-
нии (x = const) с течением временем искривляются, причем наблюдается заметное от-
ставание продольного перемещения частиц вблизи неподвижной границы. Этот факт
подтверждается результатами проведенных экспериментов [13]. Полученные законо-
мерности невозможно описать с помощью модели “идеальной жидкости”, в которой
не учитываются касательные напряжения.

Различные обобщения задачи Л. Прандтля и их решения. Тонкая полоса, занимаю-
щая область ;  свободно растекается под дей-
ствием деформирующего инструмента, при этом дифференциальные уравнения ква-
зистатического равновесия имеют вид [1]

(31)

где h = h(t) – известный закон изменения толщины осаживаемой пластической поло-

сы;  =  – степень деформации по А.А. Ильюшину (аналог меры накоп-

ленной в частице деформации); u = u(x, t); p = p(x, t) – соответственно скорость тече-
ния вдоль слоя и контактное давление в полосе.

Краевые условия на свободных границах

(32)

Существует неизвестная линия ветвления течения , на которой
. Интегрируя первое уравнение (31) с учетом краевых условий (32), опреде-

ляем контактное давление в полосе (рис. 2)

(33)
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Рис. 2. Эпюра распределения контактного давления в полосе.
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Интегрируя уравнение несжимаемости из (31) с учетом условия на линии ветвле-
ния, находим

(34)

при этом линия ветвления течения  определяется из условия непрерывности
контактного давления. Удельная сила для осуществления пластической осадки поло-
сы равна площади эпюры (рис. 2)

(35)

Остановимся отдельно на различных обобщениях задачи о свободном растекании
полосы.

1. Материал полосы свободно растекается в обе стороны так, что область контакта
инструмента с пластической полосой, расширяясь в обе стороны, образует отрезок

 с подвижными концами (рис. 3).
В этом случае положения свободно перемещающихся концов полосы находятся из

решения задачи Коши, описанной системой линейных однородных дифференциаль-
ных уравнений

(36)

Ниже выписано решение задачи (36)

(37)

Осаживаемая пластическая полоса, занимает область контакта с неподвижным ле-
вым концом так, что она может свободно перемещаться в противоположную от за-
фиксированного конца (правую) сторону, и представляется отрезком  с од-
ним подвижным концом (рис. 4). При этом допускаем, что пластический материал те-
чет по всей области контакта.
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Рис. 3. Свободное растекание материала полосы с подвижными концами.
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В этом случае выписанное выше решение остается в силе, а изменяется лишь диф-
ференциальное уравнение для определения 

(38)

решение которого, имеет вид

(39)

2. Левый неподвижный конец области контакта защемлен так, что пластическое те-
чение в области  происходит в одном направлении, причем . В этом
случае решение краевой задачи

при граничных условиях ; ; ;  имеет вид

(40)

Величина удельной силы для осуществления пластической осадки в этом случае, без-
условно, зависит от условия на левом конце (рис. 5), и в данном случае принимает вид

(41)
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Рис. 4. Пластическая осадка полосы с подвижным правым концом.
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Рис. 5. Распределение контактного давления в задаче о растекании пластической полосы с защемленным
левым концом.
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3. К левому неподвижному концу области контакта приложено растягивающее на-
пряжение: ; , такое, что . Согласно условию полной
пластичности [1], для контактного давления на левом конце  справедливо
условие 0 < p < .

Выделим отдельно предельный случай , который моделирует процесс пла-
стического растяжения тонкой полосы с одновременной пластической осадкой “за-
жатых” концевых ее частей. Решение краевой задачи в этом случае определяется си-
стемой (42)

(42)

где  ≥ .

Величина удельной силы для осуществления пластической осадки в этом случае
равна площади заштрихованной эпюры, изображенной на рис. 6.

При этом давление определяется уравнением (43)

(43)

где  – удельная сила для осуществления пластической

осадки полосы со свободными концами.
Заключение и выводы. В рамках общей математической модели “вязкой жидкости”

получено приближенное аналитическое решение. Приведенные в статье различные
обобщения классической задачи Л. Прандтля представляют интерес не только для
анализа сжатия тонкого слоя, но и при исследовании задач о правке плоских загото-
вок с наложением одноосного растяжения за пределом упругости, выравнивание ко-
торых другими способами не дает удовлетворительных результатов, а также при реше-
нии плоских задач гибки с растяжением, крупногабаритных облицовочных деталей.
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Отметим, что решения универсальны, подтверждены результатами экспериментов,
и их можно распространить на пространственные контактные задачи течения в тон-
ком пластическом слое между сближающимися поверхностями инструмента.

Дальнейшие исследования будут направлены на учет упругой деформации инстру-
мента; объемной сжимаемости обрабатываемого материала; использование многослой-
ных материалов с разными пластическими характеристиками слоев; использование
штамповых инструментов с рельефными поверхностями контакта; моделирование
сложного нагружения и эффекта сверхпластичности, используемых в технологических
процессах.
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шения условий непрерывности на границах смежных элементов в значениях произ-
водных перемещений, перпендикулярных к срединной поверхности, вдоль каса-
тельных нормалей к граничным кривым смежных дискретных элементов использо-
ваны множители Лагранжа в серединах сторон. На примере расчета тонкой упругой
оболочки со срединной поверхностью в форме эллипсоида, нагруженного внутрен-
ним давлением, показана эффективность разработанного конечного элемента.
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В настоящее время область применения оболочечных конструкций все более рас-
ширяется благодаря их легкости и экономичности с точки зрения расхода материала.
Причем геометрия такого рода конструкций все более усложняется [1], не ограничи-
ваясь только цилиндрической формой. Несмотря на достаточно подробно разрабо-
танную теорию деформирования твердых тел [2–8] аналитическое решение систем
дифференциальных уравнений, описывающих процесс деформирования оболочеч-
ных конструкций возможно лишь для наиболее простых случаев, в основном, для обо-
лочек цилиндрической формы. Поэтому, в последнее время наибольшую популяр-
ность приобрели численные методы расчета оболочечных конструкций [9–16], среди
которых на первый план вышел метод конечных элементов (МКЭ). Несмотря на зна-
чительное количество публикаций [17–29] актуальной задачей остается совершен-
ствование конечно-элементных алгоритмов расчета оболочек сложной геометрии с
использованием альтернативной общепринятой формой интерполяционной процеду-
ры, основанной на интерполяции компонент вектора перемещения как составляю-
щих векторных полей [30]. В настоящей статье излагается алгоритм расчета тонкой
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упругой оболочки в форме трехосного эллипсоида на основе конечного элемента тре-
угольной формы, для улучшения совместности которого на границах смежных эле-
ментов применяются дополнительные узловые неизвестные в виде множителей
Лагранжа. На основе векторной формы интерполяционной процедуры получены ин-
терполяционные выражения для компонент вектора перемещения и их производных
в глобальной криволинейной системе координат.

Геометрия эллипсоидальной оболочки. Срединная поверхность эллипсоидальной
оболочки, например, эллипсоида в декартовой системе координат задается радиус-
вектором

(1)

где a, b, c – полуоси трехосного эллипсоида.
Дифференцированием (1) по x и y можно получить тангенциальные векторы ло-

кального базиса точки срединной поверхности эллипсоида

(2)

Использование формул (2) не вполне удобно вследствие необходимости соблюде-
ния условия

(3)

Поэтому наиболее приемлемым является использование параметрической форму-
лы [31]

(4)

Входящие в (4)  и  представляют собой полуоси эллипса, являющегося сечени-
ем эллипсоида плоскостью, перпендикулярной оси  на расстоянии  от начала ко-
ординат

(5)

Дифференцируя (4) по x и t можно получить векторы локального базиса, лежащие в
соприкасающейся плоскости к срединной поверхности эллипсоида

(6)

Орт нормали к срединной поверхности эллипсоида определяется векторным про-
изведением

(7)

где  – детерминант метрического тензора, отнесенного
к точке срединной поверхности эллипсоида.
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На основании (6) и (7) можно скомпоновать прямую и обратную матричные зави-
симости

(8)

где ; .
Дифференцируя первое матричное соотношение (8) по  и , получим производные

векторов локального базиса, которые можно представить компонентами этого же ба-
зиса

(9)

В процессе деформирования под действием заданной нагрузки точка  срединной
поверхности эллипсоида займет новое положение , а точка N0ζ, отстоящая от точки
N по нормали на расстоянии ζ, переместится в точку Nζ.

Радиус-векторы, характеризующие положения точек N0ζ и Nζ, определяются выра-
жениями

(10)

Входящий в (10) вектор перемещения точки N0ζ на основании гипотезы о прямой
нормали определяется выражением

(11)

где  – орт нормали к срединной поверхности точки .
Входящий в (11) вектор перемещения точки срединной поверхности N0 и его произ-

водные по  и  можно представить компонентами, отнесенными к локальному бази-
су этой же точки

(12)

где ,  – тангенциальная и нормальная компоненты вектора перемещения соответ-

ственно; ,  – компоненты первой производной вектора перемещения. Здесь ниж-
ний индекс α принимает значения x, t, а индекс ρ последовательно принимает значе-
ния 1, 2.

Векторы базисов точек N0ζ и Nζ определяются дифференцированием (10) по x и t

(13)

Ковариантные компоненты тензора деформаций определяются соотношениями
механики сплошной среды [32]
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расположенными в точках пересечения линий треугольной конечно-элементной сет-
ки. Узловыми варьируемыми параметрами были выбраны компоненты вектора пере-
мещения и их частные производные первого порядка по x и t. Треугольный фрагмент
срединной поверхности эллипсоида отображается на прямоугольный треугольник с
единичными катетами в локальной системе координат , , используемой для
организации численного интегрирования по формуле Хаммера. Столбцы узловых не-
известных в глобальной (x, t) и локальной системах координат можно записать в виде
соответствующих матриц-строк

(15)

(16)

где

(17)

(18)

Под q в (17) и (18) понимается компонента вектора перемещения ,  или .
Одним из важнейших аспектов в МКЭ является организация интерполяционной

процедуры. Общепринятой в настоящее время в МКЭ является интерполяция отдель-
ных компонент вектора перемещения как составляющих скалярных полей [17–23, 33]

(19)

где  – матрица-строка функций формы, представленная полными
полиномами третьей степени.

Из (19) следует, что каждая компонента вектора перемещения точки внутренней
области конечного элемента интерполируется через узловые значения этой же компо-
ненты и ее производные. Такой подход позволяет получать корректные результаты
при использовании декартовой системы координат. При анализе НДС тел, имеющих
криволинейные поверхности, в частности трехосного эллипсоида, удобнее использо-
вать криволинейные координаты, связанные с геометрией исследуемой поверхности.

Однако использование криволинейных систем координат требует учета возможных
смещений конечного элемента как жесткого целого. На данную проблему имеются
указания как в ранних научных публикациях по МКЭ [34], так и в работах современ-
ного периода [35, 36]. В настоящей статье эту проблему предлагается решить за счет
использования интерполяции компонент вектора перемещения как составляющих
векторных полей [37, 38], согласно которой интерполяционное выражение записыва-
ется для вектора перемещения точки внутренней области конечного элемента
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(22)

 – матрица перехода от столбца (21) к столбцу (22).

Столбец векторных узловых неизвестных  в глобальной системе координат на
основании (12) можно представить матричным произведением

(23)

где элементами квазидиагональной матрицы  являются векторы локальных бази-

сов узлов треугольного конечного элемента , ,  , а столбец  име-
ет вид

(24)

Интерполяционное выражение (20) с учетом (23) можно выразить как

(25)

где  – матрица перехода от столбца  к столбцу  (15).

Входящие в структуру матрицы  векторы локального базиса узлов треугольного
конечного элемента на основании (8) можно выразить через векторы базиса точки
внутренней области конечного элемента

(26)

где .

Интерполяционную зависимость (25) с учетом (12) и (26) можно записать в виде

(27)

где .
Из (27) можно получить интерполяционные выражения для компонент вектора пе-

ремещения точки внутренней области треугольного конечного элемента при реализа-
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ции интерполяционной процедуры компонент вектора перемещения как составляю-
щих векторных полей

(28)

Анализируя (28), отметим их принципиальные отличия от (19), которые заключа-
ются в том, что при реализации интерполяционной процедуры компонент вектора пе-
ремещения как составляющих векторных полей каждая компонента вектора переме-
щения зависит от столбца узловых неизвестных, в структуру которого входят узловые
значения всех трех компонент вектора перемещения и их производные. Кроме того, в
интерполяционные выражения (28) входят параметры используемой криволинейной
системы координат, чего не наблюдается при использовании интерполяционной про-
цедуры отдельных компонент вектора перемещения как скалярных величин (19).

Описанный выше треугольный конечный элемент является совместным по компо-
нентам вектора перемещения, но несовместным по их производным, что может при-
водить к некорректным результатам в зонах значительных градиентов деформаций.
Так, например, в значениях производных нормальных компонент векторов переме-
щений, вычисленных в направлении нормалей к серединам сторон смежных конеч-
ных элементов I и II будет иметь место скачок (рис. 1)

(29)

Для обеспечения равенства в значениях производных предлагается использовать в
качестве дополнительных узловых неизвестных треугольного конечного элемента
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Рис. 1. Дискретизация эллипсоида.
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множители Лагранжа  . В этом случае выражение (29) можно представить в
виде

(30)

Входящие в (30) производные нормальных компонент векторов перемещений, вы-
численные вдоль нормалей к серединам сторон треугольных конечных элементов
можно представить через частные производные нормальных компонент по глобаль-
ным криволинейным координатам

(31)

где  и  – углы между векторами  и тангенциальными векторами локального ба-

зиса , .

Для определения входящих в (31) частных производных нормальной компоненты
 и  необходимо выполнить операцию дифференцирования интерполяцион-

ного выражения (20) по x и t

(32)

С учетом (23)–(25) выражения (32) примут следующий вид

(33)

Принимая во внимание второе равенство (12) из (33) можно получить следующие
матричные соотношения:

(34)

Из (34) можно записать искомые интерполяционные зависимости

(35)

где  и  – многочлены, содержащие производные  и .
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При рассмотрении каждого треугольного конечного элемента в отдельности, мож-
но записать равенство

(36)

которое с учетом (31) и (35) представим матричным произведением

(37)

где .
Для компоновки матрицы жесткости и столбца узловых усилий треугольного ко-

нечного элемента воспользуемся функционалом Лагранжа

(38)

где ,  – деформации и напряжения в

точке ;  – матрица-строка компонент вектора перемещения точки ;

 – столбец внешней поверхностной нагрузки.
Пример расчета. В качестве примера была решена задача по определению НДС усечен-

ного эллипсоида, нагруженного внутренним давлением интенсивности  МПа. Па-
раметры эллипсоида имели следующие значения:  м;  м;  м. Осе-
вая координата x изменялась в пределах  м. Модуль упругости был равен

 МПа, коэффициент Пуассона , толщина оболочки была принята
равной  м.

Вследствие наличия плоскостей симметрии рассматривалась 1/8 часть эллипсоида
(рис. 2). Расчеты были выполнены в трех вариантах: в первом варианте элементом
дискретизации трехосного эллипсоида был выбран треугольный фрагмент без множи-
телей Лагранжа со стандартной интерполяционной процедурой (19); во втором вари-
анте применялся описанный в настоящей статье конечный элемент с интерполяцией
компонент вектора перемещения как составляющих векторных полей (20)–(25) с при-
менением множителей Лагранжа для улучшения совместности на границах смежных
элементов дискретизации; в третьем контрольном варианте использовался четырех-
угольный конечный элемент с аналогичным числом неизвестных в узле [30].

Результаты повариантных расчетов представлены в табл. 1, в которой приведены

значения нормальных напряжений  и  на внутренней  и наружной  поверх-
ностях эллипсоида в зависимости от густоты конечно-элементной сетки.

Анализ данных, представленных в табл. 1, показывает, что в точке, лежащей на пе-
ресечении вертикальных плоскостей симметрии (  м;  рад) наблюдается
по сути безмоментное напряженное состояние и численные значения напряжений по
всем трем вариантам имеют достаточно близкие значения. В концевом сечении
(  м), где имеет место моментное напряженное состояние, различие между пер-
вым и вторым вариантом расчета весьма значительно. В точке B   в первом
варианте в 2.5–3.0 раза больше, чем во втором варианте расчета, а в точке С   в
первом варианте оказались меньше на 18%, чем во втором варианте расчета. Кроме
того, в концевом сечении напряжения  должны монотонно уменьшаться, что и на-
блюдается во втором варианте расчета. В первом варианте  в точке С на порядок
больше, чем во втором варианте и имеют тенденцию к росту при сгущении сетки дис-
кретизации, что является некорректным.
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Сравнение между собой второго и контрольного третьего вариантов расчета пока-
зывает, что вычисленные значения напряжений достаточно близки между собой и
разница между ними некритична.

Итак, можно сделать вывод, что разработанный совместный треугольный конеч-
ный элемент с множителями Лагранжа и инвариантной векторной формой интерпо-
ляционной процедуры обладает принципиальными преимуществами по сравнению с
треугольным конечным элементом в традиционной формулировке и позволяет полу-
чать корректные значения прочностных параметров при расчете оболочек в форме
трехосного эллипсоида.

Численные эксперименты. Численный эксперимент 1. С целью верификации в пер-
вом приближении разработанного треугольного элемента дискретизации был реали-

Рис. 2. Сечение эллипсоида.
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Таблица 1. Значения нормальных напряжений на поверхностях эллипсоида

Номер
варианта

Густота 
сетки

Координаты точек (x, м; t, рад)

А В С 

Напряжения, МПа

I 81 × 81 175.3 183.5 –636.2 611.0 –328.9 313.0 463.3
101 × 101 175.3 183.5 –649.7 624.9 –344.7 330.8 462.6
121 × 121 175.3 183.5 –659.8 635.7 –355.9 343.1 462.0

II 81 × 81 173.7 180.3 –235.9 214.9 26.8 –40.1 534.8
101 × 101 174.8 179.4 –258.1 230.7 22.7 –35.5 533.6
121 × 121 175.5 178.8 –276.7 244.8 18.6 –31.2 532.1

III 61 × 61 174.9 184.0 –200.1 277.5 2.36 –22.0 542.5
81 × 81 174.8 184.0 –208.5 264.4 0.45 –14.5 550.6

101 × 101 174.8 184.0 –213.2 257.0 –0.41 –10.4 555.1
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зован численный эксперимент по расчету кругового цилиндра, загруженного внут-
ренним давлением интенсивностью  Н/см2. Радиус цилиндра  был принят рав-
ным 10 см, толщина стенки  см, длина образующей  см, модуль упругости

 Н/см2, коэффициент Пуассона . Расчеты, как и в примере иссле-
дования НДС трехосного эллипсоида, были выполнены в трех вариантах. Результаты
численного эксперимента представлены в табл. 2, в которой приведены значения на-
пряжений  на наружной и внутренней поверхностях цилиндра в зависимости от сет-
ки узлов дискретизации.

Анализ результатов (табл. 2) показывает, что во всех трех вариантах наблюдается
устойчивая сходимость вычислительного процесса. Причем, во втором и третьем ва-
риантах сходимость – абсолютная. Численные значения напряжений соответствуют
аналитическому решению, полученному из условия статического равновесия

Представленный численный эксперимент является наиболее простейшим и выпол-
нен для верификации разработанного треугольного элемента дискретизации лишь в
первом приближении. Для более полного анализа эффективности разработанного ал-
горитма необходимо выполнить численные эксперименты с другими видами внешней
нагрузки и отличной от круговой геометрической формы.

Численный эксперимент 2. С целью наиболее полной верификации разработанного
треугольного элемента дискретизации был выполнен следующий численный экспери-
мент по определению НДС кругового цилиндра с образующей единичной длины  см,
загруженного двумя диаметрально противоположно направленными линейно распре-
деленными нагрузками интенсивностью  Н/см (рис. 3). Были приняты следую-
щие исходные данные: радиус цилиндра  см, толщина стенки  см, модуль

упругости  Н/см2, коэффициент Пуассона . Вследствие наличия
плоскостей симметрии рассчитывалась 1/4 часть цилиндра. Численный эксперимент
был реализован, как и в предыдущем примере, в трех вариантах.

Результаты численного эксперимента представлены в табл. 3, в которой приведены

значения нормального напряжения  на внутренней  и на наружной  поверх-
ностях цилиндра в точках приложения линейной нагрузки  и в точках с пара-
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= × 72.1 10E ν = 0.3

σtt

σ = = × = 2/ 1 10/0.1 100 Н/с ..0 мtt qR t
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Таблица 2. Значения нормальных напряжений  в круговом цилиндре, загруженным внутрен-
ним давлением

Номер 
варианта

Густота 
сетки

Координаты точек (x, см; t, рад)

А В С D 

Напряжения, Н/см2

I 21 × 2 99.69 100.23 99.21 100.85 99.21 100.85 99.69 100.23
31 × 2 99.48 100.44 98.97 101.11 98.97 101.11 99.48 100.44

II 21 × 2 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5
31 × 2 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5

III 21 × 2 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5
31 × 2 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5

σtt
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метром  в зависимости от густоты сетки дискретизации. Анализ табличных дан-

ных показывает, что результаты первого варианта численного эксперимента нельзя
признать удовлетворительными по причине отсутствия сходимости вычислительного
процесса и увеличивающегося до неприемлемого уровня различия между значениями
напряжений в точках A, B и C, D по мере сгущения сетки дискретизации. Исходя из
расчетной схемы кругового цилиндра (рис. 3) и наличия плоской деформации напря-
жения в точках A, B и C, D должны быть попарно одинаковыми.

Во втором и третьем вариантах численного эксперимента можно констатировать
быструю сходимость вычислительного процесса и равенство значений напряжений в

π=
2

t

Рис. 3. Расчетная схема кругового цилиндра с линейно распределенной нагрузкой q.
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Таблица 3. Значения напряжений  в круговом цилиндре, загруженном линейно распределен-
ной нагрузкой q

Номер 
варианта

Густота 
сетки

Координаты точек (x, см; t, рад)

А В С D 

Напряжения, Н/см2

I 2 × 21 110.0 –119.9 23.6 –12.2 –8.66 0.04 –60.3 67.3
2 × 31 77.1 –86.1 –9.28 23.8 8.90 –19.9 –42.7 48.9
2 × 51 64.2 –75.9 –27.4 48.1 18.4 –33.8 –36.8 45.0

II 2 × 21 190.9 –191.4 191.5 –190.8 –110.3 108.3 –110.3 108.3
2 × 31 190.7 –190.5 191.9 –190.3 –110.2 108.1 –110.2 108.1
2 × 51 191.9 –190.1 191.9 –190.1 –110.1 108.0 –110.1 108.0

III 2 × 21 191.0 –191.2 191.0 –191.2 –110.3 108.3 –110.3 108.3
2 × 31 191.7 –190.4 191.7 –190.4 –110.2 108.1 –110.2 108.1
2 × 51 191.9 –190.1 191.9 –190.1 –110.1 108.0 –110.1 108.0

σtt

( )1.0;0.0 ( )0.0;0.0 ( )π1.0; /2 ( )π0.0; /2

inσtt
outσtt

inσtt
outσtt
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точках A, B и C, D соответственно. Различия между вторым и третьим вариантами
практически отсутствуют. Погрешность полученных в ходе численного эксперимента
значений напряжений можно оценить, воспользовавшись известной формулой со-
противления материалов для задачи о сжатии кольца двумя сосредоточенными сила-
ми P [39]. В точке приложения сил момент по формуле сопротивления материалов ра-
вен  PR =  = 0.3183 Н см. В точках кольца с координатой

 момент равен  PR =  = 0.1817 Н см.

Для вычисления напряжений можно воспользоваться формулой

(39)

где W – момент сопротивления поперечного сечения.
Подставив в формулу (39) значения исходных данных, можно получить следующие

значения напряжений:  =  = 190.98 Н/см2;  =  =
= 109.02 Н/см2.

Сопоставив значения  и  со значениями, полученными в ходе численного экс-
перимента, можно отметить, что погрешность данных (табл. 3) минимальна, и не пре-
вышает 1%.

Таким образом, можно сделать вывод, что проведенный численный эксперимент
подтверждает эффективность разработанного треугольного элемента дискретизации и
демонстрирует достаточную для инженерных расчетов точность вычислений, полу-
ченных при его использовании.

Численный эксперимент 3. Исследовано НДС эллиптического цилиндра с различ-
ным соотношением полуосей эллипса поперечного сечения. Эллиптический цилиндр
был загружен приложенной вдоль диаметрально противоположных образующих ли-
нейно распределенной растягивающей нагрузкой интенсивностью  Н/см (рис. 4).
Были использованы следующие исходные данные: длина образующей  см, длина
большей полуоси  см, толщина стенки  см, модуль упругости

 Н/см2, коэффициент Пуассона . Длина малой полуоси эллипса

= 0.3183AM × ×0.3183 0.1 10
π=
2

t = 0.1817CM × ×0.1817 0.1 10

σ = / ,M W

σA × 20.3183/(1 0.1 /6) σC × 20.1817/(1 0.1 /6)

σA σC

= 0.1q
= 1L

= 10a = 0.1h

= × 72.1 10E ν = 0.3

Рис. 4. Расчетная схема эллиптического цилиндра с линейно распределенной нагрузкой q.
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поперечного сечения варьировалась от 10 см до 6.67 см. Численный эксперимент, как
и в предыдущих расчетах, был реализован в трех вариантах.

Результаты численного эксперимента представлены в табл. 4, в которой приведены
значения нормальных напряжений  на внешней и внутренней поверхностях эллип-
тического цилиндра в зависимости от соотношения полуосей эллипса поперечного
сечения  при фиксированной сетке узлов дискретизации . Анализ дан-
ных, представленных в табл. 4, показывает, что в первом варианте численного экспе-
римента получены некорректные значения нормальных напряжений . Так, напри-

мер, в точке С  – растягивающие, тогда как исходя из расчетной схемы (рис. 4), они
должны быть сжимающими. То же самое можно сказать и о нормальных напряжениях

на наружной поверхности эллиптического цилиндра в точке С . Они должны быть

растягивающими, а в таблице  в точке С – отрицательные, т.е. сжимающие.
Можно констатировать абсолютное несовпадение значений напряжений в точках С

и D в первом варианте численного эксперимента, в то время как, исходя из расчетной
схемы эллиптического цилиндра, напряжения в точках С и D должны полностью сов-
падать.

Во втором и третьем вариантах численного эксперимента можно констатировать
обязательное, вследствие наличия плоскостей симметрии в деформированном состо-
янии, совпадение значений нормальных напряжений в точках С и D (процент расхож-
дения между значениями напряжений в этих точках во втором варианте пренебрежи-

σtt

= /k a b ×31 2

σtt
inσtt

outσtt
outσtt

Таблица 4. Значения нормальных напряжений  в эллиптическом цилиндре, загруженном ли-
нейно распределенной нагрузкой q

Номер
варианта

Координаты
точек (x, см; t, рад)

Напряжение 
, Н/см2

Отношение полуосей эллипса  
поперечного сечения

1.0 1.1 1.3 1.5

I С 9.28 9.86 8.29 5.55

–23.81 –26.20 –27.62 –26.70

D –77.15 –66.21 –51.29 –41.72

86.10 75.45 60.53 49.89

II С –191.85 –177.37 –154.5 –137.2

190.3 175.6 152.2 134.4

D –191.68 –177.2 –154.4 –137.1

190.48 175.7 152.3 134.5

III С –191.7 –177.25 –154.4 –137.1

190.4 175.7 152.3 134.5

D –191.7 –177.25 –154.4 –137.1

190.4 175.7 152.3 134.5

Решение по формулам со-
противления материалов [39]

190.98 177.0 153.0 136.2

σtt
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мо мал). Можно отметить практически полное совпадение значений напряжений, по-
лученных во втором и третьем вариантах численного эксперимента.

Для верификации выполненного численного эксперимента в нижней строке табл. 4
приведены значения напряжений, вычисленные с привлечением формул сопротивле-
ния материалов для задачи о растяжении эллиптического кольца двумя сосредоточен-
ными силами [39], согласно которым изгибающий момент в точках приложения сил
равен

(40)

где  – коэффициент отношения полуосей эллипса поперечного сечения.
Подставив в (40) исходные данные проводимого численного эксперимента и вос-

пользовавшись формулой (39), получили значения нормальных напряжений (табл. 4).
Сравнительный анализ напряжений, полученных во втором и третьем вариантах

численного эксперимента и значений нормальных напряжений, вычисленных по
формулам сопротивления материалов показывает, что расхождения между ними ми-
нимальны и в целом не превышают 1%.

Вывод. На основании рассмотренных примеров по определению НДС трехосного
эллипсоида и выполненных с целью верификации разработанного алгоритма числен-
ных экспериментов, можно сделать вывод об эффективности представленного тре-
угольного элемента дискретизации с корректирующими множителями Лагранжа,
матрица жесткости которого скомпонована на основе векторной формы интерполя-
ционной процедуры компонент вектора перемещения и их производных.

Треугольный элемент дискретизации без корректирующих множителей Лагранжа,
матрица жесткости которого формируется на основе общепринятой в МКЭ скаляр-
ной формы интерполяционной процедуры, позволяет получать удовлетворительные
по точности результаты лишь в случаях простых геометрических форм оболочечных
конструкций, загруженных равномерно распределенным давлением. В случае отлич-
ного от равномерного давления вида внешней нагрузки или усложнения геометриче-
ских форм оболочек, получить удовлетворительные значения напряжений не пред-
ставляется возможным.
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На основе метода по решению задачи о контакте двух цилиндров в условиях переко-
са, получено аналитическое определение допустимого угла перекоса в зубчатых за-
цеплениях. Показано, что эта величина не является константой, а зависит от многих
параметров: геометрических и силовых факторов; материалов зубчатых колес. Полу-
чено аналитическое выражение, с помощью которого можно оценить величину до-
пустимого угла перекоса в зубчатом зацеплении в зависимости от перечисленных
параметров.
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При расчете нагруженности и прочности зубчатых зацеплений, а также оценке их
усталостного разрушения, учитывают снижение их нагрузочной способности и кон-
центрацию напряжений в торцевых сечениях при кромочном контакте в результате
перекоса [1–7]. В работе [1] приведены результаты моделирования напряженного со-
стояния в контакте зубьев прямозубых эвольвентных зубчатых передач, работающих в
условиях перекосов осей колес. Установлено, что применяемые стандартные расчеты
дают завышенную нагрузочную способность передачи. Показано, что для работающих
при перекосах передач увеличение радиусов профильной кривизны поверхностей в
контакте не приводит к дополнительному (помимо вытекающего из теории Герца) по-
вышению нагрузочной способности передачи. Анализ результатов указывает на то,
что при углах перекоса зубьев относительно друг друга ψ = (0.1–1.0) × 10–3 рад, обу-
словленных перекосом зубчатых колес, нагрузочная способность передач редукторов
снижается в 2–15 раз, что является недопустимым [3]. В работах [4–7] обоснована не-
обходимость учета напряженности зубьев на периферийных участках пятна контакта
при прочностных расчетах зубчатых передач с локальным контактом зубьев.

В работах [8–14], где подробно исследованы контактные напряжения и деформа-
ции при перекосе, показано, что при перекосе сильно растут контактные напряжения
и деформации, и тем самым снижается нагрузочная способность зубчатой передачи.
Для оценки влияния отклонений профилей и погрешностей в зубчатых зацеплениях в
[11, 12] используются специальные математические подходы и многолистные функ-
ции. Показано, что существующие методы отражают важную для анализа качества
зубчатых передач информацию лишь для части параметров зацепления.
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Так как одним из главных недостатков эвольвентных зубчатых передач, из-за повы-
шенной жесткости зубьев, является их чувствительность к упругим деформациям эле-
ментов и погрешностям монтажа, приводящим к перекосу и начальному неприлега-
нию зубьев, то максимальное значение угла перекоса [γ] является важным параметром
при прочностных расчетах, долговечности передачи, износа элементов передачи, а
также максимальных контактных напряжений [15–17].

В проведенных ранее исследованиях, в результате сделанных допущений, не учиты-
ваются все факторы, влияющие на [γ]. Целью настоящей статьи является аналитиче-
ское определение допускаемого угла перекоса с учетом всех параметров зубчатой пе-
редачи.

В работе [6] показано, что контактные напряжения при перекосе определяются по
формуле

(1)

где Kσ – коэффициент концентрации контактных напряжений; σН – контактные на-

пряжения по Герцу [18]; , где ;  – погонная нагрузка; R –

приведенный радиус кривизны профиля зубьев в рассматриваемом сечении; ν и  –
коэффициент Пуассона и модуль упругости материала; Κγ – коэффициент угла пере-
коса, согласно работе [6] определяется как

(2)

(3)

где ξ =  – безразмерный нагрузочный параметр; l – длина контактной линии, для

прямозубых колес при номинальном контакте она совпадает с длиной зуба; γ – угол
перекоса; αН – контактная деформация в отсутствие перекоса, которая согласно рабо-

те [19] определяется по формуле  = ; bН – полуширина пло-

щадки контакта по Герцу, ; lк – длина пятна контакта.
Следует отметить, что формулы для коэффициента угла перекоса (2) и (3) при зна-

чении безразмерного параметра нагруженности ξ = 2 дают одинаковый результат Kγ = 2.
Анализ этих формул показал, что с достаточно хорошей точностью для инженерных

расчетов можно построить зависимость для всего диапазона изменения параметра ξ.
При варьировании безразмерного параметра в интервале 0 ≤ ξ ≤ 10 для коэффици-

ента угла перекоса Kγ получена функция в виде

(4)

которая удовлетворительно соответствует (погрешность не более 5%) зависимостям
(2) и (3).

На рис. 1 показаны графики зависимостей Κγ от ξ:  – при ξ ≤ 2 по формуле (2),  –
при ξ ≥ 2 по формуле (3),  – при 0 ≤ ξ ≤ 10 по формуле (4).

Учитывая, что условие прочности по контактным напряжениям запишется в виде
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где [σH] – допускаемое контактное напряжение, то из соотношений (1), (4) и (5) полу-
чаем

или

или

или

Отсюда для допустимого угла перекоса окончательно получаем выражение

(6)

Анализ формулы (6) показывает, что в отличие от существующих решений для до-
пускаемого угла перекоса, [γ] зависит от многих параметров: материал, геометрия, а
также силовые факторы.

Несмотря на важность параметра [γ], в международных исследованиях и разработ-
ках его аналитическое определение отсутствует. Среди отечественных авторов следует
отметить работы [16, 17], в которых используется условная удельная расчетная нагруз-
ка, представляемая в виде произведения номинальной удельной нагрузки на ряд ко-
эффициентов, учитывающих реальные условия работы передачи. Такой подход опре-
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Рис. 1. Зависимости коэффициента угла перекоса от безразмерного нагрузочного параметра по формулам:

 – при ξ ≤ 2 (2);  – при ξ ≥ 2 (3);  – при 0 ≤ ξ ≤ 10 (4).
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деления удельной нагрузки вызывает возражения из-за условности учета реальных
условий работы передачи при определении фиктивной расчетной удельной нагрузки в
зацеплении.

Определим допускаемый угол перекоса для зубчатой передачи из примера расчета
ГОСТ [20]. Параметры кинематической пары зубчатой передачи: делительный диа-
метр и количество зубьев шестерни d1 = 166.7 мм и Ζ1 = 32 соответственно; передаточ-
ное число передачи u = 2; модуль зацепления m = 5 мм; ширина зубчатого венца
bw = 60 мм; окружная сила в зацеплении Pt = 25635 Н; приведенный радиус кривизны
зубьев R1 = 19 мм; допускаемые контактные напряжения [σH] = 1075 Мпа; модуль
упругости материалов зубьев Е = 21000 Н/мм2.

На рис. 2 показан график зависимости допустимого угла перекоса в зубчатом зацеп-
лении от погонной нагрузки для указанных выше величин.

Расчеты показали, что при варьировании погонной нагрузки в диапазоне
214‒513 Н/мм, допустимый угол перекоса для передачи изменяется в пределах
(7.81–0.39) × 10–4 рад (рис. 2). А для нагрузки 427 Н/мм, что имеет место в рассматри-
ваемом примере, он равняется 1.187 × 10–4 рад.

Таким образом, предложен новый подход для определения важного параметра для
прочностного расчета – допускаемого угла перекоса в зубчатых зацеплениях.
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Предложен новый метод решения задачи вторичного гидроакустического поля ко-
нечной упругой цилиндрической оболочки в дальней зоне. Метод включает: опреде-
ление корней дисперсионного уравнения собственных колебаний оболочки в жид-
кости, расчет вынужденных колебаний составной оболочечной конструкции под
действием падающего поля, использование точного импеданса излучения конечной
оболочки в жидкости, расчет вторичного поля, включающего поле, рассеянное на
упругой оболочке, и поле, отраженное от абсолютно твердой оболочки.

Ключевые слова: точное решение, излучение, звуковое давление, импеданс, цилин-
дрическая оболочка, волновое уравнение, волновое число
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Статья посвящена методу расчета вторичного гидроакустического поля конечной
упругой цилиндрической оболочки, погруженной в жидкость, в дальней зоне. Пер-
вичное поле это звуковое поле, излучаемое колеблющейся оболочкой под действием
внутренних источников возбуждения, дискретных сил приложенных к оболочке. Вто-
ричное поле (дифрагированное) это поле, которое возникает в результате действия на
оболочку внешнего падающего звукового поля, создаваемого зондирующим источни-
ком. В результате этого возбуждаются вынужденные колебания оболочки, и возникает
излученное рассеянное (дифрагированное) гидроакустическое поле. Рассеянное поле
включает две составляющие: 1) поле излученное, создаваемое вынужденными колеба-
ниями оболочки; 2) поле, отраженное от оболочки, как от абсолютно твердого тела.
Процессы излучения и дифракции могут рассматриваться как в ближнем, так и в даль-
нем поле. Рассматривается конечная оболочка со свободными концами.

Исследованиям колебаний, излучения и дифракции цилиндрических оболочек по-
священо большое количество работ [1–20]. Эти работы регулярно появляются, начи-
ная с середины прошлого века, что свидетельствует о незавершенности и, следова-
тельно, актуальности исследований. Импеданс излучения цилиндрической оболочки
используется при расчетах вынужденных колебаний и излучения оболочек в ближнем
и дальнем поле.

Проведем анализ современного состояния решения задач, связанных с импедан-
сом, колебаниями и вторичным полем конечных упругих цилиндрических оболочек
на основе наиболее известных работ.
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В широко известной книге [1] приведено решение волнового уравнения для расхо-
дящейся цилиндрической волны в виде

(1)

где (arg) – функция Ганкеля; k = ω/c – волновое число; ω = 2πf – частота колеба-
ний; c – скорость звука в среде (жидкости); kz – осевое волновое число; n – окружная
гармоника по углу ϕ; t – время; r – радиальная координата.

Решение (1) не верное, т.к. в вместо k должно быть kr, и частота ω

При kz ≠ 0 определена не верно. В [1] рассматривалась только плоская задача.
В работе [2] со ссылкой на [1] приведено решение задачи излучения колеблющейся

бесконечной цилиндрической оболочки, на поверхности которой задана деформация
в виде

(2)

где λ – длина волны деформации; m – продольная гармоника; z – осевая координата.
Формула звукового давления в ближнем поле приведена в виде

(3)

где ρ – плотность среды. В формуле (3) принято kz = 2πm/λ. Но в формуле (3) kz долж-
но быть осевым волновым числом звуковой волны, распространяющееся в жидкости,
а не изгибной формой колебаний (деформаций) оболочки – 2πm/λ (2). Эти параметры
являются разнородными по физической природе и, следовательно, не могут быть вза-
имозаменяемыми. Поэтому формулу (3) нельзя признать обоснованной.

Задачи дифракции звука на упругих цилиндрических оболочках в ближнем поле
впервые были рассмотрены в работах [3, 4]. Работа [3] посвящена дифракции на огра-
ниченной оболочке с граничными условиями Навье. В работе [4] рассмотрена ди-
фракция на бесконечной оболочке. Уравнения колебаний оболочки в перемеще-
ниях взяты из [5]. Звуковое давление на поверхности оболочек, обусловленное де-
формацией ограниченной и бесконечной оболочек, представлено формулой, в
которой осевое волновое число kz является неизвестной переменной интегрирова-
ния в пределах (–∞, ∞). Формула звукового давления такая же, как (5), о которой
сказано ниже. В работах [6, 7] рассмотрены задачи дифракции звука на бесконечном
абсолютно твердом цилиндре.

В фундаментальной монографии по акустике [8] приведена формула импеданса из-
лучения колеблющейся цилиндрической оболочки (по мнению многих авторов бес-
конечной оболочки)

(4)

Недостатком формулы (4) является то, что она не доведена до конца, т.к. в ней осевое
волновое число kz не определено, не указано как его определять.

О волновом числе kz из [8] известно следующее: 1) дана ссылка на [2], где kz =
= 2πm/λ; 2) в результате некорректного определения скорости фронта бегущей волны
постоянной фазы получено kz/kr = tgθ. На основе этого принято kz = ksinθ, где θ угол
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распространения волны, который якобы зависит от частоты (от k). При высоких ча-

стотах, таких, что k2  , излучаемые волны распространяются перпендикулярно к
поверхности цилиндра, по мере уменьшения частоты (k) угол θ увеличивается и при

k = kz происходит акустическое короткое замыкание; 3) в случае k < kz и  = k2 –  < 0, ко-
гда величина kr становится мнимой, рекомендуется функцию Ганкеля заменять на
функцию Макдональда. Возможность превышения kz > k допускали многие авторы
[3, 4, 8, 9, 12]. В итоге, ссылаясь на значения kz = 2πm/λ, не критикуя возможность из-
менения kz – как переменной интегрирования в пределах –∞ < kz < ∞ [3, 4] и призна-
вая возможность kz > k, автор [8] не смог дать формулу определения осевого волнового
числа kz.

В работе [9] для конечной упругой цилиндрической оболочки виброперемещение
представлено в виде интеграла Фурье, а решение волнового уравнения принято в виде

Излучаемое ближнее поле, вызванное вибрациями конечной упругой оболочки, пред-
ставлено (без суммирования гармоник) в виде

(5)

Формулы звукового давления излучаемого ближнего поля, вызванного вибрациями
оболочек, в работах [3, 4, 9] (при интегрировании в пределах –∞ < kz < ∞), совпадают,
но из-за их необоснованности доверия не вызывают.

Например, в [9] при рассмотрении излучения пульсирующего цилиндра при инте-
грировании по kz в пределах (–∞ < kz < ∞) выполнялась замена переменных
kz = ksin(α1 + iα2) с последующим определением α1 и α2.

В работах [4, 9] также решалась задача дифракции звука на бесконечной импеданс-
ной оболочке в ближнем поле. Без обоснования принято kz = ksinψ, где ψ – угол паде-
ния звуковой волны.

В работе [10] впервые решена задача излучения колеблющейся конечной цилин-
дрической оболочки в дальнем поле с использованием формулы Кирхгофа. Задача вы-
нужденных колебаний оболочки не решалась. Перемещения задавались в виде гармо-
нической функции. В качестве импеданса использован импеданс излучения беско-
нечной цилиндрической оболочки (3), в котором параметр 2π/λ без обоснований
заменен на ξ = –kcosθ. Замена объяснена тем, что в формулу Кирхгофа входят инте-
гралы с экспонентами exp(ikzcosθ) (12). Эти интегралы необоснованно названы пре-
образованиями Фурье и их отношение гипотетически принято в качестве импеданса
излучения конечной оболочки. Такой выбор импеданса нельзя признать теоретически
обоснованным.

Импеданс излучения ограниченной цилиндрической оболочки приведен в [11]. Ко-
лебательная скорость оболочки задана в таком же виде, как (2) только λ = L, где L –
длина оболочки. Авторы представили давление излучаемого поля в виде

(6)

где в качестве Z1 взяли формулу для бесконечной цилиндрической оболочки (4). Им-
педанс излучения ограниченной оболочки в конечном виде можно представить фор-
мулой
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(7)

Формула (7) точно такая же, как (3), с учетом λ = L. Отметим, что ссылка на [2] отсут-
ствует. Замечания, высказанные по поводу (3), относятся и к данному случаю. Здесь
причиной получения ошибочного результата является формула (6). В [11] ошибочно
сказано, что при стремлении L → ∞ импеданс ограниченной оболочки стремится к
импедансу бесконечной оболочки.

В работе [12] рассмотрена задача дифракции звука на конечном абсолютно твердом
цилиндре в дальнем поле с использованием формулы Кирхгофа

(8)

где ψ – угол падения звуковой волны. В формуле Кирхгофа в качестве импеданса взят
импеданс для бесконечного цилиндра. Вместо полного давления взято только давле-
ние рассеянного поля и производная полного давления, вопреки граничному усло-
вию, не приравнена к нулю. В результате формула (8) ошибочная.

Задача дифракции звука на твердом цилиндре, ограниченном по торцам полусфе-
рами, рассмотрена в [13] в дальнем поле. В ней также как в [12] в формуле Кирхгофа
вместо суммарного полного поля ошибочно взятa только часть его, т.е. рассеянное по-
ле.

В ряде работ предложены численные методы расчета [8, 14, 15], но они по сложно-
сти и трудоемкости значительно превосходят аналитические методы. Современным
численным методом является метод конечных элементов (МКЭ) на базе программно-
го комплекса ANSYS. В работе [15] проведено моделирование рассеянного поля мето-
дом МКЭ на модели цилиндрической оболочки длиной 10 м и диаметром 0.9 м. В этой
же работе сказано о невозможности расчета дальнего гидроакустического поля реаль-
ных подводных объектов методом МКЭ, поскольку количество элементов расчетной
модели возрастает пропорционально кубу дистанции. В принятой модели оболочка
была представлена 20000, а жидкость – 180000 элементами.

Проведенный анализ показал, что рассматриваемая задача до сих пор полностью не
решена, аналитические формулы, позволяющие рассчитать суммарное вторичное по-
ле конечной цилиндрической оболочки в дальней зоне при произвольных углах паде-
ния и наблюдения, отсутствуют.

Сказанное является обоснованием актуальности рассматриваемой задачи.
Настоящая статья является продолжением и развитием работы [16], в которой при-

ведено решение задачи дифракции звука на конечной абсолютно твердой цилиндри-
ческой оболочке в дальнем поле.

Целью исследований является разработка теоретических основ аналитического ме-
тода расчета полного дифрагированного поля конечной упругой цилиндрической
оболочки в дальней зоне при произвольных углах наблюдения. Новизна заключается в
том, что предложенный метод является полным, т.е. включает расчет вынужденных
колебаний цилиндрической оболочки, возбуждаемых падающим полем, и рассеяние
на оболочке как упругого, так и твердого тела. Метод предложен впервые. В расчеты
вынужденных колебаний оболочки и вторичного поля входит импеданс излучения
цилиндрической оболочки, который по-разному проявляется в дисперсионном урав-
нении и в формуле Кирхгофа. Впервые в дисперсионном уравнении и в расчете звуко-
вого давления вторичного поля использован точный импеданс излучения, в котором
осевое волновое число kz, определено на основе решения волнового уравнения.
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Полезность метода заключается в том, что его можно использовать при решении
различных прикладных задач гидроакустики, в том числе при акустическом проекти-
ровании оболочечных конструкций.

Рассматривается задача дифракции звука на конечной упругой цилиндрической
оболочке, погруженной в жидкость, в дальнем поле. Рассеяние звуковых волн рас-
сматривается на цилиндрической поверхности оболочки без учета концевых заглушек
(сферических и др.). В ряде прикладных задач заглушки отсутствуют, и учитывать их
не требуется. При необходимости рассеяние на заглушках можно рассматривать от-
дельно [8, 12]. Оно имеет смысл при малых углах падения (ψ ≈ 0°–5°) и учете продоль-
ных колебаний цилиндрической оболочки.

Обозначения параметров оболочки: a – радиус; L – длина; h – толщина. Источни-
ком излучения звука является монополь с объемной скоростью V, находящийся на
большом расстоянии H от оболочки. Вынужденные колебания оболочки возбуждают-
ся падающим на поверхность оболочки звуковым полем.

Звуковое давление поля, падающего на оболочку под углом ψ к оси z оболочки [16]

(9)

Излучаемое поле, определяемое решением волнового уравнения в цилиндрических
координатах (без суммирования гармоник), представим в виде

(10)

где Bn – искомая функция, определяемая из граничных условий; (arg) – функция
Ганкеля второго рода (далее индекс (2) опускаем); kz – искомый коэффициент. Этот
коэффициент определим из решения волнового уравнения, которое можно предста-
вить в виде k2 =  + . Математическим решением этого уравнения является
kr ksinθ, kz = kcosθ. Физический смысл угла θ – это угол между направлением распро-
странения излучаемой цилиндрической волны с волновым числом k и осью z в цилин-
дрической системе координат. Новизна этого решения заключается в определении
осевого волнового числа kz в явном виде. Полезность заключается в однозначном
определении импеданса излучения цилиндрической оболочки (4), безотносительно к
ее длине, т.е. конечной или бесконечной. Формула импеданса (4) с kz = kcosθ устраня-
ет имевшиеся разногласия и различные ее трактовки и становится основой для реше-
ния всех задач гидроакустики любых цилиндрических оболочек в жидкости.

С использованием граничных условий на поверхности цилиндрической оболочки

 = , найдем функцию Bn

Давление звукового поля, рассеянного вблизи оболочки

(11)

Рассеянное звуковое поле в дальней зоне определим с использованием формулы
Кирхгофа [10]
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В результате проведенных преобразований этого выражения, для краткости опу-
щенных, формула рассеянного поля в дальней зоне имеет вид

(12)

где μ = aksinθ. Следует отметить, что формула (12) является развитием формулы, при-
веденной в [10]. Отметим, что полный вывод формулы в [10] не был приведен и в
окончательной формуле и в промежуточных выкладках имелись описки и ошибки,
которые здесь исправлены.

Полное поле на поверхности оболочки p = p0 + ps. Подставим в (12) выражения p0

(9) и ps (11), заменим exp(iπn/2) = in и получим давление вторичного поля, рассеянного
конечной цилиндрической оболочкой в дальней зоне

где ; ; ; .

Полное дальнее поле pN состоит из суммы двух частей, одна из которых pt соответ-
ствует отраженному полю как от абсолютно твердого тела, и вторая pw – вызванная
вибрациями упругой оболочки pN = pt + pw.

С учетом суммирования гармоник дальнее поле, отраженное абсолютно твердой
цилиндрической оболочкой имеет вид

(13)

где , .
Рассеянное дальнее поле, вызванное вибрациями упругой цилиндрической оболочкой

(14)

Для расчета диаграммы направленности в дальнем поле в общем случае нужны обе
формулы (13) и (14). Формулы можно упростить, если ограничиться определением
давления только в направлениях зеркального отражения θ1 = π – ψ и теневого луча
θ2 = π + ψ.

Для расчета по формуле (14) нужно знать деформации w(z) оболочки, которые
должны определяться из расчета вынужденных колебаний оболочки в жидкости, воз-
буждаемых падающим полем. Считаем, что внешнее звуковое давление на оболочку,
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возбуждающее ее колебания, происходит в радиальном направлении по координате w
[17–20].

Для каждой окружной гармоники n с учетом опущенной временной зависимости eiωt

уравнение вынужденных колебаний оболочки в жидкости можно представить в виде

(15)

Полное решение уравнения (15) можно представить в виде суммы общего решения
соответствующего однородного уравнения, содержащего восемь постоянных, и част-
ного решения вынужденных колебаний, возбуждаемых суммарным давлением p = p0 + ps

(16)

где n – окружные гармоники ряда Фурье, n = 0, 1, 2, 3, …, αjn – корни дисперсионного
уравнения,  j = 1–8 – порядковые номера корней; Сjn – искомые коэффициенты; jn –
миноры матрицы уравнения колебаний оболочки (15); ω = 2πf – угловая частота коле-
баний; f – частота колебаний; ξ = z/a. В решение (16) входят подлежащие определе-
нию корни дисперсионного уравнения αjn и коэффициенты Сjn. Для получения дис-
персионного уравнения решение (16) представим в виде

В результате подстановки этих решений в уравнение (15) при p0 = 0 получим урав-
нение свободных колебаний оболочки

(17)

где ps0 – звуковое давление в жидкости, вызываемое свободными колебаниями обо-
лочки, учитывающее влияние присоединенной массы жидкости. Считая, что излуче-
ние происходит в радиальном направлении по координате w, т.е. нормально к поверх-
ности оболочки, принимаем r = a, θ = 90° и, следовательно, в (4) получаем kz = 0

Входящие в решение показатели экспонент α являются корнями дисперсионного
уравнения свободных колебаний. После соответствующих преобразований дисперсион-
ное уравнение колебаний цилиндрической оболочки в жидкости получим в виде [21]

(18)

Однако отличие полученного результата заключается в том, что ранее в [21] это
уравнение было получено не обосновано, исходя из ошибочных предпосылок опреде-
ления ps0 [9]. Определение корней проводится так же, как в [21].

 + ω         
 − + ω ⋅ =   
     +   − + ω  

v

2
11 12 13

2
12 22 23

2 013 23 33

0*
0 .*

*
s

L L L u
aL L L
q

w p pL L L

( )

( )

( )

( )
α ξ α ξ α ξ

= = =

Δ Δ
= = =

Δ Δ

= ϕ + = ϕ + = ϕ +

  

v v

2 38 8 8

1 1
1 1 1

( ) ( ) (  cos , s )

 ,

in , co

,

s ,

,jn jn jni i ijn jn
jn jn jn

j j jjn jn

p p p

U

u U n u V n w

C e V C e

W n

C e

w

W

Δ

αξ αξ αξ= ϕ = ϕ = ϕ ξ =vcos ; sin ; cos ; .i i iu Ue n Ve n w We n z a

 + ω         
 − + ω ⋅ =   
     

   − + ω  

2
11 12 13

2
12 22 23

2 013 23 33

0*
0 ,*

*
s

L L L U
aL L L V
q

W pL L L

ρ ω=
2 (2)

0
0 (2) '

( ).
( )
n

s
n

wH akp
kH ak

Δ α ρ ω− =
Δ α

2 (2)
0 0
1 (2) '
( ) ( ) 0.
( ) ( )

n

n

aH ka
qkH ka



57ВТОРИЧНОЕ ПОЛЕ 

Определим частное решение уравнения (15), приняв его в виде (upcosnϕ, sinnϕ,
wpcosnϕ)eiγξ , где γ = kαcosψ фаза падающего поля.

При подстановке решений в уравнение (17) элементами матрицы будут

(19)

где a1, b1 – параметры стрингеров; а2, b2, z2 – параметры шпангоутов; E1= E0(1 + iχ) –
комплексный модуль упругости; χ – потери в материале оболочки; r = a; ν – коэффи-
циент Пуассона;  – плотность материала оболочки.

Обозначив матрицу в (15)

определим вектор частного решения уравнения (15)

(20)

Из (20) получим радиальное перемещение

(21)

где Δ1 – минор и Δ0 – определитель матрицы Li, j, с учетом (19)
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После подстановки выражений давления падающего поля p0 и рассеянного поля ps в
формулу (21) и проведения соответствующих преобразований получим

(22)

где Zм = Δ0/Δ1 – механический импеданс оболочки. Подставим w(z) = wp из (22) в (14)
и с учетом (13) и (14), определим окончательное выражение pN.

Методика составления уравнений вынужденных колебаний для составной оболо-
чечной конструкции, включающей набор цилиндрических оболочек, соединенных
между собой кольцами, для вторичного поля аналогична методике, изложенной в [21]
для первичного поля, но отличается от нее выражениями правых частей уравнений
вынужденных колебаний, обусловленных падающим полем.

В результате получается система матричных уравнений вынужденных колебаний
относительно перемещений колец zk

(23)

Общее матричное уравнение для оболочечной конструкции, состоящей из набора
отсеков и колец, имеет ленточную диагональную структуру расположения блок-мат-
риц размером 4 × 4 и в сумме может иметь порядок нескольких сотен. В результате ре-
шения этой системы определяются искомые векторы перемещений колец zq.

После определения векторов перемещений zq на кольцах q из уравнения (23) можно
построить АЧХ колебаний в заданных сечениях (кольцах) оболочечной конструкции,
а также формы вынужденных колебаний для каждой оболочки и всей оболочечной
конструкции в целом.

Форма колебаний для каждой оболочки определяется выражением [21]

Формулы (13), (14), (22), (23) и метод в целом по сути новые, не имеют аналогов.
Метод точный, т.к. основан на точной теории. Никаких допущений, предположений
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и условий, ограничивающих точность решения, принято не было. Разработаны алго-
ритмы и компьютерные программы на Fortran. По ним проведены расчеты.

На рис. 1 в качестве примера показана АЧХ изгибных колебаний цилиндрической
оболочки при двух углах падения для n = 1. Параметры оболочки: a = 4 м, L = 70 м, h =
= 0.04 м. Шаг вычисления по частоте 0.25 Гц. По осям координат отложены радиаль-
ные ускорения w в dB и частота в Гц.

Сравнивая АЧХ на рис. 1 с аналогичными АЧХ, полученными при возбуждении ко-
лебаний оболочки дискретными силами [21 видим, что резонансные пики маловыра-

Рис. 1. АЧХ колебаний оболочки: 1 – ψ = 80°; 2 – ψ = 30°.
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зительны, и при больших углах падения ψ вовсе пропадают, т.е. вид АЧХ зависит от

угла падения.

На рис. 2 показана форма изгибных колебаний оболочки в области первого резо-

нанса изгибных колебаний f = 3.75 Гц при n = 1, ψ = 30°, сплошная линия – мнимая

(Im) и пунктирная линия действительная (Re) – составляющие.

На рис. 3 показана диаграмма направленности вторичного поля при угле падения

ψ = 80° на частоте f = 100 Гц. По осям отложены приведенное звуковое давление в до-

лях 105 в размерности Н/м2 и угол наблюдения ψ в градусах. На рис. 4 показано изме-

Рис. 3. Диаграмма направленности.
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нение максимального давления диаграммы направленности по частоте колебаний при

двух углах падения по сумме восьми гармоник n = 0–7.

Таким образом, получено новое аналитическое решение задачи дифракции, позво-

ляющее определить полное вторичное (дифрагированное) дальнее поле конечной

упругой цилиндрической оболочки в жидкости.

Полученное решение является строго теоретически обоснованным (основанном на

теории колебаний оболочек, волновом уравнении, формуле Кирхгофа), полученном

без каких-либо допущений, ограничений и условий. Метод является теоретической

основой практических расчетов при акустическом проектировании оболочечных кон-

струкций в жидкости.

Новизна решения определяется следующим. При расчете колебаний и вторичного

поля использован теоретически обоснованный точный импеданс излучения конечной

цилиндрической оболочки в жидкости. Определены корни дисперсионного уравне-

ния колебаний оболочки в жидкости. Определены АЧХ и формы вынужденных коле-

баний конечной упругой цилиндрической оболочки в жидкости, возбуждаемые пада-

ющим полем. Аналогов у предложенного метода нет. Экспериментальная проверка

метода является самостоятельной задачей.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Морз Ф. Колебания и звук. М. -Л.: ГИТТЛ, 1946. 497 с.

2. Miguel C. Junger. The physical interpretation of the expression for an outgoing wave in cylindrical

coordinates // Journ. Acoust. Soc. Amer. 1953. № 1. P. 40.

3. Лямшев Л.М. Дифракция звука на тонкой ограниченной упругой цилиндрической оболоч-

ке. Доклады АН СССР. 1957. Т. 115. № 2. С. 271.

4. Лямшев Л.М. Дифракция звука на безграничной тонкой упругой цилиндрической обо-

лочке // Акустический журнал. 1958. Т. 4. № 2. С. 161.

5. Kennard E.H. A new approach in theory of shells // J. Appl. Mech. 1953. V. 20. P. 33.

6. Winner F.M. Sound diffraction by rigid spheres and circular cylinders // Journ. Acoust. Soc. Amer.

1947. V. 19. P. 444.

7. Хенл X., Мауэ А., Вестифаль К. Теория дифракции. М.: Мир, 1964. 428 с.

8. Скучик Е. Основы акустики. Т. 2. М.: Мир, 1976. 542 с. (Skudrzyk E. The foundations of acous-

tics. Springer-Verlag. Wien, New York. 1971).

9. Шендеров Е.Л. Волновые задачи гидроакустики. Л.: Судостроение, 1972. 349 с.

10. Авербух А.З., Вейцман Р.И., Генкин М.Д. Колебания элементов конструкций в жидкости. М.:

Наука, 1987. 158 с.

11. Музыченко В.В., Рыбак С.А. Импеданс излучения ограниченной цилиндрической оболоч-

ки // Акустический журнал. 1990. № 5. С. 898.

12. Музыченко В.В. Дифракция звука на упругих оболочках. М.: Наука, 1993. 336 с.

13. Ильменков С.Л., Клещев А.А., Клименков А.С., Легуша Ф.Ф., Майоров В.С., Чижов В.Ю.,
Чижов Г.В. Метод функций Грина в задаче дифракции звука на телах неаналитической

формы // XXVII сессия РАО. СПб. 2014. С. 1.

14. Williams W.E. Diffraction by a cylinder of finite length. Math. Proceed. Camb. Phil. Soc. 1956.

V. 52. P. 322.

15. Коротин П.И., Салин Б.М., Суворов А.С. Вопросы численного моделирования рассеяния аку-

стических волн на телах сложной формы с использованием метода конечных элементов /

Сб. трудов. XX сессии РАО. Т. 1. М.: ГЕОС, 2008. С. 169.

16. Косарев О.И. К расчету вторичного поля конечной твердой цилиндрической оболочки //

Проблемы машиностроения и надежности машин. 2016. № 3. С. 98.



62 КОСАРЕВ

17. Болотин В.В. Неконсервативные задачи теории упругой устойчивости. М.: Гос. изд. физ.-

мат. литер., 1961. С. 222.

18. Прочность. Устойчивость. Колебания. Т. 3. Справочник / Под ред. И. А. Биргера и Я.Г. Па-

новко. М.: Машиностроение, 1968. С. 423.

19. Бидерман В.Л. Механика тонкостенных конструкций. Статика. М.: Машиностроение, 1977.

С. 260.

20. Love A.E.H. A Treatise on the mathematical theory of elasticity / Ляв. А. Математическая теория

упругости. Пер. с англ. Изд. НКТП СССР. М.-Л. 1935. 674 с.

21. Косарев О.И., Пузакина А.К., Нахатакян Д.Ф. Вынужденные колебания конечной цилин-

дрической оболочки, погруженной в жидкость // Проблемы машиностроения и надежно-

сти машин. 2020. № 2. С. 16.



ПРОБЛЕМЫ МАШИНОСТРОЕНИЯ И НАДЕЖНОСТИ МАШИН 2022, № 3, с. 63–71

МЕТОДИКА ВЫБОРА СПОСОБОВ ГАЗОТЕРМИЧЕСКОГО НАНЕСЕНИЯ
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПОКРЫТИЙ ДЛЯ ГРУППЫ ДЕТАЛЕЙ 

В МЕЛКОСЕРИЙНОМ ПРОИЗВОДСТВЕ

© 2022 г.   А. С. Краско1,2,*
1 Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана, Москва, Россия

2 Российский технологический университет МИРЭА, Москва, Россия
*e-mail: krasko_as@mail.ru

Поступила в редакцию 27.07.2021 г.
После доработки 11.11.2021 г.

Принята к публикации 20.12.2021 г.

В статье рассматривается проблема повышения эффективности конструкторско-
технологических решений при изготовлении деталей мелкосерийного производства,
характеризующихся различными конструктивными и технологическими признака-
ми, а также малыми размерами партий. Предлагается методика выбора способов га-
зотермического нанесения функциональных покрытий с учетом особенностей изго-
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большую экономическую эффективность.
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Повышение требований к эксплуатационным свойствам ответственных изделий
машиностроения приводит к необходимости применения упрочняющих технологиче-
ских методов, целенаправленно изменяющих физико-механическое состояние по-
верхностного слоя деталей машин и обеспечивающих необходимые значения показа-
телей качества [1–3].

Эксплуатационные свойства можно разделить на три группы, каждой из которых
соответствует группа методов упрочнения [4] (табл. 1).

Ответственные детали авиа- и двигателестроения, работающие в условиях различ-
ных многофакторных воздействий, изнашиваются за счет газоэрозионного, абразив-
ного воздействия, а также высокотемпературной коррозии и т.п.

По указанным в работе [3] граничным условиям были проанализированы методы
упрочнения рабочих поверхностей деталей машин и сделан вывод о том, что в услови-
ях современного мелкосерийного производства наиболее рациональным является
применение способов газотермического напыления покрытий (табл. 2). Однако, от-
сутствие достоверных данных по характеристикам указанных способов [5–16] не поз-
воляет однозначно определять наиболее эффективный вариант, т.е. такой вариант,
который, согласно ISO 9000: 2015 имеет наилучший результат при минимальных ре-
сурсах.

В связи с этим, актуальной задачей является разработка методики выбора способа
газотермического напыления покрытий, обладающего наибольшей эффективностью
в условиях мелкосерийного производства.

УДК 621.0

НАДЕЖНОСТЬ, ПРОЧНОСТЬ, 
ИЗНОСОСТОЙКОСТЬ МАШИН И КОНСТРУКЦИЙ

EDN: ATNLXJ
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При выборе способа газотермического напыления исходными данными являются
номенклатура деталей, подвергаемых операции нанесения покрытия {P} и параметры
p-й детали номенклатуры (1)

(1)

где P – количество наименований деталей в номенклатуре, шт.; K1 – материал основы
детали; K2 – материал напыляемого покрытия; K3 – геометрическая и размерная ха-
рактеристика напыляемой поверхности; h – толщина напыляемого покрытия, мкм;
{PF} – совокупность заданных параметров качества покрытия; N – объем выпуска,
шт./год.

Выбор способа газотермического напыления предлагается проводить в три этапа:
1) отсеивание способов напыления (вариантов) по ограничениям для каждой детали;
2) ранжирование вариантов по критериям эффективности для каждой детали; 3) вы-
бор наиболее рационального варианта с учетом всей номенклатуры деталей.

Отсеивание вариантов осуществляется с целью определения множества способов
напыления способных обеспечить заданные параметры качества для каждой детали
номенклатуры ({S}p).

В работе [3] предлагаются ограничения для отсеивания методов упрочнения: техно-
логическая возможность обеспечения заданных параметров качества; универсаль-
ность; гибкость; производительность и возможность встраиваться в технологические
комплексы (системы) механической обработки.

{ } { }
{ }( )

= =
=

…

1 2 3

1, , ,
, , , , , ,

P p P
p K K K h PF N

Таблица 1. Взаимосвязь эксплуатационных свойств и методов упрочнения [4]

Примечание: ППД – поверхностно-пластическое деформирование; ТО – термическая обработка; ХТО –
химико-термическая обработка; ТМО – термомеханическая обработка; ГТН – газотермическое напыление
покрытий.

№ Группа методов упрочнения Эксплуатационные свойства

1 Силовое и тепловое воздействие (ППД, ТО, 
ХТО, ТМО)

Усталостная прочность (стойкость к цикли-
ческим нагрузкам)

2 Нанесение покрытий (ГТН, наплавка, элек-
тролитические и химические покрытия, по-
крытия полимерами)

Износостойкость различных видов

3 Комбинированное воздействие (одновре-
менное применение методов I и II групп, на-
пример, нанесение покрытий наплавкой с 
последующим ППД)

Стойкость к сложным условиям цикличе-
ских нагрузок с одновременным изнашива-
нием

Таблица 2. Основные способы газотермического напыления покрытий

Наименование способа Обозначение

Электродуговая металлизация (ЭДМ) I
Газопламенное напыление на дозвуковых скоростях (ГН) II
Высокоскоростное (сверхзвуковое) газопламенное напыление проволокой 
(ВСН, проволока)

III

Высокоскоростное (сверхзвуковое) газопламенное напыление порошком 
(ВСН, порошок)

IV

Детонационное напыление (ДН) V
Атмосферное плазменное напыление (Ar–N2) VI
Атмосферное плазменное напыление (воздух) VII
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Применительно к газотермическим способам напыления первое ограничение сле-
дует уточнить, разбив его на три условия: 1) материал и толщина покрытия. Отсеива-
ние способов напыления по возможности нанесения заданного материала и заданной
толщины; 2) геометрическая характеристика обрабатываемой поверхности. Отсеива-
ние вариантов по возможности напыления на поверхность с заданной геометрией и
размерными характеристиками; 3) параметры качества. Отсеивание вариантов по воз-
можности обеспечения заданных параметров качества. Условие применяется в случае,
когда такие параметры качества как прочность сцепления или пористость заданы из-
начально.

Ограничение по гибкости не следует учитывать, в связи с тем, что все рассматрива-
емые способы имеют примерно одинаковые затраты на смену наладки средств техно-
логического оснащения. Ограничение по универсальности способа, когда выбирае-
мый вариант должен охватывать как можно большее число деталей из номенклатуры,
является одним из основных критериев эффективности в случае сравнения газотер-
мических способов в условиях мелкосерийного производства и подробно будет рас-
смотрен ниже. Все рассматриваемые способы имеют значительно отличающуюся
производительность напыления, в связи с чем, этот параметр следует учесть при оцен-
ке экономической эффективности.

На этапе ранжирования определяется величина эффективности вариантов для каж-
дой детали номенклатуры. В качестве критерия эффективности при сравнении спосо-
бов газотермического напыления наиболее часто используют либо один из показате-
лей качества (прочность сцепления или пористость), либо экономический критерий –
величина затрат на напыление с учетом или без учета капитальных вложений [17–20].
Подобные подходы дают оценку без учета затрат, либо ранжируют способы по затра-
там без учета условий производства, получая абсолютные значения, не изменяющиеся
в различных условиях производства.

Для выбора рационального способа газотермического напыления необходимо учи-
тывать как достигаемые показатели качества покрытия, так и затраты на их нанесе-
ние. Помимо этого, важно учитывать условия (серийность) конкретного производ-
ства, которые в наибольшей степени определяют эффективность того или иного спо-
соба напыления в зависимости от номенклатуры и объемов выпуска изделий.

В связи с тем, что для выбора рационального способа напыления необходимо учи-
тывать параметры, которые не могут быть сведены к единому критерию, в разрабаты-
ваемой методике предлагается использовать балльно-рейтинговую оценку. Для каж-
дого варианта определяется суммарный балл, складывающийся из баллов по каждому
критерию эффективности, при этом, способ напыления с наибольшим суммарным
баллом будет являться наиболее эффективным для отдельной детали.

В качестве первого критерия эффективности предлагается использовать показатель
качества – прочность сцепления покрытия с основным материалом σs. Использова-
ние данного показателя качества позволяет учесть вероятность изготовления деталей с
минимальным процентом брака в условиях недостатка времени на отработку техноло-
гии напыления в связи с часто меняющейся широкой номенклатуры деталей.

Вторым критерием эффективности являются затраты на напыление покрытия,
приходящиеся на одну деталь или поверхность (2)

(2)

где (Ap)i – переменные затраты, приходящиеся на напыление p-й детали или поверх-
ности i-м способом, руб; Bi – единовременные капитальные затраты на внедрение i-го
способа нанесения, руб; Np – объем выпуска p-й детали, шт./год; Ti – период окупае-
мости капиталовложений для i-го способа, год.

Переменные затраты состоят из стоимости материала покрытия, суммарной зара-
ботной платы рабочих и эксплуатационных расходов. Для корректного сравнивания

( ) ( ) ( )= + ,p p i p ii iE A B N T
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вариантов, необходимо учесть разницу в технологических особенностях способов на-
пыления, основными из которых являются коэффициент использования материала и
производительность напыления (3)

(3)

где mp – масса нанесенного покрытия на p-ю деталь или поверхность, кг; ep – затраты
на единицу массы покрытия, руб/кг; Ki – коэффициент использования материала i-го
способа напыления; ri – затраты на заработную плату рабочих, отнесенные ко време-
ни обработки одной детали при напылении i-м способом, руб; Ri – эксплуатационные
расходы работы оборудования i-го способа напыления, руб/час; Qi – производитель-
ность i-го способа напыления, кг/час.

Таким образом, в формуле (3) первое слагаемое представляет собой стоимость ма-
териала с учетом его потерь при напылении, характерного для i-го способа. Третье
слагаемое показывает затраты связанные с эксплуатацией оборудования (расход элек-
троэнергии, сжатого воздуха, затраты на ремонт и техническое обслуживание и т.д.),
приходящиеся на напыление одной детали или поверхности.

Массу нанесенного покрытия, приближенно, без учета изменения плотности в про-
цессе образования покрытия, можно оценить по формуле (4)

(4)

где  f – площадь напыляемого покрытия, м2; h – толщина покрытия, м; ρ – плотность
напыляемого материала, кг/м3.

Каждому варианту и критерию назначается определенный балл, который рассчи-
тывается относительно максимального значения из массива данных. Для первого кри-
терия используется формула (5)

(5)

где (δ1)i – значение балла по первому критерию для p-й детали и i-го способа напыле-
ния; (σs)i – прочность сцепления, достигаемая i-м способом напыления, МПа; S –
число сравниваемых способов напыления (вариантов).

Например, если (δ1)i = 0.3, это означает, что рассматриваемый вариант обеспечива-
ет прочность сцепления, составляющую 30% от варианта, обеспечивающего макси-
мальную величину σs.

Для расчета значения балла по второму критерию применяется следующее выраже-
ние (6)

(6)

где (δ2p)i – значение балла по второму критерию для p-й детали и i-го способа напыле-
ния; P – количество наименований деталей, шт.

Полученные баллы суммируются и определяется наиболее эффективный вариант
по соотношению достигаемого показателя качества и затрат на напыление i-м вариан-
том p-й детали (7)

(7)
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В качестве примера рассмотрим выбор способа напыления покрытия на деталь мас-
сой m = 0.2 кг и стоимостью материала e = 3500 руб/кг, объем N = 20 шт. Заработная
плата принята одинаковая для всех способов – r = 500 руб/дет. Остальные исходные
данные являются усредненными значениями из источников [5–11] (табл. 3).

Графически выбор способа напыления можно представить как диаграмму на рис. 1.
Как видно из примера наибольший балл имеет способ детонационного напыления,
что объясняется его эффективностью при сочетании таких факторов как небольшие
капитальные затраты и небольшой объем выпуска. Данный подход позволяет учиты-
вать изменение эффективности вариантов при изменении объемов выпуска.

На рис. 2 для этого же примера построены кривые изменения суммарного балла для
каждого варианта в диапазоне N = 10–1000 шт.

Вариант детонационного напыления (рис. 2, V) теряет свою эффективность на
больших объемах выпуска, т.к. растет доля затрат на потери, связанные с низкой про-
изводительностью и низким коэффициентом использования материала. При N = 136 шт.

Таблица 3. Пример определения рейтинга для одной детали

№
варианта K Q, кг/час R, руб/кг B, тыс. руб E, руб δ1 δ2 δ

I 0.85 4.50 12 1305 17637 0.11 0.49 0.60

II 0.78 3.50 51 304 5214 0.19 0.85 1.04

III 0.80 3.50 203 1305 17706 1.00 0.48 1.48

IV 0.60 3.50 203 2610 34324 1.00 0.00 1.00

V 0.45 0.95 169 750 11606 0.97 0.66 1.63

VI 0.83 10 22 1522.5 20380 0.56 0.41 0.96

VII 0.83 14 8 1522.5 20375 0.64 0.41 1.05

Рис. 1. Сравнение способов напыления для одной детали.
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большую эффективность имеет вариант высокоскоростного газопламенного напыле-
ния прутком (рис. 2, III).

Характер изменения кривых, изображенных на рис. 2, зависит от значений пара-
метров K, Q и R, которые характеризуют уровень освоения технологии нанесения га-
зотермических покрытий на конкретном производстве.

В предыдущем примере рассматривалась только одна деталь, однако, из-за разницы
в напыляемых материалах, толщинах покрытий и геометрических характеристик на-
пыляемых поверхностей, различные детали будут иметь множество вариантов, успеш-
но прошедших этап отсеивания. Поэтому еще одним критерием эффективности вари-
анта напыления является его универсальность, т.е. при выборе способа напыления
следует учесть его применение для большинства деталей рассматриваемой номенкла-
туры. Такой вариант будет являться рациональным.

Таким образом, для реализации такого подхода следует учитывать число наимено-
ваний деталей, которые можно обработать каждым из способов (8)

(8)

где δri – рациональный балл (рейтинг) реализации i-го способа напыления; Zi – число
наименований деталей, обрабатываемых i-м способом.

При расчете баллов следует учитывать вес каждого наименования деталей в номен-
клатуре, который определяется отношением объема выпуска p-й детали к суммарному
объему выпуска NΣ. Тогда формулу (7) можно записать как (9)

(9)

Например, необходимо определить рациональный способ напыления для десяти
различных деталей P = 10 шт. Исходные данные и суммарные баллы приведены в
табл. 4. Пустые ячейки означают невозможность обеспечения заданных параметров
качества для p-й детали i-м способом напыления, т.е. i-й способ не прошел этап отсеи-
вания.

Простое суммирование баллов выделяет третий вариант (табл. 4) (высокоскорост-
ное газопламенное напыление проволокой) как наиболее эффективный, однако, этот
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Рис. 2. Изменение баллов вариантов напыления от объема выпуска детали.
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вариант перекрывает только половину номенклатуры деталей, хотя для каждой из них
имеет самый высокий балл. При этом, необходимо дополнительно закупать оборудо-
вание для второго и пятого способов газотермического напыления, чтобы упрочнить
остальные детали.

С другой стороны, рациональный рейтинг выделяет седьмой вариант (атмосферное
плазменное напыление, воздух) как наиболее эффективный, т.к. он позволяет нане-
сти покрытия на 80% номенклатуры деталей, однако и здесь требуется рассмотреть не-
обходимость закупки дополнительного оборудования или изменения исходных дан-
ных деталей.

На основе представленной методики разработан алгоритм выбор рационального
способа нанесения покрытий на группу деталей, приведенный на рис. 3.

Блоки содержат следующие действия:
Блок 1. Ввод исходных данных.
Блок 2. Отсеивание способов газотермического напыления по материалу и толщине

покрытия, геометрической и размерной характеристике поверхности напыления, а
также по параметрам качества покрытия, если они заданы в исходных данных.

Блок 3. Выходные данные: совокупность способов газотермического напыления
(вариантов), успешно прошедших этап отсеивания для p-й детали {S}p.

Блок 4. Условие: “Вариантов больше или равно 1?”.
Блок 5. Условие: “Вариантов больше 1?”, если выполняется условие в блоке 4.
Блок 6. Ранжирование по суммарному баллу совокупности вариантов для p-й дета-

ли, если выполняется условие в блоке 5.
Блок 7. Выходные данные: суммарный рейтинг для напыления i-м способом по-

крытия на p-ю деталь.
Блоки с 1 по 7 повторяются для каждой детали.
Блок 8. Определение совокупности баллов с учетом универсальности для всех спо-

собов напыления по всей номенклатуре деталей.
Блок 9. Выходные данные: рациональный рейтинг вариантов с учетом универсаль-

ности способов напыления {δri}.

Таблица 4. Пример выбора рационального способа напыления

P N, шт. m, кг e, 
руб/кг

Рейтинг δ для варианта

I II III IV V VI VII

1 300 0.1 1500 – 0.0241 0.0385 0.0276 – 0.0246 0.0270
2 100 0.35 2000 – – – – 0.0134 – –
3 5500 0.05 1500 – 0.1927 0.5698 0.5064 0.4971 0.3429 0.3856
4 500 0.15 1000 0.0217 0.0362 0.0621 0.0460 0.0611 0.0397 0.0435
5 1500 0.25 3500 0.0669 0.0815 – – – 0.1250 0.1368
6 150 0.35 550 0.0077 0.0132 0.0198 0.0138 – 0.0128 0.0140
7 10 0.07 4500 – – 0.0014 0.0009 – 0.0009 0.0010
8 250 0.15 2500 0.0118 0.0196 – – – – –
9 2500 0.30 2000 0.1140 – 0.3112 0.2686 0.2238 0.2118 0.2315
10 50 0.20 2000 – 0.0047 – – 0.0074 0.0044 0.0048
NΣ 10860

Суммарный рейтинг, δΣ 0.22 0.37 1.00 0.86 0.80 0.76 0.84
Рациональный рейтинг, δr 0.11 0.26 0.60 0.52 0.40 0.61 0.68
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Блок 10. Условие: “Вариант с наибольшим δr перекрывает всю номенклатуру дета-
лей?”

Блок 11. Принять вариант с наибольшим δr, если выполняется условие 10.
Блок 12. Поиск альтернативного варианта с меньшим δr, но перекрывающим всю

номенклатуру изделий или принятие большего числа вариантов с разделением дета-
лей на группы по способу напыления покрытий.

Блок 13. Поиск решения: изменение исходных данных.
Блок 14. Принять единственный вариант.
Представленная методика выбора рационального способа газотермического напы-

ления на группу деталей, учитывающая характеристики самих способов и условия
конкретного производства, позволяет повысить эффективность конструкторско-тех-
нологических решений при упрочении ответственных деталей.

Методика позволяет проводить сравнение производств по уровню освоения техно-
логии газотермического напыления покрытий на основании анализа коэффициента
использования материала K, эксплуатационных затрат R и производительности напы-
ления Q.
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В настоящем исследовании предложен способ прогнозирования остаточного срока
службы гидроцилиндра в составе следящего гидромеханического привода с приме-
нением искусственной нейронной сети прямого распространения, для обучения ко-
торой используются результаты моделирования, полученные в программе Simula-
tionX в предположении, что развитие неисправности в системе происходит в соот-
ветствии с функцией распределения Вейбулла. Представлены результаты
прогнозирования остаточного срока службы гидроцилиндра при различных диагно-
стических признаках и способах задания управляющего воздействия в системе.
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Современные тенденции развития гидравлических машин сопровождаются уже-
сточением требований в отношении надежности их агрегатов и систем. Ввиду необхо-
димости повышения безопасности и снижения производственных потерь оценка
остаточного срока службы таких систем становится все более актуальной, а многие
проблемы, связанные с оценкой остаточного срока службы отдельных узлов и агрега-
тов, остаются нерешенными. Отказы в гидравлических системах в первую очередь мо-
гут приводить к возникновению опасных условий для человека (оператора), а также
сопровождаться производственными затратами. В настоящее время в большей степе-
ни распространено техническое обслуживание по наработке, зависящее от времени,
при котором замена агрегатов системы осуществляется по четко определенному гра-
фику. Однако такое техническое обслуживание имеет ряд недостатков, среди которых
главным является замена агрегатов при условии, что они все еще являются исправны-
ми. В связи с этим возникает необходимость в применении подходов к техническому
обслуживанию, которые позволяют вовремя обнаруживать неисправности и сокра-
щать экономические потери. В основе таких подходов должна лежать точная техноло-
гия прогнозирования, способная оценивать будущее состояние ГС на основе объек-
тивных показателей возникающей неисправности [1].

В настоящее время прогнозирование остаточного срока службы системы осуществ-
ляется с применением статистических подходов, методов моделирования процессов
износа и методов искусственного интеллекта. Статистические подходы основаны на
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моделях распределения вероятностей отказа, для формирования которых используют-
ся данные об отказах агрегатов за прошедшие периоды. Один из таких подходов осно-
ван на использовании динамической баейсовской модели, которая позволяет пред-
ставить вероятностные взаимодействия между параметрами системы и спрогнозиро-
вать развитие в ней неисправности [2]. В случае кумулятивного (интегрального)
ухудшения характеристик компонента системы, можно использовать экспоненциаль-
ную стохастическую модель деградации в сочетании с методом главных компонент
для сокращения размерности данных и выявления диагностических признаков, по ко-
торым осуществляется прогнозирование состояния системы [3]. Недостатком стати-
ческих методов является сложная практическая реализация и необходимость большо-
го объема базы данных отказов исследуемых компонентов системы. Прогностические
методы на основе моделирования связаны с математическим описанием процессов,
характеризующих развитие отказа в системе и должны достаточно точно учитывать
его механику в рассматриваемом узле ГС [4]. Основная трудность при использовании
такого подхода заключается в выборе физической модели. В связи с интенсивным раз-
витием компьютерных и информационных технологий все более широкое распро-
странение получают методы искусственного интеллекта, которые применяются как
мощный инструмент во многих областях, в том числе и при решении задач по прогно-
стическому анализу состояния ГС. Например, в работе [5] представлены результаты
прогнозирования остаточного срока службы шестеренного насоса общепромышлен-
ного назначения на основе байесовской нейронной сети с использованием данных,
полученных в результате ускоренных ресурсных испытаний. Используемая нейронная
сеть обучена на основе диагностических признаков, извлеченных из таких характери-
стик как объемный расход, вибрация, крутящий момент и частота вращения с приме-
нением факторного анализа. В результате показано, что относительная погрешность в
прогнозировании остаточного срока службы насоса для используемого метода состав-
ляет 1.5%. В работе [6] рассматривается подход для прогнозирования остаточного сро-
ка службы гидравлического крана-манипулятора на основе нейронной сети прямого
распространения. Изучается развитие неисправностей в насосе и пропорциональном
распределителе. Для обучения нейросети используются данные, полученные с помо-
щью имитационной модели при одном и том же управляющем воздействии, которое
приводит к однотипному поведению объекта в период его эксплуатации. Представле-
ны результаты прогнозирования остаточного срока службы системы при совокупном
ухудшении характеристик рассматриваемых агрегатов.

Стоит отметить, что в настоящем исследовании предлагается способ прогнозирова-
ния остаточного срока службы гидромеханического следящего привода, который на-
ходит широкое применение в дорожной и строительной технике. Главной особенно-
стью рассматриваемой системы является наличие автомата разгрузки, обеспечиваю-
щего уменьшение потребляемой энергии насосом за счет соединения его со сливом, в
то время как питание гидроусилителя (ГУ) осуществляется от пневмогидравлических
аккумуляторов (ПГА). Переключения автомата разгрузки приводят к цикличности ра-
боты системы и сопровождаются колебаниями расхода и давления в диапазоне, соот-
ветствующем его настройке. Это характерное свойство в сочетании с потенциальными
рисками возникновения неисправностей требует проведения подробных исследова-
ний рассматриваемой системы, которые можно выполнить на основе ее имитацион-
ного моделирования.

Расчетная модель. На рис. 1 представлена принципиальная схема следящего гидрав-
лического привода общего промышленного назначения.

При воздействии на командный золотник 11 происходит соединение линии высо-
кого давления Р с полостью А или B в зависимости от направления его перемещения.
В результате шток 9, преодолевая внешнюю нагрузку, начинает движение вместе с
корпусом и гильзой командного золотника в том же направлении, что и последний.
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Перемещение штока не прекращается, пока не остановится командный золотник и не
будет перекрыта линия Р. Автомат разгрузки необходим для обеспечения холостого
режима работы насоса при повышении давления выше настроечного в линии за ним.
ПГА используются для питания ГУ в периоды, когда насос разгружен на бак. На шток
гидроцилиндра (ГЦ) действует усилие, передаваемое на него от какого-либо исполни-
тельного механизма.

Наиболее частой причиной снятия приводов с эксплуатации является нарушение
герметичности полостей ГЦ [7]. Появление утечки рабочей жидкости между полостя-
ми ГЦ вследствие износа уплотнительного элемента поршня может приводить к паде-
нию эффективности его работы, снижению скорости и развиваемого усилия. Для ис-
следования процессов в рассматриваемой системе и выявления диагностических при-
знаков, характеризующих увеличение внутренней утечки в ГЦ, используется
имитационная модель, разработанная авторами настоящего исследования и описан-
ная в [8]. Основные данные для расчета системы приведены в табл. 1.

Утечка между полостями ГЦ определяется на основе выражения, описывающего
ламинарное течение рабочей жидкости в кольцевом зазоре с учетом относительного
движения стенок [9]. Основным параметром, влияющим на величину утечки, являет-
ся зазор h между внешней поверхностью уплотнения и внутренней поверхностью ГЦ.
На рис. 2 представлен график переходных процессов в системе при изменении вели-

Рис. 1. Принципиальная схема следящего гидравлического привода: 1 – бак; 2 – предохранительный кла-
пан; 3, 6 – фильтр; 4 – автомат разгрузки насоса; 5 – ПГА; 7 – ГУ; 8 – гидроцилиндр; 9 – шток; 10 – крепле-
ние корпуса; 11 – командный золотник; 12 – привод насоса; 13 – насос.
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Таблица 1. Исходные данные и конструктивно-настроечные параметры системы

Наименование Символ Значение

Рабочее давление в системе 4.5–6.5 МПа
Производительность насоса при 2500 об/мин
и давлении 6.5 МПа

Qн 30 л/мин

Ход штока ГЦ (от среднего положения) хшт ±35 мм
Внешняя нагрузка, действующая на шток ГЦ Fшт ±15000 Н
Рабочая жидкость – АМГ-10

p
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чины зазора в уплотнительном элементе поршня ГЦ. Для имитации воздействия опе-
ратора на командный золотник ГУ используется ступенчатый сигнал с величиной
“ступеньки”, задаваемой случайным образом в диапазоне от –35 до +35 мм (что соот-
ветствует рабочей величине хода штока ГЦ) с шагом в 5 с. Такое управляющее воздей-
ствие позволяет оценить работоспособность системы и выявить ее особенности.

Наблюдаемые циклические колебания давления на входе в гидроусилитель харак-
терны для рассматриваемой системы, которая включает автомат разгрузки и ПГА.
Диапазон изменения давления составляет 3.8–6.5 МПа: участки с возрастающим дав-
лением соответствуют периодам зарядки ПГА, когда насос через автомат разгрузки
соединен с системой; участки с падающим давлением соответствуют периодам раз-
рядки ПГА, которые питают ГУ, в то время как насос через автомат разгрузки соеди-
нен с баком. Случайное управляющее воздействие приводит к разному расходу рабо-
чей жидкости, которую потребляет ГУ, вследствие чего частота колебаний давления
во время переходного процесса меняется, а переключения автомата разгрузки проис-
ходят нерегулярно. Провалы по давлению (например, в моменты времени 10.5, 30, 50
и 95 с) связаны с действием на шток ГЦ попутной нагрузки в моменты резких перехо-
дов по управляющему воздействию. Анализируя влияние зазора в уплотнительном
элементе поршня, можно отметить, что его увеличение приводит к более частым пере-
ключениям автомата разгрузки, т.к. давление из-за наличия утечки падает быстрее по
сравнению с исправной системой. Также можно отметить уменьшение средней со-
ставляющей сигнала давления. Перемещение штока ГЦ в меньшей степени подверже-
но влиянию утечки по сравнению с давлением. Это можно объяснить наличием пере-
размеренных источников расхода рабочей жидкости в рассматриваемой системе (на-
сос и ПГА), обеспечивающих питание ГУ с большим запасом. Тем не менее,
изменение зазора сказывается и на положении штока в моменты его остановки. Это
можно объяснить следующим образом. С остановкой командного золотника шток
также прекращает движение, но не достигает заданной величины из-за уменьшения
давления в полости ГЦ: утечка приводит к падению давления, следовательно, усилие,
развиваемое ГЦ, становится меньше. Из условия баланса сил – меньшему усилию со
стороны ГЦ соответствует меньшая внешняя сила. Так как в качестве внешнего воз-
действия рассматривается сила пружины, то при своей постоянной жесткости упругая

Рис. 2. Переходный процесс изменения положения штока ГЦ (xшт) и давления на входе в ГУ (pгу) при раз-

личных зазорах в уплотнительном элементе поршня.

40

20

0

�20

�40
10 20 30 40 70 80 90 100

0

2

4

6 

50
t, c

ргу, МПа
ргу(h = 0) ргу(h = 60 мкм)

ргу(h = 80 мкм)

xшт, мм

xшт

(h = 0) xшт

(h = 60)

УВ

xшт

(h = 80)

h

600



76 ГАРЕЕВ и др.

сила может уменьшиться только в случае уменьшения ее деформации. В связи с этим
можно отметить, что с увеличением величины зазора возрастает статическая ошибка
регулирования положения штока ГЦ.

Из анализа полученных результатов следует, что давление в системе и перемещение
штока ГУ не только адекватно и однозначно характеризуют свойства исследуемой си-
стемы, но и могут быть легко измерены в реальной установке. В связи с этим целесо-
образно выбрать диагностические признаки рассматриваемой неисправности с ис-
пользованием измеренных параметров. Таким образом, для прогнозирования разви-
тия внутренней утечки в ГЦ в качестве диагностических признаков можно принять
среднее квадратичное перемещения штока и среднее значение давления на входе в ГУ.

Закон развития неисправности в системе. Типичную деградацию агрегата можно
описать кривой, имеющей два участка: первый – в котором состояние агрегата прак-
тически не изменяется; второй – после появления неисправности происходит резкое
ухудшение состояния агрегата [10]. Как отмечено в работах [11, 12] распределение
Вейбулла можно рассматривать не только для оценки вероятности наступления слу-
чайных событий, но и для описания развития неисправности в системе. Согласно ра-
боте [13] функция распределения Вейбулла является наиболее “гибкой” для описания
процесса деградации агрегатов ГС. На основе формулы, определяющей интенсив-
ность отказов в соответствии с функцией распределения Вейбулла, можно записать
обобщенную или универсальную функцию интенсивности отказов, используемую для
аппроксимации экспериментальных данных, описывающих деградацию элементов
системы [6]

(2)

где t – наработка до отказа (фактический срок службы);  – коэффициент масшта-
ба; k – коэффициент формы; Y – параметр смещения, характеризующий начальное
состояние изделия; X – параметр для изменения масштаба.

Изменяя значения параметров Y, X,  и k, представляется возможным аппрокси-
мировать экспериментальные данные, получаемые из исследуемой системы с уче-
том различных условий эксплуатации. На рис. 3 представлен график с зависимо-
стями изменения величины зазора в уплотнительном элементе поршня ГЦ, рас-
считанными по формуле (2) с шагом наработки t = 100 ч при изменении
параметров Y, X,  и k (табл. 2).

Приведенные параметры могут характеризовать изменение зазора в зависимости от
наработки ГЦ при различных условиях эксплуатации, например, при изменении тем-
пературы жидкости или при наличии загрязненной жидкости в системе.

В связи с этим кривые отличаются скоростью роста и временем начала деградации.
Учитывая, что реальные экспериментальные данные могут содержать различного рода
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λ

Таблица 2. Значения коэффициентов уравнения (2), используемые для расчета точек кривых на
рис. 3

№ 
кривой X k № 

кривой X k

1 0.5 1400 5.0 6 0.55 1350 4.8
2 0.5 1300 5.0 7 0.69 1460 5.2
3 0.4 1400 5.0 8 2 1460 5.2
4 0.5 1300 5.2 9 0.2 1460 5.2
5 0.6 1300 4.9 10 0.08 1800 5.5

λ λ
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погрешности, в результаты расчетов дополнительно включена шумовая составляю-
щая.

Исправное состояние ГЦ характеризуется значениями среднего зазора, находящих-
ся в диапазоне от 40 до 43 мкм (hmin = Y). После начала эксплуатации износ в уплотни-
тельных элементах ГЦ происходит по различным сценариям. Процесс износа продол-
жается до момента времени, когда величина зазора становится равной 100 мкм ( ),
что соответствует состоянию отказа ГЦ в рассматриваемой системе. Исходя из этого,
можно вывести формулу для оценки остаточного срока службы в зависимости от ве-
личины среднего зазора в процентах

(3)

Несмотря на то, что полученное выражение представляет собой прямую зависи-
мость RUL от зазора, состояние гидроцилиндра меняется не линейно, а в соответствии
с одной из кривых Вейбулла. Таким образом, рассчитанные кривые представляют со-
бой совокупность значений зазора, которые можно подставить в имитационную мо-
дель для получения обучающих выборок. То есть каждая точка кривой представляет
собой частный расчетный случай, в результате которого определяются значения диа-
гностических признаков, используемых в качестве обучающих данных для нейронной
сети.

Настройка нейронной сети и генерация обучающих выборок. Принимая во внимание
нелинейность решаемой задачи, в качестве инструмента для прогнозирования оста-
точного срока службы ГЦ в рассматриваемой системе используется искусственная
двухслойная нейронная сеть прямого распространения с сигмоидальной функцией
активации нейронов скрытого слоя и линейной функцией активации нейронов вы-
ходного слоя. Выходным сигналом нейронной сети является значение остаточного
срока службы ГЦ, а входным – набор данных, включающих рассмотренные ранее ди-
агностические признаки. Реальные данные для обучения НС можно получить как при
выполнении тестовых манипуляций, так и собрать непосредственно в процессе экс-

maxh

 −= − − 

min

max min

( )100 1 .h t hRUL
h h

Рис. 3. Кривые изменения средней высоты зазора между уплотнением поршня и внутренней поверхностью
ГЦ в зависимости от его наработки: 1–10 – номера кривых, рассчитанных в соответствии с параметрами
в табл. 2.
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плуатации. В связи с этим в качестве входной информации для нейронной сети пред-
лагается использовать два независимых набора данных.

Для получения первого набора данных в качестве управляющего воздействия рас-
сматривается трапециевидный сигнал с постоянной амплитудой, соответствующей
максимальному ходу штока ГЦ. Данный сигнал является относительно простым по
форме, и легко реализуем на практике. В реальных условиях этот сигнал можно полу-
чить при выполнении тестовых манипуляций оператора, когда последний воздейству-
ет на органы управления, добиваясь однотипных движений исполнительного меха-
низма. Так как в настоящем исследовании для обучения и тестирования нейронной
сети предполагается использовать данные имитационного моделирования, описан-
ный выше сигнал УВ используется в каждой симуляции (расчетном случае) при изме-
нении величины зазора в уплотнительном элементе в соответствии с кривыми Вей-
булла. В качестве диагностического признака в данном случае принимается среднее
квадратичное значение перемещения штока за время интегрирования, которое в каж-
дом расчетном случае составляет 120 с.

В реальных условиях эксплуатации рассматриваемой системы, воздействия опера-
тора на командный золотник ГУ являются трудно прогнозируемыми и в какой-то сте-
пени их можно описать как случайный процесс. В связи с этим для формирования
второго набора данных в качестве управляющего воздействия можно использовать
случайный ступенчатый сигнал с величиной “ступеньки”, лежащей в диапазоне от
‒35 мм до +35 мм. При этом сигнал для каждого расчетного случая не повторяется в
отличие от первого набора данных (рис. 2). В качестве диагностического признака в
данном случае принимается среднее значение давления на входе в ГУ за время инте-
грирования, которое в каждом расчетном случае составляет 2000 с. Время интегриро-
вания для получения второго набора данных значительно больше, чем в первом слу-
чае, т.к. используется более сложный сигнал.

На рис. 4 представлены графики изменения средних квадратичных значений пере-
мещения штока ГЦ и средних значений давления на входе в ГУ, полученных при од-
них и тех же эволюциях неисправности в соответствии с кривыми Вейбулла, но при
различных способах задания управляющего воздействия.

Из анализа полученных графиков следует, что диагностические признаки практи-
чески не изменяются с наработкой, пока зазор в уплотнительном элементе сохраняет-
ся постоянным. После появления неисправности, рассматриваемые значения начина-
ют уменьшаться, достигая критических значений, соответствующих полному отказу.

Рис. 4. Кривые изменения средних квадратичных значений перемещения штока ГЦ (а) и средних значений
давления на входе в ГУ (б): 1–10 – номера кривых, полученных при изменении зазора в соответствии с за-
висимостями на рис. 3.
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Также с увеличением зазора в уплотнительном элементе ГЦ среднее давление умень-
шается, и эта тенденция сохраняется, несмотря на случайный способ задания управ-
ляющего воздействия.

Полученные графики представляют собой количественные характеристики диагно-
стических признаков и используются в качестве информации, подаваемой на вход
нейросети. При этом необходимо создать и обучить две независимые нейронные сети
в соответствии с первым и вторым набором данных. Разработанные сети в обоих слу-
чаях имеют одинаковый выход, т.е. предсказывают RUL. В качестве входа для обеих
сетей используются значения наработки и соответствующего диагностического при-
знака. Для того чтобы ввести динамическую составляющую в данные сети и тем са-
мым улучшить их способность к прогнозированию, на вход необходимо подавать как
текущие значения параметров, так и значения с предыдущего шага [6]. Шаг наработ-
ки, с которым подаются данные для обучения, проверки и тестирования нейронной
сети, как и в случае моделирования, составляет 100 ч. Таким образом, входом каж-
дой сети является матрица размерностью [4 × N], а выходом [1 × N], где N – общее
количество точек обучающей выборки (samples). В качествe обучающего набора
данных используются значения кривых (рис. 4), обозначенные на графиках
сплошными линиями, и целевые значения остаточного срока службы, рассчитыва-
емые по формуле (3).

Обучение нейронной сети и результаты прогнозирования. Для обучения НС использу-
ется метод обратного распространения ошибки, которая минимизируется на основе
алгоритма градиентного спуска. Исходный обучающий набор данных разделяется на
выборки для обучения, проверки (валидации) и тестирования в соотношении 70%,
15% и 15% соответственно. Количество нейронов для скрытого слоя подбирается
опытным путем на основе анализа показателей качества обучаемой нейронной сети, к
которым относятся среднеквадратичная ошибка и гистограмма распределения оши-
бок.

При обучении нейронной сети на первом наборе данных, полученных при тестовых
воздействиях, среднеквадратичная ошибка составляет 0.25, а максимальная разница
между истинными значениями RUL и предсказанными составляет 3%. При обучении
нейронной сети на втором наборе данных, полученных для управляющего воздей-
ствия в виде случайного ступенчатого сигнала, среднеквадратичная ошибка составля-
ет 4.38, а максимальная разница между истинными значениями RUL и предсказанны-
ми составляет 4.2%. Полученные результаты указывают на лучшую способность НС к
обучению на данных, полученных при управляющих воздействиях в виде трапецие-
видного сигнала.

Для тестирования обученных нейронных сетей используются данные, соответству-
ющие кривым 7, 8, 9 и 10 (рис. 4). На рис. 5 представлены графики изменения пред-
сказанных и истинных значений остаточного срока службы ГЦ при его наработке на
тестовых данных.

Из анализа полученных результатов следует, что наибольшие абсолютные отклоне-
ния предсказанных значений RUL от истинных наблюдаются в часы наработки, кото-
рые соответствуют возникновению неисправности в ГЦ, когда значения диагностиче-
ских признаков начинают уменьшаться быстрее. Ошибка может быть связана с рез-
ким изменением производной диагностического признака, как функции по
наработке. Результаты тестирования нейросети, обученной по набору данных в виде
средних значений давления на входе в ГУ (pгу)MEAN, имеют более существенные рас-
хождения между прогнозируемыми и истинными значениями RUL по сравнению с ре-
зультатами тестирования нейронной сети, обучаемой на основе средних квадратич-
ных значений перемещения штока ГЦ (хшт)RMS. Причиной является способ задания
управляющего воздействия, который используется для генерации данных. Случайный
ступенчатый сигнал создает более сложные условия для нейронной сети при обобще-
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нии данных по сравнению с управляющим воздействием в виде трапециевидного сиг-
нала с постоянной амплитудой. При этом в обоих случаях максимальные расхождения
получены для кривой 10, наиболее удаленной от ансамбля кривых, используемых в
обучении. На рис. 6 представлен график изменения относительной погрешности
прогнозирования RUL (ΔRUL) в соответствии с набором данных, относящихся к
кривой 10.

Как видно из графика, для большей части срока эксплуатации, максимальное зна-
чение относительной погрешности прогнозирования RUL с использованием нейрон-
ной сети, обученной на основе диагностического признака (хшт)RMS, не превышает
10%, а для нейронной сети, обученной на основе диагностического признака
(pгу)MEAN, – 20%. Возрастание относительной погрешности в конце срока службы для
обеих нейронных сетей может указывать на недостаточное количество данных (точек),
собираемых для этого периода, характеризующих наступление полного отказа ГЦ.

Полученные результаты указывают на то, что обучение НС на данных, которые
можно собрать непосредственно в условиях эксплуатации, когда имеет место неопре-
деленное (случайное) воздействие на систему, в целом является выполнимой задачей
при условии выбора подходящего диагностического признака. Нейросеть, обученная
на основе данных, полученных путем тестовых манипуляций, дает меньшую ошибку в

Рис. 5. График изменения предсказанных и истинных значений RUL для НС, обученной на основе средних
квадратичных значений перемещений штока ГЦ (хшт)RMS (а) и для НС, обученной на основе средних зна-
чений давления на входе в ГУ (pгу)MEAN (б): 8–10 – номера кривых, соответствующих зависимостям 8–10

на рис. 4.
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Рис. 6. График изменения относительной погрешности прогнозирования RUL по тестовому набору 10 для
обученных НС: НС 1 – на основе средних квадратичных значений перемещения штока ГЦ; НС 2 – на осно-
ве средних значений давления на входе в ГУ.
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прогнозировании ввиду относительно простого вида управляющего воздействия. Ис-
пользование в качестве обучающих выборок непосредственно временных сигналов
протекающих в системе процессов (а не извлеченных из них интегральных характери-
стик) может значительно повысить точность прогнозирования, но требует использо-
вания нейронных сетей более сложной структуры.

Заключение. В настоящей статье продемонстрирована возможность применения
технологий машинного обучения для диагностирования сложных технических систем
на примере прогнозирования остаточного срока службы ГЦ в составе гидравлическо-
го следящего привода. Как показывают результаты теоретических исследований, диа-
гностические признаки на основе сигналов перемещения штока ГЦ и давления на
входе в ГУ однозначно характеризуют процесс развития внутренней утечки в ГЦ и их
можно использовать при обучении нейронной сети с целью прогнозирования оста-
точного срока службы системы. Диагностические признаки в виде уменьшения сред-
них значений давления на входе в ГУ проявляются при управляющем воздействии в
виде случайного ступенчатого сигнала, в связи с чем могут быть использованы для
обучения нейронной сети на основе данных, собираемых непосредственно в процессе
эксплуатации системы. Предложенный подход можно применять при проектирова-
нии систем прогностического анализа гидравлических приводов, используемых в
транспортных и технологических машинах.

Дальнейшие исследования будут направлены на определение подходящей модели
нейронной сети с целью прогнозирования остаточного срока службы системы при од-
новременном возникновении сразу нескольких неисправностей.
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В статье рассматривается современное состояние роботизированных ассистирую-
щих комплексов в малоинвазивной хирургии. Предложены три различных манипу-
лятора для роботизированной хирургии, отличающихся от известных зарубежных
аналогов рядом преимуществ, а также задающее устройство. Приведены прототипы
роботов, решение обратной задачи о положениях, а также задачи динамики. В каче-
стве приводов предлагается использовать электродвигатели постоянного тока.
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Исследования в области медицинской робототехники идут нарастающим темпом [1].
Имеют место различные направления использования роботизированных систем в ме-
дицине: малоинвазивная полостная хирургия (урология, проктология, гинекология,
кардиохирургия, эндокринология и др.) [2], хирургические лазеры [3], хирургия в об-
ласти позвоночника [4]. В большинстве случаев использование ассистирующих робо-
тохирургических комплексов для малоинвазивных операций позволяет значительно
снизить кровопотери и реабилитационный период, увидеть недоступные для зрения
зоны, убрать тремор рук хирурга и ошибочные движения скальпелем или другим ин-
струментом [5].

Первые робототехнические системы в медицине появились в 1970-е годы для раз-
личных целей, прежде всего в качестве вспомогательных устройств и поддерживаю-
щих манипуляторов [6]. Концепция телероботики для хирургии появилась в начале
1970-х годов по инициативе Национального управления по аэронавтике и исследова-
нию космического пространства (NASA) [7].

Первоначальной задачей проекта было обеспечение возможности оказания меди-
цинской помощи астронавтам во время космического полета. Предполагалось ис-
пользовать хирургические роботы, дистанционно управляемые с Земли [8].

Однако данный проект не получил соответствующего финансирования и развития.
Примерно через 15 лет начали появляться первые прототипы хирургических роботов,
при разработке которых стала очевидна сложность задачи управления телехирургиче-
скими роботами в космосе из-за эффекта задержки во времени передачи управляю-
щих команд с Земли, вызванного большими расстояниями [9].
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В этой связи фокус развития роботизированной хирургии сместился на создание
хирургических роботов для проведения операций в земных условиях, что привело к
появлению первых коммерчески ориентированных хирургических роботов на рынке к
концу 1980-х гг.

Активное развитие робототехники для применения в области хирургии начиналось
с 90-х гг. прошлого века. Так, в 1996 году была успешно проведена телехирургическая
лапароскопическая операция по удалению желчного пузыря (холецистэктомия) у сви-
ньи с использованием роботизированного комплекса ARTEMIS (Advanced Robotics
and TElemanipulator System for Minimally Invasive Surgery). Особенностью комплекса
ARTEMIS является открытая консоль и три руки-манипулятора [6].

Примечателен проект ZEUS (Computer Motion Inc. (США). В конце 90-х гг. с помо-
щью этой системы была проведена трансатлантическая лапароскопическая холецист-
эктомия, а также несколько урологических операций на человеке.

Самой распространенной роботизированной хирургической системой в мире на се-
годняшний день является платформа DaVinci Intuitive Surgical System, которая приме-
няется в урологии, проктологии, гинекологии, кардиохирургии, эндокринологии и
других медицинских специализациях [7–9]. Различные модификации платформы Da-
Vinci Intuitive Surgical System начали широко применять в практической хирургии на
людях с начала 2000-х в разных странах. Следует отметить, что руки-манипуляторы
этого робота, расположенные на общем основании, имеют последовательную струк-
туру.

Бурное развитие технологий, в том числе в области компьютеризированной телеме-
дицины, высокая надежность и эффективность ассистирующих систем привели к ро-
сту доверия к ним со стороны профессионального сообщества медиков и значитель-
ному росту рынка роботизированной хирургии. За последнее десятилетие возникло
множество проектов новых роботизированных ассистирующих систем. Среди них
стоит отметить Telelap ALF-X (Италия) [10], Medtronic (немецкий аэрокосмический
центр, Германия) [11, 12], Avatera (Германия, Швейцария), REVO-I (Южная Корея)
[13, 14], Medicaroid (Япония) [15], SurgiBot [16] и др. При этом, несмотря на имеющие-
ся существенные различия и особенности перечисленных систем, схемы механизмов
большинства манипуляторов имеют подобную DaVinci последовательную структуру и
внешне сильно похожи (рис. 1).

Например, медицинская компания Sofar (Милан, Италия) разработала роботизиро-
ванную систему Telelap ALF-X, включающую в себя пульт дистанционного управле-
ния и три руки-манипулятора последовательной структуры, установленные на трех
отдельных основаниях. Два манипулятора, похожие на лапароскопы, управляют ин-
струментами с четырьмя и шестью степенями свободы [17, 18].

Система Medtronic разработана компанией MiroSurge (немецкий аэрокосмический
центр, Оберпфаффенхофен, Германия) [19]. Конструкция первого прототипа
Medtronic представляла собой механизмы последовательной структуры из трех легких
манипуляторов, установленных на операционном столе, и открытой консоли с хирур-
гом, сидящим перед автофокусирующим монитором. Роботизированные руки-мани-
пуляторы состоят из семи последовательно расположенных кинематических пар.
Предусмотрена возможность обеспечения тактильной обратной связи с помощью по-
тенциометров.

В 2010-х компания Avateramedical (Йена, Германия) совместно с Force Dimension
(Ньон, Швейцария) приступила к созданию роботизированного хирургического ро-
бота Avatera. Он оснащен закрытой консолью со встроенным сиденьем с использова-
нием соответствующей технологии получения 3D-изображения с высоким разреше-
нием. На общем основании расположены четыре манипулятора последовательной
структуры, каждый из которых может обеспечивать выходному звену шесть степеней
свободы.
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Достаточно перспективная робототехническая система The Spider System (TransEn-
terix) представляет собой платформу, разработанную для лапароэндоскопической од-
номоментной хирургии (LESS), основанную на использовании трубок, в которых
можно манипулировать гибкими инструментами [20]. Ранее обращение с инструмен-
тами было затруднено, особенно при работе с эндоскопическими швами. TransEnterix
значительно улучшил систему, предоставив роботизированную руку SurgiBot.

В работе [21] проводился кинематический анализ робота daVinci и было установле-
но, что применение последовательной схемы повлекло добавление двух дополнитель-
ных кинематических цепей с приводами. Таким образом было показано, что последо-
вательная схема механизмов, лежащая в основе конструкции большинства рук-мани-
пуляторов хирургических роботов, приводит к схожим недостаткам: увеличению
общей длины манипулятора и веса компонентов одной “руки” ~80 кг (при весе самого
инструмента, размещенного на ее конце, ~20 г), что приводит к снижению позицион-
ной точности [22]. При этом применение механизмов параллельной или параллельно-
последовательной структуры может значительно повысить функциональные возмож-
ности.

Различные варианты устройств управления у предлагаемых на рынке и разрабаты-
ваемых роботизированных систем имеют конструкции, отличные от стандартных ла-

Рис. 1. Некоторые роботизированные ассистирующие системы.
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Telelap ALF-XTelelap ALF-XTelelap ALF-X
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пароскопических инструментов. Это приводит к необходимости специального про-
цесса обучения персонала, может вызвать сложности переучивания при использова-
нии различных роботизированных комплексов и классического подхода к
проведению малоинвазивных хирургических операций.

Предложенные ранее авторами настоящей статьи механизмы имеют параллельно-
последовательную структуру и не требуют избыточных приводов, а разрабатываемая
система управления приближена к стандартному лапароскопическому инструменту
[21–23].

Один их механизмов, разрабатываемый авторами, имеет массу ~10 кг за счет ис-
пользования немассивных звеньев (рис. 2). Достаточно большая рабочая область, по-
стоянство точки ввода, четыре степени свободы, повышение технической и эксплуа-
тационной эффективности устройства манипулирования достигается за счет исполь-
зования паралелльно-последовательной структуры.

Другой вариант механизма, предложенный в настоящей статье, имеет основание,
на котором располагаются два дугообразных звена (рис. 3). В изменяемой точке со-
прикосновения этих звеньев расположена подвижная платформа, на которой после-
довательно размещены поступательный и вращательный приводы, перемещающие
выходное звено по вылету и вращающие его вокруг своей оси.

Имеет место еще один вариант механизма, включающего в себя три параллельно
соединенные кинематические цепи. Эти кинематические цепи содержат приводные
каретки, расположенные на круглом основании-направляющей, причем оси всех вра-
щательных пар пересекаются в одной точке (эта точка является точкой ввода инстру-
мента). Также имеется подвижная платформа с установленным на ней электродвига-
телем, обеспечивающим поступательное перемещение центральной штанги, ось кото-
рой проходит через неподвижную точку ввода инструмента. 

Во всех перечисленных механизмах отличительными особенностями является то,
что для обеспечения требуемого размера рабочей зоны, числа степеней свободы, обес-
печения постоянства точки ввода инструмента не используются дополнительные при-
воды. При этом часть приводов можно расположить на основании, таким образом,
чтобы остальная часть механизма стала менее массивной. Это обеспечивает снижение
массы всего механизма, облегчает его управление, уменьшает габариты.

Рис. 2. Механизм для выполнения высокопрецизионных медицинских операций с ременными передачами.
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Важной особенностью механизмов параллельной и параллельно-последовательной
структуры являются возможные особые положения, которые могут привести к потере
управляемости, а также к потере одной или нескольких степеней свободы в опреде-
ленных точках расположения узлов механизма. Ранее рассмотрены задачи анализа ме-
ханизмов с круговой направляющей [21, 22, 24].

Рис. 3. Механизм с дугообразными звеньями, обеспечивающий постоянную точку ввода.

Рис. 4. Механизм с круговой направляющей для лапароскопических операций.
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Рассмотрим возможное применение электродвигателя постоянного тока для меха-
низмов подобного рода. В данном случае появляется возможность расположить дви-
гатели ближе к основанию, чем в других манипуляционных устройствах. При этом
можно предусмотреть значительный запас по мощности двигателей.

Двигатели, установленные на основании, не требуют весьма строгих ограничений
по массогабаритным показателям. Будем считать динамическое взаимовлияние между
приводами незначительным. При этом можно регулировать уровень ошибки – разни-
цы между реальными и требуемыми значениями координат, скоростей и ускорений
для достижения необходимой динамической точности движения инструмента.

При рассмотрении применяемости указанных двигателей допустим, что отсутству-
ют трение, люфты и ограничения по току.

Запишем уравнение электрической цепи

где  – напряжение;  – сила тока;  – активное сопротивление якоря двигателя;
– индуктивность;  – коэффициент, определяющий противоэлектродвижущую си-

лу (противо-ЭДС);  – угловая скорость вращения вала двигателя;  – противо-ЭДС.
Исходя из этого, а также учитывая взаимосвязь между моментом и силой тока,

можно записать

где  – постоянный коэффициент, связывающий момент и силу тока;  – момент
инерции ротора (в нашем случае с учетом соответствующих перемещаемых звеньев).

Вал двигателя связан с редуктором с передаточным отношением . Таким обра-
зом, угол на выходе механизма равен .

Приведем схему системы управления, соответствующую написанным выше уравне-
ниям.

На рис. 5  – коэффициент обратной связи по положению;  – передаточное от-
ношение редуктора;  – коэффициент обратной связи по скорости;  – коэффи-
циент усиления.
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Рис. 5. Схема системы управления.
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На входе усилителя имеем разность между задаваемым и реальным положениями, а
также задаваемой и реальной скоростями.

Согласно теории автоматического регулирования передаточная функция системы
без обратной связи по положению равна

Здесь p – оператор Лапласа.
Для определения устойчивости системы используем критерий Найквиста. Соглас-

но этому критерию, годограф вектора амплитудно-фазовой частотной характеристики
(АФЧХ) разомкнутой системы не должен охватывать точку (–1, 0), в противном слу-
чае система неустойчива.

Передаточная функция разомкнутой системы имеет вид
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Для построения АФЧХ необходимо оператор p заменить на , где  – мнимая еди-
ница.

Мнимая часть равна нулю при значении угловой скорости  =

= .

Это значение надо подставить в выражение для действительной части. Результат
должен быть больше –1. Рассмотрим конкретные примеры функционирования си-
стемы управления.

Для массогабаритных параметров механизма с постоянной точкой ввода инстру-
мента (рис. 2) рассматривались несколько двигателей. Приведем параметры одного из
них, обеспечивающих требуемые законы управления: номинальная угловая скорость
вращения вала двигателя  рад/с; номинальная сила тока ; номиналь-
ный момент, создаваемый двигателем, Mн = 0.2160 Н м; активное сопротивление яко-
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ние силы тока со временем; (б) – изменение скорости со временем, где 1 – реальное движение, 2 – желае-
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ря двигателя  Ом; момент инерции ротора с учетом соответствующих пере-
мещаемых звеньев  кг м2; постоянный коэффициент, связывающий мо-
мент и ток ; номинальное напряжение  В; коэффициент,
определяющий противо-ЭДС ; коэффициент усиления ; передаточ-
ное отношение редуктора ; расчетное время 1 с. Требуемый закон движения
(это тестовый закон, соответствующий максимальной угловой скорости движения ру-
ки человека) ; дополнительный коэффициент обратной связи по поло-
жению ; коэффициент обратной связи по скорости .

Начальные условия по току, скорости и положения равны нулю. В этом случае име-
ем графики силы тока, скорости и угла поворота (рис. 6). При этом требуемый закон
по скорости и току показан пунктиром.

Из графиков видно, что ток достигает значения в 40 А. Для уменьшения максималь-
ного тока примем . Требуемый закон движения аналогичен предыдущему
случаю. В результате численного эксперимента получаем график изменения тока,
скорости и угла (рис. 7).
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Рис. 8. График тока, скорости и угла при ступенчатой подаче напряжения: (а) – изменение силы тока со
временем; (б) – изменение скорости со временем; (в) – изменение положения со временем.
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Можно видеть, что максимальный ток уменьшил свое значение.
Рассматриваемый двигатель с достаточной динамической точностью обрабатывает

тестовые движения.
Для оценки устойчивости системы подадим на вход ступенчатое напряжение, соот-

ветствующее повороту на 180°.
Из графиков тока, скорости и угла видно, что ток имеет довольно большое макси-

мальное значение, процесс проходит примерно за 0.6 с (рис. 8).
Исходя из передаточной функции системы управления найдем угловую частоту,

при которой мнимая часть равна нулю и годограф вектора АФЧХ разомкнутой систе-
мы поворачивается на 180°. Значение угловой частоты  рад/с. При этом
значение действительной части равно –0.698, следовательно, система устойчива.

Приведем краткое описание задающего устройства для разрабатываемых в ИМАШ
РАН манипуляторов для роботизированной хирургии (рис. 9).

Задающее устройство включает в себя рукоятку управления, датчики поворотов и
линейных перемещений, дугообразные звенья, карданный шарнир. Задающее устрой-
ство (рис. 9) обеспечивает управление по четырем степеням свободы, кроме того,
предусмотрено управление схватом. Предлагаемая конструкция устройства позволяет
обеспечить движения выходного звена и инструмента, расположенного на нем макси-
мально похожими на движения стандартного хирургического лапароскопа. Задающее
устройство вместе с роботизированным механизмом можно адаптировать для манипу-
лирования камерой, расположенной в качестве выходного звена.

Приведенный в настоящей статье расчет является первым шагом в построении си-
стемы управления. В дальнейших работах авторы ставят перед собой задачи учета не-
линейностей в модели двигателя постоянного тока, в частности, трение в кинематиче-

πω = 2.834

Рис. 9. Задающее устройство манипуляторов для роботизированной хирургии: (а) – общий вид задающего
устройства; (б) – основной узел задающего устройства.

(a) (б)
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ских парах, а также учета других подходов к построению системы управления, в част-
ности, концепцию подчиненного регулирования.

Таким образом, разработанные механизмы и изготовленные прототипы обладают
важными для малоинвазивных хирургических систем достоинствами по сравнению с
уже признанными в мире, невысокими массогабаритными характеристиками при со-
хранении нагрузочной способности конструкции и динамической точности движе-
ний. При этом разработаны подходы к решению проблем, возникающих при исполь-
зовании предлагаемых устройств, в частности речь идет о проведении кинематическо-
го и динамического анализа, об учете особых положений. Проведенные и дальнейшие
исследования можно практически использовать при развитии отечественной роботи-
зированной малоинвазивной хирургии.
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В настоящей статье представлены результаты исследований распылителей сельско-
хозяйственных опрыскивателей, изготовленных методами аддитивных технологий.
Исследуемые образцы изготавливались при помощи SLA- и SLS-печати. Для 3D-пе-
чатных распылителей и эталонных из полиацеталя определялись расход рабочей
жидкости, изменение формы сопла распылителя, угол распыла, изменение массы в
результате испытаний. Был сделан вывод о возможности применения распылите-
лей, изготовленных методом 3D-печати, вместо изготавливаемых серийно полимер-
ных распылителей.

Ключевые слова: щелевой распылитель, опрыскивание, аддитивные технологии,
3D-печать, испытательный стенд, расход рабочей жидкости, угол распыла, диаметр
сопла, полимер
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В технологической системе возделывания сельскохозяйственных культур химиче-
ская защита растений от сорняков, вредителей и болезней имеет приоритетное значе-
ние. В структуре комплексной системы защиты растений особое место занимает по
праву химический метод, и в частности, опрыскивание. Эффективность работы
опрыскивателей в первую очередь определяется качеством используемых распылите-
лей, регулирующих дисперсность и количество распыляемой жидкости [1–3]. Наибо-
лее часто применяют распылители, изготовленные из полимерных материалов, благо-
даря их высокой химической стойкости, большему сроку жизни и низкой цене [4].

В настоящее время одним из перспективных направлений производства различных
деталей из полимерных материалов является применение аддитивных технологий.
Внедрение технологий трехмерной печати (3D-печать) обеспечивает возможность со-
здания детали машины или изделия в целом на основе разработанной 3D-модели в
кратчайшие сроки и с минимальными потерями материалов [5–8]. Полимерные рас-
пылители сельскохозяйственных опрыскивателей также могли бы изготавливаться
методами 3D-печати, что позволило бы существенно сократить затраты на их изготов-
ление при разработке и испытаниях новых образцов распылителей или при срочном
ремонте опрыскивателей [9]. Однако номенклатура материалов, применяемых для
3D-печати, ограничена. Имеются также ограничения по точности изготовления моде-
лей и качеству их поверхности. Таким образом, возникает опасение, что 3D-печатные
распылители не будут повторять характеристики их аналогов, изготовленных тради-
ционным методом литья под давлением [10–13]. Цель статьи – сравнение функцио-
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нальных характеристик 3D-печатных щелевых распылителей с их серийно изготавли-
ваемым аналогом и оценке возможностей их применения.

Материалы и методы. Для изготовления образцов применялась технология 3D-пе-
чати. Для этого в начале в программе SolidWorks строилась трехмерная модель образца
(рис. 1).

Для 3D-печати распылителей были выбраны технологии SLA и SLS, поскольку они
обеспечивают более высокую точность и качество поверхности изделий по сравнению
с имеющимися аналогами. Для изготовления образцов методом SLA-технологии ис-
пользуется фотополимерная смола, которая заливается в бак, после чего лазерный луч
обводит контур детали и таким образом формируется деталь под действием ультрафи-
олетового света [14, 15]. Технология SLS-печати имеет похожий принцип действия и
позволяет получать изделия из мелких кусочков пластика, керамических или стеклян-
ных порошков [16, 17]. Схемы работы принтеров, работающих по SLS- и SLA-техно-
логии представлены на рис. 2.

Распылители, исследуемые в настоящей статье, были изготовлены из различных
материалов. В качестве эталонного образца использовался распылитель, изготовлен-
ный из термопласта – полиформальдегид (POM). Данный образец принадлежит ком-
пании TeeJet, изготовленный методом литья под давлением. При изготовлении образ-
цов, полученных методом SLA-печати, применялась фотополимерная смола Form-
Labs Durable Resin. Образцы, полученные методом SLS-печати, изготавливались из
полиамида 12 (РА 12) (рис. 2).

Для оценки функциональных характеристик, полученных щелевых распылителей
использовали испытательный стенд (рис. 3), состоящий из бака для воды с насосом-
фильтром, корпуса, распределителя, манометра, напорного шланга и штанги с распы-
лителями.

Эксперимент проводился следующим образом: одновременно испытывался эта-
лонный образец из термопласта и исследуемый образец. Распылитель крепился на
кронштейне, плоскостью веера распыла поперек стола. Бак опрыскивателя заполняли
водой, и насосом в нем создавалось давление. Из распылителя вода попадала на стол,
стекала по наклонной поверхности в лоток, а затем в емкость под ним. Испытания
распылителей на стенде проводилось при различном давлении: минимальное – 1 Па,
промежуточное – 2.5 Па, максимальное 4 Па. После установки требуемого давления
устанавливали мерный стакан объемом 200 мл и включали секундомер. Испытания

Рис. 1. Трехмерная модель распылителя: (а) – общий вид; (б) – в разрезе.

(а) (б)
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проводили в течение 3 с, после чего закрывали кран и измеряли количество жидкости
в мерном стакане по достигнутой метке.

Также в процессе испытаний проводили измерение угла распыла. Для этого про-
цесс распыления записывали на камеру. Из полученных видео формировали стоп-

Рис. 2. Схема работы 3D-принтера и образцы для испытаний: (а) – схема работы 3D-принтера, работающе-
го по SLА-технологии; (б) – схема работы 3D-принтера, работающего по SLS-технологии; (в) – образцы
для испытаний.
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Рис. 3. Испытательный стенд для исследования распылителей.
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Рис. 4. Гистограмма сравнения расхода рабочей жидкости: (а) – SLA-печать; (б) – SLS-печать:  – эталон;
 – образец.
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Рис. 5. Угол факела распыла: (а) – эталонный образец; (б) –SLA-печать; (в) – SLS-печать.
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кадры. После эти изображения обрабатывались в программе КОМПАС-3D: на изоб-
ражении строились две линии, касательные к формируемому факелу распыла жидко-
сти, и измерялся угол между ними.

Дополнительно проводилось исследование изменения диаметра распылителя после
испытаний, которое осуществлялось при помощи оптического микроскопа GX53.
Также при помощи аналитических весов измерялась масса исследуемых образцов рас-
пылителей до и после проведения испытаний.

Результаты и обсуждение. Средний расход рабочей жидкости для распылителей, из-
готовленных различными методами, представлен на рис. 4.

Образцы, изготовленные с помощью 3D-печати, имеют больший расход воды по
сравнению с эталоном. В среднем для распылителей, изготовленных методом SLA-пе-
чати, происходит увеличение расхода жидкости на 44–49%, для распылителей, изго-
товленных SLS-печатью, на 58–66%.

Внешний вид факелов распыла исследуемых распылителей при одинаковом давле-
нии (2.5 Па) показан на рис. 5. Полученные данные, анализировались при помощи
фото- и видеоматериалов, снятых в ходе эксперимента.

Согласно данным рис. 5 видно, что самым большим размером капель обладают об-
разцы, изготовленные методом SLS-печати, можно заметить ярко выраженные струи
воды. При испытании образцов, изготовленных SLA-печатью, также можно заметить
крупные капли. Значения угла распыла образцов представлены в табл. 1.

Также в ходе исследования проводилось измерение диаметра сопла образцов до и
после проведения испытаний с помощью электронного микроскопа. Примеры полу-
ченных изображений представлены на рис. 6. Данные измерений представлены в
табл. 2. Как видно наибольшее увеличение диаметра произошло у порошковых образ-
цов, изготовленных методом SLS-печати. В среднем увеличение диаметра распылите-
лей, изготовленных при помощи SLS-технологии, составило порядка 10%.

Таблица 1. Углы распыла распылителей при 2.5 Па

Образец Угол, °С

Эталон 95.50
SLA-печать 110.51
SLS-печать 50.46

Рис. 6. Диаметр образцов, измеряемый при помощи микроскопа: (а) – эталонный образец; (б) – SLA-пе-
чать; (в) – SLS-печать.

(а) (б) (в)

826.7 нм
858.3 нм672.8 нм
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Следовательно, такой метод не подходит для создания распылителей опрыскивате-
ля, т.к. происходит быстрый износ распылителя, что ведет к изменению угла факела
распыла и большему расходу рабочей жидкости. Изменение диаметра образцов из фо-
тополимерной смолы составило 1%.

Далее измерялась масса образцов до и после испытаний. Полученные данные пред-
ставлены в табл. 3.

Как видно из полученных данных масса исследуемых распылителей незначительно
увеличилась после испытаний, что может свидетельствовать о поглощении воды дан-
ными материалами. Эталонный образец, напротив стал весить меньше из-за износа
распылителя.

Выводы. В результате проведенной работы было установлено, что изготовленные
образцы имеют более чем на 50% увеличенный расход воды по сравнению с эталон-
ным. Также по сравнению с образцом из термопласта, образцы, изготовленные мето-
дом SLA- и SLS-печати подвержены большему износу и увеличению диаметра сопла.
У образцов, полученных порошковой печатью увеличение диаметра сопла составляет
10%. Также, полученные образцы, обладают способностью поглощать воду, о чем сви-
детельствует увеличение массы образцов после проведения испытаний. Также данные
образцы распыляют довольно крупные капли и струи воды видные даже невооружен-
ным глазом.

Несмотря на близкое к эталону значение угла распыла у образцов из фотополимер-
ной смолы Durable 110.5°С, данный вид распылителей не может быть полноценно ис-
пользован вместо эталонного образца из-за всех вышеперечисленных недостатков.

Таблица 2. Изменение диаметра образцов

Материал Образец № Изменение диаметра, 
мкм

Среднее значение 
диаметра, мкм

SLS-технология 1 31.5 88.8
2 92.0
3 142.8

SLA-технология 1 12.5 7.5
2 8.4
3 1.5

Литье 1 4.0 4.0

Таблица 3. Значение массы образцов

Материал Образец № Изменение массы, мг Среднее значение
изменения массы, мг

SLA-технология 1 +1.42 +2.03
2 +4.32
3 +0.34

SLS-технология 1 +2.38 +2.46
2 +2.58
3 +2.42

Литье 1 –0.58 –0.58
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В статье рассматривается методика подготовки лабораторного испытания на сжатие,
направленного на сбор данных для построения изотермической кривой текучести
деформируемого материала. Особенность методики – определение значения скоро-
сти деформации с учетом особенностей испытательной машины. В качестве объекта
исследования рассматривается цилиндрический образец с определенным соотноше-
нием H0/D0 алюминиевого сплава АМг6. Получены данные о бочкообразности; о
выборе соотношения размеров исходного образца H0/D0, обеспечивающих постоян-
ную скорость деформации и формоизменение без разрушения. Полученные данные
учитываются при определении технологических свойств деформируемых материа-
лов, применяемых при разработке и исследовании малоизученных технологий обра-
ботки давлением – технологии изотермической штамповки и технологии штампов-
ки кручением алюминиевых сплавов.

Ключевые слова: испытание на сжатие, управление скоростью перемещения траверсы
испытательной машины, соотношение размеров исходного образца, алюминиевый
сплав, напряжение текучести, сопротивление деформации, кривая текучести, про-
грамма нагружения, универсальная испытательная машина
DOI: 10.31857/S0235711922020110

Для сбора данных о сопротивлении деформации конструкционных материалов,
подвергаемых пластической деформации, необходимо проведение лабораторных ис-
пытаний [1, 2]. Например, в качестве лабораторного испытания металлических мате-
риалов можно применить испытания на сжатие, методы проведения которых, в це-
лом, описаны в ГОСТ 25.503-97.

Важными этапами проведения испытания является: 1) выбор размеров исходного
образца исследуемого материала, в частности соотношения его высоты к диаметру
(H0/D0); 2) выбор испытательной машины, обеспечивающей достижения требуемых
значений скорости деформации ( ) и температуры (Ti); 3) выбор способа сбора экспе-
риментальных данных об испытании и способа их обработки для получения достовер-
ных исходных данных для обработки и построения экспериментальных кривых теку-
чести материала для исследуемых температурно-скоростных условий деформации.

В области обработки давлением знания о технологических свойствах деформируе-
мого материала имеют огромное значение для получения достоверных результатов ре-
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шения краевой задачи обработки металлов давлением (ОМД), т.к. лежат в основе мо-
дели сопротивления деформации (материала). Модель материала является необходи-
мой при решении краевой задачи ОМД вне зависимости от того, какой метод решения
задачи выбран: аналитический, численный или инженерный. При компьютерном
имитационном моделировании операций ОМД, реализуемом на основе численно-
го(ых) метода(ов), точность моделирования во много определяется качеством и точ-
ностью исходных данных о сопротивлении деформации материала. В обобщенном ви-
де взаимосвязь между экспериментом, по результатам которого обеспечивается полу-
чение данных для построения модели материала, и вычислительными ресурсами
(САЕ-системой), применяемыми для выполнения компьютерного имитационного
моделирования, можно представить так: база данных материалов, в которую вводится
информация о модели материала – численный(е) метод(ы), применяемые для реше-
ния задачи ОМД (САЕ-система) – вычислительный “эксперимент”, направленный на
моделирование задачи ОМД.

На вход САЕ-системы загружается модель материала, описывающая его поведение
в данных температурно-скоростных условиях деформирования. Чем больше факто-
ров, влияющих на сопротивление деформации материала, учитывает его модель, тем
полнее описывает его поведение при деформировании, что в современных условиях
является весьма актуальным направлением исследований.

Цель настоящей статьи заключается в анализе влияния соотношения размеров ис-
ходного образца (H0/D0) на результаты испытаний на сжатие образцов сплава АМг6,
выполненных с постоянной скоростью деформации разного значения. Соотношение
H0/D0 определяет предел возможного изменения скорости деформирования в процес-
се нагружения образца, выполняемого на универсальной испытательной машине, вы-
бранной для проведения эксперимента.

Для достижения поставленной цели требуется решить следующие задачи: 1) разра-
ботать методику проведения испытания на сжатия цилиндрических образцов с раз-
ным соотношением H0/D0; 2) выбрать размеры образцов и скоростные условия прове-
дения экспериментальных исследований, позволяющих реализовать разрабатывае-
мую методику; 3) исследовать влияние соотношение размеров на характер кривых
текучести при проведении испытаний на универсальной испытательной машине с
возможностью управления программой нагружения.

Основная особенность испытаний на сжатие заключается в создании однородного
напряженного состояния по всей высоте образца [3]. При неудачном выборе формы и
размеров исходного образцов, полученные результаты сопротивления деформации
несут в себе не только данные о поведении материала как такового, но и влияние на
него вторичных факторов, связанных с неидеальными условиями проведения экспе-
римента.

Материалы и оборудование для проведения испытания. Испытания на сжатие выпол-
нены на универсальной испытательной машине, имеющей числовое программное
управление, а также систему подготовки, контроля и сбора данных об испытании. Ха-
рактеристики испытательной машины (LFM-250, Walter+Bai AG, Швейцария) пред-
ставлены в табл. 1.

Выделим полезные особенности универсальной машины: наличие автоматизиро-
ванной системы контроля и сбора данных об испытании; наличие программного
обеспечения, обеспечивающего двустороннюю связь с данной системой; наличие воз-
можности управления программой нагружения, учитывая особенности проводимых
испытаний.

Исследуемый материал – сплав АМг6, относящийся к категории деформируемых
алюминиевых сплавов системы Al–Mg. Сплав АМг6 является термически неупрочнен-
ным, при этом обладает повышенной устойчивостью к коррозийным изменениям [4].
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Химический состав сплава, из которого были изготовлены образцы для исследования
(% мас.): Al – 93.27; Mg – 5.835; Mn – 0.565; Fe – 0.26; Si – 0.13.

Из прессованного прутка исследуемого сплава АМг6 были изготовлены цилиндри-
ческие образцы с разным соотношением H0/D0: 1) диаметр 11.8 мм, высота 18 мм, со-
отношение H0/D0 = 1.5; 2) диаметр 11.8 мм, высота 11.8 мм, соотношение H0/D0 = 1.0;
3) диаметр 10.0 мм, высота 10.0 мм, соотношение H0/D0 = 1.0.

Образцы для испытания получены точением с последующим шлифованием торце-
вых поверхностей. Температура во всех экспериментах составляла 20°С и испытания
проводили при различных значениях скорости деформации: 0.001 с–1; 0.01 с–1; 0.10 с–1;
0.22 с–1, 0.40 с–1. Деформирование образца выполнялось без смазки.

Методика испытания на сжатие образцов материалов с разным соотношением
H0/D0. В некоторых работах [5–7] показано на примере осадки цилиндрических об-
разцов при комнатной и повышенной температуре, что при деформации до 50% у об-
разцов отсутствует заметная бочкообразность боковой поверхности, т.е. деформацию
можно считать однородной, а напряженное состояние – линейным и интенсивность
напряжения определяется выражением

(1)

где Pi – текущее (измеренное) значение силы деформирования; Fi – значение площа-
ди поперечного сечения образца, соответствующее значению Pi и текущей высоте де-
формируемого образца Hi.

При этом перед началом испытаний на сжатие на торцовую поверхность образцов
наносится смазка. При таком подходе очень сложно контролировать в процессе испы-
тания истинную температуру деформируемого материала и материала инструмента,
если проводится испытание материала при повышенных температурах, т.к. при нане-
сении смазки, нагретый образец контактирует с окружающей средой и его температу-
ра, как и температура материала инструмента, уменьшается. В этом случае, получен-
ные экспериментальные кривые текучести не будут соответствовать температуре ис-
пытания, заданной при подготовке. С другой стороны, если рассматривать испытания
на сжатие при комнатной температуре, то вышеназванная проблема изменения тем-
пературы отсутствует. Однако, влияние контактного трения на форму боковой по-
верхности, остается и оно тем меньше, чем более эффективная смазка применяется.

Можно также провести аналогию с испытанием на растяжение: образец растягива-
ется и до начала формирования шейки напряженное состояние считается линейным,
а начиная с момента формирования шейки – объемным. Для компенсации объемного

σ = ,i
i
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Таблица 1. Характеристики испытательной машины

Параметр Показатель

Максимальная нагрузка 250 кН
Минимальная нагрузка 1.25 кН
Максимальная скорость испытания 500 мм/мин
Ход траверсы до 1000 мм
Тип привода Электромеханический
Пределы допускаемой относительной погрешности:

силоизмерителя 0.5%
измерения перемещения подвижной траверсы ±1.0%
задания скорости перемещения подвижной траверсы без нагрузки ±1.0%
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напряженного состояния (НС) вводится поправочный коэффициент k, например по-
правочный коэффициент П. Бриджмена или поправочный коэффициент Давиденко-

ва–Спиридоновой. Тогда, формула для расчета интенсивности напряжения ( ) по
результатам испытания на растяжения записывается в виде

(2)

где  – интенсивность напряжения при линейном НС; k – поправочный коэффици-
ент, учитывающий объемное состояние в шейке;  – интенсивность напряжения,
определяемая по формуле (1).

В работах [8, 9] исследователи применяют подобный подход (2) для компенсации
объемного НС, формируемого за счет бочкообразности боковой поверхности образца
при проведении испытания на сжатие.

Еще один современный подход к обработке данных испытаний на сжатие и учету
бочкообразности описан в работе профессора Петржика и его коллег [2]. Он связан с
применением метода постановки обратной задачи, которая предполагает проведение
двух экспериментов: натурного и вычислительного. При этом вычислительный экспе-
римент позволяет определить оптимальное сочетание исходных данных, обеспечива-
ющих минимальное отклонение от данных натурного эксперимента. В этом случае
применение смазки либо ее отсутствие становятся второстепенным параметром для
испытания на сжатие.

Учитывая, что в эксперименте сжатие образцов проводилось без смазки, на этапе
обработки результатов использовали методику, подробно описанную в работе [10] и
основанную на методе постановки обратной задачи [2]. Несмотря на выбранный под-
ход, для испытания на сжатие остается важным выбор соотношения размеров исход-
ного образца по двум причинам: 1) отсутствие в эксперименте продольной устойчиво-
сти образца; 2) возможность проведения эксперимента с максимальным изменением
скорости деформирования в процессе нагружения образца при фиксированной (огра-
ниченной конструкцией машины) скорости перемещения траверсы испытательной
машины.

Подбор соотношение высоты (H0) исходного образца к его диаметру (D0) принято
выполнять в диапазоне от 1 до 2.5. При значении отношения H0/D0 равном или более
1.0, считается, что влияние трения существенно меньше; при осадке высоких разме-
ров (H0/D0 ≥ 2.5) – происходит потеря устойчивости образца, трудно избежать его
продольного изгиба и результаты натурного эксперимента не могут быть обработаны.

На рис. 1 приведены диаграммы, полученные при испытании на сжатие цилиндри-
ческих образцов из среднеуглеродистой стали одинакового диаметра D0, но с различ-
ным начальным отношением H0/D0 [11]. При переходе от относительно длинных об-
разцов с начальным отношением H0/D0 = 2 к коротким образцам (H0/D0 = 0.5) сопро-
тивление пластическому деформированию возрастает ∼1.3 раза в области значений
деформаций от 1.0 до 1.4. В области значений деформаций от 0 до ∼0.6 (рис. 1) влия-
ние значения соотношения H0/D0 на сопротивление деформации практически мини-
мальное. То есть значение истинной деформации в эксперименте не должно превы-
шать 0.6, что соответствует примерно осадке образца на 50% его исходной высоты H0.

В работе [12] представлены диаграммы сжатия образцов алюминиевого сплава
А6061-Т651 (рис. 2), имеющие характер влияния значения H0/D0 на сопротивления де-
формации аналогичный тому, что представлен на рис. 1.

Для повышения надежности метода испытания на сжатие при комнатной и, осо-
бенно, при повышенной температуре, в работе [8] представлена методика компенса-
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ции влияния контактного трения на сопротивления деформации – значение коэффи-
циента k в формуле (2) определено следующим образом:

(3)

где H0, R0 – высота и радиус исходного (недеформированного) образца; m – показа-
тель (фактор) трения; εi – истинная (накопленная) деформация.

Проверка справедливости формулы (3) выполнена по результатам испытаний на
сжатие цилиндрических образцов (H0/D0 = 1.55) с плоскими торцами без проточек со

ε = = + − 
 

0

0
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Рис. 1. Диаграммы сжатия цилиндрических образцов из стали 45 [11]: εi – истинная деформация.
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Рис. 2. Диаграммы сжатия цилиндрических образцов из алюминиевого сплава А6061 термически обрабо-
танного по режиму Т651 (российский аналог – сплав АД33): H0/D0 = 1 – сплошная линия; H0/D0 = 2 –

штриховая линия [12].
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смазкой [8]. Материал образцов – алюминиевый сплав А2024 (российский аналог –
сплав Д16) в отожженном состоянии и термообработанные по режиму Т351 [11].

На рис. 3 представлены результаты расчета коэффициента А формулы (3) при соот-
ношении H0/D0 от 0.5 до 3.

Значение А в формуле (3) зависит от значения истинной деформации, показателя
трения и соотношения H0/D0. Принимая, что показатель трения m = 1 (сжатие образца
без смазки), значение А определяется только размерами образца. Чем меньше отноше-
ние высоты образца к его диаметру, тем больше значение А и, соответственно, меньше
значение k в формуле (3), меньше значение напряжения текучести (2) после его кор-
ректировки.

Основываясь на рассмотренных результатах других исследователей, в настоящей
статье принята следующая методика проведения испытания на сжатие и последующей
обработки его результатов: 1) расчет программы нагружения, обеспечивающей посто-
янную скорость деформации в процессе нагружения образца – 0.001 с–1; 0.01 с–1;
0.1 с–1; 0.22 с–1, 0.40 с–1; 2) сжатие цилиндрических образцов с плоскими торцами с
соотношением H0/D0 = 1 и 1.5 (абсолютные размеры представлены выше) без смазки;
3) обработка результатов испытания в соответствии с методикой, подробно изложен-
ной в работах [10, 13], основываясь на методе постановки обратной задачи; 4) оценка
влияния соотношения H0/D0 на получаемую кривую текучести сплава АМг6.

На рис. 4 представлены примеры программ нагружения (зависимость “время t, с”–
“высота образца h, мм”), обеспечивающие постоянную скорость деформации на про-
тяжении всего рабочего хода испытательной машины.

Программа нагружения зависит от размеров исходного образца H0 и D0 (рис. 4).
Уменьшение высоты H0 позволяет получать программу нагружения, обеспечивающую
большую постоянную скорость деформации. При этом следует учитывать допустимое
соотношение H0/D0 и максимальную скорость деформации выбранной испытатель-
ной машины. Так, например, для испытательной машины (табл. 1) максимальная ско-
рость перемещения траверсы 250 мм/мин и при высоте образца H0 = 10 мм (H0/D0 = 1.0)
возможно выполнить нагружения с постоянной скоростью деформации ∼0.4 с–1.

Это значение скорости деформации является максимально возможным для вы-
бранной испытательной машины. Если увеличить соотношение H0/D0 до 1.5, то мак-

Рис. 3. Влияние соотношения H0/D0 на значение коэффициента А: 1 – H0/D0 = 0.5; 2 – H0/D0 = 1.0; 3 –

H0/D0 = 1.5; 4 – H0/D0 = 2.0; 5 – H0/D0 = 3.0.
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симально возможная для данной испытательной машины скорость деформации со-
ставит ∼0.28 с–1.

Результаты исследования и их обсуждение. На рис. 5 представлены цилиндрические
образцы после проведения испытания на сжатие без смазки, направленные на изуче-
ние влияния соотношения размеров образца на кривые текучести материала.

Рис. 4. Программы нагружения при постоянной скорости деформации и различных размерах исходного об-
разца: 1 – высота 18 мм, диаметр 11.8 мм; 2 – высота 11.8 мм, диаметр 11.8 мм; 3 – высота 10 мм, диаметр 10 мм.
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Рис. 5. Образцы сплава АМг6 после осадки: (а) – соотношение H0/D0 = 1.5; (б) – соотношение H0/D0 = 1

(H0 = 10 мм, D0 = 10 мм); (в) – соотношение H0/D0 = 1 (H0 = 11.8 мм, D0 = 11.8 мм).
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Проанализируем полученные результаты, учитывая наиболее важные аспекты ис-
пытаний: 1) характер изменения формы образца с разным значением соотношения
H0/D0; 2) сопоставление кривых текучести, полученных для образцов с разным соот-
ношением H0/D0.

В табл. 2 представлены результаты, иллюстрирующие сравнение высоты hм осажен-
ного образца (в конце рабочего хода машины), полученной в эксперименте, с конеч-
ной высотой hф образца, рассчитанной по значению перемещения траверсы испыта-
тельной машины, записанному ее процессором в протокол испытания. Наблюдаемая
относительная погрешность δh может говорить о наличии в эксперименте факторов,
влияющих на значение hф и не учитываемых при формировании протокола испыта-
ния. Например, жесткость машины, выборка зазоров в инструменте для проведения
сжатия, избыточный холостой ход траверсы и т.п. Это отклонение компенсируется на
этапе обработки результатов экспериментов в соответствии с методикой, описанной в
работе [10].

По результатам проведения испытаний выполняется расчет значения напряжения
текучести (интенсивности напряжения) и интенсивности (накопленной) деформа-
ции. На рис. 6 показаны результаты испытаний образцов с разным исходным соотно-
шением H0/D0.

Кривые текучести (рис. 6), полученные в результате сжатия образцов с разным ис-
ходным соотношением H0/D0 при разных скоростях деформации, практически не от-
личаются друг от друга по уровню напряжения текучести и характеру его изменения.
Имеющиеся отличия (рис. 6б) связаны с появлением трещины на поверхности образ-
ца при деформации ∼0.5. Трещина вышла на поверхности в случае сжатия образца
при скорости деформации 0.001 с–1. Причина возникновения трещины, по всей види-
мости, связана с проявлением эффекта Портевена–Ле Шателье, характерным для
сплавов системы Al-Mg при их холодной деформации. С этим же эффектом может
быть связана аномалия в изменении напряжения текучести при нагружении образцов
с разной скоростью деформации. Однако более углубленное исследование такой ано-
малии требует отдельного исследования. Подобного рода исследования, например,
проведены и опубликованы в работе [14]. Характер распространения трещины по бо-
ковой поверхности образца после сжатия примерно соответствует углу 45° к оси об-
разца.

Падение напряжения текучести (рис. 6; образец с H0/D0 = 1.5) обусловлено выходом
трещины на боковую поверхность и продолжающимся рабочим ходом машины. Рабо-
чий ход машины продолжается в соответствии с заданной программой нагружения до
достижения конечной высоты; после раскрытия трещины (∼ с деформации 0.51) верх-
няя часть образца скользит относительно нижней по плоскости трещины, что не тре-
бует преодоления сопротивления материала деформации, а только свободного сдвига
одного твердого тела относительно другого в условиях отсутствия трения в плоскости
трещины.

При сжатии образцов с соотношением H0/D0 = 1 разрушения не наблюдается.

Таблица 2. Высота образца после проведения сжатия: эксперимент и расчет

H0/D0 = 1 (11.8/11.8) H0/D0 = 1.5 H0/D0 = 1 (10/10)

, c–1 0.001 0.01 0.1 0.22 0.001 0.01 0.1 0.22 0.001 0.01 0.4
hм, мм 6.7 6.4 6.4 6.5 9.4 9.4 9.3 9.3 5.7 5.6 5.6
hф, мм 8.1 7.9 7.8 7.9 11.3 11.1 11.2 11.1 6.7 6.8 6.6
δh, % 20.9 23.4 21.9 21.5 20.2 18.1 20.4 19.4 17.5 21.4 17.9

�ε
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Заключение и выводы. Проведенное экспериментальное исследование позволяет
сделать следующие основные выводы: 1. В случае сжатия цилиндрических образцов с
соотношением H0/D0 = 1.5 при деформировании со скоростью 0.001 с–1 наблюдается
появление трещины на боковой поверхности образца, что не позволяет довести испы-
тание до конечной высоты, соответствующей сжатию на 50% от исходной высоты об-
разца, заданной при расчете программы нагружения. 2. Выявлено аномальное изме-
нение напряжения текучести при увеличении скорости деформации, что, по всей ви-
димости, связано с проявлением эффекта Портевена–Ле Шателье [14], требующее
проведения детального металлографического исследования. 3. Соотношение исход-

Рис. 6. Кривые текучести (экспериментальные) сплава АМг6 для образцов с разным значением H0/D0 при
скорости деформации: (а) – соотношение H0/D0 = 1.0 (H0 = 11.8 мм, D0 = 11.8 мм); (б) – соотношение

H0/D0 = 1/5 (H0 = 10 мм, D0 = 10 мм); (в) – соотношение H0/D0 = 1.0 (H0 = 10.0 мм, D0 = 10.0 мм). 1 – 0.001 с–1;

2 – 0.01 с–1; 3 – 0.1 с–1; 4 – 0.22 с–1; 5 – 0.4 с–1.
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ных размеров (H0/D0) не оказывает влияние на характер кривых текучести при ком-
натной температуре и скоростях деформации 0.001 c–1; 0.01 c–1; 0.1 c–1; 0.22 c–1; 0.4 c–1.
4. Для обеспечения постоянной скорости деформации возможно применение методи-
ки [13], обеспечивающей расчет программы нагружения для современной универсаль-
ной испытательной машины. 5. Учитывая характеристики испытательной машины, в
том числе максимальную скорость перемещения траверсы, возможен выбор соотно-
шения H0/D0, обеспечивающего максимальную скорость деформации и соблюдение
условия, накладываемого на выбор значения исходной высоты (H0) и диаметра (D0)
образца. 6. Результаты проведенных испытаний и их анализ показывают, что для по-
строения кривых текучести могут быть использованы цилиндрические образцы с со-
отношением H0/D0 = 1 (10/10 мм), при условии, что расчет программы нагружения и
обработка результатов испытаний проводится по методикам, описанным в работах
[10, 13].
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