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К 70-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ А.И. КИБЗУНА

DOI: 10.31857/S0005231021120011

31 июля 2021 г. исполнилось 70 лет члену редколлегии нашего журнала,
профессору, доктору физико-математических наук, заведующему кафедрой
«Теория вероятностей и компьютерное моделирование» Московского авиаци-
онного института Кибзуну Андрею Ивановичу.
Андрей Иванович Кибзун — выдающийся ученый в области оптимизации

стохастических систем и вероятностных методов системного анализа, созда-
тель оригинального направления в стохастическом программировании, за-
нимающегося разработкой методов анализа и оптимизации вероятностных и
квантильных показателей качества. Им опубликовано более 350 научных ра-
бот, из них 270 печатных изданий, среди которых 4 монографии, 8 учебных
пособий и 142 статьи в российских и зарубежных журналах (в том числе бо-
лее 50 работ в журнале «Автоматика и телемеханика»). Охват работ Андрея
Ивановича по практическому использованию своих теоретических исследова-
ний поистине восхищает: от приложений в области авиационно-космической
техники и железнодорожного транспорта до задач оптимизации финансовых
инвестиций и процессов автоматизации обучения.
Математикой Андрей Иванович увлекся, когда учился в физико-матема-

тической школе № 18 при МГУ, которой руководил академик А.Н. Колмого-
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ров. В 1974 г. Андрей Иванович с отличием окончил факультет «Летатель-
ные аппараты» МАИ, параллельно учась на мехмате МГУ, который также
с отличием окончил через год. Дальнейшая научная деятельность на долгие
годы связала А.И. Кибзуна с МАИ, где он успешно защитил сначала кан-
дидатскую, а потом в 1987 г. и докторскую диссертации. В этот период им
была создана теория оптимизации стохастических систем с вероятностными
критериями, где центральную роль играет разработанный им «обобщенный
доверительный подход». С 1990 г. А.И. Кибзун возглавил кафедру «Теория
вероятностей и математическая статистика» МАИ, переняв тем самым эста-
фету у ее создателя академика В.С. Пугачёва, основателя советской школы
статистической теории управления. Андрей Иванович не только сохранил
традиции этой школы, но и смог привлечь на кафедру первоклассных уче-
ных в области стохастических систем, теории управления, методов статисти-
ческого оценивания и оптимизации. Достижения А.И. Кибзуна в научной и
педагогической деятельности многократно отмечались премиями и победами
в конкурсах на уровне института. В 2000 г. Андрей Иванович был удостоен
премии Правительства РФ в области науки и техники за разработку мето-
дики вероятностного анализа процесса отделения спутников от разгонного
блока «Бриз-М». В 2015 г. ему совместно с соавторами была присуждена
премия международной академической компании «Наука/Интерпериодика»
за лучшую публикацию в журналах этой группы издательств.
За время своей работы на кафедре А.И. Кибзун создал уникальную для

России научную школу по стохастическому программированию. В послед-
ние годы основными достижениями этой школы и лично Андрея Ивановича
стали новые алгоритмы решения одноэтапных и двухэтапных задач вероят-
ностной и квантильной оптимизации, основанные на сведении к детермини-
рованным задачам смешанного целочисленного программирования, а также
анализ этих аппроксимаций с точки зрения точности и сходимости. Под ру-
ководством А.И. Кибзуна защищены 7 докторских и 20 кандидатских диссер-
таций по физико-математическим наукам. Усилия возглавляемого Андреем
Ивановичем научного коллектива поддержаны более чем двадцатью различ-
ными международными и российскими грантами, в том числе РФФИ, РНФ
и Минобрнауки РФ. В рамках проводимых работ были успешно выполнены
более 10 коммерческих контрактов по формированию пакетов прикладных
программ, основанных на оригинальных разработках в области анализа, мо-
делирования и оптимизации стохастических систем.
Андрей Иванович всегда уделял большое внимание учебно-методической

работе, что нашло отражение не только в его многочисленных учебных посо-
биях и разработанных им специальных курсах, но и в созданной под его ру-
ководством адаптивной системе дистанционного обучения CLASS.NET. Эта
система, вошедшая в обиход преподавательской практики МАИ и других ву-
зов задолго до пандемии, в новых условиях существенно упростила образо-
вательный процесс на всех его этапах.
Андрей Иванович ведет большую редакционную и общественно-научную

деятельность. Будучи членом редколлегии АиТ, он работает также в жур-
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налах «Вестник компьютерных и информационных технологий» и «Applied
Stochastic Models in Business and Industry». А.И. Кибзун является членом
экспертного совета ВАК по управлению, вычислительной технике и инфор-
матике; членом двух специализированных советов по защите докторских дис-
сертаций; членом Научно-методического совета по математике при Минобр-
науки.
Редколлегия журнала «Автоматика и телемеханика», коллеги и ученики

Андрея Ивановича поздравляют его с юбилеем и желают ему здоровья и
новых успехов в научной и педагогической деятельности.
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5 декабря 2021 г. исполняется 75 лет со дня рождения доктора техниче-
ских наук, профессора Рубиновича Евгения Яковлевича — крупного ученого
в области управления динамическими системами в условиях неполной ин-
формации и противодействия, работы которого получили признание как у
нас в стране, так и за рубежом.
Е.Я. Рубинович работает в ИПУ РАН с 1971 г., после окончания МФТИ.

Он сразу включился в работы, связанные с оптимизацией траекторий движу-
щихся объектов специального назначения, которые ИПУ РАН вел в то время
по заказу ВМФ. В процессе работы по данной тематике им были получены
важные теоретические результаты, выходом которых стали новые алгорит-
мы наведения в условиях применения противником ложных целей. Эти ра-
боты дали начало новому научному направлению, связанному с постановкой
и решением дифференциальных игр преследования — уклонения с ложной
целью.
Оптимизация процессов сбора и обработки измерений в реальном времени

на борту движущегося носителя в условиях дефицита информации о против-
нике — второе направление теоретических и прикладных работ Е.Я. Рубино-
вича. Им был решен ряд задач траекторного управления наблюдениями как в
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пассивном, так и в активном режимах. Предложенные алгоритмы качествен-
но (на порядок) увеличивали точность оценки элементов движения цели по
сравнению с известными методами. В процессе разработки этих алгоритмов
были поставлены и решены новые задачи, связанные с калмановской филь-
трацией дискретно-непрерывных и скачкообразных процессов, а также зада-
чи импульсного управления с ограничениями на число и частоту следования
импульсов. В настоящее время научные интересы Е.Я. Рубиновича связаны с
математической формализацией процессов управления подвижными объек-
тами в конфликтных средах.
Результаты теоретических исследований Е.Я. Рубиновича докладывались

на крупных международных конференциях, включая конгрессы ИФАК, а
также нашли свое отражение в трех монографиях (в соавторстве с Б.М. Мил-
лером, сотрудником ИППИ РАН), изданных за рубежом (2003 г.) и у нас в
стране (2005 и 2019 гг.).
Е.Я. Рубинович неоднократно приглашался для чтения лекций и времен-

ной научно-исследовательской работы в такие известные университеты, как
Университет Иллинойса в г. Урбана-Шампейн (Иллинойс, США), Универ-
ситет Нового Южного Уэльса (Сидней, Австралия), Университет Монаша
(Мельбурн, Австралия), выступал с приглашенным докладом в Центре под-
водных исследований (Ньюпорт, США).
В настоящее время Е.Я. Рубинович ведет активную педагогическую и

научно-организационную работу. Он — профессор кафедры “Интегрирован-
ных киберсистем” МФТИ, член редколлегии журналов “Автоматика и те-
лемеханика” и “Проблемы управления”, член бюро Совета РАН по теории
управляемых процессов и автоматизации, член Российского национального
комитета по автоматическому управлению. Является экспертом РНФ и ФПИ.
Научная, педагогическая и научно-организационная деятельность

Е.Я. Рубиновича отмечена научными наградами, грамотами и благодарно-
стями.
Коллеги, друзья и коллективы Института проблем управления РАН

им. В.А. Трапезникова и редколлегии журнала “Автоматика и телемеханика”
сердечно поздравляют Евгения Яковлевича Рубиновича с юбилейной датой
и желают крепкого здоровья и новых творческих успехов!

Главный редактор АиТ
член-корреспондент РАН Галяев А.А.
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(Национальный исследовательский университет “МЭИ”, Москва;

Национальный исследовательский Томский государственный университет;
Майкопский государственный технологический университет),
С. ДАШЯН, д-р физ.-мат. наук (serguei.dachian@univ-lille.fr)

(Университет Лилля, Лилль, Франция;
Национальный исследовательский Томский государственный университет),

Ю.А. КУТОЯНЦ, д-р физ.-мат. наук (yury.kutoyants@univ-lemans.fr)
(Университет Ле Мана, Ле Ман, Франция;

Национальный исследовательский Томский государственный университет),
А.В. ЗЮЛЬКОВ, канд. физ.-мат. наук (avzz888@yandex.ru)

(Воронежский государственный университет)

ОБ ОШИБКАХ ОЦЕНИВАНИЯ В ОПТИЧЕСКОЙ СВЯЗИ И ЛОКАЦИИ1

Рассматривается несколько задач оценки параметров по наблюдениям
неоднородных пуассоновских процессов, возникающих в различных прак-
тических приложениях оптической связи и локации. Функция интенсив-
ности наблюдаемого процесса складывается из периодического сигнала,
зависящего от неизвестного параметра и постоянной интенсивности шума.
Описывается асимптотическое поведение оценок максимального правдо-
подобия и байесовских оценок в случаях фазовой и частотной модуля-
ции сигналов. Особое внимание уделяется сигналам разной регулярно-
сти (гладкие, непрерывные, но не дифференциируемые и типа разлад-
ки). Численное моделирование иллюстрирует представленные результа-
ты. Работа является обзором результатов по поведению оценок в случаях
частотной и фазовой модуляций сигналов разной регулярности.

Ключевые слова: оценка параметров, неоднородные процессы Пуассона,
фазовая и частотная модуляции, ОМП и байесовские оценки, асимптоти-
ческие свойства.

DOI: 10.31857/S0005231021120035

1. Введение

Во многих практических задачах, связанных с управлением стохастиче-
скими системами, необходимо анализировать случайные потоки событий, воз-
действующие на систему или являющиеся результатом ее работы. Эти потоки
присутствуют в информационнo-вычислительных сетях, в радиотехнических
системах и системах связи. Такие задачи, как правило, требуют контроля за

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований в рамках научного проекта № 20-11-50024.
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изменением свойств наблюдаемого потока. Причем при изучении подобных
объектов естественные предположения об ординарности и отсутствии после-
действия во многих случаях приводят к наиболее распространенной модели
потока — нестационарному пуассоновскому точечному потоку и к его про-
стейшему варианту — периодически нестационарному пуассоновскому пото-
ку. Подобные потоки (процессы) используются в различных стохастических
системах и при реализации задач управления в качестве моделей:

• в теории телетрафика для описания нагрузки, обладающей естественной
(например суточной) периодичностью;

• для описания входных потоков в цифровых сетях интегрального обслужи-
вания (ISDN) — SPP и ММР-потоки [1, 2];

• для анализа характеристик распределенного мультиагентного управления
в “сложных сетевых системах” [3];

• в задачах приема слабых оптических сигналов [4];
• потоков истинных и ложных целей в задачах управления радиолокаци-
онными наблюдениями (обзор пространства, формирование диаграмм на-
правленности антенн и т.д.);

• при измерении Допплер эффекта в различных прикладных задачах, на-
пример в астрономии (красное смещение) [5], радарах [6], медицине [7],
задачах локализации [8–10].

Выше использованы обозначения: ISDN (Integrated Services Digital Net-
work) — цифровые сети интегрального обслуживания (ЦСИО); SPP (Switched
Poisson Process) — поток, в котором интервалы поступления стационарного
пуассоновского потока одной интенсивности альтернируют с интервалами по-
ступления стационарного пуассоновского потока другой интенсивности; MMP
(Markov modulated Poisson process) — ММР-поток (см. в [2]).
Причем во всех рассматриваемых задачах для адекватного описания

нестационарностей необходимо использовать различные модели, а также в
той или иной мере контролировать изменение свойств наблюдаемого потока.
Имеются две базовые модели случайных процессов с непрерывным време-

нем, которые обычно используются в задачах передачи информации: одна —
это модель наблюдений сигнала в белом гауссовском шуме

dXt = S (ϑ, t) dt+ σdWt, X0 = 0, 0 � t � T,(1)

где S (ϑ, t) — передаваемый сигнал, несущий информацию ϑ, σ — уровень
шума и Wt — винеровский процесс, производная которого и есть белый шум.
Вторая модель — это неоднородный процесс Пуассона, функция интенсив-
ности которого зависит от неизвестного параметра ϑ (информации). Первая
модель хорошо изучена в статистической радиотехнике, а вторая модель изу-
чена существенно меньше. В этой работе описываются ошибки оценивания
при передачи информации в рамках второй модели.
Рассмотрим задачу передачи информации ϑ с помощью сигнала S (ϑ, t)

через канал Пуассона с шумом интенсивности λ0 > 0 (dark current, т.е.

9



темновой ток). Предположим, что оптический сигнал (неоднородный пуас-
соновский процесс) имеет функцию интенсивности S (ϑ, t), 0 � t � T , где
S (ϑ, t) — периодическая функция времени t. Следовательно, наблюдения
XT = (Xt, 0 � t � T ) являются пуассоновским (считающим) процессом с
функцией интенсивности

λ (ϑ, t) = S (ϑ, t) + λ0, 0 � t � T.(2)

Цель — оценить ϑ по наблюдениям XT и описать свойства оценок в асимпто-
тике больших выборок (T → ∞). Это известная модель наблюдений в опти-
ческих системах связи (см., например, [4, 11–13] с соответствующими лите-
ратурными ссылками). Будем рассматривать два типа модуляции (фазовую
и частотную) и три типа регулярности сигналов: гладкий, непрерывный (но
не дифференцируемый) и разрывный. Авторов интересует предел распреде-
ления оценок во всех этих ситуациях. Особое внимание уделяется изучению
среднеквадратических ошибок

Eϑ

∣
∣ϑ̄T − ϑ

∣
∣2 =

σ2

Tm
(1 + o (1)) , T −→ ∞,(3)

где ϑ̄T — некоторая оценка параметра ϑ. Здесь σ2 > 0 — предельная дис-
персия этой оценки, а значение m > 0 (определяющее скорость сходимости)
зависит от регулярности функции S (ϑ, t) относительно ϑ. Для простоты изло-
жения предполагаем, что неизвестный параметр одномерный: ϑ ∈ Θ = (α, β),
где α и β конечны.
В качестве оценок будем использовать оценку максимального правдоподо-

бия (ОМП) и байесовские оценки (БО). Предполагаем, что λ0 > 0 и семейство
функций S (·, t) � 0 равномерно ограничено по ϑ. Тогда меры, соответствую-
щие разным значения ϑ, эквивалентны, и функция отношения правдоподобия
(ОП) (см. [14]) имеет вид

L
(

ϑ,XT
)

= exp

⎧

⎨

⎩

T∫

0

ln

(

1 +
S (ϑ, t)

λ0

)

dXt −
T∫

0

S (ϑ, t) dt

⎫

⎬

⎭
, ϑ ∈ Θ.

Оценки вводятся по обычным формулам. В частности, ОМП ϑ̂T является
решением уравнения

L
(

ϑ̂T ,X
T
)

= sup
ϑ∈Θ

L
(

ϑ,XT
)

,(4)

а БО ϑ̃T для квадратичной функции потерь и априорной плотности p (ϑ),
ϑ ∈ Θ, записывается как отношение двух интегралов

ϑ̃T =

∫

Θ ϑp (ϑ)L
(

ϑ,XT
)

dϑ
∫

Θ p (ϑ)L (ϑ,XT ) dϑ
.(5)
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В этой работе всегда предполагаем, что функция p (ϑ), ϑ ∈ Θ, положительна
и непрерывна на Θ.
Функцию ОП и асимптотику T → ∞ иногда удобно записать в немного

другой форме. Предположим, что функция S (ϑ, t) периодическая с периодом
τ > 0. Если T = nτ , где τ не зависит от ϑ и n → ∞, тогда можно разрезать
траекторию Xnτ на n периодов

Xnτ = X(n) = (X1, . . . ,Xn) , Xj = (Xj (s) , 0 � s � τ) ,

где Xj (s) = Xs+(j−1)τ −X(j−1)τ , j = 1, . . . , n, — независимые одинаково рас-
пределенные процессы Пуассона. Функцию ОП в этом случае можно записать
следующим образом:

L
(

ϑ,X(n)
)

= exp

⎧

⎨

⎩

n∑

j=1

τ∫

0

ln

(

1 +
S (ϑ, s)

λ0

)

dXj (s)− n

τ∫

0

S (ϑ, s) ds

⎫

⎬

⎭
=

= exp

⎧

⎨

⎩

τ∫

0

ln

(

1 +
S (ϑ, t)

λ0

)

dYn (t)− n

τ∫

0

S (ϑ, t) dt

⎫

⎬

⎭
=

= L (ϑ, Y n) ,

где введен случайный процесс Y n = (Yn (s) , 0 � s � τ), который определя-
ется равенством

Yn (s) =

n∑

j=1

Xj (s) , 0 � s � τ.

Пуассоновский процесс Yn (·) имеет функцию интенсивности

λn (ϑ, t) = nS (ϑ, t) + nλ0, 0 � t � τ.(6)

В данной работе рассматриваются два типа модуляции: фазовая и частотная.
В случае фазовой модуляции ϑ ∈ (α, β), 0 < α < β < τ , функция интенсив-
ности (2) неоднородного пуассоновского процесса XT — это

λ (ϑ, t) = S (t− ϑ) + λ0, 0 � t � T,

где S (t) — τ -периодическая функция. Здесь период τ не зависит от ϑ и сведе-
ние XT к n независимым одинаково распределенным пуассоновским процес-
сам: XT �−→ Xnτ , а также к процессу Пуассона большой интенсивности (6):
XT �−→ Y n является возможными. Это означает, что модели наблюдений XT ,
Xnτ и Y n эквивалентны.
В случае частотной модуляции функция интенсивности (2) наблюдения

XT — это

λ (ϑ, t) = S (ϑt) + λ0, 0 � t � T.
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Если функция S (t) τ -периодическая, то период функции интенсивности
λ (ϑ, t) равен τ

ϑ , т.е. зависит от ϑ, и сведения XT �−→ Xnτ и XT �−→ Y n

невозможны, потому что значение ϑ неизвестно.
В данной работе описываются свойства ОМП и БО в случаях как фазовой

(S (t− ϑ) , 0 � t � T ), так и частотной (S (ϑt) , 0 � t � T ) модуляций в
ситуациях различных типов регулярности функции S (t).
Задача оценки частоты периодического сигнала занимает специальное ме-

сто в статистической радиотехнике. Частотная модуляция имеет ряд пре-
имуществ при передаче информации. Измерение частоты также важно при
использовании эффекта Допплера в различных моделях наблюдений. Мате-
матически строгое описание свойств ОМП и БО впервые было дано в [15],
где была рассмотрена модель (1) наблюдений “сигнал в белом гауссовском
шуме”.
Здесь не рассматривается случай амплитудной модуляции, скажем,

λ (ϑ, t) = ϑf (t) + λ0, 0 � t � T,

где f (·) � 0 — τ -периодическая функция. Заметим, что ОМП ϑ̂T даже в этом
случае не имеет явного выражения и является решением уравнения ОП

T∫

0

f (t)

ϑf (t) + λ0
dXt −

T∫

0

f (t) dt = 0, ϑ ∈ Θ.

Скорость сходимости и предельное распределение ОМП хорошо известны
(см., например, [16])

√
T
(

ϑ̂T − ϑ
)

=⇒ N
(

0, I (ϑ)−1
)

, I (ϑ) =
1

τ

τ∫

0

f (t)2

ϑf (t) + λ0
dt.

Чтобы проиллюстрировать регулярность/сингулярность сигнала, введем
функцию

S (t) = 2

∣
∣
∣
∣

t

δ

∣
∣
∣
∣

κ

1l{0�t�δ} + 21l{δ<t�τ},(7)

где δ > 0 мало по отношению к τ . Регулярность статистического экспери-
мента полностью определяется значением параметра κ. Заметим, что все эти
типы сингулярностей в случае независимых одинаково распределенных слу-
чайных величин описаны в [17].
Графики функции

λ (ϑ, t) = S (t− ϑ) + 1, 0 � t � τ

для различных значений κ показаны на рис. 1.
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Рис. 1. Примеры сигналов с функциями интенсивности (7): a) κ = 5
8 , б ) κ = 1

2 ,
в) κ = 1

8 , г) κ = 0, д) κ = − 3
8 .

Кратко опишем зависимость между κ и m в (3). Детали будут даны позже
в этой работе. Если κ > 1

2 (случай а), то имеем регулярную статистическую
задачу оценивания с конечной информацией Фишера, и скоростям сходимо-
сти ОМП и БО в (3) соответствует m = 1. Если κ = 1

2 (случай б ), то снова
имеем регулярный статистический эксперимент и

Eϑ

∣
∣ϑ̄T − ϑ

∣
∣2 =

σ2

T lnT
(1 + o (1)) .

Если κ ∈
(

0, 12
)

(случай в), то имеем особенность типа касп (cusp type
singularity), и скорость сходимости этих оценок

Eϑ

∣
∣ϑ̄T − ϑ

∣
∣2 =

σ2

T
2

2κ+1

(1 + o (1)) , 1 <
2

2κ + 1
< 2.

Таким образом m = 2/(2κ + 1). Заметим, что термин cusp используется в ста-
тистике для описания этого типа сингулярности после работы [18].
Ситуация когда сигнал разрывный (случай г) соответствует известной мо-

дели разладки (change-point). Здесь κ = 0 и функция интенсивности равна

λ (ϑ, t) = 21l{t�ϑ} + 1, 0 � t � τ,
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а скорость сходимости

Eϑ

∣
∣ϑ̄T − ϑ

∣
∣2 =

σ2

T 2
(1 + o (1)) .

Наконец, ситуация когда κ ∈ (−1, 0) (случай д) соответствует сингулярно-
сти типа взрыва (∞-type singularity). Свойства БО для особенностей этого
типа изучались в [19]. Заметим, что скорость сходимости в этом случае

Eϑ

∣
∣
∣ϑ̃T − ϑ

∣
∣
∣

2
=

σ2

T
2

κ+1

(1 + o (1)) .

Так как функция интенсивности не ограничена, то этот тип сингулярности
не обсуждается в данной работе.
Представленное исследование охватывает в основном собственные резуль-

таты авторов, что позволяет ограничить объем рукописи.
Отметим, что многие результаты для моделей пуассоновских процессов,

представленные в этом обзоре, есть прямые аналоги результатов, полученных
для моделей независимых одинаково распределенных случайных величин,
описанных в [17].

2. Методика исследования

Свойства ОМП (4) и БО (5) изучаются с привлечением общих результа-
тов Ибрагимова и Хасьминского [17]. Метод, разработанный этими авторами,
довольно универсален и позволяет изучать ОМП и БО как в регулярном слу-
чае, так и в сингулярных ситуациях. Основная идея этого метода может быть
описана следующим образом. Предположим, что истинное значение равно
ϑ0 ∈ (α, β) и у нас есть функция ϕT → 0 такая, что нормализованная функ-
ция отношения правдоподобия

ZT (u) =
L
(

ϑ0 + ϕTu,X
T
)

L (ϑ0,XT )
, u ∈ UT =

(
α− ϑ0

ϕT
,
β − ϑ0

ϕT

)

сходится к некоторому невырожденному случайному процессу Z (u), u ∈ R.
Обратите внимание, что UT ↗ R. Асимптотические распределения нормиро-
ванных разностей

Pϑ0

(

ϑ̂T − ϑ0

ϕT
< x

)

и Pϑ0

(

ϑ̃T − ϑ0

ϕT
< x

)

можно получить из этой сходимости, используя следующие соотношения.
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Для ОМП имеем

Pϑ0

(

ϕ−1
T

(

ϑ̂T − ϑ0

)

< x
)

=

= Pϑ0

{

sup
ϕ−1
T (ϑ−ϑ0)<x

L
(

ϑ,XT
)

> sup
ϕ−1
T (ϑ−ϑ0)�x

L
(

ϑ,XT
)

}

=

= Pϑ0

{

sup
ϕ−1
T (ϑ−ϑ0)<x

L
(

ϑ,XT
)

L (ϑ0,XT )
> sup

ϕ−1
T (ϑ−ϑ0)�x

L
(

ϑ,XT
)

L (ϑ0,XT )

}

=

= Pϑ0

{

sup
u<x

L
(

ϑ0 + ϕTu,X
T
)

L (ϑ0,XT )
> sup

u�x

L
(

ϑ0 + ϕTu,X
T
)

L (ϑ0,XT )

}

=

= Pϑ0

{

sup
u<x,u∈UT

ZT (u) > sup
u�x,u∈UT

ZT (u)

}

−→

−→ Pϑ0

{

sup
u<x

Z (u) > sup
u�x

Z (u)

}

= Pϑ0

(

ζ̂ < x
)

,

(8)

где сделана замена переменной ϑ = ϑ0 + ϕTu и обозначено через ζ̂ решение
уравнения

Z(ζ̂) = sup
u∈R

Z(u).(9)

Следовательно, для ОМП ϑ̂T получена сходимость

Pϑ0

(

ϑ̂T − ϑ0

ϕT
< x

)

−→ Pϑ0

(

ζ̂ < x
)

.(10)

Для БО имеем (с той же заменой θu = ϑ0 + ϕTu):

ϑ̃T =

∫

Θ θp (θ)L
(

θ,XT
)

dθ
∫

Θ p (θ)L (θ,XT ) dθ
= ϑ0 + ϕT

∫

UT
up (θu)L

(

θu,X
T
)

du
∫

UT
p (θu)L (θu,XT ) du

=

= ϑ0 + ϕT

∫

UT
up (θu)

L(θu,XT )
L(θ0,XT )

du
∫

UT
p (θu)

L(θu,XT )
L(θ0,XT )

du
= ϑ0 + ϕT

∫

UT
up (θu)ZT (u) du

∫

UT
p (θu)ZT (u) du

.

Следовательно,

ϑ̃T − ϑ0

ϕT
=

∫

UT
up (θu)ZT (u) du

∫

UT
p (θu)ZT (u) du

=⇒
∫

R uZ (u) du
∫

R Z (u) du
= ζ̃,(11)

и для БО получена сходимость

Pϑ0

(

ϑ̃T − ϑ0

ϕT
< x

)

−→ Pϑ0

(

ζ̃ < x
)

.(12)
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Видим, что предельные распределения ОМП и БО задаются случайными
величинами ζ̂ и ζ̃, определяемыми соотношениями (9) и (11).
Отметим, что различным типам модуляции (фазовая, частотная) и регу-

лярности/сингулярности соответствуют различные скорости ϕT и различные
ζ̂ и ζ̃.
Покажем, как этот подход работает в простейшем гладком случае и при

фазовой модуляции, т.е. λ (ϑ, t) = S (t− ϑ) + λ0, где сигнал S (·) дважды
непрерывно дифференцируемый, τ -периодический и λ0 > 0. Используя фор-
мулу Тейлора и полагая ϕT = T−1/2, можно написать (ниже T = nτ , Xj (s) =
= Xs+τ(j−1) −Xτ(j−1), j = 1, . . . , n, и ϑu = ϑ0 +

u√
T
)

lnZT (u) =
L(ϑ0 +

u√
T
,XT )

L (ϑ0,XT )
=

=

T∫

0

ln

(

1 +
S (t− ϑu)

λ (ϑ0, s)

)

dXt −
T∫

0

(S (t− ϑu)− S (t− ϑ0)) dt =

=
n∑

j=1

τ∫

0

ln

(

1 +
S (s− ϑu)

S (s− ϑ0) + λ0

)

[dXj (s)− λ (ϑ0, s) ds]−

− n

τ∫

0

(

S (s− ϑu)− S (s− ϑ0)− λ (ϑ0, s) ln

(

1 +
S (s− ϑu)

λ (ϑ0, s)

))

ds =

= − u√
nτ

n∑

j=1

τ∫

0

Ṡ (s− ϑ0)

λ (ϑ0, s)
dπj (s)−

u2

2τ

τ∫

0

Ṡ (s− ϑ0)
2

λ (ϑ0, s)
ds+ o (1) =

= uΔT

(

ϑ0,X
T
)

− u2

2
I (ϑ0) + o (1) .

Здесь точка означает дифференцирование по θ, использованы разложения
Тейлора ln (1 + εf (s)) = εf (s) + O

(

ε2
)

и ln (1 + εf (s)) = εf (s) − ε2

2 f (s)2 +

+O
(

ε3
)

, обозначено dπj (s) = dXj (s)− λ (ϑ0, s) ds и положено

ΔT

(

ϑ0,X
T
)

= − 1√
nτ

n∑

j=1

τ∫

0

Ṡ (t− ϑ0)

S (t− ϑ0) + λ0
dπj (t) ,

I (ϑ0) =
1

τ

τ∫

0

Ṡ (t)2

S (t) + λ0
dt.

По центральной предельной теореме

ΔT

(

ϑ0,X
T
)

=⇒ Δ(ϑ0) =
1√
τ

τ∫

0

Ṡ (s)
√

S (s) + λ0

dWs ∼ N (0, I (ϑ0)) .
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Здесь Ws, 0 � s � τ , — это стандартный винеровский процесс. Конечно, ин-
формация Фишера I (ϑ0) не зависит от ϑ0, но сохраним это обозначение, по-
тому что в общем случае эта зависимость имеется.
Следовательно

ZT (u) = exp

{

uΔT

(

ϑ0,X
T
)

− u2

2
I (ϑ0) + o (1)

}

=⇒

=⇒ Z (u) = exp

{

uΔ(ϑ0)−
u2

2
I (ϑ0)

}

.

(13)

Семейства мер, соответствующие наблюдениям с отношениями правдопо-
добия, удовлетворяющими (13), называются локально асимптотически нор-
мальными (ЛАН), а соответствующие статистические эксперименты счита-
ются регулярными.
Случайную величину ζ̂ получаем следующим образом:

∂ lnZ (u)

∂u

∣
∣
∣
∣
u=ζ̂

= Δ(ϑ0)− ζ̂I (ϑ0) = 0, ζ̂ =
Δ(ϑ0)

I (ϑ0)
∼ N

(

0, I (ϑ0)
−1
)

.

Отсюда согласно (10) получаем асимптотическую нормальность ОМП:
√
T
(

ϑ̂T − ϑ0

)

=⇒ ζ̂ ∼ N
(

0, I (ϑ0)
−1
)

.

Для предела ζ̃ БО имеем представление (11) с данным процессом Z (·).
Можем написать (ниже Δ = Δ(ϑ0), I = I (ϑ0) и Δ̃ = I−1Δ)

lnZ (u) = uΔ− u2

2
I = − I

2

[

u2 − 2uΔ̃ + Δ̃2
]

+
Δ2

2I
= − I

2

[

u− Δ̃
]2

+
Δ2

2I
.

Следовательно,
∫

R
uZ (u) du = e

Δ2

2I

∫

R
ue−

I
2 [u−Δ̃]

2

du =

= e
Δ2

2I

∫

R

(

u− Δ̃
)

e−
I
2 [u−Δ̃]

2

du+ Δ̃e
Δ2

2I

∫

R
e−

I
2 [u−Δ̃]

2

du =

= Δ̃

∫

R
Z (u) du,

потому что
∫

R
ve−

I
2
v2dv = 0.
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Таким образом, получаем

ζ̃ =

∫

R uZ (u) du
∫

R Z (u) du
= Δ̃ =

Δ(ϑ0)

I (ϑ0)
∼ N

(

0, I (ϑ0)
−1
)

,

и в соответствии с (12)

√
T
(

ϑ̃T − ϑ0

)

=⇒ N
(

0, I (ϑ0)
−1
)

.

Представленные выше вычисления не являются доказательством асимптоти-
ческой нормальности и приведены для объяснения общего метода в регуляр-
ном случае. Настоящие доказательства включают в себя множество техниче-
ских деталей, которые здесь не обсуждаются (см. [16, 17]).
В нерегулярных случаях (случаи сингулярности типа касп и разладки)

нормировки ϕT и предельные процессы Z (·) разные, но соотношения (8)–(12)
всегда действительны и позволяют описывать предельное поведение ОМП и
БО и в этих случаях тоже.
Предельное отношение правдоподобия Z (·) в этих трех случаях (гладкий,

касп и разладка) имеет существенно разные аналитические свойства. Чтобы
проиллюстрировать возможные численные трудности в расчете ОМП, вклю-
чим в эту работу графики реализаций Z (·).
Во всех рассматриваемых ниже задачах нас интересует построение асимп-

тотически эффективных оценок.
В отличие от регулярного случая в сингулярных моделях нет нижней гра-

ницы Крамера–Рао для определения асимптотически эффективных оценок.
Будем использовать минимаксный подход, чтобы ввести нижние границы на
среднеквадратические ошибки всех оценок ϑ̄T , а затем определим асимпто-
тически эффективные оценки как оценки, которые достигают эти границы.
Нижняя граница имеет вид

lim
ν→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

ϕ−2
T Eϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � Eϑ0 |ζ̃|2.(14)

Назовем оценку ϑ∗
T асимптотически эффективной, если для нее в этом

неравенстве имеет место равенство для всех ϑ0 ∈ Θ, а точнее, если имеем

lim
ν→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

ϕ−2
T Eϑ|ϑ∗

T − ϑ|2 = Eϑ0 |ζ̃|2(15)

для всех ϑ0 ∈ Θ.
Нижнюю оценку (14) можно получить следующим образом. Предполо-

жим, что уже доказаны сходимость (12) и сходимость моментов

ϕ−2
T Eϑ|ϑ̃T − ϑ|2 −→ Eϑ|ζ̃|2,
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где D (ϑ) = Eϑ|ζ̃|2 — непрерывная функция от ϑ ∈ Θ. Зафиксировав некото-
рые ϑ0 ∈ Θ и ν > 0, можно написать

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

ϕ−2
T Eϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � ϕ−2

T

ϑ0+ν∫

ϑ0−ν

Eϑ|ϑ̄T − ϑ|2pν (ϑ) dϑ �

� ϕ−2
T

ϑ0+ν∫

ϑ0−ν

Eϑ|ϑ̃p̃,T − ϑ|2pν (ϑ) dϑ −→

−→
ϑ0+ν∫

ϑ0−ν

Eϑ|ζ̃|2pν (ϑ) dϑ

при T → ∞. Здесь введена положительная непрерывная плотность pν (ϑ),
ϑ ∈ Θν , где Θν = (ϑ0 − ν, ϑ0 + ν), и обозначена через ϑ̃p̃,T БО, соответствую-
щая этой плотности. Используя непрерывность функции Dν (ϑ) = Eϑ|ζ̃|2, по-
лучаем последний предел (при ν → 0):

ϑ0+ν∫

ϑ0−ν

Eϑ|ζ̃|2pν (ϑ) dϑ =

ϑ0+ν∫

ϑ0−ν

Dν (ϑ) pν (ϑ) dϑ −→ Eϑ0 |ζ̃|2.

Напомним, что в гладком случае получаем известную нижнюю границу
Гаека–Ле Кама [20]

lim
ν→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

ϕ−2
T Eϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � I (ϑ0)

−1 .

Более общие результаты и подробное доказательство см. в [17].

3. Фазовая модуляция

Рассмотрим задачу оценки ϑ по наблюдениям XT пуассоновского процесса
функции интенсивности

λ (ϑ, t) = S (t− ϑ) + λ0, 0 � t � T = nτ,

где S (t) — τ -периодическая функция, а интенсивность шума λ0 > 0.

3.1. Гладкий случай

Предположим, что функция S (·) � 0 двукратно непрерывно дифферен-
цируема и тождественно не равна нулю. Напомним, что информация Фише-
ра I (ϑ) для этой модели наблюдений имеет вид [21]

I (ϑ) =
1

τ

τ∫

0

Ṡ (t)2

S (t) + λ0
dt.
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Тогда имеет место нижняя оценка Гаека–Ле Кама на среднеквадратиче-
ские ошибки всех оценок ϑ̄T :

lim
ν→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

TEϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � I (ϑ0)
−1 .

Назовем оценку ϑ∗
T асимптотически эффективной, если для нее в этом нера-

венстве имеет место равенство для всех ϑ0 ∈ Θ.
Предл ожени е 1. ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T равномерно на компактах K⊂Θ

состоятельны, асимптотически нормальны:
√
T
(

ϑ̂T − ϑ0

)

=⇒ ζ̂ ∼ N
(

0, I (ϑ0)
−1
)

,
√
T
(

ϑ̃T − ϑ0

)

=⇒ ζ̂ ,

имеем сходимость моментов: для всех p > 0

T
p
2Eϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|p −→ Eϑ0 |ζ̂|p, T

p
2Eϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|p −→ Eϑ0 |ζ̂|p,

и обе оценки асимптотически эффективны.
Доказательство см. в [16, 22].
Прим ер 1. Предположим, что S (t− ϑ) = a

2 [1 + cos (t− ϑ)], где a > 0.
Функция S (·) периодична с периодом τ = 2π и T = 2πn. Информация Фи-
шера имеет вид (см. [21])

I (ϑ0) =
a

2

[

1 + 2q − 2
√

q + q2
]

, q =
λ0

2
.

Прим ер 2. Предположим, что S (t− ϑ) = b exp [a cos (t− ϑ)], где a, b > 0.
Функция S (·) периодична с периодом τ = 2π и T = 2πn. Информация Фи-
шера имеет вид (см. [21])

I (ϑ0) = ab I ′0 (a),

где I ′0 (a) — производная модифицированной функции Бесселя

I0 (a) =
1

2π

2π∫

0

ea cos ydy.

В случае многомерного параметра аналогичный результат получен в [21,
23].
Прим ер 3. Отметим, что существование двух непрерывных ограничен-

ных на [0, τ ] производных — это достаточное условие. Можно показать, что
есть регулярные модели с неограниченной первой производной. Если

λ (ϑ, t) = a |t− ϑ|κ + λ0, 0 � t � τ,

где a > 0 и κ > 1/2, то имеем регулярный (гладкий) случай с конечной ин-
формацией Фишера и скорость сходимости оценок

√
T (случай а на рис. 1).

Интересно отметить, что если κ = 1/2 (случай б на рис. 1), то имеем регу-
лярный эксперимент (семейство ЛАН с представлением (13)), но ОМП и БО
асимптотически нормальны со скоростью ϕT = (T lnT )−1/2.
Для модели (1) аналогичный результат получен в [15].
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3.2. Случай сингулярности типа касп

Предположим, что функция интенсивности наблюдаемого процесса имеет
вид

λ (ϑ, t) = S (t− ϑ) + λ0, 0 � t � T,

где сигнал S (t− ϑ) является τ -периодическим и может быть записан на пер-
вом периоде как S (t− ϑ) = ψ (t− ϑ) g (t− ϑ), где t ∈ [0, τ ], а функция пере-
хода ψ(·) задается формулой

ψ (y) =
1

2

(

1 + sgn (y)
∣
∣
∣
y

δ

∣
∣
∣

κ)

1l{|y|�δ} + 1l{y>δ}.(16)

Здесь κ ∈ (0, 1/2) и постоянная δ > 0 известны, а функция g (·) непрерывно
дифференцируема. Кроме того, предполагаем, что g(y) > 0 для y ∈ (−δ, τ∗)
и g(y) = 0 для y � τ∗, где δ < τ∗ < τ − δ, и что множество Θ = (α, β) с
δ < α < β < τ − τ∗.
Заметим, что S (t− ϑ) = 0 для t ∈ [0, ϑ − δ] и что S (t− ϑ) = g (t− ϑ) для

t � ϑ+ δ и, следовательно, в частности, S (t− ϑ) = 0 для t ∈ [ϑ + τ∗, τ ]. Сле-
довательно, сигнал может быть периодически продолжен на интервал [0, T ],
и функция ψ (·) описывает фронт сигнала. График такой функции интенсив-
ности λ (ϑ, t) приведен на рис. 2.
Поскольку κ ∈ (0, 1/2), информация Фишера I (ϑ0) = ∞, и, следовательно,

имеем сингулярный статистический эксперимент.
Кратко объясним, почему рассматриваем сигналы с сингулярностью ти-

па касп как альтернативу хорошо известным сигналам разрывного типа.
Функция интенсивности неоднородного пуассоновского процесса (сигнала)
S (t) в передатчике (источнике сигнала) соответствует вариации электри-
ческого тока. В начале излучения по законам физики ток не может иметь

� �0

1

2

3

Рис. 2. Пример функции интенсивности с сигналом типа касп.
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скачка, и фронт сигнала скорее должен быть описан сильно возрастающей,
но непрерывной функцией. В зависимости от параметров электрической це-
пи это увеличение можно рассматривать как имеющее конечную (медлен-
ное увеличение) или бесконечную (быстрое увеличение) информацию Фи-
шера. По нашему мнению, модель с непрерывным сигналом, но бесконеч-
ной информацией Фишера лучше подходит для описания так называемой
“модели разладки”.
Исследование оценок для моделей наблюдений независимых одинаково

распределенных случайных величин с плотностью, имеющей сингулярность
типа касп, началось с работы [18]. Отметим, что исчерпывающее описание
свойств оценок параметров плотностей, имеющих широкий класс сингуляр-
ностей, включающих и сингулярности типа касп, приведено в [17]. Затем ис-
следовались модели нелинейной регрессии [24–27]. Непараметрическое оцени-
вание в модели регрессии изучалось в [28]. Для моделей наблюдений с непре-
рывным временем и сингулярностями типа касп свойства оценок изучались
в следующих работах: неоднородные процессы Пуассона [29], эргодические
диффузионные процессы [30, 31], диффузионные процессы с малой диффу-
зией [32], детерминированный сигнал в белом гауссовском шуме [33]. Модели
с касп сингулярностями использованы в [10, 34] в задачах локализации ис-
точников на плоскости.
Введем следующие обозначения.

1) WH (u), u ∈ R, — стандартное дробное броуновское движение (fBm) с
параметром Херста H = κ+ 1/2 ∈ (0, 1), т.е. гауссовский процесс с ну-
левым средним и ковариационной функцией

EWH (u1)W
H (u2) =

1

2

[

|u1|2H + |u2|2H − |u1 − u2|2H
]

.

2) Z (·) — случайный процесс

Z (u) = exp

{

W κ+ 1
2 (u)− |u|2κ+1

2

}

, u ∈ R.(17)

3) ζ̂ = ζ̂κ и ζ̃ = ζ̃κ — случайные величины, определяемые соотношения-
ми (9) и (11) соответственно с Z (·), см. (17).

4) Интеграл

Q (κ) =

∫

R

[

sgn (v − 1) |v − 1|κ − sgn (v) |v|κ
]2
dv(18)

и постоянная

γκ,τ =

(
g2(0)Q(κ)

2τ(g(0) + 2λ0)

) 1
2κ+1

.
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Рис. 3. Примеры реализаций Z(·) (слева) и lnZ(·) (справа) в случае сингуляр-
ности типа касп с κ = 0,1.

Отметим, что Q (κ) допускает представления

Q (κ) =
Γ (1 + κ) Γ

(
1
2 − κ

)

22κ−1
√
π (2κ+ 1)

[1 + cos (πκ)] =

= 2B (κ+ 1, κ + 1)

[
1

cos (πκ)
+ 1

]

,

(19)

где через Γ (·) и B (·, ·) обозначены гамма и бета функции соответственно
(см. раздел VI.4 в [17]). Единственность ϑ̂ρ доказана в [35].

Примеры реализаций предельного процесса ОП Z(·) и процесса lnZ(·) по-
казаны на рис. 3.
Первый результат — это нижняя граница рисков всех оценок ϑ̄T :

lim
ν→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

T
2

2κ+1Eϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � Eζ̃2κ
γ2κ,τ

.

Как обычно, называем оценку ϑ∗
T асимптотически эффективной, если для

нее в этом неравенстве имеет место равенство для всех ϑ0 ∈ Θ.
Предл ожени е 2. ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T равномерно на компактах K ⊂ Θ

состоятельны, имеют разные предельные распределения:

T
1

2κ+1

(

ϑ̂T − ϑ0

)

=⇒ ζ̂κ
γκ,τ

, T
1

2κ+1

(

ϑ̃T − ϑ0

)

=⇒ ζ̃κ
γκ,τ

,

моменты сходятся: для всех p > 0

T
p

2κ+1Eϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|p −→
Eϑ0 |ζ̂κ|p
γpκ,τ

, T
p

2κ+1Eϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|p −→
Eϑ0 |ζ̃κ|p
γpκ,τ

,

и БО асимптотически эффективны.
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Рис. 4. Графики ln σ̂2
∗ (H − 1/2) � ln σ̃2

∗ (H − 1/2).

Доказательство см. в [29]. Нормализованная функция ОП в этой задаче
имеет вид

ZT (u) =
L
(

ϑ0 + ϕTu,X
T
)

L (ϑ0,XT )
, u ∈ UT =

(
α− ϑ0

ϕT
,
β − ϑ0

ϕT

)

,

где

ϕT =
(

γκ,τ T
1

2κ+1

)−1
.

Имеет место сходимость

ZT (·) =⇒ Z (·) ,

и поэтому процесс Z(·) является пределом процесса отношения правдоподо-
бия. Следовательно, свойства ОМП и БО следуют согласно соотношениям (8)
и (11) соответственно.
Среднеквадратичные ошибки ОМП и БО следующие:

Eϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|2 =
σ̂2 (κ)

T
2

2κ+1

(1 + o (1)) , Eϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|2 =
σ̃2 (κ)

T
2

2κ+1

(1 + o (1)) ,

где

σ̂2 (κ) =
Eζ̂2κ
γ2κ,τ

, σ̃2 (κ) =
Eζ̃2κ
γ2κ,τ

.

Интересно сравнить предельные среднеквадратические ошибки σ̂2 (κ) и
σ̃2 (κ) ОМП и БО соответственно. Параметр Херста H = κ+1/2 ∈ (1/2, 1), где
κ ∈ (0, 1/2), и аналитические выражения для значений σ̂2 (κ) = σ̂2 (H − 1/2) и
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Рис. 5. Функция интенсивности примера 4.

σ̃2 (κ) = σ̃2 (H − 1/2) неизвестны. Значения σ̂2∗ (κ) = Eζ̂2κ и σ̃2∗ (κ) = Eζ̃2κ были
рассчитаны путем численного моделирования в [36] для значений H ∈ [0,4, 1]
и представлены (в логарифмическом масштабе) на рис. 4. Значение H = 1
(κ = 1/2) соответствует регулярному случаю, когда предельные среднеквад-
ратические ошибки ОМП и БО совпадают.
Приведенные выше результаты можно обобщить на случай, когда сигнал

имеет K точек сингулярности типа касп на интервале [0, τ ]. Точнее, пред-
положим, что есть K � 1 точек 0 = τ1 < τ2 < · · · < τK < τ − 2δ, таких что
τk+1 − τk > 2δ, и что τ -периодический сигнал S (t− ϑ) можно записать на
первом периоде t ∈ [0, τ ] в виде

S (t− ϑ) =
K∑

k=1

ψ(t− τk − ϑ) gk(t− τk − ϑ),

где функции gk(·) непрерывно дифференцируемы, а функция ψ(·) задается
формулой (16). Предполагаем, что gk(y) �= 0 для y ∈ (τk−δ, τ∗) и gk(y) = 0 для
y � τ∗, где τK + δ < τ∗ < τ − δ, и множество Θ = (α, β) с δ < α < β < τ − τ∗ .
Заметим, что S (t− ϑ) = 0 для t ∈ [0, ϑ − δ] и для t ∈ [ϑ+ τ∗, τ ], и таким

образом, сигнал может быть периодически продолжен на интервал [0, T ].
Заметим также, что если фронт k-го сигнала описывается функцией ψ (·)
(и gk (·) � 0) или функцией −ψ (·) (и gk (·) � 0), тогда все вышеприведенные
результаты остаются верными с единственным отличием, что константа γκ,τ
теперь задана формулой

γκ,τ =

(

Q(κ)

4τ

K∑

k=1

g2k(0)

S(τk) + λ0

) 1
2κ+1

.
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Рис. 6. Пример функции интенсивности сигнала с разладкой в ϑ.

Прим ер 4. Рассмотрим случай импульсного сигнала конечной длитель-
ности с особенностями типа касп в начале и в конце:

λ (ϑ, t) = S (t− ϑ) + λ0, 0 � t � T,

где S (t− ϑ) является τ -периодическим сигналом, заданным для t ∈ [0, τ ]
формулой

S (t− ϑ) =
λ

2

(

1 + sgn (t− ϑ)

∣
∣
∣
∣

t− ϑ

δ

∣
∣
∣
∣

κ)

1l{|t−ϑ|<δ} + λ1l{ϑ+δ�t�τ∗+ϑ−δ} +

+
λ

2

(

1− sgn (t− τ∗ − ϑ)

∣
∣
∣
∣

t− τ∗ − ϑ

δ

∣
∣
∣
∣

κ)

1l{|t−τ∗−ϑ|<δ}.

Здесь 2δ < τ∗ < τ − 2δ, и множество Θ = (α, β) с δ < α < β < τ − τ∗ − δ. Гра-
фик такой функции интенсивности λ (ϑ, t) приведен на рис. 5.
Асимптотическое поведение ОМП и БО в этой модели дается в предложе-

нии 2 с γκ,τ =
(

λ2Q(κ)
τ(2λ0+λ)

) 1
2κ+1 . В частности, их среднеквадратические ошибки

имеют вид

Eϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|2 =
Eζ̂2κ (1 + o (1))

γ2κ,τ T
2

2κ+1

, Eϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|2 =
Eζ̃2κ (1 + o (1))

γ2κ,τ T
2

2κ+1

.

Обзор результатов для моделей с касп сингулярностями см. в [37].

3.3. Случай разладки

Рассмотрим проблему оценки точки разладки. Наблюдаем неоднородный
периодический пуассоновский процесс XT = (Xt, 0 � t � T ) с функцией ин-
тенсивности

λ (ϑ, t) = S (t− ϑ) + λ0, 0 � t � T,
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где на первом периоде

S (y) = h (y) + g (y) 1l{0�y�τ∗}.

Здесь h (·) и g (·) — τ -периодические непрерывно дифференцируемые неотри-
цательные функции, причем g (0) > 0 и g (τ∗) = 0. Неизвестный параметр —
ϑ ∈ (α, β), 0 < α < β < τ − τ∗. Конечно, предполагаем, что τ∗ < τ . Пример та-
кой функции интенсивности λ (ϑ, t) приведен на рис. 6.
Поскольку период τ известен, можем без ограничения общности предпо-

ложить, что T = nτ , и привести исходную модель к модели неоднородного
пуассоновского процесса Y n = (Yn (t) , 0 � t � τ) с интенсивностью

λn (ϑ, t) = nS (t− ϑ) + nλ0, 0 � t � τ.

Справедливо равенство L
(

ϑ,XT
)

= L (ϑ, Y n), и поэтому лог-ОП можно за-
писать следующим образом:

lnL (ϑ, Y n) =

τ∫

0

ln

(
S (t− ϑ) + λ0

h (t− ϑ) + λ0

)

dYn (t)− n

τ∫

0

[S (t− ϑ)− h (t− ϑ)] dt =

=

ϑ+τ∗∫

ϑ

ln

(

1 +
g (t− ϑ)

h (t− ϑ) + λ0

)

dYn (t)− n

ϑ+τ∗∫

ϑ

g (t− ϑ) dt =

=

ϑ+τ∗∫

ϑ

ln

(

1 +
g (t− ϑ)

h (t− ϑ) + λ0

)

dYn (t)− n

τ∗∫

0

g (t) dt.

Поскольку функция ОП L (ϑ, Y n), ϑ ∈ Θ, разрывная, ОМП ϑ̂T определяется
уравнением

max
(

L(ϑ̂T+,XT ), L(ϑ̂T−,XT )
)

= sup
ϑ∈Θ

L
(

ϑ,XT
)

.

Здесь L
(

ϑ±,XT
)

— правый и левый пределы ОП в точке ϑ соответственно.
БО определяется соотношением (5).
Положим ρ = ln g(0)+h(0)+λ0

h(0)+λ0
и введем предельный процесс отношения прав-

доподобия

Z (u) =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

exp

{

−ρx+
(

u

1− e−ρ

)

+ u

}

, u � 0,

exp

{

ρx−
(

− u

eρ − 1

)

+ u

}

, u < 0,

(20)

где x±(·) — два независимых пуассоновских процесса единичной интенсивно-
сти.
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Рис. 7. Примеры реализаций Z(·) (слева) и lnZ(·) (справа) в случае ρ = ln 3.

Примеры реализаций предельного процесса Z(·) и процесса lnZ(·) показа-
ны на рис. 7.
Предельные распределения ОМП и БО даны с помощью случайных вели-

чин ζ̂ = ζ̂ρ и ζ̃ = ζ̃ρ, которые определяются соотношениями

max
(

Z(ζ̂ρ+), Z(ζ̂ρ−)
)

= sup
u∈R

Z (u)(21)

и (11) соответственно, где Z (·) задано уравнением (20).
Имеем следующую нижнюю границу (15) на среднеквадратические ошиб-

ки всех оценок:

lim
ν→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

T 2Eϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � E|ζ̃ρ|2
γ2τ

,

где γτ = τ−1g(0), и называем оценку ϑ∗
T асимптотически эффективной, если

для нее в этом неравенстве имеет место равенство для всех ϑ0 ∈ Θ.

Предл ожени е 3. ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T равномерно на компактах K ⊂ Θ
состоятельны, имеют разные предельные распределения:

T
(

ϑ̂T − ϑ0

)

=⇒ ζ̂ρ
γτ

, T
(

ϑ̃T − ϑ0

)

=⇒ ζ̃ρ
γτ

,

моменты сходятся: для всех p > 0

T pEϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|p −→
Eϑ0 |ζ̂ρ|p

γpτ
, T pEϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|p −→

Eϑ0 |ζ̃ρ|p
γpτ

,

и БО асимптотически эффективны.

Доказательство см. в [16]. Доказывается, что нормированное ОП

ZT (u) =
L
(

ϑ0 +
u

γτT
,XT
)

L (ϑ0,XT )
, u ∈ UT = (γτT (α− ϑ0) , γτT (β − ϑ0))
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Рис. 8. Графики E|ζ̂ρ|2 (пунктирная линия) и E|ζ̃ρ|2 (сплошная линия).

сходится:

ZT (·) =⇒ Z (·) ,

и для среднеквадратических ошибок получаем представления

Eϑ0

∣
∣
∣ϑ̂T − ϑ0

∣
∣
∣

2
=

σ̂2 (ρ)

T 2
(1 + o (1)) , Eϑ0

∣
∣
∣ϑ̃T − ϑ0

∣
∣
∣

2
=

σ̃2 (ρ)

T 2
(1 + o (1)) .

Здесь также интересно сравнить предельные среднеквадратические ошиб-
ки ОМП и БО. Аналитические выражения для σ̂2 (ρ) = γ−2

τ E|ζ̂ρ|2 и σ̃2 (ρ) =

= γ−2
τ E|ζ̃ρ|2 неизвестны. Исследованию случайной величины ζ̂ρ посвяще-

но несколько работ. Распределения случайных величин supu�0 Z (u) и
supu�0 Z (u) описаны в [38–40]. Распределения положениий точек максимума
на отрицательной и на положительной полуосях изучены (по отдельности)
в [41]. Распределение положения глобальной точки максимума ζ̂ρ получено
в [42, 43]. Точную экспоненциальную асимптотику больших уклонений для ζ̂ρ
можно найти в [44].
Значения E|ζ̂ρ|2 и E|ζ̃ρ|2 получены численным моделированием в [45]. Гра-

фики E|ζ̂ρ|2 и E|ζ̃ρ|2 представлены на рис. 8. Заметим, что при больших зна-
чениях ρ предельная ошибка ОМП в два раза больше, чем у БО.
При малых значениях ρ удобнее проследить кривые ρ2E|ζ̂ρ|2 и ρ2E|ζ̃ρ|2

(см. рис. 9). Объяснение пределов этих кривых при ρ → 0 можно найти в [45].
Рассмотрим несколько обобщений.
Прим ер 5. Предположим, что сигнал S (t) имеет K скачков на один пе-

риод в точках 0 < τ1 < τ2 < · · · < τK < τ , скажем,

S (t) =

K+1∑

k=1

hk−1 (t) 1l{τk−1�t<τk}.
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Рис. 9. Графики ρ2E|ζ̂ρ|2 (пунктирная линия) и ρ2E|ζ̃ρ|2 (сплошная линия).

Здесь τ0 = 0 и τK+1 = τ . Функции hk (·) такие, что δk = hk−1 (τk−)−hk (τk+) �=
�= 0 для всех k = 1, . . . ,K. Так как сигнал S (·) является τ -периодической
функцией, предполагаем, что h0 (0) = hK (τ). Обозначим: h−k−1 = hk−1 (τk−),
h+k = hk (τk+),

ρk = ln
h−k−1 + λ0

h+k + λ0
, δΣ =

K∑

k=1

δk

и введем предельное ОП

Z (u) =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

exp

{
K∑

k=1

ρkx
+
k

(

(h+k + λ0)u
)

− δΣu

}

, u � 0,

exp

{
K∑

k=1

−ρkx
−
k

(

−(h−k−1 + λ0)u
)

− δΣu

}

, u < 0.

Здесь x±k (·), k = 1, . . . ,K, — независимые пуассоновские процессы единичной
интенсивности.
Для описания асимптотических свойств ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T вводим слу-

чайные величины ζ̂ = ζ̂Σ и ζ̃ = ζ̃Σ соотношениями (21) и (11) соответственно.
Теперь если предположим, что δΣ �= 0, то предложение 3 справедливо и для
оценок ϑ̂T и ϑ̃T с соответствующими обозначениями. Следовательно,

T
(

ϑ̂T − ϑ0

)

=⇒ τ ζ̂Σ, T
(

ϑ̃T − ϑ0

)

=⇒ τ ζ̃Σ.

Заметим, что здесь немного другая нормализация.

Прим ер 6. Рассмотрим частный случай примера 5, где K = 2, но δΣ = 0.
Предположим, что имеется прямоугольный импульсный сигнал известной ко-
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Рис. 10. Функция интенсивности примера 6.
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Рис. 11. Примеры реализаций Z(·) (слева) и lnZ(·) (справа) в случае ρ = ln 3.

нечной продолжительности τ∗. Это соответствует функции интенсивности

λ (t− ϑ) = λ1l{ϑ�t�ϑ+τ∗} + λ0, 0 � t � τ,

на первом периоде, где λ > 0 (см. рис. 10).
Предполагаем, что 0 < α < ϑ < β < τ − τ∗ и T = nτ . Функцию ОП в этой

задаче можно записать следующим образом:

L
(

ϑ,XT
)

= exp

{

ln

(

1 +
λ

λ0

)

[YT (ϑ+ τ∗)− YT (ϑ)]− nτ∗
}

, ϑ ∈ (α, β) ,

где Yn (t) =
∑n

j=1

[

Xt+τ(j−1) −Xτ(j−1)

]

. Введем нормализующую функцию
ϕT = (γτT )

−1, где γτ = λ/τ и соответствующий нормализованный процесс ОП

ZT (u) =
L
(

ϑ0 +
u

γτT
,XT
)

L (ϑ0,XT )
, u ∈ UT = (γτT (α− ϑ0) , γτT (β − ϑ0)) .
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Тогда можно показать, что конечномерные распределения ZT (·) сходятся к
конечномерным распределениям предельного процесса Z (·)

Z (u) =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

exp

{

−ρ

[

x+1

(
u

1− e−ρ

)

− x+2

(
u

eρ − 1

)]}

, u � 0,

exp

{

ρ

[

x−1

(

− u

eρ − 1

)

− x−2

(

− u

1− e−ρ

)]}

, u < 0,

где ρ = ln λ+λ0
λ0
, а x±1 (·), x±2 (·) — четыре независимых пуассоновских процес-

са единичной интенсивности. Примеры реализаций процессов Z(·) и lnZ(·)
показаны на рис. 11.
Заметим, что имеется существенная разница между этим предельным про-

цессом и другими предельными процессами в этой статье. Множество то-
чек ζ̂ρ, удовлетворяющих уравнению

Z(ζ̂ρ) = sup
u∈R

Z (u) ,

не является одноэлементным (это интервал со случайными концами или даже
конечное объединение таких интервалов). Следовательно, асимптотика ОМП
ϑ̂T требует специального исследования. Для БО ϑ̃T этой проблемы нет, и
имеем предел

γτT
(

ϑ̃T − ϑ0

)

=⇒ ζ̃ρ =

∫

R uZ (u) du
∫

R Z (u) du
,

а сходимость моментов следует из общих рассуждений, аналогичных приве-
денным выше в доказательстве предложения 2:

Eϑ0

∣
∣
∣ϑ̃T − ϑ0

∣
∣
∣

2
=

E|ζ̃ρ|2
γ2τT

2
(1 + o (1)) .

Прим ер 7. Рассмотрим случай нескольких точек разладки на одном пе-
риоде. Предположим, что функция интенсивности τ -периодического пуассо-
новского процесса XT на первом периоде равна

λ (ϑ, t) =

K∑

k=1

[

hk (t− ϑk) 1l{t<ϑk} + gk (t− ϑk) 1l{t�ϑk}
]

+ λ0, 0 � t � τ,

где ϑ = (ϑ1, . . . , ϑK) ∈ Θ⊂ [0, τ ]K . Следовательно, надо оценить K точек раз-
ладки 0 < ϑ1 < ϑ2 < . . . < ϑK < τ по наблюдениям неоднородного пуассонов-
ского процесса XT = (Xt, 0 � t � T ) с такой функцией интенсивности. Пред-
полагаем, что функции hk (·) и gk (·) и множество Θ удовлетворяют условиям,
обеспечивающим идентифицируемость модели.
ОМП ϑ̂T определяется уравнением вида (21), где правый и левый пределы

рассчитываются в каждой компоненте. БО определяется как отношение (11).
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Случайное поле предельного отношения правдоподобия равно

Z (u) =

K∏

k=1

Zk (uk) , u ∈ RK ,

где

Zk (uk) =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

exp

{

ln

(
hk + λ0

gk + λ0

)

x+k ((gk + λ0)uk)− (hk − gk) uk

}

, uk � 0,

exp

{

ln

(
gk + λ0

hk + λ0

)

x−k (− (hk + λ0)uk)− (hk − gk)uk

}

, uk < 0.

Здесь hk = hk(τk), gk = gk(τk), а x±k (·), k = 1, . . . ,K, — независимые пуассо-
новские процессы единичной интенсивности.
Введем случайные векторы ζ̂ = (ζ̂1, . . . , ζ̂K) и ζ̃ = (ζ̃1, . . . , ζ̃K) независимых

случайных величин, определяемых соотношениями

max
(

Zk(ζ̂k+), Zk(ζ̂k−)
)

= sup
v∈R

Zk (v) , ζ̃k =

∫

R ukZk (uk) duk
∫

R Zk (uk) duk
,

где k = 1, . . . ,K. Используя метод Ибрагимова–Хасьминского [17], можно
проверить сходимость

T
(

ϑ̃T − ϑ
)

=⇒ τ ζ̃, T pEϑ‖ϑ̃T − ϑ‖p −→ τpEϑ‖ζ̃‖p.

Здесь ‖·‖ - евклидово расстояние в RK . Доказательство аналогичных преде-
лов для ОМП

T
(

ϑ̂T − ϑ
)

=⇒ τ ζ̂, T pEϑ‖ϑ̂T − ϑ‖p −→ τpEϑ‖ζ̂‖p

является более сложной задачей, и ее решение пока неизвестно.

Для модели (1) аналогичный результат получен в [46]. Другой подход к ис-
следованию моделей процессов Пуассона с разладкой в интенсивности развит
в [47].

4. Частотная модуляция

Теперь рассмотрим практически те же модели с той лишь разницей, что
используется частотная модуляция. Наблюдаемый неоднородный пуассонов-
ский процесс XT = (Xt, 0 � t � T ) имеет функцию интенсивности

λ (ϑ, t) = S (ϑt) + λ0, 0 � t � T,

где сигнал S (t), t � 0, является τ -периодической функцией. Частота ϑ ∈
∈ Θ = (α, β), 0 < α < β, а интенсивность шума (dark current) λ0 > 0. Таким
образом, функция λ (ϑ, t) периодическая с периодом τϑ = ϑ/τ . Поскольку ϑ
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неизвестно, нельзя заменить XT на n = T/τϑ независимых одинаково рас-
пределенных пуассоновских процессов, как это было сделано в предыдущем
разделе.
Ниже описываются свойства ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T , определяемых соотноше-

ниями

L(ϑ̂T ,X
T ) = sup

ϑ∈Θ
L(ϑ,XT ), ϑ̃T =

∫

Θ ϑp (ϑ)L(ϑ,XT )dϑ
∫

Θ p (ϑ)L(ϑ,XT )dϑ
,

где функция ОП равна

L(ϑ,XT ) = exp

⎧

⎨

⎩

T∫

0

ln

(

1 +
S (ϑt)

λ0

)

dXt −
T∫

0

S (ϑt) dt

⎫

⎬

⎭
, ϑ ∈ Θ.

Как и прежде, рассмотрим три типа регулярности/сингулярности моделей:
гладкие модели, модели типа касп и модели разладки.

4.1. Гладкий случай

Предположим, что функция S (·) � 0 дважды непрерывно дифференци-
руема и тождественно не равна нулю. Информацию Фишера запишем сле-
дующим образом:

T∫

0

λ̇ (ϑ, t)2

λ (ϑ, t)
dt =

T∫

0

t2S′ (ϑt)2

S (ϑt) + λ0
dt =

T 3

3τ

τ∫

0

S′ (t)2

S (t) + λ0
dt (1 + o (1)) .

Точка означает производную по ϑ, а штрих — производную по аргументу
функции. Здесь S′ (ϑt) = S′ (y)|y=ϑt. Поэтому для этой модели наблюдений
можно положить

I (ϑ) =
1

3τ

τ∫

0

S′ (t)2

S (t) + λ0
dt.

Нижняя граница (Гаека–Ле Кама) на среднеквадратические ошибки всех оце-
нок ϑ̄T имеет вид

lim
ν→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

T 3Eϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � I (ϑ0)
−1 .

Как обычно, называем оценку ϑ∗
T асимптотически эффективной, если для нее

в этом неравенстве имеет место равенство для всех ϑ0 ∈ Θ.
Предл ожени е 4. ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T равномерно на компактах K ⊂ Θ

состоятельны, асимптотически нормальны:

T 3/2
(

ϑ̂T − ϑ0

)

=⇒ ζ̂ ∼ N
(

0, I (ϑ0)
−1
)

, T 3/2
(

ϑ̃T − ϑ0

)

=⇒ ζ̂,
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имеет место сходимость моментов: для всех p > 0

T
3p
2 Eϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|p −→ Eϑ0 |ζ̂|p, T

3p
2 Eϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|p −→ Eϑ0 |ζ̂|p,

и обе оценки асимптотически эффективны.
Доказательства см. в [21, 22]. Нормализующая функция может быть выбрана
как ϕT = T−3/2, и предельное отношение правдоподобия имеет вид

Z (u) = exp

{

uΔ(ϑ0)−
u2

2
I (ϑ0)

}

, u ∈ R, Δ(ϑ0) ∼ N (0, I (ϑ0)) .

Для среднеквадратических ошибок имеем

Eϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|2 =
I (ϑ0)

−1

T 3
(1 + o (1)) , Eϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|2 =

I (ϑ0)
−1

T 3
(1 + o (1)) .

Прим ер 8. Предположим, что S (ϑt) = a
2 [1 + cos (ϑt)], где a > 0. Функ-

ция S (·) периодическая с периодом τ = 2π/ϑ. Информация Фишера равна
(см. [21])

I (ϑ0) =
a

6

[

1 + 2q − 2
√

q + q2
]

, q =
λ0

2
.

Прим ер 9. Предположим, что S (ϑt) = b exp [a cos (ϑt)], где a, b > 0.
Функция S (·) периодическая с периодом τ = 2π/ϑ. Информация Фишера рав-
на (см. [21])

I (ϑ0) =
ab

3
I ′0 (a),

где I ′0 (a) — производная модифицированной функции Бесселя.

ОМП является асимптотически эффективной, но ее построение связано
с определенными техническими трудностями, поэтому представляет инте-
рес построение вычислительно существенно более простых оценок с теми же
асимптотическими свойствами. Такое построение предложено в [48] в случае
частотной модуляции для модели (1). Аналогичная конструкция может быть
реализована и в случае пуассоновских наблюдений.
Заметим, что задача оценки частоты изучалась также в [49, 50]. В ряде

работ рассматриваются задачи непараметрической оценки частоты и формы
периодического сигналам, см., например, [51] и ссылки там.

4.2. Случай сингулярности типа касп

Предположим, что функция интенсивности наблюдаемого процесса равна

λ (ϑ, t) = S (ϑt) + λ0, 0 � t � T,

35



где функция S (·) является τ -периодической и может быть записана на первом
периоде как S (y) = ψ (y) g (y), где y ∈ [0, τ ] и функция ψ(·) задана формулой

ψ (y) =
1

2

(

1 + sgn (y − μ)

∣
∣
∣
∣

y − μ

δ

∣
∣
∣
∣

κ)

1l{|y−μ|<δ} + 1l{y�μ+δ}.

Здесь κ ∈ (0, 1/2), постоянная δ > 0 известна, μ ∈ (δ, τ − δ) и функция g (·)
непрерывно дифференцируема. Более того, предполагаем, что g(y) > 0 для
y ∈ (μ− δ, τ∗) и g(y) = 0 для y � τ∗, где μ+ δ < τ∗ < τ . Как и ранее, множе-
ство Θ = (α, β) с 0 < α < β.
Заметим, что S (y) = 0 для y ∈ [0, μ − δ] и что S (y) = g (y) для y � μ+ δ,

и, следовательно, S (y) = 0 для t ∈ [τ∗, τ ]. Таким образом, сигнал можно пе-
риодически продолжить, а функция ψ (·) описывает фронт сигнала. Также
заметим, что поскольку κ ∈ (0, 1/2), статистический эксперимент сингуляр-
ный.
Напомним некоторые обозначения, введенные в разделе 3.2. А именно вве-

дем случайные величины ζ̂ = ζ̂κ и ζ̃ = ζ̃κ соотношениями (9) и (11) соответ-
ственно, используя случайный процесс

Z (u) = exp

{

W κ+ 1
2 (u)− |u|2κ+1

2

}

, u ∈ R.

Здесь WH (·), как и раньше, обозначает дробное броуновское движение с па-
раметром Херста H = κ+ 1

2 . Напомним также интеграл Q(κ), определенный
ранее в (18)–(19). Пример реализации процесса Z(·) приведен на рис. 3.
Введем постоянную

γκ,τ =

(
g2(μ)Q(κ)

4τ(g(μ) + 2λ0)(κ + 1)

) 1
2κ+1

.

Первый результат — это нижняя граница рисков всех оценок ϑ̄T :

lim
ν→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

T
4(κ+1)
2κ+1 Eϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � Eζ̃2κ

γ2κ,τ
.

Как обычно, называем оценку ϑ∗
T асимптотически эффективной, если для нее

в этом неравенстве имеет место равенство для всех ϑ0 ∈ Θ.
Предл ожени е 5. ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T равномерно на компактах K ⊂ Θ

состоятельны, имеют разные предельные распределения:

T
2(κ+1)
2κ+1

(

ϑ̂T − ϑ0

)

=⇒ ζ̂κ
γκ,τ

, T
2(κ+1)
2κ+1

(

ϑ̃T − ϑ0

)

=⇒ ζ̃κ
γκ,τ

,

моменты сходятся: для всех p > 0

T
2p(κ+1)
2κ+1 Eϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|p −→

Eϑ0 |ζ̂κ|p
γpκ,τ

, T
2p(κ+1)
2κ+1 Eϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|p −→

Eϑ0 |ζ̃κ|p
γpκ,τ

,

и БО асимптотически эффективны.
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Доказательство следует тем же этапам, что и доказательство аналогичного
результата в [29]. Нормализованная функция ОП в этой задаче имеет вид

ZT (u) =
L
(

ϑ0 + ϕTu,X
T
)

L (ϑ0,XT )
, u ∈ UT =

(
α− ϑ0

ϕT
,
β − ϑ0

ϕT

)

,

где нормирующая функция ϕT =
(

γκ,τ T
2(κ+1)
2κ+1

)−1

. Устанавливаем сходимость

ZT (·) =⇒ Z (·) ,

и поэтому процесс Z(·) является процессом предельного отношения прав-
доподобия этой модели. Следовательно, свойства ОМП и БО описываются
соотношениями (8) и (11) соответственно.
Среднеквадратичные ошибки ОМП и БО имеют вид

Eϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|2 =
σ̂2 (κ)

T
4(κ+1)
2κ+1

(1 + o (1)) , Eϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|2 =
σ̃2 (κ)

T
4(κ+1)
2κ+1

(1 + o (1)) ,

где

σ̂2 (κ) =
E|ζ̂κ|2
γ2κ,τ

, σ̃2 (κ) =
E|ζ̃κ|2
γ2κ,τ

.

Как и в разделе 3.2, предложение 5 можно обобщить на случай, когда функ-
ция S (·) имеет несколько точек сингулярности на интервале [0, τ ].
Прим ер 10. Рассмотрим случай импульсного сигнала конечной длитель-

ности с особенностями типа касп в начале и в конце сигнала:

λ (ϑ, t) = S (ϑt) + λ0, 0 � t � T,

где S (y) является τ -периодической функцией, заданной для y ∈ [0, τ ] фор-
мулой

S (y) =
1

2

(

1 + sgn (y − μ)

∣
∣
∣
∣

y − μ

δ

∣
∣
∣
∣

κ)

1l{|y−μ|<δ} + 1l{μ+δ�y�τ∗−δ} +

+
1

2

(

1− sgn (y − τ∗)
∣
∣
∣
∣

y − τ∗
δ

∣
∣
∣
∣

κ)

1l{|y−τ∗|<δ}.

Здесь δ < μ < τ − 3δ и μ+ 2δ < τ∗ < τ − δ.
Асимптотическое поведение ОМП и БО в этой модели дается в предложе-

нии 5 с γκ,τ =
(

Q(κ)
2τ(2λ0+1)(κ+1)

) 1
2κ+1 .
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4.3. Случай разладки

Перейдем к проблеме оценки момента разладки. Функция интенсивности
наблюдаемого неоднородного пуассоновского процесса XT = (Xt, 0 � t � T )
имеет вид

λ (ϑ, t) = S (ϑt) + λ0, 0 � t � T,

где ϑ ∈ (α, β), 0 < α < β, а функция S (·) является τ -периодической. На пер-
вом периоде она имеет представление

S (t) = h (t) + g (t) 1l{μ�t�μ+τ∗}, 0 � t < τ,

где h (·) и g (·) — τ -периодические непрерывно дифференцируемые функции,
удовлетворяющие условиям h (·) > 0, g (μ) > 0, g (μ+ τ∗) = 0, 0 < τ∗ < τ − μ.
Имеем

S (ϑt) = h (ϑt) + g (ϑt) 1l{μ�ϑt�μ+τ∗}, 0 � t < τϑ ≡ τ

ϑ
.

Функции h (·), g (·) и параметры μ > 0, τ∗ предполагаются известными.
Лог-ОП может быть записан следующим образом:

lnL
(

ϑ,XT
)

=

T∫

0

ln

(
S (ϑt) + λ0

h (ϑt) + λ0

)

dXt −
T∫

0

[S (ϑt)− h (ϑt)] dt =

=

ϑT∫

0

ln

(
S (v) + λ0

h (v) + λ0

)

dX v
ϑ
− 1

ϑ

ϑT∫

0

[S (v)− h (v)] dv =

=

nϑ∑

k=1

τk∫

τ(k−1)

ln

(
S (v) + λ0

h (v) + λ0

)

dX v
ϑ
− 1

ϑ

nϑ∑

k=1

τk∫

τ(k−1)

[S (v)− h (v)] dv +

+

τT∫

τnϑ

ln

(
S (v) + λ0

h (v) + λ0

)

dX v
ϑ
− 1

ϑ

τT∫

τnϑ

[S (v)− h (v)] dv =

=

nϑ∑

k=1

μ+τ∗∫

μ

ln

(

1 +
g (s)

h (s) + λ0

)

dXk (ϑ, s) (1 + o (1))−

− T

τ

μ+τ∗∫

μ

g (s) ds (1 + o (1)) .
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Здесь были использованы следующие обозначения: nϑ =
[
ϑT
τ

]

(целая часть)
и Xk (ϑ, s) = X s+τ(k−1)

ϑ

−X τ(k−1)
ϑ

.

Напомним, что функция ОП L
(

ϑ,XT
)

, ϑ ∈ Θ разрывная, поэтому ОМП
ϑ̂T определяется уравнением

max
(

L(ϑ̂T+,XT ), L(ϑ̂T−,XT )
)

= sup
ϑ∈Θ

L
(

ϑ,XT
)

.

БО определяется соотношением (5).
Положим

γτ =
g (μ)

2τ
, ρ = ln

h (μ) + g (μ) + λ0

h (μ) + λ0

и введем процесс предельного отношения правдоподобия

Z (v) =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

exp

{

ρx+
(

v

eρ − 1

)

− v

}

, v � 0,

exp

{

−ρx−
(

− v

1− e−ρ

)

− v

}

, v < 0,

(22)

где x±(·) представляют собой два независимых пуассоновских процесса еди-
ничной интенсивности. Заметим, что до замены переменной v = −u этот про-
цесс аналогичен процессу (20), который был в случае фазовой модуляции (см.
раздел 3.3 и риc. 7).
Предельные распределения ОМП и БО даны с помощью случайных вели-

чин ζ̂ = ζ̂ρ и ζ̃ = ζ̃ρ, определяемых соотношениями

max
(

Z(ζ̂ρ+), Z(ζ̂ρ−)
)

= sup
u∈R

Z (u)

и (11) соответственно, где Z (·) задано в (22).
Нижняя граница для среднеквадратических ошибок всех оценок имеет вид

lim
ν→0

lim
T→∞

sup
|ϑ−ϑ0|<ν

T 4Eϑ|ϑ̄T − ϑ|2 � E|ζ̃ρ|2
γ2τ

,

и называем оценку ϑ∗
T асимптотически эффективной, если для нее в этом

неравенстве имеет место равенство для всех ϑ0 ∈ Θ.
Предл ожени е 6. ОМП ϑ̂T и БО ϑ̃T равномерно на компактах K ⊂ Θ

состоятельны, имеют разные предельные распределения:

T 2
(

ϑ̂T − ϑ0

)

=⇒ ζ̂ρ
γτ

, T 2
(

ϑ̃T − ϑ0

)

=⇒ ζ̃ρ
γτ

,

моменты сходятся: для всех p > 0

T 2pEϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|p −→
Eϑ0 |ζ̂ρ|p

γpτ
, T 2pEϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|p −→ Eϑ0 |ζ̃ρ|p

γpτ
,

и БО асимптотически эффективны.
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Доказательство см. в [16]. Нормированное ОП определяем соотношением

ZT (u) =
L
(

ϑ0 +
u

γτT 2 ,X
T
)

L (ϑ0,XT )
, u ∈ UT =

(

γT 2 (α− ϑ0) , γτT
2 (β − ϑ0)

)

,

и проверяем сходимость

ZT (·) =⇒ Z (·) .

Для среднеквадратических ошибок получаем выражения

Eϑ0 |ϑ̂T − ϑ0|2 =
σ̂2 (ρ)

T 4
(1 + o (1)) , Eϑ0 |ϑ̃T − ϑ0|2 =

σ̃2 (ρ)

T 4
(1 + o (1)) ,

где σ̂2 (ρ) = γ−2
τ Eϑ0 |ζ̂ρ|2 и σ̃2 (ρ) = γ−2

τ Eϑ0 |ζ̃ρ|2. Результаты численных вычис-
лений значений Eϑ0 |ζ̂ρ|2 и Eϑ0 |ζ̃ρ|2 приведены на рис. 8 и 9 в разделе 3.3.
Свойства ОМП частоты разрывного сигнала модели (1) описаны в [16] (см.

утверждение 2.4.2). Сходные свойства эта оценка имеет и для более общей
модели диффузионного процесса с разрывным периодическим сносом [52].

5. Численное моделирование

Значения ошибок, представленные на рис. 4, 8 и 9, соответствуют пре-
дельной модели (T = ∞). Интересно посмотреть, как среднеквадратические
ошибки

Eϑ0

(

ϑ̂T − ϑ0

)2
=

σ2

Tm
(1 + o (1))

сходятся к своим предельным значениям σ2. Скорость этой сходимости мож-
но увидеть по результатам численного моделирования, приведенным ниже.
Рассмотрим функции интенсивности:

гладкий случай (фаза и частота)

λPS (ϑ, t) = cos2 (2π (t− ϑ)) + 1, 0 � t � T,

λFS (ϑ, t) = cos2 (2πϑt) + 1, 0 � t � T,

случай сингулярности типа касп (фаза и частота)

λPC (ϑ, t) = f (t− ϑ) + 1, 0 � t � τ,

λFC (ϑ, t) = f (ϑt) + 1, 0 � t � τ,

где на первом периоде

f (t) =
1

2

[

1 + sgn (2t+ δ)

∣
∣
∣
∣

2t+ δ

δ

∣
∣
∣
∣

κ]

1l{−δ�t�0} −

− 1

2

[

1 + sgn (2t− δ)

∣
∣
∣
∣

2t− δ

δ

∣
∣
∣
∣

κ]

1l{0�t�δ},
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Рис. 12. Результаты симуляций в случаях фазовой (левая часть) и частотной
(правая часть) модуляций.
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Рис. 13. Результаты симуляций в гладком случае (левая часть), в случае син-
гулярности типа касп (центральная часть) и в случае разладки (правая часть).

случай разладки (фаза и частота)

λPD (ϑ, t) = f (t− ϑ) + 1, 0 � t � τ,

λPD (ϑ, t) = f (ϑt) + 1, 0 � t � τ,

где на первом периоде

f (t) = 1l{t�μ} + 1, 0 � t � τ.

Результаты численной симуляции

V (T ) = lnEϑ0

(

ϑ̂T − ϑ0

)2
= lnσ2 −m lnT

в случаях фазовой и частотной модуляций представлены на рис. 12 и 13.
Используем обозначения: + (гладкий случай), � (случай сингулярности типа
касп) и ◦ (случай разладки).
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6. Выбор модели

Как видим, существует большое разнообразие скоростей сходимости оши-
бок в зависимости от аналитических свойств сигналов и типа модуляции.
Поэтому естественно рассмотреть следующий вопрос:

Как выбрать функцию интенсивности и оценку, обеспечивающие мини-
мально возможную ошибку оценки параметра? В частности, какова опти-
мальная скорость сходимости среднеквадратической ошибки?
Напомним, что в статистике обычно приводится модель наблюдений и про-

блема состоит в том, чтобы идентифицировать эту модель оптимальным об-
разом. Здесь утверждение отличается, и можно выбрать и модель, и оценку,
которые обеспечат лучшую ошибку.
Таким образом, рассматриваем задачу, которая в некотором смысле яв-

ляется обратной. Предположим, что можно выбрать любую интенсивность
λ(ϑ, t), которую хотим, и цель состоит в том, чтобы найти такую функцию
λ (ϑ, t), ϑ ∈ Θ = (0, 1) и t ∈ [0, T ], и такую оценку ϑ�

T , что скорость убыва-
ния погрешности оценивания является наилучшей. Конечно, надо наложить
некоторые ограничения на “энергию сигнала” (терминология, пришедшая из
теории связи), поскольку если допустить λ (·) → ∞, то можно будет получить
любую скорость.
Зафиксируем некоторое число L > 0 и введем класс функций интенсивно-

сти, ограниченных этой константой:

F(L) = {λ(·) : 0 � λ(ϑ, t) � L, 0 � t � T} .

Имеется следующий результат:

inf
λ∈F(L)

inf
ϑ̄T

sup
ϑ∈Θ

Eλ,ϑ

(

ϑ̄T − ϑ
)2

= exp

{

−TL

6
(1 + o(1))

}

.

На самом деле, здесь представлено два разных результата.
Первый — это нижняя граница на среднеквадратический риск при любом

выборе интенсивности из этого класса и любой оценки ϑ̄T :

inf
λ∈F(L)

sup
ϑ∈Θ

Eλ,ϑ

(

ϑ̄T − ϑ
)2 � exp

{

−TL

6
(1 + o(1))

}

.

Второй результат — это выбор такой интенсивности λ∗ (·) и построение такой
оценки ϑ∗

T , что эта граница достигается:

sup
ϑ∈Θ

Eλ∗,ϑ (ϑ
∗
T − ϑ)2 � exp

{

−TL

6
(1 + o(1))

}

.

Доказательства, приведенные в [53, 54], существенно опираются на вычисле-
ние пропускной способности пуассоновского канала (см. [13, 55, 56]).
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7. Обсуждения

Представленные выше результаты показывают, что порядок ошибки силь-
но зависит от свойств регулярности передаваемого сигнала. Заметим, что
важно изучить ситуации, в которых предполагаемая регулярность сигнала и
реальная регулярность разные. Например, статистик предполагает, что сиг-
нал имеет сингулярность типа разладки, и строит ОМП на основе этого пред-
положения, но реальный сигнал сглажен и функция интенсивности имеет ко-
нечную информацию Фишера. Тем самым имеем ошибку в определении ре-
гулярности. Тогда ОМП сходится к значению ϑ∗, которое минимизирует рас-
стояние Кульбака–Лейблера, и скорость сходимости среднеквадратической
ошибки существенно отличается от предполагаемой. Например, если имеем
фазовую модуляцию и ожидаем скорость Eϑ0(ϑ̂T − ϑ0)

2 ∼ T−2, то реальная
скорость ошибки ОМП будет Eϑ0(ϑ̂T − ϑ∗)2 ∼ T−2/3. Среднеквадратичные
ошибки ОМП при различных типах ошибок в типе регулярности сигналов
изучались в [33, 57], где исследовалась модель “сигнал в белом гауссовском
шуме” (1). Подобное исследование может быть интересно также и в случае
пуассоновских процессов.
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О ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ ОПТИМАЛЬНОСТИ
ГАРАНТИРУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ В ЗАДАЧЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ
ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМЫ

С ОГРАНИЧЕННЫМ УПРАВЛЕНИЕМ1

Рассматривается решение задачи быстродействия для линейных неста-
ционарных дискретных систем с выпуклыми ограничениями на управле-
ние. Предложен метод сведения общего случая задачи быстродействия к
случаю линейных ограничений на управление при помощи алгоритмов по-
лиэдральной аппроксимации. Сформулированы и доказаны достаточные
условия оптимальности гарантирующего решения. Приведены примеры.
На основе полученных методов решена задача наискорейшего демпфи-
рования высотного сооружения, расположенного в зоне сейсмической ак-
тивности.

Ключевые слова: дискретная система управления, задача быстродей-
ствия, оптимальное позиционное управление, задача линейного програм-
мирования, множество управляемости, выпуклый многогранник, полиэд-
ральная аппроксимация.
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1. Введение

Задача быстродействия известна достаточно давно как задача оптималь-
ного управления с естественным функционалом качества — времени, за-
трачиваемого системой на достижение некоторого заданного терминального
состояния [1–3]. При рассмотрении систем с непрерывным временем данная
задача не обладает какими-либо существенными особенностями, выделяю-
щими ее из общей проблематики теории оптимального управления. Решение,
полученное на основе принципа максимума Понтрягина [1], гарантирует ре-
лейный характер управления для линейных систем.
В то же время системы с дискретным временем имеют ряд фундаменталь-

ных отличий от непрерывных систем при построении оптимального управле-
ния [4–6]. Тогда как в непрерывном случае оптимизационная задача является

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 18-08-00128-а).
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задачей вариационного исчисления, в дискретном времени она представляет
собой задачу выпуклого программирования. Данный факт определяет прин-
ципиально иной набор средств для построения оптимальных процессов в дис-
кретном случае. Но несмотря на то что посредством дискретного принципа
максимума [6, 7] и метода динамического программирования [8] удается ре-
шить бо́льшую часть задач теории оптимального управления дискретными
системами, для решения задачи быстродействия эти принцип и метод оказы-
ваются неприменимыми в силу нерегулярности экстремума почти для всех
начальных состояний, неединственности оптимальной траектории и дискрет-
ного характера критерия качества управления – числа шагов, необходимого
для достижения фиксированного терминального состояния из заданного на-
чального [9, 10].
В связи с этим оказывается актуальным поиск альтернативных подхо-

дов для решения поставленной задачи. На данный момент продемонстриро-
вал свою эффективность метод, базирующийся на использовании множеств
0-управляемости [11] — множеств тех начальных состояний, из которых за
конечное число шагов можно перевести систему в начало координат посред-
ством выбора допустимого управления. При этом доказано, что метод реше-
ния во многом зависит от ограничений, накладываемых на управление. В слу-
чае строго выпуклых ограничений для построения оптимального по быстро-
действию управления удается модифицировать известный принцип максиму-
ма [9, 10]. Если множество допустимых значений управлений представляет
собой многогранник, на основе метода динамического программирования ре-
шение исходной задачи может быть сведено к решению ряда задач линейного
программирования [12, 13]. Однако в случае произвольных выпуклых огра-
ничений на управление аналогичные подходы оказываются неприменимыми.
Одним из методов сведения общего случая исходной задачи к случаю ли-

нейных ограничений на управление является проведение предварительной
полиэдральной аппроксимации множества допустимых значений управлений
системы. Данный подход аппроксимации одного множества другим, более
удобным в описании, широко используется не только в теории оптимального
управления [14, 15], но также, например, в задачах стохастической оптими-
зации [16, 17] и дискретной оптимизации [18]. На данный момент известно
большое количество алгоритмов полиэдральной аппроксимации [19–22], раз-
личающихся по сложности, эффективности и свойствам сходимости.
В публикациях [23, 24] рассмотрены методы построения субоптимально-

го решения в задаче быстродействия для линейной дискретной системы и
алгоритм оценки его точности на основе алгоритмов полиэдральной аппрок-
симации. Однако существенным недостатком этих работ является то, что в
них не проводится исследование сходимости критерия качества управления,
отсутствуют условия, при которых субоптимальное решение может оказаться
оптимальным.
Данная статья посвящена исследованию точности субоптимального реше-

ния, полученного на основе методов полиэдральной аппроксимации, в зада-
че быстродействия для линейной дискретной системы. Доказано, что если
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алгоритмы внешней и внутренней аппроксимации гарантируют сходимость
к исходному выпуклому компакту в смысле расстояния Хаусдорфа [25], то
почти для всех начальных состояний за конечное число итерационного ал-
горитма удается добиться оптимальности гарантирующего решения. Данный
факт позволяет в полной мере свести задачу быстродействия для дискретной
линейной системы общего вида к случаю линейных ограничений.
Структура статьи следующая. В разделе 2 приведены постановка задачи

быстродействия и описание семейства множеств 0-управляемости, описан ме-
тод решения задачи быстродействия в случае линейных ограничений, произ-
ведена постановка задачи об аппроксимации. В разделе 3 рассмотрены неко-
торые свойства пространства компактных множеств, наделенного метрикой
Хаусдорфа. В разделе 4 сформулирован и доказан критерий оптимальности
гарантирующего решения в задаче быстродействия для произвольных вы-
пуклых ограничений. В разделе 5 опробована эффективность полученных
результатов на примере различных систем управления. В разделе 6 приве-
дено решение задачи наискорейшего демпфирования высотного сооружения,
расположенного в зоне сейсмической активности.

2. Постановка задачи

Рассматривается нестационарная линейная система управления с дискрет-
ным временем и ограниченными множествами допуcтимых значений управ-
лений (A,U):

x(k + 1) = A(k)x(k) + u(k),

x(0) = x0, u(k) ∈ U(k), k ∈ N ∪ {0},(1)

где x(k) ∈ R
n – вектор состояния системы, U = {U(k)}∞k=0 – последователь-

ность множеств допустимых значений управлений системы, u(k) ∈ U(k) –
управление, A = {A(k)}∞k=0 – последовательность матриц системы. Пред-
полагается, что для каждого k ∈ N ∪ {0} множество допустимых значений
управлений U(k)⊂ R

n является выпуклым и компактным, 0 является отно-
сительно внутренней точкой U(k), A(k) ∈ R

n×n, detA(k) �= 0. Для системы
(A,U) решается задача быстродействия, т.e. требуется вычислить минималь-
ное число шагов Nmin, за которое можно перевести систему из заданного на-
чального состояния x0 ∈ R

n в начало координат, а также построить процесс
{x∗(k), u∗(k − 1), x0}Nmin

k=1 , удовлетворяющий условию x∗(Nmin) = 0, который
будем называть оптимальным. Предполагается, что Nmin < ∞.
Множество состояний, из которых систему (A,U) можно перевести в 0

за N шагов посредством выбора допустимого управления начиная с шага k,
называется множеством 0-управляемости за N шагов:

X (N, k) =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

{

x(k) ∈ R
n : ∃ u(k + i) ∈ U(k + i), i = 0, N − 1:

x(N + k) = 0
}

, N ∈ N,

{0}, N = 0.

(2)
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Тогда Nmin можно вычислить с помощью класса множеств 0-управляемости:

Nmin = min {N ∈ N ∪ {0} : x0 ∈ X (N, 0)} .(3)

Для двух произвольных X1,X2 ⊂R
n через X1 + X2 обозначим сумму мно-

жеств по Минковскому. Для произвольной матрицы A ∈ R
n×n и множества

X ⊂ R
n через AX обозначим образ X в результате действия линейного опе-

ратора, порожденного матрицей A:

AX = {Ax : x ∈ X}.

Построим аналитическое описание класса множеств 0-управляемости (2).
Лемма 1. Пусть класс множеств {X (N, k)}∞N,k=0 определяется соотно-

шениями (2). Тогда для всех N ∈ N и k ∈ N ∪ {0} справедливо представление

X (N, k) =

N−1∑

i=0

(

−A−1(k) · . . . · A−1(i+ k)
)

U(k + i).

Доказательства леммы 1 и всех последующих утверждений приведены в
Приложении.
Сл ед с т в и е 1. Пусть для всех k ∈ N ∪ {0}

A(k) = A ∈ R
n×n, U(k) = U0 ⊂ R

n,(4)

т.е. система (1) является стационарной, семейство множеств
{X (N, k)}∞N,k=0 определяется соотношениями (2).

Тогда для всех N ∈ N и k ∈ N ∪ {0} справедливы следующие соотношения:

1) X (N, k) = −
N∑

i=1

A−iU0,

2) X (N + 1, k) = A−1X (N, k) + (−A−1U0).

В публикациях [12, 13] подробно рассмотрен подход к решению задачи
быстродействия для системы (1) в случае, когда на управление на каждом
шаге наложены только линейные ограничения

U(k) =
I(k)
⋂

i=1

{u ∈ R
n : (u, ni(k)) � ai(k)}, k ∈ N ∪ {0},(5)

т.е. множество допустимых значений управлений на k-м шаге U(k)⊂ R
n пред-

ставляет собой полиэдр, ограниченный I(k) ∈ N числом гиперплоскостей с
векторами нормалей ni(k) ∈ R

n, ориентированными вовне множества U(k).
Известно, что в случае (5) задача быстродействия может быть сведена к за-
даче линейного программирования.
Обозначим через μ(x,X ) функционал Минковского [25]:

μ(x,X ) = inf{r ∈ R : r > 0, x ∈ rX},

где X ⊂ R
n – выпуклое тело, x ∈ R

n.
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Для произвольных N ∈ N и k = 0, N − 1 определим отображение SN,k :
R
n → R

n следующим образом:

SN,k(x) = arg min
u∈U(k)

μ(A(k)x+ u,X (N − k − 1, k + 1)).

Как продемонстрировано в [13], если известно представление

X (N − k − 1, k + 1) = conv
{

x1(N − k − 1, k + 1), . . . , xM (N − k − 1, k + 1)
}

,

то вычисление отображения SN,k в случае (5) в каждой точке x ∈ R
n сводится

к решению задачи линейного программирования:

min
r,λ1,...,λM ,u

r,

A(k)x+ u =

M∑

i=1

xi(N − k − 1, k + 1)λi,

M∑

i=1

λi � r,

0 � λi � r, i = 1,M,

(u, nj(k)) � aj(k), j = 1, I(k).

(6)

Также в [13] сформулирована и доказана теорема, определяющая вид оп-
тимального позиционного управления в задаче быстродействия для систе-
мы (1) в случае (5).

Те ор ем а 1 [13, теорема 5.1]. Пусть система (1) удовлетворяет усло-

вию (5), процесс {x∗(k), u∗(k − 1), x0}Nmin
k=0 определяется соотношениями

x∗(k + 1) = A(k)x∗(k) + SNmin,k(x
∗(k)), k = 0, Nmin − 1,

x∗(0) = x0.

Тогда
1) x∗(Nmin) = 0;
2) оптимальное по быстродействию позиционное управление на k-м шаге

имеет вид

u∗(k, x∗(k)) = SNmin,k(x
∗(k)).

На основе теоремы 1 удается полностью решить задачу быстродействия
для системы (1) в случае (5), используя только средства линейного програм-
мирования. Тем не менее аналогичный подход в общем случае, когда последо-
вательность множеств допустимых значений управлений U состоит из произ-
вольных выпуклых компактов, оказывается неприменимым, так как приво-
дит к необходимости решения задачи выпуклого программирования общего
вида. В результате оказывается актуальной следующая аппроксимационная
задача.
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Обозначим для каждого k ∈ N ∪ {0} через {Um(k)}m∈N, {Um(k)}m∈N после-
довательности нижних и верхних оценок соответственно множества допусти-
мых значений управлений U(k) системы (1) на k-м шаге, т.е. для каждого
m ∈ N верно включение

Um(k)⊂ U(k)⊂ Um(k).

Везде далее будем предполагать, что для всех m ∈ N и k ∈ N ∪ {0} каждое из
множеств Um(k),Um(k)⊂ R

n является выпуклым компактом, содержащим 0.
Тогда в общем случае справедливы оценки

Nmin(m) � Nmin � Nmin(m),(7)

где Nmin(m), Nmin(m) – оптимальные значения критерия качества управле-
ния в задаче быстродействия для систем

(

A, {Um(k)}∞k=0

)

и
(

A, {Um(k)}∞k=0

)

соответственно.
Предполагая, что последовательности {Um(k)}m∈N, {Um(k)}m∈N построены

на основе методов полиэдральной аппроксимации, требуется сформулировать
достаточные условия, при которых для произвольной системы (1) найдется
m0 ∈ N, удовлетворяющее равенству

Nmin(m0) = Nmin = Nmin(m0).(8)

Таким образом, оптимальное управление для системы
(

A, {Um0(k)}∞k=0

)

, вы-
численное на основе теоремы 1, окажется не только гарантирующим, т.е. удо-
влетворяющим оценкам (7), но и оптимальным для исходной системы (A,U).
Для рассмотрения вопросов сходимости исследуемые множества будем

предполагать элементами метрического пространства компактов (Kn, ρH),
наделенного метрикой Хаусдорфа:

Kn = {X ⊂ R
n : X – компакт} ,

ρH(X ,Y) = max

{

sup
x∈X

inf
y∈Y

‖x− y‖; sup
y∈Y

inf
x∈X

‖x− y‖
}

.

Известно, что (Kn, ρH) является полным метрическим пространством [25].

3. Дополнительные построения

Для решения поставленной задачи сформулируем и докажем некоторые
свойства пространства (Kn, ρH).

Лемма 2 [23, лемма 4.3]. Пусть отображение A : Rn→R
n непрерыв-

но. Тогда A : Kn→Kn непрерывно, где для произвольного X ∈Kn в каче-
стве A(X ) рассматривается образ множества X .

Лемма 3. Пусть X1,X2,Y1,Y2 ∈ Kn такие, что

ρH(X1,X2) < ε1, ρH(Y1,Y2) < ε2.
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Тогда

ρH(X1 + Y1,X2 + Y2) < ε1 + ε2.

Лемма 4. Пусть для каждого i = 1, N последовательность {X i
m}m∈N ⊂

⊂Kn сходится к X i ∈ Kn:

ρH(X i
m,X i)

m→∞−→ 0.

Тогда

ρH

(
N∑

i=1

X i
m,

N∑

i=1

X i

)

m→∞−→ 0.

На основе лемм 2 и 4 можно сформулировать асимптотические свой-
ства класса множеств 0-управляемости (2) системы (1). Обозначим через
{Xm(N, k)}∞N,k=0 класс множеств 0-управляемости вспомогательной системы
(A, {Um(k)}∞k=0) . Тогда справедливо следующее утверждение.
Сл ед с т в и е 2. Пусть для каждого k ∈ N ∪ {0} последовательность

{Um(k)}m∈N ⊂Kn сходится к множеству допустимых значений управлений
U(k) системы (1):

ρH(Um(k),U(k)) m→∞−→ 0.

Тогда для любых N, k ∈ N ∪ {0} справедливо соотношение

ρH(Xm(N, k),X (N, k))
m→∞−→ 0.

Обозначим через BR(x0)⊂ R
n замкнутый шар радиуса R > 0 с центром в

точке x0 ∈ R
n.

Лемма 5. Пусть X ,Y ∈ Kn – выпуклые компакты, Y ⊂X , ρH(X ,Y) < ε,
Bε(x0)⊂ X .

Тогда x0 ∈ Y.
Сл ед с т в и е 3. Пусть {Xm}m∈N ⊂Kn – последовательность выпуклых

компактов, X ⊂ R
n – выпуклый компакт такой, что для каждого m ∈ N

верно включение Xm ⊂ X ,

ρH(Xm,X )
m→∞−→ 0.

Тогда для всех x0 ∈ int X найдется N ∈ N такое, что x0 ∈ XN .
Лемма 6. Пусть X ,Y ∈ Kn – выпуклые компакты, X ⊂ Y, ρH(X ,Y) < ε,

x0 ∈ R
n такой, что Bε(x0) ∩ X = ∅.

Тогда x0 �∈ Y.
Сл ед с т в и е 4. Пусть {Xm}m∈N ⊂Kn – последовательность выпуклых

компактов, X ⊂ R
n – выпуклый компакт такой, что для каждого m ∈ N

верно включение X ⊂ Xm,

ρH(Xm,X )
m→∞−→ 0.

Тогда для всех x0 �∈ X существует N ∈ N такое, что x0 �∈ XN .
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4. Достаточные условия оптимальности гарантирующего решения

Утверждения, доказанные в разделе 3, позволяют сформулировать доста-
точные условия, которым должен удовлетворять метод полиэдральной ап-
проксимации, чтобы на некоторой итерации m0 ∈ N аппроксимационного ал-
горитма выполнилось равенство (8).
Согласно (3) величина Nmin однозначно определяется посредством элемен-

тов семейства множеств 0-управляемости (2). В силу следствия 2 последова-
тельность множеств 0-управляемости за N ∈ N ∪ {0} шагов вспомогательных
систем (A, {Um(k)}∞k=0) сходится к X (N, k), если для каждого k ∈ N последо-
вательность {Um(k)}m∈N сходится к исходному множеству U(k). С другой
стороны, следствия 3 и 4 гарантируют, что за конечное число итераций как
внешней, так и внутренней аппроксимации удастся выполнить для каждого
x0 ∈ int X (Nmin, 0) \ X (Nmin − 1, 0) включение

x0 ∈ Xm(Nmin, 0) \ Xm(Nmin − 1, 0),

откуда для заданного начального состояния следует равенство (8).
Сформулируем данный факт в виде следующих теорем.

Те ор ем а 2. Пусть для каждого k ∈ N ∪ {0} верно, что {Um(k)}m∈N ⊂
⊂Kn – последовательность выпуклых компактов такая, что для каждого
m ∈ N, Um(k)⊂ U(k), ρH(Um(k),U(k)) m→∞−→ 0.

Тогда почти для всех x0 ∈ R
n, для которых Nmin < ∞, существует

m1 ∈ N такое, что

Nmin = Nmin(m1),

где Nmin(m1) – оптимальное значение критерия в задаче быстродействия

для системы
(

A, {Um1(k)}∞k=0

)

.

Те ор ем а 3. Пусть для каждого k ∈ N ∪ {0} верно, что {Um(k)}m∈N ⊂
⊂Kn – последовательность выпуклых компактов такая, что для каждого
m ∈ N, U(k)⊂ Um(k), ρH(Um(k),U(k)) m→∞−→ 0.

Тогда почти для всех x0 ∈ R
n, для которых Nmin < ∞, существует

m2 ∈ N такое, что

Nmin = Nmin(m2),

где Nmin(m2) – оптимальное значение критерия в задаче быстродействия
для системы (A, {Um2(k)}∞k=0).

Сл ед с т в и е 5. Пусть выполняются условия теорем 2 и 3 одновременно.
Тогда существует m0 ∈ N такое, что

Nmin(m0) = Nmin = Nmin(m0).
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Основным результатом раздела 4 являются сформулированные и дока-
занные в виде теорем 2 и 3 достаточные условия того, что применение ме-
тодов полиэдральной аппроксимации позволит свести общий случай зада-
чи быстродействия для исходной системы (1) к случаю (5), для которого
оптимальный процесс может быть вычислен исключительно средствами ли-
нейного программирования на основе теоремы 1. Если метод полиэдральной
аппроксимации гарантирует сходимость в смысле расстояния Хаусдорфа к
аппроксимируемому множеству, то почти для всех начальных состояний га-
рантирующее решение окажется также и оптимальным по быстродействию
за конечное число итераций аппроксимационного алгоритма.

5. Численные расчеты величины Nmin

Проведем ряд численных экспериментов для демонстрации прикладного
значения результатов раздела 4. Для наглядности все рассматриваемые си-
стемы вида (1) будут предполагаться стационарными, т.е. удовлетворяющими
условиям (4). В качестве алгоритма полиэдральной аппроксимации для по-
строения последовательностей {Um}∞m=1 и {Um}∞m=1 используется алгоритм
сближающихся многогранников. Такой выбор обусловлен тем, что, как про-
демонстрировано в [20], он обеспечивает сходимость в смысле расстояния Ха-
усдорфа (в пространстве Kn) к исходному множеству допустимых значений
управлений U0. С другой стороны, данный алгоритм позволяет строить по-
следовательности внутренних и внешних аппроксимаций одновременно. Бо-
лее подробно описание алгоритма сближающихся многогранников и иссле-
дование его свойств приведено в [20], сопоставление сложности с другими
методами полиэдральной аппроксимации подробно исследуется в [19].

Прим ер 1. Продемонстрируем поэтапное вычисление величины Nmin

для линейной дискретной системы, удовлетворяющей условию (4), на основе
теорем 2, 3 и следствия 5. Пусть размерность фазового пространства n = 2,

A =

(

0,7 −0,2

0,6 0,8

)

, U0 =

{

(u1, u2)
T ∈ R

2 : u21 +
u22
4

� 1

}

.

В качестве начального состояния рассмотрим вектор

x0 =

(

12

2

)

.

Многогранники U3 и U3, представляющие собой внутреннюю и внешнюю
оценки множества U0 соответственно, имеют следующий вид:

U3 = conv

{(

0,8407

1,0830

)

,

(

− 0,8893

0,9146

)

,

(

0,0486

−1,9976

)}

,

U3 = conv

{(

− 0,0972

3,9953

)

,

(

− 1,6814

−2,1660

)

,

(

1,7786

−1,8292

)}

.
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Рис. 1. Множества {Xm(6, 0)}6m=3 и начальное состояние x0.

Тогда на основе следствия 1 можно построить классы множеств 0-управ-
ляемости {X3(N, k)}∞N,k=0, {X3(N, k)}∞N,k=0 для вспомогательных систем(

A, {U3}∞k=0

)

,
(

A, {U3}∞k=0

)

. Величины Nmin(3) = 7, Nmin(3) = 5 вычислены на
основе соотношения (3). Множества X3(7, 0) и X3(5, 0) представляют собой
многогранники с 21-й и 15-ю вершинами соответственно, иллюстрации кото-
рых представлены на рис. 1.
Поскольку при m = 3 равенство (8) не достигнуто, уточним внутреннюю

и внешнюю аппроксимации U0 при помощи алгоритма сближающихся много-
гранников:

U4 = conv

{(

0,8407

1,0830

)

,

(

− 0,8893

0,9146

)

,

(

0,0486

−1,9976

)

,

(

− 0,0486

1,9976

)}

,

U4 = conv

{(

0,5281

2,0538

)

,

(

− 0,6253

1,9415

)

,

(

− 1,6814

−2,1660

)

,

(

1,7786

−1,8292

)}

.

Аналогичным образом вычислим оптимальные значения критерия качества
управления для вспомогательных систем: Nmin(4) = 7, Nmin(4) = 5. Множе-
ства X4(7, 0) и X4(5, 0) представляют собой многогранники с 28-ю и 20-ю вер-
шинами соответственно.
Продолжим процесс уточнения множества U0 при помощи алгоритма сбли-

жающихся многогранников до тех пор, пока неравенство (7) не перейдет в
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равенство (8). Приводим далее результаты расчетов.

U5 = conv

{(

0,8407

1,0830

)

,

(

− 0,8893

0,9146

)

,

(

0,0486

−1,9976

)

,

(

− 0,0486

1,9976

)

,

(

− 0,8407

−1,0830

)}

,

U5 = conv

{(

0,5281

2,0538

)

,

(

− 0,6253

1,9415

)

,

(

− 1,1533

−0,1123

)

,

(

− 0,5281

−2,0537

)

,

(

1,7786

−1,8292

)}

,

Nmin(5) = 7, Nmin(5) = 5.

Множества X5(7, 0) и X5(5, 0) представляют собой многогранники с 28-ю и
20-ю вершинами соответственно.

U6 = conv

{(

0,8407

1,0830

)

,

(

− 0,8893

0,9146

)

,

(

0,0486

−1,9976

)

,

(

− 0,0486

1, 9976

)

,

(

− 0,8407

−1,0830

)

,

(

0,8893

−0,9146

)}

,

U6 = conv

{(

0,5281

2,0538

)

,

(

− 0,6253

1,9415

)

,

(

− 1,1533

−0,1123

)

,

(

− 0,5281

−2,0537

)

,

(

0,6253

−1,9415

)

,

(

1,1533

0,1123

)}

.

Nmin(6) = 6, Nmin(6) = 6.

Множества X6(6, 0) и X6(6, 0) представляют собой многогранники с 36-ю вер-
шинами каждый.
Таким образом, удается вычислить для выбранного x0 величину Nmin = 6

для исходной системы (A,U) в соответствии со следствием 5. При этом также
справедливо равенство

m1 = m2 = m0 = 5.

Процесс сходимости величин Nmin(m) и Nmin(m) к Nmin продемонстри-
рован на рис. 1 и 2 соответственно. На рис. 1 различными цветами изоб-
ражен набор возрастающих по включению множеств {Xm(6, 0)}6m=3. Множе-
ство X6(6, 0) при этом является первым множеством, содержащим началь-
ное состояние x0. Данное включение гарантирует выполнение неравенства
Nmin � 6. На рис. 2 различными цветами изображен набор убывающих по
включению множеств {Xm(5, 0)}6m=3. Множество X6(5, 0) при этом является
первым множеством, не содержащим начального состояния x0, что гаранти-
рует выполнение неравенства Nmin > 5.
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Рис. 2. Множества {Xm(5, 0)}6m=3 и начальное состояние x0.

Прим ер 2. Рассмотрим линейную дискретную систему (1), удовлетво-
ряющую условию стационарности (4). Пусть размерность фазового простран-
ства n = 2,

A =

(

0,1 −0,1

0,1 0,1

)

, U0 =

{

(u1, u2)
T ∈ R

2 : u21 +
u22
4

� 1

}

.

В качестве начальных состояний рассмотрим следующие три вектора:

x0,1 =

(

9,5

9,5

)

, x0,2 =

(

9,9

9,9

)

, x0,3 =

(

10

10

)

.

Выбор данных начальных состояний обусловлен их расположением относи-
тельно границы множества 0-управляемости X (1, 0). Согласно лемме 1 и свой-
ствам эллиптических множеств [26] верно следующее представление:

X (1, 0) = −A−1U0 =
{

u ∈ R
2 : uTHu � 1

}

, H =

(

0,0125 −0,0075

−0,0075 0,0125

)

.

Тогда верны включения x0,1, x0,2 ∈ int X (1, 0), x0,3 ∈ ∂X (1, 0). В силу (3)
Nmin = 1 для всех трех предложенных начальных состояний. Тем не менее
каждое из них находится на различном расстоянии от границы множества
X (1, 0), что влияет на сложность вычисления величины Nmin при помощи
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Таблица 1
x0 x0,1 x0,2 x0,3

m1 10 18 –
m2 4 4 4

следствия 5 и равенства (8). В качестве начального приближения в алгорит-
ме сближающихся многогранников выбраны

U4 = conv

{(

− 0,985726

−0,336713

)

,

(

0,168356

−1,971452

)

,

(

0,985726

0,336713

)

,

(

− 0,168356

1,971452

)}

,

U4 = conv

{(

− 0,817370

−2,308164

)

,

(

1,154083

−1,634740

)

,

(

0,817370

2,308164

)

,

(

− 1,154083

1,634740

)}

.

Результаты расчетов величин m1, m2 из теорем 2, 3 приведены в табл. 1.
При этом величину m1 для начального состояния x0,3 вычислить не уда-

ется вплоть до аппроксимации U203, т.е. Nmin(203) = 2. Данный факт связан
с тем, что теоремы 2 и 3 не гарантируют достижимость равенства (8) для на-
чальных состояний, расположенных на границах множеств 0-управляемости
{X (N, 0)}∞N=0, в том числе и для x0,3. Однако при этом можно построить
субоптимальное решение задачи быстродействия при помощи теоремы 1, ис-
пользуя Um вместо множества U0, оценка точности критерия качества управ-
ления может быть вычислена в соответствии с неравенством (7) как величина
Nmin(m)−Nmin(m). В частности, для x0,3 при m = 203 точность составляет
Nmin(203) −Nmin(203) = 1.

6. Задача демпфирования высотного сооружения

Продемонстрируем эффективность разработанных методов на примере ре-
шения задачи оптимального по быстродействию демпфирования высотного
сооружения.
Сейсмические возмущения вызывают колебания сооружения, которые

влияют на устойчивость и в конечном счете приводят к его разрушению.
В этой связи возникает задача гашения колебаний сооружения посредством
дополнительно прикладываемых сил, рассчитанных на основе приобретенных
изменений, т.е. задача управления системой по принципу обратной связи. На
сегодняшний день наиболее активно применяются два принципиально раз-
личных способа организации такого управления: динамическое гашение коле-
баний с использованием дополнительных материальных тел и виброзащита,
предполагающая изоляцию сооружения от подвижного основания. Один из
возможных вариантов технической реализации динамического гашения ко-
лебаний заключается в создании дополнительных технических этажей с раз-
мещением некоторой достаточно малой массы (по сравнению с общей массой
сооружения), которая будет перемещаться в соответствии с заданным зако-
ном управления в форме обратной связи по текущим показаниям датчиков,
которая позволит оказывать управляющее воздействие на смежные этажи.
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В качестве механической системы, моделирующей колебания высотного
сооружения, предполагается одномерная последовательность упругосвязан-
ных материальных точек (этажей или секций сооружения), одна из кото-
рых (основание) совершает поступательное движение, порождаемое сейсми-
ческим воздействием. Предполагается, что масса основания намного превы-
шает массы остальных материальных точек, поэтому влиянием движения
секций сооружения на движение основания можно пренебречь. В дальнейшем
будем считать, что массы всех материальных точек одинаковы, а упругие и
демпфирующие связи моделируются линейными элементами с одинаковыми
коэффициентами упругости и демпфирования.
Уравнения движения рассматриваемой системы согласно модели, предло-

женной в [27], имеют вид
⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mξ̈1(t) =− 2bξ̇1(t)− 2cξ1(t) + bξ̇2(t) + cξ2(t) + U1(t),

...

mξ̈i(t) =− 2bξ̇i(t)− 2cξi(t) + bξ̇i−1(t)+

+ cξi−1(t) + bξ̇i+1(t) + cξi+1(t) + Ui(t),

...

mξ̈n(t)=− 2bξ̇n(t)− 2cξn(t) + bξ̇n−1(t) + cξn−1(t) + Un(t),

(9)

где ξi – координата i-й материальной точки относительно основания, Ui –
управляющая сила, приложенная к i-й материальной точке, m – масса мате-
риальной точки, b и c – коэффициенты демпфирования и упругости межсек-
ционных связей соответственно.
Введем обозначения:

y(t) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ξ1(t)
...

ξn(t)

ξ̇1(t)
...

ξ̇n(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, v(t) =
1

m

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
...
0

U1(t)
...

Un(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, K =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 0 . . . 0 0

1 2 1 . . . 0 0

0 1 2 . . . 0 0
...
...
...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 2 1

0 0 0 . . . 1 2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

β =
b

m
, ω2 =

c

m
.

Тогда уравнения (9) можно привести к каноническому виду

ẏ(t) = Ãy(t) + v(t),

Ã =

(

0 I

−ω2K −βK

)

.
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Пусть высота здания составляет 6 этажей, т.е. n = 6. Также пусть β = 1,
ω2 = 100. Значение параметров выбраны на основе модели, описанной в [27].
Полагая, что управление v(t) является кусочно-постоянной функцией, ме-
няющей свои значения через промежутки времени Δt, можно перейти к дис-
кретному аналогу системы (9), обозначив

x(k) = y(kΔt), k ∈ N ∪ {0}.

Пусть Φ(t) – матрица фундаментальной системы решений (9). Тогда, по-
лагая v(kΔt) = vk, справедливо представление

x(k + 1) = Φ(Δt)Φ−1(0)x(k) +
(

Φ(Δt)Φ−1(0)Ã−1 − Ã−1
)

vk.

Введем обозначения:

A = Φ(Δt)Φ−1(0),

B = Φ(Δt)Φ−1(0)Ã−1 − Ã−1,

u(k) = Bvk, k ∈ N ∪ {0}.

Окончательно получим систему управления, эквивалентную виду (1):

x(k + 1) = Ax(k) + u(k),

x(0) = y0, u(k) ∈ BU0,
(10)

где A ∈ R
12×12 – матрица дискретизированной системы, BU0 ⊂ R

12 – множе-
ство допустимых значений управлений, x(k) ∈ R

12 – состояние системы на
k-м шаге. Данная система является стационарной, что можно рассматривать
как частный случай нестационарной системы (1).
Предполагается, что демпфирующие устройства расположены на 2-м, 4-м

и 5-м этажах. В качестве множества допустимых значений управлений рас-
сматривается трехмерный эллипсоид в R12:

U0 =

{

u ∈ R
12 : u28 +

16

9
u210 +

9

4
u211 � 1, ui = 0, i �∈ {8, 10, 11}

}

.

Для аппроксимации U0 используется алгоритм сближающихся многогран-
ников [20], который позволяет построить последовательности {Um}∞m=1,
{Um}∞m=1 верхних и нижних оценок BU0, сходящиеся к исходному множе-
ству BU0 в смысле расстояния Хаусдорфа. Тогда в силу теорем 2, 3 и след-
ствия 5 почти для всех начальных состояний также должны быть верны
сходимости

Nmin(m)
m→∞−→ Nmin,

Nmin(m)
m→∞−→ Nmin.
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Рис. 3. Оптимальная траектория системы (10).

Результаты расчетов приведены в табл. 2.
Здесь через m ∈ N обозначены число вершин многогранника Um и число

гиперграней многогранника Um. На шаге m0 = 8 аппроксимационного алго-
ритма неравенство (7) переходит в равенство (8), откуда следует оптималь-
ность управления, вычисленного на основе теоремы 1 для вспомогательной
системы

(

A, {BUm0}∞k=0

)

, в задаче быстродействия для исходной системы
управления (10),

Nmin = 5.

Также на основе теоремы 1 построен оптимальный процесс системы
{x∗(k), u∗(k − 1), x0}Nmin

k=1 . Результаты расчетов представлены в табл. 3 и 4.
На рис. 3 схематично изображена оптимальная траектория системы (10).
Переход от непрерывной системы (9) к дискретной системе (10) выполнен

без погрешностей и основан на возможности аналитически построить реше-
ние системы линейных дифференциальных уравнений (9) в предположении,
что управление является кусочно-постоянным. В связи с этим фактом траек-
тория, представленная на рис. 3, также визуализирует траекторию исходной
непрерывной системы (9).

Таблица 2
m 5 6 7 8

Nmin(m) 5 5 5 5
Nmin(m) 8 8 6 5
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Таблица 3. Оптимальная траектория системы
k 0 1 2 3 4 5

x∗
1(k) 0,0001 −0,0031 −0,0135 −0,0111 −0,0012e-03 0

x∗
2(k) −0,0038 −0,0162 −0,0109 0,0038 0,024e-03 0

x∗
3(k) −0,0156 −0,0013 0,0035 −0,0151 0,021e-03 0

x∗
4(k) −0,0037 −0,0169 −0,0198 −0,0168 0,015e-03 0

x∗
5(k) −0,0011 −0,0147 −0,0352 −0,0315 0,0345e-03 0

x∗
6(k) −0,0158 −0,0212 −0,0215 −0,0335 0,032e-03 0

x∗
7(k) 0,0026 0,0747 0,0915 −0,1694 −0,015e-03 0

x∗
8(k) 0,1099 0,0866 −0,1702 −0,0279 −0,052e-03 0

x∗
9(k) −0,2835 −0,4534 −0,1461 −0,1240 −0,065e-03 0

x∗
10(k) 0,1024 0,1161 −0,0423 0,0302 0,01e-03 0

x∗
11(k) 0,0568 0,2169 0,1296 −0,1887 −0,014e-03 0

x∗
12(k) 0,1112 0,2312 0,0975 0,0426 0,026e-03 0

Таблица 4. Оптимальное управление
k 0 1 2 3 4

u∗
1(k) 0,0003 0,0032 0,0104 −0,0024 −0,0245

u∗
2(k) 0,0032 0,0123 −0,0053 −0,0148 0,0127

u∗
3(k) 0,0222 −0,0144 −0,0047 0,0186 −0,0006

u∗
4(k) 0,0037 0,0131 0,0030 −0,0031 0,0079

u∗
5(k) 0,0037 0,0137 0,0205 −0,0037 −0,0187

u∗
6(k) 0,0132 0,0054 0,0003 0,0120 0,0129

u∗
7(k) 0,0117 −0,0721 −0,0168 0,2609 0,0484

u∗
8(k) 0,0943 0,0232 0,2568 −0,1423 −0,2448

u∗
9(k) −0,1508 0,1698 −0,3072 −0,0221 0,2824

u∗
10(k) 0,1069 −0,0136 0,1583 −0,0724 −0,0385

u∗
11(k) 0,0898 −0,1601 0,0873 0,3183 −0,1186

u∗
12(k) 0,1261 −0,1201 0,1337 0,0549 −0,2133

7. Заключение

В статье рассмотрена задача быстродействия для линейной дискретной
нестационарной системы. Множества допустимых значений управлений на
каждом шаге предполагаются выпуклыми компактами. Предложен метод
сведения общего случая задачи быстродействия к случаю линейных ограни-
чений на управление посредством полиэдральной аппроксимации множеств
допустимых значений управлений. Сформулировано и доказано, что полу-
ченное таким образом гарантирующее решение сходится к оптимальному, ес-
ли последовательность аппроксимирующих многогранников на каждом шаге
сходится в смысле расстояния Хаусдорфа к истинному множеству допусти-
мых значений управлений.
Отдельно рассмотрена задача наискорейшего демпфирования высотного

сооружения, расположенного в зоне сейсмической активности. Произведе-
на дискретизация непрерывной системы. Для заданного множества допусти-
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мых значений управлений в виде эллипсоида проведена аппроксимация по
предложенным алгоритмам и приведены иллюстрации. Найдены оптималь-
ное управление и траектория системы.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Включение x ∈ X (N, k) в силу определе-
ния класса множеств 0-управляемости эквивалентно существованию векто-
ров

u(k) ∈ U(k), . . . , u(N + k − 1) ∈ U(N + k − 1)

таких, что

0 = x(N + k) = A(N + k − 1)x(N + k − 1) + u(N + k − 1) =

= A(N + k − 1)A(N + k − 2)x(N + k − 2) +

+A(N + k − 1)u(N + k − 2) + u(N + k − 1) = . . . =

= A(N + k − 1) · . . . ·A(k)x+A(N + k − 1) · . . . ·A(k + 1)u(k) +

+A(N + k − 1) · . . . · A(k + 2)u(k + 1) + . . .+ u(N + k − 1).

Тогда в силу невырожденности матриц из последовательности A

x = −A−1(k) · . . . · A−1(N + k − 1)u(N + k − 1)− . . . −A−1(k)u(k),

что равносильно утверждению леммы 1.
Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Доказательство следует непосред-

ственно из леммы 1.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. В силу определения алгебраической сум-

мы множеств верна следующая цепочка неравенств:

ρH(X1 + Y1,X2 + Y2) =

= max

{

sup
x∈X1+Y1

inf
y∈X2+Y2

‖x− y‖; sup
y∈X2+Y2

inf
x∈X1+Y1

‖x− y‖
}

=

= max

⎧

⎪⎨

⎪⎩

sup
x1∈X1
y1∈Y1

inf
x2∈X2
y2∈Y2

‖(x1 − x2) + (y1 − y2)‖;

sup
x2∈X2
y2∈Y2

inf
x1∈X1
y1∈Y1

‖(x1 − x2) + (y1 − y2)‖

⎫

⎪⎬

⎪⎭

�

� max

{

sup
x1∈X1

inf
x2∈X2

‖x1 − x2‖+ sup
y1∈Y1

inf
y2∈Y2

‖y1 − y2||;

sup
x2∈X2

inf
x1∈X1

‖x1 − x2‖+ sup
y2∈Y2

inf
y1∈Y1

‖y1 − y2‖
}

�

65



� max

{

sup
x1∈X1

inf
x2∈X2

‖x1 − x2‖; sup
x2∈X2

inf
x1∈X1

‖x1 − x2‖
}

+

+max

{

sup
y1∈Y1

inf
y2∈Y2

‖y1 − y2‖; sup
y2∈Y2

inf
y1∈Y1

‖y1 − y2‖
}

=

= ρH(X1,X2) + ρH(Y1,Y2) < ε1 + ε2.

Лемма 3 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. По определению сходимости для любого

ε > 0 существует m ∈ N такое, что для всех i = 1, N справедливо неравенство
ρH(X i

m,X i) < ε
N .

Тогда в силу леммы 3

ρH

(
N∑

i=1

X i
m,

N∑

i=1

X i

)

<

N∑

i=1

ε

N
= ε,

откуда согласно определению предела следует утверждение леммы 4.
Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. В силу леммы 2 для каждого i =

= 0, N − 1 верно, что

ρH
(

(−A−1(k) · . . . · A−1(i+ k))Um(k + i),

(−A−1(k) · . . . · A−1(i+ k))U(k + i)
) m→∞−→ 0.

Тогда в силу лемм 1 и 4 верны соотношения

Xm(N, k) =

N−1∑

i=0

(−A−1(k) · . . . · A−1(i+ k))Um(k + i)
m→∞−→

m→∞−→
N−1∑

i=0

(−A−1(k) · . . . ·A−1(i+ k))U(k + i) = X (N, k).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. Предположим, что x0 �∈ Y. Пусть

y1 = arg min
y∈Y

‖x0 − y‖.

Определим x∗ ∈ X из условий
{
x∗ = x0 + β(x0 − y1),

x∗ ∈ ∂X ,
(Π.1)

т.е. x∗ – точка пересечения границы множества X и луча, выходящего из
точки y1 и проходящего через x0. Поскольку Bε(x0)⊂X , то ‖x0 − x∗‖ � ε.
Так как ρH(X ,Y) < ε, существует y2 ∈ Bε(x

∗) ∩ Y, т.е. ‖x∗ − y2‖ � ε.
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Рассмотрим следующую величину:

(y2 − x0, x
∗ − x0) = (y2 − x∗ + x∗ − x0, x

∗ − x0) =

= (x∗ − x0, x
∗ − x0) + (y2 − x∗, x∗ − x0).

В силу неравенства Коши–Буняковского

−
√

(x∗ − x0, x∗ − x0)(y2 − x∗, y2 − x∗) � (y2 − x∗, x∗ − x0),

(x∗ − x0, x
∗ − x0)−

√

(x∗ − x0, x∗ − x0)(y2 − x∗, y2 − x∗) � (y2 − x0, x
∗ − x0),

√

(x∗ − x0, x∗ − x0)
(√

(x∗ − x0, x∗ − x0)−
√

(y2 − x∗, y2 − x∗)
)

> 0.

Отсюда

(y2 − x0, x
∗ − x0) > 0.(Π.2)

Представим y1 как линейную комбинацию: y1 = x0 + α(x0 − x∗). В силу
(Π.1) α > 0. Тогда справедливы соотношения

(y1 − x0, y2 − x0) = (x0 + α(x0 − x∗)− x0, y2 − x0) =

= (α(x0 − x∗), y2 − x0) = −α(x∗ − x0, y2 − x0).

С учетом (Π.2)

(y1 − x0, y2 − x0) < 0.

Обозначим через y∗ проекцию x0 на аффинную оболочку y1 и y2:

y∗ =
(x0 − y1, y2 − y1)

(y2 − y1, y2 − y1)
(y2 − y1) + y1.

Обозначим

λ = 1− (x0 − y1, y2 − y1)

(y2 − y1, y2 − y1)
.

Тогда верно представление

y∗ = λy1 + (1− λ)y2.

Докажем, что λ ∈ [0; 1].

0 > (y1 − x0, y2 − x0) = (y1 − x0, y2 − y1 + y1 − x0) =

+ (y1 − x0, y2 − y1) + (y1 − x0, y1 − x0),

0 � (y1 − x0, y1 − x0) < (x0 − y1, y2 − y1) �
�
√

(x0 − y1, x0 − y1)(y2 − y1, y2 − y1).
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Отсюда

(x0 − y1, y2 − y1) > 0,

(x0 − y1, x0 − y1) < (y2 − y1, y2 − y1),

что эквивалентно λ ∈ [0; 1]. Поскольку Y выпуклое, y1, y2 ∈ Y , то y∗ ∈ Y. При
этом ‖x0 − y∗‖ < ‖x0 − y1‖. С учетом определения y1 получаем противоречие.
Следовательно, x0 ∈ Y. Лемма 5 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 3. Поскольку x0 ∈ int X , то существует

ε > 0 такое, что Bε(x0)⊂ X . В силу условия ρH(Xm,X )
m→∞−→ 0 существует

N ∈ N, удовлетворяющее неравенству

ρH(XN ,X ) < ε.

Тогда в силу леммы 5 верно включение x0 ∈ XN .
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 6. Предположим, что x0 ∈ Y. Пусть

y1 = argmin
y∈X

‖y − x0‖.

Определим x∗ ∈ Y из условий
{
x∗ = x0 + β(x0 − y1),

x∗ ∈ ∂Y,(Π.3)

т.е. x∗ – точка пересечения границы множества Y и луча, выходящего из точ-
ки y1 и проходящего через x0. Так как ρH(X ,Y) < ε, то существует y2 ∈ X
такой, что ‖x∗ − y2‖ � ε. В силу того что Bε(x0) ∩ X = ∅, справедливы нера-
венства ‖x0 − y1‖ � ε, ‖x0 − y2‖ � ε.
Рассмотрим следующую величину:

(y2 − x0, x
∗ − x0) = (y2 − x0, x

∗ − x0 + y2 − y2) =

= (y2 − x0, y2 − x0) + (y2 − x0, x
∗ − y2).

В силу неравенства Коши–Буняковского

−
√

(y2 − x0, y2 − x0)(x∗ − y2, x∗ − y2) � (y2 − x0, x
∗ − y2),

0 �
√

(y2 − x0, y2 − x0)
(√

(y2 − x0, y2 − x0)−
√

(x∗ − y2, x∗ − y2)
)

=

= (y2 − x0, y2 − x0)−
√

(y2 − x0, y2 − x0)(x∗ − y2, x∗ − y2) � (y2 − x0, x
∗ − x0).

Отсюда

(y2 − x0, x
∗ − x0) � 0.(Π.4)

Представим y1 как линейную комбинацию: y1 = x0 + α(x0 − x∗). В силу
(Π.3) α > 0. Тогда справедливы соотношения

(y1 − x0, y2 − x0) = (x0 + α(x0 − x∗)− x0, y2 − x0) =

= (α(x0 − x∗), y2 − x0) = −α(x∗ − x0, y2 − x0) < 0.
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С учетом (Π.4)

(y1 − x0, y2 − x0) < 0.

Обозначим через y∗ проекцию x0 на аффинную оболочку y2 и y1:

y∗ =
(x0 − y1, y2 − y1)

(y2 − y1, y2 − y1)
(y2 − y1) + y1.

Обозначим

λ = 1− (x0 − y1, y2 − y1)

(y2 − y1, y2 − y1)
.

Тогда

y∗ = λy1 + (1− λ)y2.

Докажем, что λ ∈ [0; 1].

0 > (y1 − x0, y2 − x0) = (y1 − x0, y2 − y1 + y1 − x0) =

= (y1 − x0, y2 − y1) + (y1 − x0, y1 − x0),

0 � (y1 − x0, y1 − x0) < (x0 − y1, y2 − y1) �
�
√

(x0 − y1, x0 − y1)(y2 − y1, y2 − y1).

Отсюда

(x0 − y1, y2 − y1) > 0,

(x0 − y1, x0 − y1) < (y2 − y1, y2 − y1),

что эквивалентно условию λ ∈ [0; 1]. Поскольку X выпуклое, y1, y2 ∈ X , то
y∗ ∈ X . При этом ‖x0 − y∗‖ < ‖x0 − y1‖. Получаем противоречие. Следова-
тельно, x0 �∈ Y. Лемма 6 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 4. Поскольку x0 �∈ X , X ∈ Kn, то со-

гласно аксиоме отделимости существует ε > 0 такое, что Bε(x0) ∩ X = ∅. В
силу условия ρH(Xm,X )

m→∞−→ 0 найдется N ∈ N, удовлетворяющее неравен-
ству

ρH(XN ,X ) < ε.

Тогда в силу леммы 6 верно, что x0 �∈ XN .
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Условие Nmin = Nmin(m1) в силу (3)

и (7) эквивалентно включению x0 ∈ X (Nmin, 0) ∩ Xm(Nmin, 0).
В силу следствия 2

ρH
(

Xm(Nmin, 0),X (Nmin, 0)
) m→∞−→ 0.
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Тогда согласно следствию 3 для любого x0 ∈ int X (Nmin, 0) существует
m1 ∈ N такое, что x0 ∈ Xm1(Nmin, k). Теорема 2 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Рассмотрим точку

x0 ∈ X (Nmin, 0) \ X (Nmin − 1, 0).

Тогда X (Nmin − 1, 0) ⊂ Xm(Nmin − 1, 0) и согласно следствию 2

ρH
(

X (Nmin − 1, 0),Xm(Nmin − 1, 0)
) m→∞−→ 0.

Тогда в силу следствия 4 существует m2 ∈ N такое, что x0 �∈ Xm2(Nmin−1, 0),
откуда с учетом (3) и (7) следует утверждение теоремы 3.
Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 5. В силу теорем 2 и 3 для выполнения

следствия 5 достаточно выбрать m0 = max{m1;m2}.
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НЕКОТОРЫЕ АЛГОРИТМЫ УЛУЧШЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ
РЕГУЛЯТОРОВ НА БЕСКОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИ1

Исследуется задача оптимизации линейной по состоянию и нелиней-
ной по управлению динамической стохастической системы, функциони-
рующей на бесконечном интервале времени, относительно квадратичного
функционала качества. Предлагается несколько алгоритмов последова-
тельного улучшения заданного нестационарного программного управле-
ния. Они могут быть использованы, в частности, для построения каче-
ственных динамических регуляторов неполной обратной связи в детер-
минированных линейных стационарных системах. Для обоснования алго-
ритмов улучшения сформулирован и доказан ряд строгих утверждений
относительно исходной оптимизационной проблемы.

Ключевые слова: динамическая обратная связь, бесконечный интервал
времени, нелинейная стохастическая система, структурные ограничения.

DOI: 10.31857/S0005231021120059

1. Введение

Предположим, что исследуется задача управления линейной динамиче-
ской системой

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)(1)

с заданными начальным условием x(0) = x0 ∈ R
n и матрицами системы

A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, в которой качество управления оценивается значени-
ем функционала

J(u) =

+∞∫

0

(

x(t)TQx(t) + u(t)TEu(t)
)

dt(2)

всюду, где он определен. Здесь Q ∈ R
n×n и E ∈ R

m×m – положительно опре-
деленные матрицы.
Будем считать, что функцию управления u(t) необходимо построить в виде

линейного регулятора

u(t) = P (t)x(t),

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 20-08-00400).
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так что (1)–(2) преобразуются к виду

ẋ(t) = (A+BP (t))x(t), x(0) = x0,(3)

J(P ) =

+∞∫

0

x(t)T(Q+ P (t)TEP (t))x(t)dt.(4)

Пусть, для начала, на матричную функцию P (t) не наложено никаких
ограничений, кроме естественного требования сходимости несобственного ин-
теграла в правой части (4). Множество всех таких функций P (t) обозначим
через S. В этом случае задача J(P ) → minP∈S совпадает с классической
линейно-квадратичной задачей оптимального регулирования на бесконечном
временном интервале, ее решение хорошо известно из теории аналитического
конструирования оптимальных регуляторов (АКОР) и является постоянной
по времени матричной функцией P (t)≡ P ∗, одной и той же для любого x0.
Предположим теперь, что дополнительно требуется удовлетворить неко-

торый набор структурных ограничений на функцию P (t) (например, Pij(t)≡
≡ 0 для каких-то i, j и т.п.). Оказывается, что в этом случае решение задачи
J(P ) → minP∈S на соответствующем множестве S может не быть постоянной
матрицей. Это обстоятельство несколько удивительно ввиду того, что все па-
раметры A,B,Q и E в задаче остаются стационарными, но стационарный
регулятор уже не является оптимальным среди всех возможных. Возникает
естественная потребность в алгоритме построения оптимального нестацио-
нарного регулятора в подобной задаче (или, по крайней мере, в алгоритме
улучшения имеющегося оптимального регулятора среди всех стационарных),
чему и посвящена данная работа. Соответствующие результаты формули-
руются для существенно более общей стохастической задачи оптимального
управления, а затем обсуждаются, в том числе и для указанной выше ситуа-
ции, на примерах.
В контексте изучаемой проблемы и предлагаемых ниже путей ее реше-

ния нелишним будет указать ссылку на монографию [1], где в числе прочего
обсуждается вопрос минимизации функционала (4) с условием (3) на мно-
жестве постоянных стабилизирующих матриц P (t) ≡ P ∗, удовлетворяющих
заданным структурным ограничениям. В частности, для задачи линейного
регулирования по выходу выписан градиент функционала J на указанном
множестве [1, с. 253]. Там же отмечается, что использование затем гради-
ентной процедуры минимизации не гарантирует отыскание решения (ввиду
невыпуклости как самого функционала, так и его области определения) и по-
тому такую задачу следует отнести к разряду нерешенных проблем. То же
самое, безусловно, можно сказать и об изучаемой в настоящей работе более
общей задаче, однако в качестве ее «решения» здесь тем не менее предла-
гается улучшающая процедура градиентного типа. Это связано с тем, что
для задач нестационарного регулирования в условиях структурных ограни-
чений глобальный минимум значений J может, вообще говоря, не достигаться
(см. [2], где построен простой пример расходящейся минимизирующей после-
довательности в линейно-квадратичной задаче на конечном временном ин-
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тервале). Последнее означает, что даже наличие каких бы то ни было необхо-
димых и достаточных условий оптимальности данного нестационарного регу-
лятора также не гарантирует окончательного решения задачи, в то время как
градиентная процедура одинаково успешно (или неуспешно) может отыскать
и минимизирующую последовательность, и некоторое приближение к стацио-
нарной точке.

2. Формальная постановка задачи и предварительные результаты

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение Ито [3]

dx(t) = A(u(t))x(t)dt +G(u(t))x(t)dw(t), x(0) = x0,(5)

где x0 — n-мерный случайный вектор с известной конечной матрицей вторых
начальных моментов E[x0x

T
0 ] = N0 � 0, матричные функции A,G : R

m →
→ R

n×n непрерывно дифференцируемы на всей области определения. Для
заданных отображений A и G определено открытое множество S (стабили-
зирующих) векторов v ∈ R

m таких, что вещественные части всех собствен-
ных значений матрицы A(v)⊕A(v) +G(v) ⊗G(v) строго меньше нуля (сим-
волы ⊕ и ⊗ означают сумму и произведение Кронекера). Последнее условие
гарантирует асимптотическую устойчивость (стабилизируемость) динамиче-
ской системы (5) при u(t) ≡ v ∈ R

m в среднем квадратичном (это вытекает
из векторного представления матричного уравнения для второго начально-
го момента случайного процесса x(t) [4]). Если G = 0, то оно эквивалентно
классическому условию гурвицевости матрицы A(v).
Будем исследовать задачу на минимум

J(u) = E

⎡

⎣

+∞∫

0

x(t)TQ(u(t))x(t)dt

⎤

⎦→ inf
u∈U

,(6)

где для удобства записи опущена неявная зависимость в смысле уравне-
ния (5) вектора состояния x от функции управления u, матричная функция
Q : Rm → R

n×n непрерывно дифференцируема, Q(u) � 0 ∀u ∈ R
m,

U =
⋃

T�0

UT ,

а UT – множество измеримых на [0;+∞) функций u таких, что выполнены
условия:
1) u|[0;T ] ∈ Lm

2 ([0;T ]), если T > 0;

2) u(t) = uT ∈ S для всех t � T .
Ясно, что UT можно рассматривать как открытое множество в
Lm
2 ([0;T ]) × R

m при T > 0 и как открытое множество в R
m при T = 0.

Предполагается, что функционал J на множестве U определен корректно, то
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есть при любом u ∈ U существует единственное сильное решение [3] уравне-
ния (5), а несобственный интеграл в правой части (6) сходится к случайной
величине с конечным вторым моментом.
Отметим, что постановку задачи (5)–(6) и нижеследующие результаты

можно элементарно обобщить на случай многомерного случайного возмуще-
ния, но здесь для удобства изложения ограничимся одномерным стандартным
винеровским процессом w(t). Если же положить G(u) ≡ 0, A(u) = Ac +BcPu,
Q(u) = Qc + PT

u EcPu, x0 = E[x0], то получается детерминированная зада-
ча (3)–(4) оптимизации линейного регулятора со структурными ограничения-
ми (здесь Pu – матрица регулятора, а вектор u составляется из максимального
набора линейно независимых компонент матрицы Pu).
Рассмотрим также три вспомогательные задачи: при фиксированном зна-

чении T > 0

J∗(u) = E

⎡

⎣

+∞∫

0

x(t)TQ(u(t))x(t)dt

⎤

⎦ → inf
u∈UT

;(7)

на конечном интервале времени

Jα(u) = E

⎡

⎣

T∫

0

x(t)TQ(u(t))x(t)dt + x(T )TαIx(T )

⎤

⎦→ inf
u∈Lm

2 ([0;T ])
, T > 0,(8)

где α � 0 – скалярный коэффициент, а I – единичная матрица размеров n× n;
и на множестве допустимых управлений в виде постоянных векторов

Jc(u) = E

⎡

⎣

+∞∫

0

x(t)TQ(u)x(t)dt

⎤

⎦→ min
u∈S

.(9)

Задачи (8) и (9) ранее исследовались в [5, 6]. Воспользуемся некоторыми ре-
зультатами из этих работ для построения различных алгоритмов улучше-
ния в задаче (6). Начнем с формулировки необходимых утверждений каса-
тельно задач (7)–(9). Здесь и далее под градиентом ∇F (v0) функционала
F : Lm

2 ([0;T ]) → R в точке v0 ∈ Lm
2 ([0;T ]) понимается, как обычно, элемент f

пространства Lm
2 [(0;T )] такой, что 〈f, v〉 = F ′(v0)v ∀v ∈ Lm

2 ([0;T ]), где 〈·, ·〉
означает скалярное произведение в Lm

2 ([0;T ]), а F ′(v0) : Lm
2 ([0;T ]) → R – ли-

нейный функционал производной Фреше отображения F в точке v0. Кратко
будем писать ∇F (v0) = t → f(t).
Утв е ржд е ни е 1. Компоненты градиента функционала Jα в произволь-

ной точке u ∈ Lm
2 ([0;T ]) имеют вид

∂Jα(u)

∂uj(·)
= t→ tr

[(
∂Q(u(t))

∂uj
− 2M(t)

∂A(u(t))

∂uj
− 2G(u(t))TM(t)

∂G(u(t))

∂uj

)

N(t)

]

,

j = 1,m, где матричная функция N : [0;T ] → R
n×n является единственным

решением задачи Коши

Ṅ(t) = A(u(t))N(t) +N(t)A(u(t))T +G(u(t))N(t)G(u(t))T , N(0) = N0,
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а матричная функция M : [0;T ] → R
n×n — единственным решением задачи

Коши

Ṁ(t) = −M(t)A(u(t)) −A(u(t))TM(t)−G(u(t))TM(t)G(u(t)) +Q(u(t)),

M(T ) = −αI,

причем

Jα(u) = −tr [M(0)N0] .

Утв е ржд е ни е 2. Компоненты градиента функционала Jc в произволь-
ной точке u ∈ S имеют вид

∂Jc(u)

∂uj
= tr

[(
∂Q(u)

∂uj
− 2MT

∂A(u)

∂uj
− 2G(u)TMT

∂G(u)

∂uj

)

NT

]

, j = 1,m,

где матрица NT ∈ R
n×n является единственным решением уравнения

A(u)NT +NTA(u)
T +G(u)NTG(u)T +N0 = 0,

а матрица MT ∈ R
n×n — единственным решением уравнения

Q(u)−MTA(u)−A(u)TMT −G(u)TMTG(u) = 0,

причем

Jc(u) = −tr [MTN0] .

Утв е ржд е ни е 3. Градиент функционала J∗ в произвольной точке
u ∈ UT имеет вид

∇uJ∗(u) =

⎛

⎜
⎜
⎝

∂J∗(u)
∂u(·)
∂J∗(u)
∂uT

⎞

⎟
⎟
⎠

∈ Lm
2 ([0;T ]) × R

m,

∂J∗(u)
∂uj(·)

= t→ tr

[(
∂Q(u(t))

∂uj
−2M(t)

∂A(u(t))

∂uj
−2G(u(t))TM(t)

∂G(u(t))

∂uj

)

N(t)

]

,

∂J∗(u)
∂uTj

=tr

[(
∂Q(uT )

∂uj
− 2MT

∂A(uT )

∂uj
− 2G(uT )

TMT
∂G(uT )

∂uj

)

NT

]

, j = 1,m,

где матричная функция N : [0;T ] → R
n×n и матрица NT ∈ R

n×N являются
единственным решением системы уравнений

Ṅ(t) = A(u(t))N(t) +N(t)A(u(t))T +G(u(t))N(t)G(u(t))T , N(0) = N0,

A(uT )NT +NTA(uT )
T +G(uT )NTG(uT )

T +N(T ) = 0,

77



а матричная функцияM : [0;T ] → R
n×n и матрицаMT ∈ R

n×n – единствен-
ным решением системы уравнений

Ṁ(t) = −M(t)A(u(t)) −A(u(t))TM(t)−G(u(t))TM(t)G(u(t)) +Q(u(t)),

M(T ) = MT ,

Q(uT )−MTA(uT )−A(uT )
TMT −G(uT )

TMTG(uT ) = 0,

причем

J∗(u) = −tr [M(0)N0] .

Утверждение 1 для задачи (8) было впервые сформулировано и доказано
в [5], а утверждение 2 для задачи (9) – в [6]. Утверждение 3 для задачи (7)
формулируется впервые и комбинацией утверждений 1–2 не выводится. В це-
лях соблюсти целостность текста статьи, а также подчеркнуть единый подход
к задачам, полное доказательство всех этих утверждений приведено в Прило-
жении. Альтернативные формулы для вычисления значений функционалов в
каждом из сформулированных утверждений могут быть эффективно исполь-
зованы для контроля значений этих функционалов в процессе применения
улучшающих процедур. Это подразумевается в дальнейшем при формулиров-
ке алгоритмов. Важно отметить, что значение функционала Jα в отличие от
значений Jc и J∗ никак в общем случае не соотносится со значением исходного
функционала J , так как речь идет о модифицированном функционале (8).

3. Алгоритмы улучшения нестационарных регуляторов

В [7] был предложен достаточно простой алгоритм улучшения имеющего-
ся оптимального стационарного регулятора в задаче (9) за счет построения
кусочно-постоянного управления, где при переходе к новому интервалу по-
стоянства фиксируется текущее начальное условие и строится оптимальный
для него стационарный регулятор на бесконечном времени. Уже такой подход
в ряде случаев позволяет серьезно повысить качество управления. Проблема
развития идей улучшения на «полностью нестационарный» случай состоит
в том, что для нестационарного регулятора в подавляющем большинстве си-
туаций невозможно аналитически определить оптимальное решение, а уда-
ется лишь построить улучшающую последовательность, быть может являю-
щуюся (а быть может, и нет [2]) некоторым приближением к одной из множе-
ства стационарных точек. Исследование примеров также позволяет устано-
вить существенную неединственность таких улучшающих последовательно-
стей, поэтому получение конкретного результата сильно зависит как от выбо-
ра начального приближения, так и от изменения величины шага улучшающей
процедуры. Наконец, в изучаемой здесь оптимизационной проблеме (6) речь
уже идет о совокупности задач, каждая из которых обладает указанными
особенностями. Как итог, предлагаемые ниже алгоритмы улучшения не мо-
гут гарантировать отыскание близкого к оптимальному нестационарного ре-
гулятора и потому являются скорее полезным инструментом исследования
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проблемы, нежели сколь-нибудь полного ее решения. Тем не менее они могут
быть эффективно применены в конкретных прикладных задачах, где поря-
док улучшения значительно важнее близости к неизвестному оптимальному
решению.
Итак, пусть имеется какой-либо регулятор u ∈ UT при некотором T � 0.

В частности, при T = 0 имеется стационарный регулятор. Будем считать его
начальным приближением и рассмотрим возможные варианты его улучшения
в смысле функционала качества (6).

Алг о ри тм 1. А) Случай T > 0. Построить улучшающую последователь-
ность в задаче (7), не изменяя T . Для этого осуществить градиентный спуск
исходя из формулы для ∇uJ∗(u) в утверждении 3. На каждом шаге при этом
необходимо проверять принадлежность нового приближения множеству UT , в
частности, должно быть выполнено включение uT ∈ S (проверяется по опре-
делению). Завершить расчеты при выполнении условия достаточной малости
совокупного градиента ∇uJ∗(u) по какой-либо норме.
Б) Случай T = 0. Построить улучшающую последовательность в зада-

че (9). Для этого осуществить градиентный спуск исходя из формулы для
∇uJc(u) в утверждении 2. На каждом шаге проверять принадлежность ново-
го приближения множеству S. Завершить расчеты при выполнении условия
достаточной малости градиента ∇uJc(u) по какой-либо норме.

Особенность алгоритма 1 состоит в том, что улучшающая последователь-
ность относительно проблемы (6) будет построена только в заданном классе
управлений UT . Если задан стационарный регулятор, то он останется стацио-
нарным.

Алг о ри тм 2. Построить улучшающие последовательности в задаче (7)
с увеличением значения T относительно данного вплоть до некоторого Tmax.
Для этого осуществлять градиентный спуск исходя из формулы для ∇uJ∗(u)
в утверждении 3. На каждом шаге проверять принадлежность нового при-
ближения множеству UT . При каждом T завершать расчеты при выполне-
нии условия достаточной малости совокупного градиента ∇uJ∗(u) по какой-
либо норме. При достижении стационарности получающегося решения u(t)
на некотором интервале заданной длины [T ∗ − ε; T ∗] проверить условие
u(T ∗) ∈ S и в случае его выполнения закончить расчеты в целом, положив
u(t) = u(T ∗), t > T ∗; иначе произвольно выбрать u∗ ∈ S и положить u(t) = u∗,
t > T ∗.

Алгоритм 2 предполагает многократный градиентный спуск на растущем
конечном интервале времени и все так же требует проверки условий uT ∈ S
и нахождения стабилизирующего регулятора при T = T ∗. Вместе с тем по-
иск осуществляется в том числе и за пределами заданного исходного мно-
жества UT , однако и здесь могут быть потеряны некоторые потенциально
качественные в смысле функционала (6) решения. Оказывается, существует
способ существенно уменьшить вычислительную сложность алгоритма 2 и
одновременно несколько изменить область поиска решений задачи (6) путем
перехода к исследованию задачи (8).
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Алг о ри тм 3. Задать некоторым образом весовой коэффициент α � 0 и
построить улучшающие последовательности в задаче (8), варьируя значе-
ния T в некотором диапазоне (0;Tmax]. Для этого осуществлять градиент-
ный спуск исходя из формулы для компонент градиента в утверждении 1.
В качестве начального приближения брать u|[0; T ]. При каждом T завершать
расчеты при выполнении условия достаточной малости градиента ∇uJα(u)
по какой-либо норме. При достижении стационарности получающегося ре-
шения u(t) на некотором интервале заданной длины [T ∗ − ε;T ∗] проверить
условие u(T ∗) ∈ S и в случае его выполнения закончить расчеты в целом,
положив u(t) = u(T ∗), t > T ∗; иначе произвольно выбрать u∗ ∈ S и положить
u(t) = u∗, t > T ∗. В случае отсутствия стационарности использовать значение
T ∗ = Tmax. Проверить улучшение начального приближения в смысле функ-
ционала качества J∗ и в случае отсутствия улучшений считать применение
алгоритма безуспешным.

За счет задания достаточно большого значения α можно добиться отыска-
ния алгоритмом 3 таких решений, которые соответствуют «быстрому обнуле-
нию» ковариационной матрицы случайного процесса x(t), после чего любой
стабилизирующий регулятор достаточно быстро «гасит» оставшийся «хвост».
Более того, подходящий регулятор может быть найден автоматически. Есте-
ственно ожидать от таких решений высокого качества в смысле (6). Однако
особенности рассматриваемой задачи не предполагают, что такое решение
будет найдено именно в момент остановки алгоритма 3. Последний, учиты-
вающий это обстоятельство алгоритм имеет следующий вид.

Алг о ри тм 4. Задать некоторым образом весовой коэффициент α � 0 и
построить улучшающие последовательности в задаче (8), варьируя значе-
ния T в некотором диапазоне (0;Tmax]. Для этого осуществлять градиент-
ный спуск исходя из формулы для компонент градиента в утверждении 1.
В качестве начального приближения также брать u|[0;T ]. При каждом T за-
вершать расчеты при выполнении условия достаточной малости градиента
∇uJα(u), по какой-либо норме. При достижении стационарности получающе-
гося решения u(t) на некотором интервале заданной длины [T ∗ − ε;T ∗] (или
при T ∗ = Tmax) сравнить между собой все найденные до этого решения и вы-
брать наилучшее из них (в смысле используемого здесь функционала Jα),
соответствующее какому-то T̃ . Проверить условие u(T̃ ) ∈ S и в случае его
выполнения закончить расчеты в целом, положив u(t) = u(T̃ ), t > T̃ ; иначе
произвольно выбрать u∗ ∈ S и положить u(t) = u∗, t > T̃ . Проверить улучше-
ние начального приближения в смысле функционала J∗ и в случае отсутствия
улучшений считать применение алгоритма безуспешным.

Финальное условие остановки в алгоритмах 2–4 и произвольный выбор
u∗ ∈ S обусловлены тем, что для любого стабилизирующего (тем более оп-
тимального) вектора выполнено limt→+∞N(t) = 0, из чего следует, что при
достаточно большом T ∗ выбранное произвольно u∗ ∈ S, для которого было
бы положено u(t) = u∗, t > T ∗, отличается достаточно мало по значению J∗ от
любого другого ũ ∈ S. Это, в свою очередь, означает малость компонент гра-
диента J∗ по uT относительно задачи (7). Отметим также, что формально все
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алгоритмы являются только неухудшающими в том смысле, что не улучша-
ют стационарные точки соответствующих функционалов. Более того, струк-
тура алгоритмов 3 и 4 до последнего шага даже не может гарантировать, что
значение функционала качества J не ухудшится, и потому эти алгоритмы со-
держат дополнительную проверку найденного приближения по критерию J∗.

4. Примеры

Для начала рассмотрим детерминированный вариант модельного примера
из [4]:

{

ẋ1(t) = 2x2(t), x1(0) = 1,
ẋ2(t) = −x1(t)− u(t)x2(t), x2(0) = 1,

J =

+∞∫

0

((

u(t)2 + 1
)

x1(t)
2 + x2(t)

2
)

dt → min .

Воспользуемся утверждением 2, чтобы найти аналитическое решение за-
дачи в классе S стабилизирующих постоянных значений u ∈ R. Сперва опре-
делим множество S. Имеем

A =

(

0 2
−1 −u

)

,

откуда получаем собственные значения матрицы A

λ1,2 =
−u±

√
u2 − 8

2
,

так что S = (0;+∞). Из утверждения 2 получаем следующие соотношения:

∂Jc(u)

∂u
= 2un11 + 2m12n12 + 2m22n22,

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4n12 + 1 = 0,

2n22 − n11 − un12 + 1 = 0,

−2n12 − 2un22 + 1 = 0,

u2 + 1 + 2m12 = 0,

m22 − 2m11 + um12 = 0,

1− 4m12 + 2um22 = 0.

Последовательно находим (с учетом 0 /∈ S)

n12 = −1

4
, n22 =

3

4u
, n11 =

3

2u
+

u

4
+ 1,

m12 = −u2 + 1

2
, m22 = −u− 3

2u
, m11 = − 3

4u
− u3 + 3u

4
,
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Рис. 1. Нестационарный регулятор ũ (алгоритм 2).
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Рис. 2. Нестационарный регулятор û (алгоритм 3).

откуда

∂Jc(u)

∂u
=

3u4 + 8u3 + 7u2 − 9

4u2
.

В области S имеется единственное решение уравнения ∂Jc(u)/∂u = 0, а имен-
но, u∗ ≈ 0, 775.
Итак, решение задачи в классе стабилизирующих постоянных управлений

существует и определяется аналитически как единственный положительный
действительный корень уравнения 3u4 + 8u3 + 7u2 − 9 = 0. При помощи аль-
тернативной формулы для Jc(u) из утверждения 2 также можно заключить,
что значение функционала качества на этом решении равно

Jc(u
∗) = −m∗

11 − 2m∗
12 −m∗

22 =
9

4u∗
+

(u∗)3 + 7u∗

4
+ (u∗)2 + 1≈ 5,976.

Теперь интересен следующий вопрос: «Возможно ли улучшить качество
найденного оптимального стационарного управления при помощи алгорит-
мов 1–4, и если да, то насколько сильно?»
Ясно, что алгоритм 1 не может улучшить найденное u∗, но с его помощью

можно приблизиться к u∗ сколь угодно точно, стартуя из произвольного ста-
билизирующего значения.
Реализуем численно алгоритм 2 (технические подробности относительно

используемой в работе реализации алгоритмов 1–4 приведены в следующем
разделе), взяв в качестве начального приближения u(t)≡ u∗. В результате
окажется найдено приближение ũ, представленное на рис. 1. Значение функ-
ционала качества также вычисляется численно по альтернативной формуле
из утверждения 1:

J(ũ) = J∗(ũ)≈ 4, 385.
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Рис. 3. Нестационарный регулятор u (алгоритм 4).

Используя то же начальное приближение u(t)≡ u∗, применим алгоритм 3.
В результате окажется найдено û, отличающееся (хоть и незначительно) от ũ.
Приближение û представлено на рис. 2. Значение функционала качества на
нем

J(û) = J∗(û)≈ 4, 332.

Наконец, алгоритм 4 позволяет получить из начального приближения
u(t)≡ u∗ совершенно другое u (см. рис. 3). При этом значение функциона-
ла качества

J(u) = J∗(u)≈ 3,572.

Как итог, получена возможность построить нестационарный регулятор,
почти вдвое превышающий по качеству оптимальное стационарное решение.
Ясно, что варьирование начального приближения и параметров алгоритмов
может привести к дальнейшему улучшению.
Этот результат можно интерпретировать следующим образом. В стацио-

нарной линейно-квадратичной задаче оптимального управления

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = (1, 1)T,

A =

(

0 2
−1 0

)

, B =

(

0
−1

)

,

J(u) =

+∞∫

0

(

x(t)TQx(t) + u(t)Eu(t)
)

dt → min,

Q =

(

1 0
0 1

)

, E = 1

наилучший стационарный линейный регулятор вида

u(t) = u∗x2(t)
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Рис. 4. Нестационарный регулятор û (алгоритм 1; стохастический случай).

не является оптимальным среди всех регуляторов, линейных по второй коор-
динате вектора состояния; в частности, регуляторы

u(t) = ũ(t)x2(t), u(t) = û(t)x2(t), u(t) = u(t)x2(t)

обеспечивают лучшее качество управления в смысле заданного функциона-
ла J .
Сопоставим теперь результаты настоящей работы с исследованиями ста-

тьи [4]. В [4] обсуждается стохастический вариант предыдущего примера, а
именно

⎧

⎨

⎩

dx1(t) = 2x2(t)dt+
1

2
u(t)x1(t)dw(t), x1(0) = 1,

dx2(t) = −(x1(t) + u(t)x2(t))dt, x2(0) = 1,

J = E

⎡

⎣

+∞∫

0

((

u(t)2 + 1
)

x1(t)
2 + x2(t)

2
)

dt

⎤

⎦→ min .

Там же найдено оптимальное решение в классе стабилизирующих постоян-
ных управлений. Аналогично предыдущему можно показать, что это решение
является единственным в области устойчивости S действительным корнем u∗
уравнения 6-й степени ∂Jc(u)/∂u = 0 и u∗ ≈ 0,678, Jc(u∗)≈ 6,777. В [4] также
предлагается улучшающий алгоритм построения кусочно-постоянного управ-
ления, с помощью которого найдено новое приближение

ũ(t) =

{
0,678, 0 � t < 1,42,

1,239, 1,42 � t < +∞,
J(ũ)≈ 6,185.

Ясно, что ũ ∈ UT при T = 1,42, поэтому можно использовать для его улуч-
шения алгоритм 1. Результат û представлен на рис. 4,

J(û) = J∗(û)≈ 5,165.
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Рис. 5. Нестационарный регулятор (алгоритм 4; стохастический случай).

Алгоритмы 2–4 позволяют в дальнейшем улучшить качество управления
до значений функционала

J2 ≈ 4,734, J3 ≈ 4,639, J4 ≈ 3,562.

Приближения, построенные по алгоритмам 2 и 3, практически не отличаются
от представленных на рис. 1 и 2. Приближение по алгоритму 4 приведено на
рис. 5.

5. Комментарии по реализации алгоритмов улучшения

Все алгоритмы реализованы в СКМ Maple в виде двух блоков программ
(блок 1 – алгоритмы 1 и 2; блок 2 – алгоритмы 3 и 4). Численное решение за-
дач Коши для линейных матричных дифференциальных уравнений в утвер-
ждениях 1 и 3 реализовано простейшим методом Эйлера с шагом h = 0,001,
численное решение алгебраических уравнений в утверждениях 2 и 3 – встро-
енным решателем solve. При реализации градиентного спуска использованы
динамически изменяющиеся величины шагов раздельно для «функциональ-
ной» и «хвостовой» части градиента. Значения параметров выбраны равными
Tmax = 10, α = 100. Изменение параметра T в алгоритмах 3 и 4 осуществля-
ется на множестве {0, 1, . . . , Tmax}. В соответствии с шагом численного инте-
грирования функциональная составляющая градиента считается принадле-
жащей пространству R

N , N = T/h, а норма совокупного градиента вычис-
ляется по формуле ||x||∞ = max0�i�N+1 |xi|. Условие остановки градиентного
спуска: норма совокупного градиента не превышает значение ε = 1.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Справедливость всех сформулированных в работе утверждений непосред-
ственно вытекает из следующего общего результата.

Лемма 1. Пусть заданы банахово пространство X, открытое мно-
жество O в гильбертовом пространстве U , непрерывное отображение
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F : O → X и произвольная функция J : X ×O → R. Если существуют
множество Λ, отображение F ∗ : O → Λ и функции L : X ×O × Λ → R,
J∗ : O × Λ → R такие, что
1) L(F (u), u, λ) = J(F (u), u) ∀(u, λ) ∈ O × Λ;

2) L(x, u, F ∗(u)) = J∗(u, F ∗(u)) ∀(x, u) ∈ X ×O;

3) ∀(u, λ) ∈ O×Λ существует непрерывное отображение x → Lu(x, u, λ) :
X → U,

то в любой точке u ∈ O функция u → J(F (u), u) дифференцируема и выпол-
нены соотношения

J(F (u), u) = J∗(u, F ∗(u)), ∇uJ(F (u), u) = Lu(F (u), u, F ∗(u)).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Первое соотношение очевидно следует из
условий 1) и 2). Кроме этого, с учетом 3) для любых u ∈ O и ũ из окрестно-
сти u внутри O справедливо

J(F (ũ), ũ)− J(F (u), u) = L(F (ũ), ũ, F ∗(ũ))− L(F (u), u, F ∗(u)) =
= L(F (ũ), ũ, F ∗(u))− L(F (ũ), u, F ∗(u)) =
= 〈Lu(F (ũ), u, F ∗(u)), ũ − u〉+ o(||ũ− u||).

Отсюда ввиду непрерывности F и x → Lu(x, u, F
∗(u))

lim
ũ→u

J(F (ũ), ũ)− J(F (u), u)

||ũ− u|| = 〈Lu(F (u), u, F ∗(u)), e〉 , e ∈ SU ,

где SU := {e ∈ U : ||e|| = 1}, что завершает доказательство дифференцируе-
мости и второго соотношения.
В дальнейшем будет удобно использовать следующее вспомогательное

утверждение (ACn×n([0;T ]) – пространство абсолютно непрерывных на от-
резке [0;T ] матричных функций размеров n× n).

Лемма 2. Для любого допустимого управления u на множестве
ACn×n([0;T ]) × R

n×n существует единственное непрерывно зависящее от
изменений u ∈ U решение (N, NT ) уравнений

Ṅ(t) =A(u(t))N(t)+N(t)A(u(t))T +G(u(t))N(t)G(u(t))T, N(0) =N0,(Π.1)

A(uT )NT +NTA(uT )
T +G(uT )NTG(uT )

T +N(T ) = 0,(Π.2)

причем значение функционала (6) удовлетворяет равенству

J(u) =

T∫

0

tr [Q(u(t))N(t)] dt+ tr [Q(uT )NT ] .

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Уравнения (Π.1) и (Π.2) представляют
собой линейную матричную задачу Коши и линейное матричное алгебраи-
ческое уравнение (обобщенное уравнение Ляпунова), разрешимые раздельно.
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Существование и единственность решения в условиях задачи (5)–(6), а также
его непрерывная зависимость от параметров хорошо известны [8, 9]. Исполь-
зуя формулу Ито [3], нетрудно проверить следующие равенства:

N(t) = E[x(t)x(t)T], NT = E

⎡

⎣

+∞∫

T

x(t)x(t)Tdt

⎤

⎦ ,

где x(t) – сильное решение уравнения (5). Остается записать исходя из (6),
что

J(u) = E

⎡

⎣

+∞∫

0

x(t)TQ(u(t))x(t)dt

⎤

⎦ =

T∫

0

tr [Q(u(t))N(t)] dt+ tr [Q(uT )NT ] .

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Дано число T > 0. Положим в
условиях леммы 1 X = ACn×n([0;T ]), O = U = Lm

2 ([0;T ]), отображение F
определим как решение уравнения (Π.1), функцию J будем считать задан-
ной на X ×O формулой (8). Далее, определим Λ = X, отображение F ∗ – как
единственное решение задачи Коши

Ṁ(t) = −M(t)A(u(t)) −A(u(t))TM(t)−G(u(t))TM(t)G(u(t)) +Q(u(t)),

M(T ) = −αI,

а функции L и J∗ – формулами

L(N,u,M) = Jα(u) + tr [M(T )N(T )]− tr [M(0)N(0)]−

−
T∫

0

tr
[

Ṁ(t)N(t) +

+M(t)
(

A(u(t))N(t) +N(t)A(u(t))T +G(u(t))N(t)G(u(t))T
) ]

dt,

J∗(u,M) = −tr [M(0)N0] .

Справедливость условий 1)–2) леммы 1 очевидна (в самом деле, условие 1)
следует из (Π.1) и конструкции L, а отображение F ∗ построено непосред-
ственно исходя из 2)), условие 3) следует из исходных требований на отобра-
жения A, G, Q. Применяя лемму 1, а затем лемму 2, завершаем доказатель-
ство.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Положим в условиях леммы 1

X = R
n×n, U = R

m, O = S, отображение F определим как решение урав-
нения (Π.2) при N(T ) = N0, функцию J будем считать заданной на X ×O
формулой (9). Далее, определим Λ = X, отображение F ∗ – как единственное
решение обобщенного уравнения Ляпунова

Q(uT )−MTA(uT )−A(uT )
TMT −G(uT )

TMTG(uT ) = 0,
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а функции L и J∗ – формулами

L(NT , u,MT ) =

= Jc(u)− tr
[

MT

(

A(uT )NT +NTA(uT )
T +G(uT )NTG(uT )

T +N0

)]

,

J∗(u,MT ) = −tr [MTN0] .

Справедливость условий 1)–3) леммы 1 вновь очевидна. Остается применить
ее, а затем лемму 2.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 3. Дано число T > 0. Положим в

условиях леммы 1 X = ACn×n([0;T ]) × R
n×n, U = Lm

2 ([0;T ]) × R
m, O = UT ,

отображение F определим как решение уравнений (Π.1), (Π.2), функцию J
будем считать заданной на X ×O формулой (7). Далее, определим Λ = X,
отображение F ∗ – как единственное решение системы уравнений

Ṁ(t) = −M(t)A(u(t)) −A(u(t))TM(t)−G(u(t))TM(t)G(u(t)) +Q(u(t)),

M(T ) = MT ,

Q(uT )−MTA(uT )−A(uT )
TMT −G(uT )

TMTG(uT ) = 0,

а функции L и J∗ – формулами

L(N,NT , u,M,MT ) = J∗(u) + tr [M(T )N(T )] − tr [M(0)N(0)]−

−
T∫

0

tr
[

Ṁ(t)N(t) +

+M(t)
(

A(u(t))N(t) +N(t)A(u(t))T +G(u(t))N(t)G(u(t))T
) ]

dt−

−tr
[

MT

(

A(uT )NT +NTA(uT )
T +G(uT )NTG(uT )

T +N(T )
)]

,

J∗(u,M,MT ) = −tr [M(0)N0] .

Для завершения доказательства вновь последовательно применяем леммы 1
и 2.
В заключение отметим, что утверждения 1–3 вовсе не обязательно дока-

зывать, опираясь на весьма общую лемму 1. В частности, в [5, 6] утвержде-
ния 1 и 2 были доказаны непосредственным анализом приведенных выше
конструкций L с использованием аналогов леммы 2. Лемма 1, в свою оче-
редь, выделяет и обобщает до абстрактного уровня ключевую концепцию,
присущую каждому из трех доказанных утверждений.
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АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД АНАЛИЗА НЕОДНОРОДНЫХ
НЕПРЕРЫВНЫХ МАРКОВСКИХ ПРОЦЕССОВ С

КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫМИ ИНТЕНСИВНОСТЯМИ ПЕРЕХОДА

В статье рассматривается неоднородный марковский процесс с конеч-
ным числом дискретных состояний, непрерывным временем и кусочно-по-
стоянными интенсивностями перехода. Впервые приведены аналитиче-
ские выражения, описывающие и переходной, и стационарный режимы
случайного процесса. Для решения этой задачи фундаментальная матри-
ца системы дифференциальных уравнений Колмогорова найдена в анали-
тическом виде в элементарных функциях. Кроме того, рассматривается
неоднородный процесс с периодически изменяющимися интенсивностя-
ми переходов. Для этого случая представлены условия существования
стационарного режима. Приведены численные расчеты для процесса без
скачков, со скачками и с периодическими скачками интенсивностей пере-
ходов.

Ключевые слова: неоднородный марковский процесс, кусочно-постоянные
интенсивности переходов, уравнения Колмогорова.
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1. Введение

Марковские случайные процессы используются для решения целого ря-
да задач в системах управления, теории надежности, системах массового
обслуживания, поддержки принятия решений и т.д. [1–5]. Как правило, в
литературе рассматриваются стационарные марковские процессы, однако во
многих случаях реальные системы необходимо описывать с использованием
нестационарных марковских процессов, в которых интенсивности переходов
из состояния в состояние зависят от времени, а в ряде случаев их изменения
носят скачкообразный характер [4]. Причинами таких изменений интенсив-
ностей перехода, например в системах связи и управления, являются помехи,
в том числе периодические.
Изучение марковских процессов с зависимыми от времени интенсивностя-

ми переходов началось с работ Кларка [6, 7] и продолжилось Лемуаном [8]
и Харисоном [9]. В дальнейшем данная тема получила развитие в работах
Когана Я.А., Литвина В.Г., Дудина А.Н., Миллера Б.М., Бондровой О.В.
и Головко Н.И. [4, 10–14,] и др. Так, в [10] рассмотрено функционирование
узлов информационных сетей Интернет, описываемых системами массового
обслуживания с параметрами, изменяющимися в случайные моменты време-
ни. В [12] рассматриваются системы массового обслуживания с основным и

90



резервным приборами и скачкообразной интенсивностью входного потока и
для данного случая получена система интегро-дифференциальных уравнений
типа Колмогорова–Чепмена. В [13] также изучались марковские процессы
со скачкообразным изменением интенсивностей входного потока. Предложен
так называемый функционально-аналитический метод. В этой работе также
приводится доказательство существования и единственности нестационарно-
го и стационарного режимов. В [14] выведены интегро-дифференциальные
уравнения относительно нестационарных и стационарных характеристик чис-
ла заявок на основе метода Колмогорова–Чепмена.
При рассмотрении систем массового обслуживания часто исследуется во-

прос о возможности установления в системе стационарного режима [4, 5]. Од-
нако стационарный режим во многих случаях не раскрывает реальной кар-
тины поведения многих систем, поскольку он не учитывает переходные про-
цессы как в момент запуска системы, так и в момент внешних воздействий.
В большинстве практических приложений как интенсивности переходов, так
и вероятности состояний претерпевают изменения, которые можно проана-
лизировать только в переходном режиме. Кроме этого, если, например, в
начальный момент времени в системе массового обслуживания отсутствуют
заявки, то время пребывания запросов в системе, их число и другие парамет-
ры будут отличаться от значений в установившемся режиме, и, следователь-
но, использование результатов расчета параметров системы в стационарном
состоянии для анализа переходного режима не является корректным.
Одно из первых исследований переходного режима было представлено в

работе Харрисона [9] в 1981 г. Но затем эта проблема долгое время не рас-
сматривалась. Увеличение сетевого трафика и возникновение так называ-
емых катастроф [15] привело к актуальности изучения переходного режи-
ма [16, 17]. В [16] представлены выражения для вероятностей состояний в
переходном режиме для гетерогенной многосерверной марковской системы
массового обслуживания, подверженной катастрофам. В [17] рассматривает-
ся система массового обслуживания M/M/2 с катастрофами, для которой
получены зависящие от времени вероятности нахождения различного числа
заявок в системе.
Таким образом, целый ряд случайных процессов описывается системой

уравнений Колмогорова с зависящими от времени коэффициентами. Одна-
ко на данный момент отсутствует аналитическое решение для вероятностей
состояний случайного марковского процесса с дискретным числом состоя-
ний и интенсивностями переходов, изменяющимися скачками в произвольные
неслучайные моменты времени, выражающееся через интенсивности перехо-
дов в явном виде.
В данной работе впервые представлен аналитический подход для иссле-

дования как переходного, так и стационарного режимов случайного марков-
ского процесса с дискретным числом состояний и изменяющимися скачками
интенсивностями переходов. В разделе 3.1 представлена фундаментальная
матрица системы уравнений Колмогорова для случая постоянных интенсив-
ностей переходов. Здесь следует отметить, что определитель матрицы коэф-
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фициентов исходной системы дифференциальных уравнений равен нулю, а
фундаментальная матрица не является унимодулярной, как в большинстве
случаев [18–20]. Фундаментальная матрица для скачкообразных интенсивно-
стей переходов получена в разделе 3.2. Несмотря на то что на сегодняшний
день данный случай широко исследуется, аналитического выражения фун-
даментальной матрицы, выраженной в интенсивностях переходов в явном
виде, в литературе представлено не было. Важным является также тот факт,
что функция, описывающая интенсивности переходов, является произволь-
ной детерминированной кусочно-постоянной, т.е. имеет произвольное число
скачков. Случай периодически изменяющихся интенсивностей переходов ис-
следован в разделе 3.3. Исследование условий существования переходного и
стационарного режимов здесь основывается на аппарате теории устойчиво-
сти Ляпунова [18]. Численные расчеты для процесса с тремя состояниями
представлены в разделе 4.

2. Постановка задачи

В данной работе рассматривается неоднородный марковский процесс с M
дискретными состояниями и непрерывным временем (рис. 1). Пространство
состояний процесса есть множество неотрицательных целых чисел. Вре-
мя пребывания процесса в состоянии j имеет показательное распределе-
ние. Здесь предполагается, что все интенсивности переходов описывают-
ся кусочно-постоянными функциями (например, рис. 2). Cистема уравнений
Колмогорова для этого случая, составленная с помощью Δt-метода [4–6, 8],
имеет вид

dPj(t)

dt
= −Pj(t)

M∑

i=1,i �=j

λji(t) +
M∑

i=1,i �=j

λij(t)Pi(t),(1)

где λij(t) – кусочно-постоянные функции, Pj(t) – вероятности состояний про-
цесса,M – число состояний процесса. Основной целью статьи является разра-
ботка аналитического метода исследования неоднородного марковского про-
цесса со скачкообразным изменением интенсивностей переходов, описывае-
мого системой (1) с кусочно-постоянными коэффициентами.
Для решения (1) традиционно используется преобразование Лапласа [4, 5].

Однако такой подход не позволяет записать общее выражение для случая
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Рис. 1. Граф переходов рассматриваемого случайного процесса.
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Рис. 2. Зависимость вероятностей состояний от времени для случая постоян-
ных интенсивностей переходов.

произвольного числа состояний и произвольных интенсивностей переходов.
Поэтому здесь предлагается принципиально иной подход, основанный на ме-
тоде фундаментальной матрицы системы линейных однородных дифферен-
циальных уравнений с кусочно-постоянными коэффициентами.

3. Фундаментальная матрица

В данном разделе представлен аналитический метод решения системы
уравнений Колмогорова, описывающей марковский случайный процесс с ко-
нечным числом M состояний в произвольный момент времени как с постоян-
ными, так и с кусочно-постоянными интенсивностями переходов. Для этого
использована концепция фундаментальной матрицы системы линейных од-
нородных дифференциальных уравнений.
Известно, что фундаментальной матрицей L(t) является матрица [18–20],

столбцы которой образуют фундаментальную систему решений. С практиче-
ской точки зрения она связывает вероятности состояний процесса в некото-
рый момент времени t с теми же вероятностями в начальный момент време-
ни t0. Таким образом, для случая M состояний процесса можно написать

U(t) = LM×M (t)U(t0).(2)

Здесь LM×M (t) – искомая фундаментальная матрица размерностью M ×M ,
U(t) = (Pj)

T – вектор состояний случайного процесса, где j = 1,M , T – опе-
ратор транспонирования.

3.1. Фундаментальная матрица системы уравнений Колмогорова,
описывающей процесс с постоянными интенсивностями переходов

В этом подразделе фундаментальная матрица L(t), описывающая переход-
ный режим случайного однородного марковского процесса с M дискретными
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состояниями и постоянными интенсивностями переходов, получена в анали-
тической форме, удобной для дальнейшего исследования кусочно-постоянных
интенсивностей переходов. В рассматриваемом случае L(t) — это матрица
(M×M), имеющая вид

L(t) =
M∑

i=1

Aj exp(γjt).(3)

Элементы (M×M) — матрицы Aj записываются как

(Aj)kl =
(−1)k+lΔij

Δ
ξkj,(4)

Δ =

⎛

⎜
⎜
⎝

ξ11 ξ12 . . . ξ1M
ξ21 ξ22 . . . ξ2M
. . . . . . . . . . . .
ξM1 ξM2 . . . ξMM

⎞

⎟
⎟
⎠

,(5)

Δlj – определитель алгебраического дополнения к элементу ξlj матрицы Δ,
Δ – собственный базис матрицы коэффициентов системы (1) в M -мерном
пространстве [18], γj – j-й корень характеристического уравнения систе-
мы (1). Отметим, что выражение (3) справедливо, если все корни характе-
ристического уравнения простые. Причем в рассматриваемой задаче один из
корней всегда равен нулю, поскольку определитель матрицы коэффициентов
равен нулю при любых положительных λij(t).
Одной из важнейших задач при рассмотрении переходного режима являет-

ся нахождение постоянной времени процесса в переходном режиме и времени
установления стационарного режима [9]. В данном случае процесс в переход-
ном режиме представляет собой линейную комбинацию экспоненциальных
процессов с постоянными времени τj = 1/ | γj |. Постоянная времени общего
процесса определяется как величина, обратная модулю наименьшего ненуле-
вого γj, т.е. τ = 1/ | γmin |, где ∀γj ∈ Γ (γj � γmin ⇒ γj = γmin) [9]. Тогда время
переходного режима можно определить как τtr = (3÷ 5)τ = (3÷ 5)/ | γjmin |.

3.2. Фундаментальная матрица системы уравнений Колмогорова,
описывающей процесс с кусочно-постоянными

интенсивностями переходов

Фундаментальная матрица системы уравнений Колмогорова с кусочно-
постоянными интенсивностями переходов, описывающей процесс на N -м ин-
тервале, может быть найдена как произведение матриц с постоянными ин-
тенсивностями переходов [18–21]

LΣ(t) = LN (t− tN−1)

[
1∏

i=N−1

Li(Δti)

]

,(6)
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где Li(Δti) – фундаментальная матрица системы уравнений Колмогорова,
описывающая процесс на i-м интервале с постоянными интенсивностями пе-
реходов, Δti = ti − ti−1 – длительность i-го интервала, N – число интервалов,
LN (t) – фундаментальная матрица системы уравнений Колмогорова, опи-
сывающая процесс на N -м интервале, LΣ(t) – результирующая фундамен-
тальная матрица. Действительно, пусть на первом интервале с постоянными
интенсивностями переходов процесс описывается системой уравнений Кол-
могорова, фундаментальная матрица которой равна L1(t− t0). Тогда на этом
интервале состояния системы в произвольный момент времени находятся как

U(t) = L1(t− t0)U(t0),(7)

а при t = t1 имеем

U(t1) = L1(Δt1)U(t0).(8)

Аналогично для второго интервала запишем

U(t) = L2(t− t1)U(t1),(9)

где L2(t− t1) – фундаментальная матрица системы уравнений Колмогорова,
описывающей процесс на втором интервале с постоянными интенсивностя-
ми переходов. Учитывая условие непрерывности вероятностей состояний на
границе между интервалами [18–20], можно подставить (8) в (9)

U(t) = L2(t− t1)L1(Δt1)U(t0).(10)

Из (10) следует, что фундаментальная матрица, описывающая поведение про-
цесса на интервале t1 � t � t2, имеет вид

LΣ(t) = L2(t− t1)L1(Δt1).(11)

Проделав эту процедуру для произвольного конечного числа интервалов N ,
получим выражение (6).
В результате доказано, что матрица (6) описывает поведение случайно-

го процесса и предполагает отсутствие скачков вероятностей состояний на
границах интервалов. Однако скачки первой производной не исключаются.
Действительно, в соответствии с методом [18–20] фундаментальная матри-
ца системы (1) составляется при условии непрерывности функций, но не их
производных. С точки зрения практических приложений это означает, что
каждый из скачков интенсивностей перехода приводит к новому переход-
ному режиму с начальными значениями, равными вероятностям состояний
непосредственно перед скачком.
Подставляя (3) в (6), проводя алгебраические преобразования, применяя

операцию логарифмирования, а затем потенцирования, найдем выражение
фундаментальной матрицы для N интервалов с постоянными интенсивно-
стями переходов и M состояниями системы:

L=

M∑

ji=1
1�j�N

exp

[
1∑

i=N−1

(

Ln(Aiji)+γijiΔti
)

+Ln(ANjN )+γNjN (t− tN−1)

]

,(12)
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где i – номер интервала с постоянными интенсивностями переходов, ji – но-
мер состояния процесса на интервале i, Aiji – матрицы с элементами (3) на
i-м интервале, γiji – ji-й корень характеристического уравнения системы (1)
на интервале i.
Таким образом, найдена фундаментальная матрица системы уравнений

Колмогорова для неоднородного марковского процесса с произвольным ко-
нечным числом состояний и произвольными кусочно-постоянными интен-
сивностями переходов. Отметим, что преобразование произведения фунда-
ментальных матриц в конечную сумму экспонент без нарушения граничных
условий в моменты скачков интенсивностей переходов является важным мо-
ментом для данного результата. Действительно, каждая из экспонент в (12)
описывает некоторый непрерывный экспоненциальный процесс. Такой под-
ход позволяет анализировать влияние каждого интервала с постоянными па-
раметрами на результирующее состояние процесса. Кроме того, очевидно,
что результирующее состояние процесса определяется параметрами каждого
из интервалов с постоянными интенсивностями переходов. Поэтому нельзя
считать, что общее решение является результатом простого совмещения ре-
шений на интервалах с постоянными параметрами. Более того, отметим, что
предложенный подход не требует использования численных методов, которые
обычно применялись для решения дифференциальных уравнений с кусочно-
постоянными коэффициентами.

3.3. Процесс с периодическими кусочно-постоянными
интенсивностями переходов

Приведенные выше результаты очень важны для самых разнообразных
приложений. Например, изучение процессов с периодическими интенсивно-
стями переходов является очень интересной, но не изученной практической
задачей. Допустим, что интенсивности переходов являются периодическими
функциями времени λij (kT + t) = λij(t), k ∈ Z, T – период изменения интен-
сивностей переходов. Причем λij(t) на периоде является кусочно-постоянной
функцией. Очевидно, что фундаментальная матрица для K периодов T из-
менения интенсивностей переходов может быть найдена как K-я степень мат-
рицы (12) [18]:

LK =

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

M∑

ji=1
1�i�N

exp

[
N∑

i=1

(Ln (Aiji) + γijiΔti)

]

⎫

⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

K

.(13)

Вычисление выражения (13) является достаточно сложной задачей, осо-
бенно если число состояний M очень велико. Однако для описания рассмат-
риваемого периодического процесса достаточно исследовать фундаменталь-
ную матрицу процесса за период T в виде (13). Действительно, собственные
числа и собственные векторы матрицы (13) полностью характеризуют рас-
сматриваемый случайный процесс [18]. Отметим также, что при периодиче-
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ской зависимости коэффициентов (1) от времени нет необходимости рассмат-
ривать динамику процесса внутри каждого периода, но необходимо исследо-
вать изменение вероятностей состояний за один период. Этот вопрос является
одной из важнейших задач теории устойчивости дифференциальных уравне-
ний [18, 21, 22]. При этом наиболее часто используется понятие устойчивости
решений по Ляпунову, поскольку оно является наиболее строгим. Согласно
теории устойчивости, процесс будет устойчивым по Ляпунову и достигнет
стационарного состояния с течением времени только в том случае, если все
мультипликаторы qm системы (1) (собственные числа qm фундаментальной
матрицы (12)) по модулю меньше единицы (qm �| 1 |, m = 1,M ) или, други-
ми словами, характеристические показатели Ляпунова αm = (1/T ) Lnqm � 0
должны быть отрицательными либо равными нулю.
Более того, процесс является экспоненциальным, если все мультипликато-

ры qm системы (1) с периодическими коэффициентами действительны. Про-
цесс является незатухающим гармоническим, если мультипликаторы qm мни-
мые. Процесс должен быть затухающим волнообразным, если хотя бы один
мультипликатор qm является комплексным и его действительная часть по
модулю меньше единицы.
Отметим также, что мультипликаторы системы (1) могут быть мнимы-

ми или комплексными, даже если ее собственные числа на интервалах с по-
стоянными коэффициентами действительны и отрицательны [18, 21, 22]. При
этом данный факт не означает, что комплексными или мнимыми являются
вероятности состояний, а означает лишь волнообразный характер процесса.
Действительная часть мультипликатора определяет скорость затухания пере-
ходного режима, а мнимая часть определяет частоту переколебаний вероят-
ностей состояний в этом режиме. Таким образом, если все мультипликаторы
по модулю меньше единицы, то время переходного режима процесса опре-
деляется как τtr = 1/ | Re (qmin) |, где qmin – минимальный мультипликатор
системы.

4. Численный расчет

В этом разделе приводится тестовый расчет на примере частного случая
марковского случайного процесса с тремя дискретными состояниями, непре-
рывным временем и зависящими от времени кусочно-постоянными интенсив-
ностями переходов. В данном случае система уравнений Колмогорова приво-
дится к следующему виду:

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dP1(t)

dt
= − (λ12(t) + λ13(t))P1(t) + λ21(t)P2(t) + λ31(t)P3(t),

dP2(t)

dt
= λ12(t)P1(t)− (λ21(t) + λ23(t))P2(t) + λ32(t)P3(t),

dP3(t)

dt
= λ13(t)P1(t) + λ23(t)P2(t)− (λ31(t) + λ32(t))P3(t),

(14)
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для постоянных коэффициентов (λij = const) ее характеристические числа
являются решением линейного алгебраического уравнения третьего порядка,
один из которых всегда равен нулю.
Из вида матрицы коэффициентов уравнения (1) следует, что корни γ2,3

всегда будут отрицательными [18]. Общие решения для вероятностей P1(t),
P2(t) и P3(t) при λij = const можно записать в виде

P1(t) = ξ11A+ ξ12B exp(γ2t) + ξ13C exp(γ3t),

P2(t) = ξ21A+ ξ22B exp(γ2t) + ξ23C exp(γ3t),

P3(t) = ξ31A+ ξ32B exp(γ2t) + ξ33C exp(γ3t).

(15)

Здесь A,B, C – постоянные интегрирования, определяемые начальными усло-
виями, γj – корни характеристического уравнения системы (14), ξkj – коэф-
фициенты, соотносящие P1(t), P2(t), P3(t), образующие собственный базис
матрицы коэффициентов системы (14).
Далее также обычно учитывается известное соотношение

P1 + P2 + P3 = 1.(16)

С учетом (16) находится постоянная интегрирования A как функция от λij,
а константы B и C определяются начальными условиями процесса.
Отметим, что из (15) очевидно следует, что при t → ∞, γ1,2 � 0 и любых

начальных условиях процесс стремится к стационарному режиму с вероят-
ностями состояний

⎛
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⎟
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C

⎞

⎟
⎠(17)

и результаты совпадают с ранее полученными [4, 5].
Однако в данной работе рассматривается классический подход [18–20] к

решению системы линейных однородных дифференциальных уравнений (14),
не использующий напрямую тождество (16). Ниже будет показано, что при
использовании фундаментальной матрицы условие (16) выполняется авто-
матически и, следовательно, нет необходимости дополнительно вычислять
константу A. Для рассматриваемого случая матрица (3) для i-го интервала
с постоянными интенсивностями переходов принимает вид

Li =

3∑

j=1

A(i)
j exp(γ

(i)
j Δti),(18)
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где
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Далее для скачкообразного изменения интенсивностей переходов необхо-
димо использовать матрицу (12).
Теперь рассмотрим случайный процесс с постоянными интенсивностя-

ми переходов. На рис. 2,a представлены зависимости вероятностей состоя-
ний от времени для интенсивностей переходов λ12 = 0,1, λ13 = 0,9, λ21 = 0,2,
λ23 = 0,8, λ31 = 0,4, λ32 = 0,6, λ11 = λ22 = λ33 = 0 при начальных условиях
(P1(0), P2(0), P3(0))

T = (1, 0, 0)T .
Расчеты показывают, что сумма вероятностей состояний в любой мо-

мент времени равна единице. Таким образом, условие (16) выполняется ав-
томатически и никаких дополнительных расчетов при использовании пред-
ставленного подхода не требуется. Также видно (рис. 2,a), что для этих
параметров переходный режим имеет экспоненциальный характер, а ста-
ционарный режим устанавливается приблизительно при t = 4,3. Действи-
тельно, время переходного режима определяется характеристическими чис-
лами системы уравнений (1), которые в данном случае равны γ1 = 0,
γ2 = −1,168, γ3 = −1,832. Таким образом, переходной режим представля-
ет собой суперпозицию двух переходных режимов с постоянными време-
ни τ2 = 1/ | γ2 | и τ3 = 1/ | γ3 |. Тогда время каждого переходного режима
ttr2 = (3÷ 5)τ2 = 2,57÷ 4,28, ttr3 = (3÷ 5)τ3 = 1,64÷ 2,73, большее из кото-
рых 4,28 соответствует началу стационарного режима (рис. 2,a).
На рис. 2,б представлен результат расчетов для случая, когда есть вероят-

ность того, что процесс не выйдет из какого-либо состояния. Здесь λ11 = 0,5,
λ12 = 0,1, λ13 = 0,4, λ21 = 0,2, λ22 = 0,2, λ23 = 0,6, λ31 = 0,4, λ32 = 0,5,
λ33 = 0,1, начальные условия (P1(0), P2(0), P3(0))

T = (1, 0, 0)T. Из расчетов
видно, что сумма вероятностей состояний в каждый момент времени в дан-
ном случае также равна единице, а стационарный режим устанавливается
при t = 8,5.

99



1,0
p(t) а б

p1(t)

p1(t)

p2(t)

p2(t)p2(t)p2(t)

p3(t)p3(t)p3(t) p3(t)p3(t)p3(t)

0,8

0,6

0,4

0,2

0

1,0
p(t)

0,8

0,6

0,4

0,2

02 4 6
t

8 10 2 4 6
t

8 10

Рис. 3. Зависимость вероятностей состояний от времени при одном скачке.

Результаты численных расчетов для одного скачка интенсивностей пере-
ходов представлены на рис. 3,а. Скачок происходит в момент времени t = 2.
Здесь на первом интервале с постоянными интенсивностями λ12 = 0,1, λ13 =
= 0,9, λ21 = 0,2, λ23 = 0,8, λ31 = 0,4, λ32 = 0,6, λ11 = λ22 = λ33 = 0; на втором
интервале λ12 = 0,7, λ13 = 0,3, λ21 = 0,65, λ23 = 0,35, λ31 = 0,45, λ32 = 0,55,
λ11 = λ22 = λ33 = 0, начальные условия (P1(0), P2(0), P3(0))

T = (1, 0, 0)T.
Из рис. 3,a видно, что вероятности состояний не испытывают скачков при

скачках интенсивностей переходов (t = 2), тем не менее для их первых произ-
водных наблюдаются скачки. Время переходного режима после скачка опре-
деляется параметрами процесса на втором интервале и составляет t = 6.
Результаты численных расчетов вероятностей состояний для одного скач-

ка при наличии вероятностей того, что процесс не покинет определенные
фиксированные состояния, показаны на рис. 3,б . Скачок происходит в мо-
мент времени t = 2. Здесь на первом интервале с постоянными интенсивно-
стями λ11 = 0,5, λ12 = 0,1, λ13 = 0,4, λ21 = 0,2, λ22 = 0,2, λ23 = 0,6, λ31 = 0,4,
λ32 = 0,5, λ33 = 0,1; на втором интервале λ11 = 0,1, λ12 = 0,7, λ13 = 0,2, λ21 =
= 0,65, λ22 = 0,05, λ23 = 0,3, λ31 = 0,45, λ32 = 0,3, λ33 = 0,25, начальные усло-
вия (P1(0), P2(0)P3(0))

T = (1, 0, 0)T. В этом случае сумма вероятностей P1(t),
P2(t), P3(t) в любой момент времени также равна единице. Стационарный
режим устанавливается при t = 7, т.е. время переходного режима увеличи-
лось в сравнении с этим временем для предыдущего случая. Это обусловлено
уменьшением значений характеристических показателей системы Колмого-
рова в рассматриваемом случае.
Также рассчитан процесс с тремя состояниями и двумя скачками интен-

сивностей переходов, результаты представлены на рис. 4,а,б . На рис. 4,a по-
казаны зависимости вероятностей состояний от времени для случая, когда
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Рис. 4. Зависимость вероятностей состояний от времени.

λ11 = λ22 = λ33 = 0. Остальные параметры процесса следующие: на первом
интервале с постоянными интенсивностями λ12 = 0,1, λ13 = 0,9, λ21 = 0,2,
λ23 = 0,8, λ31 = 0,4, λ32 = 0,6; на втором интервале λ12 = 0,7, λ13 = 0,3,
λ21 = 0,65, λ23 = 0,35, λ31 = 0,45, λ32 = 0,55, λ11 = λ22 = λ33 = 0; на третьем
интервале λ12 = 0,3, λ13 = 0,7, λ21 = 0,1, λ23 = 0,9, λ31 = 0,6, λ32 = 0,4. Скач-
ки происходят в моменты времени t = 2 и t = 7. Также для рассматриваемо-
го случая сумма вероятностей состояний равна единице для любого момента
времени, а стационарный режим устанавливается при t = 9,5.
Также анализируется случай марковского процесса с тремя состояния-

ми и двумя скачками интенсивностей переходов для ненулевых λ11, λ22, λ33

(рис. 4,б ). Параметры процесса следующие: на первом интервале с посто-
янными интенсивностями λ11 = 0,5, λ12 = 0,1, λ13 = 0,4, λ21 = 0,2, λ22 = 0,2,
λ23 = 0,6, λ31 = 0,4, λ32 = 0,5, λ33 = 0,1; на втором интервале λ11 = 0,1, λ12 =
= 0,7, λ13 = 0,2, λ21 = 0,65, λ22 = 0,05, λ23 = 0,3, λ31 = 0,45, λ32 = 0,3, λ33 =
= 0,25; на третьем интервале λ11 = 0,2, λ12 = 0,3, λ13 = 0,6, λ21 = 0,1 λ22 =
= 0,4, λ23 = 0,5, λ31 = 0,6, λ32 = 0,3, λ33 = 0,1. Скачки также происходят при
t = 2 и t = 7. Как и для случая с двумя скачками и ненулевыми λ11, λ22, λ33,
время переходного режима увеличилось в сравнении со случаем нулевых
λ11, λ22, λ33.
Теперь рассмотрим неоднородный процесс с периодическими кусочно-по-

стоянными интенсивностями переходов. Здесь предполагается, что период со-
держит три интервала с постоянными параметрами. Интенсивности перехо-
дов соответствуют значениям случая, представленного на рис. 4,а, длитель-
ности первого и второго интервалов Δt1 = 1 и Δt2 = 2 соответственно. На
рис. 5 представлена зависимость мультипликаторов матрицы (19) от длитель-
ности третьего интервала Δt3. Из результатов расчета видно, что два мульти-
пликатора по модулю меньше единицы, а третий равен единице, т.е. в соответ-
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Рис. 5. Зависимость мультипликаторов системы (1) от длительности третьего
интервала периода: а) действительная и мнимая части первого мультиплика-
тора, б ) действительные части второго и третьего мультипликаторов, в) мни-
мые части второго и третьего мультипликаторов.

ствии с теоремой Ляпунова [18] процесс имеет стационарное состояние. Кроме
того, два из трех мультипликаторов являются комплексно-сопряженными, ес-
ли 2,63 � Δt3 � 3,0 (рис. 5,б ,в). Следовательно, при большом числе периодов
процесс имеет стационарное состояние, а переходной режим имеет затухаю-
щий гармонический характер.

5. Заключение

В этой статье рассматривается неоднородный марковский процесс с конеч-
ным числом дискретных состояний M , непрерывным временем и кусочно-по-
стоянными интенсивностями переходов λij(t). Выражения, описывающие од-
новременно как переходные, так и стационарные режимы случайного процес-
са, представлены впервые. В работе предложено аналитическое решение си-
стемы уравнений Колмогорова (1) с кусочно-постоянными коэффициентами.
Для решения этой задачи фундаментальная матрица (6) или (12) системы (1)
находится в аналитическом виде в элементарных функциях. Предлагаемый
метод позволяет исследовать рассматриваемый марковский процесс без ис-
пользования численных методов. Изучение фундаментальной матрицы дает
возможность описать характер процесса даже без начальных условий. Дей-
ствительно, собственные значения и собственные векторы этой матрицы да-
ют полную картину поведения решений системы дифференциальных уравне-
ний Колмогорова. Более того, решение представлено в виде конечной суммы
членов, описывающих некоторые случайные процессы. Дополнительно рас-
сматривается неоднородный процесс с периодически изменяющимися интен-
сивностями переходов. Представлены условия существования стационарного
режима при периодически изменяющихся интенсивностях переходов. Также
приведены численные расчеты, доказывающие правильность разработанного
метода.
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ПОИСК РАВНОВЕСИЙ ПО НЭШУ В БИМАТРИЧНЫХ
ИГРАХ С ВЕРОЯТНОСТНЫМИ И КВАНТИЛЬНЫМИ

ФУНКЦИЯМИ ВЫИГРЫШЕЙ1

Рассматривается биматричная игра со случайными выигрышами иг-
роков и смешанными стратегиями. Определяются функции вероятности
и квантили потерь игроков (выигрышей с противоположным знаком).
Для данных функций потерь рассматриваются задачи поиска равнове-
сия по Нэшу. Показано, что игра с вероятностным критерием сводится
к биматричной игре с функциями выигрышей в форме математического
ожидания. Получены необходимые и достаточные условия существования
равновесия в игре с квантильным критерием. Доказана теорема о свя-
зи равновесий в играх с квантильными и вероятностными критериями.
Предложен алгоритм поиска равновесий в игре с квантильным критери-
ем. Алгоритм основан на последовательном решении задач поиска точек,
принадлежащих множествам, описываемым квадратичными невыпуклы-
ми ограничениями. Предлагаются подходы к нахождению данных точек.
Приведены результаты вычислений равновесных пар стратегий.

Ключевые слова: теория игр, биматричная игра, функция вероятности,
функция квантили, равновесие по Нэшу, игра с вероятностными ограни-
чениями.
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1. Введение

Важной задачей исследования операций является описание поведения
нескольких конкурирующих лиц, одновременно принимающих решения. Для
математического моделирования их поведения используется аппарат теории
игр (см., например, [1, 2]). Равновесием по Нэшу называется такая ситуация
в игре, при которой ни одному из игроков невыгодно отклоняться от вы-
бранных стратегий в одностороннем порядке. В случае конечного множества
стратегий игроков (так называемых чистых стратегий) выигрыши игроков
могут быть записаны с помощью двух матриц, поэтому такая игра называ-
ется биматричной.
Известно, что в биматричной игре не всегда существует равновесие по

Нэшу в чистых стратегиях. В связи с этим рассматривается смешанное рас-
ширение биматричной игры, состоящее в том, что игроки задают вероятно-
сти выбора чистых стратегий (смешанные стратегии). При этом функциями

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 20-37-70022).
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выигрышей игроков являются математические ожидания случайного выиг-
рыша. В такой биматричной игре всегда существует равновесие по Нэшу в
смешанных стратегиях. Поиск равновесия в биматричной игре сводится к
решению конечного числа систем линейных уравнений [1]. Другой подход ос-
нован на теореме, доказанной в [3], согласно которой все равновесия по Нэшу
в биматричной игре являются глобальными оптимумами некоторой квадра-
тичной невыпуклой задачи оптимизации. Метод решения данной задачи с
помощью теории d.c.-оптимизации предложен в [4]. Способ сведения поиска
равновесия по Нэшу в полиматричной игре к невыпуклой задаче оптимиза-
ции предложен в [5].
Не всегда использование математического ожидания в качестве критери-

альной функции оправданно. Надежность функционирования моделируемой
системы целесообразно описывать с помощью функций вероятности и кван-
тили [6]. В биматричной игре можно сформулировать функции потерь иг-
роков в форме вероятности и квантили. Функция вероятности определяется
как вероятность непревышения потерями игрока заданного уровня. Значение
функции квантили показывает минимальные потери игрока, непревышение
которых гарантируется с заданной вероятностью. Данный подход был при-
менен в [7], где формулировалась игра с медианной функцией выигрыша,
представляющей собой квантиль уровня 1/2. Методы поиска минимаксной
стратегии в игре с квантильным критерием предложены в [8], а для игр со
случайными функциями выигрышей — в [9]. Задачи поиска равновесий по
Нэшу в этих работах не рассматривались.
Алгоритм поиска равновесия по Нэшу в матричной игре с квантильным

критерием предложен в [10], где предполагалось, что первый игрок макси-
мизирует свой гарантированный доход, а второй игрок стремится его мини-
мизировать. В [10] доказано существование равновесия по Нэшу в этой игре.
Следует отметить возникающую асимметрию в принятии решений согласно
этой модели. С точки зрения второго игрока более выгодна не минимиза-
ция гарантированного дохода первого игрока, а максимизация собственного
гарантированного выигрыша. В отличие от [10] в данной работе рассматрива-
ется биматричная игра, в которой каждый из игроков стремится максимизи-
ровать свой гарантированный выигрыш (или минимизировать свои потери).
Решаются задачи поиска равновесия по Нэшу в играх с квантильными и ве-
роятностными функциями потерь.
Близкая к рассматриваемой в работе постановка изучалась в [11], где

функции выигрышей игроков определяются как квантили усредненных по
смешанным стратегиям случайных доходов игроков. Данная игра в [11] на-
зывается игрой с вероятностными ограничениями. Для некоторых распреде-
лений случайных параметров доказано существование равновесия по Нэшу.
В [12] для биматричной игры с вероятностными ограничениями для некото-
рых распределений случайных параметров предложен метод поиска равнове-
сия по Нэшу, основанный на сведении к задаче квадратичного программиро-
вания. Обобщение данных игр на случай непрерывных стратегий приводится
в [13]. В отличие от [11, 12] в данной работе используется другой подход к
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определению функции потерь: рассматривается не квантиль усредненных по
смешанным стратегиям случайных доходов игроков, а квантиль случайных
доходов игроков без усреднения по стратегиям.
Игры с квантильными критериями нашли свое применение при моделиро-

вании взаимодействия экономических агентов [14] и моделировании энерге-
тических рынков [15].

2. Постановка задачи

Пусть поведение первого игрока описывается случайным вектором ξ
с реализациями e1, . . . , em, где ek — m-мерный вектор, k-я компонента ко-
торого равна 1, а все остальные компоненты равны 0. Аналогично поведение
второго игрока описывается случайным вектором η с реализациями e′1, . . . , e′n,
где e′l — n-мерный вектор, l-я компонента которого равна 1, а все остальные
компоненты равны 0. Случайные векторы ξ и η определены на некотором
вероятностном пространстве (Ω,F ,P) и являются независимыми. Распреде-
ления случайных векторов ξ и η описываются векторами x ∈ R

m, y ∈ R
n,

компоненты которых определяются по правилу

xk � P{ξ = ek}, k ∈ {1, . . . ,m},
yl � P{η = e′l}, l ∈ {1, . . . , n}.

Векторы x, y называются смешанными стратегиями первого и второго игрока
соответственно. Они должны удовлетворять ограничениям:

x ∈ X �
{

m∑

k=1

xk = 1, x � 0

}

,

y ∈ Y �
{

n∑

l=1

yl = 1, y � 0

}

.

Стратегии, в которых только одна компонента равна единице, а остальные
компоненты равны нулю, называются чистыми.
Случайные проигрыши (или выигрыши с противоположным знаком) пер-

вого и второго игрока при использовании чистых стратегий задаются матри-
цами A � (akl) и B � (bkl), k ∈ {1, . . . ,m}, l ∈ {1, . . . , n}, составленными из
случайных величин akl : Ω → R, bkl : Ω → R на вероятностном пространстве
(Ω,F ,P). Таким образом, в результате игры игроки получают случайные вы-
игрыши −ξ	Aη и −ξ	Bη соответственно.
В данной статье предполагается, что случайные величины akl, bkl являют-

ся дискретными с конечным множеством реализаций, а также что случайные
векторы ξ, η и случайный вектор, составленный из всех случайных величин
akl, bkl, независимые. Из независимости этих случайных векторов следует,
что вероятность события, состоящего в том, что проигрыш первого игрока
составит не более заданной величины ϕ ∈ R, равняется

P
{

ξ	Aη � ϕ
}

= x	A(ϕ)y,(1)
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где элементы матрицы A(ϕ) = (akl(ϕ)) определяются по правилу:

akl(ϕ) � P{akl � ϕ}.

Аналогично можно определить вероятность того, что проигрыш второго иг-
рока составит не более заданной величины ψ ∈ R:

P
{

ξ	Bη � ψ
}

= x	B(ψ)y,

где B(ψ) = (bkl(ψ)), bkl(ψ) � P{bkl � ψ}.
Таким образом, следуя принятой в [6] терминологии, можно ввести функ-

ции вероятности

Pϕ(A, x, y) � P
{

ξ	Aη � ϕ
}

= x	A(ϕ)y,

Pψ(B, x, y) � P
{

ξ	Bη � ψ
}

= x	B(ψ)y,

где ϕ, ψ — заданные числа. Функции вероятности при заданных значени-
ях x и y как функции параметров ϕ и ψ являются функциями распределе-
ния случайных величин ξ	Aη, ξ	Bη соответственно. Значения Pϕ(A, x, y),
Pψ(B, x, y) показывают вероятность благоприятного исхода игры, когда про-
игрыш оказывается меньше предельно допустимого уровня, для первого
и второго игрока соответственно. Таким образом, игроки заинтересованы
в максимизации данных вероятностей. Поэтому можно определить игру с ве-
роятностным критерием, которая будет обозначаться как P(A,B, ϕ, ψ). Для
данной игры ставится задача поиска равновесия по Нэшу.

Опр е д е л е н и е 1. Пара смешанных стратегий (x, y) ∈ X×Y называет-
ся равновесной по Нэшу в игре P(A,B, ϕ, ψ) с вероятностным критерием,
если для всех x′ ∈ X, y′ ∈ Y выполнено

Pϕ(A, x′, y) � Pϕ(A, x, y),

Pψ(B, x, y′) � Pψ(B, x, y).

Введем функции квантили

ϕα(A, x, y) = min{ϕ ∈ R | Pϕ(A, x, y) � α},(2)
ϕβ(B, x, y) = min{ψ ∈ R | Pψ(B, x, y) � β},(3)

где α ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1) — заданные значения функций вероятности. В (2) ми-
нимум корректно определен [6] по той причине, что функция ϕ �→ Pϕ(A, x, y)
является функцией распределения случайной величины ξ	Aη, а функция
распределения всегда является непрерывной справа. Аналогичное верно и
для (3). Таким образом, значение ϕα(A, x, y) показывает минимальный про-
игрыш первого игрока, непревышение которого гарантируется с вероятно-
стью α, а ϕβ(B, x, y) — минимальный проигрыш второго игрока, непревы-
шение которого гарантируется с вероятностью β. Иными словами, значения
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−ϕα(A, x, y) и −ϕβ(B, x, y) равны максимальным гарантированным с задан-
ными вероятностями выигрышам первого и второго игрока соответственно.
Сформулируем понятие равновесия по Нэшу в игре с квантильным кри-

терием, которая будет обозначаться как Q(A,B, α, β).
Опр е д е л е н и е 2. Пара смешанных стратегий (x, y) ∈ X × Y называет-

ся равновесной по Нэшу в игре Q(A,B, α, β) с квантильным критерием, если
для всех x′ ∈ X, y′ ∈ Y выполнено

ϕα(A, x′, y) � ϕα(A, x, y),

ϕβ(B, x, y′) � ϕβ(B, x, y).

В статье рассматриваются задачи поиска равновесия по Нэшу в играх
P(A,B, ϕ, ψ) и Q(A,B, α, β).
Зам е ч а ни е 1. Отметим отличия игры Q(A,B, α, β) от других извест-

ных постановок игр с квантильными критериями. Сравнение произведем, ис-
пользуя обозначения данной статьи и заменив функции дохода на функции
потерь. В [10] функцией потерь первого игрока является ϕα(A, x, y), а функ-
ция потерь второго игрока равна −ϕα(A, x, y). Это значит, что второй игрок
не минимизирует собственные потери, а максимизирует потери соперника.
В общем случае −ϕα(A, x, y) �= ϕα(−A, x, y). Поэтому специальные методы,
предложенные в [10], не могут быть применены для решения рассматривае-
мой задачи, даже когда B = −A.
В [11, 12] функция потерь определяется следующим образом: ϕ′

α(A, x, y) =
= min{ϕ ∈ R | P{xAy � ϕ} � α}. Заметим, что P{xAy � ϕ} �= Pϕ(A, x, y) =
= P{ξAη � ϕ}, поскольку x = Mξ, y = Mη. Это значит, что постановка
[11, 12] предполагает усреднение функции потерь по смешанным стратеги-
ям игроков. Отметим, что если матрица A является детерминированной, то
данная постановка сводится к детерминированной игре. Изучаемая в данной
работе задача даже в случае детерминированной матрицы A требует разра-
ботки новых методов.

3. Условия равновесия по Нэшу в играх с вероятностным
и квантильным критериями

Рассмотрим произвольные случайные матрицы A и B, задающие игру с
вероятностным или квантильным критерием. Расположим уникальные зна-
чения реализаций элементов матрицы A в порядке возрастания и обозначим
их через ϕ1, . . . , ϕM . Определим случайные величины ākl по правилу: ākl =
= i, если akl = ϕi. Составим случайную матрицу Ā � (ākl), k ∈ {1, . . . ,m},
l ∈ {1, . . . , n}. Аналогично по матрице B построим матрицу B̄ =

(

b̄kl

)

, а
реализации ее элементов, расположенные в порядке возрастания, обозначим
через ψ1, . . . , ψN . Для удобства будем считать, что ϕM+1 = ψN+1 = +∞. Иг-
ру с вероятностным или квантильным критерием, задаваемую полученными
случайными матрицами Ā и B̄, назовем игрой в стандартной форме. В по-
лученной игре элементы матриц Ā и B̄ принимают значения во множествах
{1, . . . ,M}, {1, . . . , N} соответственно.
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Введем матрицы A(ϕ) � {akl(ϕ)} и B(ψ) � {bkl(ψ)}, элементы которых
определяются по правилу

akl(ϕ) = P{akl � ϕ}, bkl(ψ) = P{bkl � ψ},
k ∈ {1, . . . ,m}, l ∈ {1, . . . , n}.

Аналогично определяются матрицы Ā(ϕ) � {ākl(ϕ)} и B̄(ψ) � {b̄kl(ψ)}:

ākl(ϕ) = P{ākl � ϕ}, b̄kl(ψ) = P{b̄kl � ψ}.(4)

Введем обозначения

Ai � Ā(i), Bj � B̄(j), i ∈ {0, 1, . . . ,M}, j ∈ {0, 1, . . . , N}.(5)

Заметим, что матрицы A0 и B0 являются нулевыми, а все элементы матриц
AM и BN равны единице.

Лемма 1. Если ϕi � ϕ < ϕi+1, то

Pϕ(A, x, y) = x	A(ϕ)y = Pi(Ā, x, y) = x	Aiy.

Доказательства леммы 1 и последующих теорем, лемм и следствий вынесены
в Приложение.

Те ор ем а 1. Пусть ϕi � ϕ < ϕi+1, ψj � ψ < ψj+1. Тогда следующие три
утверждения эквиваленты:

1) пара стратегий (x, y) ∈ X × Y является равновесной в игре
P(A,B, ϕ, ψ);

2) пара стратегий (x, y) ∈ X×Y является равновесной в игре P(Ā, B̄, i, j);

3) для всех x′ ∈X и y′ ∈Y

x′	Aiy � x	Aiy,

x	Bjy
′ � x	Bjy.

Таким образом, полученный критерий позволяет любую игру с вероятност-
ным критерием свести к игре в стандартной форме. Отметим, что множество
игр в стандартной форме при фиксированных m, n является конечным.
Из теоремы 1 следует, что равновесие в игре с вероятностным критерием

эквивалентно равновесию в биматричной игре с матрицами выигрышей иг-
роков Ai и Bj , определeнными в (5). Поэтому для поиска равновесия в игре с
вероятностным критерием можно применять методы, разработанные для би-
матричных игр с критерием в форме математического ожидания [1, 4]. Как
известно, такое равновесие всегда существует [1].
Перейдeм к изучению игр с квантильным критерием.
Лемма 2. Для любых стратегий (x, y) ∈ X × Y выполнено
1) ϕα(A, x, y) ∈ {ϕ1, . . . , ϕM};
2) ϕα(A, x, y) = ϕi тогда и только тогда, когда ϕα(Ā, x, y) = i,

i ∈ {1, . . . ,M}.
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Сформулируем теорему о необходимых и достаточных условиях равнове-
сия по Нэшу в игре с квантильным критерием.
Те ор ем а 2. Пусть α, β ∈ (0, 1). Тогда следующие три утверждения эк-

виваленты:
1) пара стратегий (x, y) ∈ X × Y является равновесной в игре

Q(A,B, α, β);
2) пара стратегий (x, y) ∈ X × Y является равновесной в игре

Q(Ā, B̄, α, β);
3) для некоторых i ∈ {1, . . . ,M}, j ∈ {1, . . . , N} выполнены неравенства

x	Aiy � α,(6)

x	Bjy � β,(7)
‖Ai−1y‖∞ < α,(8)

‖B	
j−1x‖∞ < β,(9)

где ‖x‖∞ = max
k∈{1,...,m}

|xk|.

При этом выполнены равенства

ϕα(A, x, y) = ϕi, ϕβ(B, x, y) = ψj, ϕα(Ā, x, y) = i, ϕβ(B̄, x, y) = j.

Таким образом, любая игра с квантильным критерием может быть сведе-
на к игре в стандартной форме. Кроме того, теорема 2 описывает простые
условия для проверки равновесности заданной пары стратегий игроков, не
требующие вычисления функций квантили. Для проверки этих условий необ-
ходимо только вычислить матрицы Ai, Bj, Ai−1, Bj−1 по формуле (5).
Сформулируем следствия из теоремы 2.
Докажем, что если в биматричной игре с матрицами выигрышей игроков

−A и −B существует ситуация равновесия в чистых стратегиях, то те же
стратегии являются равновесными в игре с квантильным критерием.
Сл ед с т в и е 1. Пусть для пары стратегий (ek, e

′
l) с вероятностью еди-

ница выполнены условия

e	k′Ae′l � e	k Ae′l,

e	k Be′l′ � e	k Be′l

для всех k′ ∈ {1, . . . ,m}, l′ ∈ {1, . . . , n}. Тогда (ek, e
′
l) — пара равновесных

стратегий в игре Q(A,B, α, β) для всех α ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1).
Нижеприведенные следствия определяют необходимые условия, которым

должны удовлетворять i, j, чтобы существовало решение системы неравенств
(6)–(9).
Сл ед с т в и е 2. Если (x, y) ∈ X×Y — пара равновесных стратегий в игре

Q(Ā, B̄, α, β), ϕα(Ā, x, y) = i, ϕβ(B̄, x, y) = j, то матрица Ai−1 не содержит
строк, все элементы которых не меньше α, а матрица Bj−1 не содержит
столбцов, все элементы которых не меньше β.
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Отметим, что если матрица Ai−1 содержит строку, все элементы которой
не меньше α, то матрицы Ai, . . . , AM обладают тем же свойством.

Сл ед с т в и е 3. Если (x, y) ∈ X × Y — пара равновесных стратегий в иг-
ре Q(Ā, B̄, α, β), ϕα(Ā, x, y) = i, ϕβ(B̄, x, y) = j, то хотя бы один элемент
матрицы Ai +Bj не меньше α+ β.

Отметим, что если все элементы матрицы Ai+Bj меньше α+β, то таким
же свойством обладают матрицы Ai′ +Bj′ при i′ � i, j′ � j.

4. О связи игр с квантильным и вероятностным критериями

Докажем теорему о том, что равновесная пара стратегий в игре с вероят-
ностным критерием при некоторых значениях уровней надежности является
равновесной и в игре с квантильным критерием.

Те ор ем а 3. Пусть (x, y) — пара равновесных стратегий в игре P(Ā, B̄,
i− 1, j − 1), i ∈ {1, . . . ,M}, j ∈ {1, . . . , N}. Тогда (x, y) — пара равновесных
стратегий в игре Q(Ā, B̄, α, β) для

α ∈ (x	Ai−1y, x
	Aiy], β ∈ (x	Bj−1y, x

	Bjy].(10)

К сожалению, доказать или опровергнуть существование равновесия в
произвольной игре с квантильным критерием затруднительно. Это связано с
тем, что график многозначного отображения x �→ Argmin

y∈Y
ϕα(A, x, y) не яв-

ляется замкнутым, что не позволяет применить теорему Какутани, исполь-
зуемую для доказательства существования равновесия в игре с критерием в
форме математического ожидания [1]. Однако теорема 3 показывает, что при
некоторых значениях α и β в игре с квантильным критерием равновесие су-
ществует. При проведении многочисленных вычислительных экспериментов
авторам не удалось найти примеров, в которых не существует равновесных
стратегий.

5. Алгоритм поиска равновесия в игре с квантильным критерием

Полученные следствия из теоремы 2 позволяют предложить алгоритм по-
иска равновесных пар стратегий в игре с квантильным критерием. Введем
обозначения:

M � max

{

i ∈ {1, . . . ,M} | max
k∈{1,...,m}

min
l∈{1,...,n}

ākl(i− 1) < α

}

,

N � max

{

j ∈ {1, . . . , N} | max
l∈{1,...,n}

min
k∈{1,...,m}

b̄kl(j − 1) < β

}

,

N(i) � min

⎧

⎪⎨

⎪⎩

j ∈ {1, . . . , N} | max
k∈{1,...,m},
l∈{1,...,n}

{ākl(i) + b̄kl(j)} � α+ β

⎫

⎪⎬

⎪⎭

,
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где ākl(i), b̄kl(j) определены в (4). Пусть

M � min{i ∈ {1, . . . ,M} | N(i) � N}.

Для поиска равновесий по Нэшу в игре с квантильным критерием можно
предложить следующий алгоритм.
Алг о ри тм 1.
1. Установить i := M .
2. Если i � M , установить j := N(i). В противном случае завершить вы-

полнение алгоритма.
3. Если j � N , то перейти к следующему шагу. Иначе перейти к шагу 6.
4. Найти пару стратегий (x, y) ∈ X × Y , удовлетворяющую ограничениям

(6)–(9). Если такая пара (x, y) найдена, то она является равновесной.
5. j := j + 1. Перейти к шагу 3.
6. i := i+ 1. Перейти к шагу 2.
Отметим, что при выполнении алгоритма перебираются только те значе-

ния i, j, для которых выполнены необходимые условия существования реше-
ния системы (6)–(9), обеспечиваемые следствиями 2, 3.
При практической реализации алгоритма могут возникать трудности с

проверкой на непустоту в общем случае незамкнутого множества, описывае-
мого ограничениями (6)–(9). Данная проблема может быть решена двумя
способами. Первый способ состоит в замене ограничений (8), (9) на ограни-
чения

‖Ai−1y‖∞ � α− ε,(11)

‖B	
j−1x‖∞ � β − ε,(12)

где ε — малая положительная константа. Ограничения (11), (12) эквивалент-
ны линейным ограничениям

Ai−1y � (α− ε)em,(13)

B	
j−1x � (β − ε)en,(14)

где em — вектор, составленный из m единиц. При использовании данного
подхода задача сводится к проверке на непустоту множества, описываемого
линейными и квадратичными (в общем случае невыпуклыми) ограничениями
(6), (7), (13), (14). Данная задача может быть решена с помощью программ,
предназначенных для решения линейных и квадратичных задач математи-
ческого программирования с линейными и квадратичными ограничениями.
Следует заметить, что при использовании данного подхода возможна потеря
некоторых решений исходной задачи.
Второй подход состоит в решении задачи

θ∗ �(15)

� min
θ∈R, x∈X, y∈Y

{

θ | Ai−1y � αemθ, B	
j−1x � βenθ, x

	Aiy � α, x	Bjy � β
}

.

113



В задаче (15) минимум достигается, потому что множество допустимых зна-
чений (x, y) является компактом, а ограничение θ ∈ R может быть заменено
на θ ∈

[

0,max
{

1
α ,

1
β

}]

. Сформулированная задача также может быть реше-
на с помощью специальных программ. Нетрудно заметить, что θ∗ < 1 в том
и только том случае, когда множество, описываемое ограничениями (6)–(9),
непусто. Если θ∗ < 1, то пара оптимальных значений переменных (x, y) в за-
даче (15) будет являться равновесной по Нэшу в игре Q(A,B, α, β).
Следует заметить, что ограничения (6), (7) являются невыпуклыми. По-

этому проверка на совместность системы неравенств (6), (7), (13), (14) или
решение задачи (15) является трудоемким. В связи с этим представляют ин-
терес быстрые методы поиска пар стратегий (x, y), удовлетворяющих огра-
ничениям (6)–(9). Предлагается следующий алгоритм, с помощью которого
могут быть найдены решения системы неравенств (6)–(9).
Алг о ри тм 2.
1. Задать начальное значение стратегии второго игрока y(0) ∈ Y , ν := 0.
2. Решить задачу линейного программирования:

θ
(ν)
1 � max

θ∈R, x∈X

{

θ | x	Aiy
(ν) � αθ, x	Bjy

(ν) � βθ, B	
j−1x � (β − ε)en

}

.(16)

Оптимальное значение переменной x в задаче (16) обозначим через x(ν). Если
у этой задачи нет решений, то система неравенств (6), (7), (13), (14) несов-
местна. Если ν > 0 и θν1 � 1, то (x(ν), y(ν)) — пара равновесных стратегий в
игре Q(A,B, α, β). Если ν > 1 и θ

(ν)
1 � θ

(ν−1)
1 , завершить выполнение алго-

ритма.
3. Решить задачу линейного программирования:

θ
(ν)
2 � max

θ∈R, y∈Y

{

θ | x(ν)	Aiy � αθ, x(ν)	Bjy � βθ, Ai−1y � (α− ε)em

}

.(17)

Оптимальное значение переменной y в задаче (17) обозначим через y(ν+1).
Если у этой задачи нет решений, то система неравенств (6), (7), (13), (14)
несовместна. Если θν2 � 1, то (x(ν), y(ν+1)) — пара равновесных стратегий в
игре Q(A,B, α, β).
4. Присвоить ν := ν + 1 и перейти к шагу 2.
При ν = 0 в результате применения алгоритма находится пара стратегий

(x(0), y(1)), удовлетворяющая неравенствам (13), (14). Затем получается воз-
растающая последовательность θ

(1)
1 � θ

(1)
2 � θ

(2)
1 � θ

(2)
2 � . . . � θ

(ν)
q , где q = 1

или q = 2. Если θ(ν)1 � 1 и ν > 0, то (x(ν), y(ν)) — пара равновесных стратегий в
игре Q(A,B, α, β). Если θ

(ν)
2 � 1, то (x(ν), y(ν+1)) — пара равновесных страте-

гий в игре Q(A,B, α, β). Если θ(ν)1 < 1 или θ(ν)2 < 1, то для поиска равновесной
пары стратегий можно снова воспользоваться алгоритмом 2, задав другую
начальную стратегию y(0). В силу невыпуклой структуры рассматриваемой
задачи нельзя гарантировать, что в результате применения алгоритма будет
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найдено решение системы неравенств (6), (7), (13), (14), если оно существу-
ет. Однако в случае успешного применения алгоритма 2 нет необходимости
решать задачу невыпуклой оптимизации.
Предложим алгоритм поиска начальной стратегии y(0) ∈ Y для примене-

ния алгоритма 2.
Алг о ри тм 3.
1. Найти максимальные элементы матриц Ai −Ai−1 и Bj −Bj−1. Обозна-

чим индексы этих элементов через (k1, l1), (k2, l2) соответственно.
2. Если k1 = k2, l1 = l2, то при выполнении условий ak1l1 � akl1 для всех

k ∈ {1, . . . ,m}, bk2l2 � bk2l для всех l ∈ {1, . . . , n} определить y(0) = e′l1 . Если
k1 = k2, l1 = l2, но указанные условия не выполнены, то найти

l∗ = arg max
l∈{1,...,j}

{ak1l | ak1l + ak1l2 � 1}.

Если для всех l выполнено ak1l + ak1l2 > 1, определить l∗ произвольно. Задать
y
(0)
l2

= α− ε, y(0)l∗ = 1− α+ ε, где ε — малая положительная константа.
3. Если k1 �= k2, l1 = l2, то найти такой индекс l∗ �= l1, для которого при

всех k выполнено akl∗ + akl1 � 1. Если такого индекса нет, то определить l∗
произвольно.
4. Если l1 �= l2, то y

(0)
l1

= y
(0)
l2

= 1/2.
Идея предлагаемого алгоритма 3 состоит в том, чтобы увеличить левые

части неравенств (6), (7), но при этом по возможности не нарушить неравен-
ства (8), (9).

6. Примеры

6.1. Игра 2× 2

При m = n = 2 наибольший интерес представляют игры, в которых не су-
ществует равновесия в чистых стратегиях. Таковой является игра в стандарт-
ной форме с детерминированными матрицами

A =

(

1 4

3 2

)

, B =

(

4 1

2 3

)

.

Пусть 1
2 < α � β < 1. Тогда для i = j = 3 система неравенств (6)–(9) примет

вид

x1y1 + x2y1 + x2y2 = 1− x1y2 � α,

x1y2 + x2y1 + x2y2 = 1− x1y1 � β,

y1 < α, y2 < α,

x1 < β, x2 < β.
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Как нетрудно проверить, данной системе неравенств удовлетворяет пара
стратегий (x, y), если

x =

(

x1

1− x1

)

, y =

(

1/2

1/2

)

, x1 ∈ (1− β,min{β, 2(1 − β)}).

Если α < β < 1, β > 1
2 , то первый игрок может уменьшить свои потери до

i = 2, при этом j = 3. Соответствующая система неравенств (6)–(9) принима-
ет вид

x1y1 + x2y2 � α,

x1y2 + x2y1 + x2y2 � β,

y1 < α,

x1 < β, x2 < β.

Данной системе неравенств удовлетворяют пары стратегий (x, y), если

x =

(

1− x2

x2

)

, y =

(

0

1

)

, x2 ∈ (max{α, 1 − β}, β).

6.2. Игры 3× 3

Разработанный алгоритм поиска равновесия в игре с квантильным крите-
рием был программно реализован на языке matlab с использованием реша-
теля задач квадратичного программирования gurobi. Исходные данные этих
задач и найденные точки равновесия в игре с квантильным критерием при-
ведены в табл. 1.
В первой строке таблицы приведено решение задачи для игры с нуле-

вой суммой. При равных значениях α и β было найдено две пары равновес-
ных стратегий, соответствующих различным потерям второго игрока: j = 6 и
j = 7. Потери первого игрока для каждой из полученных стратегий одинако-
вы и равны i = 5. Если α < β, то в игре имеется три равновесных стратегии с
различными потерями игроков. Отметим, что в данном случае первый игрок
имеет возможность уменьшить свои потери до i = 3. Это связано с умень-
шением уровня его доверительной вероятности. Оставшиеся две равновесные
точки обеспечивают те же потери, что и в случае α = β.
Во второй строке табл. 1 приведено решение для игры с ненулевой сум-

мой. Для уровней вероятности α = β = 0,9 и α = 0,8, β = 0,9 были найдены
три равновесные стратегии. Отметим, что при уменьшении доверительной
вероятности первого игрока его потери могут быть снижены до минимально
возможных.
В третьей строке табл. 1 приведены результаты вычислений для случай-

ных матриц A, B. Случайная величина τ принимает 4 равновероятных зна-
чения: 0, 1, 2, 3.
Приведенные решения были найдены менее чем за одну секунду.
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Таблица 1. Равновесные стратегии в игре 3× 3

A B α β i j x y
(

1 9 6
5 3 2
4 7 8

) (
9 1 4
5 7 8
6 3 2

)

0,9 0,9 5 6
(

0,0999
0,1001
0,8000

) (
0,8999
0,1001

0

)

5 7
(

0,1461
0,8476
0,0063

) (
0,5005
0,4752
0,0243

)

0,8 0,9 3 7
(

0,1078
0,8844
0,0078

) (
0,0399
0,8998
0,0603

)

5 6
( 0,0998

0,1001
0,8001

) ( 0,7999
0

0,2001

)

5 7
( 0,1462

0,7538
0,1000

) ( 0,2001
0,7999

0

)

(
1 8 5
4 2 7
9 6 3

) (
5 9 2
3 8 7
4 1 6

)

0,9 0,9 4 4
(

0,0077
0,8935
0,0988

) (
0,8968
0,1032

0

)

4 5
(

0,1001
0,8999

0

) (
0,8902
0,0110
0,0988

)

5 5
(

0,8973
0,0923
0,0104

) (
0,8092
0,0906
0,1002

)

0,8 0,9 1 5
( 0,8999

0,1001
0

) ( 0,8891
0,0987
0,0122

)

4 5
( 0,6284

0,3716
0

) ( 0,7877
0,0334
0,1789

)

5 5
( 0,7938

0,0769
0,1293

) ( 0,7866
0,0133
0,2001

)

(
1 8 5
4 2 7
9 6 3

)

+

(
5 9 2
3 8 7
4 1 6

)

+ 0,9 0,9 4 3
(

0
1
0

) (
0,9001
0,0999

0

)

+ τ

(
3 0 1
0 1 0
−2 0 0

)

+ τ

( −1 0 0
0 2 0
1 1 0

)

4 4
(

0
0,8668
0,1332

) (
1
0
0

)

6 6
( 0,1707

0
0,8293

) ( 0
0,1707
0,8293

)

6 7
( 0

0,1998
0,8002

) ( 0
0,5000
0,5000

)

7 5
( 0,3592

0,5947
0,0461

) ( 0,8756
0

0,1244

)

7 6
(

0,1214
0,0456
0,8330

) (
0,3340

0
0,6660

)

7 7
(

0
0,2000
0,8000

) (
0,4000

0
0,6000

)
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Все эти решения, кроме одного, были найдены как с помощью точного
решения систем неравенств (6), (7), (13), (14), так и с помощью быстрых
алгоритмов 2 и 3. Во втором примере не удалось найти стратегию, соответ-
ствующую i = 4, j = 5, при α = 0,8, β = 0,9.

6.3. Игра 6× 8

Рассматривается игра Q(A,B, 0,9, 0,9), задаваемая детерминированными
матрицами

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

30 11 8 30 25 26 26 28
13 20 18 11 28 9 12 29
5 1 29 24 27 10 35 7
32 35 19 21 15 3 2 18
23 6 16 31 24 4 22 17
4 35 33 34 7 30 14 24

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

28 20 30 23 34 3 21 12
10 5 9 18 11 2 17 20
19 6 25 13 32 16 1 7
26 10 13 30 15 29 13 22
33 31 8 22 14 34 6 10
35 4 36 20 21 27 29 24

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Для поиска равновесных стратегий применялся разработанный алгоритм.
Во избежание возможных ошибок округления вместо системы неравенств
(6)–(9) решалась система неравенств

x	Aiy � α+ ε,

x	Bjy � β + ε,

‖Ai−1y‖∞ � α− ε,

‖B	
j−1x‖∞ � β − ε,

где ε = 10−4.
В данной игре удалось найти 86 пар равновесных стратегий, соответст-

вующих различным значениям целевых функций игроков. Соответствующие
значения отражены в табл. 2. По строкам расположены значения функции
квантили первого игрока, а по столбцам — второго игрока. Знаками * и +
отмечены те пары значений (i, j), для которых удалось найти равновесные
стратегии, при этом знаком + отмечены те значения (i, j), для которых уда-
лось найти решение с помощью быстрого алгоритма 2 с начальным решением,
получаемым с помощью алгоритма 3. Алгоритм 2 позволил найти 49 решений
задачи.
Приведем решение, оптимальное по Парето (соответствующее значениям

(i, j) = (5, 6)):

x =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
0,0630
0,8999

0
0

0,0371

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, y =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0,0963
0,8999

0
0
0
0

0,0038
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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Таблица 2. Найденные равновесия в игре 6× 8

i\j 6 9 10 12 13 16 17 20 21 22 23 24
5 +
6 *
7 *
10 * * * *
11 * * *
12 + +
13 + +
15 * *
16 * + + + * *
17 * * + * +
18 + + * + + + +
19 * * + * + * +
20 + + * + + + + *
21 * * *
22 + + + * + * *
23 + * +
24 * + + + + + + +
27 * * +
28 * + + + + *
29 + * + + + + +

Вычисления проводились на ЭВМ с процессором Intel(R) Core(TM)
i5-6300U, 2,4 ГГц, 8 ГБ ОЗУ. Вычислительное время при применении ал-
горитма 1 составило 6363 с, а при применении быстрого алгоритма 2 — всего
лишь 7,5 с.
Приведенный пример показывает, что в игре небольшой размерности мо-

жет существовать большое количество пар равновесных стратегий, соответ-
ствующих различным потерям игроков. При этом их поиск может требовать
значительного объема вычислений, однако большая часть решений может
быть найдена достаточно быстро с помощью алгоритмов 2 и 3.

7. Заключение

В работе были рассмотрены задачи поиска равновесия в играх с вероят-
ностными и квантильными критериями. Задача с вероятностным критерием
была сведена к биматричной игре с функциями выигрышей в форме матема-
тических ожиданий. Для решения задачи с квантильным критерием предло-
жен алгоритм, основанный на последовательном решении задач поиска точек
множеств, описываемых квадратичными невыпуклыми ограничениями. Од-
нако вопрос о существовании равновесия в произвольной игре с квантильным
критерием остается открытым. Авторы провели большое количество вычис-
лений на случайно моделируемых данных, в результате которых не удалось
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обнаружить примеров, когда не существует равновесных стратегий. К сожа-
лению, поиск равновесных стратегий в игре с квантильным критерием раз-
мерности 6 × 8 продолжался более часа. По этой причине был предложен
быстрый метод поиска равновесий, с помощью которого удалось найти 49 из
86 решений задачи. Отметим, что многие из рассмотренных в работе подхо-
дов могут быть перенесены в дальнейшем на случай игры нескольких лиц.
Также представляют интерес игры с квантильным критерием и непрерыв-
ным распределением случайных параметров, для анализа которых требуется
разработка новых методов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Первое равенство следует из независи-
мости ξ и η и установлено в (1). Из определения величин ϕi и неравенства
ϕi � ϕ < ϕi+1 следует, что akl(ϕ) = ākl(i). Поэтому

x	A(ϕ)y = x	Aiy = Pi(Ā, x, y).

Лемма 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Теорема следует из определения 1 рав-

новесия по Нэшу в игре с вероятностным критерием и из леммы 1, согласно
которой

Pϕ(A, x, y) = Pi(Ā, x, y) = x	Aiy,

Pψ(B, x, y) = Pj(B̄, x, y) = x	Bjy.

Теорема 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Докажем утверждение 1) леммы. Пред-

положим противное. Тогда возможны две ситуации: ϕα(A, x, y) < ϕ1 или
ϕi < ϕα(A, x, y) < ϕi+1 для некоторого i ∈ {1, . . . ,M}. В первом случае
Pϕ(A, x, y) = 0, что противоречит неравенству Pϕ(A, x, y) � α в определе-
нии квантили, так как α > 0. Во втором случае α � Pϕ(A, x, y) = Pϕi(A, x, y),
откуда следует, что ϕα(A, x, y) � ϕi. Полученное противоречие доказывает
утверждение 1) леммы.
Утверждение 2) леммы следует из леммы 1, согласно которой

Pϕi(A, x, y) = Pi(Ā, x, y). Лемма 2 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Из леммы 2 и упорядоченности вели-

чин ϕi и ψj следует эквивалентность утверждений 1) и 2).
Отметим, что

ϕα(Ā, x, y) = min
{

i ∈ {1, . . . ,M} | x	Aiy � α
}

,

ϕβ(B̄, x, y) = min
{

j ∈ {1, . . . , N} | x	Bjy � β
}

.

Докажем, что из утверждения 2) следует утверждение 3). Пусть для за-
данной пары (x, y) ∈ X × Y выполнено ϕα(Ā, x, y) = i, ϕβ(B̄, x, y) = j. Это
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значит, что

x	Aiy � α, x	Bjy � β.

Неравенства (6), (7) доказаны. Из определения равновесия по Нэшу следует,
что для всех x′ ∈ X, y′ ∈ Y выполнено

ϕα(Ā, x′, y) � ϕα(Ā, x, y) = i,(Π.1)
ϕβ(B̄, x, y′) � ϕβ(B̄, x, y) = j.(Π.2)

Докажем, что для всех x′ ∈ X, y′ ∈ Y

x′	Ai−1y < α,(Π.3)

x	Bj−1y
′ < β.(Π.4)

Предположим противное. Пусть для определенности нарушается неравен-
ство (Π.3) при некотором x′ ∈ X . Это значит, что Pi−1(Ā, x′, y) � α, но тогда
в силу определения функции квантили ϕα(Ā, x′, y) � i− 1, что противоре-
чит неравенству (Π.1). Аналогично устанавливается, что при x	Bj−1y

′ � β
нарушается неравенство (Π.2). Таким образом, неравенства (Π.3) и (Π.4) до-
казаны.
В силу того, что множества X и Y компактны, выполнение неравенств

(Π.3) и (Π.4) для всех x′ ∈ X, y′ ∈ Y эквивалентно неравенствам

max
x′∈X

x′	Ai−1y < α, max
y′∈Y

x	Bj−1y
′ < β.(Π.5)

Заметим, что ‖x‖1 �
m∑

k=1

|xk| = 1, ‖y‖1 = 1. Поэтому

max
x′∈X

x′	Ai−1y � ‖Ai−1y‖∞‖x‖1 = ‖Ai−1y‖∞,

max
y′∈Y

x	Bj−1y
′ � ‖B	

j−1x‖∞‖y‖1 = ‖B	
j−1x‖∞.

Верхние оценки данных максимумов достигаются, если x′ = ek∗ , y′ = el∗ , где
k∗ и l∗ номера максимальных компонент векторов Ai−1y и B	

j−1x соответ-
ственно. Поэтому

max
x′∈X

x′	Ai−1y = ‖Ai−1y‖∞,(Π.6)

max
y′∈Y

x	Bj−1y
′ = ‖B	

j−1x‖∞.(Π.7)

Доказываемые неравенства (8), (9) следуют из полученных равенств (Π.6),
(Π.7) и неравенств (Π.5).
Пусть теперь выполнено утверждение 3). Из неравенств (6)–(9) следует,

что x	Aiy � α и x	Ai−1y < α, x	Bjy � β и x	Bj−1y < β. Значит,

ϕα(Ā, x, y) = i, ϕβ(B̄, x, y) = j.(Π.8)
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Из неравенств (8), (9) следует, что при любых x′ ∈ X , y′ ∈ Y выполнено
x′	Ai−1y < α, x	Bj−1y

′ < β. Поэтому

ϕα(Ā, x′, y) � i, ϕβ(B̄, x, y′) � j.(Π.9)

Из равенств (Π.8) и неравенств (Π.9) следует, что пара стратегий (x, y) явля-
ется равновесной. Эквивалентность утверждений 2) и 3) доказана.
Равенства ϕα(A, x, y) = ϕi, ϕβ(B, x, y) = ψj следуют из (Π.8) и леммы 2.

Теорема 2 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Из условий следствия и леммы 1

вытекает, что при всех i ∈ {0, 1, 2, . . . ,M}, j ∈ {0, 1, 2, . . . , N}, ϕ ∈ [ϕi, ϕi+1),
ψ ∈ [ψj , ψj+1) выполнены неравенства

e	k′Aie
′
l = P

{

e	k′Ae′l � ϕ
}

� P
{

e	k Ae′l � ϕ
}

= e	k Aie
′
l,(Π.10)

e	k Bje
′
l′ = P

{

e	k Be′l′ � ψ
}

� P
{

e	k Be′l � ψ
}

= e	k Bje
′
l.(Π.11)

Пусть i∗ = ϕα(Ā, ek, e
′
l), j

∗ = ϕβ(B̄, ek, e
′
l). Тогда по определению (2) квантили

e	k Ai∗e
′
l � α, e	k Bj∗e

′
l � β, e	k Ai∗−1e

′
l < α, e	k Bj∗−1e

′
l < β. Из этих неравенств

и неравенств (Π.10) и (Π.11) следует, что

‖Ai∗−1e
′
l‖∞ = max

k′∈{0,1,...,m}
e	k′Ai∗−1e

′
l < α,

‖Bj∗−1e
′
l‖∞ = max

l′∈{0,1,...,n}
e	k Bj∗−1e

′
l′ < β.

Таким образом, из теоремы 2 следует, что (ek, e′l) — пара равновесных страте-
гий в игре Q(A,B, α, β) для всех α ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1). Следствие 1 доказано.
Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. Если Ai−1 содержит строку, все

элементы которой не меньше α, то ‖Ai−1y‖∞ �
n∑

l=1

αyl = α, что противоречит

неравенству (8). Аналогично, если Bj−1 имеет столбец, все элементы которого
не меньше β, то ‖B	

j−1x‖∞ � β, что противоречит (9). Следствие 2 доказано.
Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 3. Предположим противное: все элемен-

ты матрицы Ai +Bj меньше α+ β. Тогда

x	(Ai +Bj)y < (α+ β)

m∑

k=1

n∑

l=1

xkyl = α+ β.(Π.12)

С другой стороны, складывая неравенства (6) и (7), получаем

x	(Ai +Bj)y � α+ β,

что противоречит неравенству (Π.12). Следствие 3 доказано.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Пусть (x, y) — пара равновесных стра-
тегий в игре P(Ā, B̄, i− 1, j − 1). Тогда

‖Ai−1y‖∞ = x	Ai−1y,

‖B	
j−1x‖∞ = x	Bj−1y.

Таким образом, при α и β, удовлетворяющих условию (10), выполнены нера-
венства (6)–(9), сформулированные в критерии равновесия в квантильной
игре. Теорема 3 доказана.
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИ ИСКАЖЕННОГО СИГНАЛА НА
ОСНОВЕ ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ1

Представлен новый алгоритм обработки результатов динамических
измерений, при которых по известному выходному или наблюдаемому
сигналу и известной передаточной функции измерительного устройства
необходимо найти входной сигнал. Ранее авторами была построена теория
оптимальных динамических измерений, в рамках которой для восстанов-
ления динамически искаженных сигналов успешно использовались мето-
ды теории оптимальных управлений. Первые численные алгоритмы тео-
рии оптимальных динамических измерений на модельных примерах по-
казали эффективность результата по достигаемой погрешности при зна-
чительном времени счета. Предлагаемый численный алгоритм решения
исследуемой задачи позволяет снизить время счета более чем в 5 раз.
Приводятся необходимые теоретические сведения, общая схема алгорит-
ма, данные эксперимента, результаты обработки экспериментальных дан-
ных по предлагаемому алгоритму.

Ключевые слова: динамические измерения, обработка результатов экспе-
римента, численные методы, оптимальные динамические измерения, дат-
чики давления, статистические методы.
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1. Введение

В теории динамических измерений задачу восстановления входящего сиг-
нала по известным характеристикам измерительного устройства (ИУ) и вы-
ходного сигнала принято считать одной из сложных [1]. Ранее для ее решения
принято было использовать в качестве основных математических методов
теорию обратных задач [2].

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования РФ (государственное задание FENU-2020-0022).
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На современном этапе развития теории динамических измерений активно
ведутся исследования в двух направлениях. Первое связано с оцениванием
неопределенности в динамических измерениях [3, 4], второе развивает мето-
дологию применения теории автоматического управления для решения за-
дач динамических измерений [5]. В рамках развития второго направления
разрабатывались не только различные технические решения, но и развива-
лись математические методы решения задач динамических измерений. Так,
для решения задачи по восстановлению динамически искаженного сигнала
А.Л. Шестаковым и Г.А. Свиридюком была сформулирована задача опти-
мальных динамических измерений, в которой восстанавливаемый входной
сигнал определялся как решение задачи оптимального управления [6–8] для
системы леонтьевского типа. Отметим, что использование начального усло-
вия Коши вызывает значительные трудности и накладывает ограничения при
численном решении задач оптимального динамического измерения. В связи
с этим было предложено использовать условие Шоуолтера–Сидорова, кото-
рое не требует согласования начальных данных при численном исследова-
нии прикладных задач [9]. Подчеркнем, что математическая модель слож-
ной измерительной системы, например, состоящей из нескольких измеритель-
ных устройств, строится как система леонтьевского типа [10], которая, с од-
ной стороны, является частным случаем дескрипторной системы [11], с дру-
гой – конечномерным случаем уравнения соболевского типа. Именно поэто-
му все математические результаты стали возможны благодаря развиваемой
Г.А. Свиридюком и его учениками теории оптимального управления реше-
ниями уравнений соболевского и леонтьевского типов (см. обзор результатов
в [12]).
Формирование теории оптимальных динамических измерений включало в

себя построение математических моделей и разработку численных методов.
Первый алгоритм численного решения задачи оптимального динамического
измерения был предложен А.В. Келлер и Е.И. Назаровой, при этом предпо-
лагалось, что динамическое искажение являлось следствием только инерци-
онности ИУ [13]. В следующем алгоритме, разработанном Ю.В. Худяковым,
численное решение задачи восстановления динамически искаженного сигнала
проводилось с учетом инерционности ИУ и наличия резонансов [14]. Важным
в развитии численных методов решения задач теории оптимальных динами-
ческих измерений стал алгоритм с использованием сплайнов, предложенный
А.В. Келлер [15].
Необходимо отметить, что все обсуждаемые алгоритмы были апробиро-

ваны на модельных примерах, в рамках которых рассматривались сигналы
простой формы, например u = a sinωt. Когда измеряемые сигналы имеют бо-
лее сложную форму, разработанные ранее алгоритмы требовали либо значи-
тельного объема машинного времени, либо большей мощности персональных
компьютеров, что в конечном итоге привело к пониманию необходимости раз-
работки нового численного метода для решения задачи восстановления ди-
намически искаженного сигнала.
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В данной статье представлен новый численный метод, базирующийся на
идеях теории оптимальных динамических измерений, позволяющий более эф-
фективно обрабатывать эмпирические данные и восстанавливать динамиче-
ски искаженный сигнал по результатам натурного вычислительного экспери-
мента.

2. Основные понятия и методы теории оптимальных
динамических измерений

В теории оптимальных динамических измерений важной математической
моделью является модель ИУ. Динамические свойства ИУ определяются си-
стемой леонтьевского типа

{
Lẋ = Ax+Bu+Gζ,

y = Cx+Dη,
(2.1)

а его состояние в начале работы – начальным условием Шоуолтера–Сидорова
[

(αL−A)−1 L
]p+1

(x(0)− x0) = 0(2.2)

при некоторых x0 ∈ R
n, α ∈ ρL(A). Здесь ρL(A) = {α ∈ C : det(αL−A) �= 0}

[13]. Математическая модель ИУ (2.1), (2.2) связывает x(t) и ẋ(t) – вектор-
функции состояния и скорости изменения состояния ИУ соответственно;
y(t) – вектор-функция наблюдений (или выходного сигнала); A и L – квадрат-
ные матрицы состояний и взаимовлияния скоростей состояния ИУ соответ-
ственно; C и D – матрицы, характеризующие связи между состоянием ИУ
и наблюдением; u(t) – вектор-функция измерения (или входного сигнала);
η(t) и ζ(t) – вектор-функции помех на выходе и в цепях ИУ соответственно.
Отметим, что при моделировании может быть получен случай, когда

detL = 0 [10]. Кроме того, при решении задачи (2.1) и (2.2) важным усло-
вием является (L, p)-регулярность матрицы A.
В [3, 5] для решения задачи восстановлении входного сигнала u = u(t)

по наблюдаемому выходному сигналу y = y0(t) конструируется модель ИУ,
при этом качество модели оценивается величиной расхождений значений вы-
ходных сигналов ИУ и его модели при соответствующих t. Если различия
незначительны, то значения входных сигналов ИУ и его модели будут также
незначимо различаться. Это положение легло в основу математической мо-
дели оптимальных динамических измерений как задачи оптимального дина-
мического измерения: необходимым условием для построения функционала
штрафа является отражение в нем разности между выходными сигналами
реального ИУ и его математической моделью, а минимизация функционала
обеспечивает нахождение такого входного сигнала, который является мате-
матической моделью искомого измерения (рис. 1).
Для построения математической модели оптимальных динамических из-

мерений будем использовать пространство состояний

χ =
{

x ∈ L2 ((0, τ) ,R
n) : ẋ ∈ L2 ((0, τ) ,R

n)
}

,
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Рис. 1. Структурная схема математической модели динамических измерений.

пространство измерений

U =
{

u ∈ L2 ((0, τ),R
n) : u(p+1) ∈ L2 ((0, τ),R

n)
}

и пространство наблюдений Y = C[χ], причем Y изоморфно некоторому под-
пространству в χ, хотя не всегда Y = χ.
Функционал штрафа имеет вид

J(u) =

1∑

q=0

τ∫

0

∥
∥
∥y(q)(u, t)− y

(q)
0 (t)

∥
∥
∥

2
dt,(2.3)

где y0(t) – выходной сигнал, получаемый в ходе натурного эксперимента,
y(t) – моделируемый выходной сигнал (получаемый при работе с математи-
ческой моделью восстановления динамически искаженного сигнала), ||·|| –
евклидова норма в R

n. Заметим, что вид функционала штрафа обусловлен
также и постановкой задачи, например при наличии резонансов в цепях ИУ
функционал имеет другой вид [14].
Будем искать решение задачи на множестве допустимых моделируемых

измерений U∂ . В качестве U∂ возьмем компактное выпуклое подмножество U:

U∂ =

⎧

⎨

⎩
u ∈ U :

p+1
∑

q=0

τ∫

0

∥
∥
∥u(q)(t)

∥
∥
∥

2
dt � d

⎫

⎬

⎭
,(2.4)

где d = const.
Таким образом, задача оптимального динамического измерения заключа-

ется в нахождении такой вектор-функции моделируемого измерения v ∈ U∂,
при которой функционал штрафа (2.3) достигает минимального значения,
т.е.

J(v) = min
u∈U∂

J(u),(2.5)

при этом x(v) ∈ χ удовлетворяет системе (2.1) почти всюду на (0, τ) и при
некоторых x0 ∈ R

n, α ∈ ρL(A) – условию Шоуолтера–Сидорова (2.2).
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Вектор-функцию v ∈ U∂ , начиная с первых работ по теории оптимальных
динамических измерений, называют оптимальным динамическим измерени-
ем [6]. Подчеркнем, что требование близости не только значений наблюдае-
мого сигнала и моделируемого наблюдения, но и скоростей их изменения,
обосновано результатами качественных исследований и присутствует во всех
математических моделях оптимальных динамических измерений [6, 8, 14, 15].

3. Алгоритм восстановления динамически искаженного сигнала

В качестве исходной информации известны элементы матриц системы
(2.1), начальные условия (2.2) и функционал качества (2.3), множество до-
пустимых измерений (2.4), массив значений Y0i наблюдаемого сигнала в мо-
менты времени ti с интервалом δ, i = 1, 2, . . . , N .
1. Из множества значений Y0i формируется подмножество, элементы кото-

рого выбираются через равный интервал, который назовем интервалом дис-
кретизации алгоритма Δ по времени. Отметим, что тогда Δ = K · δ, K ∈ Z.
Выбор интервала дискретизации является важной самостоятельной задачей,
поэтому ей будет посвящен раздел 5 статьи. Выбор Δ при известном δ опреде-
ляет значение K, которое в свою очередь задает количество основных циклов
алгоритма. Обозначим порядковый номер цикла буквой �, таким образом, � =
= 1, 2, . . . ,K.
2. Выполняются базовые расчеты для каждого из основных циклов на-

хождения приближенного динамического измерения входного сигнала v�(t),
� = 1, 2, . . . ,K:
2.1. Определяются начальные точка расчета t�0 и состояние системы x�0:

t�0 : t10 = 0, t�0 = t10 + (�− 1)δ, � = 2, . . . ,K,

x�0 : x10 = 0, x�0 = C−1Y (t10 + (�− 1)δ), � = 2, . . . ,K;

2.2. Выбираются точки для базового расчета T �
k = t�0 + (k − 1)Δ, k = 1,

2, . . . , R, где R = [NK ]. Эти точки группируются по четыре (T �
1 , T

�
2 , T

�
3 , T

�
4 ),

(T �
4 , T

�
5 , T

�
6 , T

�
7 ) и т.д. Эти группы будем называть “наборами по T ”. На рис. 2,а

точки первого основного цикла T 1
k обведены черными кругами, “наборы по T ”

показаны дугами;

Y

а б

Y
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0,01

0 0,002 0,004 0,006 0,010 0,0120,008 0,002 0,004 0,006 0,010 0,0120,008
�0,01
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0,03
0,02
0,01

0
�0,01

Рис. 2. а – Точки для базового расчета в первом основном цикле � = 1; б –
точки для базового расчета во втором основном цикле � = 2.
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Рис. 3. Значения v�i = v�j(ti) (этап 2.5).

2.3. По каждому “набору по T ” формируем “наборы по Y ”: (Y �
1 , Y

�
2 , Y

�
3 , Y

�
4 ),

(Y �
4 , Y

�
5 , Y

�
6 , Y

�
7 ) и т.д. На рис. 2,a для первого основного цикла точки

Y 1
1 , Y

1
2 , Y

1
3 , Y

1
4 , Y

1
4 , Y

1
5 , Y

1
6 обведены серыми кругами. На рис. 2,б показаны

точки для базового расчета во втором основном цикле T 2
k и Y

2
k , “наборы по T ”;

2.4. Для каждого j-го набора �-го основного цикла на временно́м проме-
жутке [T �

3j+1, T
�
3j+4], j = 0, . . . , [(R− 1)/3]: 1) по Y �

k интерполяцией опреде-
ляется функция наблюдения y�j(t); 2) по построенной функции наблюдения
решается задача оптимального динамического измерения.
Приближенное измерение ищется на основе метода Ритца в виде триго-

нометрического полинома или многочлена заданной степени. Так как в ал-
горитме применяется сплайн метод, то решено использовать представление
приближенного измерения в виде многочлена. Его степень, как правило, не
превосходит степени интерполяционного многочлена y�j(t) (в данном алго-
ритме равной трем) и выбирается с учетом вычислительной мощности и за-
данного шага дискретизации. Основная процедура сводится к поиску тако-
го массива коэффициентов искомого многочлена, при котором достигается
минимум функционала. В алгоритме для этого реализуется многошаговый
итеративный метод, предложенный в [16]. В нем использованы идеи покоор-
динатного многошагового спуска с памятью, при подборе шага используют-
ся результаты предшествующей итерации с выполнением проверки условий
ограничений на принадлежность множеству допустимых измерений. Завер-
шается процедура нахождения минимума функционала штрафа по дости-
жению абсолютной величины разности значений функционала последней и
предпоследней итерации цикла меньшего значения, чем заданная погреш-
ность. Основные этапы алгоритма решения задачи оптимального динамиче-
ского измерения изложены в [15]. Особенностью предлагаемого здесь алго-
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ритма является условие равенства значений u�j(t) в граничных точках на-
боров [u�j(T3j+4) = u�j+1(T3(j+1)+1)], j = 0, . . . , [(R− 1)/3]. В результате полу-
чим приближенное оптимальное динамическое измерение v�j(t) для каждого
j-го набора �-го основного цикла на временном промежутке [T �

3j+1, T
�
3j+4], j =

= 0, . . . , [(R − 1)/3];
2.5. Вычисляются значения v�i = v�j(ti), � = 1, 2, . . . ,K, i = 1, 2, . . . , N , j =

= 1, . . . , [(R − 1)/3] (см. рис. 3).
3. Используя полученные K значений v�i , � = 1, . . . ,K, в каждой точке ti,

вычисляются средние значения vi в каждой точке ti.
4. Моделируемое оптимальное динамическое измерение v(t) получается ин-

терполяцией средних значений vi.

4. Описание эксперимента

Экспериментальные данные были получены на стенде, схема которого
представлена на рис. 4. Основными параметрами стенда являются:
— минимальное входное давление – 800 кПа;
— форма пульсации давления на выходе – синус, меандр, произвольная;
— частота пульсации – от 0 до 100 Гц;
— максимальное давление на выходе – 600–800 кПа;
— амплитуда пульсации – от 0 до 100%;
— погрешность формирования формы пульсации – не более 10%.

Рис. 4. Схема стенда.
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Рис. 5. Результаты испытания датчика.

На стенде испытывается датчик давления Метран-43 с аналоговым элек-
тронным преобразователем. Передаточная функция датчика имеет вид

W (p) =
0,72

0,0119p + 1
.(4.1)

Преобразуя ее к виду дескрипторной системы, получим
{
ẋ = −84x+ u,

y = 60,5x.
(4.2)

Зададим начальное состояние системы

x(0) = 0.(4.3)

На рис. 5 представлены результаты испытания датчика на стенде. Чер-
ным цветом обозначен задающий сигнал w(t), подаваемый на блок управ-
ления клапанами. Светло-серым цветом обозначен входящий сигнал u(t) ис-
пытуемого датчика, фиксируемый контрольным датчиком. Характеристики
контрольного датчика на порядок превышают такие характеристики испы-
туемого датчика, как точность и быстродействие, что позволяет считать этот
сигнал истинным. Темно-серым цветом обозначен наблюдаемый (или выхо-
дящий) сигнал y(t) испытуемого датчика.
Заметим, что ступенчатый вид истинного сигнала обусловлен особенно-

стью системы управления стенда, связанной с работой по открытию и закры-
тию клапанов. Проверка математической модели датчика (4.2), (4.3) показала
соответствие полученного наблюдаемого сигнала входящему.
Получив экспериментальные данные наблюдаемого сигнала и математи-

ческую модель датчика, ставится вторая обратная задача динамических из-
мерений – восстановить методами теории оптимальных динамических изме-
рений входящий сигнал, а затем сравнить его с истинным сигналом.
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5. Шаг дискретизации и его определение в алгоритме

Определение интервала дискретизации на первом шаге предлагаемого ал-
горитма является основополагающим для адекватного решения задачи опти-
мального динамического измерения. При проведении вычислительных экс-
периментов было рассмотрено несколько случаев с различным интервалом
дискретизации. Качественное сравнение результатов стало возможно в свя-
зи с известным истинным сигналом, фиксируемым контрольным датчиком
испытательного стенда.
На рис. 6,а представлены результаты реализации алгоритма при интер-

вале дискретизации Δi = 0,002, при котором подмножество множества зна-
чений Y0i для базового расчета содержит 70 точек. Этот интервал дискрети-
зации позволил провести реализацию алгоритма нахождения приближенного
оптимального динамического измерения в виде полинома первой степени. От-
метим, что ограничения прежде всего связаны с реализацией большого числа
вычислений для малых величин как независимых, так и зависимых при необ-
ходимости приемлемых временных затрат на вычисления. На рис. 6,а показан
результат расчета по одному циклу: серым цветом отражен график модели-
руемого оптимального динамического измерения, черным цветом — отражено
истинное измерение.
На рис. 6,б представлены результаты реализации алгоритма при интерва-

ле дискретизации Δi = 0,001, при котором подмножество множества значе-
ний Y0i для базового расчета содержит 140 точек. Этот интервал дискрети-
зации позволил провести реализацию алгоритма нахождения приближенного
оптимального динамического измерения в виде полинома первой степени. На
рис. 6,б показан результат расчета по одному циклу: серым цветом отражен
график моделируемого оптимального динамического измерения, черным цве-
том — отражено истинное измерение.
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Рис. 6. а – Интервал дискретизации Δi = 0,002, полином первой степени; б –
интервал дискретизации Δi = 0,001, полином первой степени.
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Рис. 7. Интервал дискретизации Δi = 0,0002, полином первой степени.

На рис. 7 представлены результаты реализации алгоритма при интерва-
ле дискретизации Δi = 0,0002, при котором подмножество множества значе-
ний Y0i для базового расчета содержит 700 точек. Этот интервал дискрети-
зации позволил провести реализацию алгоритма нахождения приближенно-
го оптимального динамического измерения в виде полинома первой степени.
На рис. 7 показан результат расчета по одному циклу: серым цветом отра-
жен график моделируемого оптимального динамического измерения, черным
цветом отражено истинное измерение.
В таблице приведены результаты сравнения погрешностей при нахожде-

нии приближенного оптимального динамического измерения v в зависимости
от выбора шага дискретизации Δ на первом основном цикле. Полученные
значения свидетельствуют о том, что погрешность с увеличением шага дис-
кретизации сначала уменьшается, а затем снова увеличивается.
Сравнение результатов при различных интервалах дискретизации позво-

ляет сделать вывод об их согласовании с известной в области цифровой обра-
ботки сигналов теоремой Котельникова [17], из которой следует, что любой
аналоговый сигнал может быть восстановлен с задаваемой точностью по сво-
им дискретным отсчетам, частота которых f � 2fc, где fc – максимальная
частота, которой ограничен спектр реального сигнала.

Таблица. Значения погрешности и времени счета при различных интервалах
дискретизации
Интервал дискретизации Δ, c 0,0002 0,001 0,002 0,004 0,008
Погрешность δ = ‖u− v‖2 101,5218 0,1684 0,0204 0,0236 0,03012
Время счета, c 2760,32 36,62 27,21 20,07 17,69
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Таким образом, в представляемом алгоритме выбор интервала дискрети-
зации становится, по сути, выбором фильтра на основании

0 < Δ � 1

2fc
.(5.1)

Получаем, что при Δ1 = 0,004, fc = 120 Гц, при Δ2 = 0,002, fc = 250 Гц, при
Δ3 = 0,001, fc = 500 Гц, Δ4 = 0,0002, fc = 2500 Гц. В заключение отметим,
что использование выборок для восстановления сигналов на основе теоремы
отсчетов Котельникова является стандартным приемом [18].

6. Обработка результатов эксперимента

Проведем реализацию описанного алгоритма на примере данных, полу-
ченных в результате стендовых испытаний (см. рис. 2,а). Множество Y0i со-
держит 700 точек. На основании сведений о достаточности fc = 250 Гц вы-
бираем шаг дискретизации Δ2 = 0,002 на основании (5.1). Таким образом,
подмножество множества значений Y0i для базового расчета содержит 70 то-
чек. Количество основных циклов равно 10. Приведем результаты реализации
алгоритма для одного из основных циклов.
На рис. 8,а для примера представлены результаты базовых расчетов на

четвертом основном цикле. Серым цветом представлено моделируемое опти-
мальное динамическое измерение v4i .
Осреднив результаты, полученные на десяти основных циклах, получим vi

в каждой точке ti, а затем интерполированием – моделируемое оптимальное
динамическое измерение v(t). На рис. 8,б представлены графики v(t) (серый
цвет) и истинного измерения (черный цвет).
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Рис. 8. а – Истинное измерение и моделируемое на четвертом основном цикле
алгоритма оптимальное динамическое измерение; б – моделируемое оптималь-
ное динамическое измерение v(t) и истинное измерение.
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Значительные отклонения моделируемого от истинного измерения наблю-
даются именно “на ступенях” истинного сигнала (см. п. 4), на остальных ча-
стях графика отклонения незначительны. Отметим, что погрешность найден-
ного приближенного оптимального динамического измерения v

δ = ‖u− v‖2 = 0, 000197.

При этом время счета составило 109,71 c.

7. Заключение

В статье представлен новый алгоритм восстановления динамически иска-
женного сигнала. Алгоритм построен на методах теории оптимальных ди-
намических измерений, численных методах интерполирования и нахождения
средних.
Результаты вычислительного эксперимента сопоставлены с результатами

натурного эксперимента, найденные значения погрешности свидетельствуют
об эффективности предлагаемого метода. Приведенные результаты вычис-
лительной точности при различных шагах дискретизации согласуются с ша-
гом дискретизации, выбранным согласно теореме Котельникова. Предложен-
ный метод позволил сократить время счета более чем в 5 раз при меньшей
мощности персонального компьютера с приемлемой точностью нахождения
оптимального динамического измерения. Кроме того, имеется возможность
распараллеливания процессов, что позволит дальнейшее сокращение времени
счета.
Отметим, что данный численный метод позволит продолжить исследова-

ния в рамках теории оптимальных динамических измерений по следующим
направлениям: моделирование оптимальных динамических измерений со слу-
чайными помехами с построением новых цифровых фильтров; моделирование
нестационарных моделей оптимальных динамических измерений; применение
в алгоритмах решения других обратных задач динамических измерений.
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И РАВНОПРАВНОГО КРЕДИТОВАНИЯ1

Рассмотрена задача минимизации риска, который берут на себя ин-
весторы в двухуровневой (банковской) системе кредитования и системе
равноправного кредитования при условии неизменности входящих рис-
ков. Показано, что при введении специального (несистематического) рис-
ка модель равноправного кредитования оказывается оптимальной.
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1. Введение

Одним из важнейших условий развития экономики является наличие кре-
дитного рынка [1], который входит как наиболее крупный сегмент в со-
став финансового рынка. Рассмотрим его на примере Российской Федерации.
Участников кредитного рынка можно разделить на четыре категории:
• Инвесторы — владельцы свободных финансовых ресурсов (домохозяйства
и фирмы). Цель инвесторов — максимально эффективно (т.е. под более вы-
сокие ставки) разместить свободные средства таким образом, чтобы иметь
возможность их досрочного возврата без потери доходности.

• Банки — кредитно-финансовые организации, которые аккумулируют сво-
бодные средства и предоставляют их во временное пользование заемщи-
кам на возмездной основе. Цель банков — привлечь максимальный объем
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-

тальных исследований (РФФИ) в рамках научных проектов № 19-37-51036 и 20-07-00652,
а также РФФИ и Японского общества продвижения науки (ЯОПН) в рамках научного
проекта №20-51-50007.
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средств от инвесторов и разместить их заемщикам с минимальным риском
и максимальной маржой.

• Заемщики — юридические и физические лица, привлекающие средства
от банков. Цель заемщиков — привлечь необходимый объем средств для
личных целей или целей бизнеса на требуемый срок и под минимальный
процент.

• Государство — регулятор кредитного рынка, осуществляющий контроль
(через Центральный банк РФ) за финансовыми посредниками и управ-
ляющий денежной массой и процентными ставками, а также Агентство по
страхованию вкладов (АСВ), реализующее специальную государственную
программу “О страховании вкладов в банках Российской Федерации” [2].
В число задач Центрального банка [3] входят развитие и укрепление бан-

ковской системы страны, а также развитие и обеспечение стабильности фи-
нансового рынка. К основным рискам банковской системы относятся
• риск ликвидности,
• кредитный риск,
• риск достаточности банковского капитала.
ЦБ РФ применяются различные критерии для оценки перечисленных рис-

ков и контроля надежности банковской системы в целом и каждого банка в
отдельности. К их числу относятся система обязательных нормативов ком-
мерческих банков [4], рейтинговые оценки банков, динамика просроченных
кредитов и т.п.
Источником кредитного риска в банковской системе, т.е. риска невозврата

заемщиком взятого кредита банку, является финансовое состояние заемщи-
ка, которое, согласно требованиям Базель III [5, 6], оценивается такими па-
раметрами как PD — вероятность дефолта заемщика и LGD — доля потери
банка при дефолте заемщика. Заметим, что данный риск также оказывает
влияние и на ликвидность банков, и на достаточность их капитала. Таким
образом, входящий риск заемщиков, кредитующихся в банковской системе,
является исходной величиной, определяющей риск системы, которая пере-
распределяется между кредитующими банками и далее между инвесторами,
разместившими в банках свои средства.
Часть такого риска (по вкладам физических лиц, не превышающим опре-

деленной суммы) берет на себя государство в лице АСВ. Однако, как пока-
зала практика последних лет [7], капитала АСВ оказывается недостаточно
для процедуры выплаты вкладчикам ряда крупных банков, попавшим в про-
цедуру санации. В результате государство вынуждено осуществлять прямые
инвестиции и фактически выкупать проблемные банки в государственную
собственность.
Кроме традиционной двухуровневой модели кредитования, т.е. модели с

финансовыми посредниками — банками, в последние несколько лет получи-
ла развитие так называемая модель равноправного (peer-to-peer, P2P) кре-
дитования [8, 9], т.е. одноуровневая модель прямого кредитования инвесто-
рами конечных заемщиков. Данная модель имеет целый ряд недостатков по
сравнению с традиционной моделью, которые сдерживают ее более активное

139



внедрение на рынке. Основным из таких недостатков является относитель-
но высокий риск инвестора при принятии им решения о вложении средств
в определенного заемщика. Для минимизации данного риска используются
различные способы и модели кредитования [10, 11]. В частности, в [12] пред-
ложен метод диверсификации вложений инвестора на рынке P2P, который
сочетается с банковскими моделями оценки риска заемщика, а также с ис-
пользованием банков в качестве организатора рынка P2P кредитования.
В основе расчета риска кредитных моделей лежит входящий риск заем-

щиков. Зафиксируем риск заемщиков равным для одно- и двухуровневой мо-
делей. Такое равенство на практике может означать, что кредиты уже были
выданы заемщикам профессиональными участниками рынка — банками —
и далее банки, как это описано в [12], токенизировали уже сформированные
кредитные портфели и разместили полученные пакеты токенов инвесторам.
Целью настоящей работы является сравнение усредненного риска, кото-

рый берут на себя инвесторы в двухуровневой (банковской) системе кредито-
вания и системе P2P кредитования при условии неизменности входящих рис-
ков заемщиков. Для такого сравнения будем использовать ставшую классиче-
ской теорию оптимального портфеля Марковица [13]. Она получила множе-
ство развитий за почти 70 лет существования и применения [14, 15]. Так, по-
скольку истинные параметры доступных ценных бумаг ненаблюдаемы, про-
блема выбора робастного портфеля представляет интерес [16, 17]. А чтобы
облегчить изменение портфелей, предложены многопериодные и разрежен-
ные модификации [18, 19].
Задача оценивания риска рынка кредитования является важной для бан-

ков и регуляторов [20, 21]. Теория оптимального портфеля дает математиче-
ский язык для описания моделей кредитования [22–24]. Однако она непри-
менима для всего рынка напрямую, так как решает задачу вложения одного
малого (в сравнении с совокупным объемом) участника. В данной работе
анализируется, в архитектуре какой системы заложены (или порождаются)
большие риски для системы кредитования в целом.

2. Модели кредитования

Будем считать, что на рынке имеется Z заемщиков с номерами z : 1 �
� z � Z. Доходности вложений в заемщиков являются случайными вели-
чинами. Математические ожидания доходностей описываются вектором �g =
= (g1, . . . , gZ)

T ∈ RZ×1. В общем случае заемщики являются зависимыми с
матрицей ковариации

E =

⎛

⎜
⎝

e11 . . . e1Z

. . .
. . . . . .

eZ1 . . . eZZ

⎞

⎟
⎠ ∈ RZ×Z ,

состоящей из Z строк и Z столбцов. Элементы на главной диагонали ezz ∈ E
равны дисперсии заемщика с номером 1 � z � Z, которая описывает риск
единичного вложения в данного заемщика.
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Рассмотрим одного инвестора, который вкладывает в каждый из активов
определенную долю имеющихся средств — формирует портфель. Доли запи-
шем в виде вектора �x = (x1, . . . , xZ)

T ∈ RZ×1.
Согласно оригинальной работе Марковица [13] применительно к кредит-

ному рынку ищется портфель ценных бумаг, который минимизирует риск
портфеля (дисперсию �gT�x ) при условии фиксированной ожидаемой доход-
ности μ. То есть, решается задача условной оптимизации

�xTQ�x → min
�xT�g=μ

∑Z
z=1 xz=1

∀z=1,...,Z : xz�0

,(1)

относящаяся к классу квадратичного программирования с линейными огра-
ничениями и допускающая эффективное решение.
Построение оптимального портфеля подразумевает, что инвестор может

вложить любой объем средств в любой актив. Таким образом предполагается,
что сумма вложений инвестора в портфель меньше, чем объем рынка для
любого из активов, которые составляют портфель.
В данной работе рассматривается задача распределения средств инвесто-

ров, объем которых превышает объем любого из доступных активов. Такая
постановка накладывает дополнительные ограничения при построении порт-
фелей по Марковицу.
Будем считать, что на рынке имеется I инвесторов с номерами i : 1 � i � I,

желающих вложить �v = (v1, . . . , vI)
T ∈ RI×1. Заемщики хотят получить

�l = (l1, . . . , lZ)
T ∈ RZ×1. Вложения и займы положительны, т.е. �v > 0 и �l > 0,

где сравнение понимается поэлементно.

2.1. Банковская модель

В двухуровневой системе кредитования банки привлекают средства у ин-
весторов и размещают их заемщикам. В терминах портфельной теории банки
формируют портфели первого уровня, кредитуя заемщиков, а затем инвесто-
ры собирают на втором уровне свои, вкладывая средства в банки.
Пусть на рынке B банков с номерами b : 1 � b � B. Объем средств, которые

банк b выдал в кредит заемщику z, обозначим через kbz. Матрицу

K =

⎛

⎜
⎝

k11 . . . k1Z

. . .
. . . . . .

kB1 . . . kBZ

⎞

⎟
⎠ ∈ RB×Z

будем называть матрицей кредитов или кредитной матрицей.
Очевидно, что если сумма привлеченных средств каждым банком равна

сумме размещенных средств этим же банком, то верно равенство

KT�1B = �l,

где �1a – вектор из a единиц.
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Операцией ∗̂ будем обозначать нормировку на единичную l1-норму для
векторов и единичную l1-норму для строк в случае матриц. То есть,

�̂l =

(

l1
∑Z

z=1 lz
, . . . ,

lZ
∑Z

z=1 lz

)T

и

K̂ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

k11
∑Z

z=1 k1z
. . .

k1Z
∑Z

z=1 k1z

. . .
. . . . . .

kB1
∑Z

z=1 kBz

. . .
kBZ

∑Z
z=1 kBz

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

В матричной форме справедливо представление

K̂ = diag(K�1Z)−1K,

где оператор diag отображает вектор в диагональную матрицу, помещая эле-
менты вектора на главную диагональ, а матрицу отображает в вектор, в ко-
торый собираются ее диагональные элементы.
В терминах теории Марковица каждый банк с номером b : 1 � b � B имеет

свой портфель вложений в Z заемщиков, который описывается строкой мат-
рицы K̂. Сумма элементов каждой строки матрицы K̂ равна единице. Взаим-
ные риски rab вложений банков с номерами a, b : 1 � a � B, 1 � b � B вычис-
ляются по формуле

rab = (k̂a1, . . . , k̂aZ)E(k̂b1, . . . , k̂bZ)T.

Таким образом, получаем матрицу банковских рисков

R = K̂EK̂T,

которая состоит из B строк и B столбцов. Элемент rbb ∈ R равен риску, ко-
торый банк b взял на себя в результате выдачи кредитов заемщикам с учетом
взаимной связи заемщиков и пересечения кредитных портфелей различных
банков.
В описываемой модели I инвесторов c номерами i : 1 � i � I размещают

свои средства в банки. А именно, обозначим через dib объем средств, которые
инвестор i вложил в банк b. Матрицей депозитов назовем

D =

⎛

⎜
⎝

d11 . . . d1B

. . .
. . . . . .

dI1 . . . dIB

⎞

⎟
⎠ ∈ RI×B .
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Очевидно, что если каждый банк привлек ровно столько средств, сколько
выдал заемщикам, то верно равенство

DT�1I = K�1Z = �x.

Ему соответствует нормированная матрица депозитов

D̂ = diag(D�1B)−1D.

Обозначим: SIB – сумма вложений (депозитов) всех инвесторов в банки,
SBZ – сумма всех вложений (кредитов), выданных банками заемщикам. Рас-
смотрим случай, при котором общая сумма средств, вложенных инвесторами
в банки, равна общей сумме средств, привлеченных заемщиками у банков.
Таким образом, выполняется равенство

SIB =
I∑

i=1

B∑

b=1

dib =
B∑

b=1

Z∑

z=1

kbz.

В терминах теории Марковица каждый инвестор с номером i : 1 � i � I
имеет свой портфель вложений в B банков, который описывается строкой
матрицы D̂. Сумма элементов каждой строки матрицы D̂ равна единице.
Риск hii вложений инвестора с номерам i : 1 � i � I на рынке банков вычис-
ляется по формуле

hii = (d̂i1, . . . , d̂iB)R(d̂i1, . . . , d̂iB)
T.

При этом элементы hii расположены на главной диагонали матрицы, состоя-
щей из Z строк и Z столбцов, вычисляемой по формуле

H = DK̂EKTDT.

Будем называть описанную модель кредитного рынка двухуровневой
риск-моделью или банковской моделью и обозначать как B(D,K, E). Два
уровня в модели отражают факт того, что инвесторы вкладывают свои сред-
ства в заемщиков не напрямую, а через банки. Обозначим через �h = diag(H)
вектор-столбец, состоящий из диагональных элементов матрицы H.
Определим вектор инвестиций �v = (v1, . . . , vI)

T, компоненты которого vi
равны доле вложений инвестора с номером 1 � i � I от общего объема вло-
женных средств всех инвесторов и вычисляются по формуле

vi =

(
B∑

b=1

dib

)(
I∑

i=1

B∑

b=1

dib

)−1

=

(
B∑

b=1

dib

)

S−1
BZ ,

что, в свою очередь, может быть записано как �v =
(

D�1B/(�1
T
I D�1B)

)

.
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Средним (специальным) риском [14] инвесторов в банковской модели
B(D,K, E) будем называть величину R(B), равную взвешенной сумме диа-
гональных элементов матрицы H с весами, равными долям �v участников:
R(B) = �vTdiag(H). Что, в свою очередь, может быть записано как

R(B) =
1

(

�1
T
I D�1B

)(D�1B)T D̂K̂EK̂TD̂.

Отметим, что средний риск инвариантен при разделении долей инвесторов
без изменения состава их портфелей.
Кроме того, заметим, что в данном описании риска банковской модели

с использованием подхода Марковца отсутствует понятие доходности порт-
феля, которое присутствует в классической модели Марковца. Это связано с
тем, что банки, являясь финансовыми посредниками, фактически устанавли-
вают для инвесторов определенные “рыночные” ставки по размещению депо-
зитов, которые могут не иметь жесткой привязки к ставкам кредитов. В ре-
зультате банки зарабатывают прибыль на марже между ставкой привлечения
средств у инвесторов и ставкой их размещения заемщикам. Говорить при та-
ком подходе о максимизации дохода инвестора, размещающих средства в бан-
ках исходя из ставок кредитуемых банком заемщиков, некорректно. Тем не
менее интегральная оценка риска, которую получает инвестор на банковском
рынке исходя из рисков кредитного портфеля банка, может быть адекватно
вычислена предложенным методом [25].

2.2. P2P модель

Объем средств SBZ , привлеченных всеми заемщиками, является неизмен-
ным, так как эти суммы зафиксированы в заключенных кредитных договорах
между заемщиками и кредитующими их банками. Общий объем средств SIB,
вложенных инвесторами, также остается неизменным, поскольку определяет-
ся наличием у них свободных собственных средств. При этом будем считать,
что выполняется неравенство SBZ � SIB. Отметим, что строгое неравенство
соответствует случаю, когда часть средств, вкладываемых в заемщиков, яв-
ляется собственными средствами банков, которые в таком случае сами вы-
ступают инвесторами.
Будем считать, что инвесторы передали все свои средства SIB некоторо-

му координирующему центру с предоставлением права распределить данные
средства между заемщиками определенным способом. Задача координирую-
щего центра заключается в распределении средств инвесторов таким образом,
чтобы минимизировать средний риск инвесторов. Отметим, что в данной кон-
струкции координирующий центр не привлекает средства инвесторов, как это
делают банки, и не размещает их от своего имени в кредиты заемщиков. Ко-
ординирующий центр только перераспределяет вложения инвесторов между
заемщиками. В результате на самом координирующем центре не возникает
рисков, как на банках в модели банковского рынка. Все риски заемщиков
напрямую переходят на инвесторов, вложивших в заемщиков свои средства
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в соответствии с распределением средств инвесторов, которое выбрал коор-
динирующий центр.
Координирующий центр для заданного вектора заимствований �l ∈ RZ×1,

суммы вложений инвесторов SIB = �vT�1I , вектора-столбца доходностей �g
и заданной доходности портфеля μ выбирает такой портфель инвесторов
�y = (y1, . . . , yZ)

T : �̂y = �y, для которого выполняются условия

�y TL�y → min
SIB�y T�g=μ
∑Z

z=1 yz=1

∀z=1,...,Z : lz
SIB

�yz�0

.(2)

Определим матрицу

P̂ =

⎛

⎜
⎝

p̂11 . . . p̂1Z

. . .
. . . . . .

p̂I1 . . . p̂IZ

⎞

⎟
⎠ ,

которая состоит из I строк и Z столбцов. Матрицу P̂ будем называть матри-
цей долей прямых вложений. Элемент p̂iz ∈ P̂ равен доле вложений инвестора
с номером 1� i� I в заемщика с номером 1� z�Z от общих средств, вложен-
ных данным инвестором, и определяется по формуле p̂iz = ŷz. Таким образом,
все строки матрицы P̂ одинаковы и совпадают с �y T, что, в свою очередь, мо-
жет быть записано как

P̂ = diag(P�1Z)−1P.

Определим диагональную матрицу Y = diag(�1
T
I P), у которой на главной

диагонали расположены элементы вектора �y. Матрица

P =

⎛

⎜
⎝

p11 . . . p1Z

. . .
. . . . . .

pI1 . . . pIZ

⎞

⎟
⎠ = YP̂ ,

состоит из I строк и Z столбцов. Будем называть P матрицей прямых вложе-
ний. Элемент piz ∈ P равен объему средств инвестора i, которые координи-
рующий центр вложил в заемщика z. Для суммы вложений инвесторов SIB

выполняется тождество для всех элементов матрицы P

SIB =

I∑

i=1

Z∑

z=1

piz.

Сумма, направляемая заемщику с номером z координирующим центром,
вычисляется по формуле mz=

∑I
i=1 piz.
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В случае выполнения строгого неравенства SBZ > SIB часть кредитов за-
емщиков финансируется банками. Для данного случая введем матрицу оста-
точных кредитов

K∗ =

⎛

⎜
⎝

k∗11 . . . k∗1Z
. . .

. . . . . .
k∗B1 . . . k∗BZ

⎞

⎟
⎠ ,

состоящую из B строк и Z столбцов. При этом ее элемент k∗bz ∈ K∗ равен объ-
ему средств, которые банк b выдал в виде кредита заемщику z из собственных
средств. Он может быть вычислен по формуле

k∗bz =
kbz(lz −mz)

lz
,

из чего следует сохранение долей финансирования банками данного заемщи-
ка в случае, если он не полностью финансируется инвесторами.
В свою очередь, матрица K∗ однозначно определяет матрицу

K̂∗ =

⎛

⎜
⎝

k̂∗11 . . . k̂∗1Z
. . .

. . . . . .

k̂∗B1 . . . k̂∗BZ

⎞

⎟
⎠ ,

которая также состоит из B строк и Z столбцов. Матрицу K̂∗ будем называть
нормированной матрицей остаточных кредитов. Элемент k̂∗bz ∈ K̂∗ вычисля-
ется по формуле

k̂∗bz = kbz

(
Z∑

z=1

kbz

)−1

.

В матричной форме справедливо представление

K̂∗ = diag(K∗�1Z)−1K∗.

Будем называть модель кредитного рынка с описанным правилом рас-
пределения средств инвесторов и банков одноуровневой риск-моделью или
P2P моделью и обозначать через P(P, E). Один уровень в названии модели
означает, что инвесторы кредитуют заемщиков не через банки, а напрямую
в соответствии с распределением средств всех инвесторов, которое задает
координирующий центр. Банки также кредитуют заемщиков напрямую ис-
ключительно за счет собственных средств.
В терминах теории Марковица каждый инвестор с номером 1� i � I имеет

свой портфель вложений в Z заемщиков, который описывается строкой мат-
рицы P̂ . Сумма элементов каждой строки матрицы P̂ равна единице. Риск fii
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вложений инвестора с номером 1 � i � I на рынке P2P вычисляется по фор-
муле

fii = (p̂i1, . . . , p̂iZ)

⎛

⎜
⎝

e11 . . . e1Z

. . .
. . . . . .

eZ1 . . . eZZ

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝

p̂i1
...

p̂iZ

⎞

⎟
⎠ .

Элементы fii расположены на главной диагонали матрицы F , состоящей из Z
строк и Z столбцов, вычисляемой по формуле

F = P̂EP̂T.

Обозначим через �f вектор-столбец, состоящий из диагональных элементов
матрицы F :

�f = diag(F) = (f11, . . . , fII)
T.

Определим вектор инвестиций U = (u1, . . . , uI), компоненты которого ui
равны доле вложений инвестора с номером 1 � i � I от общего объема вло-
женных средств всех инвесторов на рынке P2P и вычисляются по формуле

ui =

(
Z∑

z=1

piz

)(
I∑

i=1

Z∑

z=1

piz

)−1

=

(
Z∑

z=1

piz

)

S−1
IB ,

что в матричной форме принимает вид

U = P�1Z/
(

�1
T
I P�1Z

)

.

Для дальнейшего сравнения модели рынка P2P кредитования с моделью
банковского рынка будем считать, что ограничение на доходность портфеля
отсутствует. Другими словами, будем искать для модели P2P рынка средний
риск для портфелей с минимальным риском, или портфелей с точкой мини-
мальной дисперсии (ТМД) [14], и сравнивать полученный риск со средним
риском инвесторов для модели банковского рынка.
Средним (специальным) риском инвесторов в P2P модели P(P, E) бу-

дем называть величину R(P), вычисляемую по формуле R(P) = UTdiagF ,
что может быть записано как

R(P) =
1

(

�1
T
I P�1Z

)(P�1Z)TP̂EP̂T.

В терминах теории Марковица каждый банк с номером 1� b�B имеет свой
портфель вложений в Z заемщиков, который описывается строкой матри-
цы K̂∗. Сумма элементов каждой строки матрицы K̂∗ равна единице. Риск tbb
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банка с номером 1 � b � B на остатке вложений в заемщиков с учетом вло-
жений рынка P2P вычисляется по формуле

tbb = (k̂∗b1, . . . , k̂
∗
bZ)

⎛

⎜
⎝

e11 . . . e1Z

. . .
. . . . . .

eZ1 . . . eZZ

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝

k̂∗b1
...

k̂∗bZ

⎞

⎟
⎠ .

Элементы tbb расположены на главной диагонали матрицы T , состоящей
из B строк и B столбцов, вычисляемой по формуле

T = K̂∗EK̂*T.

Обозначим через �t = diag(T ) вектор-столбец, состоящий из диагональных
элементов матрицы T .
Определим вектор банковских инвестиций на остатке кредитов, которые

не были профинансированы на рынке P2P как �w = (w1, . . . , wB)
T. Компо-

ненты вектора wb, 1 � b � B от общего объема вложенных средств всеми
банками на остатке рынка P2P вычисляются по формуле

wb =

(
Z∑

z=1

k∗bz

)(
B∑

b=1

Z∑

z=1

k∗bz

)−1

.

Средним риском банков на остатке кредитов в P2P модели P(P, E) будем
называть величину RB, вычисляемую по формуле RB = �wT�t.

3. Сравнение рисков двух моделей рынка

В данном разделе докажем основное утверждение статьи о минимуме спе-
циального риска инвесторов в P2P модели P(P̂ , E) по сравнению с банков-
ской моделью B(D,K, E). Для этого будем интерпретировать двухуровневую
модель B(D,K, E) как вложение инвесторов в портфели банков пропорцио-
нально размеру их вклада от общего вклада в данный банк.
Условие того, что объем инвестиций на рынке совпадает с объемом выдан-

ных займов, можно записать в виде равенства

�1
T
I D�1B = �1

T
I �y = �l T�1Z = �1

T
BK�1Z .

Тогда суммарные инвестиции в каждый банк можно записать в виде

�x = DT�1I .

Из чего следует, что предлагаемый банками инвесторам состав пакета на
единицу вложений по строкам может быть записан как

diag(�x)−1K = diag(K�1Z)−1K = diag(DT�1I)−1K.
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В свою очередь, состав вложений инвесторов по строкам равен
Ddiag(�x)−1K, а вектор вложений инвесторов равен �y = Ddiag(�x)−1K�1Z =
= D�1B .
Благодаря этому, можно записать ковариацию вложений инвесторов в ви-

де Ddiag(�x)−1KE(Ddiag(�x)−1K)T, что приводит к следующему выражению
для риска инвестора в банковской модели

diag(�y)−1Ddiag(�x)−1KE
(

diag(�y)−1Ddiag(�x)−1K
)T

.

Вводя матрицу рисков банков как EB = diag(�x)−1KEKTdiag(�x)−1, перепи-
шем риск банковской модели как

D̂EBD̂T.

Сформулируем основную теорему данной работы.

Те ор ем а. Для любого набора матриц депозитов D, кредитов K, рис-
ков E средний специальный риск банковской модели B(D,K, E) не меньше
среднего специального риска P2P модели P(P̂(D,K), E).
Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную матрицу D̂. Построим

новую матрицу D̂∗ = (d̂∗1, . . . , d̂∗I)
T, строки которой равны между собой и

являются усредненными строками матрицы D̂. Иными словами d̂∗1 = · · · =
= d̂∗I =

∑I
i=1

yi∑I
j=1 yj

d̂i.

Матрица D̂∗ задает возможные вложения инвесторов в банки. Сравним
средний специальный риск D̂∗ и D̂. Для этого запишем их разность

I∑

i=1

yi
∑I

j=1 yj
d̂T
i EB d̂i −

I∑

i=1

yi
∑I

j=1 yj
d̂∗Ti EBd̂∗i =

=

(
I∑

i=1

yi
∑I

j=1 yj
||d̂i||2EB ,2

)

−
∥
∥
∥
∥
∥

∑I
i=1 yid̂i
∑I

j=1 yj

∥
∥
∥
∥
∥

2

EB ,2

.

В соответствии с неравенством Йенсена [26] для нестрого выпуклой функ-
ции || ∗ ||2EB ,2, соответствующей квадратичному функционалу, получаем, что
вышеописанная разность неотрицательна. Таким образом, усреднение порт-
фелей инвесторов не увеличивает средний специальный риск. Или, иными
словами, P2P сценарий доставляет минимум специального риска.

4. Пример

Параметры кредитных портфелей составляют банковскую тайну, поэтому
реальные данные о них недоступны. Воспользуемся искусственными данными
для иллюстрации к использованным в работе определениям и предложенной
теореме. Пусть на рынке работает B = 4 банка, I = 12 инвесторов и Z = 8
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заемщиков. Нормированная по строкам матрица долей кредитов K̂ при этом
имеет вид

K̂ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

0,6667 0,3333 0 0 0 0 0 0

0,1250 0,1250 0,3750 0,3750 0 0 0 0

0 0 0,6667 0,0667 0,2000 0,0667 0 0

0 0 0 0 0,5714 0,1429 0,2381 0,0476

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

Источником средств, за счет которых банки выдают кредиты заемщикам,
являются депозиты, размещаемые инвесторами в банках. Нормированная по
строкам матрица депозитов D̂, элемент dib которой равен доле средств, кото-
рые инвестор 1 � i � 12 вложил в банк 1 � b � 4, представлена ниже:

D̂ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0,7500 0 0 0,2500

0,7500 0 0 0,2500

0,3750 0 0 0,6250

0 0,1111 0 0,8889

0 1 0 0

0 1 0 0

0 0,5 0,5 0

0 0,6667 0,3333 0

0 0,6667 0,3333 0

0 0 0,8571 0,1429

0 0 0,6667 0,3333

0 0 0,4000 0,6000

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Будем считать, что заемщики не являются независимыми и что их взаи-
мосвязь описывается матрицей корреляции заемщиков E . При этом элементы
на ее главной диагонали описывают дисперсии заемщиков, соответствующие
риску вложения в них, а сама матрица имеет вид

E =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0,3459 0,3653 0,8105 0,7606 0,7623 0,7033 0,6860

0,3459 1 0,9280 0,1816 0,8719 0,8706 0,9059 0,9132

0,3653 0,9280 1 −0,0068 0,8239 0,8223 0,8807 0,8965

0,8105 0,1816 −0,0068 1 0,5610 0,5634 0,4638 0,4328

0,7606 0,8719 0,8239 0,5610 1 1 0,9918 0,9874

0,7623 0,8706 0,8223 0,5634 1 1 0,9915 0,9870

0,7033 0,9059 0,8807 0,4638 0,9918 0,9915 1 0,9921

0,6860 0,9132 0,8965 0,4328 0,9874 0,9870 0,9921 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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Сравнение риска инвестора на рынке P2P и рынке банков.

При этом матрица долей прямых вложений на рынке P2P, элемент p̂iz ко-
торой равен доле вложений инвестора 1 � i � 12 в заемщика 1 � z � 8, имеет
вид

P̂ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

0,1321 0,0755 0,2453 0,0755 0,2830 0,0755 0,0943 0,0189

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

В результате расчета получаем, что средний риск в банковской модели
равен 1,2019, а средний риск в модели P2P равен 1,1460. График сравнения
рисков в данном случае представлен на рисунке.
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5. Заключение

Из утверждения теоремы следует, что структура финансовых посредни-
ков — банков, которая описывается двухуровневой моделью B(D,K, E), соот-
ветствует большему специальному несистематическому риску, нежели одно-
уровневая модель P(P, E) при одинаковых рисках заемщиков, описываемых
матрицей E . Другими словами, сама идеология финансового посредничества
в большинстве случаев порождает дополнительный риск для инвесторов.
Необходимо подчеркнуть, что такое сравнение возможно только при спе-

циальных несистематических рисках заемщиков, которые одинаковы для обо-
их рассматриваемых моделей. Такое равенство может быть достигнуто при
условии выдачи кредитов банками и их последующей токенизации и распре-
деления пакетов токенов между инвесторами.
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МАТРИЧНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ МЕТОД
ИССЛЕДОВАНИЯ СИСТЕМЫ ОБСЛУЖИВАНИЯ

C ПОРТЯЩИМИСЯ ЗАПАСАМИ

Изучаются марковские модели систем обслуживания с портящимися
запасами и бесконечным буфером при использовании двух политик по-
полнения запасов: в одной из них объем заказов является постоянной
величиной, а другая зависит от текущего уровня запасов. Заявки могут
присоединяться к очереди даже тогда, когда уровень запасов равен нулю.
После завершения обслуживания заявки либо получают запасы, либо ухо-
дят из системы, не получив их, при этом длительность их обслуживания
зависит от того, получила ли заявка запасы или нет. Получены условия
эргодичности построенных двумерных цепей Маркова, и для вычисления
их стационарных распределений используется матрично-геометрический
метод. Найдены формулы для нахождения характеристик системы при
использовании указанных политик пополнения запасов и даны результа-
ты численных экспериментов.

Ключевые слова: система обслуживания-запасания, портящиеся запасы,
политика пополнения запасов, матрично-геометрический метод.

DOI: 10.31857/S0005231021120102

1. Введение

В последние три десятилетия системы обслуживания-запасания (Queuing-
Inventory Systems, QIS) широко исследуются различными авторами. Совре-
менное состояние теории QIS и ее приложения подробно описаны в недавней
обзорной работе [1]. Важным подклассом QIS являются системы с портящи-
мися запасами (Perishable QIS, PQIS), в которых время жизни (годности)
запасов является конечной случайной величиной (с.в.). Обзорная работа [2]
и монография [3] посвящены исключительно изучению PQIS.
Среди работ, опубликованных после [2, 3], следует отметить [4–17]. Вкрат-

це рассмотрим обзор их результатов. Для краткости изложения здесь исполь-
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зуются модифицированные обозначения Кендалла, которые были предложе-
ны для обозначения моделей систем массового обслуживания (СМО). Более
конкретно, в известные символические обозначения добавляются новые ком-
поненты, которые указывают используемую политику пополнения запасов
(ППЗ)1, тип функции распределения (ф.р.) времени жизни запасов (символ
∞ в соответствующей позиции означает, что запасы являются долговечными)
и тип ф.р. времени поставки запасов (0 в соответствующей позиции означает,
что время поставки запасов равно нулю).
В [4–6] изучены Марковские модели управления запасами с мгновенным

обслуживанием. В [7] изучена модель типа M/M/1/N/(s,Q)/M/M с нетерпе-
ливыми заявками. Для решения задачи минимизация суммарных штрафов
(Total Cost, TC) в системе используется метод, основанный на марковских
процессах принятия решений, при этом управляемым параметром является
скорость обслуживания сервера. Оптимальная скорость сервера выбирается
из заданного конечного (дискретного) множества. Отметим, что такой подход
минимизации TC ранее был использован в [18] для модели QIS с терпеливыми
заявками, где управляемым параметром является объем поставок. В [8] изу-
чена модельMAP/M/1/N/(s,Q)+(s, S)/M/PH с обратной связью и отдыхами
сервера, здесь символ “+” указывает, что в зависимости от состояния системы
используется либо (s,Q), либо (s,S )-политика. Для изучения данной систе-
мы используется матрично-геометрический метод (Matrix-Geometric Method,
MGM) [19], получены формулы для вычисления характеристики системы и
решена задача минимизации TC. В [9] изучена модель M/M/1/N/(s,Q)/M/M
с ненадежным сервером, где поступающие заявки в зависимости от статуса
сервера и уровня запасов могут либо просоединяться в очередь, либо по-
кидать систему. Стационарное распределение находится с использованием
MGM и решается задача минимизации TC. В [10–12] предложены модели
PQIS, которые могут быть использованы для моделирования процессов бро-
нирования, отмены и продажи авиа/ж.д./автобусных билетов. В [13] изуче-
на модель M/M/1/0/(s,Q)/M/M с повторными заявками и рабочими отды-
хами сервера. Аналогичная модель с ненадежным сервером изучена в [14].
В обеих работах для расчета характеристик изучаемых систем используется
MGM. В [15] исследуется модель M/M/1/0/(s,Q)/M/M с повторными заяв-
ками. Найдено условие эргодичности системы, для расчета ее стационарного
распределения используется MGM. Похожая модель M/M/1/0/(s,S )/M/M
изучена в [16]. Марковская модель M/M/1/N/(s,S )/M/M с многократными
отдыхами сервера изучена в [17]. Заявки, которые поступают во время от-
сутствия запасов, согласно схеме Бернулли либо присоединяются к очереди,
либо покидают систему. Обслуживание заявок прекращается, если уровень
запасов опускается ниже критического уровня. Для изучения системы ис-
пользуется MGM и приводятся результаты объемных вычислительных экс-
периментов.

1 Различные авторы используют разные обозначения для одних и тех же ППЗ. Во избе-
жание недоразумений здесь для ППЗ, в которой объем заказа равен Q = S − s, использует-
ся обозначение (s, Q), а обозначение (s, S) используется для ППЗ, в которой объем заказа
равен S −m, где m указывает на текущий уровень запасов в момент выполнения заказа.
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Почти во всех работах по QIS предполагается, что после завершения обслу-
живания все заявки получают запасы. Однако это предположение не всегда
удовлетворяется в реальных системах. Кажется, первой работой, где учи-
тывается этот факт, является [20]. В указанной работе изучаются модели
M/M/1/∞/(s, S)/∞/M и M/M/1/∞/(s,Q)/∞/M, где принимается принци-
пиальное допущение о том, что заявки не принимаются в систему, если в
моменты их поступления уровень запасов равень нулю. Доказано, что стацио-
нарное распределение системы определяется как произведение маргинально-
го рaспределения числа заявок в СМО типа M/M/1/∞ и числа товаров на
складе. Интересным результатом этой работы является то, что условие эр-
годичности системы совпадает с соответствующим условием для СМО типа
M/M/1/∞, т.е. оно не зависит ни от типа ППЗ, ни от параметра времени
выполнения заказов. Аналогичные результаты получены недавно в [21] для
модели с отдыхами сервера и случайными объемами поставок.
Обобщение модели [20] для систем с портящимися запасами было пред-

ложено в [22]. Другими и при этом принципиальными отличиями модели,
изученной в [22], от указанной в статье [20], являются следующие: (i) заяв-
ки могут приниматься в систему даже тогда, когда уровень запасов равен
нулю; (ii) заявки в очереди являются нетерпеливыми; (iii) длительности об-
служивания заявок зависят от того, получают они запасы или нет. В [22]
был предложен приближенный метод расчета характеристик системы. На-
ряду с низкой вычислительной сложностью и высокой точностью указанного
метода следует отметить, что его корректное применение требует выполнения
определенных соотношений между исходными параметрами системы. Одна-
ко если необходимые соотношения не выполняются, то точность разработан-
ных алгоритмов ухудшается. Поэтому возникает необходимость разработки
универсального метода, применение которого не требует выполнения опре-
деленных соотношений между исходными параметрами системы. В связи с
этим в данной работе предлагается матрично-геометрический метод.
Еще одно отличие изучаемой модели состоит в том, что здесь, как и в [7,

15, 16], допускаются порчи запасов даже в период их отпуска по заявкам.

2. Описание моделей

Рассмотрим модели M/M/1/∞/(s, S)/M/M и M/M/1/∞/(s,Q)/M/M.
В обеих моделях интенсивность поступающего пуассоновского потока рав-
на λ. Для простоты полагаем, что заявки требуют запаса единичного раз-
мера; уровень запасов уменьшается также в результате их порчи, при этом
время жизни запасов имеет экспоненциальную ф.р. с параметром γ, γ > 0.

Если в момент поступления заявки сервер является свободным и уровень
запасов положительный, то она принимается на обслуживание; иначе заявки
становятся в очередь бесконечной длины. Заявки присоединяются к очереди
согласно схеме Бернулли даже тогда, когда уровень запасов равен нулю, т.е.
если в момент поступления очередной заявки в системе отсутствуют запасы,
то она либо с вероятностью ϕ1 становится в очередь, либо с вероятностью ϕ2
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покидает систему, при этом ϕ1 + ϕ2 = 1. Считается, что если уровень запасов
равен нулю, то лишь заявка в начале очереди является нетерпеливой, т.е. в
таких случаях заявка во главе очереди ожидает некоторое случайное время,
которое имеет экспоненциальную ф.р. со средним τ−1.
После завершения обслуживания заявка согласно схеме Бернулли либо с

вероятностью σ1 отказывается получить товар, либо с вероятностью σ2 полу-
чает товар, σ1 + σ2 = 1. При этом если заявка отказывается получить товар,
то время ее обслуживания имеет экспоненциальную ф.р. со средним μ−1

1 ; ина-
че время ее обслуживания также имеет экспоненциальную ф.р, но со сред-
ним μ−1

2 . Изучаются две ППЗ: (s,S ) и (s,Q), при этом в обеих ППЗ время
выполнения заказа имеет экспоненциальную ф.р. со средним ν−1.

3. Расчет вероятностей состояний системы при
использовании (s, S) политики

Работа системы описывается двумерной цепью Маркова (Two Dimensional
Markov Chain, 2-D MC) с состояниями вида (n,m), где n указывает число
заявок в системе, n = 0, 1, . . . , а m обозначает уровень запасов на складе си-
стемы, m = 0, 1, . . . , S. Пространство состояний этой цепи определяется так:

E =

∞⋃

n=0

L (n) ,

где множество L (n) = {(n, 0) , (n, 1) , . . . , (n, S)} называется n-й уровень.
Перенумеруем все состояния системы лексикографичским способом,

т.е. состояния нумеруются согласно порядку (0, 0) , (0, 1) , . . . , (0, S) , (1, 0) ,
(1, 1) , . . . , (1, S) , . . . Тогда исходя из описания системы заключаем, что по-
лученная 2-D MC представляет собой не зависящий от уровня квази-процесс
размножения и гибели (Level Independent Quasi-Birth-Death Process, LIQBD)
со следующим генератором:

G =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

B A0 . . .
A2 A1 A0 . .
. A2 A1 A0 .
. . . . .
. . . . .

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.(3.1)

Блочные матрицы B, Ak, k = 0, 1, 2, являются квадратными с размерно-
стью S + 1, и их элементы B = ‖bij‖, i, j = 0, 1, . . . , S, Ak =

∥
∥
∥a

(k)
ij

∥
∥
∥, k = 0, 1, 2,

i, j = 0, 1, . . . , S, определяются как

bij =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ν, если i ≤ s, j = S,
iγ, если i > 0, j = i− 1,
− (ν + λϕ1) , если i = j = 0,
− (ν + iγ + λ) , если 0 < i ≤ s, i = j,
− (iγ + λ) , если s < i ≤ S, i = j,
0, в других случаях;

(3.2)
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a
(0)
ij =

⎧

⎨

⎩

λϕ1, если i = j = 0,
λ, если i �= 0, i = j,
0, в других случаях;

(3.3)

a
(1)
ij =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

ν, если 0 ≤ i ≤ s, j = S,
iγ, если i > 0, j = i− 1,
−(τ + ν + λϕ1), если i = j = 0,
−(ν + iγ + λ+ μ1σ1 + μ2σ2), если i > 0, i = j,
0, в других случаях;

(3.4)

a
(2)
ij =

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

τ, если i = j = 0,
μ1σ1, если i �= 0, i = j,
μ2σ2, если i > 0, j = i− 1,
0, в других случаях.

(3.5)

Те ор ем а 1. При использовании (s, S)-политики система является эрго-
дичной тогда и только тогда, когда выполняется следующее соотношение:

λ (1− (1− ϕ1) π (0)) < τπ (0) + (μ1σ1 + μ2σ2) (1− π (0)) ,(3.6)

где

π(0) =

(

1 +
s+1∑

m=1

am +
S∑

m=s+2

bm

)−1

;

am =
m∏

i=1

Λi−1 + ν

Λi
; bm =

Λs+1

Λm

s+1∏

i=1

Λi−1 + ν

Λi
; Λi = μ2σ2 + iγ, i = 1, . . . , S.

Дока з а т е л ь с т в о. Стационарное распределение, которое соответству-
ет генератору A = A0 +A1 +A2, обозначим через π = (π (0) , π (1) , . . . , π (S)),
т.е. эти величины удовлетворяют следующей системе уравнений:

πA = 0, πe = 1,(3.7)

где 0 – нулевой вектор-строка размерности S+ 1 и e – вектор-столбец раз-
мерности S+ 1, все компоненты которых равны единице. Иными словами,
величины π (m), m = 0, 1, . . . , S, представляют собой вероятности того, что
уровень запасов равен m, m = 0, 1, . . . , S.

Из соотношений (3.3)–(3.5) заключаем, что элементы генератора A =
= ‖aij‖, i, j = 0, 1, . . . , S, определяются как

aij =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−ν если i = j = 0,
ν если 0 ≤ i ≤ s, j = S,
μ2σ2 + iγ если i > 0, j = i− 1,
− (μ2σ2 + iγ + ν) если 0 < i ≤ s, j = i,
− (μ2σ2 + iγ) если i > s, j = i,
0 в других случаях.

(3.8)
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Из соотношений (3.8) заключаем, что система уравнений (3.7) имеет сле-
дующий явный вид:

(ν + (mγ + μ2σ2) (1− δm,0)) π(m) =

= ((m+ 1) γ + μ2σ2)π (m+ 1) , 0 ≤ m ≤ s;
(3.9)

(mγ + μ2σ2) π(m) = ((m+ 1) γ + μ2σ2)π (m+ 1) (1− δm,S) +

+ν
s∑

k=0

π(k)δm,S , s+ 1 ≤ m ≤ S .
(3.10)

Здесь и далее δx,y обозначают символы Кронекера. Из уравнений (3.9)
и (3.10) величины π(m), m = 1, . . . , S, выражаются через π(0) следующим
образом:

π(m) =

{
amπ (0) , если 1 ≤ m ≤ s+ 1,

bmπ (0) , если s+ 1 < m ≤ S.
(3.11)

Величина π(0) определяется из условия нормировки, т.е. π(0)+π(1)+ . . .+
+ π(S) = 1.

Согласно [19] (гл. 3, стр. 81–83) изучаемый LIQBD является эргодичным
тогда и только тогда, когда выполняется следующее соотношение:

πA0e < πA2e.(3.12)

С учетом соотношений (3.3), (3.5) и (3.11) после выполнения определенных
преобразований из (3.12) получим соотношение (3.6).
Зам е ч а ни е 1. Условие эргодичности (3.6) имеет вероятностный смысл.

Действительно, левая часть неравенства (3.6) представляет собой взвешен-
ную общую интенсивность поступления заявок в систему при условии отсут-
ствия запасов и при их наличии, а правая часть (3.6) определяет взвешенную
общую интенсивность ухода заявок из системы в результате нетерпеливости
заявок из-за отсутствия запасов системы (см. первое слагаемое в правой ча-
сти (3.6)) и после их обслуживания с получением запасов и без их получения
(см. второе слагаемое в правой части (3.6)). Следовательно, условие (3.6) фи-
зически означает следующее: взвешенная общая интенсивность поступления
заявок в систему должна быть меньше, чем взвешенная общая интенсивность
ухода заявок из системы. Условие (3.6) может быть заменено грубым, но в
то же время легко проверяемым условием λ < min (τ, μ1σ1 + μ2σ2).
Зам е ч а ни е 2. В частном случае, когда ϕ1 = 0 и τ = 0, из (3.6) при σ2 = 0

находим классическое условие эргодичности одноканальной марковской си-
стемы обслуживания. Кроме того, если положить σ2 = 1, то находим, что при
ϕ1 = 0 и τ = 0 условие эргодичности системы не зависит от размера склада
системы (S), а также не зависит ни от интенсивностей порчи запасов (γ) и
ни от интенсивности их пополнения (ν). Эти результаты полностью соответ-
ствуют результатам работ [20, 21].
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Стационарное распределение, соответствующее генератору G, обозначим
через p = (p0,p1,p2, . . .), где pn = (p (n,0) , p (n, 1) , . . . , p (n, S)), n = 0, 1, . . . .
При выполнении условия эргодичности (3.6) искомое стационарное распре-
деление определяется как

pn = p0R
n, n ≥ 1,(3.13)

где R является неотрицательным и минимальным решением следующего
квадратичного матричного уравнения:

R2A2 +RA1 +A0 = 0.(3.14)

Вероятности p0 граничных состояний вычисляются из следующей системы
уравнений:

p0 (B +RA2) = 0,(3.15)

p0 (I −R)−1 e = 1,(3.16)

где I обозначает единичную матрицу размерности S + 1.

4. Расчет вероятностей состояний системы при
использовании (s, Q)-политики

Пространство состояний данной модели также задается с помощью мно-
жества Е, но здесь элементы генератора G̃ полученной LIQBD вычисляются
так:

G̃ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

B̃ A0 . . .

A2 Ã1 A0 . .

. A2 Ã1 A0 .

. . . . .

. . . . .

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.(4.1)

Элементы матриц B̃ и Ã1 вычисляются как

b̃ij =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ν, если j = i+ S − s,
iγ, если i > 0, j = i− 1,
− (ν + λϕ1) , если i = j = 0,
− (ν + iγ + λ) , если 0 < i ≤ s, i = j,
− (iγ + λ) , если s < i ≤ S, i = j,
0, в других случаях;

(4.2)

ã
(1)
ij =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

ν, если 0 ≤ i ≤ s, j = i+ S − s,
iγ, если i > 0, j = i− 1,
− (τ + ν + λϕ1) , если i = j = 0,
− (ν + iγ + λ+ μ1σ1 + μ2σ2) , если i > 0, i = j,
0, в других случаях.

(4.3)
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Те ор ем а 2. При использовании (s,Q)-политики система является эр-
годичной тогда и только тогда, когда выполняется соотношение (3.6), где

π(0) = c0

(
s∑

m=0

cm +
S−s∑

m=s+1

dm +
S∑

m=S−s+1

fm

)−1

;

cm =

s+1∏

i=m+1

Λi

ν + Λi−1
; dm =

Λs+1

Λm
; fm =

ν

Λm

s∑

i=m−S+s

ci.

Дока з а т е л ь с т в о. Элементы генератора Ã = A0 + Ã1 +A2 определя-
ются так:

ãij =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−ν если i = j = 0,
ν если 0 ≤ i ≤ s, j = i+ S − s,
μ2σ2 + iγ если i > 0, j = i− 1,
− (μ2σ2 + iγ + ν) если 0 < i ≤ s, j = i,
− (μ2σ2 + iγ) если i > s, j = i,
0 в других случаях.

(4.4)

Из соотношений (4.4) заключаем, что система уравнений (3.7), соответ-
ствующая генератору Ã, имеет следующий явный вид:

(ν + (mγ + μ2σ2) (1− δm,0)) π(m) =

= ((m+ 1) γ + μ2σ2)π (m+ 1) , 0 ≤ m ≤ s;
(4.5)

(mγ + μ2σ2) π(m) = ((m+ 1) γ + μ2σ2) π (m+ 1) (1− δm,S) +

+ νπ (m− S + s) δm,S , s+ 1 ≤ m ≤ S.
(4.6)

Из (4.5) и (4.6) вероятности π(m), m = 1, . . . , S, выражаются через вели-
чины π(s+ 1) следующим образом:

π(m) =

⎧

⎨

⎩

cmπ(s+ 1), если 0 ≤ m ≤ s,

dmπ(s+ 1), если s+ 1 ≤ m ≤ S − s,

fmπ(s+ 1), если S − s+ 1 ≤ m ≤ S,

(4.7)

где

cm =

s+1∏

i=m+1

Λi

ν + Λi−1
; dm =

Λs+1

Λm
; fm =

ν

Λm

s∑

i=m−S+s

ci.

Значение π (s+ 1) вычисляется через условие нормировки:

π(s+ 1) =

(
s∑

m=0

cm +

S−s∑

m=s+1

dm +

S∑

m=S−s+1

fm

)−1

.
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Далее с учетом соотношений (3.3), (3.5) и (4.7) после выполнения опреде-
ленных преобразований из (3.12) получаем, что теорема 2 верна.
Стационарное распределение исходной модели опять определяется с помо-

щью системы уравнений (3.15), (3.16).
Зам е ч а ни е 3. Из теорем 1 и 2 заключаем, что в отличие от [20, 21] в

исследуемых моделях условия эргодичности зависят от размера склада си-
стемы, интенсивности порчи запасов и времени пополнения заказов.

5. Расчет характеристик системы

При использовании обеих ППЗ усредненные характеристики исследуемой
PQIS находятся через вероятности состояний системы. В качестве основных
выбираются следующие характеристики:

• средний уровень запасов на складе (Sav)

Sav =

S∑

m=1

m

∞∑

n=0

p (n,m) ;(5.1)

• средний объем одного заказа при использовании (s, S)-политики (Vav)

Vav =
S∑

m=S−s

m
∞∑

n=0

p (n, S −m) ;(5.2)

Зам е ч а ни е 4. Средний объем одного заказа при использовании
(s,Q)-политики пополнения запасов является постоянной величиной и равен
Q = S − s.

• средняя длина очереди заявок (Lav)

Lav =
∞∑

n=1

n
S∑

m=0

p (n,m) ;(5.3)

• средняя интенсивность заказов (RR)

RR = γ (s+ 1) p (0, s + 1) + (μ2σ2 + sγ)

∞∑

n=1

p (n, s+ 1) ;(5.4)

• средняя интенсивность порчи запасов (Γav)

Γav = γSav;(5.5)

• вероятность потери заявок из-за отсутствия запасов (PL)

PL = ϕ2

∞∑

n=0

p (n, 0) .(5.6)
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6. Численные результаты

Цель выполнения вычислительных экспериментов заключается в изуче-
нии поведения характеристик рассматриваемых моделей (5.1)–(5.6), а также
суммарных штрафов (Total Cost, TC) относительно изменения значений ис-
ходных параметров при использовании различных ППЗ.
Отметим, что при использовании обеих ППЗ TC определяются как

TC (s) = (K + crVav)RR+ chSav + cpsΓav + clλPL+ cwLav,(6.1)

где K – фиксированная цена одного заказа, cr – цена единицы объема заказа;
ch – цена хранения единицы объема запасов за единицу времени; cps – цена
порчи единицы запаса; cl – штрафы за потери одной заявки; cw– цена за
единицу времени ожидания в очереди одной заявки.
Некоторые результаты этих экспериментов для модели с максимальным

размером склада S = 20 показаны в табл. 1–9, где в каждом столбце верх-

Таблица 1. Зависимость характеристик моделей от параметра λ

λ Sav Lav RR PL Vav TC

1 6,9467
7,8353

0,3333
0,3333

0,5691
0,5240

0,0872
0,0803 8,0499

2042,15
2045,36

1,2 6,9245
7,8195

0,4286
0,4286

0,6410
0,5898

0,0902
0,0830 8,0763

2131,46
2115,15

1,4 6,9024
7,8047

0,5385
0,5326

0,7123
0,6519

0,0931
0,0855 8,1013

2220,67
2181,53

1,6 6,8805
7,7883

0,6667
0,6667

0,7830
0,7199

0,0960
0,0883 8,1287

2309,91
2255,10

1,8 6,8587
7,7728

0,8182
0,8182

0,8534
0,7841

0,0989
0,0909 8,1547

2399,31
2325,53

2 6,8371
7,7574

1
1

0,9232
0,8478

0,1018
0,0935 8,1805

2489,12
2396,52

Таблица 2. Зависимость характеристик моделей от параметра μ1

μ1 Sav Lav RR PL Vav TC

3 6,9379
7,8291

0,3682
0,3683

0,5973
0,5500

0,0844
0,0814 8,0606

2076,47
2072,63

3,2 6,9398
7,8304

0,3606
0,3608

0,5913
0,5445

0,0811
0,0811 8,0581

2069,19
2066,63

3,4 6,9416
7,8317

0,3534
0,3535

0,5855
0,5392

0,0879
0,0809 8,0559

2062,13
2061,08

3,6 6,9433
7,8329

0,3468
0,3465

0,5802
0,5340

0,0877
0,0807 8,0539

2055,62
2055,68

3,8 6,9450
7,8341

0,3398
0,3398

0,5744
0,5289

0,0874
0,0805 8,0518

2048,61
2050,45

4 6,9467
7,8353

0,3333
0,3333

0,5691
0,5240

0,0870
0,0803 8,0499

2042,14
2045,36
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Таблица 3. Зависимость характеристик моделей от параметра μ2

μ2 Sav Lav RR PL Vav TC

3 6,9575
7,8429

0,4283
0,4288

0,5962
0,5498

0,0858
0,0790 8,0371

2080,52
2075,91

3,2 6,9550
7,8412

0,4051
0,4055

0,5884
0,5424

0,0861
0,0793 8,0400

2069,68
2067,32

3,4 6,9527
7,8395

0,3843
0,3846

0,5829
0,5362

0,0864
0,0796 8,0428

2060,61
2060,12

3,6 6,9505
7,8380

0,3656
0,3658

0,5766
0,5312

0,0867
0,0798 8,0453

2053,11
2054,15

3,8 6,9485
7,8366

0,3487
0,3488

0,5720
0,5271

0,0870
0,0801 8,0477

2046,99
2049,26

4 6,9467
7,8353

0,3333
0,3333

0,5691
0,5240

0,0872
0,0803 8,0499

2042,14
2045,36

Таблица 4. Зависимость характеристик моделей от параметра τ

τ Sav Lav RR PL Vav TC

1 6,9448
7,8338

0,3483
0,3471

0,5764
0,5289

0,0874
0,0804 8,0522

2051,30
2050,61

1,2 6,9452
7,8342

0,3448
0,3439

0,5748
0,5278

0,0873
0,0804 8,0517

2049,18
2049,40

1,4 6,9456
7,8345

0,3416
0,3411

0,5732
0,5268

0,0873
0,0803 8,0512

2047,23
2048,33

1,6 6,9460
7,8348

0,3386
0,3382

0,5718
0,5258

0,0873
0,0803 8,0507

2045,41
2047,23

1,8 6,9464
7,8350

0,3359
0,3358

0,5704
0,5249

0,0872
0,0803 8,0503

2043,72
2046.31

2 6,9467
8,8353

0,3333
0,3333

0,5691
0,5240

0,0872
0,0803 8,0499

2042,14
2045,36

Таблица 5. Зависимость характеристик моделей от параметра ν

ν Sav Lav RR PL Vav TC

2 5,5928
6,5507

0,3333
0,3333

0,4598
0,4241

0,1778
0,1640 10,1186

1656,16
1735,25

2,2 5,9107
6,8595

0,3333
0,3333

0,4856
0,4474

0,1531
0,1411 9,6272

1746,62
1810,19

2,4 6,2024
7,1388

0,3333
0,3333

0,5091
0,4688

0,1324
0,1219 9,1797

1829,72
1877,75

2,6 6,4707
7,3925

0,3333
0,3333

0,5308
0,4886

0,1148
0,1057 8,7706

1906,22
1938,95

2,8 6,7181
7,6237

0,3333
0,3333

0,5507
0,5070

0,0999
0,0920 8,3953

1976,83
1994,58

3 6,9467
7,8553

0,3333
0,3333

0,5691
0,5240

0,0872
0,0803 8,0499

2042,14
2045,36
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Таблица 6. Зависимость характеристик моделей от параметра γ

γ Sav Lav RR PL Vav TC

2 8,1789
8,9524

0,3333
0,3333

0,5214
0,4818

0,0380
0,0352 6,1934

1804,37
1731,77

2,2 7,9023
8,7061

0,3333
0,3333

0,5326
0,4915

0,0469
0,0433 6,6077

1859,29
1801,47

2,4 7,6420
8,4720

0,3333
0,3333

0,5429
0,5005

0,0564
0,0520 6,9988

1910,14
1867,40

2,6 7,3967
8,2493

0,3333
0,3333

0,5524
0,5089

0,0663
0,0611 7,3685

1957,33
1929,86

2,8 7,1653
8,0373

0,3333
0,3333

0,5611
0,5167

0,0766
0,0705 7,7184

2001,23
1989,10

3 6,9467
7,8353

0,3333
0,3333

0,5691
0,5340

0,0872
0,0803 8,0499

2042,14
2045,36

Таблица 7. Зависимость характеристик моделей от параметра ϕ1

ϕ1 Sav Lav RR PL Vav TC

0 6,9497
7,8367

0,3106
0,3125

0,5575
0,5164

0,0870
0,0801 8,0461

2027,59
2037,24

0,2 6,9485
7,8367

0,3193
0,3204

0,5620
0,5193

0,0870
0,0802 8,0476

2033,25
2040,35

0,4 6,9473
7,8358

0,3285
0,3289

0,5667
0,5224

0,0871
0,0802 8,0491

2039,13
2043,64

0,6 6,9461
7,8348

0,3378
0,3375

0,5713
0,5255

0,0872
0,0803 8,0506

2044,91
2046,95

0,8 6,9447
7,8338

0,3489
0,3476

0,5766
0,5291

0,0874
0,0804 8,0523

2051,50
2050,78

1 6,9434
7,8328

0,3601
0,3579

0,5818
0,5326

0,0875
0,0805 8,0539

2057,98
2054,61

Таблица 8. Зависимость характеристик моделей от параметра σ1

σ1 Sav Lav RR PL Vav TC

0 6,8993
7,8017

0,3333
0,3333

0,6488
0,5967

0,0935
0,0860 8,1063

2132,41
2115,75

0,2 6,9308
7,8240

0,3333
0,3333

0,5998
0,5484

0,0893
0,0822 8,0688

2072,39
2068,87

0,4 6,9627
7,8466

0,3333
0,3333

0,5423
0,4995

0,0851
0,0784 8,0309

2011,74
2021,73

0,6 6,9948
7,8693

0,3333
0,3333

0,4884
0,4500

0,0808
0,0745 7,9927

1950,43
1974,14

0,8 7,0273
7,8922

0,3333
0,3333

0,4335
0,3999

0,0764
0,0705 7,9542

1888,47
1926,08

1 7,0602
7,9153

0,3333
0,3333

0,3782
0,3333

0,0720
0,0665 7,9153

1825,83
1877,54
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Таблица 9. Зависимость характеристик моделей от параметра s

s Sav Lav RR PL Vav TC

3 6,2553
6,6468

0,3333
0,3333

0,5209
0,5053

0,1108
0,1074 6,8351

1907,38
1780,71

4 6,5519
7,0966

0,3333
0,3333

0,5290
0,5056

0,0996
0,0952 7,3077

1955,25
1874,02

5 6,7778
7,4889

0,3333
0,3333

0,5457
0,5127

0,0922
0,0866 7,7020

2000,48
1962,11

6 6,9467
7,8353

0,3333
0,3333

0,5691
0,5240

0,0872
0,0803 8,0499

2042,15
2045,36

7 7,0667
8,1440

0,3333
0,3333

0,5986
0,5383

0,0839
0,0754 8,3598

2080,25
2124,23

8 7,1211
8,4206

0,3333
0,3333

0,6322
0,5548

0,0823
0,0717 8,6372

2113,55
2199,15

9 7,1775
8,6688

0,3333
0,3333

0,6764
0,5732

0,0810
0,0686 8,8861

2147,49
2270,43

няя строка соответствует (s,Q)-политике, а нижняя — (s, S)-политике попол-
нения запасов (поскольку характеристики (5.5) и (5.1) отличаются друг от
друга лишь постоянным множителем, то в таблицах значения характеристи-
ки (5.5) не приводятся). В табл. 1–8 принимается, что s = 6; в качестве базо-
вых принимаются следующие значения исходных данных (т.е. в каждой таб-
лице при изменении значений конкретного параметра значения других пара-
метров остаются неизменными): λ = 1; μ1 = μ2 = 4; ν = γ = 3; τ = 2; ϕ1 = 0,5;
σ1 = 0,3. Коэффициенты в выражении функционала (6.1) выбирались так:

K = 750, cr = 35, ch = 50, cl = 75, cw = 30, cps = 50.

Из-за ограниченности объема работы здесь не приводится подробный ана-
лиз результатов численных экспериментов; лишь отметим, что все результаты
полностью соответствуют теоретическим ожиданиям, при этом сравнитель-
ный анализ значений суммарных штрафов при различных ППЗ показывает,
что они существенным образом зависят от значений многочисленных исход-
ных параметров, и потому невозможно предсказать эффективность той или
иной ППЗ без выполнения соответствующих вычислительных эксперимен-
тов (хотя наблюдается монотонность характеристик относительно изменения
конкретных параметров).

7. Заключение

В работе изучаются марковские модели систем обслуживания-запасания
с бесконечным размером буфера, нетерпеливыми заявками и портящимися
запасами при использовании двух политик пополнения запасов — с фиксиро-
ванным и переменным объемом заказов. Отличительной особенностью изу-
чаемых моделей является то, что заявки могут приниматься в систему даже
тогда, когда уровень запасов равен нулю. Считается, что после завершения
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обслуживания часть заявок согласно схеме Бернулли либо покидает систему
без получения товаров, либо получают товары. Математическими моделя-
ми изучаемых систем при обеих ППЗ являются двумерные цепи Маркова,
которые имеют трехдиагональные генераторы. Найдены условия эргодично-
сти этих цепей и показано, что в частном случае из них получаются ранее
известные результаты для подобных моделей.
Здесь предполагалось, что время жизни запасов является непрерывной

случайной величиной с заданной функцией распределения, и таким образом,
не учитываются их мгновенные порчи из-за внезапных событий, например
в результате небрежного отношения сотрудников склада к своей работе. Та-
кие ситуации могут быть учтены с помощью введения потока “катастрофиче-
ских” заявок, которые не требуют обслуживания, а их появление приводит к
мгновенному уменьшению уровня запасов (этот поток можно называть “нега-
тивные пополнения”, как аналог негативных заявок). Эти модели являются
объектами дальнейших исследований.
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