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АЛГОРИТМ РОБАСТНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ МАРКОВСКИХ
СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ ПО ВЫСОКОЧАСТОТНЫМ

СЧИТАЮЩИМ НАБЛЮДЕНИЯМ2

Представлен алгоритм оценивания состояния марковских скачкообраз-
ных процессов по наблюдениям векторного процесса со считающими ком-
понентами. Особенностью класса изучаемых систем наблюдения является
то, что частота скачков поступающих наблюдений значительно превосхо-
дит интенсивность смены состояний оцениваемого процесса. Это свойство
дает возможность в алгоритме фильтрации обрабатывать поступающие
наблюдения с использованием их диффузионной аппроксимации. Пред-
лагаемые в статье оценки обладают свойством устойчивости по отноше-
нию к неточному знанию распределения наблюдаемого процесса. Для ил-
люстрации робастных качеств оценок представлено решение прикладной
задачи мониторинга состояния RTP-соединения по наблюдениям потока
пакетов, регистрируемых на узле-получателе.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс, мультивариант-
ный точечный процесс, диффузионная аппроксимация, алгоритм робаст-
ной фильтрации.
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1. Введение

Создание высокоточных эффективных алгоритмов оценивания состояний
марковских скачкообразных процессов (МСП) по скачкообразным наблюде-
ниям при наличии различных комплексов доступной априорной информации
о системе наблюдения всегда было востребованным при решении практиче-
ских задач оценивания, управления и оптимизации в технических системах,
медицине и финансах.
Задачи фильтрации скачкообразных процессов, оптимальной в среднем

квадратическом смысле (СК-оптимальной), решаются с помощью аппарата
стохастического анализа. В классической монографии [1, гл. 18 и 19] полу-
чено решение задачи фильтрации состояния скалярного точечного процесса
по таким же наблюдениям. В [2] представлен фундаментальный результат —
решена общая задача оптимальной фильтрации семимартингала по наблюде-
ниям семимартингала. Для решения прикладных задач оценивания и управ-

1 Первые три статьи являются окончанием тематического выпуска, посвященного
Р.Ш. Липцеру (№3, 2020).

2 Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 19-07-00187 А).
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ления указанные результаты нуждались в выделении таких практически зна-
чимых классов систем наблюдения, для которых оптимальные оценки опи-
сывались бы конечной системой уравнений. В [3] получено решение задачи
оптимальной фильтрации состояний МСП по наблюдениям векторного муль-
тивариантного точечного процесса, а в [4] предложены варианты возможного
применения данных результатов в мониторинге состояния информационно-
телекоммуникационных устройств и соединений.
Помимо своей очевидной теоретической пользы, оптимальные оценки

фильтрации обладают сложностью численной реализации, связанной как со
свойствами самой оценки, так и с особенностями решаемых прикладных за-
дач. Во-первых, уравнения, описывающие оптимальную оценку, могут быть
неустойчивыми и могут нуждаться в специальных методах численного ре-
шения. Во-вторых, качество оптимальных оценок является чувствительным
к отклонениям истинного распределения процессов в системе наблюдения от
своего номинала: полученные в этом случае оценки могут иметь осциллирую-
щий, высокочастотный и высокоамплитудный характер. Более того, в ряде
практических задач априорная информация о распределениях может отсут-
ствовать, за исключением некоторых моментных характеристик, полученных
путем их предварительного статистического оценивания по части наблюде-
ний. Поэтому представляется важным разработать алгоритмы субоптималь-
ной фильтрации, которые обеспечивали бы приемлемую точность оценок, с
одной стороны, и обладали бы устойчивостью по отношению к неточному
знанию априорных характеристик системы наблюдения — с другой.
На практике в ряде задач интенсивность смены состояний МСП много

меньше частоты поступления наблюдений. Такая ситуация характерна, на-
пример, для электронных бирж [5, 6], на которых из-за большого числа участ-
ников частота поступления трейдерских приказов крайне высока (от деся-
тых долей Гц до десятков герц), в то время как смена сценария развития
рынка происходит достаточно редко (десятитысячные — стотысячные доли
герца). Данное свойство системы наблюдения позволяет строить не только
оптимальные процедуры слежения за функцией волатильности по наблюде-
ниям случайного потока сделок [7], но и их устойчивые версии, основанные
на диффузионной аппроксимации наблюдаемых процессов [8].
Другая область, в которой возникают подобные явления, включает в себя

различные комплексы и сети массового обслуживания, в том числе и теле-
коммуникационные. Для систем подобного рода характерны большая раз-
мерность вектора состояния и наличие высокочастотных потоков событий,
связанных с поступлением/обработкой заявок и сменой состояний. Эти осо-
бенности дают возможность строить жидкостные и диффузионные аппрокси-
мации процессов в подобных комплексах [9, 10], значительно облегчающие их
анализ [11–13]. В этих же системах могут присутствовать частично наблю-
даемые разнотемповые потоки событий, и жидкостная и/или диффузион-
ная аппроксимация правомерна только для высокочастотной составляющей.
Например, при пакетной передаче данных по гетерогенному (проводному–
беспроводному) каналу связи на узлах отправителя/получателя наблюдению
доступны высокочастотные потоки собственно пакетов, а также подтвержде-
ний их успешной передачи. В то же время изменения состояния канала, свя-
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занные с временно́й перегрузкой его проводного участка или потерей несу-
щего сигнала на беспроводном участке, происходят относительно редко. Для
подобных каналов с помощью жидкостной и/или диффузионной аппрокси-
мации можно проводить не только анализ их характеристик [14, 15], но и
решать задачи оценивания состояний и параметров.
Цель данной статьи — построение алгоритма фильтрации состояний МСП

по наблюдениям процесса со считающими компонентами, устойчивого по от-
ношению к неточному знанию распределения наблюдений. Статья организо-
вана следующим образом. В разделе 2 представлен класс исследуемых систем
наблюдения. Имеющиеся считающие наблюдения эквивалентны некоторому
мультивариантному точечному процессу с конечным множеством состояний.
Отличительной чертой рассматриваемых систем является линейная зависи-
мость интенсивностей скачков от ненаблюдаемого МСП. Решение задачи оп-
тимальной фильтрации [3] определяется некоторой стохастической системой
со скачкообразными процессами в правой части.
В разделе 3 определены связанные с изучаемой системой наблюдения обоб-

щенные процессы восстановления (renewal-reward processes). На основе цен-
тральной предельной теоремы представлена диффузионная аппроксимация
распределений этих вспомогательных процессов. В разделе указаны условия
применимости данной аппроксимации для описания распределения наблю-
даемого процесса. Предлагаемый робастный алгоритм заключается в сле-
дующем. Исходные наблюдения предварительно семплируются, т.е. дискре-
тизуются по времени с дополнительным линейным преобразованием. Затем,
опираясь на правомерность использования диффузионной аппроксимации,
преобразованные таким образом наблюдения обрабатываются уже как при-
ращения некоторого непрерывного диффузионного процесса.
Раздел 4 посвящен решению прикладной задачи разработки аппаратно-

независимого монитора состояния гетерогенного RTP-канала по потоку паке-
тов, регистрируемых на узле-получателе. Состояние канала недоступно пря-
мому наблюдению, и о нем можно судить косвенно по случайному потоку по-
ступающих пакетов, допускающему одновременное получение “пачек” паке-
тов случайного объема. Комплекс численных экспериментов демонстрирует
правомерность применения диффузионной аппроксимации в данной практи-
ческой задаче и позволяет провести сравнительный численный анализ каче-
ства оптимальной и робастной оценок в зависимости от объема априорной
информации о распределении наблюдаемого процесса. Заключительные за-
мечания и перспективы дальнейших исследований приведены в разделе 5.

2. Постановка задачи оптимальной фильтрации и ее решение

На полном вероятностном пространстве с фильтрацией (Ω,F,P, {Ft}t∈R+)
задан ненаблюдаемый МСП {Xt}t∈R+

X0 = X0 +

t∫

0

Λ�Xsds+MX
t , X0 ∼ p0,(1)
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где Xt ∈ S
N — состояние процесса (SN � {e1, . . . , eN} ⊂ R

N — множество
единичных вектор-столбцов пространства R

N); Λ — матрица интенсивно-
стей МСП, p0 — его начальное распределение; {MX

t }t∈R+ — Ft-согласованный
мартингал, MX

t ∈ R
N .

Наблюдению доступен процесс {Yt}t∈R+ со считающими компонентами
(Yt ∈ Z

M
+ )

Yt =

t∫

0

∑
n∈N

I(τn−1,τn](s)φ(s − τn−1)Xs−Φ(τn−1, ds) +MY
t .(2)

Здесь и далее
∫ b
a . . . �

∫
(a,b] . . . для любых −∞ < a < b < +∞; {τn}n∈Z+ — воз-

растающая последовательность случайных моментов скачков наблюдений Yt,
τ0 ≡ 0; каждый скачок Yt является случайным с конечным множеством воз-
можных значений: rn � ΔYτn ∈ S

M , где S
M � {f1, . . . , fM} ⊂ R

M — множе-
ство единичных вектор-столбцов RM ; φ(t) : R+ → R

M×N
+ — неслучайный мат-

ричнозначный процесс, Φ(u, dv) — неотрицательная неслучайная σ-конечная
мера на (R,B(R)), параметризованная u ∈ R+;MY

t — Ft-согласованный чисто
разрывный мартингал.
Обозначим через Ot � σ{Ys : 0 � s � t} поток σ-алгебр, порожденный

процессом наблюдений Yt.
Относительно системы наблюдения (1), (2) сделаны следующие предполо-

жения:
а. Все траектории процессов Xt и Yt непрерывны справа. Поток {Ft} порож-
ден только процессами Xt и Yt, т.е. Ft ≡ σ{Xs, Ys : 0 � s � t} для любого
t � 0;

б. Мартингалы в (1) и (2) сильно ортогональны, т.е. для любого t � 0

[MX ,MY ]t �
∑
s:s�t

ΔMX
s (ΔMY

s )� ≡ 0 P− п.н. (почти наверное);

в. Все компоненты φij(t) матричнозначного процесса φ(t) являются неот-
рицательными. Мера Φ(u, dv) такова, что Φ(u, [0, v]) ≡ 0 и Φ(v, [0, u])≡
≡Φ(0, [0, u − v]) для любых 0 � v � u. Она допускает разложение Φ(u, ·) =
= Φc(u, ·) + Φd(u, ·), где Φc — абсолютно непрерывная по мере Лебега, а
Φd — дискретная (считающая) составляющая; Φd содержит лишь конечное
множество скачков. Для процесса φ и меры Φ при любых ei ∈ S

N и t � 0
выполняются условия
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1φ(t)ej > 0,

1φ(t)ejΦ(0, {t}) � 1,

exp

⎡
⎣−

+∞∫

0

1φ(s)ejΦ
c(0, ds)

⎤
⎦ ∏

sk>0

(
1− 1φ(sk)ejΦ

d(0, {sk})
)
≡ 0,

(3)

где 1 — вектор-строка подходящей размерности.
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Задача СК-оптимальной фильтрации состояния МСП Xt по имеющим-
ся наблюдениям Y заключается в построении такой Ot-согласованной оцен-
ки X̂t, что

E
{
‖X̂t −Xt‖2

}
� E

{‖X t −Xt‖2
}

для любой другой Ot-согласованной оценки X t.
Представленные выше условия обеспечивают корректность мартингаль-

ного представления векторного процесса со считающими компонентами (2),
непрерывность справа потока σ-алгебр {Ot} и, в итоге, возможность исполь-
зовать результаты решения общей задачи оптимальной нелинейной фильтра-
ции [1, 2]. Детали верификации этих условий для рассматриваемого в статье
класса систем наблюдения приведены в [3].
Известно, что оптимум СК-критерию доставляет условное математиче-

ское ожидание (УМО) оцениваемого состояния по имеющимся наблюдениям
X̂t � E {Xt|Ot}. Задача сводится к определению уравнений, задающих иско-
мое УМО и численных методов их решения.
Наблюдаемому процессу со считающими компонентами Yt может быть

поставлен в соответствие мультивариантный точечный процесс, определен-
ный последовательностью пар {(τn, rn)}n∈N. Пусть On � σ{(τk, rk), k � n} —
неубывающая последовательность σ-алгебр, порожденная первыми n скач-
ками процесса Yt. Ограничения (3) имеют следующую интерпретацию. Па-
ра (φ,Φ) характеризует “мгновенные” характеристики совместного распреде-
ления моментов τn и скачков rn:

P
{
τn−1 < s, τn ∈ [s, s + ds), rn = fi|FX

s ∨On−1 ∨ {τn � s}} =

= f�
i φ(s− τn−1)Xs−Φ(τn−1, ds).

Из этого равенства следует неотрицательность пары (φ,Φ). Первое неравен-
ство в (3) регуляризует обращение в нуль произведения в правой части по-
следнего равенства: оно может происходить только из-за равенства нулю
меры Φ. Данное ограничение вполне стандартно: например, пуассоновский
процесс корректно определен лишь в случае, когда его интенсивность стро-
го положительна. Остальные условия (3) гарантируют, что дли́ны интерва-
лов τn − τn−1 между скачками в процессе наблюдений Yt являются обычны-
ми (нерасширенными) случайными величинами. Действительно, из [3, лем-
ма 1] следует, что условное распределение момента скачка τn относительно
On−1 ∨ FX имеет вид

P
{
τn � t|On−1 ∨ FX

}
=

= I(t− τn−1)

⎛
⎝1− exp

⎛
⎝−

t∫

τn−1

1φ(s − τn−1)Xs−Φc(τn−1, ds)

⎞
⎠ ×

×
∏

sk<t−τn−1

(
1− 1φ(sk − τn−1)Xsk−Φ

d(τn−1, {sk})
)⎞⎠ .
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Из последней формулы следует, что второе и третье условия (3) совмест-
но обеспечивают для данной функции распределения выполнение базовых
свойств: неотрицательности, монотонного неубывания и нормировки.
Введем в рассмотрение Ot-согласованные процесс

ψ(t)≡
∑
n∈N

I(τn−1,τn](t)φ(t− τn−1)(4)

и меру

Ψ(dt)≡
∑
n∈N

I(τn−1,τn](t)Φ(τn−1, dt).(5)

Оценка оптимальной фильтрации является сильным решением стохастиче-
ской системы [3]

(6) X̂t = p0 +

t∫

0

Λ�X̂sds+

+

t∫

0

k(s−)ψ�(s)
(
(ΔY �

s ψ(s)X̂s−)+dYs − 1�Ψ(ds)
)
+

+

t∫

0

I{1}
(
1ψ(s)X̂s−Ψ({s}))(I −Ψ({s})diag (1ψ(s)))X̂s−1dYs,

где ΔYt � (Yt − Yt−) — функция скачков наблюдений, k(t) � diag (X̂t)−
−X̂tX̂

�
t = cov(X̂t, X̂t|Ot) — условная ковариация оценки X̂t, а (·)+ — опе-

рация псевдообращения.

3. Алгоритм робастной фильтрации, основанный на диффузионной
аппроксимации наблюдений

Рассмотрим вспомогательные M -мерные процессы со считающими компо-
нентами

Y j
t =

t∫

0

∑
n∈N

I
(τ jn−1,τ

j
n]
(s)φ(s − τ jn−1)ejΦ(τ

j
n−1, ds) +M j

t , j = 1, N,(7)

где M j
t — некоторые мартингалы. Все {Y j

t } являются однородными процес-
сами восстановления, а распределение времени между их скачками и распре-
деление скачков описываются следующими функциями (доказательство см.
в [3]):

Fj(t) � P
{
τ j1 � t

}
=
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= 1− exp

⎛
⎝−

t∫

0

1φ(s)ejΦ
c(0, ds)

⎞
⎠ ∏

sk<t

(
1− 1φ(sk)ejΦ

d(0, {sk})
)
,

Fij(t) � P

{
τ j1 � t, Y j

τ j1
= fi

}
=

=

t∫

0

f�
i φ(s)ej exp

⎛
⎝−

s∫

0

1φ(u)ejΦ
c(0, du)

⎞
⎠∏

uk<t

(
1−1φ(uk)ejΦ

d(0, {uk})
)
Φ(0, ds).

Анализируя формулу для Fj , легко видеть, что условия (3) являются до-
статочно необременительными: в качестве распределения длины интервалов
времени между скачками Y j они допускают любые регулярные распределе-
ния на положительной полуоси, содержащие конечное число скачков.
Приме́ним к данным процессам центральную предельную теорему для

обобщенных процессов восстановления (ЦПТОПВ) [16]. Так как скачки про-
цессов Y j являются случайными величинами с конечным множеством воз-
можных значений S

M , то для них существуют моменты любого порядка:

в частности, mY
j � E

{
Y j

τ j1

}
и KY

j � cov(Y j

τ j1
, Y j

τ j1
) = diag (mY

j )−mY
j (m

Y
j )

�.

Дополнительно предполагается, что для любых j = 1, N величины τ j1 име-

ют моменты до второго включительно: mτ
j � E

{
τ j1

}
, στ

j �
√

D
{
τ j1

}
.

Рассмотрим N вспомогательных случайных векторов γj � Y j

τ j1
− τ j1

mτ
j

mY
j ,

j = 1, N . Они являются центрированными с ковариационными матрицами

K γ
j � cov(γj , γj) =

= diag (mY
j )−

⎛
⎝1−

(
στ
j

mτ
j

)2
⎞
⎠mY

j (m
Y
j )

� −

− 1

mτ
j

(
cov

(
Y j

τ j1
, τ j1

)
(mY

j )
� +mY

j cov

(
τ j1 , Y

j

τ j1

))
.

Подберем для всех K γ
j такую общую (L×M)-мерную матрицу Z (L � M),

что преобразованные матрицы ZK γ
j Z

� невырожденны для всех j = 1, N . То-
гда по ЦПТОПВ [16] при t → ∞ имеет место слабая сходимость

1√
t
Z

(
Y j
t − t

mτ
j

mY
j

)
Law−−−→ N

(
0,

1

mτ
j

ZK γ
j Z

�
)
.

Легко видеть, что (7) похожи на наблюдаемый процесс (2): распределе-
ние Yt совпадает с распределением Y j

t при условии Xt(ω)≡ ej . Поэтому диф-
фузионная аппроксимация распределения процессов (7) будет приближенно
выполняться и для исходных наблюдений (2), если считать, что темп смены
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состояний МСПXt будет много меньше темпа скачков наблюдений. Для этого
дополнительно предположим, что для системы (1) и (2) выполнено условие

max
j

mτ
j �Δ� 1

maxj |λjj|(8)

для некоторого шага Δ > 0. Левое неравенство (8) обеспечивает в силу
ЦПТОПВ приближенные равенства

Law

(
1√
Δ
Z

(
Y j
nΔ−Y j

(n−1)Δ− Δ

mτ
j

mY
j

))
≈N

(
0,

1

mτ
j

ZK γ
j Z

�
)
, j =1, N.(9)

Правое неравенство (8) обеспечивает малую вероятность того, что на вре-
менно́м интервале длины Δ МСП Xt совершит хотя бы один скачок:

P
{
Xt ≡X(n−1)Δ, t ∈ [(n − 1)Δ, nΔ]

}
= 1−max

j
|λjj|Δ+ o(max

j
|λjj|Δ).

Пусть νn — число скачков состояния X, произошедших на интервале
[(n− 1)Δ, nΔ], тогда в силу неравенства Берри—Эссеена

(10)

∥∥∥∥∥∥Law
(

1√
Δ
Z
(
YnΔ − Y(n−1)Δ

) ∣∣FX

)
−

−
N∑
j=1

e�j XnΔN
(√

Δ

mτ
j

ZmY
j ,

1

mτ
j

ZK γ
j Z

�
)∥∥∥∥∥∥

∞

�

� [1− I{0}(νn)](max
j

|λjj|Δ+ o(Δ)) + I{0}(νn)CΔ−1/2

для некоторой константы C, зависящей от вторых и третьих моментов при-
ращений YnΔ − Y(n−1)Δ.
Итак, рассмотрим систему наблюдения в дискретном времени, полученную

из (1), (2):
⎧⎨
⎩

xn � XnΔ,

yn � 1√
Δ
Z(YnΔ − Y(n−1)Δ).

(11)

Левая часть неравенства (10) обеспечивает ее приближенное описание дина-
мической моделью:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xn = P�xn−1 + εn,

yn =
N∑
j=1

e�j xn

⎛
⎝
√
Δ

mτ
j

ZmY
j +

(
1

mτ
j

ZK γ
j Z

�
)1/2

Vn

⎞
⎠ ,

(12)
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где P � exp(ΔΛ), {εn} — FX
nΔ-согласованная мартингал-разность, {Vn} —

независимый от {xn} L-мерный гауссовский стандартный дискретный белый
шум.
Предлагаемый алгоритм робастной фильтрации совпадает с алгоритмом

оптимальной нелинейной фильтрации [17] состояния системы (12):
а) начальное условие

X0 = p0;(13)

б) рекуррентная двухшаговая процедура вычисления в точках {nΔ}:
XnΔ = P�X(n−1)Δ(14)

— прогноз,

X
j
nΔ =

X
j
nΔG (yn, μj ,κj)

N∑
�=1

X
�
nΔG (yn, μ�,κ�)

, j = 1, N,(15)

— коррекция;
в) вычисление оценки во внутренних точках интервалов t ∈ ((n−1)Δ, nΔ):

X t = exp((t− (n− 1)Δ)Λ�)X(n−1)Δ.(16)

В данном алгоритме обозначение

G(y,m,K) � (2π)−M/2(detK)−1/2 exp

(
−1

2
(y −m)�K−1(y −m)

)

относится к гауссовской плотности со средним m и невырожденной ковариа-
цонной матрицей K, а моментные характеристики μj и κj в (15) вычисляются
по формулам:

μj =

√
Δ

mτ
j

ZmY
j , κj =

1

mτ
j

ZK γ
j Z

�, j = 1, N.(17)

4. Численный пример: мониторинг состояния RTP-канала

Рассмотрим прикладную задачу оперативного оценивания состояния ге-
терогенного телекоммуникационного канала, функционирующего под управ-
лением протокола RTP, по потоку пакетов, регистрируемому на узле-
получателе. Численные эксперименты выполнялись по смоделированным
данным, однако параметры воспроизводимого RTP-канала выбирались близ-
кими к характеристикам, вычисленным по реальным данным функциони-
рования VoIP сервиса Linphone в телекоммуникационной сети с “последней
милей” 3G [18]. Необходимость в синтетических данных возникла из-за осо-
бенностей тестов, демонстрирующих свойства предлагаемого робастного ал-
горитма. Для сравнительного анализа оценок требуется моделирование по-
токов пакетов с различными заданными распределениями и знание точного
состояния МСП, которое в натурных экспериментах вряд ли достижимо.
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RTP-канал описывается однородным МСП с матрицей интенсивностей пе-
реходов Λ и тремя возможными состояниями:

e1 — малая загрузка канала,
e2 — умеренная загрузка канала,
e3 — перегрузка проводного участка или потеря сигнала на беспроводном

участке.
Текущее состояние RTP-канала недоступно прямому наблюдению, однако

на узле-приемнике имеется статистическая информация в виде входящего по-
тока RTP-пакетов. Его особой чертой является возможность одновременного
получения не одного, а целой “пачки” пакетов. Дело в том, что низкоуровне-
вые протоколы, являющиеся базой для RTP, сконструированы таким обра-
зом, чтобы обеспечивать в условиях меняющегося качества канала требуемую
среднюю скорость передачи. Данная характеристика обеспечивается на узле-
передатчике с помощью управляемого буфера передачи. В случае хороших
условий передачи размер буфера передатчика мал и отправка происходит
интенсивно, но относительно малыми “пачками”. При ухудшении состояния
канала размер буфера увеличивается и отправка пакетов происходит менее
интенсивно и большими “пачками”.
Распределение потока “пачек” пакетов полностью характеризуется пара-

ми {(pτ (t|ej), P Y (n|ej))}j , где pτ (t|ej) — плотность распределения времени τ
между получением последовательных “пачек” пакетов при условии, что ка-
нал находится в состоянии ej , а P Y (n|ej) — распределение размера Y “пачки”
при том же условии. Предполагается, что при известном состоянии канала
время τ и размер “пачки” Y независимы между собой.
Практическая задача состоит в конструировании аппаратно-независимого

монитора RTP-канала на узле-получателе, т.е. в создании алгоритма оценива-
ния в реальном масштабе времени состояния канала по наблюдениям потока
принимаемых пакетов.
Решим эту задачу для разных комплексов априорной информации о рас-

пределении потока пакетов:
а) распределения {(pτ (t|ej), P Y (n|ej))} известны точно;
б) набор {(pτ (t|ej), P Y (n|ej))} неизвестен, но даны предполагаемые рас-

пределения {(p̃ τ (t|ej), P̃ Y (n|ej))};
в) набор {(pτ (t|ej), P Y (n|ej))} неизвестен, однако для него даны момент-

ные характеристики

mτ
j � E {τ |ej}, στ

j �
√

D {τ |ej}, mY
j � E {Y |ej} и σY

j �
√

D {Y |ej}.

Задачи определения параметров системы наблюдения (1), (2) по стати-
стической информации не являются предметом изучения данной статьи, их
можно решать, применяя различные процедуры адаптивной идентификации,
включая EM-алгоритм [17] и его модификации [19].
Если о потоке пакетов доступен комплекс информации п. а), то для реше-

ния задачи оценивания в реальном масштабе времени может быть применен
алгоритм оптимальной фильтрации (6), в котором элементы φnj(t) матрицы
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интенсивности φ(t) в ψ (4) определены формулой

φnj(t) = P Y (n|ej)pτ (t|ej)
⎛
⎝

+∞∫

t

pτ (s|ej)ds
⎞
⎠

+

,

а мера (5) Ψ(dt) = dt. Здесь j = 1, 2, 3 — номер возможного состояния RTP-
соединения, n = 1,M — объем “пачек” пакетов.
Если о потоке пакетов доступен комплекс информации п. б), то для реше-

ния задачи можно использовать тот же алгоритм (6), подставив в него вместо
реальных распределений предполагаемые {(p̃τ (t|ej), P̃ Y (n|ej))}.
Если о потоке пакетов доступен комплекс информации п. в), то для оце-

нивания состояния канала можно использовать предложенный алгоритм ро-
бастной фильтрации (13)—(17) после предварительного семплирования на-
блюдений.
Пусть для системы наблюдения, описывающей функционирование RTP-

соединения, выполнено условие (8) для значения шага дискретизации Δ. Ис-
ходный наблюдаемый процесс Yt = col (Y 1

t , . . . , Y
M
t ) содержит в качестве ком-

понент счетчики “пачек” пакетов объема n = 1,M : компонента Y n
t равна чис-

лу “пачек” размера n, зарегистрированных получателем за время [0, t]. Тогда
в семплированных наблюдениях

[
ντr

νYr

]
� Δ−1/2

[
1 1 . . . 1
1 2 . . . M

]
(YrΔ − Y(r−1)Δ),(18)

т.е. в качестве первой компоненты ντr выступает число “пачек”, полученных
на интервале ((r − 1)Δ, rΔ], умноженное на Δ−1/2, а в качестве второй ком-
поненты νYr — масштабированный таким же образом общий объем пакетов,
полученных в этих “пачках”. Применение ЦПТОПВ к наблюдениям (18) поз-
воляет вычислить параметры (17) диффузионной аппроксимации в данной
задаче:

μj =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

√
Δ

mτ
j

√
ΔmY

j

mτ
j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,

κj =
1

mτ
j

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(
στ
j

mτ
j

)2 (
στ
j

mτ
j

)2

mY
j

(
στ
j

mτ
j

)2

mY
j (σY

j )
2 +

(
στ
j

mτ
j

)2

(mY
j )

2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, j = 1, 2, 3.

(19)
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Рис. 1. Истинные (pτ (t|ej), P Y (n|ej)) и предполагаемые (p̃τ (t|ej), P̃ Y (n|ej))
распределения пары “время между получением — число пакетов в пачке” (в за-
висимости от состояния ej канала).

Комплекс численных экспериментов проводился для системы наблюдения
с параметрами:

Λ=

⎡
⎣−0,002171 0,001964 0,000207

0,002442 −0,003161 0,000719
0,001665 0,000666 −0,002331

⎤
⎦, p0=

⎡
⎣0,50390,3449
0,1512

⎤
⎦, M =5, Δ=1,5.

Наборы истинных (pτ (t|ej), P Y (n|ej)) и предполагаемых (p̃τ (t|ej), P̃ Y (n|ej))
условных распределений представлены в табл. 1 и 2, а их графики — на
рис. 1. Параметры распределений подобраны таким образом, чтобы момент-
ные характеристики истинных и предполагаемых распределений совпадали
для j = 1, 2, 3: m̂τ

j ≡mτ
j , σ̂

τ
j ≡ στ

j , m̂
Y
j ≡mY

j и σ̂Y
j ≡ σY

j .
Для демонстрации качества используемой диффузионной аппроксима-

ции были смоделированы отрезки длительностью T = 100000 секунд потоков
RTP-пакетов с истинным и предполагаемым распределениями. По получив-
шимся семплированным наблюдениям {(√Δντr ,

√
ΔνYr )} и {(√Δν̃τr ,

√
Δν̃Yr )}

для обоих потоков были построены соответствующие гистограммы πτ (x),
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πY (x), π̃τ (x) и π̃Y (x). Так как начальное условие p0 подобрано в данном экспе-
рименте стационарным для матрицы Λ, то если временной шаг Δ достаточен
для правомерности применения ЦПТОПВ, можно ожидать, что гистограммы
в парах (πτ (x), π̃τ (x)) и (πY (x), π̃Y (x)) будут схожи между собой и близки к
следующим теоретическим плотностям — трехкомпонентным смесям гауссов-
ских распределений:

qτ (x) =

3∑
j=1

pj0G
⎛
⎝x,

Δ

mτ
j

,
Δ

mτ
j

(
στ
j

mτ
j

)2
⎞
⎠ ,

qY (x) =

3∑
j=1

pj0G
⎛
⎝x,

ΔmY
j

mτ
j

,
Δ

mτ
j

⎡
⎣(στ

j )
2 +

(
στ
j

mτ
j

)2

(mY
j )

2

⎤
⎦
⎞
⎠ .

Перечисленные выше гистограммы, теоретические плотности qτ (x) и qY (x)
и отдельные гауссовские “моды” qτj (x) и qYj (x)— слагаемые в двух послед-
них суммах, представлены на рис. 2. Конечно, формальные статистические
тесты на проверку принадлежности выборок, по которым построены гисто-
граммы, единой генеральной совокупности из предлагаемых теоретических
распределений, дадут отрицательный результат при любом осмысленном вы-
боре уровня доверительной вероятности. Тем не менее следует отметить
несомненное визуальное сходство графиков в тройках (πτ (x), π̃τ (x), qτ (x)) и

Таблица 1. Распределения времени между “пачками”

Истинное распределение pτ (t|ej)

Распределение Параметр 1 Параметр 2

e1 Гамма 3 1
150

e2 Гамма 3 1
120

e3 Гамма 3 1
100

Предполагаемое распределение
p̃τ (t|ej)

Распределение Параметр 1 Параметр 2
e1 Равномерное 0 0,04
e2 Равномерное 0 0,05
e3 Равномерное 0 0,06

Таблица 2. Распределения объема “пачек”

Истинное распределение PY (n|ej)
n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

e1 0,6 0,34 0,03 0,02 0,01
e2 0,5 0,44 0,03 0,02 0,01
e3 0,4 0,44 0,13 0,02 0,01

Предполагаемое распределение P̃ Y (n|ej)
n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

e1 0,61 0,31 0,06 0,01 0,01
e2 0,49 0,465 0,015 0,015 0,015
e3 0,36 0,55 0,04 0,03 0,02
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Рис. 2. Гистограммы πY (x), πτ (x) и π̃Y (x), π̃τ (x), построенные по семплиро-
ванным наблюдениям с истинным и предполагаемым распределением, в срав-
нении с теоретическими плотностями qY (x), qτ (x) и отдельными гауссовски-
мим модами qYj (x), qτj (x).

(πY (x), π̃Y (x), qY (x)), что позволяет сделать положительный вывод о возмож-
ности применения к имеющимся наблюдениям диффузионной аппроксима-
ции.
На рис. 3 представлена часть семплированных наблюдений, соответствую-

щих потоку RTP-пакетов с истинным распределением, в сравнении с текущем
состоянием соединения Xt, полученная на отрезке времени [0; 1000 с]. По дан-
ным наблюдениям вычислены три оценки фильтрации:
оценка X̂t построена по комплексу п. а) априорной информации о потоке

пакетов: оптимальная нелинейная оценка,
оценка X̃t построена по комплексу п. б) априорной информации о потоке

пакетов: оценка, вычисленная по формулам оптимальной нелинейной филь-
трации и набору предполагаемых распределений,
оценка X t построена по комплексу п. в) априорной информации о потоке

пакетов: оценка, вычисленная с помощью предлагаемого робастного алгорит-
ма.
Графики этих оценок приведены на рис. 4 в сравнении с истинным со-

стоянием Xt. Из рис. 4 видно, что точность робастной оценки Xt мало про-
игрывает в сравнении с точностью оптимальной оценки X̂t. В то же время
оценка X̃t, вычисленная по оптимальному алгоритму, но предполагаемым
распределениям, отличающимся от истинных, демонстрирует осциллирую-
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Рис. 3. Семплированные наблюдения “суммарное число пакетов — число па-
чек” (νYt , ντt ), подготовленные для робастной фильтрации, на фоне состоя-
ния Xt.
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Рис. 4. Истинное состояние Xt, оценки Xt робастной фильтрации, оптималь-
ной фильтрации с истинными X̂t и предполагаемыми X̃t распределениями.
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щий характер и сильно проигрывает двум упомянутым выше оценкам. По
траекториям процесса и наблюдений длиной T = 100000 сек были вычисле-
ны выборочные средние следующих показателей точности:

E
{
‖X̂t −Xt‖2

}
=0,018, E

{‖X t −Xt‖2
}
=0,0396 и E

{
‖X̃t −Xt‖2

}
=0,1273.

При этом теоретически можно вычислить средний квадрат самого МСП:

E
{‖Xt − p0‖2

}
= 1− ‖p0‖2 = 0,3957.

Таким образом, дисперсия ошибки оценки робастной фильтрации превыша-
ет оптимальный параметр более чем в 2 раза, но оценка, вычисленная по
оптимальному алгоритму, но предполагаемым распределениям — более чем
в 7 раз. При этом отношение “мощность оцениваемого сигнала / мощность
оставшегося шума” у оценок X̂t, X t и X̃t составляют соответственно 21,98,
9,99 и 3,11.
Представленные результаты иллюстрируют весьма высокую точность

предлагаемого алгоритма робастной фильтрации: по своему качеству он
очень близок к оптимальному. При этом его реализация менее ресурсоем-
кая. На шаге дискретизации Δ алгоритм “прогноз—коррекция” выполняется
единожды, причем матрица P вычислена для всех шагов один раз заранее.
В то же время анализируя правую часть рис. 2, можно сделать вывод, что
уравнение оптимальной фильтрации на одном шаге дискретизации Δ чис-
ленно решается от 12 до 45 раз: такое число “пачек” пакетов поступает на
узел–получатель за время Δ.

5. Заключение

В статье представлен новый алгоритм робастной фильтрации состояний
МСП по многомерным считающим наблюдениям. Предлагаемый алгоритм
разработан для такого класса моделей наблюдения, в которых интенсивность
поступления наблюдений много больше интенсивности смены оцениваемого
состояния. Это условие позволяет использовать вместо точного описания про-
цесса наблюдений его диффузионную аппроксимацию и значительно упро-
стить процедуру вычисления оценок фильтрации. При незначительных поте-
рях в качестве оценивания по сравнению с оптимальным робастные оценки
являются устойчивыми к априорной неопределенности распределения про-
цесса наблюдений, в отличие от оптимальных. Это свойство продемонстри-
ровано на численном примере мониторинга состояния RTP-соединения по
наблюдениям высокочастотного потока пакетов на узле-получателе.
Исследования в области создания устойчивых алгоритмов оценивания со-

стояний МСП по считающим наблюдениям нельзя считать законченными: их
планируется продолжать по следующим направлениям. Во-первых, предла-
гаемый робастный алгоритм может быть дополнительно оптимизирован за
счет выбора подходящей матрицы преобразования наблюдений Z. В теоре-
тической части данной статьи к Z предъявляется только условие, обеспечи-
вающее невырожденность ковариационных матриц диффузионных аппрок-
симаций распределения семплированных наблюдений. В численном примере
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конкретный вид матрицы Z был выбран исходя из физической подоплеки
наблюдений: в результате преобразования в качестве наблюдений выступали
пары “число полученных “пачек” пакетов — общее число пакетов в пачках”,
но этот выбор явно не единственный.
Во-вторых, представляется интересным получить количественные харак-

теристики потери точности при переходе к диффузионной аппроксимации на-
блюдений. В-третьих, важными могли бы являться результаты исследований
устойчивости робастного алгоритма фильтрации по отношению к неточно-
му знанию моментных характеристик как наблюдений, так и самого состоя-
ния. В-четвертых, интерес представляет развитие предлагаемого робастного
подхода для решения задачи идентификации параметров соответствующих
систем наблюдения.
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СТАТИЧЕСКИХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ1

Рассматривается задача о построении доверительного множества по-
глощения при анализе статических стохастических систем. Под довери-
тельным множеством поглощения понимается множество начальных по-
зиций системы, для которых система в терминальный момент не выйдет
за пределы допустимых значений с заданной вероятностью. Устанавли-
ваются свойства доверительного множества поглощения, в частности его
выпуклость. На основе доверительного метода предлагается алгоритм по-
строения внутренней аппроксимации доверительного множества погло-
щения. Устанавливаются свойства этой аппроксимации. На основе полу-
ченных результатов решается задача о прогнозе скорости ветра в районе
аэродрома посадки самолетов. Приводятся численные расчеты.

Ключевые слова: стохастическое программирование, доверительное мно-
жество поглощения, прогноз скорости ветра.
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1. Введение

Многие реальные технические системы описываются в терминах стохасти-
ческих динамических систем, критерием качества функционирования кото-
рых является некоторый статистический критерий [1]. В большинстве случа-
ев в качестве критерия рассматривается математическое ожидание функции
потерь. Но во многих прикладных задачах анализа стохастических систем
встречаются критерии в виде функции квантили [2, 3]. Функция квантили
(или VaR-критерий) характеризует гарантированный по вероятности резуль-
тат решения задачи. Функция квантили по смыслу — это значение функ-
ции потерь, которое не будет превышено с заданной вероятностью. Функция
квантили является в некотором смысле обратной к функции вероятности, ко-
торая характеризует вероятность достижения системой заданной цели. Этим
задачам посвящено много публикаций. Можно привести монографии [2, 3],
в которых подробно изучаются свойства функции квантили и предлагаются

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект №19-07-00436 А).
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методы ее минимизации. В [4] исследуются свойства функции вероятности и
предлагаются методы ее максимизации.
Особое место в задачах анализа стохастических систем по квантильному

критерию занимает задача о построении доверительного множества погло-
щения начальных позиций системы. Речь идет о начальных позициях систе-
мы, обеспечивающих в конечный момент времени выполнение ограничений
с заданной вероятностью. Такое множество называется [3] доверительным
множеством поглощения.
Доверительное множество поглощения в статических стохастических си-

стемах можно рассматривать как множество уровня функции вероятности.
Свойства множества уровня тесно связаны со свойствами функции вероят-
ности. В частности, при квазивыпуклости функции вероятности множества
уровня являются выпуклыми. Свойства квазивыпуклости функции вероятно-
сти обсуждаются в [4–7]. Условия выпуклости множеств уровня для досточно
больших значений вероятности исследуются в [8]. Утверждения о свойствах
квазивыпуклости функции вероятности, как правило, опираются на поня-
тия квазивогнутых и логарифмически вогнутых вероятностных мер [9–12].
Условия связности множества уровня функции вероятности получены в [13],
достоинством которой является отсутствие каких-либо ограничений на рас-
пределение случайных параметров.
Множество уровня функции вероятности нетрудно построить в тех случа-

ях, когда вероятностные ограничения могут быть заменены на детерминиро-
ванные. Данный подход известен как метод детерминированного эквивален-
та [3]. Класс систем, к которым этот метод применим, является достаточно
узким. Как правило, для его применения необходима монотонность функции
потерь.
В другом частном случае, когда функция потерь представима в виде мак-

симума функций, в которые случайные параметры входят аддитивно, для по-
строения множества уровня функции вероятности может быть применен ап-
парат p-эффективных точек, введенный в [14]. По сути, p-эффективная точка
является многомерным аналогом квантили распределения. Алгоритм, позво-
ляющий получить множество p-эффективных точек дискретного случайно-
го вектора, предложен в [15]. Нетрудно проверить, что в случае дискретно-
го распределения с конечным числом реализаций множество p-эффективных
точек конечно, что позволяет получить детерминированное описание множе-
ства уровня функции вероятности. С помощью p-эффективных точек также
можно получить верхние и нижние оценки целевой функции в задаче оптими-
зации детерминированной функции при ограничениях на значение функции
вероятности [16]. Алгоритм решения данной задачи, основанный на исполь-
зовании p-эффективных точек, в случае непрерывного распределения пред-
ложен в [17]. Обзор методов решения задач с вероятностными ограничениями
указанного выше типа, основанных на построении внутренних и внешних ап-
проксимаций множества уровня функции вероятности, приведен в [18].
Следует отметить способ построения внешней аппроксимации множества

уровня функции вероятности, основанный на использовании понятия α-ядра
вероятностной меры [3]. При выполнении некоторых условий регулярности
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с помощью ядра можно получить нижнюю оценку функции квантили, ко-
торую можно использовать для построения внешней аппроксимации довери-
тельного множества поглощения. Методы аппроксимации α-ядра предложе-
ны в [19, 20].
Таким образом, известные методы позволяют построить доверительное

множество поглощения только для весьма узкого класса стохастических си-
стем. Поэтому актуальной является задача построения доверительного мно-
жества поглощения для стохастических систем общего вида. В настоящей
статье более детально исследовано свойство доверительного множества по-
глощения для статической стохастической системы. В частности, приводятся
условия, когда это множество выпукло. При этом функция потерь имеет до-
статочно общую структуру. Для построения доверительного множества по-
глощения предлагается использовать доверительный метод, который впервые
был описан в [21] и более детально исследован в [3]. В данном случае дове-
рительный метод позволяет построить внутреннюю аппроксимацию довери-
тельного множества поглощения. Приводятся условия, когда граница довери-
тельного множества поглощения переходит в границу терминального множе-
ства. Эффективность полученных результатов демонстрируется на примере,
состоящем в построении множества значений скорости ветра в районе аэро-
дрома, при которых скорость ветра по происшествии фиксированного време-
ни не выйдет с заданной вероятностью за пределы допустимых значений, что
позволяет осуществить безопасную посадку самолета.

2. Постановка задачи

Предположим, что известна зависимость z(y,X) вектора z ∈ R
l терми-

нального состояния системы от вектора начальных позиций y ∈ R
s системы

и от случайного вектора X ∈ R
n, влияющего на положение системы. Пред-

полагается, что случайный вектор X имеет известную функцию распределе-
ния FX(x). Пусть вектор терминального состояния z должен удовлетворять
заданным ограничениям

Φ(y,X) � Φ̃(z(y,X)) � ϕ, ϕ ∈ R
1,(2.1)

где функция Φ̃(z) описывает эти ограничения. Установим вероятность вы-
полнения терминальных ограничений

Pϕ(y) � P{Φ(y,X) � ϕ} � α, α ∈ (0, 1).(2.2)

Требуется построить множество значений y, для которых будет выполнено
это неравенство

Yϕ,α � {y : Pϕ(y) � α}.(2.3)

Множество (2.3) назовем доверительным множеством поглощения.
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3. Свойства доверительного множества поглощения

В [2, 3] рассматривается аналогичная задача, в которой роль функции
Φ(u,X) играет функция потерь, а вместо начальных позиций y рассматрива-
ются стратегии управления u ∈ U . Для этой функции потерь вводятся функ-
ция вероятности

Pϕ(u) � P{Φ(u,X) � ϕ}(3.1)

и функция квантили

ϕα(u) � min{ϕ : Pϕ(u) � α}.(3.2)

Согласно лемме Розенблатта [2, 3]

Yϕ,α � {y : Pϕ(y) � α} = {y : ϕα(y) � ϕ}.(3.3)

Таким образом, для построения доверительного множества поглощения мож-
но использовать не только свойства функции вероятности, но и свойства
функции квантили.
В упомянутых публикациях приводятся условия, когда функция кванти-

ли ϕα(u) квазивыпукла, а функция вероятности Pϕ(u) квазивогнута. Приве-
дем этот результат из [3].
Опр е д е л е н и е 1 [4]. Вероятностная мера P на борелевских подмноже-

ствах R
n называется квазивыпуклой, если для любой пары непустых выпук-

лых множеств A,B ⊂ R
n и любого λ ∈ (0, 1) выполняется неравенство

P(λA + (1− λ)B) � min{P(A),P(B)}.

Здесь сумма множеств и умножение множества на число понимаются в
смысле Минковского:

(A+B) = {z : z = x+ y, x ∈ A, y ∈ B},
λA = {z : z = λx, x ∈ A}.

Приведем достаточное условие для квазивогнутости вероятностной меры.
Лемма 1 [4]. Если случайный вектор имеет плотность вероятно-

сти p(x) такую, что функция p−
1
n (x) выпукла на Rn, то соответствующая

ей вероятностная мера P квазивогнута.
На основании этой леммы легко установить, что многие известные распре-

деления имеют квазивогнутую вероятностную меру: нормальное распределе-
ние, экспоненциальное распределение, распределение Коши и т.д.
Напомним и другие определения.
Опр е д е л е н и е 2 [4]. Функция f(u), определенная на выпуклом множе-

стве U ⊂ R
m, называется квазивыпуклой на U , если для любых u1, u2 ∈ U и

любого λ ∈ (0, 1) выполняется неравенство

f(λu1 + (1− λ)u2) � max{f(u1), f(u2)}.
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Опр е д е л е н и е 3 [4]. Функция f(u), определенная на выпуклом множе-
стве U ⊂ R

m, называется квазивогнутой на U , если для любых u1, u2 ∈ U и
любого λ ∈ (0, 1) выполняется неравенство

f(λu1 + (1− λ)u2) � min{f(u1), f(u2)}.

Приведем основной результат из [3], касающийся свойств выпуклости
функции квантили ϕα(u) и функции вероятности Pϕ(u).

Те ор ем а 1 [3]. Пусть функция потерь Φ(u, x) квазивыпукла по сово-
купности аргументов на U × X , где U ⊂ R

m — выпуклое подмножество,
а X — выпуклый носитель квазивогнутой вероятностной меры P. Тогда
функция вероятности Pϕ(u) квазивогнута на U для любого ϕ ∈ R

1, а функ-
ция квантили ϕα(u) квазивыпукла на U для любого α ∈ (0, 1).

Из этой теоремы получаем тривиальное следствие для исследования дове-
рительного множества поглощения.

Сл ед с т в и е 1. Пусть функция Φ(y, x), определяющая множество по-
глощения, квазивыпукла по совокупности аргументов на R

s × X , где X —
выпуклый носитель квазивогнутой вероятностной меры P. Тогда довери-
тельное множество поглощения Yϕ,α выпукло для любых ϕ ∈ R

1, α ∈ (0, 1).

Доказательство этого следствия основано на факте, что множество Yϕ,α

играет роль множества уровня для квазивогнутой функции вероятно-
сти Pϕ(y), а множество уровня квазивогнутой функции выпукло.
Но остается вопрос: как строить доверительное множество поглощения.

Это можно сделать, например, используя прямые методы, т.е. поступить
следующим образом. Пусть зафиксировано некоторое конечное множество
Y ⊂ R

s.

Алг о ри тм 1.
1. Фиксируется точка y ∈ Y .
2. С помощью метода статистических испытаний оценивается вероятность

Pϕ(y):

P̂ϕ(y) =
M(Sϕ(y))

n
,

где M(Sϕ(y)) — число успешных испытаний в серии из n испытаний, когда
точки x из выборки принадлежат множеству

Sϕ(y) � {x : Φ(y, x) � ϕ}.

3. Проверяется условие P̂ϕ(y) � α. Если оно выполнено, то точка y вклю-
чается в множество Ŷϕ,α, являющееся статистической аппроксимацией дове-
рительного множества поглощения Yϕ,α.
4. Процедура повторяется с шага 2 для новой точки y ∈ Y .

Можно отметить, что реализация данного алгоритма очень трудоемкая,
так как при вероятностях α, близких к 1, объем выборки n должен быть
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очень большим, а перебрать нужно максимально большее число точек y из Rs,
чтобы хорошо оценить множество Yϕ,α.
В следующем разделе рассматривается другой способ построения множе-

ства Yϕ,α, основанный на доверительном методе.

4. Построение внутренней аппроксимации
доверительного множества поглощения

Рассмотрим доверительный метод, подробно изложенный в [2, 3] и впервые
опубликованный в [21].
Пусть S — доверительное множество, т.е. множество в пространстве R

n

реализаций случайного вектора X с вероятностной мерой не менее α. Рас-
смотрим функцию максимума

ψ(y, S) � sup
x∈S

Φ(y, x).(4.1)

Из [3] вытекает следующее утверждение.
Лемма 2. Для любого доверительного множества S с вероятностной

мерой не менее α выполняется неравенство

ϕα(y) � ψ(y, S)(4.2)

при всех y ∈ R
s.

Данное утверждение вытекает из леммы 3.4 из [3]. Аналогично, перефор-
мулируя теорему 3.9 из [3], получаем следующий результат.
Те ор ем а 2. Для любого α ∈ (0, 1) справедливы соотношения

ϕα(y) = min
S∈Fα

ψ(y, S), Sα(y) = arg min
S∈Fα

ψ(y, S),(4.3)

где Fα — семейство доверительных множеств с вероятностной мерой не
менее α.
Приме́ним доверительный метод для построения доверительного множе-

ства поглощения. Зафиксируем множество S ∈ Fα и рассмотрим множества

Yϕ(x) � {y : Φ(y, x) � ϕ},(4.4)

Yϕ(S) �
⋂
x∈S

Yϕ(x) = {y : ψ(y, S) � ϕ}.(4.5)

В соответствии с доверительным методом получается внутренняя аппрок-
симация доверительного множества поглощения

Yϕ,α ⊃ Yϕ(S).(4.6)

При этом если перебрать все доверительные множества S ∈ Fα, то полу-
чится точное множество поглощения

Yϕ,α =
⋃

S∈Fα

Yϕ(S).(4.7)
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Исследуем свойства множества Yϕ(S).
Пусть x̃ ∈ S — некоторая точка из S, a Ni(x̃) — прямая, содержащая точ-

ку x̃ и являющаяся параллельной i-й координатной оси. Введем обозначения:

ai(x̃) � min
x∈Ni(x̃)∩∂S

xi, bi(x̃) � max
x∈Ni(x̃)∩∂S

xi.

Определим часть ∂iS границы множества S следующим образом:

∂iS �
⋃
x̃∈S

[{x ∈ Ni(x̃) ∩ ∂S : xi = ai(x̃)} ∪ {x ∈ Ni(x̃) ∩ ∂S : xi = bi(x̃)}].(4.8)

Те ор ем а 3. Пусть множество S компактно. Пусть функция Φ(y, x)
непрерывна и квазивыпукла по координате xi вектора x ∈ S ⊂ R

n для каж-
дого y ∈ R

s. Тогда

ψ(y, S) = max
x∈∂iS

Φ(y, x),(4.9)

Yϕ(S) = Yϕ(∂iS),(4.10)

где ∂iS — часть границы множества S, определяемая выражением (4.8).
Дока з а т е л ь с т в о. Равенство (4.9) следует из определения части гра-

ницы ∂iS и квазивыпуклости функции потерь по xi:

ψ(y, S) = max
x∈S

Φ(y, x) = max
x̃∈S

max
x∈Ni(x̃)

Φ(y, x) =

= max
x̃∈S

max
x∈Ni(x̃)∩∂S

{Φ(y, x) : xi = ai(x̃) или xi = bi(x̃)} = max
x∈∂iS

Φ(y, x).

По построению Yϕ(S)⊂ Yϕ(∂iS). Таким образом, для доказательства (4.10)
нужно показать, что Yϕ(S)⊃ Yϕ(∂iS). Пусть y ∈ Yϕ(∂iS). Это означает, что
Φ(y, x) � ϕ для всех x ∈ ∂iS, или, что то же самое,

max
x∈∂iS

Φ(y, x) � ϕ.

Но по доказанному выше

max
x∈∂iS

Φ(y, x) = ψ(y, S),

что эквивалентно выполнению неравенства Φ(y, x) � ϕ для всех x ∈ S. Таким
образом, y ∈ Yϕ(S), т.е. равенство (4.10) выполнено. Теорема 3 доказана.
Таким образом, для вычисления функции ψ(y, S) и построения множе-

ства Yϕ(S) достаточно перебрать только точки, лежащие на части ∂iS гра-
ницы ∂S доверительного множества S ∈ Fα.
Рассмотрим множество

Zϕ �
{
z ∈ R

l : Φ̃(z) � ϕ
}

(4.11)

и часть ∂rZϕ границы ∂Zϕ множества Zϕ, которое соответствует координа-
те zr вектора z ∈ R

l и построено аналогично множеству ∂iS (4.8).
Теперь рассмотрим вопрос построения множества Yϕ(x).
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Те ор ем а 4. Пусть отображение y �→ z(x, y) при заданном x ∈ X явля-
ется гомеоморфизмом, а множество Zϕ компактно. Тогда прообразом мно-
жества Zϕ при данном отображении является множество Yϕ(x). При
этом

∂Yϕ(x) = {y : z(x, y) ∈ ∂Zϕ}.(4.12)

Дока з а т е л ь с т в о. Согласно свойствам гомеоморфных отображений
прообразом компакта является компакт, при этом граничные точки множе-
ства Zϕ переходят под действием отображения y �→ z(x, y) в граничные точки
множества Yϕ(x), и наоборот. Теорема 4 доказана.
Таким образом получаем, следующий алгоритм построения множества

Yϕ(S) при выполнении условий теорем 3 и 4.
Алг о ри тм 2.
1. Для различных x ∈ ∂iS построить множества ∂Yϕ(x) по формуле (4.12).
2. По границе ∂Yϕ(x) восстановить множество Yϕ(x) для всех x ∈ ∂iS.
3. Найти пересечение множеств Yϕ(x) по всем x ∈ ∂iS.
Зам е ч а ни е 1. Если семейство доверительных множеств S(a) зависит от

некоторого вектора параметров a ∈ A, то описанный алгоритм 2 можно до-
полнить еще одним шагом, чтобы получить лучшую интерпретацию довери-
тельного множества поглощения:

Yϕ,α ⊃
⋃
a∈A

Yϕ(S(a)).(4.13)

Рассмотрим вектор y в многомерной сферической системе координат
(y, β), где y � ‖y‖, а β — вектор углов.
Введем определение 4.
Опр е д е л е н и е 4. Множество Y ⊂ R

s является звездчатым, если от-
резок, соединяющий начало координат с произвольной точкой y ∈ Y, полно-
стью принадлежит множеству Y ⊂ R

s.

Те ор ем а 5. Пусть функция Φ̂(y, β, x) = Φ(y, x) квазивыпукла по y для
каждого β. Если 0 ∈ Yϕ(x), то множество Yϕ(x) является односвязным и
звездчатым.
Дока з а т е л ь с т в о. Из квазивыпуклости функции Φ̂(·) следует, что при

выполнении условий 0 ∈ Yϕ(x) и y ∈ Yϕ(x) справедливо, что

Φ(ỹ, x) � max{Φ(0, x), Φ(y, x)} � ϕ,

для всех ỹ, принадлежащих отрезку, соединяющему точки 0 и y. Таким об-
разом, доказана звездчатость множества Yϕ(x). А звездчатое множество яв-
ляется односвязным. Теорема 5 доказана.
Сл ед с т в и е 2. Пусть выполнены условия теоремы 5. Тогда множество

Yϕ(S) является звездчатым и односвязным.
Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство следует из факта, что пересечение

звездчатых множеств оказывается также звездчатым, а следовательно и од-
носвязным. Следствие 2 доказано.
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5. Построение множества допустимых значений
скорости ветра в районе аэродрома

5.1. Постановка задачи

Сформулируем задачу. Пусть некоторый самолет вылетает из города N в
город M , до которого время полета равно t. Посадка самолета в аэропорту
города M возможна, если скорость ветра в продольном и боковом направле-
ниях не выходит за допустимые пределы

Wt =
{
(wt

x, w
t
z) : |wt

z| � wmax
z , wmin

x � wt
x � wmax

x

}
,(5.1)

где wt
x, w

t
z — скорости ветра в точке посадки в момент посадки самолета в

продольном и боковом направлениях.
В нулевой момент, т.е. в момент вылета самолета из города N , в аэропор-

ту города M скорость ветра была (w0
x, w

0
z). Но по истечении времени t ветер

может значительно измениться и его скорости не будут удовлетворять допу-
стимым значениям, т.е. посадка самолета станет невозможной. Пусть значе-
ние скорости ветра wt в момент t связано со скоростью ветра w0 в нулевой
момент соотношениями:

wt
x = (v0 + ξ) cos(β0 + η),(5.2)

wt
z = (v0 + ξ) sin(β0 + η),(5.3)

где v0, β0 — полярные координаты вектора w0, а ξ и η — независимые слу-
чайные величины, имеющие усеченное нормальное распределение

ξ ∼ N (0, σ2
ξ ), η ∼ N (0, σ2

η),

причем ξ ∈ [v∗, v∗], η ∈ [β∗, β∗].
Найдем вероятность такого события, что самолету разрешат посадку в

городе M , когда в момент его вылета из города N вектор скорости ветра был
равен w0:

P (w0) = P {wt(w0, ξ, η) ∈ Wt

}
.(5.4)

Необходимо построить множество W0 допустимых скоростей ветра w0 в
начальным момент, при которых по происшествии времени t скорость вет-
ра wt не выйдет за допустимые пределы с вероятностью α:

W0 = {w0 : P (w0) � α}.(5.5)

Другими словами, нужно построить доверительное множество поглоще-
ния.

5.2. Алгоритм построения доверительного множества поглощения

Для построения множества W0 воспользуемся результатами из предыду-
щих разделов. Заметим, что множество Wt можно записать через функцию
потерь:

Wt =
{
(wt

x, w
t
z) : Φ̃(w

t) � 1
}
,(5.6)
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где

Φ̃(wt) = max
{
Φ̃1(w

t
x), Φ̃2(w

t
z)
}
,

Φ̃1(w
t
x) =

|2wt
x − wmin

x − wmax
z |

wmax
x − wmin

x

,

Φ̃2(w
t
z) =

|wt
z|

wmax
z

.

Далее заметим, что скорости ветра в начальный и конечный моменты свя-
заны между собой соотношениями в полярной системе координат:

β0 = βt − η,

v0 = vt − ξ.

Приведем связь между декартовой и полярной системами координат:

wt
x = vt cos(βt), wt

z = vt sin(βt),

vt =
√

(wt
x)

2 + (wt
z)

2,

βt =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

arctg
wt
z

wt
x

, wt
x > 0,

π + arctg
wt
z

wt
x

, wt
x < 0,

π

2
, wt

x = 0.

Рассмотрим в нормированной системе координат случайные векторы

ξ =
ξ

σξ
, η =

η

ση

и доверительное множество в форме квадрата

SΔ = {|ξ| � Δ, |η| � Δ},(5.7)

где параметр Δ выбирается из условия P(SΔ) = α. Предположим, что для
случайной величины U со стандартным нормальным распределением N (0, 1)
соответствующие вероятности удовлетворяют неравенствам:

P{U < v∗/σξ, U > v∗/σξ} � 1− α,

P{U < β∗/ση, U > β∗/ση}� 1− α.

Тогда поскольку случайные величины ξ и η независимы, то параметрΔ может
быть найден из условий

F0(Δ) =
1

2

√
α,
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где

F0(Δ) =
1√
2π

Δ∫

0

e
−x2

2 dx.

Рассмотрим также семейство квадратов SΔ(γ), подобных SΔ, но поверну-
тых относительно SΔ на угол γ ∈ [−π/2, 0].
В данном случае wt

x и wt
z линейно зависят от ξ и v0, поэтому согласно

теореме 5 множество

W0(ξ, η) =
{
(w0

x, w
0
z) : Φ̃(w

t(w0
x, w

0
z , ξ, η)) � 1

}
(5.8)

является звездчатым и односвязным. Поэтому для построения множества
W0(ξ, η) достаточно рассмотреть границу доверительного множества SΔ(γ).
Отображение (w0

x, w
0
z) �→ (wt

x, w
t
z) области {(w0

x, w
0
z) : v

0 > max{0,−ξ}} в
область {(wt

x, w
t
z) : v

t > max{0, ξ}} является гомеоморфизмом. Поэтому в си-
лу теоремы 4 при выполнении условия vt > |ξ| для всех (ξ, η) ∈ ∂SΔ(γ) и
(wt

x, w
t
z) ∈ ∂Wt для построения множестваW0(ξ, η) достаточно найти для всех

точек (ξ, η) ∈ ∂SΔ(γ) прообраз в пространстве (w0
x, w

0
z) границы ∂Wt множе-

ства Wt.
Построим аппроксимацию доверительного множества поглощения W0 с

помощью следующего алгоритма.
Алг о ри тм 3.
1. Перебираются (ξ, η) на границе ∂SΔ(γ) множества SΔ(γ).
2. Для каждой точки (ξ, η) ∈ ∂SΔ(γ) находится прообраз W0(ξ, η) в про-

странстве переменных (w0
x, w

0
z) границы множества Wt.

3. Находится пересечение множеств

W0(SΔ(γ)) =
⋂

(ξ,η)∈SΔ(γ)

W0(ξ, η).

4. Пп. 1–3 алгоритма 3 повторяются для разных значений γ ∈ [−π/2, 0] и
строится множество

W0 =
⋃

γ∈[−π,0]

W0(SΔ(γ)).

5. Множество W0 принимается за аппроксимацию доверительного множе-
ства поглощения W0.
Заметим, что для корректной работы алгоритма 3 необходимо выполнение

условия vt > |ξ| для всех (ξ, η) ∈ ∂SΔ(γ) и (wt
x, w

t
z) ∈ ∂Wt.

Уточним полученную оценку.
Рассмотрим теперь доверительные множества Sr в форме круга

Sr � {(ξ, η) : ξ2 + η2 � r2},
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где радиус круга r определяется из условия, что P(Sr) = α. В данном случае
в связи с независимостью ξ и η радиус круга находится аналитически

r =
√

−2 ln(1− α).

Для доверительного круга Sr шаги 1–3 алгоритма 3 повторяются и стро-
ится множество W0(Br), которое является внутренней аппроксимацией дове-
рительного множества поглощения W0.
Полученную аппроксимацию можно еще уточнить, если рассмотреть се-

мейство доверительных множеств SΔ(γ), где параметр γ выбирается из ин-
тервала [−π, 0], и построить множество W0 так, как это описано в алгорит-
ме 3.
Поскольку

W0 =
⋃

S∈Fα

W0(S),(5.9)

то, взяв объединение множествW0(Br) иW0, получаем более точную аппрок-
симацию доверительного множества поглощения

W0 ⊃W0(Sr) ∪W0.(5.10)

Можно также сдвинуть одну из границ множества SΔ(γ) ближе к началу
координат, сохраняя при этом вероятностную меру множества. Объединение
всех таких множеств W0(SΔ(γ)) будет образовывать внутреннюю аппрокси-
мацию множества поглощения W0.

5.3. Вычислительный эксперимент

Пусть для примера

α = 0,99; σξ = 1,9 [м/с]; ση = 270;

wmax
z = 15 [м/с]; wmin

x = −25 [м/с]; wmax
x = 10 [м/с].

На рис. 1 сплошной линией изображена граница множества W0(Sr), а
шрих-пунктирной линией — W0(SΔ).
Сдвигом границ доверительного множества SΔ(γ) влево и последующим

вращением внутреннюю аппроксимацию множества W0 можно существенно
улучшить. Граница полученного множества W̃0 изображена на рис. 2 штрих-
пунктирной линией. Множество W̃0 оказывается выпуклым, хотя, как извест-
но, объединение выпуклых множеств оказывается, как правило, невыпуклым.
Для сравнения граница множества W0(Sr) изображена сплошной линией.
Заметим, что множество W̃0 содержит в себе множество W0(Sr). Это свя-

зано с тем, что доверительное множество Sr — одно и то же для всех на-
чальных позиций системы w0, а для каждой начальной точки имеется свое
оптимальное доверительное множество, которое неизвестно. Варьируя мно-
жество SΔ(γ), подбираем для каждой точки w0 доверительное множество
лучше, чем Sr, поэтому множество W̃0 оказывается шире множества W0(Sr).
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Рис. 1. Множества W0(Sr) и W0(SΔ).
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Рис. 2. Множества W0(Sr), W0 и статистическая аппроксимация.

При построении данных множеств существенно использовалась их звезд-
чатая структура. Граница звездчатого множества в полярных координатах
описывается функцией полярного угла. Поэтому пересечению множеств со-
ответствует минимум функций, описывающих границы, а объединению —
максимум.
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Рис. 3. Множество W0 при ση = 0.

Границу множества W̃0 можно уточнить с помощью метода статистиче-
ских испытаний, используя алгоритм 1. Статистическая аппроксимация мно-
жестваW0 изображена на рис. 2 точечной линией. Из рис. 2 видно, что полу-
чаемая статистическая аппроксимация доверительного множества поглоще-
ния W0 незначительно отличается от аппроксимирующего множества W̃0, но
для ее построения пришлось провести огромный объем вычислений.
Представляет интерес множество W0 при ση = 0. Как видно из рис. 3, это

множество оказывается невыпуклым. При ση → ∞ прогнозируемое значение
скорости ветра оказывается распределенным в некотором кольце. Поэтому
при возрастании v0 радиус кольца увеличивается, а вероятность попадания
прогнозируемой скорости ветра в множество Wt монотонно убывает. Это зна-
чит, что предельная функция вероятности является квазивогнутой, что га-
рантирует выпуклость ее множеств уровня. Таким образом, множество W0

становится выпуклым при достаточно большом значении ση.

6. Заключение

Исследована задача по построению доверительного множества поглоще-
ния при анализе стохастической системы. Устанавливаются свойства это-
го множества. На основе доверительного метода предлагается алгоритм по-
строения доверительного множества поглощения. Предлагается также алго-
ритм построения этого множества на основе метода статистических испыта-
ний. На основе полученных результатов решается задача о прогнозе скоро-
сти ветра в районе аэродрома посадки самолета. Рассматриваются несколько
вариантов доверительного множества случайных параметров: круг и квад-
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рат в нормированном пространстве. Кроме того, рассматривается семейство
доверительных квадратов, повернутых на некоторый угол вокруг начала си-
стемы координат. Приводятся результаты численных расчетов, из которых
следует, что лучшей внутренней аппроксимацией доверительного множества
поглощения является объединение множеств поглощения, построенных для
разных повернутых доверительных квадратов.
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18. Lejeune M.A., Prékopa A. Relaxations for Probabilistically Constrained Stochastic
Programming Problems: Review and Extensions // Ann. Oper. Res. 2018 (online
first). DOI: 10.1007/s10479-018-2934-8

19. Васильева С.Н., Кан Ю.С. Метод решения задачи квантильной оптимизации с
билинейной функцией потерь // АиТ. 2015. № 9. С. 83–101.
Vasil’eva S.N., Kan Yu.S. A Method for Solving Quantile Optimization Problems
with a Bilinear Loss Function // Autom. Remote Control. 2015. V. 76. No. 9.
P. 1582–1597.

20. Васильева С.Н., Кан Ю.С. Алгоритм визуализации плоского ядра вероятност-
ной меры // Информ. и её примен. 2018. Т. 12. № 2. С. 60–68.

21. Кибзун А.И., Малышев В.В. Обобщенный минимаксный подход к решению за-
дач с вероятностными ограничениями // Изв. АН СССР. Техническая киберне-
тика. 1984. № 1. С. 20–29.

Статья представлена к публикации членом редколлегии Е.Я. Рубиновичем.

Поступила в редакцию 20.06.2019
После доработки 10.09.2019
Принята к публикации 26.09.2019

36



Автоматика и телемеханика, № 4, 2020

c© 2020 г. И.Н. СИНИЦЫН, д-р техн. наук (sinitsin@dol.ru),
В.И. СИНИЦЫН, д-р физ.-мат. наук (sinitsin_vi@mail.ru),
Э.Р. КОРЕПАНОВ, канд. техн. наук (ekorepanov@ipiran.ru)

(Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра
«Информатика и управление» РАН)

РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ ФИЛЬТРОВ ЛИПЦЕРА – ШИРЯЕВА

Разработаны два типа приближенных субоптимальных фильтров Лип-
цера –Ширяева (ФЛШ). Первый тип создан на основе обобщенного филь-
тра Калмана – Бьюси, а второй — на основе параметризации апостериор-
ного распределения по методам ортогонального разложения и квазимо-
ментов. Изложенные методы синтеза ФЛШ дают принципиальную воз-
можность получить фильтр, близкий к оптимальному с любой степенью
точности. Чем выше максимальный порядок учитываемых параметров
ортогонального разложения, тем выше будет точность приближения к
оптимальной оценке.
Ключевые слова: нормальный (гауссовский) фильтр; обобщенный фильтр
Калмана – Бьюси (ОФКБ); стохастическая система (СтС); субоптималь-
ная фильтрация (СОФ); условно-оптимальная фильтрация Пугачёва
(УОФ); фильтры Липцера – Ширяева (ФЛШ).
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1. Введение

Как известно [1–6], нелинейные гауссовские стохастические системы
(СтС), линейные относительно состояния, определяющие оптимальный
(в смысле минимума средней квадратической (с.к.) ошибки) алгоритм
фильтрации, называются фильтрами Липцера – Ширяева (ФЛШ). Изучение
условно-оптимальных ФЛШ выполнено в [4–6] как для гауссовских, так и
негауссовских СтС. Настоящая статья посвящена развитию субоптимальных
ФЛШ для нелинейных СтС относительно наблюдений и линейных относи-
тельно состояния. В разделе 2 получены точные уравнения для апостериор-
ного нормированного одномерного распределения ФЛШ. Раздел 3 посвящен
приближенным гауссовским алгоритмам субоптимальных ФЛШ на основе
метода нормальной аппроксимации (МНА) и метода статистической линеа-
ризации (МСЛ). В разделе 4 рассмотрены субоптимальные ФЛШ на основе
обобщенных фильтров Калмана – Бьюси. Раздел 5 посвящен субоптималь-
ным ФЛШ на основе ортогонального разложения апостериорной плотности.
Алгоритмы оценки точности и чувствительности даны в разделе 6. В заклю-
чении сформулированы основные выводы и даны обобщения.

2. Точные уравнения для ФЛШ
2.1. Уравнения процессов

Будем рассматривать задачи фильтрации состояния систем, моделями ко-
торых могут служить стохастические дифференциальные уравнения с вине-
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ровскими и пуассоновскими шумами. В некоторых случаях стохастические
дифференциальные уравнения модели изучаемой системы могут иметь неиз-
вестные параметры и, как правило, всегда содержат параметры, известные
с ограниченной точностью. Поэтому возникает задача непрерывного оцени-
вания неизвестных параметров системы (точнее, ее модели) по результатам
непрерывных наблюдений. Предположим, что правые части уравнений зави-
сят от конечного множества неизвестных параметров, которые будем рас-
сматривать как компоненты вектора параметров θ. Одним из возможных
подходов в таких случаях является следующий прием: неизвестный вектор-
ный параметр θ считают стохастическим процессом Θ = Θt, который опре-
деляется дифференциальным уравнением Θ̇t = 0, и включают компоненты
этого векторного процесса в вектор состояния системы («расширяют» век-
тор состояния путем включения в него неизвестных параметров в качестве
дополнительных компонент). Таким образом, задача непрерывной фильтра-
ции неизвестных параметров модели системы сводится к задаче непрерыв-
ной фильтрации состояния системы с расширенным вектором состояния. От
неизвестных параметров могут зависеть и уравнения наблюдения. Эти пара-
метры следует включить в вектор θ и, следовательно, в расширенный вектор
состояния.
Итак, пусть векторный стохастический процесс (СтП) Zt =

[
XT

t Y
T
t

]T опре-
деляется системой векторных стохастических дифференциальных уравнений
Ито [4–6]:

dXt = ϕ(Xt, Yt,Θ, t)dt+ ψ′(Xt, Yt,Θ, t)dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v)P 0(dt, dv), X(t0) = X0,
(1)

dYt = ϕ1(Xt, Yt,Θ, t)dt+ ψ′
1(Xt, Yt,Θ, t)dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′
1 (Xt, Yt,Θ, t, v)P 0(dt, dv), Y (t0) = Y0.

(2)

Здесь Yt = Y (t) — ny-мерный наблюдаемый СтП; Xt = X(t) — nx-мерный
ненаблюдаемый СтП (вектор состояния); W0 = W0(t) — nw-мерный вине-
ровский СтП (nw � ny) интенсивности ν0 = ν0(Θ, t); P 0(Δ, A) = P (Δ, A)−
−μP (Δ, A), P (Δ, A) представляет собой для любого множества A простой
пуассоновский СтП, а μP (Δ, A) — его математическое ожидание, причем

μP (Δ, A) = MP (Δ, A) =

∫
νP (τ,A)dτ ;

νP (Δ, A) — интенсивность соответствующего пуассоновского потока событий,
Δ = (t1, t2]; интегрирование по v распространяется на все пространство Rq с
выколотым началом координат; Θ = θ — вектор случайных параметров раз-
мерности nΘ; ϕ=ϕ(Xt, Yt,Θ, t), ϕ1 =ϕ1(Xt, Yt,Θ, t); ψ′ =ψ′(Xt, Yt,Θ, t), ψ′

1 =
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= ψ′
1(Xt, Yt,Θ, t) — известные функции, отображающие Rnx ×Rny ×R соот-

ветственно в Rnx, Rny, Rnxnw, Rnynw; ψ′′ =ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v), ψ′′
1 (Xt, Yt,Θ, t, v) —

известные функции, отображающие Rnx ×Rny ×Rq в Rnx , Rny .
Требуется найти с.к. оценку X̂t СтП Xt в каждый момент времени t по

результатам наблюдения СтП Y (τ) до момента t, Y t
t0 = {Y (τ) : t0 � τ < t}.

Предположим, что
• уравнение состояния имеет вид (1);
• уравнение наблюдения (2), во-первых, не содержит пуассоновского шума

(ψ′′
1 ≡ 0), а во-вторых, коэффициент при винеровском шуме ψ′

1 в уравнениях
наблюдения не зависит от состояния (ψ′

1(Xt, Yt,Θ, t) = ψ̄′
1(Yt,Θ, t)).

В этом случае исходные уравнения задачи нелинейной фильтрации имеют
следующий вид:

dXt = ϕ(Xt, Yt,Θ, t)dt+ ψ′(Xt, Yt,Θ, t)dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v)P 0(dt, dv), X(t0) = X0,(3)

dYt = ϕ1(Xt, Yt,Θ, t)dt+ ψ̄′
1(Yt,Θ, t)dW0, Y (t0) = Y0.(4)

Кроме того будем считать, что выполнены условия существования и един-
ственности СтП

[
XT

t Y T
t

]T, определяемого (3) и (4) при соответствующих
начальных условиях [5, 7].

2.2. Фильтрационные уравнения

Как известно [4, 6], для любых СтП Xt и Yt оптимальная оценка X̂t,
минимизирующая средний квадрат ошибки в каждый момент времени t,
представляет собой апостериорное математическое ожидание СтП Xt: X̂t =
= M

[
Xt | Y t

t0

]
. Чтобы найти это условное математическое ожидание необхо-

димо знать pt = pt(x) — апостериорное одномерное распределение СтП Xt.
При условиях Липцера — Ширяева, т.е. когда имеют место соотношения:
1) система (3) гауссовская ψ′′=0, ψ′(Xt, Yt,Θ, t) = ψ̄′(Yt,Θ, t), ϕ(Xt, Yt,Θ, t) =
= a1(Yt,Θ, t)Xt + a0(Yt,Θ, t);
2) система (4) гауссовская ϕ1(Xt, Yt,Θ, t) = b1(Yt,Θ, t)Xt + b0(Yt,Θ, t).
В [6] получено следующее точное нелинейное фильтрационное уравне-

ние для апостериорной одномерной характеристической функции gt(λ,Θ) =
= Mpt

[
exp(iλTXt)

]
:

dgt(λ,Θ) = Mpt

[{
iλTϕ(Xt, Yt,Θ, t)−

−1

2
λT(ψν0ψ

T)(Xt, Yt,Θ, t)λ+ γ(λ,Xt, Yt,Θ, t)

}
eiλ

TXt | Y t
t0

]
dt+

+Mpt
[{

ϕ1(Xt, Yt,Θ, t)T − ϕ̂T
1 + iλT(ψν0ψ

T
1 )(Xt, Yt,Θ, t)

}
eiλ

TXt | Y t
t0

]
×

× (ψ1ν0ψ
T
1 )

−1(Yt,Θ, t)(dYt − ϕ̂1dt),

(5)
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где

γ = γ(λ,Xt, Yt,Θ, t) =

=

∫

Rq
0

[
eiλ

Tψ′′(Xt,Yt,Θ,t,v) − 1− iλTψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v)
]
νP (Θ, t, v)dv,(6)

ϕ̂1 = Mpt [ϕ1(Xt, Yt, t)] .(7)

Функции gt(λ,Θ) и апостериорная одномерная pt(x,Θ) связаны между со-
бой преобразованием Фурье [4, 5].
Отсюда при условиях Липцера – Ширяева для гауссовской системы, когда

γ = 0, уравнение (5) приобретает вид

dgt(λ,Θ) =Mpt

[{
iλT(a1Xt + a0)− 1

2
λT(ψν0ψ

T)(0, Yt,Θ, t)λ

}
eiλ

TXt
∣∣Y t

t0

]
dt+

+Mpt

[{
(b1Xt + b0)

T − ϕ̂T
1 + iλT(ψν0ψ

T
1 )(0, Yt,Θ, t)

}
eiλ

TXt | Y t
t0

]
×(8)

×(ψ1ν0ψ
T
1 )

−1(Yt,Θ, t)(dYt − (b1Xt + b0)dt).

2.3. Частный случай уравнений (3), (4) при условиях Липцера – Ширяева

Если функция ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v) в (3) допускает представление

ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v) = ψ′(Xt, Yt,Θ, t)ω(Θ, v),(9)

где P 0(Δ, A) = P 0((0, t], dv), то уравнения (3), (4) при условиях Липцера –
Ширяева примут следующий вид:

Ẋt = ϕ(Xt, Yt,Θ, t) + ψ′(0, Yt,Θ, t)V (Θ, t), X(t0) = X0,(10)

Ẏt = ϕ(Xt, Yt,Θ, t) + ψ̄1(Yt,Θ, t)V0(Θ, t), Y (t0) = Y0.(11)

Здесь V0(Θ, t) = Ẇ0(Θ, t); V (Θ, t) = ˙̄W (Θ, t),

W̄ (Θ, t) = W0(Θ, t) +

∫

Rq
0

ω(Θ, v)P 0((0, t], dv);(12)

νP (Θ, t, v)dv = [∂μ(Θ, t, v)/∂t] dv — интенсивность пуассоновского потока
скачков, равных ω(Θ, t). При этом логарифмические производные от одно-
мерных характеристических функций определяются известными формулами

χW0(ρ; t) = −1

2
ρTν0(Θ, t)ρ,(13)

χW̄ (ρ; t) = −1

2
ρT(Θ, t)ρT +

∫

Rq
0

[
eiρ

Tω(Θ,v) − 1− iρTω(Θ, v)
]
νP (Θ, t, v)dv.(14)
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В таком случае уравнение для апостериорной одномерной характеристиче-
ской функции имеет вид (7), где функция (6) допускает следующую запись:

γ =

∫

Rq
0

[
eiλ

Tψ′(0,Yt,Θ,t)ω(Θ,v) − 1− iλTψ′(0, Yt,Θ, t)ω(Θ, v)
]
νP (Θ, t, v)dv.(15)

Зам е ч а ни е 1. Этот случай для нормированного распределения рас-
смотрен в [9].

2.4. Основные результаты раздела 2

Утв е ржд е ни е 1. Пусть для СтС (3), (4) при фиксированном Θ = θ
выполнены условия существования и единственности решения, а матри-
ца σ1 = ψ1ν0ψ

T
1 не вырождена. Тогда при условии ограниченности соответ-

ствующих математических ожиданий точное фильтрационное уравнение
для апостериорной одномерной нормированной характеристической функ-
ций имеет вид (7)–(6).

Утв е ржд е ни е 2. В условиях утверждения 1 при отсутствии пуассо-
новских шумов точное фильтрационное уравнение для апостериорной одно-
мерной нормированной характеристической функции имеет вид (8).

Утв е ржд е ни е 3. Пусть для СтС (10), (11) выполнены условия суще-
ствования и единственности решения, имеет место представление (9),
а матрица σ1 = ψ1ν0ψ

T
1 не вырождена. Тогда при условии ограниченно-

сти соответствующих математических ожиданий точное фильтрацион-
ное уравнение имеет вид (7) при условии (15).

3. Нормальные субоптимальные ФЛШ на основе МНА (МСЛ)

3.1. Вводные замечания

Точное решение фильтрационных уравнений (1), (2) возможно только в
случаях, когда уравнения гауссовской дифференциальной СтС линейны или
линейны лишь относительно вектора состояния Xt при независимой от со-
стояния функции ψ. Эти уравнения дают точное решение задачи с.к. оп-
тимальной нелинейной фильтрации. Это решение не может быть реализо-
вано практически в задачах реального времени. Для нахождения оптималь-
ной оценки вектора состояния необходимо решить фильтрационное уравнение
для апостериорной характеристической функции (или фильтрационное урав-
нение для апостериорной плотности вектора состояния Xt) после получения
результатов наблюдений, затем вычислить оптимальную оценку вектора Xt.
Но методов точного решения этих уравнений в общем случае пока еще не
существует.
Численное решение фильтрационных уравнений в задачах реального вре-

мени тоже невозможно, так как для этого требуется много времени, а ре-
шать их необходимо каждый раз после получения результатов наблюдений.
Кроме того, практическое применение точной теории оптимальной нелиней-
ной фильтрации имеет смысл только в тех случаях, когда оценки можно
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вычислять в реальном масштабе времени по мере получения результатов на-
блюдений. Точная теория дает оптимальные оценки в каждый момент t по
результатам наблюдений, полученным к этому моменту, без использования
последующих результатов наблюдений. Если эти оценки не могут быть вы-
числены в тот же момент t или хотя бы с фиксированным приемлемым за-
паздыванием и их вычисление приходится откладывать на будущее, то нет
никакого смысла отказываться от использования наблюдений, получаемых
после момента t, для оценивания состояния системы в момент t. Поэтому для
статистической обработки результатов после окончания наблюдений, т.е. для
офлайн-оценивания, целесообразно применять известные из математической
статистики методы постобработки информации [7].
Необходимость обработки результатов наблюдений в реальном масштабе

времени непосредственно в процессе эксперимента привела к появлению ряда
приближенных методов оптимальной нелинейной фильтрации, называемых
обычно методами субоптимальной фильтрации (СОФ) [4–6]. Одни прибли-
женные СОФ методы основаны на приближенном решении фильтрационных
уравнений, а другие — на превращении формул для стохастических диффе-
ренциалов оптимальной оценки X̂t и апостериорной ковариационной матри-
цы ошибки Rt в стохастические дифференциальные уравнения для X̂t и Rt

путем разложения функций ϕ, ϕ1, ψ1 или ϕ, ϕ1, ψ′ψ′′, ψ, ψ1 в степенные ряды
и отбрасывания остаточных членов.
Для приближенного решения уравнения для апостериорной одномерной

характеристической функции g1(λ,Θ) вектора Xt можно использовать мето-
ды СОФ, основанные на параметризации одномерных распределений СтП,
определяемого стохастическим дифференциальным уравнением [4–6]. Эти
методы СОФ позволяют изучить стохастические дифференциальные урав-
нения для параметров апостериорного распределения. Простейшим методом
СОФ является МНА апостериорного распределения. Исключительно важное
практическое значение имеют квазилинейные фильтры, получаемые с помо-
щью методов эквивалентной линеаризации [4–6].

3.2. Нормальный субоптимальный ФЛШ
для гауссовских СтС

Так как нормальное (гауссовское) распределение, аппроксимирующее апо-
стериорное одномерное распределение Xt, полностью определяется матема-
тическим ожиданием X̂t и ковариационной матрицей Rt вектора Xt, то при
аппроксимации апостериорного одномерного распределения вектора Xt нор-
мальным распределением все математические ожидания в правых частях
формул для дифференциалов dX̂t и dRt будут определенными функциями
X̂t, Rt и t. Для гауссовских СтС (ψ′′ = 0, ψ′′

1 = 0) фильтрационные уравне-
ния для нормального СОФ (НСОФ) будут представлять собой стохастические
дифференциальные уравнения, определяющие X̂t и Rt:

dX̂t = f(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)dt+

+ h(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)
[
dYt − f (1)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)dt

]
,

(16)
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dRt =

{
f (2)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)− h(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)(ψ1ν0ψ

T
1 )(Yt,Θ, t)×

× h(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)T
}
dt+

+

ny∑
r=1

ρr(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)
[
dYr − f (1)

r (X̂t, Yt, Rt,Θ, t)dt
]
.

(17)

Здесь введены следующие обозначения:

f = f(X̂t, Yt, Rt, t) = MN [ϕ(Yt,Xt,Θ, t)] = ϕ̂,(18)

f (1) = f (1)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t) =
{
f (1)
r (X̂t, Yt, Rt,Θ, t)

}
=

= MN [ϕ1(Yt,X,Θ, t)] = ϕ̂T
1 ,

(19)

h = h(X̂t, Yt, Rt, t) =

{
MN

[
X̂tϕ1(Yt,Xt,Θ, t)T + ψν0ψ

T
1 (Yt,Xt,Θ, t)

]
−

− X̂tf
(1)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)T

}
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1(Yt,Θ, t),

(20)

f (2) = f (2)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t) = MN

{
(Xt − X̂t)ϕ(Yt,Xt,Θ, t)T +

+ ϕ(Yt,Xt,Θ, t)(XT
t − X̂T

t ) + ψν0ψ
T(Yt,Xt,Θ, t)

}
,

(21)

ρr = ρr(X̂t, Yt, Rt,Θ, t) = MN

{
(Xt − X̂t)(X

T
t − X̂T

t )αr(Yt,Xt,Θ, t) +

+ (Xt − X̂t)βr(Yt,Xt,Θ, t)T(XT
t − X̂T

t ) +

+ βr(Yt,Xt,Θ, t)(XT
t − X̂T

t )

}
(r = 1, ny),

(22)

ϕ(Xt, Yt,Θ, t) = a1(Yt,Θ, t)Xt + a0(Yt,Θ, t),(23)

ϕ1(Xt, Yt,Θ, t) = b1(Yt,Θ, t)Xt + b0(Yt,Θ, t),(24)

где αr — r-й элемент матрицы-строки (ϕT
1 − ϕ̂T

1 )(ψ1ν0ψ
T
1 ), а βkr — элемент

k-й строки и r-го столбца (ψν0ψ
T
1 )(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1; βr — r-й столбец матрицы
(ψν0ψ

T
1 )(ψ1ν0ψ

T
1 ), βr = [β1r . . . βnxr]

T, при этом αr и βr зависят только от Θ, t.
Количество уравнений для апостериорного одномерного распределения

определяется по формуле QМНА = nx(nx+3)
2 .

За начальные значения X̂t, Rt при интегрировании уравнений (16) и (17),
естественно, следует принять условные математическое ожидание и ковариа-
ционную матрицу величины X0 относительно Y0:

X̂0 = MN [X0 | Y0] , R0 = MN
[
(X0 − X̂0)(X

T
0 − X̂T

0 ) | Y0

]
.(25)
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Если нет информации об условном распределении X0 относительно Y0, то
начальные условия можно взять в виде X̂0 = MX0, R0 = M(X0 −MX0)×
×(XT

0 −MXT
0 ). Если же и об этих величинах нет никакой информации, то

начальные значения X̂t, Rt приходится задавать произвольно.

3.3. Нормальный субоптимальный ФЛШ для негауссовских СтС

В основе соответствующей теоремы для СтС (3), (4) с пуассоновскими
шумами в (3) и невырожденной матрицей σ1 = ψ1ν0ψ

T
1 лежат уравнения

(16), (17). При этом потребуется ограниченность функций f , f (1), h, ρr, опре-
деляемых (18)–(22), и функции

f̄ (2) = f (2) +MN

⎡
⎢⎣
∫

Rq
0

ψ′′ψ′′TνP (Θ, t, dv)

⎤
⎥⎦ .(26)

Зам е ч а ни е 2. Для гладких функций ϕ,ϕ1, ψ
′, ψ′

1 и гауссовских СтС
(3), (4) СОФ на основе МНА называется просто гауссовским фильтром [6],
а ФЛШ — нелинейным субоптимальным ФЛШ.

3.4. Квазилинейный НСОФЛШ на основе МСЛ

Для СтС (1), (2) с аддитивными винеровскими и пуассоновскими шумами
уравнения НСОФ проще получаются, если нелинейные функции ϕ и ϕ1 на
основе гауссовского (нормального) распределения заменить на статистически
линеаризованные [4–6]:

ϕ = ϕ(Xt, Yt,Θ, t)≈ ϕ0 + kϕx (Xt −mx
t ) + kϕy (Yt −my

t ),(27)
ϕ1 = ϕ1(Xt, Yt,Θ, t)≈ ϕ10 + kϕ1

x (Xt −mx
t ) + kϕ1

y (Yt −my
t ),(28)

а затем использовать уравнения линейной фильтрации [4–6] для Zt =

=
[
XT

t Y T
t

]T. Коэффициенты статистической линеаризации зависят от ма-
тематических ожиданий, дисперсий и ковариаций

mz
t =

[
mx

t

my
t

]
, Kz

t =

[
Kx

t Kxy
t

Kxy
t Ky

t

]
.(29)

Они определяются из уравнений

Żt = AzZt +Az
0 +Bz

0V, V = Ẇ ,(30)

ṁz
t = Azmz

t +Az
0, mZ

t0 = mz
0,(31)

K̇z
t = BzKz

t +Kz
t (B

z)T +Bz
0ν

m(Bz
0)

T, Kz
t0 = Kz

0 .(32)

Здесь введены следующие обозначения:

Az
0 =

[
a0
b0

]
, Az =

[
a1 a
b1 b

]
, Bz

0 =

[
ψ̄

ψ̄1

]
,
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a = kϕy , a1 = kϕx , a0 = ϕ0 − kϕxm
x
t − kϕym

y
t ,

b = kϕ1
y , b1 = kϕ1

x , b0 = ϕ0 − kϕ1
x mx

t − kϕ1
y my

t ,

ψdW0 +

∫

Rq
0

ψ′′P 0(dt, dv) = ψ̄dW, ψ′
1dW0 +

∫

Rq
0

ψ′′
1P

0(dt, dv) = ψ̄1dW,(33)

где νW — интенсивность СтП с независимыми приращениями, состоящего из
винеровской и пуассоновской частей. Тогда уравнения квазилинейного НСОФ
будут иметь вид

˙̂
Xt = aYt + a1X̂t + a0 + βt

[
Zt − (bYt + b1X̂t + b0)

]
,(34)

βt = (Rtb
T
1 + ψ̄νW ψ̄T

1 )(ψ̄1ν
W ψ̄T

1 )
−1,(35)

Ṙt = a1Rt +Rta
T
1 + ψ̄νW ψ̄T −

− (Rtb
T
1 + ψ̄νW ψ̄T

1 )(ψ̄1ν
W ψ̄T

1 )
−1(b1Rt + ψ̄1ν

W ψ̄T).
(36)

3.5. Основные результаты раздела 3

Утв е ржд е ни е 4. Пусть выполнены условия утверждения 1. Тогда
НСОФ для (3), (4) описывается уравнениями (16), (17), (25) при условиях
ограниченности функций (18)–(22).

Утв е ржд е ни е 5. Пусть выполнены условия утверждения 2. Тогда
НСОФ для гауссовской системы (3) описывается уравнениями (16), (17),
(25) при условиях ограниченности функций (18)–(22).

Утв е ржд е ни е 6. Пусть СтС (1), (2) содержит только аддитивные
винеровские и пуассоновские шумы и допускает замену статистически ли-
неаризованной, а матрица σ1 = ψ̄1ν

W ψ̄T
1 не вырождена. Тогда в основе ал-

горитма квазилинейного НСОФ лежат уравнения (31)–(33) при начальных
условиях (25).

Зам е ч а ни е 3. Из теорем 1–6 немедленно следуют уравнения НСОФ для
фильтрации стационарных процессов в установившемся режиме для стацио-
нарных СтС, если приравнять нулю правые части фильтрационных уравне-
ний.

4. Субоптимальные ФЛШ на основе обобщенных
фильтров Калмана – Бьюси (ОФКБ)

Для гауссовских СтС при условиях Липцера – Ширяева в [4, 6] описаны
методы с.к. оптимального синтеза путем разложения в ряд Тейлора правых
частей уравнений с.к. оптимальной фильтрации и удержания членов первого,
второго и высших порядков относительно разностей Xt − X̂t. Если ограни-
читься членами первого порядка, то получим искомые уравнения:

Ẋt=
[
ϕ(X̂t, Yt,Θ, t)+ϕx(X̂t, Yt,Θ, t)T(Xt− X̂t)

]
+ψ(X̂t, Yt,Θ, t)V0(Θ, t),(37)

45



Ẏt =
[
ϕ1(X̂t,Yt,Θ, t)+ϕ1x(X̂t,Yt,Θ, t)T(Xt− X̂t)

]
+ψ1(X̂t,Yt,Θ, t)V0(Θ, t),(38)

ϕ(X̂t, Yt,Θ, t) + ϕx(0, Yt,Θ, t)T(Xt − X̂t)≡ a(Yt,Θ, t)X̂t + a0(Yt,Θ, t),(39)

ϕ1(X̂t, Yt,Θ, t) + ϕ1x(0, Yt,Θ, t)T(Xt − X̂t)≡ b(Yt,Θ, t)X̂t + b0(Yt,Θ, t),(40)
˙̂
Xt = ϕ(X̂t, Yt,Θ, t) + h(0, Yt, Rt,Θ, t)

[
Ẏt − ϕ1(X̂t, Yt,Θ, t)

]
,(41)

Ṙt = ϕx(0, Yt,Θ, t)TRt +Rtϕx(0, Yt,Θ, t) + (ψν0ψ
T)(0, Yt,Θ, t)−

− h(0, Yt, Rt,Θ, t)(ψ1ν0ψ
T
1 )(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)h(0, Yt, Rt,Θ, t)T,

(42)

h(0, Yt, Rt,Θ, t) =

=
[
Rtϕ1x(0, Yt,Θ, t) + (ψν0ψ

T)(0, Yt,Θ, t)
]
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1(Yt,Θ, t).
(43)

При этом характеристическая функция апостериорного распределения яв-
ляется гауссовской. Этот фильтр называется ОФКБ первого порядка, так как
учитываются только члены первого порядка относительно Xt−X̂t. Если учи-
тывать члены высших порядков, то ОФКБ будет негауссовским.
Таким образом, имеем следующий результат.

Утв е ржд е ни е 7. Пусть при фиксированном Θ = θ СтС (37), (38) удо-
влетворяют условиям Липцера – Ширяева. Тогда уравнения ФЛШ имеют
вид (41)–(43) при начальных условиях (25).

Зам е ч а ни е 4. Как показано [4, 6], ОФКБ второго и высших порядков в
силу условий Липцера – Ширяева совпадают с фильтрами первого порядка.
Для негауссовских систем ФЛШ приводит к результатам, точность которых
трудно оценить, поэтому рекомендуется использовать подходы [4, 6, 8–12] и
следующего раздела 5.

5. Субоптимальные ФЛШ на основе параметризации
апостериорного распределения

Для приближенного решения уравнений для апостериорной одномерной
характеристической функции и плотности вероятностей можно использо-
вать методы, основанные на параметризации одномерного распределения
посредством начальных и центральных вероятностных моментов, семиин-
вариантов и квазимоментов, а также методов ортогональных разложений
(МОР) [4–6]. В [4–12] подробно описаны методы синтеза с.к. условно-опти-
мальных фильтров (УОФ) для решения задач реального времени при усло-
виях Липцера – Ширяева. Рассмотрим частный случай УОФЛШ на основе
аппроксимации апостериорного распределения посредством МОР.
При аппроксимации апостериорной одномерной плотности отрезком ее ор-

тогонального разложения [4, 5]:

pt(x,Θ) = p∗(x; Θ, ϑ) = w(x; Θ)

⎡
⎣1 +

N∑
k=3

∑
|ν|=k

cνpν(x)

⎤
⎦ ,(44)
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естественно принять за параметры, образующие вектор ϑ, апостериорные ма-
тематическое ожидание X̂t, ковариационную матрицу Rt вектора Xt, а также
коэффициенты ортогонального разложения (КОР) cν (|ν| = 3, N ). Здесь КОР
определяется формулой

cκ = [qκ(∂/i∂λ)gt(λ,Θ)]λ=0 .(45)

Заметим, что полином qκ зависит от X̂t и Rt; w(x; Θ) — эталонное распреде-
ление.
В основе ортогонального субоптимального ФЛШ лежат, во-первых, урав-

нения для X̂s и Rsq:

dX̂s = fsdt+ hs(dYt − f (1)dt) = AX̂sdt+BX̂sdYt (s = 1, nx),(46)

dRsq = (f (2)
sq − hsψ1ν0ψ

T
1 h

T
q )dt+ ηsq(dYt − f (1)dt) = ARsqdt+BRsqdYt.(47)

Здесь X̂s(t0) = Xs0, Rsq(t0) = Rsq0; s, q = 1, nx; ηsq — матрица-строка, элемен-
тами которой служат соответствующие элементы матрицы ρ1, . . . , ρn1 :

ηsq = ηes+eq = [ρ1sq . . . ρmsq] (s, q,= 1, nx),

где hs, f (1), f (2)
sq — по координатная запись выражений (18)–(24). Во-вторых,

для любого полинома P (x), P [(∂/∂(iλ))gt(λ)]λ=0 = P (α), где α — начальный
вероятностный момент, получаем стохастические дифференциальные урав-
нения для КОР:

dcκ =

⎧⎨
⎩Fκ +

nx∑
s=1

∂qκ(α)

∂X̂s

fs +

nx∑
s,u=1

∂qκ(α)

∂Rsu

(
f (2)
su − hsψ1ν0ψ

T
1 h

T
u

)
+

+
1

2

nx∑
s,u=1

∂2qκ(α)

∂X̂s∂X̂u

hsψ1ν0ψ
T
1 h

T
u +

1

2

nx∑
s,u,k,l=1

∂2qκ(α)

∂Rsu∂Rkl
ηsuψ1ν0ψ

T
1 η

T
kl +

+

nx∑
s,k,l=1

∂2qκ(α)

∂X̂s∂Rkl

hsψ1ν0ψ
T
1 η

T
kl

⎫⎬
⎭ dt+

⎧⎨
⎩Hκ +

nx∑
s=1

∂qκ(α)

∂X̂s

hs +

+

nx∑
s,u=1

∂qκ(α)

∂Rsu
ηsu

⎫⎬
⎭ (dYt − f (1)dt) = Acκdt+BcκdYt,

cκ(t0) = cκ0 (|κ| = 3, N ).

(48)

Здесь в дополнение к прежним обозначениям принято:

Fκ = Fκ(Yt,Θ, ϑ, t) =

nx∑
s=1

Mp∗
[
ϕs(Yt,X,Θ, t)

∂qκ(X)

∂Xs

]
+

+
1

2

nx∑
s,u=1

Mp∗
[
σsu(Yt,X,Θ, t)

∂2qκ(X)

∂Xs∂Xu

]
,

(49)

47



Hκ = Hκ(Yt, ϑ,Θ, t) =

{
Mp∗ [ϕ1(Yt,X,Θ, t)Tqκ(X)

]
+

+

nx∑
s=1

Mp∗
[
(ψν0ψ

T
1 )s(Yt,X,Θ, t)

∂qκ(X)

∂Xs

]
− cκf

(1)T

}
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1(Yt,Θ, t),

(50)

где через (ψν0ψ
T
1 )s обозначена s-я строка матрицы ψν0ψ

T
1 ; σ = ψν0ψ

T
1 =

= {σsu} f .
Функции fs, f (1), f (2)

su , hs, ηsu, Fκ иHκ в уравнениях (46)–(48) представляют
собой линейные комбинации величин cν (|ν| = 3, N ) с коэффициентами, за-
висящими от X̂t и Rt. Величины ∂qκ(α)/∂X̂s, ∂qκ(α)/∂Rsu, ∂2qκ(α)/∂X̂s∂X̂u,
∂2qκ(α)/∂Rsu∂Rkl, ∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rkl после замены моментов их выражениями
через cν тоже будут линейными комбинациями величин cν с коэффициента-
ми, зависящими от X̂t и Rt.
В частном случае разложений (44) по полиномам Эрмита КОР cν пред-

ставляют собой квазимоменты (КМ). В этом случае, как показано в [4, 5], для
производных полиномов Эрмита Gν формулы (49), (50) приводятся к виду

Fκ =

nx∑
s=1

κsM
p∗ [ϕs(Yt,X,Θ, t)Gκ−es(X −m)] +

+
1

2

nx∑
s=1

κs(κs − 1)Mp∗ [σss(Yt,X,Θ, t)Gκ−2es(X −m)] +

+

nx∑
u=2

u−1∑
s=1

κsκuM
p∗ [σsu(Yt,X,Θ, t)Gκ−es−eu(X −m)] ,

(51)

Hκ =

{
Mp∗ [ϕ1(Yt,X,Θ, t)TGκ(X −m)

]
+

+

nx∑
s=1

κsM
p∗[(ψν0ψT

1 )(Yt,X, t)Gκ−es(X−m)
]−f (1)Tcκ

}
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1(Yt, t),

(52)

где

∂qκ(α)/∂X̂s = −κscκ−es ,(53)

∂qκ(α)/∂Rss = −1

2
∂qκ(α)/∂X̂

2
s = −1

2
κs(κs − 1)cκ−2es ,

∂qκ(α)/∂Rsu = −∂2qκ(α)/∂X̂s∂X̂u = −κsκucκ−es−eu ,(54)

∂2qκ(α)/∂R
2
ss =

1

4
κs(κs − 1)(κs − 2)(κs − 3)cκ−4es ,

∂2qκ(α)/∂Rss∂Rkk =
1

4
κs(κs − 1)κs(κs − 1)cκ−2es−2ek ,

∂2qκ(α)/∂Rss∂Rsl =
1

2
κs(κs − 1)(κs − 2)κlcκ−3es−el ,
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∂2qκ(α)/∂Rss∂Rkl =
1

2
κs(κs − 1)κkκlcκ−2es−ek−el ,

∂2qκ(α)/∂Rsu∂Rsl = κs(κs − 1)κuκlcκ−2es−eu−el ,

∂2qκ(α)/∂Rsu∂Rkl = κsκuκkκlcκ−es−eu−ek−el ,(55)

∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rss =
1

2
κs(κs − 1)(κs − 2)cκ−3es ,

∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rsl = κs(κs − 1)κcκ−2es−el ,

∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rkk =
1

2
κsκk(κk − 1)cκ−es−2ek ,

∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rkl = κsκkκlcκ−es−ek−el .(56)

Таким образом, имеем следующие утверждения.

Утв е ржд е ни е 8. В условиях утверждения 2 алгоритм ортогонально-
го субоптимального ФЛШ по МОР определяется уравнениями (44)–(48) при
условиях ограниченности (49), (50).

Утв е ржд е ни е 9. В условиях утверждения 2 алгоритм ортогонально-
го субоптимального ФЛШ по МКМ определяется уравнениями теоремы 8
при условиях (50)–(56).

В случае пуассоновских шумов, которые влияют только на f (2), надо за-
менить f (2) на F̄ (2) согласно (26). В результате придем к следующим утвер-
ждениям.

Утв е ржд е ни е 10. В условиях утверждения 1 алгоритм ортогональ-
ного субоптимального ФЛШ по МОР определяется теоремами 5 и 8 при
условии ограниченности (18)–(20), (22), (49), (50).

Утв е ржд е ни е 11. В условиях утверждения 2 алгоритм ортогональ-
ного субоптимального ФЛШ по МКМ определяется теоремами 5 и 9 при
условиях ограниченности (18)–(20), (22), (51), (52).

6. Точность и чувствительность ФЛШ

Применяя методы теории чувствительности [13, 14] для приближенного
анализа фильтрационных уравнений раздела 3 и учитывая случайность пара-
метров Θ, придем к следующим уравнениям для функций чувствительности
первого порядка:

d∇ΘX̂s = ∇ΘAX̂sdt+∇ΘBX̂sdYt, ∇ΘBX̂s(t0) = 0,(57)

d∇ΘRsq = ∇ΘARsqdt+∇ΘBRsqdYt, ∇ΘRsq(t0) = 0,(58)

d∇Θcκ = ∇ΘAcκdt+∇ΘBcκdYt, ∇Θcκ(t0) = 0.(59)

В (57)–(59) процедура взятия производных осуществляется по всем вхо-
дящим переменным, а коэффициенты чувствительности вычисляются при
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Θ = mΘ. При этом предполагается малость дисперсий по сравнению с их ма-
тематическими ожиданиями. Очевидно, что при дифференцировании по Θ
(∇Θ = ∂/∂Θ) порядок уравнений возрастает пропорционально числу произ-
водных. Аналогично составляются уравнения для элементов матриц вторых
функций чувствительности.
Для оценки качества нормальных ФЛШ при гауссовских Θ с математи-

ческим ожиданием mΘ и ковариационной матрицей KΘ, введем условную
функцию потерь, допускающую квадратичную аппроксимацию:

ρX̂s = ρX̂s(Θ) = ρ(mΘ) +
nΘ∑
i=1

ρ′i(m
Θ)Θ0

s +
nΘ∑ nΘ∑
i,j=1

ρ′′ij(m
Θ)Θ0

iΘ
0
j ,(60)

а также показатель ε

ε = ε
1/4
2 .(61)

Здесь

ε2 = MN
[
ρ(Θ)2

]− ρ(mΘ)2,(62)

MN
[
ρ(Θ)2

]
= ρ(mΘ)2 + ρ′(mΘ)TKΘρ′(mΘ) + 2ρ(mΘ)tr

[
ρ′′(mΘ)KΘ

]
+

+
{
tr
[
ρ′′(mΘ)KΘ

]}2
+ 2tr

[
ρ′′(mΘ)KΘ

]2
,

(63)

а функции ρ′ и ρ′′ по известным формулам определяются на основе первых
и вторых функций чувствительности.

7. Заключение

Разработаны два типа приближенных ФЛШ. Первый тип создан на основе
обобщенного фильтра Калмана – Бьюси, а второй — на основе параметриза-
ции апостериорного распределения по методам ортогонального разложения
и квазимоментов.
Изложенные выше методы синтеза ФЛШ дают принципиальную возмож-

ность получить фильтр, близкий к оптимальному с любой степенью точности.
Чем выше максимальный порядок учитываемых параметров ортогонального
разложения, тем выше будет точность приближения к оптимальной оценке.
Однако число уравнений, определяющих параметры апостериорного одно-
мерного распределения, быстро растет с увеличением числа учитываемых
параметров. Соответствующие оценки можно найти в [4, 5, 13].
Результаты, во-первых, допускают обобщение на случай дискретных и

непрерывно-дискретных ФЛШ и, во-вторых, для СтС с автокоррелирован-
ными помехами при условиях Липцера – Ширяева. При этом интерес пред-
ставляет использование ненормированных апостериорных распределений.
Авторы благодарны А.В. Борисову за ценные замечания.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ РАСПРЕДЕЛЕННОГО
ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОГО ОБЪЕКТА УПРАВЛЕНИЯ

С УЧЕТОМ ВНУТРЕННЕЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ. I

Исследуются динамические свойства реакции одномерной упругой си-
стемы на внешнее тепловое воздействие. В отличие от предыдущей рабо-
ты по исследованию свойств этого объекта здесь учитывается влияние ме-
ханических колебаний на процесс передачи тепла. Устанавливается, что и
при учете этого влияния сохраняется свойство двойного интегрирующего
эффекта по каналу тепловое воздействие → механические колебания.

Ключевые слова: распределенный термомеханический объект, динамиче-
ские свойства, оператор, передаточная функция, внутренняя обратная
связь, двойной интегрирующий эффект.
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1. Введение

Исследования процессов деформации упругих тел под действием источ-
ников тепла проводились в классических работах [1–4]. Наиболее полное ис-
следование этих процессов проведено в книге В. Новацкого [5], где дан вы-
вод основных уравнений термоупругости, учитывающих взаимное влияние
деформаций распределенного объекта на процесс передачи тепла.
Из современных исследований по теории термоупругости и по конкрет-

ным ее проблемам можно назвать, например, [6], где исследуются плоские
гармонические волны в термоупругой среде, [7], где получается уравнение
состояния термоупругости, [8], где дается современное изложение теории тер-
моупругости, [9], где изучается влияние частоты внешних воздействий и па-
раметров материала на амплитуды термоупругих волн, и [10], где на основе
представления для свободной энергии термоупругой среды (см. [5]) получа-
ются выражения для напряжений и энтропии, а по ним — дифференциальные
уравнения перемещений частиц среды и распространения тепла.
В настоящей работе исследуются динамические свойства одномерной

упругой механической системы, подверженной внешнему тепловому воздей-
ствию на одном из концов.
В качестве исходных основ для составления математической модели про-

цессов в такой системе были приняты работы [5, 10], но в отличие от предыду-
щих исследований динамических свойств этого объекта (см. [11]) здесь учи-
тывается внутренняя, присущая объекту, обратная связь от механических пе-
ремещений к процессу передачи тепла. Устанавливается, что в данной, более
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точной, математической модели объекта сохраняется свойство двойного инте-
грирующего эффекта реакции механических колебаний объекта на внешнее
тепловое воздействие.

2. Математическое описание динамических свойств объекта управления

Пусть заданы линеаризованные (вокруг некоторого установившегося ре-
жима) дифференциальные уравнения продольных колебаний стержня огра-
ниченной длины, подвергающегося тепловому воздействию на одной из гра-
ниц: ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∂2ϕ

∂t2
= c2

∂2ϕ

∂x2
− β

∂θ

∂x
,

βт
∂2ϕ

∂t ∂x
+

∂θ

∂t
= a

∂2θ

∂x2
,

(2.1)

где t ≥ 0, x ∈ [0, l]; a, c, β, βт — положительные константы (см., например,
[5], гл. 3, § 9, уравнения (3), (4)).
Здесь ϕ(x)(t) — перемещение сечения, находящегося на расстоянии x от

места приложения теплового воздействия; θ(x)(t) — температура стержня в
сечении x.
Принимаем нулевые начальные условия по времени и граничные условия

в виде ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ϕ′
x (0) = 0,

ϕ′
x (l) = 0,

(−λθ′x + αθ) (0) = u,

(λθ′x + αθ) (l) = 0,

(2.2)

где u — внешнее тепловое воздействие (функция времени).

3. Выражение для передаточной функции u → (ϕ(x)
θ(x)

)

1. Выполнив преобразование Лапласа уравнений системы (2.1) при гра-
ничных условиях (2.2), получаем систему обыкновенных дифференциальных
уравнений:

⎧⎪⎨
⎪⎩

c2
∂2ϕ̄

∂x2
(x)(p) − p2ϕ̄(x)(p)− β

∂θ̄

∂x
(x)(p) = 0,

a
∂2θ̄(x)

∂x2
− βтp

∂ϕ̄

∂x
− pθ̄ = 0

(3.1)

с граничными условиями
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ϕ′
x(0) = 0,

ϕ′
x(l) = 0,

(−λθ′x + αθ̄)(0) = ū,

(λθ′x + αθ̄)(l) = 0.

(3.2)
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Здесь p — точка комплексной плоскости C.
2. Решение системы уравнений (3.1) с граничными условиями (3.2) приво-

дит к следующему результату.
Те ор ем а 1. Зависимости ϕ̄ (x) и θ̄ (x) от ū имеют следующий вид:

ϕ̄ (x) =

[
−βaD1 (x) +

d1
ΔA

(
ac2D3 (x)− b1pD1 (x)

)
+

+β
d2
ΔA

(pD0 (x) + arD1 (x))

]
ū

λ
,

(3.3)

θ̄ (x) =

[
−ac2D2 (x) + ap2D0 (x) +

d1
ΔA

βтp
3D0 (x)+

+
d2
ΔA

(
a c2 D3 (x) + ra c2 D2 (x)− b2pD1 (x)− r a p2D0 (x)

) ] ū
λ
,

(3.4)

где

D0 (x) =
sh
(√

ρ1x
)
/
√
ρ1 − sh

(√
ρ2x

)
/
√
ρ2

R
,

D1 (x) =
ch
(√

ρ1x
)− ch

(√
ρ2x

)
R

,

D2 (x) =

√
ρ1 sh

(√
ρ1x

)−√
ρ2 sh

(√
ρ2x

)
R

,

D3 (x) =
ρ1ch

(√
ρ1x

)− ρ2ch
(√

ρ2x
)

R
,

ρ1,2 =
(a p + b1) p±R

2ac2
, R =

√
(ap+ b1)

2 − 4ac2p3,

ΔA = a11a22 − a12a21, a11 = ac2 (D3)
′
x (l)− b1pD2 (l) ,

a12 = β (pD1 (l) + arD2 (l)) , a21 = βтp
3 (D1 (l) + rD0 (l)) ,

a22 = ac2 (D3)
′
x (l) + 2rac2D3 (l) +

(
r2ac2 − b2p

)
D2 (l)−

− rp (b2 + ap)D1 (l)− r2ap2D0 (l) ,

(D3)
′
x (l) =

ρ
3/2
1 sh

(√
ρ1l
)− ρ

3/2
2 sh

(√
ρ2l
)

R
,

b1 = c2 + ββт, b2 = ap+ ββт, r =
α

λ
,

d1 = a22f1 − a12f2, d2 = a11f2 − a21f1, f1 = βaD2 (l) ,

f2 = ac2 (D3 (l) + rD2 (l))− ap2 (D1 (l) + rD0 (l)) .

Доказательство теоремы см. в Приложении П.1.
3. Для выяснения динамических свойств исследуемого объекта далее

рассматривается поведение передаточных функций операторов u → ϕ (x) и
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u → θ (x) в окрестности нуля плоскости C. Результатом этого исследования
является

Те ор ем а 2. Передаточная функция оператора u → ϕ (x) исследуемого
объекта представляется в окрестности нуля плоскости C в виде β

λ
1+O(p)
(2+rl)p2

,
т.е. этот оператор отражает двойное интегрирующее свойство объекта
по каналу “внешнее тепловое воздействие → механические колебания”. Пе-
редаточная же функция оператора u → θ (x) стремится при p → 0 к кон-
станте 1+r(l−x)

α(2+rl) .

(Здесь под O (p) понимается функция v (p), для которой отношение v(p)
p

ограничено в окрестности нуля плоскости C.)
Доказательство теоремы 2 см. в Приложении 2.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
1. Выполним преобразование Лапласа уравнений (3.1) по пространствен-

ной координате x, учитывая граничные условия (3.2) (см. [12], гл. VI, § 1,
п. 80, формулы (6) и (7)):

{ (
c2q2 − p2

)
¯̄ϕ (q)− βq ¯̄θ (q) = z1 (q) ,

−βтqp ¯̄ϕ (q) + (aq2 − p)¯̄θ (q) = z2 (q) ,
(П.1.1)

где ¯̄y (q) — преобразование Лапласа от функции ȳ (x) по x,

z1 (q) = c2qϕ̄ (0)− βθ̄ (0) , z2 (q) = aqθ̄ (0) + aθ̄′x (0)− βтpϕ̄ (0) .

Решение системы уравнений (П.1.1) относительно вектора
(

¯̄ϕ
¯̄θ

)
имеет

вид

¯̄ϕ (q) =
z1 (q)

(
aq2 − p

)
+ βqz2 (q)

Δ (q)
=

=
ac2q3ϕ̄ (0) +B1q + βpθ̄ (0)

Δ (q)
,

(П.1.2)

¯̄θ (q) =
βтz1 (q) qp+ z2 (q)

(
A2q2 − p2

)
Δ(q)

=

=
ac2q3θ̄ (0) + ac2q2θ̄′x (0)− b2qpθ̄ (0) +B2p

2

Δ(q)
,

(П.1.3)

где

Δ(q) = det

(
c2q2 − p2 −βq
−βтqp aq2 − p

)
= ac2q4 − q2p (ap+ b1) + p3 =

= ac2
(
q2 − ρ1

) (
q2 − ρ2

)
,
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ρ1,2 =
(a p+ b1) p±R

2ac2
, R =

√
(ap+ b1)

2 p2 − 4ac2p3,

B1 = βaθ̄′x (0)− b1pϕ̄ (0), B2 = βтpϕ̄ (0)− aθ̄′x (0),

b1 = c2 + ββт, b2 = ap+ ββт.

2. Используя соотношение

1

Δ (q)
=

1

R

(
1

q2 − ρ1
− 1

q2 − ρ2

)
,

от выражений (П.1.2) и (П.1.3) переходим к оригиналам по координате x
(см. [12], гл. VI, § 1, п. 80, формула (4))

ϕ̄ (x) = ac2ϕ̄ (0)D3 (x) +B1D1 (x) + βpθ̄ (0)D0 (x) ,(П.1.4)

θ̄ (x) = ac2θ̄ (0)D3 (x) + ac2θ̄′x (0)D2 (x)−
− b2pθ̄ (0)D1 (x) +B2p

2D0 (x) ,
(П.1.5)

где

D0 (x) =
sh
(√

ρ1x
)
/
√
ρ1 − sh

(√
ρ2x

)
/
√
ρ2

R
,

D1 (x) = (D0)
′
x (x) =

ch
(√

ρ1x
)− ch

(√
ρ2x

)
R

,

D2 (x) = (D1)
′
x (x) =

√
ρ1 sh

(√
ρ1x

)−√
ρ2 sh

(√
ρ2x

)
R

,

D3 (x) = (D2)
′
x (x) =

ρ1ch
(√

ρ1x
)− ρ2ch

(√
ρ2x

)
R

,

3. Подставляя выражения (П.1.4) и (П.1.5) в граничные условия (3.2) и
учитывая соотношение

(D3)
′
x (x) =

ρ
3/2
1 sh

(√
ρ1x

)− ρ
3/2
2 sh

(√
ρ2x

)
R

,(П.1.6)

получаем:
первое из условий (3.2) выполняется;
второе из условий (3.2) принимает вид

ac2ϕ̄ (0) (D3)
′
x (l) +B1D2 (l) + βpθ̄ (0)D1 (l) = 0;(П.1.7)

последнее из условий (3.2) принимает вид

ac2(D3)
′
x(l)θ̄(0) + ac2D3(l)θ̄

′
x(0)− b2pD2(l)θ̄(0) +B2p

2D1(l)+

+r
⌊
ac2D3(l)θ̄(0) + ac2D2(l)θ̄

′
x(0)− b2pD1(l)θ̄(0) +B2p

2D0(l)
⌋
= 0,

(П.1.8)

где r = α
λ .
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Используя третье из условий (3.2) в виде

θ′x (0) = rθ̄ (0)− ū

λ
(П.1.9)

и выражения для Bi (i = 1, 2), (см. пояснения к (П.1.3) получаем систему

уравнений относительно вектора y =

(
ϕ̄ (0)
θ̄ (0)

)
:

Ay = f,(П.1.10)

где

A = (aij ; i, j = 1, 2) , f =

(
f1
f2

)
ū

λ
,

a11 = ac2 (D3)
′
x (l)− b1pD2 (l) , a12 = β (pD1 (l) + arD2 (l)) ;

a21 = βтp
3 (D1 (l) + rD0 (l)) , a22 = ac2

(
(D3)

′
x (l) + 2rD3 (l) + r2D2 (l)

)−
− b2p (D2 (l) + rD1 (l))− arp2 (D1 (l) + rD0 (l)) ,

f1 = βaD2 (l) , f2 = ac2 (D3 (l) + rD2 (l))− ap2 (D1 (l) + rD0 (l)) .

Решение системы (П.1.10) имеет вид
(
ϕ (0)
θ (0)

)
=

(
d1
d2

)
ū

λΔA
,(П.1.11)

где ΔA = a11a22 − a12a21, d1 = a22f1 − a12f2, d2 = a11f2 − a21f1.
Подставляя (П.1.11) в (П.1.4) и в (П.1.5), получаем выражения для ϕ̄ (x)

и θ̄ (x), приведенные в формулировке теоремы 1.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Ниже для функций ϕ, ψ, отображающих плоскость C в себя, будем обозна-
чать через O (ψ) класс функций ϕ, для которых отношение ϕ(p)

ψ(p) ограничено
в окрестности нуля плоскости C.
1. Опираясь на известное соотношение

√
1 + v = 1 +

v

2
+O

(
v2
)
,

асимптотику поведения функции R (см. пояснения к (П.1.3)) в окрестности
нуля плоскости C можно представить в виде

R = (ap+ b1) p

√
1− 4ac2p

(ap+ b1)
2 =

= (ap+ b1) p

(
1− 2ac2p

(ap+ b1)
2O

(
p2
))

= b1p+O
(
p2
)
.

(П.2.1)
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Поэтому, опираясь на соотношение

ρ1 − ρ2
R

=
1

a c2
,(П.2.2)

получаем асимптотику для ρi (i = 1, 2).

ρ1 =
ap2 + 2b1p+O

(
p2
)

2ac2
=

b1p

ac2
+O

(
p2
)
,(П.2.3)

ρ2 =
ap2 +O

(
p2
)

2ac2
= O

(
p2
)
.(П.2.4)

2. При p → 0 значения функцииD0 (x) стремятся к x3

6ac2
, значения функции

D1 (x) — к x2

2ac2
и значения функции D3 (x) — к 1

ac2
.

3. Асимптотика функции D2 (x) при p → 0:

D2 (x) =(П.2.5)

=

√
ρ1

(√
ρ1x+ ρ

3/2
1 x3/6 +O

(
ρ
5/2
1

))
−√

ρ2

(√
ρ2x+ ρ

3/2
2 x3/6 +O

(
ρ
5/2
2

))

R
=

=
x+ x3 (ρ1 + ρ2) /6 +

∑2
i=1O

(
ρ3i
)

ac2
=

=
1

ac2

[
x+

x3

6

b1p+ a p2

ac2
+O

(
p2
)] −−−→

p→0

x

ac2
.

4. Асимптотика функции (D3)
′
x (x) при p → 0 определяется из (П.1.6):

(D3)
′
x (x) =

ρ
3/2
1

R

(√
ρ1x+ ρ

3/2
1 x3/6 +O

(
ρ
5/2
1

))
−

− ρ
3/2
2

R

(√
ρ2x+ ρ

3/2
2 x3/6 +O

(
ρ
5/2
2

))
=

=
1

ac2

[
x (ρ1 + ρ2) + x3

(
ρ21 + ρ1ρ2 + ρ22

)
/6 +

2∑
i=1

O
(
ρ4i
)]

=

=
1

ac2

[
x
b1p+ ap2

ac2
+

x3

6

(
b1p

ac2

)2

+O
(
p3
)]

=

= d31 (x) p+ d32 (x) p
2 +O

(
p3
) −−−→

p→0
0,

(П.2.6)

где

d31 (x) =
xb1

(ac2)2
, d32 (x) =

x

ac4

(
1 +

1

6

(
xb1
ac

)2
)
.

5. При p → 0 значения функции a12 стремятся к βrl
c2
, а значения функции

a22 — к r (2 + rl).
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6. Асимптотика функции a11 при p → 0 следует из асимптотик функций
(D3)

′
x (x) и D2 (x) (см. пп. 2 и 3):

a11 =
l

c2
p2 +O

(
p3
)
.(П.2.7)

7. Асимптотика функции a 21 при p → 0 следует из предельных значений
функций D0 (l) и D1 (l):

a21 =
βтl

2

2ac2

(
1 +

rl

3

)
p3 +O

(
p4
)
.(П.2.8)

8. Поэтому на основании пп. 5–7 функцию ΔA можно представить в виде

ΔA =
rl (2 + rl)

c2
p2 +O

(
p3
)
.(П.2.9)

9. На основании пп. 2 и 3 значения функции f1 при p → 0 стремятся к
βl
c2
, а значения функции f2 — к 1 + rl. Поэтому значения функции d1 при

p → 0 стремятся к rβl
c2
, а функцию d2 можно представить в виде, аналогичном

представлению (П.2.7) для ΔA:

d2 =
l

c2
(1 + rl) p2 +O

(
p3
)
.(П.2.10)

Отношение d2
ΔA

представляется при p → 0 в виде

d2
ΔA

=
1 + rl

r (2 + rl)
(1 +O (p)) .(П.2.11)

Отношение же d1
ΔA

представляется в виде

d1
ΔA

=
β

(2 + rl) p2
(1 +O (p)) .(П.2.12)

10. Подставляя полученные в предыдущих пунктах асимптотики в (3.3) и
(3.4), получаем утверждения теоремы 2.

Автор благодарен Л.А. Черемушкиной за творческую помощь в работе и
за подбор литературы по термоупругости.
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Представлена система массового обслуживания с эластичными и неэла-
стичными заявками для анализа совместной передачи трафика межма-
шинных и широкополосных коммуникаций в соте LTE. Поступающие в
систему эластичные заявки образуют марковский поток и обслуживают-
ся в соответствии с дисциплиной справедливого разделения процессора
на выделяемых блоками ресурсах. Получена система уравнений равно-
весия для расчета стационарного распределения вероятностей состояний
и выражения основных вероятностно-временных характеристик. На при-
мере рассматриваемой системы исследована связь характеристик произ-
водительности системы и коэффициента корреляции последовательных
интервалов между поступлениями заявок в марковском потоке.

Ключевые слова: разделение ресурсов, марковский поток, межмашинные
коммуникации, интернет вещей, MAP, IoT, mMTC, LTE.
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1. Введение

Дальнейшее развитие сетей сотовой подвижной связи направлено на ре-
шение двух задач: расширение возможностей существующих систем по ши-
рокополосной передаче данных (mobile broad band, MBB) и обеспечение ком-
плексной инфраструктуры для межмашинных коммуникаций (machine-type
communications, MTC) как для потребительских, так и для промышленных
нужд, призванной стать основой для полноценного развертывания Интер-
нета вещей (Internet of Things, IoT) [1]. Таким образом, в одной сети связи
необходимо организовать эффективную передачу трафика двух типов с прин-
ципиально различными характеристиками и требованиями к качеству обслу-
живания. Действительно, если трафик MBB, как правило, связан с услугами
телефонии и мультимедиа и характеризуется продолжительными соедине-
ниями и передачей больших объемов данных с малыми задержками, то для
трафика MTC характерна передача пакетов данных малого размера от чрез-
вычайно большого количества устройств.

1 Публикация подготовлена при финансовой поддержке Минобрнауки России (проект
№2.882.2017/4.6).
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Поддержка двух принципиально различных типов трафика, необходи-
мость реализации которой возникла в сетях Long Term Evolution (LTE), по-
иному ставит задачи оптимизации ресурсов соты, причем как канальных,
так и сигнализации. Например, в статье [2] построена вероятностная модель
для анализа эффективности механизма доступа устройств MTC в соту LTE.
Пропускная способность соты здесь оценивается не с точки зрения канальных
ресурсов, а как среднее число успешных попыток получить доступ в сеть за
единицу времени. Модель позволяет настроить параметры стандартных про-
цедур радиодоступа LTE таким образом, чтобы максимизировать пропуск-
ную способность соты.
В [3] предложена математическая модель для анализа совместной переда-

чи межмашинного и широкополосного трафика в соте сети пятого поколения
с поддержкой механизмов нарезки (slicing) сети доступа. Модель построена
в виде системы массового обслуживания и учитывает потери запросов как
из-за нехватки канальных ресурсов, так и из-за коллизий на этапах уста-
новления соединения. Численный анализ модели показывает, что основные
потери в соте вызваны именно нехваткой сигнальных ресурсов для обслужи-
вания большого числа устройств MTC.
Одним из возможных способов избежать перегрузок на уровне радиодо-

ступа при обслуживании очень большого числа устройств MTC и обеспечить
покрытием труднодоступные места (например, подвальные помещения) яв-
ляется агрегация трафика MTC посредством кластеризации (группировки)
устройств, при которой один или несколько узлов сети, называемых агре-
гаторами, осуществляют передачу данных на базовую станцию от группы
устройств MTC [4, 5]. В [6, 7] в роли агрегаторов предложено использовать
устройства MTC, первыми установившие соединение с базовой станцией.
В настоящей статье предложена модель для анализа разделения каналь-

ных ресурсов соты сети, обслуживающей трафик MBB и MTC с агрегацией
трафика MTC и резервированием ресурсов. Модель построена в виде систе-
мы массового обслуживания (СМО) с двумя типами заявок. Заявки, соот-
ветствующие запросам от устройств MTC, образуют марковский входящий
поток [8, 9] и обслуживаются в соответствии с дисциплиной справедливо-
го разделения процессора на выделяемых блоками ресурсах. Поскольку ско-
рость обслуживания заявок данного типа зависит от числа заявок в системе,
называем их эластичными.
На численном примере исследовано поведение системы с входящими пото-

ками некоторых специальных видов и связь корреляции длин последователь-
ных интервалов между поступлениями заявок марковского потока с характе-
ристиками системы. Существенное влияние корреляции во входящем потоке
на характеристики функционирования СМО отмечено в [10, 11], где при чис-
ленном анализе ряда систем замечено ухудшение показателей производитель-
ности с ростом коэффициента корреляции (см., например, [11, с. 290]). В на-
стоящей статье показано, что коэффициент корреляции во входящем марков-
ском потоке не обязательно отражает характер распределения поступлений
заявок во времени, вызывающий ухудшение показателей производительности
СМО.
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Статья организована следующим образом. В разделе 2 производится по-
строение СМО, описаны входящие потоки и особенности выделения ресурсов
заявкам разных типов. В разделе 3 получена система уравнений равновесия
(СУР) для нахождения стационарного распределения вероятностей состоя-
ний системы. Эффективный алгоритм для решения СУР представлен в раз-
деле 4. В разделе 5 даны выражения для основных вероятностно-временных
характеристик СМО. В разделе 6 представлены результаты численного ана-
лиза.

2. Построение системы массового обслуживания

Рассмотрим соту сети LTE, в которой осуществляется предоставление двух
типов услуг связи: передача потоков данных MBB, например телефония, и
передача блоков данных от устройств MTC, например счетчиков потребления
электроэнергии. Для построения математической модели такой соты сделаем
следующие упрощающие предположения. Пусть все оконечные устройства не
меняют своего положения относительно базовой станции и имеют одинако-
вое значение отношения сигнал/шум. Таким образом, все устанавливаемые
в соте радиоканалы имеют одинаковые характеристики, и скорость переда-
чи данных определяется лишь количеством выделенных единиц канального
ресурса. Под единицей (канального) ресурса будем понимать условную вели-
чину, соответствующую минимально допустимой скорости передачи данных
(например, в кбит/с) для заданного количества выделенных физических ре-
сурсных блоков.
С ростом предложенной нагрузки планировщик на базовой станции LTE

определяет оптимальный размер диапазона выделяемых радиоресурсов, ис-
ходя из установленных оператором сети требований к качеству обслужива-
ния. Будем считать, что при поступлении запросов на MBB-соединения пла-
нировщик выделяет канальные ресурсы оконечному устройству на все время
сеанса связи (телефонного разговора). Передача же MTC-данных осуществ-
ляется через агрегатора следующим образом: при поступлении первого за-
проса на MTC-передачу агрегатор соединяется с базовой станцией и обслу-
живание последующих MTC-запросов производится по уже установленному
каналу. Если количество одновременно обслуживаемых посредством одно-
го канала MTC-устройств не позволяет соблюсти требования к качеству об-
служивания, то агрегатор запрашивает установление еще одного канала с
теми же характеристиками. При отсутствии активных соединений с MTC-
устройствами канал между базовой станцией и агрегатором разрывается.
Для того чтобы сделать сети LTE эффективным механизмом обслужива-

ния MTC-трафика, необходимы методы распределения радиоресурсов, ми-
нимизирующие влияние MTC на качество обслуживания традиционных або-
нентов, приносящих пока основной доход операторам сетей связи. Поэтому
будем считать, что часть ресурсов соты доступна только трафику MBB и не
может использоваться для соединений с агрегатором MTC.
Рассмотрим изображенную на рис. 1 многолинейную СМО, обслуживаю-

щую заявки двух типов. Заявки первого типа – эластичные – обслуживаются
с переменной скоростью, зависящей от числа заявок данного типа в систе-
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Рис. 1. Система массового обслуживания с эластичными и неэластичными
заявками.

ме, и описывают соединения MTC. Заявки второго типа – неэластичные –
обслуживаются с постоянной скоростью и соответствуют соединениям MBB.
Поток эластичных заявок является марковским, или MAP-потоком (Mar-

kovian Arrival Process, подробнее см., например, [8–10]), и задан двумя квад-
ратными матрицами Q0 и Q1 порядка K, Q1 � 0. Матрица Q = Q0 +Q1

представляет собой инфинитезимальную матрицу управляющей марковским
потоком цепи Маркова (ЦМ) с непрерывным временем {ξ(t), t � 0}, причем
Q0 содержит интенсивности ее переходов без генерации заявок, тогда как Q1

описывает переходы с генерацией заявок. Будем считать, что матрица Q1 от-
лична от нулевой, а управляющая цепь {ξ(t), t � 0} является неприводимой.
Обозначим через 1 вектор-столбец из единиц и через 0— вектор-строку из ну-
лей соответствующей контексту размерности. Вектор-строка q стационарных
вероятностей состояний ЦМ {ξ(t), t � 0} находится как единственное реше-
ние системы линейных алгебраических уравнений qQ = 0, q1 = 1. Средняя
интенсивность потока дается выражением

λ = qQ11,(1)

дисперсия длин интервалов между поступлениями равна

σ2 =
2

λ
q(−Q0)

−11− 1

λ2
,(2)
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а коэффициент корреляции длин последовательных интервалов между по-
ступлениями находится по формуле

r =
1
λ − qQ−1

0 Q1Q
−1
0 1

1
λ + 2qQ−1

0 1
.(3)

Длины эластичных заявок (т.е. требуемые длительности обслуживания
с единичной скоростью) являются независимыми случайными величинами,
распределенными по экспоненциальному закону с параметром μ. Во время
своего пребывания в системе каждая эластичная заявка занимает не менее
b > 0 единиц ресурса.
Заявки второго типа – неэластичные – образуют пуассоновский поток ин-

тенсивности α и обслуживаются с постоянной скоростью в течение случайно-
го времени, распределенного по экспоненциальному закону с параметром β.
Каждая принятая на обслуживание неэластичная заявка получает ровно d
единиц ресурса системы.
Пусть общий объем ресурсов СМО для обслуживания заявок равен C, из

которых CE � C единиц могут выделяться заявкам обоих типов, а C − CE

единиц доступны только неэластичным заявкам (часть ресурсов резервиру-
ется для трафика MBB). Для обслуживания эластичных заявок ресурсы вы-
деляются блоками по c � b единиц, что соответствует выделению ресурсов
агрегатору. Обозначим через

M = �c/b� = max {y∈ N : y � c/b}
максимальное число эластичных заявок, которые могут обслуживаться одно-
временно одним блоком ресурсов размера c. Тогда если в системе находятся
l эластичных заявок, то объем занимаемых ими ресурсов равен

c(l) = c · �l/M� = c ·min {y∈ N : y � l/M} .
Этот объем ресурсов поровну делится между эластичными заявками, нахо-
дящимися в СМО, т.е. скорость обслуживания каждой эластичной заявки
равна c(l)

l .
Далее, если в СМО, в которой обслуживаются l эластичных заявок, посту-

пает (l + 1)-я эластичная заявка, то возможен один из следующих вариантов:
— если в момент поступления заявки c(l + 1) = c(l), то заявка принимается

на обслуживание без выделения дополнительных ресурсов, при этом объем
ресурсов, занятых эластичными заявками, перераспределяется поровну меж-
ду l + 1 заявками и скорость обслуживания снижается;
— если в момент поступления заявки c(l) < c(l + 1) � CE и в СМО име-

ются c свободных единиц ресурса, то заявка принимается на обслуживание с
выделением ресурсного блока размером c единиц, при этом c(l + 1) единиц ре-
сурса поровну перераспределяются между эластичными заявками в системе
и скорость их обслуживания возрастает;
— если в момент поступления заявки c(l + 1) > c(l) и при этом c(l + 1) >

> CE и/или в СМО нет свободных c единиц ресурса, то поступившая заявка
теряется, не оказывая влияния на дальнейшее функционирование СМО.
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Принятая в СМО эластичная заявка обслуживается с переменной скоро-
стью до тех пор, пока ее остаточная длина не будет равна нулю, после чего
покидает систему. В момент ухода эластичной заявки ресурсы перераспреде-
ляются между оставшимися l − 1 эластичными заявка следующим образом:
— если c(l − 1) = c(l), то ресурсы не высвобождаются и c(l) единиц ресур-

сов поровну делятся между оставшимися l − 1 эластичными заявками;
— если c(l − 1) < c(l), то ресурсный блок объемом c единиц высвобожда-

ется и c(l − 1) единиц ресурса системы перераспределяется поровну между
оставшимися l − 1 эластичными заявками.
Неэластичная заявка принимается на обслуживание, если в момент ее по-

ступления в СМО имеется хотя бы d свободных единиц ресурса. Заявка зани-
мает этот объем ресурсов на время обслуживания и высвобождает в момент
выхода из СМО. Если в момент поступления неэластичной заявки объем сво-
бодных ресурсов системы меньше d, то заявка теряется, не оказывая влияния
на дальнейшее функционирование системы.

3. Стационарное распределение вероятностей состояний

Обозначим через S = �CE/c� максимальное число ресурсных блоков, кото-
рые могут быть выделены эластичным заявкам. Тогда максимально возмож-
ное число эластичных заявок в СМО равно L = MS. Введем еще обозначение
для максимального числа неэластичных заявок в системе, в которой уже об-
служиваются l эластичных заявок:

N(l) =

⌊
C − c(l)

d

⌋
, 0 � l � L.(4)

Теперь пусть l(t) ∈ {0, . . . , L} и n(t) ∈ {0, . . . , N(0)} — соответственно числа
эластичных и неэластичных заявок в СМО, а k(t) ∈ {1, . . . ,K} — состояние
управляющей марковским потоком ЦМ в момент времени t � 0. Тогда сто-
хастическое поведение рассматриваемой системы можно описать трехмерной
ЦМ с непрерывным временем {X(t) = (l(t), n(t), k(t)) , t � 0} над простран-
ством состояний

X = {(l, n, k) : 0 � l � L, n � 0, c(l) + nd � C, 1 � k � K} .(5)

Расположим состояния ЦМ {X(t), t � 0} в лексикографическом порядке и
обозначим через A ее матрицу интенсивностей переходов. Обозначим через I
единичную матрицу порядкаK и доопределим функциюN(l), заданную в (4),
положив N(l) = N(L) при l > L.
Лемма 1. Инфинитезимальная матрица A имеет блочно-трехдиаго-

нальную структуру:

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

D0 Λ0

M1 D1 Λ1 0
M2

. . . . . .

. . . DL−1 ΛL−1

0 ML DL

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.(6)
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Блоки, расположенные на пересечении i-й блочной строки и j-го блоч-
ного столбца, представляют собой блочные матрицы блочных размеров
(N(i− 1) + 1)× (N(j − 1) + 1), составленные из квадратных матриц поряд-
ка K. Диагональные блоки матрицы A имеют вид

Dl =

{
Dl,1 при N(l) = N(l + 1),

[Dl,1 Dl,2] при N(l) > N(l + 1),
(7)

Dl,1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fl,0 αI

βI Fl,1 αI 0
2βI

. . . . . .

. . . Fl,N(l+1)−1 αI

N(l+1)βI Fl,N(l+1)

0 (N(l+1)+1)βI

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 0 � l < L,

Dl,2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
αI

Gl,N(l+1)+1 αI 0
(N(l+1)+2)βI Gl,N(l+1)+2 αI

(N(l+1)+3)βI
. . . . . .
. . . Gl,N(l)−1 αI

0 N(l)βI Gl,N(l)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 0 � l < L,

DL,1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

GL,0 αI

βI GL,1 αI 0
2βI

. . . . . .

. . . GL,N(L)−1 αI

0 N(L)βI GL,N(L)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

Fl,j =

{
Q0 − (α+ jβ + c(l)μ)I при j �= N(l),

Q0 − (N(l)β + c(l)μ)I при j = N(l)

и

Gl,j = Fl,j +Q1.
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Под- и наддиагональные блоки матрицы A являются блочными диагональ-
ными прямоугольными матрицами вида

Λl =

⎡
⎢⎣
Q1 0. . .
0 Q1

0 . . . 0

⎤
⎥⎦ ,(8)

Ml =

⎡
⎣c(l)μI 0 0. . .

...
0 c(l)μI 0

⎤
⎦ .(9)

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство основано на анализе переходов ЦМ
{X(t), t � 0} за бесконечно малый интервал времени. Переходы происходят
в результате наступления следующих событий:
— Принятие на обслуживание эластичной заявки. Поступление эластич-

ных заявок происходит при переходах управляющей ЦМ {ξ(t), t � 0}, сопро-
вождающихся генерацией заявок. Интенсивности таких переходов содержит
матрица Q1. В матрице A данные интенсивности объединены в блоки Λl,
l = 0, . . . , L− 1, имеющие блочные размеры (N(l) + 1)× (N(l + 1) + 1) и, сле-
довательно, являющиеся квадратными при N(l + 1) = N(l). Ненулевые вне-
диагональные элементы Λl являются интенсивностями переходов из состоя-
ния (l, n, k) в состояние (l + 1, n, k∗), где k �= k∗. Диагональные элементы Λl

соответствуют переходам из (l, n, k) в (l + 1, n, k).
— Окончание обслуживания эластичной заявки вызывает переход из

состояния (l,n,k) в состояние (l−1,n,k). Интенсивности данных пере-
ходов c(l)μ объединены в блоки Ml, l = 1, . . . , L, блочного размера
(N(l) + 1)× (N(l − 1) + 1). Блоки являются диагональными матрицами,
квадратными при N(l) = N(l − 1).
— Принятие на обслуживание неэластичной заявки вызывает переход из

состояния (l, n, k) в состояние (l, n+ 1, k). Интенсивности данных переходов α
содержат наддиагональные подблоки αI блоков Dl, l = 0, . . . , L.
— Окончание обслуживания неэластичной заявки вызывает переход из

(l, n, k) в (l, n− 1, k). Интенсивности данных переходов nβ объединены в под-
диагональные подблоки блоков Dl, l = 0, . . . , L.
— Переход ЦМ {ξ(t), t � 0} без генерации заявки (интенсивности Q0) или

с генерацией заявки, но в таком состоянии системы, где нет свободных ресур-
сов для ее принятия на обслуживание (интенсивности Q), вызывает переход
процесса {X(t), t � 0} из состояния (l, n, k) в (l, n, k∗), k∗ �= k. Данные ин-
тенсивности содержатся в диагональных подблоках блоков Dl, l = 0, . . . , L,
причем подблоки Fl,j соответствуют переходам {ξ(t), t � 0} без генерации
заявки в системе, где достаточно ресурсов для принятия заявки, тогда как
подблоки Gl,j соответствуют любым переходам {ξ(t), t � 0} в системе, где
ресурсов для принятия эластичной заявки недостаточно.
Диагональные элементы матрицы A отрицательны, и их абсолютные зна-

чения соответствуют интенсивностям выхода процесса {X(t), t � 0} из соот-
ветствующего состояния. Поскольку за бесконечно малый промежуток време-
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ни не может произойти более одного из перечисленных выше событий, осталь-
ные элементы матрицы A равны нулю. Лемма 1 доказана.
Так как при сделанных предположениях ЦМ {X(t), t � 0} регулярна и

неприводима, а ее пространство состояний X конечно, то существует стацио-
нарное распределение вероятностей состояний данного процесса. Предста-
вим его в векторном виде в соответствии с разбиением (6) матрицы интен-
сивностей переходов A на блоки: p = (p0,p1, . . . ,pL), где pl = (pl,0,pl,1, . . .
. . . ,pl,N(L)), l = 0, . . . , L, и pl,n = (pl,n,1, pl,n,2, . . . , pl,n,K), n = 0, . . . , N(l). Ста-
ционарные вероятности p удовлетворяют системе уравнений равновесия

pA = 0(10)

с условием нормировки p1 = 1. В случаях когда размерность данной систе-
мы невелика, ее легко решить стандартными методами с помощью компьюте-
ра. В противном случае можно воспользоваться специальным эффективным
алгоритмом, приведенным в следующем разделе и представляющим собой
частный случай блочного метода исключения Гаусса.

4. Алгоритм вычисления стационарного распределения

Разобьем матрицы Λl, l = 0, . . . , L− 1, в соответствии с разбиением ниже-
лежащих блоков Dl+1 следующим образом:

Λl =

{
Λl,1 при N(l + 1) = N(l + 2),
[Λl,1 Λl,2] при N(l + 1) > N(l + 2),

(11)

Λl,1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q1 0
. . .

Q1

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Λl,2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
Q1

. . .
Q1

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где Λl,1 имеет N(l + 1) + 1 блочных столбцов.
Лемма 2. Компоненты pl, l = 0, . . . , L, вектора – решения СУР (10) свя-

заны соотношениями

pl = p0Hl, l = 1, . . . , L,(12)

где матрицы Hl, l = 1, . . . , L, размеров K(N(0) + 1)×K(N(l) + 1) вычисля-
ются рекуррентно по формулам:

H0 = I,

H1 = − 1

c(1)μ
D0,1,

Hl+1 = − 1

c(l + 1)μ
(Hl−1Λl−1,1 +HlDl,1) , l = 1, 2, . . . , L− 1.
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Вектор p0 является единственным решением системы линейных уравнений

p0Z = z,(13)

в которой вектор-строка z получается заменой последних K элементов ну-
левого вектора-строки длины K(N(0) + 1) вектором q, тогда как матри-
ца Z является невырожденной квадратной матрицей порядка K(N(0) + 1)
и вида Z = [Z0,Z1, . . . ,ZL], где Z0 = D0,2, Zl = Hl−1Λl−1,2 +HlDl,2, l =
= 1, . . . , L− 1, а матрица ZL получена заменой последних K столбцов
HL−1Λl−1 +HLDL матрицей

∑L
l=0Hl (1⊗ I). (Символ ⊗ здесь обозначает

произведение Кронекера.)

Дока з а т е л ь с т в о. Используя блочную структуру матрицы A и учиты-
вая специальный вид ее поддиагональных блоковMl, систему уравнений (10)
можно записать в виде:

p0D0,1 + c(1)μp1 = 0,(14a)

p0D0,2 = 0,(14b)

pl−1Λl−1,1 + plDl,1 + c(l + 1)μpl+1 = 0, l = 1, . . . , L− 1,(14c)

pl−1Λl−1,2 + plDl,2 = 0, l = 1, . . . , L− 1,(14d)

pL−1ΛL−1,2 + pLDL = 0.(14e)

Из уравнений (14a) и (14c) данной системы получаются рекуррентные со-
отношения (12), тогда как уравнения (14b), (14d) и (14e) составляют систе-
му (13) с условием нормировки

∑L
l=0

∑N(l)
n=0 pl,n,k = qk, k = 1, . . . ,K. Лемма 2

доказана.

5. Вероятностно-временные характеристики

Зная стационарное распределение вероятностей состояний системы, легко
получить набор важных для приложений вероятностно-временных характе-
ристик. В частности, вероятности потерь эластичных и неэластичных заявок
равны соответственно:

BE =
1

λ

⎛
⎝L−1∑

l=0

N(l)∑
n=N(l+1)+1

pl,nQ11+

N(L)∑
n=1

pL,nQ11

⎞
⎠ ,(15)

BNE =
L∑
l=0

pl,N(l)1.(16)

Среднее число занятых единиц ресурса системы можно получить по формуле

c̄ =

L∑
l=0

N(l)∑
n=0

(dn + c(l))pl,n1.(17)

70



Средние числа эластичных и неэластичных заявок в СМО даются соответ-
ственно выражениями:

NE =
L∑
l=1

N(l)∑
n=0

lpl,n1,(18)

NNE =

L∑
l=0

N(l)∑
n=1

npl,n1.(19)

Для нахождения среднего времени обслуживания эластичной заявки приме-
нима формула Литтла:

TE =
NE

λ(1−BE)
.(20)

6. Численный анализ

В данном разделе рассмотрим систему со следующими структурными па-
раметрами: C = 200, CE = 180, d = 10 и b = 1. Положим α = 10−3, β = 10−4

и μ = 0,05. В качестве входящего потока эластичных заявок рассмотрим при-
меры потоков, предложенные С. Чакраварти в [10], а именно: некоррели-
рованные пуассоновский, гиперэкспоненциальный и Эрланга, отрицательно
коррелированный марковский (MAP-NC) и положительно коррелированный
марковский (MAP-PC) с параметрами, приведенными в таблице, а также па-
раметризованный марковский поток вида

Q0 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−a a 0 0 0
0 −a a 0 0
0 0 −a a 0
0 0 0 −a 0
0 0 0 0 −100a

⎤
⎥⎥⎥⎦,(21)

Q1 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

aπ1 0 0 0 a(1− π1)
100a(1 − π2) 0 0 0 100aπ2

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Поток вида (21) (будем кратко обозначать его MAP-PAR), условно говоря,
имеет два режима функционирования: как поток Эрланга порядка четыре и
интенсивности a/4 и как пуассоновский поток интенсивности 100a. Парамет-
ры π1 и π2 определяют переходы между режимами: если поток находится в
режиме потока Эрланга, то после поступления заявки с вероятностью π1 по-
ток останется в данном режиме, а с дополнительной вероятностью перейдет
в режим пуассоновского потока. Аналогично π2 является вероятностью после
поступления заявки остаться в режиме пуассоновского потока. Марковский
поток MAP-PAR построен таким образом, что, варьируя параметры π1 и π2,

71



Входящие потоки эластичных заявок
Обозна-
чение

Q0 Q1 r σ

EXP(1) [−1] [1] 0 1

HYPEXP
[−1,9 0

0 −0,19

] [
1,71 0,19
0,171 0,019

]
0 2,24472

ERLANG

⎡
⎢⎢⎢⎣

−5 5 0 0 0
0 −5 5 0 0
0 0 −5 5 0
0 0 0 −5 5
0 0 0 0 −5

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
5 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎦ 0 0,44721

MAP-NC

[−1,00243 1,00243 0
0 −1,00243 0
0 0 −225,797

] [
0 0 0

0,01002 0 0,99241
223,539 0 2,258

]
–0,48891 1,40952

MAP-PC

[−1,00243 1,00243 0
0 −1,00243 0
0 0 −225,797

] [
0 0 0

0,99241 0 0,01002
2,258 0 223,539

]
0,48891 1,40952

можно варьировать значения коэффициента корреляции (3) при фиксиро-
ванной средней интенсивности λ. При этом значение параметра a получается
из (1) по формуле

a = λ
0,01(1 − π1) + 4(1 − π2)

1− π1 + 1− π2
.(22)

Средняя интенсивность всех потоков таблицы равна единице; σ обозначает
среднеквадратичное отклонение длин интервалов между поступлением зая-
вок.
На основе результатов численного анализа в [10, 11] подчеркивается важ-

ная роль корреляции (и особенно положительной корреляции) интервалов
между поступлением заявок потока, оцениваемой как коэффициент корреля-
ции длин последовательных интервалов (3). С. Чакраварти в [10] на числен-
ных примерах показал существенное различие характеристик потока и про-
изводительности СМОMAP|M|5 при негативной и позитивной корреляции во
входящем MAP-потоке. В [11, с. 280–290, 393–395] для ряда СМО более слож-
ной структуры замечен эффект ухудшения показателей производительности
системы с ростом коэффициента корреляции входящего MAP-потока.
На рис. 2 представлена зависимость вероятности потерь (15) эластичных

заявок от параметра c. На рис. 2 видно, что вероятности потерь эластичных
заявок действительно оказываются существенно выше для входящих марков-
ских потоков с положительным коэффициентом корреляции r > 0 (рис. 2,б ),
тогда как для потоков с отрицательной корреляцией r < 0 (рис. 2,а) значения
вероятности потерь ниже и близки к вероятности потерь при простейшем вхо-
дящем потоке той же интенсивности. Здесь поток MAP-PAR имеет характе-
ристики r = −0,49804, σ = 1,1129 при π = (0,21; 0,01) (рис. 2,а) и r = 0,47697,
σ = 6,36608 при π = (0,61; 0,99) (рис. 2,б ).
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Рис. 2. Вероятность потерь эластичных заявок BE как функция от c для:
1 – EXP(1), 2 – HYPEXP, 3 – ERLANG, 4 – MAP-NC, 5 – MAP-PAR при
π = (0,21; 0,01), 6 – MAP-PC, 7 – MAP-PAR при π = (0,61; 0,99).
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Рис. 3. Характеристики марковского потока MAP-PAR (21) при λ = 1.

Теперь зафиксируем c = 15 и рассмотрим вероятности потерь в СМО с
входящим потоком MAP-PAR при различных значениях параметров 0 �
� π1, π2 < 1. На рис. 3 показаны коэффициент корреляции r (рис. 3,а) и сред-
неквадратичное отклонение σ (рис. 3,б ) для данного потока при λ = 1. Отме-
тим, что при приближении π2 к единице имеет место резкий рост дисперсии
потока, тогда как коэффициент корреляции плавно возрастает с ростом π2,
меняя знак при π2 = 1− π1.
На рис. 4 представлена вероятность потерь эластичных заявок BE как

функция от коэффициента корреляции r. Значения обоих характеристик
получены для следующей последовательности значений параметра π2: 0,1,
0,2, . . . , 0,9, 0,91, . . . , 0,99, 0,999, 0,99999. Для всех рассмотренных π1 вероят-
ность потерь резко увеличивается, приближаясь к π2 = 0,99, однако падает
уже при π2 = 0,999. При этом, как видно на рис. 4,а, коэффициент корреля-
ции r монотонно возрастает с ростом π2.
Таким образом, как показывает рис. 4, само по себе значение (и даже

знак) коэффициента корреляции потока не позволяет для исследуемой СМО
предсказать поведение вероятности потерь. В частности, для π1 = 0 рост про-
исходит при отрицательных значениях коэффициента корреляции, а при вы-
соких r наблюдаются как высокие так и низкие значения BE. Вообще го-
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метра π2 при π1 = 0,5.

воря, только пользуясь данными графиков рис. 4, можно подобрать такую
последовательность пар (π1;π2), на которой коэффициент корреляции будет
возрастать, а вероятность потерь – убывать.
На рис. 5 отдельно представлена зависимость вероятности потерь эластич-

ных заявок BE и коэффициента корреляции r от параметра π2 при π2 близких
к единице, т.е. в том диапазоне, где вероятность потерь достигает максиму-
ма. Здесь рассмотрен случай π1 = 0,5. На графике отчетливо видно, что, в
частности, на отрезке [0,99; 0,995] вероятность потерь резко убывает, тогда
как коэффициент корреляции потока продолжает свой рост.
Заметим, что потоки MAP-NC и MAP-PC, предложенные в [10] для иллю-

страции роли коэффициента корреляции, аналогично потоку MAP-PAR (21)
представимы в виде

Q0 =

⎡
⎣−a a 0

0 −a 0
0 0 −aγ

⎤
⎦, Q1 =

⎡
⎣ 0 0 0

aπ1 0 a(1− π1)
aγ(1− π2) 0 aγπ2

⎤
⎦ ,
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Рис. 6. Нагрузка от эластичного трафика в СМО с MAP-PAR при (π1, π2) =
= (0,99; 0,99).

при γ = 225,25, π = (0,01; 0,01) в случае MAP-NC, π = (0,99; 0,99) в случае
MAP-PC. Значение a получается при λ = 1,000212 по формуле

a = λ
γ−1(1− π1) + 2(1− π2)

1− π1 + 1− π2
,

а зависимости коэффициента корреляции и среднеквадратичного отклонения
данного потока от пары параметров (π1, π2) качественно повторяют графики
рис. 3. Кроме того, выводы в [11] о связи показателей производительности
СМО с корреляцией во входящем потоке для MAP-потока сделаны на осно-
ве расчетов, выполненных для серии из трех потоков с одинаковой средней
интенсивностью и возрастающими коэффициентами корреляции. Эти пото-
ки также имеют по одному относительно большому диагональному элементу
в матрице Q1, причем данные элементы, как и корреляция, возрастают от
первого потока к третьему.
Чтобы лучше понять природу колебаний нагрузки, приводящих к росту

вероятности потерь в системе, и выявить их связь с корреляцией в потоке,
обратимся к результатам имитационного моделирования, представленным на
рис. 6–8. Результаты получены с помощью специально разработанной в среде
OMNeT++ модели рассматриваемой СМО, которая подробно описана в [12].
На графиках показаны фрагменты реализации имитационной модели, а имен-
но: интервалы между поступлениями эластичных заявок (рис. 6,а, 7,а и 8,а;
непрерывной линией показано скользящее среднее значение) и соответст-
вующая мгновенная предложенная нагрузка, измеряемая как число занятых
эластичными заявками единиц ресурса в системе неограниченной емкости
(рис. 6,б, 7,б и 8,б ; непрерывной линией показано среднее значение). Здесь,
как и ранее, c = 15, а в качестве входящего потока эластичных заявок взят
MAP-PAR (21) с λ = 1 и различными значениями параметров (π1, π2).
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Рис. 7. Нагрузка от эластичного трафика в СМО с MAP-PAR при (π1, π2) =
= (0; 0,99).

Рис. 8. Нагрузка от эластичного трафика в СМО с MAP-PAR при (π1, π2) =
= (0,9; 0,9999).

На рис. 6 представлен фрагмент реализации модели при (π1, π2) =
= (0,99; 0,99), a = 2,005. Поток имеет характеристики r = 0,6522367 и
σ = 1,2196604. В точках, где скользящее среднее опускается к нулю, заявки
поступают сериями с очень коротким интервалом. Например, около t = 41838
в систему поступает серия из 251 заявки за период Δt≈ 1,3. Это объясняется
относительно большим значением нижнего диагонального элемента матри-
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цы Q1, который равен Q1
K,K = 100aπ2 = 198,495. Такой характер поступле-

ния заявок, с одной стороны, порождает существенные всплески нагрузки,
а с другой – отражается на коэффициенте корреляции. При относительно
большой стационарной вероятности соответствующего состояния управляю-
щей марковским потоком цепи qK (здесь qK = 0,0024938) данные всплески
нагрузки происходят достаточно часто, чтобы также отразиться на стацио-
нарной вероятности потерь, которая в системе ограниченной емкости с дан-
ным потоком равна BE = 0,211593.
На рис. 7 показан фрагмент реализации модели при (π1, π2) = (0; 0,99),

a = 0,049505. Здесь также имеют место всплески нагрузки, однако связаны
они с наличием одиночных длительных интервалов между поступлениями
(вызванных прохождением управляющей потоком ЦМ через первые четыре
состояния) и компенсирующими эти интервалы периодами более концентри-
рованного поступления заявок (скользящее среднее опускается к 0,2). В дан-
ном случае Q1

K,K = 4,9009901 и qK = 0,2. Поскольку длительные интервалы –
одиночные, корреляция в потоке слабо отрицательная: r = −0,0079719; сред-
неквадратичное отклонение велико и составляет σ = 8,9376059. Стационар-
ная вероятность потерь в системе ограниченной емкости с данным потоком
равна BE = 0,049382.
Наконец, на рис. 8 показан фрагмент реализации модели при (π1, π2) =

= (0,9; 0,9999), a = 0,013986, иллюстрирующий поток с высокой корреляци-
ей (r = 0,7154592), но отсутствием всплесков нагрузки, приводящих к поте-
рям. Здесь длительные периоды нагрузки средней интенсивности (скользя-
щее среднее около 0,75) сменяются периодами очень слабой нагрузки. В ре-
зультате вероятность потерь в системе ограниченной емкости с данным пото-
ком сопоставима с показателем в системе с пуассоновским потоком и равна
BE = 0,002305 (сравним B

EXP (1)
E = 0,001228). Большое значение коэффици-

ента корреляции вызвано не сериями малых интервалов между поступле-
ниями, как на рис. 6, а сериями больших интервалов. Среднеквадратичное
отклонение составляет σ = 10,107635, Q1

K,K = 1,3984615, qK = 0,7142857.
Добавим, что приведенный в разделе 4 статьи алгоритм дает суще-

ственный выигрыш во времени вычисления и размерности задачи, одна-
ко в ряде интересных для приложений диапазонов нагрузочных парамет-
ров система (13) оказывается плохо обусловленной. Поэтому часть значений
вероятностно-временных характеристик на рис. 2, 4 и 5 были получены путем
численного решения непосредственно системы (10).

7. Заключение

В статье представлена система массового обслуживания с неэластичными
и эластичными заявками для анализа совместной передачи трафика MBB
и MTC с агрегацией последнего и резервированием ресурсов. На численном
примере исследована связь коэффициента корреляции последовательных ин-
тервалов между поступлением заявок в марковском потоке с вероятностью
потерь в СМО. Показано, что всплески предложенной нагрузки, приводящие
к потерям, могут иметь место как при положительной, так и при отрицатель-
ной корреляции, и что возможно отсутствие всплесков нагрузки при высокой
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корреляции во входящем потоке. Таким образом, в рассматриваемой СМО
коэффициент корреляции в марковском входящем потоке не может являться
надежным индикатором уровня производительности системы.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ericsson 5G systems: Enabling the transformation of industry and society.
Ericsson white paper, 2017. https://www.ericsson.com/en/white-papers/5g-systems-
enabling-the-transformation-of-industry-and-society

2. Zhan W., Dai L. Massive Random Access of Machine-to-Machine Communications
in LTE Networks: Modeling and Throughput Optimization // IEEE Trans. Wireless
Communications. 2018. V. 17. No. 4. P. 2771–2785.

3. Mancuso V., Castagno P., Sereno M., Marsan M.A. Slicing Cell Resources: The
Case of HTC and MTC Coexistence // IEEE INFOCOM 2019 – IEEE Conf. on
Computer Communications. Paris, France. 2019. P. 667–675.

4. Dawy Z., Saad W., Ghosh A., Andrews J.G., Yaacoub E. Towards Massive Machine
Type Cellular Communications // IEEE Wireless Commun. 2017. V. 24. No. 1.
P. 120–128.

5. Kim D.M., Sørensen R., Mahmood K., Østerbø O., Zanella A., Popovski P.
Data Aggregation and Packet Bundling of Uplink Small Packets for Monitoring
Applications // IEEE Network. 2017. V. 31. No. 6. P. 32–38.

6. Lin C.-Y., Kao H.-W., Tsai M.-H., Chang H.-L. Gateway-Assisted Two-Stage Radio
Access for Machine Type Communication in LTE-Advanced Network // Comput.
Commun. 2017. No. 105. P. 79–88.

7. Gharbieh M., Bader A., ElSawy H., Alouini M.-S., Adinoyi A. The Advents of
Device-to-Device Relaying for Massively Loaded 5G Networks // GLOBECOM
2017 – 2017 IEEE Global Communications Conf. 2017. P. 1–7.

8. Lucantoni D.M. New Results on the Single Server Queue with a Batch Markovian
Arrival Process // Comm. Statist. Stoch. Models. 1991. V. 7. No. 1. P. 1–46.

9. Наумов В.А. Марковские модели потоков требований / Сб. Системы массового
обслуживания и информатика. М.: Изд-во УДН, 1987. С. 67–73.

10. Chakravarthy S.R. Markovian arrival processes / Wiley Encyclopedia of Operations
Research and Management Science. John Wiley & Sons, Inc., 2010.

11. Вишневский В.М., Дудин А.Н., Клименок В.И. Стохастические системы с кор-
релированными потоками. Теория и применение в телекоммуникационных се-
тях. М.: Техносфера, 2018.

12. Yarkina N., Samouylov K., Vishnevskiy V. Analysis of Resource Sharing Between
MBB and MTC Sessions with Data Aggregation Using Matrix-Analytic Methods
and Simulation // 21st Int. Conf. DCCN 2018. Moscow, Russia, September 17–21,
2018.

Статья представлена к публикации членом редколлегии А.И. Кибзуном.

Поступила в редакцию 22.07.2019
После доработки 13.10.2019
Принята к публикации 28.11.2019

78



Автоматика и телемеханика, № 4, 2020

Робастное, адаптивное и сетевое
управление

c© 2020 г. А.Ю. АЛЕКСАНДРОВ, д-р физ.-мат. наук (a.u.aleksandrov@spbu.ru)
(Санкт-Петербургский государственный университет;

Университет ИТМО, Санкт-Петербург),
А.Д. СЕМЕНОВ (sashkasem@mail.ru)

(Университет ИТМО, Санкт-Петербург),
А.Л. ФРАДКОВ, д-р техн. наук (fradkov@mail.ru)

(Институт проблем машиноведения РАН, Санкт-Петербург;
Санкт-Петербургский государственный университет)

ЗАПАЗДЫВАНИЯ И ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ НЕ МЕШАЮТ
РАЗМЕЩАТЬ АГЕНТОВ НА ОТРЕЗКЕ:

ДИСКРЕТНОЕ ВРЕМЯ1

Рассматривается задача развертывания агентов на отрезке прямой в
дискретном времени при наличии запаздывания в каналах связи и пере-
ключений и при отсутствии информации о значении запаздывания и о
законе переключения. Показано, что ни запаздывания, ни переключения
не влияют на сходимость состояний агентов к равномерному размещению
на отрезке. Теоретические результаты иллюстрируются численным моде-
лированием. Доказательства основаны как на известных, так и на новых
подходах к анализу устойчивости позитивных систем.

Ключевые слова: мультиагентные системы, равномерное размещение, по-
зитивные системы, запаздывание, переключения.

DOI: 10.31857/S0005231020040066

1. Введение

Уже более двух десятилетий задачи сетевого (кооперативного, мультиа-
гентного) управления привлекают внимание исследователей [1–4]. Одна из
простых на первый взгляд, но нетривиальных задач связана с равноудален-
ным развертыванием агентов на сегменте прямой (отрезке) [5–9]. Близкие во-
просы рассматривал еще Ж. Дарбу в 1878 г. [10]. В [5] и в ряде последующих
работ [6–9] устанавливаются условия достижения цели в случае агентов в ви-
де простых интеграторов. В [8, 9] предлагаются алгоритмы, обеспечивающие
размещение агентов за фиксированное время. В [3, 11] также рассматривал-
ся случай моделей агентов более высокого порядка (двойные интеграторы,
унициклы и др.). Консенсусные протоколы развертывания агентов изучают-
ся в [12] и в многочисленных статьях, ссылающихся на [12]. В [12] предложен

1 Работа выполнена при государственной поддержке ведущих университетов Российской
Федерации (субсидия 08-08) и при частичной финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (грант №19-01-00146-a).
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алгоритм оптимального размещения датчиков в подмножестве R
N на осно-

ве разбиений Вороного. В случае N = 1 алгоритм [12] совпадает с алгорит-
мом [5].
Естественным обобщением является изучение достижимости цели управ-

ления при различных усложняющих обстоятельствах, например помехи,
недостаток информации, ограничения и т.д. Среди них коммуникационные
запаздывания и переключения играют важную роль, поскольку они модели-
руют реальные инженерные проблемы, типичные для сетевых систем.
Анализ возможности развертывания агентов на сегменте в дискретном

времени с учетом запаздывания и переключений и является целью этой ста-
тьи. Важным моментом является то, что во многих случаях информация о
значении запаздывания и информация о законе переключения отсутствуют.
Поэтому предполагается, что запаздывания произвольны, хотя и постоянны.
Оказалось, что ни значения запаздывания, ни переключения не влияют на
сходимость состояний агентов к эквидистантному размещению на отрезке.
Этот теоретический результат иллюстрируется численным моделированием.
Доказательства опираются как на известные, так и на недавние подходы к
анализу устойчивости позитивных систем [13–16].
Следует заметить, что аналогичная задача исследовалась в [17] для слу-

чая, когда динамика агентов моделируется дифференциальными уравнения-
ми. Однако хорошо известно, что если непрерывная модель обладает опреде-
ленным динамическим свойством, то из этого, вообще говоря, не следует, что
такое свойство имеется и у соответствующей дискретной модели. В частности,
в [18] отмечалось: “Большинство существующих результатов о синхронизации
в сетях агентов общего вида имеет дело с непрерывной моделью времени. При
этом многие свойства агентов, на которых было построено обоcнование син-
хронизации в таких сетях, в дискретном случае в принципе не могут иметь
места. Более того, в отличие от непрерывного времени, даже в сетях иден-
тичных агентов с линейной динамикой консенсус не всегда может быть до-
стигнут при помощи линейного алгоритма управления. Таким образом, сети
с дискретным временем демонстрируют принципиальные отличия от сетей с
непрерывным временем.”
Это мотивирует вопрос: “распространимы ли результаты, полученные

в [17] для непрерывных моделей, на случай дискретного времени?” В настоя-
щей работе проводится такое исследование с определенной модификацией
подходов, применявшихся в [17].
Отметим также, что проблема робастности консенсусных протоколов к

коммуникационным запаздываниям изучалась для дискретных моделей в
[19, 20]. Было доказано, что свойство удержания группы в выпуклой оболочке
“лидеров” не теряется при наличии коммуникационных запаздываний.
Однако задача, исследовавшаяся в указанных работах, отличается от за-

дачи, решаемой в настоящей статье. Кроме того, в [19, 20] имеется довольно
сильное ограничение на коммуникационную топологию: предполагается, что
каждый агент получает сигнал хотя бы от одного из лидеров. В задаче, рас-
сматриваемой в данной статье, такого ограничения нет.
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Структура статьи следующая. В разделе 2 приведена постановка задачи.
Некоторые вспомогательные факты о положительных системах представле-
ны в разделе 3. В разделе 4 приведены основные результаты работы. Пове-
дение замкнутой системы иллюстрируется результатами численного модели-
рования в разделе 5.

2. Постановка задачи

Рассмотрим задачу равномерного размещения на отрезке группы мобиль-
ных агентов, функционирующих в дискретном времени. Под агентами пони-
маются пронумерованные точки на прямой, которые способны менять свое
расположение.
Через xi(k) обозначим координату положения i-го агента в момент време-

ни k, k = 0, 1, . . . , i = 1, . . . , n. Будем считать, что динамика агентов описы-
вается разностными уравнениями

xi(k + 1) = xi(k) + ui, i = 1, . . . , n,(1)

где ui = ui(k) — дискретный закон управления (протокол). Заметим, что дис-
кретные мультиагентные системы вида (1) рассматривались, например, в [3].
Пусть на прямой задан отрезок [a, b]. Требуется выбрать протокол, обес-

печивающий сходимость при k → ∞ положений агентов к равномерному раз-
мещению на отрезке. При построении протокола предполагаем, что каждому
i-му агенту доступна информация о расстояниях до одного из его соседей сле-
ва (до агента с номером меньшим, чем i) и до одного из его соседей справа
(до агента с номером большим, чем i), при этом в число соседей включают-
ся и два статичных агента с индексами 0 и n+ 1 (считаем, что x0(k) = a,
xn+1(k) = b, k = 0, 1, . . .).
Известно (см. [5, 6]), что если каждый i-й агент получает информацию о

его расстояниях до ближайших соседей (до агентов с номерами i− 1 и i+ 1),
то управления можно выбрать в виде

ui(k) =
1

2
((xi−1(k)− xi(k)) + (xi+1(k)− xi(k))) , i = 1, . . . , n.(2)

Подставляя (2) в (1), получаем замкнутую систему

xi(k + 1) =
1

2
(xi−1(k) + xi+1(k)), i = 1, . . . , n.(3)

Зам е ч а ни е 1. Следует отметить, что в [6] рассматривался случай, когда
динамика агентов задается уравнениями

xi(k + 1) = ui, i = 1, . . . , n,(4)

а каждый агент знает положения двух своих ближайших соседей. Предлага-
лось использовать управление вида

ui(k) =
1

2
(xi−1(k) + xi+1(k)), i = 1, . . . , n.(5)

Однако, если подставить управление (5) в систему (4), то придем к той же
самой замкнутой системе (3).
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В [5, 6] на основе анализа спектра матрицы системы (3) доказано, что эта
система имеет асимптотически устойчивое положение равновесия

x̃ = a(1, . . . , 1)� +
b− a

n+ 1
(1, . . . , n)�.(6)

Это положение равновесия соответствует равномерному размещению агентов
на отрезке [a, b].
Цель данной работы — исследование влияния коммуникационного запаз-

дывания и переключения связей в коммуникационном графе (замены сигна-
лов от ближайших соседей в уравнениях (3) сигналами от других агентов)
на сходимость агентов к равномерному размещению. Отметим, что данная
проблема является нетривиальной, поскольку хорошо известно, что введе-
ние запаздывания и переключений режимов функционирования в широком
классе случаев приводит к потере устойчивости (см. [21, 22]).
Тем не менее в настоящей статье будут построены протоколы, для которых

асимптотическая устойчивость положения равновесия (6) изучаемой муль-
тиагентной системы сохраняется при любом постоянном коммуникационном
запаздывании и при любом законе переключения топологии связей.

3. Некоторые свойства дискретных линейных позитивных систем

В данном разделе приведем известные условия устойчивости дискретных
линейных позитивных систем, которые далее будут использоваться для ре-
шения поставленной задачи.
Динамическая система называется позитивной, если ее движения с неотри-

цательными начальными условиями остаются неотрицательными при возрас-
тании времени [13, 23]. Такие системы широко и эффективно используются
для моделирования биологических, экономических, химических процессов, а
также в задачах сетевого управления (см., например, [13, 23–28]).
Пусть задана линейная стационарная система в дискретном времени

x(k + 1) = Ax(k),(7)

где x(k) — n-мерный вектор состояния системы, A — постоянная матрица.
Известно [23], что система (7) позитивна тогда и только тогда, когда мат-

рица A является неотрицательной.
Утв е ржд е ни е 1 [25]. Пусть A — неотрицательная матрица. Тогда

следующие условия являются эквивалентными:
а) система (7) асимптотически устойчива;
б) все собственные числа матрицы A по модулю меньше единицы;
в) существует вектор ξ > 0 такой, что

Aξ < ξ;(8)

г) существует вектор η > 0 такой, что

A�η < η;(9)
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д) существует диагональная положительно определенная матрица D
такая, что матрица A�DA−A отрицательно определена.
Здесь и далее неравенства для векторов понимаются покомпонентно.
С использованием утверждения 1 нетрудно показать (см. [25]), что для

асимптотически устойчивой системы (7) функции Ляпунова можно постро-
ить по следующим формулам:

V1(x) = max
i=1,...,n

|xi|
ξi

, V2(x) =

n∑
i=1

ηi|xi|, V3(x) =

n∑
i=1

ξi
ηi

x2i ,(10)

где ξi и ηi — компоненты положительных векторов ξ и η, для которых вы-
полнены неравенства (8) и (9) соответственно.
Далее рассмотрим позитивную систему с переключениями

x(k + 1) = A(σ)x(k)(11)

и соответствующее ей семейство подсистем

x(k + 1) = A(s)x(k), s = 1, . . . , N.(12)

Здесь x(k) ∈ R
n, σ(k) : {0, 1, 2, . . .} �→ {1, . . . , N} — функция, определяющая

порядок активности подсистем (закон переключения), а A(1), . . . , A(N) — по-
стоянные неотрицательные матрицы.
Утв е ржд е ни е 2 [25, 29]. Если существует вектор ξ > 0 такой, что

A(s)ξ < ξ, s = 1, . . . , N,

то система (11) асимптотически устойчива при любом законе переключе-
ния.
Нетрудно проверить (см. [29]), что при выполнении условия утверждения 2

для семейства (12) в качестве общей функции Ляпунова можно использовать
первую из функций (10).
Рассмотрим теперь линейную дискретную систему с запаздыванием

x(k + 1) = Ax(k) +Bx(k − r).(13)

Здесь x(k) ∈ R
n, A и B — постоянные матрицы, r — целое неотрицательное

запаздывание.
Известно [13], что система (13) позитивна тогда и только тогда, когда A и

B — неотрицательные матрицы.
Утв е ржд е ни е 3 [25]. Пусть A и B — неотрицательные матрицы.

Тогда для того, чтобы система (13) была асимптотически устойчива при
любом целом неотрицательном значении запаздывания r, необходимо и до-
статочно, чтобы все собственные числа матрицы A+B были по модулю
меньше единицы.
Зам е ч а ни е 2. В [14–16, 30] были предложены различные подходы к по-

строению функционалов Ляпунова–Красовского для позитивных систем ви-
да (13).
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4. Основные результаты

4.1. Построение протокола более общего вида

Будем считать, что каждый агент получает сигналы от некоторого соседа
слева и некоторого соседа справа (не обязательно ближайших соседей). Под
соседством будем понимать соседство по номеру. При этом предполагаем, что
каждый агент знает, сколько агентов расположено между ним и тем соседом,
от которого поступает сигнал, однако ему недоступна информация об общем
количестве агентов в системе. Например, может иметь место ситуация, когда
каждый агент знает свой номер и сообщает его своим соседям.
Тогда закон управления можно выбрать в виде

ui(k) =
li − i

li −mi
(xmi(k)− xi(k)) +

i−mi

li −mi
(xli(k)− xi(k)), i = 1, . . . , n.(14)

Здесь 0 � mi < i, i < li � n+ 1.
Подставляя управления (14) в уравнения (1), приходим к системе

xi(k + 1) =
li − i

li −mi
xmi(k) +

i−mi

li −mi
xli(k), i = 1, . . . , n.(15)

Те ор ем а 1. Состояние (6) является асимптотически устойчивым по-
ложением равновесия системы (15).

Доказательства теоремы 1 и последующих теорем 2–4 приведены в При-
ложении.

4.2. Система с коммуникационным запаздыванием

Предположим теперь, что сигналы от соседей поступают с некоторым за-
паздыванием. Тогда закон управления принимает вид

ui(k) =
li− i

li−mi
(xmi(k− r)−xi(k))+

i−mi

li−mi
(xli(k− r)−xi(k)), i= 1, . . . , n.

Здесь 0 � mi < i, i < li � n+ 1, r — целое неотрицательное запаздывание.
Рассмотрим соответствующую замкнутую систему

x(k + 1) =
li − i

li −mi
xmi(k − r) +

i−mi

li −mi
xli(k − r), i = 1, . . . , n.(16)

Те ор ем а 2. При любом целом неотрицательном значении запаздыва-
ния состояние (6) является асимптотически устойчивым положением рав-
новесия системы (16).

Зам е ч а ни е 3. Нетрудно проверить, что сходимость агентов к равномер-
ному размещению будет иметь место и в случае, когда сигналы от разных
объектов поступают с разными значениями запаздывания.
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4.3. Система с переключающимися связями

Рассмотрим систему с переключающимся коммуникационным графом.
Считаем, что связи между агентами могут включаться и выключаться в про-
извольные моменты времени. При потере связи с соседом слева (справа) агент
выбирает какого-то другого соседа слева (справа).
Тогда закон управления имеет вид

ui(k) =
l
(σ)
i − i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

(
x
m

(σ)
i

(k) − xi(k)
)
+

i−m
(σ)
i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

(
x
l
(σ)
i

(k)− xi(k)
)
,

i = 1, . . . , n.

Здесь 0 � m
(σ)
i < i, i < l

(σ)
i � n+ 1, а σ = σ(k) — закон переключения.

Получим замкнутую систему

xi(k + 1) =
l
(σ)
i − i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

x
m

(σ)
i

(k) +
i−m

(σ)
i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

x
l
(σ)
i

(k), i = 1, . . . , n,(17)

и соответствующее ей семейство подсистем

xi(k + 1) =
l
(s)
i − i

l
(s)
i −m

(s)
i

x
m

(s)
i

(k) +
i−m

(s)
i

l
(s)
i −m

(s)
i

x
l
(s)
i

(k),

i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , N.

(18)

Те ор ем а 3. При любом законе переключения состояние (6) является
асимптотически устойчивым положением равновесия системы (17).

4.4. Система с переключающимися связями
и коммуникационным запаздыванием

Покажем теперь, что сходимость агентов к равномерному размещению со-
храняется и при одновременном влиянии коммуникационного запаздывания
и переключения связей в коммуникационном графе.
Пусть закон управления имеет вид

ui(k) =
l
(σ)
i − i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

(
x
m

(σ)
i

(k− r)−xi(k)
)
+

i−m
(σ)
i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

(
x
l
(σ)
i

(k− r)−xi(k)
)
,

i = 1, . . . , n.

Здесь 0 � mi(σ) < i, i < li(σ) � n+ 1, r — целое неотрицательное запаздыва-
ние, а σ = σ(k) — закон переключения.
Получим замкнутую систему

xi(k+1) =
l
(σ)
i − i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

x
m

(σ)
i

(k− r)+
i−m

(σ)
i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

x
l
(σ)
i

(k− r), i= 1, . . . , n,(19)
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и соответствующее ей семейство подсистем

xi(k + 1) =
l
(s)
i − i

l
(s)
i −m

(s)
i

x
m

(s)
i

(k − r) +
i−m

(s)
i

l
(s)
i −m

(s)
i

x
l
(s)
i

(k − r),

i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , N.

(20)

Те ор ем а 4. При любом целом неотрицательном значении запаздыва-
ния и при любом законе переключения состояние (6) является асимптоти-
чески устойчивым положением равновесия системы (19).
Зам е ч а ни е 4. Теорему 4 нетрудно обобщить на случай, когда сигналы

от разных объектов поступают с разными значениями запаздывания.
Зам е ч а ни е 5. Предложенные в настоящем разделе подходы могут при-

меняться и в случае, когда агенты и отрезок заданы в пространстве произ-
вольной размерности, при условии, что протоколы управления покоординат-
но развязаны, т.е.

xi(k + 1) = ui, i = 1, . . . , n,

где xi(k), ui ∈ R
d, d > 1.

Зам е ч а ни е 6. С использованием подхода, предложенного в [6], резуль-
таты настоящей статьи можно распространить на задачу равномерного раз-
мещения агентов на окружности.

5. Пример

Рассмотрим мультиагентную систему, состоящую из семи агентов (n = 7),
динамика которых моделируется уравнениями (1). Требуется равномерно
разместить этих агентов на отрезке [0, 1].
Будем считать, что величина запаздывания r = 5, а x(k) = (0,3; 0,22; 0,55;

0,45; 0,65; 0,95; 0,6)� при k = −5,−4,−3,−2,−1, 0.
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x

k
Рис. 1. Динамика агентов для системы без запаздывания и переключений.
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Рис. 2. Динамика агентов для системы с запаздыванием.
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Рис. 3. Динамика агентов для системы с переключениями.

Результаты численного моделирования представлены на рис. 1–4.
Рисунок 1 соответствует случаю, когда в системе отсутствуют запаздыва-

ния и переключения, каждый агент получает информацию от своих ближай-
ших соседей, а управления определяются по формуле (2).
На рис. 2 приведены графики компонент решения системы с коммуника-

ционным запаздыванием. Считаем, что управления имеют вид

ui(k) =
1

2
((xi−1(k − 5)− xi(k)) + (xi+1(k − 5)− xi(k))) , i = 1, . . . , 7.
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Рис. 4. Динамика агентов для системы с запаздыванием и переключениями.

Далее предполагаем, что в системе отсутствуют запаздывания, но про-
исходят переключения коммуникационной топологии. В качестве начальной
выбирается топология, соответствующая сигналам от ближайших соседей.
Количество итераций между последовательными моментами переключений
случайным образом выбираются из множества {1, 2, 3, 4, 5}. Графики компо-
нент решения соответствующей замкнутой системы представлены на рис. 3.
Рисунок 4 соответствует системе с переключающимися связями и комму-

никационным запаздыванием.
Результаты моделирования согласуются с полученными в статье теоре-

тическими выводами. Введение в систему запаздывания и переключений не
нарушает сходимости агентов к равномерному размещению.

6. Заключение

Рассмотрена задача развертывания агентов по отрезку прямой в дискрет-
ном времени при наличии запаздывания в каналах связи и переключений
и при отсутствии информации о значении запаздывания и о законе пере-
ключения. Показано, что ни запаздывание, ни переключения не влияют на
факт сходимости состояний агентов к равномерному (эквидистантному) раз-
мещению на отрезке. Теоретические результаты иллюстрируются численным
моделированием. Доказательства основаны как на известных, так и на но-
вых подходах к анализу устойчивости позитивных систем. Хотя в статье рас-
сматривается идеализированная задача, полученные при ее решении резуль-
таты могут быть распространены на более сложные и практически важные
ситуации.
В качестве возможных направлений дальнейших исследований можно ука-

зать на нахождение оценок скорости сходимости агентов к равномерному раз-

88



мещению, а также на распространение полученных результатов на системы
с переменным запаздыванием.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Нетрудно проверить, что вектор (6)
является положением равновесия системы (15).
Запишем эту систему в векторной форме

x(k + 1) = Ax(k) + c,

где c – постоянный вектор, A – постоянная матрица с элементами aij, i, j =
=1, . . . , n, причем aimi = (li− i)/(li−mi), если mi �=0, aili = (i−mi)/(li−mi),
если li �= n+ 1, а остальные элементы i-й строки равны нулю, i = 1, . . . , n.
С помощью замены переменных

y(k) = x(k)− x̃(Π.1)

получаем систему в отклонениях

y(k + 1) = Ay(k),(Π.2)

которая является позитивной.
Пусть ξ = (ξ1, . . . , ξn)

�, где

ξi = 1 +
1

2
+ . . . +

1

2i−1
, i = 1, . . . , n.(Π.3)

Выберем некоторое i ∈ {1, . . . , n} и скалярно умножим i-ю вектор-строку мат-
рицы A на вектор ξ. Если mi �= 0 и li �= n+ 1, то справедливы соотношения

n∑
j=1

aijξj =
li − i

li −mi
ξmi +

i−mi

li −mi
ξli =

= ξi +
i−mi

li −mi

(
1

2i
+ . . .+

1

2li−1

)
− li − i

li −mi

(
1

2mi
+ . . . +

1

2i−1

)
=

= ξi +
21−i

li −mi

(
(i−mi)

(
1− 2i−li

)
− (li − i)

(
2i−mi − 1

))
=

= ξi +
21−i

li −mi

(
(li −mi)

(
1− 2i−li

)
− (li − i)

(
2i−mi − 2i−li

))
=

= ξi + 21−li(li − i)

(
2li−i − 1

li − i
− 2li−mi − 1

li −mi

)
.

Заметим, что li −mi > li − i, а последовательность {(2k − 1)/k} строго
возрастает. Поэтому

n∑
j=1

aijξj < ξi.(Π.4)
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Очевидно, что неравенство (П.4) выполняется и в случаях, когда mi = 0
или li = n+ 1. Таким образом, получаем

Aξ < ξ.(Π.5)

Применяя утверждение 1, приходим к выводу, что система (П.2) асимптоти-
чески устойчива. Теорема 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Для системы (16) соответствующая си-

стема в отклонениях представима в виде

y(k + 1) = Ay(k − r),(Π.6)

где матрица A совпадает с матрицей системы (П.2). С использованием нера-
венства (П.5) и утверждений 1 и 3 получаем, что система (П.6) асимптотиче-
ски устойчива при любом целом неотрицательном запаздывании. Теорема 2
доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Производя в (17) замену переменных

(П.1), получаем систему с переключениями

y(k + 1) = A(σ)y(k)(Π.7)

и соответствующее ей семейство подсистем

y(k + 1) = A(s)y(k), s = 1, . . . , N.(Π.8)

Здесь A(s) = {a(s)ij }ni,j=1 — постоянные матрицы такие, что

a
(s)

im
(s)
i

=
(
l
(s)
i − i

)
/
(
l
(s)
i −m

(s)
i

)
,

если m
(s)
i �= 0, a(s)

il
(s)
i

= (i−m
(s)
i )/(l

(s)
i −m

(s)
i ), если l

(s)
i �= n+ 1, а остальные

элементы i-й строки равны нулю, i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , N .
Пусть компоненты положительного вектора ξ определяются по формуле

(П.3). Тогда (см. доказательство теоремы 1) справедливы соотношения

A(s)ξ < ξ, s = 1, . . . , N.(Π.9)

Применяя утверждение 2, приходим к выводу, что система (П.7) асимптоти-
чески устойчива при любом законе переключения. Теорема 3 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. В данном случае с помощью замены

переменных (П.1) получаем систему с переключениями и запаздыванием

y(k + 1) = A(σ)y(k − r)(Π.10)

и соответствующее семейство подсистем

y(k + 1) = A(s)y(k − r), s = 1, . . . , N.
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Здесь матрицы A(s) совпадают с матрицами подсистем семейства (П.8).
Далее вводим расширенный вектор состояния z(k) = (y�(k), y�(k − 1), . . .

. . . , y�(k − r))�. Тогда система (П.10) может быть записана в виде

z(k + 1) = C(σ)z(k),(Π.11)

где

C(s) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 0 A(s)

In 0 0 · · · 0 0
0 In 0 · · · 0 0
...

...
...
. . .

...
...

0 0 0 · · · In 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , s = 1, . . . , N,

а In — единичная матрица порядка n.
Пусть ζ = (ζ�1 , . . . , ζ�r+1)

� ∈ R
n(r+1). Здесь ζj = ξ + δ(j − 1)ν, j = 1, . . .

. . . , r + 1, a компоненты положительного вектора ξ определяются по формуле
(П.3), ν = (1, . . . , 1)� ∈ R

n, δ — положительный параметр.
Учитывая выполнение неравенств (П.9), получаем, что при достаточно

малых значениях δ справедливы соотношения

C(s)ζ < ζ, s = 1, . . . , N.

Следовательно (см. утверждение 2), система (П.11) асимптотически устойчи-
ва при любом законе переключения. Теорема 4 доказана.
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СИНТЕЗ РОБАСТНОГО УПРАВЛЕНИЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКИ
НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ ЛИНЕЙНЫМИ СИСТЕМАМИ ДЛЯ
ПОДАВЛЕНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ1

Рассматриваются задачи синтеза робастных статических регуляторов
для дискретных систем с ограниченными по норме параметрическими
неопределенностями, на вход которых поступают случайные возмуще-
ния. Рассматриваемые регуляторы стабилизируют объект управления
для всех возможных значений неопределенности из рассматриваемого
множества параметров и обеспечивают желаемый уровень подавления
случайных внешних возмущений. Приводится численный пример.

Ключевые слова: робастное управление, матричные неравенства, выпук-
лая оптимизация, средняя анизотропия, параметрические неопределенно-
сти.

DOI: 10.31857/S0005231020040078

1. Введение

Задачи синтеза статических регуляторов для линейных стационарных
систем стали объектом широкого исследования в конце 1990-х — начале
2000-х гг. [1–3]. Основным недостатком данной группы методов являлось то,
что они имели дело с системами с точно известными параметрами и не учи-
тывали возможные параметрические неопределенности, которые неизбежно
присутствуют в математической модели системы. Методы синтеза, разрабо-
танные для полностью определенных систем не могли гарантировать задан-
ный показатель качества или даже устойчивость замкнутой системы в слу-
чае, если параметры реального объекта отклонялись от параметров модели.
Как следствие, при синтезе систем управления робастность приобрела огром-
ную важность. Это привело к появлению цикла работ, посвященных синтезу
робастных регуляторов для систем с параметрическими неопределенностя-
ми. Особое внимание в публикациях уделялось рассмотрению задач подавле-
ния внешних возмущений для систем с политопическими и ограниченными
по норме неопределенностями. Целью управления в таких задачах являлось
обеспечение робастной устойчивости замкнутой системы и желаемого каче-
ства процессов, протекающих в системе, с учетом действующих на систему

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 18-38-00076).
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внешних возмущений. Решению таких задач робастного управления посвя-
щены публикации [4, 5].
Для линейных стационарных систем наиболее известными методами реше-

ния задач подавления внешних возмущений, в которых критерием качества
является норма передаточной функции замкнутой системы от возмущения
к управляемому выходу, являются H2, H∞ и анизотропийный подходы. Ми-
нимизация того или иного критерия качества позволяет наилучшим обра-
зом подавлять тот или иной класс внешних возмущений, действующих на
систему.
Так, H2 регулятор позволяет наилучшим образом минимизировать сред-

неквадратичное отклонение выходной переменной системы, на которую дей-
ствует гауссовский белый шум с нулевым средним и единичной ковариацион-
ной матрицей. Задача построения робастного H2 управления была решена,
например, в [6].
В случае H∞ управления минимизируется максимальная (по всему диа-

пазону частот) операторная норма передаточной матрицы (как коэффици-
ент усиления внешнего возмущающего воздействия). Решение задач субоп-
тимального управления по состоянию для дискретных систем с ограничен-
ными по норме неопределенностями приведено в [5, 7]. Задачи управления
по выходу были решены в [8, 9], а решения аналогичных задач для неопре-
деленных систем с задержками по времени можно найти в [9, 10]. Главным
недостатком H∞ подхода является то, что минимум ищется по всем часто-
там. Регуляторы, полученные с использованием H∞ подхода, как правило,
излишне консервативны, что приводит к большим энергетическим затратам
на реализацию закона управления исполнительным устройством. Для преодо-
ления этого недостатка могут быть использованы смешанные H2/H∞ методы
или так называемый метод формирования контура [11]. Метод формирования
контура заключается в использовании дополнительных фильтров, отсекаю-
щих определенный диапазон частот. Однако такой подход является строго
индивидуальным для каждого объекта и требует глубокого исследования.
Смешанные H2/H∞ методы позволяют минимизировать H∞ норму переда-
точной функции от возмущения к одному управляемому выходу с ограниче-
нием на H2 норму передаточной функции от возмущения к другому выходу.
Смешанный H2/H∞ подход к управлению системами с неопределенностями
был применен в [12].
Аналогично теории H∞ управления анизотропийная теория изучает воз-

можности подавления системой случайных внешних возмущений. В отличие
от перечисленных выше подходов анизотропийная теория управления учиты-
вает окрашенность случайного входного возмущения. Мерой окрашенности
выступает неотрицательное число, называемое средней анизотропией, кото-
рая используется для теоретико-информационного (или энтропийного) описа-
ния статистической неопределенности в отношении случайных шумов [13–16].
Были преодолены недостатки LQG/H2 и H∞ регуляторов [17]. Применение
анизотропийных регуляторов при управлении дискретными системами су-
щественно уменьшает энергетические затраты на управление за счет учета
статистической неопределенности случайного внешнего возмущения, не сни-
жая при этом качества переходных процессов [18]. При этом случаи H2 и
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H∞ управления могут рассматриваться как частные предельные случаи ани-
зотропийной теории.
Основываясь на изложенном, разработка и развитие теории робастного

анизотропийного управления для параметрически неопределенных систем
является важной проблемой. Задача синтеза робастных систем с ограничен-
ными по норме параметрическими неопределенностями и анизотропийным
критерием качества была впервые решена в [19, 20], где параметры регулято-
ра определялись из решения связанных между собой нелинейных матричных
уравнений, что приводило к значительным сложностям при численной реали-
зации разработанной методики. Данный недостаток был преодолен при при-
менении матричных неравенств. Условия синтеза статических и динамиче-
ских регуляторов на основе методов выпуклой оптимизации были сформули-
рованы в [18, 21]. Решение одной из задач робастного анизотропийного управ-
ления для параметрически неопределенной дискретной системы на основе
матричных неравенств и с использованием методов выпуклой оптимизации
можно найти в [22]. Публикация [22] посвящена синтезу субоптимального ани-
зотропийного регулятора по состоянию для систем с дробно-линейными пара-
метрическими неопределенностями. Задача синтеза робастного анизотропий-
ного регулятора для системы с ограниченными по норме неопределенностями
в рассматриваемой в настоящей статье постановке с использованием матрич-
ных неравенств ранее была решена только в классе алгебро-разностных или
дескрипторных систем [23]. Можно показать, что в определенных случаях
параметрические неопределенности объекта управления можно представить
как в виде дробно-линейных, так и в виде ограниченных по норме неопре-
деленностей, рассмотренных в настоящей статье. Однако данные классы не
тождественны. Отсутствие на текущий момент удобных вычислительных ме-
тодик синтеза робастных анизотропийных регуляторов для параметрически
неопределенных обыкновенных (разностных) систем в рассматриваемой по-
становке и необходимость разработки такой теории явилось главным мотиви-
рующим фактором при написании данной статьи. Авторами рассматривают-
ся задачи синтеза робастного анизотропийного управления для обыкновенной
дискретной системы с ограниченными по норме параметрическими неопре-
деленностями. При этом решаются два типа задач: при полном измерении
вектора состояния и при синтезе статического регулятора по выходу.
Данная статья имеет следующую структуру. В разделе 2 даны основные

сведения из теории анизотропийного управления. В разделе 3 приводится
подробная постановка решаемых задач. Раздел 4 посвящен решению постав-
ленных задач. Численные эксперименты приведены в разделе 5.
В статье используются следующие обозначения: Z – множество целых чи-

сел; R – множество вещественных чисел; C – множество комплексных чисел;
R
m×n – множество матриц размеров m× n с вещественными коэффициента-
ми; In – единичная матрица размеров n× n; Z∗ – эрмитово сопряжение мат-
рицы Z = [zij ] ∈ C

m×n: Z∗ = [z∗ji] ∈ C
n×m; ρ(A) – спектральный радиус квад-

ратной матрицы A: ρ(A) = maxj |λj(A)|; σ(A) – максимальное сингулярное
число матрицы A: σ(A) =

√
ρ(A∗A); sym (A) = A+A�; E – символ матема-
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тического ожидания; F̂(ω) = limρ→1−0F(ρeiω) – угловое граничное значение
комплекснозначной матричной функции.

2. Основные теоретические сведения

Для дальнейшего изложения и решения поставленных выше задач понадо-
бятся некоторые теоретические сведения, которые рассмотрим в настоящем
разделе. К таким сведениям относятся понятия анизотропии случайного век-
тора, средней анизотропии случайной последовательности и анизотропийная
норма системы [13–16]. Кроме того, приведем формулировки некоторых тео-
рем из анизотропийного анализа обыкновенных дискретных систем, исполь-
зуемые для преобразования матричных неравенств.
Будем полагать, что входной сигнал W = {w(k)}k∈Z является стационар-

ной гауссовской последовательностью случайных m-мерных векторов. Соста-
вим из элементов последовательности W на отрезке [0, N − 1] случайный век-
тор W0:N−1 =

[
w�
0 · · · w�

N−1

]�
. Предполагается, что вектор W0:N−1 абсо-

лютно непрерывно распределен для каждого N > 0.
Опр е д е л е н и е 1. АнизотропиейA(W0:N−1) случайного вектораW0:N−1

называют минимальное значение относительной энтропии по отношению
к гауссовским распределениям в R

mN с нулевым средним и скалярной кова-
риационной матрицей.
Анизотропию вектора можно вычислить по формуле

A(W0:N−1) =
mN

2
ln

(
2πe

mN
E(|W0:N−1|2)

)
− h(W0:N−1),

где h(W0:N−1) = E[− ln fN (W0:N−1)] = − ∫
RmN fN(w) ln fN(w)dw – дифферен-

циальная энтропия, fN : RmN −→ R+ – плотность распределения вероятно-
стей вектора W0:N−1.

Опр е д е л е н и е 2. Средней анизотропией последовательности W назы-
вают среднюю интенсивность анизотропии в единицу времени:

A(W ) = lim
N→+∞

A(W0:N−1)

N
.(2.1)

Рассмотрим устойчивую линейную дискретную систему F , заданную в
пространстве состояний в виде:

x(k + 1) = Ax(k) +Bw(k),(2.2)
y(k) = Cx(k) +Dw(k),(2.3)

где x(k) ∈ R
n – вектор состояния системы, W = {w(k)}k∈Z – стационарная

гауссовская последовательность m-мерных векторов с ограниченным уровнем
средней анизотропии A(W ) � a (a � 0) и нулевым средним, y(k) ∈ R

p – выход
системы.
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Для заданной системы F с входным сигналом W = {w(k)}k∈Z среднеквад-
ратичный коэффициент усиления определен в виде

Q(F ,W ) =
‖Y ‖P
‖W‖P

,(2.4)

где ‖Y ‖P =
√
limN→∞ 1

N

∑N−1
k=0 E|y(k)|2 – мощностная норма последователь-

ности Y = {y(k)}k∈Z.
Опр е д е л е н и е 3. Для заданной величины a � 0 анизотропийной нор-

мой системы F называют

|||F|||a = sup
A(W )�a

Q(F ,W ).(2.5)

Таким образом, анизотропийная норма системы |||F|||a задает стохастический
коэффициент усиления системой F входного сигнала W .
Рассмотрим два предельных случая для значения средней анизотропии

[13, 14]. Если A(W ) = 0, то анизотропийная норма системы F равна |||F|||0 =
= ‖F‖2√

m
. Имеет место соотношение lima→∞ |||F|||a = ‖F‖∞.

При решении задачи анизотропийного анализа для обыкновенной систе-
мы с точно известными параметрами можно воспользоваться теоремами
из [24, 25] соответственно.
Те ор ем а 1. Для заданных скалярных величин a � 0 и γ > 0 анизотро-

пийная норма системы (2.2)–(2.3) ограничена величиной γ, т.е.

|||F|||a < γ,

если существует скаляр η > γ2 и (n× n)-матрица Φ = Φ� > 0, удовлетво-
ряющие условиям:

η −
(
e−2a det(ηIm −B�ΦB −D�D)

)1/m
< γ2,(2.6) [

A�ΦA− Φ+ C�C A�ΦB + C�D
B�ΦA+D�C B�ΦB +D�D − ηIm

]
< 0.(2.7)

Те ор ем а 2. Для заданных скалярных величин a � 0 и γ > 0 анизотро-
пийная норма системы (2.2)–(2.3) ограничена величиной γ, если существует
η > γ2, n× n-матрица Φ = Φ� > 0 и (n× n)-матрица Y такие, что выпол-
нены неравенства:

η −
(
e−2a det(ηIm −B�ΦB −D�D)

)1/m
< γ2,(2.8)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1

2
Y − 1

2
Y � Y A Y B Φ� − Y � − 1

2
Y 0

A�Y � −Φ 0 A�Y � C�

B�Y � 0 −ηIm B�Y � D�

Φ− Y − 1

2
Y � Y A Y B −Y − Y � 0

0 C D 0 −Ip

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0.(2.9)
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Рассмотренные теоремы 1 и 2 будут использованы далее при решении за-
дачи синтеза робастных регуляторов для систем с параметрическими неопре-
деленностями.

3. Постановка задачи управления

Перейдем к постановке задачи синтеза робастных анизотропийных регуля-
торов. Будем рассматривать дискретные системы, заданные в пространстве
состояний в виде:

x(k + 1) = AΔx(k) +BΔ
ww(k) +Buu(k),(3.1)

y(k) = CΔ
y x(k) +DΔ

yww(k),(3.2)

z(k) = CΔ
z x(k) +DΔ

zww(k) +Dzuu(k),(3.3)

где x(k)∈R
n – вектор состояния, u(k)∈R

m1 – управление, w(k)∈R
m – слу-

чайная стационарная последовательность с ограниченным уровнем средней
анизотропии A(W )� a, y(k)∈R

p – измеряемый выход, z(k)∈R
p1 – управляе-

мый выход, AΔ = A+MAΔNA, BΔ
w = Bw +MBΔNB, CΔ

z = Cz +MCΔNC ,
CΔ
y = Cy +MCyΔNCy, D

Δ
yw = Dyw +MDyΔNDy, D

Δ
zw = Dzw +MDΔND. Мат-

рицы A, Bw, Bu C, Dw, Cz, Dzw, Dzu, MA, NA, MB , NB , MC , NC , MD, ND,
MCy, NCy, MDy и NDy – постоянные соответствующих размеров. Матрица
Δ∈R

q×q – неизвестная, ограниченная по спектральной норме σ(Δ) � 1, т.е.
Δ�Δ � Iq.
Зам е ч а ни е 1. В случае если в уравнениях (3.1)–(3.2) выполнены ра-

венства MA = MB , NA = NC , NB = ND, MC = MD, то данная система мо-
жет быть записана через дробно-линейные неопределенности [22]. В против-
ном случае получить эквивалентное представление через дробно-линейные
неопределенности невозможно.
Сформулируем две задачи управления, которые будут решены далее.
Зад а ч а 1 (задача синтеза статического регулятора по состоянию). Будем

полагать, что Dzu = 0 и p1 � m. Для заданных скалярных величин a � 0 и
γ > 0 требуется найти управление по состоянию в виде

u(k) = Fx(k), F ∈ R
m1×n,(3.4)

которое стабилизирует систему (3.1)–(3.3) и гарантирует ограниченность ани-
зотропийной нормы замкнутой системы числом γ, т.е. |||Fsf

cl |||a < γ для всех
возможных значений Δ из заданного множества.
Зад а ч а 2 (задача синтеза статического регулятора по выходу). Для за-

данных скалярных величин a � 0 и γ > 0 требуется найти закон управления
в виде статической обратной связи по выходу

u(k) = Ky(k), K ∈ R
m1×p1 ,(3.5)

который стабилизирует систему (3.1)–(3.3) и гарантирует ограниченность
анизотропийной нормы замкнутой системы числом γ, т.е. |||Fout

cl |||a < γ для
всех возможных значений Δ из заданного множества.
Решение сформулированных задач будет рассмотрено в разделе 4.
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4. Основные результаты

4.1. Синтез робастного анизотропийного регулятора по состоянию

Для задачи 1 система (3.1)–(3.3), замкнутая управлением (3.4), определя-
ется выражениями:

x(k + 1) =
(
AΔ +BuF

)
x(k) +BΔ

ww(k),(4.1)

z(k) = CΔ
z x(k) +DΔ

zww(k).(4.2)

Для решения задачи синтеза запишем двойственную систему для системы
(4.1)–(4.2). Она имеет вид:

x′(k + 1) =
(
AΔ +BuF

)�
x′(k) +

(
CΔ
z

)�
w′(k),(4.3)

z′(k) =
(
BΔ

w

)�
x′(k) +

(
DΔ

zw

)�
w′(k).(4.4)

Следует отметить, что для H2 и H∞ норм в линейных системах выполня-
ется условие двойственности, т.е. H2 и H∞ нормы исходной и двойственной
систем совпадают. К сожалению, анизотропийная норма подобным свойством
не обладает, однако в случае когда p1 � m, требования, предъявляемые к
величине анизотропийной нормы исходной замкнутой системы, могут быть
выполнены и для системы, двойственной к ней.
Такая возможность согласуется с асимптотическим поведением анизотро-

пийной нормы [26]:

|||F|||a |a→+0=
1√
m
‖F‖2

(
1 +

√
a

(‖F‖44
‖F‖42

− 1

m

)
+ o(

√
a)

)
,(4.5)

|||F|||a |a→+∞= ‖F‖∞
(
1− 1

2
exp

(
− 2

m
(a+ J + o(1))

))
,(4.6)

где J = − 1
4π

∫ π
−π ln det

(
Im − ‖F‖−2∞ F̂∗(ω)F̂(ω)

)
dω – энтропийный интеграл.

Из выражений (4.5) и (4.6) следует, что при p1 � m справедливо нера-
венство |||Fcl|||a � |||F ′

cl|||a как при a → +0, так и при a → +∞. Кроме того,
исходя из вида графика анизотропийной нормы системы в зависимости от
уровня средней анизотропии входного возмущения и на основе ряда вычис-
лительных экспериментов, можно выдвинуть гипотезу о том, что взаимное
расположение анизотропийных норм сопряженных систем в случае p1 � m
сохраняется на всем интервале a ∈ [0; +∞).

Отметим, что если p = m, анизотропийные нормы двойственной и исход-
ной систем равны, т.е. |||Fcl|||a = |||Fdual

cl |||a.
Введем обозначение F · Y � = Λ�, т.е. F = Λ�Y −�. Подставим матрицы

двойственной системы в неравенство (2.9) из теоремы 2 и вынесем в отдельное
слагаемое комбинацию с Δ:

Ω+ sym (M1ΔN1) < 0,(4.7)
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где

Ω =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Ω11 Ω12 Ω13 Ω14 0
∗ −Φ 0 AY � +BuΛ

� Bw

∗ ∗ −ηIp1 CzY
� Dzw

∗ ∗ ∗ −Y − Y � 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Im

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,(4.8)

Ω11 =−1

2
Y − 1

2
Y �, Ω12 =Y A�+ΛB�

u , Ω13 =Y C�
z , Ω14 =Φ−Y �− 1

2
Y,

M1 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0
MA 0 0 MB 0
0 MC 0 0 MD

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎦ , N1 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

NAY
� 0 0 NBY

� 0
NCY

� 0 0 NCY
� 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 NB

0 0 0 0 ND

⎤
⎥⎥⎥⎦ .(4.9)

Согласно лемме П.1 (см. Приложение), для выполнения неравенства (4.7)
требуется существование такого ε1 > 0, чтобы выполнялось неравенство

Ω+ ε1M1M
�
1 +

1

ε1
N�

1 N1 < 0.(4.10)

Неравенство (2.8) из теоремы 2 для некоторой Ψ ∈ R
m×m можно записать

в виде системы [18]
{

η − (e−2a det(Ψ)
)1/m

< γ2,

ηIm −B�ΦB −D�D > Ψ.
(4.11)

Запишем аналог (4.11) для системы (4.3)–(4.4). В этом случае введем матрицу
Ψ ∈ R

p1×p1 и получим
{

η − (e−2a det(Ψ)
)1/p1 < γ2,

ηIp1 − CΔ
z Φ

(
CΔ
z

)� −DΔ
zw

(
DΔ

zw

)�
> Ψ.

(4.12)

Последнее неравенство системы (4.12) можно переписать в виде

ηIp1 −Ψ− CΔ
z

(−Φ−1
)−1 (

CΔ
z

)� −DΔ
zw(−I)−1

(
DΔ

zw

)�
> 0,

где
(−Φ−1

)−1
< 0. Дважды применив лемму П.2 (см. Приложение) к послед-

нему неравенству и обозначив Π = Φ−1, получим, что
⎡
⎢⎣

Ψ− ηIp1 CΔ
z DΔ

zw

∗ −Π 0

∗ ∗ −Im

⎤
⎥⎦ < 0.(4.13)

Теперь можно сформулировать теорему 3, дающую достаточные условия
для построения робастного субоптимального анизотропийного регулятора по
состоянию.
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Те ор ем а 3. Для заданных значений a � 0 и γ > 0 задача 1 разреши-
ма, если существуют скаляры η > γ2, ε1 > 0 и ε2 > 0, (n× n)-матрица Φ =
= Φ� > 0, (n× n)-матрица Π = Π� > 0, (p1 × p1)-матрица Ψ > 0, (n× n)-
матрица Y и (n×m1)-матрица Λ такие, что выполнены неравенства

[
Ω+ ε1M1M

�
1 N�

1

N1 −ε1I

]
< 0,(4.14)

η − (e−2a det(Ψ)
)1/p1 < γ2,(4.15)

[
�+ ε2M2M

�
2 N�

2

N2 −ε2I

]
< 0,(4.16)

причем

ΦΠ = In.(4.17)

Матрица Ω задается выражением (4.8), матрицы M1 и N1 определяются
из выражения (4.9), а

� =

⎡
⎣ Ψ− ηIp1 Cz Dzw

∗ −Π 0
∗ ∗ −Im

⎤
⎦ , M2 =

⎡
⎣ MC MD

0 0
0 0

⎤
⎦ , N2 =

[
0 NC 0
0 0 ND

]
.

Неизвестная матрица в управлении может быть найдена по формуле

F = Λ�Y −�.

Для доказательства теоремы 3 представим слагаемое 1
ε1
N�

1 N1 в форме
(−N�

1 ) (−ε1I)
−1N1. Очевидно, что (−ε1I) < 0. Применяя преобразование из

леммы П.2 для неравенства (4.10), получаем неравенство (4.14). Неравенство
(4.16) получается из неравенства (4.13) путем выделения слагаемых, содер-
жащих Δ, и применения леммы П.1.
Если параметрические неопределенности представлены не только в мат-

рице AΔ, то условия теоремы 3 являются невыпуклыми и требуют поиска
взаимнообратных матриц. Для того чтобы избежать поиска взаимнообрат-
ных матрицы, предложим следующий выход. Введем невырожденную неиз-
вестную матрицу G ∈ R

n×n и рассмотрим матрицу

W =

⎡
⎣ Ip1 0 0

0 G 0
0 0 Im

⎤
⎦ .

Умножим неравенство (4.13) слева и справа на W и W� соответственно и
получим, что

⎡
⎣ Ψ− ηIp1 CΔ

z G� DΔ
zw

∗ −GΠG� 0
∗ ∗ −Im

⎤
⎦ < 0.(4.18)
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Принимая во внимание, что Π = Φ−1 и Φ > 0, получаем справедливое нера-
венство

−(G− Φ)Φ−1(G− Φ)� � 0,

откуда следует, что

−GΠG� � −G−G� +Φ.

Выполним замену выражения (−GΠG�) на выражение (−G−G� +Φ) в
неравенстве (4.18). Затем применим к неравенству (4.18) леммы П.1 и П.2
и получим новые условия синтеза робастного анизотропийного регулятора
в форме обратной связи по состоянию, которые можно сформулировать в
теореме 4.
Те ор ем а 4. Для заданных значений a � 0 и γ > 0 задача 1 разреши-

ма, если существуют скаляры η > γ2, ε1 > 0 и ε2 > 0, (n× n)-матрица Φ =
= Φ� > 0, невырожденная (n × n)-матрица G, (p1 × p1)-матрица Ψ,
(n× n)-матрица Y и (n×m1)-матрица Λ такие, что выполнены неравен-
ства (4.14) и (4.15), параметры Ω, M1 и N1 которых определяются выра-
жениями (4.8) и (4.9) соответственно, а также справедливо неравенство[

Ξ + ε2M2M
�
2 N�

2

N2 −ε2I

]
< 0,(4.19)

где

Ξ =

⎡
⎣ Ψ− ηIp1 CzG

� Dzw

∗ −G−G� +Φ 0
∗ ∗ −Im

⎤
⎦ ,

M2 =

⎡
⎣ MC MD

0 0
0 0

⎤
⎦ , N2 =

[
0 NCG

� 0
0 0 ND

]
.

Обе теоремы 3 и 4 дают достаточные условия существования статической
обратной связи по состоянию, решающей задачу синтеза робастного анизо-
тропийного регулятора для систем с ограниченными по норме параметриче-
скими неопределенностями. В отличие от теоремы 3 теорема 4 не требует
поиска взаимнообратных матриц. При этом число неизвестных переменных
увеличивается на n(n−1)

2 .
Если неопределенность содержится только в матрице AΔ системы (3.1)–

(3.3), то неравенство (4.19) сводится к виду[
Ψ− ηIp1 + CzΦC

�
z Dzw

D�
zw −Im

]
< 0.

В данном случае использование теоремы 3 для синтеза робастного регу-
лятора по состоянию становится более предпочтительным, так как условия
являются выпуклыми и отсутствует необходимость поиска взаимнообратных
матриц, а число неизвестных переменных меньше по сравнению с условиями
теоремы 4.
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4.2. Синтез статического робастного регулятора по выходу

Система (3.1), (3.3), замкнутая управлением (3.5), имеет представление в
пространстве состояний:

x(k + 1) =
(
AΔ +BuKCΔ

y

)
x(k) +

(
BΔ

w +BuKDΔ
yw

)
w(k),(4.20)

z(k) =
(
CΔ
z +DzuKCΔ

y

)
x(k) +

(
DΔ

zw +DzuKDΔ
yw

)
w(k).(4.21)

Решение задачи 2 дается в теореме 5.
Те ор ем а 5. Для заданных значений a � 0 и γ > 0 задача 2 разреши-

ма, если существуют скаляры η > γ2, ε1 > 0 и ε2 > 0, (n× n)-матрица Φ =
= Φ� > 0, (n× n)-матрица Π = Π� > 0, (m×m)-матрица Ψ, (n× n)-
матрица Y и (m1 × p)-матрица K такие, что выполнены следующие нера-
венства: [

Ω+ ε1M1M
�
1 N�

1

N1 −ε1I

]
< 0,(4.22)

η − (e−2a det(Ψ)
)1/m

< γ2,(4.23)
[
�+ ε2M2M

�
2 N�

2

N2 −ε2I

]
< 0,(4.24)

причем

ΦΠ = In.(4.25)

Здесь

Ω =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−Φ ∗ ∗ ∗
0 −ηIm ∗ ∗

A+BuKCy Bw +BuKDyw −Π ∗
Cz +DzuKCy Dzw +DzuKDyw 0 −Ip1

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

M1 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

MA BuKMCy 0 MB BuKMDy 0

0 DzuKMCy MC 0 DzuKMDy MD

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

N1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

NA 0 0 0

NCy 0 0 0

NC 0 0 0

0 NB 0 0

0 NDy 0 0

0 ND 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, � =

⎡
⎢⎣

Ψ− ηIm ∗ ∗
Bw +BuKDyw −Π ∗
Dzw +DzuKDyw 0 −Ip1

⎤
⎥⎦ ,

M2 =

⎡
⎢⎣

0 0 0

MB BuKMDy 0

0 DzuKMDy MD

⎤
⎥⎦ , N2 =

⎡
⎢⎣

NB 0 0

NDy 0 0

ND 0 0

⎤
⎥⎦ .
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Достаточные условия для построения статического регулятора по выходу
получаются напрямую, если записать условия теоремы 1 для системы (4.20)–
(4.21). Все преобразования матричных неравенств аналогичны преобразова-
ниям из подраздела 4.1 и не требуют повторения.

Зам е ч а ни е 2. Регулятор, доставляющий минимум анизотропийной нор-
ме, может быть найден с использованием следующей оптимизационной проце-
дуры: найти ξ∗ = inf ξ, где ξ = γ2, на множестве {η, ξ, Φ, Π, Ψ, Y, K, ε1, ε2},
удовлетворяющее (4.22)–(4.24) и ΦΠ = In. Если минимальное значение ξ∗ най-
дено, тогда анизотропийная норма замкнутой системы может быть прибли-
женно вычислена:

|||Fout
cl |||a ≈

√
ξ∗.(4.26)

Аналогичные оптимизационные процедуры могут быть использованы при на-
хождении регуляторов на основе теорем 3 и 4.

Для численной реализации методики синтеза робастных регуляторов из
теоремы 5, требующих поиска взаимнообратных матриц, с использованием
пакетов Yalmip и SeDuMi, можно привести алгоритм, построенный на основе
результатов из [27].
Алг о ри тм.
Шаг 1. Задаем счетчик j = 0, выбираем некоторые матрицы G1 = G�

1 и
G2 = G�

2 .

Шаг 2. Решаем оптимизационную задачу

{λ∗, ξ∗} = min{λ+ ξ}

на множестве переменных

{η, ξ, λ, Φ, Π, Ψ, Y, K, ε1, ε2},

которые удовлетворяют неравенствам (4.22)–(4.24) и

[
In G1

] [ Φ In
In Π

] [
In
G1

]
+
[
G2 In

] [ Φ In
In Π

] [
G2

In

]
− λI2n < 0,(4.27)

[ −Φ In
In −Π

]
− λI2n < 0.(4.28)

Шаг 3. Если λ∗ < δ, где δ — заданная точность, то

|||Fout
cl |||a ≈

√
ξ∗,

алгоритм останавливается и полученное значение K является искомым регу-
лятором. Если заданная точность не достигнута, то алгоритм переходит на
шаг 4.
Шаг 4. Задаем G1 = −Π−1

j , G2 = −Φ−1
j , j = j + 1. Переходим на шаг 2.
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5. Численный пример

Рассмотрим систему:

A =

⎡
⎣ −0,25 0 0

−0,5 0,5 2
0,13 −0,18 −0,66

⎤
⎦, Bu =

⎡
⎣ 0

0
1

⎤
⎦ , Bw =

⎡
⎣ 0 0

0 0
0,2 0,1

⎤
⎦,

Cz =
[
1 2 0

]
, Dzw =

[
0,1 −0,05

]
, Dzu = 0,

Cy =

[
2,2 0 0
0 1 0

]
, Dyw =

[
0,03 0,01

0 0,05

]
.

Неопределенности в системе заданы через коэффициенты:

MA =
[
0,25 −0,5 0,75

]�
, NA =

[
0 0,5 1

]
,

MB =
[
0 0 0,2

]�
, NB =

[
0,1 0,3

]
,

MC = MD = 0,2, NC =
[
0,05 0,2 0

]
, ND =

[
0,02 0,08

]
,

MCy = MDy =
[
0 0

]�
, NCy =

[
0 0 0

]
, NDy =

[
0 0

]
.

Номинальная система является неустойчивой. Для поиска взаимнообрат-
ных матриц был выбран алгоритм, предложенный в [27]. Точность поиска
взаимнообратных матриц равна ε = 10−7.
При решении задачи синтеза была минимизирована анизотропийная нор-

ма замкнутой системы для заданного уровня средней анизотропии a (см. за-
мечание 1). После того как решение было найдено, проводился анализ замк-
нутой системы. Так как неопределенность в данном примере является ска-
лярной величиной, то был использован метод оценки анизотропийной нормы
из [18] на сетке с шагом h = 0,01 на отрезке Δ ∈ [0; 1]. Наибольшее значение
нормы принималось в качестве наихудшего случая. Результаты численных
экспериментов сведены в таблицу.

Результаты численных экспериментов
Средняя анизотропия a 0 0,1 0,5 1 3 100

|||Fcl|||a на основе теоремы 3 0,7591 1,0535 1,5464 1,8435 2,1973 2,2472
|||Fcl|||a на основе теоремы 4 0,7602 1,0489 1,5379 1,8435 2,1978 2,2494
|||Fcl|||a на основе теоремы 5 1,9496 3,3980 5,0720 5,8894 6,6922 6,7993

Как видно из полученных результатов, управление в виде статической об-
ратной связи по состоянию дает наилучший результат. При этом анизотро-
пийная норма замкнутой системы с регулятором, полученным из условий
теоремы 3, дает практически такой же результат, как и с использованием
теоремы 4, а вычислительные затраты при использовании теоремы 4 значи-
тельно меньше.

6. Заключение

В статье получены условия для синтеза робастного анизотропийного ре-
гулятора в виде статической обратной связи по выходу и по состоянию.
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Рассматриваемые системы имеют ограниченные по норме параметрические
неопределенности. Решается задача робастной стабилизации замкнутой си-
стемы при наличии неопределенностей и случайных внешних возмущений
с известным уровнем средней анизотропии. Критерием качества функцио-
нирования замкнутой системы выступает анизотропийная норма, имеющая
смысл коэффициента усиления от случайного внешнего возмущения к управ-
ляемому выходу. Полученные условия гарантируют ограниченность анизо-
тропийной нормы замкнутой системы и ее устойчивость для всех возможных
параметров системы из заданного класса. Условия сформулированы в виде
матричных неравенств и легко реализуются в численном виде.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Лемма П.1 (лемма Питерсена [28]). Пусть матрицы M ∈ R
n×p и

N ∈ R
q×n ненулевые, а матрица G симметрическая, т.е. G = G� ∈ R

n×n.
Неравенство

G+MΔN +N�Δ�M� � 0

справедливо для всех Δ ∈ R
p×q: σ(Δ) � 1, если существует скаляр ε > 0 та-

кой, что

G+ εMM� +
1

ε
N�N � 0.

Лемма П.2 (лемма о дополнении Шура).Пусть X =

[
X11 X12

X�
12 X22

]
– сим-

метрическая матрица, ее компоненты X11 и X22 – тоже симметрические
матрицы.
Если X11 > 0, то X > 0 тогда и только тогда, когда

X22 −X�
12X

−1
11 X12 > 0.

Если X22 > 0, то X > 0 тогда и только тогда, когда

X11 −X12X
−1
22 X�

12 > 0.
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УПРАВЛЯЕМЫЙ ДИНАМИЧЕСКИЙ ПОИСК ПОДВИЖНОГО
ОБЪЕКТА ПРИ МИНИМАЛЬНЫХ ЗАТРАТАХ СВЕТОВОЙ ЭНЕРГИИ1

Рассматривается задача оптимального управления пространственным
движением динамического объекта с целью поиска подвижного объек-
та, совершающего простое движение в прямоугольной области на плоско-
сти. В качестве критерия оптимальности рассматривается функционал,
учитывающий энергозатрату источника света, расположенного на ищу-
щем объекте. Искомый объект считается обнаруженным при попадании в
световой квадрат заданной освещенности. Предложен способ управления
движением ищущего объекта, а также соответствующий закон изменения
электрического тока в цепи источника света, обеспечивающие обнаруже-
ние искомого объекта за гарантированное время поиска при минимальной
световой энергозатрате.

Ключевые слова: динамический поиск, подвижной объект, оптимальное
управление, световая энергозатрата.
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1. Введение

Во многих задачах поиска целевого объекта обнаружение осуществляется
с помощью информационной области чувствительности [1]. В качестве тако-
вой можно рассматривать освещенную источником света область, которую
можно перемещать в пространстве с целью обнаружения искомого объекта
при его попадании в эту область [2]. В случае подвижного искомого объекта
в ограниченной области для решения задачи поиска применяется подход [3],
состоящий в построении управлений, при которых, двигаясь по соответствую-
щим траекториям, ищущий объект осуществляет просмотр, заметая полосы,
покрывающие всю область поиска. При определенных условиях на параметры
поисковой системы такой подход выделяет множество управлений, гаранти-
рующих успешное завершение поиска целевого объекта как подвижного [4, 5],
так и неподвижного [6, 7]. В связи с этим целесообразно рассматривать зада-
чу об оптимальном выборе гарантирующего управления. В качестве критерия
оптимальности рассматривается функционал, учитывающий энергозатрату
электрического точечного источника света, расположенного на ищущем объ-
екте [2]. В отличие от [1–7] в настоящей работе ищущий объект управляется

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Госкомитета по науке МОН РА, грант
№ 18Т-2С127.
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по ускорению, а областью освещения является квадрат. Предложен способ
управления движением ищущего объекта и закон изменения электрического
тока в цепи источника света, при которых искомый объект обнаруживает-
ся за гарантированное время поиска с минимальным потреблением световой
энергии.

2. Постановка задачи

Рассматривается система из двух управляемых точечных объектов X
(ищущего) и Y (искомого), движение которых описывается следующими
уравнениями, начальными условиями и ограничениями:

X : ẍ1 = w1, ẍ2 = w2, ẍ3 = w3 − g, xi(0) = x0i , ẋi(0) = 0, i = 1, 2, 3,

|w1(t)| ≤ W, |w2(t)| ≤ W, |w3(t)| ≤ W3, W3 > g,(2.1)

x(t) ∈ D(3) = {(x1, x2, x3) : 0 ≤ xi ≤ ai, i = 1, 2, 3}, t ≥ 0,

Y : ẏi = vi, yi(0) = y0i ,
√

v21 + v22 ≤ V, i = 1, 2,

y(t) ∈ D(2) = {(x1, x2) : 0 ≤ xi ≤ ai, i = 1, 2}, t ≥ 0,
(2.2)

где xi, yi – координаты положения объектов X, Y ; wi и vi – компоненты
векторов управляющего ускорения w и управляющей скорости v объектов X
и Y соответственно, которые являются кусочно-непрерывными функциями
от времени; W , W3, V , ai – заданные постоянные, g – ускорение свободного
падения.
Наличие ограничений на компоненты управляющего ускорения в (2.1) вы-

звано тем, что на практике, в робототехнике, многие управляемые манипуля-
ционные системы [8] работают в трех взаимно перпендикулярных направле-
ниях и управление движением по отдельным направлениям осуществляется
тремя независимыми двигателями. Каждый двигатель создает ограниченное
силовое воздействие, порождающее ограниченное по абсолютной величине
ускорение, которое управляет движением по соответствующей координате.
Пусть объекту X в процессе движения доступна полная информация о со-

отношениях и параметрах (2.1), (2.2) за исключением начальных координат
yi(0) = y0i и текущeй скорости v(t) объекта Y . Предположим, что для опреде-
ления точных координат Y у объекта X имеется специальное устройство в ви-
де четырехугольной правильной пирамиды, на вершине которой расположен
изотропный точечный источник света. Излучаемые из источника световые
лучи ограничиваются внутри пирамиды, вследствие чего на горизонтальной
плоскости поиска образуется подвижная и изменяющийся по размеру область
освещенности следующего вида:

K(x(t)) =
{
(ζ1, ζ2) ∈ D(2) : |ζ1,2 − x1,2(t)| ≤ l = Cx3(t), C = tg γ/

√
2
}
,

x(t) ∈ D(3).
(2.3)

Область(2.3) – квадрат с центром в точке O(x1(t), x2(t)) ∈ D(2) и сo сто-
роной длины 2l; γ, 0 < γ < π/2 – половина угла раствора световых лучей,
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Рис. 1. Пирамида с квадратным основанием освещенности.

исходящих из точечного источника и образующих противоположные ребра
лучевой пирамиды (рис. 1).
Скажем, что положение искомого объекта Y становится точно известным

в момент времени t > 0, когда впервые выполняется условие обнаружения,
т.е. условие его попадания в квадрат освещенности

y(t) ∈ K(x(t)).(2.4)

Искомый объект при попадании его в световой квадрат (2.3) может быть
обнаружен или распознан только при достаточной постоянной освещенно-
сти E, xарактеризующей пороговое значение видимости искомого объекта.
В случае (2.3) минимальная достаточная освещенность определяется сле-

дующим образом. Согласно [9] освещенность в определенной точке на плос-
кости вычисляется по формуле

EP = I cos γ/(SP )2,(2.5)

где I – сила света источника S в направлении точки измерения P на плоско-
сти, SP – расстояние между источником света и этой точкой, γ – угол между
направлением падения света и перпендикуляром к этой плоскости.
Из (2.5) следует, что для квадратной области (2.3) при заданных x3 и γ

освещенность максимальна в наиболее близкой к источнику точке, в центре
квадрата: EO = Emax = I/x23 и минимальна в наиболее удаленных, в угловых
точках квадрата:

E = Emin = ξI/x23, ξ = cos3 γ.(2.6)

Величину E = Emin (2.6) будем считать постоянной и заданной.
Используя соотношение Q = ηI [9], где η – коэффициент пропорциональ-

ности (коэффициент удельной мощности) между мощностью световой энер-
гии Q, которую можно считать равной электрической мощности потребляе-
мой источником света, и силой света I, величину минимальной освещенно-
сти E (2.6) можно вычислять как мощность энергии светового излучения,
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падающего на плоскость:

E = ξI/x23 = ξQ/ηx23.(2.7)

Из (2.7) имеем

Q = Eηx23/ξ.(2.8)

Интеграл от этой функции при постоянных E, η, ξ

J =

T∫

0

Qdt = Eηξ−1

T∫

0

x23dt(2.9)

дает величину потребляемой энергии источником света в течение промежут-
ка времени освещения [0, T ]. Функционал (2.9) характеризует энергозатраты
в процессе поиска световым устройством и в соответствии с (2.1) является
функцией от w3.
Согласно закону Джоуля – Ленца величину электрической энергии, по-

требляемой источником света в течение времени [0, T ] освещения, можно вы-
разить следующим образом:

J =

T∫

0

Qdt =

T∫

0

j2Rdt, Q = j2R, 0 ≤ j(t) ≤ j0, t ∈ [0, T ] ,(2.10)

где j – действующее значение тока, проходящего через источник света, j0 –
максимально допустимое действующее значение тока, а R – активное сопро-
тивление в цепи источника света.
Из (2.8), (2.10) получаем зависимость действующего значения электриче-

ского тока j от расстояния x3 точечного источника света до центра светового
квадрата:

j(t) =
√

Eηξ−1R−1x3(t), x3(t) > 0,

0 ≤ j(t) ≤ min
(
j0,
√

Eηξ−1R−1a3

)
, t ∈ [0, T ] .

(2.11)

Соотношение (2.11) с учетом третьего уравнения (2.1) определяет связь
между управляющей функцией w3 = w3(t) и j = j(t).
Зам е ч а ни е. Так как область поиска в (2.2) имеет форму прямоуголь-

ника D(2), то рассмотрение квадрата (2.3) в качестве области обнаружения
(освещенности) с практической точки зрения представляется естественным.
Такой выбор в отличие от кругa обнаружения, рассмотренного например
в [2–5], оправдан тем, что перемещение квадрата освещенности внутри обла-
сти поиска – прямоугольника по прямолинейным траекториям, параллель-
ным сторонам прямоугольника, позволяет ищущему объекту осуществить
просмотр, заметая при этом полосы, покрывающие всю область поиска без
зазоров.
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В связи с вышесказанным в качестве допустимых управлений для ищуще-
го объекта будем рассматривать класс таких управляющих ускорений w(t) с
кусочно-постоянными компонентами, удовлетворяющих наложенным ограни-
чениям (2.1), которым отвечают ломаные траектории, состоящие из отрезков,
параллельных сторонам прямоугольника.

Зад а ч а 1. Найти начальное положение x0 = (x01, x
0
2, x

0
3) ∈ D(3), число

T > 0, допустимое управление w(t), 0 ≤ t ≤ T объекта X и соответствую-
щий закон изменения электрического тока в цепи источника света j = j(t),
0 ≤ t ≤ T , для которых при любом начальном положении y0 = (y01, y

0
2) ∈ D(2)

и любом кусочно-непрерывном управлении v(t), 0 ≤ t ≤ T объекта Y гаран-
тируется выполнение условия (2.4) в некоторый момент t ∈ [0, T ] при мини-
мальной световой энергозатрате (2.9).

3. Описание способа поиска

Опишем сначала предлагаемый способ управления, а затем укажем усло-
вия на входящие в него параметры, при которых решается задача 1. Пусть в
начальный момент t0 = 0 объект X находится в точке

x0 = (x01, x
0
2, x

0
3), x01 = x02 = l0, x03 = C−1l0,

0 < x03 ≤ a3, l0 ≤ Ca3 < min(a1, a2)/2 = a2/2.
(3.1)

Рассмотрим исходящую из этой точки пространственную ломаную, проек-
ция L0,N = L0L1 . . . LN которой на прямоугольное основание D(2) изображена
на рис. 2.
Двигаясь по ломаной L0,N в направлении, показанном на рис. 2, центр

квадрата K сo стороной постоянной длины 2l0 осуществляет сканирование
прямоугольника с шагом h, 0 < h < 2l0 по оси x1, оставляя с каждой стороны
(верхней и нижней) прямоугольника полосы с шириной l0. Зададим управ-
ление плоским движением X (1.1) (w3(t)≡ g, t ≥ 0) так, чтобы перемещение
центра квадрата освещенности по отрезку Lk−1Lk происходило оптимальным

x2

a2

L1

L0

0 a1 x1

LN

LN�1

V

 

 

 

 

 
 

V

h

W
X

Y

D(2)

2l0

Рис. 2. Способ перемещения центра квадрата освещенности.
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по быстродействию образом. Управления w1, w2, обеспечивающие перемеще-
ния центра квадрата из одной вершины Lk−1(x

(k−1)
1 , x

(k−1)
2 ) с нулевой ско-

ростью ẋ
(k−1)
1 = ẋ

(k−1)
2 = 0 в последующую вершину Lk(x

(k)
1 , x

(k)
2 ) с нулевой

скоростью ẋ
(k)
1 = ẋ

(k)
2 = 0 по прямолинейным отрезкам Lk−1Lk, определяют-

ся из решения двухточечной задачи оптимального быстродействия [10]:
по вертикальным участкам Lk−1Lk

w∗
1(t) = 0, w∗

2(t) = W sign
{
(t′/2− t)Δx2

}
, tk−1 ≤ t ≤ tk,

tk= tk−1+ t′, t′=2
(|Δx2|W−1

)1/2
, k=2n+1, n=0, 1, . . . , (N−1)/2,

Δx2 = x
(k)
2 − x

(k−1)
2 > 0, x

(k)
2 = a2 − l0, x

(k−1)
2 = l0;

k = 4p+ 1, p = 0, 1, . . . , P ≤ (N − 1)/2,

Δx2 = x
(k)
2 − x

(k−1)
2 < 0, x

(k)
2 = l0, x

(k−1)
2 = a2 − l0;

k = 4q + 3, q = 0, 1, . . . , Q ≤ (N − 1)/2,

t0 = 0, P,Q – целые числа, N – нечетное целое число,

(3.2)

по горизонтальным участкам Lk−1Lk

w∗
1(t) = W sign

{
(t′′/2− t)Δx1

}
, w∗

2(t) = 0, tk−1 ≤ t ≤ tk,

tk = tk−1 + t′′, t′′ = 2
(
Δx1W

−1
)1/2

, k = 2n, n = 1, . . . , (N − 1)/2,

Δx1 = x
(k)
1 − x

(k−1)
1 = h, k = 2n, n = 1, . . . , (N − 3)/2,

Δx1 = x
(k)
1 − x

(k−1)
1 ≤ h, k = N − 1, N – нечетное целое число.

(3.3)

Согласно (3.2) перемещение центра квадрата освещенности по верти-
кальным участкам Lk−1Lk (рис. 2) в сторону возрастания координаты x2:
Δx2 = x

(k)
2 − x

(k−1)
2 > 0 происходит на интервалах времени tk−1 ≤ t ≤ tk, k =

= 4p+ 1, p = 0, 1, . . . , P ≤ (N − 1)/2, а в сторону уменьшения x2:Δx2 = x
(k)
2 −

−x
(k−1)
2 < 0 – на интервалах времени tk−1 ≤ t ≤ tk, k = 4q + 3, q = 0, 1, . . .

. . . , Q ≤ (N − 1)/2. Поэтому на интервалах tk−1 ≤ t ≤ tk, когда Δx2 > 0, име-
ем w∗

2(t) = W при tk−1 ≤ t < t′/2 и w∗(t) = −W при t′/2 ≤ t ≤ tk, а когда
Δx2 < 0, имеем w∗

2(t) = −W при tk−1 ≤ t < t′/2 и w∗(t) = W при t′/2 ≤ t ≤ tk.
Здесь t′/2 = (tk − tk−1)/2 – момент переключения управляющего ускорения
w∗(t) от значения W к значению −W или наоборот.
Формулу (3.3) можно пояснить аналогичным образом с той разницей, что

в ней учитывается, что перемещение центра квадрата освещенности по го-
ризонтальным участкам Lk−1Lk происходит только в сторону возрастания
координаты x1 (рис. 2): Δx1 = x

(k)
1 − x

(k−1)
1 > 0.

Соответствующий закон изменения электрического тока в цепи источника
света j = j(t) определяется согласно соотношению (2.11):

j(t)≡
√

Eηξ−1R−1x03, t ∈ [0, T ].(3.4)
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Как следует из (3.2), (3.3), оптимальные времена перемещения одинаковы
по каждому вертикальному участку и по каждому горизонтальному участку
длины h и вычисляются соответственно следующим образом:

t′ = 2
√

(a2 − 2l0)W−1, t′′ = 2
√
hW−1.(3.5)

4. Гарантированный поиск при минимальной затрате световой энергии

Перейдем к определению параметров l0, h. Сначала положим h = 0 и неза-
висимо от траекторий рис. 2 рассмотрим прямолинейное вертикальное пере-
мещение центра квадрата из положения (2l0, l0) покоя в конечное положение
(2l0, a2 − l0) покоя, а затем обратное перемещение в исходное положение по-
коя при управляющих ускорениях (3.2). Выясним, при каких условиях объ-
ект Y может пересечь ось x1 = l0, избежав обнаружения.
Пусть перед рассматриваемым перемещением центра квадрата освещенно-

сти объект Y занимает положение y1 ≥ 3l0 + ε, y2 = 0 (ε > 0 – сколь угодно
малое число) на нижней стороне прямоугольника, вне квадрата освещенно-
сти. Тогда объекту Y легче всего пересечь ось x1 = l0 незамеченным, если
он будет двигаться по нижней стороне прямоугольника с максимальной по
модулю скоростью (v1 = −V , v2 = 0) в направлении оси x1 = l0. При этом он
будет располагать наибольшим временем, равным 2t′ = 4

√
(a2 − 2l0)W−1, до

очередного возвращения центра квадрата на положение (2l0, l0).
Объект Y может избежать обнаружения при условии 4

√
(a2 − 2l0)W−1 >

> (2l0 + ε)V −1, где (2l0 + ε)V −1 – время перемещения Y по оси x2 = 0 на
расстояние 2l0 + ε.
При противоположном строгом неравенстве

4
√

(a2 − 2l0)W−1 < (2l0 + ε)V −1(4.1)

X осуществит обнаружение Y , если последний пересечет ось x1 = l0.
Неравенство (4.1) заведомо выполнено, если выполнено более простое

условие

2t′ = 4
√

(a2 − 2l0)W−1 < 2l0V
−1.(4.2)

Разрешая (4.2) относительно l0 и учитывая условие (3.1), определим диа-
пазон изменения параметра l0, при котором неравенство (4.2) выполняется:

lmin = −4V 2W−1 +
√
16V 4W−2 + 4V 2W−1a2 < l0 ≤ Ca3.(4.3)

Пусть поиск проводится так, как описано в разделе 3, и выполняется нера-
венство (4.2), т.е. l0 удовлетворяет условию (4.3). Перейдем к определению
условия на h, h < 2l0, при котором описанный способ поиска решает задачу 1.
Рассмотрим перемещение центра квадрата освещенности по ломаной

L0,3 = L0L1L2L3 с вершинами

L0 = (l0, l0), L1 = (l0, a2− l0), L2 = (l0+h, a2− l0), L3 = (l0+h, l0)(4.4)
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при управлениях (3.2), (3.3):

w(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
w1(t)≡ 0, w2(t) = w∗

2(t), t ∈ [0, t1),

w1(t) = w∗
1(t), w1(t)≡ 0, t ∈ [t1, t2),

w1(t)≡ 0, w2(t) = −w∗
2(t), t ∈ [t2, t3),

где t1, t2, t3 определяются с помощью (3.5): t1 = t′, t2 = t′ + t′′, t3 = 2t′ + t′′.
По аналогии со случаем h = 0, чтобы избежать обнаружения, объ-

ект Y должен достичь оси x1 = 0 так, чтобы все время было выполнено
y(t) /∈ K(x(t)), t ∈ [0, t3]. Oбъекту Y легче быть необнаруженным, если в на-
чальный момент времени он находится в положении (2l0 + ε, 0) (ε > 0 – сколь
угодное малое число), вне квадрата обнаружения и движется по нижней сто-
роне прямоугольника D(2) в сторону оси x1 = 0 с максимальной по модулю
скоростью (v1 = −V , v2 = 0). При этом Y имеет наибольшее время, равное
t3 = 2t′ + t′′, между перемещениями центра квадрата вверх и вниз при ска-
нировании шагом h.
Следовательно, чтобы осуществить обнаружение искомого объекта, ищу-

щий объект при движении по верхней горизонтальной стороне прямоуголь-
ника должен выбрать величину шага перемещения h, так чтобы имело место
неравенство

4
√

(a2 − 2l0 − ε)W−1 + 2
√
hW−1 ≤ (2l0 + ε− h)V −1,

которое заведомо выполняется, если выполняется более сильное неравенство

4
√

(a2 − 2l0)W−1 + 2
√
hW−1 ≤ (2l0 − h)V −1, h < 2l0.(4.5)

При условии (4.5) искомый объект не может с максимальной по модулю
скоростью V пройти расстояние длиной 2l0 − h на оси x2 = 0 будучи не об-
наруженным за время перемещения центра квадрата по ломаной L0,3.
Разрешая (4.5) относительно h, получим диапазон изменения величины

шага, при котором описанный способ поиска гарантирует обнаружение по-
движного объекта Y :

0 < h ≤ hmax,

hmax =
(
−VW−1/2+(V 2W−1+2l0−4V (a2−2l0)

1/2W−1/2)1/2
)2

< 2l0.
(4.6)

Рассмотрим следующую положительную функцию N1 от l0 и h:

N1(l0, h) = (a1 − 2l0)h
−1, lmin < l0 ≤ Ca3, 0 < h ≤ hmax < 2l0.(4.7)

Функция (4.7) по h монотонно убывающая. Следовательно,

min
0<h≤hmax

N1(l0, h) = (a1 − 2l0)h
−1
max = N1(l0).(4.8)

Обозначим:

R0 = { l0 ∈ (lmin, Ca3] : N1(l0) = [N1(l0)] } ,(4.9)
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где символ [·] означает целую часть действительного числа. Для значе-
ний l0 ∈ R0 целое число 1 +N1(l0) определяет то количество вертикаль-
ных перемещений с шагом сканирования hmax (4.6), при котором движениe
центра квадрата по ломаной L0,N , N = 2N1(l0) + 1 заканчивается в точке
(a1 − l0, l0), если N1(l0) – нечетное целое число, и в точке (a1 − l0, a2 − l0),
если N1(l0) – четное целое число.
С учетом этого, используя (3.5), (4.8), функционал (2.9) на множестве (4.9)

можно представить в виде

J(l0) = (Eηξ−1C−2)L(l0)T (l0), l0 ∈ R0,

L(l0) = l20, T (l0) = t′1(l0) + (t′1(l0) + t′2(l0))N1(l0),
(4.10)

где T (l0) определяет гарантированное время поиска.
Таким образом, задача 1 сводится к нахождению параметра l∗0 ∈ R0, до-

ставляющего минимум в задаче

J̄∗ = J̄(l∗0) = min
l0∈R0

L(l0)T (l0).(4.11)

Функции L(l0) и T (l0) на множестве R0 принимают соответственно моно-
тонно возрастающие и монотонно убывающие дискретные значения. Мини-
мум в (4.11) в зависимости от соотношений между параметрами может дости-
гаться как во внутренней, так и в крайних точках множества (4.9). С учетом
этого проведены численные расчеты определения l∗0 при различных значе-
ниях параметров задачи. В частности, при a1 = 200 м, a2 = 100 м, a3 = 20 м,
C = 1, W = 1 м/c2, V = 0,25 м/c минимальное значение J̄∗ = 47271,4 м2c до-
стигается во внутренней точке R0: l∗0 = 4,35 м. Соответствующее количе-
ство полных перемещений с шагом сканирования hmax = 8,24 м (4.6) равно
N1 = 22 (4.8), a гарантированное время поиска – T = 541,07 c (4.10). Элек-
трический ток в цепи источника света и минимальная величина энергии, по-
требляемой источником света, определяются из (3.4), (4.10) при конкретных
значениях параметров R,E, η, ξ.

5. Заключение

Предложен простой способ управления движением динамического объек-
та в задаче поиска подвижного объекта в прямоугольной области с помощью
квадратной области постоянного размера и заданной освещенности. Получе-
но условие, гарантирующее успешное завершение поиска. Предложен алго-
ритм нахождения оптимального размера квадрата освещенности, при кото-
ром искомый объект обнаруживается за гарантированное время поиска при
минимальной световой энергозатрате.
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УПРАВЛЕНИЕ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ ПРОЦЕССОМ НАГРЕВА
ПЛАСТИНЫ С ОПТИМИЗАЦИЕЙ МЕСТ РАСПОЛОЖЕНИЯ

ИСТОЧНИКОВ И КОНТРОЛЯ

Рассмотрена задача синтеза сосредоточенных управлений процессом
нагрева пластины, при этом оптимизируются места размещения источ-
ников тепла и контроля состояния. Для ее численного решения с при-
менением эффективных методов оптимизации первого порядка получены
формулы для градиента целевого функционала. Приведены результаты
компьютерных экспериментов. Предлагаемый подход может быть исполь-
зован при проектировании систем автоматического управления и регули-
рования многими другими процессами и объектами с распределенными
параметрами.

Ключевые слова: тонкая пластина, нагрев, синтез управления, сосредото-
ченный источник, точка контроля, нагруженное дифференциальное урав-
нение, метод проекции градиента.

DOI: 10.31857/S0005231020040091

1. Введение

Рассматривается задача управления c обратной связью объектами с рас-
пределенными параметрами на примере процесса нагрева точечными источ-
никами тепла тонкой пластины, на которой установлены датчики температу-
ры. Результаты замеров температуры в точках контроля используются для
формирования текущих значений точечных управляющих воздействий. При
этом оптимизируются точки расположения сосредоточенных источников теп-
ла и контроля за состоянием процесса. В случае когда замеры состояния про-
цесса можно производить лишь в дискретные моменты времени, возможна
оптимизация моментов времени проведения замеров.
В конце XIX – начале XX столетия были проведены важные исследова-

ния и разработаны устройства для регулирования промышленных процес-
сов и технических объектов. Существенный вклад внесли известные ученые
Дж.К. Максвелл, Э.Дж. Раус, И.А. Вышнеградский, А. Гурвиц, А.М. Ля-
пунов и другие ученые и инженеры. В связи с проблемами в области ра-
кетостроения и развитием вычислительных и измерительных средств иссле-
дования Л.С. Понтрягина [1], Р.Э. Беллмана [2], А.М. Летова [3] и других
ученых [4, 5] в области систем управления с обратной связью объектами с со-
средоточенными параметрами нашли широкое применение в автоматических
системах управления различными техническими и промышленными объек-
тами. В последующие годы активно проводились исследования по распро-
странению имеющихся подходов и методов [2, 6, 7] для систем с сосредото-
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ченными параметрами на управление объектами с распределенными пара-
метрами, в том числе с использованием обратной связи [6, 8]. Результаты
были использованы при проектировании систем управления и регулирова-
ния как техническими объектами [6, 7], так и сложными промышленными
процессами [6, 9, 10]. Задачи синтеза управления для объектов с распреде-
ленными параметрами, несмотря на определенные достигнутые успехи, пока
не получили достаточно широкого применения. Это связано как с проблема-
ми теоретического характера (с исследованием вопросов управляемости, на-
блюдаемости [8], разработкой эффективных численных методов оптимизации
управления соответствующими процессами [11, 12]), так и с проблемами тех-
нической реализации систем управления этими объектами с обратной связью
(обусловленные пространственной протяженностью, невозможностью полу-
чения в достаточной степени оперативной и точной информации о текущем
состоянии со всех точек объекта, а также невозможностью своевременной
реализации управляющих воздействий, распределенных во всех или в неко-
торых точках объекта, и другими причинами). Работы в этом направлении
актуальны, и в настоящее время для многих объектов с распределенными
параметрами с использованием различных принципов, вычислительных ме-
тодов и технических средств телемеханического контроля разрабатываются
или уже функционируют системы автоматического управления и регулиро-
вания [10, 13, 14]. Отметим публикацию [15], в которой приведены подробные
комментарии к современному состоянию различных аспектов теории управ-
ления и достаточно обширная библиография.
Рассмотренная в данной статье постановка задачи синтеза управляющих

воздействий отличается тем, что, во-первых, оптимизируются места разме-
щения управляющих сосредоточенных источников и точек контроля за со-
стоянием объекта, а в случае дискретных во времени замеров могут оптими-
зироваться и моменты времени проведения замеров. Во-вторых, некоторые
параметры процесса (начальное состояние и температура внешней среды)
точно неизвестны, а заданы множества их возможных значений. В-третьих,
используя линейную обратную связь управляющих воздействий от замерен-
ных состояний объекта в точках контроля, задача синтеза управления сосре-
доточенными источниками приведена к задаче параметрического оптималь-
ного управления (в предлагаемом подходе размерность вектора постоянных
параметров синтезируемых управлений определяется в основном удвоенным
произведением числа точечных источников и точек контроля, а для задач
синтеза управления объектами с распределенными параметрами, учитывая,
что они не требуют решения в оперативном режиме, такую размерность мож-
но считать вполне приемлемой).
Предлагаемые в статье постановка задачи и подход к синтезу сосредото-

ченных управлений процессом нагрева пластины могут быть использованы в
системах управления с обратной связью многими другими технологически-
ми процессами, техническими объектами с распределенными параметрами с
сосредоточенными воздействиями, описываемыми другими типами диффе-
ренциальных уравнений с частными производными.
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2. Постановка задачи

Рассматривается задача синтеза управления нагревом тонкой пластины
точечными источниками, описываемая начально-краевой задачей:

ut(x, t) = a2div (gradu(x, t)) − λ0 [u(x, t)− θ] +

Nc∑
i=1

ϑi(t)δ(x − ηi),(2.1)

(x, t) ∈ Q =
{
(x, t) : x = (x1, x2) ∈ Ω⊂ R2, t ∈ [0, T ]

}
,

u(x, 0) = ϕ(x) = const ∈ Φ, x ∈ Ω,(2.2)

∂u(x, t)

∂n
= λ [u(x, t)− θ] , x ∈ Γ, t ∈ [0, T ].(2.3)

Здесь a, λ0, λ – заданные значения параметров процесса; Ω – область, за-
нимаемая пластиной с границей Γ, n – внутренняя нормаль к Γ. В частности,
предположим, что Ω имеет прямоугольную форму

Ω =
{
x ∈ R2 : a1 ≤ x1 ≤ a1, a2 ≤ x2 ≤ a2

}
,

ai, ai, i = 1, 2, – заданы.
Функция u(x, t), определяющая значение температуры пластины в точке

x ∈ Ω в момент времени t, является обобщенным единственным решением за-
дачи (2.1)–(2.3), см. [16, гл. 3; 17, гл. 3], а именно: для произвольной функции
ζ (x, t) ∈ H2,1 (Q), такой что ζ (x, T ) = 0, x ∈ Ω, ∂ζ (x, t) /∂n = λζ (x, t), x ∈ Γ,
t ∈ [0, T ], имеет место равенство

∫

Q

u(x, t)
(−ζt(x, t) − a2div (gradζ(x, t)) + λ0ζ(x, t)

)
dxdt =

=

Nc∑
i=1

T∫

0

ϑi(t)ζ(η
i, t)dt+

∫∫

Ω

ζ(x, 0)ϕ (x) dx+ θ

∫

Q

ζ(x, t)dxdt.

Будем считать, что начальная температура пластины во всех точках оди-
накова, но точно неизвестна. Известны множество (диапазон) Φ⊂ R возмож-
ных начальных состояний и соответствующая функция плотности ρΦ(ϕ) та-
кая, что

ρΦ(ϕ) ≥ 0, ϕ ∈ Φ,

∫

Φ

ρΦ(ϕ) = 1.

Аналогично температура внешней среды θ = const точно неизвестна, а за-
даны множество ее возможных значений Θ⊂R и соответствующая функция
плотности ρΘ(θ), такая что:

ρΘ(θ) ≥ 0, θ ∈ Θ,

∫

Θ

ρΘ(θ) = 1.
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Кусочно-непрерывные функции ϑi(t) определяют мощности источников,
сосредоточенных в точках пластины ηi =

(
ηi1, η

i
2

) ∈ Ω, i = 1, . . . , Nc, и осу-
ществляющих ее нагрев. Для определенной в области Ω двумерной функции
Дирака δ(x) при произвольных интегрируемой функции f(x) и точки x̄ ∈ Ω
имеют место равенства:

∫∫

Ω

f(x)δ(x− x̄)dx = f(x̄),

∫∫

Ω

δ(x)dx = 1.(2.4)

Пусть допустимые значения управляющих воздействий определены, на-
пример, так:

ϑi ≤ ϑi(t) ≤ ϑi, i = 1, . . . , Nc, t ∈ [0, T ] ,(2.5)

где ϑi, ϑi – заданные величины, i = 1, . . . , Nc.
Точки размещения η =

(
η1, . . . , ηNc

)
источников тепла должны удовлетво-

рять естественному условию:

ηi =
(
ηi1, η

i
2

) ∈ Ω, a1 ≤ ηi1 ≤ a1, a2 ≤ ηi2 ≤ a2, i = 1, . . . , Nc.(2.6)

Критерий качества управления определим функционалом

J(ϑ, η) =

∫

Φ

∫

Θ

I(ϑ, η;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,(2.7)

I(ϑ, η;ϕ, θ) =(2.8)

=

∫∫

Ω

μ(x) [u(x, T ;ϑ, η, ϕ, θ) − U(x)]2 dx+ ε
∥∥∥ϑ(t)− ϑ̂(t)

∥∥∥2
LNc
2 [0,T ]

.

Здесь μ(x) ≥ 0, x ∈ Ω, – заданная весовая функция. В (2.8) второе слагае-
мое используется для регуляризации функционала, ε > 0, ϑ̂(t) – параметры
регуляризации, назначаемые согласно известным схемам [11, 18].
Функционал (2.7) характеризует качество управления процессом нагрева в

среднем по всем возможным начальным температурам пластины и темпера-
турам внешней среды, u (x, T ;ϑ, η, ϕ, θ) – решение начально-краевой задачи
(2.1)–(2.3) при точечных управляющих воздействиях ϑ(t)= (ϑ1(t), . . . ,ϑNc(t)),
размещенных соответственно в точках ηi =

(
ηi1, η

i
2

)
, i = 1, . . . , Nc, с началь-

ным условием u(x, 0) = ϕ, x ∈ Ω при температуре внешней среды θ.
Задача управления процессом нагрева пластины заключается в опреде-

лении оптимальных относительно функционала (2.7) допустимых значений
управляющих воздействий ϑ(t) = (ϑ1(t), . . . , ϑNc(t)) – мощностей сосредото-
ченных (точечных) источников и мест их расположения η =

(
η1, . . . , ηNc

)
.

Обозначим через W (x, t;ϑ, η) множество всех решений начально-краевой
задачи (2.1)–(2.3) при всевозможных допустимых начальных температурах
ϕ ∈ Φ и значениях внешних температур θ ∈ Θ. Тогда W (x, t;ϑ, η) представ-
ляет собой “пучок” решений начально-краевой задачи (2.1)–(2.3), полученных
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при использовании точечных управляющих воздействий ϑ(t), размещенных в
точках η при всевозможных ϕ ∈ Φ и θ ∈ Θ. В таком случае функционал (2.7)
характеризует качество выбора оптимизируемой пары (ϑ, η) при одновремен-
ном управлении всем пучком траекторий решений (2.1)–(2.3).
Пусть управление процессом нагрева пластины осуществляется с учетом

того, что в No точках ξj пластины,

ξj =
(
ξj1, ξ

j
2

)
∈ Ω, a1 ≤ ξj1 ≤ a1, a2 ≤ ξj2 ≤ a2, j = 1, . . . , No,(2.9)

проводятся замеры текущей температуры непрерывно во времени

uξj(t) = u(ξj , t), ξj ∈ Ω, t ∈ [0, T ] , j = 1, . . . , No,(2.10)

или дискретно в заданные моменты времени

usξj = u(ξj , τs), ξj ∈ Ω, τs ∈ [0, T ] , s = 0, . . . , Nt, j = 1, . . . , No.(2.11)

Формирование значений температуры точечных управляющих воздей-
ствий ϑi(t), i = 1, . . . , Nc, при наблюдении вида (2.10) будем осуществлять
по закону линейной обратной связи в виде

ϑi(t) =

No∑
j=1

kji [u(ξ
j , t)− zji ], t ∈ [0, T ] , i = 1, . . . , Nc.(2.12)

Здесь kji – коэффициент усиления для i-го источника с учетом значения
температуры в j-й точке замера; zji – номинальное значение температуры
пластины в j-й точке замера, которое должно поддерживаться i-м источни-
ком. В задачах синтеза управления объектами, описываемыми обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями, в качестве аналога номинального
значения используется вектор конечного состояния, к которому должен быть
приведен объект. Для рассматриваемой задачи параметры zji определяют-
ся значениями в точках наблюдения функции U (x), участвующей в целевом
функционале, т.е. значениями U

(
ξj
)
, j = 1, . . . , No. Но эти значения в случае

некоторых функций U (x) могут быть неоптимальными для zji относительно
целевого функционала, поэтому zji , i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No, включены в
число оптимизируемых параметров задачи.

Введем обозначения для матриц K =
((

kji

))
, Z =

((
zji

))
, i = 1, . . . , Nc,

j = 1, . . . , No.
В случае если замеры в контролируемых точках осуществляются лишь

в заданные дискретные моменты времени τs ∈ [0, T ], s = 0, . . . , Nt, τ0 = 0,
τNt+1 = T , то формирование мощностей точечных источников ϑi(t), i =
= 1, . . . , Nc, будем осуществлять по закону линейной обратной связи в виде

ϑi(t)=

No∑
j=1

kji

[
u(ξj, τs)−zji

]
, t∈ [τs, τs+1), s=0, . . . ,Nt, i=1, . . . ,Nc.(2.13)
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Ясно, что управляющие воздействия (2.12) являются непрерывными
функциями времени, а управляющие воздействия (2.13) во времени кусочно-
постоянны, причем смена значений управлений осуществляется после заме-
ров состояния процесса в контролируемых точках пластины.
Подставим выражение (2.12) для управления при непрерывном наблюде-

нии (2.10) в дифференциальное уравнение (2.1):

ut(x, t) = a2div (gradu(x, t))− λ0 [u(x, t)− θ] +

+

Nc∑
i=1

No∑
j=1

kji

[
u(ξj , t)− zji

]
δ(x− ηi), (x, t) ∈ Q.

(2.14)

Из-за участия в правой части уравнения (2.14) значений искомой функ-
ции в некоторых точках области, в данном случае в точках ξj , j = 1, . . . , No,
такие уравнения относят к нагруженным дифференциальным уравнениям.
Исследования различных аспектов таких уравнений проведены автором пуб-
ликации [19] и его учениками. В частности, в [20] для численного решения на-
груженных краевых задач исследованы условия применимости схем конечно-
разностных методов и порядки аппроксимации, а в [21, 22] предложены ме-
тоды решения получаемых конечно разностных задач, учитывающие специ-
фическую структуру таких задач.
Используя в уравнении (2.1) выражение управления (2.11) с дискретной

обратной связью, получим:

ut(x, t) = a2div (gradu(x, t)) − λ0 [u(x, t)− θ]+

+

Nc∑
i=1

No∑
j=1

kji

[
u(ξj , τs)− zji

]
δ(x − ηi),

x ∈ Ω, t ∈ [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt, i = 1, . . . , Nc,

u(x, τs − 0) = u(x, τs) = u(x, τs + 0), s = 0, . . . , Nt, x ∈ Ω.

(2.15)

Теперь сформулируем рассматриваемую в данной статье основную задачу.
Требуется определить оптимальные в смысле функционала (2.7), (2.8)

допустимые места размещения сосредоточенных управляющих источников
тепла ηi, i = 1, . . . , Nc, и точек обратной связи – замеров состояния ξ =
= (ξ1, . . . , ξNo), удовлетворяющие условиям (2.6), (2.9), и допустимые значе-
ния параметров обратной связи K, Z, при которых удовлетворяются усло-
вия (2.5).
Исходя из технических и технологических соображений будем предпола-

гать, что расстояния между точками расположения источников и замеров
должны быть не меньше заданной величины d, т.е.(

ξj1 − ηi1

)2
+
(
ξj2 − ηi2

)2 ≥ d2, i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No.(2.16)

Таким образом, оптимизируемыми параметрами в рассматриваемой зада-
че являются постоянные параметры η ∈ R2Nc , ξ ∈ R2No , K,Z ∈ RNcNo, об-
щее число которых составляет n = 2(NcNo +No +Nc). Все оптимизируе-
мые в задаче векторы параметров объединим в один, введя обозначение
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y = (K,Z, ξ, η) ∈ Rn. Учитывая это обозначение, функционал (2.7), (2.8) за-
пишем в виде

J(y) =

∫

Φ

∫

Θ

I(y;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,(2.17)

I(y;ϕ, θ) =

∫∫

Ω

μ(x)[u(x, T ; y, ϕ, θ) − U(x)]2dx+ ε ‖y − ŷ‖2Rn ,(2.18)

а решение начально-краевой задачи (2.14), (2.2), (2.3) при каком-либо допу-
стимом векторе параметров y, начальном условии ϕ и температуре внешней
среды θ обозначим через u(x, t; y, ϕ, θ). Здесь ŷ, ε > 0 – параметры регуляри-
зации, назначаемые, как уже замечано на с. 123, с использованием известных
алгоритмов [11, 18].
Возможно рассмотрение задачи управления с дискретной по времени об-

ратной связью (2.11) при условии, что значения моментов времени τ =
= (τ1, . . . , τNt) являются оптимизируемыми параметрами задачи синтеза
управления, при этом должны быть выполнены условия

τs < τs+1, s = 0, . . . , Nt.

В этом случае размерность оптимизируемых параметров y = (K,Z, ξ, η, τ)
в целом в задаче синтеза управления будет равна n+Nt.
Поставленную задачу синтеза управляющих воздействий можно отнести

к классу параметрических задач оптимального управления объектами с рас-
пределенными параметрами. Особенности задачи управления: 1) нагружен-
ные дифференциальные уравнения с частными производными; 2) функци-
онал, характеризующий поведение пучка решений начально-краевой зада-
чи (2.14), (2.2), (2.3) ((2.15), (2.2), (2.3) в случае дискретной обратной свя-
зи (2.11)) с заданными множествами возможных начальных условий и пара-
метров внешней среды; 3) участие в дифференциальном уравнении функции
Дирака; 4) оптимизируемым в задаче оптимального управления является ко-
нечномерный вектор.
Важно отметить еще одну особенность полученной задачи синтеза управ-

ляющих процессом параметров. Как видно из дифференциальных уравнений
(2.14) и (2.15), оптимизируемые параметры участвуют в этих уравнениях
нелинейно. Отсюда следует нелинейность зависимости u(x, t; y, ϕ, θ) от па-
раметров y, а следовательно, целевые функционалы (2.7), (2.8) не являются
квадратичными по синтезируемым параметрам. Поэтому, несмотря на выпук-
лость функционала исходной первоначальной задачи оптимального управле-
ния по ϑi(t), i = 1, . . . , Nc, рассматриваемая задача в общем случае может
быть невыпуклой, многоэкстремальной. В связи с этим при решении задачи
необходимо использовать какие-либо стратегии отыскания глобального опти-
мума. Например, проводить многократное решение оптимизационной задачи
с различными начальными значениями синтезируемых параметров или же
при применении локальных методов оптимизации, исходя из экспертной ин-
формации, использовать “хорошие” начальные приближения для оптимизи-
руемых параметров.
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3. Подход и формулы для численного решения задачи

Для численного решения полученной параметрической задачи оптималь-
ного управления предлагается использовать итерационные методы оптимиза-
ции первого порядка. Сначала рассмотрим случай задачи синтеза управления
(2.12) с непрерывной обратной связью (2.10).
Ограничения (2.5) на управляющие воздействия запишем, используя

(2.12), в виде

ϑi ≤
No∑
j=1

kji

[
u(ξj , t)− zji

]
≤ ϑi, t ∈ [0, T ] , i = 1, . . . , Nc,(3.1)

Введем обозначения

gi(t; y) =
∣∣g0i (t; y)∣∣− ϑi − ϑi

2
,

g0i (t; y) =
ϑi + ϑi

2
−

No∑
j=1

kji

[
u(ξj , t)− zji

]
, t ∈ [0, T ] , i = 1, . . . , Nc.

Тогда ограничение (3.1) можно записать так:

gi(t; y) ≤ 0, t ∈ [0, T ] , i = 1, . . . , Nc.(3.2)

К этим ограничениям добавим NcNo условий из (2.16), введя обозначения

gNc+(i−1)No+j(·; y) = d2 −
(
ξj1 − ηi1

)2 − (ξj2 − ηi2

)2 ≤ 0,

i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No.
(3.3)

Общее число ограничений в (3.2), (3.3) равно N = Nc (No + 1).
Для учета ограничения (3.2) в задаче синтеза параметров y используем ме-

тод внешнего штрафного функционала, добавив к функционалу (2.17), (2.18)
штрафной член за нарушение ограничений (3.2) и (3.3):

J̃(y) =

∫

Φ

∫

Θ

Ĩ(y;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,(3.4)

Ĩ(y;ϕ, θ) = I(y;ϕ, θ) + Iштр(y),(3.5)

Iштр(y) =

Nc∑
i=1

�i

T∫

0

[g+i (t; y)]
2dt+

N∑
i=Nc+1

�i[g
+
i (·; y)]2.

Функционал (3.4) минимизируется многократно при условии, что коэффи-
циенты штрафа �i, i = 1, . . . , N , стремятся к +∞. Обозначение g+i (·) означа-
ет, что g+i (·) = gi(·), если gi(·) > 0 и g+i (·) = 0, если gi(·) ≤ 0.
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Далее будет использоваться функция sgn(·), равная (–1) при отрицатель-
ных значениях аргумента, нулю – при аргументе равном 0 и 1 – для положи-
тельних значений аргумента.
При минимизации штрафного функционала (3.5) учет позиционных огра-

ничений (2.6), (2.9), учитывая их простоту, будет проводиться с использо-
ванием оператора проектирования на множество, заданное этими ограниче-
ниями.
В целом, для решения задачи оптимального синтеза параметров обрат-

ной связи y предлагается использовать итерационные методы минимизации
с комбинированием методов штрафной функции и проективных методов.
В частности, может быть использован метод проекции градиента штраф-

ной функции, который запишем в виде

ym+1 = P(2.6),(2.9)[y
m − αmgradyJ̃(y

m)], m = 0, 1, . . .(3.6)

Здесь gradyJ̃(y
m) – градиент штрафного функционала (3.4), (3.5), αm ≥ 0 –

величина шага в направлении антиградиента функционала J̃(y), P(2.6),(2.9)[·] –
оператор проектирования на позиционные ограничения (2.6) и (2.9) [11].
Ясно, что основным элементом, необходимым для реализации проце-

дуры (3.6), является градиент функционала J̃(y). Компоненты градиента
штрафного функционала по параметрам непрерывной обратной связи в слу-
чае непрерывных множеств возможных начальных состояний Φ и температур
внешней среды Θ определяются в теореме 1.
Те ор ем а 1. Компоненты градиента штрафного функционала (3.4),

(3.5) в задаче (2.14), (2.2), (2.3), (2.6), (2.9) по синтезируемым параметрам
при непрерывной обратной связи (2.10) определяются формулами:

∂J̃(y)

∂kji
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

T∫

0

(
ψ(ηi, t)+2�ig

+
i (t; y)sgn(g

0
i (t; y))

)
[u(ξj , t)−zji ]dt+

+ 2ε
(
kji − k̂ji

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

(3.7)

∂J̃(y)

∂zji
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩kji

T∫

0

(
ψ(ηi, t) + 2�ig

+
i (t; y)sgn(g

0
i (t; y))

)
dt+

+ 2ε
(
zji − ẑji

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

(3.8)

∂J̃(y)

∂ξjγ
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nc∑
i=1

kji

T∫

0

uxγ (ξ
j , t)

(
ψ(ηi, t)+2�ig

+
i (t; y)sgn(g

0
i (t; y))

)
dt +

+4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ηiγ − ξjγ

)
g+Nc+(i−1)No+j(·; y) +(3.9)
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+ 2ε
(
ξjγ − ξ̂jγ

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

∂J̃(y)

∂ηiγ
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

No∑
j=1

T∫

0

ψxγ (η
i, t)kji

[
u(ξj , t)− zji

]
dt+

+ 4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ξjγ − ηiγ

)
g+Nc+(i−1)No+j(·; y)+

+ 2ε
(
ηiγ − η̂iγ

)
⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

(3.10)

i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No, γ = 1,2. Функция ψ(x, t) = ψ(x, t; y, ϕ, θ) при те-
кущем векторе параметров y, допустимых начальном условии ϕ и тем-
пературе внешней среды θ является обобщенным решением сопряженной
начально-краевой задачи:

ψt(x, t) = −a2div (gradψ(x, t)) + λ0ψ(x, t) −

−
No∑
j=1

Nc∑
i=1

kji
(
ψ(ηi, t) + 2�ig

+
i (t; y)sgn (g

0
i (t; y))

)
δ(x− ξj), (x, t) ∈ Q,

(3.11)

ψ(x, T ) = −2μ(x)[u(x, T ; y) − U(x)], x ∈ Ω,(3.12)
∂ψ(x, t)

∂n
= λψ(x, t), x ∈ Γ, t ∈ [0, T ].(3.13)

Доказательства теорем 1 и 2 приведены в Приложении.
Существование и единственность обобщенных решений задач (3.11)–(3.13)

и (2.14), (2.2), (2.3) при принятых предположениях на функции, участвующие
в задачах, при размерности пространственной переменной ≤ 3 показаны в
[16, 7].
Для задачи синтеза параметров управления с оптимизируемыми дискрет-

ными моментами времени обратной связи вида (2.13) в теореме 2 приведены
формулы для градиента штрафного функционала (3.4), (3.5).

Те ор ем а 2. Компоненты градиента штрафного функционала (3.4),
(3.5) в задаче (2.15), (2.2), (2.3) по синтезируемым параметрам при дис-
кретных наблюдениях (2.13) определяются формулами:

∂J̃(y)

∂kji
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nt∑
s=0

[u(ξj , τs)−zji ]

⎛
⎝

τs+1∫

τs

ψ(ηi, t)dt+2�ig
+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎞
⎠+

+ 2ε
(
kji − k̂ji

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,
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∂J̃(y)

∂zji
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩k

j
i

Nt∑
s=0

⎛
⎝

τs+1∫

τs

ψ(ηi, t)dt+2�ig
+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎞
⎠+

+2ε
(
zji − ẑji

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

∂J̃(y)

∂ξjγ
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nt∑
s=0

uxγ (ξ
j, τs)

Nc∑
i=1

kji

⎛
⎝

τs+1∫

τs

ψ(ηi, t)dt+2�ig
+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎞
⎠+

+ 4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ηiγ − ξjγ

)
g+Nc+(i−1)No+j(·; y) +

+ 2ε
(
ξjγ − ξ̂jγ

)⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

∂J̃(y)

∂ηiγ
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nt∑
s=0

τs+1∫

τs

ψxγ (η
i, t)dt

No∑
j=1

kji

[
u(ξj , τs)− zji

]
+

+ 4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j(ξ
j
γ −ηiγ)g

+
Nc+(i−1)No+j(·; y)+2ε(ηiγ − η̂iγ)

⎫⎬
⎭ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

∂J̃(y)

∂τs
=

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩−

Nc∑
i=1

No∑
j=1

kji
(
ψ(ηi, τs)

[
u
(
ξj , τs−1

)− u
(
ξj , τs

)]
+

+
(
a2div

(
gradu(ξj , τs)

)− λ0

[
u(ξj , τs)− θ

])×
×
⎡
⎣

τs+1∫

τs

ψ
(
ηi, t

)
dt+2�ig

+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎤
⎦ +2ε(τs− τ̂s)

⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,

i = 1, . . . , Nc, j = 1, . . . , No, γ = 1, 2, s = 1, . . . , Nt. Функция ψ(x, t) =
= ψ(x, t; y, ϕ, θ) при текущем векторе параметров y и допустимых на-
чальном условии ϕ и температуре внешней среды θ является обобщенным
решением сопряженной начально-краевой задачи:

ψt(x, t) = −a2div (gradψ(x, t)) + λ0ψ(x, t) −

−
No∑
j=1

Nc∑
i=1

kji

⎛
⎝

τs+1∫

τs

ψ(ηi, t)dt+2�ig
+
i (τs; y)sgn(g

0
i (τs; y))

⎞
⎠δ(x− ξj, t− τs),

x ∈ Ω, t ∈ [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt,

(3.14)

ψ(x, T ) = −2μ(x)[u(x, T ; y) − U(x)], x ∈ Ω,(3.15)
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∂ψ(x, t)

∂n
= λψ(x, t), x ∈ Γ, t ∈ [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt.(3.16)

4. Результаты численных экспериментов

Приведем результаты решения тестовой задачи управления процессом
пластины с непрерывной обратной связью. В задаче использовались следую-
щие значения параметров:

a2 = 1, T = 1, λ0 = λ = 0,01, a1 = a2 = 0, a1 = a2 = 1, Nc = No = 2,

μ(x) = 1, U(x) = 10, x∈Ω, ϑi =−5, ϑi =20, i=1, . . . , Nc, d=0,05,

Φ = [0,2; 0,5] , Θ = [6,2; 6,5] , ρΦ(ϕ) = ρΘ(θ) = 10/3, ϕ ∈ Φ, θ ∈ Θ.

Приведем общее описание алгоритма решения задачи синтеза вектора
параметров y, размерность которого в данном случае равна n = 2(NcNo +
+No +Nc) = 16. При выбранных коэффициентах штрафа �i и параметрах
регуляризации ε, ŷ для реализации процедуры (3.5), на каждой итерации
которой при текущих значениях оптимизируемых параметров ym при всех
возможных значениях ϕ ∈ Φ и θ ∈ Θ выполняются шаги: 1) решается прямая
начально-краевая задача (2.14), (2.2), (2.3); 2) решается сопряженная задача
(3.11)–(3.13); 3) вычисляются компоненты (3.7)–(3.10) градиента штрафной
функции; 4) в направлении спроектированного антиградиента функционала
на позиционные ограничения (2.6), (2.9) проводится одномерная минимиза-
ция по α ≥ 0:

αm = min
α≥0

J̃
(
P(2.6),(2.9)[y

m − αgradyJ̃(y
m)]
)
, m = 0, 1, . . .

Эти шаги совершаются до тех пор, пока не выполнится какой-либо кри-
терий останова. Например, шаг αm или изменение значения функционала
на двух последовательных итерациях меньше заданной малой величины.
Далее, согласно известным подходам, используя полученные значения па-
раметров y∗, изменяются параметры регуляризации ε, ŷ [11, 18] (в частно-
сти, уменьшается (делится на пять) ε, а за ŷ принимается полученное оп-
тимальное значение вектора y∗) и проводится процедура (3.6) до выполне-
ния критерия останова. После трех корректировок параметров регуляриза-
ции коэффициенты штрафа �i, начиная со значений �i = �1, i = 1, . . . , Nc,
�i = �2 = 103�1, i = Nc + 1, . . . , N , �1 = 1, увеличивались в пять раз, т.е.
�i = 5�i, i = 1, . . . , N , и повторялись все приведенные выше операции. Коэф-
фициент штрафа увеличивается до тех пор, пока оптимизируемые значения
параметров y, полученные для двух последовательных значений коэффици-
ента штрафа, изменяются на величину, превышающую заданную требуемую
точность решения всей задачи.
Для решения двухмерных прямой (2.14), (2.2), (2.3) и сопряженной (3.11)–

(3.13) нелокальных начально-краевых задач использовалась неявная схема
метода переменных направлений с шагами по пространственным перемен-
ным hx1 = hx2 = 0,01, а по переменной во времени – ht = 0,005 [23]. Для ап-
проксимации двухмерной δ-функции Дирака использовалась функция типа
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Гаусса:

δσx =

⎧⎨
⎩
0, |x1| > 3σx1 или |x2| > 3σx2 ,

1

2πσx
exp

(
−
(

x21
2σ2

x1

+
x21
2σ2

x2

))
, |x1| ≤ 3σx1 и |x2| ≤ 3σx2 ,

где

σx =
1

2π

3σx1∫

−3σx1

exp

(
− x21
2σ2

x1

)
dx1

3σx2∫

−3σx2

exp

(
− x21
2σ2

x2

)
dx2.

Несложно проверить, что имеет место равенство
∞∫

−∞

∞∫

−∞
δ (x) dx1dx2 =

3σx1∫

−3σx1

3σx2∫

−3σx2

δσx (x) dx1dx2 = 1.

При численных расчетах величина σxi выбиралась равной hxi , i = 1,2 (т.е.
значение δ-функции “размазывалось” по девяти соседним квадратам). Та-
кая аппроксимация δ-функции Дирака, как известно [24], сглаживает зави-
симость целевого функционала J̃ (y) от оптимизируемых координат распо-

Результаты решения задачи для начальных приближений y01 и y02

y0 �1;�2 m K Z ξ1 ξ2 η1 η2 J̃ (y)

y01

0 −5,85 −3,48
−4,74 −6,15

14,91 11,45
16,84 12,38

0,6900
0,6500

0,4200
0,4700

0,8500
0,8600

0,2300
0,2300

102,40

1;103 15 −3,40 −1,32
3,23 −2,72

9,55 9,35
14,72 14,24

0,6616
0,7714

0,3368
0,3469

0,7416
0,6914

0,2568
0,2669

2,4468

25 −3,29 −1,33
2,46 −3,59

9,56 9,35
14,72 14,25

0,8178
0,7654

0,3377
0,3482

0,7378
0,6854

0,2577
0,2682

0,6928

0 −2,28 0,03
2,37 −3,65

10,01 9,24
15,12 13,53

0,8049
0,9264

0,6182
0,6375

0,8849
0,8464

0,3332
0,3407

0,0218

25;25 · 103 15 −2,12 0,18
2,44 −3,59

10,13 9,24
15,07 13,62

0,8017
0,9336

0,6008
0,6374

0,8817
0,8536

0,3310
0,3386

0,0136

22 −2,09 0,21
2,46 −3,58

10,16 9,23
15,02 13,68

0,7935
0,9400

0,5650
0,6197

0,8827
0,8579

0,3493
0,3284

0,0092

y02

0 −2,12 1,24
2,38 2,58

8,50 7,40
7,70 9,50

0,6300
0,5200

0,8400
0,6800

0,4600
0,8500

0,2400
0,2400

15948

1;103 10 −3,44 0,31
1,31 1,67

8,65 7,31
7,58 9,37

0,5331
0,3599

0,8700
0,8700

0,9500
0,9500

0,0500
0,1247

4,2100

20 −2,21 −0,12
0,56 2,02

9,70 7,30
7,45 9,09

0,5331
0,3599

0,8700
0,8700

0,9500
0,9500

0,0500
0,1247

0,6159

0 −1,82 0,05
−0,39 1,42

9,86 7,30
7,10 7,58

0,6034
0,3506

0,9474
0,9496

0,8674
0,8696

0,3770
0,4757

0,0544

25;25 · 103 35 −1,86 0,29
−0,69 1,15

9,54 7,30
6,98 7,83

0,4906
0,2650

0,9494
0,9488

0,8675
0,8672

0,3826
0,4624

0,0011

45 −1,87 0,30
−0,77 1,10

9,49 7,33
6,99 7,82

0,4911
0,2250

0,9485
0,9482

0,8683
0,8682

0,3825
0,4637

0,0004
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Рис. 1. Графики функции J̃ (y): а – при точных замерах; б и в – при наличии
погрешностей в замерах (1 – 0%; 2 – 2%; 3 – 5%).

ложения источников и параметров обратной связи (контроля), ηi =
(
ηi1, η

i
2

)
,

i = 1, . . . , Nc, ξj =
(
ξj1, ξ

j
2

)
, j = 1, . . . , No, являющихся аргументами δ-функ-

ций в прямой и сопряженной начально-краевых задачах.
В таблице приведены значения оптимизируемых параметров на некоторых

итерациях и на последних y∗1 и y∗2, полученные из двух различных начальных
значений y01 и y02: y

0
1 = ((−5,85,−3,48,−4,74,−6,15), (14,91, 11,45, 16,84, 12,38),

(0,69, 0,65, 0,42, 0,47), (0,85, 0,86, 0,23, 0,23)), y02 = ((−2,12, 1,24, 2,38, 2,58),
(8,50, 7,40, 7,70, 9,50), (0,63, 0,52, 0,84, 0,68), (0,46, 0,85, 0,24, 0,24)) – при раз-
личных двух значениях �1, �2 для коэффициентов штрафа �i = �1, i =
= 1, . . . , Nc и �i = �2, i = Nc + 1, . . . , N и значениях параметров регуляриза-
ции ε = 0,01, ŷ = ((−2, 0,7, 0,71, −2,38), (7,96, 5,83, 7,68, 9,72), (0,50, 0,05,
0,95, 0,08), (0,42, 0,76, 0,41, 0,71)). Элементы матриц K, Z (размеров 2× 2)
приведены по столбцам.
На рис. 1,а приведен график функции

J̃(t) =

∫

Φ

∫

Θ

⎧⎨
⎩
∫∫

Ω

μ(x)[u(x, T ; y∗, ϕ, θ)− U(x)]2dx

⎫⎬
⎭ ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ,(4.1)

где u (x, t; y∗, ϕ, θ) – решение начально-краевой задачи (2.14), (2.2), (2.3) при
полученных оптимальных параметрах обратной связи y∗1 и ϕ = 0,3, θ = 6,3.
Функционал (4.1) характеризует интегральную по всей пластине величину

суммарного отклонения всех траекторий пучка W (x, t; y∗, ϕ, θ) от заданной
функции распределения U (x), x ∈ Ω, определяющей желаемую температуру
пластины.
На рис. 1,б и 1,в приведены графики функции (4.1), полученные при опти-

мальных параметрах обратной связи y∗1 при наличии погрешностей в замерах
текущего состояния uξj (t), j = 1, . . . , No. Замеры с погрешностями задава-
лись формулой

ũξj (t) = uξj (t)
⌊
1 + χj (t)

⌋
, j = 1, . . . , No,

где значения χj (t) ∈ [−ν, ν] определялись датчиком случайными чисел, рас-
пределенных по равномерному закону, значение ν соответствует уровню по-
мех (ν = 0 означает, что замеры проводились точно). Значения ν в экспери-
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Рис. 2. Линии уровня функции распределения температуры u (x, t; y∗; 0,3; 6,3)
на пластине при t = 1; 1,5; 2 при замерах: а – без помех χ = 0%; с помехами
б – χ = 2% и в – χ = 5%.

ментах принимались равным 0,02 и 0,05, что соответствовало величинам по-
грешности замеров в 2% и 5%. Как видно из рис. 1,б и 1,в, траектория J̃ (t) и,
следовательно, сам процесс нагрева достаточно устойчивы к погрешностям
замера, причем эта устойчивость сохраняется при управлении процессом и
при t ≥ T . На рис. 1,б из-за малого масштаба значения функции J̃ (t) при
t ∈ [0; 2] при разных уровнях помех практически не различаются. Поэтому
на рис. 1,в для t ≥ 2 масштаб для оси значений функции увеличен.
Важно заметить следующее. Исходная задача синтеза управления реша-

лась при T = 1, т.е. для временного отрезка [0; 1]. Тем не менее найденные
оптимальные параметры обратной связи y∗ таковы, что температура U (x),
x ∈ Ω, как это видно из рис. 1, достаточно точно поддерживается и при t > T .
Это означает, что при t >T синтезированное управление с обратной свя-

зью функционирует в режиме автоматического регулирования процессом на-
грева. Изложенное подтверждается приводимыми на рис. 2 линиями уровня
функции распределения температуры на пластине, полученными при синте-
зированных значениях параметров обратной связи. Как видно из рисунков,
температура на пластине поддерживается с достаточной точностью (согласо-
ванной с точностями проводимых замеров и решений вспомогательных задач)
в окрестности желаемой температуры U (x) = 10, x ∈ Ω и при t > T = 1, хотя
задача синтеза решалась на временно́м отрезке [0; 1].
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5. Заключение

В статье для процесса управления нагревом тонкой пластины заданным
числом точечных источников тепла предложен подход к синтезу управления
и оптимальному размещению как источников, так и точек контроля (обрат-
ной связи) за состоянием объекта.
Синтезируемое управление в текущий момент времени ищется в виде ли-

нейной комбинации от замеренных значений температуры в точках контроля,
количество которых задано.
В целом, рассматриваемая задача приводится к задаче параметрического

оптимального управления. В задаче оптимизируемыми являются координа-
ты размещения на пластине точечных источников, точек контроля, коэффи-
циенты усиления и номинальные значения температуры в точках контроля.
Рассмотрен случай, когда обратная связь осуществляется лишь в дискрет-
ные моменты времени, которые могут быть оптимизируемыми параметрами
задачи.
Для численного решения задачи с использованием итерационных методов

оптимизации первого порядка получены формулы для компонент градиента
целевого функционала по всем оптимизируемым параметрам синтезируемого
управления.
Приведены результаты численных экспериментов на тестовой задаче, ис-

следовано влияние погрешностей в измерениях текущего состояния в точках
обратной связи на качество управления процессом нагрева пластины.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Из независимости начальной темпера-
туры пластины ϕ и температуры внешней среды θ от синтезируемых управ-
ляющих параметров y следует справедливость соотношения

gradyJ̃(y) = grady

∫

Φ

∫

Θ

Ĩ(y;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ =

=

∫

Φ

∫

Θ

grady Ĩ(y;ϕ, θ)ρΘ(θ)ρΦ(ϕ)dθdϕ.

(Π.1)

Поэтому займемся получением формул для компонент градиента целевого
функционала Ĩ(y;ϕ, θ), определенного из (3.5), при каких-либо произвольно
выбранных допустимых значениях ϕ ∈ Φ и θ ∈ Θ.
В уравнение (2.14) введем обозначение для управляющего слагаемого

V (x, t; y) =

Nc∑
i=1

No∑
j=1

kji [u(ξ
j , t)− zji ]δ(x− ηi).

Тогда уравнение (2.14) запишем в виде

ut(x, t) = a2div (gradu(x, t))− λ0 [u(x, t)− θ] + V (x, t; y), (x, t) ∈ Q.(Π.2)
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Для получения формул для компонент градиента Ĩ(y;ϕ, θ) используем ме-
тод приращения аргументов [11].
Правую часть уравнения (П.2) перенесем влево и получим равенство, рав-

ное нулю. Левую часть полученного равенства умножим на пока произволь-
ную функцию ψ(x, t) и, проинтегрировав по области Ω и t ∈ [0, T ], прибавим
к функционалу Ĩ(y;ϕ, θ), значение которого не изменится:

Ĩ(y;ϕ, θ) = Ĩ(y;ϕ, θ) +(Π.3)

+

∫∫∫

Q

ψ(x, t)
(
ut(x, t)− a2div (gradu(x, t)) + λ0 [u(x, t)− θ]− V (x, t; y)

)
dxdt.

Пусть управление V (x, t; y) за счет изменения вектора синтезируемых
параметров y получило приращение ΔV (x, t; y) = V (x, t; y +Δy)− V (x, t; y).
Соответственно некоторое приращение Δu(x, t) получит и решение начально-
краевой задачи (П.2), (2.2), (2.3):

Δu(x, t) = u(x, t; y +Δy)− u(x, t; y).

Ясно, что функция Δu(x, t) должна удовлетворять условиям начально-
краевой задачи:

Δut(x, t) = a2div(gradΔu(x, t))−λ0Δu(x, t)+ΔV (x, t; y), (x, t)∈Q,(Π.4)
Δu(x, 0) = 0, x ∈ Ω,(Π.5)

∂Δu(x, t)

∂n
= λΔu(x, t), x ∈ Γ, t ∈ [0, T ].(Π.6)

Тогда функционал Ĩ(y;ϕ, θ) получит приращение, которое после интегри-
рования по частям с учетом (П.3)–(П.6), несложных преобразований и груп-
пировки можно представить в виде:

ΔĨ(y;ϕ, θ) =

∫∫

Ω

(ψ(x, T ) + 2μ(x)[u(x, T ; y) − U(x)])Δu(x, T ; y)dx−

− a2
T∫

0

∫

Γ

[
λψ(x, t)− ∂ψ(x, t)

∂n

]
dxdt −

∫∫∫

Q

⎡
⎣ψt(x, t) + a2div (gradψ(x, t)) −

−λ0ψ(x, t) +

No∑
j=1

Nc∑
i=1

kji
(
ψ(ηi, t) + 2�g+i (t; y)sgn

(
g0i (t; y)

))
δ(x− ξj)

⎤
⎦ dxdt+

+

Nc∑
i=1

No∑
j=1

⎡
⎣−

T∫

0

(
ψ(ηi, t) + 2�g+i (t; y)sgn(g0i (t; y))

)
[u(ξj , t)− zji ]dt+

+ 2ε
(
kji − k̂ji

)⎤⎦Δkji +
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+

Nc∑
i=1

No∑
j=1

⎡
⎣

T∫

0

(
ψ(ηi, t) + 2�g+i (t; y)sgn(g0i (t; y))

)
kji dt+ 2ε

(
zji − ẑji

)⎤⎦Δzji +

+

2∑
γ=1

No∑
j=1

⎡
⎣−

Nc∑
i=1

T∫

0

uxγ (ξ
j , t)kji

(
ψ(ηi, t) + 2�g+i (t; y)sgn(g0i (t; y))

)
dt+

+ 4

Nc∑
i=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ηiγ − ξjγ

)
g+Nc+(i−1)No+j(·; y) + 2ε

(
ξjγ − ξ̂jγ

)⎤⎦Δξjγ +

+

2∑
γ=1

Nc∑
i=1

⎡
⎣−

No∑
j=1

T∫

0

ψxγ (η
i, t)kji [u(ξ

j , t)− zji ]dt+

+ 4
No∑
j=1

�Nc+(i−1)No+j

(
ξjγ − ηiγ

)
g+
Nc+(i−1)No+j

(·; y) + 2ε
(
ηiγ − η̂iγ

)
⎤
⎦Δηiγ +

+o
(
‖Δu(x, t)‖L2(Q)

)
+ o (‖Δy‖Rn) .

Учитывая произвольность функции ψ(x, t), потребуем от нее, чтобы она
была решением сопряженной начально-краевой задачи (3.11)–(3.13). Тогда
главные части приращения функционала при приращениях компонент век-
тора y будут искомыми компонентами соответствующих производных функ-
ционала [11]. Отсюда следует справедливость формул (3.6)–(3.9). Теорема 1
доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2 во многом совпадает с доказательством

теоремы 1. Согласно (2.13) управляющие воздействия ϑi(t), i = 1, . . . , Nc, по-
стоянны на временны́х полуинтервалах t ∈ [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt, и смена
зависимости ϑi(t) от состояния пластины в наблюдаемых точках происходит
в моменты времени τs, s = 1, . . . , Nt. Поэтому при доказательстве теоремы 2
интервал (0, T ) разбивается на полуинтервалы [τs, τs+1), s = 0, . . . , Nt, а для
каждого полуинтервала проводятся такие же выкладки, что и при доказа-
тельстве теоремы 1.
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ПРИМЕНЕНИЕ ГАРАНТИРУЮЩЕГО ПОДХОДА
К ЗАДАЧЕ КАЛИБРОВКИ БЛОКА НЬЮТОНОМЕТРОВ1

Гарантирующий подход применяется к задаче совместной калибров-
ки блока ньютонометров и высокоточного стенда. Получен оптимальный
план калибровки с минимальным суммарным числом угловых положений
стенда. Построены оптимальные гарантирующие оценки искомых пара-
метров. Поскольку точно реализовать нужные положения стенда часто
затруднительно, обсуждается процедура, позволяющая учесть ошибки,
возникающие из-за неточности установок стенда в требуемые положения.

Ключевые слова: гарантирующий подход к оцениванию, блок ньютоно-
метров, калибровка.
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1. Введение

Гарантирующий подход к оцениванию в так называемой априорной поста-
новке впервые появился в публикациях [1–3] (см. также [4]) и впоследствии
был развит в [5–8]. Гарантирующий подход традиционно имеет свои приложе-
ния в космической баллистике. В данной статье показано, что при небольшой
модификации область применения этого подхода намного шире.
В [9, 10] при помощи гарантирующего подхода исследовалась задача ка-

либровки блока ньютонометров на стендах с грубой информацией об угловом
положении стенда (с ошибками порядка десятков угловых минут).
В данной статье рассматривается применение гарантирующего подхода к

задаче калибровки блока ньютонометров на прецизионных стендах, когда
измерения угловых положений стенда весьма точны (с флуктуационными
ошибками порядка нескольких угловых секунд). В этом случае математиче-
ская модель соответствующей задачи оценивания существенно отличается от
моделей в [9, 10]; в частности, в настоящей статье измерения состоят из трех
функций, а в предыдущих – из одной. Следовательно, оптимальные планы из-
мерений также существенно отличаются. Отметим, что после осреднения по-
казаний блока ньютонометров помеха в соответствующей задаче оценивания
состоит из суммы остаточной ошибки электромеханического контура блока и
отброшенных квадратичных членов. Эта величина не имеет ни четкой пара-
метрической модели, ни стабильного спектра. Еще более важно, что решение

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект №18-01-00054-а).
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задачи оптимального гарантирующего оценивания из всей совокупности из-
мерений выделяет ограниченное число наиболее информативных измерений.
Таким образом, заодно решается и задача оптимального планирования экспе-
риментов. Поэтому применение гарантирующего подхода для решения задачи
калибровки очень адекватно рассматриваемой проблеме.
Опишем прикладное содержание проблемы. Одним из основных сенсоров

инерциальной навигационной системы [11, 12] является блок из трех ньюто-
нометров, измеряющий удельную силу, действующую на условную чувстви-
тельную массу блока со стороны объекта, на котором он установлен. Согласно
второму закону Ньютона эта сила равна разности между абсолютным ускоре-
нием чувствительной массы (центра объекта) и гравитационным ускорением.
В технике эта величина называется кажущимся ускорением. При статических
испытаниях она равна ускорению силы тяжести (с обратным знаком). Хоро-
шо известно, что блок ньютонометров нуждается в калибровке перед его ос-
новным использованием. Вопросами калибровки традиционно занимаются во
многих специализированных предприятиях и научных заведениях. Калибров-
ке блока ньютонометров (в технике они часто называются акселерометрами)
посвящено необъятное количество публикаций (см., например, [10, 13–31]).
Часто в них исследуются технологические особенности процесса калибровки,
но строгие математические постановки задач редки. В известных авторам
публикациях вопросы минимизации числа угловых положений стенда излага-
ются скупо (кроме [9, 10]) и исходят из эвристических соображений. Нередко
после составления модели и упоминания о методе максимального правдопо-
добия все остальное доверяется стандартным пакетам программ, максимизи-
рующим функцию правдоподобия без должного анализа задачи оценивания.
Иногда соответствующие задачи оптимизации являются невыпуклыми, что
крайне осложняет их численное решение.
Простые “инженерные” алгоритмы стендовой калибровки блока ньютоно-

метров очень наглядны: надо поставить (при помощи стенда) ньютонометры
вверх и вниз и что-то сложить или вычесть и разделить пополам. При этом
обычно предполагается, что угловые и геометрические погрешности прецизи-
онных стендов малы настолько, что ими можно пренебречь. Однако анализ
разнообразных источников погрешностей блока и самого стенда показыва-
ет, что, на первый взгляд, тривиальная процедура калибровки не так про-
ста. Кроме того, представляется разумным включать в состав оцениваемых
параметров возможные геометрические погрешности (перекосы осей враще-
ния, негоризонтальность основания из-за просадки фундамента), инструмен-
тальные погрешности (систематические ошибки измерения углов поворота)
номинально высокоточного стенда с одновременным решением и задачи ка-
либровки, и задачи функциональной диагностики стенда. Это обстоятель-
ство дополняет традиционную постановку задачи калибровки. Однако она
становится многопараметрической. При высоких размерностях выбор плана
экспериментов не очевиден. Учет погрешностей высокоточных стендов – от-
носительно новое направление в калибровке; при этом вопрос о минимизации
суммарного числа угловых положений стенда в публикациях, насколько ав-
торам известно, математически четко не исследовался.
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В [16] описана инженерная задача калибровки с учетом погрешностей но-
минально высокоточного стенда и при помощи анализа соответствующей ва-
риационной задачи для каждого оцениваемого параметра найдены некоторые
оптимальные угловые положения стенда. Суммарное количество положений
стенда при этом равнялось 15 – числу неизвестных параметров. Проведе-
ние каждого калибровочного эксперимента является технологически слож-
ной процедурой, поэтому весьма желательно сократить число экспериментов.
В данной статье рассмотрен вопрос о минимизации общего числа положений
стенда при оценке всех параметров. При помощи построения соответствую-
щей двойственной задачи показано, что суммарное число угловых положений
стенда можно сократить до 10 (но не менее). На первый взгляд, такой вывод
может показаться парадоксальным: ведь по 10 измерениям нельзя опреде-
лить 15 параметров. Дело в том что при каждом положении стенда имеются
три измерения, и поэтому суммарное число измерений равно 30.

2. Постановка задачи оценивания

Опишем кратко двухстепенной стенд [16]. Его конкретные реализации мо-
гут быть различными, но математическая схема одна и та же. Примером
может служить стенд фирмы “Acutronic” [32]. Основание стенда неподвижно
относительно Земли. Внешняя ось стенда из-за неточности установки основа-
ния отклонена от горизонтальной плоскости на малый угол κ. Внешняя рама
стенда может поворачиваться относительно основания вокруг внешней оси
на угол αtr; внутренняя рама может поворачиваться относительно внешней
рамы вокруг внутренней оси на угол βtr. Углы поворота рам измеряются на
фоне помех:

α = αtr +Δα+Δαfl, β = βtr +Δβ +Δβfl,

где α, β – результаты измерений, Δα, Δβ – неизвестные одинаковые для всех
измерений константы, Δαfl, Δβfl – неизвестные непараметрические (флук-
туационные) составляющие, разные для разных измерений углов. Так как
стенд предполагается высокоточным, то составляющими Δαfl, Δβfl всюду в
дальнейшем будем пренебрегать. Это обстоятельство отличает высокоточный
стенд от грубого стенда, при использовании которого нельзя пренебрегать ве-
личинами этого типа.
При αtr = 0 внутренняя ось направлена (почти) по географической верти-

кали; отклонение внутренней оси от вертикальной плоскости, образованной
внешней осью и географической вертикалью, вследствие негоризонтально-
сти основания обозначается малым углом α∗. Указанные оси пересекаются в
точке M b и могут не быть в точности ортогональны; малый угол их неорто-
гональности обозначим через ε. С внутренней рамой жестко свяжем систему
координат M bj следующим образом. Ось M bj3 направлена по внутренней
оси. Ось M bj1 при βtr = 0 лежит в плоскости, образованной внешней и внут-
ренней осями, ортогональнаM bj3 и близка к внешней оси. ОсьM bj2 образует
с M bj1 и M bj3 правый ортогональный трехгранник.
С блоком ньютонометров свяжем правый ортогональный трехгранникMz,

по осям которого в идеале должны располагаться оси чувствительности нью-

142



тонометров (точка M является центром блока). Этот трехгранник называет-
ся приборным. Блок ньютонометров устанавливается на планшайбу, жестко
прикрепленную к внутренней раме так, чтобы оси Mz как можно точнее
были направлены по осям трехгранника M bj. Погрешность установки Mz
относительно M bj характеризуется неизвестным вектором малого поворота
θ = (θ1, θ2, θ3)

T. Неточность в знании ускорения силы тяжести в точке про-
ведения испытаний обозначим через Δg.
Пусть 〈f ′

z〉 – известные осредненные показания блока ньютонометров в
некотором неподвижном относительно Земли угловом положении, α, β –
результат измерения углов поворота внешней и внутренней рам стенда,
f̃z(α, β) – предсказанные по непосредственному измерению углов поворота
рам стенда показания блока (точно вычисляемые). Тогда измерения z(α, β)
для соответствующей задачи оценивания формируются как нормированная
разность сигналов 〈f ′

z〉 и f̃z(α, β) следующим образом:

z(α, β) = g−1
{
〈f ′

z〉 − f̃z(α, β)
}
=

= g−1
{
(E + Γ) (−gz(α, β, qb)) + Δf0 − (−g̃z(α, β))

}
+ �(α, β),

(1)

где (см. [10, 16]) g – модельное значение ускорения силы тяжести, E ∈ R
3×3 –

единичная матрица, Γ – матрица погрешностей блока (характеризуемая
ошибками масштабных коэффициентов и несоосностью ньютонометров),
Δf0 – систематические смещения показаний блока, gz(α, β, qb) – истинное
значение вектора ускорения силы тяжести в проекциях на оси приборного
трехгранника Mz, qb = (κ, ε,Δα,Δβ, α∗, θ1, θ2, θ3,Δg/g)T – вектор парамет-
ров погрешностей стенда, g̃z(α, β) – точно вычисляемый по измерениям уг-
лов прогнозируемый вектор ускорения силы тяжести в проекциях на оси при-
борного трехгранника Mz, �(α, β) – флуктуационная составляющая ошибок
измерений. Определение величин Γ и Δf0 составляет цель калибровки.
Линеаризуя невязки (1) относительно параметров погрешностей стенда и

блока, можно получить, что компоненты невязки

(p)
z (α, β) ∈ R

1, p = 1, 2, 3,

связаны с неизвестными оцениваемыми параметрами

(q1, . . . , q15)
T = q ∈ R

15,

представляющими собой физически содержательные линейные комбинации
погрешностей параметров блока и неточностей стенда, следующими соотно-
шениями:

(p)
z (α, β) =

(p)

H T(α, β) q +
(p)
� (α, β), p = 1, 2, 3,(2)
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где известные векторы
(p)

H (α, β) ∈ R
15 определяются формулами

(3)

(1)

H(α, β)=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

− cosβ

− cosα sinβ

− cosα cosβ

cosα

sinα sinβ

sinα cosβ

1

0

0

0

0

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,
(2)

H(α, β)=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

sinβ

− cosα cosβ

cosα sinβ

0

0

0

0

cosα

sinα sinβ

sinα cosβ

1

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,
(3)

H(α, β)=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

sinα

0

0

0

0

0

0

0

0

0

sinα sinβ

sinα cosβ

cosα

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

наблюдаемые комбинации параметров имеют вид:

q1 = κ, q2 = Δα+ α∗, q3 = ε,

q4 = Γ13 − θ2, q5 = Γ11 − Δg

g
, q6 = Γ12 −Δβ + θ3,

q7 =
Δf0

1

g
, q8 = Γ23 + θ1, q9 = Γ21 +Δβ − θ3,

q10 = Γ22 − Δg

g
, q11 =

Δf0
2

g
, q12 = Γ31 + θ2,

q13 = Γ32 − θ1, q14 = Γ33 − Δg

g
, q15 =

Δf0
3

g
,

(4)

а
(p)
� (α, β) – неизвестные ошибки измерений (также безразмерные), которые

могут принимать произвольные значения, но при этом ограничены по абсо-
лютной величине известной константой σ:

|(p)� (α, β) | � σ, p = 1, 2, 3.(5)

Будем считать, что стенд можно поставить во все допустимые положе-
ния, т.е. углы α и β могут принимать любые значения из отрезка [0, 2π]. Та-
ким образом, соотношения (2)–(5) описывают всевозможные показания блока
ньютонометров при континууме его угловых положений. Требуется по всем

измерениям {(p)z (α, β) } определить все компоненты вектора параметров q.

3. Метод гарантирующего оценивания

Опишем кратко метод гарантирующего оценивания в априорной поста-
новке [1–8] в форме, применимой для решения задачи калибровки. Рассмот-
рим три группы измерений (2), где известные непрерывные по (α, β) векторы
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(p)

H (α, β) ∈ R
m,m = 15, определяются формулами (3), а помехи

(p)
� (α, β) из (5)

являются всюду определенными на [0, 2π] × [0, 2π] интегрируемыми по Лебегу
функциями.
Пусть a ∈ R

m – заданный вектор. В рассматриваемом случае a = e(ν), где
e(ν) – один из единичных координатных ортов из Rm с единицей на ν-м месте.
Рассмотрим линейные оцениватели для l = aTq вида

l̃ =
3∑

p=1

⎧⎨
⎩
∫

(p)

Φ0 (α, β)
(p)
z (α, β) dα dβ +

Mp∑
s=1

(p)

Φ s
(p)
z

(
(p)
α s,

(p)

β s

)⎫⎬
⎭ ,(6)

где
(p)

Φ0 (α, β) – некоторые весовые функции, интегрируемые по Лебегу, а
(p)

Φ s,
(p)
α s,

(p)

β s, s = 1, . . . ,Mp, – некоторые числа и значения углов из [0, 2π]. В от-
личие от широко распространенной формы оценивателя этот оцениватель
содержит не только интегральный член, но и слагаемые, зависящие от от-
дельных значений измерений в некоторых точках.
Для сокращения записи будем условно писать, что

l̃ =
3∑

p=1

{∫
(p)

Φ (α, β)
(p)
z (α, β) dα dβ

}
,

(p)

Φ (α, β) =
(p)

Φ 0 (α, β) +

Mp∑
s=1

(p)

Φ s δ

(
(α, β) −

(
(p)
α s,

(p)

β s

))
,

где δ((α, β) − (αs, βs)) – дельта-функция Дирака:
∫

f(α, β)δ((α, β) − (αs, βs))dα dβ = f(αs, βs).

Величина

sup
q∈Rm, |�(α,β)|�σ

| l̃ − l|

называется гарантированной ошибкой оценки; здесь и далее укороченная за-
пись |�(α, β)| � σ означает выполнение условия (5).
При выбранном оценивателе это максимальное значение ошибки оценки

при всевозможных значениях неопределенных факторов. Будем искать ве-

совые коэффициенты
(p)

Φ (α, β), минимизирующие гарантированную ошибку
оценки, т.е. получаемые из решения следующей минимаксной задачи:

inf
Φ(α,β)

sup
q∈Rm, |�(α,β)|�σ

| l̃ − l|.

Такая задача называется задачей оптимального гарантирующего оценивания.
Таким образом, для решения задачи калибровки и диагностики стенда нужно
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решить m отдельных задач. Интересно отметить, что привлечение нелиней-
ных оценивателей в дополнение к линейным оценивателям вида (6) не при-
водит к уменьшению гарантированной ошибки оценки [8]. Другими словами,
можно ограничиться линейными оценивателями.
Явно вычисляя верхнюю грань в формуле предыдущего абзаца, можно

показать, что эта задача сводится к вариационной задаче вида

inf
Φ(α,β)

σ

3∑
p=1

∫
|
(p)

Φ (α, β) | dα dβ(7)

при ограничениях

3∑
p=1

∫
(p)

H (α, β)
(p)

Φ (α, β) dα dβ = a.(8)

Величина функционала (7) определяет гарантированную ошибку оценки.
Условия (8) называются условиями несмещенности, так как при их выпол-
нении в отсутствие ошибок измерений оценка l̃ совпадает с l. Поскольку кон-
станта σ входит только множителем перед функционалом, то в дальнейшем
при анализе (7), (8) будем считать σ = 1.

Те ор ем а 1. Если векторы
(p)

H (α, β) непрерывны на [0, 2π] × [0, 2π], то
решение задачи (7), (8) существует и по крайней мере одно решение

{
(p)

Φ
0(α, β)}3p=1 является импульсной функцией с не более чемm импульсами:

(p)

Φ
0(α, β) =

mp∑
s=1

(p)

Φ
0
sδ

(
(α, β) −

(
(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s

))
, p = 1, 2, 3,

3∑
p=1

mp � m.

Именно это обстоятельство и требует вводить импульсные оцениватели в чис-
ло допустимых.

3.1. Двойственная задача

Соответствующая задаче (7), (8) двойственная задача имеет вид [7, 10]

sup
λ∈Rm

aTλ(9)

при ограничениях

|
(p)

H T(α, β)λ | � 1, (α, β) ∈ [0, 2π] × [0, 2π], p = 1, 2, 3.(10)

При этом исходная проблема (7), (8) называется прямой. Двойственная зада-
ча полезна, например, следующим обстоятельством.
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Те ор ем а 2. Пусть λ0 – решение задачи (9), (10). Оптимальный оцени-

ватель
(p)

Φ0(α, β) отличен от нуля лишь в тех точках (α, β), для которых

|
(p)

H T(α, β)λ0 |=1.

Еще удобнее для анализа исходной вариационной проблемы (7), (8) вме-
сто двойственной задачи (9), (10) рассматривать эквивалентную ей задачу о
нахождении так называемого обобщенного чебышевского полинома.
При оценивании координаты qν обобщенным полиномом относительно пе-

ременных (α, β) с коэффициентами ys называется тройка обобщенных поли-
номов

(p)

Hν(α, β) +
∑

s∈{1,...,ν−1,ν+1,...,m}
ys

(p)

Hs(α, β), p = 1, 2, 3.(11)

Задача о нахождении обобщенного чебышевского полинома состоит в опре-
делении такого обобщенного полинома с коэффициентами y0s , который имеет
наименьшее уклонение от нуля, т.е. является решением задачи вида

(12) Lν = min
y1,...,yν−1,yν+1,...,ym

max
p=1,2,3

max
(α,β)∈[0,2π]×[0,2π]

∣∣∣∣∣∣
(p)

Hν(α, β) +

+
∑

s∈{1,...,ν−1,ν+1,...,m}
ys

(p)

Hs(α, β)

∣∣∣∣∣∣ .

Обобщенный чебышевский полином имеет важное свойство.

Те ор ем а 3. Оптимальный оцениватель
(p)

Φ 0(α, β) отличен от нуля
лишь в тех точках (α, β), для которых компоненты обобщенного чебышев-
ского полинома принимают значение ±Lν. При этом величина L−1

ν равна
оптимальному значению исходной вариационной задачи (7), (8).

Таким образом, если найти обобщенный чебышевский полином и опреде-

лить точки (
(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s), в которых его компоненты для p = 1, 2, 3 достигают

значения ±Lν , то оптимальный оцениватель можно найти из условий несме-

щенности (8), записанных только для точек (
(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s).

Те ор ем а 4. Пусть для оценивателя
(p)

Φ (α, β), который удовлетворя-
ет условиям несмещенности (8), и для коэффициентов {ys}, s = 1, . . .
. . . , ν − 1, ν + 1, . . . ,m, значение функционала (7) равно L−1

ν (y), где Lν(y)

есть уклонение от нуля обобщенного полинома (11). Тогда
(p)

Φ (α, β) есть
решение прямой задачи (7), (8), а {ys} – решение задачи (12).

Теорема 1 показывает, что решение задачи оптимального гарантирующего
оценивания сосредоточено в не более чем m точках, определяющих угловые
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положения стенда. Следовательно, при применении гарантирующего подхо-
да заодно решается проблема выбора оптимального плана измерений. Это
принципиально важно для задачи калибровки, так как из решения задачи
гарантирующего оценивания сразу следует план калибровки.
Теорема 3 позволяет предложить конструктивный алгоритм решения зада-

чи оптимального гарантирующего оценивания. Нужно: а) найти обобщенный

чебышевский полином и определить точки (
(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s); б) по этим точкам из

условий несмещенности (8) определить соответствующие весовые коэффици-
енты.
Теорема 4 также предоставляет способ решения задачи (7), (8). В качестве

гипотезы допустим, что набор {ys}, s = 1, . . . , ν − 1, ν + 1, . . . ,m, доставляет
решение задачи (12). Тогда в соответствии с теоремой 3 точки, в которых
обобщенный полином достигает наибольшего уклонения (со знаком ±), есть
точки, в которых оцениватель отличен от нуля. При этом соответствующие
весовые коэффициенты определяются из условий несмещенности (если они
совместны). Если же значение функционала прямой задачи (7) на выбранном
оценивателе равно L−1

ν (y), то получены решения для обеих задач (7), (8)
и (12).
Доказательства теорем 1–3 основаны на теории двойственности выпуклых

вариационных задач [33–35] и аналогичны доказательствам схожих теорем
в [7, 10]. Главным здесь является компактность области интегрирования (от-
резок и сфера в [7, 10] и квадрат в (7), (8)), а отличия состоят в относительно
громоздких, но технических деталях. Доказательство теоремы 4 непосред-
ственно следует из общих результатов теории двойственности [33–35].

4. Нахождение оптимальных решений

Найдем аналитическое решение задач (7), (8) при a = e(ν), ν = 1, . . . ,m;
m = 15. Будет показано, что минимальное общее число экспериментов рав-
но 10.

4.1. Оценивание q3

Начнем анализ с третьей компоненты q3 : a = e(3). Этот случай относи-
тельно прост для исследования и, к тому же, к нему сводится исследование
многих других компонент вектора q. Решим эту задачу при помощи теоре-
мы 4 так, как это указано в конце раздела 3. Предположим, что соответст-
вующий обобщенный чебышевский полином имеет нулевые коэффициенты

y1, y2, y4, . . . , ym, т.е. он определяется тройкой функций
(p)

H3(α, β), p = 1, 2, 3,
и, следовательно, L3(0) = 1. Согласно теореме 3 оптимальными положениями

могут быть только те, в которых векторы
(p)

H 3(α, β) принимают максималь-
ные по абсолютной величине значения. В данном случае это коэффициен-
ты (− cosα cos β) и cosα sin β. Тогда ясно, что для первой группы измерений
(p = 1) нужно рассматривать только положения (0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π), а
для второй группы (p = 2) — (0, π2 ), (0,

3π
2 ), (π, π2 ), (π,

3π
2 ).
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Соответствующая система уравнений несмещенности примет вид

(1)

H (0, 0)
(1)

Φ 1 +
(1)

H (0, π)
(1)

Φ 2 +
(1)

H (π, 0)
(1)

Φ 3 +
(1)

H (π, π)
(1)

Φ 4 +(13)

+
(2)

H
(
0,

π

2

) (2)

Φ 1 +
(2)

H

(
0,

3π

2

)
(2)

Φ 2 +
(2)

H
(
π,

π

2

) (2)

Φ 3 +
(2)

H

(
π,

3π

2

)
(2)

Φ 4= e(3).

Несмотря на то что число уравнений больше числа неизвестных, система (13)
совместна, и ее решение определяется двумя однопараметрическими семей-
ствами (в зависимости от ξ и η):

(1)

Φ 1= ξ − 1

4
,

(1)

Φ 2=
1

4
− ξ,

(1)

Φ 3=
1

4
+ η,

(1)

Φ 4= −1

4
− η,

(2)

Φ 1= ξ,
(2)

Φ 2= −ξ,
(2)

Φ 3= η,
(2)

Φ 4= −η.

(14)

Значение функционала равно

2

∣∣∣∣ξ − 1

4

∣∣∣∣+ 2 |ξ|+ 2

∣∣∣∣η +
1

4

∣∣∣∣+ 2 |η| .

Легко показать, что минимальное значение функционала равно 1 = L−1
3 (0) и

достигается при любых ξ, η из промежутков

0 � ξ � 1

4
, −1

4
� η � 0.(15)

По теореме 4 соотношения (14), (15) определяют все решения прямой задачи

для случая a = e(3), а обобщенный полином имеет вид
(p)

H 3(α, β), p = 1, 2, 3.
Таким образом, возможны 9 вариантов решений, соответствующих сле-

дующим множества значений ξ, η:

ξ = 0, η = −1

4
; ξ = 0, η = 0; ξ =

1

4
, η = −1

4
;

ξ =
1

4
, η = 0; ξ = 0, −1

4
< η < 0; 0 < ξ <

1

4
, η = −1

4
;

0 < ξ <
1

4
, −1

4
< η < 0; 0 < ξ <

1

4
, η = 0; ξ =

1

4
, −1

4
< η < 0.

Рассмотрим первые четыре варианта. Они выделяют следующие наборы
угловых положений и соответствующие им оценки:

(0, 0), (0, π)︸ ︷︷ ︸
(1) группа

,
(
π,

π

2

)
,

(
π,

3π

2

)
︸ ︷︷ ︸

(2) группа

;(16)

q̃3 =
1

4

[
− (1)

z (0, 0)+
(1)
z (0, π)− (2)

z
(
π,

π

2

)
+

(2)
z

(
π,

3π

2

)]
;
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(0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π)︸ ︷︷ ︸
(1) группа

;(17)

q̃3 =
1

4

[
− (1)

z (0, 0)+
(1)
z (0, π)+

(1)
z (π, 0)− (1)

z (π, π)

]
;

(
0,

π

2

)
,

(
0,

3π

2

)
,
(
π,

π

2

)
,

(
π,

3π

2

)
︸ ︷︷ ︸

(2) группа

;(18)

q̃3 =
1

4

[
(2)
z
(
0,

π

2

)
− (2)

z

(
0,

3π

2

)
− (2)

z
(
π,

π

2

)
+

(2)
z

(
π,

3π

2

)]
;

(π, 0), (π, π)︸ ︷︷ ︸
(1) группа

,
(
0,

π

2

)
,

(
0,

3π

2

)
︸ ︷︷ ︸

(2) группа

;(19)

q̃3 =
1

4

[
(1)
z (π, 0)− (1)

z (π, π)+
(2)
z
(
0,

π

2

)
− (2)

z

(
0,

3π

2

)]
.

Нетрудно показать, что для остальных пяти вариантов (ξ, η) соответствую-
щие наборы угловых положений включают в себя по крайней мере один из
первых четырех. Поэтому с точки зрения минимизации суммарного количе-
ства положений их можно не рассматривать.
Итак, проведен полный анализ случая оценивания q3. Из этого анализа

следует, что один из четырех наборов положений (16), (17), (18) и (19) обя-
зательно войдет в итоговый набор экспериментов.

4.2. Оценивание остальных компонент q

4.2.1. Оценивание q1
Вновь используем теоремы 3 и 4, предполагая, что при a = e(1) y2 = . . .

. . . = ym = 0. Тогда обобщенный полином определяется функциями:
(p)

H1(α, β),
p = 1, 2, 3, с соответствующими компонентами вида (− cos β) и sin β. Следо-
вательно для оценивания первой компоненты q1 следует использовать конти-
нуум пар углов (α, β), в которых второй угол принимает четыре значения: 0,
π
2 ,

3π
2 и π; при этом будут задействованы векторы из первой и второй груп-

пы: p = 1 и p = 2. Однако в силу континуальности исследовать возможные
варианты так же, как и для q3, здесь затруднительно. Поэтому применение
теоремы 3 не дает результата.
Вместе с тем можно использовать информацию, полученную при рассмот-

рении q3, именно: можно показать, что любого из наборов (16), (17), (18)
или (19) достаточно для оценивания параметра q1. Покажем это, например,
для (16), а для остальных наборов это делается аналогично.
Для набора (16) условия несмещенности примут вид

(1)

H (0, 0)
(1)

Φ 1 +
(1)

H (0, π)
(1)

Φ 2 +
(2)

H
(
π,

π

2

) (2)

Φ 1 +
(2)

H

(
π,

3π

2

)
(2)

Φ 2= e(1).
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Эта система совместна, а ее решение, очевидно, определяется равенствами
(1)

Φ 1= −
(1)

Φ 2= −1
4 и

(2)

Φ 1= −
(2)

Φ 2=
1
4 . При этом значение функционала равно

1 = L−1
1 (0), т.е. по теореме 4 является оптимальным. Соответствующая оп-

тимальная оценка определяется выражением

q̃1 =
1

4

[
− (1)

z (0, 0)+
(1)
z (0, π)+

(2)
z
(
π,

π

2

)
− (2)

z

(
π,

3π

2

)]
.

Итак, оценка для q1 строится на уже найденных необходимых наборах
(16), (17), (18) и (19). Поэтому новые наборы не нужны.
Те же самые рассуждения, что и для q1, справедливы и при оценивании

параметров q2, q4, q7, q8, q14 и q15. Таким образом, все эти параметры оцени-
ваются на одних и тех же планах, порожденных базовым параметром q3.

4.2.2. Оценивание параметров q5, q6, q9–q13
Совершенно аналогично можно показать, что базовыми параметрами яв-

ляются и параметры q6, q9, q12, q13, для каждого из которых выделяются
по два необходимых набора угловых положений. Они получаются из тех же
соображений, что и для q3. При этом на обязательных планах q12 можно
оценить q5, а на обязательных планах q13 можно оценить q10 и q11.
Тем самым, решены все задачи (7), (8) для ν = 1, . . . , 15, опираясь при

этом на теорию двойственности.

4.3. Необходимые положения стенда

Проведенное выше исследование необходимых положений стенда показы-
вает, что для минимизации числа положений стенда достаточно ориентиро-
ваться на базовые параметры q3, q6, q9, q12 и q13. Их необходимые положения
представлены в табл. 1.
При сопоставлении планов для базового параметра q12 с планами для ба-

зового параметра q9 и планов для базового параметра q13 с планами для

Таблица 1. Необходимые положения стенда для базовых параметров
Базовые
параметры

Планы экспериментов

q3

(0, 0), (0, π),
(
π,

π

2

)
,

(
π,

3π

2

)
или (0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π) или

(
0,

π

2

)
,

(
0,

3π

2

)
,
(
π,

π

2

)
,

(
π,

3π

2

)
или (π, 0), (π, π),

(
0,

π

2

)
,

(
0,

3π

2

)

q12

(π
2
,
π

2

)
,

(
π

2
,
3π

2

)
или

(
3π

2
,
π

2

)
,

(
3π

2
,
3π

2

)

q13

(π
2
, 0
)
,
(π
2
, π
)

или
(
3π

2
, 0

)
,

(
3π

2
, π

)

q6

(π
2
, π
)
,

(
3π

2
, π

)
или

(π
2
, 0
)
,

(
3π

2
, 0

)

q9

(
π

2
,
3π

2

)
,

(
3π

2
,
3π

2

)
или

(π
2
,
π

2

)
,

(
3π

2
,
π

2

)
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Таблица 2. Варианты наборов с 10 суммарными положениями стенда
Группы

параметров
Необходимые наборы угловых положений

q1, q2, q3, q4 ∗ (0, 0), (0, π),
(
π,

π

2

)
,

(
π,

3π

2

)
или (0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π)

q7, q8, q14, q15 или
(
0,

π

2

)
,

(
0,

3π

2

)
,
(
π,

π

2

)
,

(
π,

3π

2

)

или (π, 0), (π, π),
(
0,

π

2

)
,

(
0,

3π

2

)

q5, q9, q12 ∗
(π
2
,
π

2

)
,

(
3π

2
,
π

2

)
,

(
π

2
,
3π

2

)
или

(π
2
,
π

2

)
,

(
3π

2
,
π

2

)
,

(
3π

2
,
3π

2

)

или
(π
2
,
π

2

)
,

(
π

2
,
3π

2

)
,

(
3π

2
,
3π

2

)

или
(
π

2
,
3π

2

)
,

(
3π

2
,
3π

2

)
,

(
3π

2
,
π

2

)

q6, q10, q11, q13 ∗
(π
2
, π
)
,

(
3π

2
, π

)
,
(π
2
, 0
)
или

(π
2
, π
)
,

(
3π

2
, π

)
,

(
3π

2
, 0

)

или
(π
2
, 0
)
,

(
3π

2
, 0

)
,
(π
2
, π
)
или

(π
2
, 0
)
,

(
3π

2
, 0

)
,

(
3π

2
, π

)

базового параметра q6 из табл. 1 следует, что существует много вариантов
наборов необходимых экспериментов (по крайней мере 64) из 10 положений.
Использовать меньше, чем 10 положений, очевидно, нельзя. Эти варианты
указаны в табл. 2.
Для каждой группы параметров возьмем, например, наборы, отмечен-

ные ∗. На этих экспериментах и построим требуемые оптимальные гаран-
тированные оценки в порядке, соответствующем указанным выше группам
(оптимальные гарантированные ошибки этих оценок равны σ):

q̃1 =
1

4

[
− (1)

z (0, 0)+
(1)
z (0, π)+

(2)
z
(
π,

π

2

)
− (2)

z

(
π,

3π

2

)]
,

q̃2 =
1

4

[
(1)
z
(
π,

π

2

)
− (1)

z (π,
3π

2
)− (2)

z (0, 0)+
(2)
z (0, π)

]
,

q̃3 =
1

4

[
− (1)

z (0, 0)+
(1)
z (0, π)− (2)

z
(
π,

π

2

)
+

(2)
z

(
π,

3π

2

)]
,

q̃4 =
1

4

[
(1)
z (0, 0)+

(1)
z (0, π)− (1)

z
(
π,

π

2

)
− (1)

z

(
π,

3π

2

)]
,

q̃7 =
1

4

[
(1)
z (0, 0)+

(1)
z (0, π)+

(1)
z
(
π,

π

2

)
+

(1)
z

(
π,

3π

2

)]
,

q̃8 =
1

4

[
(2)
z (0, 0)+

(2)
z (0, π)− (2)

z
(
π,

π

2

)
− (2)

z

(
π,

3π

2

)]
,
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q̃14 =
1

2

[
(3)
z (0, 0)− (3)

z
(
π,

π

2

)]
,

q̃15 =
1

2

[
(3)
z (0, 0)+

(3)
z
(
π,

π

2

)]
,

q̃5 =
1

2

[
(1)
z
(π
2
,
π

2

)
− (1)

z

(
π

2
,
3π

2

)]
,

q̃9 =
1

2

[
(2)
z
(π
2
,
π

2

)
− (2)

z

(
3π

2
,
π

2

)]
,

q̃12 =
1

2

[
(3)
z
(π
2
,
π

2

)
− (3)

z

(
π

2
,
3π

2

)]
,

q̃6 =
1

2

[
− (1)

z
(π
2
, π
)
+

(1)
z

(
3π

2
, π

)]
,

q̃10 =
1

2

[
(2)
z
(π
2
, 0
)
− (2)

z
(π
2
, π
)]

,

q̃11 =
1

2

[
(2)
z
(π
2
, 0
)
+

(2)
z
(π
2
, π
)]

,

q̃13 =
1

2

[
(3)
z
(π
2
, 0
)
− (3)

z
(π
2
, π
)]

.

Отметим, что в дополнение к компонентам q представляют интерес оценки
для перекосов осей блока [10]:

Γ12 + Γ21 = q6 + q9, Γ13 + Γ31 = q4 + q12 и Γ23 + Γ32 = q8 + q13.

В [16] показано, что оптимальные оценки для этих трех комбинаций имеют
вид

˜(q6 + q9) = q̃6 + q̃9, ˜(q4 + q12) = q̃4 + q̃12 и ˜(q8 + q13) = q̃8 + q̃13.

Это свойство аддитивности, привычное для оценок, полученных по методу
наименьших квадратов, для метода гарантирующего оценивания в общем
случае неверно.

5. Субоптимальный набор измерений

Для оценивания каждой компоненты вектора q, т.е. для a = e(ν), ν = 1, . . .
. . . ,m, требуется решитьm отдельных задач (7), (8). Решение каждой из этих
задач в соответствии с теоремой 1 определяет оптимальные угловые поло-

жения (
(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s), s = 1, . . . ,mp, p = 1, 2, 3, суммарное количество которых не

превышает m. В совокупности для всех компонент q соответствующие реше-
ния из континуума [0, 2π] × [0, 2π] выделяют S � m2 пар угловых положений,
составляющих суммарный оптимальный план измерений.
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Для дальнейших рассмотрений упростим обозначения. Оптимальным уг-
ловым положениям соответствуют оптимальные измерения. Обозначим со-
вокупность всех оптимальных измерений через Z0 = (zi01 , . . . , zi0S

)T∈ R
S, со-

ответствующие им векторы – через H0 = (Hi01
, . . . ,Hi0S

)T∈ R
m×S , а помехи –

через P0 = (�i01 , . . . , �i0S
)T∈ R

S. Тогда в матричной форме совокупность опти-
мальных измерений можно представить в виде

Z0 = HT
0 q + P0.

Обозначим оптимальные оцениватели для qν , ν = 1, . . . ,m, через Ψ(ν) ∈
∈ R

S , т.е.

q̃ν = Ψ(ν)TZ0,

причем в силу условий несмещенности (8)

H0Ψ
(ν) = e(ν), ν = 1, . . . ,m,(20)

и каждый Ψ(ν) содержит не более m отличных от нуля компонент.
Если исследователь в состоянии реализовать указанные измерения (в рас-

сматриваемом случае безупречно установить стенд в строго оптимальные по-
ложения), то задача полностью решена. Однако установить стенд точно в за-
данные положения не всегда технически легко. Часто его можно установить
в некоторые близкие положения. Тогда в матричной форме набор субопти-
мальных измерений представим в виде

Z = HTq + P,(21)

где Z – вектор, составленный их субоптимальных измерений, P = (�i1 , . . .
. . . , �iS )

T – вектор помех, H = (Hi1 , . . . ,HiS ); при этом векторы Hi1 , . . . ,HiP
соответствуют углам, близким к оптимальным, и поэтому близки к опти-
мальным векторам Hi01

, . . . ,Hi0P
. По аналогии можно попытаться сформиро-

вать оценки, соответствующие близким планам, но с теми же оптимальными
оценивателями:

q̃′ν = Ψ(ν)TZ.(22)

Однако для близких планов условия несмещенности, вообще говоря, уже не
выполняются:

HΨ(ν) �= e(ν), ν = 1, . . . ,m.

Тогда, как легко показать, гарантированные ошибки оценок (22) бесконечны,
и поэтому оценки (22) непригодны.
Выходом из этой ситуации является следующий прием. Введем матрицу D

порядка m× S, образованную оптимальными оценивателями для всех ком-
понент:

D =
(
Ψ(1), . . . ,Ψ(m)

)T
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и умножим на нее слева уравнения (21). Тогда получим систему m уравнений
относительно m неизвестных q:

DZ = DHTq +DP.

Матрица H близка к H0, для которой выполнены условия несмещенно-
сти (20): DHT

0 = Em, где Em – единичная матрица порядка m. Поэтому квад-
ратная матрица DHT близка к единичной и, следовательно, невырожденна,
и оценки qν можно построить следующим образом:

q̃∗ν = e(ν)Tq̃∗, q̃∗ =
(
DHT

)−1DZ,

т.е. q̃∗ν = Ψ̃(ν)TZ, Ψ̃(ν) = DT

((
DHT

)−1
)T

e(ν).

(23)

При этом, очевидно, Ψ̃(ν) ≈Ψ(ν).
Построенные выше оценки q̃∗ν являются несмещенными, так как в силу (23)

очевидно, что

HΨ̃(ν) = e(ν), ν = 1, . . . ,m.(24)

Вычислим гарантированные ошибки оценок qν , полагая, что в задаче ка-
либровки все ошибки измерений ограничены одной величиной – единицей
(σ = 1). Учитывая условия несмещенности (24) и вводя обозначения для ком-

понент оценивателей Ψ̃(ν) =
(
Ψ̃

(ν)
1 , . . . , Ψ̃

(ν)
S

)T
, получим равенства:

max
q∈Rm, {|�ik |�σ, k=1,...,S}

| q̃∗ν − qν | = max
q∈Rm, {|�ik |�σ, k=1,...,S}

∣∣∣Ψ̃(ν)TZ − e(ν)Tq
∣∣∣ =

= max
q∈Rm, {|�ik |�σ, k=1,...,S}

∣∣∣∣
(
HΨ̃(ν) − e(ν)

)T
q + Ψ̃(ν)TP

∣∣∣∣ =

= max
{|�ik |�σ, k=1,...,S}

∣∣∣Ψ̃(ν)TP
∣∣∣ =

S∑
k=1

∣∣∣Ψ̃(ν)
k

∣∣∣ .

В силу близости Ψ̃(ν) и Ψ(ν) последнее выражение близко к величине∑S
k=1 |Ψ(ν)

k |, равной оптимальному гарантированному значению ошибки оцен-
ки каждой компоненты qν . Таким образом, построение оценок искомых па-
раметров по реализуемым формулам (23) приводит к почти оптимальным
оценкам.

6. О необходимости учитывать погрешности стенда

Выше получены оптимальные гарантирующие оценки параметров блока
ньютонометров в предположении неидеальности стенда. Возникает вопрос:
если при построении алгоритма оценивания не производить его диагностику,
условно полагая его идеальным, то нельзя ли получить оценки параметров
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блока более простым способом, исходя из модели, учитывающей только по-
грешности самого блока, которые и при неидеальном стенде были бы доста-
точно точными.
Нетрудно увидеть, что если не принимать во внимание погрешности стен-

да (другими словами, полагая в (2) q1 = q2 = q3 = 0), то задача оценивания
(7), (8) декомпозируется на три независимых задачи гарантирующего оце-
нивания – отдельную для каждого ньютонометра. Среди оптимальных для
упрощенной модели оценок некоторые оценки могут оказаться оптимальны-
ми и для полной системы, а какие-то существенно неоптимальными и сме-
щенными (т.е. условия (8) будут нарушены): ошибки стенда напрямую пере-
ходят в ошибки оценок блока, увеличивая их по сравнению с оптимальными.
Однако заранее, без анализа полной системы, выяснить, какая оценка являет-
ся несмещенной при неидеальном стенде, а какая – смещенной, невозможно.
Поэтому при оценке погрешностей блока ньютонометров учитывать неиде-
альность стенда необходимо. При этом можно установить, что усложнение
модели за счет учета неидеальности стенда не приводит к увеличению оши-
бок определения погрешностей блока.

7. Другие способы установки блока ньютонометров на планшайбу

Назовем описанное выше положение блока ньютонометров на планшайбе
базовым. Возможны и другие варианты установки блока. В них оси блока
ньютонометров совпадают с осями в базовом положении, но при других ну-
мерации и направлении осей. Это соответствует ортогональной матрице Q,
состоящей из нулей и единиц (со знаком плюс или минус); определитель мат-
рицы Q равен единице. Далее будет показано, что новые результирующие
соотношения не нужно выводить заново с самого начала, а можно получить
их, немного модифицируя полученные выше базовые соотношения.
Опишем новый вариант установки блока на планшайбу, искусственно

представляя, что сначала блок был установлен на планшайбу (с некоторой
небольшой погрешностью) в соответствии с базовым, а потом дополнительно
точно повернут в соответствии с матрицей Q. При этом χ′′ = Qχ′, Q−1 = QT,
где χ′ – координаты произвольного вектора в проекциях на оси приборного
трехгранника Mz, установленного в соответствии с базовым вариантом, а
χ′′ – координаты этого же вектора в проекциях на оси Mz в его новом поло-
жении.
Пусть z(α, β) – нормированная невязка показаний блока ньютонометров в

новом положении, �(α, β) – флуктуационная погрешность блока ньютономет-
ров в новом положении. Тогда, очевидно, для нового положения блока имеет
место следующее соотношение, аналогичное (1):

z(α, β) = g−1
{
〈f ′〉 − f̃(α, β)

}
+ �(α, β) = g−1

{
〈f ′〉 −Qf̃z(α, β)

}
+ �(α, β) =

= g−1
{
(E + Γ)Q (−gz(α, β, qb)) + Δf0 −Q (−g̃z(α, β))

}
+ �(α, β),

где: 〈f ′〉 — известные осредненные показания блока в новом положении;
f̃(α, β) — предсказанные по измерениям углов α, β показания блока в новом
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положении; f̃z(α, β) — предсказанные показания блока в базовом положении;
Γ, Δf0

z — параметры погрешностей блока; gz(α, β, qb) – как и ранее, истин-
ное значение вектора ускорения силы тяжести в проекциях на оси приборного
трехгранникаMz в базовом положении; qb=(κ,ε,Δα,Δβ,α∗,θ1,θ2,θ3,Δg/g)T—
как и ранее, параметры погрешностей стенда; g̃z(α, β) — как и ранее, точно
вычисляемый по измерениям углов прогнозируемый вектор ускорения силы
тяжести в проекциях на оси приборного трехгранника Mz в базовом положе-
нии.
Тогда, очевидно,

Q−1z(α, β)=g−1
{
Q−1〈f ′〉 − f̃z(α, β)

}
+Q−1�(α, β) =

= g−1{(E+Q−1ΓQ)(−gz(α, β, qb))+Q−1Δf0− (−g̃z(α, β))}+Q−1�(α, β).(25)

Формула (25) одинакова по структуре со вторым равенством в (1) и пол-
ностью совпадает с ним при заменах:

z → Q−1z, Γ → Q−1ΓQ, Δf0 → Q−1Δf0, � → Q−1�;(26)

при этом исходные элементы меняют свое расположение соответственно Q.
Таким образом, используя известную из предыдущих рассуждений зави-

симость (2) итоговых показаний от погрешностей стенда и блока, получена
аналогичная зависимость для нового положения блока ньютонометров. При
этом в качестве удобных итоговых измерений берется величина Q−1z(α, β).
Тогда при помощи представленной выше методики оцениваются величины
Q−1ΓQ и Q−1Δf0. Опишем это более подробно.
При новом варианте установки блока ньютонометров физически осмыс-

ленно поступить следующим образом. Сначала надо перейти от системы
координат M bj к новой системе координат M bk, по осям которой в идеа-
ле должен быть установлен блок ньютонометров. Матрица ориентации M bk
относительно M bj определяется известной матрицей Q. Затем, в силу сум-
марной погрешности установки планшайбы по осям M bk и блока на план-
шайбу, образуется неточность в угловой ориентации приборного трехгран-
ника Mz относительно M bk. Эта неточность описывается матрицей (E + θ̂k),
где θk = (θk1 , θ

k
2 , θ

k
3 )

T – неизвестный вектор малого поворота Mz относительно
M bk, а θ̂k – соответствующая ему кососимметрическая матрица.
Вначале этот переход был формализован искусственно: сначала ориента-

цияM bj была чуть изменена при помощи неизвестного вектора малого пово-
рота θ с неявным построением нового трехгранника M bj(θ), а потом точным
известным поворотом, определяемым матрицей Q, было получено истинное
положение приборного трехгранника Mz.
Поэтому кососимметрические матрицы θ̂k и θ̂, соответствующие векторам

малых поворотов θk и θ, связаны соотношением

Q(E + θ̂) = (E + θ̂k)Q, θ̂k =

⎛
⎜⎝

0 θk3 −θk2
−θk3 0 θk1
θk2 −θk1 0

⎞
⎟⎠
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(матрица θ̂ определяется аналогично), откуда

θ̂ = Q−1θ̂kQ.(27)

Следовательно, при новом положении блока в основных формулах (4),
связывающих непосредственно оцениваемые параметры q с ошибками блока
ньютонометров и стенда, надо сделать замены (26), (27).
Тогда с учетом формул (4) нетрудно получить следующие соотношения:

κ = q1, Δα+ α∗ = q2, ε = q3,

⎛
⎜⎝

Δf0
1

Δf0
2

Δf0
3

⎞
⎟⎠ = g Q

⎛
⎝ q7

q11
q15

⎞
⎠ ,(28)

(
Γ + θ̂k

)
= Q

⎛
⎝ q5 q6 q4

q9 q10 q8
q12 q13 q14

⎞
⎠Q−1 + E

Δg

g
−QNQ−1Δβ,

N =

⎛
⎝ 0 −1 0

1 0 0
0 0 0

⎞
⎠ .

(29)

Формулы (28) и (29) являются основой для построения оценок погрешно-
стей блока ньютонометров и ошибок стенда при небазовом положении блока.
Обычно принимается одно из стандартных соглашений относительно Γ: счи-
тается, что матрица Γ является либо нижнетреугольной, либо симметричной.
Кроме того, элементы EΔg

g много меньше диагональных элементов Γ, а два
ненулевых, внедиагональных элемента QNQ−1Δβ много меньше соответст-
вующих элементов θ̂k; поэтому ими можно пренебречь. Тогда, подставляя в
(28), (29) вместо компонент q их оценки, найденные при помощи базового
алгоритма, подробно описанного выше, легко построить оценки для погреш-
ностей стенда κ, Δα+ α∗, ε, систематических смещений Δf0

1 , Δf0
2 , Δf0

3 и
элементов матрицы Γ + θ̂k. Используя стандартные соглашения относитель-
но Γ и кососимметричность θ̂k, по оценке Γ + θ̂k легко однозначно оценить
элементы Γ и величины θk1 , θ

k
2 и θk3 .

8. Заключение

В статье подробно описано применение метода гарантирующего оценива-
ния для получения минимального числа угловых положений при калибровке
блока ньютонометров на номинально высокоточном стенде. Показано, что
минимальное число положений стенда равно 10. Получен итоговый мини-
мальный план калибровки, и построены оптимальные гарантирующие оценки
параметров. Исследован случай неточной реализации оптимальных угловых
положений. Приведены формулы пересчета при общем положении блока нью-
тонометров на планшайбе. Применение предложенного подхода к реальной
задаче калибровки с диагностикой стенда показало высокую эффективность
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метода гарантирующего оценивания. Этот метод может быть использован
для решения многих задач оценивания, когда число измерений должно быть
минимизировано.
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носекторной экономикой при случайном изменении основного капитала и
трудовых ресурсов. В качестве критерия оптимальности выбирается мак-
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1. Введение

Проблема управления односекторной экономикой возникла в [1, 2]. К на-
стоящему времени ей посвящено большое количество публикаций, в которых
рассматриваются и решаются разные варианты задач, в том числе и задачи
оптимального управления такой экономикой (например, [3–7]). Естественным
продолжением этих исследований является решение задач с учетом каких-
либо случайных возмущений, действующих в процессе производства.
Состояние односекторной экономики определяется двумя величинами: ос-

новным капиталом и трудовыми ресурсами. Вообще говоря, изменение основ-
ного капитала во времени происходит случайным образом из-за таких факто-
ров, как случайный износ основных производственных фондов, приобретение
новых фондов, цена на которые зависит от курса валют, производственная
неопределенность, экономическая конъюнктура и т.п. Трудовые ресурсы мо-
гут изменяться случайным образом за счет экономических факторов, по де-
мографическим причинам, из-за миграции населения и т.п. В [8] на основании
изучения статистических данных приводится определенное обоснование того,
что влияние экзогенных случайных факторов на экономическую динамику
можно моделировать процессом броуновского движения.
В настоящей статье рассматривается задача оптимального управления од-

носекторной экономикой при случайном изменении основного капитала и тру-
довых ресурсов. В качестве критерия оптимальности выбирается максимум
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среднего значения накоплений (непроизводственного потребления, благосо-
стояния и т.п.) на заданном периоде производства. Решение задачи прово-
дится с помощью метода динамического программирования.

2. Постановка задачи

За исходную модель задачи выбирается модель из [2]. Но в нее вносятся
некоторые изменения и дополнения для более четкого и удобного, по мне-
нию авторов, изложения материала. Состояние экономики определяется ве-
личинами K(t) – основной капитал, L(t) – трудовые ресурсы и производ-
ственной функцией Y (K,L). Качество управления экономикой определяет-
ся величиной накоплений C(t), полученных в течение отрезка времени [0, t].
Значение Y (K,L) есть валовый продукт, произведенный в единицу време-
ни. Поэтому Y (K,L)Δt есть валовый продукт, произведенный за время Δt.
Управление экономикой состоит в том, что на каждом временно́м отрезке
длиной Δt часть этого продукта uYΔt идет на увеличение основного капи-
тала, а часть (1− u)YΔt – на увеличение накоплений C(t). Таким образом,
управляющим параметром является коэффициент u, который определяет до-
лю валового продукта, которая идет на увеличение основного капитала. При
этом всегда

0 ≤ u ≤ 1.(1)

Для переменных K(t), C(t) и L(t) можно записать дифференциальные
уравнения [6]

K̇ = uY (K,L) − λK(t), K(0) = K0 > 0,

Ċ = ρC + (1− u)Y (K,L), C(0) = 0,

L̇ = νL, L(0) = L0,

(2)

где λ (≥ 0) – коэффициент амортизации, ρ (≥ 0) – норма дисконтирования,
ν – темп изменения трудовых ресурсов. Здесь λK(t) – темп потери капитала
за счет амортизации; u(t)Y (K(t), L(t)) – темп увеличения капитала за счет
доли валового продукта (инвестиций); ρC(t) и (1 − u(t))Y (K(t), L(t)) – темп
увеличения накоплений за счет дисконтирования и за счет доли валового
продукта соответственно.
В стохастическом случае в уравнения (2) нужно добавить какие-то слу-

чайные воздействия. В данной статье предлагается следующая модель стоха-
стической односекторной экономики:

K̇ = uY (K,L)− λK(t) + σKKξK(t), K(0) = K0 > 0,

Ċ = ρC + (1− u)Y (K,L), C(0) = 0,

L̇ = νL+ σLLξL(t), L(0) = L0 > 0.

(3)

Здесь ξK(t) и ξL(t) – стандартные независимые между собой белые гауссов-
ские шумы, σK и σL – соответствующие коэффициенты волатильности. Та-
кое включение в модель случайных воздействий достаточно традиционно в
экономико-математических задачах [9–11].
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Как обычно, для дальнейшего исследования вводятся удельные перемен-
ные: k(t) = K(t)/L(t) – фондовооруженность труда и c(t) = C(t)/L(t) – удель-
ные накопления, т.е. накопления, приходящиеся на одного работника, а также
функция F (k) = Y/L – производительность труда (валовый продукт на од-
ного работника).
В детерминированном случае для этих переменных на основании (2) по-

лучаются уравнения

k̇ = −μk + uF (k), k(0) = k0,

ċ = δc+ (1− u)F (k), c(0) = 0,
(4)

где μ = λ+ v, δ = ρ− v. Далее будем считать, μ = λ+ v > 0 и δ = ρ− v > 0.
Это означает, что если трудовые ресурсы возрастают (v > 0), то темп их ро-
ста не может превышать норму дисконтирования ρ. Если трудовые ресурсы
убывают (v < 0), то темп их убывания не может превышать коэффициента
амортизации λ. Иначе возникают “экзотические” варианты.
Детерминированная задача: для уравнений (4) в течение заданного ко-

нечного планируемого периода производства [0, T ] найти такое кусочно-
непрерывное управление u(t) с учетом (1), при котором величина C(T ) мак-
симальна.
В стохастическом случае для удельных переменных из (3) с помощью фор-

мулы Ито получаются следующие уравнения:

k̇ = −μk + uF (k) + σKkξK(t)− σLkξL(t), k(0) = k0,

ċ = δc+ (1− u)F (k) − σLcξL(t), c(0) = 0.
(5)

Здесь и далее

μ = λ+ v + σKσL − σ2
L, δ = ρ− v + σ2

L, k0 = K0/L0.

Стохастическая задача: для уравнений (5) в течение заданного отрез-
ка времени [0, T ] найти такое кусочно-непрерывное управление u(t) с уче-
том (1), при котором среднее значение величины c(T ) максимально.
Далее будет использоваться производственная функция Кобба–Дугласа

Y (K,L) = AKαLβ, где A – масштаб темпа производства (A > 0), α – коэф-
фициент эластичности по основным фондам, β = 1− α – коэффициент эла-
стичности по трудовым ресурсам (α, β > 0, α+ β = 1). Отсюда следует, что
F (k) = Y/L = Akα > 0.

3. Решение стохастической задачи

Для решения задачи используется метод динамического программирова-
ния. Введем функцию Беллмана s(k, c; t, T ) – среднее значение величины c(T )
при условии, что процесс продолжается на отрезке [t, T ] с начальными усло-
виями k(t) = k и c(t) = c и на этом отрезке применяется оптимальное управ-
ление. Таким образом, величина J = s(k0, 0; 0, T ) есть максимальное среднее
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значение величины c(T ) для данной задачи. Для этой функции можно запи-
сать уравнение Беллмана [12]:

−∂s(k, c; t, T )

∂t
= max

0≤u(t)≤1

{
∂s(k, c; t, T )

∂k
(uF (k)− μk) +

+
∂s(k, c; t, T )

∂c
(δc + (1− u)F (k)) +G(s(k, c; t, T ))

}
, s(k, c;T, T ) = c,

(6)

где

G(s) =
1

2
(σ2

K + σ2
L)k

2 ∂
2s

∂k2
+ σ2

Lkc
∂2s

∂k∂c
+

1

2
σ2
Lc

2 ∂
2s

∂c2
(7)

– гессиан функции s(k, c; t, T ). Уравнение (6) – детерминированное. Здесь и
далее переменные k и c – просто аргументы функции, а не случайные про-
цессы. Из решения (6) получается решение задачи. Существование этого ре-
шения означает существование решения стохастической задачи. Далее при
решении отрезок [0, T ] разбивается на три временны́х отрезка, на каждом
из которых записывается свое уравнение в частных производных (6). Затем
решения этих уравнений сшиваются. Можно показать, что эти решения су-
ществуют и единственны [13].
Уравнение (6) перепишем в виде

−∂s(k, c; t, T )

∂t
=

= max
0≤u(t)≤1

{(
∂s

∂k
− ∂s

∂c

)
uF (k)− μk

∂s

∂k
+

∂s

∂c
(δc + F (k)) +G(k, c)

}
.

(8)

Максимум правой части этого уравнения по u с учетом (1) достигается при

u(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, если
∂s

∂k
>

∂s

∂c
,

uoc, если
∂s

∂k
=

∂s

∂c
,

0, если
∂s

∂k
<

∂s

∂c
.

(9)

Здесь uoc – так называемое особое управление [14, 15], которое будет опре-
делено ниже. В рассматриваемой задаче отрезок времени, в течение которо-
го имеет место особое управление, соответствует участку сбалансированного
равновесного состояния экономики и называется магистралью.
Можно допустить, что если коэффициенты σK и σL малы, то решение

стохастической задачи будет близко к решению детерминированной зада-
чи, которая с помощью принципа максимума Понтрягина подробно реше-
на в [6]. Если период производства [0, T ] достаточно велик, то основное ре-
шение состоит в том, что отрезок [0, T ] точками t1 и t2 (0 < t1 < t2 < T )
разбивается на три отрезка: [0, t1], [t1, t2] и [t2, T ] длительностью r1 = t1,
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r2 = t2 − t1 и r3 = T − t2 соответственно. Отрезок [0, t1] соответствует выходу
(если k0 < koc при u = u1 = 1) или сходу (если k0 > koc при u = u1 = 0) на ма-
гистраль; отрезок [t1, t2] – магистрали (предполагается, что она существует);
отрезок [t2, T ] – заключительному этапу (сходу с магистрали). На магистрали
k = koc = const, причем

kβос =
αA

δ + μ
и uoc =

μk

F
.(10)

На заключительном отрезке [t2, T ] u = 0. Таким образом, согласно (9) струк-
тура оптимального управления имеет вид

u(t) =

⎧⎨
⎩

u1 при 0 < t < t1,

uoc при t1 < t < t2,

0 при t2 < t < T.

(11)

Фактически получается, что решение детерминированной задачи сводится
к нахождению значений t1 и t2. Можно предположить, что в стохастическом
случае при достаточно малых коэффициентах σK и σL решение будет близко
к решению детерминированной задачи, т.е. структура оптимального управле-
ния имеет такой же вид (11). Таким образом, решение стохастической задачи
также сводится к нахождению значений t1 и t2. Заметим, что при решении де-
терминированной задачи методом динамического программирования уравне-
ние Беллмана имеет вид (6) при G(s) = 0. Оно является однородным диффе-
ренциальным уравнением в частных производных первого порядка и может
решаться методом характеристик [16]. Его решение (оно не приводится) дает
определенные сведения о свойствах решения уравнения (6). Уравнение (6)
при заданном управлении u является неоднородным уравнением второго по-
рядка, причем неоднородное слагаемое G(s) есть гессиан функции Беллмана.
Это обстоятельство с учетом свойств функции F (k) позволяет получить ана-
литические решения.
Как обычно, решение уравнения (6) или (8) начнем с правого конца. Обо-

значим через s1(k, c; t, T ), s2(k, c; t, T ) и s3(k, c; t, T ) функции Беллмана, если
момент t относится к отрезкам [0, t1], [t1, t2] и [t2, T ] соответственно. Обозна-
чим также ki = k(ti) и ci = c(ti), i = 1, 2.

4. Сход с магистрали

На отрезке [t2, T ] u = 0. Поэтому уравнение (8) принимает вид

−∂s3(k, c; t, T )

∂t
=−μk∂s3(k, c; t, T )

∂k
+

∂s3(k, c; t, T )

∂c
(δc+F (k))+G(k, c),

s3(k, c;T, T ) = c.

(12)

Пользуясь методом разделения переменных, его решение будем искать в виде

s3(k, c; t, T ) = ceδ(T−t) + F (k)w(t, T ),(13)
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где w(t, T ) – искомая функция, причем такая, что w(T, T ) = 0. Подстав-
ляя (13) в (7) и (12) и сокращая подобные слагаемые, получаем, что

−F (k)ẇ(t, T ) = −μkF ′(k)w(t, T ) + eδ(T−t)F (k) + σk2F ′′(k)w(t, T ),

где σ = (σ2
K + σ2

L)/2. Параметр σ можно назвать общим коэффициентом во-
латильности. Учитывая, что

F (k) =Akα, F ′(k) =αAkα−1=α
F (k)

k
, F ′′(k) =α(α−1)Akα−2=−αβ

F (k)

k2
,

из последнего выражения получаем

−F (k)ẇ(t, T ) = −αμF (k)w(t, T ) − αβσF (k)w(t, T ) + F (k)eδ(T−t).

Сократив здесь на F (k), приходим к уравнению

−ẇ(t, T ) = −ϑw(t, T ) + eδ(T−t), w(T, T ) = 0,

где ϑ = αμ+ αβσ. Решение этого уравнения имеет вид

w(t, T ) =
eδ(T−t) − e−ϑ(T−t)

δ + ϑ
.(14)

Поскольку рассматриваемая задача – терминальная, то на оптимальной
траектории {k(t), c(t)} функция Беллмана должна быть постоянной. Поэтому
полная производная по t функции s3(k, c; t, T ), определенной в (13), должна
равняться нулю. Как показывает анализ, чтобы последнее выполнялось, на
отрезке [t2, T ] оптимальные переменные k(t) и c(t) должны удовлетворять
уравнениям:

k̇ = −ϑ

α
k, ċ = cδ + F (k).(15)

5. Магистраль

Как следует из (9), на магистрали должно выполняться условие

∂s2(k, c; t, T )

∂k
≡ ∂s2(k, c; t, T )

∂c
.(16)

При этом уравнение (8) принимает вид

−∂s2(k, c; t, T )

∂t
= −μk

∂s2
∂k

+
∂s2
∂c

(δc + F (k))+G(k, c).(17)

Решение (17) будем искать в виде

s2(k, c; t, T ) = (c+H(k))eδ(T−t) +B,(18)
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где H(k) – искомая функция, B – какая-то константа. Подставляя (18) в (7)
и (17), сокращая на exp{δ(t2 − t)} и приводя подобные члены, получаем

δH(k) = −μkH ′(k) + F (k) + σk2H ′′(k).(19)

Из подстановки (18) в (16) следует, что функция H(k) должна удовлетворять
условию H ′(k) = 1. Если последнее условие выполняется, то и H ′′(k) = 0. По-
этому из (19) следует, что

H(k) =
F − μk

δ
.(20)

К выражению (20) еще раз применим требование H ′(k) = 1. Получаем, что

H ′(k) =
αAkα−1 − μ

δ
= 1.

Отсюда следует выражение (10) для k = koc. Как уже отмечено, функция
Беллмана должна быть постоянной. Поэтому полная производная по t функ-
ции s2(k, c; t, T ), определенной в (18), должна равняться нулю. Отсюда мож-
но получить, что переменная k(t) должна удовлетворять уравнению (5) при
σK = σL = 0. А так как на отрезке [t1, t2] k = koc = const, то отсюда следует
выражение (10) для uoc.

Константа B в (18) определяется из условия s2(k2, c2;t2,T )= s3(k2, c2;t2,T ).
Подставляя сюда (13), (14) и (18), получаем

B = B(t2) = (Q(k2)−H(k2))e
δ(T−t2) −Q(k2)e

−ϑ(T−t2),(21)

где

Q(k) =
F (k)

δ + ϑ
.

Здесь и далее k = koc. Подставляя (21) в (18), получаем выражение для
s2(k, c; t, T ). Видно, что эта функция зависит от параметра t2, который по-
ка не определен. Естественно выбрать его так, чтобы достигался максимум
функции s2(k, c; t, T ) или, что то же самое, функции B(t2). Вычислим первую
производную этой функции по t2 и приравняем ее к нулю

d

dt2
= −δ(Q(k2)−H(k2))e

δ(T−t2) − ϑQ(k2)e
−ϑ(T−t2) = 0.

Отсюда получаем

e−(δ+ϑ)(T−t2) =
δ(H(k2)−Q(k2))

ϑQ(k2)
(22)

и

T − t2 = r3 =
1

δ + ϑ
ln

(
ϑQ(k2)

δ(H(k2)−Q(k2))

)
.(23)
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Анализ второй производной функции B(t2) показывает, что при условии (22)
она всегда отрицательна и, следовательно, эта функция имеет максимум.
Подставляя (22) в (18), получаем окончательно, что на отрезке [t1, T ]

J = s2(k1, c1; t1, T ) = (c1+H(k1))e
δ(T−t1)+

ϑ+ δ

ϑ
(Q(k2)−H(k2))e

δ(T−t2).(24)

Здесь k1 = k2 = koc. Так как функция Беллмана на оптимальной траекто-
рии постоянна, то выражение (24) определяет максимальное среднее значе-
ние непроизводственного потребления на отрезке [0, T ]. Только сюда следует
добавить значения c1 и t1, которые определяются далее при анализе отрез-
ка [0, t1].

6. Выход на магистраль

На отрезке [0, t1] имеют место два варианта, связанных с соотношением
между k(0) и koc.

1-й вариант. При k(0) < koc на отрезке [0, t1] u = 1. Поэтому уравнение (8)
принимает вид

−∂s1(k, c; t, T )

∂t
=

∂s1(k, c; t, T )

∂k
(F (k) − μk) + δc

∂s1(k, c; t, T )

∂c
+G(k, c).(25)

Согласно (4) при u = 1 на отрезке [0, t1] накопления отсутствуют, т.е.
C(t)≡ 0. Следовательно, c(t) = C(t)/L(t)≡ 0. Поэтому s1(k, c; t, T ) = const и
G(k, c) = 0. С другой стороны, при G(k, c) = 0 уравнение (25) является од-
нородным уравнением в частных производных первого порядка, которое ре-
шается методом характеристик [16]. Соответствующие характеристические
уравнения имеют вид:

k̇ = −μk + F (k), k(0) = k0,

ċ = δc, c(0) = 0.

Отсюда следует, что на отрезке [0, t1] c(t)≡ 0, а решение первого уравнения
имеет вид

kβ(t) =
A

μ

(
1− e−βμt

)
+ kβ0 e

−βμt.

Это решение получается в результате подстановки:

k(t) = exp{y(t) + z(t)},

где y(t) и z(t) – произвольные функции. Момент t1 определяется из условия
k(t1) = koc или из выражения

A

μ

(
1− e−βμt1

)
+ kβ0 e

−βμt1 = kβос .

169



Отсюда

t1 = r1 =
1

μβ
ln

(
A− μkβ0

A− μkβос

)
.(26)

Значения c1 = 0 и t1 следует подставить в (24).
2-й вариант. При k(0) > koc на отрезке [0, t1] u = 0. Поэтому функция

s1(k, c; t, t1) удовлетворяет уравнению (12). Повторяя приведенное ранее ре-
шение уравнения (12), можно найти эту функцию. Однако главное состоит в
том, что на отрезке [0, t1] оптимальные переменные k(t) и c(t) должны удо-
влетворять уравнениям (15). Отсюда получаем

k(t1) = k0e
−ϑt1/α, c(t1) = F (k0)

eδt1 − e−ϑt1

δ + ϑ
.

Момент t1 находится из условия k(t1) = koc. Это дает, что

t1 = r1 =
α

ϑ
ln

k0
koc

.(27)

Значения c(t1) и t1 следует подставить в (24).
Отметим, что для существования магистрали необходимо, чтобы r2 = T −

− r1 − r3 > 0. Поэтому отрезок [0, T ] должен быть достаточно велик.

7. Иллюстративный пример

На рис. 1 и 2 приведены результаты моделирования уравнений (5) при
A = 1, α = β = 0,5, μ = 0,1, δ = 0,1, T = 12. Отдельно рассмотрены случаи,
когда k(0) < koc и когда k(0) > koc. На этих рисунках кривая 1 соответству-
ет случаю σK = σL = 0 (детерминированный вариант), кривая 2 – случаю
σK = σL = 0,25, кривая 3 – случаю σK = σL = 0,5.

Видно, что с увеличением коэффициентов волатильности происходит
больший разброс траекторий.

koc

k0

k0 > koc k0 < koc 

3
1
2

3

1
2

0 t1 t2 T 0 t1 t2 T

k

koc

k0

k

Рис. 1. Изменение фондовооруженности труда во времени.
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k0 < koc k0 > koc 

3

1

2

3

1

2
12
c

8

4

12
c

8

4

0 t1 T 0 t1 T

Рис. 2. Изменение удельных накоплений во времени.

8. Заключение

В заключение рассмотрим, как влияют коэффициенты волатильности σK
и σL на результат решения задачи.
1. Решение зависит только от общего коэффициента волатильности σ.
2. Структура управления (11), полученная в предположении малости, в

силу непрерывности решения остается справедливой и при больших σ.
3. Значение фондовооруженность труда на магистрали не зависит от σ.
4. Поскольку ϑ = αμ+ αβσ, то, как видно из (23) и (27), параметр σ влия-

ет на длину отрезка [0, t1] в случае, когда k(0) > koc, т.е. там, где u = 0.
При этом с ростом σ длины этих отрезков убывают до нуля пропорцио-
нально 1/σ. Можно проверить, что при увеличении параметра σ величина
максимального среднего значения J убывает. Это объясняется тем, что при
увеличении σ уменьшаются отрезок, где u = 0, и увеличивается отрезок [t1, t2]
(r2 = T − r1 − r3,) где прирост накоплений меньше (uoc < 1), чем на отрезках,
где u = 0.

5. В пределе при σ → ∞ получаем следующее. Если k(0) > koc, то весь
отрезок [0, T ] состоит из магистрали. Если k(0) < koc, то на отрезке [0, t1]
u = 1, а на отрезке [t1, T ] – магистраль. Соответствующие значения величи-
ны J можно получить из (24) путем предельного перехода.
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