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Рассмотрены процессы возбуждения и распространения плазмон-поляритонных мод на границе
раздела диэлектрической среды и металла в линейном и нелинейном режимах. Описаны физиче-
ские механизмы возникновения нелинейного отклика свободных электронов в металле на основе
квантовой гидродинамической модели. Показано, что в нелинейном режиме период и профиль
огибающей кноидальной волны поверхностных плазмон-поляритонов меняются в зависимости от
условий возбуждения и плотности энергии возбуждающей электромагнитной волны.

DOI: 10.31857/S0367676521010105

ВВЕДЕНИЕ
С 80-х годов прошлого столетия особое внима-

ние уделяется распространению электромагнит-
ных волн на границах раздела сред, в частности,
металлов и диэлектриков, в связи с широкими
перспективами применения композитных мате-
риалов в микро- и наноустройствах фотонной и
плазмонной техники [1–6]. Высокочастотное
электромагнитное поле вызывает осцилляции как
свободных, так и связанных зарядов в диэлектри-
ческих, полупроводниковых средах и металлах.
При этом, в результате осцилляций зарядов излу-
чаются вторичные электромагнитные волны, ко-
торые гибридизируются с волнами поляризации
связанных и свободных зарядов в среде и распро-
страняются в объеме среды, а также вдоль границы
раздела сред в форме плазмон-поляритонных
волн.

Спектр плазмонов в объемном образце отли-
чается от спектра плазмонов в тонком или тол-
стом слоях одного и того же металла, в наноча-
стице и в нанопроводе [1–6]. Геометрические
размеры и форма объекта влияют на его резо-
нансные свойства, радиационные эффекты и по-
глощение электромагнитного поля. Помимо этого,
свойства поверхностных плазмон-поляритонов
(ППП) зависят от параметров диэлектрической
среды, с которой контактирует поверхность ме-
талла. Возбуждение ППП может осуществляться
с помощью призм [1], микрозондами и микро-
объективами с большой апертурой [3], с помо-

щью спазеров [6, 7] или полупроводниковых
квантовых точек [8, 9].

Внешнее электромагнитное поле действует на
электроны, вызывая линейный отклик диэлек-
трической проницаемости металла. При увеличе-
нии амплитуды внешнего поля появляются ан-
гармонические колебания электронов и ионов,
межзонные переходы, которые приводят к прояв-
лению нелинейных поляризационных механиз-
мов [1]. На границе раздела сред металл-диэлек-
трик происходит скачок диэлектрической про-
ницаемости, т.е. нарушение трансляционной
симметрии, что обуславливает возникновение
больших поверхностных токов в скин-слое. Это
приводит к возникновению нелинейных поверх-
ностных эффектов на границе раздела сред. Ли-
нейные и нелинейные эффекты при генерации и
распространении объемных и поверхностных
плазмон-поляритонов описываются классиче-
скими и квантовыми линейными и нелинейными
моделями [10–12]. Квантовые модели позволяют
выявить физические механизмы, влияющие на
динамику плазмон-поляритонов в объеме среды
и на границе раздела сред, исследовать нелиней-
ные процессы.

Интенсивная электромагнитная волна или
мощный электромагнитный импульс генерируют
нелинейные плазмон-поляритонные волны –
кноидальные волны, кинки и солитоны в объеме
проводящей среды [5, 7, 11–16], и на границе раз-
дела проводящей и диэлектрической сред [1–7,

УДК 537.876.4:538.94:530.182
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17–22]. Свойства и динамика кноидальных волн и
солитонов зависят от параметров возбуждающих
электромагнитных волн и импульсов, а также от
геометрии системы и свойств среды, в которой
возбуждаются плазмон-поляритоны. Основная
цель данной работы – исследование линейных и
нелинейных процессов при распространении
ППП на плоской границе раздела металла и ди-
электрической среды в зависимости от гранич-
ных условий и плотности энергии электромаг-
нитной волны, возбуждающей ППП.

МОДЫ ПОВЕРХНОСТНЫХ
ПЛАЗМОН-ПОЛЯРИТОНОВ

ППП генерируются при падении электромаг-
нитной волны на границу раздела диэлектриче-
ской и проводящей среды (металла) (рис. 1), и
возникают в результате взаимодействия фотонов,
фононов и плазмонов.

Амплитуды ППП экспоненциально убывают
при удалении от границы раздела сред, т.е. ППП
локализованы вблизи границы (рис. 1б). Такие
волны “привязаны” к границе раздела сред и не
излучаются с гладкой границы. Для трансформа-
ции поверхностной волны в объемную (излучае-
мую) волну гладкость границы должна быть нару-
шена, например, с помощью выступов, бороздок,
и т.п. [1–3].

Рассмотрим механизм возникновения ППП на
границе раздела однородных сред с различными
диэлектрическими  и  а также магнитными

 и  проницаемостями. В линейном режиме
диэлектрические и магнитные проницаемости

εD ε ,M

μD μM

обеих сред не зависят от плотности энергии
ППП. Полагаем, что ППП возбуждаются моно-
хроматическим полем  Поверхностная
волна распространяется вдоль границы раздела
сред по оси z, а ось x направлена по нормали к
границе. Поле ППП экспоненциально спадает
при удалении от границы  как в поло-
жительном направлении оси  так и

 в отрицательном направлении оси
 причем   [1–5].

Для ППП с плоским волновым фронтом вдоль
оси  поле не меняется  Из уравнений

Максвелла  
получаем две системы уравнений для мод ППП
[1]: для поперечной магнитной (ТМ-моды) с ком-
понентами    магнитного и электриче-
ского полей

(1)

и для поперечной электрической (ТЕ-моды) с
компонентами   

(2)

−~exp( ω ).i t

−~exp( α )D x
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Рис. 1. Граница раздела (а) между диэлектрической и проводящей средами с диэлектрическим проницаемостями  и
 соответственно; (б) плотность энергии ППП на границе раздела сред. Размеры по осям отложены в микрометрах,

плотность энергии представлена в относительных единицах (б).
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Из систем уравнений (1) и (2) можно получить
уравнение второго порядка для поля  ТМ-мо-
ды и поля  ТЕ-моды, соответственно,

(3)

Граничные условия при  для ТМ-моды
имеют вид   откуда следует

 =  т.е.  =  для ТЕ-мо-

ды граничные условия   дают

равенство  =  т.е.  = 

Из граничных условий следует, что ТМ-мода
ППП возбуждается на границе раздела сред с раз-
ными по знаку диэлектрическими проницаемо-
стями, а ТЕ-мода ППП возбуждается при разных
по знаку магнитных проницаемостях. В общем
случае магнитная проницаемость – положитель-
ная величина, т.е. поверхностная TE-мода на гра-
нице раздела металла и диэлектрика не возбужда-
ется. Однако в средах с отрицательной магнитной
проницаемостью ТЕ-мода может быть возбужде-
на, так как ее магнитная проницаемость может
быть отрицательной. Примером таких сред явля-
ются фотонные кристаллы и метаматериалы [23].

Решения уравнений (1)–(3) можно предста-
вить в форме  
где  Тогда остальные компоненты при-

обретают вид для ТМ-моды  

и для ТЕ-моды  

Подставляя решения для  и  в уравнения (3),
получаем характеристические уравнения для ТМ-
моды и ТЕ-моды ППП  –  из
этих уравнений находим коэффициенты  мод

 Исключая коэффициенты
 из граничные условий  и

 получаем дисперсионные уравнения

для ТМ-моды  и

для ТЕ-моды 

Для ППП, которые распространяются вдоль
границы немагнитного диэлектрика  и не-
магнитного металла  возбуждается только
ТМ-мода, для нее имеет место дисперсионное

уравнение  где  – эффек-
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yE
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тивная диэлектрическая проницаемость. В этом
случае ТЕ-мода не возбуждается. Эффективная
диэлектрическая проницаемость  должна быть
положительной для ППП, распространяющихся
вдоль границы металла с  и диэлектрика
с  т.е. должны выполняться неравенства

 и  При этом дей-
ствительная часть диэлектрической проницаемо-
сти металла должна быть по модулю больше, чем
диэлектрическая проницаемость диэлектрика. То-
гда постоянная распространения ППП ТМ-моды
будет иметь действительное значение  где

 Постоянные распространения ППП
больше по величине, чем волновые векторы фо-
тонов на той же частоте  Поэтому электро-
магнитная волна, падающая на плоскую поверх-
ность металла из воздуха, не возбуждает ППП, и
для возбуждения ППП необходимо применять
соответствующие методы [1–6] для уравнивая
тангенциальной компоненты электромагнитной
волны и постоянной распространения ППП.

Решения дисперсионного уравнение для
ППП ТМ-моды  – 
определяют ветви спектра ТМ-моды ППП. На
границе раздела сред собственные коллектив-
ные электронные колебания (поверхностные
электронные состояния или поверхностные
плазмоны (ПП)), возникают при резонансе, ко-
гда эффективная диэлектрическая проницае-
мость  Спектр ПП дают
решения уравнения  Диэлектриче-
ские проницаемости на оптических частотах
можно представить для диэлектрика в виде

 а для металла в виде

 –  где  – плазменные
частоты, Γ, γ – частоты релаксаций колебаний,

 – диэлектрическая проницаемость ионной
решетки металла.

Таким образом, в линейном режиме ППП рас-
пространяются в форме эванесцентной волны

 с гармонической за-
висимостью от времени и от продольной коор-
динаты.

ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Наиболее последовательно динамика электро-
нов в металле при воздействии электромагнитно-
го поля описывается уравнением Шрёдингера

(4)
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Из уравнения Шрёдингера (4) с помощью преобра-
зования Маделунга [24] 
можно получить гидродинамическую модель, опи-
сывающую взаимодействие электронов с электро-
магнитным полем. Полагая, что  –
плотность, а  – скорость электронной
жидкости, где  из уравнения Шрёдин-
гера (4) получаем систему гидродинамических
уравнений

(5)

(6)

где  – квантовый потенциал, опи-

сывающий взаимодействие электронов [1, 13, 25].
Рассмотрим квантовую гидродинамическую

модель, в которой градиент потенциала электрон-
ной жидкости обусловлен силой Лоренца

 а квантовый потенциал представляет
кинетическая энергия Томаса–Ферми 

где  [25]. Тогда уравнения (5), (6)

приобретают вид

(7)

(8)

Для решения системы уравнений (7), (8)
можно применить метод последовательных
приближений, представляя плотность и ско-
рость электронной жидкости в форме рядов

 +  и  =
 Пренебрегая квантовым

давлением по сравнению с силой Лоренца [1] в
уравнении (8), получаем уравнения гидродина-
мической модели в первом приближении

(9)

(10)

Для ТМ-моды ППП с компонентами поля в

немагнитном металле  

  где 

( ) ( )[ ]= � �Ψ , exp , ,a t r ib t r
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c Ai i ( )= φexp ,xB A i φ = − +ωi t

 векторное уравнение (10) приобретает

вид системы уравнений  + 

 –  а  Учитывая, что

компоненты электрического и магнитного полей
имеют одинаковый порядок величины, вторыми
слагаемыми в правых частях этих уравнений мож-
но пренебречь [1], т.к. их учет является превыше-
нием точности первого приближения. Тогда на-

ходим компоненты скорости  и

 и подставляя в них компоненты

ТМ-моды в металле, получаем 

  Подставляя

выражения для компонент скорости в уравне-
ние (9) и учитывая, что  для ТМ-моды
ППП получаем  в рассматриваемом
приближении, т.е. 

Во втором приближении система уравнений (7),
(8) имеет вид

(11)

(12)

Систему уравнений (11), (12) с учетом выражения

для скорости  представим в виде

(13)

(14)

Решение уравнения (13) позволяет найти вы-
ражение для возмущения электронной плотно-
сти во втором приближении на частоте второй гар-

моники   +

 Решение уравнения (14) пред-

ставляет возмущение электронной скорости во

втором приближении  –

Вектор поляризации среды  может быть вы-
ражен через электронную плотность и вектор
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плотности тока электронной жидкости, которые

связаны уравнением непрерывности 

т.е.   где  n =

= n0 + n2. Вектор поляризации среды можно най-

ти как  т.е.

(15)

Следующее приближение увеличивают степень
нелинейности тока  где
возмущение скорости третьего порядка удовле-
творяет уравнению

(16)

решение которого имеет вид 

 Интегрируя по

времени вектор плотности тока  полученный в
третьем приближении, находим вектор поляриза-
ции среды

(17)

НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЫ ПОВЕРХНОСТНЫХ 
ПЛАЗМОН-ПОЛЯРИТОНОВ

Нелинейный отклик возникает в металле при
воздействии достаточно мощной электромагнит-
ной волны. Для теоретического анализа нелиней-
ных процессов при распространении ППП пола-
гаем, что ТМ-мода ППП возбуждается на оптиче-
ской частоте на границе металла с воздухом с
диэлектрическим проницаемостями  и 
соответственно. Отклик электронной жидкости
на второй гармонике для металла может иметь
место на границе раздела сред из-за нарушения
трансляционной инвариантности [1], т.е. для
компоненты электрического поля  Компонен-
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ты поля ППП затухают экспоненциально
 вглубь металла ( ), причем глуби-

на проникновения поля в металл на оптических
частотах составляет два-три десятка нанометров
при длине волны ППП, имеющей порядок не-
скольких сотен нанометров. Плотность энергии
ППП  зависит от нормальной к поверхности
металла координаты как  поэтому
энергия ППП сосредоточена вблизи поверхност-
ного слоя.

Процесс формирования мод ППП на границе
раздела диэлектрической среды и металла опи-
сывается классическими уравнениями Максвел-
ла для поля с учетом нелинейной поляризации
электронной жидкости  = 

 Уравнения для нелинейной ТМ-мо-

ды ППП имеют вид  =  

=   где в пра-

вых частях стоят компоненты вектора поляриза-
ции среды (17). Найти аналитические решения
этой системы нелинейных уравнений в частных
производных, в правых частях которых имеются
члены, зависящие от первой, второй и третьей
гармоник частоты возбуждающей ППП электро-
магнитной волны, весьма проблематично.

Полагаем, что ТМ-мода ППП возбуждается
только на первой гармонике, а вторая и третья
гармоники в результате дисперсии в металле не-
синхронны, что возможно при большой величине
дисперсии в металле [1], т.е. ППП на них не воз-
буждаются. Для дальнейшего теоретического
анализа нелинейную систему уравнений для
компонент ТМ-моды представим с учетом толь-
ко основных членов [26] вектора поляризации
среды (17), дающих наибольший отклик элек-
тронной жидкости

(18)

где  +  
  –   и  – ди-

электрическая восприимчивость металла второго
и третьего порядков,   и 
являются комплексными величинами. Из системы
трех уравнений (18), исключая 
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получаем два уравнения для компонент электри-
ческого поля нелинейной ТМ-моды

(19)

В рассматриваемом случае для нелинейной
ТМ-моды ППП  причем выполняется
неравенство  т.к.

 В этом приближении, взяв
вторые производные по z в уравнениях (19) и ком-
бинируя эти уравнения с уравнения с первыми
производными, систему уравнений первого по-
рядка (19) можно представить в виде системы
уравнений второго порядка

(20)

(21)

В общем случае множитель 
является комплексной величиной. В частном слу-
чае, на малых длинах распространения ППП,
пропорциональных нескольким длинам волн, ко-
гда можно пренебречь затуханием ППП, полагая

 и  действительными величинами, тогда 
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и  – действительные величины. Введем двухком-
понентный комплексный электрический вектор
ТМ-моды ППП  полагая, что  и 
являются действительными величинами. Такой
двухкомпонентный вектор можно представить в

форме E =  Вектор E
вращается в нормальной к поверхности металла
плоскости (x, z) (рис. 1а). Систему уравнений (20),
(21) представим в виде одного комплексного
уравнения для вектора E,

(22)

где  Решение нелинейного
уравнения (22) имеет вид

(23)

где  – эллиптический синус Якоби,

   – мо-

дуль эллиптического интеграла [27], 

 

 +  – 

В случае краевых условий  модуль эллип-
тического интеграла стремится к нулю  то-
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Рис. 2. Электрический вектор нелинейной ТМ-моды ППП при разных значениях модуля  эллиптического интеграла:
(а) 1 (черный цвет) – sin(Z),  2 (красный цвет) –  3 (зеленый цвет) –  4 (синий цвет) –

 (б)  на рисунке 
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гда  т.е. поток ППП имеет фор-
му гармонической волны. В случае, когда

 модуль стремится к единице 
тогда  при  т.е. формиру-
ется ударная волна ППП, и 
при 

Выражение (23) для двухкомпонентного
электрического вектора в форме эллиптическо-
го синуса представляет нелинейную ТМ-моду
ППП на границе раздела металла и воздуха.
В нелинейном режиме ППП распространяются
в форме эванесцентной кноидальной волны

 с гармониче-
ской зависимостью от времени. Огибающие не-
линейной ТМ-моды ППП в фиксированный мо-
мент времени при разных значениях модуля эллип-
тического интеграла  представлены на рис. 2.

Из анализа вида огибающих нелинейных мод
ППП, представленных на рис. 2, следует, что при
увеличении значения  т.е. модуля  эллипти-
ческого интеграла, период ППП волн увеличива-
ется, а форма огибающих меняется. Изменение
параметров ТМ-моды ППП возможно с помо-
щью варьирования условий ее возбуждения

 и мощности источника  таким
образом, можно управлять периодом кноидаль-
ной волны, представляющей нелинейную моду
ППП.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Поверхностные плазмон-поляритоны пред-
ставляют собой гибридные волны, обусловлен-
ные взаимодействием фотонов, фононов и сво-
бодных электронов (электронной жидкости) на
границе раздела диэлектрической и проводящей
сред. Квантовая гидродинамическая модель, ос-
нованная на преобразовании Маделунга для
уравнения Шредингера, позволяет последова-
тельно описать физические механизмы, обуслав-
ливающие нелинейный отклик свободных элек-
тронов в металле на воздействие внешнего элек-
тромагнитного поля.

Динамика ППП зависит от параметров сред и
параметров возбуждающей электромагнитной
волны. В линейном и в нелинейном режимах на
границе раздела немагнитных диэлектрической и
проводящей сред формируется ТМ-мода ППП.
В линейном режиме формируются гармониче-
ские волны, а в нелинейном режиме возникают
кноидальные плазмон-поляритонные волны, па-
раметры которых зависят от плотности энергии
возбуждающей электромагнитной волны и
свойств граничащих сред. Профили огибающих

( ) ( )→sn sin ,Z Z

→ κ2 4
0 2χ ,E →� 1,k

( ) ( )→sn ,1 thZ Z < 0,Z
( ) ( )→ sn ,1 cthZ Z

> 0.Z

( ) ( ) ( )+ φ −�

0~exp α sn , exp ωM x Z k i t

�k

2
0 ,E �k

( )2
0dE dz ( )2~ ,0E

плазмон-поляритонных кноидальных волн и их
периоды трансформируются при изменении
мощности источника и/или условий возбужде-
ния ППП на границе раздела сред, таким образом
периодом нелинейной волны ППП можно управ-
лять.

Работа выполнена при поддержке РНФ (про-
ект № 19-72-20154).
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Linear and nonlinear phenomena in a flow of surface plasmon-polaritons
I. V. Dzedolik*

V.I. Vernadsky Crimean Federal University, Simferopol, 295007 Russia
*E-mail: igor.dzedolik@cfuv.ru

Received July 20, 2020; revised August 28, 2020; accepted September 28, 2020

The processes of excitation and propagation of plasmon-polariton modes at the single interface of dielectric
medium and metal in linear and nonlinear regimes are considered. The physical mechanisms of appearance
of nonlinear response of free electrons in the metal based on the quantum hydrodynamic model are de-
scribed. It is shown that in the nonlinear regime, the period and profile of the envelope of cnoidal wave of the
surface plasmon polaritons are changed depending on the conditions of excitation and the energy density of
the exciting electromagnetic wave.
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полимерном материале голографическим способом которая учитывает неоднородности амплитуд-
ного профиля первой гармоники показателя преломления каждого слоя многослойной структуры.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время голографический метод со-

здания наноразмерных периодических дифрак-
ционных структур ДС вызывает особый интерес у
исследователей, в связи с возможностью их при-
менения в области оптической связи и обработ-
ки информации [1–4]. Свойства объемных про-
пускающих и отражательных фазовых гологра-
фических решеток уже изучены различными
коллективами исследователей, и показали, что
такие решетки имеют большую дифракционную
эффективность, а также высокую угловую и
спектральную селективность. В связи с этим по-
иск новых материалов, перспективных с точки
зрения формирования в них подобных структур и
управления их оптическими свойствами, пред-
ставляется весьма актуальным. Все более широкое
применение находят фотополимеризующиеся ма-
териалы (ФПМ).

Многослойные структуры представляют собой
несколько объемных решеток, разделенных оп-
тически однородными промежуточными слоями
[5, 6]. Такие структуры характеризуются особыми
свойствами, обусловленными интерференцией
волн, восстановленных из каждой решетки, и
предоставляют возможность управления видом
селективного отклика. Многослойные гологра-
фические структуры имеют перспективу найти
широкое применение в качестве элементов спек-
тральных фильтров, сенсоров, межсоединений,
мультиплексоров/демультиплексоров в оптиче-
ских линиях связи [7, 8].

В работах [5, 8–11] представлены модели ди-
фракции плоских волн на многослойных дифрак-
ционных структурах, которые учитывают лишь
определенный вид неоднородности профиля по-
казателя преломления или не учитывают его со-
всем. Однако при решении задачи записи голо-
графических дифракционных структур (ГДС), в
том числе и многослойных, в фотополимерных
материалах, было установлено, что амплитуда
пространственных профилей показателя прелом-
ления в процессе записи может быть существенно
неоднородной, как показано в [3].

В данной работе исследуется взаимодействие
квазимонохроматических световых пучков с много-
слойной неоднородной голографической фотопо-
лимерной дифракционной структурой (МНГДС).

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Рассмотрим процесс считывания МНГДС
произвольно поляризованным квазимонохрома-
тическим световым пучком  в пренебреже-
нии остаточным поглощением ФПМ.

Для данной модели принято, что дифракция
световых пучков происходит на структурах, для
которых закончились все процессы записи (весь
мономер израсходован), т.е. падающий пучок не
может изменить пространственный профиль по-
казателя преломления структуры. Также, что
апертура считывающего пучка w  d, где d – тол-
щина одного слоя МНГДС. Состояние поляриза-

�0( , )E r t

@

УДК 535.421
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ции считывающего излучения однородно по
апертуре.

Таким образом, процессы дифракции будут
описываться в геометрооптическом приближе-
нии. Эффекты рассеяния оптического излучения в
материале также приняты пренебрежимо малыми,
для выполнения данного приближения рассмат-
риваются образцы малой толщины (30–100 мкм).
Рассмотрена дифракция только на основной про-
странственной гармонике показателя преломле-
ния ГДС, т.к. амплитуды высших гармоник экс-
поненциально убывают с увеличением их номера.
При этом приведенный подход к описанию ди-
фракции аналогичен для высших пространствен-
ных гармоник с заменой соответствующих ам-
плитуд и углов дифракции.

Пусть произвольно поляризованный квазимо-
нохроматический световой пучок, с амплитуд-
ным профилем  волновым вектором  и
единичным комплексным вектором поляризации

 падает на возмущенную наклонную дифрак-
ционную структуру в области ФПМ образца под
произвольным углом к оси y (рис. 1). Тогда, пада-
ющую квазиплоскую световую волну на границе
раздела сред (у = 0) можно представить в виде
суммы линейно-поляризованных пучков c взаим-
но ортогональными s и p поляризациями:

(1)

где  – центральная частота;  – единичный
вектор поляризации; (m = s, p, индекс s соответ-
ствует волне поляризованой перпедикулярно
плоскости дифракции YZ, индекс p соответствует
волне поляризованой в плоскости плоскости ди-
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фракции YZ);  =  – про-
странственное распределение комплексной ам-
плитуды частотной Фурье-компоненты.

Геометрия дифракции на МНГДС представле-
на на рис. 1.  – падающий (считывающий пу-
чок).   прошедший и дифрагировавший в
первый порядок пучки.

Рассмотрим дифракцию на n-ом слое МНГДС,
распределение дифрагирующих пучков на выходе
которой, зависит от распределения дифрагирую-
щих пучков на выходе предыдущего слоя.

Световое поле  в каждом слое ГДС в силу ди-
фракции считывающего пучка  (1) на простран-
ственных гармониках решетки можно записать в
виде суммы волн нулевого и первого порядков ди-
фракции:

(2)

каждый из которых представлен двумя составля-
ющими вектора напряженности  в соответству-
ющем ортогональном поляризационном базисе,
заданном двумя ортами  и  лежащими в плос-
кости, перпендикулярной оси пучка . Здесь

 – медленно меняющиеся функции коор-
динат и находятся из уравнений первого приближе-
ния медленно меняющихся амплитуд (ММА). j = 0
соответствует проходящему пучку, j = 1 – дифра-
гированному пучку на решетке с  = j ⋅ .

Напряженность электрического поля  в
области взаимодействия описывается векторным
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Рис. 1. Схема дифракции: (а) на МНГДС; (б) на n-ом слое МНГДС.
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волновым уравнением, следующим из уравнений
Максвелла [12, 13]:

(3)

где возмущение диэлектрической проницаемости
ε представляется в виде:

(4)

где  – невозмущенный тензор диэлек-
трической проницаемости,  – определяются
полученными решениями для процесса записи
ГДС [14],  – единичный тензор,  – амплиту-
да нулевой гармоники показателя преломления,

 – амплитуда основной гармоники возмуще-
ния тензора диэлектрической проницаемости,
обусловленного записью.  – показатель пре-
ломления ФПМ до формирования.

Следуя методу ММА, в рассматриваемом слу-
чае брэгговской дифракции световых пучков на
ГДС в оптически неоднородном слое ФПМ, ам-
плитуды  взаимодействующих волн опреде-
ляются двумя системами уравнений связанных
волн (УСВ) в частных производных, аналагично
[12, 15]:

(5)

где  – амплитудные профили пучков;

– групповые нормали;  = 

 – амплитудные коэффициенты связи;  –
нормированный амплитудный профиль первой
гармоники показателя преломления структуры,

   – вектор фазовой рас-

стройки.
Для произвольного времени записи результирую-
щий нормированный пространственный про-
филь амплитуды первой гармоники 
может быть неоднородным в силу условий записи
[3, 14]. Таким образом, неоднородность должна
быть учтена при решении дифракционной зада-
чи. Зависимость профиля показателя преломле-
ния вдоль оси y возможно аппроксимировать
функцией специального вида, аналогично [16]:

(6)

где параметры c, s, t определяют, соответственно,
степень неоднородности, асимметрии, смещения
и задаются путем минимизации функционала

∂= −μ ε ε ⋅  ∂

� �

� � �

2

0 0 2rot rot  ( , ) ( , ) ( , ) ,E r t r t E r t
t

⋅

ε = ε + Δε =
 = ε + + ⋅ +
  

�

�

� �

� � 1

0

0 st 0 1

( ) ( )

' '0.5 ( ) ( ) . . ,iK r

r r

n n r n r e к с

ε = ⋅2
0 st

ˆn Ι
�

1'( )n r

Ι̂ �

0' ( )n r

Δε

stn

�( )m

jE r

 ⋅ ∇ = − + Δ ⋅


⋅ ∇ = − − Δ ⋅

� �

� � � �

� �

� � � �

0 0 1 1 1

1 1 0 0 1

( ) ( ) ( )exp( )
,

( ) ( ) ( )exp( )

m m m m

r

m m m m

r

N E r iC E r n r i K r

N E r iC E r n r i K r

�( )m

jE r
�

0,1
m

rN
�

�( )jE r ⋅
�

�

0,1 ( );m m

r jN E r

m

jC
�

1( )n r

=�

1( )n r
 
 

�

�

1

1

'( ) ;
'max ( )

n r

n r

Δ
�

K

=�

1 1( ) ( )n r n y

( ) ( )[ ]−= ⋅ −1
1 , , , cos ,n y c s t c s y t

среднеквадратического отклонения аппроксими-
рующей функции (6) от сформированного профи-
ля, промоделированного и представленного в [14].

В соответствии с [15, 16] амплитудные профи-
ли дифрагирующих пучков на выходе образца в
ближней зоне удобно представить в апертурных
координатах   (рис. 1).

Уравнения преобразования координат имеют
вид [13] (индекс m опущен):

(7)

где  
Решения уравнений (5) в каждом слое могут

быть найдены в аналитическом виде методом Ри-
мана аналогично [17, 18] в апертурных координа-
тах (  ) и представлены в виде рекуррентных
соотношений, с помощью которых последова-
тельно можно описать процесс образования про-
странственных профилей  и  на вы-
ходе каждого n-го слоя, через распределения

 и  на его входе.
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выми нормалями  и осью y (рис. 1);
 – обобщенная фазовая расстройка,

 – коэффициенты связи; параметры c, s, t бе-
рутся для каждого слоя, согласно аппроксимиру-
ющей функции (6).

В итоге, пространственные распределения
векторных световых полей в нулевом и первом
дифракционных порядках на выходе n-го слоя
МНГДС определяются выражениями [15, 16]:

(10)

(11)

Полученные решения полностью определяю
как амплитудные, так и поляризацинные пара-
метры дифракционных полей на выходе n-го слоя
МНГДС.

Для определения дифракционного светового
поля на выходе МНГДС, состоящей из N ГДС на
основе ФПМ, которые разделены N – 1 промежу-
точными слоями, воспользуемся матричным ме-
тодом описания преобразования плоских свето-
вых волн в многослойных средах.

Для этого перейдем от амплитудных распреде-
лений частотных Фурье-компонент дифрагирую-
щих пучков (8), (9) к их угловым спектрам:

(12)

где   а угол θ характеризует направление
плосковолновых компонент  относительно
волновых нормалей.

В результате процесс преобразования частот-
но-угловых спектров (ЧУС) взаимодействующих
световых полей 0-го и 1-го дифракционных поря-
док в n-м слое МНГДС толщиной dn представля-
ется в виде:

(13)

где введены обозначения: 

 

Здесь  – матричная передаточная функция

(матрица перехода) n-го слоя МНГДС; 
 – ЧУС на входе и выходе n-го слоя.
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Компоненты матрицы перехода  определя-
ются выражениями:

(14)

(15)

(16)

(17)

Следует отметить, что, в частном случае, взаи-
модействия плоских волн в МНГДС на основе
ГДС с однородными профилями n1(y), компонен-
ты Tij матрицы перехода Tn, определенными вы-
ражениями (14)–(17), переходит в известные [7].

В МНГДС промежуточный слой толщиной tn

(рис. 1а) дает фазовый набег, и если считать, что
показатель преломления промежуточного слоя
равен показателю преломления голограммы, то
матрица перехода  для такого слоя будет выгля-
деть следующим образом:

(18)

Перемножив матрицы перехода всех слоев,
можно получить связь между входным полем E0 и
дифракционным полем EN на выходе МНГДС
толщиной D:

(19)

где  ×  –
матричная передаточная функция (матрица пере-

хода) всей МНГДС;  + 
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ШАРАНГОВИЧ, ДУДНИК

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Полученные передаточные функции создают
математическую основу для расчета селективных
свойств МНГДС, а именно: зависимости дифрак-
ционной эффективности от угла падения и цен-
тральной частоты считывающего пучка. Для это-
го в выражениях (14)–(17) необходимо восполь-
зоваться зависимостями модуля вектора фазовой
расстройки  от угла падения и частоты
считывающего пучка с учетом дисперсии показа-
теля преломления ФПМ.

(20)

где   =  а ко-
эффициенты A, B, C, D определены в [17].

Зависимость матрицы перехода промежуточ-
ного слоя МНГДС An от обобщенной фазовой
расстройки  получим на основании
выражения (18) и представим в виде:

(21)

На основе представленных аналитических ре-
шений исследованы селективные свойства дву-
слойной структуры с однородным профилем по-
казателя преломления c различными толщинами
промежуточного слоя tn и слоя дифракционной
структуры содержащей ФПМ dn (рис. 2). Для это-
го в выражении (21) отношение tn/dn выразим че-
рез параметр 
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Из рис. 2а видно, что при небольшой толщине
промежуточного слоя, когда ( ) вид контура
селективности всей структуры близок к виду ха-
рактеристики одиночной голографической струк-
туры. А при увеличении этого параметра вслед-
ствие интерференционных эффектов образуются
дополнительные локальные максимумы и мини-
мумы интенсивности света, при этом общая вели-
чина дифракционной эффективности сохраняется,
а огибающая совпадает с контуром селективности
при  Количество дополнительно возникае-
мых максимумов, выше уровня 0.5 максимальной
дифракционной эффективности, растет линейно
с увеличением отношения толщины промежуточ-
ного слоя к толщине слоя с дифракционной
структурой, а их ширина и расстояние между ни-
ми экспоненциально убывают (рис. 2б).

На основе численного моделирования, рас-
считаны селективные свойства трехслойной
МНГДС, пространственные профили показате-
лей преломления которой получены в результате
решения задачи формирования [14]. Рассмотре-
ны случаи с сильно (рис. 3б) и слабо выраженной
степенью неоднородности профиля показателя
преломления на каждом слое (рис. 3г).

При моделировании, ошибка аппроксимации
нормированных пространственных профилей по-
казателей преломления, функцией (6) не превыша-
ла 3%. Толщина промежуточного слоя tn = 200 мкм,
толщина одного слоя ГДС  мкм.

Результаты моделирования, представленные
на рис. 3 показали, что огибающая контура се-
лективности всей структуры совпадает с конту-
ром селективности одиночной голографической

→ 0q

= 0.q

= 85nd

Рис. 2. Селективность однородной двуслойной голографической дифракционной структуры при нескольких различ-
ных значениях параметра 
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структуры, формируемой на первом слое. Коли-
чество и ширина локальных максимумов опре-
деляются толщиной промежуточных слоев. Ам-
плитуды локальных максимумов изменяются в
больших пределах, и зависят от пространственного
распределения показателей преломления каждого
слоя. Ширина и вид огибающей контура селектив-
ности всей многослойной структуры зависит от
пространственного распределения показателей
преломления на первом слое.

В процессе формирования МНГДС, может про-
исходить искажение пространственной структуры
голограмм (изменение периода и углов наклона ре-
шеток), вследствие различной усадки материала на
каждом слое, связанной с изменением интенсив-
ности (затуханием) формирующих пучков при
прохождении от слоя к слою [5, 19, 20].

Для учета усадки материала введем аддитивную
добавку  которая является параметром, ха-Δ усад,n

K

рактеризующим искажение пространственной
структуры голографической решетки на каждом
слое МНГДС. Тогда зависимость модуля вектора
фазовой расстройки  от угла падения и часто-
ты считывающего пучка с учетом дисперсии по-
казателя преломления ФПМ и усадки материала
запишем в виде:

(22)

При помощи численного моделирования ис-
следованы селективные свойства двуслойной
структуры, с однородным и спадающим профи-
лем показателя преломления на каждом слое
МНГДС (рис. 4). Толщина промежуточного слоя tn

= 175 мкм, толщина одного слоя ГДС  мкм.
При моделировании учтена различная степень
усадки материала для каждого слоя, 

Δ *K

Δ = Δ + Δ усад* ,n

nK K d K

= 55nd

Δ = −1
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Рис. 3. Рассчитанные селективности неоднородной трехслойной голографической структуры: (а) с сильно выражен-
ной степенью неоднородности профилей показателей преломления на каждом слое (б); (в) слабо выраженной степе-
нью неоднородности профилей показателей преломления на каждом слое (г).

0

5

10

15

20

25

30

35

–12.5
–10.0

–7.5
–5.0

–2.5
0

2.5
5.0

7.5 12.5
10.0

Э
ф

ф
ек

ти
вн

ос
ть

 д
иф

ра
кц

ии
, %

�K

y/dn

0

5

10

15

20

25

30

–12.5
–10.0

–7.5
–5.0

–2.5
0

2.5
5.0

7.5 12.5
10.0

Э
ф

ф
ек

ти
вн

ос
ть

 д
иф

ра
кц

ии
, %

�K

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.7
0.9
1.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.7
0.9
1.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

n
1(

y
)

y/dn

n
1(

y
)

а б

в г

1

2

3

1

2

3



20

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 85  № 1  2021

ШАРАНГОВИЧ, ДУДНИК

Из результатов численного моделирования се-
лективных свойств МНГДС, учитывающего ис-
кажение пространственной структуры гологра-
фической дифракционной решетки вследствие
усадки материала при формировании, можно на-
блюдать смещение характеристики селективных
свойств МНГДС от слоя к слою, а также асиммет-
рию боковых лепестков.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в работе представлена самосо-

гласованная аналитическая модель взаимодей-
ствия квазимонохроматических световых пучков
с МНГДС которая учитывает пространственные
неоднородности амплитудного профиля гармо-
ник показателя преломления, возникающих в про-
цессе голографического формирования решеток в
фотополимерном материале. Представленные ана-
литические решения описывают эволюцию про-
странственных профилей световых пучков и их ча-
стотно-угловых спектров при дифракции на МНГДС.
Выражения (14)–(17) создают математическую
основу для расчета селективных свойств МНГДС,
а также для описания преобразование светового
излучения со сложным ЧУС при его взаимодей-
ствии с МНГДС на основе ФПМ.

Работа выполнена при поддержке Минобрна-
уки Российской Федерации в рамках государ-
ственного задания (FEWM-2020-0038/30).
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Interaction of light with transmission multi-layered heterogeneous photopolymer 
holographic diffraction structures
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We present an analytical model for the diffraction of quasimonochromatic light beams on spatially inhomo-
geneous multilayer diffraction structures formed in a photopolymer material by a holographic method that
takes into account inhomogeneities in the amplitude profile of the first harmonic of the refractive index of
each layer of a multilayer structure.
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Аналитически исследована устойчивость солитоноподобных импульсов, распространяющихся в
волокне в режиме туннельной ионизации и вынужденного комбинационного саморассеяния. По-
казано, что при определенных условиях на параметры среды и сигнала возможна взаимная компен-
сация этих эффектов.

DOI: 10.31857/S0367676521010154

ВВЕДЕНИЕ
Полые волноводы, заполненные газом, полу-

чили широкое распространения в связи с малыми
потерями импульсов при их распространении и
тем, что высокий порог оптического пробоя поз-
воляет распространяться мощным сверхкорот-
ким лазерным импульсам [1–3]. По мере распро-
странения мощные импульсы вызывают иониза-
цию газа, которая приводит к тому, что спектр
импульса смещается в сторону высоких частот, а
его длительность уменьшается [4]. Это вызвано
тем, что возникающие за счет ионизации свобод-
ные электроны вносят отрицательный вклад в по-
казатель преломления [4–12]. Этот эффект про-
тивоположен вынужденному комбинационному
саморассеянию (ВКС), которое вызывает крас-
ное смещение спектра сигнала и увеличение его
длительности [13–19]. Известно, что компенси-
ровать уширение импульса и красное смещение,
обусловленное ВКС можно, изменяя коэффици-
ент групповой дисперсии вдоль волновода
[20‒24] и за счет градиента давления газа [25–27],
который приводит к изменению коэффициента
нелинейности. Уравнение, описывающее рас-
пространение импульсов с учетом ВКС и тун-
нельной ионизации было получено в работах
[8, 9]. С помощью теории возмущений [25–27] ав-
торы показали, что при определенных условиях
центральная частота солитона может оставаться

такой же, какой была на входе в волокно, а им-
пульс может стабилизироваться [28–33]. Целью
настоящей работы является исследование с по-
мощью метода Ляпунова устойчивости стацио-
нарного решения системы уравнений на парамет-
ры сигнала. Следует отметить, что исследование
на устойчивость проводилось для приближенно-
го решения системы уравнений, полученной ме-
тодом моментов. Поскольку данный метод связан
с выбором пробной функции, нами проведен и
анализ чувствительности метода к выбору проб-
ной функции.

МЕТОД МОМЕНТОВ 
И СТАЦИОНАРНЫЕ ТОЧКИ

Динамика световых импульсов, распространя-
ющихся в ФКВ, описывается уравнением [8, 9]

(1)

Здесь ψ – медленно меняющаяся огибающая, z –
ось, вдоль которой распространяется сигнал, τ =
= t ‒ z/υg – время в сопутствующей системе коор-
динат, υg – групповая скорость импульса на его

( ) ( )
−∞

ββ∂ψ ∂ ψ ∂ ψ+ − − γψ ψ +
∂ ∂τ ∂τ

∂ ψγ ∂+ ψ ψ + γ ψ + ηψ δΘ δ τ =
ω∂τ ∂τ 

2 3
232
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τ2
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центральной частоте ω, η – коэффициент, характе-
ризующий туннельную ионизацию, 

Θ – функция Хевисайда,  – величина, про-
порциональная пороговой интенсивности тун-
нельной ионизации,  – коэффициент диспер-
сии групповой скорости (ДГС),  – положитель-
ный параметр, определяющий дисперсию третьего
порядка, γ – коэффициент кубической нелинейно-
сти,  – характеризует вклад ВКС. Коэффициент

 положителен, если центральная частота им-
пульса лежит в области нормальной дисперсии
групповой скорости и отрицателен в противопо-
ложном случае [34]. В уравнении (1) мы прене-
брегли поглощением волновода и потерями, свя-
занными с ионизацией, поскольку вблизи порога
туннельной ионизации нелинейное поглощение
мало. Авторами работ [8, 9] для таких импульсов
было введено название “floating soliton”.

Медленно меняющаяся огибающая связана с
электрическим полем импульса E соотношением

(2)

где k – волновое число. Анализ динамики пара-
метров импульса проводился на основе метода
моментов [17, 35–37]. Здесь важную роль играет
выбор пробной функции. В частности, в [17] вли-
яние ВКС на динамику импульсов было исследо-
вано на основе пробного решения в виде гауссова
профиля и гиперболического секанса. Было по-
казано, что для обеих функций получаются каче-
ственно совпадающие результаты. В работе [31]
было проведено исследование динамики импуль-
сов при учете ВКС и ионизации в солитонном и
несолитонном режимах. На основе сравнения
численного эксперимента и аналитических ре-
зультатов было показано, что пробное решение в
виде гауссовой функции лучше описывает несо-
литонную динамику сигнала в области нормаль-
ной дисперсии групповых скоростей, в то время
как солитонный режим лучше описывается ги-
перболическим секансом. Действительно, если
опустить высшую нелинейность и дисперсию, а
также члены, описывающие ВКС и ионизацию,
то пробная функция должна описывать солитон
нелинейного уравнения Шредингера. Вследствие
этих соображений выбираем огибающую импуль-
са в виде гиперболического секанса [17]

(3)

где B – амплитуда сигнала,  – его длительность,
C – параметр, определяющий частотную модуля-
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цию, T – временное запаздывание, φ – фаза и Ω –
смещение центральной частоты сигнала. Все па-
раметры зависят от координаты z. Определим мо-
менты импульса, следуя работе [17] в виде

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

где E – параметр, пропорциональный числу фо-
тонов,   [17]. Дифферен-
цируя (4)–(8) по координате z и используя (1), по-
лучаем систему уравнений, подставляя в кото-
рую пробную функцию (3) и интегрируя по τ,
получаем систему уравнений на параметры им-
пульса [38]
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Подставляя (14) в (10), находим уравнение на
длительность импульса

(15)

Из (14) следует, что при начальном нулевом сдви-
ге частоты на входе в среду должно выполняться
условие солитоноподобного распространения
сигнала

(16)

где τ0 – начальная длительность импульса. Вве-
дем безразмерную длительность υ = τp/τs, υ0 =
= τ0/τs, b = τs/τt и перепишем (15) с учетом (16)
в виде

(17)

где m =  τt =  В стационарной
точке правая часть (17) должна быть равна нулю и
υ = υ0 = 1

(18)

Выражение (18) имеет один корень  если
 =  В случае, когда  мы

имеем два корня, для которых можно получить
приближенные выражения, воспользовавшись
методом последовательных приближений

(19)

(20)

Если  то (18) не имеет корней. Для того,
чтобы проверить полученные стационарные реше-
ния на устойчивость обезразмерим систему (10)–
(12), перейдя к новым переменным 
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Для проверки системы на устойчивость по от-
ношению к малым отклонениям параметров им-
пульса от стационарной точки (где выполняются
условия    

 ) линеаризуем (21)–(23), подста-
вив υ = υs +  C = Cs +  Θ = Θs +  Тогда
из (21)–(23) получим

(24)

(25)

(26)

где ξ = z/Ld. Полагая в (24)–(26)    ~ exp(λξ)
и находя приближенные решения характеристи-
ческого уравнения, получим

(27)

Из выражений (19), (20) следует, что обе стацио-
нарные точки неустойчивы по Ляпунову. При
этом, как видно из (27) в случае стационарного
решения, определяемого  инкремент нараста-
ния возмущений в два раза меньше, чем для ста-
ционарного решения, определяемого  Непо-
средственное численное решение уравнений для
параметров импульса подтверждает данный вы-
вод (рис. 1). При этом использованы следующие
безразмерные параметры:  

  Для параметров в (19) и (20), полу-
чим,  и  соответственно. В пер-
вом случае режим происходит более медленный
рост длительности, чирпа и сдвига частоты. Во
втором случае более заметный сдвиг частоты со-
провождается стабилизацией длительности и
чирпа. Поскольку характерная длина нарастания
возмущений обратно пропорциональна числу ко-
лебаний импульса и на несколько порядков пре-
восходит характерную длину дисперсионного
расплывания, то указанные режимы распростра-
нения на практике вполне можно считать квази-
стационарными и доступными для эксперимен-
тального наблюдения.

Для контроля чувствительности используемо-
го подхода к виду пробной функции нами было
проведено такое же исследование и для пробной
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функции гауссова профиля. Здесь получены сле-
дующие результаты

(28)

Из (28) мы видим, что скорость нарастания ин-
кремента возмущения для стационарной точки,
лежащей левее  (в (27) это значение опреде-
ляется ) также в 2 раза меньше, чем для обла-
сти лежащей правее этой точки. Отсюда можно
сделать вывод, что анализ устойчивости дает ка-
чественно те же результаты, что и ранее, а метод
хорошо работает и в этом случае.

Рассмотрим теперь случай, когда изменяется
один из параметров волновода, например, путем
создания градиента давления [27]. Пусть коэффи-
циент, характеризующий нелинейность, меняет-
ся по закону

(29)

где α – положительный параметр. Исследование
влияния неоднородности волновода типа (29) на
устойчивость квазистационарных режимов рас-
пространения проводилось с помощью числен-
ного моделирования (рис. 2). Использовались те
же параметры, что и при построении рис. 1, а так-
же принято  Как видно из рис. 2, в случае
стационарного решения, определяемого  на-
чальная компрессия импульса постепенно сме-

±

+λ = − −
π ωτ

+λ = − − − ±
π ωτ

2 2
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2 2
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s

L l b b
b L

L l b b i
b L
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4 7

γ = γ + αξ0(1 ),

α = 0.01.
2,b

няется его расплыванием, а для стационарного
решения, определяемого  происходит компрес-
сия. Подобный эффект наблюдался в волноводах
с градиентом давления [27]. Однако в настоящей
задаче оба режима распространения характеризу-
ются большим смещением центральной частоты
импульса в красную область спектра.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрены возможные режимы
квазистационарного распространения светового
импульса в режиме ВКС и туннельной иониза-
ции, а также проведен анализ влияния градиента
коэффициента нелинейности вдоль оси волново-
да. На основе метода моментов проведено анали-
тическое исследование динамики интенсивных
солитоноподобных импульсов, вызывающих
ионизацию. Получены аналитические выраже-
ния для длительности исходного сигнала, при ко-
торой происходит баланс ВКС и ионизации.
С помощью метода Ляпунова показано, что ста-
ционарные точки не являются устойчивыми в
строгом смысле и система будет медленно выхо-
дить из равновесия. В случае изменения коэф-
фициента нелинейности вдоль оси волновода
выявлена динамика сигнала, сопровождающая-
ся компрессией или расплыванием импульса,
центральная частота которого непрерывно сме-
щается в красную область спектра.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (проект № 19-02-00234а).

3,b

Рис. 1. Динамика длительности (а) и сдвига частоты (б) импульсов, при отклонении их начальных параметров от ста-
ционарных значений, определяемых величинами  (красный пунктир) и  (синий сплошной).
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Investigation of the dynamics of the intense pulses propagation
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The stability of soliton-like pulses propagating in a fiber in the regime of tunneling ionization and stimulated
Raman self-scattering has been analytically studied. It is shown that under certain conditions on the param-
eters of the medium and the signal, mutual compensation of these effects is possible.
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Исследовано распространение оптических вихрей в квадратично-нелинейных средах при наличии
линейного и нелинейного поглощения. Известно, что при распространении таких пучков в средах
с квадратичной нелинейностью без поглощения вихревая структура пучка разрушается и пучок рас-
падается на несколько невихревых квази-солитонов. Показано, что нелинейное поглощение позво-
ляет пучку дольше сохранять свою структуру.

DOI: 10.31857/S0367676521010087

ВВЕДЕНИЕ
Световые пучки с фазовыми особенностями

много десятилетий изучаются в нелинейной оп-
тике. Однако, наблюдать в эксперименте обра-
зование устойчивых многомерных вихревых со-
литонов очень сложно. Известно, что в консер-
вативных однородных нелинейных средах
азимутальная неустойчивость является харак-
терной особенностью вихрей [1, 2]. За последние
двадцать лет появилось большое количество ра-
бот, исследующих различные механизмы, кото-
рые могли бы сохранить вихревую структуру и
повысить устойчивость многомерных оптиче-
ских солитонов с фазовыми сингулярностями.
Основное внимание было сосредоточено на вих-
ревых солитонах в средах с кубической нелиней-
ностью. Например, устойчивость вихрей в среде с
нелинейностью Керра показана при наличии до-
полнительного усиления, локализованного в
кольцевой структуре [3]. Кроме того, наблюда-
лись устойчивые вихри как для фокусирующей,
так и для дефокусирующей нелинейности. Кол-
лапса и азимутальной неустойчивости вихрей в
среде с нелинейностью Керра можно избежать за
счет нелокальности среды [4, 5]. В качестве при-
мера нелокальной нелинейной среды, в которой
экспериментально наблюдались устойчивые вих-
ревые солитоны, следует упомянуть нематиче-
ские жидкие кристаллы [6]. Неоднородность су-
щественно изменяет характер распространения
волны с фазовой сингулярностью. Выявлены

устойчивые вихревые структуры в неоднородных
средах с дефокусирующей кубической нелиней-
ностью [7]. Стабильные оптические вихри также
наблюдаются в фотонных решетках [8] и в струк-
турах с PT-симметрией [9]. Параметрическое вза-
имодействие волн усложняет рассматриваемые
процессы. В [10] рассматривают линейные и не-
линейные волноводы, индуцированные парой
вихрей с одинаковой частотой, но разной поля-
ризацией.

Обзор современного состояния исследований
оптических вихревых структур приведен в статьях
[11–13]. В частности, в данных работах обсужда-
ются многомерные вихревые солитоны в дисси-
пативных средах.

Наше исследование посвящено распростране-
нию пространственно-временных импульсных
световых пучков при генерации второй гармони-
ки. Такая задача может быть сведена к решению
известной системы квазиоптических уравнений
параболического типа. Аналогичные задачи ре-
шались аналитически путем обобщения извест-
ной комбинации метода усредненного Лагранжа
и голографического метода [14–16]. В работе [17]
рассматривается формирование параметриче-
ских солитонов с вихревой структурой при нали-
чии таких физических эффектов, как волноводная
структура, линейная и двухфотонная диссипация
или усиление, а также дисперсия групповых ско-
ростей. При квадратичной нелинейности выше-
указанные эффекты, как ожидается, будут способ-

УДК 535.03:519.06
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Рис. 1. Распределения амплитуды основной частоты (а, в, д) и второй гармоники (б, г, е) на расстоянии  (а, б),
 (в, г),  (д, е) и зависимость пиковых интенсивностей основной (сплошная) и второй (пунктирная) гармо-

ник (ж) при отсутствии линейного и нелинейного поглощения. Параметры: α01 = α02 = 0.0, α11 = α12 = 0.0. 
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ствовать образованию вихревых пространствен-
но-временных солитонов – оптических пуль.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Мы описываем распространение электромаг-
нитного импульса с использованием квазиопти-
ческого приближения в случае фазового синхро-
низма [15]. Безразмерные уравнения выглядят
следующим образом:

(1)
( ) ⊥

∂ ∂+ = − α − α +
∂ ∂τ

+ +

21 1
τ1 1 2 01 1 11 1 12

1 1 1

*

, Δ ,q

A Ai D A A i A i A A
z

D h x y D A

(2)

где A1,2 – безразмерные комплексные амплитуды
огибающей импульса первой и t второй гармоник, x,
y, z-безразмерные координаты,  – без-
размерное локальное время,    – без-
размерные коэффициенты дифракции, диспер-
сии и волновода соответственно, γ описывает не-
линейность,     соответствуют
линейному и нелинейному поглощению  –
безразмерная функция, описывающая попереч-
ный профиль волновода. В настоящей работе в ка-

( ) ⊥

∂ ∂+ = γ − α − α +
∂ ∂τ

+ +

222 2
τ2 1 02 2 12 2 22

2 2 2,, Δq

A Ai D A i A i A A
z

D h x y D A

τ = −t z c

1,2,D τ1,2,D 1,2qD

01α , 02α , 11α , 12α
( ),h x y

Рис. 2. Распределения амплитуды основной частоты (а, в) и второй гармоники (б, г) на расстоянии  (а, б),
(в, г) и зависимость пиковых интенсивностей основной (сплошная) и второй (пунктирная) гармоник (д) при

линейном поглощении. Параметры: α01 = α02 = 0.1, α11 = α12 = 0.0.     
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честве потенциала гармонического осциллятора
выбран профиль волновода  = 
Уравнения (1), (2) решаются численно с исполь-
зованием консервативной нелинейной разност-
ной схемы, реализуемой с помощью эффективно-
го многоэтапного итерационного алгоритма [14].

На вход среды падает двухкомпонентный вих-
ревой пучок-импульс:

(3)

где    и  –
константы, определяющие начальные амплитуды
компонент.

Мы предполагаем, что, в частности, нелиней-
ное поглощение может быть использовано для

( ),h x y ( )+2 2 .x y

( ) ( )=τ = ρ + τ + ϕ ρ2 2
1,2 10,20 1,20, , exp ,zA x y A i

ρ = +2 2 2,x y ( )ϕ = +1 arg ,x iy ϕ = ϕ2 12 10,20A

стабилизации вихревого солитона. В этом случае
возникающие возмущения вихревой структуры,
имеющие большую амплитуду, сильно затухают.
В результате разрушение вихревого солитона
должно происходить на большем расстоянии
вдоль продольной координаты z.

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
Была проведена серия численных расчетов для

проверки наших предположений. На рис. 1 пока-
зано распределение амплитуды и фазы на разных
расстояниях при отсутствии линейного и нели-
нейного поглощения α01 = α02 = 0, α11 = α12 = 0.
Были использованы следующие параметры:

    
   На входе подается

=10 15,A =20 0,A =1 1.0,D =2 0.5,D =τ1 0.05,D
=τ1 0.1,D = −1 10,qD = −2 10.qD

Рис. 3. Рисунок построен аналогично рис. 2. Случай линейного и нелинейного поглощения при α01 = α02 = 0.01, α11 =
= α12 = 0.5. На зависимости пиковых интенсивностей (д) сделана врезка области  в увеличенном масштабе.
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пучок основной частоты, который генерирует
вторую гармонику и образуется двухцветный вих-
ревой солитон. Как известно, такие солитоны не-
стабильны и при распространении распадаются
на несколько невихревых квази-солитонов. Пу-
чок начинает терять вихревую структуру и пре-
вращаться в невихревой солитон уже при 
При  вихревая структура у него практиче-
ски отсутствует.

На рис. 2 показано распространение такого
пучка при наличии линейного поглощения, α01 =
α02 = 0.1, α11 = α12 = 0, остальные параметры сов-
падают с величинами, указанными в предыдущем
случае. При этом на основной частоте вихревая
структура сохраняется на всей трассе, на второй
гармонике структура искажена, но в целом име-
ет вихревой вид. На графике пиковой интенсив-
ности (рис. 2д) видно, что интенсивность пучка
резко падает уже к  т.е. распространяется
уже не солитонный пучок, а два практически не
связанных между собой пучка на основной ча-
стоте и второй гармонике. Из этого можно сде-
лать вывод, что линейное поглощение мало под-
ходит для стабилизации вихревых солитонов, а
способствует только сохранению вихревой струк-
туры пучка.

Нелинейное поглощение более выражено в
областях с максимальной интенсивностью. В свя-
зи с этим мы ожидаем, что с его помощью можно
предотвратить распад на отдельные солитоны,
поскольку формирующиеся участки с макси-
мальной интенсивностью будут поглощаться
сильнее. В реальных средах нелинейное поглоще-
ние обычно связано с линейным, поэтому учтем
оба фактора. На рис. 3 показано распределение ам-
плитуды и фазы при α01 = α02 = 0.01, α11 = α12 = 0.5.
В этом случае можно сказать, что вихревая струк-
тура пучка все еще сохраняется на трассе 
Даже при  вихревая структура частично на-
блюдается. Пиковая интенсивность пучка приве-
дена на рис. 3д. В начале пучок за счет нелиней-
ного поглощения резко теряет интенсивность, но
начиная с  можно говорить о стабилизации
пучка, распространяющегося как связанное со-
стояние. Таким образом, можно сделать вывод,
что нелинейное поглощение способствует устой-
чивости вихревых пучков.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрено распространение опти-
ческого вихря в квадратично-нелинейном волно-
воде при наличии линейного и нелинейного по-
глощения. С помощью численного моделирова-

ния показано, что поглощение позволяет пучку
дольше сохранять вихревую структуру, предот-
вращая распад пучка на несколько невихревых
квази-солитонов. Нелинейное поглощение более
эффективно, чем линейное удерживает пучок от
распада за счет того, что наиболее интенсивно
поглощаются области с максимальной интенсив-
ностью.

Исследование выполнено при поддержке Рос-
сийского научного фонда (проект № 17-11-01157).
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Optical vortices in quadratic-nonlinear media with nonlinear absorption
B. S. Bryantseva, *, А. А. Kalinovicha, I. G. Zakharovaa

aLomonosov Moscow State University, Moscow, 119991 Russia
*E-mail: brisbryantsev@mail.ru

Received July 20, 2020; revised August 28, 2020; accepted September 28, 2020

We study the propagation of optical vortices in quadratic-nonlinear media in the presence of linear and non-
linear absorption. It is known that when such beams propagate in quadratically nonlinear media without ab-
sorption, the vortex structure of the beam is destroyed and the beam splits into several non-vortex quasi-soli-
tons. In this paper, it is shown that nonlinear absorption allows the beam to maintain its structure longer.
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Продемонстрировано усиление интенсивностных магнитооптических эффектов в структурах, со-
держащих фотонно-кристаллические слои и ферромагнитный диэлектрик – феррит-гранат, и под-
держивающих возбуждение квазиповерхностных Таммовских мод на границе фотонного кристалла и
граната. Показано, что такие структуры обладают высокодобротными резонансами, а благодаря при-
поверхностной локализации электромагнитного поля позволяют усиливать магнитооптический эк-
ваториальный эффект Керра и достигать значений магнитооптической модуляции вплоть до 100%.

DOI: 10.31857/S0367676521010129

ВВЕДЕНИЕ
Актуальной проблемой создания новых функ-

циональных материалов является повышение эф-
фективности взаимодействия света и вещества.
Магнитные материалы позволяют достигать ско-
ростей переключения до десятков ГГц за счет пе-
ремагничивания материала, что используется в
магнитооптических модуляторах объемного из-
лучения, например, на основе эффекта Фарадея
[1–3]. Эффект Фарадея представляет собой вра-
щение плоскости поляризации линейно поляри-
зованного света при прохождении через намагни-
ченную среду, пропорциональное длине магнит-
ного кристалла. Модуляция интенсивности при
этом осуществляется за счет добавления допол-
нительных поляризаторов. Однако недостатком
модуляторов на основе эффекта Фарадея являет-
ся то, что для достижения существенной глубины
модуляции (вплоть до 100%) в ячейке Фарадея
требуется структура достаточно большого, макро-
скопического размера. В то же время другие маг-
нитооптические эффекты, например, интенсив-
ностный магнитооптический экваториальный
эффект Керра, имеют поверхностный характер и
сравнительно малую величину, и поэтому их при-
менение в модуляторах неэффективно.

В связи с этим большую важность имеет созда-
ние различных наноструктур, в которых бы за
счет возбуждения оптических резонансов проис-
ходило усиление магнитооптических эффектов.
Одним из перспективных направлений совре-

менной оптики функциональных материалов
является применение поверхностных электро-
магнитных, в том числе поверхностных плаз-
мон-поляритонных волн [4–6], для увеличения
эффективности взаимодействия с веществом, а
также сверхбыстрого управления оптическими
импульсами на наномасштабах.

Преимущества такого подхода были проде-
монстрированы ранее в магнитоплазмонных кри-
сталлах [7], триметаллических пленках [8], струк-
турах типа металл–диэлектрик–металл [9–11].
Невзаимность распространения плазмонов в маг-
нитоплазмонных структурах и усиление магнито-
оптических эффектов [12] также предложено ис-
пользовать в циркуляторах [13]. Однако значитель-
ное поглощение, усиливаемое при добавлении в
структуру металлов, необходимых для возбуждения
поверхностных плазмон-поляритонов, не позволя-
ет реализовать устройства интегральной оптики на
базе магнитоплазмонных структур с реальными, а
не модельными, параметрами поглощения и ги-
рации ферромагнетика.

Поэтому существенным преимуществом дру-
гого типа структур – полностью диэлектрической
структуры с фотонным кристаллом и магнитны-
ми слоями – является увеличение добротности и
связанное с ним увеличение чувствительности и
магнитооптического отклика. Недавно было тео-
ретически предсказано усиление эффекта Фарадея
[14], а также экваториального эффекта Керра

УДК 535-92
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[15‒17] в магнитофотонном кристалле при воз-
буждении поверхностных (Таммовских) волн [18].

В данной работе представлены результаты ис-
следования фотонно-кристаллической структу-
ры с ферритом-гранатом, обеспечивающей уси-
ление экваториального эффекта Керра (ЭЭК) за
счет возбуждения высокодобротной поверхност-
ной моды на границе на границе фотонный кри-
сталл/феррит-гранат.

ОСОБЕННОСТИ ЭЭК 
ПРИ ВОЗБУЖДЕНИИ ТАММОВСКИХ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН
В работе рассматривается структура: фотон-

ный кристалл, на поверхность которого нанесен
толстый слой феррита-граната, в которой воз-
буждаются поверхностные электромагнитные
волны призменным методом. При этом на длинах
волн порядка 700–800 нм, в качестве призмы воз-
можно использование прозрачных полупровод-
никовых материалов с большим показателем пре-
ломления, таких как GaP ( ), для повы-
шения эффективности ввода излучения в
структуру. Выбор рабочей длины волны для воз-
буждения Таммовской поверхностной волны

 мкм обусловлен тем, что с ростом
длины волны в феррите-гранате уменьшается как
поглощение, так и магнитооптическая актив-
ность, в связи с чем выбранная длина волны обес-
печивает баланс между прозрачностью и магни-
тооптическим откликом.

Существование поверхностных электромаг-
нитных волн в фотонно-кристаллической струк-
туре обусловлено, с одной стороны, полным
внутренним отражением от внешней границы
(с гранатом) при углах, больших чем  =

 где  – показатель пре-
ломления призмы,  – показатель пре-
ломления граната,  = 49.29°. С дру-
гой стороны поверхностная электромагнитная
волна удерживается за счет наличия запрещенной
зоны фотонного кристалла, препятствующей вы-
теканию излучения обратно в призму. Такие вол-
ны также называются Таммовскими, так как по
своим свойствам они аналогичны Таммовским
состояниям электронов в кристалле. Для обеспе-
чения большой глубины проникновения излуче-
ния в феррит-гранат, и, соответственно, дости-
жения большой чувствительности к его намагни-
ченности, мода должна возбуждаться вблизи угла
полного внутреннего отражения:  где

 – угол падения, при котором возбуждается
Таммовская мода.

Параметры фотонного кристалла при этом оп-
тимизируются так, чтобы обеспечить наибольшую
эффективность при волновых векторах, соответ-
ствующих распространяющейся поверхностной

=GaP 3.1n

λ = 0.78TSW

θTIR

BIG= arcsin( ),prismn n prismn
=BIG 2.35n

( )θ GaP|BIGTIR

θ ≈ θ ,TSW TIR

θTSW

волне. Наибольший контраст показателей прелом-
ления обеспечивается, например, в фотонном кри-
сталле из чередующихся слоев GaP/TiO2 с показате-
лями преломления  = 3.1,  соответ-
ственно. Толщины слоев фотонного кристалла 
для возбуждения поверхностных Таммовских
волн подбираются четвертьволновыми на соот-
ветствующей длине волны и угле распростране-
ния внутри слоев:

(1)

где  – показатель преломления слоя фотонного
кристалла, соответственно. Для выбранного фотон-
ного кристалла  нм,  нм.
Было подобрано оптимальное число пар слоев
N = 4, последний слой является дефектным и
имеет толщину  нм. Структура схе-
матически изображена на рис. 1.

GaPn =
2TiO 2.5,n

jd

λ=
   
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1  ,
4

cos arcsin sin

TSW
j

j
TSW

j

d
n n

n

jn

=
2TiO 228.5d =GaP 96.4d

=GaP 4 206.3d

Рис. 1. Схема фотонно-кристаллической структуры с
ферритом-гранатом для возбуждения поверхностных
Таммовских мод на границе с гранатом.
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Угловой и частотный спектр коэффициента
отражения структуры при падении оптического
излучения p-поляризации, рассчитанный мето-
дом матриц перехода, показан на рис. 2. В спектре
видно возбуждение поверхностной Таммовской
моды в виде узкого и глубокого (Rmin = 0.96%) ре-
зонанса в области полного внутреннего отраже-
ния в диапазоне 700–800 нм. Добротность резо-
нанса составляет Q = 77, длина пробега моды
вдоль границы магнитного материала и фотонно-
го кристалла  мкм, глубина проникнове-
ния в феррит-гранат  мкм.

Поверхностные Таммовские волны чувстви-
тельны к намагниченности материалов, нанесен-
ных на поверхность фотонного кристалла [15–17].
При этом, за счет возбуждения эванесцентных
внутри магнитного материала мод, локализован-
ных на его границе, возможно значительное уси-

ление магнитооптических эффектов, связанных с
поверхностными свойствами магнитного веще-
ства, в частности, магнитооптического экватори-
ального эффекта Керра.

Магнитооптический экваториальный эффект
Керра состоит в модуляции интенсивности отра-
женного от магнитной структуры излучения R
при приложении противоположно направленного
внешнего магнитного поля и противоположном на-
магничивании структуры  в экваториальной
конфигурации и определяется величиной :

(2)

При этом угловой спектр коэффициента отра-
жения вблизи резонанса имеет Лоренцевскую
форму:

(3)

где θ – угол падения излучения из воздуха, βsurf =

 +  – волновое
число поверхностной Таммовской моды, учиты-
вающее магнитооптическую добавку 
к волновому числу в немагнитном случае  +

 Мнимая часть волнового числа

соответствует потерям на поглощение  и ради-

ационным потерям на вытекание излучения в
призму  соответственно.

Для аналитического описания экваториального
эффекта Керра в структурах с Таммовскими модами

может быть применено приближение: 
ввиду малости вносимой намагниченностью среды
поправки к волновому числу. Таким образом, магни-
тооптическая модуляция коэффициента отражения
в геометрии Керра будет иметь вид:
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Рис. 2. Угловой и частотный спектр коэффициента отражения от рассматриваемой структуры с фотонным кристаллом
и ферритом-гранатом.
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(4)

причем при  величина экваториального
эффекта Керра максимальна. Согласно формуле (4)
резонанс имеет симметричный S-образный про-
филь с двумя максимумами разных знаков, а в
центре резонанса δ = 0.

За счет высокой добротности резонанса и эва-
несцентного характера Таммовской моды ампли-
туда экваториального эффекта Керра может до-
стигать значений δ = 98% (при характерном для
феррита-граната значении коэффициента гира-
ции g = 0.02). Угловой спектр экваториального
эффекта Керра, показанный на рис. 3, демон-
стрирует качественное соответствие с аналитиче-
ской формулой (4): резонанс имеет S-форму,
симметричную относительно  с макси-
мальной амплитудой эффекта  = 98%.

Высокая добротность Таммовской моды и од-
новременно чувствительность ее постоянной
распространения к намагниченности внешнего
материала, нанесенного на фотонный кристалл,
приводит к тому, что магнитооптическое смеще-
ние резонанса по длине волны оказывается сопо-
ставимым с шириной резонанса. В результате ве-
личина коэффициента  достигает практически
100%, что свидетельствует о высокой эффектив-
ности модуляции электромагнитного излучения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Продемонстрировано усиление магнитоопти-

ческого экваториального эффекта Керра при воз-
буждении поверхностных Таммовских волн в
структурах с фотонным кристаллом и ферритом-
гранатом на поверхности магнетика. Такие
структуры имеют большое прикладное значение
и могут быть использованы для повышения эф-
фективности магнитооптических модуляторов
света.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (проект № 19-72-10139).
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Magneto-optical control of radiation in photonic-crystal structures
at excitation of surface modes
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The enhancement of intensity magneto-optical effects in structures containing photonic-crystal layers and a
ferromagnetic dielectric—iron garnet, and supporting the excitation of quasi-surface Tamm modes at the
boundary of the photonic crystal and garnet, has been demonstrated. It was shown that such structures pos-
sess high-Q resonances, and due to the near-surface localization of the electromagnetic field, they allow en-
hancement of the transverse magneto-optical Kerr effect and achievement of magneto-optical modulation
values up to 100%.



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ, 2021, том 85, № 1, с. 39–46

39

МЕЖЗОННОЕ ПОГЛОЩЕНИЕ СВЕТА В СВЕРХРЕШЕТКЕ,
СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ЧЕРЕДУЮЩИХСЯ ПОЛОСОК

ОДНОСЛОЙНОГО И ДВУХСЛОЙНОГО ГРАФЕНА
© 2021 г.   П. В. Бадикова1, *, Д. В. Завьялов1, В. И. Конченков1, С. В. Крючков1, 2

1Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего профессионального образования 
“Волгоградский государственный технический университет”, Волгоград, Россия

2Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования
“Волгоградский государственный социально-педагогический университет”, Волгоград, Россия

*E-mail: polin.badicova@gmail.com

Поступила в редакцию 20.07.2020 г.
После доработки 28.08.2020 г.

Принята к публикации 28.09.2020 г.

Исследована модель сверхрешетки, состоящей из чередующихся областей однослойного и двух-
слойного графена, энергетическим спектром которой можно управлять при помощи внешнего
электрического поля, перпендикулярного поверхности образца. Показано, что энергетический
спектр такой структуры может быть аппроксимирован моделью Кейна. Вычислен коэффициент
межзонного поглощения для такой сверхрешетки.

DOI: 10.31857/S036767652101004X

ВВЕДЕНИЕ
Появление эффективных источников тера-

герцевого излучения в последние годы (см., на-
пример, [1]) и широкие перспективы исполь-
зования волн этого диапазона в медицинской
диагностике стимулируют исследования твер-
дотельных структур, подходящих для создания
детекторов терагерцевого излучения. Среди та-
ких структур – полупроводниковые и графено-
вые сверхрешетки (СР), параметры которых
можно регулировать на этапе изготовления. В
настоящей работе вычислен коэффициент
межзонного поглощения света в сверхрешетке,
состоящей из чередующихся полосок одно-
слойного и двухслойного графена, энергетиче-
ским спектром которой можно управлять, при-
кладывая постоянное электрическое поле, пер-
пендикулярное поверхности образца (рис. 1).
Красным цветом показаны атомы второго слоя
графена. Относительное расположение слоев в
областях двухслойного графена соответствует
типу AB, графен такого типа иначе называется
Bernal stacking graphene [2, 3]. Такая СР рас-
смотрена в [4], где с использованием модели
Кронига–Пенни и метода Т-матрицы выведено
дисперсионное уравнение, результаты анали-

тического рассмотрения сравниваются с ре-
зультатами моделирования методами теории
функционала плотности. При квантовохимиче-
ском моделировании период СР полагался рав-
ным 10.9 нм, что соответствует 51 периоду ос-
новной решетки графена. Поперечное электри-
ческое поле позволяет управлять шириной
запрещенной зоны в спектре СР за счет нару-
шения эквивалентности между состояниями в
различных слоях двухслойного графена. Таким
образом, при помощи электрического поля
можно смещать край межзонного поглощения
света рассматриваемой структурой и использо-
вать рассматриваемую СР для измерения часто-
ты падающего на образец излучения. Возмож-
ность управления спектром различных типов
графеновых сверхрешеток (ГСР) при помощи
электрического поля исследовалось также в
[5‒8], в [9] рассмотрено влияние электрическо-
го поля на спектр СР на основе монослоя нит-
рида бора. В [10] исследуется эффект увлечения
в гетероструктуре, состоящей из фрагментов
однослойного и двухслойного графена. В
[11, 12] исследуются электронные состояния в
гетеропереходе однослойный – двухслойный
графен.

УДК 538.935
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ОСОБЕННОСТИ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО 
СПЕКТРА СВЕРХРЕШЕТКИ,

СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ЧЕРЕДУЮЩИХСЯ 
ПОЛОСОК ОДНОСЛОЙНОГО

И ДВУХСЛОЙНОГО ГРАФЕНА
Энергетический спектр двухслойного графена,

помещенного в постоянное электрическое поле,
перпендикулярное поверхности образца, имеет
вид [2, 3]:

(1)

Здесь υF – скорость на поверхности Ферми в гра-
фене, t⊥ ≈ 0.4 эВ – интеграл перекрытия между
слоями двухслойного графена, Δ – полуширина
запрещенной зоны в энергетическом спектре это-
го материала, которая непосредственно зависит
от постоянного электрического поля, приложен-
ного перпендикулярно поверхности образца, p –
модуль квазиимпульса электрона в двухслойном
графене.

Рассмотрим особенности спектра графеновой
сверхрешетки, состоящей из чередующихся по-
лосок однослойного и двухслойного графена. Пе-
риод сверхрешетки обозначим d, ширина полоски
однослойного графена dI, ширина полоски двух-
слойного графена dII. Подобная ГСР исследова-
лась ранее в [13], где, однако, влияние поперечного
поля не учитывалось.

В [4] с использованием метода трансляционной
матрицы и модели Кронига–Пенни выведено
дисперсионное соотношение для рассматривае-
мой СР, в общем случае имеющее вид

(2)

где ε – энергия электрона, qx, y = px, yd/ħ. Перейдем
к безразмерным переменным: aI = dI/d, aII = dII/d,
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Рис. 1. Схема размещения полосок графена, формирующих двухслойные области, на основном графеновом листе.
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Первое семейство дисперсионных поверхностей εi (qx, qy) получается из решения (2) при учете сле-
дующих соотношений:

(10)

Второе семейство – при учете соотношений:

(11)

Два семейства дисперсионных поверхностей
соответствуют двум ветвям в спектре двухслойно-
го графена (1). Первая и вторая строки в выраже-
ниях (10), (11) соответствуют состояниям, форми-
руемым основным периодическим потенциалом,
третья и четвертая строки – состояниям, возни-
кающим за счет периодического расположения
поверхностных (таммовских) состояний, форми-
руемых на границе однослойного и двухслойного
графена. С использованием квантовохимическо-
го моделирования методами теории функционала
плотности показано, что в случае относительно
узких полосок двухслойного графена по сравне-
нию с периодом сверхрешетки (dII  d) энергети-
ческий спектр рассматриваемой структуры мож-
но считать симметричным относительно К-точки

исходного материала (однослойного графена), и в
этом случае низкоэнергетическое приближение,
использованное для вывода дисперсионного
уравнения, может считаться правомерным. Далее
рассматривается именно такой случай: сверхре-
шетка состоит из широких полосок однослойного
графена и узких полосок двухслойного.

Рассмотрим влияние параметра  на зонную
структуру ГСР. На рис. 2 показаны графики ре-
шения дисперсионного уравнения при ky = 0.
Видно, что в случае Δ = 0 (рис. 2а) формируются
две минизоны, каждая из которых дополнительно
расщепляются на две подзоны, соответствующие
решению уравнения (10) и (11). В случае, когда Δ
отлично от нуля, первый положительный корень
уравнения (11) при малых значениях kx перено-
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Рис. 2. Зависимость энергии ε(qx), qy = 0 для двух нижних минизон, соответствующих зоне проводимости: Δ = 0 (а);
Δ = 0.08t⊥ (б). Cплошные линии соответствуют решению дисперсионного уравнения (10), пунктирные линии – реше-
нию уравнения (11). Энергия измеряется в единицах t⊥.
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сится в область значений энергии, соответствую-
щих второй минизоне, а первая минизона не фор-
мируется, энергетическая поверхность терпит
разрыв первого рода.

Следует отметить, что квантовохимическое
моделирование, проведенное в [4], не показало
существование расщепления минизон. Более то-
го, при моделировании установлено, что энерге-
тическая щель в спектре сверхрешетки возникает
и в отсутствие постоянного электрического поля.
Наличие дополнительных полосок графена, рас-
положенных над поверхностью основного графе-
нового листа, приводит к нарушению симметрии
в спектре этого материала и к открытию энерге-
тической щели. При этом из двух состояний,
предсказываемых моделью Кронига–Пенни, ре-
ализуется одно – описываемое решением диспер-
сионного уравнения (10).

Параметр Δ – полуширина запрещенной зо-
ны, формируемой в двухслойном графене при
воздействии постоянного электрического поля,
перпендикулярного поверхности образца. Меняя
этот параметр, мы меняем и ширину запрещен-
ной зоны, исследуемой СР, т.е. появляется воз-
можность строить на основе такого материала из-
меритель частоты, работающий в терагерцевом
диапазоне, основанный на эффекте межзонного
поглощения. На рис. 3 приведены графики ε(qx)
при qy = 0 и ε(qy) при qx = 0 в самой нижней ми-
низоне, описываемой дисперсионным уравне-
нием (10) при разных значениях Δ. Из графиков
видно, что изменение параметра Δ влияет на фор-
му дисперсионных поверхностей вблизи дна ми-
низоны проводимости, с ростом  зависимость�

q

ε(qx), ε(qy) близка к линейной. Значение Δ являет-
ся оценкой снизу для полуширины запрещенной
зоны в энергетическом спектре рассматриваемой
структуры. По qx минизона, как и должно быть,
конечна, но, как видно из графиков, ширина ми-
низоны оказывается почти на порядок больше
ширины запрещенной зоны. Полагая Δ = 0.1, t⊥ =
0.04 эВ и приравнивая 2Δ = kT, получаем T ≈ 90 K
– характерная температура, при которой в мини-
зоне проводимости начнут появляться носители
заряда вследствие теплового движения. Следова-
тельно, при температурах порядка нескольких де-
сятков кельвинов можно ожидать проявления
эффекта межзонного поглощения света, носяще-
го пороговый характер.

Поскольку ширина минизоны проводимости
оказывается значительно больше ширины запре-
щенной зоны, и учет состояний вблизи потолка
минизоны проводимости не столь важен при ис-
следовании эффекта межзонного поглощения,
энергетический спектр рассматриваемой струк-
туры будем аппроксимировать моделью Кейна
[14, 15]:

(12)

Это выражение приближенно описывает
спектр графена на подложке из карбида кремния
[16, 17] или нитрида бора [18], в спектре которого
присутствует энергетическая щель. Параметр υ0 в
случае графена на подложке, благодаря взаимо-
действию с которой в его спектре формируется
энергетическая щель, отождествляется со скоро-
стью на поверхности Ферми υF. Воспользуемся

( )ε = Δ + υ +2 2 2 2
0 0 .x yp p

Рис. 3. Зависимость энергии электрона ε от компонент квазиимпульса qx, qy в нижней минизоне, описываемой дис-
персионным уравнением (10); (а) ε(qx) при qy = 0; (б) ε(qy) при qx = 0; 1 – Δ = 0.02t⊥, 2 – Δ = 0.06t⊥, 3 – Δ = 0.08t⊥. Энер-
гия измеряется в единицах t⊥.
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несколько видоизмененным выражением для
подбора параметров кейновского спектра:

(13)

Подбор коэффициентов будем вести таким об-
разом, чтобы значения исходной и приближен-
ной функции были максимально близки вблизи
дна минизоны. В табл. 1 приведены значения па-
раметров модели (13), вычисленные для случаев
Δ = 0.04t⊥ и Δ = 0.08t⊥.

Из табл. 1 видно, что можно подобрать коэф-
фициенты таким образом, чтобы параметр γ был
пренебрежимо мал по сравнению с параметром
Δ'. Таким образом, гамильтониан, описывающий
состояния электрона в рассматриваемой графе-
новой сверхрешетке, может быть представлен в
следующем виде:

(14)

Используя модель (12) для описания состоя-
ния электрона, мы фактически полагаем валент-
ную зону и зону проводимости симметричными
относительно значения энергии ε = 0. Гамильто-
ниан (14) описывает две зоны, волновая функция
электрона имеет вид:

(15)

энергия электрона в зоне проводимости

(16)

В выражениях (15), (16) знак “плюс” соответ-
ствует зоне проводимости, знак “минус” – ва-
лентной зоне, L2 - нормировочная площадь.
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ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ

Рассмотрим эффект межзонного поглощения
электромагнитной волны. Пусть на поверхность
образца падает электромагнитная волна, плос-
кость поляризации которой направлена вдоль
оси Х. Векторный потенциал высокочастотного
поля положим равным

(17)

Выпишем уравнение Шрёдингера:

(18)

где оператор взаимодействия электрона с элек-
тромагнитным полем имеет вид

(19)

Средняя энергия, получаемая материалом в
единицу времени с единицы площади

(20)

где l, l' – номера зон,  – квазиимпульсы элек-
трона в начальном и конечном состояниях,

 – вероятность перехода,  –
функция распределения электронов. Поскольку
влияние электромагнитной волны рассматрива-
ется как возмущение, в качестве функций 

 возьмем равновесные функции Ферми–
Дирака, полагая значение химического потенциала
равным нулю. Вероятность перехода имеет вид:

(21)
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Таблица 1. Значения подгоночных параметров в модели кейновского спектра (13)

ε0, мэВ Δ' γ

Δ = 0.04t⊥ 62.3674 0.22072 0.149129

Δ = 0.08t⊥ 67.2993 0.518656 –0.0386933
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где в качестве волновых функций возьмем соб-
ственные функции (15) невозмущенного гамиль-

тониана кейновского спектра. Вычисляем мат-
ричный элемент перехода.

(22)

Как и должно быть, возникает правило отбора,
требующее равенства начального и конечного
значения квазиимпульса электрона, характерное

для процессов, обусловленных прямыми перехо-
дами. Таким образом, вероятность перехода име-
ет вид:

(23)

Приведем выражение для средней энергии,
получаемой материалом в единицу времени с
единицы площади за счет межзонных переходов.
Суммирование по  в (20) снимается, сумма по l,
l' – сводится к одному слагаемому, соответствую-

щему переходу электрона из валентной зоны в зо-
ну проводимости. После перехода от суммирова-
ния к интегрированию по  и записи интеграла
по пространству квазиимпульсов в полярной си-
стеме координат получаем:
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Рис. 4. Зависимость коэффициента поглощения α от частоты падающей волны ω при разных значениях полуширины
запрещенной зоны Δ0: 1 – Δ0 = 0.04t⊥; 2 – Δ0 = 0.08t⊥; 3 – Δ0 = 0.12t⊥. Температура T = 90 K.
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(24)

После вычисления интегралов получаем окончательно

(25)

где θ(x) – функция Хевисайда.

На единицу площади поверхности в единицу
времени падает энергия

(26)

Коэффициент поглощения α = Qabs/Q0,

(27)

На рис. 4 представлена зависимость коэффи-
циента поглощения от частоты падающей волны
при различных значениях полуширины запре-
щенной зоны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследована модель сверхрешетки, состоящей
из чередующихся полосок однослойного и двух-
слойного графена, параметры энергетического
спектра которой можно регулировать, меняя
внешнее электрическое поле, перпендикулярное
поверхности образца. На основе анализа диспер-
сионных уравнений, полученных в [4] при помо-
щи модели Кронига–Пенни, показано, что энер-
гетический спектр сверхрешетки, состоящей из
чередующихся широких полосок однослойного и
узких полосок двухслойного графена, может быть
аппоксимирован кейновской моделью. Вычис-
лен коэффициент поглощения света при межзон-
ных переходах.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ и Администрации Волгоградской области
в рамках научного проекта № 19-42-343006-
р_мол_a.
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мощью кристаллов с регулярной доменной структурой и квадратичной нелинейностью. Получены
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ляционные коэффициенты.
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ВВЕДЕНИЕ

Фантомные изображения [1] – один из вари-
антов решения проблемы изучения чувствитель-
ных к свету объектов, прямое оптическое наблю-
дение которых затруднено. Для формирования
фантомных изображений необходим источник
коррелированных световых пучков, один из кото-
рых взаимодействует с объектом, а другие – нет
(см. рис. 1). При этом в объектном канале детек-
тор дает информацию только о полной интенсив-
ности прошедшего излучения. Сопряженные

пучки не взаимодействует с объектом, но реги-
стрируются ПЗС-матрицами, допуская измере-
ние пространственной корреляционной функции
интенсивности между каналами.

Одним из важных доводов в пользу использо-
вания квантовых фантомных изображений явля-
ется создание максимально щадящих условий
освещения исследуемого объекта, когда воздей-
ствие излучения на объект (иногда необратимое)
минимально [2]. Особенно это важно при облуче-
нии живых существ, например, рентгеновским
излучением.

УДК 535.14

Рис. 1. Схема формирования фантомных изображений: PPNC – нелинейный кристалл с регулярно-доменной струк-
турой (РДС);  – накачка;   и  – пучки коррелированных фотонов; O – объект; BD – интегрирующий де-
тектор в объектном канале; L – оптические объективы; CCD – ПЗС матрица фотодетекторов в восстанавливающем
канале; g – коррелятор интенсивностей (схема совпадений).
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БЕЛИНСКИЙ, СИНГХ

Дополнительным источником информации
при изучении исследуемых объектов может быть
состояние поляризации отраженного или рассе-
янного ими излучения. В этом случае можно го-
ворить о поляризационно-ориентированных
фантомных изображениях. Определенные успе-
хи в этом направлении уже имеются [3]. Однако
оценить качество формируемых изображений
можно лишь с учетом дифракции.

Кроме того, важно знать пространственное
распределение формируемых источником корре-
лированных пучков, поскольку неравномерное
освещение объекта приведет к систематическим
ошибкам его измерения, которые необходимо
должны быть учтены при последующей компью-
терной обработке.

Все эти причины послужили поводом к прове-
дению исследований, приведших к написанию
этой статьи. При этом мы рассмотрели весьма
перспективный в отношении формирования
фантомных изображений источник виде РДС
кристалла [4–9].

ПРОСТРАНСТВЕННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
ИЗЛУЧЕНИЯ ПОЛЯРИЗОВАННЫХ ПУЧКОВ

Рассмотрим 4 монохроматические моды с
кратными частотами, характеризуемые операто-
рами уничтожения фотона, которые коллинеарно
распространяются внутри регулярно-доменного
кристалла с квадратичной нелинейностью. Опе-
раторы удовлетворяют стандартным коммутацион-
ным соотношениям [5–7]:  =

   –
обыкновенная волна;  – необыкновенная
волна;  – поперечные координаты и  –
продольное направление распространения пучков.

Одновременно происходят два процесса: пара-
метрическая генерация субгармоник (тип II) и
преобразование частоты вверх за счет суммирова-
ния частот субгармоник с частотой накачки:

(1)

(2)

где  – абсолютные значения волновых векто-
ров соответствующих мод с частотами 

  – волновые расстройки соответству-
ющего процесса для однородного кристалла;

  – порядки квазисин-

хронизма;  – волновое число – модуль

( ) ( )+ 
 

� �

' '
ˆ ˆ, , ', 'jp j pA r z A r z

( ) ( )= δ − δ −� �

, ' ' , ' '' ' ,jp j p jp j pr r z z = 1,2,3;j =, 'p p o
=, 'p p e

( )=� ,r x y z

ω = ω + ω δ = − − +
+ = Δ +

1 2 1 1

1 1 1 1 1

2 ,
,

 e o e e o ek k k k
mG k mG

ω + ω = ω δ = − − +
+ = Δ +

2 3 1 2

2 2 2 2 2

2 3 ,  
,

o e e e o ek k k k
m G k m G

jpk
ω ;jp

= 1,2,3;j Δ qk

= 1,2;q = ± ± ± …1, 3, 5,qm
π=

Λ
2

q
q

G

“псевдовектора” решетки доменной структуры с
периодом  [5, 6, 10–13].

Система операторных уравнений этих процес-
сов имеет следующий вид [5–7, 10, 12, 13]:

(3)

где  – поперечный лапласиан; нели-
нейные коэффициенты связи:   отвечают за
параметрический процесс (1) и преобразование
частоты вверх (2), соответственно; Амплитуда
моды накачки  является плоской неистощи-
мой. При этом мы выбрали приближение задан-
ной накачки, чтобы получить и проанализиро-
вать аналитическое решение.

Линейную систему операторных уравнений (3)
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ным 
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КВАНТОВЫЕ СТАТИСТИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОЛЯРИЗАЦИИ МОД

Для изучения динамики среднего числа фото-
нов, в том числе поляризационных характери-
стик ортогональных мод  и  вычислим, как
это принято, следующие величины:

средние числа фотонов

(6)

коэффициенты корреляции фотонов между
модами

(7)

средние значения операторов Стокса
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гональных мод
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Усреднение операторов (6)–(11) будем произ-
водить для вакуумного начального состояния мод

  и  Результаты представлены на рис. 2–4.
Операторы (8)–(10) удовлетворяют следую-

щим коммутационным соотношениям:
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Рис. 2. Динамика значений среднего числа фотонов в
моде  в случае, когда накачка моды 2e неистощи-
мая, а остальные моды находятся в начальном ваку-
умном состоянии. Цифры над контурными линиями
показывают значения  При этом остальные ко-
эффициенты имеют следующие значения: 

  и  Поведение остальных мод 1e
и 3e аналогично.
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0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

z

q1o

5.
7.911.

6.
8.10.

3.

5.

6.
8.

1011.

7. 9.

4.
5. 6.

1 1 .o eg 1 3e eg
=1 3 2.o eg



50

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 85  № 1  2021

БЕЛИНСКИЙ, СИНГХ

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА

Результаты расчетов приведены на рис. 2–4.
Они необходимы для оценки пригодности и пер-
спектив использования РДС-кристаллов в каче-
стве источников коррелированного оптического
излучения при формировании фантомных изоб-
ражений. Полученные значения корреляцион-
ных коэффициентов 2-го порядка между фотона-
ми ортогональных поляризационных мод  и 
не только дают потенциальную возможность
успешно сформировать изображение, но также
позволяют изучить и восстановить степень поля-
ризации  поступающего от объекта света
(см. рис. 4). Это несомненно открывает новые
перспективы построения и оптимизации схем
формирования фантомных изображений.

Кроме того, моделирование пространствен-
ной конфигурации коррелированных световых
пучков дает аргументированные оценки качества
формируемых изображений, их пространственно-
го разрешения и неоднородности освещения, что
также важно с точки зрения точности измерений.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проект № 18-01-00598а).
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The process of generation of correlated multiphoton quantum states using periodically poled nonlinear crys-
tals having quadratic nonlinearity is considered. The spatial and polarization characteristics of the generated
correlated beams are studied. Statistical polarization Stokes operators and intermode correlation coefficients
are calculated.
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Оптические свойства плотной плазмы сильно зависят от внутриплазменных электрических полей
(так называемое микрополе). Дан критический обзор существующих теоретических моделей плаз-
менного микрополя. Проведена верификация важнейших моделей по экспериментам, в которых
плотная плазма создавалась мощным лазерным излучением. Показано, что наилучшее теоретиче-
ское обоснование и наилучшее согласие с экспериментами имеет модель квазинезависимых частиц
QUIP.

DOI: 10.31857/S0367676521010063

ВВЕДЕНИЕ
Плотная плазма используется в очень многих

технических и экспериментальных конструкциях:
сильноточные электрические разряды, мощные
газоразрядные лазеры, магнитокумулятивные ге-
нераторы, термоядерные мишени и т.д. Расчет та-
ких конструкций требует знания оптических
свойств плазмы. На эти свойства сильно влияет
так называемое микрополе – это электрическое
поле внутри плазмы, порожденное хаотическим
тепловым движением ионов и свободных элек-
тронов. Это поле флуктуирует во времени и про-
странстве.

До сих пор для кулоновских систем не найдено
математически строгих методов исследования. Су-
ществуют лишь более или менее удачные модели.
Уже 100 лет предпринимаются попытки постро-
ить такие модели для количественного описания
свойств микрополя.

В данной работе приведен критический анализ
существующих моделей микрополя и показано,
что почти все они неправильно описывают “хво-
сты” функции распределения и не могут предска-
зать количество экспериментально наблюдаемых
спектральных линий.

Ранее авторами была предложена модель
QUIP (QUasi-Independent Particles), полученная
из первых принципов. Эта модель правильно
описывает “хвосты” функции распределения и
даже пространственную неоднородность микро-
поля. Проведена апробация модели путем срав-
нения с экспериментами по спектрам излучения
сверхплотной лазерной плазмы.

Отмечено, что сравнение следует проводить по
числу наблюдаемых линий в спектральных сери-
ях, поскольку именно это число сильно зависит
от принятой модели. Выбраны эксперименты,
наиболее подходящие для такой проверки. Это
эксперименты по свечению плазмы Al или Ar, в
которых видны лаймановские серии водородо- и
гелиеподобных ионов. Показано, что модель
QUIP описывает эти эксперименты лучше, чем
другие известные модели.

МОДЕЛИ МИКРОПОЛЯ
Подробный обзор существующих моделей

микрополя представлен в работе [1]. Поэтому мы
не будем подробно описывать сами известные
модели и ограничимся только их критическим
разбором.

УДК 533.9
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Метод Фурье-образа

Изучение микрополя начал Хольцмарк [2]. Он
использовал интегральное преобразование Фу-
рье. Поскольку для кулоновских систем точных
методов не разработано, Хольцмарк строил Фу-
рье-образ на основе модельных соображений, и
по этому приближенному Фурье-образу обрат-
ным интегральным преобразованием Фурье вос-
станавливал функцию распределения. Она полу-
чалась в виде интеграла, не берущегося в элемен-
тарных функциях. Распределение Хольцмарка
приведено на рис. 1, где для напряженности E вы-
бран характерный масштаб  здесь  –
усредненный заряд всех сортов частиц, R – радиус
сферизованной атомной ячейки. Напомним, что
распределение Хольцмарка соответствует про-
странственно однородному микрополю.

В последующие годы было опубликовано много
работ по усовершенствованию модели Хольцмар-
ка. В подавляющем большинстве из них также ис-
пользовался интеграл Фурье, но с другими при-
ближениями при построении Фурье-образа. Пе-
речислим эти модели, отсылая за подробностями
к оригинальным работам или обзору [2].

В модели Эккера и Мюллера [3, 4] вместо ку-
лоновского потенциала использовался дебаев-
ский. Беренгер и Мозер [5, 6] использовали це-
почку уравнений Боголюбова, дебаевский по-
тенциал и метод кластерного разложения. Хупер
[7–9] развивал сходные подходы, но радиус деба-
евской экранировки использовал как подгоноч-
ный параметр. Иглесиас усложнил модель Хупера,
вводя факторы с дополнительными свободными
параметрами, подгоняемыми под эксперимен-
тальные данные [10–13]. Модели такого же типа
развивал Голосной [14, 15]. Неоднородность мик-
рополя в рамках того же круга идей учитывалась в
работах Чандрасекара и фон Ноймана [16–18],
Кудрина [19], Шолина [20], Демуры [21–28].

Напомним, что перечисленные выше работы
основаны на интегральном преобразовании Фу-
рье. Однако в 1960-е годы Тихонов и его ученики
показали [29], что интегральное преобразование
Фурье является некорректной математической
операцией. Это проявляется в том, что незначи-
тельное искажение Фурье-образа может привести
к большим искажениям распределения, восста-
новленного обратным преобразованием Фурье.
Поэтому результат оказывается сильно чувстви-
тельным к модельным предположениям, исполь-
зованным при построении Фурье-образа. Пока-
жем, что все описанные модели действительно
приводят к серьезному физическому дефекту.

В самом деле, у всех этих моделей распределе-
ние  при  имеет медленно убывающую

2;Z R Z

( )p E → ∞E

асимптотику  [1]. Но электрическое
поле напряженности E имеет плотность энергии

Поэтому усредненная по распределению плот-
ность энергии

(1)

оказывается бесконечной: интеграл расходится
на верхнем пределе! Поскольку физически энер-
гия поля и вообще любые моменты от функции
распределения не могут быть бесконечными, это
указывает на неадекватность степенного хвоста
функции распределения. Данное противоречие
не отмечено в мировой литературе. Поэтому ука-
занными распределениями можно пользоваться
лишь в районе максимума  и для тех задач, в
которых “хвосты” распределения несущественны.

В лазерной плазме типичные условия таковы,
что основной вклад в ширину линии дает именно
микрополе. Оценки показывают, что в экспери-
ментах (см., например, [30–32]) доплеровское
уширение составляет ~1 эВ. В то же время грубая
оценка микрополевого уширения дает 15–20 эВ,
что по порядку величины согласуется с экспери-
ментом.

Отсюда следует, что асимптотика распределе-
ния  важна еще по одной причине: она отве-
чает за крылья спектральных линий. Ширина
крыльев линии играет важную роль при вычисле-
нии росселандова среднего от пробега фотонов.
А эта средняя величина является характеристи-
кой прозрачности плазмы для излучения. Имен-

−5 2( ) ~p E E

π2 (8 ).E

∞

π 
2

0

1 ( )
8

E p E dE

( )p E

( )p E

Рис. 1. Функции распределения однородного микро-
поля; 1 – модель Хольцмарка, 2 – модель SHO, 3 –
модель QUIP.
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но росселандово среднее отвечает, например, за
характерное время транспортировки энергии от
ядра звезды к поверхности.

Если “хвост” распределения затухает медлен-
но, то крылья линий должны быть широкими.
Однако в эксперименте этого не наблюдается:
крылья затухают очень быстро. На это же указы-
вает сравнение [33] экспериментов с теориями в
работах [34–37]. В них, в частности, отмечено,
что расчет прозрачности плазмы не согласуется с
экспериментальным данными.

Несколько особняком стоят другие методы,
упомянутые в обзоре [1]. Рассмотрим их.

Метод коллективных координат
На основе метода коллективных координат

[38, 39] была построена модель простых гармони-
ческих осцилляторов (SHO) [40, 41]. Эта модель
выводилась для плотной горячей плазмы (напри-
мер, внутри звезд). В ней функция распределения
гауссова, так что плотность энергии является ко-
нечной. Это распределение приведено на рис. 1.

При применении этой модели возникают сле-
дующие трудности. Во-первых, положение мак-
симума распределения сильно зависит от T и
быстро сдвигается в сторону больших полей при
уменьшении T. В то же время в большинстве дру-
гих моделей положение максимума зависит от T
слабо или не зависит вовсе. Аналогично, при T
модель SHO также расходится с экспериментом и
не согласуется с другими моделями.

По-видимому, для модели SHO должна суще-
ствовать какая-то граница применимости по тем-
пературе и плотности. Однако в публикациях мы
не нашли такого ограничения.

Во-вторых, при описании различных свойств
плазмы важно обеспечить самосогласованность и
непротиворечивость. Иначе в расчетах возможно
появление нефизичных артефактов. В частности,
чтобы обеспечить непротиворечивость термоди-
намики и оптики, нужно учитывать энергию
микрополя в термодинамическом потенциале
свободной энергии. Это слагаемое можно рас-
сматривать как поправку на неидеальность для
модели Саха. Однако такая поправка на основе
модели SHO быстро убывает при уменьшении
температуры (то есть увеличении неидеальности
плазмы) [42]. Это также не согласуется с другими
моделями.

Кроме того, модель SHO основана на исполь-
зовании пробного заряда. Положить его равным
нулю нельзя, иначе масштаб микрополя оказыва-
ется бесконечным. Поэтому модель SHO не мо-
жет описать микрополе в нейтральной точке. Это
также является недостатком модели SHO.

Метод функционала плотности

Делались попытки применять к проблеме мик-
рополя метод функционала плотности [43‒52].
Этот метод считают построенным из первых
принципов. Его основой является теорема Кона и
Хёнберга о том, что существует некоторый функ-
ционал от электронной плотности, который до-
стигает своего минимального значения, если в
него подставить точную электронную плотность
основного состояния. Однако неизвестно, как
найти данный функционал. Поэтому на практике
вместо функционала от электронной плотности
используют функционал от комбинации одно-
электронных волновых функций. Для такого
функционала указанная теорема не имеет силы.
Вдобавок, в модель обычно вводят подгоночные
параметры. Поэтому метод фактически перестает
быть первопринципным. В результате распреде-
ления микрополя, построенные в работах [43, 44],
имеют степенные асимптотики [1], т.е. также
приводят к бесконечной плотности энергии поля.
Поэтому к методу функционала плотности следу-
ет относиться с осторожностью.

Метод Монте-Карло

Первопринципными являются методы Мон-
те-Карло, в том числе, методы молекулярной ди-
намики [53–61]. По ним выполняют расчеты, ко-
торые используют для апробации описанных вы-
ше моделей. Однако практическая реализация
этих методов имеет ряд слабых мест.

Во-первых, используется число частиц ~1000.
Они занимают объем ~10 межатомных расстоя-
ний. Влияние частиц за пределами указанного
объема учитывают с помощью некоторых гранич-
ных условий (чаще всего периодических). Для не-
заряженных частиц с быстро убывающим потен-
циалом взаимодействия это может быть удовле-
творительным. Но для дальнодействующего
кулоновского взаимодействия чувствительность
результатов к выбору граничных условий оказы-
вается большой.

Во-вторых, электроны имеют гораздо мень-
шую массу и гораздо большие скорости, чем ио-
ны. Поэтому для расчета их динамики приходит-
ся выбирать очень малый шаг интегрирования по
времени. Сама система дифференциальных урав-
нений динамики является плохо обусловленной,
то есть фактически некорректной [29]. Результат
вычислений сильно зависит от начальных поло-
жений и скоростей частиц. При этом, чем доль-
ше ведется расчет, тем сильнее сказывается этот
эффект.

Поэтому функция распределения вычисляется
с невысокой точностью. Ее можно удовлетвори-
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тельно определить в районе максимума, но прак-
тически невозможно найти асимптотики, на ко-
торые следует обращать особое внимание.

Пробный заряд

Во многих моделях (например, модели SHO,
APEX и ряд других) вводится в рассмотрение
пробный заряд  расположенный в точке на-
блюдения. В этом случае другие заряды уже не
могут быть распределены равномерно в про-
странстве и должны удовлетворять распределе-
нию Больцмана. Это исключает сколь угодно
сильные сближения ионов. Вклад ионов в микро-
поле в Z раз больше, чем вклад электронов. По-
этому учет больцмановской статистики для ионов
уменьшает вероятность больших микрополей.
Например, введение пробного заряда в модели
SHO делает функцию распределения микрополя
гауссовой и обеспечивает конечность всех мо-
ментов распределения. Этот вывод подтвержда-
ется расчетами методом Монте-Карло [62]. По-
этому представляется трудно объяснимым, что в
моделях типа APEX, использующих пробный за-
ряд, асимптотика функции распределения все
равно убывает только по степенному закону.

Для электронов нужно учитывать квантовый
эффект – дебройлевскую длину волны электрона.
Поэтому электроны могут сближаться с ионами
лишь на расстояния порядка дебройлевской дли-
ны волны. Это также уменьшает вероятность
больших микрополей.

Таким образом, учет неоднородности рас-
пределения зарядов по пространству является
физически адекватным. Введение пробного за-
ряда – это простейший способ учесть такую не-
однородность.

Однако этот способ имеет недостаток. Для оп-
тических приложений нужно знать микрополе в
окрестности именно иона, то есть тяжелой части-
цы. Этот заряд находится в хаотическом тепловом
движении, причем его скорость примерно такова
же, как у других тяжелых частиц. Поэтому прене-
брегать его движением нельзя. Соответственно,
система отсчета, связанная с таким зарядом, яв-
ляется неинерциальной. Введение неинерциаль-
ной системы координат крайне усложнило бы
модель и затруднило получение простой реализа-
ции. В существующих моделях подобные систе-
мы координат не вводятся.

Кроме того, положение границ атомной ячейки
определяется мгновенным положением зарядов.
Поэтому при движении пробного заряда постоян-
но менялись бы границы его атомной ячейки. Это
также сильно усложнило бы модель.

0,Z

Таким образом, неясно, как можно корректно
сформулировать модель пробного заряда.

Критика известных моделей
Подводя итог анализу известных моделей,

сформулируем их основные недостатки.
Во-первых, самый важный недостаток боль-

шинства известных моделей – бесконечный вто-
рой момент функции распределения (то есть объ-
емная плотность энергии микрополя). Это столь
же нефизично, как нарушение закона сохранения
энергии.

Во-вторых, медленное затухание “хвоста”
функции распределения приводит к появлению
широких крыльев у спектральных линий, от кото-
рых сильно зависит оптическая прозрачность
плазмы. В эксперименте, напротив, крылья ли-
ний настолько быстро затухают, что практически
незаметны. В ряде работ модели микрополя вери-
фицируются с помощью описания контуров ли-
нии. Однако при этом описывается не весь контур,
а только центральная часть линии. Кроме того, та-
кая интерпретация крайне сложна, так как она за-
висит от температуры и плотности мишеней, ко-
торые экспериментально не измеряются. Более
подробный разбор этого будет сделан в разделе,
посвященном описанию экспериментов.

Точность определения температуры и плотно-
сти плазмы по ее спектру сильно зависит от при-
нятой модели микрополя. В существующих мето-
дах анализа спектров проводят индивидуальную
подгонку каждой линии в спектральной серии.
При этом описание каждой линии производится
с помощью своей температуры и плотности, и эти
температуры и плотности для разных линий меж-
ду собой не согласуются. Подробнее этот вопрос
будет рассмотрен в разделе, посвященном описа-
нию экспериментов.

В-третьих, далее показано, что существующие
методы диагностики не согласуются с расчетами
ионного состава и, следовательно, с термодина-
микой плазмы. Это еще один принципиальный
дефект существующих моделей.

Модель QUIP
Перечисленные недостатки удается преодо-

леть в модели QUIP – Quasi-Independent Particles.
Для однородного микрополя этот подход был
предложен Калиткиным и Козлитиным [63–65]
(эти работы не рассматривались в обзоре [1]).
В этом подходе использовался первый принцип –
закон больших чисел. Из него следует, что компо-
ненты напряженности микрополя имеют гауссо-
во распределение, а длина вектора напряженно-
сти микрополя – максвелловское распределение.
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Распределение модуля вектора напряженности
однородного микрополя приведено на рис. 1. По-
ложение максимума близко к таковому у распреде-
ления Хольцмарка. Однако функция распределе-
ния при  убывает не по степенному закону,
а по экспоненциальному, то есть несоизмеримо
быстрее. Поэтому все моменты указанных рас-
пределений, включая плотность энергии поля,
становятся конечными.

Отметим, что в модели QUIP все формулы рас-
чета распределений очень просты, так что она

→ ∞E

удобна для использования. Все остальные совре-
менные модели требуют громоздких численных
расчетов, и только авторы этих моделей фактиче-
ски могут ими пользоваться. Последнее отмеча-
лось в обзоре [1].

ВЕРИФИКАЦИЯ МОДЕЛЕЙ

Спектры излучения сверхплотной лазерной
плазмы получены в уникальных экспериментах
[30–32] и ряде других. Они позволяют провести
верификацию моделей микрополя. Наиболее
представителен эксперимент [31] с плазмой Ar +
+ Kr 50/50. Полученный спектр приведен на
рис. 2. На нем видны 3 линии лаймановской се-
рии водородоподобного иона Ar+17 и вся лайма-
новская серия гелиеподобного иона Ar+16. В по-
следней серии интенсивность пятой линии мала,
а последующие линии незаметны. Расчет пока-
зал, что серия Ar+16 светит при температуре

 эВ,  г/см3.
На рис. 3 показаны относительные интенсив-

ности различных линий этой серии как экспери-
ментальные (площади контуров линий на рис. 2),
так и рассчитанные по разным моделям в водоро-
доподобном приближении.

Ни одна модель не может описать интенсив-
ность α-линии гелиеподобного иона Ar+16, по-
скольку к ней не применимо водородоподобное
приближение. Для остальных линий серии оно
применимо достаточно хорошо. Но эта причина
не имеет отношения к моделям микрополя.

В эксперименте наблюдается 5 линий. Модель
QUIP правильно описывает наблюдаемое число
линий и интенсивности линий  По модели

~ 400T ρ ~ 0.2

β ε– .

Рис. 2. Спектр Ar+16 в эксперименте [31].
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SHO должны наблюдаться 6 линий. В модели
Хольцмарка видны только 3 линии.

Разные варианты модели APEX не согласуют-
ся между собой. Расчет по модели Хупера [67]
практически совпадает с вариантом модели APEX
[12], поэтому обе модели показаны одной кривой.
Эти модели предсказывают на одну линию больше,
чем в эксперименте. Модель [68] предсказывает
значительно большее число линий, чем наблюда-
ется в эксперименте. Модель [11] предсказывает
правильное число наблюдаемых линий, однако
интенсивность линий γ и δ несколько слабее по
сравнению с интенсивностью β-линии, чем в экс-
перименте. Таким образом, наилучшее согласие с
экспериментом обеспечивает модель QUIP.

Исследование выполнено при поддержке Рос-
сийского научного фонда (проект № 16-11-10001).
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Optical properties of dense plasma depend on electric fields inside the plasma (the so-called microfield). We
present a critical survey on existing theoretical models of plasma microfield. We perform verification of the
most significant models on experiments in which dense plasma was created by powerful laser radiation. We
show that the quasi-independent particle model (QUIP) has the best theoretical justification and agreement
with experiment.
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Рассмотрена трехмерная задача электромагнитной дифракции на ограниченном идеально проводя-
щем теле, содержащем коническую точку. Построено асимптотическое представление электромаг-
нитного поля в окрестности конической точки, в котором решение представлено в виде суммы син-
гулярной и гладкой частей.
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В настоящее время весьма актуальными являют-
ся задачи скалярной и электромагнитной дифрак-
ции на сложных структурах при наличии ребер и
конических точек на их границах. В частности, ре-
зультат их решения может быть использован при
решении различных задач аэродинамики и тео-
рии дифракции, например, задач о прохождении
луча в маскирующей оболочке [1–5]. Известно,
что наличие ребер, кромок и конических точек
приводит к появлениям сингулярностей у поля в
их окрестностях [6, 7], что существенно усложня-
ет применение численных методов для исследо-
вания подобных задач. Одним из весьма эффек-
тивных способов преодоления этих проблем яв-
ляется выделение особенности решения в явном
виде, то есть построение асимптотического пред-
ставления решения в окрестности особой точки
границы. При этом существенно используются
результаты по асимптотике решения эллиптиче-
ских краевых задач, представленные в работах
В.А. Кондратьева [8], а также С.А. Назарова и
Б.А. Пламеневского [7].

Рассмотрим трехмерную задачу дифракции
электромагнитной волны на ограниченной обла-
сти Ω, имеющей коническую точку (рис. 1):
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Граничные условия имеют вид:
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Рис. 1. Коническая поверхность.
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где U и V – электрический и магнитный потенци-
алы Дебая, для которых получаем следующие за-
дачи [9], оставив в левой части оператор Лапласа,
а правую часть обозначив как функции 

(3)

(4)

Сначала найдем асимптотику для задачи (3) с
условиями Дирихле. Следуя результатам В.А. Кон-
дратьева [8], введем пространство функций  с
нормой:

где  – внешняя часть бесконечного конуса,  –
целое,  – вещественное число.

Далее предполагается, что правая часть
 Проведем замену переменной
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уравнение (3) примет вид

где  – угловая часть оператора Лапласа. Сде-
лаем преобразование Фурье по τ:

Здесь  и  – образы функции U и
правой части уравнения соответственно. Следо-
вательно, задача (3) примет вид:
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Решение задачи (5) ищется в виде ряда по сфери-
ческим функциям 

(7)

(8)

Здесь  n = nm, а  определяется

из соотношений  [10]. Более подроб-
но рассмотрим вопрос существования решения
этого уравнения после нахождения асимптотики.

Подставляя (7) и (8) в (5) получим:

Тогда решение задачи (5):
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Для гладкой части  функции 
имеем следующую оценку:

(11)

Особые точки функции  – полюсы пер-
вого порядка (из (9)):

Асимптотическое представление решения имеет
вид:

где  и  – постоянные.
Теперь проведем оценку  и  исходя из па-

раметров нашей исходной задачи и свойств функ-
ций. В силу условия Мейкснера и оценки числа
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решения в окрестности  конической точки (по-
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го выражения должно быть не хуже чем ):
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что  поэтому:
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Здесь Γ(x) – гамма-функция Эйлера. Сократим
запись, переобозначив коэффициенты при степе-
нях 

Тогда для производной:

Приводя к общему знаменателю относительно
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личный порядок малости этих степеней получим,
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для каждого  выполнены уравнения:
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Используя формулы косинуса разности и суммы,
а также формулы приведения, перепишем (15)
и (16):
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Подставляя (16) в (17), находим 

Значит, уравнения для  и  выполнены
одновременно, если  или  =

Совершенно аналогично можно доказать утвер-
ждение, что если уравнение верно при каком-то

 то оно верно и для  Тогда по методу
математической индукции можно считать доказан-

ным, что решения  уравнения 

можно найти как 

Таким образом, построено асимптотическое
разложение решения трехмерной задачи дифрак-
ции электромагнитной волны на ограниченном
идеально проводящем теле, содержащем кониче-
скую точку, а также показана возможность такого
разложения для условий первого и второго рода.
Данный подход может быть применен для реше-
ния задач электромагнитной теории дифракции
путем асимптотического представления решения
в окрестности особых точек границы, а также
совмещен с численными методами для уточнения
решения задачи [11].
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Методами вычислительного эксперимента рассмотрена задача дифракции монополярного элек-
тромагнитного импульса на идеально проводящем цилиндре. Показано, что при выбранной поля-
ризации, для которой магнитная компонента поля параллельна оси цилиндра, рассеянное поле яв-
ляется биполярным. Вид его временного профиля зависит от соотношения радиуса цилиндра и ха-
рактерной пространственной длины падающего импульса.

DOI: 10.31857/S0367676521010178

ВВЕДЕНИЕ
Вопрос о возможности излучения в свободное

пространство монополярного электромагнитно-
го импульса (МЭМИ) рассматривается уже доста-
точно давно. Несмотря на вполне обоснованное
(например, в [1]) утверждение о невозможности
такого процесса при использовании источников
электромагнитного излучения конечных разме-
ров, в целом ряде научных публикаций последних
лет были предложены различные механизмы реа-
лизации МЭМИ. Так, в [2], экспериментально
показана возможность генерации МЭМИ инфра-
красного диапазона за счет возбуждения фотоин-
дуцированных носителей заряда лазерным излу-
чением длительностью 120 фс в тонкой пластинке
GaAs при наличии на ней электрического смеще-
ния от 4 до 11 кВ/см. Один из способов получения
пары монополярных импульсов предложен и тео-
ретически обоснован в [3]. В качестве источника
излучения рассмотрен локализованный в про-
странстве ток, временная зависимость которого
имеет форму трапеции. Показано, что временной
промежуток, разделяющий два монополярных
импульса, определяется интервалом, на котором
значение тока постоянно.

Возможность генерации МЭМИ была проде-
монстрирована также в ряде вычислительных
экспериментов [4, 5]. Здесь источником монопо-
лярных импульсов выступало плоское короткое

зеркало релятивистских электронов, которое па-
дало наклонно на тонкую металлическую фольгу.
Электроны, обладающие значительной кинети-
ческой энергией, преодолевали данное препят-
ствие, в то время как для электромагнитного поля
фольга была непрозрачной. В результате на поверх-
ности металла образовывался локализованный в
пространстве и перемещающийся с течением вре-
мени вдоль фольги ток, который и был источни-
ком МЭМИ.

Отметим, что МЭМИ, распространяющиеся в
свободном пространстве, могут найти свое прак-
тическое применение в различных областях нау-
ки [6], техники [7], медицины [8] и т.д. В связи с
этим актуальной представляется задача об управ-
лении характеристиками МЭМИ: возможностью
изменения направления распространения, фоку-
сировки и пр. с сохранением его основного каче-
ства – монополярности. Этой проблеме посвяще-
но достаточно большое количество публикаций.
Например, в [9] проведено теоретическое иссле-
дование прохождения МЭМИ через диэлектриче-
скую линзу, в [10] представлены результаты чис-
ленного моделирования дифракции МЭМИ на
диэлектрическом цилиндре. Отражение МЭМИ
от идеально проводящей поверхности рассмотре-
но в [11].

Целью данной работы является исследование
пространственно-временной структуры поля

УДК 537.86



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 85  № 1  2021

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ДИФРАКЦИЯ 65

рассеяния монополярного импульса на идеально
проводящем цилиндре. Вектор магнитного поля
МЭМИ направлен параллельно оси этого цилин-
дра, что соответствует ТМ-поляризации импульса.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим двумерную прямоугольную об-

ласть G свободного пространства (рис. 1), в кото-

рой задана декартова система координат xyz. Ось
z перпендикулярна плоскости рисунка, ось x со-
ответствует продольному направлению. Пусть
вдоль оси x распространяется МЭМИ с плоским
фронтом,  и  компоненты которого отличны
от нуля. Такой набор компонент соответствует
линейной TM-поляризации. Пространственный
профиль импульса в начальный момент времени,
как и в [10], соответствует следующему выражению:

yE zH

( ) ( )
− − <

= = 
−α − − −β − − − − ≥

= −

0
2

0 0 0 0

0, ( ) 0
( , , 0) ,

( ) exp ( ( ) ) , ( ) 0
,

y

z y

t x x c
E x y t

t x x c t x x c t x x c
H E

где α0 – амплитуда МЭМИ, x0 – положение фрон-
та импульса при t = 0, β – коэффициент, опреде-
ляющий длительность импульса.

Область G содержит неоднородность: идеаль-
но проводящий цилиндр, ось которого парал-
лельна оси z.

Найдем временную зависимость рассеянного
на цилиндре поля в зависимости от его радиуса
при фиксированных амплитуде и длительности
МЭМИ. Заметим, что при изменении радиуса не-
однородности расстояние от центра неоднород-
ности до точки наблюдения (L, рис. 1) остается
постоянным.

Для вычисления поля воспользуемся системой
уравнений Максвелла в дифференциальной форме
в пространственно-временном представлении,
задав для компонент поля   и  соответ-
ствующие поставленной задаче граничные и на-
чальные условия. Нормируем время на длитель-
ность падающего импульса τ, определяемую по
уровню 0.5 амплитуды  Пространственные ко-
ординаты нормируем на величину  где c – ско-
рость света в вакууме.

Решение уравнений Максвелла будем прово-
дить численным методом конечно-разностной
аппроксимации непрерывных частных производ-
ных. Выполнение условий излучения поля на гра-
ницах области обеспечим, используя метод иде-
ально согласованного слоя [12]. Для выделения
рассеянного поля из общего используем алго-
ритм, основанный на принципе суперпозиции
электромагнитного поля, который описан в [10].

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
В проведенных вычислительных эксперимен-

тах высота области G была выбрана равной 30, а
длина – 100 (в относительных единицах). Начало
декартовой системы координат совпадало с ле-
вым нижним углом области моделирования.

,xE yE zH

.yE
τ,c

Центр круга, соответствующего поперечному се-
чению идеально проводящего цилиндра, вне за-
висимости от его радиуса совпадал с центром G и
имел координаты {x = 15, z = 50}. Были выбраны две
точки наблюдения P1 и P2 с координатами {x = 15,
z = 46.25} и {x = 15, z = 53.75} соответственно, вре-
менные зависимости значений компонент поля в
которых использовались для нахождения поля
рассеяния. Монополярный импульс распростра-
нялся от левой границы области G к правой. Та-
ким образом, по отношению к МЭМИ точка P1
находилась перед препятствием, а P2 – за ним.

На рис. 2. показаны зависимости магнитной
компоненты рассеянного поля, нормированной
на амплитуду падающего МЭМИ, в точке наблю-
дения P1 от времени для трех значений радиуса
цилиндра: 2.5, 1.5 и 0.75. Каждую из этих зависи-
мостей можно условно разделить на три участка,
что сделано на примере кривой 1.

Внутри первого временного диапазона (А)
форма отраженного сигнала практически повто-
ряет форму падающего. На втором отрезке (В) по-
ле имеет знак, противоположный знаку возбуж-

Рис. 1. Конфигурация рассматриваемой области: 1 –
положение фронта импульса и направление его рас-
пространения, 2 – идеально проводящий цилиндр,
3 – точка наблюдения P1.
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дающего МЭМИ, и, после достижения миниму-
ма, монотонно стремится к нулю. Временная
длина этого участка зависит от радиуса цилиндра:
чем больше радиус, тем длиннее участок. То есть,
временной профиль отраженного импульса на
отрезке В формируется в процессе распростране-
ния падающего импульса вдоль поверхности ци-
линдра. Если диаметр неоднородности меньше
единицы, то область В практически исчезает и от-
раженное поле приобретает вид биполярного им-
пульса.

На третьем отрезке времени C рассеянное поле
по своей форме приближается к форме исходного
МЭМИ и, в итоге, значения поля могут стать сно-
ва положительными.

Проведенные вычисления показали, что при
радиусе цилиндра >10 область В продолжает уве-
личиваться, однако величина модуля отрицатель-
ных значений в минимуме поля снижается.
В итоге при асимптотическом переходе боковой
поверхности цилиндра в плоскость отраженное
поле приобретает вид моноимпульса, как было
показано в [10].

На рис. 3. приведены временные зависимости
рассеянного поля в точке P2. Из кривых 1–3 сле-
дует, что для цилиндров с радиусами как больше
единицы (2.5, кривая 1), так и меньше (0.75, кри-
вая 3), это поле имеет биполярный вид. Первый
полупериод рассеянного поля имеет знак, проти-
воположный знаку подающего МЭМИ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, полученные результаты дают
основание утверждать, что при дифракции моно-
полярного импульса с TM-поляризацией на иде-
ально проводящем цилиндре рассеянное поле
всегда оказывается биполярным.

Работа является частью государственного за-
дания ИРЭ им. В.А. Котельникова РАН и под-
держана Российским фондом фундаментальных
исследований (проект № 19-52-45035-ИНД_a).
Моделирование было проведено на вычисли-
тельных ресурсах Межведомственного суперком-
пьютерного центра РАН.
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Using the methods of a computational experiment, the problem of diffraction of a unipolar electromagnetic
pulse by an ideally conducting cylinder is considered. It is shown that for the chosen polarization, for which
the magnetic component of the field is parallel to the axis of the cylinder, the scattered field is bipolar. The
shape of its temporal profile depends on the ratio of the radius of the cylinder and the spatial length of the
incident pulse.
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Определены амплитудные и фазовые характеристики пространственных спектров волновых пуч-
ков, изначальное поле которых описывается комплексными фрактальными функциями. Показано,
что наблюдаемая асимметрия спектров и их устойчивость к влиянию шумов могут быть использо-
ваны для совершенствования методов оптической диагностики фрактальных образований.
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ВВЕДЕНИЕ
С момента выхода в свет работы известного

физика-теоретика М. Берри [1] в оптике и физике
лазеров сформировалось интенсивно развиваю-
щееся научное направление, связанное с иссле-
дованием диффракталов – волновых пучков с
фрактальной структурой. Подавляющее боль-
шинство работ, выполненных по этой теме, по-
священо описанию волн, которые приобретают
самоподобные свойства после похождения ма-
сок и экранов с фрактальной геометрией. Наи-
более часто рассматриваются маски, смоделиро-
ванные по принципу построения функции Вей-
ерштрасса [2, 3], канторовского множества [4],
числовой последовательности Фибоначчи [5],
кривых Коха [6] и, а также некоторых других из-
вестных фрактальных структур [3]. Они вызыва-
ют амплитудную модуляцию поперечной струк-
туры падающей на них плоской волны. Фрак-
тальное возмущение плоского волнового фронта
может наблюдаться при отражении излучения от
шероховатой поверхности [7]. Результаты этих
работ помимо общенаучного имеют и практиче-
ское значение. Так, например, кольцевая канто-
ровская пластина позволяет осуществлять мно-
гократную фокусировку излучения вдоль оси, а
также строить оптические изображения [4]; пу-
тем определения фрактальной размерности из-
лучения, диффузно отраженного от поверхно-

сти, можно определять степень ее шероховато-
сти [7]; волны, отраженные от фрактальных
объектов, повышают эффективность обработки
оптической информации в коре головного мозга
[8, 9]. Передача информации с помощью диф-
фракталов позволит улучшить помехозащищен-
ность канала связи, поскольку произвольные ча-
сти диффрактала содержат почти такую же ин-
формацию, как и вся распространяющаяся
волна. Данные о процессах формирования и рас-
пространения амплитудных диффракталов су-
щественно дополнили работы по их генерации не-
посредственно в лазерных системах [10].

Значительно меньше сведений содержится в
литературе о трансформации структуры световых
пучков при их прохождении через фрактальные
объекты, которые одновременно вызывают моду-
ляцию амплитуды и фазы волны. В роли таких
объектов могут выступать тонкие срезы биотканей
[11]. Фрактальный анализ спекл-полей прошедше-
го их лазерного излучения позволяет выявлять
ткани со злокачественными образованиями. Для
аналитического описания структуры такого рода
объектов следует использовать комплексные
функции. Это отличает их от фрактальных элемен-
тов, вызывающих лишь амплитудную модуляцию
и описываемых действительными функциями.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И МЕТОД ЕЕ РЕШЕНИЯ

Цель данной работы состоит в определении
основных закономерностей, определяющих фор-
мирование диффракталов структурами, вызыва-
ющими изменение распределений амплитуды и
фазы зондирующих пучков.

Рассматриваемые процессы анализируются
в контексте важнейшей для фрактальной опти-
ки проблемы о взаимной связи структуры объ-
екта и его фурье-образа [2]. Особое внимание
уделено оценке скейлинговых характеристик
фрактальных и фракталоподобных объектов и
их пространственных спектров. От решения
данной группы вопросов во многом зависит со-
вершенствование способов оптической диа-
гностики структуры фрактальных образований
[7] и улучшение методов контроля качества и
функциональных возможностей оптических
элементов [12].

Основная часть расчетов по оценке взаимо-
связи фрактальных признаков структур, опи-
сываемых комплексными функциями, со спек-
тральными характеристиками выполнялась с
использованием функции Мандельброта–Вей-
ерштрасса (М–В). В литературе получили осве-
щение как ее математические характеристики

(см, например, [13, 14]), так и многочисленные
практические приложения. К последним следует
отнести описание турбулентных течений [15], со-
здание модели термического контакта шероховатых
поверхностей [16], оценку микроускорений [17].

ОДНОМЕРНАЯ СТРУКТУРА

Используя в качестве образующей функции
функцию М–В [13], можно построить одномер-
ную диффрактальную структуру. Ее поперечное
поле будет иметь вид

(1)

где D характеризует фрактальную размерность;
b, s – масштабирующие параметры; σ – нормиро-
вочный множитель; 2N + 1 – количество слагае-
мых в формуле (1); ψ(n) – фазы (в общем случае
случайные) входящих в выражение (1) гармоник;
k – номер значащей точки при цифровом пред-
ставлении функции, i =  Зависимость Wk = |wk|
и фурье спектр функции wk графически представ-
лены на рис. 1а, 1б. Использовались следующие
значения параметров: D = 1.65, b = 2, s = 4, σ = 1,
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Рис. 1. Графики функции Wk (а) и коэффициентов Фурье Fq (б). Непрерывная кривая на рис. 1б – модуль |Fq|, пунктир
– фаза Pq = arg(Fq). Величины Wk и |Fq| представлены в относительных единицах, q – пространственная частота.
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N = 5; ψ(n) случайным образом меняется в преде-
лах от 0 до π/8.

При используемом целочисленном значении
параметра b = 2 зависимость Wk носит периоди-
ческий характер (рис. 1а). Величина параметра b
определяет также коэффициент скейлинга ζ
анализируемых зависимостей. Об этом свиде-
тельствует отношение длин показанных на ри-
сунках отрезков, ограничивающих размеры по-
добных фрагментов на графиках. Это отноше-
ние (0b/0a, 0c/0b, 0d/0c, 0e/0d), равное
коэффициенту скейлинга ζ, с хорошей точно-
стью совпадает со значением параметра b (ζ =
= b = 2). Примечательно, что спектр функции wk
имеет несимметричный спектр. Это объясняется
соотношением ее действительной и мнимой ча-
стей, которые имеют различную четность. Отме-
тим, что действительные функции таким свой-
ством не обладают – их спектры симметричны
относительно нуля.

Рисунок 1б указывает на соответствие ампли-
тудной и фазовой частей фурье-спектра функции
М‒В. Из представленных графиков видно, что
амплитудные максимумы соответствуют краевым
фазовым дислокациям с резкими перепадами
значений фазы на величину π. Тем самым скей-
линг находит непосредственное проявление в
амплитудной и фазовой компонентах спектра.
Указанное свойство скейлинга, как показывают
расчеты, наблюдается и при детерминированном
и при случайном задании фаз ψ(n).

Также было проанализировано влияние мни-
мой части функции М–В на структуру амплитуд-
ного фурье-спектра. Варьирование мнимой части
функции производилось путем ее умножения на
коэффициент K, который изменялся в диапазоне
от 0 до 1. Далее рассчитывался коэффициент
асимметрии A, представляющий отношение пло-
щадей части фурье-образа функции М–В, рас-
полагающейся в отрицательной области, к части
фурье-образа в области положительных частот.
Исследование показало, что мнимая часть вно-
сит существенную асимметрию в фурье-образ, а
именно: чем значительнее относительная вели-
чина мнимой части, тем выше асимметрия фу-
рье-спектра. Так, изменение коэффициента K в
пределах от 0 до 1 приводит к примерно линей-
ному увеличению коэффициенту асимметрии A
от 0 до 1.8. Поскольку отношение мнимой и дей-
ствительной частей образующей функции опре-
деляет уровень изначальных фазовых возмуще-
ний, выполненный расчет позволяет связать с
ним легко регистрируемую в эксперименте ве-
личину A.

Была исследована устойчивость простран-
ственных спектров к влиянию оптических шу-
мов, возникающих в процессе фурье-преобразо-
вания изначальной структуры. Уровень шумов
зависел от диапазона изменения случайной фазы
ψ(n). Когда ψ(n) меняется в интервале от 0 до π/50
шумовые всплески являются пренебрежимо ма-
лыми по сравнению с пиками спектральных ли-
ний, если же значения фазы варьируются в ин-
тервале от 0 до π, то уровень шумов оказывается
сопоставимым с уровнем сигнала. Но даже в по-
следнем случае коэффициент корреляции Cr

формы фурье-спектра с той, которая соответству-
ет малым шумам имеет величину Cr = 0.92. Столь
значимая величина коэффициента корреляции
доказывает высокую степень стабильности спек-
тральных характеристик рассматриваемых фрак-
тальных объектов.

СТРУКТУРА НА ОСНОВЕ 
ДВУМЕРНОЙ ОБРАЗУЮЩЕЙ ФУНКЦИИ

Двумерное поперечное поле диффрактала за-
давалось с помощью модернизированной функ-
ции М–В, имеющей вид

(2)

где k, m – номера значащих точек по поперечным
координатам; D характеризует фрактальную раз-
мерность; V – полное число азимутальных пово-
ротов системы координат, υ – номер отдельного
поворота, α – его величина.

На рис. 2а, 2б показаны амплитуда 
и фаза  распределения (1). Расчет
проводился для следующих значений парамет-
ров: N = 5; s = 3; υ = 8; K = 127; b = 2; n = –N,
‒N + 1…N; α = π/8; k = –K…K; D = 1.65; m =
= ‒K…K. Из рисунка видно, что наиболее значи-
тельные максимумы представленных распределе-
ний располагаются по окружностям. Отношение
радиусов этих окружностей, определяющее вели-
чину коэффициента скейлинга, равно коэффици-
енту b = 2.

Пространственные спектры функции wk, m,
характеризующие распределение поля в даль-
ней зоне, графически представлены на рис. 2в,
2г. Для их расчета использовалась процедура
БПФ. На рис. 2в показана амплитуда коэффи-
циентов Фурье ( ), а на рис. 2г – их фаза
( ). Видно, что спектры в отличие
от изображений не обладают центральной сим-
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метрией. Амплитудным спектрам присуща
асимметрия с точки зрения расположения спек-
тральных максимумов. В той части спектра, где
максимумы проявляются наиболее четко, они
располагаются по окружностям, размеры кото-
рых соотносятся как радиусы расположения
максимумов на изначальном распределении ам-
плитуды и фазы (рис. 2а, 2б). Структура спектра
по фазе не характеризуется дискретными макси-

мумами. Она включает систему фрагментов пря-
моугольной формы, на границах которых фаза
испытывает резкие изменения на величину π.
Примечательно, что пространственные частоты,
определяющие положение амплитудных макси-
мумов, соответствуют положению углов прямо-
угольных сегментов. Это означает, что ампли-
тудные максимумы располагаются в точках вин-
товых фазовых дислокаций, где фаза в двух

Рис. 2. Распределение амплитуды Wk, m (а) и фазы Фk, m (б) световых колебаний в изначальной структуре и ее коэф-
фициенты Фурье, представленные по амплитуде |Fp, q| (в) и фазе Pp, q (г).
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взаимно перпендикулярных направлениях ме-
няется на π. Для иллюстрации указанного факта
на рис. 2г осуществлено наложение амплитудной
и фазовой частей фурье-образа.

Не всегда скейлиновые характеристики рас-
пределения амплитуды в поле диффрактала и в
его спектре соответствуют друг другу. Нару-
шить это соответствие можно, усложнив изна-
чальную структуру, путем изменения фазовых
соотношений между парциальными волнами.
Например, заменить в выражении (2) случайную
фазу ψ(n), зависящую только от параметра n, на
случайную фазу ψ(n, υ), зависящую от парамет-
ров n и υ. Модифицированное таким образом
распределение  приобретает спеклоподоб-
ный вид. Однако, несмотря на его неупорядо-
ченный характер поля, его пространственный
спектр не претерпевает сколь-нибудь суще-
ственных изменений по сравнению со спек-
тром, показанном на рис. 2в. Это указывает на
то, что фрактальными спектрами с определен-
ным значением коэффициента скейлинга могут
обладать изображения, не обладающие в явном
виде самоподобными фрагментами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Свойства диффракталов, задаваемых множе-
ством комплексных чисел, заметным образом
углубляют и расширяют представления о взаим-
ной связи амплитудно-фазовых характеристик и
пространственных спектров излучения. Как по-
казало проведенное рассмотрение, отличитель-
ная черта спектрального анализа таких волно-
вых структур состоит в возможности увеличить
диапазон получаемой информации за счет па-
раллельной обработки данных о распределении
амплитуды и фазы. При получении и обработке
этой информации следует считаться с тем, что в
отдельных случаях будет нарушаться прямая
связь между пространственными и спектраль-
ными характеристиками излучения. Положи-
тельный момент с точки зрения практических
приложений состоит в высокой устойчивости
фурье-спектров диффракталов к влиянию раз-
личного рода оптических шумов. К важным осо-
бенностям структуры фурье-спектров следует
отнести обнаруженный факт совпадения ампли-
тудных максимумов с точками фазовых сингу-
лярностей. Регистрируемая степень асимметрии
структуры фурье-образа из-за присутствия мни-
мой составляющей в распределении изначаль-
ного светового поля может быть использована

при оценке уровня фазовых возмущений в плос-
кости объекта.

Работа поддержана РФФИ (проект № 19-02-
00540).
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sistance to the inf luence of noise can be used to improve the methods of optical diagnostics of fractal for-
mations.



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ, 2021, том 85, № 1, с. 74–77

74

МЕТАМОРФОЗЫ СТРУКТУРЫ ДЕНДРИТНЫХ ОБРАЗОВАНИЙ
© 2021 г.   А. В. Косырев1, П. В. Короленко1, 2, Ю. В. Рыжикова1, *

1Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования
“Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова”, физический факультет, Москва, Россия

2Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Физический институт имени П.Н. Лебедева
Российской академии наук, Москва, Россия

*E-mail: ryzhikovaju@physics.msu.ru
Поступила в редакцию 20.07.2020 г.

После доработки 28.08.2020 г.
Принята к публикации 28.09.2020 г.

Предложен новый метод моделирования самоорганизации двумерных дендритов со стохастически
образующимися центрами роста. Получены дендритные образования разной симметрии. Разрабо-
танный комплекс новых оригинальных алгоритмов и программ позволяет проводить обобщенный
анализ структуры дендритов и их фрактальных особенностей.

DOI: 10.31857/S036767652101021X

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время актуальным является си-
нергетическое моделирование различных биофи-
зических процессов, в том числе включающих
этапы формирования природоподобных нано-
структур дендритной геометрии [1, 2]. Такие
дендритные структуры нашли применение в био-
медицине для лечения и диагностики различных
заболеваний. Их свойства могут быть использова-
ны при изучении проблемы возникновения жиз-
ни на Земле, при создании новых фрактальных
антенн, сенсорных датчиков, природоподобных
систем и устройств, а также в других приложени-
ях науки и техники [3–6].

Несмотря на большое количество работ [2–7],
выполненных в указанном направлении, недо-
статочно изученными оказались динамические
особенности формирования дендритных струк-
тур со стохастически образующимися центрами
роста, в том числе их предельные фрактальные
характеристики.

Существует необходимость разработки нового
комплекса алгоритмов и программ построения
дендритов со спонтанно образующимися центра-
ми роста в процессе их самоорганизации, позво-
ляющего проводить расширенный анализ фрак-
тальных особенностей.

Цель данной работы состоит в анализе воз-
можностей разработанных моделей для описания
качественных изменений в распределении ча-
стиц, образующих дендритные кластеры на пер-
вых этапах их формирования.

ДИНАМИКА ОБРАЗОВАНИЯ
ДЕНДРИТНЫХ СТРУКТУР

Удобным инструментом моделирования роста
дендритов могут служить программы определе-
ния пространственных распределений частиц с
использованием свойств агрегационных моделей
частица-кластер. Недостатком, ограничивающим
возможные применения известных алгоритмов
“ограниченная диффузией агрегация (ДОА)”,
“баллистическая агрегация (БА)” и их различных
модификаций [1, 2, 5, 7–10], являются трудности
описания стохастического автономного образо-
вания центров роста фракталов. Предлагаемый
нами новый метод построения дендритных кла-
стеров произвольной симметрии со спонтанно
образующимися центрами роста основан на ком-
плексном использовании свойств классических
агрегационных моделей ДОА и БА с учетом взаи-
модействия между составляющими дендрит ча-
стицами и одновременного движения нескольких
частиц. Схема расчета включает также задание
количественного критерия образования центров
роста кластера. В программной реализации, в
частности, предусмотрена возможность перехода
к классическим моделям ДОА и БА с заданным
центром роста [5, 9].

На первом этапе нового алгоритма задается
случайное движение частиц в рабочем поле. Зада-
ние траекторий их движения осуществлялось
аналогично моделям ДОА и БА [9, 10]. На рис. 1а
показаны участки траектории движущейся части-
цы до присоединения к формируемому дендриту.
Движущиеся по случайным траекториям частицы

УДК 535.015
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(модель ДОА) на расстоянии  от новообразо-
ванного дендрита, начинают прямолинейное
движение (модель БА) в его сторону и, соприка-
саясь с ним, становятся неподвижными.

На втором этапе для оптимизации скорости
роста дендритных образований осуществляется
сеточное представление данных с разбиением рабо-
чей области на сектора, в которых хранится инфор-
мация о присутствующих в них частицах (рис. 1б).
Для увеличения быстродействия алгоритма вво-
дится эффективный радиус взаимодействия ча-
стиц  при превышении которого этим взаимо-
действием можно пренебречь:  Здесь L –
размер сетки, который задается таким образом,
что каждая частица будет взаимодействовать
только с частицами из своей же клетки и восьми
соседними. Взаимодействие частиц считается об-
ратно пропорциональным квадрату расстояния
между ними.

На рис. 1б стрелками показан возможный ва-
риант образования нового центра роста дендрита.
В качестве количественного параметра вводится
число частиц в одной ячейки сетки  при до-
стижении, которого частицы внутри данной
ячейки заменяются новым центром роста денд-
рита. Так, на рис. 1б в центральной ячейке

 Отметим, что погрешность расчетного
метода, обусловленная исчезновением из рас-
смотрения части частиц пренебрежимо мала для
фрактальных дендритов с числом частиц

При движении частицы, взаимодействуя друг с
другом, скапливаются случайным образом в
определенном объеме пространства и образуют
новый фрактальный кластер. На рис. 2 приведе-
ны результаты использования разработанной мо-
дели для получения различных 2D дендритных
образований со стохастическим образованием их
центров роста. На рис. 2а показан вариант моде-

fR

,intR
< .intR L

,crN

= 6.crN

> 1000.N

ли, близкой к классическим вариантам централь-
но-симметричных дендритных образований [2, 5,
7–10]. Число частиц, составляющих дендритное
образование  Разработанная програм-
ма позволяла отказаться от задания фиксирован-
ного центра роста и от расчета случайного угла,
характеризующего направление движения части-
цы [10, 11]. В ходе расчета при каждой итерации в
каждой периферийной клетке, если в ней нет не-
подвижных частиц, с заданной вероятностью
рождается новая частица. Если частица выходит
за границы рабочего поля, она исключается из
рассмотрения. Для быстроты работы алгоритма
моделирование начинается с сетки небольшого
размера. Это приводило к образованию первого
фрактального кластера примерно в центре моде-
лируемой области. В момент, когда все перифе-
рийные клетки содержат хотя бы одну неподвиж-
ную частицу, размер сетки увеличивается и про-
исходит перерасчет по отношению к множеству
периферийных клеток.

В начальный момент времени в каждой клетке
сетки с некоторой вероятностью  рождаются 
частиц. В дальнейшем при взаимодействии они
могут образовать дендритоподобные кластеры, ко-
торые растут, используя только первоначальный
материал. На рис. 2б показана сформированная
дендритная структура в рамках реализованной мо-
дели “первичного бульона”, предложенной в свое
время академиком А.И. Опариным для описания
возникновения жизни на Земле. В процессе обра-
зования кластеров формируются разветвленная и
расходящиеся по всей расчетной области денд-
ритная система полимерного типа. Такая струк-
тура может использоваться в материаловедении
для синтеза и анализа новых свойств полимерных
дендритов [12].

= 12 000.N

bP bN

Рис. 1. Ключевые фрагменты схемы алгоритма роста дендритных систем: a – участки возможной траектории движе-
ния частицы: 1 – модель “ограниченная диффузией агрегация”, 2 – модель “баллистическая агрегация”. Пунктир –
граница рабочего поля; б – расчетная сетка с частицами. Стрелками показано рождение нового центра.

а б

2

1

Rf
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КОСЫРЕВ и др.

ФРАКТАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА
ДЕНДРИТНЫХ ОБЪЕКТОВ

Фрактальные свойства дендритных образова-
ний принято оценивать с помощью применения
аппарата фрактальной параметризации [8, 13].
Его ключевым параметром является фрактальная
размерность. В литературе часто используются раз-
ные варианты расчета фрактальной размерности
(размерность подобия, клеточная размерность
(размерность Минковского), корреляционная
размерность, кластерная (массовая) размерность
и др.) [8, 14], как правило, это связано с особен-
ностями исследуемых объектов.

Разработанный комплекс новых оригиналь-
ных программ позволяет проводить обобщенный
анализ геометрии дендритов и их фрактальных
особенностей. Преимущественно он опирается на
использование массового и клеточного способов
определения фрактальной размерности [8, 11].

Достоверность определения фрактальных раз-
мерностей такими способами проверялась на
простых тестовых объектах. Тестовые объекты
представляли собой круги с равномерным и с не-
равномерным распределением частиц. В случае
равномерного пространственного распределения
частиц по кругу, клеточная  и массовая D фрак-
тальная размерность структурных образований

 при числе частиц N → 106. Эти оцен-
ки фрактальных размерностей служат ориенти-
ром в случае использования модели ассоциации
частиц БА [1]. Неравномерное распределение ча-
стиц допускает получение различных вариантов

bD

≈ → 2bD D

значений фрактальных размерностей при изме-
нении “рыхлости” сформированного круга:

 Такие тестовые оценки фрактальных раз-
мерностей соответствуют двумерной модели ДОА.

Результаты моделирования формирования
двумерных фрактальных дендритных структур
(рис. 2) разными способами показали, что пре-
дельное значение средних фрактальных размер-
ностей дендритных кластеров с центральной
симметрией принимает значение близкое к

 (число частиц N → 106).
Таким образом, выполненная работа позволи-

ла вскрыть особенности динамики изменения
фрактальной размерности отдельных кластеров с
разной симметрией в зависимости от числа со-
ставляющих их частиц.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложенная расчетная схема формирова-

ния дендритных образований со спонтанно обра-
зующимися центрами роста является ценной аль-
тернативой ранее использованным агрегацион-
ным моделям частица-кластер. Она позволяет
создавать простым заданием входных параметров
фрактальные дендритные кластеры с разной гео-
метрией, разной степенью разреженности и раз-
ным расположением. Разработанная модель дает
новые возможности целенаправленного влияния
на рост дендритов со стохастическими центрами
роста, что может использоваться в качестве ими-
тации морфогенеза различных биологических
объектов.

<, 2.bD D

≈ = 1.71bD D

Рис. 2. Примеры моделирования дендритных структур: a – модификация модели “ограниченная диффузией агрега-
ция”, б – модель “первичного бульона”.

а б
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New method for modeling the self-organization of two-dimensional dendrites with randomly formed growth
centers is proposed. Dendritic formations of different symmetries are obtained. The developed complex of
new original programs allows a generalized analysis of the structure of dendrites and their fractal features.
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ВВЕДЕНИЕ
Кремниевые солнечные элементы (СЭ) широ-

ко используются для преобразования солнечной
энергии в электрическую. Такой СЭ представляет
собой пластину кремния (база) p или n типа, на
поверхностях которой создаются тонкие сильно
легированные слои кремния (p+ на одной стороне
и n+ на другой). Качество этих СЭ и их заготовок
зависит от их фото-чувствительности. Ее обычно
характеризуют параметром, называемым эффек-
тивным временем жизни (τeff) неравновесных
носителей заряда (ННЗ). В ряде работ для этого
используют также параметр эффективная диф-
фузионная длина (Leff) ННЗ, связанная с τeff со-
отношением Leff = (Dτeff)0.5, где D – коэффициент
диффузии ННЗ. Значения τeff и Leff зависят преж-
де всего от времени жизни (τ) ННЗ в базе СЭ,
скорости их рекомбинации на тыльной стороне
базы, а при измерениях по поглощению света и
коэффициента его поглощения в кремнии (α).
Для пластин толщиной d без n+ и p+ слоев при по-
перечных размерах много больше Leff и αd  1

= τ–1 + (Sf + Sr)/d, где Sf и Sr – скорости реком-
бинации ННЗ на освещаемой (лицевой) и тыль-
ной поверхностях пластин [1]. Если же эти скоро-
сти бесконечно велики, то для пластин τeff =
= d2/(12D), а для слитков, размеры которых много

больше Leff, τeff = τ/(αL + 1), где L = (Dτ)0.5 – диф-
фузионная длина ННЗ [2]. На значения τeff влияет
также характер изменений интенсивности осве-
щения в течение измерений. При стационарных
условиях τeff = Δn/G, где Δn и G – усредненные по
толщине пластины значения концентрации ННЗ
и скорости их генерации. При квазистационар-
ных условиях, когда изменения освещенности за
время t = τ приводят к пренебрежимо малому из-
менению Δn, то [3, 4]

(1)

Значения τeff для ряда других частных случаев
приведены в [5]. При импульсном освещении
значения τeff обычно определяют по времени спа-
да фотопроводимости после выключения света.
Выражения для τeff дополнительно усложняются
при наличии ловушек [6], при этом значения τeff
могут изменяться в несколько раз [7].

Для получения максимального КПД фоточув-
ствительность и соответственно значения τeff
должны быть максимальными и практически
одинаковыми по всей площади СЭ [8], т.е. кон-
траст фоточувствительности должен быть мини-
мальным. Таким же условиям должны удовлетво-
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рять исходные слитки и пластины кремния [9],
поэтому фоточувствительность контролируют
как у исходного кремния, так и у готовых СЭ.

Для определения значений τeff и их разброса по
площади исходных слитков и пластин кремния
чаще всего используют СВЧ методы измерений
фотопроводимости. Эти методы основаны на
сканировании поверхности кремния лучом моду-
лированного по интенсивности света с энергией
квантов (hν) более ширины запрещенной зоны
(Eg) [10–12]. В этом случае измеряют изменения
интенсивности СВЧ волны, отражающейся от ис-
следуемой структуры, или проходящей через нее
(в случае пластин). Часто измеряют также време-
на спада СВЧ фотопроводимости после оконча-
ния импульсов света. Разрешающая способность
определяется диаметром освещаемой области.
Например, в [11] она была около 1 мм. Для сниже-
ния стоимости СЭ в последнее время были нача-
ты работы по замене кристаллического кремния
(c-Si) микрокристаллическим (mc-Si), в котором
значения τeff существенно ниже. Ввиду этого по-
явилась необходимость существенно повысить
разрешающую способность методов измерения
контраста τeff заготовок СЭ. Для этого в [12] был
разработан СВЧ метод, в котором диаметр свето-
вого пятна был уменьшен до 50–100 мкм. Осве-
щение производилось лазером при hν > Eg через
световод с лицевой стороны пластины. СВЧ зон-
дирование на частоте 9.4 ГГц осуществлялось с
тыльной стороны через коаксиальный кабель
диаметром 1 мм. Значения τeff определялось по
сдвигу фазы модуляции СВЧ волны относитель-
но фазы модуляции света.

Для измерения фотоэлектрических парамет-
ров заготовок СЭ в работе [13] был предложен ме-
тод, названный QSSPC (quasi-steady-state photo-
conductance) методом. Генерация ННЗ в этом
случае производится импульсом белого или ин-
фракрасного света, интенсивность которого мед-
ленно меняется по сравнению с τeff. Величина фо-
топроводимости измеряется на частоте 10 МГц с
помощью катушки, индуктивно связанной с ис-
следуемой структурой. На основе этого метода
была разработана широко используемая установ-
ка WCT-120 [14]. Однако ее разрешающая способ-
ность, определяемая размером светового пятна и
диаметром катушки, была невысокой (4 см).

Возможности контроля неоднородностей в
кремнии существенно возросли с развитием но-
вых методов, основанных на измерениях элек-
тролюминесцентных (EL, electroluminescence) и
фотолюминесцентных (PL, photoluminescence)
изображений поверхностей исследуемых струк-
тур [9, 15]. Эти методы основаны на том, что в

кремнии незначительная часть рекомбинации
неравновесных электронов с дырками происхо-
дит путем спонтанной межзонной излучательной
рекомбинации. В случае EL метода инжекция
ННЗ производится электрическим током через
p–n переход, а в случае PL метода – светом при
hν > Eg. EL метод применим лишь для готовых
СЭ, тогда как PL метод применим на всех этапах
изготовления СЭ. Регистрация таких изображе-
ний производится фотокамерой на основе мат-
риц фотоприемников (главным образом кремние-
вых), подключаемых к матрицам приборов с заря-
довой связью. В настоящее время используются
методы, основанные на обработке отношений
двух изображений фотокамеры, соответствующих
различным профилям люминесцентных центров
по толщине СЭ. В случае EL метода для этого ис-
пользуются различные оптические фильтры пе-
ред фотокамерой. Например, в [15] для этого ис-
пользовались фильтры, не пропускающие волны
длиннее 900 и 1000 нм. В первом случае время ре-
гистрации одного изображения из 1024 × 1024 пиксе-
ля составляло 100 с, а во втором – 1 с. В случае PL ме-
тода изменения таких профилей достигается сменой
либо фильтра, либо длины волны источника све-
та. Например, в работе [9] для генерации ННЗ
применялись лазеры с длинами волн λ = 915 и
1030 нм, а перед фотокамерой в обоих случаях по-
мещали фильтр, не пропускающий излучения
этих лазеров. Такой метод сокращенно называют
PLIR (photo luminescence intensity ratio) методом.

Последующий контроль после измерений на
пластинах обычно проводят на готовых СЭ [16].
Этот контроль проводят по току короткого замы-
кания (Jsc), возникающего при сканировании
поверхности p–n перехода лучом ИК лазера
(LBIC – light beam induced current) при hν > Eg
[17]. Измеряют значения коэффициента собира-
ния (Q), определяемого как отношение количе-
ства электронов, проходящих через p-n переход,
к количеству поглощаемых квантов света за еди-
ницу времени. На основании таких измерений
производят картирование Leff или τeff, т.е. опреде-
ляют распределение значений этих параметров
по площади СЭ. Недостатком этого метода, как и
других методов, основанных на сканировании
поверхности исследуемой структуры, является
большая длительность таких измерений. Напри-
мер, для получения изображения Leff размером
200 × 200 пикселей методом LBIC, согласно [15],
требуется около нескольких часов.

Для оптимизации процессов изготовления СЭ
представляет интерес проведение контроля и на
промежуточных этапах. В частности, появление
участков с низкими значениями τ возможно в
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процессе нанесения сильно легированных слоев
n+ и p+ типа. В этом случае снижение τ можно об-
наружить по уменьшению фото-ЭДС. По расче-
там, снижение фото-ЭДС всего на 10% участка с
большим значением τ (порядка 1000 мкс) может
привести к снижению измеряемого времени ре-
лаксации ННЗ такого участка в несколько раз
[18]. Попытка обнаружить контраст фотопрово-
димости CЭ из кремния была предпринята в [19].
Зондирование производилось с помощью СВЧ
микроскопа ближнего поля на частоте 4.1 ГГц с
разрешающей способностью около 10 мкм. Хотя
контраст СВЧ проводимости в отсутствие света
четко регистрировался, контраст СВЧ фотопро-
водимости практически не наблюдался. Это мож-
но объяснить тем, что ННЗ экстрагируются из
участков с высокими значениями τ и благодаря
токам по n+ и p+ слоям инжектируются в окружа-
ющие участки с низкими значениями τ. Некото-
рое снижение контраста в неоднородных структу-
рах возможно и благодаря диффузии ННЗ между
участками с различными значениями τ. Но этот
механизм не может быть главным, т.к. в исходных
пластинах без n+ и p+ слоев контраст наблюдается
четко. Контроль заготовок, поврежденных при на-
несении n+ и p+ слоев, и своевременная их отбра-
ковка позволяет избежать ненужных затрат на по-
следующие операции по изготовлению из них СЭ
и, тем самым, снизить стоимость производства.

Для подавления рассматриваемого шунтирую-
щего действия n+ и p+ слоев было разработано
устройство, описание и блок-схема которого
приведены в [20]. Оно основано на компенсаци-
онном методе, разработанном ранее для опреде-
ления усредненных по площади значений τeff в
пластинах кремния с n+–p или p+–n переходом
[21, 22]. Сущность метода состоит в том, что ис-
следуемая пластина кремния, помещаемая между
обкладками конденсатора, освещается со сторо-
ны p–n перехода одновременно двумя потоками
света с различными длинами волн λ1 и λ2. Их ин-
тенсивности модулированы синусоидально с ча-
стотой f. Один из потоков (λ = λ1) создает ННЗ в
объеме базовой области, а другой (λ = λ2) – в ее
тонком слое вблизи освещаемой поверхности.
При этом чувствительность метода максимальна,
когда коэффициенты поглощения (α1, 2) этих по-
токов света удовлетворяют соотношениям α1d ≤ 1,
α2d  1, где d – толщина пластины. Амплитуды их
модуляций (∆P1, 2) и сдвиг фаз между ними под-
бираются так, чтобы индуцированная на конден-
саторе суммарная переменная фото-ЭДС обра-
щалась в 0. В результате обращаются в 0 перемен-
ный ток в зазорах между этой пластиной и
обкладками конденсатора, а также переменное

@

напряжение на самой пластине. При этом пере-
менный ток вдоль n+ и p+ слоев также обращается
в 0. При низких частотах (2πfτeff  1) модуляция
производится в противофазе. В этом случае коэф-
фициенты собирания Q1, 2 удовлетворяют соотно-
шению

 (2)

Если при измерениях тока короткого замыкания
значения τeff определяют по значениям Q с помо-
щью формул, приведенных в [23, 24], то в данном
случае они определяются по измеренным таким
образом отношениям Q1/Q2 и тем же формулам этих
работ. В разработанном устройстве использовались
лазеры с λ1 = 1064 нм и λ2 = 808 нм (  ≈ 1 мм и

≈ 13 мкм). Освещение производилось по све-
товодам сквозь щель в одной из пластин конден-
сатора площадью 10 × 2 мм2. При этом значения
Q2 были близки к 1, так что различия между зна-
чениями Q1 и Q1/Q2 составляли около 6%. Кон-
трольные измерения контраста фоточувствитель-
ности на этом устройстве проводились при ло-
кальном освещении на одном из промышленных
СЭ этим методом и стандартным, по току корот-
кого замыкания. В последнем случае для областей
максимально отличавшихся по фоточувствитель-
ности различие в значениях Q1 было равно 1.7, то-
гда как в случае компенсационного метода для
этих областей различие в значениях Q1/Q2 было
примерно на 5% меньше, что согласуется с расче-
тами. Ошибки в измерениях составляли около 4%.

Для сравнения этого компенсационного метода
со стандартными, применяемыми для определе-
ния контраста фоточувствительности, представля-
ет интерес оценка величины его сглаживания
этими методами из-за токов по n+ и p+ слоям.
В [25] показано, что при локальном освещении
снижение контраста может быть в несколько раз.

Цель настоящей работы – экспериментально
и путем численных расчетов рассмотреть другой
случай – влияние токов по n+ и p+ слоям неодно-
родной кремниевой n+–p(n)–p+ структуры на
распределение фотоэдс по площади при равно-
мерном освещении p–n перехода.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Измерения проводились на модели неодно-

родной n+–p–p+ структуры, состоящей из двух
СЭ (1 и 2), соединенных резистором R. Предвари-
тельно измеренные по спектрам токов короткого
замыкания значения τeff были равны 26 мкс у СЭ1
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и 1 мкс у СЭ2 (облученного быстрыми электрона-
ми). Оба СЭ освещались одновременно с одина-
ковой интенсивностью от лампы накаливания
мощностью 60 Вт с расстояний (H) от 0.25 до 1 м.
Анализ изменений контраста фоточувствитель-
ности проводился по изменениям напряжений на
обоих СЭ. При этом напряжения холостого хода
(Voc1, 2) менялись в пределах 450–247 мВ для СЭ1 и
260–43 мВ для СЭ2. Под действием тока через ре-
зистор, моделирующего сопротивление n+ и p+

слоев, разница напряжений между этими СЭ сни-
жалась.

Расчеты проводились для определения напря-
жений V+ на СЭ1 и V– на СЭ2, соединенных рези-
стором R и освещаемых одновременно. Эти рас-
четы проводились на основании формулы вольт-
амперной характеристики освещаемого СЭ
[23, 24]

(3)

Здесь J1, 2 – токи во внешних цепях СЭ1 и СЭ2, V1, 2
и Jsc1, 2 – напряжения и токи короткого замыкания
этих СЭ, S1, 2 и js1, 2 – их площади и плотности то-
ков насыщения, А1, 2 – численные коэффициенты,
q – заряд электрона, k и Т – постоянная Больцма-
на и температура. Значения js1, 2 и A1, 2 определя-
лись предварительно по вольт-амперным зависи-
мостям этих СЭ (не соединенных резистором)
при таких же условиях освещения. Расчеты про-
водились графическим методом, который пояс-
няется на рис. 1 в случае R = 1000 Ом, H = 1 м.
Кривая 1 соответствует зависимости –J1(V1), а

 = − − 
 

1,2
1,2 1,2 1,2 1,2

1,2

exp 1 .s sc
qV

J S j J
A kT

кривая 2 – зависимости J2(V2). Кривая 3 соответ-

ствует зависимости –J1(V1 + ), а кривая 4 – за-

висимости J2(V2 + ). Значение напряжения V+
на СЭ1 определялось по точке пересечения кри-
вых 1 и 4 (точка А), а напряжения V– на СЭ2 – по
точке пересечения кривых 2 и 3 (точка В). Ординаты
точек А и В одинаковы и равны значению тока JR че-
рез резистор R, т.е. |J1| = |J2| = JR = (V+ – V–)/R.

На рис. 2 приведены измеренные (точки 1т–4т) и
расчетные (кривые 1к–4к) зависимости напряже-
ний V+ на СЭ1 и V– на СЭ2 от величины соединя-
ющего их резистора R. Сплошные кривые (1к, 3к)
и зачерненные точки (1т, 3т) относятся к СЭ1, а
штриховые кривые (2к, 4к) и светлые точки (2т,
4т) – к СЭ2. Семейство верхних кривых (с индек-
сами 1, 2) соответствует максимальной интенсив-
ности освещения (H = 0.25 м), а семейство ниж-
них кривых (с индексами 3, 4) – минимальной
(H = 1 м), в 16 раз меньшей. Как видно, расчетные
данные согласуются с экспериментальными ре-
зультатами в пределах ошибок измерений (менее
4%). Напряжения на обоих СЭ практически по-
стоянны при изменении величины R от 100 до
10 кОм. С повышением освещенности от мини-
мальной до максимальной отношение напряже-
ний СЭ1 к СЭ2 снижается почти в 4 раза (от 5.7 до
1.5). При дальнейшем уменьшении R до 10 Ом на-
пряжения на CЭ1 и СЭ2 практически сравнива-
ются. Максимальное уменьшение напряжения
(в 3 раза) происходит на СЭ1 при минимальной
освещенности. (В этом случае значение V+ снижает-
ся от 247 мВ при R → ∞, до 84 мВ при R = 10 Ом). То-
гда как на СЭ2 напряжение, наоборот, возрастает

i

1J R
i

2J R

Рис. 1. Пояснение метода определения напряжений V+ и V– на освещаемых СЭ1 и СЭ2 с различной фоточувствитель-
ностью, соединенных резистором R = = 1 кОм.
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почти в 2 раза. Наблюдаемые зависимости от ин-
тенсивности освещения можно объяснить нели-
нейностью вольт-амперных характеристик СЭ.
На рис. 3 приведены вычисленные зависимости
отношений напряжений (V–/V+) тех же СЭ2 и
СЭ1 от соотношения их площадей (S2/S1). Кри-
вые 1 и 2 соответствуют максимальной интенсив-

ности освещения, а кривые 3, 4 – минимальной.
Штриховые кривые (1 и 3) вычислены при R = 3 кОм,
а сплошные (2, 4) – при R = 30 кОм. Как видно,
снижение контраста фото чувствительности про-
исходит не только с увеличением шунтирования
и ростом интенсивности освещения, но и с
уменьшением отношения S2/S1. Среди кривых,

Рис. 3. Рассчитанные зависимости отношений напряжений (V–/V+) на СЭ2 и СЭ1 от соотношения их площадей (S2/S1)
при R = 3 кОм (штриховые кривые 1, 3) и 30 кОм (сплошные кривые 2, 4). Кривые вычислены при таких же фотоэлек-
трических параметрах СЭ, как для рис. 2.
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Рис. 2. Данные измерений (точки) и расчетные (кривые) зависимости напряжений V+ на СЭ1 (1к, 1т, 3к, 3т) и V– на СЭ2
(2к, 2т, 4к, 4т) от величины сопротивления, соединяющего их резистора R при максимальной (1к, 1т, 2к, 2т) и мини-
мальной (3к, 3т, 4к, 4т) интенсивностях освещения. Пояснения в тексте.
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приведенных на рис. 3 сильнее всего влияние сни-
жения отношения S2/S1 выражено для кривой 3.
В этом случае снижение отношения S2/S1 в 100 раз
приводит к уменьшению контраста фото чувстви-
тельности в 3.4 раза. С ростом интенсивности
освещения влияние соотношения площадей СЭ1
и СЭ2 заметно снижается.

Таким образом, если напряжения холостого
хода неодинаковы у различных участков базовой
области n+–p(n)–p+ структуры кремния, то при од-
новременном освещении всей поверхности p–n пе-
рехода измеряемый контраст фоточувствитель-
ности может быть существенно меньше истинно-
го. Это сглаживание контраста связанно с
шунтированием базовой области n+ и p+ слоями.
На величину этого снижения влияют интенсив-
ность освещения, сопротивления n+ и p+ слоев и
соотношения площадей этих участков структуры.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведены оценки искажений контраста фо-

точувствительности неоднородных n+–p(n)–p+

структур кремния возможных при контроле их
качества методами, основанными на освещении
всей поверхности p–n перехода. Измерения про-
водились на модели, состоящей из двух соеди-
ненных резистором кремниевых СЭ, которые
одинаково освещались со стороны p–n перехода.
Эти СЭ обладали различной фоточувствительно-
стью благодаря предварительному облучению од-
ного из них быстрыми электронами. Путем рас-
четов показано, что токи по n+ и p+ слоям между
участками структуры с различными значениями
фотоэдс могут привести к снижению измеряемо-
го контраста фоточувствительности. Величина
этого эффекта зависит от освещенности структу-
ры, величины шунтирующего сопротивления и
соотношения площадей участков с различными
значениями фотоэдс. Результаты измерений и
вычислений согласуются между собой.

Автор признателен Генеральному директору
ООО ИТР М.А. Региневичу, по совету которого
была проведена эта работа.
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Decrease in the photosensitivity contrast of inhomogeneous n+–p(n)–p+ silicon 
structures, measured by lighting the entire surface p–n junction
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Investigations have been made of reducing the contrast of photosensitivity of a uniformly illuminated
n+‒p(n)‒p+ silicon structure due to photocurrents between its inhomogeneities along the n+ and p+ layers.
Measurements and calculations were carried out on a model consisting of two silicon solar cells of different
photosensitivity, connected by a resistor. The consent of the measurement and calculation results is obtained.
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ВВЕДЕНИЕ
Терагерцевый диапазон является важным объ-

ектом исследования в наше время в силу его мно-
гочисленных потенциальных применений в ме-
дицине, материаловедении, энергетике и других
областях. Детектирование излучения в этом диа-
пазоне – сложная задача. Он расположен между
микроволновым и инфракрасным диапазоном,
методы которых плохо работают для терагерце-
вых частот. Например, энергия квантов электро-
магнитного поля, соответствующая этому диа-
пазону, меньше энергии теплового шума при
комнатной температуре, что делает применение
фотоэлементов неэффективным [1, 2].

В качестве альтернативы были предложения
использовать так называемые ректенны [3, 4], т.е.
выпрямляющие антенны. Эти устройства пред-
ставляют собой антенну, соединенную с выпрям-
ляющим элементом. При преобразовании энергии
электромагнитной волны в электрический ток эф-
фективность ректенн в микроволновом диапазоне
может достигать 70–90% [4, 5]. Их эффективность
для более высоких частот является предметом спо-
ров. Пессимистичная оценка, полагающая спра-
ведливость применения предела Шокли–Квайссе-
ра, составляет примерно 30% [6]. Эксперименталь-
ные же работы демонстрируют эффективность
порядка единиц процентов в лучшем случае.
Улучшение этого показателя во многом зависит
от нахождения эффективного выпрямляющего
элемента.

Большое количество современных исследова-
ний предлагают в качестве этого элемента ис-
пользовать структуры типа металл–диэлектрик–
металл. Они, по существу, представляют собой
диоды, механизмом переноса заряда в которых
является квантовое туннелирование. Теоретиче-
ски, это позволяет им работать на частотах, до-
стигающих среднего инфракрасного диапазона и,
согласно некоторым работам, даже оптического
[7–9].

Для структур типа металл–диэлектрик–ме-
талл, использующих один слой диэлектрика, бы-
ло показана невозможность одновременного до-
стижения низкого сопротивления и высокой
чувствительности [10]. Предполагается, что при-
менение нескольких диэлектрических слоев или
использование асимметричной геометрии их рас-
положения может помочь улучшить эти показате-
ли [10–12]. Эти предложения приводят к суще-
ственному усложнению структур, делая их анали-
тическое рассмотрение очень сложным.

Эта работа посвящена построению численной
модели структуры типа металл–диэлектрик–ме-
талл с использованием метода конечных элемен-
тов в формализме неравновесной функции Грина
[13–15]. Метод конечных элементов позволяет
строить сетки произвольных форм, что может в
перспективе облегчить рассмотрение многомер-
ных структур. Формализм неравновесной функ-
ции Грина позволяет получить наиболее деталь-
ные сведения о характеристиках структур, что мо-

УДК 535.215
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жет оказаться чрезвычайно полезным при их
анализе.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И МЕТОДОЛОГИЯ

Постановка задачи начинается с определения
области Ω, которая состоит из конечной подобла-
сти ΩD и бесконечных подобластей Ωα. Область

 соответствует пространству, заполненному
диэлектриками, т.е. расчетной области. Области

 соответствуют металлическим проводникам.
Для данной энергии E функция Грина 
определяется как

(1)

(2)

Здесь H – гамильтониан всей системы,  –
эффективная масса частицы (электрона в этой за-
даче),  – профиль потенциальной энергии
внутри системы,  – дельта-функция Дирака.
Функция Грина полагается равной нулю всюду на
границе  области Ω и удовлетворяет условиям
излучения Зоммерфельда на бесконечности. За-
дача (1) может быть переписана в виде

(3)

где  – гамильтониан расчетной области, а Σ
описывает взаимодействие проводников и ди-
электрической подобласти. Величина Σ называ-
ется собственной энергией [13]. Собственная
энергия может также учитывать различные взаи-
модействия частиц внутри расчетной области, но
в баллистическом приближении ими можно пре-
небречь. В этом случае собственную энергию
можно представить как сумму собственных энер-
гий  соответствующих проводникам.

Для решения этой задачи методом конечных
элементов ее удобно представить в матричном
виде:

(4)

где I – единичная матрица. Явный вид матриц 
и  можно получить обычным способом, ис-
пользующимся в методе конечных элементов, то
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есть применяя формулу Грина к слабой форме за-
дачи (4):

(5)

где  – пробная функция,  – внешняя нор-
маль к границе  На этом этапе следует вы-
брать базисные функции и разложить по нему все
неизвестные величины.

(6)

где  – базисные функции, которые в про-
стейшем случае выбираются кусочно-линейны-
ми, а  – коэффициенты разложения фунц-
кии Грина по этому базису.

Подставляя эти выражения в (5) можно полу-
чить явные выражения для матриц, используе-
мых в (4):

(7)

Матрица  является своеобразным аналогом
единичной матрицы в выбранном базисе.

Собственные энергии соответствуют интегра-
лу по границе в выражении (5), но в то же время
требуют знания производной по нормали функ-
ции Грина. Для ее нахождения в общем случае
требуется решить задачу для вспомогательной
функции Грина внутри полубесконечных обла-
стей, соответствующих проводникам. В одномер-
ном же случае влияние собственных энергий в
контексте метода конечных элементов проявля-
ется в виде граничных условий Робена [13]:
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где  – граница раздела между расчетной обла-
стью и проводником, mα – эффективная масса
электрона в проводнике α,  – значение потен-
циала в соответствующем проводнике.

Коэффициент прохождения T(E) и электриче-
ский ток J через структуру могут быть найдены из
выражений

(9)

где e – заряд электрона,  – диссипативная
функция уширения,  – химический потенциал
соответствующего проводника,  – функ-
ция распределения Ферми–Дирака. Верхний ин-
декс + обозначает эрмитово сопряжение. Для
удобства можно принять уровень энергии Ферми
одного из проводников равным нулю и отсчиты-
вать все энергии от него. Таким образом, выраже-
ние для плотности тока можно переписать в виде

(10)

где  – напряжение смещения между проводни-
ками.

Следует отметить, что в силу характера рас-
пределения Ферми–Дирака лишь конечный
диапазон энергий вносит существенный вклад в
выражение (10). Особое внимание следует также
уделить пикам коэффициента пропускания

 приходящимся на упомянутый диапазон.
Эти пики могут быть учтены путем применения
адаптивного шага дискретизации по энергии, как
в работе [10], или через следующую задачу на соб-
ственные значения

(11)

Эта задача также может быть решена числен-
но. Профиль потенциального барьера может быть
представлен как

(12)

где  – внешний приложенный потенциал, а  –
профиль потенциала в структуре в отсутствие
смещения. Потенциал  может быть получен из
характеристик материалов, если допустить, что
все электроны перемещаются по зонам проводи-
мости (рис. 1).
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где  – плотность заряда в структуре,  – ди-
электрическая постоянная, а ε – относительная ди-
электрическая проницаемость. В одномерном слу-
чае при учете потенциала зарядов-изображений вы-
ражение для потенциала приобретает вид [13]:

(14)

где x – координата внутри области расчета, L –
длина структуры.

Если зарядов внутри структуры нет, задача –
одномерна, а диэлектрическая проницаемость
имеет кусочно-постоянный характер, то выраже-
ние для потенциала можно получить аналитиче-
ски. В этой работе для сохранения общности под-
хода задача для потенциала решалась численно,
методом конечных элементов.
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Рис. 1. Профиль потенциального барьера в структуре
типа металл–диэлектрик–металл. Область внутри
пунктирных вертикальных линий соответствует ди-
электрическому слою.  – уровень энергии Ферми
металлов, – уровень энергии вакуума,  –

работы выхода соответствующих металлов,  –
сродство к электрону для данного диэлектрика,  –
приложенное напряжение, x – условная координата.
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Расчеты производились с использованием вы-
числительной платформы FEniCS. С ее помощью
решалась задача для потенциала и получались
матричные выражения для нахождения функции
Грина. Описание компонентов платформы мож-
но найти в [16–21].

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Модель была протестирована на двух задачах,
имеющих хорошо известное решение: задача о
туннелировании через прямоугольный потенци-
альный барьер и задача о туннелировании через

барьер-ступеньку. Полученный при моделирова-
нии коэффициент прохождения сравнивался с
точными выражениями при одних и тех же значе-
ниях энергии. Для оценки ошибки вычислений
используется следующая формула [22]:

(15)

где N – число узлов в сетке,  – полученный
при моделировании коэффициент прохождения,

 – точное выражение для коэффициента
прохождения для данного барьера, а значение
энергии E ограничено величинами, использован-
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Рис. 2. Зависимость метрики ошибки  от числа узлов в сетке пространственного разбиения N для тестовых задач:
прямоугольный потенциальный барьер (крестики), барьер-ступенька (кружки).
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Рис. 3. Полученные зависимости плотности тока  от приложенного напряжения  для структур металл–диэлектрик–
металл с учетом потенциала зарядов изображений. Сплошная линия – структура W–Nb2O5 (1 нм)–Ta2O5–(1 нм)–W,
пунктирная – W–Nb2O5 (3 нм)–Ta2O5–(1 нм)–W.
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ными при моделировании. Результаты представ-
лены на рис. 2.

Также было проведено сравнение между резуль-
татами, полученными от данной модели, и данными
работы [12] для структур W–Nb2O5 (1 нм)–Ta2O5–
(1 нм)–W и W–Nb2O5 (3 нм)–Ta2O5 (1 нм)–W. По-
следняя структура характеризуется как резонанс-
ная. Полученные для этих структур вольт-ампер-
ные характеристики представлены на рис. 3. Они хо-
рошо согласуются с известными данными.

Можно также показать, что пики зависимости
коэффициента пропускания и плотности тока от
энергии для резонансной структуры соответству-
ет собственным значениям задачи (11), как видно
на рис. 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе была представлена одномер-
ная модель переноса заряда посредством кван-
тового туннелирования в структурах типа ме-
талл–диэлектрик–металл, использующая метод
конечных элементов и формализм неравновес-
ной функции Грина. Модель была проверена на
тестовых задачах. Полученные при моделирова-
нии результаты хорошо соответствуют известным
для этих задач решениям.

Замечено, что задача на собственные значе-
ния, связанная с профилем потенциального ба-
рьера, может дать приблизительные энергии
пиков зависимости коэффициента пропуска-
ния от энергии электронов. Эта информация
может помочь сделать расчеты более точными и
производительными, например, путем сокра-
щения количества разбиений диапазона энер-
гий, для которого производятся вычисления.

Модель также может быть расширена на боль-
шее число пространственных измерений без су-
щественных изменений в постановке задачи. Как
показано в работе [13], собственные энергии ме-
таллических контактов могут быть выражены че-
рез собственные функции подводящих проводов,
например, представляя их в виде полубесконеч-
ных полос. При этом вычислительная сложность
должна резко вырасти, поскольку такой характер
имеют часто используемые в данной модели мат-
ричные операции. Правильная дискретизация
диапазона энергии, используемого в расчете, мо-
жет помочь сохранить точность и замедлить рост
требуемых вычислительных ресурсов.
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ВВЕДЕНИЕ
Современной тенденцией развития радиоло-

кационных систем с возможностью радиовиде-
ния является обеспечение сверхвысокого разре-
шения по дальности за счет расширения полосы
зондирующего сигнала. Формирование и обра-
ботка широкополосного СВЧ сигнала, постро-
енные на базе традиционных электронных тех-
нологий, встречают в этом случае большие за-
труднения. Требуемые характеристики могут
быть обеспечены в радиолокационных установ-
ках, разработанных на основе радиофотонных
технологий. В настоящее время радиофотоника
интенсивно развивается в России и за рубежом,
позволяя в широкой полосе частот обеспечить
быстродействие радиофотонных устройств, ста-
бильность параметров, защищенность от внеш-
них помех, возможность интегрально-оптиче-
ской реализации и др. В радиофотонных приемных
системах может использоваться многоканальное
оптическое гетеродинирование [1]. В этом слу-

чае весь спектр входного СВЧ сигнала разбива-
ется с помощью радиофотонных элементов на
отдельные участки (каналы), содержащие по-
лезную информацию [2, 3]. Далее в каждом ка-
нале применяется радиофотонный преобразо-
ватель для предварительной обработки сигнала
и его трансформации на промежуточную часто-
ту (для каждой части спектра входного сигнала
СВЧ используется своя опорная частота для ге-
теродинирования, а промежуточная частота для
всех каналов одинаковая), а затем сигнал оциф-
ровывается коммерческими электронными
АЦП. Таким образом, вся система состоит из
набора идентичных по строению приемных ка-
налов, каждый из них работает в своем частот-
ном интервале, на которые разбит весь спектр
входного сигнала. В некоторых случаях выход-
ные сигналы этих каналов уже достаточны для
получения необходимой информации, т.е. сов-
местной обработки всех выходных сигналов мо-
жет не потребоваться вовсе. Если требуется вос-

УДК 537.86:535.016
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становление полного широкополосного вход-
ного сигнала в цифровом виде, то это может
быть осуществлено с помощью обработки и
объединения спектров сигналов из различных
каналов [4, 5].

Формирование широкополосных СВЧ сигна-
лов также может быть реализовано с помощью
радиофотонных технологий. Здесь возможно
как формирование ряда несущих частот, пере-
ключение между которыми может осуществ-
ляться программно в рабочем режиме, так и
OFDM сигналов [6] (orthogonal frequency-divi-
sion multiplexing – мультиплексирование с орто-
гональным частотным разделением каналов),
которые все чаще начинают использоваться для
целей зондирования [7].

Важным элементом радиофотонной приемной
системы на базе многоканального оптического
гетеродинирования и радиофотонной системы
формирования широкополосных СВЧ сигналов
является генератор сетки опорных частот. От ста-
бильности частот этого генератора зависят харак-
теристики приемной и передающей систем.
Обычно в радиофотонике основой таких генера-
торов служат стабильные импульсные лазеры с
синхронизацией мод. В частотной области спектр
колебаний этих лазеров представляет собой на-
бор равноотстоящих мод с разными частотами,
которые могут быть выделены с помощью гребен-
ки оптических фильтров. В то же время многомо-
довые оптические лазеры с синхронизированны-
ми модами недостаточно стабильны в работе, до-
роги, и имеют длительное время выхода на
рабочий режим, кроме того, возможность их ин-
тегральной оптической реализации существенно
осложнена. Дополнительным недостатком их
применения в зондирующих системах является
слишком большое количество мод (несколько
тысяч и даже десятков тысяч) и существенная не-
равномерность их амплитуд.

В работе исследуется альтернативный вариант
источника сетки оптических частот, построенно-
го по радиофотонным технологиям. С помощью
численного моделирования определены характе-
ристики сетки частот, продемонстрирована воз-
можность формирования СВЧ колебания требуе-
мой частоты при выделении оптическими филь-
трами соответствующих мод из сетки частот и
фотодетектировании суммарного сигнала, а так-
же исследована возможность генерации широко-
полосного СВЧ колебания при наложении моду-
ляции на две и более линии, выделяемые из сетки
оптических частот.

РАДИОФОТОННЫЙ ИСТОЧНИК СЕТКИ 
ОПТИЧЕСКИХ ЧАСТОТ

Оптический источник многомодовой накачки
с требуемыми характеристиками может быть реа-
лизован с помощью схемы, включающей высоко-
стабильный непрерывный лазер и несколько ам-
плитудных и фазовых модуляторов с большим
индексом модуляции для генерации достаточного
количества боковых линий. Модулирующий сиг-
нал поступает в этой схеме от источника СВЧ ко-
лебаний, частота которого определяет расстояние
между оптическими линиями в сетке частот.
В простейшем случае может быть использован
только один амплитудный модулятор с двумя не-
зависимыми СВЧ входами [8]. В этой схеме на
СВЧ входы модулятора подаются сигналы одной
частоты, но разные по амплитуде. На выходе мо-
дулятора оптические поля из двух плеч суммиру-
ются. При подборе определенного соотношения
разности амплитуд СВЧ сигналов и сдвига опти-
ческих фаз в плечах модулятора, что определяет
положение рабочей точки, неравномерность ам-
плитуды гребенки, формируемой в одном плече,
частично компенсируется противоположной не-
равномерностью в другом плече, что позволяет
получить большое количество оптических линий
в спектре с малой неравномерностью амплитуд
[8]. Выделение нужных линий из оптической сет-
ки частот осуществляется узкополосными опти-
ческими фильтрами. С помощью фотодетектиро-
вания этих линий формируется выходной СВЧ
сигнал, частота которого кратна частоте модули-
рующего СВЧ колебания. Преимуществом таких
систем является возможность независимо зада-
вать среднюю частоту сетки, определяемую ча-
стотой лазера, и расстояние между линиями в
ней, которое определяется частотой модуляции.
При этом шумовые характеристики сетки частот
зависят в основном от шумов модулирующего ра-
диочастотного сигнала и характеристик непре-
рывного лазера. Использование опто-электронного
генератора [9] для формирования модулирующего
радиочастотного сигнала позволит существенно
снизить фазовые шумы всей системы. Достоин-
ством такого подхода является также возмож-
ность генерации оптических сеток частот с за-
данным количеством частотных линий, что су-
щественно увеличивает энергоэффективность
генератора [10].

В работе проведено численное исследование
характеристик сетки оптических частот, форми-
руемой в амплитудном модуляторе с двумя неза-
висимыми входами СВЧ [8]. Созданная матема-
тическая модель базируется на динамических
уравнениях для элементов, используемых в схеме
(модулятор, фотодетектор, фильтры и т.д.), кото-
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рые приведены и детально обсуждаются в [1]. Воз-
можные источники шумов, которые включают ча-
стотный и амплитудный шумы лазера, дробовой
шум фотодетектирования, тепловые и другие шумы,
также подробно описаны в [1], где определены и
их статистические характеристики, зависящие от
параметров элементов схемы (мощность лазера,
полуволновое напряжение модулятора, потери в
системе, эффективность фотодетектора и др.).
Численный код разработан с использованием па-
кета программ MathLab и позволяет анализиро-
вать основные характеристики генератора сетки
оптических частот.

В работе были определены требуемые индексы
модуляции в зависимости от необходимого коли-
чества формируемых линий, а также достижимая

при этом неравномерность их амплитуд. Спек-
тральная плотность выходного поля модулятора
показана на рис. 1. Модулирующая частота со-
ставляет 4 ГГц на рис. 1а, 1б, индексы модуляции
в плечах равны 2 и 3.6. Красный эллипс выделяет
7 центральных линий с неравенством мощности
менее 3 дБ. Оптическая частота выбрана равной
1012 Гц из-за ограниченной вычислительной
мощности серверов. Для больших индексов моду-
ляции на рис. 1в, 1г представлена спектральная
плотность выходного поля модулятора для моду-
лирующей частоты 10 ГГц. Индексы модуляции в
плечах равны 15 и 16.6. Красным эллипсом выделе-
ны центральные линии, неравномерность амплитуд
которых менее 3 дБ (25 мод), а зеленым эллипсом –
мод с неравномерностью менее 6 дБ (33 моды).

Рис. 1. Спектральная плотность (СП) выходного поля модулятора для модулирующей частоты 4 (а и б) и 10 ГГц (в и г). Об-
щий вид спектра (а и в); увеличенная центральная часть спектра (б и г). Красным эллипсом выделены центральные
линии, неравномерность спектральной плотности которых менее 3 дБ (7 мод на панели б и 25 мод на панели г), а зе-
леным эллипсом – мод с неравномерностью менее 6 дБ (33 моды на панели г).
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ФОРМИРОВАНИЕ СВЧ КОЛЕБАНИЯ 
ЗАДАННОЙ ЧАСТОТЫ

В работе также определены возможности фор-
мирования СВЧ колебаний заданной частоты с
помощью выделения узкополосными оптически-
ми фильтрами нужных частотных компонент и
исследованы их характеристики. После выделе-
ния из сетки оптических частот нужных линий
производится сложение их полей и затем фото-
детектирование. Фотодетектор является квадра-
тичным элементом, поэтому в результате такой
операции возникает разностная частота, кото-
рая может принадлежать к СВЧ диапазону ча-
стот. Выбирая нужные линии, можно получать
частоты колебаний от частоты первичной моду-
ляции до максимальной частоты, равной полной
ширине спектра сетки частот. На рис. 2 представ-
лены спектральные плотности сигналов на выхо-
де фотодетектора с частотами 10 ГГц (рис. 2а) и
30 ГГц (рис. 2б). Первый из них получен при вы-
делении двух соседних мод из сетки частот, пока-
занной на рис. 1в, а второй – при выделении двух
мод с разностью частот 30 ГГц. Высота линии над
уровнем шума составляет порядка 75 дБ, а бли-
жайшие боковые линии меньше основной линии
почти на 70 дБ. Ширина линии лазера в модели-
рованиях составляла 500 кГц, мощность лазера –
40 мВт. Рис. 2 демонстрирует, что при хороших
параметрах лазера шумы на выходе фотоприем-
ника могут быть малыми.

Численные моделирования показывают, что
ширину линии формируемых колебаний СВЧ

определяют шумы лазера и шумы источника пер-
вичной модуляции, причем роль последних шу-
мов растет с увеличением разности частот линий,
используемых для фотодетектирования. В то же
время частотные шумы лазера могут быть частич-
но подавлены за счет их компенсации при преоб-
разовании на фотодетекторе и переходе к частоте
СВЧ сигнала. Таким образом, роль частотных
шумов источника первичной модуляции является
определяющей в получении СВЧ сигналов с вы-
сокой спектральной чистотой.

Для проверки модуляционного метода форми-
рования сетки опорных оптических частот и гене-
рации СВЧ колебаний с ее помощью проводилось
также экспериментальное исследование макета
генератора, основанного на двойном параллель-
ном модуляторе [11]. Измерения показали воз-
можность формирования оптической сетки ча-
стот с заданным расстоянием между линиями и с
определенным количеством линий, а также СВЧ
колебаний с частотой, кратной частоте модулиру-
ющего СВЧ колебания. Следует отметить, что
при относительной простоте такой схемы (вместо
модулятора с двумя входами СВЧ используется
двойной параллельный модулятор, в котором
два модулятора Маха–Цандера включены па-
раллельно) с ее помощью можно сформировать
всего пять или семь оптических линий в зависимо-
сти от выбора положений рабочих точек и ампли-
туд модулирующих СВЧ сигналов (частоты этих
сигналов должны быть одинаковыми аналогично
схеме с модулятором с двумя входами СВЧ), что в
общем случае является недостаточным.

Рис. 2. Спектральная плотность сигнала на выходе фотодетектора: частотой 10 ГГц при выделении двух соседних мод
из сетки частот, представленной на рис. 1в (а); частотой 30 ГГц при выделении двух мод с разностью частот 30 ГГц из
этой сетки частот (б).
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ФОРМИРОВАНИЕ МОДУЛИРОВАННЫХ 
СВЧ КОЛЕБАНИЙ

С помощью численного моделирования про-
демонстрирована и возможность генерации ра-
диофотонными методами модулированного СВЧ
колебания. Такое формирование также требует
выделения нужных линий из сетки оптических
частот, потом одна из линий модулируется полез-
ным сигналом, а после фотодетектирования моду-
ляция переносится на формируемый СВЧ сигнал.
Для создания широкополосного СВЧ сигнала мо-
жет использоваться не одна линия, а несколько
соседних линий. В этом случае каждая из них ока-
зывается промодулирована полезным сигналом,
и при выборе ширины спектра полезного сигна-
ла, равной половине расстояния между линиями
в оптической сетке частот, получается непрерыв-
ный спектр. Такой метод формирования широко-
полосного СВЧ сигнала наиболее эффективен,
когда требуется относительно простая форма
спектра, например, при формировании OFDM
сигналов [6]. В этом случае все линии, выделен-

ные из сетки оптических частот для модуляции,
имеют одинаковый спектр, частота которого
сдвинута в соответствии с частотой линии.

На рис. 3 представлены спектральные плотно-
сти сигналов в схеме формирования широкопо-
лосного СВЧ сигнала на выходе фотодетектора. Из
сетки оптических частот, показанной на рис. 1а,
узкополосным оптическим фильтром выделяется
линия 1 (рис. 1б) для использования в качестве
локального оптического гетеродина. Спектраль-
ная плотность этой линии после выделения
фильтром представлена на рис. 3а. Линии 2 и 3
(рис. 1б) выделяются другим фильтром из той же
сетки оптических частот для последующего моду-
лирования, спектральная плотность этих линий
показана на рис. 3б. После модуляции полезным
сигналом (рис. 3г) от внешнего источника спек-
тральная плотность линий 2 и 3 приобретает вид,
указанный на рис. 3в. Полезный сигнал для модуля-
ции двух оптических линий содержит десять мод с
расстоянием между соседними модами 200 МГц.
После модуляции обе линии приобретают левую

Рис. 3. Спектральные плотности сигналов в схеме формирования широкополосного СВЧ сигнала на выходе фотоде-
тектора: опорная линия, выделенная из сетки частот, представленной на рис. 1в (а); две линии для модуляции, также
выделенные из сетки частот на рис. 1в (б); две линии, промодулированные полезным сигналом (в); полезный сигнал
для модуляции двух линий (десять линий с расстоянием между ними 200 МГц и общей шириной спектра 2 ГГц) (г);
СВЧ сигнал на выходе фотодетектора (40 линий с расстоянием между ними 200 МГц и общей шириной спектра 8 ГГц,
средняя частота равна 14 ГГц) (д).
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и правую боковые полосы, каждая из которых со-
держит модулирующий сигнал. Расстояние меж-
ду оптическими линиями сетки частот (4 ГГц) по-
добрано так, что модулирующие линии заполняют
его равномерно. В результате СВЧ сигнал на вы-
ходе фотодетектора имеет спектр с общей шири-
ной 8 ГГц и средней частотой 14 ГГц и содержит
40 линий с расстоянием между ними 200 МГц.
Количество линий в модулирующем сигнале мо-
жет быть увеличено при необходимости с помо-
щью внешнего источника. Также шум слева от
спектра сигнала на выходе фотодетектора, кото-
рый связан с модуляцией полезным сигналом не-
полностью подавленных линий сетки частот, а за-
тем их преобразования на фотодетекторе, и дис-
кретные линии могут быть подавлены до
фотодетектирования при фильтрации линий на
рис. 3а, 3б за счет увеличения коэффициента по-
давления фильтров. В этом случае сигнал будет
превышать шумовую линию на 40 дб. Увеличение
мощности лазера приведет к уменьшению дробо-
вого шума и позволит сделать это превышение
еще больше.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для применения генератора сетки оптических
частот в качестве источника опорных колебаний
в многоканальном широкополосном приемном
устройстве расстояние между линиями сетки
должно соответствовать полосе пропускания
электронных АЦП [2–5], а общее количество
формируемых линий приблизительно равняться
требуемому числу каналов. В этом случае дости-
гается наиболее эффективный режим генерации.
Полоса современных коммерческих электронных
АЦП может доходить до 4 ГГц, в этом случае для
обработки сигнала на рис. 3д потребуется сфор-
мировать не менее 6 линий (см. рис. 1б). Мощ-
ность задающего СВЧ сигнала, подаваемая на мо-
дулятор, формирующий сетку оптических частот,
будет при этом составлять 0.5–1 Вт в зависимости
от полуволнового напряжения модулятора. Фор-
мирование модулированных сигналов определяет-
ся требованиями к широкополосному СВЧ сигна-
лу и может варьироваться в зависимости от задач.

В работе проведено численное исследование
характеристик сетки оптических частот, форми-
руемой в амплитудном модуляторе с двумя неза-
висимыми входами СВЧ. Определены возмож-
ные источники шумов и помех в системе и их ха-
рактеристики, создана математическая модель и
разработан численный код с использованием па-
кета программ МАТЛАБ, позволяющий анализи-
ровать основные характеристики генератора сетки
оптических частот. Были определены требуемые

индексы модуляции в зависимости от необходи-
мого количества формируемых линий, а также
достижимая неравномерность их амплитуд. Так-
же определены возможности выделения узкопо-
лосными оптическими фильтрами нужных частот-
ных компонент и исследованы их характеристики.
Кроме того, численно продемонстрирована воз-
можность формирования широкополосного СВЧ
колебания при наложении модуляции на две и
более линии из сетки опорных частот. Проводи-
лось также экспериментальное исследование ма-
кета генератора сетки опорных оптических частот
на базе двойного параллельного модулятора, ко-
торое подтвердило возможность формирования
оптической сетки частот с заданным расстоянием
между линиями и с определенным количеством
линий, а также генерации СВЧ колебаний с ча-
стотой, кратной частоте модулирующего СВЧ ко-
лебания.

Работа поддержана Российским фондом фун-
даментальных исследований (проекты № 19-29-
06108 и № 20-07-00768).
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Изложена теория гибрида лампы бегущей волны (ЛБВ) с фотокатодом и усилителя с комплексной
диэлектрической проницаемостью. В секции с комплексной диэлектрической проницаемостью в
первом случае используется линейная теория усилителя c комплексной диэлектрической проница-
емостью, а в ЛБВ-секции – линейная теория ЛБВ. Для построения нелинейной теории использует-
ся метод заданного движения и метод заданного тока.

DOI: 10.31857/S0367676521010117

ВВЕДЕНИЕ

В связи с активным развитием радиофотоники,
одним из направлений которой является работа с
СВЧ-сигналами с помощью оптических методов,
представляется важным вновь вернуться к лампе
бегущей волны (ЛБВ) с фотокатодом (фото-ЛБВ)
в видоизмененном варианте, рассмотрев гибрид
фото-ЛБВ с усилителем с комплексной диэлектри-
ческой проницаемостью (в дальнейшем КДП).

Следует отметить, что случай отрицательной
действительной компоненты КДП фактически
один из видов СВЧ-метаматериалов. Вакуумные
электронные приборы с такими метаматериала-
ми могут иметь малые размеры, высокую мощ-
ность, высокий КПД и большой коэффициент
усиления [1]. Такие приборы имеют многообеща-
ющие приложения в радиолокации, системах
связи, ускорителях и многих других областях.
Также следует отметить высокий интерес иссле-
дователей к метаматериалам, выраженный ста-
тьях и докладах на соответствующих конферен-
циях (см., например, [1–4]). Отдельно упомянем
работу [6], посвященную метаматериалам в ТГц-
диапазоне.

Предлагаемая гибридизация должна позво-
лить сохранить все присущие фото-ЛБВ особен-
ности с возможным улучшением характеристик
за счет вставки между фотокатодом и отрезком
спирали секции с КДП (см. рис. 1). За счет ис-
пользования КДП-усиления это позволит сокра-

тить длину прибора. При этом гибрид остается
широкополосным.

Далее используем нелинейные уравнения для
волн пространственного заряда в среде с ком-
плексной проводимостью [7]. При прохождении
бесконечно широкого (по осям у и z) потока через
такую среду плотность тока можно представить
в виде

(1)

где σ – активная компонента проводимости,  –
коэффициент индуктивности,  – удельный
заряд электрона,  – средняя плотность заряда в
потоке,  – диэлектрическая проницаемость ва-

куума,  =  – плазменная частота, E – про-

дольная компонента напряженности электриче-
ского поля. Уравнение движения в этом случае
примет вид

(2)
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где υ0 – средняя скорость пучка, υ – скорость
пучка, I – ток пучка,  – средний ток пучка. Из
уравнения непрерывности нетрудно получить

(4)

Линеаризуем уравнения (3) и (4). Предполо-
жим, что  и  причем 

 Тогда уравнения (3) и (4) можно предста-
вить в виде

(5)

(6)

Предполагая, что все переменные величины 
(где  ω – рабочая частота), получим

(7)

(8)

где  Из (7) и (8) нетрудно получить
(опуская в дальнейшем тильды)
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Рассмотрим следующую модель: на катод па-
дает амплитудно-модулированный световой сиг-
нал и поэтому можно считать, что максимальная
величина переменной составляющей фототока

 где m – параметр, характеризующий глу-
бину модуляции,  – средний фототок. Ограни-
чимся в дальнейшем линейной теорией, предпо-
лагая, что  Считаем, что на входе в секцию
с комплексной диэлектрической проницаемо-
стью пучок имеет модуляцию по скорости и току.

Отметим, что среда с КДП – фактически один
из вариантов резистивного усилителя. В дальней-
шем будем называть ее первой секцией. В линей-
ной теории КДП-усилителя, а значит и в первой
секции исследуемого гибрида, выражения для пе-
ременной скорости и тока, как следует из (7)–(9),
примут вид
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(11)

где  – длина первой (КДП) секции, ε – относи-
тельная комплексная диэлектрическая проница-
емость среды. Средний заряд электронов ском-
пенсирован ионным фоном.
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Рис. 1. Рассматриваемая модель.   – начальные возмущения тока и скорости на входе в секцию с комплексной
диэлектрической проницаемостью,   – начальные возмущения тока и скорости на входе в ЛБВ-секцию.
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ФУНТОВ

Во второй секции, служащей для усиления и
вывода сигнала, воспользуемся известной теори-
ей фото-ЛБВ [8]. Будем использовать следующее
уравнение возбуждения линии передачи

(12)

где x – координата во второй секции,  – посто-
янная распространения в линии без пучка,  –
затухание в линии передачи на единицу длины,
K – сопротивление связи. В качестве начальных
условий для второй секции   будем ис-
пользовать значения из уравнений (10) и (11) на
выходе первой секции.

Как известно (см., например, [8]), основная
характеристика фотоприборов – эквивалентное
сопротивление

(13)

Для удобства введем  

   

 =  (штрихи в дальнейшем опу-

стим). При малом параметре усиления 
во второй секции (в нормировке настоящей рабо-
ты) [9]

(14)
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где при     +

  =   – фазовая

скорость волны во второй секции без пучка, d –
параметр распределенных потерь. Будем теперь
полагать  Тогда с учетом введенных ве-
личин (13) примет вид

(16)

Рассмотрим влияние параметров на  Из
рис. 2а видно, что  периодично по длине
2-й секции (ЛБВ), это объясняется явлением QC-
спада1, а представленные на рис. 2а зависимости
аналогичны функции, полученной в первом при-
ближении в [8], которая также периодична. Из
рис. 2б видно, что при  и при  
возрастает с увеличением длины 2-й секции, что
объясняется наличием КДП-неустойчивости, а в
случае когда неустойчивости нет (приведенном
для сравнения)  периодично.

Из рис. 2в видно, что  осциллирует с изме-
нением параметра b при фиксированной длине
прибора, причем при выбранных параметрах оп-
тимальное значение  достигается при 
что объясняется эффектами пространственного
заряда. Кроме того, при одинаковой полной дли-
не эквивалентное сопротивление исследуемого
гибрида (при подборе параметров) больше, чем у
классической фото-ЛБВ на несколько порядков.
“Колебания”  объясняется периодичной за-
висимостью  от ξ.

Из рис. 2г, 2д видно, что  периодично от C
из-за периодичности QC-спада: при фиксирован-
ной длине QC-спад может наблюдаться при раз-
личных значениях q и C.

Из рис. 3а видно, что  сначала увеличива-
ется с ростом σ, а затем выходит на насыщение.
В теории КДП-усилителя мнимые корни диспер-
сионного уравнения имеют экстремум в зависи-
мости от σ, по существу являющегося парамет-

1 Напомним, что QC-спад – явление в фото-ЛБВ, состоя-
щее в том, что на определенной длине лампы наблюдается
спад высокочастотной составляющей тока (а, следователь-
но, и Rэкв) из-за эффектов пространственного заряда. В
отличие от классической ЛБВ, разность фаз между током и
полем из-за эффектов пространственного заряда непосто-
янна и меняется от длины лампы (носит пульсирующий
характер). Кроме того, при малой длине ток и поле нахо-
дятся в противофазе. Подобный эффект может также воз-
никнуть при ненулевой разности фаз высокочастотных со-
ставляющих скорости и тока пучка.
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Рис. 2.  (а) от ξ (длины ЛБВ-секции) при     (б) от  (длины КДП-секции) при 

   Кривые на рис. (а) и (б): сплошная –  пунктир   штрих-пунктир

  (в) от b при   (г) от C при   Кривые на рис. (в) и (г): сплошная – класси-
ческая фото-ЛБВ    пунктир   штрих-пунктир    точ-

ки    (д) от C при    и различных q: сплошная –  пунктир 10–3,

штрих-пунктир 10–2, точки 10–1. Все графики построены при  =  
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ром потерь. Однако увеличение потерь приводит
к расширению частотной области, в которой воз-
можна КДП-неустойчивость [7]. Таким образом
одновременное увеличение потерь и расширение
частотной области приводят к виду полученной
на рис. 3а зависимости. Из рис. 3б видно, что при
прочих равных наибольшее значение  дости-
гается при индуктивной проводимости, т.к. при
чисто индуктивной проводимости (  )
при выполнении условия  токи смещения и
индуктивные токи в среде (в первой секции) ста-
новятся равными друг другу по величине, а наве-
денный заряд стремится к ∞ [7]. “Колебания” 
правее L = –1 объясняются численными арте-
фактами.

ПРИБЛИЖЕННАЯ
НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ ГИБРИДА

ФОТО-ЛБВ И КДП-УСИЛИТЕЛЯ

Поскольку решение строгих нелинейных урав-
нений вызывает известные трудности, воспользу-
емся в первой секции описываемого гибрида ме-
тодом заданного движения, развитым в работе
[7], в которой проводился приближенный учет
нелинейности процессов группирования в случае
распространения бесконечно широкого элек-
тронного пучка в среде с индуктивной проводи-
мостью. В настоящей работе проведено обобще-
ние развитой в [7] теории на случай произвольной
комплексной проводимости.

Вернемся к размерным величинам и возьмем
следующие начальные условия: на входе в первую
секцию    Для удобства

эквR

σ = 0, < 0L
= −1L

эквR

= 0x ( ) = 100 ,i i ( )υ υ= 100 .

сравнения с [7] перепишем уравнений (10) и (11)
в виде

(17)

(18)

где   – средняя плотность тока.

Выделим действительную и мнимую часть g.
Тогда

(19)

следовательно

(20)

где  =   =

Перейдем теперь к нелинейной теории груп-
пирования в области дрейфа с произвольной про-
водимостью следуя [7], но руководствуясь [8].
Полная скорость электронов на входе в дрейф на-
ходится из выражения (в нормированном виде)
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(21)

Перейдем к переменным Лагранжа:  –
это момент времени, в который электроны пото-
ка, влетевшие в пространство взаимодействии в
момент  окажутся в точке с координатой x

(22)
Тогда полная скорость электронов определяется
выражением

(23)

Считая, что второе и третье слагаемые в (21) ма-
лы, проинтегрируем (23) по координате от 0 до x,
считая, что воздействие на пучок имеет периодиче-
ский характер. Поэтому возмущение угла пролета
электронов может быть представлено в виде

(24)

где   (для простоты рас-
смотрен случай одной гармоники). Тогда в общем
случае

(25)

где
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Если проводимость реактивная (т.е. ) и

 то  и  =  =  где  – дей-

ствительное число, то

(26)

С учетом начальной модуляции по току закон
сохранения заряда для пучка примет вид:

(27)

Тогда формула тока первой гармоники, примет вид

(28)

Так как рассматриваем одномерный случай

справедливо  тогда окончательно получим

(29)

где  – функция Бесселя первого рода i-го по-
рядка. Таким образом, уравнение (29) отличается
от аналогичного уравнения в [7] удвоенным пер-
вым слагаемым, что, по-видимому, является
следствием опечатки в [7].

Во второй секции воспользуемся методом за-
данного тока (в размерном виде):

(30)

где l – длина второй секции. Тогда подставляя (29)
и (30) в (13) получим искомое сопротивление.

Рисунки 4 построены при тех же параметрах,
что и рис. 2. Из рис. 4а видно, что  также пери-
одично по длине второй секции, но с большим

периодом и что  больше чем в линейной тео-
рии. Из рис. 4б видно, что периодичность в случае

 при выбранных параметрах отсутствует
и что в других случаях  медленнее растет с
длиной первой секции. Зависимости  от b, σ и
L качественно не изменились, а  больше на
несколько порядков, поэтому соответствующие
рисунки не приводятся.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исходя из результатов, полученных в рамках

линейной теории, добавление в фото-ЛБВ сек-
ции с комплексной проводимостью между като-
дом и замедляющей системой позволяет на не-
сколько порядков увеличить эквивалентное со-
противление при той же полной длине лампы. По
результатам нелинейной теории подбором прово-
димости можно не только увеличить эквивалент-
ное сопротивление, но сократить полную длину
лампы, т.к. при тех же параметрах во многих слу-
чаях эквивалентное сопротивление больше чем в
линейной теории.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проект № 18-02-00666).
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About the theory of a hybrid of the photocatode traveling wave tube
with an amplifier with complex permittivity
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The theory of a hybrid photocathode traveling wave tube (TWT) with an amplifier with complex permittivity
is presented. In the section with complex permittivity, in the first case, the linear theory of the amplifier with
complex permittivity is used, and in the TWT section, the linear theory of TWT is used. To construct a non-
linear theory, the method of a given motion and the method of a given current are used.



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ, 2021, том 85, № 1, с. 106–111

106

ЭЛЕКТРОННАЯ ПУШКА ДЛЯ КОЛЬЦЕВОГО ЭЛЕКТРОННОГО ПУЧКА 
МОЩНОГО КЛИСТРОНА С РАСПРЕДЕЛЕННЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ 

МИЛЛИМЕТРОВОГО ДИАПАЗОНА
© 2021 г.   В. Е. Родякин1, *, В. М. Пикунов1, В. Н. Аксенов2, 3

1Институт проблем лазерных и информационных технологий РАН – филиал Федерального государственного 
учреждения “Федеральный научно-исследовательский центр “Кристаллография и фотоника” 

Российской академии наук”, Москва, Россия
2Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования

“Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова”, физический факультет, Москва, Россия
3Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования

“Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова”, Международный лазерный центр,
Москва, Россия

*E-mail: vrodyakin@mail.ru
Поступила в редакцию 20.07.2020 г.

После доработки 28.08.2020 г.
Принята к публикации 28.09.2020 г.

Представлены результаты теоретического исследования и оптимизации параметров электронной
пушки мощного многорезонаторного клистрона с распределенным взаимодействием на частоту
95 ГГц, обеспечивающей формирование плотного кольцевого электронного пучка и его дальней-
шую транспортировку через систему взаимодействия прибора с коэффициентом токопрохождения
99% с учетом теплового разброса скоростей электронов на катоде.

DOI: 10.31857/S0367676521010245

ВВЕДЕНИЕ
Бурно растущие потребности в компактных

мощных источниках СВЧ излучения вызвали в
последние годы активное продвижение в терагер-
цовый диапазон традиционной техники электро-
вакуумных приборов, среди которых наиболее
перспективными являются лампы бегущей волны
(ЛБВ) и клистроны с распределенным взаимо-
действием (КРВ).

Неизбежное уменьшение размеров замедля-
ющих структур ЛБВ и резонаторов КРВ милли-
метрового диапазона приводит к уменьшению
эффективности взаимодействия электронного
потока с электромагнитными полями электро-
динамических систем этих СВЧ приборов. Тре-
бование компактности приборов также ограни-
чивает величину используемого ускоряющего
напряжения V0 (обычно менее 20 кВ [1]). Поэтому
разработчикам приходится повышать мощность
электронных потоков в основном за счет увеличе-
ния их силы тока. При этом из-за малых размеров
сечения пролетного канала в миллиметровом диапа-
зоне для увеличения силы тока приходится пе-
реходить к использованию электронных пото-
ков с высокими значениями плотности тока в

пучке (более 1 кА · см–2) [2], а также распреде-
ленных потоков (многолучевых, кольцевых и
ленточных электронных пучков). Разработка
электронно-оптических систем для формирова-
ния и транспортировки распределенных интен-
сивных электронных потоков является отдельной
и весьма сложной задачей, которую необходимо
решать при конструировании приборов вакуум-
ной микроэлектроники, поскольку мощность и
качество сформированного электронной пушкой
электронного потока во многом определяют вы-
ходные характеристики КРВ в миллиметровом
диапазоне.

Традиционным лидером в области разработки
мощных КРВ миллиметрового диапазона являет-
ся канадская компания CPI. Разработчикам этой
компании удалось достигнуть выходной импульс-
ной мощности КРВ W-диапазона Pвых = 2 кВт при
электронном КПД 20% [3]. В приборе использо-
вался аксиально-симметричный цилиндриче-
ский электронный пучок силой тока I0 = 0.574 А,
ускоряющим напряжением V0 = 16.3 кВ и общей
мощностью P0 = 9.3 кВт. Рекордной для данного
диапазона выходной мощности Pвых = 7.3 кВт сре-

УДК 621.385.624
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ди компактных КРВ удалось специалистам Ис-
следовательской лаборатории ВМС США (Naval
Research Laboratory, NRL) [4]. Электронный КПД
разработанного ими КРВ с ленточным электрон-
ным пучком общей мощностью P0 = 70 кВт КРВ
составил 8.6%.

В данной работе проведены теоретические ис-
следования возможности разработки электрон-
ной пушки с кольцевым электронным пучком для
мощного КРВ на частоту 95 ГГц, который бы смог
по совокупности параметров превзойти суще-
ствующие КРВ на цилиндрических и ленточных
электронных пучках в данном диапазоне.

При анализе и оптимизации всех узлов прибо-
ра использовался программный комплекс PARS,
разработанный авторами [5] на основе модерни-
зации программы “Арсенал-МГУ”, зарекомендо-
вавшей себя в нашей стране и за рубежом как на-
дежный инструмент для разработки и исследова-
ний многочисленных клистронных усилителей
[6–9].

В качестве ускоряющего было выбрано на-
пряжение 15 кВ для предотвращения вакуумных
пробоев в резонаторах и элементах электронно-
оптической системы прибора. Радиус пролетно-
го канала был выбран равным 0.28 мм. Это зна-
чение соответствует условиям компромисса
между величиной силы тока и эффективностью
КРВ. Для фокусировки было выбрано магнит-
ное поле с максимальной индукцией 1.0 Тл. Ис-
ходя из этих условий, была определена величина
силы тока электронного пучка, которая составила
2.2 А. Выбранные в результате проведенного рас-
смотрения параметры электронного пучка и маг-
нитного поля (табл. 1) послужили в качестве ис-
ходных при расчете и оптимизации конструкции
узлов КРВ.

КОНСТРУКЦИЯ 
ЭЛЕКТРОННОЙ ПУШКИ

Для выбранных параметров электронного пучка
плотность тока в нем при транспортировке в трубе
дрейфа должна составлять около 2000 А · см–2. По-
скольку в настоящее время термоэмиссионные
катоды с приемлемым сроком службы позволяют
получать ток с плотностью 10–20 А · см–2, то для
разрабатываемого прибора требовалось разрабо-
тать электронную пушку со сходящимся пучком,
имеющую микропервианс 1.2 мкА · кВ–3/2 и коэф-
фициент компрессии 125. Форма электродов и
осевое распределение магнитного поля были оп-
тимизированы в результате численных расчетов с
помощью комплекса программ PARS.

На основе указанных исходных данных была
разработана конструкция электронной пушки
типа пушки Пирса со сферическим катодом, поз-
воляющая получить электронный пучок с задан-
ными параметрами. Для подавления теплового
расширения потока и обеспечения дальнейшей
устойчивости электронного пучка в трубе дрейфа
была выбрана схема с магнитно-экранирован-
ным катодом. На рис. 1 показаны форма электро-
дов разработанной электронной пушки, силовые
линии фокусирующего магнитного поля и распре-
деление напряженности электрического поля,
рассчитанное с учетом влияния пространствен-
ного заряда электронного потока.

В данной конструкции электронной пушки
создаваемая на внешней кромке фокусирующего
электрода максимальная напряженность электри-
ческого поля 223 кВ · см–1 является приемлемой с
точки зрения опасности вакуумного пробоя. Чис-
ленный анализ проводился методом последова-
тельных приближений по пространственному за-
ряду с использованием 80 трубок тока для дискре-

Таблица 1. Исходные параметры КРВ

Параметр Значение Ед. измерения

Рабочая частота F0 95 ГГц

Ускоряющее напряжение V0 15 кВ

Сила тока I0 2.2 А

Мощность немодулированного пучка P0 33 кВт

Радиус трубы RT 0.28 мм

Радиус пучка Rп 0.22 мм

Фокусирующее магнитное поле Bф 1.0 Тл
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тизации электронного потока с катода. Значение
силы тока эмиссии с катода, полученное в резуль-
тате сходимости итераций, составило 2.2 А. За счет
подобранной формы электродов удалось обеспе-
чить работу катода в режиме ограничения плотно-
сти пространственным зарядом со средней плот-
ностью тока эмиссии на катоде 16 А · см–2 с откло-
нением от среднего значения на краях катода
10%. Для обеспечения плавного ввода электрон-
ного пучка в пролетный канал прибора и сопряже-

ния фокусирующего магнитного поля с электрон-
ным пучком была проведена оптимизация формы
фокусирующего магнитного поля. На рис. 2а при-
ведено осевое распределение индукции магнитного
поля на оси электронной пушки, полученное в ре-
зультате расчетов. Траектории электронов и эк-
випотенциали электрического поля, установив-
шиеся в результате итераций по пространствен-
ному заряду, показаны на рис. 2б.

Рис. 2. Осевое распределение фокусирующего магнитного поля (а), эквипотенциали электростатического поля (крас-
ные кривые) и траектории тепловых электронов (черные кривые) в разработанной электронной пушке (б).
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Рис. 1. Конструкция разработанной электронной пушки, силовые линии фокусирующего магнитного поля и рассчи-
танное распределение напряженности электрического поля с учетом пространственного заряда электронного пучка.
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Как видно из рисунка, разработанная элек-
тронно-оптическая система электронной пушки
обеспечивает плавное сжатие эмитированного
катодом электронного пучка с минимальными
пульсациями. Коэффициент компрессии разрабо-
танной электронной пушки достигает 125, что яв-
ляется весьма хорошим результатом для высоко-
первиансных термоэмиссионных электронных
пушек со сходящимся электронным потоком.

ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ ТЕПЛОВОГО РАЗБРОСА 
ПОПЕРЕЧНЫХ СКОРОСТЕЙ ЭЛЕКТРОНОВ 

НА КАТОДЕ И УСТОЙЧИВОСТИ 
СФОРМИРОВАННОГО КОЛЬЦЕВОГО 

ЭЛЕКТРОННОГО ПОТОКА
При конструировании электронных пушек

миллиметрового диапазона из-за малого размера
поперечных размеров электронных потоков обя-
зательно необходимо учитывать влияние началь-
ного разброса поперечных скоростей электронов,
эмитированных с катода на их дальнейшую
транспортировку в приборе [10]. Для исследова-
ния этого влияния на динамику электронного
пучка в разработанной электронной пушке был
использован алгоритм, учитывающий влияние
разброса поперечных составляющих тепловых
скоростей электронов на катоде, работающем в ре-
жиме ограничения плотности тока пространствен-
ным зарядом, описанный в работе [11] и включен-
ный в комплекс программ PARS. При этом раз-
брос касательных к поверхности составляющих
скоростей электронов описывался распределени-
ем Максвелла для двух степеней свободы:

(1)

В соответствии с этим распределением с каждого
элементарного отрезка эквипотенциальной стар-
товой поверхности эмитировалось несколько уг-

⊥ ⊥
⊥

 υ υυ = − 
 

2 2

к к

( ) 2 exp .m mf
kT kT

ловых групп электронов, имеющих равный ток, с
различными значениями угла влета, соответству-
ющими разбиению плотности вероятности (1) на
отрезки равной вероятности. Интервал измене-
ния поперечной составляющей скорости ограни-
чивался конечным значением, соответствующим
99% вероятности. Таким образом, при численном
анализе не учитывалась лишь незначительная
часть тепловых электронов, имеющих экстре-
мальные поперечные компоненты скоростей на
катоде. Такой подход позволил корректно учесть
вклад испускаемых с катода электронов и проана-
лизировать динамику подавляющего большин-
ства тепловых электронов для различных значе-
ний температуры катода Tк. С помощью данного
алгоритма разработанная конструкция электрон-
ной пушки была исследована на влияние тепло-
вого разброса поперечных скоростей. На рис. 3
приведены распределения плотности тока в вы-
ходном сечении электронной пушки для случая
“холодного” электронного пучка (без учета теп-
ловых скоростей) и для случаев температуры ка-
тода Tк = 1100 и 1500 K.

Из анализа распределений следует, что в элек-
тронном пучке происходит незначительное пере-
распределение плотности тока с небольшим рас-
плыванием внутренней и внешней границ пучка
(около 10%). Об этом же свидетельствует приведен-
ное на рис. 4 сравнение фазовых объемов “холодно-
го” (рис. 4а) и “горячего” с Тк = 1300 К (рис. 4б)
электронных потоков в выходном сечении элек-
тронной пушки.

При численном моделировании динамики
тепловых электронов использовалось 11 угловых
групп, а общее число трубок тока при расчетах со-
ставляло 880. В целом выбранная конструкция
электронной пушки с магнитно-экранирован-
ным катодом позволяет избежать сильного рас-

Рис. 3. Зависимости плотности тока от радиуса, нормированного на радиус трубы дрейфа, в выходном сечении элек-
тронной пушки для холодного пучка (кривая 1), теплового с Tк = 1100 К (кривая 2) и Tк = 1500 К (кривая 3).
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плывания пучка за счет теплового разброса ско-
ростей на катоде.

Для исследования устойчивости сформиро-
ванного электронной пушкой электронного по-
тока во всем приборе был проведен численный ана-
лиз транспортировки пучка через систему взаимо-
действия в статическом режиме (без входного СВЧ
сигнала). При этом моделирование проводилось
для теплового электронного пучка с Тк = 1300 К.
Анализ показал, что в статическом режиме в си-
стеме взаимодействия клистрона не происходит
оседания электронов на стенки трубы дрейфа, а
все электроны достигают коллектора. Таким об-
разом, принимая во внимание особенности выше-
изложенного алгоритма учета теплового разброса
поперечных скоростей электронов на катоде, в
разработанной конструкции обеспечивается как
минимум 99% токопрохождение сформирован-
ного электронного потока.

При транспортировке плотных кольцевых
электронных потоков в пролетных каналах из-за
наличия шира азимутальных скоростей суще-
ствует также опасность возникновения диоко-
тронной неустойчивости [12], которая может
ограничивать длину транспортировки пучка. Для
оценки линейных инкрементов мод диокотрон-
ной неустойчивости использовались формулы
работы [13]. Расчеты показали, что при заданных
параметрах кольцевой пучок является устойчи-
вым и может быть использован в системе взаимо-
действия КРВ без риска возникновения диоко-
тронной неустойчивости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В результате численных исследований разра-

ботана конструкция магнитно-экранированной
высокопервиансной электронной пушки с коэф-
фициентом компрессии, равным 125, а также
конструкция электронно-оптической системы
прибора, обеспечивающая формирование и 99%
токопрохождение плотного электронного потока
(2 кА/см2) с силой тока 2.2 А и ускоряющим на-
пряжением 15 кВ через систему взаимодействия
мощного КРВ миллиметрового диапазона в ста-
тическом режиме. Проведенные исследования
показали, что электронно-оптическая система
клистрона является устойчивой к возмущениям
электронного потока, вызванных тепловым раз-
бросом поперечных скоростей электронов на ка-
тоде. Разработанные электронная пушка и систе-
ма фокусировки обеспечивают формирование и
транспортировку плотного электронного потока,
с общей мощностью 33 кВт, что позволяет при
использовании эффективной конструкции си-
стемы взаимодействия получить выходную мощ-
ность клистрона от 7 до 10 кВт.

Проведенные оценки линейных инкрементов
мод диокотронной неустойчивости полученного
кольцевого электронного пучка показали, что
кольцевой пучок является устойчивым и может
быть использован в системе взаимодействия КРВ
без риска возникновения диокотронной неустой-
чивости.

Работа выполнена при поддержке Министер-
ства науки и высшего образования в рамках вы-

Рис. 4. Зависимости продольной, радиальной и азимутальной компонент импульса электронов в выходном сечении
электронной пушки для “холодного” (а) и “горячего” с Tк = 1300 К (б) электронных потоков.
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As a result of optimization using computer code PARS, the design of electron gun for hollow electron beam
of high power W-band extended interaction klystron have been developed. Electron gun has high beam cur-
rent density convergence factor 90 and gives electron beam current 2.2 A. Magnetic focusing system provides
99% beam current transmission throw klystron interaction region with taking into account of thermal distri-
butions of transverse energy of emitted electrons.
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Образцы наноразмерного никель-цинкового феррита состава NixZn1 – xFe2O4 (где x = 0.25 и 0.5)
синтезированы низкотемпературными золь-гель нитрат-цитратным и пирохимическим нитрат-мо-
чевинным способами и отожжены при температурах 500 и 900°C. Синтезированные образцы иссле-
дованы методом сканирующей электронной микроскопии и с использованием векторного анализа-
тора цепей.

DOI: 10.31857/S0367676521010142

ВВЕДЕНИЕ
Исследования электромагнитных свойств

представителей семейства никель-цинковых фер-
ритов обусловлены перспективностью использо-
вания таких магнитных материалов в качестве маг-
нитных компонентов радиопоглощающих покрытий.
Никель-цинковые ферриты состава NixZn1 – xFe2O4 с
высокой магнитной и диэлектрической проница-
емостями могут быть использованы как в виде
спеченной керамики, так и в составе композитов
на основе полимерных матриц. Такие компози-
ты, в зависимости от типа используемого поли-
мера и магнитного радиопоглощающего ферри-
тового наполнителя, отличаются высокой
структурной прочностью, а также хорошей тем-
пературной и химической стойкостью, и значи-
тельными радиопоглощающими свойствами в
различных частотных диапазонах.

Способ синтеза и последующая термическая
обработка влияют не только на микроструктуру
ферритов, но и на их радиопоглощающие харак-
теристики [1]. Значения магнитных и диэлектри-
ческих проницаемостей [2, 3] ферритов, а также
их ФМР-характеристик [4–6], зависят от способа
синтеза и температуры последующего отжига ма-
териалов. Преимущество низкотемпературных

способов синтеза в том, что в результате этих син-
тезов образуются порошки ферритов, состоящие
из наноразмерных частиц. Микроструктурные и
магнитные свойства наноразмерных ферритов
могут варьироваться в широких пределах, в зави-
симости от условий последующей термической
обработки [7–9]. Целью настоящей работы явля-
ется исследование радиопоглощающих свойств
представителей семейства никель-цинковых
ферритов и их зависимости от способа синтеза и
термической обработки.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Образцы порошков феррита с формулой
NixZn1 – xFe2O4 (где x = 0.25 и 0.5) синтезированы
золь-гель нитрат-цитратным и пирохимическим
нитрат-мочевинным способами. Нитраты металлов
Zn(NO3)2 · 6H2O (ч. д. а.), Ni(NO3)2 · 6H2O (ч. д. а.) и
Fe(NO3)3 · 9H2O (ч. д. а.) являлись исходными ма-
териалами. Лимонная кислота (ч. д. а.) для нит-
рат-цитратного синтеза и мочевина (х. ч.) для
нитрат-мочевинного синтеза использовались в
качестве органических топливных комплексооб-
разователей.

УДК 537.622.6:537.874.76
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В процессе нитрат-цитратного синтеза исходные
материалы при смешении растворялись в биди-
стиллированной воде и постепенно подогрева-
лись до выпаривания воды и образования метал-
локомплексного геля при температуре около
120°C. При дальнейшем нагревании при темпера-
туре около 350°C гель постепенно выгорал с обра-
зованием порошка с наноразмерными гранулами
феррита. При нитрат-мочевинном синтезе исход-
ные материалы перемешивались в ступке без до-
бавления воды до образования вязкой смеси, пе-
реносились в керамический тигель и постепенно
нагревались со скоростью около 10°C · мин–1. Са-
мовозгорание реакционной смеси и образование
порошка с наноразмерными гранулами феррита
происходило при достижении температуры 300–
350°C.

Образцы синтезированных ферритов отжига-
лись при температурах 500 и 900°C. Процесс от-
жига происходил в трубчатой печи с электронным
контролем температуры. Нагрев образца до темпе-
ратуры отжига происходил в течение 30 мин, а сам
отжиг – в течение одного часа.

Исследования микроструктуры образцов
NixZn1 – xFe2O4 (где x = 0.25), полученных двумя
способами синтеза без отжига и с отжигом при
температурах 500 и 900°С, проведены методом
сканирующей электронной микроскопии (СЭМ)
на микроскопе “JEOL JSM 7500F”. Средний диа-
метр наночастиц определяли на основании ана-
лиза нескольких микрофотографий для 350–550
измеренных наночастиц.

Изготовлены образцы композитов на основе
ферритов и парафиновой матрицы. Содержание
ферритового наполнителя 60% при толщине ком-
позитов – 9 мм. Коэффициенты отражения (Kотр)
для композитов феррит/парафин измерены с ис-
пользованием векторного анализатора цепей
“Deepace KC901V” коаксиальным методом в ко-
роткозамкнутой линии в частотном диапазоне
0.015–7 ГГц. Величина параметра Kотр характери-
зует радиопоглощающие свойства вставки в ко-
аксиальный тракт. Для использованной схемы
эксперимента Kотр определяется в основном энер-
гией отраженных волн (энергия падающей волны
поддерживалась постоянной). Затухание элек-

тромагнитной волны в образце приводит к умень-
шению энергии волны, отраженной от границы
вставка – металл короткозамыкателя.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Средний диаметр наночастиц феррита, синте-

зированного нитрат-цитратным способом, без
отжига составляет 12 ± 2 нм, для нитрат-мочевин-
ного синтеза – 30 ± 7 нм.

Наблюдаемые различия в размере наноча-
стиц можно объяснить тем, что при нитрат-мо-
чевинном способе синтеза феррит образуется в
результате возгорания реакционной смеси со
значительным тепловыделением [10, 11]. Нит-
рат-цитратный синтез ферритов, в отличие от
нитрат-мочевинного, происходит при более низ-
кой температуре реакционной смеси без значи-
тельного тепловыделения [12].

Одночасовой отжиг при T = 500°C, приводит к
небольшому увеличению среднего размера нано-
частиц феррита, синтезированного обоими мето-
дами синтеза (см. табл. 1). Последующий одноча-
совой отжиг при T = 900°C, приводит к увеличе-
нию среднего размера наночастиц феррита,
синтезированного нитрат-цитратным способом,
в большей степени, чем в случае нитрат-мочевин-
ного синтеза (см. табл. 1).

Увеличение температуры отжига до 900°C
приводит к увеличению радиопоглощающих
свойств у образцов ферритов при x = 0.25 и 0.5
при нитрат-цитратном синтезе (рис. 1). При нит-
рат-мочевинном синтезе отжиг приводит либо
к ухудшению радиопоглощающих свойств ни-
кель-цинкового феррита (x = 0.25), либо не
оказывает существенного влияния на указан-
ные свойства (x = 0.5). Указанные различия вли-
яния отжига на радиопоглощающие свойства при
различных способах синтеза объясняются разли-
чиями влияния отжига на увеличение размера ча-
стиц феррита, синтезированного различными
способами.

Сравнение частотных зависимостей Kотр для
образцов различного состава показало, что при
x = 0.5 радиопоглощающие свойства образцов фер-
ритов выше по сравнению с ферритом при x = 0.25.

Таблица 1. Средний размер частиц порошков ферритов состава Ni0.25Zn0.75Fe2O4, синтезированных нитрат-цит-
ратным и нитрат-мочевинным способами

Образец 350ц 500ц 900ц 350м 500м 900м

d, нм 12 ± 2 13 ± 3 100 ± 30 30 ± 7 32 ± 8 83 ± 15
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При аналогичных способах синтеза и температу-
рах отжига Kотр в точке минимума для образца при
x = 0.5 достигает значений на 2–10 дБ меньше по
сравнению с составом при x = 0.25.

Максимальные радиопоглощающие свойства
наблюдаются у образца при x = 0.5, синтезиро-
ванного нитрат-цитратным способом и отожжен-
ного при T = 900°C (Kотр ≈ –12 дБ). Образец при
x = 0.5, синтезированный нитрат-мочевинным
способом, является перспективным в качестве
РПМ так как проявляет достаточно высокие радио-
поглощающие свойства без отжига (Kотр ≈ –10 дБ).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для образцов никель-цинковых ферритов
установлено, что состав, способ синтеза и усло-
вия термообработки существенно влияют на их
радиопоглощающие свойства, а именно:

1) образцы, синтезированные нитрат-цитрат-
ным способом отличаются меньшим размером
частиц, по сравнению с образцами, синтезирован-
ными нитрат-мочевинным способом. Отжиг спо-
собствует увеличению размера частиц образцов,
синтезированных нитрат-цитратным способом, в
большей степени по сравнению с образцами, син-
тезированными нитрат-мочевинным способом;

2) увеличение температуры отжига порошка
наноразмерного феррита приводит к увеличению
радиопоглощающих свойств при нитрат-цитрат-
ном синтезе, и ухудшению либо отсутствию изме-
нений – при нитрат-мочевинном синтезе;

3) образцы состава Ni0.5Zn0.5Fe2O4 отличаются
более высокими радиопоглощающими свойствами,
по сравнению с ферритом состава Ni0.25Zn0.75Fe2O4.

Таким образом, наноразмерный феррит соста-
ва Ni0.5Zn0.5Fe2O4, синтезированный нитрат-мо-
чевинным способом без отжига является пер-
спективным радиопоглощающим материалом
как в области низких, так и в области высоких ча-
стот ближнего СВЧ диапазона, что ранее было
обнаружено авторами в работе [11].
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рат-мочевинным способом без отжига (4) и отожженных при температурах 500 (5) и 900°C (6).
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The samples of nanosized nickel-zinc ferrite with the composition NixZn1 – xFe2O4 (where x = 0.25 and 0.5)
were synthesized by low-temperature sol-gel nitrate-citrate and pyrochemical nitrate-urea methods and an-
nealed at temperatures of 500 and 900°C. The synthesized samples were studied by scanning electron micros-
copy and using a vector network analyzer.
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Обсуждается метод активной акустической локации летательных аппаратов с винтом. Метод осно-
ван на анализе дополнительных максимумов функции взаимной корреляции линейно частотно
модулированного сигнала, отраженного от вращающегося винта. Эти максимумы возникают в
широком диапазоне временных задержек, что позволяет их использовать в качестве дополнитель-
ного информативного параметра при идентификации винтовых летательных средств.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время использование беспилот-

ных летательных аппаратов (БПЛА) находит все
большее применение в различных сферах дея-
тельности человека. Появление сравнительно де-
шевых моделей БПЛА привело к взрывному росту
их использования для решения различных задач.
Например, реализация планов создания “умных
городов”, как одного из важнейших направлений
современного развития социотических систем,
требует решения целого комплекса задач, связан-
ных с повсеместным внедрением беспилотных
транспортных средств, обеспечивающих переме-
щение людей и грузов в пределах города и прилега-
ющих к нему территорий и акваторий. Следует от-
метить и вопросы безопасности, возникающие
при несанкционированном использовании БПЛА.
Среди методов обнаружения БПЛА можно выде-
лить радиолокационные, оптические, инфразву-
ковые и акустические [1]. В свою очередь, среди
акустических методов выделяются активные си-
стемы, использующие источники, и пассивные,
которые основаны на регистрации собственных
шумов летательных аппаратов с последующей их
локализаций и идентификацией. При этом для
распознавания объектов могу привлекаться мето-
ды, основанные на сопоставлении записанных

сигналов с библиотекой характерных сигнатур
(образцов сигналов), которые ранее были измере-
ны или численно рассчитаны. Для подобного ро-
да подходов требуется расчет шумов летательных
аппаратов, что в случае винтовых средств может
быть сделано известными способами [2, 3]. Ос-
новным преимуществом акустических методов
является сравнительно низкая стоимость их реа-
лизации [4] и при этом достаточно высокая точ-
ность обнаружения и идентификации целей.
К основным недостаткам акустических методов
можно отнести небольшую дальность обнаруже-
ния (как правило, до 300 метров), которая опре-
деляется высокими уровнями шумов в исходных
данных и чувствительностью результатов лока-
ции к вариациям характеристик среды распро-
странения. Развитие новых акустических методов
локации БПЛА является перспективным направ-
лением исследований [5, 6].

В настоящей работе предлагается новый метод
активной акустической локации летательных ап-
паратов с несущим винтом или тянущим/толкаю-
щим пропеллером. Метод заключается в облуче-
нии БПЛА линейно частотно модулированным
акустическим сигналом (ЛЧМ-сигналом) в слы-
шимом диапазоне, приеме отраженного сигнала,
вычислении взаимной корреляционной функции
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принятого сигнала с посылкой и анализе полу-
ченной корреляционной структуры (рис. 1).
В случае, когда облучение происходит с направ-
ления, отличного от оси вращения винта, получа-
емая локационная отметка будет иметь специфи-
ческую структуру (мультиплет), которая будет
указывать на наличие винта. В этом случае удает-
ся предложить новый метод идентификации, что
важно в случаях, когда из-за небольших размеров
БПЛА традиционные методы сталкиваются с
трудностями. Например, в активном режиме об-
наружения малогабаритные БПЛА оказывается
сложно отличить от птиц [7]. Отличительной осо-
бенностью настоящей работы является использо-
вание согласованной обработки регистрируемых
сигналов, что позволяет повысить выходное от-
ношение сигнал/помеха. Это является принци-
пиально важным в акустических задачах, когда в
исходных данных зачастую преобладают шумы.
В большинстве известных работ [4–7], при обна-
ружении и идентификации винтовых летатель-
ных аппаратов анализируются сами рассеянные
сигналы, при этом их корреляционная обработка
не используется.

КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ
ЛЧМ-СИГНАЛА, ОТРАЖЕННОГО

ОТ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ВИНТА

Основные эффекты, определяющие структуру
сигналов, отраженных от вращающегося винта,
связаны с доплеровским сдвигом частоты (отра-
жение от движущихся лопастей винта), а также с
модуляцией сигнала при отражении от периоди-
чески изменяющегося рассеивателя (коэффици-
ент отражения винта с определенной точностью
можно рассматривать в виде периодической
функции с периодом  где F – частота враще-
ния вала пропеллера, а N – число лопастей).

1 ,NF

В случае моностатической локации, для моно-
хроматического сигнала частоты f, отраженного
от вращающегося винта с N одинаковыми лопа-
стями, известно выражение [8], которое может
быть представлено в виде:

(1)

где фазовая функция  имеет следующий вид:

(2)

Здесь L – длина лопасти, β – угол между направ-
лением распространения зондирующей волны и
осью вращения винта (рис. 1),  – начальный
угол поворота винта, R – расстояние от локатора
до центра винта,  где λ – длина волны.
Из (1), (2) следует [8, 9], что спектр отраженного
сигнала будет искажен за счет доплеровского

сдвига, определяемого множителем  где

υ – скорость вращения винта, с – скорость звука
(предполагается, что среда распространения яв-
ляется однородной и стационарной), а также за
счет появления “комбинационных” частот вида

Пусть теперь излучаемый сигнал  пред-
ставляет собой ЛЧМ-сигнал, с мгновенной ча-
стотой  которая изменяется медлен-
но за время излучения T (здесь постоянная b
определяет скорость изменения частоты 

). В этом случае спектр отраженного сиг-
нала  в каждый момент времени будет содер-
жать частоту  сдвинутую за счет эффекта До-
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Рис. 1. Схема эксперимента по измерению взаимной корреляционной функции ЛЧМ-сигнала, отраженного от вра-
щающего винта, с излученным сигналом.
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плера, и комбинационные частоты 
Рассмотрим функцию взаимной корреляции

(3)

В интеграл (3) входят произведения сигналов,
близких к гармоническим (с медленно меняющи-
мися частотами). Ненулевой вклад в интеграл да-
ют фрагменты произведения, на которых мгно-
венные частоты совпадают. Поэтому сдвиг по ча-
стоте на  в сигнале  соответствует сдвигу 
по переменной τ на величину

Например, сдвиг по частоте  приведет к
смещению корреляционного пика по дальности

 на величину  = 

Если в каждый момент времени имеются сигналы
с мгновенными частотами   
то корреляционный пик будет представлять со-
бой триплет. В рассматриваемом случае присут-
ствия в сигнале  комбинационных частот ви-
да  приводит к формированию в корре-
ляционной функции не триплета, а мультиплета,
причем этот мультиплет оказывается искаженным
за счет доплеровского сдвига частоты.

Для практического применения следует отме-
тить случай, когда дальность до цели  много
больше смещения по дальности  (предполага-
ется, что этот режим зондирования может быть
реализован при соответствующем выборе посыл-
ки ). В этом случае в качестве критерия обна-
ружения может использоваться факт присутствия
или отсутствия информативных пиков корреля-
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ционной функции в области отрицательных вре-
менных задержек, т.е. там, где их быть не должно
в случае отражения сигнала от рассеивателя без
винта.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ НАЛЮДЕНИЕ 
ОСОБЕННОСТЕЙ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ 

ФУНКЦИИ ОТРАЖЕННОГО ЛЧМ-СИГНАЛА

Для экспериментальной проверки принципи-
альной работоспособности обсуждаемого подхо-
да был проведен эксперимент в звукозаглушен-
ной камере кафедры акустики физического фа-
культета МГУ. Использовался источник звука с
рабочей частотой 3–20 кГц, измерительный мик-
рофон и закрепленный на штативе вентилятор.
Вентилятор имел N = 4 лопасти и вращался с ча-
стотой F ≈ 50 Гц. Частота вращения вентилятора
определялась в ходе дополнительных измерений
по основному тону в спектре шума, который ре-
гистрировался с помощью лабораторного шумо-
мера, располагаемого в непосредственной близо-
сти от вращающегося винта. Ошибка оценки ча-
стоты вращения пропеллера F не превышала 8%.

Схема экспериментальной установки по изме-
рению акустических сигналов, отраженных от вра-
щающегося пропеллера, а также фотография, сде-
ланная при проведении эксперимента, представ-
лены на рис. 2. На динамик подался ЛЧМ-сигнал,
синтезированный цифровым способом. Приня-
тый микрофоном сигнал оцифровывался звуко-
вой картой и далее обрабатывался на ЭВМ. Ча-
стота дискретизации для ЦАП и АЦП составляла
44.1 кГц. В процессе обработки вычислялась вза-
имная корреляционная функция принятого сиг-
нала с исходной ЛЧМ посылкой. Главной задачей
эксперимента является наблюдение дополни-
тельных пиков корреляционной функции. При-

Рис. 2. Схематическое изображение (а) и фотография (б) эксперимента в звукозаглушенной камере.
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чем в условиях эксперимента рассматривался
случай, в котором дальность до цели  много
меньше смещения по дальности  что позво-
лило проверить наличие пиков в отрицательных и
положительных временных задержках.

Вентилятор облучался с направления, незна-
чительно отличающегося от осевого ( ).
В этом случае влияние доплеровского сдвига за-
метно уменьшается. При этом расположение ис-
точника и приемника выбирались таким образом,
чтобы за счет сложной геометрии винта лопасти
давали блик от источника на приемник в каком-
то положении вентилятора. Модуляция коэффи-
циента отражения достигается с помощью перио-
дического попадания блика на приемник. При
строго осевом падении зондирующего сигнала
нельзя ожидать, что коэффициент отражения бу-
дет зависеть от угла поворота винта, в силу сим-
метрии. В итоге, специальным выбором относи-
тельного расположения источника, приемника и
вентилятора удалось добиться уменьшения влия-
ния доплеровского сдвига, сохранив при этом эф-
фекты, связанные с модуляцией рассеянного сиг-
нала за счет отражения от периодически вращаю-
щегося винта.

Геометрические параметры установки приве-
дены ниже в соответствии с обозначениями на
рис. 2а:

L
δ ,ML

β ≈ °10

= = =1 м, 0.4 м, 1.6 м.f m pr r r

Характеристики изучаемого ЛЧМ-сигнала
следующие. Начальная частота  = 5 кГц, конеч-
ная частота  = 15 кГц, длительность излучения
сигнала T = 10 c. Это соответствует

На рис. 3 приведен результат вычисления вза-
имной корреляционной функции при неподвиж-
ном вентиляторе (слева) и при работающем вен-
тиляторе (справа). Для удобства рассмотрения
шкала временных задержек τ переведена в метры

 На рис. 3б отчетливо виден пик, соответству-

ющий сигналу, отраженному от пропеллера, а так-
же несколько побочных пиков мультиплета.
Для неподвижного вентилятора информатив-
ные побочные пики не наблюдаются (рис. 3а).
Звездочками на рис. 3б отмечены пики, соот-
ветствующие теоретическим значениям даль-
ностей  =  где 
Экспрементально полученные значения поло-
жения пиков  отличаются от теоретических
не более чем на 7.5%, что соответствует точности
определения частоты вращения винта F. Следует
отметить и неидеальность условий проведения
эксперимента. Так, на рис. 2а при отключенном
вентиляторе в корреляционной функции наблю-
даются симметричные пики как в положитель-
ных, так и отрицательных временных задержках
(отмечены ромбами на рис. 3). Присутствие этих
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Рис. 3. Результат вычисления экспериментальной корреляционной функции при выключенном винте (а) и в случае,
когда винт вращался (б). Звездочками на рисунке изображены информативные максимумы, ромбами – ложные пики.
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ложных пиков связано с наличием в исходных дан-
ных наводки, а также нелинейными эффектами,
проявляющимися в используемом приемо-излу-
чаемом обрудовании. По-видмому, эти же причи-
ны приводят и к возникновению множества до-
полнительных пиков, расположенных между ин-
формативными максимумами корреляционной
функции. В дальнейшем особое внимание будет
уделено улучшению характеристик используемо-
го оборудования. Вместе с тем следует отметить,
что присутствие ложных пиков в проведенном
эксперименте не совпадает с положениями ино-
фрмативных максимумов, что позволяет даже в
такой сложной и неоднозначной помеховой об-
становке однозначно идентифицировать обсуж-
даемые в работе эффекты, возникающие при кор-
реляционной обработке ЛЧМ-сигналов, отра-
женных от вращающегося винта.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные в работе данные указывают на
принципиальную возможность эксперименталь-
ного наблюдения побочных пиков корреляцион-
ной функции сигналов, отраженных вращающим-
ся винтом, в том числе в области отрицательных
временных задержек, что может использоваться в
качестве дополнительного информативного пара-
метра при идентификации малогабаритных вин-
товых БПЛА. Взаимное расположение этих пиков
вдоль оси временных задержек зависят от парамет-
ров излучаемого сигнала и характеристик винта.
Важной отличительной особенностью рассмат-
риваемого подхода является анализ не самих от-
раженных сигналов, а результатов их корреляци-
онной обработки, что позволяет улучшить отно-
шение сигнал/помеха, повысив тем самым
достоверность получаемых оценок. Среди пер-
спектив дальнейших исследований можно выде-
лить применение к сигналам, отраженным вра-
щающимся винтом, векторно-фазовых методов
обработки [10–12]. Полученные в работе резуль-

таты требуют дальнейшего детально исследова-
ния, прежде чем можно будет говорить о возмож-
ности их применения к решению конкретных
практических задач.
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ВВЕДЕНИЕ

Изучение свойств распространения волн внутри
метаматериалов в акустике и оптике в последние
годы широко обсуждается. В эту область входят эф-
фекты отрицательного преломления, маскиров-
ки, акустического диода, поглощения волн и
многие другие. Эти эффекты имеют большое
практическое значение.

Один из подходов к описанию волновых про-
цессов в неоднородных средах основан на теории
рассеяния. Когда волна распространяется в среде,
каждый из элементов среды начинает колебаться,
становясь источником вторичных волн. Итоговое
поле может быть представлено в виде суммы па-
дающего поля, которое создается первичными
источниками, и рассеянного поля, которое пред-
ставляет собой сумму полей, рассеянных всеми
элементами среды. Рассеянное поле создается так
называемыми вторичными источниками, кото-
рые в каждой точке пропорциональны именно
итоговому полю в этой точке. Таким образом, за-
дача рассеяния является самосогласованной и
требует учета процессов многократного рассея-
ния между элементами среды.

Для метаматериалов, которые представляют
собой упорядоченные (или расположенные хао-
тически) дискретные неоднородности, помещен-
ные в фоновую среду, такой подход наиболее
естественен. В этом случае происходит много-
кратное рассеяние волн на отдельных неоднород-
ностях. Конструкция этих неоднородностей

определяет их отклик на падающую волну в виде
возникающих вторичных источников поля и, та-
ким образом, оказывает влияние на волновые
свойства среды в целом.

Широко применяется представление поля,
рассеянного каждой отдельной неоднородно-
стью, в виде ряда мультипольных компонент
[1‒3] для решения задач рассеяния, включая за-
дачи сокрытия неоднородного объекта [4]. В си-
стеме без нелинейных эффектов величина этих
компонент линейно зависит от поля, падающего
на неоднородность. В представляемой работе из
общих соображений решается задача выявления
связи между амплитудой и фазой этих рассеян-
ных мультипольных компонент. Отдельно рас-
сматривается случай пассивных неоднородно-
стей, не содержащих внутреннего источника
энергии.

ПОТОКИ ЭНЕРГИИ 
ЧЕРЕЗ ЭЛЕМЕНТ МЕТАМАТЕРИАЛА

Рассматривается двумерная задача, которая
при необходимости может быть обобщена и на
трехмерный случай. Элемент метаматериала в ви-
де неоднородности  конечных размеров (рис. 1)
расположен вблизи начала координат. Остальное
пространство заполнено однородной непоглоща-
ющей фоновой средой. Следует отметить, что
сначала не делается (пока не будет оговорено осо-
бо) каких-либо предположений о конструкции
элемента метаматериала и уравнениях, описыва-

ℜ
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ющих волновые процессы внутри него. Этот эле-
мент может включать источник энергии, различ-
ные электроакустические преобразователи, быть
нелинейным и т.д. Эти особенности скажутся в
дальнейшем, после получения выражений для
потоков энергии в такой системе.

Пусть окружность Γ с центром в начале коор-
динат и радиусом  полностью охватывает эле-
мент метаматериала  (рис. 1), и единственный
монопольный δ-образный первичный источник
акустического поля находится в точке  вне
окружности Γ, т.е.  Будет рассматриваться
монохроматический случай с временнóй зависи-
мостью полей  Потенциал падающего

поля  которое создает первичный источ-
ник (т.е. это потенциал поля в фоновой среде в
отсутствие неоднородности) в произвольной точ-
ке  удовлетворяет уравнению Гельмгольца

где  – волновое число в фоновой среде,  – нор-
мировочный амплитудный коэффициент первич-
ного источника. Верхний индекс “+” здесь и далее
означает, что рассматриваются запаздывающие по-
ля, удовлетворяющие условию излучения Зоммер-
фельда. Решение уравнения Гельмгольца  =

 выражается через двумерную запазды-
вающую функцию Грина однородной среды

(1)
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где  – функции Ханкеля n-го порядка ξ-го
рода (  или ). Согласно теореме сложе-
ния Графа это решение может быть представлено
в виде ряда, содержащего функции Бесселя 

(2)

где угол  между векторами  и  отсчи-
тывается в направлении против часовой стрелки
(рис. 1). Выражение (2) при фиксированном 
представляет собой разложение падающего поля
по мультипольным компонентам, порядок кото-
рых задается величиной  Таким образом, член
с  соответствует монопольной компоненте, с

 – дипольной, с  – квадрупольной
и т.д. Надо заметить, что возникновение в (2)
мультипольных компонент с  связано с до-
статочно произвольным выбором начала коорди-
нат; в то же время в поле (1) присутствует только
монопольная компонента в системе координат с
центром в точке 

Поскольку выполнено тождество  ≡

 то падающее поле (2) можно

представить в виде суммы двух составляющих:

(3)

Здесь  = 

 – при фиксированном  это поле,

“выходящее” из начала координат;  =

 – поле, “входя-

щее” в начало координат. Такое отличие этих по-
лей проявляется в том, что зависимость от точки

 для  включает функции Ханкеля только
первого рода, а для  – только второго ро-
да. Поскольку обе рассматриваемые составляю-
щие являются частями исходного падающего по-
ля  для каждой из них сохранен верхний
индекс “+”. Векторы потоков мощности, кото-
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“входящей” и “выходящей” составляющим, рав-
ны по модулю и противоположны по направле-
нию в каждой точке окружности Γ; поэтому сум-
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Рис. 1. Геометрия задачи. Область расположения не-
однородности  находится внутри окружности Γ с
центром в начале координат. Падающее поле создает-
ся первичным источником, который находится в точ-
ке 
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марный поток мощности падающего поля через
нее равен нулю.

Рассеянное неоднородностью  поле  так-
же можно разложить вне  в ряд по мультиполь-
ным компонентам:

(4)

Здесь введены коэффициенты рассеяния 
характеризующие вторичные источники -й муль-
типольности. Они зависят от положения первично-
го источника  В отличие от выражения (3), ряд (4)
содержит только одну “выходящую” составляю-
щую, которая связана с появлением вторичных
источников поля внутри области  расположе-
ния неоднородности (именно вторичные источ-
ники создают рассеянное поле).

Мультипольные разложения типа (3) и (4) хо-
рошо известны [1]. В ряде случаев для неоднород-
ностей простых форм коэффициенты  могут
быть определены аналитически. К таким неодно-
родностям относятся, например, однородные ци-
линдры и сферы, обладающие сдвиговой упруго-
стью [5]; цилиндрические и сферические оболоч-
ки и полости внутри жидких и твердых сред [6].
Зависимость  от координаты источника 
можно описать матрицей рассеяния [7, 8], которая
связывает значения  с соответствующими ко-
эффициентами мультипольного разложения па-
дающего поля (2).

Если неоднородность  имеет малый волновой
размер, некоторая точка  совпадает с нача-
лом координат и находится внутри  и рассеяние
на этой неоднородности носит преимущественно
монопольный характер, то выражение (4) будет
содержать единственный член:  =

 Падающее поле (2)

в точке  также содержит единственное
слагаемое, поскольку  при всех 

 =  Тогда, с учетом вида
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Если же точка  не совпадает с началом ко-
ординат, то соотношение (5) приобретает вид
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Суммируя (3) и (4), можно представить полное

поле  =  как

(6)

т.е.  ≡ 

Оно также состоит из “выходящей”  и

“входящей”  составляющих, причем

 = 

Поток мощности полного поля по направлению
внешней нормали  к окружности  определяет-

ся выражением  = 

Здесь  и  –
поля акустического давления и колебательной
скорости на частоте ω;  – плотность однород-
ной фоновой среды вне  символ “*” означает
комплексное сопряжение.
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(7)

Здесь  и  представляют собой состав-
ляющие потока мощности через Γ, которые соот-
ветствуют n-му порядку мультипольности для
“выходящей” составляющей и “входящей” со-
ставляющей падающего поля (3), соответственно.
Можно заметить, что  =  Тогда, в
итоге,

(8)

ПАССИВНЫЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИ 
СИММЕТРИЧНЫЕ НЕОДНОРОДНОСТИ

Рассматриваются пассивные неоднородности,
т.е. не содержащие внутренних источников энер-
гии. В таком случае поток мощности полного по-

ля  может быть либо равен нулю, либо меньше
нуля. Эти два типа неоднородностей будут назы-
ваться непоглощающими (какой поток мощно-
сти входит внутрь области, ограниченной конту-
ром , такой и выходит из этой области; поэтому

) и поглощающими (выходящий поток
меньше входящего из-за поглощения внутри 

поэтому ), соответственно. При этом по-
глощение может иметь как чисто акустическую
природу, так и являться следствием преобразова-
ний энергии внутри неоднородности. Такой под-
ход позволяет включить в рассмотрение широкий
класс неоднородных сред.

С точки зрения коэффициентов рассеяния, к
цилиндрически симметричным следует отнести
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вием (при )

(9)

Таким образом, определяющее значение играет рас-
стояние  до первичного источника, но не направ-
ление на него. Следует отметить, что условие (9) вы-
полняется для неоднородностей более широкого
класса, чем неоднородности с цилиндрически
симметричной конструкцией. Например, оно
справедливо для слабоконтрастных неоднород-
ностей малого волнового размера [12]. Для неод-
нородностей, удовлетворяющих условию (9), и для
любой совокупности первичных источников поля,
у которых фиксирован  выполнено соот-

ношение (8), где коэффициенты  зави-
сят только от порядка мультипольности n и от 
Выбирая разные совокупности первичных источ-
ников, можно создавать падающие поля с произ-
вольной зависимостью  от n. Это имеет ряд
следствий.

Во-первых, поскольку для пассивных неодно-
родностей  (причем  если погло-
щения нет), то, как следует из (8) и условия ци-
линдрической симметрии неоднородности, для

всех n выполнено  Это равносильно

выражениям

(10)

Данные условия для неоднородностей малого
волнового размера в отсутствие поглощения (то-
гда в (10) будут строгие равенства) были ранее по-
лучены для  [9], а также для  [10]. Вво-
дя, по аналогии с [9], амплитуду  и фазу  ко-

эффициента рассеяния  можно

получить из (10) их связь в виде 
Эта связь в отсутствие поглощения ранее обсуж-
далась в [9–12] и с учетом поглощения для квази-
точечных неоднородностей в [13]. Важным ее
следствием является ограниченность коэффици-
ента рассеяния и, тем самым, потока мощности
поля, рассеянного неоднородностью рассматри-
ваемого типа.

Во-вторых, поток мощности рассеянного поля
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ко вместо потенциала (6) используется потенци-
ал (4) – приводят к выражению

(11)

Используя амплитуды и фазы каждого коэффи-
циента рассеяния, с помощью соотношений (8) и
(11) можно получить выражения для относитель-

ной поглощенной мощности  =

 =  и относительной

рассеянной мощности  = 

Эти соотношения, с учетом возможного диапазо-

на  приводят к неравенству

(12)

Условие такого типа обсуждалось в [14]. Мощ-
ность, поглощенная в неоднородности, с одной
стороны, неотрицательна, а с другой стороны –
ограничена сверху некоторым предельным зна-
чением, однозначно связанным с рассеянной
мощностью. Особыми свойствами обладает не-
однородность, у которой  для всех при-
сутствующих мультипольных компонент n.
В этом случае, согласно (6), “выходящее” поле

 обращается в ноль, т.е. такая неоднород-
ность является “идеальным” поглотителем. На-
оборот, неоднородность, у которой  ха-
рактеризуется максимальной мощностью рассе-
янного поля; поглощенная мощность при этом
равна нулю. Это отвечает наличию резонанса; та-
кие случаи исследовались в [6, 15].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Суммируя все вышесказанное, можно отме-

тить следующее. Рассеяние акустической волны
на элементе метаматериала может быть описано с
помощью коэффициентов рассеяния  Они
описывают возникновение рассеянного поля
n-го порядка мультипольности в ответ на падаю-
щее поле точечного монопольного источника,
расположенного в точке  Для пассивных неод-
нородностей, не содержащих внутренних источ-
ников, поток мощности поля, идущего изнутри
неоднородности, не может превосходить поток,
идущий внутрь неоднородности. Если коэффи-

циенты рассеяния не зависят от направления на
источник падающего поля, то данное условие на
поток оказывается справедливым и для каждой
мультипольной компоненты поля в отдельности.
Это возможно, если коэффициенты рассеяния не
являются произвольными. А именно, если погло-
щения нет, их значения образуют на комплекс-
ной плоскости окружность радиусом 2 с центром
в точке  В присутствие поглощения значения
лежат внутри этой окружности.

Такое ограничение множества значений 
во-первых, проявляется в виде связи амплитуды и
фазы рассеянного поля [9]. Во-вторых, мощ-
ность, рассеянная неоднородностью, имеет фик-
сированное максимальное значение, которое до-
стигается при  Эта ситуация соответ-
ствует отсутствию поглощения и проявляется,
когда неоднородность резонирует. В-третьих,
мощность, поглощенная внутри неоднородности,
также ограничена. “Идеальному” поглотителю со-
ответствует  Максимальные значения
поглощенной и рассеянной неоднородностью мощ-
ностей связаны между собой соотношением (12).

Исследование выполнено при поддержке Рос-
сийского научного фонда (проект № 19-12-00098).
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The relations between phases and amplitudes of multipole components
of the acoustic field scattered by discrete inhomogeneities
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The acoustic field scattered by an object can be represented as a multipole series. The set of values of every
coefficient in this series is limited for objects with cylindrical symmetry in the case of absence of internal en-
ergy sources. The relationships between the phases and amplitudes of these coefficients, as well as between
the powers of the absorbed and scattered fields are given.
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Экспериментально реализован метод широкополосной лазерно-ультразвуковой спектроскопии для
исследования пористых углепластиков. Исследованные образцы представляли собой однонаправлен-
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относительной дисперсии фазовой скорости продольных акустических волн характеризует пори-
стость образца.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время проблема разработки и
усовершенствования методов неразрушающего
контроля полимерных композиционных материа-
лов является весьма актуальной вследствие их ши-
рокого применения в промышленности. Одним из
примеров таких материалов, часто используемых в
авиации и ракетостроении, являются углепласти-
ки [1–3]. Хорошо известно, что в углепластиках
уже на этапе изготовления возможно возникнове-
ние некоторой пористости – объемной доли газо-
вых пор [3–5]. Пористость оказывает негативное
влияние на механические свойства материала: его
упругие модули, межслойную сдвиговую проч-
ность, прочность на сжатие, растяжение и изгиб,
а также на усталостную долговечность, что при-
водит к снижению срока службы композитных
конструкций [5]. Таким образом, необходимо
развивать методы оперативной количественной
диагностики структуры углепластиков.

Ультразвуковые методы неразрушающего
контроля композиционных материалов, осно-
ванные на измерении различных параметров
акустических волн, распространяющихся в ис-
следуемом материале, получили широкое рас-
пространение благодаря своей оперативности,
надежности, безопасности и относительной

простоте. Размер пор и неоднородностей в угле-
пластиках может варьироваться от нескольких
микрон до нескольких миллиметров, поэтому для
количественного анализа структуры таких мате-
риалов необходимо использовать зондирующие
импульсы, обеспечивающие широкий частотный
диапазон для проводимых измерений (от не-
скольких сотен килогерц до десятков мегагерц).
Следует отметить, что исследования частотных
зависимостей фазовой скорости акустических
волн в различных композиционных материалах и
полимерах часто проводятся с применением тра-
диционных пьезоэлектрических излучателей уль-
тразвука (см., например, [6–8]). Известно, что
использование пьезоэлектрических преобразова-
телей имеет некоторые проблемы, связанные с
низкой эффективностью пьезовозбуждения ши-
рокополосных акустических сигналов и с трудно-
стями в получении равномерной частотной харак-
теристики в широком спектральном диапазоне [9].
К настоящему времени было проделано суще-
ственное количество исследований, связанных с
разработкой эффективных широкополосных
пьезокерамических и пьезополимерных акусти-
ческих преобразователей [10, 11]. Однако их
конструирование требует некоторых сложных
методов подавления возбуждения собственных
резонансов пьезоэлемента для обеспечения рав-

УДК 534.08:534.21
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номерной частотной характеристики, что приво-
дит к дополнительным потерям при электроаку-
стическом преобразовании и к снижению эф-
фективности широкополосного возбуждения
ультразвука. Кроме того, для этих преобразова-
телей могут использоваться только специальные
мелкозернистые керамики и пьезополимеры,
изготовленные по особым технологиям. Поэтому
часто вместо одного широкополосного преобра-
зователя используется набор из нескольких пре-
образователей с различными центральными ча-
стотами (см., например, [8, 12]), что не всегда
удобно, и может вносить погрешности в измере-
ния из-за замены датчиков. В качестве альтерна-
тивы пьезоэлектрическим преобразователям
представляется перспективным использование
метода, основанного на лазерном термооптиче-
ском возбуждении широкополосных акустиче-
ских импульсов (оптико-акустический эффект
[13–16]). Такой метод позволяет получить корот-
кие и мощные широкополосные зондирующие
импульсы продольных акустических волн со
спектральным диапазоном от долей до десятков
мегагерц и амплитудой до сотен мегапаскалей,
что актуально для исследования сильно поглоща-
ющих и рассеивающих ультразвук композицион-
ных материалов [14–16].

Целью настоящей работы является примене-
ние метода широкополосной лазерно-ультразву-
ковой спектроскопии для исследования частот-
ных зависимостей фазовой скорости продольных
акустических волн C(f) в пористых углепластиках.
Новизна работы состоит в получении зависимо-
стей относительной дисперсии фазовой скорости
для углепластиков с различным объемным содер-
жанием матрицы и волокон, и вдобавок обладаю-
щих близкими значениями импедансов слоев,
что приводит к отсутствию резонансного поведе-

ния кривой C(f), которое обычно наблюдается в
слоистых материалах. Основная идея заключается
в том, что влияние пористости материала на дис-
персию фазовой скорости продольных акустиче-
ских волн позволяет использовать величину ее
относительной дисперсии для количественной
оценки содержания пористости в исследуемом
образце.

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Широкополосный лазерно-ультразвуковой спек-
трометр, используемый в данной работе, состоит из
Nd:YAG-лазера с модуляцией добротности на
длине волны 1064 нм, оптико-акустической (ОА)
ячейки, цифрового осциллографа и персонально-
го компьютера. Характерная длительность лазер-
ного импульса 10–12 нс, частота повторения им-
пульсов 10 Гц, энергия в импульсе 10–15 мДж.
Схема ОА-ячейки представлена на рис. 1. При
поглощении лазерного импульса в специальном
источнике звука (ОА-источнике) происходит не-
однородный нестационарный нагрев приповерх-
ностного слоя, приводящий к возникновению в
нем механических напряжений, которые, в свою
очередь, являются источниками продольных
акустических волн. Возбуждаемый в источнике
ОА-сигнал является зондирующим (опорным) в
данном спектрометре. В качестве ОА-источника
ультразвука использовался водный раствор чер-
ной туши. Временной профиль, амплитудный и
фазовый спектры зондирующего акустического
импульса представлены на рис. 2. Отметим, что
амплитуда и спектр возбуждаемого в источнике
ОА-сигнала зависят как от параметров лазерного
излучения, так и от свойств самого источника
(в первую очередь, коэффициента поглощения
света на длине волны используемого излучения),
а также от граничных условий возбуждения
[15, 16]. Таким образом, путем подбора материала
ОА-источника с определенными свойствами воз-
можно получить зондирующие импульсы с необ-
ходимой для конкретной задачи полосой частот.
Это является важным преимуществом лазерно-уль-
тразвукового метода. Регистрация ультразвуковых
импульсов, прошедших через исследуемый обра-
зец, осуществлялась с помощью широкополосного
пьезоприемника с рабочей полосой частот 0.1–
30 МГц, изготовленного на основе ПВДФ пленки
толщиной 30 мкм. Акустический контакт между
образцом и пьезоприемником в ОА-ячейке обес-
печивался слоем дистиллированной воды толщи-
ной 3 мм. Электрические сигналы с пьезоприем-
ника передавались на цифровой осциллограф с
аналоговой полосой частот 200 МГц и затем обра-
батывались на персональном компьютере. Запуск
осциллографа был синхронизирован с моментом

Рис. 1. Оптико-акустическая ячейка.

Лазерный
импульс

ОА-источник

Образец

Вода

Пьезоприемник
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излучения лазерного импульса. Максимальное
соотношение сигнал-шум регистрируемых элек-
трических сигналов составляло порядка 2000.

Дисперсия фазовой скорости продольных аку-
стических волн в образце C(f) рассчитывается с
использованием фазовых спектров зондирующе-
го ультразвукового импульса ϕ0(f), и импульса,
прошедшего через образец, ϕ(f) [17]:

(1)

где  – разность моментов начала за-
писи в осциллографе ультразвукового импульса,
прошедшего исследуемый образец, и опорного
ультразвукового импульса, H – толщина образца.
Оба значения T1 и T2 отсчитываются от момента
излучения лазерного импульса [16]. Разность фаз

 не связана с набегом фазы
импульса при его распространении в образце, а
определяется искажением временной формы это-
го импульса за счет затухания и дисперсии фазо-
вой скорости акустических волн в образце. Величи-
ны ϕ0(f) и ϕ(f) рассчитываются с использованием
стандартной процедуры “развертывания фазы”
для получения непрерывных фазовых спектров
[16]. Спектры ультразвуковых импульсов рассчиты-
вались с использованием стандартного программ-
ного пакета быстрого преобразования Фурье, также

[ ]
=

Δ + ϕ − ϕ π0

( ) ,
( ) ( ) 2

HC f
T f f f

Δ = −2 1T T T

δϕ = ϕ − ϕ0( ) ( ) ( )f f f

для всех спектров применялась процедура ком-
пенсации частотно-зависимого дифракционного
искажения широкополосных ультразвуковых им-
пульсов, детально изложенная в [18].

ИССЛЕДУЕМЫЕ ОБРАЗЦЫ

Углепластик представляет собой композици-
онный материал, состоящий из чередующихся
слоев ткани из углеродных волокон и полимер-
ной матрицы. В настоящей работе исследовались
восемь образцов углепластиков с различной по-
ристостью и с различным объемным содержани-
ем полимерной матрицы и углеродного наполни-
теля. Образцы условно разделены на группы с
одинаковым содержанием компонентов, про-
центный состав исследованных образцов приве-
ден в табл. 1. Исследуемые образцы являются так
называемым однонаправленными углепластика-
ми, в которых все ленты углеродных волокон, об-
разующих армирующую ткань, сонаправлены.
Толщина образцов составляла 10–11 мм.

Величина фазовой скорости продольных аку-
стических волн C0 для беспористого материала
может быть рассчитана исходя из модели двух-
компонентной среды, связывающей объемные
концентрации матрицы и наполнителя и фазовые
скорости в отдельных компонентах с фазовой

Рис. 2. Временной профиль (а), амплитудный спектр (б) и фазовый спектр (в) зондирующего ультразвукового импульса.
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скоростью продольных акустических волн в ком-
позитном материале [19]:

(2)

где плотности матрицы и наполнителя составляют
ρm = 1200 кг/м3 и ρf = 1744 кг/м3 соответственно, а
фазовые скорости в матрице и наполнителе Cm и
Cf могут быть измерены с использованием выше-
описанной методики широкополосной акустиче-
ской спектроскопии и считаются известными.
Полученные с помощью формулы (2) величины
C0 для каждой группы образцов с различным со-
держанием компонентов также представлены в
табл. 1. Погрешность определения C0 определяет-
ся точностью измерения Cm и Cf по данной мето-
дике (см. ниже).

Практически все исследованные образцы со-
держали некоторую пористость. Пористость P,
усредненная по всему объему образца, определя-
ется как P = (1 – ρ/ρ0), где ρ – фактическая плот-
ность образца, а ρ0 – плотность твердой фазы об-
разца (без пор), которая рассчитывается по из-
вестным плотностям полимерной матрицы ρm и
углеродной ткани ρf и их объемным концентра-
циям nm и nf в данном образце: ρ0 = nmρm + nfρf (где
nm + nf = 1). Оценка пористости исследованных
образцов проводилась с помощью рентгеновской
компьютерной томографии. Результаты томогра-
фии показали, что суммарная (средняя по объему)
пористость P в исследованных образцах варьиру-
ется от 0 до 4.2% (см. табл. 1).

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Расчет фазовой скорости продольных акусти-
ческих волн в образцах углепластика проводился
по измеренным фазовым спектрам с помощью

−
 

= +  ρ ρ ρ 

1
2
0 2 2

0

1 ,fm

m m f f

nnC
C C

формулы (1). Частотные зависимости фазовой
скорости в исследованных образцах получены в
частотном диапазоне от 0.8 до 10 МГц. Для ча-
стот f < 0.8 МГц величина фазовой скорости не
определялась из-за достаточно большой по-
грешности, возникающей вследствие дифрак-
ции низкочастотных составляющих сигнала в
образцах. Из-за сильного затухания высоких частот
в композитных образцах для частот f > 10 МГц ам-
плитуда прошедшего импульса достаточно мала
и сравнима с уровнем шума, поэтому на частотах
выше 10 МГц фазовая скорость также не опреде-
лялась. Точность измерения фазовой скорости
акустических волн определяется погрешностью
измерения толщины исследуемого образца, а так-
же соотношением сигнал–шум для спектраль-
ной амплитуды каждой гармоники сигнала. В
данных экспериментах относительная погреш-
ность измерения скорости ультразвука составля-
ла около 0.5%.

На рис. 3 показаны полученные частотные за-
висимости фазовой скорости продольных аку-
стических волн в углепластиках C(f). Из рисун-
ков видно, что дисперсия скорости имеет место
для всех образцов, но ее величина для образцов с
различной пористостью будет отличаться. Ранее
авторами уже было показано, что дисперсия фа-
зовой скорости продольных акустических волн
может наблюдаться даже для беспористых угле-
пластиков [15]. Это связано с наличием погло-
щения ультразвуковых волн в полимерной матри-
це, обусловленным особенностями внутренней
структуры полимера [20], а также с рассеянием
ультразвука на углеродных волокнах. Увеличение
относительной дисперсии фазовой скорости для
пористого материала происходит из-за преобра-
зования исходной продольной акустической
волны в объемную волну, которая будет огибать
поры по их границам (см., например, [21]). Это
приводит к уменьшению скорости ультразвуко-
вых волн на низких частотах по сравнению со

Таблица 1. Процентный состав исследованных углепластиковых образцов

№ образца P, %
Объемное содержание 

матрицы nm, %
Объемное содержание 

наполнителя nf, %

Скорость продольных 
акустических волн

в беспористом образце C0, м/с

1-1 2.5 32.8 67.2 3035 ± 15

1-2 4.2

2-1 0 34.9 65.1 3008 ± 15

3-1 0 37.5 62.5 2977 ± 15

3-2 0.7

3-3 2

4-1 1.4 44.2 55.8 2905 ± 15

4-2 2.9
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скоростью в беспористом материале. Отсутствие
резонансов в C(f) для исследуемых композитных
образцов связано с технологией производства ма-
териала, обеспечивающей близкие значение аку-
стических импедансов слоев волокон и матрицы
(различие порядка 3%) и высокой адгезией воло-
кон к матрице. Для проверки данного факта была
дополнительно проведено исследование зависимо-
сти C(f) для аналогичного по методу изготовления
беспористого тонкого образца толщиной 2.5 мм.
Затухание ультразвука в данном образце было от-
носительно слабым, что позволило получить C(f)
вплоть до 20 МГц. Полученная кривая также имела
монотонный нерезонансный характер. Следует
также отметить, что во всем исследуемом спек-
тральном диапазоне абсолютное значение фазо-
вой скорости для беспористого материала будет

тем выше, чем больше объемная концентрация
углеродного волокна в образце (поскольку ско-
рость ультразвука в волокне выше, чем в матрице).

Для получения зависимости дисперсии фазо-
вой скорости от пористости углепластика предла-
гается рассматривать ее относительное измене-
ние ΔС1 = (Cmax – Cmin)/Cmax, где Cmax и Cmin – мак-
симальная и минимальная величины фазовой
скорости продольных акустических волн в диапа-
зоне 0.8–10 МГц. Экспериментально полученная
зависимость ΔС1(Р) показана на рис. 4a. Анализ
полученных результатов показал, что ΔС1(Р) может
быть аппроксимирована по методу наименьших
квадратов степенной функцией с корреляцией не
хуже 0.978:

(3)= + 1.040.021 0.024 ,y x

Рис. 4. Зависимости относительного изменения фазовой скорости продольных акустических волн для пористых угле-
пластиков ΔС1 = (Cmax – Cmin)/Cmax (а) и ΔС2 = (C0 – Cmin)/C0 (б).
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Рис. 3. Частотные зависимости фазовой скорости продольных акустических волн C(f) для пористых углепластиков.
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где независимая переменная x соответствует по-
ристости углепластика Р, а переменная y – вели-
чине относительного изменения фазовой скоро-
сти продольных акустических волн ΔС1 в исследу-
емом частотном диапазоне.

Величина фазовой скорости C на высоких ча-
стотах должна стремиться к величине скорости C0
для беспористого материла, зависящей только от
процентного содержания компонентов. Для
большинства исследуемых образцов данная вели-
чина скорости с учетом погрешностей измерения
достигается уже на частотах 9–10 МГц, причем
достигается тем раньше, чем меньше величина
абсолютной дисперсии скорости ΔС = Cmax – Cmin.
Для двух образцов с высокой абсолютной диспер-
сией величина C0 в исследуемом спектральном
диапазоне не достигается, C будет стремиться к C0
на несколько бóльших частотах, недоступных в
данных экспериментах из-за сильного затухания
высоких частот в данных образцах. Это может
быть связано как с высокой пористостью этих об-
разцов, так и с тем, что они имеют наиболее высо-
кое содержание волокон (рассеяние на волокнах
является дополнительным фактором, влияющим
на затухание ультразвука в образце). Тем не ме-
нее, учитывая закономерность C → C0, можно
также оценить величину относительной диспер-
сии фазовой скорости продольных акустических
волн в образцах как ΔС2 = (C0 – Cmin)/C0. Получен-
ная зависимость ΔС2(Р) показана на рис. 4б. Ана-
лиз результатов показал, что ΔС2(Р) может быть
аппроксимирована по методу наименьших квад-
ратов степенной функцией с корреляцией не ху-
же 0.997:

(4)
где независимая переменная x, как и в предыду-
щем случае, соответствует пористости углепласти-
ка Р, а переменная y – величине относительного
изменения фазовой скорости ΔС2. Отметим, что в
данном случае точность аппроксимации выше,
чем для зависимости ΔС1(Р). Таким образом, обе
рассчитанные величины ΔС2(Р) и ΔС1(Р) могут
служить характеристикой влияния пористости ма-
териала на относительное изменение фазовой
скорости. Полученные эмпирические соотноше-
ния (3) и (4) могут быть использованы для опера-
тивной неразрушающей оценки пористости ком-
позитов по частотной зависимости скорости уль-
тразвука.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработанный метод широкополосной аку-

стической спектроскопии с лазерным источни-
ком ультразвука позволяет получать частотные
зависимости фазовой скорости ультразвуковых
волн в углепластиковых композитах в диапазоне

от единиц до десятков мегагерц. В работе иссле-
довались образцы однонаправленных углепла-
стиков с различным объемным содержанием
матрицы и наполнителя и различной средней
пористостью. Получены частотные зависимости
фазовой скорости продольных акустических
волн в спектральном диапазоне 0.8–10 МГц. По-
казано, что во всех исследованных образцах на-
блюдается дисперсия фазовой скорости, причем
дисперсия тем больше, чем выше пористость ма-
териала. Получены эмпирические зависимости
относительной дисперсии скорости ультразвука
от пористости углепластика. Данные зависимо-
сти могут использоваться для оперативной нераз-
рушающей оценки пористости углепластиков.
Полученные результаты могут быть полезны как
для контроля качества получаемых материалов с
целью модернизации технологий изготовления,
так и для предсказания поведения конструкций и
деталей из данного материала под действием
внешних нагрузок.
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A broadband laser ultrasonic spectroscopy method for the investigation of porous carbon fiber plastic com-
posites is experimentally realized. The studied samples were unidirectional carbon plastics with different vol-
ume contents of the matrix and fiber. It is shown that the relative dispersion of the phase velocity of longitu-
dinal acoustic waves characterizes the porosity of the sample.
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Экспериментально получены вертикальные профили скорости в пограничном слое потока с обрат-
ным градиентом давления в различных фазах периодического процесса торможения жидкости. При
максимальном падении скорости профиль имеет локальный минимум с двумя точками перегиба у
верхней границы вязкого слоя, где в этот момент формируются цепочки вихрей, что свидетельству-
ет о потере устойчивости ламинарного движения.
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ВВЕДЕНИЕ
Во всех технических и природных системах,

включающих потоки жидкости, возникает взаи-
модействие течений и твердых поверхностей.
В тонком слое потока, прилегающем к стенке,
вязкость доминирует, и жидкость течет без про-
скальзывания, в отличие от “идеальной” жидко-
сти. Выше вязкого слоя существует область, где
вязкость еще сильно влияет на течение, образуя
пограничный слой. Хотя двухслойная модель не-
много упрощена, этот подход является практиче-
ским способом моделирования. Течение жидкости
удовлетворяет уравнению Навье–Стокса, вклю-
чающего влияние вязкой диффузии и градиента
давления. Для несжимаемой жидкости

(1)

где  – скорость течения, ρ, ν – плотность и кине-
матическая вязкость жидкости, p – давление, t –
время, S – поверхность раздела. Для стационар-
ных потоков без градиента давления на основе
соображений подобия получен вертикальный
профиль скорости u(y), называемый “универ-
сальным законом стенки” [1]:

(2)

В [1] Прандтль впервые предположил, что под
действием положительного градиента давления в
пограничном слое потока течение должно тормо-

зиться вплоть до полной остановки жидкости, на-
рушая устойчивость ламинарного течения, что
приводит к возникновению вихрей. Математиче-
ское моделирование таких нестационарных по-
граничных течений является сложной задачей,
которую пока решить не удалось. Были сделаны
попытки эмпирически подобрать параметры и
способы нормировки, чтобы представить верти-
кальные профили усредненной по времени ско-
рости замедляющегося течения в виде экспонент,
подобных решению (2), однако решить эту задачу
не удалось [2]. Профили скорости, полученные в
зонах замедления стационарного течения метода-
ми прямого численного моделирования, имеют
однородный участок в тонком слое у дна канала
вместо линейного распределения по вертикали,
зафиксированного в экспериментальных и на-
турных условиях [2–5]. Форма профиля имеет
точку перегиба, но не гарантирует потерю устой-
чивости ламинарного течения к малым возмуще-
ниям. В [6] экспериментально показано, что в
прямом канале в пограничном слое потока с об-
ратным градиентом давления имеет место неста-
ционарный циклический процесс торможения
жидкости, а каждый цикл заканчивается форми-
рованием цепочки цилиндрических вихрей с го-
ризонтальной осью, направленной в поперечном
направлении. В [7] экспериментально зафикси-
рован периодический выброс возмущений у стен-
ки в потоке с положительным градиентом давле-
ния в зоне резкого расширения прямой трубы и
замедления течения. В исследованиях замедляю-

∇= − + νΔ ∇ = =
ρ
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щихся потоков [6, 7] при малых числах Рейнольд-
са Re < 104 потеря устойчивости ламинарного
движения не зависела от числа Re и энергии воз-
мущений, что свидетельствует о линейном харак-
тере потери устойчивости. Можно предположить,
что в процессе торможения форма профилей ско-
рости меняется, и, что существует критическая
фаза периодического процесса торможения, в ко-
торой на профиле формируется особенность,
обеспечивающая потерю устойчивости ламинар-
ного движения для бесконечно малых возмуще-
ний. Для проверки сделанного предположения
необходимо получить экспериментально верти-
кальные профили скорости в различных фазах
процесса торможения течения в потоках с обрат-
ным градиентом давления. Решение этой задачи
является целью настоящей работы.

МЕТОДИКА И АППАРАТУРА

Эксперименты проводились в прямом канале
с гладкими прозрачными стенками из оргстекла
длиной 3.5 м, шириной 15 см, с регулируемым на-
клоном дна. Были исследованы равномерные по-
токи с нулевой составляющей градиента давле-

ния в направлении движения  и потоки с

обратным градиентом давления  Расход

воды не менялся во времени. Толщина слоя воды
составляла 2.1 < h < 3.1 см. Максимальная (в сече-
нии) скорость потоков в серии экспериментов со-
ставляла 15 <  < 40 см ⋅ с–1, продольный гради-
ент скорости не превышал по модулю 0.1 с–1. Для
исследования поля скорости использовалась ви-
деозапись перемещения частиц с плотностью

 и средним диаметром 0.2 мм. Раз-
мер частиц позволял разрешать скорость течения
в вязком слое потока толщиной порядка 2 мм.
Видеозапись велась через боковую стенку кана-
ла. Скорость видеозаписи – 25 кадров в секунду.
Камера вручную фокусировалась на ось канала,
чтобы по четкости изображения отличать и ис-
пользовать частицы, перемещающиеся вдали от
вертикальных стенок. Рабочий участок занимал
15–18 см вдоль продольной оси канала. Обработ-
ка данных видеозаписи с помощью программы
Adobe Photoshop позволила получить траектории
и скорости частиц, одновременно перемещав-
шихся вдоль рабочего участка на разных горизон-
тах. Скорость потока определялась по смещению
частиц от кадра к кадру. Для исследования поля
скорости основного плоскопараллельного тече-
ния учитывалось перемещение только тех частиц,
которые имели горизонтальные траектории, на-

∂ =
∂

0p
x

∂ >
∂

0.p
x

maxU

−ρ = ⋅ 31.05 г см

правленные вдоль оси канала (оси x). Такой вы-
бор частиц исключал учет возмущений, вноси-
мых вихрями, скорость и траектория которых от-
личаются от скорости и линий тока основного
плоскопараллельного течения [6, 8]. Среднее зна-
чение скорости для координаты x, y, z определя-
лось по нескольким частицам, имеющим близкие
траектории.

РАВНОМЕРНОЕ ТЕЧЕНИЕ
Экспериментальные данные показали, что в

стационарных равномерных потоках средняя
скорость течения, определенная по перемеще-
нию частиц нейтральной плавучести вдоль оси
канала на данном горизонте, меняется в пределах
доверительного интервала 1.5 см ⋅ с–1 для вероят-
ности 0.67. Доверительный интервал получен при
усреднении данных для 10 частиц на всем рабо-
чем участке. Вертикальные профили средней
скорости потока глубиной h = 3 см для двух зна-
чений  приведены на рис. 1. Из приведенных
данных следует, что в равномерных потоках у дна
существует вязкий слой с линейной зависимо-
стью  Выше вязкого слоя эксперименталь-
ные данные можно аппроксимировать экспонен-

maxU

( ).u y

Рис. 1. Вертикальные профили средней скорости рав-
номерного потока. h = 3 см,  = 24 и 30 см · с–1. Ли-
нии аппроксимируют экспериментальные данные
(маркеры).
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МЕЛЬНИКОВА и др.

циальной зависимостью  подобной (2). Тол-
щина вязкого слоя определяется точкой
пересечения линий тренда: линейной функции
для вязкого слоя и экспоненты для внешней ча-
сти пограничного слоя. В исследованном диапа-
зоне значений скорости (  см ⋅ с–1)
при глубине потока h = 3 см толщина вязкого
слоя составляет  а скорость 
При нормировке данных на глубину слоя воды и
максимальную в сечении скорость течения вер-
тикальные профили средней скорости равномер-
ных потоков в канале с гладким дном подобны во
всем пограничном слое.

СРЕДНЯЯ СКОРОСТЬ РАВНОМЕРНЫХ
И ЗАМЕДЛЯЮЩИХСЯ ТЕЧЕНИЙ

На рис. 2 приведены нормированные профили
усредненной по времени скорости для двух пото-
ков одинаковой глубины и одинаковой макси-
мальной в сечении скорости. Один из потоков –
равномерный, а второй – с обратным градиентом
давления. Время усреднения значений скорости
на порядок превышало период процесса тормо-
жения замедляющегося потока. Во внешней об-
ласти пограничного слоя экспоненциальные ли-
нии тренда экспериментальной зависимости 
равномерного и замедляющегося потоков очень

( ),y u

< <15 40maxU

δ ≈ 0.1 ,h δ ≈( ) 0.5 .maxu U

( )y u

близки, что свидетельствует о подобии профилей
выше вязкого слоя. В замедляющемся потоке
толщина слоя с линейным профилем средней
скорости  это значение меньше, чем в
равномерном потоке. Скорость течения на верх-
ней границе вязкого слоя  тоже
меньше, чем в равномерном потоке. Во внешнем
слое скорость замедляющегося потока ниже, а
отклонения скорости от линии тренда выше, чем
в равномерном потоке на всех горизонтах. Это
связано с периодическим торможением жидко-
сти в потоке с обратным градиентом давления.
Форма профиля в замедляющемся потоке по-
добна профилю (2) и не содержит особенностей,
гарантирующих потерю устойчивости ламинар-
ного движения. Для объяснения неустойчивости
течения замедляющегося потока и формирова-
ния вихрей в фазе максимального торможения
жидкости, наблюдаемого в эксперименте [5],
было исследовано изменение формы вертикаль-
ного профиля скорости в различных фазах про-
цесса торможения.

ПРОФИЛИ СКОРОСТИ ТЕЧЕНИЯ
В РАЗЛИЧНЫХ ФАЗАХ ПРОЦЕССА 

ТОРМОЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ
На рис. 3 приведены зависимости  полу-

ченные для частиц, перемещающихся на различ-
ных горизонтах. Скорость жидкости определя-
лась по смещению частиц на последовательных
кадрах видеозаписи. Толщина слоя воды состав-

ляла 3 см,   на сво-

бодной поверхности. На верхних горизонтах y >
> 0.8 см течение соответствует ламинарному дви-
жению. В слое y < 0.6 см зафиксировано резкое
замедление течения на всех горизонтах в двух зо-
нах продольной оси: 3 < x < 4 см и 7 < x < 8 см. Ча-
стицы проходят зоны торможения примерно за
0.2 с (5 кадров), снижение скорости зависит от
фазы торможения и координаты. На рис. 3 приве-
дены зависимости  частиц, скорость которых
минимальная в зонах торможения. Падение ско-
рости происходит периодически с интервалом
времени 0.8 с. На основе этих данных можно по-
лучить вертикальный профиль скорости в фазе
максимального торможения жидкости. Для по-
строения профиля проводилось усреднение дан-
ных для 10 циклов торможения в этой фазе. На
рис. 4 приведены вертикальные профили средней
скорости, соответствующие начальной и макси-
мальной фазе торможения. Максимальная ско-
рость течения составляла  тол-

щина слоя воды 2.4 см,  На профиле,

δ ≈ 0.06 ,h

max
δ ≈( ) 0.4u U

( ),u x

−= ⋅ 124 см с ,maxU −∂ ≈ −
∂

10.01 сu
x

( )u x

−= ⋅ 140 см с ,maxU
−∂ ≈ −

∂
10.1 с .u

x

Рис. 2. Равномерный (закрашенные маркеры) и замед-
ляющийся (пустые маркеры) потоки.  = 30 см · с–1,
h = 3 см. Время усреднения – несколько циклов про-
цесса торможения. Стрелка – доверительный интервал.
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полученном в начальной фазе торможения, экс-
периментальные данные хорошо следуют экспо-
ненциальной линии тренда во внешней части по-
граничного слоя и линейной функции  в вяз-
ком слое у дна канала. Однако скорость течения
на всех горизонтах ниже, чем на профилях, полу-
ченных вне зон интенсивного торможения жид-
кости. Скорость на верхней границе слоя с ли-
нейным профилем толщиной 0.1 см составляет
13.2 см · с–1.

На профиле, полученном в фазе максимально-
го торможения, экспериментальные данные обо-
значены пустыми маркерами, соединенными
подгоночной штриховой линией. Такое построе-
ние позволяет подчеркнуть форму профиля и по-
казать, что экспериментальный профиль суще-
ственно отличается от экспоненциальной линии
тренда выше вязкого слоя на координатах

 см. В этом слое на профиле появи-
лась особенность в виде локального минимума
скорости течения с двумя точками перегиба на
координатах y ≈ 0.2 и 0.4 см. В нижней точке пе-

региба вторая производная скорости  меняет

знак, а первая производная имеет минимум. Два
профиля, приведенных на рис. 4 представляют
собой начальную и конечную стадию деформа-
ции за один цикл торможения жидкости. Ско-
рость течения убывает под действием обратного
градиента давления во всем слое, кроме тонкой
придонной области. На профиле сохраняется
слой, в котором зависимость  имеет линей-
ный характер. Толщина слоя с линейным профи-
лем скорости не меняется, скорость на верхней
границе слоя уменьшается в 2 раза. Как только на
профиле появляется локальный минимум скоро-
сти, показанный на рис. 4, в эксперименте фик-

( )u y

< <0.1 0.48y

∂
∂

2

2
u

y

( )u y

сируется сворачивание цилиндрических вихрей.
На рис. 4 приведен кадр видеозаписи, на котором
зафиксировано формирование вихря над верхней
границей вязкого слоя. Визуализация получена
белыми частицами нейтральной плавучести, за-
хваченными вихрем в процессе формирования.
Формирование вихря свидетельствует о потере
устойчивости ламинарного движения для потока
с профилем скорости, содержащим две точки пе-
региба.

Мгновенные профили, полученные методами
прямого численного моделирования для стацио-
нарных потоков с обратным градиентом давления,
например [3], в вязком слое имеют однородное
распределение скорости по вертикальной коорди-
нате. Полученные нами результаты показывают,
что в эксперименте такой однородный участок не
формируется. Как только на профиле возникает
локальный минимум скорости на верхней грани-
це вязкого слоя, ламинарное течение теряет
устойчивость: возникает цепочка вихрей в зонах
торможения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная экспериментальная методика
позволила изучить поле скорости в пограничном
слое равномерных потоков и потоков с обратным
градиентом давления в прямом канале с гладким
дном. Показано, что вертикальные профили ско-
рости, осредненной на больших временах, имеют
линейную зависимость скорости от вертикальной
координаты в придонном слое равномерных и за-
медляющихся потоков и экспоненциальную за-
висимость  выше этого слоя. Толщина слоя с
линейным профилем скорости максимальна для
равномерного потока  и уменьшается в
замедляющемся потоке. Скорость на верхней

( )y u

δ ≈ 0.1h

Рис. 3. Изменение скорости частиц вдоль продольной оси. Все частицы имеют минимум скорости в зонах интенсив-
ного торможения.
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МЕЛЬНИКОВА и др.

границе вязкого слоя максимальная в равномер-
ном потоке и составляет 

В пограничном слое замедляющегося потока
течение нестационарное – периодически жид-
кость тормозится. Процесс торможения имеет
наибольшую интенсивность в дискретных зонах,

расположенных вдоль оси x, в слое 

В этих зонах на всех горизонтах периодически на-
блюдается синхронное уменьшение скорости по-
тока, что приводит к постепенной деформации
вертикального профиля скорости в течение одно-
го цикла торможения. В начальной фазе профиль
подобен профилю, полученному при осреднении
данных за несколько циклов торможения. Затем
профиль деформируется, а в фазе максимального
торможения на вертикальном профиле скорости
формируется локальный минимум, имеющий две
точки перегиба на координатах 0.08h и 0.16h. Ло-
кальный минимум располагается на горизонте

 соответствующем верхней границе вяз-
кого слоя равномерного потока. В момент фор-
мирования локального минимума скорости в
слое между точками перегиба в эксперименте
фиксируется формирование цилиндрических
вихрей, что свидетельствует о потере устойчиво-

δ ≈( ) 0.5 .maxu U

< <0.04 0.2.y
h

= 0.1 ,y h

сти ламинарного движения. Полученные данные
показывают, что для адекватного описания про-
цесса формирования вихрей в потоке с обратным
градиентом давления, следует решать нестацио-
нарную задачу с начальными данными, учитыва-
ющую циклический процесс торможения жидко-
сти в пограничном слое потока жидкости.
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It was experimentally obtained vertical velocity profiles in the boundary layer of the f low with an inverse pres-
sure gradient in various phases of the periodic process of f luid deceleration. At the maximum drop in velocity,
the profile has a local minimum with two inflection points at the upper boundary of the viscous layer, where
at that moment chains of vortices form, which indicates a loss of stability of the laminar motion.
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ИЗМЕРЕНИЕ СКОРОСТИ ЗВУКА В ТКАНЯХ ЭМБРИОНОВ
КОСТИСТЫХ РЫБ

© 2021 г.   С. А. Титов1, *, А. Б. Бурлаков2, П. В. Зинин1, А. Н. Богаченков3

1Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Научно-технологический центр уникального 
приборостроения Российской академии наук, Москва, Россия

2Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования
“Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова”, Москва, Россия

3Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования
“МИРЭА – Российский технологический университет”, Москва, Россия

*E-mail: sergetitov@mail.ru
Поступила в редакцию 20.07.2020 г.

После доработки 28.08.2020 г.
Принята к публикации 28.09.2020 г.

Разработана неинвазивная методика ультразвуковой визуализации структуры эмбрионов рыб и из-
мерения скорости звука в их тканях. С помощью акустического микроскопа с центральной частотой
50 МГц проведено исследование икры вьюна (Misgurnus fossilis), развивающегося в иммерсионной
ячейке прибора, на 6–8 стадиях развития измерена скорость звука в желтке и клеточном слое (бла-
стуле) эмбриона.

DOI: 10.31857/S0367676521010294

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время эмбрионы рыб представля-
ются популярным и перспективным объектом ис-
следований в биологии развития, генетике, реге-
неративной медицине, экологии и др. благодаря
краткому периоду эмбрионального развития,
сравнительно большому размеру и возможности
развития вне родительского организма [1]. Ос-
новным инструментом исследований эмбриоге-
неза рыб является оптическая микроскопия, поз-
воляющая с достаточно высоким разрешением
наблюдать структурные изменения [2, 3]. Вместе
с тем, оптические изображения часто имеют низ-
кий контраст и малую глубину резко изображае-
мых элементов, а использование высокоэнерге-
тического излучения в течение длительного вре-
мени негативно сказывается на живой организм.
Недавно было показано [4, 5], что эффективным
методом исследования эмбриогенеза рыб явля-
ется ультразвуковая визуализация. Ультразвуко-
вые волны оказывают незначительное воздей-
ствие на организм, что позволяет проводить на-
блюдение одного эмбриона на протяжении всего
цикла его развития. Этот метод дает высокий
контраст, обусловленный вариациями упруго-
вязкостных свойств тканей и позволяет визуали-
зировать структурные изменения глубоко распо-
ложенных органов и их движение.

Известны работы, посвященные ультразвуко-
вым исследованиям эмбрионов мышей и цыплят
[6, 7]. Эмбрион рыбы являлся объектом исследо-
ваний в единственной известной авторам работе
[8], причем в большей степени он использовался
для демонстрации возможностей разработанной
аппаратуры и метода визуализации. Таким обра-
зом, акустические свойства основных органов
эмбриона рыб неизвестны в настоящее время.
В данной работе разрабатывается методика изме-
рения скорости звука в желтке и клеточном слое
(бластуле) эмбриона и проводятся измерения на
стадиях развития средней и поздней бластулы.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
В работе использовалась икра вьюна (Misgur-

nus fossilis), которая часто используется в биологи-
ческих исследованиях. Оплодотворение икры,
получаемой после гормональной стимуляции са-
мок, проводилось в отдельном сосуде непосред-
ственно перед ультразвуковыми исследованиями.
Работа с данными биологическими объектами
выполнялась в соответствии с этическими стан-
дартами учреждения, в котором проводились ис-
следования, и утвержденными правовыми актами
РФ и международных организаций.

Упрощенная схема строения икринки кости-
стой рыбы на стадиях развития 6–8 представлена на

УДК 534.6.08
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рис. 1. Общий размер икринки вьюна составляет
приблизительно 2 мм, самого эмбриона – 1.2 мм.
Она имеет наружную оболочку округлой формы
(хорион), заполненную перивителлиновой жидко-
стью 1. Внутри икринки располагается желток 2, к
которому примыкает бластула 3, образованная
слоем делящихся клеток. Бластула по мере разви-
тия эмбриона распространяется вдоль поверхно-
сти желтка, становясь тоньше и охватывая все
большую площадь. Размер клеток в бластуле на
данных стадиях развития колеблется в пределах
10–20 мкм [1]. Эмбрион располагается приблизи-
тельно симметрично по отношению к вертикаль-
ной оси икринки и, обладая некоторой свободой
передвижения в перивителлиновой жидкости,
несколько смещается из центра вниз под дей-
ствием силы тяжести.

Ультразвуковые измерения проводились с по-
мощью сканирующего импульсного акустического
микроскопа [5]. В нем использовался одиночный
сфокусированный преобразователь с централь-
ной частотой 50 МГц и относительной полосой
частот 50%. Фокусное расстояние и угловая апер-
тура преобразователя при использовании воды в
качестве иммерсионной жидкости составляли
5 мм и 30°, соответственно, обеспечивая про-
странственное поперечное разрешение 30 мкм.
В приборе использовалось механическое скани-
рование преобразователя, позволяющее форми-
ровать трехмерный пространственно–временной
сигнал s(x, y, t), где x, y – поперечные координа-
ты, t – время. Икринка помещалась в иммерсион-
ной среде на стеклянную подложку. Снизу от
подложки располагался видеомикроскоп, позво-
ляющий получать изображение эмбриона с уме-
ренным разрешением, достаточным для контроля
состояния и ориентации эмбриона. В качестве
иммерсионной среды использовалась вода, взя-
тая из природного источника, ее температура на-
ходилась в пределах 22 ± 2°C на протяжении всего
эксперимента.

УЛЬТРАЗВУКОВАЯ ВИЗУАЛИЗАЦИЯ 
ЭМБРИОНА

Измерение скорости звука в желтке и бластуле
проводилось по акустическим данным, записан-
ным в течение 5 часов развития одного эмбриона
на стадиях 6–8. В качестве примера ультразвуко-
вые изображения I(x, y) (С-сканы), полученные в
начале, середине и конце этой серии измерений
приведены на рис. 2а–2в, соответственно. Фо-
кальная плоскость преобразователя, располагае-
мая на расстоянии 0.8 мм от подложки, проходи-
ла приблизительно через середину эмбриона. На
изображениях представлено двумерное распреде-
ление максимального значения огибающей сиг-
нала, принятого во временном окне длительно-
стью 0.6 мкс. Середина этого окна была настрое-

на на прием сигналов, отраженных из фокальной
плоскости. Таким образом, полученные сканы
отображают акустические неоднородности, нахо-
дящиеся в фокальной области в слое толщиной
0.45 мм.

В изображениях эмбриона различаются тем-
ный желток Y, расположенный в центре, и более
яркая бластула B, охватывающая желток. Как вид-
но, отражательная способность клеточного слоя
бластулы существенно выше, чем у желтка. Харак-
терные размеры клеток в этом слое (10–20 мкм)
существенно меньше разрешающей способности
микроскопа на используемой частоте ультразвука
(30 мкм), поэтому изображение бластулы имеет
ярко выраженную спекл структуру. Отражение в
области желтка существенно более слабое, хотя и
превышает уровень шума. Вокруг эмбриона на-
блюдаются отдельные яркие отражатели, располо-
женные вдоль окружности с диаметром 1.8–1.9 мм.
По-видимому, эти эхо-сигналы производятся не-
большими пузырьками и посторонними частица-
ми, прилипшими к наружной оболочке икринки.
Ультразвуковые изображения показывают, что с
течением времени слой бластулы становится
тоньше и покрывает все большую область на по-
верхности желтка. Такое поведение является ха-
рактерным для развития эмбриона на данных ста-
диях [1, 9].

Структуру исследуемого эмбриона в про-
дольном направлении отображают простран-
ственно-временные сигналы s(x, t) (B-сканы),
представленные для начала, середины и конца
5-часовой серии измерений на рис. 3а–3в, со-
ответственно. В данном формате регистрируе-
мый знакопеременный сигнал s отображается на

Рис. 1. Строение икры рыбы: 1 – перивителлиновая
жидкость; 2 – желток; 3 – бластула.
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изображениях оттенками серого в зависимости от
времени t и координаты сканирования x. Попе-
речная координата y в таком представлении вы-
брана постоянной, соответствующей середине эм-
бриона. Положение временного окна, используе-
мого при генерации изображений I(x, y) (рис. 2),
показано на B-сканах пунктирными линиями.

На B-сканах выделяется клеточный слой B,
охватывающий область желтка Y. Амплитуда сиг-
нала, отраженного слоем, выше в верхней области
бластулы (точки O1 и O2, рис. 1), где ее граница пер-
пендикулярна акустический оси преобразовате-
ля, и в области фокуса при 0.8 < t < 1 мкс. В об-
ласти фокуса для желтка также различимы сла-
бые отражения. Ниже выделенного временного
окна сигналы от эмбриона практически не обна-

руживаются вследствие расфокусировки и ослаб-
ления ультразвука при прохождении через эм-
брион. Исключение составляет слабый отклик от
нижней поверхности желтка со временем прихо-
да t2, лежащий на оси в области O3 (рис. 1). От-
клик от подложки, расположенный внизу B-ска-
нов, несмотря на расфокусировку имеет большую
амплитуду вследствие значительного различия
акустических импедансов жидкости и подложки.
Вне области эмбриона этот отклик имеет посто-
янные амплитуду и время прихода. Под эмбрио-
ном амплитуда отклика от подложки становится
меньше вследствие затухания волн в тканях, а
время его прихода укорачивается из-за большей
скорости звука в эмбрионе по сравнению с им-
мерсией.

Рис. 2. Ультразвуковые изображения эмбриона I(x, y).
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Рис. 3. Ультразвуковые изображения эмбриона s(x, t).
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ИЗМЕРЕНИЕ СКОРОСТИ ЗВУКА

По 11 наборам ультразвуковых данных s(x, y, t),
записанных в ходе эксперимента на протяжении
5 ч, были проведены измерения среднего попе-
речного размера эмбриона d и его продольного
размера d0. Поперечный размер d определялся
для каждого С-скана (рис. 2) по положению
внешней границы бластулы или желтка в не-
скольких направлениях. Точность таких измере-
ний ограничивается размытостью границы и раз-
решающей способностью микроскопа. Однако
можно отметить, что наблюдается тенденция
уменьшения за время измерений среднего диа-
метра d с 1.31 до 1.29 мм. Продольный размер

 рассчитывался как разность расстоя-
ний O1O4 и O3O4:

(1)

где C0 = 1485 м/с – скорость звука в окружающей
эмбрион среде, t4, t2 – времена прихода волн, от-
раженных на соответствующих границах эмбрио-
на, а t1, t0 – времена прихода импульсов, отражен-
ных от подложки в области эмбриона и вне его,
соответственно. Расчеты показывают, что d0 с те-
чением времени увеличивается с приблизительно
1.22 до 1.26 мм. Таким образом, ультразвуковые
измерения подтверждают, что форма эмбриона
близка к сферической, а слабый отклик со време-
ним прихода t2 соответствует отражению от ниж-
ней границы желтка в точке O3.

Расчет скоростей ультразвука в бластуле и
желтке был проведен в приближении геометриче-
ской акустики с помощью метода замещения, мо-
дифицированного в соответствии с особенностя-
ми исследуемого объекта [11, 12]. Допустимость
данного приближения обосновывается тем, что
характерные размеры эмбриона значительно пре-
вышают длину волны. Для измерения скорости в
желтке использовался луч O1O4, проходящий че-
рез центр эмбриона и падающий перпендикуляр-
но на подложку. Кроме того, учитывался опор-
ный сигнал со временем прихода t0, который от-
разился от подложки вне эмбриона. Расстояние
от вершины эмбриона до подложки определяется
временем распространения опорного сигнала в
иммерсионной жидкости:

(2)

где переменные l1, l2, l3 равны длинам отрезков
O1O2, O2O3, O3O4, соответственно. Разность вре-
мен распространения опорной и измерительной
волн равно:

(3)

= +0 2 3d l l

( ) ( )[ ]= − − −0 0 4 1 2 02 ,d t t t t C

( ) −− = + + 1
4 0 1 2 3 02 ,t t l l l C

( ) − − − −

= − =
 = + + − − − 

1 0
1 1 1 1

1 2 3 0 1 0 2 32 ,y b

dt t t

l l l C l C l C l C

где

(4)

скорости звука в бластуле и желтке, соответствен-
но. Учитывая, что:

(5)

относительная задержка равна:

(6)

Таким образом, зная скорости звука в иммер-
сионной среде и бластуле, скорость в желтке
можно определить, измеряя задержки dt, (t2–t3),
(t3–t4). Скорость в воде C0 известна априорно, а
скорость звука в бластуле может быть оценена
следующим образом.

Скорость в бластуле можно оценить, рассмат-
ривая время прохождения волны вдоль луча А1А2,
проходящей только через клеточный слой пер-
пендикулярно подложке (рис. 1). На B-сканах
границы бластулы в точках пересечения с лучом
не являются четкими (рис. 3), так как они не на-
ходятся вне фокальной плоскости и луч пересека-
ет их под большим углом. Поэтому путь l(x), про-
ходимый волной в клеточном слое, можно оце-
нить, считая, что сечение поверхности бластулы
плоскостью (x, z) в области измерения является
окружностью:

(7)

где радиус кривизны R и положение центра по-
верхности бластулы x0 определяются по С-ска-
нам. Разность времен прихода волны, прошед-
шей через бластулу, и опорной волны, отраженной
от подложки, можно записать аналогично (6), по-
лагая малость приращения скорости в бластуле
по сравнению со скоростью в воде:

(8)

Искомую величину ΔCb можно оценить мето-
дом линейной регрессии, располагая измеренной
зависимостью dt(l).

РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ
Для оценки скорости ультразвука в бластуле

использовались данные, полученные в начале
эксперимента, для которых толщина клеточного
слоя в поперечном направлении имеет достаточ-
ную величину. По мере развития эмбриона тол-
щина бластулы уменьшается, и предложенная
выше методика расчета скорости дает неустойчи-
вые результаты. Используя данные первого B-ска-
на (рис. 3) в диапазоне x 1.44–1.65 мм, была по-
строена зависимость dt(l) и найдено в соответ-
ствии с (8) значение ΔCb = 41 м/с. Погрешность
коэффициента пропорциональности этого ли-

= + Δ = + Δ0 0,  b b y yC C C C C C

( ) ( )= − = −3 3 4 2 2 3, ,b yl t t C l t t C

( ) ( )[ ] −= − Δ + − Δ 1
2 3 3 4 0 .y bdt t t C t t C C

( ) ( )= − − 22
02 ,l x R x x

( ) ( ) −= Δ 2
02 .bdt x l x C C
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нейного модельного уравнения, оцененная путем
расчета остаточной дисперсии задержки dt отно-
сительно линии регрессии, составила ±16%.

Полученное значение скорости звука в бласту-
ле было использовано при нахождении скорости
в желтке ΔCy по формуле (6). Значение, найден-
ное по всем записанным на протяжении экспери-
мента 11 сканам, составляет ΔCy = 90 ± 8 м/с.

Следует отметить, что на результат измерения
ΔCy влияет величина скорости в бластуле, которая
определена со сравнительно большой погрешно-
стью. Кроме того, она оценена только для началь-
ного периода эксперимента и может меняться по
мере развития организма. Однако зависимость
скорости в желтке от скорости звука в бластуле
является слабой вследствие малости толщины
бластулы по сравнению с размером желтка. Так
уменьшение ΔCb на 10 м/с вызывает в соответ-
ствии с (6) увеличение ΔCy только на 1 м/с.

Сравнивая результаты измерений с опублико-
ванными данными [10], можно отметить, что по-
лученное значение скорости звука в желтке эм-
бриона меньше, чем скорость в таких плотных
тканях, как хрящи или хрусталик глаза. Однако
она больше скорости звука в тканях мозга или по-
чек и сравнима с тканями печени и мышц.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработана методика измерения in vivo скоро-

сти звука в желтке и клеточном слое (бластуле)
эмбрионов рыб. Для 6 стадии развития икры вью-
на (Misgurnus fossilis) получена оценка скорости в

бластуле, которая составила 1526 ± 7 м/с. Найде-
но, что при развитии эмбриона в течение 5 ч с 6 до
8 стадий скорость звука в желтке находится в пре-
делах 1575 ± 8 м/с.
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A non-invasive technique for ultrasonic visualization of the structure of fish embryos and for measuring the
speed of sound in their tissues has been developed. An acoustic microscope with a central frequency of
50 MHz was used to study the loach egg (Misgurnus fossilis) which developed in the immersion cell of the de-
vice. The speed of sound in the yolk and the cell layer (blastula) of the embryo was measured at developmental
stages 6–8.
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ВВЕДЕНИЕ
Изучение активности головного мозга в насто-

ящее время привлекает большое внимание со
стороны исследователей из различных областей
науки [1–3]. Одним из наиболее популярных ме-
тодов измерения активности головного мозга
традиционно считается электроэнцефалография
(ЭЭГ) [4, 5]. Этот способ отличается доступно-
стью, неинвазивностью и отсутствием ограниче-
ния двигательной активности испытуемых, по-
этому он остается популярным несмотря на то,
что другие методы способны предоставить боль-
шее пространственное и/или временное разре-
шения. Большую роль в анализе ЭЭГ данных го-
ловного мозга играют математические методы
обработки сигналов, в том числе методы нели-
нейной динамики [6, 7]. Данные методы можно
условно разделить на две группы: пространствен-
но-временные и корреляционные. Одним из та-
ких методов является рекуррентный анализ [8].

В настоящей статье рассматривается метод,
основанный на кросс-рекуррентном анализе,
позволяющий выделить наиболее важные каналы
при выполнении повторяющейся активности.
Испытуемый совершал серию движений, при ко-
торых проводилась запись ЭЭГ. По этой записи с
помощью предложенного метода были выделены
каналы, в которых появлялись паттерны или на-
блюдалось увеличение частоты. По этим каналам
можно делать вывод об индивидуальных особен-
ностях испытуемых при выполнении определен-

ных видов активности, что имеет большое значе-
ние в программах реабилитации людей с ограни-
ченными возможностями при настройке и
использовании интерфейсов мозг-компьютер.

ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА
В ходе эксперимента испытуемые были обра-

щены к экрану, на котором в качестве визуально-
го стимула отображалась команда к совершению
определенного движения. Перед началом экспе-
римента было предусмотрено время, когда испы-
туемый отдыхал, позволяя сделать запись фоно-
вой активности мозга испытуемого. После записи
фоновой активности следовал ряд движений, во-
ображаемых и реальных, когда человеку приходи-
лось совершать движения левой/правой ру-
кой/ногой. Для каждого движения проводилась
серия повторений (5–6 движений). Затем следо-
вала пауза для отдыха, которая давала возмож-
ность записать промежуточное состояние между
выполнением движений и фоновой активностью.
В ходе эксперимента были выполнены четыре се-
рии движений, перемежающихся с отдыхом. Зри-
тельные стимулы присутствовали только во время
выполнения движений.

Многоканальная ЭЭГ была записана с частотой
дискретизации 250 Гц с 19 электродов, с двумя эта-
лонными электродами, расположенными в стан-
дартных положениях международной системы 10–20
[9]. Сигналы ЭЭГ обрабатывали полосовым филь-

УДК 537.86:577.35
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тром с точками отсечки 1 и 100, а также режектор-
ный фильтр на частоте 50 Гц. Электроэнцефало-
граф-рекордер “Энцефалан – EEGR – 19/26” (Та-
ганрог, Российская Федерация) с несколькими
каналами ЭЭГ и двумя кнопками на устройстве
ввода (джойстик) использовался для усиления и
аналого-цифрового преобразования сигналов ЭЭГ.
Предварительная обработка сигнала обеспечива-
лась оригинальным программным обеспечением
для подавления артефактов регистрации ЭЭГ. Ал-
горитмы машинного обучения были реализованы с
помощью MATLAB. Для демонстрации стимула в
оттенках серого мы использовали 24-дюймовый
ЖК-монитор BenQ с пространственным разреше-
нием 1080 пикселей и частотой обновления 60 Гц.
Предметы располагались на расстоянии 70–80 см от
монитора с углом обзора, примерно равным 0.25 рад.

Экспериментальные исследования проводи-
лись в соответствии с этическими стандартами
[10] и утверждены местными исследовательский
комитет по этике Саратовского государственного
медицинского университета в Саратове (по ЭЭГ).
Двадцать здоровых людей из группы неоплачива-
емые добровольцы, мужчины и женщины, в воз-
расте от 20 до 45 лет с нормальным или скорректи-
рованным зрением участвовали в экспериментах.
Все субъекты дали информированное согласие до
участия в эксперименте.

МЕТОД
В основе метода рекуррентного анализа лежит

теорема Пуанкаре о возвращении. Динамическая
система возвращается в некоторое состояние, за

достаточно долгое время. Рекуррентный анализ
предполагает учет количества возвратов в окрест-
ность некоторого состояния на конечном вре-
менном отрезке [11]. На основе того как часто
данное состояние встречается на ограниченном
временном ряду можно делать вывод об общей
динамике системы. Большое число возвратов
означает важность этого состояния, малое – то,
что такое состояние является редким для систе-
мы. С точки зрения математического аппарата
необходимо для временного ряда заполнить ре-
куррентную матрицу по следующему правилу:

(1)

где Rij – элемент матрицы; xj и xi – значения вели-
чины сигнала в моменты времени i и j; ε – значе-
ние порога, определяемое эмперически; Θ –
функция Хевисайда. Таким образом, матрица за-
полняется 0 и 1. 1 означет что состояние в момент
времени i и j идентичны, с точностью ε, 0 – что в
эти моменты времени состояния систем далеки.
Можно построить данную матрицу заменив 1
точками, а 0 не обзначать. Пример построенных
рекуррентных диаграмм для нескольких модель-
ных сигналов показан на рис. 1. Можно заметить
характерные особенности рекуррентных диа-
грамм: по обеим осям отложено время (на рисун-
ке показано время в итерациях при шаге по вре-
мени 0.01); периодический сигнал на рекуррент-
ной диаграмме выглядит решеткой с периодом
равным периоду колебаний сигнала; чем выше
частота периодического сигнала, тем выше число
точек на рекуррентной диаграмме. Существует
множество способов оценки рекуррентных диа-

ε = Θ ε –( ) ( )– ;ij j iR x x

Рис. 1. Сверху несколько модельных сигналов. Снизу, построенные для них рекуррентные диаграммы. Для сигнала по
оси ординат отложено безразмерное время, для рекуррентных диаграмм отсчеты (шаг по времени 0.01).
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грамм, позволяющих оценить по ним динамику
сигнала. Самым простым является расчет рекур-
рентного показателя. Это подсчет числа точек на
рекуррентной диаграмме.

Более сложным методом является кросс-рекур-
рентный анализ. Он позволяет оценить то насколь-
ко велика корреляция между двумя сигналами.

(2)
где СRij – элемент матрицы; x и y – сигналы.
Можно сказать что кросс-рекуррентная матрица
заполняется поэлементным умножением двух ре-
куррентных матриц. Если для такой кросс-рекур-
рентной матрицы посчитать кросс-рекуррентный
показатель, отнормировать его на квадрат време-
ни, то получится коэффициент корреляции. Если
сигналы совершают возвраты одновременно все-
гда, то коэффициент будет наибольшим, если в
разное время – коэффициент будет близок к 0.
Такой коэффициент корреляции будет нелиней-
ным, так как сигналы могут быть разных ампли-
туд, разных фаз и частот, но если есть нелинейная
связь и возвраты в них будут происходить одно-
временно, то коэффицент будет большим.

Данный подход является классическим, однако,
в рамках данной работы используется другой под-
ход. Он призван помочь сделать расчет того на-
сколько значим данный канал ЭЭГ при выполне-
нии одинаковой активности. Для этого в кросс-ре-

( ) ( )ε = Θ ε Θ ε( ) – – – – .ij j i j iСR x x y y

куррентном анализе сравниваются не два сигнала, а
два временных отрезка при выполнении одной и
той же активности, например, при движении левой
рукой. Если движение в этом канале вызывает не-
который паттерн на ЭЭГ, то кросс-рекуррентный
показатель будет выше, чем для фоновой записи.
Аналогичное изменение кросс-рекуррентного по-
казателя вызывает увеличение частоты сигнала при
выполнении активности. Как описывалось ранее, в
ходе эксперимента было 8 типов движений: вообра-
жаемые и реальные движения левой/правой ру-
кой/ногой. Для каждого движения было 12 повто-
ров. Для увеличения точности расчета строились
кросс-рекуррентные диаграммы для всех пар и рас-
считывался кросс-рекуррентный показатель. Этот
показатель усреднялся по числу пар, как для актив-
ности, так и для фоновой записи. По сравнению
этих двух показателей делается вывод о том на-
сколько этот канал важен для конкретного типа
движения. Такой подход можно применять для лю-
бых повторяющихся сигналов, чтобы оценить, на-
сколько важно повторение в них определенной ди-
намики.

РЕЗУЛЬТАТЫ АНАЛИЗА

Результаты анализа приведены на рис. 2 и 3 для
одного из испытуемых. Величина усредненного

Рис. 2. Пример испытуемого с различным типом ЭЭГ активности при выполнении воображаемых и реальных движе-
ний. Слева направо: движение левой рукой, правой рукой, левой ногой, правой ногой. Верхний ряд – реальные дви-
жения, нижний – воображаемые. Отдельно результаты по фоновой записи.
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Рис. 3. Пример испытуемого со схожим типом ЭЭГ активности при выполнении воображаемых и реальных движений.
Слева направо: движение левой рукой, правой рукой, левой ногой, правой ногой. Верхний ряд – реальные движения,
нижний – воображаемые. Отдельно результаты по фоновой записи.

35

30

25

20

15

10

5

1000

900

800

700

600

500

400

1000

900

800

700

600

500

400

300
200

500
400

700

1000

600

900
800

800

700

600

500

400

300

200

550

500

450

400

350

300

250

200

550
500

600
650

450
400
350
300
250
200

550
500

600
650

450
400
350
300
250
200

150

110
100
90
80
70
60
50
40
30
20

по парам повторяющихся движений кросс-ре-
куррентного показателя показана цветом в соот-
ветствии со шкалой рядом. Изображения получе-
ны с помощью модуля fieldtrip. Можно видеть,
что фоновая активность по кросс-рекуррентному
показателю всегда ниже, чем при выполнении
движений. В целом, область активности при фо-
новой записи сохраняется и при выполнении ак-
тивности.

Для испытуемого на рис. 2 можно видеть боль-
шое отличие в изображениях для воображаемых и
реальных движений. Для реальных движений
меньше важных каналов и они сосредоточены в
теменной и височных зонах, ближе к моторной
коре. Для воображаемых движений более важные
каналы сосредоточены ближе к затылочной зоне,
отвечающей за обработку визуальных сигналов.

Для испытуемого на рис. 3 такой связи не на-
блюдается, почти все движения выглядят схожими
и отличаются от фоновой записи только величи-
ной кросс-рекуррентного показателя. Таким об-
разом, второй испытуемый не имеет особенно-
стей при выполнении воображаемых движений.
И для него тренировка воображаемых движений
мало отличается от тренировки реальных движе-
ний, с точки зрения мозговой активности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Продемонстрирован метод выделения инди-

видуальных особенностей по ЭЭГ сигналу, полу-
ченному при выполнении повторяющейся актив-
ности. В рамках работы использовались вообра-
жаемые и реальные движения. Показано, что для
испытуемых можно выделить индивидуальные
особенности на основе наиболее важных каналов
ЭЭГ при выполнении данной активности. Полу-
ченные с помощью предложенного метода резуль-
таты могут использоваться в программах реабили-
тации людей с ограниченными возможностями
при настройке и использовании интерфейсов
мозг-компьютер.

Работа выполнена при поддержке Минобрна-
уки России в рамках выполнения государствен-
ного задания (проект № FSRR-2020-0003).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Meng J., Edelman B. J., Olsoe J. et al. // Front. Neurosci.

2018. V. 12. P. 227.
2. van Luijtelaar G., Lttjohann A., Makarov V.V. et al. //

Phys. Rev. E. 2017. V. 96. Art. No 012316.
3. Maksimenko V.A., Heukelum S., Makarov V.V. et al. //

Sci. Rep. 2017. V. 7. P. 1.
4. Sitnikova E., Hramov A.E., Koronovskii A.A. et al. //

J. Neurosci. Meth. 2009. V. 180. P. 304.



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 85  № 1  2021

ПРИМЕНЕНИЕ РЕКУРРЕНТНОГО АНАЛИЗА 149

5. Karimi F., Kofman J., Mrachacz-Kersting N. et al. //
Front Neurosci. 2017. V. 11. P. 356.

6. Sitnikova E.Yu., Hramov A.E., Grubov V.V.  et al. //
Brain Res. 2012. V. 1436. P. 147.

7. Sitnikova E.Yu., Hramov A.E., Grubov V.V.  et al. //
Proc. SPIE. 2014. V. 1543. P. 290.

8. Thiel M., Marwan N., Zou Y. et al. // Int. J. Bifurcat.
Chaos. 2011. V. 21. Art. No 1099.

9. Niedermeyer E., da Silva F.L. Electroencephalography:
basic principles, clinical applications, and related
fields. Lippincot Williams & Wilkins, 2004.

10. World medical association (2000) declaration of Hel-
sinki: ethical principles for medical research involving
human subjects // J. Am. Med. Ass. 2000. V. 284(23).
P. 3043.

11. Eckmann J.-P., Kamphorst S.O., Ruelle D. // Phys. Rep.
1987. V. 5. Art. No 973977.

12. Marwan N., Romano M.C., Thiel M., Kurths J. // Phys.
Rep. 2007. V. 438. P. 237.

13. Acharya U.R., Sree S.V., Chattopadhyay S. et al. // Int.
J. Neural Syst. 2011. V. 21. P. 199.

The use of recurrent analysis to highlight individual characteristics
of the human brain EEG

А. О. Selskiia, *, М. О. Zhuravleva, А. Е. Runnovaa, b, Е. P. Emelyanovaa

aSaratov National Research State University, Saratov, 410012 Russia
bSaratov State Medical University, Saratov, 410000 Russia

*E-mail: selskiiao@gmail.com
Received July 20, 2020; revised August 28, 2020; accepted September 28, 2020

We developed a method of applying recurrence analysis to determine individual characteristics by EEG data
of the brain of subjects performing a series of movements. The essence of the method is to analyze repeating
activities to highlight channels with patterns or an increase in frequency. The results of applying the method
to experimental data are shown.
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ПРАВИЛА ОФОРМЛЕНИЯ ПУБЛИКАЦИЙ
В ЖУРНАЛЕ “ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ”

Журнал “Известия Российской академии на-
ук. Серия физическая” учрежден Отделением фи-
зических наук РАН и Институтом прикладной
физики РАН.

Издание содержит полнотекстовые статьи по
наиболее актуальным разделам современного
естествознания: физика и астрономия, физика
твердого тела, нанофотоника, нелинейная опти-
ка, рентгеновская оптика, оптическая спектро-
скопия, ядерная физика, космические лучи, фи-
зика Солнца, физические приложения в науках о
жизни и другие.

Основная цель журнала — предоставление ав-
торам возможности опубликовать и обсудить ре-
зультаты актуальных фундаментальных и при-
кладных научных исследований, представленных
на конференциях, симпозиумах и научных шко-
лах, организованных Российской академией на-
ук, которые признаны мировым научным обще-
ством и междисциплинарными экспертами. К
опубликованию принимаются полнотекстовые
статьи, подготовленные по материалам лучших
докладов, рекомендованных программными ко-
митетами конференций, которые интересны ши-
рокому кругу читателей. Статьи, содержащие но-
вые, нигде ранее не опубликованные результаты,
проходят научное рецензирования как минимум
двумя независимыми рецензентами и публику-
ются в специальных тематических выпусках жур-
нала. Журнал открыт для публикации наиболее
авторитетных и передовых результатов исследо-
ваний в области фундаментальной и прикладной
физики, полученных в России и странах ближне-
го зарубежья, а также от авторов со всего мира.

Материалы для опубликования представляют:
а) бюро отделения физических наук; б) оргкоми-
теты совещаний или конференций; в) научные
советы РАН. Непосредственно от авторов редак-
ция журнала никаких материалов не принимает.

К представляемым в редакцию материалам
предъявляются следующие требования.

1. Статьи и рисунки к ним присылаются в од-
ном экземпляре. Текст статьи, подписи к рисун-
кам, список литературы должны быть четко на-
печатаны 14 кеглем через два интервала прямым
светлым (обычным, не жирным) шрифтом. Вы-
делять отдельные части текста подчеркиванием,
полужирным шрифтом или курсивом не реко-
мендуется. Поля должны быть по 2 см с каждой
стороны. Страницы рукописи нумеруются сквоз-

ной нумерацией. Функция переноса слов в доку-
менте должна быть отключена.

2. Оформление титульной страницы. В начале
статьи в левом верхнем углу ставится индекс
УДК (курсив). Далее на первой странице идут
данные в такой последовательности: полное на-
звание статьи прописными буквами крупным по-
лужирным шрифтом, с новой строки: копирайт и
год, инициалы и фамилии авторов полужирным
шрифтом, с новой строки: названия организа-
ций, где выполнена работа (в обязательном по-
рядке указываются полные, включая правовую
форму, наименования всех организаций, напри-
мер, “Федеральное государственное бюджетное
учреждение науки Институт спектроскопии Рос-
сийской академии наук”), город, страна. Иници-
алы и фамилии иностранных авторов необходи-
мо указывать в русской транскрипции, также
как и название, город и страну для зарубежной
организации. С новой строки необходимо ука-
зать E-mail, по которому будет отправлена кор-
ректура. Корреспондирующий автор, чей e-mail
указан в статье, отмечается звездочкой. Сам
e-mail отмечается звездочкой спереди.

3. Во всех статьях при опубликовании указыва-
ются три даты: дата поступления статьи в редак-
цию (дата сдачи материалов авторами в оргкомитет
конференции), дата поступления материала после
доработки (дата сдачи исправленного материала
оргкомитетом в редакцию), дата принятия к публи-
кации (дата сдачи номера в печать редакцией). Пер-
вые две даты устанавливаются редакцией по согла-
сованию с оргкомитетом конференции. Третья дата
зависит от календарного плана работы редакции.

4. C новой строки пишется краткая (на 5–6 строк)
аннотация. В аннотации не допускаются сокраще-
ния, ссылки на литературу и благодарности. Далее
после двух пустых строк идет текст самой статьи
(см. файл с шаблоном оформления на сайте
http://www.izv-fiz.ru). Сведения о финансовой
поддержке работы могут быть указаны только в за-
ключении работы. После текста статьи в этом же
файле на отдельной странице дается “Список ли-
тературы”. Далее в этом же файле на отдельной
странице следуют подписи к рисункам. Рисунки
размещаются в этом же файле на отдельных стра-
ницах после подписей и таблиц. Размер рисунков
должен соответствовать одному из журнальных
форматов (в одну колонку, на ширину полосы – на
две колонки, на всю полосу с разворотом). Окон-
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чательный размер рисунков определяется редак-
цией. Если в статье есть таблицы, их надо разме-
стить вместе с подписями на отдельных страни-
цах в этом же файле. Кроме того, на отдельной
странице в этом же файле нужно дать на англий-
ском языке фамилии и инициалы всех авторов,
название статьи, аннотацию, названия организа-
ций, где проведена работа, и их адреса (указать
почтовый индекс, город и страну), а также e-mail
корреспондирующего автора. Далее указываются
три даты и аннотация к статье, которая должна
полностью соответствовать русской версии.

Состав файлов публикации в электронном ви-
де: полный текст статьи в формате word (содержа-
ние текстового файла – см. выше), рисунки в од-
ном из форматов *gif, *tiff, *jpeg или *eps (на каж-
дый рисунок свой файл), файл со сведениями об
авторах (включая точные координаты авторов –
почтовый адрес, телефон, e-mail), сканы запол-
ненных и подписанных лицензионного и автор-
ского договоров в формате pdf.

Примечание. Статьи без УДК, аннотаций и
точных координат авторов приниматься не будут.

5. Используемые в статьях термины, единицы
измерения и условные обозначения должны быть
общепринятыми. Сокращения слов, имен и на-
званий не допускаются, за исключением приня-
тых сокращений единиц измерения, физических,
химических, технических и математических ве-
личин. Термины и аббревиатуры по возможности
должны быть на русском языке. Аббревиатуры и
сокращения, которые не являются общеприня-
тыми, должны быть расшифрованы при первом
упоминании. Единицы измерения даются в рус-
ской транскрипции, стоящие в знаменателе еди-
ницы измерения даются в отрицательной степени
(например, E = 195 кэВ; v = 100 см · с–1). Если в
состав единиц измерения входят длинные слова,
то допускается их написание через косую черту
(например, МэВ/нуклон или пиксел/деление).

При наборе обозначений физических величин
и формул необходимо придерживаться следую-
щих правил (это же касается и подписей к рисун-
кам). Размер шрифта в формулах должен совпа-
дать с размером шрифта в тексте. Латинские бук-
венные обозначения физических величин (в том
числе и векторных) набираются светлым курсивом,
так же – латинские буквы, обозначающие части-
цы и легчайшие ядра: p, n, d, t и т.п. Нельзя ис-
пользовать для их набора сходные по написанию
буквы из русского регистра. Обозначения функ-
ций (exp, ln, sin, Re, det, constant и т.п.), химиче-
ских элементов, все греческие буквы, цифры
(в том числе в формулах и индексах), аббревиату-
ры и термины набираются светлым прямым шриф-
том. Векторные величины обозначаются стрелоч-
кой сверху ( ), а не жирным шрифтом. В форму-
лах нужно разъяснить каждый знак (при первом

упоминании – обязательно). Расстояние между
строчками формул должно быть не менее 1 см (т.е.
через 2 интервала). Индексы и показатели степени
должны быть расположены четко ниже или выше
строки, русские индексы набираются прямым
шрифтом, латинские – курсивом. Нумерация
формул дается справа в круглых скобках: (3),
ссылки на литературу – в квадратных: [3].

6. Рисунки не должны быть размещены в тек-
сте, а представляются на отдельных страницах
после текста (и отдельными файлами в электрон-
ном виде). Рисунки должны быть выполнены с
хорошим разрешением в масштабе, позволяю-
щем четко различать надписи, обозначения и
символы точек. Заключать рисунок в рамку не
нужно. Переменные по осям желательно обозна-
чать не длинной надписью, а символами, объясняя
их значение в тексте или в подписи к рисунку. Не
рекомендуется загромождать рисунок ненужными
деталями: врезки необходимо по возможности
убрать, большинство надписей выносится в под-
пись к рисунку, а на рисунке заменяется цифрами
(курсив). Надписи и единицы измерения должны
быть на русском языке. Если рисунок состоит из
нескольких частей, каждая из них обозначается
русскими курсивными буквами а, б, в и т.д. Под
каждым рисунком должен быть проставлен номер.

Внимание! Допускается включение в статью
цветных рисунков. Цветные рисунки будут пред-
ставлены только в электронной версии статьи
(on-line), для размещения в печатной версии
цветные рисунки будут конвертироваться в фор-
мат “в шкале серого цвета”. Авторы, направляю-
щие для опубликования цветные рисунки, долж-
ны самостоятельно удостовериться в корректно-
сти и информативности рисунков с учетом
конвертации. На этапе корректуры любое изме-
нение рисунков по сравнению с авторским вари-
антом возможно только за отдельную плату, раз-
мер которой определяется в каждом случае инди-
видуально по согласованию с издателем.

7. Ссылки на литературу (источники цитирова-
ния) приводятся в конце статьи в порядке их упо-
минания в тексте. Иностранные фамилии даются в
тексте в русской транскрипции, а в ссылке – в
транскрипции издания. Установлен следующий
порядок оформления ссылок.

Для периодических изданий должны быть ука-
заны фамилии и инициалы авторов (курсивом),
далее “//”, название журнала, год, том, номер,
страница. Если авторов более трех, необходимо
указав первых трех авторов добавить “и др.” (для
ссылок на иностранные издания – “et al.”). На-
пример: 1. Ladd T.D., Jelezko F., Laflamme R. et al. //
Nature. 2010. V. 464. No 7285. P. 45. Если авторов
четыре, то указываются все.

При ссылках на все российские журналы, имею-
щие переводную версию, необходимо в обязатель-
ном порядке указывать в одной ссылке обе версии

a

�
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статьи. Например: 2. Никифоров В.Г., Лобков В.С.,
Самарцев В.В. // Изв. РАН. Сер. физ. 2018. Т. 82.
№ 8. С. 1108; Nikiforov V.G., Lobkov V.S., Samart-
sev V.V. // Bull. Russ. Acad. Sci.: Phys. 2018. V. 82.
No 8. P. 1004.

Нумерация страниц, а в некоторых случаях и
номер выпуска, в окончательных версиях опубли-
кованных статей могут отличаться от тех, что бы-
ли указаны в корректуре. Просьба сверять выход-
ные данные статей и правильно их цитировать.
Содержания опубликованных номеров размеще-
ны на сайте Научной электронной библиотеки
(ссылки на статьи, опубликованные в нашем
журнале, доступны в разделе “Содержания” на
сайте: http://izv-fiz.ru/contents/).

Следует обратить внимание, что в иностранных
журналах нередко указываются не порядковые
страницы, а номера статей (Art. No). Ссылки на та-
кие статьи необходимо оформлять следующим об-
разом: 3. Nemoto K., Munro W.J. // Phys. Rev. Lett.
2004. V. 93. No 5. Art. No 250502.

Для книг указываются авторы, название книги,
том, город, издательство, год издания, страница
(c. 42), либо количество страниц (169 с.). Например:
4. Мандель Л., Вольф Э. Оптическая когерентность и
квантовая оптика. М.: Физматлит, 2000, 896 с. Для
авторефератов и диссертаций – название, ученая
степень (например, Дисс. ... канд. физ.-мат. наук),
место защиты (институт, город), автор и год. Для
препринтов – название, номер, место издания, год.
Для материалов, размещенных в Интернете, – пол-
ная электронная ссылка. Далее приведены неко-
торые примеры оформления ссылок. Материалы
конференций: Gopalswamy N., Akiyama S., Yashiro S.
et al. // Proc. 14th IIES (Alexandria, 2015). P. 1. Ста-
тьи в ArXiv: Omodei N., Pesce-Rollins M., Longo F.
et al. // arXiv: 1803.07654. 2018. Патенты: Барано-
ва Е.Р., Злоказов В.Б., Кобелев Л.Я. и др. Резистив-
ный материал. Пат. РФ № 1779192, кл. H01C7/00.
1996. Ссылки на неопубликованные материалы

не допускаются. Все библиографические дан-
ные должны быть тщательно выверены.

8. К тексту статьи должны быть приложены
следующие документы:

– сопроводительное письмо из организации, в
которой выполнена работа;

– экспертное заключение о возможности опуб-
ликования, выданное организацией;

– рецензия на статью, выданная оргкомитетом
конференции. Редакция направляет представ-
ленные материалы на дополнительное рецензи-
рование;

– лицензионный договор с редакцией журнала
“Известия РАН. Серия физическая” в одном эк-
земпляре (актуальный текст договора размещен
на сайтe http://www.izv-fiz.ru);

– договор о передаче авторского права для
опубликования переводной версии статьи (акту-
альный текст договора размещен на сайтe
http://www.izv-fiz.ru).

Редакция не ставит в известность авторов об из-
менениях и сокращениях рукописи, имеющих ре-
дакционный характер и не затрагивающих содер-
жание статьи. Рукописи авторам не возвращаются.
Для проверки статьи издательство высылает на ад-
рес корреспондирующего автора корректуру, по-
сле проверки которой необходимо в указанные
сроки выслать файл с исправлениями и сообщить
в ответном письме свои краткие замечания. Авто-
рам необходимо самостоятельно убедиться в пра-
вильности указанного для связи электронного ад-
реса и настроить почтовую программу таким обра-
зом, чтобы своевременно получить письмо с
корректурой. На этапе корректуры редакция не
имеет возможности вносить большие авторские
правки в статью. После корректуры и до выхода
номера в свет могут быть исправлены лишь не-
большие опечатки.


