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Исследован отклик высших гармоник лазерного поля на изменение топологии поверхности Ферми в гра-
феноподобных наносистемах в процессе генерации. Использована микроскопическая нелинейная кван-
товая теория взаимодействия интенсивного когерентного электромагнитного излучения с такими систе-
мами вблизи критического уровня Ферми. Численно решено уравнение Лиувилля –фон Неймана для
матрицы плотности в режиме многофотонного возбуждения. Полученные результаты показывают, что
высшие гармоники чувствительны к изменению топологии поверхности Ферми, что может быть исполь-
зовано для определения энергии Ферми в таких системах.

DOI: 10.31857/S0044451021060018

1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее десятилетие большой интерес пред-
ставляет создание интенсивных перестраиваемых
нанолазеров и умножителей частоты в графено-
подобных наносистемах [1–3]. Используются осо-
бые нелинейно-оптические свойства графеноподоб-
ных наноструктур, возникающие в результате нели-
нейного отклика таких материалов на внешнее элек-
тромагнитное излучение. Задача сводится к иссле-
дованию процесса нелинейного взаимодействия све-
та с наносистемой, в которой происходит много-
фотонное явление — генерация высших гармоник
(ГВГ) [4–6]. Все больше внимания уделяется рас-
смотрению ГВГ в кристаллах [7–13] и двумерных
(2D) наноструктурах, таких как графен и его про-
изводные [7–30], гексагональный нитрид бора [31] и
дихалькогениды переходных металлов [32,33]. В на-
стоящее время мы наблюдаем рождение новой раз-
вивающейся области исследований непертурбатив-
ных оптических явлений в наноструктурированных

* E-mail: amarkos@ysu.am

материалах, таких как графеноподобные квантовые
точки или замкнуто-выпуклые фуллерены [34].

В связи с этими проблемами представляет инте-
рес определение энергии Ферми электронов в низ-
коразмерных наноструктурах [35]. Мы будем рас-
сматривать переходы Лифшица с энергией фотона,
много меньшей, чем так называемая энергия Лиф-
шица, когда энергия фотона равна энергии Ферми
электрона. Во время перехода Лифшица происходит
фрагментация односвязной линии Ферми на четы-
ре отдельные части [36–39]. Используя это свойство,
можно теоретически оценить энергию Ферми в гра-
фене, состоящем из двух сложенных слоев, A и B
(далее AB-графен). Это позволяет исследовать вли-
яние топологии поверхности Ферми на ГВГ в гра-
феноподобной наноструктуре.

В качестве примера такой структуры можно
предложить систему двухслойного графена. Она
представляет особую систему, в которой топология
зонной структуры может быть выбрана и измене-
на. Нелинейный когерентный отклик в AB-графене
под действием интенсивного электромагнитного из-
лучения приводит к модификации квазиэнергетиче-
ского спектра, индукции поляризованных токов до-
лин [40,41], а также к нелинейно-оптическим эффек-
там третьего и пятого порядков [42–45]. Двухслой-
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ный AB-графен — хорошо настраиваемый материал.
Можно настроить энергию Ферми с помощью внеш-
них возмущений, таких как поперечное электриче-
ское поле или деформация [46–52].

В настоящей статье с помощью разработанно-
го ранее численного моделирования [26–28] и мик-
роскопической нелинейной квантовой теории взаи-
модействия AB-графена с линейно поляризованной
электромагнитной волной рассматривается процесс
генерации гармоник. Численно решается уравнение
Лиувилля –фон Неймана для ГВГ в режиме много-
фотонного возбуждения вблизи точек Дирака зоны
Бриллюэна. Полученные результаты показывают,
что изменение топологии поверхности Ферми влия-
ет на высшие гармоники. Последнее может быть ис-
пользовано для определения энергии Ферми в таких
системах при ГВГ волны накачки с эффективным
выходом в терагерцевой (ТГЦ) и субТГц-областях
спектра при температурах графена выше криоген-
ных.

Работа организована следующим образом. В
разд. 2 численно решена система уравнений для
одночастичной матрицы плотности в режиме мно-
гофотонного взаимодействия. В разд. 3 исследуется
влияние изменения топологии поверхности Ферми
на генерацию высших гармоник при низкоэнергети-
ческом переходе в графеноподобной наноструктуре.
Выводы приведены в разд. 4.

2. ОСНОВНАЯ МОДЕЛЬ И ТЕОРИЯ

Рассмотрим влияние топологии поверхности
Ферми при генерации высоких гармоник в графено-
подобной наноструктуре на примере AB-графена.
В данной статье мы используем результаты мик-
роскопической нелинейной квантовой теории
взаимодействия когерентного электромагнитного
излучения с двухслойным графеном, развитую
в работах [26–28]. Предположим, что линейно
поляризованная плоская электромагнитная волна
с несущей частотой ω и медленно меняющейся
амплитудой E0f(t) электрического поля распро-
страняется в направлении, перпендикулярном
плоскости xy слоев графена и имеет вид

E (t) = E0f (t) e cosωt, (1)

где e — вектор поляризации. Медленно меняющаяся
огибающая волны накачки равна

f (t) =

{
sin2 (πt/Tp) , 0 ≤ t ≤ Tp,

0, Tp < t < 0,
, (2)

где Tp = 40π/ω — длительность импульса.

Эффективный одночастичный гамильтониан
[36, 49, 50] низкоэнергетических возбуждений |ε| <
< γ1 � 0.39 эВ в окрестности точек Дирака Kζ , в
AB-графене может быть представлен формулой

ĤAB =

⎛⎜⎜⎝ 0 v3ζπ̂ζ −
π̂2
ζ

2m

v3ζπ̂ζ −
π̂2
ζ

2m
0

⎞⎟⎟⎠ , (3)

где π̂ζ = p̂x+iζp̂y, p̂ = {p̂x, p̂y} — оператор импульса
электрона, ζ = ±1 — квантовое число долины. Член
v3 =

√
3aγ3/2� в гамильтониане (3) связан с межсло-

евым переходом γ3 = 0.32 эВ (a ≈ 0.246 нм — рас-
стояние между ближайшими A-слоями), вызывает
тригональное искривление в зонной дисперсии. Сле-
дующий член в уравнении (3) дает пару параболи-
ческих изолиний ε = ±p2/2m, где m = γ1/2v

2
F — эф-

фективная масса, γ1 � 0.39 эВ, vF — скорость Фер-
ми в однослойном графене. Функции собственных
состояний |n〉 гамильтониана (3) определяются ком-
бинированным квантовым числом n = {σ,p}. Здесь
σ — индекс зоны: для зоны проводимости σ = 1, для
валентной зоны σ = −1. Таким образом, имеем

|n〉 = |σ,p〉 exp
(
i

�
p · r

)
, (4)

где

|σ,p〉 = 1√
2E (n)

(
1

1
E(n)Υ(p)

)
exp

(
i

�
p · r

)
(5)

— спиноры, соответствующие энергиям

E (n) = σ |Υ(p)| . (6)

В уравнении (5)

Υ(p) = − p2

2m
e2iζϑ + ζv3pe

−iζϑ, (7)

и ϑ = arctg (py/px).
Гамильтониан взаимодействия представим в ви-

де

V̂ =

(
er · E (t) 0

0 er · E (t)

)
, (8)

где e — элементарный заряд. Для микроскопичес-
кой теории нелинейного взаимодействия двухслой-
ного графена с сильным полем излучения необходи-
мо решить основное уравнение для матрицы плот-
ности ρmn:
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i�
∂ρmn

∂t
= (E (m)− E (n))ρmn+

+
∑
l

[
〈m|V̂ |l〉ρln − ρml〈l|V̂ |n〉

]
−

− i�γmn

(
ρmn − ρ

(0)
mn

)
, (9)

где ρ(0)mn — матрица плотности в равновесии и γmn —
вероятность релаксации. Для ρ(0)mn мы предполагаем
распределение Ферми –Дирака:

ρ
(0)
mn = nF (n) δmn,

где

nF (n) ≡ nF (σ,p) =

[
1+ exp

(
E (n)− μ

kBT

)]−1

. (10)

Здесь μ — химический потенциал, kB — постоянная
Больцмана и T — абсолютная температура.

С учетом гамильтониана (8), основное уравнение
для матрицы плотности (9) сводится к уравнению
для ρσ,σ′(p, t):

ρmn (t) ≡ ρ (σ,p;σ′,p′, t) ≡ ρσ,σ′(p, t)δpp′ ,

где δpp′ — символ Кронекера.
Таким образом, имеем

i�
∂ρσ,σ′(p, t)

∂t
− i�eE (t)

∂ρσ,σ′(p, t)

∂p
= (σ−σ′) ×

× |Υ(p)| − i�γσ,σ′ (p)
(
ρσ,σ′(p, t)− ρ

(0)
σ,σ′(p)

)
+

+E (t) [Dt (σ,p) ρ−σ,σ′(p, t)−Dt (−σ′,p) ×
× ρσ,−σ′(p, t)] , (11)

где
Dt (σ,p) = �e〈σ,p|i∂p| − σ,p〉 (12)

— дипольный момент перехода. В соответствии с ра-
ботами [26–28] составляющими дипольного момента
перехода являются

Dtx (p) = − e�

2E2(1,p)
×

×
[(

p2

2m
−mv23

)
ζpy
m

+
v3
m
pxpy

]
, (13)

Dty (p) = − e�

2E2(1,p)
×

×
[(

− p2

2m
+mv23

)
ζpx
m

+
v3
2m

(
p2x − p2y

)]
. (14)

В уравнении (11) недиагональными элемента-
ми являются межзонная поляризация ρ1,−1(p, t) =

= P(p, t) и ее комплексно-сопряженная величина

ρ−1,1(p, t) = P∗(p, t), а диагональные элементы
представляют собой функции распределения час-
тиц для зоны проводимости, Nc(p, t) = ρ1,1(p, t),
и валентной зоны, Nv(p, t) = ρ−1,−1(p, t). Релак-
сацию определим членом γσ,σ′ (p) = Γ (μ, T ), зави-
сящим от химического потенциала и температуры.
Как показано в работах [53, 54], для энергий μ 


 γ1 = 0.39 эВ доминирующим механизмом ре-
лаксации будет электрон-фононная связь через про-
дольные акустические фононы. В низкотемператур-
ном пределе kBT 
 2 (cph/vF )

√
μγ1, где cph �

� 2 ·106 см/с — скорость продольного акустического
фонона, скорость релаксации оценивается как [54]

Γ (μ, T ) � πD2k2BT
2

8ρm�3c3phvF

√
γ1
μ
. (15)

Здесь D � 20 эВ — постоянная электрон-фононного
взаимодействия, ρm � 15 · 10−8 г/см2 — плот-
ность массы двухслойного графена. Принимая во
внимание уравнение (11), нам необходимо решить
замкнутую систему дифференциальных уравнений
для этих величин:

i�
∂Nc(p, t)

∂t
− i�eE (t)

∂Nc(p, t)

∂p
=

= E (t)Dt (p)P∗(p, t)−E (t)D∗
t (p)P(p, t)−

− i�Γ (μ, T ) (Nc(p, t)− nF (1,p)) , (16)

i�
∂Nv(p, t)

∂t
− i�eE (t)

∂Nv(p, t)

∂p
=

= −E (t)Dt (p)P∗(p, t) +E (t)D∗
t (p)P(p, t)−

− i�Γ (μ, T ) (Nv(p, t)− nF (−1,p)) , (17)

i�
∂P(p, t)

∂t
− i�eE (t)

∂P(p, t)

∂p
=

= [2 |Υ(p)| − i�Γ (μ, T )]P(p, t)+

+E (t)Dt (p) [Nv(p, t)−Nc(p, t)] . (18)

Оптическое возбуждение импульсом когерентного
излучения вызывает переходы в море Ферми –Дира-
ка, в результате чего возникает поверхностный ток.
Оператор плотности тока задается формулой

gζ = −2e
〈
Ψ̂(r, t) |v̂ζ | Ψ̂(r, t)

〉
. (19)

Для эффективного 2×2-гамильтониана (3) оператор
скорости v̂ζ = ∂Ĥ/∂p̂ имеет вид
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v̂ζx =

= ζ

⎛⎜⎝ 0 − 1

m
(ζp̂x−ip̂y)+v3

− 1

m
(ζp̂x+ip̂y)+v3 0

⎞⎟⎠ , (20)

v̂ζy =

= i

⎛⎜⎝ 0
1

m
(ζp̂x−ip̂y)+v3

− 1

m
(ζp̂x+ip̂y)−v3 0

⎞⎟⎠ , (21)

а при ГВГ в AB-графене внутризонная скорость
V (p) дается формулой

V (p) =
1

E (1,p)

(
v3p− 3ζ

v3p

2m
p cos 3ϑ +

+ 3ζ
v3p

3

2m
sin 3ϑ

∂ϑ

∂p
+ 2

p3

(2m)
2

)
. (22)

Используя уравнения (5)–(7) и (3), плотность тока
для долины ζ мы можем записать в виде

gζ (t) = − 2e

(2π�)2

∫
dp

{
2i

�
E (1,p) ×

× [Dt (p)P∗(p, t)−D∗
t (p)P(p, t)] +

+ V (p) (Nc(p, t)−Nv(p, t))

}
. (23)

В уравнении (23) первое слагаемое описывает ГВГ,
возникающую в результате рекомбинации ускорен-
ных электронно-дырочных пар. Второй член — это
внутризонный ток, который обусловлен внутризон-
ными высшими гармониками и генерируется в ре-
зультате независимого движения частиц в своих со-
ответствующих зонах. Мы изучаем многофотонный
режим, поэтому вклад обоих механизмов существен.
Полный ток может быть получен суммированием
по ζ:

gx = g1,x + g−1,x, (24)
gy = g1,y + g−1,y. (25)

Ниже мы исследуем нелинейный отклик двух-
слойного графена в процессе ГВГ под действием
лазерного поля в многофотонном режиме с пара-
метром интенсивности χ � 1 и субТГц-частотами
ω = 0.4–0.9 мэВ/�.

3. ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ ТОПОЛОГИИ
ПОВЕРХНОСТИ ФЕРМИ НА ГВГ ПРИ
НИЗКОЭНЕРГЕТИЧЕСКОМ ПЕРЕХОДЕ В
ГРАФЕНОПОДОБНОЙ НАНОСТРУКТУРЕ

В этом разделе исследуем влияние изменения то-
пологии поверхности Ферми на ГВГ при низкоэнер-

Рис. 1. (В цвете онлайн) Функция распределения частиц
Nc(p, tf ) (в относительных единицах) после взаимодейст-
вия в момент t = 40π/ω в зависимости от безразмерных
компонент импульса. Поле линейно поляризовано вдоль
оси y. Представлено фотоиспускание при переходе Лиф-
шица (�ω = 0.9EL) для высокой EF = 1.4EL (а, в) и низкой
EF = 0.7EL � μ (б, г) энергий. Параметр kBT/�ω = 0.4,
безразмерный параметр интенсивности χ = 0.5 (а, б) и

χ = 1 (в, г) для долины с индексом ζ = −1

гетическом переходе в графеноподобной нанострук-
туре. Взаимодействие частицы с когерентной вол-
ной с низкой энергией фотона в ТГц- или субТГц-об-
ластях (�ω 
 EL = 1 мэВ, где EL — энергия Лиф-
шица), характеризуется безразмерным параметром
интенсивности χ [16]:

χ = eE0v3/�ω
2. (26)

Среднюю интенсивность волны [30] можно предста-
вить как

Iχ = χ2 · 1.96 · 1013 Вт/см2 (�ω/эВ)4 .

Параметр интенсивности χ имеет порядок едини-
цы для многофотонного процесса ГВГ. В частности,
для фотонов с энергиями 0.4–0.9 мэВ режим много-
фотонного взаимодействия может быть реализован
при интенсивностях Iχ = 1–102 Вт/см2. Отметим,
что современные фотонные ТГц- и субТГц-источни-
ки (с энергиями 0.4–1.24 мэВ) включают квантовые
каскадные лазеры [55,56].

На примере двухслойного графена, рассмотрим
нелинейный отклик графеноподобной нанострукту-
ры в процессе ГВГ при многофотонном возбуж-
дении при переходе Лифшица. Система уравнений
(16)–(18) аналитически не решается. Для численно-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Вероятности испускания гармоник в двухслойном графене при переходе Лифшица в зависи-
мости от номера гармоники для разных параметров интенсивности χ и энергий Ферми EF = 0.7EL (косые крестики)
и EF = 1.4EL (прямые крестики). Параметр kBT/�ω = 0.4. Волна накачки с энергией фотона �ω = 0.9EL линейно

поляризована

го решения выполнено стандартное преобразование
и замена переменных на новые, t и

p̃ = p− pE (t) , pE (t) = −e
t∫

0

E (t′) dt′,

где pE(t) — классический импульс, переданный вол-
новым полем. Преобразуем уравнения с частны-
ми производными в обыкновенные. Интегрирова-
ние уравнений (16)–(18) выполняется на однород-
ной сетке из 104 точек (p̃x, p̃y) со стандартным ал-
горитмом Рунге –Кутта четвертого порядка. В ка-
честве максимального импульса принято значение
p̃max/

√
m�ω = 5. Скорость релаксации Γ (μ, T ) опре-

деляется формулой (15).
Нелинейное возбуждение моря Ферми показано

на рис. 1 при переходе Лифшица (�ω = 0.9EL) при
параметрах интенсивности χ = 0.5 и χ = 1. Функ-
ция распределения частиц Nc(p, tf ) после воздей-

ствия импульса длительностью Tp ≈ 90 пс показа-
на при высокой (EF = 1.4EL) и низкой (EF = 0.7EL)
энергиях Ферми. Предполагается, что волна накач-
ки линейно поляризована вдоль оси y. Как видно
из рис. 1б,г для EF < EL и �ω < EL две соприкасаю-
щиеся параболы преобразуются в четыре отдельных
«кармана». Итак, возбужденные искаженные изоли-
нии дают возможность оценить значение EF � μ в
случае фотона низкой энергии �ω = 0.7EL.

Отметим, что при параметре интенсивности χ >
> 1 количество изолиний увеличивается. Отчет-
ливо видно многофотонное и сильноанизотропное
возбуждение моря Ферми –Дирака вдали от точек
Дирака. В частности, линии возбуждения искрив-
лены в направлении вектора поляризации волны.
Это указывает на то, что созданные пары частица–
дырка ускоряются в волновом поле. Таким образом,
при исследовании спектра излучения представляют
интерес высшие порядки гармоник. Проясняются
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Вероятности испускания высших гармоник в двухслойном графене при переходе Лифшица в
зависимости от номера гармоники показана для разных параметров интенсивности χ и энергий Ферми EF = 0.7EL (косые

крестики) и EF = 1.4EL (прямые крестики). Остальные параметры как на рис. 2

предположения о температурной зависимости воз-
буждения моря Ферми –Дирака. Вероятность ГВГ
для рассмотренных случаев слабо зависит от тем-
пературы: возбужденные изолинии слегка размыва-
ются с повышением температуры.

Будем характеризовать вероятность испускания
n-й гармоники безразмерным нормированными со-
ставляющим плотности тока gx,y (24), (25), опреде-
ленным как

gx,y
j0

= Gx,y

(
ωt, χ, γ,

EL
�ω

,
kBT

�ω
,
μ

�ω

)
, (27)

где

j0 =
eω

π2

√
mω

�
, (28)

а Gx и Gy являются безразмерными периодически-
ми (для монохроматических волн) функциями, ко-
торые зависят от параметра интенсивности χ, энер-
гии Лифшица EL, энергии Ферми EF � μ и тем-
пературы образца. Таким образом, используя ре-

шения уравнений (16)–(18) и проведя интегрирова-
ние в уравнении (23), можно вычислить спектры из-
лучения гармоник с помощью преобразования Фу-
рье функции Gx,y(t). Вероятность испускания n-й
гармоники пропорциональна n2|gn|2, где |gn|2 =

= |gxn|2 + |gyn|2 и gxn, gyn — компоненты Фурье
индуцированного полем полного тока. Чтобы найти
gn, был использован алгоритм быстрого преобразо-
вания Фурье. Для всех графиков мы использовали
нормированную плотность тока (27).

На рис. 2 показаны зависимости вероятности ис-
пускания гармоник от их номера для различных
параметров интенсивности. Как видно на этом ри-
сунке, с увеличением интенсивности волны накачки
гармоники выше третьего порядка становятся оди-
наково существенными.

Чтобы показать различия поведения высших
гармоник, на рис. 3 мы построили только высшие
гармоники при параметре интенсивности χ > 1. Как
видно, существуют качественные различия для ве-
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Рис. 4. Вероятности испускания третьей G3 и пятой G5

гармоник в зависимости от энергии фотона �ω для па-
раметров интенсивности χ = 0.5 (кривые 1), 1.0 (2), 1.5
(3), 2.0 (4). Параметр kBT/�ω = 0.4. Волна накачки ли-
нейно поляризована. Энергия Ферми EF = 1.4EL (а, в) и

EF = 0.7EL (б, г)

роятностей испускания Gn = n2|gn|2 в зависимости
от порядка n. Функции G7, G9 имеют более выра-
женные нелинейные свойства в сильном поле волны.

Вероятность испускания Gn высших гармоник
в зависимости от частоты волны накачки для раз-
личных интенсивностей волны, определяемых пара-
метром χ, продемонстрирована на рис. 4 и 5 для
EF > EL и EF < EL. Графики показывают, что для
обоих случаев в области низкоэнергетических пере-
ходов Лифшица в сильной волне (χ > 1) вероятно-
сти испускания G3, G5 достигают насыщения с рос-
том интенсивности волны накачки. Но более высо-
кие гармоники 7 и 9 при EF > EL и EF < EL с уве-
личением интенсивности волны ведут себя по-раз-
ному. На рис. 6, 7 показаны зависимости вероятно-
сти испускания гармоник высшего порядка от ин-
тенсивности волны накачки в двухслойном графене.
В результате, как видно на рис. 4–7, меняя тополо-
гию Ферми и используя ее влияние на ГВГ, можно
определить энергию Ферми в графеноподобной на-

Рис. 5. То же, что и на рис. 4, для вероятностей испускания
гармоник седьмого G7 и девятого G9 порядков

ноструктуре. Надо отметить, что при найденных оп-
тимальных параметрах вероятность испускания гар-
моник значительна при большей интенсивности для
рассматриваемой частоты волны.

Чтобы продемонстрировать зависимость скоро-
сти излучения от энергии Ферми, на рис. 8 пока-
заны зависимости вероятности испускания третьей
G3, пятой G5, седьмой G7 и девятой G9 гармоник от
энергии фотонов при фиксированной интенсивности
волны накачки и температуре графена. В соответ-
ствии с результатами рис. 2–8 при ускорении и анни-
гиляции частиц или дырок, индуцированных волной
накачки, в графеноподобной наноструктуре может
быть получено интенсивное излучение высших гар-
моник при частоте волны накачки в субТГц-облас-
ти. Таким образом, в сильной волне, определяемой
параметром интенсивности χ, вероятности испуска-
ния высших гармоник различаются по величине для
высоких EF > EL и низких EF < EL энергий Ферми.
Это выявляет влияние топологии поверхности Фер-
ми на ГВГ в графеноподобной наноструктуре. Как
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Рис. 6. Вероятности испускания гармоник третьего G3 и
пятого G5 порядков в зависимости от параметра интенсив-
ности χ показаны для энергий фотонa �ω = 0.5 мэВ (кри-
вые 1), 0.6 мэВ (кривые 2), 0.7 мэВ (кривые 3), 0.8 мэВ
(кривые 4). Параметр kBT/�ω = 0.4. Волна накачки ли-
нейно поляризована. Энергия Ферми EF = 1.4EL (а, в) и

EF = 0.7EL (б, г)

и в случае аналогичных расчетов для интенсивной
волны накачки, показано, что вероятность испуска-
ния слабо зависит от температуры при kBT < �ω.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы представили метод исследования вли-
яния топологии поверхности Ферми при ГВГ
в графеноподобной наноструктуре на примере
двухслойного сложенного AB-графена. Во время
перехода Лифшица происходит фрагментация
односвязной линии Ферми на четыре отдельных
участка. При этом энергия Ферми равна энергии
перехода Лифшица. Итак, теоретическое иссле-
дование позволяет оценить энергию Ферми. Мы
используем развитую ранее микроскопическую
теорию нелинейного взаимодействия двухслойного
графена с сильным полем когерентного излуче-
ния для случая низкоэнергетического фотона.

Рис. 7. То же, что на рис. 6, для вероятностей испускания
гармоник седьмого G7 и девятого G9 порядков

Рис. 8. Зависимости вероятностей испускания третьей G3,
пятой G5, седьмой G7, девятой G9 гармоник от энергии
�ω фотона для энергий Ферми EF = 0.7EL (кривые 1),
EF = 1.4EL (2). Параметр kBT/�ω = 0.4. Волна накачки с
параметром интенсивности χ = 2 поляризована линейно
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Замкнутая система дифференциальных уравнений
Лиувилля –фон Неймана для одночастичной мат-
рицы плотности решается численно для переходов
Лифшица в двухслойном графене. Для волны
накачки взят субТГц-диапазон частот. Показано,
что процесс ГВГ для фотонов субТГц-диапазона
(длины волн от 0.3 до 1 мм) может наблюдать-
ся уже при интенсивностях Iχ = 1–102 Вт/см2

при температуре образца T < �ω. Полученные
результаты показывают, что высшие гармоники
чувствительны к изменению топологии поверхности
Ферми. Последнее может быть использовано для
определения энергии Ферми в таких системах.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Ван-дер-ваальсово притяжение между атомами
и молекулами на расстояниях, больших по сравне-
нию с размерами атомов и молекул, есть следствие
различных электромагнитных сил между телами.
Эти силы обусловлены как непосредственным взаи-
модействием зарядов, так и полем электромагнит-
ного вакуума. Теория ван-дер-ваальсова притяже-
ния детально описана в монографии [1]. В насто-
ящей работе мы вычисляем потенциальную энер-
гию ван-дер-ваальсова притяжения атомов водорода
друг к другу на расстояниях R порядка aB/α, где
aB — боровский радиус, α = e2/�c = 1/137 — посто-
янная тонкой структуры. Энергия зависит от R как
R−6 на расстояниях aB 
 R 
 aB/α и как R−7 на
расстояниях R � aB/α.

Элемент новизны состоит в использовании точ-
ного аналитического выражения для динамической
поляризуемости атома водорода в случае мнимой
частоты на основе простых выражений (28), (29)
(см. ниже) для сил осциллятора связанно-связанных
и связанно-свободных переходов. Прежде всего это
касается формулы (29) для связанно-свободных пе-
реходов, для которых ранее использовались разно-

* E-mail: vpkrainov@mail.ru

образные приближения с той или иной степенью
точности. Так, в работе [2] для описания переход-
ной области использовалась приближенная модель-
ная функция в виде арктангенса. В статье [3] для
определения динамической поляризуемости атома
водорода бралось приближенное разложение по сте-
пеням частоты (до восьмой степени включитель-
но). Аналогично в статье [4] бесконечные сходящие-
ся ряды для динамической поляризуемости обрыва-
лись на определенном числе слагаемых. Модельные
аппроксимации для динамической поляризуемости
атома гелия рассматривались в работах [5, 6].

В случае R � aB/α притяжение между атома-
ми создается полем электромагнитного вакуума, ко-
торое приводит к поляризации атомов. Рассмотрим
большой резонатор с идеально проводящими стен-
ками. Сначала считаем, что в резонаторе имеется
только один атом. Найдем изменение какой-то соб-
ственной частоты ω фотона вакуумного электромаг-
нитного поля от внесения этого атома в резонатор.
Уравнения Максвелла для напряженностей вакуум-
ных полей на этой частоте в отсутствие атома имеют
вид

rotE =
i ω

c
H, rotH = − i ω

c
E. (1)

При внесении первого атома появляется ток j′, на
малую величину меняется собственная частота ω и
уравнения Максвелла приобретают вид
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rotE′ =
i ω′

c
H′, rotH′ =

4π

c
j′ − i ω′

c
E′. (2)

Умножая первое уравнение в (2) на H∗, а второе
уравнение на −E∗, получим

H∗ rotE′ =
i ω′

c
H∗ ·H′,

−E∗ rotH′ = −4π

c
j′ · E∗ +

i ω′

c
E∗ ·E′.

(3)

Умножая сопряженные к (1) уравнения: первое на
H′, а второе на −E′, получим

H′ rotE∗ = − i ω
c

H′ ·H∗,

−E′ rotH∗ = − i ω
c

E′ ·E∗.
(4)

Складывая почленно все уравнения (3) и (4), нахо-
дим (δω1 = ω′ − ω 
 ω)

div
{
[E′, H∗] + [E∗, H′]

}
=

= i
δω1

c
(H∗ ·H′ +E∗ ·E′)− 4π

c
j′ · E∗. (5)

Интегрируя (5) по всему объему резонатора и ис-
пользуя теорему Гаусса, получим, что левая часть
(5) обращается в нуль из-за граничных условий для
полей на идеально проводящих стенках резонатора.
Следовательно,

i δω1

∫
(H∗ ·H′ +E∗ · E′) dV = 4π

∫
j′ ·E∗ dV. (6)

В левой части этого уравнения возмущенные поля
можно заменить на невозмущенные, так как возму-
щение (атом) занимает ничтожно малую часть объ-
ема резонатора. Получаем

2 i δω1

∫
|E|2 dV = 4π

∫
j′ · E∗ dV. (7)

А в правой части (6) интегрирование проводится по
малому объему, в котором находится атом, и где ва-
куумное электрическое поле можно вынести за знак
интеграла:∫

j′ ·E∗ dV = E∗
∫

j′ dV = E∗
∫
�v1 d V =

= E∗ ∂

∂t

∫
� r1 dV = E∗ ∂

∂t
d1 =

= −i ω E∗ d1 = −i ω β |E|2 . (8)

Здесь β — поляризуемость атома водорода, которую,
как мы увидим ниже, при R � aB/α можно заме-
нить на статическую, так как характерные энергии

фотонов �ω электромагнитного вакуума, осуществ-
ляющих поляризацию, имеют порядок величины
�ω ∝ �c/R 
 Ry. Здесь Ry = me4/�2 = 26.2 эВ.
Статическая поляризуемость атома водорода равна

β =
9

2
a3B = 0.66 Å. (9)

Из (7) и (8) получим сдвиг частоты из-за наличия
первого атома в резонаторе в точке r1 [7]:

δω1

ω
= − 2π β |E(r1)|2∫

|E(r)|2 dV
. (10)

2. ВАН-ДЕР-ВААЛЬСОВО ПРИТЯЖЕНИЕ
НА РАССТОЯНИЯХ R � aB/α

Для нахождения ван-дер-ваальсова притяжения
на расстояниях R � aB/α добавим в резонатор вто-
рой атом в точку r2; r2 − r1 = R. В (10) добавится
индуцированная напряженность поля второго атома
в точке первого атома: E(r1) → E(r1)+Einduced(r1).
Выделим из (10) сдвиг частоты, связанный только
с взаимодействием атомов друг с другом:

δω

ω
= −

4π β Re
(
E∗(r1) ·Einduced(r1)

)∫
|E(r)|2 dV

. (11)

Определим вещественную напряженность поля
свободной стоячей электромагнитной волны в резо-
наторе

E(r) = Eω eλ cos(k · r), k =
ω

c
, eλ · k = 0,

λ = 1, 2, |eλ| = 1.
(12)

Здесь eλ — единичный вектор поляризации попереч-
ного фотона. Второе решение sin(k · r) внесет нуле-
вой вклад в (11), так как для него E(r1 = 0) = 0.

Индуцированная вещественная напряженность
электрического поля стоячей волны Einduced(r1) в
резонаторе, создаваемая индуцированным диполь-
ным моментом второго атома d2 в точке, где нахо-
дится первый атом, определяется хорошо известным
из теории поля выражением [8]:

Einduced(r1) = Re

{(
−k

2

R
−i 3k

R2
+

3

R3

)
n(n · d2ω) +

+

(
k2

R
+ i

k

R2
− 1

R3

)
d2ω

}
exp(i k R) . (13)

Здесь n = R/R. Мы взяли произвольные рассто-
яния, а не волновую зону; выше уже отмечалось,
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что характерная величина ωR/c порядка единицы,
несмотря на большие расстояния R. Дипольный мо-
мент равен

d2ω = βE(r2). (14)

Из (11) находим энергию взаимодействия атомов
как отрицательный сдвиг энергии основного состо-
яния гармонического осциллятора �ω/2, просумми-
рованный по всем положительным частотам (пер-
вый атом для определенности помещаем в начало
координат):

U(R) = −
∑
k,λ

2π β �ω
(
E(0) · Einduced(0)

)∫
|E(r)|2 dV

,

∑
k

= V

∫
dk

(2π)3
, ω > 0.

(15)

При этом, суммируя по двум поляризациям, можно,
используя (12), вычислить знаменатель в (15):∫

|E(r)|2 dV = E2
ω V. (16)

Как и должно быть, нормировочный объем резона-
тора V сокращается в наблюдаемой величине потен-
циальной энергии. Из (15) видно, что величина Eω

также сокращается в выражении для U(R). Поэто-
му ее дальше можно опустить.

В сферической системе координат с осью Z

вдоль вектора R обозначим угол между векторами
R и k как ϑ. Переходим к вычислению числителя в
(15). Имеем из (15)

E(0) ·Einduced(0) =

= β cos(k R cosϑ)Re exp(i k R)×

×

⎧⎨⎩
(
−k

2

R
− i

3 k

R2
+

3

R3

) ∑
λ=1,2

(n · e∗λ) (n · eλ) +

+
∑
λ=1,2

e∗λ · eλ
(
k2

R
+ i

k

R2
− 1

R3

)⎫⎬⎭ . (17)

Для суммирования по поляризациям фотона в (17)
используем формулу∑

λ=1,2

eλi eλj = δij −
ki kj
k2

. (18)

Тогда∑
λ=1,2

(n · e∗λ) (n · eλ) = ni nj e
∗
λi eλj =

= ni nj

(
δij −

ki kj
k2

)
= 1− cos2 ϑ = sin2 ϑ . (19)

Подставляя (17) и (19) в (15), находим (интегриро-
вание идет только по положительным частотам, т. е.
k > 0)

U(R) = −� β2 c

2π
Re

∞∫
0

k3 dk exp(i k R)×

×
π∫

0

sinϑ dϑ cos(k R cosϑ)×

×
{(

−k
2

R
− i

3 k

R2
+

3

R3

)
sin2 ϑ +

+ 2

(
k2

R
+ i

k

R2
− 1

R3

)}
. (20)

Вычисляя элементарный интеграл по углу ϑ, полу-
чим

U(R) = −� β2 c

π R7

∞∫
0

dx
{
(2 x3 − 6 x) cos(2 x)+

+ (x4 − 5 x2 + 3) sin(2 x)
}
. (21)

При интегрировании учтем, что осциллирующие
тригонометрические функции на бесконечности при
усреднении дают нуль. Получаем известный резуль-
тат [9]:

U(R) = −23 � β2 c

4πR7
= − 1863

16 π α

(aB
R

)7

Ry. (22)

3. ВАН-ДЕР-ВААЛЬСОВО ПРИТЯЖЕНИЕ
НА РАССТОЯНИЯХ aB � R � aB/α

Теперь обратимся к меньшим расстояниям, aB 


 R
 aB/α. В этом случае нельзя выносить дина-
мическую поляризуемость атома за знак интеграла
и заменять ее на статическую. Перепишем выраже-
ние (21) в тождественном виде:

U(R) = − � c

π R7
Im

∞∫
0

dxβ2(x) exp(2 i x)×

×
{
(2 i x3 − 6 i x) + (x4 − 5 x2 + 3)

}
. (23)

В выражении (23) сдвинем контур интегрирования
на верхнюю половину мнимой оси, т. е. заменим x =

= iz. Получаем

U(R) = − � c

π R7

∞∫
0

d z β2(i z) exp(−2 z)×

×
{
(2 z3 + 6 z) + (z4 + 5 z2 + 3)

}
. (24)
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При условии R 
 aB/α в интеграле (24) суще-
ственны значения z 
 1, так как этот интеграл обре-
зается быстрым убыванием поляризуемости β2(i z).
Тогда интеграл существенно упрощается, так как в
нем можно заменить экспоненту на единицу, а из
пяти слагаемых оставить только последнее. Итак,
заменяя z = kR = ωR/c, находим

U(R) = − 3 � c

π R7

∞∫
0

dz β2(i z) =

= − 3 �

π R6

∞∫
0

dω β2(i ω). (25)

4. ДИНАМИЧЕСКАЯ ПОЛЯРИЗУЕМОСТЬ
АТОМА ВОДОРОДА

Динамическая поляризуемость атома водорода
для мнимых значений частоты быстро убывает с
увеличением частоты. Точное выражение для дина-
мической поляризуемости имеет вид

β(i ω) =

∞∑
n=2

fn
ω2
n1 + ω2

+

∞∫
0

fk
ω2
k1 + ω2

dk. (26)

Здесь определены частоты переходов

ωn1 =
1− 1/n2

2
, ωk1 =

1 + k2

2

и силы осцилляторов для связанно-связанных fn и
связанно-свободных fk дипольных переходов. Они
удовлетворяют правилу сумм:

∞∑
n=2

fn +

∞∫
0

fk dk = 1. (27)

Силы осцилляторов для переходов в связанные со-
стояния атома водорода имеют вид [10]

fn =
28 n5 (n− 1)2n−4

3 (n+ 1)2n+4
. (28)

Силы осцилляторов для переходов в свободные со-
стояния атома водорода имеют вид, соответствую-
щий известной формуле Штоббе для сечения фо-
тоионизации основного состояния атома водорода
[11, 12]:

fk =

28 k exp

(
− 4

k
arctg k

)
3 (1 + k2)4

(
1− exp

(
−2π

k

)) . (29)

Рис. 1. Динамическая поляризуемость атома водорода
(в единицах a3

B) как функция безразмерной частоты
z = �ω/Ry

В случае атома водорода первое слагаемое в (27)
равно 0.565, а второе равно 0.435, так что роль пе-
реходов в свободные состояния сравнима с ролью
переходов в связанные состояния. Что касается ста-
тической поляризуемости (ω = 0), то первое сла-
гаемое в (26), соответствующее связанно-связанным
переходам, дает вклад, равный 3.66, а второе сла-
гаемое, соответствующее связанно-свободным пере-
ходам, дает вклад, равный 0.84. В сумме они дают
известное значение 9/2.

На рис. 1 приведена динамическая поляризуе-
мость атома водорода (в единицах a3B) как функ-
ция безразмерной мнимой частоты z = �ω/Ry, вы-
численная по формуле (26). Подставляя (26) в (25)
и вычисляя интеграл численно, находим известный
результат [13] для потенциальной энергии на рассто-
яниях R 
 aB/α:

U(R) = −6.50
(aB
R

)6

Ry. (30)

Численный коэффициент от переходов только в свя-
занные состояния при этом составляет 4.0, так что
вклад переходов в состояния непрерывного спектра
также оказывается значительным.

5. ВАН-ДЕР-ВААЛЬСОВО ПРИТЯЖЕНИЕ
НА ПРОМЕЖУТОЧНЫХ РАССТОЯНИЯХ

R ∝ aB/α

В общем случае R ∝ aB/α подставляем (26) в
(24), используя силы осцилляторов (28) и (29). Ре-

1016



ЖЭТФ, том 159, вып. 6, 2021 Ван-дер-ваальсово притяжение атомов водорода

Рис. 2. Зависимость величины A = − 16 π U(R) R7

1863 c
от r =

= R/c согласно (24)

зультаты численного расчета представлены на рис. 2
(далее используются атомные единицы). Приведен
график зависимости величины − 16 π U(R)R7

1863 c от R/c.
При R/c � 1 эта зависимость стремится к посто-
янному значению, равному единице в соответствии
с (22). В этом случае потенциальная энергия при-
тяжения обратно пропорциональна седьмой степе-
ни расстояния между атомами. А при значениях
R/c 
 1 (но, разумеется, R � 1) получаем ли-
нейную функцию расстояния; она соответствует то-
му, что потенциальная энергия притяжения обратно
пропорциональна шестой степени расстояния между
атомами. Из рис. 2 видно, что переход от зависимо-
сти R−6 к зависимости R−7 при увеличении расстоя-
ния R между атомами водорода оказывается сильно
затянутым.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, мы получили явное выражение
для потенциальной энергии ван-дер-ваальсова при-
тяжения атомов водорода друг к другу на расстоя-
ниях R порядка aB/α. Как и должно быть, эта зави-
симость переходит в известный законR−6 на рассто-
яниях aB 
 R 
 aB/α и в известный закон R−7 на
расстояниях R � aB/α. Отметим, что при увеличе-
нии расстояния R между атомами водорода переход
от зависимости R−6 к зависимости R−7 происходит
весьма медленно.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Благодаря проекту «Телескоп горизонта собы-
тий» удалось наблюдать тень черной дыры у ис-
точника M87∗ [1–6], но наблюдение фотонных ко-
лец является более сложной задачей будущего [7].
Для ее решения необходимо, чтобы радиоинтерфе-
рометр имел достаточно большую базу (проекцию
баз), которая превышает диаметр Земли (т. е. до-
статочно высокое угловое разрешение, порядка доли
микросекунд) [7], высокую чувствительность прием-
ного комплекса и большую базу численных экспери-
ментов для моделирования фотонных колец и сопо-
ставления данных теории и наблюдений. Одним из
таких проектов, который способен решить данную
задачу, является проект «Миллиметрон», который
планируется запустить в 2030-х гг. [8].

Существует достаточно много свободного про-
граммного обеспечения, которое способно моделиро-
вать фотонные кольца магнитогидродинамических
моделей. Эти программы решают уравнения изо-
тропных геодезических численно (например, паке-
ты Raptor [9], Ipole [10, 11]) или полуаналитически
(grtrans [12]). Все эти пакеты имеют как численные
ошибки, так и неточности, связанные с тем, что на-
блюдатель расположен на конечном, относительно
близком расстоянии от черной дыры (R ≈ 50Rg).
В данной работе уравнения изотропных геодезиче-
ских решаются аналитически точно и строятся об-
разы черных дыр для простейшего бесконечно тон-

* E-mail: chernov@lpi.ru

кого диска. Такой подход более точно сопоставляет
модельные и наблюдательные данные.

Интерферометрические наблюдения могут до-
статочно точно определить форму фотонного коль-
ца [13], а это, в свою очередь, позволит более точ-
но протестировать общую теорию относительности
в сильном поле и определить параметр вращения
черной дыры [14]. Существуют различные способы
моделирования формы фотонных колец. В работе
[15] форму фотонного кольца моделировали с помо-
щью плоской кривой — улитка Паскаля (limaçon), в
работе [13] — с помощью выпуклых овалов (phoval).
Форма фотонных колец близко связана с формой
критических кривых в гравитационном поле черной
дыры, следовательно, точное моделирование фотон-
ных колец поможет лучше понять физику вблизи
черных дыр.

В разд. 2 выписываются точные аналитические
решения уравнений изотропных геодезических в
метрике Керра –Ньюмена и строятся образы черных
дыр. В разд. 3 аналитически вычисляются функции
видности для колец различной формы и интенсив-
ности. В разд. 4 приводятся выводы.

В работе используется система единиц, в которой
скорость света и гравитационная постоянная равны
единице, c = G = 1. Размерность длины естьGM/c2,
размерность времени — GM/c3, где M — масса чер-
ной дыры.

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ И ТОЧНЫЕ
АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ

Метрика вращающейся и заряженной черной ды-
ры Керра –Ньюмена в координатах Бойера –Линдк-
виста (t, r, θ,φ) имеет вид [16]
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ds2 = −
(
1− 2Mr −Q2

Σ

)
dt2 +

Σ

Δ
dr2 +Σ dθ2 +

+
sin2 θ

Σ

(
(r2 + a2)2 −Δa2 sin2 θ

)
dφ2 −

− 2a sin2 θ(2Mr −Q2)

Σ
dt dφ,

где

Σ = r2 + a2 cos2 θ, Δ = r2 − 2Mr + a2 +Q2,

J = Ma — угловой момент черной дыры. Корни
уравнения

Δ = (r − r1)(r − r2) = 0

соответствуют внешнему и внутреннему горизонтам
событий

r1,2 =M ±
√
M2 − a2 −Q2.

В данной работе предполагается, что параметр вра-
щения и заряд черной дыры ограничены неравен-
ством 0 < a2 + Q2 < M2. Экстремальная черная
дыра соответствует случаю, когда a2 + Q2 → M2.
Случаям не вращающейся и не заряженной черной
дыры отвечают пределы a → 0 и Q → 0 соот-
ветственно. Метрические коэффициенты и символы
Кристоффеля выписаны в Приложении A.

Траектория фотонов в метрике Керра –Ньюме-
на описывается тремя интегралами движения. Это
полная энергия на бесконечности E = −pt, угловой
момент вокруг вращающейся оси черной дыры L =

= pφ и постоянная Картера

Qc = p2θ − cos2 θ

(
a2p2t −

p2φ

sin2 θ

)
,

где pμ обозначает 4-импульс фотона. Четвертое
уравнение получается из условия равенства нулю
массы фотона, gαβpαpβ = 0. Оказывается, что ин-
тегралы движения не зависят от модуля величины
полной энергии, а зависят только от знака E. Поэто-
му удобно ввести две новые величины, от которых
зависит траектория движения фотона:

λ =
L

E
, η =

Qc

E2
.

Тогда компоненты 4-импульса фотона записывают-
ся в виде

Σ

E
pt =

r2 + a2

Δ
(r2 + a2 − aλ)− a2 sin2 θ + aλ, (1a)

Σ

E
pr = ±r

√
R, (1b)

Σ

E
pθ = ±θ

√
Θ, (1c)

Σ

E
pφ =

a

Δ
(r2 + a2 − aλ) +

λ

sin2 θ
− a, (1d)

где были введены радиальный и угловой потенциа-
лы

R = (r2 + a2 − aλ)2 −Δ(η + (a− λ)2),

Θ = η + a2 cos2 θ − λ2
cos2 θ

sin2 θ
.

Символы ±r и ±θ означают знаки импульсов фо-
тона pr и pθ соответственно. Траектория движения
фотона в плоскости r–θ определяется точками оста-
новки в радиальном и угловом потенциалах. Поэто-
му удобно представить потенциалы в виде

R = (r − ra)(r − rb)(r − rc)(r − rd),

где корни уравнения расположены в следующем по-
рядке: ra > rb > rc > rd, и

Θ = a2
(u+ − u)(u− u−)

1− u
,

где введено обозначение u = cos2 θ и

u± =
1

2

(
1−η+λ

2

a2

)
±

√
1

4

(
1−η+λ

2

a2

)2

+
η

a2
.

Уравнение радиального потенциала является алгеб-
раическим уравнением четвертой степени, решение
которого можно выписать аналитически (см. Прило-
жение B). Уравнение углового потенциала является
алгебраическим уравнением второго порядка отно-
сительно u, решение которого имеет вид

u = u±, θ± = arccos
(
∓√

u+
)
,

где θ+ > θ−.
Если ввести аффинный параметр τ ,

dxμ

dτ
=

Σ

E
pμ,

то уравнения (1) перепишутся в дифференциальном
виде. Нас будет интересовать интегральная форма
этих уравнений. Последовательно выражая аффин-
ный параметр из каждого уравнения, легко полу-
чить интегральную форму вида [17, 18]

Ir = Gθ, (2a)
φo − φs = Iφ + λGφ, (2b)
to − ts = It + a2Gt, (2c)
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где интегралы равны

Ir =

ro∫
rs

dr

±r

√
R
, Gθ =

θo∫
θs

dθ

±θ

√
Θ
,

Iφ =

r0∫
rs

a(2Mr −Q2 − aλ)

±rΔ
√
R

dr,

It =

rθ∫
rs

(r2Δ+ (2Mr −Q2)(r2 + a2 − aλ)) dr

±rΔ
√
R

,

Gφ =

ro∫
rs

dθ

±θ sin
2 θ

√
Θ
, Gt =

θo∫
θs

cos2 θ dθ

±θ

√
Θ

,

а обозначения «s» и «o» означают положение источ-
ника излучения и наблюдателя соответственно. Все
эти интегралы легко взять в явном виде. Для этого
представим интеграл I как сумму двух интегралов

I =

ro∫
rs

[]dr =

ro∫
ra

[]dr + w

rs∫
ra

[]dr,

где w = ±1. Если траектория фотона имеет точку
остановки в радиальном потенциале, то w = 1, если
точка остановки совпадает с источником излучения
rs = ra, то w = 0, если точка остановки отсутствует,
то w = −1.

В Приложении С показаны способы разложения
интегралов I в табличные и представлены значе-
ния этих табличных интегралов. Здесь выпишем яв-
ные решения для интегралов I. Явные решения для
интегралов G представлены в работе [17]. Решения
имеют вид

Ir =
2(F (νo, k) + wF (νs, k))√

(ra − rc)(rb − rd)
, (3)

Iφ =

= ga
2∑

i=1

Γi

[ (
1− β2

i

) (
Π(νo, γ

2
i , k) + wΠ(νs, γ

2
i , k)

)
+

+ β2
i (F (νo, k) + wF (νs, k))

]
, (4)

Gθ =
1√

−a2u−

[
2mK

(
u+
u−

)
−

− (±s)F

(
arcsin

(
cos θs√
u+

)
,
u+
u−

)
+

+ (±o)F

(
arcsin

(
cos θo√
u+

)
,
u+
u−

)]
, (5)

Gφ =
1√

−a2u−

[
2mΠ

(
u+,

u+
u−

)
−

− (±s)Π

(
u+, arcsin

(
cos θs√
u+

)
,
u+
u−

)
+

+ (±o)Π

(
u+, arcsin

(
cos θo√
u+

)
,
u+
u−

)]
, (6)

Gt = − 2u+√
−a2u−

[
2mE

′
(
u+
u−

)
−

− (±s)E
′
(
arcsin

(
cos θs√
u+

)
,
u+
u−

)
+

+ (±o)E
′
(
arcsin

(
cos θo√
u+

)
,
u+
u−

)]
, (7)

где νo,s = ν(r = ro,s), m — число точек остано-
вок в угловом потенциале, (±s) = (±o)(−1)m [17],
(±o = sign(θo)). Значение интеграла It имеет более
сложный вид:

It = (4M2 −Q2)Ir + gr2a
α4
1

α4
×

×
[
V0(νo) + 2

α2 − α2
1

α2
1

V1(νo) +
(α2 − α2

1)
2

α4
1

V2(νo)

]
+

+wgr2a
α4
1

α4

[
V0(νs)+2

α2−α2
1

α2
1

V1(νs)+
(α2−α2

1)
2

α4
1

V2(νs)

]
+

+

2∑
i=1

gAi

ra−ri

[ (
1−β2

i

) (
Π(νo, γ

2
i , k)+wΠ(νs, γ

2
i , k)

)
+

+ β2
i (F (νo, k) + wF (νs, k))

]
+

+ 2Mg

[
(ra − rb) (Π(νo, δ, k) + wΠ(νs, δ, k)) +

+ rb (F (νo, k) + wF (νs, k))

]
. (8)

Решения (3)–(8) полностью аналитически описыва-
ют траекторию фотона в метрике Керра –Ньюмена.
Для построения тени черной дыры удобно восполь-
зоваться параметрами (α, β), впервые введенными в
работе [19]. Считаем, что наблюдатель расположен
под некоторым углом θo к оси вращения черной ды-
ры в диапазоне θo ∈ (0, π/2). Запишем параметры
(α, β) в виде

α = − λ

sin θo
, β = ±o

√
η+a2 cos2 θo−λ2

cos2 θo

sin2 θo
.

Для построения тени черной дыры нам доста-
точно воспользоваться только решением уравнения
(2a). Из этого уравнения можно вывести радиус ис-
точника через радиус наблюдателя ro и углы источ-
ника θs и наблюдателя θo
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rs =

ra(rb − rd)− rb(ra − rd) sn
2

(
1

2

√
(ra − rc)(rb − rd)Ir − F (νo, q)|k

)
rb − rd − (ra − rd) sn2

(
1

2

√
(ra − rc)(rb − rd)Ir − F (νo, q)|k

) , (9)

где sn — эллиптический синус Якоби. Для построе-
ния образа воспользуемся методом обратной трасси-
ровки лучей. Будем запускать лучи от наблюдателя
к источнику. Пусть источником излучения является
бесконечно тонкий диск, расположенный в эквато-
риальной плоскости вращения черной дыры с внут-
ренним радиусом rin = 6. Тогда θs = π/2. Наблюда-
тель расположен на расстоянии ro = 1010 под углом
θo = 17◦, что приблизительно соответствует источ-
нику M87∗. Для каждого значения параметров α и
β вычисляем положение источника rs и сравниваем
с положением внутреннего радиуса диска rs ≷ rin,
таким образом определяем образ диска (черной ды-
ры) в картинной плоскости наблюдателя. На рис. 1
показан пример образа черной дыры Керра –Нью-
мена, полученный по аналитическим формулам (3)
и (5) для параметров черной дыры, равных a = 0.9,
Q = 0.3. На рис. 1 показана тень черной дыры, пер-
вое фотонное кольцо и второе подкольцо (subring).
Из-за того, что внутренний радиус диска rin = 6

близок к фотонной сфере, происходит наложение об-
раза диска и первого фотонного кольца.

Для построения распределения угла φ в картин-
ной плоскости наблюдателя надо воспользоваться
решениями уравнений (2a) и (2b). Определяя радиус
(9) и подставляя в (4), с помощью (2b) определяем
распределения угла φ. На рис. 2 цветом показан гра-
фик распределения угла φ, нормированный на угол
2π, в картинной плоскости.

Таким же образом можно найти образ распреде-
ления времени t в картинной плоскости. Для это-
го надо воспользоваться решениями уравнений (2a)
и (2c).

3. ФУНКЦИЯ ВИДНОСТИ

В этом разделе рассмотрим наблюдательное про-
явление колец посредством функции видности и
представим точные аналитические решения прояв-
ления колец с неоднородной плотностью и конечной
толщиной.

Комплексная функция видности V двух элемен-
тов интерферометра является фурье-образом рас-
пределения интенсивности сигнала на небе I и опре-
деляется формулой [20]

V (u) =

∫
I(x)e−2πiu·x d2x,

где u — безразмерная проекция базы интерферомет-
ра в единицах длин волн, x — безразмерный размер
образа в радианах. Если ввести полярные координа-
ты x = (ρ, φρ) и u = (u, φu), то функция видности
перепишется в виде

V (u, φu) =

∫∫
I(ρ, φρ)e

−2πiuρ cos(φρ−φu)ρ dρ dφρ.

Если интенсивность кольца образа черной дыры
описывается бесконечно тонким кольцом с однород-
ной интенсивностью

I(ρ, φρ) =
1

πd
δ

(
ρ− d

2

)
,

то функция видности имеет простой вид [7] (в При-
ложении D выписаны табличные интегралы, кото-
рые использовались при вычислении интегралов в
этом разделе)

V (u, φu) = J0(π du), (10)

где d — диаметр кольца, J0 — функция Бесселя. Ес-
ли фотонное кольцо имеет конечную толщину, то
для конечного кольца c однородной интенсивностью

I(ρ, φρ) =
1

πdw

получаем функцию видности

V (u) =

b∫
a

2π∫
0

e−2πiρu cos(φρ−φu)
ρ dρ dφρ
πdw

=

=
2

dw

b∫
a

ρJ0(2πρu) dρ =

=
1

π dwu

(
bJ1(2πbu)− aJ1(2πau)

)
, (11)

где a, b — соответственно внутренний и внешний ра-
диус кольца, d = a + b — средний диаметр кольца,
w = b−a— толщина кольца. При a→ b решение (11)
сводится к решению (10). Для конечного неоднород-
ного кольца, интенсивность которого растет линей-
но с увеличением радиуса,
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I(ρ, φρ) =
1

πdw

(ρ
a
− 1

)
,

получаем функцию видности

V (u) =

b∫
a

2ρ

dw

(ρ
a
− 1

)
J0(2πuρ) dρ =

=
1

4dwπu

[
4b

(
b

a
− 1

)
J1(2πub) +

+
b

au
(J0(2πbu)H1(2πub)− J1(2πub)H0(2πub))−

− a

au
(J0(2πau)H1(2πua)−

− J1(2πua)H0(2πua))

]
. (12)

Для конечного неоднородного кольца, интенсив-
ность которого зависит параболически от радиуса,

I(ρ, φρ) =
1

πdw

(
1−

(
2

b− a

)2(
ρ− a+ b

2

)2
)
,

получаем более громоздкое решение:

V (u) =
2

dw

b∫
a

(
1−

(
2

b− a

)2(
ρ− a+ b

2

)2
)

×

× ρJ0(2πρu) dρ =
4

dw3

[
b

(2πu)3
(−8πbuJ0(2πbu) +

+ 8J1(2πbu)− 2dπ2uJ1(2πbu)H0(2πbu)+

+ 2dπ2uJ0(2πbu)H1(2πbu)
)
− a

(2πu)3
×

(−8πauJ0(2πau) + 8J1(2πau) −

− 2dπ2uJ1(2πau)H0(2πau)+

+ 2dπ2uJ0(2πau)H1(2πau)
) ]
. (13)

Для конечного анизотропного кольца, интенсив-
ность которого зависит от угла φρ,

I(ρ, φρ) =
sinφρ
2dw

,

функция видности равна

V (u) =

b∫
a

2π∫
0

sinφρe
−2πiρu cos(φρ−φu)

ρ dρ dφρ
2dw

=

= − iπ sinφu
dw

b∫
a

ρJ1(2πρu) dρ =

=
πi sinφu
4udw

[
a(J1(2πua)H0(2πua)−

− J0(2πua)H1(2πua))− b(J1(2πub)H0(2πub)−

− J0(2πub)H1(2πub))

]
. (14)

Данная функция видности является мнимой. Это
означает, что фаза функции видности равна π/2.
Амплитуда функции видности равна модулю от вы-
ражения (14).

На рис. 3 показаны модуль функции видности
для рассмотренных колец в зависимости от проек-
ции баз интерферометра в единицах миллиард длин
волн (Gλ). Синяя кривая соответствует бесконеч-
но тонкому кольцу, зеленая кривая — однородно-
му кольцу с конечной толщиной, красная кривая —
неоднородному кольцу, интенсивность которого рас-
тет линейно с увеличением радиуса, и черная кри-
вая — неоднородному кольцу, интенсивность кото-
рого зависит параболически от радиуса. На данном
рисунке толщина кольца равна w = 2μas (микросе-
кунд дуги), а диаметр d = 34μas. Все кривые нор-
мированы на единицу функции видности V = 1 при
нулевых проекциях баз u = 0. Наибольшую скорость
уменьшения функции видности в зависимости от
проекции баз имеет неоднородное кольцо с парабо-
лическим профилем изменения интенсивности. Для
того чтобы разрешить однородное кольцо, проекция
баз интерферометра должна быть больше обратной
толщины, u > 1/w [7]. Для толщины w = 2μas это
соответствует проекциям базы u > 100Gλ. При усло-
виях u � 1/w наблюдается периодичность функ-
ции видности V с периодом 1/w и асимптотикой
V ∼ 1/u3/2. Неоднородное кольцо с линейным рос-
том интенсивности имеет такую же асимптотику ви-
да V ∼ 1/u3/2, но периодичность выражена не так
ярко. Асимптотика функции видности неоднород-
ного кольца, интенсивность которого зависит пара-
болически от радиуса, имеет вид V ∼ 1/u5/2, т. е.
функция видности убывает быстрее, и периодич-
ность не проявляется.

На рис. 4 показана амплитуда двумерной функ-
ции видности в зависимости от координат проекции
баз (u, v) в единицах Gλ. Функция видности не сим-
метрична. Вдоль оси x она имеет нулевое значение
(sinφu = 0).
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Рис. 1. Аналитический образ черной дыры, полученный по формулам (3) и (5), в зависимости от α и β

Рис. 2. (В цвете онлайн) Аналитический образ распределения угла φ в зависимости от параметров α, β, полученный по
формулам (3)–(6)

Из сказанного выше можно сделать следующие
выводы. Интерферометрическое проявление фотон-
ных колец черных дыр зависит от степени неодно-
родности распределения интенсивности по ширине
кольца. С увеличением неоднородности требуются
более чувствительные детекторы, способные фикси-
ровать функцию видности от фотонных колец.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассматривались аналитические мето-
ды построения образа черной дыры Керра –Нью-
мена. Были выписаны точные аналитические

решения и в качестве примера построены образы
и фотонные кольца бесконечно тонкого диска. Для
простейшей формы образа кольца черной дыры
были вычислены аналитически функции видности и
была показана возможность детектирования колец
черной дыры на базах u > 1/w, что соответствует
расстоянию порядка расстояния от Земли до Луны
и больше [7].

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (грант №20-02-00469-a) и Го-
сударственного задания по научной программе ОКР
«Миллиметрон».
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Одномерные функции видности в зависимости от u

Рис. 4. (В цвете онлайн) Двумерная функция видности в зависимости от u, v для неоднородного анизотропного кольца

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Метрические коэффициенты метрики Кер-
ра –Ньюмена равны [16]

gtt = −
(
1− 2Mr −Q2

Σ

)
, grr =

Σ

Δ
, gθθ = Σ,

gφφ =
sin2 θ

Σ

(
(r2 + a2)2 −Δa2 sin2 θ

)
,

gtφ = − (2Mr −Q2)a sin2 θ

Σ
, gθθ =

1

Σ
,

gtt = − (r2 + a2)2 −Δa2 sin2 θ

ΣΔ
, grr =

Δ

Σ
,

gφφ =
Δ− a2 sin2 θ

ΔΣsin2 θ
, gtφ = − (2Mr −Q2)a

ΣΔ
.

Определитель метрики равен [16]

g = −Σ2 sin2 θ.

Символы Кристоффеля равны [16]

Γt
tr = −pb

Δ
, Γt

rφ =
a sin2 θ

Δ
(pb+ 2qr),

Γt
θφ = −qa

3

Σ
sin2 θ sin 2θ, Γr

tt = −Δp

Σ
,

Γr
rr =

r

Σ
+
M − r

Δ
, Γr

rθ = −a
2 sin 2θ

2Σ
,
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Γθ
θθ = −a

2 sin 2θ

2Σ
, Γθ

rr =
a2 sin 2θ

2ΣΔ
,

Γr
θθ = −rΔ

Σ
, Γθ

rθ =
r

Σ
,

Γr
φφ = −Δsin2 θ

Σ
(r + pa2 sin2 θ), Γt

tθ =
qa2 sin 2θ

Σ
,

Γθ
tt =

qa2 sin 2θ

Σ2
, Γr

tφ =
aΔp sin2 θ

Σ
,

Γθ
tφ = −qab sin 2θ

Σ2
, Γφ

tθ =
2qa cos θ

Σ sin θ
,

Γθ
φφ = − sin 2θ

2Σ

[
b− 2a2q sin2 θ

(
2 +

a2 sin2 θ

Σ

)]
,

Γφ
rφ =

r

Δ
(1 + 2q) + a2p

sin2 θ

Δ
,

Γφ
θφ =

cos θ

Δsin θ

[
(1+ 2q)(b− 2qa2 sin2 θ)− 2qa2b sin2 θ

Σ

]
,

Γφ
tr = −arQ

2 +M(Σ− 2r2)

ΔΣ2
,

где

b = r2+a2, p =
rQ2+M(Σ−2r2)

Σ2
, q =

Q2−2Mr

2Σ
.

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Выражение для радиального потенциала являет-
ся алгебраическим уравнением четвертого порядка,
которое удобно представить в виде [17]

R = (r − ra)(r − rb)(r − rc)(r − rd),

где корни уравнения записаны в порядке убывания,
ra > rb > rc > rd. Явный вид решения этого уравне-
ния записывается в виде [17]

ra = z +

√
−A

2
− z2 − B

4z
,

rb = z −
√
−A

2
− z2 − B

4z
,

rc = −z +
√
−A

2
− z2 +

B
4z
,

rd = −z −
√
−A

2
− z2 +

B
4z
,

где
A = a2 − η − λ2,

B = 2M(η + (λ− a)2),

C = −a2η −Q2(η + (a− λ)2),

P = −A
2

12
− C,

Q = −A
3

[(
A
6

)2

− C
]
− B2

8
,

ω± =
3

√√√√−Q
2
±

√(
P
3

)3

+

(
Q
2

)2

,

z =

√
ω+ + ω−

2
− A

6
> 0.

ПРИЛОЖЕНИЕ C

Неполные эллиптические интегралы первого,
второго и третьего рода определяются следующим
образом:

F (φ, k) =

φ∫
0

dθ√
1− k sin2 θ

,

E(φ, k) =

φ∫
0

√
1− k sin2 θ dθ,

Π(α2, φ, k) =

φ∫
0

1

1− α2 sin2 θ

dθ√
1− k sin2 θ

.

Производная эллиптического интеграла второго ро-
да E по параметру k задается как

E
′
(φ, k) =

∂E(φ, k)

∂k
=
E(φ, k) − F (φ, k)

2k
.

Полные эллиптические интегралы определяются
условием φ = π/2 и обозначаются как

K(k) = F (π/2, k), E(k) = E(π/2, k),

Π(n, k) = Π(n, π/2, k).

Введем обозначения

ν = arcsin

√
(rb − rd)(r − ra)

(ra − rd)(r − rb)
, α2 =

ra − rd
rb − rd

,

g =
2√

(ra − rc)(rb − rd)
, k =

(rb − rc)(ra − rd)

(ra − rc)(rb − rd)
.

Для вычисления интегралов I в работе использо-
вались следующие табличные значения интегралов
для случая, когда r > ra. Данный интеграл вычис-
ляется на с. 256 [21]:

r∫
ra

dx√
(x− ra)(x − rb)(x− rc)(x− rd)

= gF (ν, k).
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Этот интеграл вычисляется на с. 257 [21]:

r∫
ra

x dx√
(x− ra)(x− rb)(x − rc)(x− rd)

=

= g

[
(ra − rb)Π

(
α2, ν, k

)
+ rbF (ν, k)

]
.

Этот интеграл вычисляется на с. 259 [21]:

r∫
ra

dx

(p− x)
√

(x− ra)(x − rb)(x − rc)(x − rd)
=

=
g

(p−ra)(p−rb)

[
(ra−rb)Π

(
α2 p−rb
p−ra

, ν, k

)
+

+ (p− ra)F (ν, k)

]
.

Этот интеграл вычисляется на с. 130 [22]:

r∫
ra

x2dx√
(x− ra)(x− rb)(x − rc)(x− rd)

=

= gr2a

u1∫
0

(1− α2
1 sn

2 u)2

(1− α2 sn2 u)2
du,

где

amu1 = arcsin

√
(rb−rd)(r−ra)
(ra−rd)(r−rb)

, α2
1 =

ra−rd
rb−rd

rb
ra

и am обозначает амплитуду u1.
Данный интеграл вычисляется на с. 205 [22]:∫
(1− α2

1 sn
2 u)2

(1− α2 sn2 u)2
du =

=
α4
1

α4

[
V0 + 2

α2 − α2
1

α2
1

V1 +
(α2 − α2

1)
2

α4
1

V2

]
,

где (см. с. 201 [22])

V0 =

∫
du = F (ν, k),

V1 =

∫
du

1− α2 sn2 u
= Π(α2, ν, k),

V2 =

∫
du

(1− α2 sn2 u)2
=

=
1

2(α2 − 1)(k − α2)

[
α2E(u) + (k − α2)u+

+ (2α2k + 2α2 − α4 − 3k)Π(α2, ν, k)−

− α4 snu cnu dnu

1− α2 sn2 u

]
,

snu, cnu и dnu — эллиптические функции Якоби.
Интеграл Iφ легко представить в виде табличных

интегралов. Для этого разложим Iφ как [23]

Iφ =

r∫
ra

a(2rM −Q2 − aλ)

Δ
√
R

dr =

= a

i=2∑
i=1

r∫
ra

Ki dr

(r − ri)
√
R

=

= ga

2∑
i=1

Γi

[ (
1− β2

i

)
Π(ν, γ2i , k) + β2

i F (ν, k)

]
,

где

γ2i =
ra − rd
rb − rd

ri − rb
ri − ra

, β2
i =

ri − ra
ri − rb

,

ri =M + (−1)i+1
√
M2 − a2 −Q2, Γi =

Ki

ra − ri
,

Ki =M + (−1)i+1M
2 −Q2/2− aλ/2√
M2 − a2 −Q2

,

Аналогично представим интеграл It в виде таблич-
ных интегралов как

It =

r∫
ra

[
A1

r − r1
+

A2

r − r2
+4M2−Q2+2Mr+r2

]
dr

±r

√
R
,

где

A1(r1 − r2) = (2Mr1 −Q2)(r21 + a2 − aλ),

A2(r1 − r2) = −(2Mr2 −Q2)(r22 + a2 − aλ).

ПРИЛОЖЕНИЕ D

Для вычисления функции видности использова-
лись следующие табличные значения интегралов.
Для вычисления интеграла (10) использовался таб-
личный интеграл

2π∫
0

e−2πiuρ cos(φρ−φu)dφρ = 2πJ0(2πuρ).

Для вычисления интеграла (11)–(13), использова-
лись табличные интегралы (с. 484 [24])

z∫
0

tJ0(ut) dt =
z

u
J1(uz),

1026



ЖЭТФ, том 159, вып. 6, 2021 Построение теней черных дыр. . .

z∫
0

t2J0(ut) dt =

=
z

2u2
[2uzJ1(uz)−πJ1(uz)H0(uz)+πJ0(uz)H1(uz)],

z∫
0

t3J0(ut) dt =
z2

u2
(2J2(uz)− uzJ3(uz)) =

=
z2

u2
[uzJ1(uz)− 2J2(uz)] =

=
z2

u2
[uzJ1(uz)−

4

uz
J1(uz) + 2J0(uz)],

где H — функция Струве. Для вычисления интегра-
ла (14) использовался табличный интеграл

2u

π

x∫
0

tJ1(ut) dt = x[J1(ux)H0(ux)−J0(ux)H1(ux)].
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С использованием методов фотоэлектронной спектроскопии с угловым разрешением экспериментально
исследовано влияние интеркаляции атомов марганца на электронную структуру графена, сформирован-
ного на подложках Au/Co(0001)/W(110) и SiC(0001). Для обеих систем методом ультрафиолетовой
фотоэлектронной спектроскопии получены дисперсионные зависимости π-состояний графена в K-точке
зоны Бриллюэна, на которых наблюдаются сдвиги конуса Дирака при интеркаляции атомов марганца и
последующих прогревах систем. Методом рентгеновской фотоэлектронной спектроскопии изучена струк-
тура приповерхностных слоев сформированных систем. Анализ линий остовных уровней указывает на
возможность формирования тонкого слоя сплава Mn2Au на границе графен–Mn–Au и квазидвумерного
слоя Mn под графеном на подложке SiC. Подробное исследование графена на SiC методом спектро-
скопии комбинационного рассеяния света показало, что при интеркаляции такой системы атомами Mn
буферный слой остается связанным с подложкой и не происходит его превращения в дополнительный
слой графена. После интеркаляции наблюдается увеличение количества дефектов в кристаллической
решетке графена.

DOI: 10.31857/S0044451021060043

1. ВВЕДЕНИЕ

Последние десятилетия ознаменовались откры-
тием и активным изучением новых семейств дву-
мерных (2D) структур, таких как графен (Gr) [1–3],
h-BN [4] и другие. В частности, значительный ин-
терес к исследованиям графена вызван наличием
уникальной линейной дисперсии электронных π-со-
стояний вблизи K-точки зоны Бриллюэна, которая
открывает возможности для его функционализации

* E-mail: alevtina_gogina@mail.ru
** L. Petacca, G. Di Santo.

и использования в электронике и спинтронике [5,6].
Модифицировать зонную структуру графена мож-
но за счет приведения его в контакт с различными
материалами [7–22]. Наиболее интересным для при-
менения в спинтронике является контакт графена с
магнитными металлами, такими как Ni, Co, Fe, Mn
[7–17], и с редкоземельными металлами, такими как
Gd, Eu, Yb и Dy [18–20].

Как правило, взаимодействие между 2pz-состоя-
ниями графена и d-состояниями металлической под-
ложки приводит к сильной модификации электрон-
ной структуры по отношению к свободному графену
и сдвигу энергетического π-состояния относительно
уровня Ферми. Перекрытие электронных состояний
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на границе раздела графена и ферромагнетиков, та-
ких как Ni и Co, позволяет наблюдать индуцирован-
ную спиновую поляризацию π-состояний графена,
что было показано в серии экспериментов для гра-
фена на Ni(111) и графена на Co(0001) [7, 10, 12].
В наших работах [10, 23] было показано, что интер-
каляция тяжелых атомов Au приводит к аномаль-
но большому индуцированному спин-орбитальному
расщеплению π-состояний графена и обусловлена
гибридизацией π-состояний графена и d-состояний
золота. Это явление может быть использовано для
создания спин-поляризованных токов в графене.

В настоящее время активно развивается направ-
ление по исследованию магнитных 2D-материалов и
гетероструктур [24–29]. Использование контакта та-
ких материалов с графеном [10, 30] позволяет объ-
единить уникальные свойства магнитных 2D-струк-
тур и графена. Открывается возможность для мани-
пулирования магнетизмом на наноразмерном мас-
штабе [31,32] и возникновения квантового аномаль-
ного эффекта Холла, предсказанного в ряде тео-
ретических работ [33, 34]. Известно, что магнитные
2D-структуры можно создать, например, за счет ин-
теркаляции различных магнитных атомов под гра-
фен и их взаимодействия с атомами подложки.
Примером такого синтеза может служить образова-
ние тонкого слоя сплава Ni3Mn на границе раздела
Gr/Mn(111) [35]. В данной работе были проведены
исследования модификации электронной структуры
графена при интеркаляции атомами Mn на подлож-
ках Au/Co(0001)/W(110) и SiC(0001). Эксперимент
включал в себя синтез систем с последующим иссле-
дованием электронных и структурных характери-
стик графена методами фотоэлектронной спектро-
скопии с угловым разрешением (ФЭСУР), рентге-
новской фотоэлектронной спектроскопии (РФЭС),
дифракции медленных электронов (ДМЭ) и спек-
троскопии комбинационного рассеяния света (КРС).
В результате был продемонстрирован факт интерка-
ляции марганца под графен для системы Gr/Au/Co
после прогрева до комнатной температуры и для си-
стемы Gr/SiC при отжиге при 550–600 ◦C. Также в
работе была показана возможность формирования
тонкого слоя сплава Mn2Au на границе Gr–Mn–Au и
квазидвумерного слоя Mn под графеном на подожке
SiC.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ И МЕТОДЫ

Синтез графена на слое Co(0001) толщиной
80 Å на монокристалле W(110) проводился методом

осаждения из газовой фазы путем крекинга пропи-
лена с прогревом образца примерно до 660 ◦C при
давлении около 10−6 мбар в течение 15 мин. Далее
проводились напыление атомов Au и последующие
прогревы системы при температурах 450–600 ◦C, по-
сле чего золото интеркалировалось под графен.

Графен на SiC был сформирован методом терми-
ческого отжига грани Si(0001) монокристалла SiC
политипа 4H в атмосфере аргона при температуре
1800 ◦C [36].

Чистота поверхности и качество исследуемо-
го графенового слоя контролировалось методом
РФЭС.

Напыление атомов золота и марганца происхо-
дило in-situ в условиях сверхвысокого вакуума при
помощи источника с использованием электронной
бомбардировки. Контроль скорости напыления осу-
ществлялся при помощи кварцевых микровесов и
РФЭС.

Измерение ФЭСУР-спектров проводилось
в сверхвысоком вакууме с давлением порядка
10−10 мбар на канале BaDElPh синхротрона Elettra
(г. Триест) с использованием синхротронного излу-
чения с энергией фотонов hν = 34 эВ. Измерения
проводились с помощью анализатора с угловым
разрешением SPECS Phoibos 150 с 2D-CCD-детек-
тором [37].

Для определения структуры приповерхностных
слоев системы был применен метод РФЭС с разре-
шением по углу. Измерения проводились на кана-
ле BaDElPh с использованием рентгеновской трубки
с Mg-анодом, генерирующей излучение линии Kα с
энергией 1253.5 эВ, при углах эмиссии 20◦ и 55◦ (да-
лее отмечены на рисунках соответственно как bulk
и surface).

С целью оценки влияния фотоэлектронной ди-
фракции на интенсивность линий остовных уров-
ней C1s и Mn2p были проведены теоретические рас-
четы для интерфейса графен/марганец с использо-
ванием программного кода EDAC [38], основанного
на методе симуляции многократного электронного
рассеяния в пределах кластера заданной атомной
структуры. При моделировании углового распре-
деления фотоэлектронной интенсивности были ис-
пользованы структурные кластеры свободного гра-
фена и трех возможных конфигураций расположе-
ния графена на слое атомов марганца в структуре
1 × 1. При этом радиусы всех используемых клас-
теров были равны 17 Å и содержали около 350 ато-
мов. В выбранных моделях были рассмотрены два
возможных варианта расстояния между слоем мар-
ганца и графена: 2.65 Å (на основании исследова-
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Рис. 1. (В цвете онлайн) РФЭС-спектры внутренних уровней Mn2p1/2,3/2 (a) и C1s (b) для системы Gr/Au/Co после
напыления Mn при T = 14 K и прогрева до комнатной температуры, измеренные под разными углами эмиссии к норма-
ли, а также РФЭС-спектры C1s (с), полученные на разных этапах формирования системы: чистый образец Gr/Au/Co
(верхний); система Gr/Au/Co после напыления атомов Mn и прогрева до комнатной температуры (центральный) и
Gr/MnAu/Co после отжига системы (550–560 ◦C); рядом для начальной и конечной систем представлены картины
ДМЭ, снятые при Ek = 55 эВ. Также изображены РФЭС-спектры Mn2p1/2,3/2 для системы Gr/MnAu/Co (d) до отжи-
га (верхний) и после отжига до 550–560 ◦C (нижний) с разложением на компоненты, которые отвечают атомам Mn с

разными степенями окисления

ний методом сканирующей туннельной спектроско-
пии [16]) и 3.30 Å (характерное для квазисвободного
графена). В расчетах интенсивности фотоэлектрон-
ной дифракции были учтены параметры геометрии
эксперимента, такие как естественная поляризация,
угол захвата анализатора ±8◦, углы фотоэлектрон-
ной эмиссии вдоль направления ΓK зоны Бриллю-
эна и т. д.

Исследование графена на SiC методом спект-
роскопии КРС проводилось в атмосферных усло-
виях при комнатной температуре в геометрии «об-
ратного рассеяния» на спектрометрической уста-
новке Horiba Jobin-Yvon T64000, оснащенной кон-
фокальным оптическим микроскопом. Для возбуж-
дения спектров КРС использовался твердотельный
Nd:YAG-лазер с длиной волны излучения 532 нм;
мощность лазерного излучения на пленке графена
составляла примерно 4.0 мВт в пятне диаметром
около 1 мкм, полученном с использованием объ-
ектива 100× (NA=0.9). Для оценки однородности
структурных характеристик образца наряду с ло-
кальной диагностикой исследовалось несколько об-
ластей размером 10 × 10 мкм2 с последующим по-
строением карт КРС различных параметров спект-
ральных линий. Все спектры КРС графеновых пле-
нок, приводимые в работе, получены после вычита-
ния вклада спектра подложки 4H-SiC.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Электронная структура эпитаксиального
графена на подложке кобальта после

интеркаляции атомами Au и Mn

Сформированная система Gr/Au/Co представ-
ляет собой «сэндвич»-структуру, в которой наблю-
даются эффекты поверхностного сплавления Au и
Co с образованием петлевых дислокаций. В рабо-
те [10] демонстрируется формирование конуса Ди-
рака в области точки K с линейной зависимостью
энергии π-состояний от волнового вектора и с точ-
кой Дирака, локализованной выше уровня Фер-
ми. Таким образом, электронная структура систе-
мы Gr/Au/Co оказывается подобной электронной
структуре квазисвободного графена. Исследования
спиновой структуры системы Gr/Au/Co показали,
что влияние атомов ферромагнитного металла Co,
находящихся под графеном, приводит к асиммет-
ричной спиновой структуре π-состояний.

На первом этапе изучения влияния атомов Mn на
электронную структуру графена на поверхность си-
стемы Gr/Au/Co был нанесен слой атомов Mn тол-
шиной около 3 Å при T = 14 K, после чего образец
прогревался до комнатной температуры и подвер-
гался высокотемпературному отжигу до температур
550–560 ◦C. На рис. 1a,b представлены РФЭС-спект-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) ФЭСУР-спектры π-состояний графена в направлении, перпендикулярном направлению ΓK зоны
Бриллюэна: a — для чистой системы Gr/Au/Co; b — Gr/Au/Co после напыления атомов Mn при T = 14 K; c — после
прогрева Gr/MnAu/Co до комнатной температуры; d — после высокотемпературного отжига (550–560 ◦C) системы, а
также соответствующие дисперсионные зависимости (e–h) после взятия второй производной от интенсивности по энер-
гии. На панели i показаны срезы по энергии при ky = 0 дисперсионных зависимостей, изображенных на панелях a–d, для
чистой системы Gr/Au/Co (1); после напыления Mn (2); после прогрева до комнатной температуры (3) и после отжига

до 550–560 ◦C (4)

ры внутренних уровней Mn2p1/2,3/2 и C1s для си-
стемы Gr/Au/Co после напыления Mn и прогрева
до комнатной температуры, измеренные под разны-
ми углами эмиссии относительно нормали. На спек-
трах видно, что отношение интенсивностей линий
марганца и углерода при нормальном угле выле-
та электронов больше, чем это же отношение при
скользящем угле, что позволяет сделать вывод об
интеркаляции атомов марганца под графен. При из-
менении угла эмиссии также возможна модуляция
интенсивности пиков, связанная с дифракцией фо-
тоэлектронов, однако ее вклад оказывается несуще-
ственным для анализа относительного расположе-
ния слоев атомов (см. дискуссию ниже).

Для исследования кристаллической структуры
начальной и конечной систем были сняты карти-
ны ДМЭ при энергии первичных электронов Ek =

= 55 эВ. На дифракционных картинах видно, что

интеркаляция Mn в структуру Gr/Au/Co не приво-
дит к образованию дополнительной сверхструкту-
ры, что свидетельствует о формировании в основ-
ном разупорядоченного слоя марганца под графе-
ном либо структур, близких к 1× 1 по отношению к
графену, что согласуется с ранее опубликованными
результатами [16,17].

С целью модификации системы был прове-
ден прогрев образца до 550–560 ◦C. Подробные
РФЭС-спектры линий Mn2p и C1s с разложени-
ем на соответствующие компоненты до и после
прогрева представлены на рис. 1c,d.

При подробном рассмотрении остовных уров-
ней Mn2p на рис. 1d видно, что отжиг системы
Gr/MnAu/Co приводит к уширению обоих пиков
марганца (нижний) по сравнению со спектром до
отжига (верхний) и появлению компонент с больши-
ми энергиями связи, которые отвечают атомам Mn

1031



А. А. Гогина, А. Г. Рыбкин, А. М. Шикин и др. ЖЭТФ, том 159, вып. 6, 2021

Mn2p1/2, 3/2

Mn4++
Mn3++
Mn2++

bulk
bulk

surface
surface

surface

surface

I I I

Isurf
Ibulk

Isurf
Ibulk

= 2.2=

= 11.27 (Gr)=

655 650 645 640 635 630 280 280282 282284 284286 286288 288290 290
Eb, эВ Eb, эВEb, эВ

С1s
С1sSiC

SiC

Gr

Gr

S2

S2

a b
c

0.75 (SiC)

2.10 (S2)

Рис. 3. (В цвете онлайн) РФЭС-спектры внутренних уровней Mn2p1/2,3/2 (a) и C1s (b) для системы Gr/SiC с интерка-
лированным Mn после прогрева при 550–600 ◦C, измеренные под разными углами эмиссии к нормали, а также спектры
C1s (с) для чистой системы Gr/SiC (верхний) и после интеркаляции Mn и прогрева до 550–600 ◦C (нижний) с представ-
ленными рядом картинами ДМЭ, снятыми при Ek = 55 эВ. На спектрах символами указаны экспериментальные данные,

сплошными линиями — результат аппроксимации с разложением на соответствующие компоненты

с разными степенями окисления. На рис. 1c (цент-
ральный) наблюдается сдвиг уровня C1s на 0.2 эВ
после напыления и прогрева марганца до комнатной
температуры. В результате отжига уровень С1s ока-
зывается сдвинут на 0.1 эВ (рис. 2c) относительно
исходного положения. Такое поведение может свиде-
тельствовать о формировании поверхностных спла-
вов Mn–Co или Mn–Au, в том числе Mn2Au.

Для изучения дисперсионных зависимостей со-
стояний графена на разных стадиях формирования
системы были измерены ФЭСУР-спектры π-состоя-
ний графена в направлении, перпендикулярном на-
правлению ΓK зоны Бриллюэна, с энергией падаю-
щих фотонов 34 эВ. Эти спектры представлены на
рис. 2. Для чистой системы (до напыления Mn) хо-
рошо виден конус Дирака, образованный π-состоя-
ниями графена (рис. 3a), при этом точка Дирака
(ED) практически совпадает с уровнем Ферми (EF ).
Напыление марганца приводит к сдвигу точки Ди-
рака в сторону больших энергий связи Eb примерно
на 0.32 эВ (рис. 2b), что свидетельствует о переносе
заряда с атомов марганца к атомам углерода, при-
водящем к n-допированию графена. При 10-минут-
ной экспозиции образца при комнатной температуре
происходит интеркаляция марганца под графен со
сдвигом точки Дирака на уровень 0.13 эВ энергии
связи (рис. 2c). Данный факт можно связать с фор-
мированием связи Mn–Au под графеном и с умень-
шением переноса заряда с атомовMn на графен. Вы-
сокотемпературный отжиг (550–560 ◦C) также ста-
новится причиной энергетического сдвига — теперь
точка Дирака соответствует положению с энергией

связи Eb = 0.15 эВ (рис. 2d). На cрезах по энер-
гии при ky = 0 дисперсионных зависимостей, изоб-
раженных на рис. 2a–d (см. рис. 2i), хорошо видно,
что напыление Mn приводит к уширению по энергии
π-состояний графена (рис. 2i, кривая 2), указываю-
щему на присутствие некоторой степени беспорядка,
в том числе на возможное наличие островков атомов
марганца. Прогрев системы до комнатной темпера-
туры приводит к сужению линии (рис. 2i, кривая 3),
а при конечном прогреве до 560 ◦C (рис. 2i, кривая 4)
полуширина линии оказывается практически такой
же, как и для чистой системы, что свидетельствует
об упорядочении слоя Mn под графеном.

После напыления Mn кроме линейной дисперсии
π-состояний графена вблизи K-точки наблюдается
также слабодиспергирующее энергетическое состоя-
ние с энергией связи 0.25 эВ (отмечено стрелкой на
рис. 2f). Такой вид дисперсии, который может отра-
жать наличие края валентной зоны состояний ато-
мов Co, сохраняется и после прогрева до комнатной
температуры (рис. 2g). После высокотемпературно-
го отжига это состояние не наблюдается (рис. 2h).

3.2. Электронная структура эпитаксиального
графена на подложке SiC с

интеркалированными атомами Mn

С целью изучения влияния атомов Mn на гра-
фен на полупроводниковой подложке была проведе-
на адсорбция и интеркаляция Mn в системе Gr/SiC.
Напыление происходило в два идентичных этапа по
3 мин, после которых были измерены РФЭС-спект-
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ры остовных уровней Mn2p1/2,3/2 и C1s под разными
углами вылета электронов относительно нормали к
поверхности образца. Эти спектры представлены на
рис. 3.

Система Gr/SiC после интеркаляции марганца
характеризуется типичным для графена на подлож-
ке SiC разложением уровня C1s на три компоненты
с энергиями связи 284.7 эВ, 285.3 эВ и 283.7 эВ, что
соответствует вкладам связи С=С (или sp2-связи)
графена, буферного слоя (S2) и подложки SiC [39].

Результаты сравнения отношений интенсивно-
стей компонент для C1s и Mn2p1/2,3/2, полученных
при разных углах эмиссии (рис. 3a,b), свидетельст-
вуют о преимущественном расположении атомовMn
между графеновым монослоем и буферным слоем.
Как и для первой системы, с целью исследования
кристаллической структуры начальной и конечной
систем были получены картины ДМЭ при Ek =

= 55 эВ. Из результатов видно, что интеркаляция
атомов Mn в структуру Gr/SiC не приводит к обра-
зованию дополнительной сверхрешетки, что свиде-
тельствует о формировании преимущественно раз-
упорядоченного слоя Mn под графеном либо струк-
тур, близких к 1× 1 по отношению к графену.

Стоит отметить, что в отношение интенсивнос-
тей компонент фотоэлектронного сигнала могут

вносить заметный вклад эффекты фотоэлектронной
дифракции. Исследование этого влияния в нашей
работе было проведено путем теоретического рас-
чета рассеяния и интерференции фотоэлектронов в
модельных кластерах изучаемых систем.

Как известно, важным условием формирова-
ния отчетливого дифракционного узора для угло-
вого распределения фотоэлектронного сигнала, ис-
пускаемого атомами выбранного сорта (эмиттера-
ми), является однотипная пространственная геомет-
рия ближнего окружения эмиттера либо ограни-
ченное число структурно-неэквивалентных позиций
атомов-эмиттеров [40]. В изучаемых в данной рабо-
те системах интеркалированный слой марганца об-
разует по отношению к подложке сверхструктуру с
большой размерностью (либо является неупорядо-
ченным) и, как следствие, обладает большим чис-
лом структурно-неэквивалентных положений ато-
мов марганца по отношению к подложке. Поэтому
в наших расчетах фотоэлектронной дифракции мы
пренебрегли влиянием подложки на угловое распре-
деление фотоэлектронов и ограничились рассмотре-
нием простейшей модели структуры Gr/Mn 1× 1.

Из результатов расчетов фотоэлектронной ди-
фракции, представленных на рис. 4, видно, что
распределение интенсивности фотоэлектронного пи-

3 ЖЭТФ, вып. 6
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ка C1s при параметрах расчета, соответствующих
условиям эксперимента, не имеет заметных угло-
вых модуляций сигнала в диапазоне углов 20–60◦

(как для изолированного графена, так и для случая
формирования 1 × 1-интерфейса между графеном
и слоем марганца), что объясняется очень малым
вкладом обратного рассеяния при высоких кинети-
ческих энергиях электронов [40,41]. С другой сторо-
ны, в случае формирования 1× 1-структуры Gr/Mn
для интенсивности пика Mn2p (рис. 4b,c) наблюда-
ются заметные изменения от угла эмиссии, которые
сильно зависят от конкретного расположения ато-
мов Mn относительно графеновой решетки. Стоит,
однако, заметить, что для системы Gr/Mn/SiC даже
учет такого характера влияния дифракции на угло-
вое распределение фотоэлектронов не может суще-
ственно повлиять на картину отношения интенсив-
ностей Isurf/Ibulk для остовных уровней графена и
марганца (см. рис. 3).

Тем не менее экспериментальное отношение
Isurf/Ibulk для остовных уровней графена и марган-
ца в системе Gr/MnAu/Co (см. рис. 1) оказывается
меньше, чем для системы Gr/Mn/SiC. Однако, в
соответствии с данными работ [16, 17], атомы Mn
под графеном могут формировать различные фазы,
в том числе с разным количеством монослоев.
При этом картина ДМЭ муаровой сверхструктуры
может сохраняться, как показано в работах [16, 17].
Кроме того, на экспериментальных спектрах Mn2p
для систем Gr/MnAu/Co и Gr/Mn/SiC (рис. 1d
и рис. 3a) различаются пики, соответствующие
нескольким степеням окисления атомов Mn, что
означает наличие различных фаз интеркалиро-
ванного Mn. Данные экспериментальные факты
приводят нас к выводу о том, что реальные угловые
модуляции интенсивности пика Mn2p (вызван-
ные фотоэлектронной дифракцией) с большой
долей вероятности будут сильно отличаться от
теоретических угловых зависимостей, посчитанных
для идеальных моделей 1 × 1-интерфейса Gr/Mn
(рис. 4b,c). В эксперименте фотоэлектронный
сигнал будет образован вкладами от эмиттеров
марганца, имеющих весьма различное положение
по отношению к графену. Вследствие усреднения
по большому количеству неэквивалетных позиций
атомов Mn эффекты дифракции должны почти
полностью подавляться, а угловые модуляции
фотоэлектронной интенсивности будут сводиться к
минимуму.

Таким образом, при сравнении эксперименталь-
ных и теоретических зависимостей можно сделать
вывод, что дифракционные эффекты из-за их незна-

чительного вклада не могут повлиять на анализ глу-
бины залегания слоев для исследуемых в данной
работе систем. Как показано на рис. 3a, уровень
Mn2p3/2 раскладывается на три компоненты с энер-
гиями связи 640.5 эВ, 641.9 эВ и 644.9 эВ, соответ-
ствующие Mn2+ [42,43], Mn3+ [42,43] и Mn4+ [42,44].
Таким образом, исходя из разложений линий Mn2p
и С1s, а также из полученных отношений интенсив-
ностей компонент при разных углах эмиссии, можно
сделать предположение о формировании под графе-
ном квазидвумерного слоя Mn и переходного слоя
силицида марганца.

На РФЭС-спектре уровня C1s после интеркаля-
ции Mn и отжига при температуре 550–600 ◦C (см.
рис. 3c, нижний спектр) наблюдается сдвиг графе-
новой компоненты из положения Eb = 284.9 эВ на
позицию с Eb = 284.7 эВ. Помимо сдвига sp2-ком-
поненты наблюдается смещение компоненты буфер-
ного слоя (S2) в сторону меньших энергий связи на
0.4 эВ.

На рис. 5 представлены дисперсионные зависи-
мости электронных π-состояний, полученные мето-
дом ФЭСУР на разных этапах формирования сис-
темы. На спектре для чистой системы Gr/SiC на
рис. 5a наблюдается конус Дирака, образованный
π-состояниями с точкой Дирака, сдвинутой в сто-
рону больших энергий связи относительно уровня
Ферми на 0.41 эВ, что согласуется с результата-
ми работ [2, 45]. Напыление атомов Mn на систему
Gr/SiC приводит к сдвигу точки Дирака на уровень
с энергией связи 0.44 эВ (рис. 5b), что обусловле-
но переносом заряда с атомов марганца к атомам
углерода. Отжиг системы при температурах в пре-
делах 550–600 ◦C приводит к небольшому обратному
смещению конуса ближе к уровню Ферми с точкой
Дирака при Eb = 0.38 эВ (рис. 5c). Такое поведение
может быть следствием образования интерфейсных
сплавов между графеном и SiC.

Аналогично системе Gr/MnAu/Co, cрезы по
энергии при значении ky = 0 дисперсионных за-
висимостей на рис. 5g демонстрируют уширение
по энергии π-состояния графена, что указывает
на наличие некоторой степени беспорядка, в том
числе на образование кластеров Mn. Однако после-
дующий прогрев приводит к сужению линии, что
говорит об упорядочении слоя Mn под графеном.

3.3. Исследование системы Gr/SiC методом
спектроскопии КРС

Для подробного изучения структуры графена,
выращенного на подложке SiC, было проведено ис-
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Рис. 5. (В цвете онлайн) ФЭСУР-спектры π-состояний графена в направлении, перпендикулярном направлению ΓK зоны
Бриллюэна, для чистой системы Gr/SiC (а), после напыления атомовMn (b) и после отжига системы при 550–600 ◦C (c),
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системы a–c: для чистой системы Gr/SiC (1); после напыления Mn (2); после отжига до 550–600 ◦C (3)

следование методом спектроскопии КРС исходного
образца до напыления на него атомов Mn и образца
после напыления Mn с последующим отжигом при
температуре 550–560 ◦C.

На рис. 6a представлен массив спектров, по-
лученный в результате сканирования области
10 × 10 мкм2 в центре образца до напыления на
него атомов Mn. В спектрах КРС наблюдаются
особенности, характерные для графена: линии
G и 2D, а также широкие полосы в области
1200–1700 см−1, соответствующие буферному слою
между графеном и SiC [46]. На рис. 6b приведена
карта распределения полной ширины на половине
высоты (full width at half maximum, FWHM) линии
2D, полученная в результате обработки данного
массива, а на рис. 6в — гистограмма карты (график
статистического распределения ее элементов). Уста-
новлено, что в большей части спектров линия 2D
имеет симметричную форму c FWHM ≈ 35 см−1 и
ее контур хорошо аппроксимируется одиночным ло-

ренцианом, что указывает на наличие монослойного
графена в исследуемой области [47]. В оставшейся
части спектров линия 2D имеет асимметричную
форму с FWHM ≈ 50 см−1, что говорит о присут-
ствии областей двуслойного графена в исходном
образце.

На достаточно высокое качество исходного об-
разца указывает тот факт, что линию D (1350 см−1),
возникающую при наличии дефектов и структурно-
го беспорядка в графене, во всех спектрах массива
невозможно выделить из общего фона вследствие ее
малой интенсивности по сравнению с интенсивно-
стью спектра буферного слоя.

Массив спектров, полученный при сканировании
области размером 10 × 10 мкм2 образца Gr/SiC по-
сле напыления Mn с последующим отжигом, пред-
ставлен на рис. 6d. По сравнению со спектрами ис-
ходного образца, в спектрах образца после напыле-
ния Mn появилась ярко выраженная линия D, сви-
детельствующая о появлении дефектов в кристалли-
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Массивы спектров образца Gr/SiC до (a) и после (d) нанесения атомов Mn. Карты FWHM
линии 2D и соответствующие гистограммы для образца Gr/SiC до (b,e) и после (c,f) нанесения Mn

ческой решетке образца. Подобная картина наблю-
далась ранее в спектрах КРС графена на SiC после
его интеркаляции атомами железа, кобальта и крем-
ния [48, 49]. На рис. 6е и рис. 6f приведены соответ-
ственно карта FWHM линии 2D и гистограмма этой
карты. Видно, что, по сравнению с исходным образ-
цом, величина FWHM линии 2D существенно уве-

личилась для образца Gr/SiC после напыления Mn.
Причины наблюдаемого уширения линии 2D будут
рассмотрены ниже.

На рис. 7 представлены типичные спектры КРС
исходного образца и образца после нанесения Mn.
На этом же рисунке приводятся заимствованные из
работы [46] спектры КРС буферного слоя, находя-
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Типичные спектры КРС, полу-
ченные при составлении карт областей образца графена
до (спектр 2) и после (спектр 4) нанесения Mn в срав-
нении со спектрами буферного слоя, покрытого графе-
ном (спектр 1) и без графенового покрытия (спектр 3)
[46]. Пунктиром отмечены положения максимумов основ-
ных линий спектра КРС буферного слоя. Эксперименталь-
но измеренные спектры нормированы на интенсивность

G-линии

щегося под слоем графена, и буферного слоя без
графенового покрытия. Хорошо видно, что спектры
КРС буферного слоя, находящегося под слоем гра-
фена, и спектр буферного слоя без графенового по-
крытия существенно различаются. Хорошо видно
также, что спектр образца до напыления Mn в об-
ласти частот 1200–1600 см−1 полностью аналогичен
приводимому в литературе спектру буферного слоя,
покрытого слоем графена, который был получен в
работе [46] после вычитания из исходного спектра
линий G и 2D графенового слоя. После нанесения
Mn кроме появления D -линии в спектрах КРС в
области частот 1200–1600 см−1 наблюдаются суще-
ственные изменения в форме спектральных полос:
исчезновение узкого пика с положением 1234 см−1

и сдвиг правого крыла G-линии в сторону высо-
ких частот. Спектр буферного слоя без графенового
покрытия, приведенный на рис. 7, состоит из трех
основных пиков: широкая асимметричная полоса с
максимумом вблизи 1400 см−1 и две широкие линии
с максимумами на 1530 и 1600 см−1. Сравнение спек-
тра такого буферного слоя с типичными спектрами,
полученными при исследовании образца после на-
пыления Mn, позволяет утверждать, что наблюдае-
мые в спектрах изменения, которые проявляются в
виде широкого асимметричного фона в области ли-
нии D и двух крыльев (с высокочастотной и низ-

кочастотной сторон) линии G, в основном связаны
с модификацией буферного слоя. Можно предполо-
жить, что в основе такой модификации лежат две
причины: интеркалирование буферного слоя атома-
ми Mn, проникшими через графеновую пленку, и
уменьшение влияния графеновой пленки на лежа-
щий ниже буферный слой.

Анализ спектров КРС графена позволяет не
только получать информацию о степени дефектнос-
ти образца, но и определять концентрацию и тип
дефектов. Наиболее часто встречающимися типа-
ми дефектов в графене являются точечные дефек-
ты (например, вакансии) и линейные дефекты (гра-
ницы кристаллитов) [50]. Поскольку возникновение
различных типов дефектов в кристаллической ре-
шетке графена по-разному влияет на время жизни
фононов, а следовательно, и на ширину линии G, од-
новременный анализ отношения интегральных ин-
тенсивностей линий D и G (ID/IG) и FWHM линии
G (FWHMG) позволяет разделить вклады различ-
ных типов дефектов в спектры КРС графена.

В спектрах исследованного образца средние зна-
чения отношения ID/IG и FWHMG составили соот-
ветственно 0.85 и 32 см−1. Основываясь на данных,
приведенных в работе [50], в которой была предло-
жена модель разделения вкладов точечных и линей-
ных дефектов в спектр КРС графена, можно утвер-
ждать, что в образце после нанесения Mn присут-
ствуют как точечные, так и линейные дефекты с
доминированием последних. Показателями степени
дефектности образца графена в таком случае яв-
ляются средний размер La кристаллитов и среднее
расстояние LD между дефектами. С использовани-
ем значений параметра ID/IG и длины волны воз-
буждающего света λ1 = 532 нм средний размер кри-
сталлитов можно вычислить по формуле [51]:

La [нм] = (2.4 · 10−10)λ41(ID/IG)
−1. (1)

Средний размер кристаллитов в образце после
нанесения атомов Mn, согласно формуле (1), состав-
ляет 22.6 нм. В работе [50] приведены зависимости
параметра ID/IG от FWHMG для графена с различ-
ным фиксированным значением LD. Оцененные на-
ми значения параметров ID/IG и FWHMG наиболее
близки к зависимости для графена с LD = 15.1 нм.
Таким образом, среднее расстояние между дефекта-
ми в исследованном образце, согласно данным рабо-
ты [48], составляет около 15 нм.

Сравнивая карты и гистограммы распределения
FWHM линии 2D для исходного образца и образ-
ца после напыления Mn, легко заметить, что по-
сле напыления FWHM линии 2D увеличилась по
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графена на подложке SiC в условиях двуосной деформа-
ции. Штриховые линии — результат аппроксимации экспе-
риментальных данных. Квадратные символы 2 — данные
о сдвиге линии G в спектре КРС недеформированного гра-

фена при увеличении концентрации электронов

сравнению с ее значением для исходного образца.
Тем не менее ее форма в большинстве спектров
по-прежнему остается симметричной и хорошо ап-
проксимируется одним контуром Лоренца. Только в
небольшой части спектров (желтые и красные об-
ласти на рис. 6d, где FWHM линии 2D составляет
более 65 см−1) линия 2D имеет асимметричную фор-
му, характерную для двухслойного графена. Эти
данные указывают на то, что в результате интер-
каляции буферного слоя атомами Mn не произошло
его превращения в дополнительный слой графена и
число слоев исходного, преимущественно однослой-
ного графена после нанесения Mn не увеличилось.
Таким образом, основной причиной уширения ли-
нии 2D в случае исследованного нами образца яв-
ляется возникновение дефектов в кристаллической
решетке графена в результате интеркаляции атома-
ми Mn [52].

На рис. 8 приведены данные о корреляции между
положениями линий G и 2D в спектре КРС исследу-
емых образцов графена на SiC до и после интерка-
ляции. На положение линий G и 2D в спектре КРС
графена могут оказывать влияние сразу несколько

факторов. Наиболее важными из них являются кон-
центрация носителей заряда и величина деформа-
ции. Методика разделения вкладов деформации и
концентрации носителей заряда в спектры КРС гра-
фена была впервые введена в работе [53]. В работе
[54] было показано, что в случае графена, выращен-
ного на SiC, на положение линии 2D оказывает вли-
яние величина скорости Ферми, которая, в свою оче-
редь, зависит от величины диэлектрической прони-
цаемости подложки. Зависимость между положени-
ями линий G и 2D в спектре КРС электрически ней-
трального монослойного графена на подложке SiC
в условиях двуосной деформации, построенная на
основе данных работы [55] и скорректированная с
учетом влияния скорости Ферми на положение ли-
нии 2D в спектре КРС графена [54], представлена
на рис. 8 пунктирной линией. С использованием ме-
тодики, предложенной в работе [53], и данных по
зависимости положения линий G и 2D от концен-
трации свободных носителей заряда из работы [55],
которые были скорректированы с учетом описанных
выше факторов [54], нами была проведена оценка
величины двуосной деформации ε‖ и концентрации
n носителей заряда для каждой изученной области.
Отметим, что, согласно приведенным выше данным
ФЭСУР, образец демонстрировал электронный тип
допирования как до, так и после обработки.

Результаты анализа данных КРС, представлен-
ных на рис. 8, приводят к заключению, что после
нанесения атомов Mn на поверхность исследованно-
го образца средняя величина ε‖ снизилась с −0.21%
(знак «минус» указывает на деформацию сжатия)
до −0.02%, а cредняя концентрация электронов ne

увеличилась от 2.9 · 1012 до 4.0 · 1012 см−2.

Такое существенное уменьшение величины де-
формации свидетельствует в пользу того, что в ре-
зультате интеркалирования графена атомами Mn
произошло отделение графена от подложки SiC. Од-
нако увеличение оценочной концентрации электро-
нов в образце после обработки Mn не согласуется
с приведенными выше данными ФЭСУР. Одним из
возможных объяснений возникшего противоречия
может быть то, что данные ФЭСУР были получены
непосредственно после напыления Mn с последую-
щим отжигом в условиях сверхвысокого вакуума, а
измерения спектров КРС проводились в атмосфер-
ных условиях через несколько дней после извлече-
ния образца из вакуумной камеры. В этом случае на
поверхности графена могли адсорбироваться моле-
кулы из воздуха, которые могут оказывать влияние
на концентрацию носителей заряда в графене [56].
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе было исследовано влияние ин-
теркаляции атомов Mn на электронные и структур-
ные свойства систем Gr/Au/Co и Gr/SiC. Для обе-
их систем методами РФЭС и ФЭСУР подтвержде-
на интеркаляция и проанализирована вероятность
формирования интерфейсных сплавов Mn с атома-
ми подложек. Методом ФЭСУР получены диспер-
сионные зависимости электронных π-состояний гра-
фена вK-точке зоны Бриллюэна, демонстрирующие
сохранение квазисвободного характера графена при
интеркаляции Mn. На разных этапах формирования
систем в электронной структуре наблюдались сдви-
ги точки Дирака, отражающие изменение величи-
ны переноса заряда и электронный тип допирования
графена в результате интеркаляции и последующих
прогревов систем.

Результаты, полученные методом КРС, также
указывают на то, что напыление Mn с последующим
отжигом на поверхность эпитаксиального, преиму-
щественно монослойного графена, выращенного на
подложке SiC, приводит к интеркаляции графена
атомами Mn. При этом буферный слой остается свя-
занным с подложкой, и в результате интеркаляции
не происходит его превращения в дополнительный
слой графена, что согласуется с данными РФЭС и
ФЭСУР.
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С помощью кластерного алгоритма Вольфа метода Монте-Карло исследуется влияние слабого беспоряд-
ка, реализованного в виде вмороженных немагнитных примесей, на фазовые переходы в трехмерной мо-
дели Поттса с числом состояний спина q = 5. Рассмотрены системы с линейными размерами L = 10–120
при концентрациях спинов p = 1.00, 0.80. Используя метод кумулянтов Биндера четвертого порядка и
гистограммный метод анализа данных, мы показали, что внесение в систему слабого вмороженного бес-
порядка (p = 0.80) в виде немагнитных примесей изменяет фазовый переход первого рода на фазовый
переход второго рода.

DOI: 10.31857/S0044451021060055

1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение влияния беспорядка, содержащегося в
твердом теле в виде примесей или других дефек-
тов структуры, на фазовые переходы (ФП) и кри-
тические явлений (КЯ) представляет большой тео-
ретический и экспериментальный интерес [1]. Это
связано с тем, что большинство реальных твердых
тел всегда содержит примеси и другие дефекты
структуры, присутствие которых влияет на их фи-
зические свойства и, в частности, может сущест-
венно влиять на поведение систем при ФП. По
этой причине существует серьезная необходимость
знать закономерности влияния примесей на те или
иные свойства твердых тел. Без предварительных
теоретических и экспериментальных исследований
ни один материал не может быть использован для
практических целей. Поэтому в последнее время
усилия многих исследователей были направлены на
то, чтобы понять, как те или иные дефекты струк-

* E-mail: b_albert78@mail.ru

туры влияют на поведение различных систем при
ФП.

Критерий Харриса [2] ответил на принципиаль-
ный вопрос о смене критического поведения при вве-
дении небольшого количества неподвижных («вмо-
роженных») примесей. Согласно этому критерию,
если dν > 2, где d — размерность систем, а ν — кри-
тический индекс (КИ) радиуса корреляции, то при-
меси не изменяют критических индексов. Критерий
Харриса неприменим к двумерной модели Изинга в
силу того, что dν = 2. В работе [3] было показа-
но, что влияние примеси в двумерной модели Изин-
га затрагивает только поведение теплоемкости, в то
время как остальные термодинамические и корреля-
ционные функции не изменяют своего критическо-
го поведения. В случае двумерных моделей Поттса
с числом состояний спина q ≤ 4 примеси могут из-
менить критические индексы и изменить класс уни-
версальности критического поведения.

В то же время имеются основания предполагать,
что примеси оказывают совершенно другое влияние
вплоть до изменения рода ФП в случае спиновых
систем, испытывающих в однородном состоянии ФП
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первого рода [4,5]. Такая смена ФП эксперименталь-
но наблюдается в жидких кристаллах в присутствии
аэрогеля [6]. Для низкоразмерных систем (d ≤ 2),
описываемых моделью Поттса с q > qc(d) (qc = 4,
qc — критическое число состояний спина, d — раз-
мерность), на основе аналитических методов было
показано, что наличие сколь угодно малой величи-
ны беспорядка достаточно, чтобы изменить ФП пер-
вого рода на ФП второго рода [7]. Для однородных
систем с размерностью d ≥ 3, описываемых моделя-
ми Поттса, для которых наблюдается ФП первого
рода, ситуация может оказаться существенно дру-
гой. В этом случае внесение вмороженного беспо-
рядка может привести к трикритической точке p∗,
ниже которой будет наблюдаться ФП второго рода,
а выше ФП — первого рода [8–10].

В связи с этим целью настоящей работы явля-
ется исследование на основе однокластерного алго-
ритма Вольфа метода Монте-Карло (МК) влияния
слабого беспорядка, реализованного в виде вморо-
женных немагнитных примесей каноническим спо-
собом, на ФП в трехмерных системах, описываемых
моделью Поттса с числом состояний спина q = 5,
для которой в однородном состоянии наблюдается
ФП первого рода.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОДИКА
ИССЛЕДОВАНИЯ

В работе рассматривается трехмерная слабо раз-
бавленная модель Поттса с числом состояний спи-
на q = 5. При построении такой модели необходи-
мо иметь в виду следующие особенности: в узлах
кубической решетки расположены спины Si, кото-
рые могут находиться в одном из состояний q ≥ 2, и
немагнитные примеси (вакансии); немагнитные при-
меси распределены случайно и фиксированы на раз-
личных узлах решетки (quenched disorder); энергия
связи между двумя узлами равна нулю, если они
находятся в разных состояниях (безразлично, в ка-
ких именно) или если хотя бы в одном узле находит-
ся немагнитный атом, и равна |J |, если взаимодей-
ствующие узлы находятся в одинаковых состояниях
(опять же, все равно, в каких именно). С учетом
этих особенностей микроскопический гамильтониан
такой системы может быть, представлен в виде

H = −J
2

∑
i,j

ρiρjδ(SiSj), Si = 1, 2, 3, 4, 5, (1)

где

δ(Si,j) =

{
1, если Si = Sj ,

0, если Si �= Sj ,

ρi,j =

{
1, если Si = Sj,
0, если Si �= Sj.

Исследования проводились на основе высоко-
эффективного кластерного алгоритма Вольфа [11].
Расчеты проводились для систем с периодическими
граничными условиями при концентрациях спинов
p = 1.00, 0.80. Исследовались системы с линейными
размерами L × L × L = N , L = 10–120. Начальные
конфигурации задавались таким образом, чтобы все
спины были упорядочены вдоль оси Z. Для вывода
системы в равновесное состояние отсекался неравно-
весный участок длиной τ0 для системы с линейными
размерами L. Этот неравновесный участок отбра-
сывался. Затем усреднение проводилось по участку
марковской цепи длиной τ = 200τ0.

Для самой большой системы L = 120, τ0 =

= 2.3·103 МК-шагов/спин. Кроме того, проводилось
усреднение по различным начальным конфигураци-
ям. В случае p = 1.0 для усреднения использова-
лось 10 начальных конфигураций. Для слабо раз-
бавленных систем с концентрацией спинов p = 0.80

осуществлялось конфигурационное усреднение по
1000 различным конфигурациям, причем для каж-
дой примесной конфигурации выполнялось усредне-
ние по длине цепи τ = 200τ0.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
ИССЛЕДОВАНИЯ

Для наблюдения за температурным ходом пове-
дения теплоемкости и восприимчивости использова-
лись флуктуационные соотношения [12]:

C(T ) = (NK2)
(〈
U2

〉
− 〈U〉2

)
, (2)

χ = (NK)(
(〈
m2

F

〉
− 〈mF 〉2

)
, (3)

где K = |J |/(kBT ), N = pL3 — число магнитных
узлов, U — внутренняя энергия, mF — намагничен-
ность системы, угловые скобки обозначают усредне-
ние по ансамблю. В качестве намагниченности (mF ),
для ФМ-модели Поттса с числом состояний спина
q = 5 использовалось следующее выражение [13]:

mF =
q (Nmax/N)− 1

q − 1
, (4)

где Nmax = max[N1, N2, N3, N4, N5], Ni — число спи-
нов в состоянии с q = i, N = pL3.

На рис. 1 и 2 представлены характерные зави-
симости для восприимчивости χ и теплоемкости C
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Рис. 1. Температурная зависимость восприимчивости χ

для трехмерной слабо разбавленной ферромагнитной мо-
дели Поттса с числом состояний спина q = 5 на простой

кубической решетке

Рис. 2. Температурная зависимость теплоемкости C для
трехмерной слабо разбавленной модели Поттса с числом
состояний спина q = 5 на простой кубической решетке

от температуры T для трехмерной слабо разбавлен-
ной ФМ-модели Поттса c числом состояний спина
q = 5 на простой кубической решетке для систем
с линейными размерами L = 10–80 при концентра-
ции спинов p = 0.80. Здесь и далее на всех рисунках
погрешность данных не превышает размеров сим-
волов, используемых для построения графиков. От-
метим, что в зависимости восприимчивости χ и теп-
лоемкости C от температуры для всех исследуемых
нами систем проявляются четко выраженные мак-

Рис. 3. Температурная зависимость намагниченности mF

для трехмерной слабо разбавленной модели Поттса с чис-
лом состояний спина q = 5 на простой кубической решетке

симумы, и эти максимумы в пределах погрешности
соответствуют одной температуре.

На рис. 3 представлены температурные зависи-
мости намагниченности mF для трехмерной сла-
бо разбавленной модели Поттса с q = 5 при
p = 0.80. Как видно на рис. 3, наблюдается моно-
тонное уменьшение величины mF c ростом темпера-
туры и заметное уменьшение высокотемпературных
«хвостов» при увеличении линейного размера L.

Для определения температуры фазового перехо-
да Tl(p) и анализа характера фазового перехода ис-
пользовался метод кумулянтов Биндера четвертого
порядка [14]:

VL(T, p) = 1−
〈
E4

〉
3 〈E2〉L

, (5)

UL(T, p) = 1−
〈
m4

F

〉
3 〈m2

F 〉L
, (6)

где E — энергия, и mF — намагниченность систе-
мы с линейным размером L. Выражения (5) и (6)
позволяют определить температуру фазового пере-
хода Tl(p) с большой точностью в фазовых перехо-
дах соответственно первого и второго рода. Мето-
дика определения температуры ФП этим методом
рассмотрена в работах [15–17]. Следует отметить,
что применение кумулянтов Биндера позволяет так-
же хорошо определить род фазового перехода в си-
стеме. Известно, что фазовые переходы второго ро-
да характеризуются следующими отличительными
особенностями [18]: усредненная величина VL(T, p)
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Рис. 4. Температурная зависимость кумулянтов Биндера
VL(T ) для трехмерной слабо разбавленной модели Поттса
с числом состояний спина q = 5 на простой кубической

решетке

Рис. 5. Температурная зависимость кумулянтов Биндера
UL(T ) для трехмерной слабо разбавленной модели Потт-
са с числом состояний спина q = 5 на простой кубической

решетке

стремится к тривиальному значению согласно вы-
ражению

VL(T, p) = V ∗ + bL−d (7)

при L→ ∞ и T = Tl(L), где V ∗ = 2/3.
Кроме того, в случае ФП второго рода кри-

вые температурной зависимости кумулянтов Бинде-
ра UL(T, p) имеют четко выраженную точку пересе-
чения. Характерные зависимости кумулянтов Бин-

Рис. 6. Гистограмма распределении энергии для трехмер-
ной чистой модели Поттса с числом состояний спина q = 5

на простой кубической решетке при p = 1.0 и T = Tl

дера VL(T, p) и UL(T, p) от температуры для систем с
разными линейными размерами при p = 0.80 приве-
дены соответственно на рис. 4 и 5. Заметим, что на
вставке к рис. 4 наглядно видно, что тривиальная
величина V ∗ → 2/3 в соответствии с выражением
(7) при L → ∞. Такое поведение, как отмечалось
выше, характерно для ФП второго рода. Кроме то-
го, на рис. 5 видно, что в критической области для
UL(T, p) наблюдается четко выраженная точка пе-
ресечения и UL(T, p) не проявляет тенденции стрем-
ления к −∞ при L → ∞, что также свидетельству-
ет о ФП второго рода. Определенные методом ку-
мулянтов Биндера температуры фазовых переходов
Тl(p) в единицах |J |/kB равны: Тl(1.0) = 1.452(1),
Тl(0.80) = 1.171(3).

Кроме кумулянтов Биндера для анализа рода
ФП нами использовался и гистограммный анализ
данных метода МК [19,20]. В гистограммном анали-
зе данных вероятность обнаружения системы со зна-
чением энергии U и параметром порядка mF опре-
деляется выражением [19]

P (U,mF ) =
1

Z(K)
W (U,mF ) exp[KU ], (8)

где W (U,mF ) — число конфигураций с энергией U
и параметром порядка mF , Z(K) — функция рас-
пределения энергии всей системы и K — обратная
температура.

Гистограммный анализ данных проведенный на-
ми для чистой неразбавленной трехмерной ферро-
магнитной модели Поттса с числом состояний спина
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Рис. 7. Гистограмма распределении энергии для трехмер-
ной слабо разбавленной модели Поттса с числом состо-
яний спина q = 5 на простой кубической решетке при

p = 0.80 и T = Tl

q = 5 на простой кубической решетке также свиде-
тельствует о наличии ФП первого рода. Это про-
демонстрировано на рис. 6. На этом рисунке пред-
ставлена гистограмма распределения энергии вбли-
зи точки фазового перехода Tl для систем с ли-
нейным размером L = 120. Как видно на рисунке,
на зависимости вероятности P от энергии системы
U для системы L = 120 наблюдаются два хорошо
выраженных максимума. Наличие бимодальности в
распределении энергии является достаточным при-
знаком ФП первого рода. Соответствующий гисто-
граммный анализ данных был проведен и для трех-
мерной слабо разбавленной ферромагнитной модели
Поттса на простой кубической решетке при концен-
трации спинов p = 0.80, но бимодальность в гисто-
грамме распределения энергии для этой модели об-
наружить не удалось. В этом случае в зависимости
вероятности P от энергии системы U с достаточно
большим линейным размером L наблюдается один
хорошо выраженный максимум (см. рис. 7), что яв-
ляется характерным признаком для ФП второго ро-
да.

Таким образом, наши данные свидетельствуют
о том, что в трехмерной ферромагнитной модели
Поттса с q = 5 в отсутствие структурного беспо-
рядка происходит ФП первого рода в соответствии
с предсказаниями аналитических теории [21]. Вне-
сение слабого вмороженного беспорядка (с = 0.20,
с = 1− p) в виде немагнитных примесей каноничес-
ким способом в рассматриваемую модель приводит
к ФП второго рода. Отметим, что в работах [13, 22]

такая смена ФП наблюдалась и для спиновых си-
стем, в которых беспорядок внесен в виде случай-
ных связей.

Определение точного значения трикритической
точки pс, отделяющей на фазовой диаграмме об-
ласть ФП первого рода от ФП второго рода для
трехмерной модели Поттса с q = 5 на простой куби-
ческой решетке, — предмет отдельного рассмотре-
ния. Точная величина трикритической точки имеет
большое значение при создании различных новых
магнитных материалов, а также при изучении вли-
яния вмороженного беспорядка на различные тер-
модинамические характеристики.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе с соблюдением единой методики
исследовано влияние слабого вмороженного беспо-
рядка, реализованного в виде вмороженных немаг-
нитных примесей на фазовые переходы в трехмер-
ной ферромагнитной модели Поттса с числом состо-
яний спина q = 5 на простой кубической решетке.
Данные полученные в результате наших исследова-
ний свидетельствуют о том, что:

1. В трехмерной ферромагнитной модели Поттса
с q = 5 на простой кубической решетке наблюдает-
ся фазовый переход первого рода в соответствии с
предсказаниями аналитических теорий [21].

2. Внесение слабого беспорядка (p = 0.80) в виде
вмороженных немагнитных примесей в рассмат-
риваемую модель приводит к фазовым переходам
второго рода.

Финансирование. Исследование выполнено
при поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований в рамках научного проекта
№19-02-00153.
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Исследован новый тип плазмонной моды в наноразмерных полупроводниковых кристаллах. В оптиче-
ских спектрах фотолегированных нанокристаллов преобладает дипольный плазмонный резонанс враща-
тельного типа, при котором возбуждаются только угловые степени свободы. Такая коллективная мода
принципиально отличается от поверхностных плазмонных резонансов в типичных спектрах фотопогло-
щения металлических нанокластеров и может быть описана как возбужденное состояние в конечной
ферми-системе, так и как вращательное движение квантовой жидкости. Было продемонстрировано, что
подобные дипольные колебания являются гармоническими, что позволяет их определить как плазмонное
резонансное возбуждение.

DOI: 10.31857/S0044451021060067

1. ВВЕДЕНИЕ

Интенсивное развитие нанотехнологий в тече-
ние последних десятилетий требует создания но-
вых материалов, физические и химические свой-
ства которых отличаются от свойств соответству-
ющих объемных компонентов. Квантовая плазмо-
ника в настоящее время является быстро развива-
ющейся областью исследований, которая включает
в себя изучение квантовых свойств света и меха-
низмов его взаимодействия с материей на нанораз-
мерном уровне [1–3]. Оптические свойства нанораз-
мерных проводящих частиц определяются наличи-
ем локализованных поверхностных плазмонных ре-
зонансов (LSPR) в их спектрах возбужденных состо-
яний [2,4–8]. Для металлических наночастиц харак-
терны высокие плотности носителей заряда, типич-
ные значения которых могут варьироваться в пре-
делах 1022–1023 см−3 [9,10]. Таким образом, частоты
плазмонных резонансов, наблюдаемые в оптических
спектрах микроскопических металлических клас-

* E-mail: lgerchikov@mail.ru
** E-mail: andrei_ipatov@mail.ru

теров [11–13], лежат в ультрафиолетовой области
спектра для нанокластеров из атомов серебра и зо-
лота [5,8,14–19]. Сильно легированные полупровод-
никовые нанокристаллы представляют собой новый
многообещающий тип материалов с плазмонным ре-
зонансом в оптическом спектре [4, 5, 9, 14–17, 20, 21].
При этом частоты их плазмонных мод, как правило,
лежат намного ниже по сравнению с металлически-
ми наночастицами [22]. Главное достоинство полу-
проводниковых нанокристаллов состоит в том, что
концентрация носителей в них может варьировать-
ся в широком диапазоне. В то время как концентра-
ция носителей в металлических проводниках фик-
сирована, в полупроводниковых образцах в резуль-
тате легирования она может изменяться в пределах
1016–1022 см−3 [22–28]. В результате появляется воз-
можность изменять частоты плазмонных резонан-
сов в оптических спектрах сильно легированных по-
лупроводниковых нанокристаллов в широком диа-
пазоне частот от терагерцевой до инфракрасной и
видимой части спектра [22, 23, 29–32] путем измене-
ния параметров как материала самого нанокристал-
ла, так и окружающей его среды [20, 23, 31, 33–37].
Для динамических свойств легированных полупро-
водниковых наночастиц характерен переход от ре-
жима размерного квантования к классическому ре-
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жиму плазмонных колебаний [25]. При этом с уве-
личением числа свободных носителей заряда в на-
нокластерах в их спектрах возбужденных состоя-
ний наблюдается переход от чисто квантовомеха-
нических одночастичных возбуждений к классиче-
ским коллективным плазмонным колебаниям элек-
тронной системы [17, 25]. В случае металлических
кластеров классическая теория Ми [38] адекватно
описывает оптические свойства наночастиц при зна-
чениях их радиуса превышающих 10 нм [17, 26].
При этом выдавливание (spill-out) части электрон-
ной плотности за пределы ионного остова у клас-
теров, состоящих из атомов щелочных металлов,
приводит к смещению резонансной линии в область
более низких частот по мере уменьшения размера
частицы, что сопровождается колебаниями ее поло-
жения, обусловленными квантовыми оболочечными
эффектами, наблюдаемыми у металлических клас-
теров с числом атомов меньше ста [6]. У микроско-
пических кластеров благородных металлов поляри-
зация d-оболочек оказывает дополнительное влия-
ние на оптические свойства частиц, но при этом ка-
чественно картина остается неизменной [7, 8]. Для
систем достаточно большого размера асимптотиче-
ское значение частоты дипольного плазмонного ре-
зонанса может быть оценено в рамках классической
модели Друде с использованием феноменологиче-
ской диэлектрической функции объемного метал-
ла [19]. Напротив, для наноразмерных металличе-
ских кластеров эффекты, связанные с размерным
квантованием в системе электронов проводимости,
оказывают заметное влияние на оптические свой-
ства частиц. В связи с этим описание оптическо-
го отклика полупроводниковых нанокристаллов на
основе квантовомеханического и классического под-
ходов приводит к существенно различным резуль-
татам [5, 24, 25, 27, 39], но, в отличие от металли-
ческих наночастиц, в полупроводниках переход от
режима размерного квантования к режиму класси-
ческих плазмонных колебаний электронной систе-
мы может быть осуществлен как путем варьиро-
вания числа носителей заряда, так и путем изме-
нения размера нанокристалла. Следует особо отме-
тить, что положение резонансной линии в оптиче-
ских спектрах наночастиц и ее форма определяет-
ся не только концентрацией носителей, но также
и типом легирования, который может быть услов-
но определен как объемный (bulk-like) или поверх-
ностный (surface-like) [25, 30]. В первом случае за-
ряд свободных носителей распределен по всему объ-
ему кристалла, где нейтрализован зарядом легирую-
щих примесей, а во втором случае свободные носите-

ли инжектированы в объем полупроводниковой на-
ночастицы донорами/акцепторами, расположенны-
ми на ее поверхности. Пример поверхностного ме-
ханизма легирования подробно обсуждался в рабо-
тах [24, 40], где был экспериментально исследован
процесс фотолегирования нанокристаллов ZnO, по-
мещенных в раствор толуола.

При квантовомеханическом подходе описание
оптических свойств металлических кластеров обыч-
но базируется на сферической модели желе, где по-
тенциалы отдельных атомов заменяются потенциа-
лом равномерно заряженного ионного остова, в ко-
тором двигаются делокализованные электроны про-
водимости [13, 41, 42]. В адиабатическом прибли-
жении [43, 44] поверхностный дипольный плазмон
может быть описан как гармонические колебания
центра масс электронного облака в параболическом
потенциале положительно заряженного кора. Учет
взаимодействия гармонической коллективной моды
с одночастичными возбуждениями электронной си-
стемы приводит к фрагментации резонансной линии
и ее существенному сдвигу в область более низких
частот по отношению к ее положению, определен-
ному согласно классической теории [43]. Аналогич-
ная ситуация наблюдается в случае полупроводни-
ковых нанокристаллов, легированных по объемному
(bulk-like) типу [25, 29, 30, 33], когда распределение
плотности легирующих примесей также может быть
описано как равномерно заряженный остов. В обоих
случаях поверхностный плазмон представляет со-
бой колебания системы делокализованных электро-
нов как единого целого относительно центра поло-
жительного кора в направлении нормали к его по-
верхности.

В случае нанокристаллов с поверхностным ти-
пом легирования ситуация оказывается иной. Сво-
бодные носители заряда в полупроводниковых нано-
частицах формируют структуру электронных обо-
лочек [45, 46] вне зависимости от типа легирова-
ния. Однако, как было продемонстрировано в рабо-
те [47], плазмонный резонанс в фотолегированных
нанокристаллах принципиально отличается от по-
верхностной дипольной моды в металлических клас-
терах или объемно-легированных полупроводнико-
вых наночастицах, поскольку при поверхностном
легировании отсутствует эффективная возвращаю-
щая сила, действующая на делокализованные элек-
троны со стороны положительно заряженного осто-
ва. В результате кулоновское отталкивание между
свободными электронами смещает их по направле-
нию к поверхности системы, как это было показа-
но в статье [25] при анализе распределения элек-
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тронной плотности основного состояния нанокри-
сталлов CdSe. Этот же эффект был наглядно про-
демонстрирован авторами работы [47], где представ-
лен теоретический анализ экспериментальных спек-
тров фотопоглощения фотолегированных нанокри-
сталлов ZnO. Было показано, что особенности элек-
тронной конфигурации, обусловленные поверхност-
ным механизмом легирования, приводят к тому, что
при формировании дипольной коллективной моды в
результате взаимодействия с внешним электромаг-
нитным полем возбуждаются только угловые степе-
ни свободы, в то время как движение электронов в
радиальном направлении не включается. В отличие
от поверхностных плазмонных возбуждений в ме-
таллических кластерах и объемно-легированных по-
лупроводниковых наночастицах, где колебание сво-
бодных зарядов носит трансляционный характер,
электроны в поверхностно-легированных нанокрис-
таллах ZnO осциллируют тангенциально по отноше-
нию к границе системы внутри сравнительно тонко-
го сферического слоя подобно дипольным плазмон-
ным колебаниям в фуллеренах [48–50].

В данной работе мы представляем подробный
теоретический анализ оптических свойств фото-
легированных полупроводниковых наночастиц, ре-
зультаты экспериментальных измерений которых
приведены в статьях [24, 40]. Основной целью на-
шего исследования является подтверждение того,
что резонансные моды в спектрах фотопоглоще-
ния нанокристаллов ZnO с поверхностным меха-
низмом легирования являются поверхностыми плаз-
монными резонансами вращательного типа в от-
личие от «трансляционных» коллективных воз-
буждений в металлических кластерах и объем-
но-легированных наноразмерных полупроводнико-
вых системах. Наш подход основан на самосо-
гласованном квантовомеханическом описании мно-
гочастичных возбуждений в системе электронов
проводимости в рамках приближения случайных
фаз (Random Phase Approximation, RPA) c локаль-
ным обменным взаимодействием (RPAX) [51, 52].
Мы показываем, что распределение электронной
плотности в поверхностно-легированных полупро-
водниковых нанокристаллах при увеличении чис-
ла электронов имеет тенденцию к формированию
узкой сферической электронной оболочки вбли-
зи поверхности наночастицы, а не к однородно-
му распределению заряда, характерному для ме-
таллических кластеров. С этой точки зрения сле-
дует ожидать, что фотолегированные сферически-
симметричные полупроводниковые нанокристаллы
при взаимодействии с внешним электромагнитным

полем будут проявлять свойства более характерные
для фуллеренов C60 [48–50], чем для металличес-
ких кластеров [11–13] или объемно-легированных
систем [25, 29, 30, 33]. В нашей работе мы де-
монстрируем, что из-за специфической оболочеч-
ной структуры основного состояния фотолегирован-
ных полупроводниковых наночастиц их оптические
спектры для систем с числом свободных носите-
лей N до 100–150 могут быть адекватно описаны
в рамках простой двухуровневой модели. В этой
модели волновая функция возбужденного состоя-
ния дипольной плазмонной моды строится на ос-
нове только одной электронно-дырочной пары, со-
ответствующей внутризонному переходу между вы-
рожденным высшим занятым электронным уров-
нем (Highest Occupied Molecular Orbital, HOMO)
и низшим свободным уровнем (Lowest Unoccupied
Molecular Orbital, LUMO), в то время как многоча-
стичные эффекты учитываются как корреляции в
основном состоянии. При этом частота плазмонно-
го резонанса, полученная на основе двухуровневой
модели, оказалась в хорошем согласии с результа-
тами вычислений в рамках RPAX с учетом полного
базиса одночастичных волновых функций.

Анализ радиального распределения плотности
дипольных переходов, соответствующей различным
линиям в рассчитанных спектрах фотопоглощения
наноклисталлов ZnO подтвердил тот факт, что кол-
лективная плазмонная мода включает только угло-
вое движение электронной плотности, в то время
как радиальные осцилляции возбуждаются при пе-
реходах между одночастичными состояниями, при-
чем эти степени свободы практически не смеши-
ваются между собой. Предсказания разработанной
теории хорошо согласуются с результатами экспери-
ментальных измерений спектров фотопоглощения
сильно n-легированных нанокристаллов ZnO [24,40],
в частности, хорошо описывают зависимость поло-
жения резонансного пика от размера системы. В
данной работе мы показываем, что при малых раз-
мерах частиц наблюдаемая зависимость обусловле-
на двумя квантовыми эффектами, а именно, оттал-
киванием электронов от границы нанокристалла,
что приводит к эффективному уменьшению средне-
го радиуса электронной системы, а также влиянием
квантового давления. С увеличением размера клас-
теров роль квантовых эффектов становится незна-
чительной, и частота резонансного пика плавно сме-
щается к классической частоте плазмонного резо-
нанса в заряженном тонком сферическом слое. Мы
демонстрируем, что, поскольку вращательное плаз-
монное возбуждение включает только угловые сте-
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пени свободы, сила его осциллятора содержит в се-
бе только 2/3 от правила сумм в отличие от «тра-
диционного» плазмона Ми, наблюдаемого в метал-
лических кластерах [13]. По этой же причине квад-
рат частоты вращательного плазмона в классиче-
ском пределе составляет 2/3 от квадрата соответ-
ствующей частоты Ми. Оставшаяся часть диполь-
ных возбуждений, которые включают в себя ради-
альные колебания электронной плотности, практи-
чески не коррелирует с коллективной модой и может
быть описана в рамках одночастичного приближе-
ния.

В представляемой статье также предлагается
альтернативный подход к описанию вращательных
плазмонных мод в полупроводниковых нанокри-
сталлах, основанный на гидродинамической моде-
ли [6, 53, 54]. Данная модель описывает плазмонное
возбуждение как тангенциальное движение кванто-
вой жидкости в тонком сферическом слое и нагляд-
но демонстрирует гармонический характер колеба-
ния плотности заряда при возбуждении вращатель-
ного плазмона. Нами показано, что значение час-
тоты плазмонного резонанса, предсказанное на ос-
нове этой теории, полностью согласуется с резуль-
татом, полученным в результате решения матрич-
ного уравнения RPAX, соответствующего двухуров-
невой квантовомеханической модели. Важно отме-
тить, что гидродинамическая модель для ферми-
жидкости позволяет выйти за рамки приближения
линейного отклика, учитывающего одновременное
возбуждение только одной электрон-дырочной па-
ры. Исследование динамики электронных осцилля-
ций показало, что вращательный плазмон может
рассматриваться как гармоническая коллективная
колебательная мода при условии, что число участ-
вующих электронов, в частности частиц на уровне
Ферми, достаточно велико. Высокий уровень фото-
легирования, обеспечивающий большое число носи-
телей в наночастице, гарантирует, что все электро-
ны делокализованы. С другой стороны, необходи-
мые условия для возникновения вращательной ре-
зонансной моды не зависят от электронной концен-
трации, а определяются только размерами нанокри-
сталла, радиус которого должен превышать эффек-
тивный боровский радиус рассматриваемой систе-
мы.

2. ОСНОВНОЕ СОСТОЯНИЕ

В своем исследовании мы рассматриваем n-
легированные полупроводниковые нанористаллы
ZnO в окружении толуола, технология фотоле-

гирования которых обсуждалась в работе [24].
Свободные электроны в зоне проводимости лока-
лизованы внутри объема наночастицы, в то время
как дырки, образовавшиеся вместе с электронами
в процессе фотолегирования захватываются мо-
лекулами этанола EtOH в окружающем растворе
толуола. Далее окисление этанола высвобождает
протоны H+, которые на поверхности нанокристала
образуют заряженный слой и компенсируют отри-
цательный заряд электронов проводимости в его
объеме. Радиус исследуемых наночастиц, R, варьи-
руется в диапазоне от 2.4 до 6.0 нм в зависимости
от числа свободных электронов проводимости, N ,
которое, в свою очередь, меняется в пределах от 10

до 130. При проведении численных расчетов учиты-
валось значение средней концентрации электронов
из работы [24], ne = 3N/4πR3 = 1.4 · 1020 см−3, т. е.
бралась максимальная концентрация электронов,
которая достигалась при использовании метода
фотолегирования [24]. При этом соответствующий
эффективный радиус Вигнера – Зейца, т. е. среднее
межэлектронное расстояние, оказался равным
rs = (3/4πne)

1/3 = 1.2 нм. Поскольку целью дан-
ной работы является теоретическое исследование
коллективной динамики электронной системы
нанокристаллов, мы используем ряд упрощений в
описании движения отдельных электронов. Так,
мы используем приближение огибающей функции
(Envelope Function Approximation, EFA) [55, 56],
применимость которого оправдано большим ра-
диусом наночастиц по сравнению с постоянной
решетки ZnO. В этом приближении мы прене-
брегаем непараболичностью и анизотропией зоны
проводимости ZnO [57] и полагаем дисперсию
электронов соответствующей изотропной и парабо-
лической зоне с эффективной массой me = 0.3m0

[57], где m0 — масса свободного электрона. По этой
же причине мы описываем нанокристаллы ZnO как
сферически-симметричные системы, т. е. наночасти-
цы со сферической поверхностью, внутри которой
делокализованные электроны в основном состоя-
нии образуют систему сферически-симметричных
оболочек. Кроме того, мы заменяем N протонов на
поверхности нанокристалла однородным положи-
тельно заряженным сферическим слоем, который
не создает напряженности электрического поля
внутри объема системы. В результате полный
гамильтониан представляет собой просто гамильто-
ниан N свободных электронов, взаимодействующих
друг с другом посредством кулоновского потенци-
ала V , а также с потенциалом Vi положительных
зарядов на поверхности,
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Ĥ =
N∑
a

p̂2
a

2me
+

1

2

N∑
a,b

V (ra, rb) +
N∑
a

Vi(ra). (1)

Поскольку электроны жестко ограничены в своем
движении внутри объема наночастицы границей зо-
ны проводимости вблизи поверхности [17], будем
описывать Vi(r) как сферическую потенциальную
яму радиуса R с бесконечно высокими стенками.
При этом условии радиальные электронные волно-
вые функции равны нулю на поверхности для ra =

= R. Парное кулоновское взаимодействие между
электронами в точках ra и rb экранируется в резуль-
тате поляризации как собственно самого материала
ZnO («1»), так и окружающей среды («2»), так что
мультипольное разложение потенциала межчастич-
ного взаимодействия при ra, rb < R может быть за-
писано в виде [58, 59]

V (ra, rb) =
4πe2

ε1

∑
LM

(
rL<
rL+1
>

+

+
(ε1 − ε2) (L+ 1) (rarb)

L

(Lε1 + (L+ 1)ε2)R2L+1

)
YLM (na)Y

∗
LM (nb)

2L+ 1
, (2)

где r>,< обозначают соответственно наибольший и
наименьший из радиусов ra,b. При проведении чис-
ленных расчетов мы полагали диэлектрические кон-
станты ZnO и толуола равными их значениям для
соответствующих объемных материалов, ε1 = 3.7 и
ε2 = 2.25 [24]. С этими параметрами эффективный
боровский радиус, a0 = �2ε1/mee

2 = 0.65 нм, ока-
зывается существенно меньше, чем радиус исследу-
емых наночастиц R.

Используемое в работе описание основного состо-
яния наночастиц ZnO базируется на приближении
локальной плотности (Local Density Approximation,
LDA), в рамках которого одночастичные волно-
вые функции ψa(r) удовлетворяют уравнениям Ко-
на –Шема,(

p̂2

2me
+ Vmf (r)

)
ψa(r) = εaψa(r). (3)

Здесь потенциал среднего поля Vmf (r) представляет
собой сумму «прямого» кулоновского потенциала,
VD(r), и локального обменного потенциала в при-
ближении Дирака –Слэтера [60], Vx(r),

Vmf (r) = VD(r) + Vx(r), (4)

где

VD(r) =

∫
V (r, r′)ρ(r′) dr′, (5)

Vx(r) = −(e2/ε1)(3ρ(r)/π)
1/3 (6)

Рис. 1. Радиальный профиль потенциала среднего поля
Vmf (r) сферического нанокристалла ZnO, фотолегирован-
ного 128 электронами — сплошная черная кривая; одно-
частичные уровни энергии основного состояния — тонкие
черные горизонтальные линии; радиальная зависимость
электронной плотности основного состояния — красная
пунктирная кривая. На вставке: зависимости отношения
ширины электронного слоя δr (черные треугольники) и
смещения среднего электронного радиуса Δr (синие круж-

ки) к радиусу R от размера наночастицы

и ρ(r) =
∑

a |ψa(r)|2 — объемная концентрация
электронов.

Для сферически-симметричных систем с замкну-
тыми электронными оболочками и изотропными уг-
ловыми зависимостями ρ(r) и Vmf (r) совокупный
индекс a обозначает a = (n, l,m, σ), где n — ради-
альное квантовое число, l и m — угловой момент и
его проекция, σ — проекция спина, а сами волновые
функции записываются как произведение радиаль-
ной, угловой и спиновой компонент [61],

ψnlmσ(r) =
Pnl(r)

r
Ylm(θ, ϕ)χσ. (7)

Результаты проведенных численных расчетов
для основного состояния нанокристалла ZnO с ради-
усом R = 6 нм и числом электронов проводимиости
N = 128 представлены на рис. 1. Тонкими черны-
ми горизонтальными линиями отмечены положения
одночастичных уровней энергии εa, сплошная чер-
ная кривая показывает радиальную зависимость по-
тенциала среднего поля Vmf (r). Электронная плот-
ность основного состояния системы ρ(r) изображе-
на красной пунктирной линией. Важно отметить,
что электронные конфигурации фотолегированных
наночастиц ZnO отличаются порядком заполнения
электронных оболочек от конфигураций как метал-
лических нанокластеров, так и объемно-легирован-
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ных полупроводниковых нанокристаллов. На рис. 1
видно, что электронная плотность имеет узкое ради-
альное распределение, смещенное по направлению
к поверхности из-за кулоновского межэлектронного
отталкивания. Таким образом, формируется распре-
деление плотности заряда в виде полого сферичес-
кого слоя, а не близкого к однородному радиально-
го распределения делокализованных электронов, ха-
рактерного для металлических наночастиц [6,10,11].
При этом, в то время как электронная плотность
частично выталкивается за пределы ионного остова
металлических кластеров, в случае нанокристаллов
ZnO электроны «вталкиваются» внутрь поверхнос-
ти наночастицы. На вставке рис. 1 приведено от-
ношение смещения среднего электронного радиуса
Δr = R − 〈r〉 к радиусу нанокристалла R в зави-
симости от его размера. Также представлено отно-
шение эффективной ширины распределения элек-
тронной плотности к радиусу наночастицы δr/R, где
δr определена как дисперсия электронного радиуса
δr =

√
〈r2〉 − 〈r〉2. Легко видеть, что δr по порядку

величины меньше, чем R, и их соотношение умень-
шается по мере увеличения размера системы.

Смещение распределения плотности заряда в на-
правлении поверхности нанокристалла приводит к
важным последствиям для электронной конфигу-
рации основного состояния. Поскольку электроны
оказываются локализованными внутри узкого сфе-
рического слоя шириной δr 
 R, их радиальное
движение квантуется. Энергия квантования может
быть оценена как Er = �2/2meδr

2. Для системы,
содержащей N = 128 электронов, R = 6 нм и
δr = 0.4 нм, энергия радиального квантования со-
ставляет Er � 0.74 эВ, что по порядку величины
близко к разности энергий 1.08 эВ между низшим
одночастичным электронным уровнем на рис. 1 и
дном потенциальной ямы среднего поля. Напротив,
движение электронов в тангенциальном направле-
нии вдоль сферического заряженного слоя проис-
ходит существенно медленнее, поскольку его про-
странственный масштаб 2πR намного больше, чем
δr. Кинетическая энергия этого движения равна
�
2l(l + 1)/me〈r〉2, т. е. равна энергии вращательно-
го движения с постоянным электронным угловым
моментом l, что существенно меньше энергии ради-
ального движения Er. Это хорошо видно на рис. 1,
где разности энергий между электронными уровня-
ми равны разности энергий их углового движения.
По величине эти интервалы энергии много меньше,
чем расстояние между первым электронным уров-
нем с l = 0 и дном потенциальной ямы Vmf .

Эффективное разделение быстрого и жестко
квантованного радиального движения и сравни-
тельно медленного углового определяет специфи-
ку свойств электронной системы фотолегированных
наночастиц ZnO, в частности, особенности ее откли-
ка на внешнее электромагнитное поле. При взаимо-
действии с внешним полем жестко квантованная ра-
диальная степень свободы остается замороженной и
оптический отклик системы электронов определя-
ется возмущением существенно более «мягкого» уг-
лового движения. В результате такого разделения
радиальной и угловой степеней свободы электрон-
ная конфигурация основного состояния формиру-
ется из одночастичных компонент с наименьшими
значениями радиальных квантовых чисел n = 1,
соответствующими бескорневым радиальным вол-
новым функциям P1,l(r). Таким образом, одноча-
стичные уровни с волновыми функциями, имеющи-
ми один или более корень у радиальной компонен-
ты, в основном состоянии остаются не заселенны-
ми. Этот факт был проверен в результате числен-
ных расчетов, проведенных для систем, содержащих
число электронов N в пределах от 8 до 128, путем
сравнения энергий всех возможных конфигураций с
замкнутыми электронными оболочками. Было под-
тверждено, что низшей энергии основного состояния
соответствует последовательность заполнения одно-
частичных уровней 1s2, 1p6, 1d10 . . . 1l

2(lmax+1)
max . Эта

электронная структура соответствует «магическим
числам» для систем с замкнутыми оболочками,

N = 2(lmax + 1)2, (8)

где lmax — угловой момент высшей заполненной ор-
битали (HOMO). Бескорневые радиальные волно-
вые функции этих заполненных уровней практиче-
ски идентичны, поскольку центробежная сила, дей-
ствующая на эти состояния, оказывается намного
меньше силы кулоновского взаимодействия. Силу
кулоновского отталкивания можно оценить, исхо-
дя из значения напряженности электрического поля
вблизи поверхности нанокристалла,

eE � e2N/ε1R
2.

В свою очередь, центробежная сила у поверхности
оценивается как

Fl � �
2lmax(lmax + 1)/(meR

3).

При этом угловое и радиальное движение не оказы-
вают влияние друг на друга при условии eE � Fl,
которое выполняется для всех заполненных орбита-
лей, включая высшее по энергии состояние (HOMO)
с l = lmax, если
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Flmax

eE
� �2lmax(lmax + 1)ε1

mee2NR
� a0

2R

 1. (9)

Здесь было использовано соотношение (8). Важно
отметить, что условие (9) выполняется независимо
от числа электроновN в системе. Единственное тре-
бование состоит в том, чтобы размер наночастицы
был больше эффективного боровского радиуса a0,
что выполняется для всех рассматриваемых в рабо-
те наночастиц. Таким образом, радиальная и угло-
вая степени свободы оказываются эффективно раз-
делены, и спектр заполненных одночастичных уров-
ней εa (3) может быть приближенно описан как
спектр квантового ротатора,

ε1,l = ε1s +
�
2l(l + 1)

2me〈r〉2
. (10)

При этом, поскольку ширина радиального распреде-
ления плотности электронного заряда сравнительно
мала, δr 
 R, приближение〈

1/r2
〉
= 4π

∫
ρ(r) dr/N � 1/〈r2〉 � 1/〈r〉2

выполняется с высокой точностью. Чтобы проде-
монстрировать, насколько точно выполняется осно-
ванная на модели квантового ротатора оценка (10),
на рис. 2 представлен график зависимости энергий
ε1,l от углового момента l, полученный в соответ-
ствии с приближением (10) исходя из значений 〈r〉
для системы c N = 128. На этом же графике пока-
заны точные положения заполненных уровней энер-
гии, рассчитанных путем численного решения систе-
мы уравнений (3) для N = 128.

Проведенные численные расчеты показали, что
радиальные компоненты волновых функций низших
возбужденных состояний также не имеют корней.
Таким образом, при дипольном возбуждении систе-
мы невзаимодействующих частиц, энергетический
спектр которых описывается соотношением (10),
возникает «дырка» (вакансия) на уровне HOMO и
«частица» на низшей свободной орбитали (LUMO)
с угловым моментом lp = lmax+1. Энергия соответ-
ствующего одночастичного перехода равна

Δ = (εp − εh) =
�
2(lmax + 1)

me〈r〉2
. (11)

На рис. 2 положение уровня LUMO показано свет-
лым квадратом, а переход HOMO-LUMO отмечен
стрелками.

Помимо численных расчетов электронной струк-
туры основного состояния нами был проведен ее ка-
чественный анализ в рамках простой модели. Для

Рис. 2. Одночастичные уровни энергии основного состоя-
ния сферического нанокристалла ZnO cо 128 электронами
фотолегирования: заполненные уровни — синие квадраты,
низшая незаполненная орбиталь (LUMO) — светлый квад-
рат, приближение (10) показано штриховой линией. Меж-
уровневый переход HOMO-LUMO обозначен стрелками

этого потенциал среднего поля Vmf был представ-
лен в виде треугольной потенциальной ямы с углом
наклона равным напряженности электрического по-
ля E = eN/ε1R

2 вблизи поверхности нанокристал-
ла. Как можно увидеть на рис. 1, радиальный про-
филь потенциала среднего поля Vmf имеет форму
узкой треугольной ямы вблизи поверхности и выхо-
дит на постоянное значение в центре, где электрон-
ная плотность ничтожно мала. При этом вкладом
обменного взаимодействия можно пренебречь, по-
скольку его учет только незначительно меняет зна-
чения δr иΔr, а также энергию квантования в ради-
альном направлении. В рамках этого приближения
радиальная часть волновой функции может быть
аппроксимирована функцией Эйри [61], убывающей
до нуля на границе сферически-симметричной нано-
частицы,

P1,l(r) = Ai ((R− r)/r0 − x1) , x1 � 2.34.

Здесь r0 = rs(a0/2R)
1/3 — радиальный масштаб мо-

дели, малость которого по отношению к радиусу
кристалла,

r0/R = (rs/R)(a0/2R)
1/3 = (a0/2NR)

1/3,

обеспечивается как большим числом электронов в
системе при рассматриваемом уровне легирования,
так и выполнением условия (9). Из свойств функции
Эйри следует, что

Δr = R−〈r〉 � 1.46r0, δr =
√
〈r2〉−〈r〉2 � 0.73r0.
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Основываясь на этой оценке, можно предсказать,
что ширина радиального распределения электрон-
ного заряда δr должна быть в два раза меньше,
чем смещение среднего электронного радиуса Δr

от границы раздела, что согласуется с результата-
ми численных расчетов, представленных на рис. 1.
Что касается абсолютных величин для системы, со-
держащей N = 128 электронов, оценка дает значе-
ния δr = 0.33 нм и Δr = 0.66 нм, что также ка-
чественно согласуется с результатами вычислений
δr = 0.42 нм и Δr = 0.86 нм, причем, как и ожи-
далось, оценочные данные оказываются несколько
заниженными по сравнению с их точными значени-
ями. Энергия размерного квантования радиального
движения в рамках этой модели составляет Er =

= �
2/2meδr

2 � 1.2 эВ. В случае постоянной концен-
трации электронов наблюдается очень слабая зави-
симость значений δr и Δr от размера системы, для
всех рассмотренных наночастиц они различаются
менее, чем на несколько процентов, и всегда ока-
зываются существенно меньше радиуса нанокрис-
талла R.

3. ГИДРОДИНАМИКА ФЕРМИ-ЖИДКОСТИ

В этом разделе дипольный отклик электрон-
ной системы легированной наночастицы на внешнее
электромагнитное поле описывается в рамках моде-
ли, основанной на разделении радиального и угло-
вого движения частиц. Радиальное движение элек-
тронов квантовано с энергией размерного квантова-
ния Er ∼ 1 эВ, и взаимодействие с внешним полем
практически не может его возбудить. В то же вре-
мя угловое движение электронов может быть лег-
ко возбуждено, поскольку межуровневый интервал
в ротационном спектре (10) много меньше, чем Er. В
связи с этим, описывая линейный отклик на слабое
внешнее возмущение, мы рассматриваем только воз-
буждение угловой степени свободы. При этом ради-
альное движение электронов остается невозмущен-
ным, т. е. соответствует низшему радиальному кван-
товому состоянию с n = 1. Напротив, в соответствии
с (8), число заполненных ротационных уровней ока-
зывается велико, если N � 1, и, следовательно, уг-
ловое движение электронов может быть описано в
рамках полуклассического подхода. Подобные мно-
гочастичные системы с сильным размерным кванто-
ванием в одном направлении и свободным полуклас-
сическим движением в перпендикулярных направ-
лениях описываются как двумерная вырожденная
ферми-жидкость [62–65]. Ее локальная энергия Фер-

ми εF (n) определяется локальным значением дву-
мерной электронной плотности, σ(n),

εF (n) =
�2πσ(n)

me
,

σ(n) =

∞∫
0

ρ(r) dr.

(12)

Для основного состояния электронная плотность
равна σ(n) = σ0 = N/4π〈r〉2, и соответствую-
щая энергия Ферми, εF , совпадает с максимальным
значением ротационной энергии НОМО-орбитали
в (10).

Плазмонные колебания в нанокристаллах ZnO
могут быть описаны как волны плотности заряда
в ферми-жидкости, локализованной внутри тонкой
сферической оболочки. Данная модель предполага-
ет, что квантовые состояния всех электронов, во-
влеченных в плазмонные колебания, описываются
одной и той же беcкорневой радиальной волновой
функцией P1(r), соответствующей низшему уровню
радиального движения электронов. Здесь в обозна-
чении волновой функции мы опускаем индекс орби-
тального квантового числа, поскольку все радиаль-
ные функции P1,l(r) очень близки. Таким образом,
радиальное распределение электронной плотности
оказывается «замороженным», ρ(r) ∝ P1(r)

2/r2, и
плазмонные колебания электронной плотности ρ(r)
происходят только в тангенциальном направлении.

Малые отклонения объемной электронной плот-
ности δρ(r) от равновесного распределения и со-
ответствующие изменения двумерной электронной
концентрации δσ(n) могут быть записаны в виде

δρ(r) = ρ(r) − ρ0(r) = ρ0(r)A(t) cos θ,

δσ(n) = σ − σ0 = σ0A(t) cos θ,
(13)

где

ρ0(r) =
N

4π

P1(r)
2

r2
(14)

есть электронная плотность основного состояния, а
A(t) ∝ eiωt — безразмерная нормальная координата
плазмонной степени свободы, в рамках представлен-
ной модели предполагаемая малой, A
 1.

Вектор смещения u ферми-жидкости удовлетво-
ряет соотношению

δρ(r) = ∇ (ρ0(r)u) = ρ0(r)∇u. (15)

Последнее равенство верно, поскольку δρ(r) ∝ ρ0(r).
Таким образом, вектор u параллелен поверхности
оболочки, внутри которой движутся электроны, и,
в соответствии с (13) и (15), оказывается равным

u = eθ
rA(t)

2
sin θ, (16)
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где eθ — единичный направляющий вектор в сфери-
ческой системе координат.

Соотношения (13)–(16) показывают, что рас-
сматриваемая ротационная плазмонная мода прин-
ципиально отличается от дипольного поверхност-
ного плазмона в однородных металлических на-
ночастицах, где смещение электронной плотности,
вызванное дипольными плазмонными колебаниями,
является чисто трансляционным, u = Aez. Та-
ким образом, в металлических кластерах изменение
плотности заряда внутри частицы δρ = 0, а возвра-
щающая сила возникает только из-за кулоновского
взаимодействия электронного заряда δρ, индуциро-
ванного на поверхности кластера, с полем положи-
тельного ионного остова. Напротив, согласно (13),
вращательная плазмонная мода имеет компресси-
онную природу. Помимо кулоновского взаимодей-
ствия появляется дополнительный вклад в возвра-
щающую силу, связанный с изменением локальной
электронной энергии Ферми при вариации двумер-
ной плотности δσ (13), т. е. в результате квантового
давления. Ротационная кинетическая энергия на од-
ну частицу в двумерной ферми-жидкости в два ра-
за меньше, чем энергия Ферми εF (n) (12). Следова-
тельно, вариация полной ротационной электронной
энергии во втором порядке по отношению к A 
 1

равна

δErot =
1

2

∫
∂εF
∂σ

δσ2ds =
�
2N2A(t)2

24me〈r〉2
. (17)

При этом вариация первого порядка для Erot равна
нулю, поскольку при варьировании должно сохра-
няться полное число электронов N .

Вариация кулоновской потенциальной энергии
представляет собой сумму «прямой» и обменной со-
ставляющих,

δEC =
1

2

∫
δρ(r)v (r, r′))δρ(r′) dr dr′, (18)

где

v (r, r′) = V (r, r′) +
δVx[ρ(r)]

δρ(r)
δ(r− r′). (19)

Здесь V (r, r′) описывает парное «прямое» кулоновс-
кое взаимодействие (2), а Vx(r) — локальный обмен-
ный потенциал (6). Вычисление вариации δEC с ис-
пользованием δρ (13) дает

δEC =
1

2
(KD +Kx)A(t)

2,

KD =

(
4π

3

)2
e2

ε1

∞∫
0

ρ0(r)ρ0(r
′)×

×
(
r<
r2>

+
2 (ε1 − ε2) rr

′

(ε1 + 2ε2)R3

)
r2r′2dr dr′,

Kx =
4π

3

∞∫
0

ρ20(r)
δVx[ρ(r)]

δρ(r)
r2dr =

= − e2

3ε1

(
8π

3

)2/3
∞∫
0

ρ
4/3
0 (r)r2dr.

(20)

Последний вклад в вариацию полной электрон-
ной энергии плазмонных колебаний связан с увели-
чением их кинетической энергии, T , за счет коллек-
тивного движения ферми-жидкости, описываемого
уравнением (16),

T =

∫
meρ0u̇

2

2
dV =

MȦ2

2
, (21)

где M — эффективная масса ротационной плазмон-
ной моды,

M =
Nme〈r〉2

6
. (22)

В результате суммирования всех вкладов в вари-
ацию полной энергии плазмонных колебаний (21),
(17), (20), эффективный гамильтониан, описываю-
щий вращательную плазмонную моду, приобретает
вид

H =
MȦ2

2
+
Mω2

pA
2

2
, (23)

ω2
p =

�
2N

2 (me〈r〉2)2
+
KD +Kx

M
, (24)

где ωp — частота плазмонного резонанса. Первый
член в правой части уравнения (24) определяет
вклад квантового давления. С учетом соотношения
(8) для полного числа электронов он в точности сов-
падает с разностью одночастичных энергий Δ (11):

Δ = �

√
�2N

2(me〈r〉2)2
=

�
2(lmax + 1)

me〈r〉2
. (25)

Следует отметить, что �lmax/me〈r〉 = vF есть
скорость Ферми в тангенциальном направлении, а
вклад квантового давления в плазмонную частоту
Δ/� � vF /R по порядку величины близок к часто-
те стоячей акустической волны в однородной сфе-
рической капле ферми-жидкости радиуса R. Вто-
рое слагаемое в правой части (24) описывает вклад
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кулоновского взаимодействия, причем его «прямая»
часть KD/M всегда больше обменной Kx/M , поэто-
му при проведении качественного анализа мы будем
пренебрегать последней. При фиксированной кон-
центрации электронов ne влияние квантового дав-
ления на величину ω2

p уменьшается согласно (11),
поскольку (Δ/�)2 ∝ 1/R2 с увеличением размера
наночастицы, в то время как кулоновская состав-
ляющая стремится к некоторому асимптотическо-
му пределу. Следовательно, в пределе больших R

должно выполняться соотношение Δ 
 ωp. Кро-
ме того, при оценке значения KD можно принять
r, r′ = R в (20). В этом приближении асимптотичес-
кое значение плазмонной частоты в больших нано-
частицах, определяемое формулами (20), (24), стре-
мится к классической частоте дипольных плазмон-
ных колебания в тонком сферическом проводящем
слое [66, 67],

ω2
cl =

KD

M
=

2e2N

(ε1 + 2ε2)meR3
. (26)

Важно обратить внимание, что квадрат частоты ро-
тационного плазмона ω2

cl составляет две трети от
квадрата классической плазмонной частоты Ми в
однородной проводящей сферической капле радиуса
R, содержащей N электронов. Этот результат явля-
ется очевидным следствием того, что в рассматри-
ваемом случае тонкого сферического слоя одна из
электронных степеней свободы, а именно радиаль-
ное движение, исключена из участия в коллектив-
ных плазмонных колебаниях.

В другом пределе очень маленьких нанокристал-
лов ожидается, что вклад квантового давления бу-
дет доминировать по отношению к кулоновскому
взаимодействию и, в свою очередь, приводить к
изменению характера коллективного движения. В
классическом пределе больших систем движущей
силой коллективных колебаний является кулонов-
ское взаимодействие, в то время как в пределе сверх-
малых наноразмерных частиц роль движущей силы
выполняет квантовое давление, связанное с измене-
нием кинетической энергии ферми-жидкости, лока-
лизованной в сферической квантовой яме. Этот пре-
дельный случай известен также как режим размер-
ного квантования [68–70].

С целью контроля перехода от классического
плазмонного предела к режиму размерного кван-
тования введем параметр λ, равный отношению
(Δ/�)2 к w2

cl. Для простоты сделаем замену значе-
ния среднего радиуса 〈r〉 в выражении для Δ (11)
на R:

λ =

(
Δ

�ωcl

)2

� a0
4R

(
1 +

2ε2
ε1

)
� a0

2R
. (27)

Следует отметить, что полученное значение λ совпа-
дает с параметром, который определяет вращатель-
ный характер рассматриваемой плазмонной моды
согласно условию (9). Таким образом, ротационная
плазмонная мода по своей природе близка к класси-
ческому «кулоновскому» плазмону, в то время как
квантовые эффекты корректируют ее резонансную
частоту, и, как будет показано ниже, отвечают за
ее зависимость от размера системы. Важно, что па-
раметр λ не зависит от концентрации электронов в
нанокристалле, а определяется только его размера-
ми. Поскольку основной целью данной работы явля-
ется исследование вращательного плазмона, в даль-
нейшем анализировать режим размерного кванто-
вания не будем и ограничимся предельным случаем
a0 
 R.

Чтобы завершить обсуждение в этом разде-
ле, определим условия, при которых вращательная
плазмонная мода может считаться гармонической.
Предложена модель, в рамках которой ротацион-
ный плазмон описывается гамильтонианом гармони-
ческого осциллятора (23) в предположении A 
 1,
т. е. пренебрегая членами более высоких порядков. В
классическом случае амплитуда колебаний осцилля-
тора A может принимать бесконечно малые значе-
ния, в то время как в рамках квантового подхода Â
является оператором и его минимальное собствен-
ное значение 〈1|Â|0〉 соответствует переходу из ос-
новного состояния |0〉 в первое возбужденное состо-
яние |1〉 гамильтониана Ĥ . Плазмонные колебания
являются гармоническими только в том случае, ес-
ли эта амплитуда мала,

〈1|Â|0〉 =
√

�

2Mωp
�
(
18λ

N3

)1/4


 1. (28)

Во всех рассматриваемых системах параметр λ
 1

в соответствии с условием (9). Однако один только
этот фактор еще не гарантирует выполнения тре-
бования (28) по причине наличия степени 1/4. Бо-
лее существенную роль играет множитель N−3/4.
Следовательно, чтобы плазмонные колебания могли
считаться гармоническими, число электронов в ле-
гированном нанокристалле должно быть достаточно
велико, N � 1.
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4. СПЕКТР ДИПОЛЬНЫХ ВОЗБУЖДЕНИЙ
В ПРИБЛИЖЕНИИ СЛУЧАЙНЫХ ФАЗ

В приближении случайных фаз [52, 71–73] кол-
лективные дипольные возбуждения, включая плаз-
монные моды, описываются в виде суперпозиции од-
ночастичных возбуждений. Волновая функция ν-го
возбужденного многочастичного состояния строит-
ся в виде линейной комбинации

|Ψν〉 =
∑

h<F,p>F

(
X

(ν)
ph â

†
pâh + Y

(ν)
ph â†hâp

)
|Ψ0〉, (29)

где â† и â — одночастичные операторы рождения и
уничтожения, F обозначает уровни Ферми системы,
|Ψ0〉 — основное состояние, а |Ψν〉 — возбужденное
состояние с определенным угловым моментом L и
его проекцией M . В нашей работе мы рассматри-
ваем только дипольные возбуждения (L = 1), и в
данном разделе приводится квантовомеханическое
описание оптического спектра исследуемых наноча-
стиц. Индексы h и p обозначают соответственно за-
полненные («дырки») и незаполненные («электро-
ны») одночастичные уровни и пробегают весь ба-
зис одночастичных состояний. Коэффициенты X

(ν)
ph

(амплитуды «вперед-во-времени») и Y
(ν)
ph (ампли-

туды «назад-во-времени»), характеризующие вклад
конкретной электрон-дырочной пары (ph) в много-
частичное состояние |Ψν〉, определяются путем ре-
шения матричного уравнения RPAX [51,73,74] с ло-
кальным обменным взаимодействием,(

A B

−B� −A�

)(
X(ν)

Y(ν)

)
= �Ων

(
X(ν)

Y(ν)

)
. (30)

Положительные собственные числа �Ων = Eν − E0

определяют энергии дипольных переходов между
коррелированным основным состоянием |Ψ0〉 и воз-
бужденными состояниями |Ψν〉 (29). Элементы мат-
риц A и B равны соответственно

Aim,jn = δijδmn(εm − εi) + 〈ij|v|mn〉,
Bim,jn = 〈in|v|mj〉,

(31)

где потенциал парного взаимодействия v (r, r′) опре-
делен в соответствии с (19), а собственные вектора
удовлетворяют условию нормировки [71, 73],∑

h<F,p>F

|X(ν)
hp |2 − |Y (ν)

hp |2 = 1. (32)

Амплитуды Y
(ν)
hp учитывают парные электрон-ды-

рочные корреляции в основном состоянии системы.

Дипольные силы осцилляторов fν соответству-
ющих возбужденных состояний выражаются через
амплитудыX(ν) иY(ν), полученные в результате ре-
шения уравнения (30),

fν =
2meD

2
νΩν

�
,

Dν =
∑

h<F,p>F

(
X

(ν)
hp dhp + Y

(ν)
hp dph

)
,

(33)

где dim = 〈i|z|m〉 — одночастичные дипольные мат-
ричные элементы. Определенные таким образом си-
лы осцилляторов должны удовлетворять правилу
сумм Томаса –Райхе –Куна (TRK) [73],∑

ν

fν = N, (34)

что позволяет проводить оценку точности проведен-
ных численных расчетов.

В общем случае, например, для наночастиц с
равномерным распределением электронной плотно-
сти, таких как металлические кластеры или объем-
но-легированные полупроводниковые нанокристал-
лы, вклад в коллективное возбужденное состояние
|Ψν〉 (29) дает большое число электрон-дырочных
пар. При этом распределение сил осцилляторов в
оптическом спектре не может быть описано ана-
литически, а получается только в результате чис-
ленного решения уравнения (30). В рассматрива-
ем случае с поверхностно-легированными нанокри-
сталлами ситуация иная. Благодаря разделению ра-
диального и углового движения электронов в су-
перпозиции (29) появляется доминирующий член
разложения, соответствующий дипольному перехо-
ду HOMO-LUMO с энергией возбуждения Δ (11).
Действительно, наибольшие дипольные матричные
элементы имеют переходы между одночастичными
состояниями с одинаковыми радиальными кванто-
выми числами np = nh и, следовательно, с мак-
симально перекрывающимися волновыми функци-
ями, в то время, как матричные элементы меж-
ду состояниями с np �= nh по порядку величины
оказываются меньше в δr/R 
 1 раз. Таким об-
разом, только состояния с низшими радиальными
квантовым числами np = nh = 1 принимают уча-
стие в процессе фотопоглощения, и для дипольных
возбуждений оказывается эффективно разрешен-
ным только переход между HOMO и LUMO элек-
тронными уровнями с угловыми моментами соответ-
ственно lmax и lmax + 1. По этой причине корреля-
ции между одночастичным возбуждением HOMO-
LUMO и другими электрон-дырочными парами пре-
небрежимо малы. Кулоновские матричные элемен-
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ты V в уравнении RPAX (30) достаточно велики
только для электрон-дырочных пар с сильно пере-
крывающимися волновыми функциями, т. е. в на-
шем случае для состояний np = nh = 1. По сравне-
нию с ними кулоновские матричные элементы для
пар с np �= nh оказываются меньше в δr/R 


 1 раз. Этот факт позволяет при описании плаз-
монной моды пренебречь всеми одночастичными
p–h-парами за исключением одного единственного
HOMO-LUMO-возбуждения. В рамках этой двух-
уровневой модели уравнение RPAX (30) сводится к
системе из двух линейных уравнений

(Δ + V − �Ω)X + V Y = 0,

(Δ + V + �Ω)Y + V X = 0,
(35)

где V одновременно обозначает как кулоновский
матричный элемент V = 〈ph|v|hp〉 «вперед-во-вре-
мени» между двумя одночастичными дипольны-
ми возбуждениями p − h, так и V = 〈pp|v|hh〉
«назад-во-времени» между основным состоянием и
возбуждением типа «две-частицы-две-дырки», по-
скольку в случае локального обменного взаимодей-
ствия (19) эти матричные элементы равны между
собой.

Полученная система уравнений RPAX (35) 2× 2

имеет простое аналитическое решение,

�
2Ω2 = Δ2 + 2ΔV, (36)

X =
�Ω+Δ

2
√
�ΩΔ

, Y = − �Ω−Δ

2
√
�ΩΔ

. (37)

Аналитические выражения для матричных элемен-
тов V приведены в Приложении, где продемонстри-
ровано, что соотношения (24) и (36) совпадают друг
с другом. Этого следовало ожидать, поскольку час-
тота Ω дипольного возбуждения в рамках двухуров-
невой модели есть не что иное, как резонансная
частота ротационной плазмонной моды. В большин-
стве случаев при наличии значительных кулоновс-
ких межчастичных корреляций волновые функции
и энергии коллективных возбужденных состояний
|Ψν〉 существенно отличаются от одночастичных. В
нашем случае индикатором влияния кулоновского
взаимодействия является параметр λ (27), который
с использованием обозначений (35) записывается в
виде

λ = Δ2/2ΔV = Δ/2V.

Как уже обсуждалось в разд. 3, в классическом
пределе больших систем, при R � a0, кулонов-
ское взаимодействие преобладает и λ 
 1. Напро-

тив, в режиме размерного квантования, когда R 


 a0, частота Ω определяется одночастичной энер-
гией Δ (λ � 1). При этом из уравнения (36) сле-
дует, что учет кулоновских корреляций 2ΔV при-
водит к смещению частоты плазмонного резонанса
в сторону более высоких значений по сравнению с
энергией одночастичного возбуждения Δ (11). Важ-
но, что сдвиг энергии возбуждения не сопровож-
дается какой-либо трансформацией волновой функ-
ции |Ψν〉, поскольку она содержит только электрон-
дырочные пары HOMO-LUMO, что не противоре-
чит коллективной природе плазмонного возбужде-
ния. Действительно, суперпозиция (29) содержит
большое количество членов, хотя радиальные кван-
товые числа nh = np = 1 и угловые моменты lh =

= lp−1 остаются фиксированными, а суммирование
происходит по проекциям углового момента. Как
было показано в разд. 3, дипольное возбужденное
состояние может рассматриваться как гармониче-
ская плазмонная мода, только если количество сво-
бодных электронов в системе, в частности на по-
верхности Ферми, достаточно велико. Это условие,
2lmax + 1 � 1, обеспечивает коллективную при-
роду дипольного возбуждения |Ψν〉. Особенностью
рассматриваемого вращательного плазмона являет-
ся то, что суперпозиция (29) определятся только
сферической симметрией системы и не зависит от
силы кулоновского межчастичного взаимодействия.
Амплитуды X и Y связаны с проекциями углово-
го момента через коэффициенты Клебша –Гордона,
как показано в Приложении, что обеспечивает со-
хранение полного углового момента L = 1 многочас-
тичного состояния |Ψν〉.

Другим важным параметром, который позволя-
ет оценивать вклад кулоновских корреляций в про-
цесс возбуждения дипольной моды, является отно-
шение RPAX амплитуд,

Y

X
= −�Ω−Δ

�Ω+Δ
= −

√
Δ+ 2V −

√
Δ√

Δ+ 2V +
√
Δ
. (38)

В случае самых маленьких нанокристаллов, R 
 a0
(λ � 1), роль кулоновских корреляций пренебре-
жимо мала, X � 1, Y 
 1, поскольку энергия ме-
жэлектронного взаимодействия мала по сравнению
с кинетической энергией электронов, локализован-
ных вблизи непроницаемого потенциального барье-
ра у поверхности частицы. В этом режиме размер-
ного квантования приближение независимых одно-
частичных электронных состояний хорошо описы-
вает как основное состояние, так и спектр диполь-
ных возбуждений. В другом предельном случае, при
R � a0 (λ 
 1), межэлектронное взаимодействие
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играет значительную роль, что подтверждается со-
отношением X � −Y � 1. Возрастание амплиту-
ды «назад-во-времени» свидетельствует о наличии
кулоновских корреляций в основном состоянии |0〉.
Трансформация некоррелированного основного со-
стояния системы, сформированного из заполненных
одночастичных электронных состояний ниже уров-
ня Ферми, в коррелированное многочастичное ос-
новное состояние происходит путем одновременного
возникновения возбужденных электрон-дырочных
пар, которые в случае двухуровневой модели соот-
ветствуют переходам между одночастичными состо-
яниями HOMO и LUMO. Эта трансформация при-
водит как к заметному сдвигу энергии возбужде-
ния �Ω, так и к изменению дипольного матрично-
го элемента D перехода из основного состояния |0〉
в коллективное возбужденное состояние |1〉. В соот-
ветствии с формулой (36), кулоновские корреляции
приводят существенному увеличению энергии пере-
хода �Ω по сравнению с ее одночастичным значени-
ем Δ. Их соотношение можно оценить как

�Ω/Δ � 2V/Δ � 1/λ� 1.

В то же время, как следует из (33), сам диполь-
ный матричный элемент уменьшается. В рамках
двухуровневой модели, как показано в Приложе-
нии, значения одночастичных матричных элементов
dim могут быть вычислены аналитически. Посколь-
ку при наличии корреляций выполняется соотноше-
ние X � −Y , два слагаемых в правой части уравне-
ния (33) компенсируют друг друга, что приводит к
уменьшению многочастичного матричного элемента
D по сравнению с его одночастичным значением d.
Согласно формуле (36), сумма амплитуд X и Y рав-
няется

X + Y =

√
Δ

�Ω
. (39)

Таким образом, одновременное уменьшение диполь-
ного матричного элемента и увеличение энергии пе-
рехода |0〉 → |1〉 сохраняет неизменным значение си-
лы осциллятора,

f =
2meΩ

�
|D|2 =

2meΔ

�2
|d|2 =

2

3
N, (40)

как это более детально показано в Приложении. При
этом сила осциллятора перехода |0〉 → |1〉 состав-
ляет 2/3 от правила сумм (34,) что является есте-
ственным, поскольку с точки зрения двухуровневой
модели этот переход описывает вклад ротационного
дипольного плазмона в оптический спектр системы.
Вращательная мода включает в себя только угло-
вое движение электронов, в то время как радиаль-
ные степени свободы остаются невозбужденными.

По этой же причине квадрат частоты ротационно-
го плазмона в классическом пределе ω2

cl составляет
2/3 от квадрата частоты Ми. Этот результат также
может быть получен на основе коммутационных со-
отношений для правила сумм (34) [73], но с учетом
только угловых степеней свободы.

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В рамках описанного в разд. 4 подхода бы-
ли проведены расчеты спектров дипольных воз-
буждений для всех наночастиц ZnO с замкнуты-
ми электронными оболочками в интервале размеров
2 нм < R < 6 нм, т. е. для N = 8, 18, 32, 50, 72,
98, 128. Оптические спектры нанокристаллов с раз-
ным содержанием электронов проводимости, пред-
ставлены на рис. 3. На графике 3г также сравнива-
ется расчетное сечение фотопоглощения с результа-
тами экспериментальных измерений [24] для нано-
кристаллов ZnO с R � 6 нм. Распределения сил ос-
цилляторов в процентах от правила сумм (34), полу-
ченных путем численного решения уравнений (30)–
(33), показаны сплошными вертикальными линия-
ми. Для сравнения штриховыми вертикальными ли-
ниями также показаны силы осцилляторов, соответ-
ствующие двухуровневой модели RPAX (36), (40),
результаты которой эквивалентны данным, полу-
ченным на основе гидродинамического подхода.

Для численного решения уравнения (30) тре-
буется полный одночастичный базис |h〉, |p〉, вклю-
чающий в себя состояния как дискретного, так и
непрерывного спектра. С практической точки зре-
ния, матричное уравнение RPAX удобнее решать,
используя только дискретный базис, что позволя-
ет эффективно уменьшить размер диагонализиру-
емой матрицы. Проблема трансформации полно-
го базиса одночастичных состояний в эквивалент-
ный дискретный базис была решена путем исполь-
зования метода B-сплайнов [75]. Волновые функции
дискретных решений уравнений (3) были получены
в бесконечно глубокой сферической потенциальной
яме конечного, но достаточно большого радиуса [76]
путем разложения одночастичных волновых функ-
ций в виде линейной комбинации конечного числа B-
сплайнов. Необходимая точность вычислений с ис-
пользованием дискретного базиса достигалась вы-
бором числа и порядка B-сплайнов. При проведении
расчетов были использованы 50 B-сплайнов 7-го по-
рядка, что обеспечило достаточную точность вычис-
лений. Для нахождения энергий дипольных перехо-
дов Ων и соответствующих сил осцилляторов (33)
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Рис. 3. Распределения сил осцилляторов и соответствующие профили пиков фотопоглощения, рассчитанные в прибли-
жении RPAX для нанокристаллов ZnO, с разным содержанием электронов проводимости: а — N = 8 (R = 2.4 нм),
б — 32 (R = 3.8 нм), в — 50 (R = 4.4 нм), г — 128 (R = 6.0 нм). Вертикальными штриховыми линиями показаны
силы осцилляторов для двухуровневой модели. Для сравнения на рис. г приведена экспериментальная зависимость [24]

сечения фотопоглощения в окрестности резонансного пика для нанокристалла ZnO c R ≈ 6 нм

определялись собственные числа и собственные век-
торы матрицы RPAX (30) с использованием стан-
дартных процедур из библиотеки EISPACK.

Сечения фотопоглощения были получены путем
уширения спектральных линий, соответствующих
рассчитанным распределениям сил осцилляторов,
лоренцевыми профилями с шириной 0.4Ω. Ушире-
ние плазмонного резонансного пика имеет множест-
во причин [77–82], детальный анализ которых не
входит в число задач, стоящих в данной публика-
ции. Поэтому авторы использовали искусственное
уширение резонансных пиков, чтобы добиться со-
гласия с экспериментальными спектрами фотопо-
глощения. Как видно на рис. 3, оптические спектры
всех рассматриваемых нами нанокристаллов ZnO
подобны друг другу. Как и в экспериментально на-
блюдаемых спектрах [24], у всех рассчитанных сече-

ний фотопоглощения есть общая особенность в ви-
де резонансного пика, соответствующего одной ярко
выраженной линии оптического перехода. Его по-
ложение и сила осциллятора, полученные как в ре-
зультате численного решения уравнения RPAX (30),
так и в рамках двухуровневой модели, хорошо со-
гласуются друг с другом и с экспериментальными
данными, что позволяет однозначно классифициро-
вать его как вращательный плазмон. Как следует
из графиков, сила осциллятора резонансной моды
очень близка к 2/3 правила сумм, что полностью
согласуется с теоретическим значением (40). Остав-
шаяся 1/3 суммы сил осцилляторов распределена
между оптическими переходов с более высокими ча-
стотами, в которых происходит возбуждение ради-
ального движения электронов. Прекрасное согласие
между результатами RPAX и двухуровневой моде-
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Рис. 4. Распределения сил осцилляторов нанокристаллов ZnO, содержащих N = 32 (а) и N = 128 (б) электронов: сплош-
ные красные линии — результаты расчетов на основе RPAX (30), черные пунктирные линии — двухуровневая модель,
синие штриховые линии — одночастичное приближение. Радиальные распределения плотности дипольных переходов
для N = 32 (в) и N = 128 (г), соответствующие нескольким спектральным линиям. Для сравнения также показаны

распределения электронной плотности основного состояния

ли подтверждает факт очень слабой связи между
плазмонной модой и состояниями, в которых воз-
буждены радиальные степени свободы.

Чтобы продемонстрировать принципиальное
различие между двумя типами оптических перехо-
дов на рис. 4 сплошными черными вертикальными
линиями показаны распределения сил осцилляторов
для двух систем с N = 32 и 128 электронами, рас-
считанные в рамках RPAX, вместе с их радиальны-
ми плотностями переходов и силами осцилляторов
одночастичных возбуждений, которые изображены
синими штриховыми линиями. Одночастичные
возбуждения с низшей энергией, показанные на
графиках 4а,б, соответствуют переходам HOMO-
LUMO между электронными состояниями с бес-
корневыми радиальными волновыми функциями.
Как видно на графиках, их энергии возбуждения
Δ существенно ниже, чем энергии коллективных

плазмонных мод �Ω = �ωp, показанных вертикаль-
ными пунктирными линиями. Согласно формуле
(36), этот сдвиг коллективной моды в сторону более
высоких энергий по отношению к линии одноча-
стичного перехода обусловлен межчастичными
кулоновскими корреляциями, соответствующими
второму слагаемому в правой части уравнения (36),
и отражает коллективный характер плазмонного
возбуждения. Это не противоречит тому факту, что
смешивание одночастичных состояний, в которых
происходит возбуждение радиального движения, с
возбуждением перехода HOMO-LUMO в многоча-
стичной волновой функции (29) мало. Несмотря на
то, что мы можем пренебречь вкладом в суперпози-
цию (29) от всех состояний, за исключением пары
HOMO-LUMO, сумма будет содержать

2lmax + 1 =
√
2N + 1 � 1
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электрон-дырочных возбуждений, которые будут
отличаться проекциями углового момента. Таким
образом, коллективность плазмонной моды и ее гар-
моничность обеспечивается большим числом элек-
тронов на поверхности Ферми, как было отмече-
но в разд. 4. Напротив, как видно на графиках,
частотные сдвиги, наблюдаемые у линий, соответ-
ствующих оптическим переходам между состояни-
ями с разными радиальными квантовыми числами,
очень малы. В диапазоне энергий представленных
на рис.4а,б распределений сил осцилляторов показа-
ны линии нескольких оптических переходов между
заполненными состояниями с низшим радиальным
квантовым числом n = 1 и возбужденными уров-
нями с n = 2. Все эти линии лежат выше плазмон-
ного пика, причем, как легко видеть, энергии этих
состояний, рассчитанные в рамках RPAX и в одно-
частичном приближении, лежат очень близко друг к
другу. Это означает, что возбуждения радиального
движения электронов слабо коррелированы и могут
быть описаны как одночастичные состояния в по-
тенциале среднего поля. Этот факт также подтвер-
ждается анализом RPAX амплитуд X и Y , значе-
ния которых для систем, содержащих N = 32 и 128
электронов, представлены соответственно в табл. 1
и 2. Как следует из таблиц, для плазмонных мод
амплитуды близки по порядку величины, X ∼ |Y |,
в то время как для других возбужденных состояний
наблюдается соотношение X � |Y |. Большая ам-
плитуда «назад-во-времени» свидетельствует о зна-
чительном смешивании электрон-дырочных состо-
яний и коллективном характере возбуждения. На-
против, малые значения Y соответствуют одноча-
стичным возбужденным состояниям, для которых
межчастичные корреляции практически не играют
роли. В табл. 1 и 2 приведены значения сил осцил-
ляторов в процентах от правила сумм (34) для ряда
возбужденных состояний с целью продемонстриро-
вать, что плазмонная мода с достаточно большой
точностью аккумулирует 2/3 от всей суммы сил ос-
цилляторов, в то время как на долю каждого одно-
частичного возбуждения приходится лишь малая ее
часть.

Природа каждой конкретной спектральной ли-
нии также может быть проанализирована путем ис-
следования плотности переходов, которая определя-
ется как

ρ
(ν)
tr (r) = 〈Φν |δρ(r)|Φ0〉 =

=
∑

h<F,p>F

(
X

(ν)
ph ψ

�
p(r)ψh(r)+Y

(ν)
ph ψp(r)ψ

�
h(r)

)
, (41)

Таблица 1. Параметры дипольных возбуждений
системы, содержащей 32 электрона

Возбуждение Энергия, эВ
% от TRK
суммы

−Y/X

Плазмон 0.30 62.3 0.40
1p-2s 0.37 5.3 0.05
1d-2p 0.44 6.2 0.08
1f -2d 0.51 8.1 0.09

Таблица 2. Параметры дипольных возбуждений
системы, содержащей 128 электронов

Возбуждение Энергия, эВ
% от TRK
суммы

−Y/X

Плазмон 0.27 64.4 0.52
1p-2s 0.36 0.2 0.01
1d-2p 0.38 0.4 0.01
1f -2d 0.40 0.6 0.01
1s-2p 0.41 0.2 0.01
1g-2f 0.43 0.9 0.01
1g-2f 0.43 0.9 0.01
1h-2g 0.46 1.4 0.01
1i-3h 0.49 1.4 0.01
1j-2i 0.52 3.6 0.02

где ψ(r) — одночастичные волновые функции (7). В
случае, когда электронные оболочки замкнуты и си-
стема имеет сферическую симметрию, для диполь-
ного возбуждения выражение (41), как показано в
Приложении, может быть приведено к виду

ρ
(ν)
tr (r) = ρ

(ν)
tr (r) cos θ, (42)

где

ρ
(ν)
tr (r) =

√
6

4π

∑
h<F,p>F

(−1)li
Pnh,lh(r)Pnp,lp(r)

r2
×

×
(
X

(ν)
ph + Y

(ν)
ph

)√
lh + 1. (43)

Для двухуровневой модели радиальная зависи-
мость плотности переходов ρ(ν)tr (r) может быть по-
лучена аналитически. С учетом того, что при сум-
мировании в правой части выражения (43) оста-
ется только один член, соответствующий переходу
HOMO–LUMO, будем полагать все радиальные вол-
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новые функции идентичными и, в соответствии с
(14), равными

P 2
1,l(r)/r

2 = 4πρ0(r)/N.

При этом сумма X + Y определяется соотношени-
ем (39). В этом случае выражение (42) принимает
вид

ρtr(r) = ρ0(r)

√
3�

NmeR2Ω
cos θ =

= ρ0(r)

√
�

2Mωp
cos θ, (44)

что в точности совпадает с амплитудой колебаний
электронной плотности в гидродинамической моде-
ли (13), в которой амплитуда плазмонного осцилля-
тора 〈1|Â|0〉 определяется формулой (28).

На рис. 4в,г представлены радиальные зависимо-
сти плотности переходов ρ(ν)tr (r) для спектральных
линий, изображенных на графиках рис. 4а,б.
Сплошные линии показывают зависимости ρ

(ν)
tr (r),

полученные на основе RPAX согласно уравне-
нию (43). Пунктирными линиями для сравнения
приведены графики радиального распределения
электронной плотности основного состояния ρ0(r),
которая, согласно (44), определяет плотность пере-
ходов для гидродинамической и эквивалентной ей
двухуровневой моделей (44). Прекрасное согласие
между результатами, полученными в рамках двух
подходов к описанию ротационной плазмонной мо-
ды, подтверждает сделанное выше предположение,
что для плазмонной моды с высокой точностью
выполняется соотношение ρtr(r) ∝ ρ0(r). Следует
отметить, что в случае «традиционного» трансляци-
онного поверхностного плазмона Ми распределение
плотности переходов оказывается совершенно дру-
гим, ρtr(r) ∝ dρ0(r)/dr [13]. В классическом пределе
чисто трансляционные плазмонные колебания
однородного электронного облака приводят к вари-
ации электронной плотности вблизи границы, где
сильна радиальная зависимость ρ0(r). В терминах
квантового подхода подобная особенность означает,
что ρtr(r) складывается из вкладов от множества
одночастичных переходов, при которых меняются
как угловое, так и радиальное квантовые числа.
Плотности одночастичных переходов, также при-
веденные на рис. 4б,г, имеют схожие зависимости,
поскольку соответствуют дипольным переходам
между состояниями с разными радиальными кван-
товыми числами. Однако их поведение не может
быть с хорошей точностью аппроксимировано про-
изводной dρ0(r)/dr, что является подтверждением

Рис. 5. Зависимости частоты дипольного резонанса от ра-
диуса наночастицы R. Экспериментальные значения [24] —
красные звездочки со штрихпунктирными линиями. Двух-
уровневая модель — сиреневые треугольники со штриховы-
ми линиями. Полный RPAX расчет (30) — синие кружки
со сплошными синими линиями. Одночастичная модель
невзаимодействующих электронов (11) — зеленые ромбы
со штрихпунктирными линиями. Классическая плазмон-
ная частота (26) — горизонтальная черная пунктирная ли-

ния

того, что эти переходы не могут быть отнесены к
коллективным модам.

Применимость предложенной модели, описыва-
ющей компрессионный ротационный плазмон, про-
верена сравнением с экспериментально наблюдае-
мыми спектрами фотопоглощения нанокристаллов
ZnO. Наиболее наглядным примером является за-
висимость резонансной частоты от размера наноча-
стиц. На рис. 5 приведено сравнение частот резо-
нансных пиков, наблюдаемых в экспериментальных
зависимостях [24] и показанных на графике звез-
дочками, с положениями максимумов сечений фо-
топоглощения, рассчитанных в RPAX (30), которые
отмечены синими кружками, для различных ради-
усов исследуемых наночастиц. На графике также
построены зависимости энергии плазмонного резо-
нанса �ωp от размера частицы, полученные в рам-
ках гидродинамической модели (24), а также энер-
гииΔ одночастичных переходов HOMO–LUMO. По-
ложение классической энергии плазмона �ωcl (26)
в асимптотическом пределе больших систем пока-
зано горизонтальной пунктирной линией. Графи-
ки, представленные на рис. 5, демонстрируют хо-
рошее согласие между экспериментальными данны-
ми и результатами численных расчетов. При этом
квантовомеханические расчеты на основе RPAX и
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полуклассическая гидродинамическая модель дают
почти идентичные значения плазмонной энергии.
Это еще раз подтверждает, что экспериментально
наблюдаемый резонансный пик в спектре фотопо-
глощения нанокристаллов ZnO с поверхностным ле-
гированием связан с возбуждением вращательной
плазмонной моды. Заметная разность между одно-
частичными, Δ, и коллективными, �Ω, энергиями
возбуждения показывает, что кулоновские межча-
стичные корреляции играют важную роль при фор-
мировании плазмонной моды. Величина этой разно-
сти меняется с ростом размера нанокристаллов в со-
ответствии с изменением параметра λ � a0/2R (27).
В случае больших систем кулоновские корреляции
дают основную составляющую энергии плазмонных
колебаний, в то время как вклад квантового давле-
ния Δ оказывается минимален, и, таким образом,
энергия плазмона стремится к своему классическо-
му пределу �ωcl. Напротив, для самых малоразмер-
ных систем влияние кулоновского взаимодействия
существенно уменьшается, в то время как эффект
от квантового давления возрастает по мере увели-
чения параметра λ. Однако в исследованном диа-
пазоне размеров наночастиц мы не наблюдаем пе-
рехода от классического предела, λ 
 1, к режиму
размерного квантовая, λ � 1. Действительно, на-
личие кулоновского взаимодействия, индикатором
силы которого служит параметр λ, необходимо для
возникновения вращательного плазмона. Исходя из
условия (9), плазмонные колебания могут считать-
ся ротационными, если выполняется соотношение
λ
 1. При этом все рассмотренные фотолегирован-
ные нанокристаллы ZnO, включая самый малень-
кий, содержащий только 8 электронов, для кото-
рого λ � 0.14, удовлетворяют этому требованию.
Комбинация кулоновского взаимодействия и кван-
тового давления приводит к появлению зависимо-
сти плазмонной частоты от размера системы. Одна-
ко помимо квантового давления присутствует еще
один дополнительный вклад в размерную зависи-
мость �ωp(R), а именно эффект смещения электрон-
ной плотности в результате ее отталкивания от гра-
ницы наночастицы. Как показано на вставке рис.1,
квантовое отталкивание приводит к сдвигу Δr ∼ a0
среднего радиуса электронной системы 〈r〉 относи-
тельно радиуса R. Уменьшение величины 〈r〉 усили-
вает межчастичное кулоновское взаимодействие и, в
свою очередь, ведет к зависящему от размера систе-
мы сдвигу плазмонной частоты ωp выше ее класси-
ческого значения ωcl. Этот эффект может быть вос-
произведен заменой радиуса наночастицы R сред-
ним радиусом 〈r〉 < R в формуле (26) для классиче-

Рис. 6. Зависимость отношения −Y/X дипольной плаз-
монной моды от радиуса системы: численные результаты
RPAX — сплошная кривая; результаты двухуровневой мо-

дели (35) — штриховая линия

ской плазмонной частоты ωcl. Следовательно, одно-
временно присутствуют два квантовых механизма,
приводящих к появлению размерной зависимости
ωp(R), а именно квантовое давление и эффект сме-
щения электронной плотности. Вклад первого меха-
низма описывается, соответственно, первым членом
в правой части уравнения (36), в то время как появ-
ление второго связано с эффективным увеличени-
ем кулоновского матричного элемента V во втором
слагаемом уравнения. Оба механизма обеспечивают
одинаковую зависимость ωp(R) ∼ 1/R для больших
R, хотя вклад второго превалирует.

Зависимость влияния кулоновских корреляций
на процесс формирования плазмонной моды от раз-
мера наночастицы также может быть проиллюстри-
рована на примере сравнительного анализа ампли-
туд X и Y . На рис. 6 построено отношение −Y/X
как функция радиуса нанокристалла R, где пред-
ставленные результаты были получены как на ос-
нове численных расчетов в RPAX (сплошная ли-
ния), так и в рамках двухуровневой модели в со-
ответствии с (38) (штриховая линия). Для графи-
ка RPAX были взяты значения отношения −Y/X
для основного перехода в суперпозиции (29), со-
ответствующего электрон-дырочной паре HOMO–
LUMO. На рис. 6 видно, что значение отношения
−Y/X , которое является индикатором влияния ку-
лоновских корреляций, возрастает примерно вдвое
при увеличении размера нанокристаллов от наи-
меньших до наибольших из рассмотренных. Важ-
но отметить, что предложенная модель основывает-
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ся на предположении, что электроны проводимости
полностью делокализованы в объеме наночастицы.
Это, по-видимому, верно в случае высоких концен-
траций электронов, когда их волновые функции пе-
рекрываются. Однако при низких электронных кон-
центрациях ситуация может оказаться другой, и,
таким образом, необходимо сделать оценку мини-
мальной концентрации, которая будет обеспечивать
делокализацию электронов. В обсуждаемом случае
нанокристаллов с поверхностым способом легиро-
вания движение делокализованных электронов про-
исходит практически только в тангенциальном на-
правлении. Радиальное движение строго ограниче-
но в узком слое шириной δr 
 R из-за кулоновского
отталкивания и потенциального барьера у поверх-
ности. Используемая сферически-симметричная мо-
дель пренебрегает наличием угловой зависимости
потенциала среднего поля, в силу чего тангенциаль-
ное движение электронов полагается свободным. В
этом приближении мы не учитываем поле, создава-
емое протонами на внешней поверхности нанокри-
сталла, которые выполняют роль положительно за-
ряженных доноров [24]. Монопольный член куло-
новского потенциала протонов наночастицы посто-
янен внутри объема, но его мультипольные компо-
ненты более высоких порядков — нет. Следует ожи-
дать, что при достаточно низких концентрациях но-
сителей заряда каждый электрон будет связан с со-
ответствующим протоном, и электронная система в
целом будет представлять собой систему отдельных
нейтральных пар электрон–донор, а не делокали-
зованное электронное облако. Радиусы орбит элек-
тронов, связанных с протонами за пределами нано-
кристалла, больше, чем радиус нейтрального доно-
ра в объемном ZnO из-за отталкивания электрона
от границы. В предположении нулевых граничных
условий для электронной волновой функции на по-
верхности наночастицы можно оценить средний ра-
диус для пары электрон-протон как средний ради-
ус электрона в p-состоянии нейтрального донора в
объемном ZnO: 〈r〉ep ∼ 5a0 � 3.25 нм. Таким об-
разом, электроны становятся делокализованными,
когда начинают перекрываться волновые функции
ближайших друг к другу доноров. Это происхо-
дит при рассматриваемой электронной концентра-
ции ne = 1.4 · 1020 см−3 [24], соответствующей rs =

= 1.2 нм, что почти втрое меньше, чем 〈r〉ep. При
этом среднее межэлектронное расстояние внутри уз-
кой электронной оболочки еще меньше, и его мож-
но оценить как 2R/

√
N = 2rs/N

1/6. Если это значе-
ние оказывается меньше радиуса донора, электроны
могут считаться делокализованными, в противном

случае они будут связаны с протонами у поверхнос-
ти. Для нанокристаллов ZnO с радиусом R = 6 нм
это может произойти при значениях концентрации
ne как минимум на порядок ниже, чем 1.4·1020 см−3.
Локализацию электронов с образованием вигнеров-
ского кристалла [83] в ZnO также можно ожидать
при существенно более низких уровнях легирова-
ния.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Наличие дипольных плазмонных резонансных
мод в спектре фотопоглощения является неотъемле-
мым свойством наночастиц, содержащих делокали-
зованные электроны. Легированные полупроводни-
ковые нанокристаллы представляют собой перспек-
тивную основу для новых материалов, используе-
мых в наноэлектронике, поскольку позволяют ва-
рьировать положение линии плазмонного резонаса
в широком диапазоне частот. В представленной ра-
боте теоретически исследован новый тип коллектив-
ного дипольного возбуждения в наноразмерных фо-
толегированных полупроводниковых кристаллах на
примере кристаллов ZnO в растворе толуола. Дока-
зано, что доминирующая в их спектрах фотопогло-
щения резонансная линия соответствует плазмон-
ной моде вращательного типа, в которой возбужде-
ны только угловые степени свободы. Появление та-
кого плазмона в электронной системе фотолегиро-
ванных нанокристаллов обусловлено особенностью
строения их основного состояния, в котором элек-
троны проводимости локализованы в узком припо-
верхностном слое. В результате коллективные ко-
лебания электронной плотности происходят толь-
ко в тангенциальном направлении, в то время как
радиальные степени свободы остаются заморожен-
ными. Эта же особенность распределения электрон-
ной плотности определяет электронную конфигура-
цию исследуемых нанокристаллов, у которых рас-
пределение заполненных уровней энергии с хорошей
точностью воспроизводит спектр квантового рота-
тора. Это, в свою очередь, приводит к тому, что
в формировании коллективной плазмонной моды
принимают участие практически только электро-
ны из наружной оболочки, что дает возможность
описать резонансный дипольный переход в рамках
простой двухуровневой модели. При этом проведен-
ный сравнительный анализ амплитуд «вперед»- и
«назад-во-времени», а также распределения плотно-
сти переходов подтвердил многочастичный харак-
тер этого возбужденного состояния.

5 ЖЭТФ, вып. 6
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Важно отметить, что плазмонная мода рота-
ционного типа по своей природе принципиально
отличается от поверхностных Ми-резонансов и
может быть описана как возбужденное состояние в
конечной ферми-системе, так и как вращательное
движение квантовой жидкости. Было продемон-
стрировано, что подобные дипольные колебания
являются гармоническими, что позволяет их опре-
делить как плазмонное резонансное возбуждение.
Результаты проведенных теоретических расчетов в
рамках обоих подходов продемонстрировали хоро-
шее совпадение с экспериментальными данными,
в которых отчетливо наблюдалась зависимость
положения резонансной линии от размера нано-
частицы. При изменении радиуса нанокристалла,
как показано в данной работе, резонансная мо-
да претерпевает переход от режима размерного
квантования в случае очень маленьких систем к
режиму «классических» плазмонных колебаний в
пределе больших радиусов. При этом роль пара-
метра, определяющего выбор режима возбуждения
электронной системы, играет отношение размера
нанокристалла к эффективному боровскому ра-
диусу. С увеличением размера кристалла частота
плазмона стремится к своему асимптотическому
значению, соответствующему классической частоте
плазмонных колебаний в тонкой проводящей сфере,
что согласуется с результатами экспериментальных
измерений.

Благодарности. Авторы благодарят профессо-
ра Claude Guet из Nanyang Technological University
за полезные обсуждения.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Коллективное возбужденное состояние в RPAX
|Φν〉 (29) имеет определенные значения полного уг-
лового момента L и его проекции M . Это обеспе-
чивается зависимостью амплитуд X и Y от проек-
ций углового момента посредством коэффициентов
Клебша –Гордана

Xnplpmpσp, nhlhmhσp = (−1)mh CLM
lpmp, lhM−mh

×

×
δσpσh√

2
Xnplp, nhlh ,

Ynplpmpσp nhlhmhσp = (−1)
mp CLM

lpM−mp lhmh
×

×
δσpσh√

2
Ynplp, nhlh .

(45)

В рассматриваемом случае дипольных возбуждений
L = |lp − lh| = 1, а зависимость приведенных час-

тей амплитуд Xnplp, nhlh и Ynplp, nhlh от радиальных
квантовых чисел np,h и орбитальных моментов lp,h
одночастичных состояний определяется в результа-
те численного решения матричного уравнения (30).

В рамках двухуровневой 2×2 модели RPAX в су-
перпозиции (29) мы учитываем вклад только одного
перехода HOMO-LUMO, для которого

np = nh = 1, lp − 1 = lh = lmax.

Следовательно, остается только одна пара приве-
денных амплитуд X и Y , удовлетворяющих урав-
нениям (35), а их значения в явном виде записыва-
ются как (37). Кулоновский матричный элемент V
в уравнениях (35), (36) может быть представлен как

V =
∑

mhmpm′
hm

′
p

(−1)
mh+m′

h C10
lh−mh lpmp

×

× C10
lh−m′

h
lpm′

p

∫
ψ∗
lhmh

(r)ψlpmp(r)v(r, r
′)×

× ψ∗
lpm′

p
(r′)ψlhm′

h
(r′) dr dr′, (46)

где результат суммирования по спиновым индексам
уже учтен в виде множителя 2. Одночастичные вол-
новые функции определены как произведение (7),
причем мы пренебрегаем зависимостью их радиаль-
ных компонент от углового момента

P1,lmax(r) = P1,lmax+1(r) = P1(r).

Оператор межчастичного кулоновского взаимодей-
ствия v(r, r′) представлен в виде суммы «прямой»
и обменной компонент (19), что позволяет вычис-
лить соответствующие слагаемые по раздельности,
V = Vd + Vx.

«Прямая» часть оператора, V (r, r′), определяет-
ся из мультипольного разложения по сферическим
гармоникам (2). После интегрирования по угловым
переменным [59],

〈Ylpmp(n)|Ylm(n)|Ylh mh
(n)〉 = (−1)

−mh ×

×

√
(2lh + 1)(2lp + 1)

4π(2l + 1)
Clm

lh−mhlpmp
Cl0

lh0lp0
, (47)

C10
lh0lp0

= (−1)lh

√
3(lh + 1)

(2lh + 1)(2lp + 1)
, (48)

и последующего суммирования по mp,h получаем

Vd =
2e2(lmax + 1)

3

∫
P1(r)

2P1(r
′)2 ×

×
(

rl<

ε1r
l+1
>

+
(ε1 − ε2) (l + 1) (r1r2)

l

ε1 (lε1 + (l + 1)ε2)R2l+1

)
dr dr′. (49)
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Соответствующий вклад 2ΔVd/�
2 в Ω2 в правой ча-

сти уравнения (36) с учетом (14), (25), (22), (20) в
точности совпадает со слагаемым KC/M в форму-
ле (24) для ω2

p в гидродинамической модели.

Аналогичным образом, обменная часть матрич-
ного элемента записывается в виде

Vx = −2

(
1

9π

)1/3
e2

ε1
×

×
∑

mhmpm′
hm

′
p

C10
lh−mh,lpmp

C10
lh−m′

h,lpm
′
p
(−1)mh+m′

h ×

×
∫ ψ∗

lhmh
(r)ψlpmp(r)ψ

∗
lpm′

p
(r)ψlhm′

h
(r)

ρ0(r))2/3
dr, (50)

где множитель 2 вновь появляется в результа-
те суммирования по спиновым индексам. Сум-
ма произведения двух сферических гармоник в
ψ∗
lhmh

(r)ψlpmp(r) и коэффициента Клебша –Гордана
может быть преобразована к виду [59]

∑
mh,mp

C10
lh−mh,lpmp

(−1)mhYlp,mp(n)Y
∗
lh,−mh

(n) =

=

√
(2lp + 1)(2lh + 1)

12π
C10

lh0,lp0
Y1,0(n). (51)

После вычисления угловой части (50) получаем

Vx = −
(

1

9π

)1/3
e2

ε1

2(lmin + 1)

4π
×

×
∞∫
0

P 4
1 (r)

r2ρ0(r)2/3
dr. (52)

Таким образом, с учетом (14), (25), (22) и (20), об-
менный вклад 2ΔVx/�

2 в Ω2 также в точности сов-
падает с обменным членом Kx/M в (24).

Выражения (45) для амплитуд RPAX также ис-
пользовались при вычислении плотности переходов
ρ
(ν)
tr (r) = 〈Φν |δρ(r)|Φ0〉 С их помощью после сумми-
рования по спиновым индексам формула (41) пре-
образуется к виду

ρ
(ν)
tr (r) =

√
2

∑
np,lp,mp,nh,lh,mh

(−1)
mh

×
(
Xν

nplp, nhlh
C10

lpmp, lh−mh
ψlhmh

(r)ψ∗
lpmp

(r) +

+ Y ν
nplp, nhlhC

10
lp−mp lhmh

ψ∗
lhmh

(r)ψlpmp(r)
)
. (53)

Суммирование по mp,mh проводится с помощью
(51) и приводит к окончательному результату

ρ
(ν)
tr (r) =

1√
6πr2

∑
np,lp,nh,lh

Pnplp(r)Pnhlh(r)×

×
(
Xν

nplp, nhlh+Y
ν
nplp, nhlh

)√
(2lh+1)(2lp+1)×

× Cl0
lh0 lp0Yl0(n), (54)

что с учетом (48) в точности дает (42), (43).
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Исследуются низкоэнергетические безмассовые электронные возбуждения в монослое графена в окрест-
ности точечной кулоновской примеси. Предполагается, что такие возбуждения описываются в рамках
модели Дирака. Построено семейство самосопряженных гамильтонианов, отвечающих этим возбуждени-
ям для любого заряда примеси, и проведен их спектральный анализ. Показано, что в рассматриваемом
случае структура спектров электронных возбуждений качественно другая по сравнению с соответствую-
щими спектрами массивных возбуждений. На основе полученных результатов анализируется локальная
поверхностная плотность электронных состояний в графене и ее зависимость от выбора самосопряжен-
ных гамильтонианов.

DOI: 10.31857/S0044451021060079

1. ВВЕДЕНИЕ

Присутствие примесей и дефектов может зна-
чительно изменять электронные свойства графена.
Например, присутствие заряженных примесей, та-
ких как кулоновские центры, оказывает существен-
ное влияние на подвижность носителей заряда [1].
В связи с этим исследование свойств графена при
наличии взаимодействия носителей с кулоновски-
ми центрами важно для понимания электронно-
го транспорта в присутствии примесей, см. рабо-
ты [2–6]. Технически задача облегчается тем обсто-
ятельством, что низкоэнергетические электронные
возбуждения в монослое графена во внешнем элек-
тромагнитном поле хорошо описываются моделью
Дирака, где они представляют собой киральные ди-
раковские фермионы в 2 + 1 измерениях [7, 8].

Корректное описание таких возбуждений (часто
называемых ниже квазичастицами) в окрестности
точечной кулоновской примеси требует правильного
определения дираковского гамильтониана как само-

* E-mail: breev@mail.tsu.ru
** E-mail: dmitrygitman@hotmail.com

сопряженного (в дальнейшем с.с.) оператора в со-
ответствующем гильбертовом пространстве. А для
движения электрона в кулоновском поле проблема
определения гамильтониана как с.с. оператора яв-
ляется нетривиальной только для ядер с большими
Z (Z > 119), которые не возникают в лабораторных
условиях, для кулоновских примесей в графене этот
порог значительно меньше из-за свойств дираков-
ских квазичастиц в дираковской модели графена.

Заметим, что в зависимости от структуры под-
ложки, на которой синтезирован графен, может воз-
никнуть (или не возникнуть) щель в электронном
спектре между валентной зоной и зоной проводимо-
сти. Это определяется свойствами взаимодействия
между слоем графена и подложкой, которое нару-
шает симметрию между подрешетками, но сохраня-
ет трансляционную симметрию. Для ненулевой ще-
ли низкоэнергетические электронные возбуждения
в модели Дирака являются массивными фермиона-
ми, в то время как, если щель между валентной зо-
ной и зоной проводимости отсутствует, то эти воз-
буждения являются безмассовыми фермионами. Ве-
личину щели можно менять, варьируя химический
состав и концентрацию подложки [9].

В предыдущей работе с участием авторов [10] с
помощью теории с.с. расширений симметрических
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операторов построено семейство с.с. гамильтониа-
нов, описывающих электронные возбуждения в гра-
фене со щелью для любого значения заряда приме-
си. На основе метода направляющих функционалов
Крейна проведен спектральный анализ таких га-
мильтонианов. В частности, найдены их спектры и
соответствующие полные наборы (обобщенных) соб-
ственных функций. При этом выбор с.с. гамильтони-
ана из всех математически возможных является от-
дельной физической задачей. Отметим, что резуль-
таты, полученные в работе, не могут быть непосред-
ственным образом использованы в безмассовом слу-
чае, так как области определения с.с. дираковских
гамильтонианов для графена со щелью обращаются
в нуль в безмассовом пределе (для графена с ну-
левой щелью). Поэтому случай графена с нулевой
щелью требует отдельного исследования, которому
и посвящена настоящая работа.

В данной работе мы рассматриваем задачу кор-
ректного определения дираковского гамильтониана
как с.с. оператора для квазичастиц в графене без
щели в присутствии кулоновской примеси с про-
извольным зарядом Z. Представлено рассмотрение
всех аспектов этой задачи, основанное на теории
с.с. расширений симметрических операторов [11–13].
Строится семейство всех возможных с.с. гамильто-
нианов, члены которого различаются параметрами
соответствующих расширений (таким образом пара-
метризуются ими), и проводится их спектральный
анализ. Для этого строятся обобщенные собствен-
ные функции всех таких гамильтонианов, причем
это делается для любых зарядов примеси. Техни-
чески задача сводится к анализу спектров соответ-
ствующих с.с. одномерных парциальных радиаль-
ных гамильтонианов. Показано, что спектры таких
гамильтонианов являются непрерывными и занима-
ют всю вещественную ось R, в отличие от массивно-
го случая, где имеется как дискретный, так и непре-
рывный спектр.

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 приведены определения базовых понятий
и соотношений, объясняющих постановку задачи.
В разд. 3 описана математически строгая процеду-
ра сведения проблемы построения с.с. вращательно-
инвариантного дираковского гамильтониана в пол-
ном гильбертовом пространстве к задаче построе-
ния с.с. одномерных парциальных радиальных га-
мильтонианов с определенным угловым моментом.
Затем, в разд. 4, исследуется общее решение ради-
альных уравнений для безмассового уравнения Ди-
рака в 2 + 1 измерении. В разд. 5 строятся с.с.
парциальные радиальные гамильтонианы с произ-

вольным допустимым значением углового момента
j. Раздел 6 посвящен описанию особенностей пол-
ного гамильтониана рассматриваемой модели в за-
висимости от заряда примеси Z. В разд. 7 с помо-
щью полученных результатов исследуется локаль-
ная плотность состояний в графене. Раздел 8 пред-
ставляет собой краткое заключение.

2. УРАВНЕНИЕ ДИРАКА В 2 + 1

ИЗМЕРЕНИЯХ ДЛЯ БЕЗМАССОВОЙ
ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЫ В
КУЛОНОВСКОМ ПОЛЕ

Мы работаем в рамках модели Дирака в 2 + 1

измерении для заряженных квазичастиц в окрест-
ности кулоновской примеси. Пусть в начале декар-
товой системы координат с осями x и y, лежащими в
плоскости графена, находится кулоновская примесь
с зарядом Z. Создаваемый ею потенциал с учетом
макроскопической диэлектрической проницаемости
ε имеет вид

V (ρ) = −Ze
2

ε

1

ρ
, ρ = |r| =

√
x2+y2, r = (x, y).

Обозначим через Ks точки Дирака, координаты
которых в зоне Бриллюэна выбраны в виде Ks =

= (4πs/(3a), 0), где a = 2.46 Å — постоянная решет-
ки, а s = ±1 — изоспиновое квантовое число.

Полное гильбертово пространство Htot кванто-
вых состояний квазичастиц является прямой орто-
гональной суммой двух гильбертовых пространств
Hs, s = ±1, каждое из которых связано с соответ-
ствующей точкой Дирака Ks. Пространства Hs яв-
ляются гильбертовыми пространствами двумерных
дублетов, так что

Htot = H1 ⊕H−1, H1 = H−1 = H =L2(R2)⊕L2(R2).

В силу дальнодействующей природы кулоновско-
го поля, междолинные процессы не учитываются
и переходы между гильбертовыми пространствами
Hs не рассматриваются. Так что полный эффек-
тивный гамильтониан Ĥtot квазичастиц является
прямой ортогональной суммой двух гамильтонианов
Ĥs, s = ±1, каждый из которых действует в соответ-
ствующем гильбертовом пространстве Hs и может
быть рассмотрен отдельно.

В рамках модели Дирака квазичастицы в окрест-
ности каждой точки Дирака Ks описываются эф-
фективным безмассовым уравнением Дирака [14]:

ȞsΨs = EΨs, s = ±1, (1)
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где волновые функции Ψs являются дублетами, за-
висящими от r, Ψs = Ψs(r) = {ψsα(r), α = 1, 2},
компоненты ψsα(r) представляют собой огибающие
блоховских функций в двух подрешетках графена A
и B соответственно, Ȟs — дифференциальные опе-
рации, отвечающие уравнению Дирака в 2+ 1 изме-
рениях,

Ȟs = �vF

(
−i [sσx∂x + σy∂y]−

g

ρ

)
,

g =
1

�vF

Ze2

ε
= αF

Z

ε
= αFZeff , Zeff =

Z

ε
.

(2)

Здесь vF ≈ 106 см/с — скорость Ферми и αF =

= e2/(�vF )— «постоянная тонкой структуры» в гра-
фене, {σx, σy, σz} — матрицы Паули. Вводя обозна-
чения Ȟs = (�νF )

−1Ȟs, E = (�νF )
−1E , запишем

уравнение (1) в следующем виде:

ȞsΨs(r) = EΨs(r), s = ±1,

где дифференциальные операции Ȟs в полярных ко-
ординатах ρ, φ, (x = ρ cosφ, y = ρ sinφ) имеют вид

Ȟs = −i(s cosφσx + sinφσy)
∂

∂ρ
+

+
i

ρ
(s sinφσx − cosφσy)

∂

∂φ
− g

ρ
. (3)

Для того чтобы придать физический смысл соот-
ветствующей квантовомеханической задаче на соб-
ственные значения, мы должны, отправляясь от
дифференциальных операций Ȟs, построить соот-
ветствующие гамильтонианы Ĥs как с.с. операторы
с определенными областями определения в гильбер-
товом пространстве H = L2(R2) ⊕ L2(R2). При ре-
шении этой задачи мы следуем идеям работы [10], в
которой рассмотрена подобная задача для соответ-
ствующих массивных квазичастиц.

По определению переменная j принимает полу-
целые, положительные и отрицательные, значения,
j = ±(n+1/2), n ∈ Z+, тогда как переменная Z при-
нимает неотрицательные целые значения, Z ∈ Z+. В
дальнейшем нам будет удобнее рассматривать пере-
менную Z как величину, принимающую непрерыв-
ные значения и лежащую на неотрицательной вер-
тикальной полуоси, Z ∈ R+, а возвращаться к ее
естественным целочисленным значениям в случае
необходимости.

3. РЕДУКЦИЯ К РАДИАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ

Начнем с определения начальных симметричес-
ких операторов Ĥin

s в гильбертовом пространстве

H = L2(R2) ⊕ L2(R2), ассоциированных с соот-
ветствующими дифференциальными выражениями
Ȟs (3). Поскольку коэффициентные функции диф-
ференциальных выражений Ȟs являются гладкими
вне начала координат, мы выбираем пространство
гладких дублетов с компактным носителем для об-
ластей определения D(Ĥ in

s ) операторов Ĥin
s .

Чтобы обойти проблемы с сингулярностью ку-
лоновского потенциала в начале координат, допол-
нительно потребуем обращения в нуль дублетов
D(Ĥ in

s ) в некоторой окрестности начала координат,
в общем случае различной для каждого дублета. За-
метим, что области определения D(Ĥ in

s ) (которые
совпадают для обоих значений s) плотны в H. Та-
ким образом, операторы Ĥin

s определяются как

Ĥin
s =

{
D(Ĥ in

s ) =
{
Ψ(r) : ψα(r) ∈ C∞

0 (R2 \ {0})
}
,

Ĥin
s Ψ(r) = ȞsΨ(r).

Очевидно, что так определенный оператор Ĥ in
s яв-

ляется симметрическим.
Мы строим с.с. гамильтонианы Ĥs как с.с. рас-

ширения соответствующих исходных симметричес-
ких операторов Ĥin

s . Мы требуем, чтобы операторы
Ĥs были вращательно-инвариантными, так же как
исходные симметрические операторы Ĥin

s . Смысл
этого требования выяснится ниже.

Существует два различных унитарных представ-
ления Us группы вращений Spin(2) в H, которые
связаны с соответствующими операторами Ĥin

s . Ге-
нератор Ĵs представления группы Us, называемый
оператором углового момента (их два), является с.с.
оператором в H, определенным на абсолютно непре-
рывных и периодических по φ ∈ [0, 2π] дублетах и
ассоциированным с дифференциальным выражени-
ем

J̌s = −i ∂
∂φ

+ s
σz
2
.

Для каждого s гильбертово пространство H пред-
ставляется в виде прямой ортогональной суммы
подпространств Hsj , которые являются собственны-
ми пространствами оператора углового момента Ĵs,
соответствующими всем его собственным значени-
ям j,

H =
∑
j

⊕H−1,j =
∑
j

⊕H+1,j ,

j = ±1/2,±3/2 . . .

(4)

Подпространство Hsj с данными s и j состоит из
дублетов Ψsj вида

Ψsj(r) =
1√
2πρ

eijφ

(
e−isφ/2f(ρ)

−iseisφ/2g(ρ)

)
∈ Hsj , (5)
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являющихся собственными функциями операто-
ра Ĵs,

ĴsΨsj(r) = J̌sΨsj(r) = jΨsj(r).

Отметим, что спектры операторов Ĵ−1 и Ĵ1 сов-
падают. Функции f(ρ) и g(ρ) называются радиаль-
ными функциями. На физическом языке разложе-
ния (4) и (5) соответствуют разложению дублетов
Ψ(r) ∈ H по собственным функциям двух разных
операторов углового момента Ĵ−1 и Ĵ1.

В дальнейшем для нас является существенным
следующий факт. Пусть L

2(R+) есть гильбертово
пространство радиальных дублетов,

F (ρ) =

(
f(ρ)

g(ρ)

)
∈ L

2(R+),

со скалярным произведением

(F1, F2) =

∞∫
0

F +
1 (ρ)F2 (ρ) dρ =

=

∞∫
0

[
f1(ρ) f2(ρ) + g1(ρ) g2(ρ)

]
dρ,

так что L2(R+) = L2(R+) ⊕ L2(R+). Тогда (5) и со-
отношение

‖Ψsj‖2 =

∞∫
0

[
|f(ρ)|2 + |g(ρ)|2

]
dρ

означают, что пространство Hsj ⊂ H унитарно экви-
валентно гильбертому пространству L

2(R+),

Ψsj(r) = VsjF (ρ), F (ρ) = V −1
sj Ψsj(r). (6)

Начальные симметрические операторы Ĥin
s

являются вращательно-инвариантными. А именно,
каждый оператор Ĥin

s инвариантен относительно
представления Us группы вращений. Таким об-
разом, каждое подпространство Hsj (собственное
пространство генератора Ĵs с собственным значе-
нием j) приводит оператор Ĥin

s . Другими словами,
оператор Ĥ in

s коммутирует с проекторами Psj на
подпространства Hsj , см. [15]. Это, в свою очередь,
означает следующее. Пусть

Ψs(r) =
∑
j

Ψsj(r) ∈ D(Ĥ in
s ).

Тогда

Ψsj = PsjΨs ∈ D(Ĥ in
s ), Ĥ in

s Ψs =
∑
j

Ĥin
sjΨsj ,

где операторы Ĥin
sj = PsjĤ

in
s Psj = Ĥin

s Psj представ-
ляют собой так называемые части оператора Ĥ in

s ,
действующие в Hsj . Их правило действия дается
дифференциальной операцией первого порядка по
переменной ρ, которое будет приведено ниже. Итак,
каждый начальный симметрический оператор Ĥin

s

является прямой ортогональной суммой своих ча-
стей,

Ĥin
s =

∑
j

⊕Ĥin
sj ,

так что исследование вращательно-инвариантного
оператора Ĥin

s сводится к изучению операторов Ĥin
sj .

Каждый оператор Ĥin
sj является симметричес-

ким оператором, действующим в подпространстве
Hsj . Очевидно, он индуцирует симметрический
оператор ĥin(Z, j, s) в гильбертовом пространстве
L
2(R+), который унитарно эквивалентен операто-

ру Ĥ in
sj ,

ĥin(Z, j, s)F = V −1
sj Ĥin

sjΨsj , Ψsj = VsjF.

Оператор ĥin(Z, j, s) определяется следующим обра-
зом:

ĥin(Z, j, s) =

=

{
Dhin(Z,j,s) = C∞

0 (R+),

ĥn(Z, j, s)F (ρ) = ȟ(Z, j, s)F (ρ),
(7)

где C∞
0 (R+) = C∞

0 (R+)⊕C∞
0 (R+). Дифференциаль-

ную операцию ȟ(Z, j, s),

ȟ(Z, j, s) = −iσy
d

dρ
+
κ

ρ
σx − g

ρ
,

κ = −sj, g = αF ε
−1Z,

(8)

будем называть парциальной радиальной диффе-
ренциальной операцией.

Построение с.с. вращательно-инвариантных га-
мильтонианов Ĥs как с.с. расширений начальных
симметрических операторов Ĥ in

s сводится к постро-
ению с.с. парциальных радиальных гамильтонианов
ĥ(Z, j, s) в L

2(R+) как с.с. расширений начальных
симметрических парциальных радиальных операто-
ров ĥin(Z, j, s). А именно, пусть операторы ĥ(Z, j, s)

являются такими расширениями. Они, очевидно,
индуцируют с.с. расширения Ĥsj = Vsj ĥ(Z, j, s)V

−1
sj

начальных симметрических операторов Ĥin
sj в под-

пространствах Hsj . Тогда прямая ортогональная
сумма парциальных операторов Ĥsj ,

Ĥs =
∑
j

⊕ Ĥsj , (9)
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представляет собой вращательно-инвариантное рас-
ширение начального симметрического оператора
Ĥin

s . И любое с.с. вращательно-инвариантное рас-
ширение начального симметрического оператора
Ĥin

s имеет структуру (9). Спектр гамильтониана Ĥs

дается объединением спектров парциальных ради-
альных гамильтонианов,

spec Ĥs = ∪j spec ĥ(Z, j, s),

а соответствующие собственные функции, связан-
ные с Hsj , получаются из собственных функций опе-
раторов ĥ(Z, j, s) в L

2(R+) с помощью преобразова-
ния Vsj , см. (6).

4. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ РАДИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ

Перейдем к общему решению системы двух ли-
нейных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний для функций f(ρ) и g(ρ),

ȟ(Z, j, s)F (ρ) =WF (ρ),

F (ρ) =

(
f(ρ)

g(ρ)

)
, W ∈ C,

(10)

которое необходимо при исследовании спектра и
собственных функций парциальных радиальных га-
мильтонианов. Действительные значения W в даль-
нейшем будут обозначаться буквой E. Для наших
целей достаточно рассмотреть значенияW , принад-
лежащие верхней комплексной полуплоскости,W =

= E+iy, y ≥ 0. Также нас будет интересовать предел
W → E + i0.

Система (10), записанная покомпонентно, имеет
вид

df

dρ
+
κ

ρ
f(ρ)−

(
W +

g

ρ

)
g(ρ) = 0,

dg

dρ
− κ

ρ
g(ρ) +

(
W +

g

ρ

)
f(ρ) = 0.

(11)

Далее, мы называем уравнения (11) радиальными
уравнениями. Приведем общее решение радиальных
уравнений, следуя стандартной процедуре [12, 16].
Сделаем следующую замену функций и перемен-
ных:

f(ρ) = zΥe−z/2 [Q(z) + P (z)] ,

g(ρ) = izΥe−z/2 [Q(z)− P (z)] ,

z = −2iWρ, Υ2 = κ2 − g2.

В новых переменных и для новых функций получим

z
d2Q(z)

dz2
+ (β − z)

dQ(z)

dz
− αQ(z) = 0,

P (z) = − 1

κ

(
z
d

dz
+ α

)
Q(z),

β = 1 + 2Υ, α = α+, α+ = Υ− ig.

(12)

Видно, что уравнение (12) для функции Q(z)

представляет собой известное конфлюэнтное гипер-
геометрическое уравнение. Пусть Υ �= −n/2, n ∈ N.
В этом случае общее решение конфлюэнтного гипер-
геометрического уравнения является линейной ком-
бинацией стандартных гипергеометрических функ-
ций Φ(α, β; z) и Ψ(α, β; z),

Q(z) = AΦ(α, β; z) +BΨ(α, β; z),

где A, B — произвольные постоянные, а

Ψ(α, β; z) =
Γ(1− β)

Γ(α− β + 1)
Φ(α, β; z)+

+
Γ(β − 1)

Γ(α)
z1−βΦ(α− β + 1, 2− β; z).

Используя соотношения(
z
d

dz
+ α

)
Φ(α, β; z) = αΦ(α + 1, β; z),(

z
d

dz
+ α

)
Ψ(α, β; z) = α(α− β + 1)Ψ(α+ 1, β; z),

α− β + 1 = −α−, α+α− = κ2,

α− = Υ+ ig, a =
α

κ
,

найдем общее решение системы (11) в виде

Q(z) = ÃΦ(α, β; z) +BΨ(α, β; z),

P (z) = −ÃaΦ(α+ 1, β; z) +BκΨ(α+ 1, β; z).

Как следует из равенств

Φ(α + 1, β; z) = ezΦ(β − α− 1, β;−z),

i
1 + a

1− a
=
κ+Υ

g
,

общее решение радиальных уравнений можно пред-
ставить в следующей форме:

F (ρ,Υ,W ) = AX(ρ,Υ,W )+

+BzΥe−z/2 [Ψ(α, β; z)�+−κΨ(α+ 1, β; z)�−] ,

�± = (±1, i)T , Ã =
(−2iW )−Υ

1− a
A,

(13)
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где введен дублет X(ρ,Υ,W ),

X(ρ,Υ,W ) = zΥ
[
e−z/2Φ(α, β; z)�+ +

+ aez/2Φ(α+ 1, β; z)�−
]
=

=
1− a

2
(−2iWρ)Υ [Φ+(ρ,Υ,W ) +

+ Φ−(ρ,Υ,W ) Ξ] d+,

Φ+(ρ,Υ,W ) = eiWρΦ(α, 1 + 2Υ,−2iWρ)+

+ e−iWρΦ(α−, 1 + 2Υ, 2iWρ),

Φ−(ρ,Υ,W ) =
1

iW

[
eiWρΦ(α, 1 + 2Υ,−2iWρ) −

− e−iWρΦ(α−, 1 + 2Υ, 2iWρ)
]
,

Ξ =

(
0 W

−W 0

)
, d± =

(
1,
κ±Υ

g

)T

.

В дальнейшем будем использовать некоторые
частные решения радиальных уравнений, соответ-
ствующие определенному выбору констант A и B и
параметра Υ.

Введем новую величину Υ+ следующим образом:

Υ+ = Υ+(g, j) =

{
γ =

√
κ2 − g2 ≥ 0, g ≤ |κ|,

iσ = i
√
g2 − κ2, σ > 0.

Эта величина как функция параметра g имеет ну-
ли в точках g = gc(j) = |κ| = |j|. В случае Υ+ �= 0

(g �= gc(j)) мы имеем два линейно независимых ре-
шения F1 и F2, образующих фундаментальную си-
стему решений системы (11),

F1(ρ;W ) = F (ρ,Υ+,W )|A=1, B=0 =

= ρΥ+d+ +O(ρΥ++1), ρ→ 0,

F2(ρ;W ) = F (ρ,−Υ+,W )|A=1, B=0 =

= ρ−Υ+d− +O(ρ−Υ++1), ρ→ 0.

Заметим, что оба дублета F1 и F2 являются веще-
ственными целыми функциями от W . Их вронски-
ан легко находится, Wr(F1, F2) = −2Υ+g

−1. Если
ImW > 0, то оба дублета F1(ρ;W ) и F2(ρ;W ) экспо-
ненциально растут при ρ → ∞. Для вещественных
значений W = E дублеты F1 и F2 могут быть запи-
саны в терминах кулоновских функций [17],

Fα(η; r) =
|Γ(α+ 1 + iη)|

Γ(2α+ 2)
(2r)αr e−πη/2−ir ×

× Φ(α+ 1− iη, 2α+ 2, 2ir).

Для Υ+ = γ имеем

F1(ρ;E) =
2Γ(2γ)e−πg̃/2

|Γ(γ − ig̃)| ×

× |2E|−γ
(u+(γ)Fγ−1(−g̃, |E| ρ) −

− sgn(sjE)u−(γ)Fγ(−g̃, |E| ρ)) ,
F2(ρ;E) = F1(ρ;E)|γ→−γ ,

u+(Υ) =

⎛⎝ 1
Υ− sj

g

⎞⎠ , u−(Υ) =

⎛⎝Υ− sj

g

1

⎞⎠ ,

g̃ = sgn(E)g .

(14)

При Υ+ = iσ, σ > 0 имеем другое представление:

F1(ρ;E) = 2Γ(2iσ)

√
(σ − g̃) sh(σ − g̃)

π
×

× e−πg̃/2 |2E|−iσ

[
u+(iσ)Fiσ−1(−g̃, |E| ρ) −

− sj

g̃ − σ
u−(iσ)Fiσ(−g̃, |E| ρ)

]
,

F2(ρ;E) = F1(ρ;E).

Еще одно полезное решение F3 дается выраже-
нием (13) при A = 0, Υ = Υ+ и специальном выборе
параметра B = B(W ),

F3(ρ;W ) = B(W )zΥe−z/2 [Ψ(α, β; z)�+ −
− b−Ψ(α+ 1, β; z)�−] =

= Γ(−2Υ+)F1(ρ;W )− gω(W )

2Υ+
F2(ρ;W ),

где

ω(W ) = −iΓ(1 + 2Υ+)Γ(−α−)
aΓ(α) [κ− Υ+]

(
2e−iπ/2W

)−2Υ+

=

= −Wr(F1, F3),

B(W ) =
1

2
Γ(−α−)

[
1 +

κ+Υ+

ig

](
2e−iπ/2W

)−Υ+

.

Если ImW > 0, то дублет F3(ρ;W ) убывает экспо-
ненциально при ρ → ∞ (с точностью до некоторого
полинома).

5. CАМОСОПРЯЖЕННЫЕ РАДИАЛЬНЫЕ
ГАМИЛЬТОНИАНЫ

Поскольку все возможные с.с. парциальные ра-
диальные гамильтонианы ĥ(Z, j, s) ассоциируются с
общим дифференциальным выражением ȟ(Z, j, s) в
(8), их определение сводится к указанию их облас-
ти определения Dh(Z,j,s) ⊂ L2(R+). Каждый опе-
ратор ĥ(Z, j, s) представляет собой с.с. расширение
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начального симметрического оператора ĥin(Z, j, s) в
(7), определенного в пространстве C∞

0 (R+) гладких
дублетов с компактным носителем на полуоси R+.
В то же время каждый оператор ĥ(Z, j, s) есть с.с.
сужение сопряженного оператора ĥ+in(Z, j, s), кото-
рый действует на так называемой естественной об-
ласти определенияD∗̌

h(Z,j,s)
(R+) для ȟ(Z, j, s), состо-

ящей из дублетов F (ρ) ∈ L
2(R+), абсолютно непре-

рывных в пространстве R+, и таких, что

ȟ(Z, j, s)F (ρ) ∈ L
2(R+),

Dhin(Z,j,s) ⊂ Dh(Z,j,s) ⊆ D∗̌
h(Z,j,s)

(R+).

Поскольку коэффициентные функции диффе-
ренциальной операции ȟ(Z, j, s) действительны, ин-
дексы дефекта исходного симметрического опера-
тора ĥin(Z, j, s) равны, так что с.с. расширения
ĥ(Z, j, s) существуют для любых значений парамет-
ров Z и j.

Согласно работам [10, 12], с.с. расширения
ĥ(Z, j, s) оператора ĥin(Z, j, s) будем строить как
с.с. сужения сопряженного оператора ĥ+in(Z, j, s),
которые определяются некоторыми асимптотиче-
скими с.с. граничными условиями.

Оценим асимметрию оператора ĥ+in(Z, j, s) в тер-
минах (асимптотических) граничных значений дуб-
летов из его области определения D∗̌

h(Z,j,s)
(R+). Для

этого введем квадратичную форму асимметрии Δ∗
для оператора ĥ+in(Z, j, s) соотношением

Δ∗(F ) =

=
(
F, ĥ+inF

)
−
(
ĥ+inF, F

)
= 2i Im

(
F, ĥ+inF

)
=

=

∞∫
0

F+(ρ)
(
ȟF

)
(ρ) dρ−

∞∫
0

(
ȟF

)+
(ρ)F (ρ) dρ. (15)

Форма (15) показывает, в какой мере оператор
ĥ+in(Z, j, s) отклоняется от симметрического опера-
тора. Если Δ∗ ≡ 0, то оператор ĥ+in(Z, j, s) является
симметрическим и поэтому с.с. оператором. Тогда
ĥin(Z, j, s) является существенно с.с. оператором и
его единственным с.с. расширением является сопря-
женный ему оператор ĥ+in(Z, j, s). Если Δ∗ �= 0, то
с.с. оператор ĥ(Z, j, s) находится как сужение опера-
тора ĥ+in(Z, j, s) на область Dh(Z,j,s) ⊆ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+),

такую, что сужение формы Δ∗ на Dh(Z,j,s) равно
нулю, и область Dh(Z,j,s) нельзя расширить с сохра-
нением условия Δ∗ ≡ 0.

При помощи интегрирования по частям в правой
части (15) и с учетом (8) легко увидеть, что форма
асимметрии Δ∗ задается выражением

Δ∗(F ) = [F ] (∞)− [F ] (0), [F ] (∞) = lim
ρ→∞ [F ] (ρ),

[F ] (0) = lim
ρ→0

[F ] (ρ),

[F ] (ρ) = −iF+(ρ)σyF (ρ) = −
[
f(ρ)g(ρ)− g(ρ)f(ρ)

]
.

Из квадратичной интегрируемости дублета
ȟ(Z, j, s)F для F ∈ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+) следует квад-

ратичная интегрируемость производной F ′(ρ) на
бесконечности. Отсюда следует, что любой дуб-
лет F ∈ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+) убывает на бесконечности,

[F ] (∞) = 0, и форма асимметрии Δ∗ определяется
поведением данных дублетов в нуле:

Δ∗(F ) = − [F ] (0) =

= lim
ρ→0

(
f(ρ)g(ρ)− g(ρ)f(ρ)

)
. (16)

Для вычисления формы асимметрии (16) нам
необходимо иметь явный вид дублетов F из обла-
сти определения D∗̌

h(Z,j,s)
(R+). В связи с этим заме-

тим, что данные дублеты можно рассматривать как
квадратично интегрируемые решения неоднородно-
го дифференциального уравнения ȟ(Z, j, s)F (ρ) =

= G(ρ) с правой частью G, принадлежащей L
2(R+).

Любое решение данного неоднородного дифферен-
циального уравнения может быть представлено в
виде

F (ρ) = c1u1(ρ) + c2u2(ρ) + I1(ρ) + I2(ρ),

c1, c2 = const,

u1(ρ) = d+ρ
Υ+ ,

u2(ρ) =

⎧⎨⎩ d−ρ−Υ+ , g �= gc(j),

d0(ρ), g = gc(j),

ȟ(Z, j, s)uk(ρ) = 0,

d± =

⎛⎝ 1

(κ±Υ+)/g

⎞⎠ ,

d0(ρ) =

⎛⎝ln ρ− ζ(j, s)g−1
c (j)

ζ(j, s) ln ρ

⎞⎠ ,

ζ(j, s) = sgn(κ) = −s sgn(j),

(17)

где I1(ρ) и I2(ρ) — частные решения неоднородного
уравнения,
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I1(ρ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

g

2Υ+

ρ0∫
ρ

[u1(ρ)⊗ u2(ρ
′)]G(ρ′)dρ′, Υ = Υ+ ≥ 1/2, ρ0 > 0,

− g

2Υ+

ρ∫
0

[u1(ρ)⊗ u2(ρ
′)]G(ρ′)dρ′, Υ = Υ+ < 1/2, Υ = iσ, σ > 0,

gc(j)

ρ∫
0

[u1(ρ)⊗ u2(ρ
′)]G(ρ′)dρ′, Υ = 0,

I2(ρ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

g

2Υ+

0∫
ρ

[u2(ρ)⊗ u1(ρ
′)]G(ρ′)dρ′, Υ �= 0,

−gc(j)
ρ∫

0

[u2(ρ)⊗ u1(ρ
′)]G(ρ′)dρ′, Υ = 0.

(18)

Выражения (17) и (18) позволяют найти асимптоти-
ческое поведение дублетов в нуле и вычислить фор-
му асимметрии (16). Из (17) и (18) следует, что по-
ведение дублетов F в нуле существенным образом
зависит от значений параметров j и Z.

Удобно разбить верхнюю полуплоскость (j, Z)
на так называемую несингулярную и сингуляр-
ную области, в которых проблема нахождения с.с.
расширений ĥin(Z, j, s) имеет принципиально раз-
ные решения. Эти области разделяются симметрич-
ной сингулярной кривой Z = Zs(j), где Zs (j) =

= α−1
F ε

√
j2 − 1/4, на которой g = gs(j) =

√
j2 − 1/4

иΥ+ = γ = 1/2. Несингулярная область определяет-
ся неравенством Z ≤ Zs(j), что эквивалентно нера-
венству Υ+ = γ ≥ 1/2. Сингулярная область опре-
деляется неравенством Z > Zs(j), что равносильно
соотношению 0 ≤ Υ+ = γ < 1/2 или Υ+ = iσ, σ > 0.
Так как сингулярная кривая является верхней гра-
ницей несингулярной области, значение Zs(j) будем
называть максимальным несингулярным значением
Z для данного j.

Мы делим сингулярную область на три под-
множества: субкритическую, критическую и сверх-
критическую. Субкритическая область определяет-
ся неравенствами Zs(j) < Z < Zc(j), что эквива-
лентно 0 < Υ+ = γ < 1/2, где Zc(j) = α−1

F ε |j|.
Значение Zc(j) будем называть критическим значе-
нием Z для данного j. Критическая область пред-
ставляет собой критическую кривую Z = Zc(j), что
равносильно g = gc(j) = |j| или Υ+ = γ = 0.
Сверхкритическая область определяется неравенст-
вом Z > Zc(j) = α−1ε |j|, которое эквивалентно то-
му, что Υ+ = iσ, где σ =

√
g2 − j2 > 0.

Далее, будем строить с.с. радиальные гамиль-
тонианы ĥ(Z, j, s) как с.с. расширения оператора

ĥin(Z, j, s) в каждой из четырех областей изменения
заряда примеси Z.

5.1. Несингулярная область

Вычислим форму асимметрии (16) для несингу-
лярной области Z ≤ Zs(j), Υ+ = γ ≥ 1/2. Для инте-
гралов (18) справедлива оценка

I1(ρ) = O(ρ1/2), I2(ρ) = O(ρ1/2), ρ→ 0. (19)

Из (17) следует, что функция u2(ρ) ∼ ργ квадра-
тично интегрируема в начале координат, а функция
u2(ρ) ∼ ρ−γ не является квадратично интегрируе-
мой. Дублеты F ∈ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+) определяются вы-

ражением (17) c c2 = 0 и ведут себя как O(ρ1/2) при
ρ→ 0. Тогда форма асимметрии равна нулю во всей
области D∗̌

h(Z,j,s)
(R+).

Отсюда следует, что в несингулярной области
каждый парциальный радиальный гамильтониан
определяется единственным образом, ĥ1(Z, j, s) =

= ĥ+in(Z, j, s). Здесь нижний индекс «1» использует-
ся как символ несингулярной области (нижние ин-
дексы «2», «3», «4» вместе с другими соответствую-
щими индексами будут относиться к определенным
подобластям сингулярной области).

Другими словами, начальный симметрический
оператор ĥin(Z, j, s) является существенно с.с. опе-
ратором, так как его индексы дефекта равны (0, 0),
а область определения оператора ĥ1(Z, j, s) являет-
ся естественной областью определения для ȟ(Z, j, s),
Dh1(Z,j,s) = D∗̌

h(Z,j,s)
(R+).

Проведем спектральный анализ с.с. оператора
ĥ1(Z, j, s). Построим функцию Грина данного опе-
ратора:
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G(ρ, ρ′;W ) =

= ω−1(W )

{
F3(ρ;W )⊗ F1(ρ

′;W ), ρ > ρ′,

F1(ρ;W )⊗ F3(ρ
′;W ), ρ < ρ′.

В качестве дублета, определяющего направляю-
щий функционал, выберем вещественно-целый дуб-
лет U1(ρ;W ) = F1(ρ;W ). Так же как и в массивном
случае, можно показать, что данный направляющий
функционал является простым (см. [12]). Производ-
ная σ′(E) спектральной функции связана с функци-
ей Грина и простым направляющим функционалом
U1(ρ;W ) соотношением

U1(c;E)⊗U1(c;E)σ′(E) = π−1 ImG(c−0, c+0;E+i0),

где c — произвольная точка в интервале (0;∞).
Случай полуцелых значений параметра γ = �/2,

� ∈ N, требует дополнительного исследования,
так как дублет F2(ρ;W ) имеет сингулярность вида
Γ(−2γ) в точке γ = �/2,

lim
γ→�/2

F2(ρ;W )

Γ(−2γ)
= −a�(W ) F1(ρ;W )|γ=�/2 ,

a�(W ) = 2γ
[
g ω(W )|γ=�/2

]−1

,

где функция a�(W ) представляет собой полином по
W с вещественными коэффициентами:

a�(W ) =
2�πγ

g �!

(
2− �

κ

)
×

× e−πg − (−1)�eπg

[(−1)� − ch(2πg)] |Γ (ig − �/2)|2
W �.

В окрестности �−1 < 2γ < �+1, � ∈ N, точки γ = �/2

дублет F2(ρ;W ) может быть представлен в виде

F2(ρ;W ) = −a�(W )Γ(−2γ)F1(ρ;W )+U�(ρ;W ), (20)

где дублет U�(ρ;W ) является вещественно-целым,
имеет конечный предел при γ → �/2 и удовлетво-
ряет радиальным уравнениям (11). Из (20) следует,
что

U�(ρ;W ) = d−ρ−γ +O(ρ1−γ)

при ρ→ 0.
Так как дублеты F1(ρ;W ) и U�(ρ;W ) линейно

независимы, Wr(F1, U�) = −2γ/g �= 0, то в окрестно-
сти �− 1 < 2γ < �+1 точки γ = �/2 дублет F3(ρ;W )

допускает разложение:

F3(ρ;W ) = ω(W )

[
A�(W )F1(ρ;W ) +

g

2γ
U�(ρ;W )

]
,

A�(W ) = Γ(−2γ)
[
ω−1(W )− ω−1(W )

∣∣
γ=�/2

]
.

Тогда для �− 1 < 2γ < �+ 1 имеем

G(c− 0, c+ 0, E + i0) =

= A�(E + i0)F1(c;E)⊗ F1(c;E)+

+
g

2γ
F1(c;E)⊗ U�(c;E).

В силу действительности дублетов F1(c;E) и
U�(c;E) производная спектральная функция пред-
ставима следующим образом:

σ′
1(E) = π−1 ImA�(E + i0).

Заметим, что функция A�(E + i0) непрерывна по γ
в точке γ = �/2. Поэтому мы можем положить

σ′
1(E)|γ=�/2 = lim

γ→�/2
σ′
1(E)|γ 	=�/2 ,

σ′
1(E)|γ 	=�/2 = π−1Γ(−2γ) Imω−1(E + i0).

В тех точках, в которых ω(E + i0) отлична от нуля,
спектральная функция имеет вид

σ′
1(E) = π−1Γ(−2γ) Imω−1(E) =

=

[
|2E|γ

|Γ(ig − γ)|Γ(2γ + 1)

]2
×

× π(κ− γ)esgn(E)πg

κ (ch (2πg)− cos (2πγ))
> 0.

Так как функция ω(E) отлична от нуля для всех E,
непрерывна на (−∞, 0) ∪ (0;∞) и принимает ком-
плексные значения, то значения E ∈ (−∞,∞) яв-
ляются точками непрерывного спектра оператора
ĥ1(Z, j, s). В данных точках спектра функция σ′

1(E)

положительна, σ′
1(E) = Q2

1(E) > 0, где Q1(E) =

=
√
σ′
1(E) — нормировочный множитель для со-

ответствующей (обобщенной) собственной функции
U1(ρ;E) непрерывного спектра.

Таким образом, спектр каждого парциального
радиального гамильтониана ĥ1(Z, j, s) в несингуляр-
ной области является простым (невырожденным) и
состоит только из непрерывного спектра,

spec ĥ1 (Z, j, s) = (−∞,∞).

Ортонормированные (обобщенные) собственные
функции U1E(ρ), |E| ≥ 0 непрерывного спектра, от-
вечающие парциальным радиальным гамильтониа-
нам ĥ1(Z, j, s), образуют полную ортонормирован-
ную систему в пространстве L

2(R+) в смысле фор-
мул обращения (см. [12]) и имеют вид
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U1E(ρ) = Q1(E)F1(ρ;E), Q1(E) =
√
σ′
1(E) =

=
|2E|γ esgn(E)πg/2

|Γ(ig − γ)|Γ(2γ + 1)
×

×

√
π(κ− γ)

κ [ch (2πg)− cos (2πγ)]
. (21)

5.2. Субкритическая область

В субкритической области изменения заряда,
Zs(j) < Z < Zc(j), выполняется соотношение 0 <

< Υ+ = γ < 1/2. Здесь для интегралов (18) оста-
ется справедливой оценка (19). Так как функции
u1(ρ) ∼ ργ и u2(ρ) ∼ ρ−γ квадратично интегрируе-
мы в начале координат для γ < 1/2, то для дублетов
F ∈ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+) имеем

F (ρ) = c1ρ
γ + c2ρ

−γ +O(ρ1/2), ρ→ 0. (22)

Отсюда следует, что форма асимметрии является
нетривиальной антиэрмитовой квадратичной фор-
мой по коэффициентам асимптотики (22):

Δ∗(F ) =
2γ

g
(c2c1 − c1c2) .

Это означает, что индексы дефекта оператора
ĥin(Z, j, s) равны (1, 1) и существует семейство с.с.
расширений ĥ2,ν(Z, j, s) данного оператора, кото-
рые параметризуются параметром ν ∈ [−π/2, π/2],
−π/2 ∼ π/2, и характеризуются с.с. граничными
условиями в начале координат,

F (ρ) = c[ργd+ cos ν + ρ−γd− sin ν] +O(ρ1/2),

ρ→ 0,
(23)

где c — произвольное комплексное число. Таким об-
разом, область определения Dh2,ν(Z,j,s) гамильтони-
ана ĥ2,ν(Z, j, s) имеет вид

Dh2,ν(Z,j,s) =
{
F (ρ) : F (ρ) ∈ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+) ,

F удовлетворяет (23)
}
.

Обратимся к спектральному анализу с.с. опера-
торов ĥ2,ν(Z, j, s). В качестве дублета, определяю-

щего простой направляющий функционал, выберем
вещественно-целый дублет

U2,ν(ρ;W ) = F1(ρ;W ) cos ν + F2(ρ;W ) sin ν.

Построим соответствующую функцию Грина:

G(ρ, ρ′;W ) =

= ω−1
1 (W )

{
F3(ρ;W )⊗ U2,ν(ρ

′;W ), ρ > ρ′,
U2,ν(ρ;W )⊗ F3(ρ

′;W ), ρ < ρ′,

ω1(W ) = −Wr(F1, F3) =

= ω(W ) cos ν + g−1Γ(1− 2γ) sin ν,

а дублет F3(ρ;W ) запишем в форме

F3(ρ;W ) =
g

2γ

[
ω̃1U2,ν(ρ;W ) + ω1Ũ2,ν(ρ;W )

]
,

Ũ2,ν(ρ;W ) = −F1(ρ;W ) sin ν + F2(ρ;W ) cos ν,

ω̃1(W ) = ω(W ) sin ν − g−1Γ(1− 2γ) cos ν.

Тогда

G(c− 0, c+ 0, E + i0) =

= ω−1
2,ν(E + i0)U2,ν(c;E)⊗ U2,ν(c;E)+

+
g

2γ
U2,ν(c;E)⊗ Ũ2,ν(c;E),

ω2(W ) =
2γω1(W )

g ω̃1(W )
=

=
2γ

g

ω(W ) cos ν + g−1Γ(1− 2γ) sin ν

ω(W ) sin ν − g−1Γ(1− 2γ) cos ν
.

Дублеты U2,ν(ρ;E) и Ũ2,ν(ρ;E) действительны и
производная σ′

2,ν(E) спектральной функции имеет
вид

σ′
2,ν(E) =

1

π
Im

1

ω2,ν(E + i0)
.

Функция ω2(E) непрерывна, отлична от нуля и
ω2,ν(E+ i0) = ω2,ν(E). Тогда для производной спек-
тральной функции имеем выражение

σ′
2,ν(E) =

A(E) [ctg(πg) + δ sh(πg)] sin(2πγ)

[ch(2πg)− cos(2πγ)] cos ν +A2(E)(πγ/g)2(1− cos(2ν)) +BδA(E) ch(2ν)
,

A(E) =
κ− γ

2γκ
|Γ(ig − γ)|2 Γ(1− 2γ)

Γ(1 + 2γ)
|2E|2γ , δ = sgn(E),

Bδ =
4πγ

g

[
cos2(πγ) sh(πg)− δ sin2(πγ) ch(πg)

]
.

1079



А. И. Бреев, Д. М. Гитман ЖЭТФ, том 159, вып. 6, 2021

Функция σ′
2,ν(E) непрерывна и, следовательно,

спектр оператора ĥ2,ν(Z, j, s) является непрерыв-
ным и простым,

spec ĥ2,ν (Z, j, s) = (−∞,∞).

В итоге нормированные (обобщенные) собственные
функции U2,ν(ρ), соответствующие непрерывному
спектру и дающиеся выражениями

U2,ν,E(ρ) = Q2,ν(E)U2,ν(ρ;E) =

= Q2,ν(E) [F1(ρ;E) cos ν + F2(ρ;E) sin ν] ,

Q2,ν(E) =
√
σ′
2,ν(E),

(24)

образуют полную ортонормированную систему в
пространстве L2(R+) в смысле формул обращения.

5.3. Критическая область

Критическая область определяется критической
кривой Z = Zc(j), на которой g = gc(j) и Υ+ =

= γ = 0. Отметим, что в данной области физические
значения пар j (полуцелое число) и Z (целое чис-
ло) лежат на критической кривой для очень специ-
альных значений «постоянной тонкой структуры»
в графене, αF /ε, αF /ε = |j|/Z. В частности, если
αF /ε — иррациональное число, никакая физическая
пара (j, Z) не лежит на критической кривой.

В этой области асимптотическое поведение дуб-
летов F ∈ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+) дается формулами (17) с

учетом того, что

I1(ρ) = O(ρ1/2 ln ρ), I2(ρ) = O(ρ1/2 ln ρ),

при γ = 0, ρ→ 0:

F (ρ) = c1d+ + c2d0(ρ) +O(ρ1/2 ln ρ), ρ→ 0.

Отсюда для формы асимметрии получаем

Δ∗(F ) = g−1
c (j) (c1c2 − c2c1) .

Следовательно, в этой области также имеется
однопараметрическое семейство с.с. расширений
ĥ3,ν(Z, j, s), ν ∈ [−π/2, π/2], −π/2 ∼ π/2, которые
задаются асимптотическими с.с. граничными усло-
виями

F (ρ) = c[d0(ρ) cos ν + d+ sin ν] +

+O(ρ1/2 ln ρ), ρ→ 0, (25)

где постоянный дублет d+ = d+|γ=0 = (1, ζ)
T и

дублет d0(ρ), зависящий от ρ, определяется в (17).

Таким образом, область определения Dh3,ν(Z,j,s) га-
мильтониана ĥ3,ν(Z, j, s) имеет вид

Dh3,ν(Z,j,s) =
{
F (ρ) : F (ρ) ∈ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+) ,

F удовлетворяет (25)
}
.

Отметим, что в случае Υ+ = γ = 0 дублеты F1

и F2 совпадают. Поэтому в качестве двух линейно
независимых решений радиальных уравнений (11)
при γ = 0 выберем два линейно независимых ве-
щественно-целых решения F

(0)
1 (ρ;W ), F (0)

2 (ρ;W ) и
их линейную комбинацию F

(0)
3 . А именно:

F
(0)
1 (ρ;W ) = F1(ρ;W )|γ=0 = d+ +O(ρ), ρ→ 0,

F
(0)
2 (ρ;W ) = ∂γF1(ρ;W )|γ=0 −

ζ(j, s)

gc(j)
F

(0)
1 (ρ;W ) =

= d0(ρ) +O(ρ ln ρ), ρ→ 0.

Соответствующий вронскиан имеет вид

Wr(F
(0)
1 , F

(0)
2 ) = g−1

c (j).

В качестве аналога дублета F3(ρ;W ) при γ = 0 возь-
мем дублет

F
(0)
3 (ρ;W ) = − lim

γ→0
F3(ρ;W ) =

= F
(0)
2 (ρ;W ) + f(W )F

(0)
1 (ρ;W ),

где
f(W ) = gc(j)ω

(0)(W ),

ω(0)(W ) = −Wr(F
(0)
2 , F

(0)
3 ) =

= g−1
c (j)

[
ln
(
2e−iπ/2W

)
+

+
ζ(j, s) + i

2gc(j)
+ ψ(−igc(j)) − 2ψ(1)

]
,

ψ(x) =
Γ′(x)
Γ(x)

.

Спектральный анализ операторов ĥ3,ν(Z, j, s)

проводится аналогично случаю субкритической об-
ласти и мы представим здесь только его окончатель-
ные результаты. В качестве дублета, определяющего
простой направляющий функционал, выберем вели-
чину

U3,ν(W ) = F
(0)
1 (ρ,W ) sin ν + F

(0)
2 (ρ,W ) cos ν,

которая является вещественно-целой поW и удовле-
творяет c.с. асимптотическим граничным условиям
(25). Функция Грина оператора ĥ3,ν(Z, j, s) дается
выражением
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G(ρ, ρ′;W ) =

= ω−1
3 (W )

{
F

(0)
3 (ρ;W )⊗ U3,ν(ρ

′;W ), ρ > ρ′,

U3,ν(ρ;W )⊗ F
(0)
3 (ρ′;W ), ρ < ρ′,

ω3(W ) = −Wr
(
U3,ν , F

(0)
3

)
=

= g−1
c (j) [f(W ) cos ν − sin ν] .

Тогда

G(c− 0, c+ 0, E + i0) =

= ω−1
3,ν(E + i0)U3,ν(c;E)⊗ U3,ν(c;E)+

+ gc(j)U3,ν(c;E)⊗ Ũ3,ν(c;E),

ω3,ν(W ) = g−1
c (j)

f(W ) cos ν − sin ν

f(W ) sin ν + cos ν
,

Ũ3,ν(ρ;W ) = F
(0)
1 (ρ,W ) cos ν − F

(0)
2 (ρ,W ) sin ν.

Производная σ′
3,ν(E) этой спектральной функции

имеет вид

σ′
3,ν(E) =

1

π
Im

1

ω3,ν(E + i0)
.

Базисная функция ω3,ν(E) отлична от нуля для всех
E, непрерывна и принимает комплексные значения.
Следовательно,

σ′
3,ν(E) =

1

π
Im

1

ω3,ν(E)
=

= − gc(j)Bδ/π

(A2
ζ + В2

δ) cos
2 ν −Aζ sin(2ν) + sin2 ν

,

Aζ = Re f(W ) = −2ψ(1) + ζ(j, s)g−1
c (j)/2+

+ ln |2E|+Reψ (−igc(j)) ,

Bδ = Im f(W ) =
(
g−1
c (j)− π

) δ
2
+

+ Imψ (−igc(j)) , δ = sgn(E).

Простой спектр гамильтониана ĥ3,ν(Z, j, s) дает-
ся выражением

spec ĥ3,ν (Z, j, s) = (−∞,∞).

Нормированные (обобщенные) собственные функ-
ции U3,ν(ρ), отвечающие непрерывному спектру,
имеют вид

U3,ν,E(ρ) = Q3,ν(E)U3,ν(ρ;E) =

= Q3,ν(E)
[
F

(0)
1 (ρ;E) cos ν + F

(0)
2 (ρ;E) sin ν

]
,

Q3,ν(E) =
√
σ′
3,ν(E),

(26)

и образуют полную ортонормированную систему в
пространстве L2(R+) в смысле формул обращения.

5.4. Сверхкритическая область

Сверхкритическая область определяется услови-
ями Z > Zc(j) и Υ+ = iσ, где σ =

√
g2 − j2 > 0. В

этой области асимптотическое поведение дублетов
F ∈ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+) определяется выражением (17),

где I1(ρ) = O(ρ1/2), I2(ρ) = O(ρ1/2), при ρ→ 0:

F (ρ) = c1ρ
iσd+ + c2ρ

−iσd− +O(ρ1/2), ρ→ 0.

Для формы асимметрии получаем

Δ∗(F ) = 2iσg−1
(
|c1|2 − |c2|2

)
.

В этой области мы снова имеем однопараметри-
ческое семейство с.с. расширений ĥ4ν(Z, j, s), ν ∈
∈ [−π/2, π/2],−π/2 ∼ π/2, которые задаются асимп-
тотическими с.с. граничными условиями:

F (ρ) = c[ieiνρiσd+ − ie−iνρ−iσd−] +O(ρ1/2),

ρ→ 0.
(27)

Отсюда следует, что область определенияDh4,ν(Z,j,s)

гамильтониана ĥ4,ν(Z, j, s) имеет вид

Dh4,ν(Z,j,s) =
{
F (ρ) : F (ρ) ∈ D∗̌

h(Z,j,s)
(R+)

и F удовлетворяет (27)
}
.

Спектральный анализ операторов ĥ4,ν(Z, j, s)

проводится аналогично предыдущим случаям, пред-
ставляем здесь только окончательные результаты. В
качестве дублета, определяющего простой направ-
ляющий функционал, выберем

U4,ν(ρ;W ) = ieiνF1(ρ,W ) sin ν − ie−iνF2(ρ,W ),

который является вещественно-целым по W и удо-
влетворяет c.с. асимптотическим граничным усло-
виям (27). Функция Грина оператора ĥ4,ν(Z, j, s)

определяется выражением

G(ρ, ρ′;W ) =

= ω−1
4 (W )

{
F3(ρ;W )⊗ U4,ν(ρ

′;W ), ρ > ρ′,
U4,ν(ρ;W )⊗ F3(ρ

′;W ), ρ < ρ′,

ω4(W ) = −Wr(U4,ν , F3) =

= −ie−iν Γ(1− 2iσ)

g

[
1− gω(W )

Γ(1− 2iσ)
e2iν

]
,

6 ЖЭТФ, вып. 6
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из которого следует

G(c− 0, c+ 0, E + i0) =

= ω−1
4,ν(E + i0)U4,ν(c;E)⊗ U4,ν(c;E)−

− g

4σ
U4,ν(c;E)⊗ Ũ4,ν(c;E),

ω4,ν(W ) = −4iσg−1 1− e2iνgω(W )/Γ(1− 2iσ)

1 + e2iνgω(W )/Γ(1− 2iσ)
,

Ũ4,ν(ρ;W ) = eiνF1(ρ,W ) + e−iνF2(ρ,W ).

Производная σ′
4,ν(E) спектральной функции имеет

вид

σ′
4,ν(E) =

1

π
Im

1

ω4,ν(E + i0)
.

Базисная функция ω4,ν(E) отлична от нуля, непре-
рывна и принимает комплексные значения. Тогда

σ′
4,ν(E) =

1

π
Im

1

ω4,ν(E)
= − δ

4σ

A−
A+ +Bs(ν;E)

,

A± =
πg2

4σj

[
sh−1(πσ) − ch−1(πσ)

]
×

×
{
e2πσ sh−1(π [g − δσ])± sh−1(π [g + δσ])

}
,

Bs(ν;E) = 2Re {(j + isσ)Γ (−i(g − σ)) Γ (i(g + σ)) ×
× Γ2(−2iσ) exp (2iσ ln |2E| − 2iν)

}
,

δ = sgn(E).

Спектр гамильтониана ĥ4,ν(Z, j, s) является про-
стым и задается выражением

spec ĥ4,ν (Z, j, s) = (−∞,∞).

Нормированные (обобщенные) собственные функ-
ции U4,ν(ρ), отвечающие непрерывному спектру,
имеют вид

U4,ν(ρ) = Q4,ν(E)U4,ν(ρ;E) =

= iQ4,ν(E)
[
eiνF1(ρ,W )− e−iνF2(ρ,W )

]
,

Q4,ν(E) =
√
σ′
4,ν(E).

(28)

Они образуют полную ортонормированную систему
в пространстве L2(R+) в смысле формул обращения.

6. CАМОСОПРЯЖЕННЫЕ ПОЛНЫЕ
ГАМИЛЬТОНИАНЫ

В разд. 5.1–5.4 мы построили все с.с. парциаль-
ные радиальные гамильтонианы ĥ(Z, j, s) для всех
значений заряда Z как с.с. расширения исходных
симметрических операторов ĥin(Z, j, s) для любых
значений j и s и исследовали спектральные задачи
для этих гамильтонианов.

Было показано, что в сингулярной области из-
менения заряда примеси с.с. парциальные радиаль-
ные гамильтонианы ĥ(Z, j, s) как с.с. расширения
начальных симметрических операторов ĥin(Z, j, s)

не определены однозначно для каждой тройки па-
раметров Z, j и s. Поскольку индексы дефекта m+,
m− каждого симметрического оператора ĥin(Z, j, s)
равны (1, 1) и, следовательно, существует однопа-
раметрическое семейство расширений, такое семей-
ство параметризуется параметром ν ∈ [−π/2, π/2],
−π/2 ∼ π/2. Парциальные радиальные гамильто-
нианы с одинаковыми значениями Z, j и s, но с
разными значениями ν, ассоциированы с одним и
тем же дифференциальным выражением ȟ(Z, j, s),
но различаются своими областями определения, ко-
торые являются подмножествами естественной об-
ласти определения D∗̌

h(Z,j,s)
(R+) для ȟ(Z, j, s) и за-

даются некоторыми асимптотическими граничными
условиями в начале координат, содержащими явно
параметр ν.

Как и в массивном случае [10] и трехмерной ку-
лоновской задаче [12], сингулярная область делит-
ся на три подмножества, которые отличаются ха-
рактером асимптотических с.с. граничных условий
в начале координат. Во всех трех подобластях син-
гулярной области для каждого оператора ĥk,ν суще-
ствует простой направляющий функционал. Отсю-
да следует, что спектр оператора ĥk,ν является про-
стым (невырожденным в физической терминоло-
гии). В таком случае основным инструментом спек-
трального анализа является спектральная функция
σk,ν (E) и ее (обобщенная) производная σ′

k,ν(E), где
E, E ∈ R, — вещественная переменная.

Формула (9) позволяет нам восстановить все с.с.
операторы Ĥs, ассоциированные с дифференциаль-
ным выражением (3) для любого значения парамет-
ра g, а также описать решение соответствующих
спектральных задач для всех гамильтонианов Ĥs.

Введем согласно работе [10] множества значений
заряда, для которых спектральная задача описыва-
ется похожим образом. Эти множества определяют-
ся при помощи функций gc(k) и gs(k), принимающих
значения в характеристических точках k = l + 1/2,
l ∈ Z+,

gc(k) = k, gs(k + 1) =

√
(k + 1)2 − 1

4

и удовлетворяющих следующим неравенствам:

gc(k) < gs(k + 1) < gc(k + 1) < gs(k + 2). (29)

Введем интервалы Δ(k):
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Δ(0) = (0; 1/2) ,

Δ(k) = (gc(k), gc(k + 1)] = (k, k + 1],

(0,∞) = Δ(0) ∪
{
gc

(
±1

2

)}
∪
(⋃

k

Δ(k)

)
.

Как следует из (29), каждый интервал Δ(k) пред-
ставим в виде Δ(k) = ∪i=1,2,3Δi(k), где

Δ1(k) = (gc(k), gs(k + 1)],

Δ2(k) = (gs(k + 1), gc(k + 1)),

Δ3(k) = {gc(k + 1)}.

В соответствии с этим разложением, определим три
множества Gi =

⋃
k Δi(k), i = 1, 2, 3, изменения па-

раметров связи g, таких что любому значению g >

> gc(±1/2) = 1/2 можно сопоставить пару двух це-
лых чисел, k и i = 1, 2, 3: g =⇒ (k, i), такую что
g ∈ Gi. Тогда, как следует из результатов разд. 5.1,
5.2, получим следующую классификацию:

UE(ρ) =

{
U4,ν,E(ρ), |j| ≤ k,

U1E(ρ), |j| ≥ k + 1,
g ∈ Δ1(k),

UE(ρ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
U4,ν,E(ρ), |j| ≤ k,

U2,ν,E(ρ), |j| = k + 1,

U1E(ρ), |j| > k + 1,

g ∈ Δ2(k),

UE(ρ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
U4,ν,E(ρ), |j| ≤ k,

U3,ν,E(ρ), |j| = k + 1,

U1E(ρ), |j| > k + 1,

g ∈ Δ3(k),

UE(ρ) =

{
U2,ν,E(ρ), |j| = 1/2,

U1E(ρ), |j| > 1/2,
g ∈ Δ(0),

UE(ρ) =

{
U3,ν,E(ρ), |j| = 1/2,

U1E(ρ), |j| > 1/2,
g = gc(±1/2).

(30)

Теперь мы можем описать спектральную про-
блему для всех с.с. дираковских гамильтонианов
для всех значений g. Отметим, что из неравенства
g > gs(±1/2) = 0 и (9) следует важный факт: пол-
ный с.с. дираковский гамильтониан Ĥs не определен
однозначно для каждого заряда Z = (εg)/αF .

Рассмотрим собственные векторы Ψsj(r) для с.с.
дираковского гамильтониана Ĥs, которые удовле-
творяют следующей системе уравнений (см. разд. 3):

ȞsΨsj(r) = EΨsj(r), ĴsΨsj(r) = jΨsj(r),

и имеют вид Ψsj(r) = VsjUE(ρ), см. (6).

Для любых констант связи g энергетический
спектр любого с.с. дираковского гамильтониана Ĥs

состоит из непрерывного спектра, занимающего ось
(−∞,∞). Все дублеты UE(ρ) зависят от парамет-
ров расширения, от квантовых чисел j, параметра
s и константы связи g согласно (30). Отметим, что
параметры расширения зависят как от квантовых
чисел j, так и от параметра s.

7. ЛОКАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ СОСТОЯНИЙ

Локальная плотность состояний на единицу по-
верхности в графене определяется выражением

N(ρ;E) =
∑
E′

|Ψ(ρ;E′)|2 δ(E − E′) =

=

∞∑
j=−∞

nj(ρ;E),

nj(ρ;E) = |Ψsj(ρ;E)|2 ,

(31)

см. [8]. Величина N(ρ;E)dE имеет смысл вероятнос-
ти нахождения квазичастицы на элементарной по-
верхности графена в данной точке (φ, ρ) в диапазоне
энергий от E до E + dE. Отметим, что существует
другое определение локальной плотности состояний
в графене, основанное на вычислении мнимой части
функции Грина [18]. Подставляя (5) в (31), получим

nj(ρ;E) =
1

2πr
|UE(ρ)|2 ,

где дублеты UE(ρ) для различных значений заряда
g и углового момента j определяются выражением
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(30). Из равенства ȟ(Z, j, s) = ȟ(Z,−j,−s) следует
nj(ρ;E)|s=+1 = n−j(ρ;E)|s=−1. Отсюда очевидно,
что сумма nj(ρ;E) + n−j(ρ;E) не зависит от выбо-
ра параметра s = ±1. Таким образом, имеет место
сохранение симметрии между выбором двух подре-
шеток в графене в поведении локальной плотности
состояний (31).

Рассмотрим сначала случай малых значений па-
раметра связи g ∈ Δ(0). В этом случае локальная
плотность состояний определяется только некрити-

ческой и субкритической областями изменения за-
ряда:

N(ρ;E) = N0(ρ, ν1;E) =
∑

|j|>1/2

n1
j(ρ;E)+

+ n2,ν1
j=−1/2(ρ;E) + n2,ν1

j=1/2(ρ;E), (32)

где парциальная локальная плотность состояний
n1
j(ρ;E) отвечает некритической области,

n1
j(ρ;E) =

1

2πρ
|U1E(ρ)|2 = |F1(ρ;E)|2 σ′

1(E) =
(2ρ |E|)2γ |Φγ(ρ)|2 eπgδ

ρΓ2 (1 + 2γ) |Γ(ig − γ)|2 [ch(2πg)− cos(2πγ)]
,

Φγ(ρ) = Φ(γ − ig, 1 + 2γ,−2iEρ),

(33)

а n2,ν1
j (ρ;E) соответствует парциальному гамильтониану ĥ2,ν1(Z, j, s) субкритической области, который па-

раметризуется параметром с.с. расширения ν1,

n2,ν1
j (ρ;E) =

1

2πρ
|U2ν1,E(ρ)|

2 1

2π2ρ

�γ(ρ) cos
2 ν1 + �−γ(ρ) sin

2 ν1 +Re(�(ρ)) sin(2ν1)/g

�γ(∞) cos2 ν1 + �−γ(∞) sin2 ν1 +Re(�(∞)) sin(2ν1)/g
,

�γ(ρ) =
|Φγ(ρ)|2

j + sγ
ρ2γ , �(ρ) =

g − iγ

j
Φγ(ρ)Φ

∗
−γ(ρ),

�γ(∞) = lim
ρ→∞ �γ(ρ) =

Γ2(1 + 2γ)e−δπg |2E|−2γ

(j + sγ)Γ(1− ig + γ)Γ(1 + ig + γ)
,

�(∞) = lim
ρ→∞ �(ρ) =

2γ

j

sh (π [g − iγ])

sin (2πγ)
e−δπ(g+iγ).

(34)

В пределе g → 0 величина n1
j(ρ;E) выражается че-

рез функции Бесселя:

lim
g→0

n1
j(ρ;E) =

[
J|j|−1/2(Eρ) + J|j|+1/2(Eρ)

] |E|
4π

,

а суммирование по j, без учета вклада n2,ν1
j (ρ;E)

от субкритической области, приводит к выражению
для свободной плотности состояний квазичастиц в
графене:

lim
g→0

∞∑
j=−∞

n1
j(ρ;E) =

|E|
2π

. (35)

На рис. 1 показаны зависимости плотности состоя-
ний N0(ρ, ν1;E) от энергии квазичастицы для ρ = 1,
g = 0.3. Для малых энергий, E → 0, имеем

n1
j(ρ;E) ∼ (2ρ |E|)2γeπgδ

ρ
Γ−2 (1+2γ) |Γ(ig−γ)|−2

=

= [ch(2πg)− cos(2πγ)]
−1
.

Заметим, что если параметр c.с. расширения ν1
равен нулю, то вклад от субкритической области
совпадает с вкладом от некритической области,

n2,ν1
j (ρ;E)

∣∣∣
ν1=0

= n1
j (ρ;E)

и плотность состояний определяется только некри-
тической областью,

N0(ρ, 0;E) =
∑
j

n1
j(ρ;E).

Если параметр ν1 не равен нулю, то даже для малых
зарядов примеси вклад слагаемых

Nsubcr(ρ, ν1, E) = n2,ν1
j=−1/2(ρ;E) + n2,ν1

j=1/2(ρ;E)

в локальную плотность состояний N0(ρ, ν1;E) при-
водит к появлению локальных максимумов (см.
рис. 1, 2). На рис. 2 изображены зависимости вели-
чины Nsubcr(ρ, ν1, E) от энергии для различных зна-
чений параметра ν1 для ρ = 1, g = 0.3. Мы видим,
что функция Nsubcr(ρ, ν1, E) имеет выраженный ло-
кальный максимум при различных значениях пара-
метра ν1, отличных от нуля.

В окрестности точки E = 0 величина имеет
асимптотику Nsubcr(ρ, ν1, E),
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Зависимости локальной плотнос-
ти состояний N0(ρ, ν1;E) для ρ = 1, g = 0.3 и ν1 = 0, π/6.
Синяя линия описывает локальную плотность состояний в

отсутствие поля

Рис. 2. (В цвете онлайн) Зависимости вклада
Nsubcr(ρ, ν1;E) от энергии E для ρ = 1, g = 0.3 и

различных значений параметра с. с. расширения ν1

Nsubcr(ρ, ν1, E) ∼ 1

C(g)ρ
×

×
[
4 tg ν+2ρ2γ+

(1−2g2) tg2 ν

g2
ρ−2γ

]
|2E|2γ eδπg +

+O
(
|2E|2γ+1

)
, γ =

√
1/4− g2 < 1/2,

C(g) = [ch (2πg)− cos (2πγ)] Γ(1 + 2γ)2 |Γ(ig − γ)|2 .

Отсюда следует, что даже при g → 0 и E → 0 при
ν1 �= 0 вклад субкритической области отличается от
выражения (35) для локальной плотности состояний
свободной частицы наличием расходимости по g:

Nsubcr(ρ, ν1, E) ∼ |E|
2π

[
1 +

2 tg ν

ρ
+

1

2

(
tg ν

gρ

)2
]
,

E → 0, g → 0.

Тем не менее для любых значений параметра ν1 ве-
личина Nsubcr(ρ, ν1, E) при E → 0 с точностью до
множителя ведет себя как |E|2γ , что согласуется с
результатом работы [8]. Используя представление
(14), выражение для n1

j(ρ;E) можно представить че-
рез кулоновские функции (что также согласуется с
результатами работы [8]):

n1
j(ρ;E) =

1

2π2ρ

j2

γ2

(
F2

γ−1 + F2
γ +

2g̃

|j|Fγ−1Fγ

)
,

Fα = Fα(−g̃; |E| ρ).

Для параметров связи g = gc(±1/2) имеем вклад
в локальную плотность состояний от критической
области:

N(ρ;E) = N1(ρ, ν2;E) =
∑

|j|>1/2

n1
j(ρ;E)+

+ n3,ν2
j=−1/2(ρ;E) + n3,ν2

j=1/2(ρ;E), (36)

где n3,ν2
j (ρ;E) соответствует парциальному гамиль-

тониану ĥ3,ν2(Z, j, s) в критической области, ко-
торый параметризуется параметром с.с. расшире-
ния ν2,

n3,ν2
j (ρ;E) =

1

2πρ
|U3,ν2,E(ρ)|

2 =
1

2π2ρ
×

× �
(0)
1 (ρ) sin2 ν2+�

(0)
2 (ρ) cos2 ν2+Re �

(0)
3 (ρ) sin(2ν2)

�
(0)
1 (∞) sin2 ν2+�

(0)
2 (∞) cos2 ν2+Re �

(0)
3 (∞) sin(2ν2)

,

�
(0)
1 (ρ) =

∣∣∣F (0)
1 (ρ)

∣∣∣2 , �
(0)
1 (∞) = − [gc(j) Im f(W )]

−1
,

�
(0)
2 (ρ) =

∣∣∣F (0)
2 (ρ)

∣∣∣2 , �
(0)
2 (∞) = −g−1

c (j)
|f(W )|2

Im f(W )
,

�
(0)
3 (ρ) = F

(0)
1 (ρ)F

(0)∗
2 (ρ),

Re �
(0)
3 (∞) = g−1

c (j)
Re f(W )

Im f(W )
.

Вклад критической области при E → 0 расходится
как квадрат логарифма:

n3,ν2
j=−1/2(ρ;E) + n3,ν2

j=1/2(ρ;E) ∼

∼ 2 + (ln ρ+ tg ν)2

π2ρ
|Im f(W )| ln−2 (2 |E|) .

На рис. 3 показаны зависимости плотности со-
стояний N1(ρ, ν2;E) от энергии квазичастицы для
ρ = 1, g = 0.5.
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Зависимости локальной плотнос-
ти состояний N1(ρ, ν2;E) для ρ = 1, g = 0.5 и ν2 = 0, π/6.
Синяя линия описывает локальную плотность состояний в

отсутствие поля

Для полуцелых значений параметра g ∈ Δ3(k),
g = gc(k), k = 3/2, 5/2, . . . , вклад в локальную плот-
ность состояний дает субкритическая и сверхкрити-
ческая области, в связи с чем эта плотность пара-
метризуется двумя параметрами c.с. расширения ν2
и ν3:

N(ρ;E) = N2(ρ, ν2, ν3;E) =

=

∞∑
|j|>k+1

n1
j(ρ, ν2, ν3;E)+n3,ν2

−(k+1)(ρ;E)+n3,ν2
k+1(ρ;E)+

+
∑

|j| ≤ k

n4,ν3
j (ρ;E), (37)

где n4,ν3
j (ρ;E) соответствует парциальному гамиль-

тониану ĥ4,ν3(Z, j, s) в сверхкритической области,
который параметризуется параметром с.с. расшире-
ния ν3,

n4,ν3
j (ρ;E) =

1

2πρ
|U4,ν3,E(ρ)|

2
σ′
4,ν3(E) =

1

2π2ρ
×

× �1(ρ)− Re {�2(ρ) exp (2i [ν3 + σ ln(ρ)])}
�1(∞)− Re {�2(∞) exp (2i [ν3 + σ ln(ρ)])} . (38)

Здесь

�1(ρ) =
g

2j

[(
1− σ

g

)
|Φ−iσ(ρ)|2 +

+

(
1 +

σ

g

)
|Φiσ(ρ)|2

]
,

�2(ρ) =
j − isσ

g
Φiσ(ρ)Φ

∗
−iσ(ρ)

и

�1(∞) = lim
ρ→∞ �1(ρ) =

= −δσ
j

e−πσ sh (π [g − δσ]) + eπσ sh (π [g + δσ])

e−πσ sh (π [g − δσ])− eπσ sh (π [g + δσ])
,

�2(∞) = lim
ρ→∞ �2(ρ) =

=
j − isσ

g

Γ2(1 + 2iσ)e−δπg

Γ(1− i(g − σ))Γ(1 + i(g + σ))
.

В терминах кулоновских волновых функций имеем

n4,ν3
j (ρ;E) =

1

2π2ρ
×

× �̃1(ρ)− s sgn(jE)Re {�̃2(ρ) exp (2i [ν3 + σ ln(ρ)])}
�̃1(∞)− s sgn(jE)Re {�̃2(∞) exp (2i [ν3 + σ ln(ρ)])} ,

�̃1(ρ) = |Fiσ|2 + |Fiσ−1|2 +
2 |j|
g̃

Re[F∗
iσ−1Fiσ],

�̃2(ρ) =

(
2Fiσ−1Fiσ +

|j|
g̃

[
F2

iσ + F2
iσ−1

])
×

× sj − iσ

g

Γ(2iσ)

Γ(−2iσ)
exp [−2iσ ln(2ρ |E|)] ,

Fiσ =

(
g̃ + σ

g̃ − σ

)1/4

Fiσ(−g̃; |E| ρ),

Fiσ−1 =

(
g̃ − σ

g̃ + σ

)1/4

Fiσ−1(−g̃; |E| ρ).

Из (38) следует, что изменение параметра c.с.
расширения приводит к сдвигу фазы δj(ρ). На
рис. 4 показаны зависимости плотности состояний
N2(ρ, ν2, ν3;E) от энергии квазичастицы для ρ = 1,
g = 3.5.

Пусть существует полуцелое число k > 1/2, та-
кое что g ∈ Δ1(k) = (gc(k), gs(k + 1)]. Тогда в ло-
кальную плотность состояний вносит вклад только
сверхкритическая область:

N(ρ;E) = N3(ρ, ν3;E) =

=
∑

|j| ≥ k+1

n1
j(ρ;E) +

∑
|j|< k

n4,ν3
j (ρ;E). (39)

На рис. 5 показаны зависимости плотности со-
стояний N3(ρ, ν3;E) от энергии квазичастицы для
ρ = 3, g = 3.7.
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимости локальной плот-
ности состояний N2(ρ, ν2, ν3;E) для ρ = 1, g = 3.5 для
ν2 = ν3 = 0 и ν2 = π/6, ν3 = π/3. Синяя линия описывает

локальную плотность состояний в отсутствие поля

Рис. 5. (В цвете онлайн) Зависимости локальной плотнос-
ти состояний N3(ρ, ν3;E) для ρ = 3, g = 3.7 и ν3 = 0, π/3.
Синяя линия описывает локальную плотность состояний в

отсутствие поля

Если же существует полуцелое число k > 1/2,
такое что g ∈ Δ2(k) = (gs(k + 1), gc(k + 1)), то ло-
кальная плотность состояний параметризуется дву-
мя параметрами c.с. расширения ν1 и ν3:

N(ρ;E) = N4(ρ, ν1, ν3;E) =

=
∑

|j| > k+1

n1
j(ρ;E) + n2,ν1

−(k+1)(ρ;E)+

+ n2,ν1
k+1(ρ;E) +

∑
|j|< k

n4,ν3
j (ρ;E). (40)

На рис. 6 показаны зависимости плотности состо-
яний N4(ρ, ν1, ν3;E) от энергии квазичастицы для
ρ = 3 и g = 3.48.

Рис. 6. (В цвете онлайн) Зависимости локальной плотнос-
ти состояний N4(ρ, ν1, ν3;E) для ρ = 3, g = 3.48 для слу-
чаев ν1 = ν3 = 0 и ν1 = π/4, ν3 = π/2. Синяя линия
описывает локальную плотность состояний в отсутствие

поля

Отметим, что для всех значений заряда примеси
Z имеется нарушение электронно-дырочной симмет-
рии: для положительных и отрицательных значений
энергии локальная плотность состояний ведет себя
различным образом. Притягивающий кулоновский
потенциал примеси приводит к уменьшению локаль-
ной плотности состояний для отрицательных значе-
ний энергии (дырочной) E < 0 относительно состо-
яний с положительной энергией E > 0. Данный эф-
фект наиболее сильно проявляется вблизи примеси.

Отметим, что, ввиду экспоненциального множи-
теля exp(δπg) в выражении (33), вклад несингу-
лярной области экспоненциально подавлен при от-
рицательных значениях энергии и основной вклад
в локальную плотность состояний N3(ρ, ν3;E) и
N4(ρ, ν1, ν3;E) вносит конечное число слагаемых∑

|j|< k n
4,ν3
j (ρ;E), отвечающих сверхкритической

области. На рис. 7 представлены зависимости вкла-
дов каждой области отдельно для плотности состо-
яний N4(ρ, ν1, ν3;E) от энергии квазичастицы для
ρ = 3 и g = 3.48. Из рис. 7 видно, что вклад несингу-
лярной и субкритической областей сильно подавлен
в отрицательной области энергий.

Вклад сверхкритической области в (37), (39) и
(40) приводит к перестройке плотности состояний
вблизи примеси гораздо сильнее, чем вклад субкри-
тической области (34) для малых зарядов g ∈ Δ(0).
На рис. 3–5 вклад свехкритической области приво-
дит к наличию резонансов в области отрицательных
энергий, которые затухают при удалении от при-
меси. С увеличением заряда примеси Z количество

1087



А. И. Бреев, Д. М. Гитман ЖЭТФ, том 159, вып. 6, 2021

Рис. 7. (В цвете онлайн) Вклады несингулярной (Non-
singular), субкритической (Subcritical) и срехкритических

(Overcritical) областей в N4(ρ, ν1, ν3;E)

резонансов растет и они сдвигаются вниз по энер-
гии. Точку Дирака можно рассматривать как точ-
ку накопления бесконечного множества резонансов
[8,19]. Это объясняется тем, что функции n4,ν3

j (ρ;E)

в сверхкритической области осциллируют с лога-
рифмически расходящейся частотой 2[σ ln |2E| − ν3]

при E → 0 для всех значений параметра c.с. расши-
рения ν3.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Отметим, что предыдущая работа с участием ав-
торов [10] была посвящена исследованию спектров
массивных квазичастиц в графене в окрестности ку-
лоновской примеси. Настоящая работа является ее
естественным продолжением. Здесь исследован слу-
чай, когда эффективная масса квазичастиц в гра-
фене равна нулю, и показано, что в этом случае
структура спектров электронных возбуждений ка-
чественно другая. В частности, построено семей-
ство всех возможных с.с. гамильтонианов, отвеча-
ющих безмассовым носителям заряда в графене с
кулоновскими примесями, которые параметризуют-
ся параметрами расширения, и проведен их спек-
тральный анализ. Показано, что спектр с.с. пар-
циальных гамильтонианов является непрерывным,
spec ĥ (Z, j, s) = (−∞,∞), в отличие от массивно-
го случая, где имеются дискретный и непрерывный
спектры.

Вычислены обобщенные собственные функции,
отвечающие с.с. парциальным гамильтонианам для
любого заряда примеси (см. (30)). А именно, для
несингулярной области (g ≤ gs(j)) нормированные
(обобщенные) собственные функции даются форму-
лой (21), для субкритической области (gs(j) < g <

< gc(j)) — формулой (24), для критической области
(g = gc(j)) — формулой (26), а для сверхкритичес-
кой области (g > gc(j)) — формулой (28). Получен-
ные собственные функции оказались существенны-
ми для анализа локальной плотности состояний (см.
(32), (36), (37) и (40)), которая зависит от парамет-
ров с.с. расширения.

Следует отметить, что в работе [20] также
рассматривались с.с. дираковские гамильтониа-
ны, отвечающие безмассовым носителям заряда в
графене с кулоновскими центрами в сочетании с
полем Ааронова –Бома (в 2 + 1 измерении) за ис-
ключением критической области, когда Z = Zc(j).
Однако не были приняты во внимание существен-
ные особенности данной задачи в недопированном
графене. Из-за этого радиальные гамильтонианы,
которые рассматривались в [20], параметризованы
особым образом, что не позволяет отождествить
их с соответствующими гамильтонианами реальной
задачи в графене.

Финансирование. Исследование выполнено за
счет гранта Российского научного фонда (проект
№19-12-00042).
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Исследуется устойчивость замагниченных потоков неоднородно вращающегося слоя электропроводящей
наножидкости с учетом эффектов броуновской диффузии и термофореза. В отсутствие градиента тем-
пературы рассмотрены новые виды магнитовращательной неустойчивости в аксиальном, азимутальном
и спиральном магнитных полях в тонких слоях наножидкости. Получены инкременты и области разви-
тия этих неустойчивостей в зависимости от профиля угловой скорости вращения (числа Россби Ro) и
радиального волнового числа k. При наличии градиентов температуры и концентрации наночастиц ис-
следуются стационарные режимы неоднородно вращающейся конвекции в аксиальном и спиральном маг-
нитных полях. Получены выражения для критических чисел Рэлея Rast и построены кривые нейтральной
устойчивости в зависимости от профиля угловой скорости вращения, профиля внешнего азимутального
магнитного поля (магнитного числа Россби Rb) и радиального волнового числа k. Определены условия
стабилизации и дестабилизации стационарной конвекции в аксиальном и спиральном магнитных полях.

DOI: 10.31857/S0044451021060080

1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время, в связи с ростом произво-
дительности электронных устройств и развитием
высокоэнергетичных технологий, возникает необхо-
димость создания эффективных охлаждающих си-
стем. Перспективным направлением интенсифика-
ции теплообмена является повышение теплопровод-
ности жидкости (газа) путем добавления наноча-
стиц с высокой теплопроводностью. Такая смесь
жидкости (газа) с частицами твердой фазы получи-
ла название наножидкости [1]. В качестве наноча-
стиц используются керамические частицы (оксиды
алюминия, меди, кремния), металлические частицы
(алюминий, железо, медь) и углеродные нанотруб-

* E-mail: michaelkopp0165@gmail.com
** E-mail: Anatoly.Tour@irap.omp.eu

*** E-mail: yanovsky@isc.kharkov.ua

ки, в качестве базовых жидкостей — вода, этилен-
гликоль, машинное масло. Добавление наночастиц
приводит к повышению теплопроводности базовой
жидкости на десятки процентов, а в случае угле-
родных нанотрубок — в несколько раз. Исследова-
ния, проведенные в [2] (см. цитируемую там литера-
туру), показали, что коэффициенты переноса нано-
жидкостей зависят не только от концентрации на-
ночастиц, но и от их размера и материала. В ра-
боте [3] было показано, что на перенос тепла мо-
жет оказывать влияние пространственная неодно-
родность концентрации наночастиц, которая возни-
кает под действием броуновской диффузии и тер-
мофореза (возникновения потока частиц под дей-
ствием градиента температуры). В связи с этим ис-
следование влияния диффузии и термофореза нано-
частиц на вынужденную конвекцию наножидкостей
в теплообменных устройствах является актуальной
задачей.
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Наряду с вязкостью и теплопроводностью на-
ножидкостей для различных приложений большую
роль играет свойство электропроводности наножид-
костей. В недавней работе [4] проведены экспери-
ментальные исследования электропроводности на-
ножидкостей на основе воды и этиленгликоля с час-
тицами меди и алюминия. Там же было показано,
что электропроводность наножидкостей практиче-
ски линейно растет с увеличением концентрации на-
ночастиц и, в отличие от теплопроводности, растет
с уменьшением размера частиц. С учетом этого был
сделан вывод [4], что механизмы электропроводно-
сти и теплопроводности наножидкостей существен-
но различаются.

Кроме того, возрастает интерес к исследованиям
механизма теплопередачи электропроводящих на-
ножидкостей под воздействием магнитного поля с
эффектами броуновской диффузии и термофоре-
за [5, 6]. Конвективная неустойчивость в наножид-
костном слое с вертикальным магнитным полем для
свободных, жестких-жестких и жестких-свободных
границ изучалась в работе [7]. Там же показано, что
устойчивость наножидкости возрастает с увеличе-
нием значения магнитного поля, в то время как уве-
личение концентрации наночастиц приводит к уско-
рению начала конвекции. Условия возникновения
конвекции в чистых средах в поле силы тяжести при
наличии однородного вращения и внешнего магнит-
ного поля изучены достаточно подробно [8–10]. По-
этому представляет интерес исследование конвек-
тивной неустойчивости во вращающемся слое нано-
жидкости в присутствии магнитного поля. Впервые
эта задача была рассмотрена в работе [11], где иссле-
довано совместное влияние вращения и магнитно-
го поля на возникновение конвекции в горизонталь-
ном слое электропроводящей наножидкости с уче-
том эффекта броуновского движения наночастиц и
термофореза. В работе [11] было установлено, что
критическое число Рэлея Rac для наножидкости ни-
же по сравнению с Rac для обычной жидкости при
одинаковых значениях числа Чандрасекара Q (ха-
рактеризует меру влияния силы Лоренца) и числа
Тейлора Ta (характеризует меру влияния силы Ко-
риолиса). Как было показано [11], увеличение кон-
центрации наночастиц оказывает дестабилизирую-
щее влияние на начало конвекции, а вращение —
стабилизирующее.

В работах [12–14] впервые рассматривалась кон-
вективная неустойчивость неоднородно вращающе-
гося слоя электропроводящей жидкости в постоян-
ном вертикальном магнитном поле H0 = const, а

в работе [15] — в спиральном магнитном поле. Ре-
зультаты работ [12–15] показали, что при отсут-
ствии градиента температуры Ra = 0, т. е. когда
нет подогрева, критерии конвективной неустойчиво-
сти переходят в известные критерии возникновения
стандартной магнитовращательной неустойчивости
(МВН) и спиральной МВН в диссипативной элек-
тропроводящей среде (плазме) [16, 17]. Еще одним
фактором, влияющим на устойчивость неоднородно
вращающейся электропроводящей жидкости, явля-
ется градиент концентрации наночастиц в жидко-
сти. Использование электропроводящих наножид-
костей, возможно, решит проблемы, возникающие
при использовании жидких металлов для лабора-
торного моделирования МВН. Кратко остановимся
на основных проблемах лабораторного моделирова-
ния МВН.

В лабораторных экспериментах неоднородное
(дифференциальное) вращение среды моделируется
течением Куэтта, заключенным между двумя вра-
щающимися с разной угловой скоростью цилиндра-
ми. Угловая скорость вращения жидкости в такой
конфигурации описывается соотношением

Ω(R) =
Ω2R

2
2 − Ω1R

2
1

R2
2 −R2

1

+
(Ω1 − Ω2)R

2
1R

2
2

R2(R2
2 −R2

1)
= a+

b

R2
,

где R1,2 и Ω1,2 — соответственно радиус и угло-
вая скорость вращения внутреннего и внешнего ци-
линдров. Устойчивость такого течения для идеаль-
но проводящей среды в магнитном поле была впер-
вые рассмотрена в работах [19, 20]. Там же пока-
зано, что слабое осевое магнитное поле дестабили-
зирует азимутальное дифференциальное вращение
плазмы и при выполнении условия dΩ2/dR < 0 в
бездиссипативной плазме возникает МВН, или стан-
дартная МВН. Поскольку это условие выполняется
и для кеплеровских течений (Ω ∝ R−3/2), МВН яв-
ляется наиболее вероятным источником турбулент-
ности в аккреционных дисках. Открытие МВН по-
служило толчком к многочисленным теоретическим
и лабораторным исследованиям по вращению жид-
ких металлов (натрия, галлия) [21–27]. В этих рабо-
тах показано, что из-за сильного стабилизирующе-
го эффекта, обусловленного магнитной диффузией
или малыми значениями магнитного числа Прандт-
ля (Pm 
 1) МВН возникает лишь при достаточно
больших угловых скоростях жидкого металла, для
которых число Рейнольдса Re = Ω1R1(R2 − R1)/ν

(ν — коэффициент кинематической вязкости) яв-
ляется величиной порядка 106. При таких больших
числах Рейнольдса ламинарность течения жидкос-
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ти маловероятна, так как оно становится турбулент-
ным из-за нелинейных неустойчивостей и из-за взаи-
модействия с цилиндрами.

Теоретический анализ, выполненный в работах
[22–24, 26], показал, что среди гидродинамически
устойчивых профилей вращения самый низкий по-
рог устойчивости имеет место для профиля угловой
скорости вращения a = 0, соответствующего грани-
це гидродинамической устойчивости (линия Рэлея).
При этом критическое число Рейнольдса оказывает-
ся по величине на два порядка меньше, т. е. Re ∼ 104

для жидкого натрия. Однако из-за малости магнит-
ного числа Прандтля Pm порог МВН возрастает на
два порядка с Re ≈ 104 до Re ≈ 106 при малейшем
отклонении профиля угловой скорости вращения от
Ω ∝ R−2 в область гидродинамической устойчивос-
ти: Ω ∝ R−2 → Ω ∝ R−2+α, α > 0 [27]. В силу
недостижимости поддержания профиля вращения в
эксперименте с такой точностью в работе [27] бы-
ло сделано утверждение о невозможности наблюде-
ния МВН в эксперименте с профилем угловой ско-
рости, соответствующим линии Рэлея Ω = b/R2, но
эта проблема была решена в работах [28,29]. Там же
было показано, что рост величины аксиального маг-
нитного поля приводит к тому, что изменение порога
МВН при отклонении профиля вращения от линии
Рэлея перестает быть таким резким, как в случае
слабого поля. Вместе с тем, сам порог неустойчивос-
ти на линии Рэлея увеличивается пропорционально
величине магнитного поля.

В работах [30, 31] было предложено изучать
неустойчивость азимутального вращения жидкого
галлия в спиральном магнитном поле, т. е. наряду
с аксиальным магнитным полем приложено допол-
нительное внешнее азимутальное магнитное поле.
Численные расчеты, проведенные в этих работах,
показали, что критическое число Рейнольдса Rec в
спиральном магнитном поле уменьшается по вели-
чине на два порядка. Анализ природы наблюдаемых
в эксперименте мод был выполнен в работах [17,32].
В последней было получено выражение для порога
спиральной МВН.

Однако малость магнитного числа Прандтля
(Pm 
 1) для жидких металлов является также
препятствием для дестабилизации кеплеровских по-
токов в экспериментах с азимутальными и спирале-
видными полями. Поэтому эксперименты с жидки-
ми металлами нуждаются в дальнейшем улучшении
[33]. Аналог астрофизической МВН рассматривался
в работе [34], где исследовалось течение Куэтта в
вязко-упругой полимерной жидкости. Как утверж-

далось в работах [35,36], лабораторные эксперимен-
ты с полимерными жидкостями позволяют лучше
понять физический механизм магнитогидродинами-
ческих неустойчивостей.

На основании проведенных в настоящей рабо-
те теоретических исследований по реализации стан-
дартной МВН, азимутальной МВН и спиральной
МВН в неоднородно вращающемся слое электропро-
водящей наножидкости предлагается использование
электропроводящих наножидкостей для лаборатор-
ного моделирования МВН. Содержание работы из-
ложено в следующих разделах. В разд. 2 описана
постановка задачи и получены уравнения эволюции
малых возмущений в приближении Буссинеска во
вращающемся слое несжимаемой электропроводя-
щей наножидкости, находящейся в поле силы тяже-
сти с постоянными градиентами температуры и кон-
центрации наночастиц. Неоднородно вращающийся
слой наножидкости находится во внешнем спираль-
ном магнитном поле. В разд. 3 решается задача Рэ-
лея –Бенара для слоя электропроводящей наножид-
кости, заключенной между двумя вращающимися
цилиндрами и подогреваемой снизу. Получено об-
щее дисперсионное уравнение для осесимметричных
возмущений с учетом эффектов броуновской диф-
фузии наночастиц и термофореза. В разд. 4–6 рас-
сматриваются гидромагнитные неустойчивости при
условии равенства температуры (Ra = 0) на гра-
ницах слоя наножидкости. В разд. 4 проведен ана-
лиз дисперсионного уравнения для случая, когда от-
сутствует азимутальная компонента магнитного по-
ля, H0ϕ = 0. Получен критерий развития аналога
стандартной МВН в тонком слое наножидкости. В
разд. 5 проведен анализ дисперсионного уравнения
для случая, когда отсутствует аксиальная компо-
нента магнитного поля, H0z = 0, и получен кри-
терий развития аналога азимутальной МВН в тон-
ком слое наножидкости. В разд. 6 проведен ана-
лиз дисперсионного уравнения при наличии внеш-
него спирального магнитного поля. Также получе-
ны критерии развития аналога спиральной МВН в
тонком слое наножидкости. В разд. 7 исследуют-
ся стационарные режимы конвекции в однородном
аксиальном и неоднородном спиральном магнитных
полях. Там же получены критические значения чи-
сел Рэлея для стационарной конвективной неустой-
чивости. Проведен анализ развития этих неустойчи-
востей для различных профилей угловой скорости
вращения Ω(R) в зависимости от профиля внешнего
азимутального магнитного поля B0ϕ(R). В Заклю-
чении приводятся основные выводы, полученные в
настоящей работе.
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Рис. 1. Электропроводящая наножидкость заполняет слой
между двумя вращающимися цилиндрами с угловыми ско-
ростями Ωin и Ωout и находится в спиральном магнитном
поле H0 = H0ϕ(R)eϕ + H0zez. Нижняя поверхность слоя
имеет температуру Td и объемную долю наночастиц φd, а

верхняя — Tu и φu; Td > Tu, φd < φu

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И УРАВНЕНИЯ
ЭВОЛЮЦИИ МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ

Рассмотрим слой несжимаемой вязкой электро-
проводящей наножидкости толщины h, которая за-
ключена между двумя вращающимися цилиндрами
с внутренним Rin и внешним Rout радиусами, при-
чем h 
 (Rout − Rin). Наножидкость заключена
между двумя параллельными плоскостями z = 0 и
z = h, где температура T и объемная доля φ на-
ночастиц поддерживаются постоянными: T = Td,
φ = φd при z = 0 и T = Tu, φ = φu при z = h,
причем Td > Tu, φu > φd (рис. 1). Считаем, что
жидкость находится в постоянном гравитационном
поле g, направленном по оси z вертикально вниз:
g = (0, 0,−g). Электропроводящая жидкость вра-
щается с угловой скоростьюΩ, направленной верти-
кально вверх по оси z. Вращение жидкости создает
стационарный поток в азимутальном направлении:
V0 = eϕΩ(R)R, где Ω(R) — угловая скорость вра-
щения с произвольной зависимостью от координа-
ты R. Кроме того, мы полагаем, что наножидкость
находится в спиральном магнитном поле H0, кото-
рое представимо в виде суммы неоднородного ази-
мутального H0ϕ(R) и однородного аксиального H0z

полей:

H0 = H0ϕ(R)eϕ +H0zez, H0z = const. (1)

Топологической характеристикой силовых линий
спирального магнитного поля (1) является псевдо-
скалярная величина — магнитная спиральность [37]:

H0 · rotH0 =
H0z

R

∂

∂R
(RH0ϕ). (2)

Очевидно, что для исследования данного типа тече-
ния удобно использовать цилиндрическую систему
координат (R,ϕ, z), выбор которой обусловлен воз-
можностью практического применения развиваемой
здесь теории.

Для описания конвективных процессов будем
использовать уравнения гидродинамики Буссинес-
ка –Обербека несжимаемой электропроводящей на-
ножидкости [7], записанные для цилиндрической
системы координат:

ρ0

(
∂VR
∂t

+ (V · ∇)VR −
V 2
ϕ

R

)
−

− μe

4π

(
(H · ∇)HR−

H2
ϕ

R

)
= − ∂

∂R

(
P+

μeH
2

8π

)
+

+ μ

(
∇2VR − 2

R2

∂Vϕ
∂ϕ

− VR
R2

)
, (3)

ρ0

(
∂Vϕ
∂t

+ (V · ∇)Vϕ +
VϕVR
R

)
−

− μe

4π

(
(H · ∇)Hϕ +

HϕHR

R

)
=

= − 1

R

∂

∂ϕ

(
P +

μeH
2

8π

)
+

+ μ

(
∇2Vϕ +

2

R2

∂VR
∂ϕ

− Vϕ
R2

)
, (4)

ρ0

(
∂Vz
∂t

+ (V · ∇)Vz

)
− μe

4π
(H · ∇)Hz =

= − ∂

∂z

(
P +

μeH
2

8π

)
+ μ∇2Vz −

− [φρp + (1− φ)ρ0(1 − β(T − Tu))]g, (5)

(ρc)f

(
∂T

∂t
+ (V · ∇)T

)
= kf∇2T +

+ (ρc)p

(
DB∇φ · ∇T +DT

∇T · ∇T
Tu

)
, (6)

∂φ

∂t
+ (V · ∇)φ = DB∇2φ+

DT

Tu
∇2T, (7)

∂HR

∂t
+ (V · ∇)HR − (H · ∇)VR =

= η

(
∇2HR − 2

R2

∂Hϕ

∂ϕ
− HR

R2

)
, (8)
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∂Hϕ

∂t
+(V · ∇)Hϕ − (H · ∇)Vϕ+

1

R
(VϕHR−VRHϕ) =

= η

(
∇2Hϕ +

2

R2

∂HR

∂ϕ
− Hϕ

R2

)
, (9)

∂Hz

∂t
+ (V · ∇)Hz − (H · ∇)Vz = η∇2Hz, (10)

∂VR
∂R

+
VR
R

+
1

R

∂Vϕ
∂ϕ

+
∂Vz
∂z

= 0,

∂HR

∂R
+
HR

R
+

1

R

∂Hϕ

∂ϕ
+
∂Hz

∂z
= 0,

(11)

где скалярное произведение A · ∇ и лапласиан Δ ≡
≡ ∇2 соответственно равны

A · ∇ = AR
∂

∂R
+
Aϕ

R

∂

∂ϕ
+Az

∂

∂z
,

Δ =
∂2

∂R2
+

1

R

∂

∂R
+

1

R2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
.

Здесь ρ0 = φρp + (1 − φ)ρf — плотность наножид-
кости при контрольной температуре Tu, ρp — плот-
ность наночастиц, ρf — плотность базовой жидко-
сти при температуре Tu, φ — объемная доля нано-
частиц, β — коэффициент теплового расширения,
(ρc)f и (ρc)p — эффективные теплоемкости базовой
жидкости и наночастиц, DB — коэффициент бро-
уновской диффузии, DT — коэффициент термофо-
ретической диффузии. Знаки коэффициентов DB и
DT положительные, а сами коэффициенты равны

DB =
kBT

3πμdp
, DT =

μ

ρf

0.26kf
2kf + kp

,

где dp — диаметр наночастиц, kB — постоянная
Больцмана, kf и kp — коэффициенты теплопровод-
ности базовой жидкости и наночастиц, μ — вязкость
базовой жидкости. Коэффициенты магнитной про-
ницаемости μe, магнитной вязкости η и электропро-
водности равны

μe = φμep+(1−φ)μef , η =
1

4πμeσ
= φηp+(1−φ)ηf ,

σ = φσp + (1 − φ)σf ,

где μep и μef — магнитные проницаемости наноча-
стиц и базовой жидкости, ηp и ηf — магнитные вяз-
кости наночастиц и базовой жидкости, σp и σf — ко-
эффициенты электропроводности наночастиц и ба-
зовой жидкости.

Представим все величины в уравнениях (3)–(11)
в виде суммы стационарной и возмущенной частей:

⎛⎜⎝VRVϕ
Vz

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

Ω(R)R

0

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝uRuϕ
uz

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝HR

Hϕ

Hz

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

H0ϕ

H0z

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝bRbϕ
bz

⎞⎟⎠ ,

P = Pb + p, T = Tb + T ′, φ = φb + φ′.

(12)

Равновесие стационарного течения обеспечивается
балансом сил в радиальном направлении:

Ω2R =
1

ρ0

dPb

dR
+
μeH0ϕ

4πρ0R

d

dR
(RH0ϕ). (13)

В вертикальном направлении стационарному состо-
янию удовлетворяет уравнение гидростатики

dPb

dz
= −g[φb(ρp − ρ0) + ρ0 − ρ0β(Tb − Tu)]. (14)

Стационарные профили температуры Tb = Tb(z) и
объемной доли наночастиц φb = φb(z) находятся из
решений уравнений

0 =
kf

(ρc)f

d2Tb
dz2

+
(ρc)p
(ρc)f

×

×
(
DB

dφb
dz

dTb
dz

+
DT

Tu

(
dTb
dz

)2
)
,

0 = DB
d2φb
dz2

+
DT

Tu

d2Tb
dz2

.

(15)

С учетом граничных условий находим линейные за-
висимости от z для Tb(z) и φb(z):

Tb(z) = Td −
Td − Tu

h
z, φb(z) = φd −

φd − φu
h

z.

Далее нас будет интересовать вопрос об устойчивос-
ти малых возмущений физических величин (u =

= (uR, uϕ, uz), b = (bR, bϕ, bz), p, T
′, φ′) на фоне ста-

ционарного состояния. Подставляя уравнения (12) в
(3)–(11), получим уравнения эволюции малых воз-
мущений в линейном приближении:

∂uR
∂t

+ Ω
∂uR
∂ϕ

− 2Ωuϕ − μe

4πρ0
×

×
(
H0ϕ

R

∂bR
∂ϕ

−2H0ϕbϕ
R

+H0z
∂bR
∂z

)
= − 1

ρ0

∂p̃

∂R
+

+ ν

(
∇2uR − 2

R2

∂uϕ
∂ϕ

− uR
R2

)
, ν =

μ

ρ0
, (16)
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∂uϕ
∂t

+Ω
∂uϕ
∂ϕ

+ 2Ω(1 + Ro)uR −

− 1

4πρ0

(
H0ϕ

R

∂bR
∂ϕ

+
2H0ϕ

R
(1+Rb)+H0z

∂bϕ
∂z

)
=

= − 1

ρ0R

∂p̃

∂ϕ
+ ν

(
∇2uϕ +

2

R2

∂uR
∂ϕ

− uϕ
R2

)
, (17)

∂uz
∂t

+Ω
∂uz
∂ϕ

− μe

4πρ0

(
H0ϕ

R

∂bz
∂ϕ

+H0z
∂bz
∂z

)
=

= − 1

ρ0

∂p̃

∂z
+ ν∇2uz −

g

ρ0
[φ′(ρp − ρ0)− ρ0βT

′], (18)

∂T ′

∂t
+Ω

∂T ′

∂ϕ
− uz

(
Td − Tu

h

)
= χf∇2T ′−

− (ρc)p
(ρc)f

[
DB

(
Td−Tu
h

)
dφ′

dz
+DB

(
φd−φu
h

)
dT ′

dz
+

+
2DT

Tu

(
Td − Tu

h

)
dT ′

dz

]
, χf =

kf
(ρc)f

, (19)

∂φ′

∂t
+Ω

∂φ′

∂ϕ
+ uz

(
φu − φd

h

)
=

= DB∇2φ′ +
DT

Tu
∇2T ′, (20)

∂bR
∂t

+ Ω
∂bR
∂ϕ

− H0ϕ

R

∂uR
∂ϕ

−H0z
∂uR
∂z

=

= η

(
∇2bR − 2

R2

∂bϕ
∂ϕ

− bR
R2

)
, (21)

∂bϕ
∂t

+Ω
∂bϕ
∂ϕ

−H0ϕ

R

∂uϕ
∂ϕ

−H0z
∂uϕ
∂z

−2ΩRobR +

+
2H0ϕ

R
RbuR = η

(
∇2bϕ +

2

R2

∂bR
∂ϕ

− bφ
R2

)
, (22)

∂bz
∂t

+Ω
∂bz
∂ϕ

− H0ϕ

R

∂uz
∂ϕ

−H0z
∂uz
∂z

= η∇2bz, (23)

∂uR
∂R

+
uR
R

+
1

R

∂uϕ
∂ϕ

+
∂uz
∂z

= 0,

∂bR
∂R

+
bR
R

+
1

R

∂bϕ
∂ϕ

+
∂bz
∂z

= 0,

(24)

где p̃ = p+ (1/4π)H0 · b — общее возмущенное дав-
ление,

Ro =
R

2Ω

∂Ω

∂R

— гидродинамическое число Россби, характеризую-
щее неоднородность вращения среды,

Rb =
R

2H0ϕR−1

∂

∂R
(H0ϕR

−1)

— магнитное число Россби, характеризующее свой-
ства азимутального магнитного поля [17].

Отметим, что для твердотельного вращения па-
раметр Россби равен нулю, Ro = 0, в случае кепле-
ровского вращения, Ω(R) ∝ R−3/2, параметр Россби
равен Ro = −3/4, для рэлеевского профиля угло-
вой скорости Ω(R) ∝ R−2, соответственно, Ro = −1.
Если азимутальная составляющая H0ϕ(R) = 2I/R

магнитного поля H0 создается внешним аксиаль-
ным током I, изолированным от жидкости, то для
такой зависимости (H0ϕ ∝ R−1) магнитное чис-
ло Россби Rb = −1. В этом случае спиральность
магнитного поля равна нулю: H0 · rotH0 = 0.
Магнитное число Россби равно нулю, Rb = 0,
при линейной зависимости азимутального магнит-
ного поля от радиальной координаты, H0ϕ(R) ∝
∝ R, но спиральность магнитного поля при этом
не исчезает: H0 · rotH0 = 2H0zH0ϕ/R. Магнитно-
му числу Россби Rb = 1/2 соответствует квадра-
тичная зависимость азимутального магнитного по-
ля от радиального направления, H0ϕ(R) ∝ R2. Для
этого случая спиральность магнитного поля рав-
на H0 · rotH0 = 3H0zH0ϕ/R. Отметим, что для
случая однородного азимутального магнитного поля
H0ϕ = const спиральность не исчезает, H0 · rotH0 =

= H0zH0ϕ/R, а магнитное число Россби принимает
значение Rb = −1/2.

3. ЛОКАЛЬНОЕ ВКБ-ПРИБЛИЖЕНИЕ И
ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ

Систему уравнений (16)–(24) будем использовать
для исследования вопроса устойчивости малых осе-
симметричных возмущений. Поскольку характер-
ный масштаб неоднородности среды в горизонталь-
ной плоскости больше, чем в вертикальном направ-
лении, LR � Lh, мы можем применить локальный
метод ВКБ для возмущений, зависящих от радиаль-
ных координат R. Для этой цели разложим все ве-
личины в ряд Тейлора в окрестности фиксирован-
ной точки R0, оставляя члены нулевого порядка по
локальным координатам R̃ = R − R0. В результа-
те получим систему дифференциальных уравнений
с постоянными коэффициентами с учетом следую-
щих соотношений:

Ω0 = Ω(R0), ∇2 → D̂2+
∂2

∂R̃2
+

1

R0

∂

∂R̃
, D̂ ≡ ∂

∂z
,

(
∇2

(
u

b

))
R

= ∇2

(
uR

bR

)
− 1

R2
0

(
uR

bR

)
,
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(
∇2

(
u

b

))
ϕ

= ∇2

(
uϕ

bϕ

)
− 1

R2
0

(
uϕ

bϕ

)
.

Все возмущения в системе уравнений (16)–(24) пред-
ставим в виде плоских волн:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u

b

T ′

φ′

p̃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
U(z)

B(z)

Θ(z)

Φ(z)

P̃ (z)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ exp(γt+ ikR̃). (25)

Подставляя (25) в систему уравнений (16)–(24), в
коротковолновом приближении k � 1/R0, пренебре-
гая членами ik/R0 − 1/R2

0, находим

L̂νUR +
2Ω

ν
Uϕ − μeH0ϕ

2πρ0νR0
Bϕ+

+
μeH0z

4πρ0ν
D̂BR − ik

νρ0
P̃ = 0, (26)

L̂νUϕ−
2Ω

ν
(1+Ro)UR+

μeH0ϕ

2πρ0νR0
(1+Rb)BR +

+
μeH0z

4πρ0ν
D̂Bϕ = 0, (27)

L̂νUz +
μeH0z

4πρ0ν
D̂Hz −

D̂

νρ0
P̃ −

− g

ρ0ν
(Φ(ρp − ρ0)− ρ0βΘ) = 0, (28)

L̂χΘ+

(
Td−Tu
χfh

)
Uz−

(ρc)pDB

(ρc)fχf

(
Td − Tu

h

)
D̂Φ−

− (ρc)p
(ρc)fχf

[
DB

(
φd − φu

h

)
+

+
2DT

Tu

(
Td − Tu

h

)]
D̂Θ = 0, (29)

L̂φΦ+

(
φd − φu
DBh

)
Uz+

DT

DBTu

(
D̂2 − k2

)
Θ = 0, (30)

L̂ηBR +
H0z

η
D̂UR = 0, (31)

L̂ηBϕ+
H0z

η
D̂Uϕ−

2H0ϕ

ηR0
RbUR+

2Ω

η
RoBR = 0, (32)

L̂ηBz +
H0z

η
D̂Uz = 0. (33)

Здесь введены следующие обозначения для опера-
торов:

L̂ν = D̂2 −
(γ
ν
+ k2

)
, L̂η = D̂2 −

(
γ

η
+ k2

)
,

L̂χ = D̂2 −
(
γ

χf
+ k2

)
, L̂φ = D̂2 −

(
γ

DB
+ k2

)
.

Для последующего анализа системы уравнений
(26)–(33) удобно привести ее к безразмерному виду,
вводя безразмерные величины, которые отметим
звездочкой:

(R∗
0, z

∗) = h−1(R0, z),(
U∗
R, U

∗
ϕ, U

∗
z

)
=

h

χf
(UR, Uϕ, Uz),(

B∗
R, B

∗
ϕ, B

∗
z

)
= H−1

0 (BR, Bϕ, Bz), H0 = H0z,

ϕ∗ = ϕ, Θ∗ =
Θ

Td − Tu
, Φ∗ =

Φ

φu − φd
,

P̃ ∗ = P̃

(
h2

ρ0νχf

)
, t∗ = t

( ν
h2

)
,

∂

∂t∗
=
h2

ν

∂

∂t
.

Опуская звездочку, получим следующую систему
безразмерных уравнений:

L̂νUR +
√
TaUϕ − 2PrPm−1QξBϕ +

+ PrPm−1QD̂BR − ikP̃ = 0, (34)

L̂νUϕ−
√
Ta(1+Ro)UR+2PrPm−1Qξ(1+Rb)BR +

+ PrPm−1QD̂Bϕ = 0, (35)

L̂νUz+PrPm−1QD̂Bz − D̂P̃ +RaΘ−RnΦ = 0, (36)

L̂χΘ+Uz+
NB

Le

(
D̂Θ− D̂Φ

)
− 2NANB

Le
D̂Θ = 0, (37)

L̂φΦ− LeUz +NA

(
D̂2 − k2

)
Θ = 0, (38)

L̂ηBR + Pr−1PmD̂UR = 0, (39)

L̂ηBϕ + Pr−1PmD̂Uϕ − 2Pr−1PmξRbUR +

+ PmRo
√
TaBR = 0, (40)

L̂ηBz + Pr−1PmD̂Uz = 0, (41)

где операторы L̂ν , L̂η, L̂χ, L̂φ в безразмерных пере-
менных имеют вид

L̂ν = D̂2 − γ − k2, L̂η = D̂2 − Pmγ − k2,

L̂χ = D̂2 − Pr γ − k2, L̂φ = D̂2 − PrLeγ − k2.

В уравнениях (34)–(41) введены безразмерные па-
раметры Ta = 4Ω2h4/ν2 — число Тейлора, Pr =

= ν/χf — число Прандтля, Pm = ν/η — маг-
нитное число Прандтля, Q = μeH

2
0h

2/4πρ0νη —
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число Чандрасекара, ξ = H0ϕh/R0H0 — отноше-
ние азимутального магнитного поля к аксиальному,
Ra = (Td − Tu)ρ0gβh

3/μχf — число Рэлея, Rn =

= (ρp − ρf )(φu − φd)gh
3/μχf — концентрационное

число Рэлея, Le = χf/DB — число Льюиса,

NB = (φu − φd)
(ρc)p
(ρc)f

— коэффициент, характеризующий прирост плотно-
сти наночастиц, и

NA =
DT (Td − Tu)

DBTu(φu − φd)

— коэффициент модифицированной диффузии.
Уравнения (34)–(41) дополняются уравнениями

соленоидальности полей u и b:

D̂Uz + ikUR = 0, D̂Bz + ikBR = 0. (42)

Используя условие (42), из уравнений (34) и (36) ис-
ключаем давление P̃ :

P̃ =
1

D̂2 − k2

[√
TaikUϕ −

− 2Qξik

(
−D̂Uϕ

L̂η

+2ξRb
UR

L̂η

+PmRo
√
Ta

D̂

L̂2
η

UR

)
−

− Ra
D̂

(
L̂φ − NB

Le
D̂

)
L̂

Uz −

− Rn
D̂

L̂L̂φ

(
L̂Le +NA

(
D̂2 − k2

)
×

×
(
L̂φ − NB

Le
D̂

))
Uz

]
, (43)

где оператор

L̂ = L̂χL̂φ+
NB

Le
(1− 2NA)L̂φD̂+

NANB

Le
(D̂2−k2)D̂.

Подставляя выражение (43) в систему линейных
уравнений (34)–(41), в результате несложных, но
громоздких преобразований получим одно диффе-
ренциальное уравнение для Uz:

[â33 (â11â22 − â21â12) +

+ â13 (â21â32 − â31â22)]Uz = 0, (44)

где

â11 = L̂ν −Q
D̂2

L̂η

−

− 2Qξ

(
2ξRb+

√
TaRoPm

D̂

L̂η

)
D̂2

L̂η(D̂2 − k2)
,

â12 =
D̂2

D̂2 − k2

(
√
Ta+ 2Qξ

D̂

L̂η

)
,

â13 =
ikD̂

D̂2 − k2

⎡⎢⎢⎣Ra L̂φ − NB

Le
D̂

L̂
+

+
Rn

L̂L̂φ

(
L̂Le +NA(D̂

2 − k2)

(
L̂φ − NB

Le
D̂

))⎤⎥⎥⎦ ,

â21 = −
√
Ta(1+Ro)+QRoPm

√
Ta
D̂2

L̂2
η

−2Qξ
D̂

L̂η

,

â22 = L̂ν −Q
D̂2

L̂η

,

â31 =
2Qξik
D̂2 − k2

(
2ξRb

D̂

L̂η

+
√
TaRoPm

D̂2

L̂2
η

)
,

â32 = − ikD̂

D̂2 − k2

(
√
Ta+ 2Qξ

D̂

L̂η

)
,

â33 = L̂ν −Q
D̂2

L̂η

+
k2Ra

L̂(D̂2 − k2)

(
L̂φ − NB

Le
D̂

)
+

+
k2Rn

L̂L̂φ(D̂2−k2)

(
L̂Le+NA(D̂

2−k2)
(
L̂φ−

NB

Le
D̂

))
.

Уравнение (44) дополняется граничными условиями
только в z-направлении:

Uz =
d2Uz

dz2
= 0 при z = 0, z = 1. (45)

Уравнение (44) описывает конвективные явления
в тонком слое неоднородно вращающейся электро-
проводящей наножидкости во внешнем спиральном
магнитном поле.

Выберем функцию Uz, удовлетворяющую сво-
бодным граничным условиям (45), в следующем ви-
де:

Uz = U0z sinnπz (n = 1, 2, 3, . . .), (46)

где U0z = const — амплитуда возмущений z-компо-
ненты скорости. Подставляя (46) в (44) и проводя
интегрирование по толщине слоя z = (0, 1), получим
дисперсионное уравнение для одномодового прибли-
жения (n = 1):

7 ЖЭТФ, вып. 6
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Ra =

[
a2Γ4

AΓη(a
2Γ2

AΓ
2
φΓχ −m0) + a2Γ2

AΓ
2
φΓχm1 −

− π2a2Γ2
AΓφ

(
NB

Le
(1−2NA)Γφ+

NANB

Le
a2
)
m2

]
×

×
[
k2ΓηΓφ(a

2ΓηΓφΓ
4
A+

π2

Le
(NB−NA)m2)

]−1

, (47)

где введены обозначения

Γ2
A = (γ + a2)(γPm + a2) + π2Q, Γχ = γ Pr+a2,

Γη = γPm+ a2, Γφ = γPrLe + a2,

a2 = π2 + k2, m0 = k2RnΓηΓφ(LeΓχ + a2NA),

m1 = π2Ta(1 + Ro)Γ3
η + π4QTaRoPmΓη −

− 4π4Q2ξ2Γη − 4π2Qξ2Γ2
ARbΓη,

m2 = 2π2Qξ
√
Ta[(2 + Ro)Γ2

η + PmRo(π2Q− Γ2
A)].

В отсутствие азимутального магнитного поля (ξ =

= 0) и наночастиц (Rn = NB = 0) дисперсион-
ное уравнение (47) совпадает с результатами работы
[12], а при ξ �= 0 и Rn = NB = 0 — с результатами
работы [15].

4. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ
СТАНДАРТНОЙ МВН В ТОНКИХ СЛОЯХ

НАНОЖИДКОСТИ

Рассмотрим случай, когда температура на грани-
цах слоя наножидкости одинаковая (Ra = NA = 0)
и внешнее азимутальное магнитное поле отсутству-
ет (ξ = 0). Тогда из уравнения (47) мы получим
дисперсионное уравнение для стандартной МВН в
тонком слое наножидкости в виде полинома шестой
степени по γ:

P(γ) ≡ a0γ
6 + a1γ

5 + a2γ
4 + a3γ

3 +

+ a4γ
2 + a5γ + a6 = 0, (48)

где коэффициенты aj (j = 0, . . . , 6) имеют вид

a0 = Pr2Pm2Lea
2,

a1 = 2Pr2PmLea
4(1 + Pm) + Pr(1 + Le)a

4Pm2,

a2 = Pr2Le[a
6(1 + 4Pm+ Pm2) + 2a2Pmπ2Q+

+ π2Pm2Ta(1+Ro)] + 2a6(1+Le) PrPm(1+Pm)+

+ a6Pm2 − k2RnLePm2,

a3 = Pr2Le[2a
8(1 + Pm) + 2π2a4Q(1 + Pm)+

+ 2π2a2Pm Ta(1 + Ro)] + a2(1 + Le)×
× Pr[a6(1 + 4Pm+ Pm2) + 2a2Pmπ2Q+

+ π2Pm2Ta(1 + Ro)] + 2a8Pm(1 + Pm)−
− k2RnLe(PrPma2(2 + Pm) + a2Pm2),

a4 = a2 Pr(1+Le)[2a
8(1+Pm)+2π2a4Q(1+Pm)+

+ 2π2a2Pm Ta(1 + Ro)] + Pr2Le[a
2(a4 + π2Q)2 +

+ π2a4Ta(1 + Ro) + π4PmRoTaQ] +

+ a4[a6(1+4Pm+ Pm2) + 2a2Pmπ2Q+

+ π2Pm2Ta(1+Ro)]− k2RnLe(Pr(a
4(1 + 2Pm)+

+ π2QPm) + a4Pm(2 + Pm)),

a5 = a2(1+Le) Pr[a
2(a4+π2Q)2+π2a4Ta(1+Ro)+

+ π4PmRoTaQ]+a4[2a8(1+Pm)+2π2a4Q(1+Pm)+

+ 2π2a2Pm Ta(1+Ro)]−k2RnLe(a
2Pr(a4+π2Q)+

+ a6(1 + 2Pm) + π2a2QPm),

a6 = a4[a2(a4 + π2Q)2 + π2a4Ta(1 + Ro)+
π4PmRoTaQ]− k2a4(a4 + π2Q)RnLe.

В предельном случае, когда нет наночастиц, т. е. для
«чистой» электропроводящей жидкости, дисперси-
онное уравнение (48) совпадает с результатами рабо-
ты [13]. Аналитическое решение уравнения (48) в об-
щем случае невозможно. Однако вывод об устойчи-
вости возмущений, описываемых уравнением (48) с
действительными коэффициентами, можно сделать,
не решая его, а лишь анализируя его коэффициен-
ты с применением критериев Рауса – Гурвица или
Льенара –Шипара [38]. В последнем критерии число
детерминантных неравенств примерно вдвое мень-
ше, чем в условиях Рауса – Гурвица, поэтому целе-
сообразно его использование. Критерий Льенара –
Шипара асимптотической устойчивости возмуще-
ний, описываемых алгебраическим уравнением (48),
состоит в следующем. Для того чтобы многочлен
P(γ) имел все корни с отрицательными веществен-
ными частями, необходимо и достаточно, чтобы

а) все коэффициенты многочлена P(γ) были по-
ложительны: aj > 0, j = 0, . . . , 6;

б) имели место неравенства для определителей
Гурвица: Δj−1 > 0, Δj−3 > 0, . . ., где Δm — обозна-
чает определитель Гурвица порядка m:

Δm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5 ··
a0 a2 a4 ··
0 a1 a3 ··

. . . am

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Используя алгоритм Льенара –Шипара, получим
необходимые и достаточные условия устойчивости:

aj > 0, j = 0, . . . , 6, Δ3 > 0, Δ5 > 0. (49)

Подставляя значения коэффициентов aj в условия
(49), находим следующие неравенства:

1. (a0 > 0) ⇒ Pr2Pm2Lea
2 > 0,

(a1 > 0) ⇒ 2Pr2PmLea
4(1 + Pm)+

+ Pr(1 + Le)a
4Pm2 > 0.

Эти неравенства выполняются автоматически.

2. (a2 > 0) ⇒ Pr2Le[a
6(1 + 4Pm+ Pm2)+

+ 2a2Pmπ2Q + π2Pm2Ta(1 + Ro)] +
+ 2a6(1 + Le) PrPm(1 + Pm)+

+ a6Pm2 > k2RnLePm2.

Отсюда видно, что диссипативные процессы есте-
ственно приводят к стабилизации устойчивости те-
чений наножидкости. Стабилизирующими фактора-
ми также выступают однородное магнитное поле и
неоднородное вращение, если профиль угловой ско-
рости вращения соответствует положительным чис-
лам Россби (Ro > 0). Напротив, концентрация на-
ночастиц приводит к дестабилизации течения нано-
жидкости.

3. (a3 > 0) ⇒ Pr2Le[2a
8(1+Pm)+2π2a4Q(1+Pm)+

+ 2π2a2Pm Ta(1 + Ro)] + a2(1 + Le) Pr×
× [a6(1 + 4Pm+ Pm2) + 2a2Pmπ2Q+

+ π2Pm2Ta(1+Ro)]+2a8Pm(1+Pm) > k2RnLe×
× (PrPma2(2 + Pm) + a2Pm2).

Отсюда мы видим, что однородное магнитное поле
и неоднородное вращение с положительными чис-
лами Россби (Ro > 0) также оказывают стабилизи-
рующее действие, а концентрация наночастиц (чле-
ны с концентрационным числом Рэлея Rn) оказыва-
ет дестабилизирующее влияние. Для «чистой», иде-
ально электропроводящей, жидкости в однородном
магнитном поле это неравенство совпадает с извест-
ным критерием устойчивости Велихова [20]:

2π2QPm−1 +
π2

a2
Ta(1 + Ro) > 0,

или, при переходе к размерным переменным

π2Q
Pm

→ h4

ν2
ω2
A, Ta(1 + Ro) → 4Ω2h4

ν2
(1 + Ro),

π2

a2
→ ξ2 =

k2z
k2z + k2R

,

получим

ω2
A + 2Ω2ξ2(1 + Ro) > 0,

где ωA =
√
μek2zH

2
0/4πρ0 — альфвеновская частота.

4. Неравенства a4 > 0 и a5 > 0 не содержат но-
вых условий стабилизации возмущений.

5. Неравенство a6 > 0 запишем в виде

Ro > −a
2(a4 + π2Q)2 + π2a4Ta
π2Ta(a4 + π2QPm)

+

+
k2(a4 + π2Q)RnLe

π2Ta(a4 + π2QPm)
= Rocr, (50)

где параметр Rocr — критическое число Россби на
границе устойчивости, соответствующее нейтраль-
ному состоянию γ = 0. Выражение (50) в предель-
ном случае «чистой» электропроводящей жидкости
переходит в известное выражение для критического
числа Россби Ro [17]:

Rocr = −a
2(a4 + π2Q)2 + π2a4Ta
π2Ta(a4 + π2QPm)

,

или, при переходе к размерным переменным

π2Q
a4

→ ω2
A

ωνωη
,

π2QPm
a4

→ ω2
A

ω2
η

,
Ta
a4

→ 4Ω2

ω2
ν

,

π2

a2
→ α2 =

(
kz
|k|

)2

,

находим

Rocr = −
(ω2

A + ωνωη)
2 + 4α2Ω2ω2

η

4Ω2α2(ω2
A + ω2

η)
.

Здесь ων = ν|k|2, ωη = η|k|2 — частоты вязкостной
и омической диссипаций, |k|2 = k2R + k2z .

Перейдем теперь к условиям устойчивости, со-
стоящим из неравенств с определителями Гурвица
(49). Для определителя Δ3,

Δ3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5

a0 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣∣ = a1a2a3 + a0a1a5 − a21a4 − a0a
2
3,

критерий устойчивости имеет вид

a1a2a3 + a0a1a5 > a21a4 + a0a
2
3. (51)
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Для второго определителя Гурвица из условия (49),

Δ5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 0 0

a0 a2 a4 a6 0

0 a1 a3 a5 0

0 a0 a2 a4 0

0 0 a1 a3 a5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1a2(a3a4a5−a2a25)−

− a1a4(a1a4a5 − a0a
2
5) + a1a6(a1a2a5 − a0a3a5)−

− a3a0(a3a4a5 − a2a
2
5) + a5a0(a1a4a5 − a0a

2
5),

получим следующий критерий устойчивости:

a4a5(a1a2a3 + a0a1a5 − a21a4 − a0a
2
3)+

+ a21a2a5a6 + a0a
2
5(a2a3 + a1a4) >

> a0a1a3a5a6 + a25(a1a
2
2 + a20a5). (52)

Критерии устойчивости (51) и (52) показывают, что
концентрация наночастиц оказывает дестабилизи-
рующее действие на устойчивость осесимметричных
возмущений.

Используя выражение для критического числа
Россби (50), численным методом определим обла-
сти развития стандартной МВН в «чистой» жидко-
сти и наножидкости. На рис. 2 выделены области
неустойчивости для чисел Россби Ro < Rocr при из-
менении параметра вращения Ta (числа Тейлора) в
плоскости (k,Ro), где k — безразмерное радиальное
волновое число. Черным цветом на рис. 2 показа-
ны области неустойчивости в «чистой» жидкости, а
серым цветом — в наножидкости. На рис. 2 видно,
что при небольших числах Тейлора Ta = 100, 300

область развития стандартной МВН в наножидкос-
ти (рис. 2а,б) намного больше области неустойчи-
вости для «чистой» жидкости, Rn = 0. Напро-
тив, при больших числах Тейлора Ta = 2000 обла-
сти неустойчивости для наножидкости и «чистой»
жидкости уже не так сильно различаются. Значе-
ния параметров Rn = 0.122, Le = 5000, Pr = 5,
NA = 5, NB = 7.5 · 10−4 для наножидкости (напри-
мер Al2O3–вода) взяты из работы [11].

На рис. 3 представлены численные результаты
темпа роста стандартной МВН, т. е. для положи-
тельного вещественного корня (Re γ > 0) дисперси-
онного уравнения (48), в зависимости от радиаль-
ного волнового числа k. Считая параметры нано-
жидкости фиксированными (Pr = 5, Rn = 0.122,
Le = 5000, рис. 3a), видим, что темпы роста осесим-
метричных возмущений в случае рэлеевского про-
филя вращения (Ro = −1) выше, чем для случая
кеплеровского (Ro = −3/4) профиля вращения при

Рис. 2. Черным цветом показаны области, в которых воз-
никает стандартная МВН в «чистой» жидкости, и се-
рым цветом — в наножидкости для параметров Q = 10,
Pm = 1, Rn = 0.122, Le = 5000 и чисел Тейлора Ta =

= 100 (а), 300 (б), 2000 (в)
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Рис. 3. Зависимости инкремента (Re γ > 0) стандарт-
ной МВН в наножидкости от радиального волнового чис-
ла k. Показаны темпы роста возмущений для рэлеевского
(Ro = −1) и кеплеровского (Ro = −3/4) профилей враще-
ния (а), для разных значений величины аксиального маг-
нитного поля (числа Чандрасекара) Q = 10, 50, 150 (б)
и для различных значений магнитного числа Прандтля

Pm = 0.3, 0.5, 0.7, 1.0 (в)

числах Тейлора Ta = 2000. На рис. 3б показаны тем-
пы роста стандартнойМВН при различных значени-
ях аксиального магнитного поля Q = 10, 50, 150 для
рэлеевского профиля вращения (Ro = −1) и чис-
ла Тейлора Ta = 2000. Здесь мы видим, что увели-
чение напряженности аксиального магнитного поля
H0z может приводить как к увеличению инкремента
неустойчивости (Q = 10 → Q = 50), так и к умень-
шению инкремента при Q = 50 → Q = 150. Ва-
риации магнитного числа Прандтля Pm также мо-
гут существенно повлиять на развитие стандартной
МВН в наножидкости (рис. 3в). Для фиксирован-
ных параметров Ta = 2000, Q = 10, Ro = −1 мы на-
блюдаем, что темпы роста возмущений значительно
ниже при числах Прандтля Pm 
 1.

Отметим, что при изменении физических харак-
теристик наножидкости, например электропровод-
ности σ, теплопроводности χ и вязкости ν, от кото-
рых зависят безразмерные параметры Q, Pr, Pm, Ta,
Rn, при рэлеевском профиле вращения (Ro = −1)
вполне возможно развитие стандартной МВН.

5. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ
АЗИМУТАЛЬНОЙ МВН В ТОНКИХ СЛОЯХ

НАНОЖИДКОСТИ

Рассмотрим неоднородно вращающийся слой на-
ножидкости с постоянной и одинаковой темпера-
турой на границах слоя во внешнем азимутальном
магнитном поле H0ϕ. В этом случае осевое магнит-
ное поле равно нулю, H0z = 0, и Ra = NA = 0. При
этом стационарный поток наножидкости совпадает
с направлением магнитного поля. Таким образом,
такая геометрия задачи соответствует азимутальной
МВН [17]. Дисперсионное уравнение для азимуталь-
ной МВН в тонких слоях наножидкости получим из
уравнения (47), полагая H0z = 0:

P(γ) ≡ a0γ
6 + a1γ

5 + a2γ
4 + a3γ

3 +

+ a4γ
2 + a5γ + a6 = 0, (53)

где коэффициенты aj (j = 0, . . . , 6) имеют вид

a0 = Pr2Pm2Lea
2, a1 = Pr(1 + Le)a

4Pm2,

a2 = a6[Pm2 + 2Pm(1 + Pm) Pr(1 + Le)+

+ Pr2Le(1 + Pm2) + 4PmPr2Le] +

+ π2Pm2Pr2Ta(1 + Ro)Le−
− k2RnLe PrPm2 − 4π2QϕRbPmPr2Le,
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a3 = a8[2Pm(1+Pm)+Pr(1+Le)(1+4Pm+Pm2)] +

+ π2a2Ta(1 + Ro)(2PmPr2Le + Pm2 Pr(1 + Le))−
− k2a2RnLe(Pm2 + PmPr(2 + Pm))−

− 4π2a2QϕRb(Pr
2Le(1 + Pm) + PmPr(1 + Le)),

a4 = a10[2 Pr(1 + Pm)(1 + Le) + Pr2Le] +

+ π2a4Ta(1+Ro)(Pr2Le+2PmPr(1+Le)+Pm2)−
− k2a4RnLe(Pm(2 + Pm) + Pr(2Pm+ 1))−

− 4π2a4QϕRb(Pr
2Le + Pr(1 + Pm)(1 + Le) + Pm),

a5 = a12[2(1+Pm)+Pr(1+Le)]+π
2a6Ta(1+Ro)×

× (Pr(1+Le)+2Pm)−k2a6RnLe(Pr+2Pm+1)−
− 4π2a6QϕRb(Pr(1 + Le) + 1 + Pm),

a6 = a14+π2a8Ta(1+Ro)−k2a8RnLe−4π2a8QϕRb.

Здесь Qϕ = μeH
2
0ϕh

4/4πρ0R
2
0νη — азимутальное

число Чандрасекара. Вещественность коэффициен-
тов aj в уравнении (53) позволяет нам использовать
критерий асимптотической устойчивости Льена-
ра –Шипара, из которого следует положительность
коэффициентов aj > 0 и определителей ГурвицаΔ3,
Δ5 > 0. Из явного вида коэффициентов aj следует,
что неоднородное вращение с положительными
числами Россби (Ro > 0) оказывает стабилизирую-
щее действие, а концентрация наночастиц (члены
с концентрационным числом Рэлея Rn) — деста-
билизирующее влияние. Азимутальное магнитное
поле H0ϕ оказывает как стабилизирующее, так
и дестабилизирующее влияние в зависимости от
знака магнитного числа Россби Rb. Условие a6 > 0

дает следующий критерий устойчивости:

Ro > −1− a6

π2Ta
+
k2RnLe

π2Ta
+

4QϕRb
Ta

= Rocr, (54)

или, в размерных переменных,

Ro > −1− ω2
ν

4α2Ω2
+Rb

ω2
Aϕ

Ω2

ων

ωη
+(1−α2)

RnLeω
2
ν

4α2Ω2(|k|h)4 .

Для случая «чистой» электропроводящей жид-
кости критерий устойчивости (54) при Rn = 0 пере-
ходит в более простой критерий, полученный в ра-
боте [39]. При ωAϕ = 0 и Rn = 0 критерий устой-
чивости (54) согласуется с результатом работы [40].
Очевидно, что вращающийся поток идеальной нано-
жидкости при ων = ωη и ων → 0, на который дей-
ствует азимутальное магнитное поле, устойчив от-
носительно осесимметричных возмущений, если вы-
полняется неравенство

Ro > −1 + Rb
ω2
Aϕ

Ω2
. (55)

Течение идеальной «чистой» жидкости было рас-
смотрено в работе [19], в которой кинетическая и
магнитная энергии равны друг другу:

ρ0(ΩR)
2

2
=
H2

0ϕ

4π
.

В [19] было найдено точное стационарное реше-
ние идеальной магнитной гидродинамики: Ω =

= H0ϕ/R
√
2πρ0, P = const, называемое чандрасека-

ровской эквипартицией. Там же было доказано, что
это течение предельно устойчиво. Из эквипартиции
Чандрасекара следует, что [17]

ωAϕ =
μeH

2
0ϕ

4πρ0R2
0

= Ω, Ro = Rb = −1. (56)

Случай чандрасекаровской эквипартиции (56) удо-
влетворяет неравенству (55). Следовательно, крите-
рии устойчивости для идеальных наножидкостей и
«чистых» жидкостей сопадают с (55).

Приступим к исследованию вопроса о развитии
азимутальной МВН в наножидкости для осесиммет-
ричных возмущений при числах Россби Ro < Rocr.
Для этой цели численным способом построим облас-
ти развития неустойчивости для различных значе-
ний параметров вращения Ta (числа Тейлора), ази-
мутального магнитного поля Qϕ (азимутальное чис-
ло Чандрасекара) и магнитного числа Россби Rb.
Для параметров Rb = −1, Qϕ = 10, Rn = 0.122,
Le = 5000 на рис. 4 показаны области развития ази-
мутальной МВН в плоскости (k,Ro) для различных
чисел Тейлора Ta = 100, 300, 2000. На рис. 4 видно,
что наличие концентрации наночастиц способствует
увеличению области неустойчивости по сравнению с
«чистой» электропроводящей средой. На рис. 5 по-
казаны области развития азимутальной МВН с по-
ложительным профилем неоднородного магнитного
поля (Rb = 1/2) в плоскости (k,Ro) для различных
азимутальных чисел Чандрасекара Qϕ = 10, 50, 100.
Остальные параметры, Ta = 100, Rn = 0.122, Le =

= 5000, считались фиксированными. Здесь мы так-
же видим (см. рис. 5), что наличие концентрации на-
ночастиц способствует увеличению области неустой-
чивости по сравнению с «чистой» электропроводя-
щей средой. Кроме того, при увеличении величины
азимутального магнитного поля (числа Qϕ) граница
области неустойчивости смещается в сторону поло-
жительных чисел Россби (Ro > 0).

С помощью численного анализа дисперсионного
уравнения (53) определим зависимость инкремен-
та (Re γ > 0) азимутальной МВН от радиально-
го волнового числа k для ранее приведенных па-
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Рис. 4. Черным цветом показаны области, в которых воз-
никает азимутальная МВН в «чистой» жидкости, и серым
цветом — в наножидкости. Графики построены для чисел
Тейлора Ta = 100 (а), 300 (б), 2000 (в) при фиксированных
параметрах Qϕ = 10, Rb = −1, Rn = 0.122, Le = 5000

Рис. 5. Черным цветом показаны области, в которых воз-
никает азимутальная МВН в «чистой» жидкости, и серым
цветом — в наножидкости. Графики построены для азиму-
тальных чисел Чандрасекара Qϕ = 10 (а), 50 (б), 100 (в)
при фиксированных параметрах Ta = 100, Rb = 1/2,

Rn = 0.122, Le = 5000
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Рис. 6. Зависимости инкремента (Re γ > 0) азимутальной
МВН в наножидкости от радиального волнового числа k.
Показаны эффекты влияния неоднородного азимутально-
го магнитного поля при Rb = −1, 0, 1/2 (а), величины ази-
мутального магнитного поля при Qϕ = 100, 200, 300 (б) и
магнитного числа Прандтля при Pm = 0.3, 0.5, 0.7, 1.0 (в)

на азимутальную МВН

раметров наножидкости. На рис. 6a показано вли-
яние различных профилей неоднородного азиму-
тального магнитного поля (магнитные числа Россби
Rb = −1, 0, 1/2) на инкремент азимутальной МВН
для следующих параметров: Ta = 2000, Ro = −1.2,
Qϕ = 10, Pm = 1. Отсюда мы видим, что тем-
пы роста возмущений здесь выше для положитель-
ных магнитных чисел Россби (Rb > 0). Далее, ис-
следуем влияние эффекта усиления азимутального
магнитного поля (азимутальные числа Чандрасека-
ра Qϕ = 100, 200, 300) на развитие азимутальной
МВН для фиксированных параметров Ta = 300,
Ro = −1, Rb = 1/2, Pm = 1. Как следует из
результатов, показанных на рис. 6б, темпы роста
возмущений становятся выше с увеличением напря-
женности азимутального магнитного поля H0ϕ. На
рис. 6в приведены численные результаты для ин-
кремента Re γ(k) азимутальной МВН, полученные
для различных значений магнитного числа Прандт-
ля Pm = 0.3, 0.5, 0.7, 1.0 при фиксированной вели-
чине азимутального магнитного поля Qϕ = 300 и
Ta = 300, Ro = −1, Rb = 1/2. На рис. 6в видно уве-
личение темпов роста возмущений для магнитных
чисел Прандтля Pm < 1.

Таким образом, азимутальная МВН в наножид-
кости реализуется при увеличении неоднородного
азимутального магнитного поляH0ϕ = CRα ( α > 1)
с положительным профилем Rb > 0 для магнитных
чисел Прандтля Pm ≤ 1.

6. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ
СПИРАЛЬНОЙ МВН В ТОНКИХ СЛОЯХ

НАНОЖИДКОСТИ

В случае Ra = NA = 0 из уравнения (47) мы
получим дисперсионное уравнение для спиральной
МВН в тонких слоях наножидкости:

P(γ) ≡ a0γ
7 + a1γ

6 + a2γ
5 + a3γ

4 + a4γ
3+

+ a5γ
2 + a6γ + a7 = 0, (57)

где коэффициенты aj (j = 0, . . . , 7) имеют вид

a0 = A0, a1 = A1, a2 = A2 − k2RnLe PrPm3,

a3 = A3 − k2a2RnLe(Pm3 + PrPm2(3 + Pm)),

a4 = A4 − C0 − k2RnLe(PrPm2(a4 + π2Q)+

+ a4Pm(Pr+Pm)(3 + Pm)),

a5 = A5 − C1 − k2RnLe(Pr(2a
2Pm(a4 + π2Q)+

+a6(1+Pm))+a2Pm2(a4+π2Q)+a6Pm(3+Pm)),
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a6 = A6 − C2 − k2RnLe(2a
4Pm(a4 + π2Q)+

+ a8(1 + Pm) + a4(a4 + π2Q) Pr),

a7 = A7 − C3 − k2a6RnLe(a
4 + π2Q).

Здесь введены следующие обозначения для An (n =

= 0, . . . , 7) и Cm (m = 0, . . . , 3):

A0 = a2Pr2Pm3Le,

A1 = a4Pm2 Pr[2 PrLe(1+Pm)+PrLe+Pm(1+Le)],

A2 = a6[Pm2(Pm+ Pr(1 + Le)) + 2Pm(1 + Pm)×
× Pr(PrLe + Pm(1 + Le))] + (a6(1 + 4Pm+ Pm2)+

+ 2a2Pmπ2Q+ π2Pm2Ta(1 + Ro)−
− 4π2Qξ2RbPm)PmPr2Le,

A3 = a8[Pm2 + 2Pm(1 + Pm)(Pm + Pr(1 + Le))] +

+ a2 Pr(a6(1 + 4Pm+ Pm2) + 2a2Pmπ2Q+

+ π2Pm2Ta(1 + Ro)− 4π2Qξ2RbPm)×
× (PrLe + Pm(1 + Le)) + (2a4(1 + Pm)(a4 + π2Q)+

+2a2π2Ta(1+Ro)Pm−4π2a2Qξ2Rb(1+Pm))PmPr2Le,

A4 = 2a10Pm(1 + Pm) + a4(a6(1 + 4Pm+ Pm2)+

+ 2a2Pmπ2Q+π2Pm2Ta(1+Ro)−4π2Qξ2RbPm)×
× (Pm+Pr(1+Le))+a

2 Pr(2a4(1+Pm)(a4+π2Q)+

+ 2a2π2Ta(1 + Ro)Pm − 4π2a2Qξ2Rb(1 + Pm))×
× (PrLe + Pm(1 + Le)) + (a2(a4 + π2Q)2 +

+ π2a4Ta(1 + Ro) + π4PmRoTaQ−
− 4π2Qξ2Rb(a4 + π2Q)− 4π4Q2ξ2)PmPr2Le,

A5 = a6(a6(1 + 4Pm+ Pm2) + 2a2Pmπ2Q+

+ π2Pm2Ta(1 + Ro)− 4π2Qξ2RbPm)+

+ a4(2a4(1+Pm)(a4+π2Q)+2a2π2Ta(1+Ro)Pm−
− 4π2a2Qξ2Rb(1 + Pm))(Pm + Pr(1 + Le))+

+a2 Pr(a2(a4+π2Q)2+π2a4Ta(1+Ro)+π4PmRoTaQ−
−4π2Qξ2Rb(a4+π2Q)−4π4Q2ξ2)(PrLe+Pm(1+Le)),

A6 = a6(2a4(1+Pm)(a4+π2Q)+2a2π2Ta(1+Ro)Pm−
− 4π2a2Qξ2Rb(1 + Pm)) + a4(Pm+ Pr(1 + Le))×

× (a2(a4 + π2Q)2 + π2a4Ta(1 + Ro) + π4PmRoTaQ−
− 4π2Qξ2Rb(a4 + π2Q)− 4π4Q2ξ2),

A7 = a6(a2(a4 + π2Q)2 + π2a4Ta(1 + Ro)+

+ π4PmRoTaQ− 4π2Qξ2Rb(a4 + π2Q)− 4π4Q2ξ2),

C0 = 4π4Qξ
√
TaNB PrPm2,

C1 = 2π4a2QPmξ
√
Ta×

×
[
NB Pr(4 + Ro(1 − Pm)) +

2NB

Le
Pm

]
,

C2 = 2π4a4Qξ
√
Ta

[
NB Pr(2 + Ro(1− Pm)) +

+
NB

Le
Pm(4 + Ro(1− Pm))

]
,

C3 = 2π4a6Qξ
√
Ta
NB

Le
(2 + Ro(1− Pm)).

В предельных случаях, когда H0ϕ = 0, дисперсион-
ное уравнение (57) совпадает с дисперсионным урав-
нением (48) для стандартной МВН, а при H0z = 0 —
с дисперсионным уравнением (54) для азимутальной
МВН. К дисперсионному уравнению (57) с действи-
тельными коэффициентами aj (j = 0, . . . , 7) при-
меним классический критерий устойчивости Льена-
ра –Шипара [38]. Из явного вида коэффициентов
следует, что дестабилизация осесимметричных воз-
мущений может быть вызвана неоднородным вра-
щением с отрицательным профилем (Ro < 0), спи-
ральным магнитным полем с положительным про-
филем неоднородного азимутального магнитного
поля (Rb > 0), концентрацией наночастиц (Rn �= 0),
а также совместным эффектом спирального магнит-
ного поля и прироста наночастиц (NB �= 0), если
магнитное число Прандтля Pm �= 1. Поскольку пе-
реход к неустойчивости происходит через точку γ =

= 0, получаем необходимое и достаточное условие
устойчивости вращающейся наножидкости по отно-
шению к осесимметричным возмущениям:

Ro >

>
−a2(a4 + π2Q)2 − π2a4Ta+ k2(a4 + π2Q)RnLe

π2Ta(a4 + π2QPm)− 2π4Qξ
√
Ta
NB

Le
(1− Pm)

+

+
4Qξ2(Rb(a4 + π2Q) + π2Q) + 4π2Qξ

√
Ta
NB

Le

Ta(a4 + π2QPm)− 2π2Qξ
√
Ta
NB

Le
(1− Pm)

=

= Rocr, (58)

или, в размерных переменных,
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Ro >
−(ω2

A + ωνωη)
2 − 4α2Ω2ω2

η + (1− α2)(ω2
A + ωνωη)RnLe

ωνωη

(|k|h)4

4α2Ω2(ω2
A + ω2

η)− 4α3ΩωAωAϕ
ωη

(|k|h)
NB

Le
(1− Pm)

+

+

ω2
Aϕ(Rb(ω

2
A + ωνωη) + ω2

A) + 2αΩωAωAϕ
ωη

(|k|h)
NB

Le

Ω2(ω2
A + ω2

η)− αΩωAωAϕ
ωη

(|k|h)
NB

Le
(1− Pm)

= Rocr.

Условие устойчивости (58) включает в себя получен-
ные в предыдущих разделах критерии устойчивости
для стандартной МВН при H0ϕ = 0 и азимутальной
МВН при H0z = 0. Если Ro = 0 и Ta = 0, то необ-
ходимое и достаточное условие устойчивости нано-
жидкости по отношению к осесимметричным возму-
щениям дает ограничение на профиль неоднородно-
го азимутального магнитного поля:

Rb > Rbcr,
Rbcr =

=
a2(a4+π2Q)2−4π4Q2ξ2−k2RnLe(a

4+π2Q)

4π2Qξ2(a4 + π2Q)
,

(59)

или, в размерных переменных,

Rb >
(ω2

A + ωνωη)
2 − 4α2ω2

Aω
2
Aϕ

4α2ω2
Aϕ(ω

2
A + ωνωη)

−

−
(1− α2)

ωνωη

(|k|h)4RnLe(ω
2
A + ωνωη)

4α2ω2
Aϕ(ω

2
A + ωνωη)

= Rbcr.

Выражение (59) переходит в передельном случае
«чистой» жидкости при Rn = 0 в известное выра-
жение для критического магнитного числа Россби
Rbcr, которое было получено в работе [41].

Определим область развития спиральной МВН в
тонком слое наножидкости, которая возникает для
чисел Россби Ro < Rocr. С помощью численного
анализа из выражения (58) для критического чис-
ла Россби определим области развития спиральной
МВН в «чистой» жидкости и наножидкости. На
рис. 7 серым цветом выделены области неустойчи-
вости наножидкости для чисел Россби Ro < Rocr
при изменении параметра вращения Ta = 100, 300,
2000 (числа Тейлора) в плоскости (k,Ro). Осталь-
ные параметры наножидкости считались фиксиро-
ванными: Q = 10, Qϕ = 100, Pm = 0.7, Rb = 1/2,
Rn = 0.122, Le = 5000,NB = 7.5·10−4. На рис. 7 вид-
но, что наличие концентрации наночастиц способ-
ствует увеличению области неустойчивости по срав-
нению с «чистой» электропроводящей средой, для
которой области неустойчивости показаны черным
цветом на рис. 7. На рис. 8 показаны области раз-

вития спиральной МВН с положительным профи-
лем неоднородного магнитного поля (Rb = 1/2) в
плоскости (k,Ro) для различных азимутальных чи-
сел Чандрасекара Qϕ = 30, 50, 80 при фиксирован-
ных параметрах Q = 10, Ta = 100,Pm = 0.7, Rb =

= 1/2, Rn = 0.122, Le = 5000, NB = 7.5 · 10−4. Здесь
мы также видим (см. рис. 8), что наличие концен-
трации наночастиц способствует увеличению облас-
ти неустойчивости по сравнению с «чистой» элект-
ропроводящей средой. Кроме того, при увеличении
величины азимутального магнитного поля (числа
Qϕ), как и в случае азимутальной МВН, граница
области неустойчивости смещается в сторону поло-
жительных чисел Россби (Ro > 0).

Приступим к численному анализу дисперсион-
ного уравнения (57). На рис. 9 показана зависи-
мость инкремента спиральной МВН от радиаль-
ных волновых чисел k для различных вариаций
физических параметров наножидкости. На рис. 9a
видно, что темп роста возмущений повышается с
увеличением эффекта вращения — числа Тейлора
Ta = 100, 300, 2000. Остальные параметры наножид-
кости считались фиксированными: Q = 10, Qϕ =

= 100, Pm = 0.7, Pr = 5, Rb = 1/2, Ro = −1, Rn =

= 0.122, Le = 5000, NB = 7.5 · 10−4. Для этих же па-
раметров на рис. 9б показаны графики инкремента
спиральной МВН для вращающейся наножидкости
с числом Тейлора Ta = 100 и различными числами
Россби Ro = 0,−3/4,−1. Отсюда следует, что тем-
пы роста осесимметричных возмущений выше для
отрицательных чисел Россби (Ro < 0), чем в случае
однородного вращения (Ro = 0):

γ(k)|Ro=−1 > γ(k)|Ro=−3/4 > γ(k)|Ro=0.

На рис. 9в показаны темпы роста спиральной МВН
при различных значениях аксиального магнитно-
го поля Q = 10, 50, 150 для рэлеевского профиля
вращения (Ro = −1) и числа Тейлора Ta = 2000.
Отсюда мы видим, что увеличение напряженно-
сти аксиального магнитного поля H0z может приво-
дить как к увеличению инкремента неустойчивости
(Q = 10 → Q = 50), так и к уменьшению инкремента
при Q = 50 → Q = 150.
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Рис. 7. Черным цветом показаны области, в которых воз-
никает спиральная МВН в «чистой» жидкости, и серым
цветом — в наножидкости. Графики построены для чисел
Тейлора Ta = 100 (а), 300 (б), 2000 (в) при фиксирован-
ных параметрах Q = 10, Qϕ = 100, Pm = 0.7, Rb = 1/2,

Rn = 0.122, Le = 5000, NB = 7.5 · 10−4

Аналогичная ситуация наблюдалась и для стан-
дартнойМВН. Эффект влияния азимутального маг-
нитного поля Qϕ = 100, 200, 300 на спиральную

Рис. 8. Черным цветом показаны области, в которых воз-
никает спиральная МВН в «чистой» жидкости, и серым
цветом — в наножидкости. Графики построены для азиму-
тального числа Чандрасекара Qϕ = 30 (а), 50 (б), 80 (в)
при фиксированных параметрах Q = 10, Ta = 100, Pm =

= 0.7, Rb = 1/2, Rn = 0.122, Le = 5000, NB = 7.5 · 10−4

МВН для параметров Ta = 2000 и Ro = −1 по-
казан на рис. 10а. Здесь, как и для случая азиму-
тальной МВН, темпы роста возмущений становятся
выше с увеличением напряженности азимутального
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Рис. 9. Зависимости инкремента (Re γ > 0) спиральной
МВН в наножидкости от радиального волнового числа
k. Показано влияние эффекта вращения Ta = 100, 300,
2000 (а), числа Россби Ro = 0,−3/4,−1 (б) и аксиального

магнитного поля Q = 10, 50, 150 (в)

Рис. 10. Зависимости инкремента (Re γ > 0) спираль-
ной МВН в наножидкости от радиального волнового чис-
ла k. Показано влияние азимутального магнитного поля
Qϕ = 100, 200, 300 (а), магнитного числа Прандтля Pm =

= 0.3, 0.7, 1.0 (б) и концентрации наночастиц на спираль-
ную МВН (в)
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магнитного поля H0ϕ. На рис. 10б показаны графи-
ки инкремента спиральной МВН для значений маг-
нитного числа Прандтля Pm = 0.3, 0.7, 1.0. Из этих
результатов следует, что увеличение темпов роста
Re γ(k) для магнитных чисел Прандтля Pm < 1 про-
исходит при смещении в длинноволновую (малые k)
область спектра возмущений. Результаты влияния
на спиральную МВН эффекта концентрации нано-
частиц приведены на рис. 10в. Кривая 1 построена
для следующих параметров наножидкости: Q = 10,
Qϕ = 100, Ta = 2000, Pm = 0.7, Pr = 5, Rb = 1/2,
Ro = −1, Rn = 0.122, Le = 5000, NB = 7.5 · 10−4.
При увеличении концентрации наночастиц, т. е. при
увеличении объемной доли наночастиц на верхней
границе слоя, φu, мы принимаем, что изменяются
параметры для следующих величин: концентраци-
онного числа Рэлея Rn = 1200, рождения наноча-
стиц NB = 750 и числа Льюиса Le = 1000, а осталь-
ные безразмерные числа (Q,Qϕ,Ta,Pm,Pr,Rb,Ro)
остаются без изменений. Кривая 2 на рис. 10в со-
ответствует результатам повышенной концентрации
наночастиц. Здесь видно, что при повышенной кон-
центрации наночастиц инкремент спиральной МВН
выше, γ2(0) = 13.28 > γ1(0) = 12.9, и неустойчи-
вость уже начинает развиваться в коротковолновой
(большие k) части спектра возмущений.

В результате повышения концентрации наночас-
тиц увеличиваются темпы роста спиральной МВН
из-за совместного эффекта прироста наночастиц,
NB � 1, и спирального магнитного поля для маг-
нитных чисел Прандтля Pm < 1.

7. СТАЦИОНАРНЫЕ РЕЖИМЫ
МАГНИТНОЙ КОНВЕКЦИИ

Приступим к исследованию случая, когда есть
разности температур и концентраций наночастиц на
границах слоя наножидкости (Ra �= 0, NA �= 0), ко-
торый неоднородно вращается (Ro �= 0) в спираль-
ном магнитном поле (ξ �= 0). Будем рассматривать
конвективное течение в плоском неоднородно вра-
щающемся слое в виде валов (ячеек). Скорость γ

роста возмущений в общем случае является ком-
плексной, γ = γr+iωi. Очевидно, что система устой-
чива, если γr < 0, и неустойчива, если γr > 0. Перей-
дем к определению границы устойчивости для мо-
нотонных (ωi = 0) и колебательных (ωi �= 0) возму-
щений. На границе устойчивости (нейтральные со-
стояния) γr = 0, поэтому, сделав в уравнении (47)
замену γ = iωi, находим

Ra = Rar + iωiRai, (60)

где Rar и Rai — действительная и мнимая части
дисперсионного уравнения для Ra. Так как вели-
чина Ra является действительной, мнимая часть в
(60) должна обращаться в нуль. При этом возмож-
на ситуация ωi = 0 или Rai = 0. Рассмотрим случай
ωi = 0. В результате получаем критическое значение
числа Рэлея Rac для монотонных или стационарных
возмущений: Rac = Rast.

7.1. Стационарный режим конвекции в
аксиальном магнитном поле

Из дисперсионного уравнения (60) найдем кри-
тическое значение числа Рэлея Rast для стационар-
ной (γ = 0) конвекции в аксиальном магнитном по-
ле:

Rast =
a6

k2
+
π2a2Q
k2

+
π2a4Ta

k2(a4 + π2Q)
+

+
π2TaRo(a4 + π2QPm)

k2(a4 + π2Q)
− Rn(Le +NA). (61)

Минимальное значение критического числа Рэлея
находится из условия ∂Rast/∂k = 0 и соответствует
волновым числам k = kc, удовлетворяющим уравне-
нию

2k2c − π2

kc
− π4Q
kc(π2 + k2c )

2
+

+
2π2kcTa(1 + Ro)

(π2 + k2c ) ((π
2 + k2c )

2 + π2Q)
−

− π2Ta((π2 + k2c )
2 + π2Q+ 2k2c (π

2 + k2c ))

kc((π2 + k2c )
2 + π2Q)2

−

− π2TaRo((π2 + k2c )
2 + π2QPm)

kc(π2 + k2c )
2((π2 + k2c )

2 + π2Q)2
×

× ((π2 + k2c )
2 + π2Q+ 2k2c(π

2 + k2c )) = 0. (62)

Из уравнения (62) видно, что критическое волно-
вое число не зависит от параметров наножидкостей
и совпадает с результатом работы [12]. На рис. 11а
минимальному значению критического числа Рэлея
Ramin

st соответствует точка на нейтральной кривой,
разделяющей области устойчивых и неустойчивых
возмущений. Здесь видно, что для положительного
профиля числа Россби (Ro � 0) минимальное зна-
чение критического числа Рэлея Ramin

st больше, чем
для отрицательных профилей вращения, например
рэлеевского (Ro = −1). Следовательно, для отри-
цательных профилей вращения мы получаем более
низкий порог развития неустойчивости по сравне-
нию со случаем однородного (Ro = 0) и неоднород-
ного (Ro = 2) вращения. На рис. 11б показано, что
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Рис. 11. Зависимости стационарного числа Рэлея Rast от
волновых чисел k для неоднородно вращающейся нано-
жидкости в аксиальном магнитном поле: а — для чисел
Россби Ro = 2 (кривая 1), 0 (кривая 2), −1 (кривая 3);
б — кривая 1 соответствует «чистой» электропроводящей
жидкости, кривая 2 — электропроводящей наножидкости

для числа Россби Ro = 2

концентрация наночастиц способствует понижению
порога стационарной конвекции. Здесь кривые 1, 2
построены для числа Россби Ro = 2, но сделанные
выводы остаются в силе при любых числах Ro.

В некоторых предельных случаях выражение
(61) содержит уже известные результаты. При от-
сутствии наночастиц (Rn = 0) из (61) получаем кри-
тическое число Рэлея для стационарной неоднород-
но вращающейся (Ro �= 0) конвекции в постоянном
аксиальном магнитном поле [12]. Если в (61) поло-
жить Ro = 0, то мы получим результат работы [11].
Для случая Ro = 0 и Rn = 0 мы получаем класси-
ческий результат Чандрасекара [8]. При отсутствии
вращения и магнитного поля (Ta = Q = 0) выраже-
ние (61) дает результат работы [42].

Для исследования эффектов вращения, числа
Россби, магнитного поля, числа Люиса, модифици-
рованного коэффициента диффузии и концентра-
ции наночастиц вычислим производные

dR1

dT1
,
dR1

dRo
,
dR1

dQ1

,
dR1

dLe
,
dR1

dNA
,
dR1

dRn

в переменных Чандрасекара

R1 =
Rast
π4

, T1 =
Ta
π4
, Q1 =

Q
π2
, x =

k2

π2
.

Для этих переменных выражение (61) примет вид

R1 =
(1+x)((1+x)2+Q1)

2+(1+x)2(1+Ro)T1

x((1+x)2+Q1)
+

+
RoPmQ1T1

x((1 + x)2 +Q1)
− Rn(Le +NA). (63)

Из выражения (63) находим производные

dR1

dT1
=

(1 + x)2

x((1 + x)2 +Q1)
+

+
Ro((1 + x)2 +Q1Pm)

x((1 + x)2 +Q1)
, (64)

dR1

dRo
=

T1((1 + x)2 +Q1Pm)

x((1 + x)2 +Q1)
, (65)

dR1

dQ1

=
1 + x
x

− (1 + x)2T1(1 + Ro(1 − Pm))

x((1 + x)2 +Q1)
2

, (66)

dR1

dLe
=

dR1

dNA
= −Rn, (67)

dR1

dRn
= −(Le +NA). (68)

Из формулы (64) видно, что в случае однород-
ного вращения (Ro = 0) сила Кориолиса все-
гда оказывает стабилизирующее действие на кон-
векцию [8, 9]. Однако при неоднородном враще-
нии (даже в отсутствие внешнего магнитного по-
ля, Q1 = 0 (см. формулу (64)) сила Кориолиса мо-
жет оказывать дестабилизирующее действие на кон-
векцию в зависимости от профиля угловой скоро-
сти вращения. Для рэлеевского профиля вращения
(Ro = −1) угловая скорость уменьшается с расстоя-
нием, Ω = const·R−2. Наоборот, при положительных
Ro > 0, например при Ro = 1, угловая скорость вра-
щения увеличивается с расстоянием, Ω = const ·R2.
Таким образом, вращение при Ro > 0 стабилизи-
рует конвекцию, а при Ro < 0 дестабилизирует. Из-
вестно, что для конечной электропроводности среды
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имеет место частичная «вмороженность» магнитно-
го поля и неоднородное вращение приводит к иска-
жению силовых линий магнитного поля [37]. В слу-
чае Ro > 0 линии магнитного поля смещаются от
оси вращения, т. е. в сторону увеличения Ω, и на-
оборот, при Ro < 0 происходит смещение к оси вра-
щения. Эффекту влияния неоднородного (диффе-
ренциального) вращения на магнитное поле и, как
следствие, на конвекцию, соответствуют члены, про-
порциональные RoPm в выражениях (64), (66).

Аналогичные выводы следуют из соотношения
(65): при увеличении параметра вращения T1 на
стационарную конвекцию оказывает влияние про-
филь неоднородного вращения, от которого зависит
знак числа Россби. Так, при числах Россби Ro > 0

мы также получаем стабилизирующий эффект, по-
скольку производная dR1/dRo всегда положитель-
на, а при отрицательных числах Россби Ro < 0 —
дестабилизирующий эффект, так как производная
dR1/dRo отрицательная.

Из формулы (66) видно, что величина dR1/dQ1

может быть положительной или отрицательной, т. е.
аксиальное магнитное поле (число Чандрасекара
Q1) оказывает стабилизирующее или дестабилизи-
рующее действие на стационарную конвекцию. По-
скольку магнитное поле тормозит движение прово-
дящей жидкости (наножидкости), оно вполне может
оказывать стабилизирующее действие. В свою оче-
редь, взаимодействие между полем и токами, инду-
цируемыми в движущейся среде, оказывает влия-
ние на конвективное движение, т. е. на устойчивость
равновесия среды, подогреваемой снизу. Опять же
из-за частичной «вмороженности» магнитного по-
ля неоднородное вращение приводит к искажению
силовых линий магнитного поля, что создает деста-
билизирующий эффект, когда для профиля неодно-
родного вращения (числа Россби Ro) выполняется
условие

Ro(Pm− 1) < 1.

Это неравенство справедливо для положительных
чисел Россби Ro � 0 и магнитных числах Прандтля
Pm < 1 либо Ro < 0 и Pm > 1, а также при Pm = 1

для любых чисел Россби Ro.

Формула (67) показывает, что число Льюиса Le

и модифицированный коэффициент диффузии NA

имеют дестабилизирующий эффект, когда число Рэ-
лея наночастиц положительно, Rn > 0. Поскольку
для большинства наножидкостей сумма числа Лью-
иса и модифицированного коэффициента диффузии
всегда положительна, Le + NA > 0 [11], то из (68)

следует, что концентрационное число Рэлея всегда
имеет дестабилизирующий эффект. Формулы (67) и
(68) совпадают с результатами работы [11], где ис-
следовалась конвективная неустойчивость однород-
но вращающегося слоя наножидкости в постоянном
вертикальном магнитном поле.

Таким образом, влияние эффектов вращения,
числа Россби, магнитного поля на стационарную
конвекцию в аксиальном магнитном поле происхо-
дит независимо от концентрации наночастиц.

7.2. Стационарный режим конвекции в
спиральном магнитном поле

Подобным образом из дисперсионного уравнения
(60) найдем критическое значение числа Рэлея Rast
для стационарной конвекции в спиральном магнит-
ном поле:

Rast =

[
Ra(0)st − Rn(Le +NA) +

+
2π4Qξ

√
Ta(2 + Ro(1− Pm))NB(NA − 1)

k2(a4 + π2Q)Le

]
×

×
[
1−2π4Qξ

√
Ta(2+Ro(1−Pm))(NA−NB)

a2(a4 + π2Q)2Le

]−1

=

= D1(k)D
−1
2 (k), (69)

где Ra(0)st — критическое число Рэлея для стацио-
нарной конвекции «чистой» жидкости в спиральном
магнитном поле, совпадающее с результатом [15]

Ra(0)st =
a6

k2
+
π2a2Q
k2

+

+
π2a4Ta

k2(a4+π2Q)
+
π2TaRo(a4+π2QPm)−4π4ξ2Q2

k2(a4 + π2Q)
−

− 4π2

k2
ξ2QRb.

Минимальное значение критического числа Рэлея
находится из условия ∂Rast/∂k = 0 и соответствует
волновым числам k = kc, удовлетворяющим следу-
ющему уравнению:
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[(
∂Ra(0)st

∂k

)
k=kc

− 4π4Qξ
√
Ta(2 + Ro(1 − Pm)) ×

× NB(NA − 1)
(π2 + k2c )

2 + π2Q+ 2k2c (π
2 + k2c )

k3c ((π
2 + k2c )

2 + π2Q)2Le

]
×

×D−1
2 (kc)−D−2

2 (kc) · 4kcπ4Qξ
√
Ta(2+Ro(1−Pm))×

× (NA −NB)
(π2 + k2c )

2 + π2Q+ 2(π2 + k2c )

(π2 + k2c )((π
2 + k2c )

2 + π2Q)3Le
×

×D1(kc) = 0, (70)

где(
∂Ra(0)st

∂k

)
k=kc

=
2k2c − π2

kc
− π4Q
kc(π2 + k2c )

2
+

+
2π2kcTa(1 + Ro)

(π2 + k2c ) ((π
2 + k2c )

2 + π2Q)
−

− π2Ta((π2 + k2c )
2 + π2Q+ 2k2c (π

2 + k2c ))

kc((π2 + k2c )
2 + π2Q)2

−

− π2TaRo((π2 + k2c )
2 + π2QPm)

kc(π2 + k2c )
2((π2 + k2c )

2 + π2Q)2
×

× ((π2 + k2c )
2 + π2Q+ 2k2c (π

2 + k2c ))+

+ 4π4ξ2Q2 2((π
2 + k2c )

2 + π2Q) + 4k4c (π
2 + k2c )

k3c ((π
2 + k2c )

2 + π2Q)2
+

+ 4π2ξ2QRb
2

k3c
.

Если азимутальное магнитное поле отсутствует (ξ =
= 0), то выражение (70) совпадает с (62) и результа-
том работы [15]. Следовательно, критическое волно-
вое число kc зависит от параметров наножидкости
только в спиральном магнитном поле. На рис. 12
показаны зависимости стационарного числа Рэлея
Rast от волновых чисел k для различных профи-
лей неоднородного вращения (Ro) и магнитного по-
ля (Rb). Численные результаты, представленные на
рис. 12, получены при следующих фиксированных
параметрах: Ta = 300, Q = 50, Pm = 0.7, Rn = 0.122,
Le = 5000, NA = 5, NB = 7.5 · 10−4. Минимально-
му числу Ramin

st на рис. 12 соответствует точка на
нейтральной кривой, разделяющей области устой-
чивых и неустойчивых возмущений. На рис. 12a по-
казан случай однородного (Rb = −1/2) азимуталь-
ного магнитного поля с параметром ξ = 1. Здесь
видно, что с возрастанием положительного профи-
ля числа Россби Ro (кривая 1 — Ro = 2, кривая
2 — Ro = 0) минимальное значение стационарно-
го числа Рэлея Ramin

st также возрастает, т. е. повы-
шается порог развития неустойчивости. С другой
стороны, для отрицательных профилей вращения:
кеплеровского (Ro = −3/4) (кривая 3) и рэлеевского

(Ro = −1) (кривая 4) наблюдаем уменьшение крити-
ческого числа Рэлея, т. е. более низкий порог разви-
тия неустойчивости по сравнению со случаем одно-
родного (Ro = 0) и неоднородного (Ro = 2) враще-
ния. На рис. 13а показано, что концентрация нано-
частиц (кривая 2) способствует понижению порога
стационарной конвекции по сравнению с «чистой»
жидкостью (кривая 1). Здесь кривые 1, 2 построены
для числа Россби Ro = −3/4, но сделанные выводы
остаются в силе при любых числах Ro.

Проведем анализ влияния азимутального маг-
нитного поля на стационарную конвекцию, фикси-
руя параметр Ro для различных магнитных чисел
Россби (Rb = −1,−1/2, 0, 1/2) и ξ = 1. На рис. 12б
показаны результаты для случая однородного вра-
щения (Ro = 0). Здесь мы видим, что для положи-
тельных чисел Rb � 0 (кривая 3 — Rb = 0, кри-
вая 4 — Rb = 1/2) критические числа Рэлея мень-
ше, чем для отрицательных чисел Rb < 0 (кривая
1 — Rb = −1, кривая 2 — Rb = −1/2). Следо-
вательно, в зависимости от профиля неоднородно-
сти азимутального магнитного поля H0ϕ(R) = CRα

(C = const, α — произвольное вещественное чис-
ло) порог неустойчивости может либо увеличивать-
ся (Rb < 0), либо уменьшаться (Rb > 0). На
рис. 13б кривая 1 соответствует «чистой» электро-
проводящей жидкости, кривая 2 — электропрово-
дящей наножидкости. Кривые 1, 2 построены для
чисел Россби Ro = 0, Rb = −1. Здесь мы видим,
что концентрация наночастиц способствует пониже-
нию порога стационарной конвекции. Этот вывод
остается в силе при любых профилях неоднородного
азимутального магнитного поля (магнитного числа
Россби Rb). Аналогичная картина наблюдается для
кеплеровского профиля вращения Ro = −3/4 (см.
рис. 12в и 13в). Сравнивая результаты на рис. 12б,
13б и рис. 12в, 13в можно заметить, что для про-
филя вращения Ro = −3/4 пороги неустойчивости
меньше, чем для случая Ro = 0 при любых профи-
лях неоднородного азимутального магнитного поля.

Приступим к исследованию влияния вращения,
числа Россби, азимутального магнитного поля, спи-
рального магнитного поля, числа Льюиса, модифи-
цированного коэффициента диффузии и концентра-
ции наночастиц на стационарную конвекцию. Для
этой цели вычислим производные

dR̃
dT̃

,
dR̃
dRo

,
dR̃
dQ̃

,
dR̃
dξ̃
,
dR̃
dRb

,
dR̃
dLe

,
dR̃
dNA

,
dR̃
dRn

.

Здесь мы ввели переменные Чандрасекара

R̃ =
Rast
π4

, T̃ =
Ta
π4
, Q̃ =

Q
π2
, x =

k2

π2
, ξ̃ =

ξ

π
.
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Рис. 12. Зависимости стационарного числа Рэлея Rast от
волновых чисел k для неоднородно вращающейся нано-
жидкости в спиральном магнитном поле: а — Rb = −1/2,
ξ = 1 и Ro = 2 (кривая 1), 0 (кривая 2), −3/4 (кри-
вая 3), −1 (кривая 4); б — Ro = 0, ξ = 1 и Rb = −1

(кривая 1), −1/2 (кривая 2), 0 (кривая 3), 1/2 (кривая 4);
в — Ro = −3/4, ξ = 1 и Rb = −1 (кривая 1), −1/2 (кри-

вая 2), 0 (кривая 3), 1/2 (кривая 4)

Рис. 13. Зависимости стационарного числа Рэлея Rast от
волновых чисел k: a — Rb = −1/2, Ro = −3/4, ξ = 1; б —
Ro = 0, Rb = −1, ξ = 1; в — Ro = −3/4, Rb = −1, ξ = 1.
На всех графиках кривая 1 соответствует «чистой» элек-
тропроводящей жидкости, кривая 2 — электропроводящей

наножидкости

8 ЖЭТФ, вып. 6
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В этих переменных выражение для критического
числа Рэлея (69) принимает вид

R̃ =

[
R̃

(0)
− Rn(Le +NA) +

+
2π3Q̃ξ̃

√
T̃(2 + Ro(1 − Pm))NB(NA − 1)

x((1 + x)2 + Q̃)Le

]
×

×
[
1− 2Q̃ξ̃

√
T̃(2 + Ro(1− Pm))(NA −NB)

π(1 + x)((1 + x)2 + Q̃)2Le

]−1

=

= D̃1(k)D̃
−1
2 (k),

где

R̃
(0)

=
(1+x)((1+x)2+Q̃)2+T̃(1+x)2(1+Ro)

x((1 + x)2 + Q̃)
+

+
T̃RoPmQ̃− 4ξ̃2Q̃

2

x((1 + x)2 + Q̃)
− 4ξ̃2Q̃

x
Rb.

Используя эти выражения, нетрудно вычислить ис-
комые производные

dR̃
dT̃

=

⎡⎣dR̃(0)

dT̃
+

+
π3Q̃ξ̃(2+Ro(1−Pm))NB(NA−1)

x((1+x)2+Q̃)Le

√
T̃

]
D̃−1

2 +D̃−2
2 D̃1 ×

× Q̃ξ̃(2 + Ro(1− Pm))(NA −NB)

π(1 + x)((1 + x)2 + Q̃)2Le

√
T̃
, (71)

dR̃
(0)

dT̃
=

(1 + x)2

x((1 + x)2 + Q̃)
+

+
Ro((1 + x)2 + Q̃Pm)

x((1 + x)2 + Q̃)
, (72)

dR̃
dRo

=

⎡⎣dR̃(0)

dRo
+
2π3Q̃ξ̃

√
T̃(1−Pm)NB(NA−1)

x((1+x)2+Q̃)Le

⎤⎦ ×

× D̃−1
2 + D̃−2

2 D̃1
2Q̃ξ̃

√
T̃(1 − Pm)(NA −NB)

π(1 + x)((1 + x)2 + Q̃)2Le

, (73)

dR̃
(0)

dRo
=

T̃((1 + x)2 + Q̃Pm)

x((1 + x)2 + Q̃)
, (74)

dR̃
dQ̃

=

⎡⎣dR̃(0)

dQ̃
+

+
2π3ξ̃

√
T̃(2 + Ro(1− Pm))NB(NA − 1)(1 + x)2

x((1 + x)2 + Q̃)Le

⎤⎦ ×

× D̃−1
2 + D̃−2

2 D̃1 ×

× 2ξ̃
√
T̃(2+Ro(1−Pm))(NA−NB)((1+x)2−Q̃)

π(1+x)((1+x)2 + Q̃)2Le

, (75)

dR̃
(0)

dQ̃
=

1 + x
x

− (1 + x)2T̃ (1 + Ro(1− Pm))

x((1 + x)2 + Q̃)2
−

− 4ξ̃2

x

(
Rb+

Q̃(2(1 + x)2 + Q̃)

(1 + x)2 + Q̃)2

)
, (76)

dR̃
dξ̃

=

⎡⎣dR̃(0)

dξ̃
+

+
2π3Q̃

√
T̃(2 + Ro(1 − Pm))NB(NA − 1)

x((1 + x)2 + Q̃)Le

]
D̃−1

2 +

+ D̃−2
2 D̃1

2Q̃
√
T̃(2 + Ro(1 − Pm))(NA −NB)

π(1 + x)((1 + x)2 + Q̃)2Le

, (77)

dR̃
(0)

dξ̃
= −8ξ̃Q̃

x
Q̃(1 + Rb) + Rb(1 + x)2

(1 + x)2 + Q̃
, (78)

dR̃
dRb

=
dR̃

(0)

dRb
= −4ξ̃2Q̃

x
, (79)

dR̃
dLe

=

[
− Rn −

− 2π3Q̃ξ̃
√
T̃(2+Ro(1−Pm))NB(NA−1)

x((1+x)2+Q̃)L2
e

]
D̃−1

2 −

− D̃−2
2 D̃1

2Q̃ξ̃
√
T̃(2+Ro(1−Pm))(NA−NB)

π(1+x)((1+x)2+Q̃)2L2
e

, (80)

dR̃
dNA

=

=

[
−Rn+

2π3Q̃ξ̃
√
T̃(2+Ro(1−Pm))NB

x((1 + x)2 + Q̃)Le

]
D̃−1

2 +

+ D̃−2
2 D̃1

2Q̃ξ̃
√
T̃(2 + Ro(1− Pm))

π(1 + x)((1 + x)2 + Q̃)2Le

, (81)
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dR̃
dRn

= −(NA + Le)D̃
−1
2 . (82)

Нетрудно заметить, что в выражениях (71)–(82) со-
держатся члены порядка Q̃ξ̃NB(NA − 1)/Le, кото-
рые связаны совместным действием эффектов при-
роста наночастиц (NB) и спирального магнитно-
го поля (Q̃ξ̃). Оценки этих эффектов при извест-
ных параметрах наножидкости (NA, NB, Le) дают
достаточно малый вклад. Однако произведения ти-
па D̃1Q̃ξ̃NB(NA − 1)/Le дают вклад в дестабилиза-
цию конвекции, если концентрационное число Рэ-
лея положительно, Rn > 0. Следовательно, во всех
формулах (71)–(82) дестабилизирующим фактором
является концентрация наночастиц (число Rn).

Из формул (72), (74) следует, что неоднород-
ное вращение оказывает стабилизирующий эффект
(dR̃

(0)
/dT̃ > 0, dR̃

(0)
/dRo > 0 ) в случае положи-

тельных чисел Россби, Ro > 0, и в обратном слу-
чае, для Ro < 0, неоднородное вращение может ока-
зывать дестабилизирующий эффект (dR̃

(0)
/dT̃ < 0,

dR̃
(0)
/dRo < 0).

Из формулы (76) видно, что величина dR̃
(0)
/dQ̃

может быть положительной или отрицательной, т. е.
аксиальное магнитное поле (число Чандрасекара
Q̃) оказывает стабилизирующее или дестабилизи-
рующее действие на стационарную конвекцию. Де-
стабилизирующий эффект возникает при выполне-
нии условий для профилей неоднородного вращения
(числа Россби Ro) и неоднородного азимутального
магнитного поля (магнитного числа Россби Rb):

Ro(Pm− 1) < 1,

Rb >
Q̃(2(1 + x)2 + Q̃)

(1 + x)2 + Q̃)2
(при Rb > 0),

Rb <
Q̃(2(1 + x)2 + Q̃)

(1 + x)2 + Q̃)2
(при Rb < 0).

Первое неравенство справедливо для положитель-
ных чисел Россби, Ro > 0, и магнитных числах
Прандтля Pm < 1, либо Ro < 0 и Pm > 1.

Влияние неднородного азимутального магнитно-
го поля на стационарную конвекцию выясним с по-
мощью формул (78) и (79). В силу неоднородности
азимутального магнитного поля в силе Лоренца по-
является градиент магнитного поля, вызывающий
дрейф течения жидкости. В зависимости от знака
градиента магнитного поля (число Rb) изменяется
направление дрейфа течения, влияющего на устой-
чивость конвективных течений. Так, при Rb > 0

(для профиля H0ϕ = CRα, α > 1) происходит де-
стабилизация конвекции, а при Rb < 0 (α < 1) —
стабилизация конвекции. Это явление наблюдается
в стационарной неустойчивости (см. рис. 11).

Неоднородное азимутальное магнитное поле с
профилем неоднородности Rb = −1 оказывает ста-
билизирующий эффект, поскольку dR̃/dξ̃ > 0. Для
магнитных чисел Россби Rb � 1 неоднородное ази-
мутальное магнитное поле оказывает дестабилизи-
рующий эффект, dR̃/dξ̃ < 0. Из формулы (78) вид-
но, что однородное азимутальное магнитное поле
(Rb = −1/2) может оказывать как стабилизирую-
щее, так и дестабилизирующее действие на стаци-
онарную конвекцию. Формула (79) показывает, что
эффекты стабилизации (Rb < 0) и дестабилизации
(Rb > 0) зависят от знака магнитного числа Россби,
т. е. от профиля неоднородного азимутального маг-
нитного поля H0ϕ(R).

Из формул (80), (81) видно, что число Льюиса
Le и модифицированный коэффициент диффузии
NA имеют дестабилизирующий эффект, когда число
Рэлея наночастиц положительно, Rn > 0. Для боль-
шинства видов наножидкостей сумма числа Льюи-
са и модифицированного коэффициента диффузии
всегда положительна, Le+NA > 0 [11], тогда из (82)
следует, что концентрационное число Рэлея всегда
имеет дестабилизирующий эффект.

В отличие от стационарной конвекции в аксиаль-
ном магнитном поле, влияние эффектов вращения,
числа Россби, азимутального магнитного поля, спи-
рального магнитного поля на стационарную неод-
нородно вращающуюся конвекцию наножидкости в
спиральном магнитном поле происходит при деста-
билизирующем вкладе концентрации наночастиц.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получена линейная система магни-
тогидродинамических уравнений для неоднородно
вращающейся наножидкости в спиральном магнит-
ном поле с постоянными градиентами температу-
ры и концентрации наночастиц в поле силы тяжес-
ти. Для этой системы уравнений в приближении
локального метода ВКБ получено дисперсионное
уравнение для эволюции малых возмущений в тон-
ком слое наножидкости. Рассмотрены различные
типы гидромагнитных неустойчивостей, возникаю-
щих в отсутствие градиента температуры, но с уче-
том градиента концентрации наночастиц. В случае,
когда неоднородно вращающаяся наножидкость по-
мещена только в аксиальное (H0z �= 0) магнитное
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поле, возникает стандартнаяМВН или просто МВН.
Если наножидкость помещена только в неоднород-
ное азимутальное (H0ϕ(R) �= 0) магнитное поле, то
возникает азимутальная МВН. При наличии спи-
рального магнитного поля H0 = H0ϕ(R)eϕ +H0zez
возникает спиральная МВН. Для каждого типа
МВН получены дисперсионные уравнения и про-
веден анализ их асимптотической устойчивости с
помощью критерия Льенара –Шипара. Используя
этот критерий, мы определили области развития
МВН, азимутальной и спиральной МВН в плос-
кости (k,Ro) для различных вариаций параметра
вращения Ta и азимутального числа Чандрасека-
ра Qϕ. Также получены критические числа Россби
(Rocr,Rbcr), характеризующие пороговое значение
для профилей неоднородного вращения (числа Росс-
би Ro) и неоднородного азимутального магнитного
поля (магнитные числа Россби Rb). Области раз-
вития МВН, азимутальной и спиральной МВН для
наножидкости имеют бо́льшие размеры в плоскости
(k,Ro), чем для «чистой» жидкости.

При наличии градиентов температуры и концен-
трации наночастиц рассмотрены стационарные ре-
жимы конвекции в аксиальном и спиральном маг-
нитных полях в зависимости от профилей неодно-
родного вращения (числа Россби Ro) и неоднород-
ного азимутального магнитного поля (магнитные
числа Россби Rb). Для обоих типов конвективной
неустойчивости получены выражения для критиче-
ских чисел Рэлея Rast и построены кривые ней-
тральной устойчивости. Показано, что при наличии
концентрации наночастиц пороговое значение ста-
ционарного критического числа Рэлея Ramin

st стано-
вится меньше как в аксиальной, так и в спиральной
магнитоконвекции.

Развитая в настоящей работе теория может при-
меняться для проведения лабораторных экспери-
ментов с неоднородно вращающейся стратифициро-
ванной электропроводящей наножидкостью в маг-
нитном поле.
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Представлены данные по квазиизэнтропической сжимаемости сильнонеидеальной плазмы смеси дейте-
рия и гелия в области давлений 150–250 ГПа в устройствах цилиндрической геометрии, а также новый
результат, полученный в эксперименте с «чистым» дейтерием при давлении около 200 ГПа. Траекторию
движения металлических оболочек, сжимающих плазму, регистрировали с помощью мощных импульсных
источников рентгеновского излучения с граничной энергией электронов до 60 МэВ. Значения плотнос-
ти плазмы дейтерия и его смеси с гелием определены по измеренным радиусам оболочек в момент их
«остановки». Давление сжатой плазмы получено на основе газодинамических расчетов, учитывающих
реальные характеристики экспериментальных устройств. Полученные данные подтверждают сделанный
ранее во ВНИИЭФ вывод о фазовом переходе в плазме сжатого дейтерия в области давлений 150–160 ГПа
и свидетельствуют о том, что этот фазовый переход сохраняется в смеси дейтерия с гелием.

DOI: 10.31857/S0044451021060092

1. ВВЕДЕНИЕ

К изучению свойств водорода и гелия ученые
всегда проявляли повышенный интерес, так как для
описания строения и эволюции астрофизических
объектов необходимо знать их физические свойства
в сжатом и разогретом состояниях. Исследования
Юпитера, Сатурна, коричневых карликов и много-
численного отряда «внесолнечных» планет требуют
информации о теплофизических свойствах сильно-
неидеальной (когда отношение энергии кулоновско-
го взаимодействия заряженных частиц к их кине-

* E-mail: postmaster@ifv.vniief.ru

тической энергии, ΓD = Ze2n1/3/Ek, много больше
единицы) и частично вырожденной водородной и ге-
лиевой плазмы [1]. Создание новых способов гене-
рации и диагностики состояния плазмы как водоро-
да и гелия по-отдельности, так и, в особенности, их
смеси в мегабарном диапазоне давлений дает чрез-
вычайно важную информацию для изучения астро-
физических объектов [2]. При этом основной нере-
шенной до настоящего времени физической пробле-
мой и главным источником неопределенности для
водород-гелиевой плазмы в диапазоне давлений P ∼
∼ 102–103 ГПа, температур T ∼ 103–104 K и плот-
ностей ρ ∼ 1–5 г/см3 является проблема возможно-
сти фазовых переходов (ФП) и сопутствующих им
аномалий термодинамических свойств такой плаз-
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мы. Следует подчеркнуть, что еще в начале 70-х
годов в серии экспериментальных работ ВНИИЭФ
[3] была зафиксирована резкая немонотонность в
параметрах P–ρ-траектории квазиизэнтропического
сжатия водорода с двумя участками этой траекто-
рии, при низких и высоких давлениях, и с заметным
скачком плотности (около 10%) при P ∼ 300 ГПа
при переходе с одной ветви на другую, который то-
гда же интерпретировался как признак фазового пе-
рехода. Впоследствии результаты работы [3] были
критически проанализированы и проведены допол-
нительные исследования сжимаемости дейтерия на
новом уровне генерации и диагностики [4,5]. Экспе-
рименты [4,5] подтвердили существование двух вет-
вей, низкого и высокого давлений, но зона перехода
опустилась в район P ∼ 150–160 ГПа.

Говоря о проблеме ФП в гелий-водородной сме-
си, следует отметить возможное существование двух
принципиально различных категорий таких перехо-
дов: трансформация в условиях смеси ФП, уже су-
ществующих в чистых веществах, и ФП, сущест-
вующих именно и только в смесях, — появление зон
несмесимости (immiscibility) и расслоение смеси на
фазы разного химического состава. Следует также
подчеркнуть, что обе упомянутые категории ФП в
соответствии с законами термодинамики обязаны в
общем случае быть неконгруэнтными (или инкон-
груэнтными), т. е. допускать равновесие сосуществу-
ющих фаз с различающимся химическим составом
при сохранении общего брутто-состава (см., напри-
мер, работы [6, 7]). Это очевидно для случая зон
несмесимости и особенно важно для проблемы суще-
ствования «плазменного» ФП в гелий-водородной
смеси планетарных пропорций [8], поскольку при
трансформации ФП в условия планетарных смесей
помимо параметров фазовых границ существенно
меняется их топология и, следовательно, как распо-
ложение, так и свойства критической точки (см., на-
пример, работу [9]). В частности, хорошо известная
одномерная P–T -зависимость межфазной границы
в «чистых» веществах превращается в случае смеси
в двумерную P–T -зону с дополнительными «конце-
выми» точками (end-points) — максимумами темпе-
ратуры, давления и отклонения химического соста-
ва у сосуществующих фаз.

Все сказанное выше определяет главные вопро-
сы, поставленные перед экспериментом, использую-
щим технику квазиизэнтропического сжатия плот-
ной горячей плазмы:

• как трансформируется в плотной горячей ге-
лий-водородной смеси аномалия типа ФП, изучав-
шаяся в работах [3–5]?

• как проявляется и возможно ли зафиксировать
в результатах эксперимента существование упомя-
нутых выше зон несмесимости, предсказанных тео-
ретически?

• реализуются ли в этой смеси помимо аномалии
[3–5] иные варианты ФП, предсказывавшиеся в тео-
ретических работах?

Структура данной статьи следующая. В разд. 2
перечислены особенности экспериментальной мето-
дики генерации и диагностики дейтерий-гелиевой
плазмы. Далее детально описываются эксперимен-
тальные данные (плотность плазмы), дополнен-
ные параметрами сжатой плазмы, полученными
из газодинамических расчетов экспериментальных
устройств с исследуемым веществом. Наконец, в
последней части обсуждаются результаты сравни-
тельного расчета параметров изэнтропического сжа-
тия чистого D2 и смеси D2 + He в рамках двух
теоретических подходов: «химической модели плаз-
мы» (код SAHA [10]), традиционно сопровожда-
ющей интерпретацию экспериментальных данных
ВНИИЭФ по динамическому сжатию дейтерия, ге-
лия и других газов [4, 5, 11–16], и строгого подхо-
да ab initio — квантовой молекулярной динамики
(quantum molecular dynamics, QMD), см., например,
работы [17,18], последовательно учитывающей кван-
товые эффекты динамики электронов совместно с
эффектами кулоновской неидеальности плазмы. Со-
стояния водорода и гелия, близкие к предполагае-
мым в планетах-гигантах Солнечной системы, Юпи-
тере и Сатурне, уже достаточно давно воспроизво-
дятся в РФЯЦ-ВНИИЭФ в экспериментах по квази-
изэнтропическому сжатию газообразных дейтерия и
гелия [11–16], а достигнутый диапазон параметров
в настоящее время расширен до уникально высокой
плотности 15 г/см3 при давлениях до P ≈ 20 ТПа. В
то же время аналогичные экспериментальные дан-
ные по сжимаемости смеси водорода (дейтерия) и
гелия практически отсутствуют.

В настоящей работе c использованием рентге-
нографического комплекса РФЯЦ-ВНИИЭФ [19]
получены новые данные по квазиизэнтропической
сжимаемости смеси дейтерия с гелием, а также про-
веден дополнительный эксперимент по сжимаемос-
ти «чистого» дейтерия при давлении P ∼ 200 ГПа
с использованием новой цилиндрической конструк-
ции. Также в работе проведен критический анализ
некоторых экспериментов с водородом (дейтерием),
выполненных ранее во ВНИИЭФ в области мегабар-
ных давлений [3]. Помимо общефизического интере-

1119



М. А. Мочалов, Р. И. Илькаев, В. Е. Фортов и др. ЖЭТФ, том 159, вып. 6, 2021

Рис. 1. Цилиндрическое устройство с равномерным про-
филем давления в полости сжатой плазмы [20]

са такие данные крайне важны для калибровки су-
ществующих моделей уравнений состояния чистых
газов и их смесей в широкой области фазовых со-
стояний.

2. ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТА.
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ

В экспериментах настоящей работы использова-
на конструкция цилиндрического эксперименталь-
ного устройства [20], вдоль оси которого расположен
цилиндрический металлический стержень (рис. 1).

Устройство содержит заряд цилиндрического
взрывчатого вещества (ВВ) 1 (explosive), охваты-
вающий корпус 2, внутри которого коаксиально
размещена дополнительная цилиндрическая обо-
лочка 3. Таким образом, в устройстве конструктив-
но образованы две коаксиальные полости, A и B,
для их заполнения исследуемым газом. Корпус 2
устройства изготовлен из высокопрочной стали,
способной выдерживать высокое начальное дав-
ление газа, он деформируется в упругой области
без разрушения. Оболочка 3 также изготовлена из
стали. Для изменения степени сжатия газа часть
ВВ может заменяться прокладкой из диэлектри-
ка 4. Для снижения кумуляции энергии в полости
B, приводящей к росту давления сжатой плазмы,
в конструкции вдоль оси закреплен металлический
цилиндрический стержень 5. При наличии стержня
отраженная волна формируется не в «особой»
области при R = 0, а на границе R(rod), где
R(rod) — радиус стержня. Тем самым уменьшается
амплитуда отраженной ударной волны, снижается
геометрическая кумуляция энергии и выравнива-

Рис. 2. Геометрия цилиндрического экспериментального
устройства в экспериментах с дейтерием и его смесью с
гелием: R0(rod) — начальный радиус стального стержня,
r01 и R01 — параметры первого каскада, r02 и R02 — пара-
метры второго каскада, Ro.g. — внешний радиус оболочки

из оргстекла

ется распределение давления по радиусу полости
со сжатой плазмой. Металлический стержень с
начальным радиусом R(rod) = 4.5 мм изготовлен
из стали.

Другая особенность двухкаскадной конструкции
заключается в том, что металлогазовая смесь, воз-
никающая при выбросе частиц металлической пы-
ли [21] c внутренней поверхности внешней оболоч-
ки 2, оказывается локализованной в полости A и
не проникает во внутреннюю полость B, в которой
исследуемый газ сжимается серией ударных волн и
плавно сходящейся к центру оболочкой 3. Геомет-
рия экспериментальных устройств для исследова-
ния сжимаемости дейтерия и его смеси с гелием при-
ведена на рис. 2. Впервые данная конструкция была
использована при измерении квазиизэнтропической
сжимаемости дейтерия в работе [5].

В настоящей работе в данной постановке про-
веден эксперимент М9 по исследованию сжимаемо-
сти дейтерия и два эксперимента, М10 и М11, со
смесью дейтерия (80%) и гелия (20%). Заполнение
камеры дейтерием проводилось с использованием
металлогидридного источника [22]. Величина дав-
ления в процессе заполнения измерялась датчиком
S-10 фирмы WIKA (класс точности 0.25). Темпе-
ратура контролировалась хромель-алюмелевой тер-
мопарой, расположенной внутри трубопровода, ис-
пользованного для напуска газов. Давление газа в
полостях оболочек 1 и 2 (см. рис. 1) было одинако-
вым. В экспериментах со смесью напуск газа в ка-
меру проводился последовательно: сначала от тер-
мокомпрессора подавался гелий с известными пара-
метрами P1 и T1, затем — дейтерий. Конечное со-
стояние для такой смеси известно — параметры P и
T измеряются, но неизвестна плотность ρ0. Для ее
определения учитывалось, что после напуска второй
газовой компоненты (дейтерия) парциальное давле-
ние первой компоненты изменяется изохорически и
составляет величину

P ∗ = P1T/T1. (1)
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Рис. 3. Схема эксперимента: 1 — источники рентгеновского
излучения [19]; 2 — защитное сооружение; 3 — регистра-
торы; 4, 5 — коллиматоры (Pb); 6 — конусы (Al); 7 — экс-
периментальное устройство; 8 — оболочки; 9 — газ; 10 —

заряд ВВ

Тогда из закона Дальтона следует, что

P2 = P–P ∗. (2)

Таким образом, для гелия и дейтерия вычислены
начальное давление и начальная температура: со-
ответственно (P ∗, T ) и (P2, T ). Окончательно плот-
ность смеси вычислялась с учетом сжимаемости га-
зов на основании известных табличных данных: для
гелия — по результатам работы [23] и для дейте-
рия — [24]. Характеристики устройств и условия
проведения опытов приведены в табл. 1.

Эксперименты выполнены на рентгенографиче-
ском комплексе РФЯЦ-ВНИИЭФ с использовани-
ем оптико-электронной системы регистрации. Схема
экспериментов показана на рис. 3.

Теневое изображение границ оболочек, сжимаю-
щих исследуемый газ, получено при одновременном
использовании тормозного излучения трех мощ-
ных бетатронов 1 с граничной энергией электронов
60 МэВ [19]. Бетатроны расположены под углами
45◦ друг к другу в защитном бетонном сооружении
2 и работают в режиме последовательной генерации
трех импульсов рентгеновского излучения длитель-
ностью 150–180 нс. В опыте использовалась индиви-
дуальная оптико-электронная система детектирова-
ния 3, имеющая динамический диапазон регистра-
ции 103, которая активируется синхронно с импуль-
сами бетатрона, что позволяет получать в каждой
проекции три независимых рентгеновских изобра-
жения. В качестве преобразователей рентгеновско-

Рис. 4. Экспериментальные данные и рассчитанные
R(t)-диаграммы. Эксперимент: квадраты — электрокон-
тактная методика; кружки — внутренняя граница оболочки
второго каскада Fe2 (ВГО2); ромбы — граница стального
стержня Fe(rod), ПВ — продукты взрыва. Сплошные ли-
нии — расчет, в области дейтерия использовано УРC из

работы [26]

го излучения в видимое в данной системе исполь-
зовались монокристаллы йодистого натрия и сили-
кат лютеция. Для устранения влияния рассеянно-
го излучения на высокочувствительные детекторы 3
размер поля регистрации в каждой из трех проек-
ций ограничивается свинцовыми коллиматорами 4.
Для защиты бетатронов 1 и оптико-электронных ре-
гистраторов рентгеновского излучения 3 примене-
ны алюминиевые конусы 5. Обработка эксперимен-
тальных рентгенограмм выполнена функциональ-
ным методом [25].

Эксперимент М9 (дейтерий). Сравнение экс-
периментальных данных и траекторий R(t), рас-
считанных с использованием уравнения состояния
(УРС) дейтерия ВНИИЭФ [26], показано на рис. 4.

Подбор параметров расчетной схемы экспери-
ментальной конструкции для этого и всех последу-
ющих экспериментов проводился по результатам те-
стирования оболочек на их начальной стадии дви-
жения (квадраты), когда влиянием исследуемого
газа можно пренебречь. Рассчитанные траектории
R(t), приведенные на рис. 4, хорошо описывают экс-
периментальные данные, включая фазу разлета обо-
лочки. Отличие рассчитанного радиуса остановки
Rmin = 0.808 см от значения Rexp = 0.781 см, по-
лученного из результатов обработки рентгенограмм,
составляет примерно 3.5%. Для большей наглядно-
сти результатов этого эксперимента на рис. 5 показа-
ны фрагменты R(t)-диаграмм внутренней границы
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Таблица 1. Характеристики устройств и условия проведения опытов (Mexpl — масса ВВ, T — температура смеси
газов, PHe — начальное давление гелия, P — суммарное давление смеси, ρ0 — плотность смеси)

Опыт Ro,g, мм Mexpl, кг r02, мм R02, мм T , ◦C PHe, атм P , атм ρ0, г/см3

М9 100 24 50 54 19.6 − 255.6 0.0359

М10 122.5 18 45 49 30.2 53.7 267.7 0.0396

М11 100 24 45 49 12.7 50.2 251.1 0.0386

Рис. 5. (В цвете онлайн) Фрагмент R(t)-диаграмм для
эксперимента с дейтерием вблизи момента максимально-
го сжатия. Эксперимент: пустые кружки — ВГО2; ромбы —
граница стального стержня. Расчет: тонкие сплошные ли-
нии — ударные волны, в области газа использовано УРC
дейтерия [26]; SW+ — первая ударная волна; RW+ — пер-
вая отраженная ударная волна, F — момент фокусировки
первой ударной волны, K — момент отражения ударной
волны от движущейся оболочки Fe2; 1–9 — регистрируе-
мые фазы сжатия, красная точка — максимальное сжатие,
толстые сплошные линии — расчет для ВГО2 (A) и для

внешней границы стального стержня (B)

оболочки второго каскада (ВГО2) и внешней грани-
цы стального стержня Fe(rod) вблизи момента мак-
симального сжатия.

Как следует из постановки эксперимента, перво-
начально дейтерий сжимается в ударной волне. На
рис. 5 приведены рассчитанные для данного устрой-
ства ударные волны, циркулирующие во внутренней
полости оболочки Fe2. Чтобы не загромождать ри-
сунок, ударные волны в области оболочки Fe2 не
показаны. Как видно на рис. 5, первая ударная вол-
на SW+ в момент времени F достигает границы
стержня R(rod) и отражается, а в момент контак-
та первой отраженной ударной волны RW+ c внут-
ренней границей оболочки Fe2 в состоянии K плаз-
ма оказывается уже дважды сжатой. Как показал

Рис. 6. (В цвете онлайн) Сравнение экспериментальных и
рассчитанных R(t)-данных в опыте М10 cо смесью дейте-

рия и гелия. Обозначения, как на рис. 5

анализ выполненных расчетов, число ударных волн,
сжимающих плазму дейтерия в устройствах насто-
ящей работы, достигает 20–25. Таким образом, в се-
рии ударных волн, циркулирующих между стерж-
нем Fe(rod) и внутренней границей оболочки Fe2,
происходит трансформация ударно-волнового сжа-
тия плазмы дейтерия в квазиизэнтропическое. Ана-
логичные процессы характерны и для сжатия сме-
си дейтерия с гелием в использованных устройствах
(см. ниже).

Эксперименты М10 и М11 (D2 + He). Срав-
нение экспериментальных данных с рассчитанными
траекториями R(t) для эксперимента М10 со смесью
дейтерия (80% массы) и гелия (20% массы) в обла-
сти максимального сжатия показано на рис. 6. Как
видно на рис. 6, экспериментальные и рассчитанные
данные для этого устройства хорошо согласуются
друг с другом.

При исследовании свойств плазмы смеси дейте-
рия (80%) и гелия (20%) в области более высоких
давлений в эксперименте М11 для взрывного нагру-
жения был использован заряд ВВ массой 24 кг в
тротиловом эквиваленте. Экспериментальные дан-
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Сравнение экспериментальных и
рассчитанных R(t)-данных в опыте М11 cо смесью дейте-
рия и гелия. Обозначения, как на рис. 5. Наружная граница
оболочки второго каскада Fe2 (НГО2): � – эксперимент,

C — расчет

ные и рассчитанные траектории R(t) с использова-
нием УРС ВНИИЭФ для гомогенной смеси для это-
го эксперимента в области максимального сжатия
показаны на рис. 7 и хорошо согласуются друг с дру-
гом.

Давление в плазме сжатой смеси дейтерия и
гелия определялось из газодинамических расчетов
с учетом реальных термодинамических и проч-
ностных свойств всех элементов экспериментальных
устройств и их УРС. Расчет характеристик экспе-
риментальных устройств выполнен по одномерной
газодинамической программе [27], предназначенной
для численного моделирования неустановившихся
движений сплошной среды и тестированной по экс-
периментальным данным, полученным в России и
за рубежом. В расчетах для элементов конструкции
и ВВ использованы УРС, введенные в газодинами-
ческий комплекс ВНИИЭФ. В расчетах компонен-
тов смеси для дейтерия использовалось полуэмпи-
рическое УРС [26], построенное по эксперименталь-
ным данным [3]. Для гелия УРС ВНИИЭФ в таб-
личной форме рассчитано Хрусталевым (ВНИИЭФ)
по модифицированной модели сжимаемого коволю-
ма [26, 28].

Для расчета термодинамических параметров
смеси газов, для которых наиболее справедливо
допущение о перемешивании компонентов на мо-
лекулярном уровне, использована парциальная
модель, в которой для расчета давления и энергии
используются следующие соотношения [29]:

P (ρ, T ) =
N∑
i=1

Pi(ρi, T ), (3)

E(ρ, T ) =

N∑
i=1

αiEi(ρi, T ), (4)

где P — давление, E — удельная внутренняя энер-
гия, T — температура, ρi — парциальные плотности,
αi — массовые концентрации компонентов. Для уче-
та влияния упругопластических свойств стальных
оболочек использована дислокационная модель [30],
учитывающая затухание упругого предвестника и
релаксацию сдвиговых напряжений в волнах нагру-
жения. Дополнительно в газодинамическом расче-
те учитывалась возможность хрупкого разрушения
для оболочек.

3. ОБСУЖДЕНИЕ ДАННЫХ

Основным критерием истинности получаемого
в расчетах давления является удовлетворительное
описание всей R(t)-траектории движения оболо-
чек экспериментального устройства. Окончатель-
ный подбор параметров расчетной схемы экспери-
ментальной конструкции проводился по результа-
там рентгенографирования оболочки на ее началь-
ной стадии движения, когда влиянием исследуе-
мого газа можно пренебречь. Учитывались дан-
ные тестовых экспериментов по регистрации дви-
жения ударных волн по элементам эксперименталь-
ного устройства. Из расчетов конструкций кроме
R(t)-диаграмм получены также распределения дав-
лений P (R) и температур T (R) в плазме по ради-
усу полости. Для оценки основных термодинамиче-
ских параметров сжатой плазмы авторы использо-
вали значения давления и температуры в плазме
дейтерия и его смеси с гелием в момент ее макси-
мального сжатия, полученные усреднением расчет-
ных значений P (R) и T (R) по массе.

Как следует из анализа полученных данных, в
эксперименте М9 (см. рис. 4 и 5) плазма дейтерия
сжата до плотности ρexp = 2.1±0.2 г/см3 давлением
P = 198 ГПа при температуре T = 4410 K.

Для экспериментов со смесью дейтерия и гелия,
М10 и М11 (см. рис. 6 и 7), результаты расчетов по
УРС РФЯЦ-ВНИИЭФ для гомогенной смеси демон-
стрируют хорошее согласие с данными опытов, что
позволило использовать их для оценки давлений.
В эксперименте М10 измерена плотность сжатой
плазмы гомогенной смеси дейтерия и гелия ρexp =

= 1.92 ± 0.15 г/см3 при давлении P = 165 ГПа и
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Таблица 2. Состояния дейтерия и смеси газов в точке фокусировки F за первой ударной волной и в точке мак-
симального сжатия. В столбцах индексами «foc» и «stop» отмечены параметры, соответствующие моментам

прихода ударной волны на границу стержня R(rod) = 0.45 см и максимального сжатия плазмы

Опыт tfoc, мкс ρfoc, г/см3 Pfoc, ГПа Tfoc, К tstop, мкс ρstop, г/см3 Pstop, ГПа Tstop, К

М9 44.25 0.2470 2.643 1815 49.91 2.10± 0.20 198 4410

М10 48.70 0.2187 1.153 1400 53.70 1.92± 0.15 165 4477

М11 47.70 0.2348 1.424 1577 52.09 2.26± 0.15 237 5058

температуре T = 4477 К. В эксперименте М11 гомо-
генная смесь дейтерия и гелия сжата до плотности
ρexp = 2.26± 0.15 г/см3 давлением P = 237 ГПа при
температуре T = 5058 К. Как видно на рис. 5–7, в
момент времени F первая ударная волна SW+ до-
стигает границы стержня R(rod) и отражается. Рас-
считанные состояния (rfoc, Pfoc, Tfoc) дейтерия и
смеси дейтерия с гелием на момент времени прихо-
да ударной волны на границу стержня R(rod) при-
ведены в табл. 2. Там же указаны термодинамиче-
ские параметры плазмы в состоянии максимального
сжатия.

Наличие дополнительного адиабатического сжа-
тия плазмы оболочкой, кумуляции термодинамиче-
ских параметров за фронтом сходящейся ударной
волны и ее поглощения последующими волнами на
этапе движения к центру устройства приводит к
тому, что в некоторый момент времени начинает-
ся квазиизэнтропическое сжатие плазмы. По край-
ней мере начиная с состояния K, когда исследуемая
плазма оказывается дважды сжатой, и во все после-
дующие моменты времени получаемые эксперимен-
тальные данные можно отнести к результатам из-
мерения квазиизэнтропической сжимаемости плаз-
мы. Наличие стального стержня, расположенного по
оси использованных экспериментальных устройств,
снижает геометрическую кумуляцию и выравнива-
ет профиль давления в полости сжатой плазмы. Как
показывает анализ, только в самом начале процес-
са сжатия в использованных устройствах имеет ме-
сто кумуляция энергии и отклонение профилей дав-
ления от усредненных по массе значений достига-
ет 10%, а в состояниях, близких к максимально-
му сжатию, не превышает 4%. Это наглядно видно
на рис. 8, где приведены рассчитанные распределе-
ния давлений по радиусу оболочек на момент макси-
мального сжатия для трех описанных конструкций.

Параметры плазмы водорода [3], дейтерия и сме-
си газов, полученные в настоящей работе в экспе-
риментах М9–М11 при максимальном сжатии и в

Рис. 8. Распределения давления по радиусу в плазме газов
при максимальном сжатии. Расчет — УРС дейтерия [26]:
1 — P = 198 ГПа (опыт М9); 2 — P = 165 ГПа (опыт

М10); 3 — P = 237 ГПа (опыт М11)

ряде состояний после двукратного сжатия с устано-
вившимся профилем давлений, приведены на рис. 9
вместе с экспериментальными данными по сжимае-
мости дейтерия из работ [4, 5]. Экспериментальная
плотность из работ [3] при переходе от водорода к
дейтерию удвоена. Дополнительно на рисунке при-
ведена точка по сжимаемости дейтерия (зеленый
треугольник), полученная группой С. Б. Кормера,
и не опубликованная ранее1). На рис. 9a показаны
также типичные рентгенограммы проведенных опы-
тов на моменты максимального сжатия.

Для удобства сравнения с экспериментальными
данными ряд расчетов, модельных и ab initio, при-
веден отдельно на рис. 9а и 9б. Как видно на рис. 9,
с учетом экспериментальной ошибки сжимаемость
смеси дейтерия с небольшой добавкой гелия в экспе-
риментах М10 и М11 практически не отличается от
сжимаемости чистого дейтерия. Из общей гладкой
зависимости P (ρ), приведенной на рис. 9, выпадает
одна точка (состояние K3) из работ [3]. При сохра-
нении положения этой точки по плотности сжатой

1) Частное сообщение сотрудника ВНИИЭФ А. П. Толочко
(1926–2009).
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Рис. 9. (В цвете онлайн) Зависимости давления от плот-
ности в квазиизэнтропически сжатом дейтерии и его сме-
си с гелием. Эксперимент: красные звездочки — [4,5]; пу-
стые кружки — [3]; зеленый треугольник — не опублико-
ванная ранее точка по сжимаемости дейтерия, получен-
ная группой Кормера. Настоящая работа: синие кружки —
дейтерий (опыт M9); красные ромбы и квадраты — опыты
соответственно М10 и М11 для смеси D2 + He. Расчеты:
1, 1 ∗, 1 ∗∗ — изэнтропа дейтерия (S = 29.5 Дж/г·K) c
участком фазового перехода 1 ∗ (УРС SAHA [5]); 2, 2 ∗,
2 ∗∗ — изэнтропа смеси, опыт М11, (S = 23.7 Дж/г·K) c
межфазной зоной (УРС SAHA, настоящая работа); 3 —
изотерма водорода T = 1500 K [31]; 4 — изотерма во-
дорода T = 5000 K [32]; 5 — изэнтропа (REMC-модель)
[33]; 6 — изэнтропа дейтерия из точки F (QMD-модель,
настоящая работа); 7 — изэнтропа смеси (QMD-модель,
настоящая работа); желтый кружок — критическая точ-
ка (Tc = 1400 K, Pc = 130 ГПа, ρc = 1.6 г/см3); 8 —
двухфазная область диссоциативно-плазменного фазового
перехода (QMD-модель [34]). На вставке: пустой ромб —
скорректированное положение состояния K3 из работ [3]

плазмы водорода ρexp = 0.98± 0.08 г/см3 в цитиру-
емых работах [3] ее положение по давлению меня-
лось от 263 до 320 ГПа. С учетом неопределенности
состояния K3 мы провели газодинамические расче-
ты состояний водорода для всех устройств из работ
[3] с помощью современных методов на базе моде-
лей УРС РФЯЦ-ВНИИЭФ, которые используем при
анализе результатов и в настоящей работе. Анализ
полученных данных показал, что рассчитанные зна-
чения по плотности для всех устройств хорошо со-
гласуются с данными из работ [3], но в состоянииK3

отличие рассчитанной плотности сжатой плазмы во-
дорода от экспериментального значения составляет
около 12%. Чтобы понять причину такой разницы,
мы проанализировали согласие рассчитанных и экс-
периментальных R(t)-данных для этого устройства,
взятых из архива ВНИИЭФ. Результаты этого ана-
лиза показаны на рис. 10. Как видно на рис. 10б, рас-
чет с использованием современных подходов хорошо
описывает движение оболочки экспериментального
устройства без газа.

Однако для серии из четырех экспериментов
(точки 1–4 на рис. 10а) по сжимаемости водоро-
да (состояние K3) расчет согласуется только с по-
ложением оболочки в момент первого рентгеногра-
фирования (точка 1 на рис. 10а), который, как
видно на рисунке, не является моментом макси-
мального сжатия. Из расчета по УРС водорода
[26] следует, что в момент максимального сжатия
(t = 25.39 мкс) минимальное значение радиуса
остановки оболочки составляет величину Rcalc ≈
≈ 1.908 см, и плазма водорода оказывается сжатой
до плотности ρ = 1.08 г/см3 давлением P = 319 ГПа.
С учетом проведенного анализа положение точки в
P–ρ-координатах, соответствующее состоянию K3,
было скорректировано. Полученные в расчете зна-
чения плотности ρ = 1.08 г/см3 и давления P =

= 319 ГПа показаны на вставке к рис. 9б и опре-
деляют новое положение состояния K3 на фазовой
диаграмме.

На оценку сжимаемости водорода в состоянии
K3 [3] могло повлиять качество рентгенографичес-
ких изображений сферических полостей, получен-
ных на пределе технических возможностей экспе-
риментальной техники в 70-х годах прошлого века.
Для сравнения на рис. 10в показаны две оригиналь-
ные рентгенограммы из экспериментов по измере-
нию сжимаемости водорода в состоянии K3 [3] и
изображение сжатой плазмы дейтерия с использо-
ванием современной техники. Исходя из проведен-
ного анализа, следует признать, что в состоянииK3

[3], по-видимому, не удалось измерить полость обо-
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Рис. 10. а) R(t)-диаграммы движения внутренней грани-
цы оболочки в экспериментальном устройстве для изме-
рения сжимаемости водорода в состоянии K3: значки —
эксперименты [3]; кривая — расчет по УРС водорода [26].
б) Движение внутренней границы оболочки без газа: знач-
ки — эксперименты, штрихи — расчет. в) Рентгенограммы
1 и 2 из работы [3] соответствуют точкам 1 и 2 на рис. а;
3 — изображение сферической оболочки c использованием
современной техники (штрихи — граница газ–металл)

лочки в момент максимального сжатия, а опублико-
ванное значение плотности сжатой плазмы водоро-
да не соответствует максимальному давлению. Под-
тверждает этот вывод и результат неопубликованно-
го ранее эксперимента по измерению сжимаемости
дейтерия, выполненного группой Кормера. Следу-
ет также признать завышенной и точность экспери-
ментальной ошибки результатов работ [3] для всех
экспериментальных устройств.

4. РАСЧЕТЫ ПАРАМЕТРОВ
ИЗЭНТРОПИЧЕСКОГО СЖАТИЯ В
РАМКАХ ХИМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

ПЛАЗМЫ

Для анализа результатов экcпериментов, вы-
полненных в данной работе, были проведены раc-

четы изэнтропического сжатия плотного горячего
гелий-дейтериевого флюида по теоретической моде-
ли SAHA, развитой для описания термодинамики
сильнонеидеальной плазмы [35, 36]. Для этой цели
был использован модифицированный вариант мо-
дели SAHA, хорошо зарекомендовавший себя при
описании результатов предыдущей серии экспери-
ментов по динамическому сжатию плазмы дейтерия
до давлений 5000 ГПа [5, 11]. Несомненным досто-
инством модели SAHA применительно к расчетам
плазмы гелий-дейтериевой смеси является то, что
в рамках этого подхода («химическая модель плаз-
мы») непосредственно рассчитываются параметры
именно смеси, а не используются какие-либо полу-
эмпирические «правила смешивания» типа уравне-
ний (3) и (4). В рамках подхода SAHA плотная и
горячая плазма гелий-дейтериевой смеси описыва-
ется как многокомпонентная равновесная сильно-
взаимодействующая («неидеальная») смесь атомов,
молекул, атомных и молекулярных ионов и элект-
ронов. Последние могут быть частично вырожден-
ными. Такой расчет фактически сводится к реше-
нию системы нелинейных уравнений одновременно-
го химического и ионизационного равновесия гелия
и дейтерия с учетом различных «поправок на неиде-
альность», учитывающих как эффект кулоновско-
го взаимодействия ионов и электронов, так и влия-
ние интенсивного короткодействующего отталкива-
ния всех участников смеси (эффект «собственного
объема»). При этом во всех указанных выше реак-
циях учитывается сдвиг равновесия вследствие час-
тичного вырождения электронов.

Завершает эту громоздкую процедуру дополни-
тельный расчет возможности фазовых расслоений
системы. Следует подчеркнуть, что помимо рас-
чета простых ван-дер-ваальсовых переходов типа
газ–жидкость [37] (в неконгруэнтном варианте
[8]) методология химической модели плазмы и, в
частности, код SAHA приспособлены для описания
необычных «энтропийных» (делокализацион-
ных) фазовых переходов [38] в плотном горячем
гелий-водородном флюиде. В частности, это —
диссоциативно-плазменный переход в водороде
(дейтерии) [35], чисто плазменный переход в во-
дороде [31] и двухстадийный плазменный переход
в гелии в версии работы [39] или одностадийный,
но сразу с двукратной ионизацией гелия в версии
работы [40]. Это особенно важно для изучаемого
в настоящей работе фазового перехода в плотном
горячем гелий-дейтериевом флюиде, который, по
нашим оценкам, должен быть одновременно и
энтропийным, и неконгруэнтным.
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Расчет по модели SAHA настоящей работы был
проведен в режиме изэнтропы с начальными па-
раметрами, соответствующими моменту фокусиров-
ки первой ударной волны на поверхности металли-
ческого стержня цилиндрического генератора на-
стоящей конструкции для всех трех эксперимен-
тов, М9, М10 и М11 (состояния с индексом «foc»
в табл. 2, см. выше). Результаты этих расчетов в
сравнении с экспериментальными данными в коор-
динатах давление–плотность приведены на рис. 9.
При этом указанные изэнтропы, соответствующие
экспериментам на смеси М10 и М11 и стартующие
из соответствующих состояний (ρfoc, Pfoc), оказа-
лись очень близки и по этой причине изображены
на рис. 9б единой зависимостью. Изэнтропа, отве-
чающая эксперименту М9, оказалась близка к соот-
ветствующей изэнтропе, рассчитанной для преды-
дущей серии экспериментов по динамическому сжа-
тию дейтерия [5].

Следует подчеркнуть, что, как и ранее для плаз-
мы дейтерия [4, 5], настоящие расчеты по модели
SAHA для плотного и горячего гелий-дейтериевого
флюида также предсказывают наличие ФП (см.
рис. 9а), но при давлениях заметно выше соответ-
ствующего скачка плотности, зафиксированного ра-
нее [4, 5] и в настоящей работе (М9) для плазмы
дейтерия. Таким образом, согласно настоящему рас-
чету по модели SAHA, диссоциативно-плазменный
ФП, предсказанный ранее для плазмы дейтерия, все
еще сохраняется при добавлении к дейтерию око-
ло 20% гелия, но участок двухфазной зоны (2 ∗ на
рис. 9а) заметно смещается в область более высо-
ких давлений, а соответствующий скачок плотно-
сти для смеси оказывается меньше, чем для чисто-
го дейтерия. На рис. 9а участок изэнтропы смеси
D2 + He внутри двухфазной области не приведен
точно. Такой расчет еще не реализован ввиду сво-
ей сложности, обусловленной помимо всего прочего
неконгруэнтностью этого ФП, который к тому же
является энтропийным (делокализационным) [38].
На рис. 11 показано сравнение результатов расчета
температуры динамически сжатых дейтерия и смеси
D2 +He вдоль изэнтроп, соответствующих экспери-
ментам настоящей работы.

Расчеты проведены по модели SAHA и в рамках
модификации QMD-метода [17,41]. На рис. 11 также
нанесены значения рассчитанных по УРС ВНИИЭФ
температур, использованные при анализе динами-
ки элементов экспериментального устройства и в
расчетах термодинамических параметров для иссле-
дованных веществ в данной работе. Обращает на
себя внимание существенное различие температур

Рис. 11. (В цвете онлайн) а) Зависимости температуры
от плотности квазиизэнтропически сжатого дейтерия и его
смеси с гелием: красные звездочки (D2 [5]); красный кру-
жок (D2) и квадраты (смесь) — настоящая работа. Рас-
четы (настоящая работа): 1, 1 ∗, 1 ∗∗ — изэнтропа дей-
терия (S = 29.5 Дж/г·K) c участком фазового перехода
1 ∗ (УРС SAHA); 2, 2 ∗, 2 ∗∗ — изэнтропа смеси D2 + He
(S = 23.7 Дж/г·K) c межфазной зоной 2 ∗ (УРС SAHA);
5 — изэнтропа дейтерия из точки F эксперимента М9
(QMD-метод); 6 и 7 — изэнтропы смеси D2 + He из то-
чек F экспериментов М10 и М11 (QMD-метод). б) Пара-
метр кулоновской неидеальности ΓD = (e2/kT )rD (кривая
1) и степень диссоциации дейтерия в смеси вдоль изэнтро-
пы, соответствующей эксперименту М11 по модели SAHA

(кривая 2)

для дейтерия (опыт М9), рассчитанных по моделям
SAHA (кривая 1) и QMD-методом (кривая 5). Про-
межуточное положение занимают расчеты темпера-
тур для дейтерия по модели ВНИИЭФ из работ [4,5]
и настоящей работы, близкие к температурам смеси
в опытах М10 и М11. Отметим удовлетворительное
согласие рассчитанных двумя методами температур
для смеси в опыте М11 и их отличие от рассчитан-
ных температур для опыта М10. Расчет по модели
SAHA для опыта М10 практически совпадает с рас-
четом для опыта М11 и поэтому здесь не приведен.
Кроме того, скачок степени диссоциации в смеси
дейтерия и гелия (линии 2, 2 ∗, 2 ∗∗ на рис. 11) в
зоне ФП, рассчитанный по модели SAHA, позволя-
ет предположить диссоциативную природу фазово-
го превращения, произошедшего в смеси D2 + He в
диапазоне P � 100–300 ГПа в настоящих экспери-
ментах.
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Все сказанное лишний раз подчеркивает исклю-
чительную важность реализации в эксперименте до-
полнительного (прямого или косвенного) измерения
температуры исследуемого вещества. Следует еще
раз подчеркнуть, что, согласно законам термоди-
намики [2], соотношение термического и калориче-
ского УРС веществ таково, что для всех адиабати-
ческих процессов (включая ударное и изэнтропиче-
ское сжатие и расширение) любое сколь угодно хоро-
шее совпадение предлагаемой теории и эксперимен-
та в измерениях «механических» свойств — давле-
ния, плотности и внутренней энергии (P, ρ и U) — не
означает для этой теории никакой точности в опи-
сании температуры испытуемого материала [6].

5. РАСЧЕТЫ ПАРАМЕТРОВ
ИЗЭНТРОПИЧЕСКОГО СЖАТИЯ СМЕСИ
ДЕЙТЕРИЯ И ГЕЛИЯ В РАМКАХ
КВАНТОВОЙ МОЛЕКУЛЯРНОЙ

ДИНАМИКИ

Помимо химической модели плазмы в настоя-
щей работе были проведены расчеты параметров
динамического сжатия плазмы дейтерия и гелий-
дейтериевой смеси посредством QMD-метода. Ме-
тодика этих расчетов в настоящей работе являет-
ся развитием и продолжением методики, реализо-
ванной в работе [41] и практически повторенной
в [42]. Метод QMD не использует (подобно квази-
химической методике SAHA) для расчетов фено-
менологической информации об изучаемом вещест-
ве, такой как потенциалы ионизации, энергетичес-
кие спектры возбуждений связанных комплексов и
т. д. Термодинамика квантовых электронов в QMD
описывается с помощью метода функционала плот-
ности (DFT) [43]. Результатом такого расчета яв-
ляется неоднородное пространственное распределе-
ние электронов в поле подвижных ионов. Динами-
ка и термодинамика последних численно модели-
руется в рамках молекулярной динамики [44]. Обе
указанные процедуры в настоящих QMD-расчетах
реализованы с использованием известного пакета
VASP [7] с обменно-корреляционным функционалом
в обобщенно-градиентном приближение (GGA) с па-
раметризацией PBE [45].

В сравнении с расчетами, реализованными в [41],
в расчетах настоящей работы было заметно увели-
чено количество моделируемых частиц (ядер и элек-
тронов), что позволило существенно повысить (вы-
числительную) точность. Сходимость результатов
проверялась по числу атомов. Все расчеты проводи-
лись в каноническом ансамбле. Температура ионов

Ti контролировалась с помощью термостата Но-
зе – Гувера [44]. Равновесные термодинамические ха-
рактеристики вычисляются на равновесном участ-
ке моделирования путем усреднения по конфигура-
циям. Это определяет статистическую погрешность
моделирования. Непосредственными термодинами-
ческими величинами, получаемыми в методе QMD
в результате описанной выше процедуры атомисти-
ческого моделирования, являются две главные вели-
чины — давление и внутренняя энергия как функ-
ции плотности и температуры, P (T, ρ) и U(T, ρ). В
соответствии с методом Ферми – Зельдовича [2, 46]
это позволяет восстановить, во-первых, ход изэнтро-
пы в плоскости P–V , а во-вторых, темп изменения
температуры вдоль этой изэнтропы. В расчетах на-
стоящей работы использовался способ [41,42], состо-
ящий в интегрировании вдоль указанной выше изэн-
тропы известного термодинамического соотношения

(
∂lnT

∂V

)
S

= −
(
∂U(P, V )

∂T

)−1

V

=

= −
(
∂P (V, T )
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)
V

(
∂U(V, T )

∂T

)−1

V

. (5)

В расчетах настоящей работы для каждого экспе-
римента такая изэнтропа выпускалась в плоскости
P–V из точки F — условного начала изэнтропично-
сти траектории динамического сжатия смеси в про-
цессе реверберации ударных волн, где известна ве-
личина температуры — TF . Такая изэнтропа для
эксперимента с чистым дейтерием (опыт М9) пред-
ставлена выше на рис. 9б. Что касается смеси, то
по описанной выше методике были проведены рас-
четы параметров изэнтроп раздельно для дейтерия
и гелия, а параметры для давления и энергии гелий-
дейтериевой смеси получены с использованием при-
ближенного алгоритма смешения по соотношениям
(3) и (4). Из этих данных по энергии и давлению
гелий-дейтериевой смеси были вычислены прибли-
женные параметры P, ρ, T искомых изэнтроп для
экспериментов М10 и М11. Результаты этих расче-
тов представлены в координатах P (ρ) на рис. 9 и в
координатах T (ρ) рис. 11.

6. СРАВНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ С

РЕЗУЛЬТАТАМИ ТЕОРИИ

Проблема существования аномалий типа ФП в
плотном и горячем флюиде водорода (дейтерия) и
гелия имеет давнюю и достаточно противоречивую
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историю. Целый ряд работ, прежде всего исполь-
зующих платформу химической модели плазмы, в
течение многих лет предсказывали существование
«плазменного» ФП в этих условиях (см. пионерс-
кую работу [47] и обзоры [1,2,31,39,48]). Некоторые
из этих работ [49,50] предсказывают существование
плазменного ФП (в плоскости P–ρ) в непосредствен-
ной близости к месту положения разрыва плотности
квазиизэнтропического сжатия в серии эксперимен-
тов [4, 5], включая и результаты настоящей работы.
В качестве примера на рис. 9а приведена изотерма
T = 5000 K из работы [31] (кривая 4). Что касает-
ся гелия, то предсказания плазменного ФП в плаз-
ме гелия делались как в варианте единого плазмен-
ного ФП с одномоментной двукратной ионизацией
(He ⇔ He++ + 2e) [40], так и в варианте двух по-
следовательных плазменных ФП раздельно на пер-
вой и второй стадиях ионизации [39]. Также, что
важно, еще в работе [51] на базе химической моде-
ли плазмы детально исследовался плазменный ФП
в гелий-водородной плазме во всем диапазоне про-
порций гелия, но, однако, без кого-либо учета де-
формации параметров этого плазменного ФП из-за
его неконгруэнтности [8]. Теоретические оценки ве-
личины указанной неконгруэнтности на примере по-
пулярной в астрофизических приложениях версии
плазменного ФП из работ [52, 53] показывают, что
масштаб указанной неконгруэнтности может быть
заметным и вполне сравнимым с эмпирической ве-
личиной «гелиевого обеднения» внешних слоев ат-
мосферы Юпитера и Сатурна. В контексте экспе-
риментов настоящей работы важен главный вывод
из расчетов работы [51] — добавление гелия суще-
ственно «подавляет» склонность к фазовому рассло-
ению водорода, и, в свою очередь, добавление водо-
рода аналогично «подавляет» склонность к фазово-
му расслоению гелия.

Подчеркнем, что результаты настоящего экспе-
римента (см. рис. 9) пока не дают явного подтверж-
дения этого правила. Изэнтропа смеси D2 + He в
диапазоне P � 100–300 ГПа оказывается практи-
чески совпадающей с изэнтропой чистого дейтерия.
Очевидно, что для прогресса в решении этой про-
блемы требуются дальнейшие более тщательные ис-
следования параметров динамического сжатия сме-
сей гелий-дейтерий с более детальной диагностикой,
прежде всего с измерением температуры изэнтропи-
чески сжатой и нагретой плазмы смеси.

Если вернуться к теории, то помимо упомянутой
выше химической модели плазмы достаточно кате-
горичные утверждения о возможности фазовых рас-
слоений в водороде (и меньше в гелии) и, соответ-

ственно, в гелий-водородной смеси были получены
в последние десятилетия благодаря стремительному
прогрессу вычислительной техники в рамках более
строгих подходов с использованием методов прямо-
го численного моделирования. Так, еще в 2003 г. в
работе [33] с использованием метода функционала
плотности в плазме водорода получались разрыв-
ные изотермы. Одна из них (T = 1500 K) в ка-
честве примера приведена на рис. 9а (кривая 3).
Еще более поразительный результат уже непосред-
ственно на изэнтропе, практически совпадающей с
P (ρ)-траекторией экспериментов [4, 5], был полу-
чен в прямом моделировании водородного флюида в
REMC-ансамбле [32]. Подчеркнем, что помимо раз-
рывоподобной аномалии в ходе изэнтропы, показан-
ной на рис. 9а (кривая 5), REMC-моделирование [32]
предсказывает показательно низкий и к тому же мо-
нотонно убывающий при сжатии уровень темпера-
туры на рассчитанной изэнтропе (T = 800–1200 K).

Переходя к теоретическим расчетам настоящей
работы, отметим, что, как и ранее [4, 5], расчеты по
модели SAHA предсказывают для изэнтропы дей-
терия, выходящей из точки F (фокусировка первой
ударной волны на границе центрального стержня),
наличие двух ветвей, низкого и высокого давления,
и ФП между ними, правда, при заметно более высо-
ком давлении, чем в экспериментах [4,5]. Важно то,
что при переходе к описанию сжатия в гелий-дейте-
риевой смеси этот переход сохраняется, но, так же
как и в расчетах работы [51], двухфазная зона пере-
хода, во-первых, заметно сдвигается в область более
высоких давлений, а во-вторых, сжимается, т. е. вет-
ви 2–2 ∗∗ на рис. 9а сближаются в сравнении с 1–1 ∗∗.

Что же касается подхода ab initio QMD, то, как
видно из рис. 9а, изэнтропа, вычисленная в рам-
ках этого подхода как для чистого дейтерия, так
и для гелий-дейтериевой смеси, не содержит в рай-
оне 100–1000 ГПа никаких разрывов типа ФП. Од-
нако отсюда не следует, что QMD-расчеты про-
тиворечат экспериментальным данным настоящей
работы. Напротив, многие варианты подходов ab
initio (см. обзор [54]), включая QMD и квантовый
метод Монте-Карло (QMС) [34, 55], вплоть до са-
мых последних результатов QMD- и QMC-модели-
рования [56,57], уверенно предсказывают существо-
вание диссоциативно-плазменного ФП.

В работе [58] подчеркивалось, что этот ФП рас-
положен именно в том диапазоне давлений и плот-
ностей, где на протяжении многих лет фиксирует-
ся разрывная аномалия в экспериментах ВНИИЭФ
при квазиизэнтропическом сжатии водорода (дей-
терия) [3–5]. Это показано на рис. 9, где нанесены
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критическая точка обсуждаемого ФП в версии ра-
боты [34] с параметрами Tc = 1400 K, Pc = 130 ГПа,
ρc = 1.6 г/см3 и полоса его двухфазной области в
диапазоне 1000 K ≤ T ≤ 3000 K в версии рабо-
ты [56]. Примечательно, что эта относительно узкая
зона двухфазной области практически совпадает в
P (ρ)-координатах с траекторией квазиизэнтропиче-
ского сжатия дейтерия настоящей работы и предше-
ствующих экспериментов [3–5] с той только прин-
ципиальной разницей, что температура вдоль ука-
занной полосы двухфазной области с ростом давле-
ния монотонно убывает, в противоположность моно-
тонному росту, ожидаемому вдоль изэнтропы сжа-
тия в настоящих экспериментах. Как подчеркива-
лось в работах [37,38,58], это может быть объяснено
аномальным характером термодинамики горячего
плотного флюида водорода (дейтерия) в обсуждае-
мой зоне параметров. Эта аномальность [38], реали-
зующаяся, в частности, как отрицательность коэф-
фициента Грюнайзена, в общем контексте свойств
плотного горячего вещества обсуждалась в [2,59,60].
Конкретно для водорода в диапазоне давлений 40–
75 ГПа и температур 3500–7500 К наличие такой
аномалии на основе существующих данных обсуж-
далось в работе [61]. Эта сложная проблема требует
отдельного подробного анализа. Пока следует, види-
мо, ограничиться выводом о частичной противоре-
чивости существующих экспериментальных и теоре-
тических данных в обсуждаемой области [58].

7. ЗОНЫ НЕСМЕСИМОСТИ

Как уже подчеркивалось во Введении, при пере-
ходе от чистых дейтерия и гелия к их смеси помимо
деформации и сдвига параметров уже существую-
щих в них фазовых переходов возможен дополни-
тельный ФП, присущий именно смеси, — появление
зон несмесимости. Этот переход, по определению,
является неконгруэнтным, т. е. с различием химиче-
ских пропорций в сосуществующих фазах. Парамет-
ры этих зон несмесимости в гелий-водородной сме-
си рассчитывались неоднократно с применением, в
основном, подходов ab initio (см. работы [62–64] и
ссылки там). Эти расчеты все еще содержат боль-
шую долю неопределенности из-за высокой чувстви-
тельности параметров границы зоны расслоения к
деталям приближений, принятых при вычислениях
в указанных вариантах подходов. Но следует под-
черкнуть, что обе точки для смеси в экспериментах
М10 и М11, согласно их параметрам, приведенным в
табл. 2, оказываются глубоко в двухфазной области

несмесимости, приведенной в работах [62,64]. Более
того, обсуждаемая зона несмесимости столь обшир-
на, что изэнтропа смеси D2+He, реализованная в на-
стоящих экспериментах, входит в эту зону в районе
P � 100 ГПа и остается в этой зоне двухфазных со-
стояний до достаточно высоких давлений (по оцен-
кам на основе модели SAHA до P ≥ P ∗ � 1000 ГПа).

Подчеркнем, что, как известно [2], такой вход
и выход изэнтропы в двухфазную область дол-
жен сопровождаться заметным изломом ее накло-
на в P–V -плоскости, т. е. сжимаемости. Это об-
стоятельство, как и то, что и в чистом дейте-
рии траектория, описывающая квазиизэнтропиче-
скую реверберацию ударных волн, пересекает в
этом же диапазоне параметров межфазную границу
диссоциативно-плазменного фазового перехода [3–5]
(см. рис. 11), c особой остротой ставит вопрос о кор-
ректности расчета газодинамики сжимаемой смеси
D2 + He с помощью УРС ВНИИЭФ, которое не со-
держит такого ФП. Важно, что с помощью именно
этих расчетов в экспериментах настоящей работы
определяется давление и оценивается температура,
приведенные в табл. 2. Анализ этой проблемы ввиду
своей сложности выходит за рамки настоящей ста-
тьи. Также кажется очевидной необходимость внед-
рения дополнительного альтернативного расчета га-
зодинамики сжимаемой смеси D2 + He с помощью
УРС SAHA с полным учетом диссоциативно-плаз-
менного ФП в его корректной версии, полностью
учитывающей неконгруэнтность фазовых превра-
щений в гелий-водородных (дейтериевых) смесях.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе с использованием ориги-
нальных цилиндрических устройств впервые изме-
рена квазиизэнтропическая сжимаемость смеси дей-
терия (80% по массе) и гелия (20% по массе) в диа-
пазоне давлений 150–250 ГПа и «чистого» дейтерия
при давлении P ≈ 200 ГПа. Анализ полученных
данных показал, что профили термодинамических
величин сжатой плазмы, определенные с использо-
ванием двухкаскадного цилиндрического экспери-
ментального устройства, имеют при максимальном
сжатии разброс не более 4%, а их рассчитанные
средние величины не зависят от вариантов расче-
та прочностных процессов конструкции. Экспери-
ментальные данные по квазиизэнтропической сжи-
маемости «чистого» дейтерия и его смеси с гели-
ем, полученные в диапазоне давлений 150–250 ГПа
на новых прецизионных устройствах, подтверждают
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сделанный ранее вывод о наличии в квазиизэнтро-
пически сжатом дейтерии ФП в области давлений
150–160 ГПа и свидетельствуют о том, что этот ФП
сохраняется в смеси дейтерия с гелием. На основе
современных моделей УРС, используемых в насто-
ящее время в РФЯЦ-ВНИИЭФ, проведены анализ
и коррекция результатов пионерских экспериментов
группы Кормера по сжимаемости водорода, выпол-
ненных в 70-х годах прошлого века [3]. На основе
этого анализа и с учетом неопубликованного ранее
результата еще одного эксперимента группы Кор-
мера по сжимаемости дейтерия показано хорошее
согласие всей совокупности данных экспериментов,
выполненных ранее во ВНИИЭФ, и настоящей ра-
боты.

С использованием двух теоретических моделей
проведены расчеты параметров изэнтропического
сжатия гелий-дейтериевой смеси. Расчеты по хими-
ческой модели плазмы (код SAHA) предсказывают
диссоциативно-плазменный ФП со скачком плотно-
сти, близким к экспериментальному, но при более
высоких давлениях. Расчеты ab initio параметров
P (ρ) изэнтропы на основе QMD находятся, в це-
лом, в удовлетворительном согласии с эксперимен-
тальными данными, но не воспроизводят зафикси-
рованный в них ФП. Сравнение результатов расче-
та, проведенного в рамках двух теоретических под-
ходов, показывает высокую степень неопределенно-
сти нашего знания температуры квазиизэнтропичес-
ки сжатой гелий-дейтериевой смеси, в очередной
раз подчеркивая острую необходимость дополнения
существующей методики регистрации сжимаемости
плазмы независимыми измерениями ее температу-
ры.

Опираясь на проведенные теоретические расче-
ты параметров динамически сжатой плазмы смеси
гелия и дейтерия, мы имеем все основания пола-
гать, что полученные в эксперименте мегабарные
состояния гелий-дейтериевой плазмы находятся
глубоко в области несмесимости этих компонент —
гелия и дейтерия, — уверенно предсказываемой
сегодня большинством методик ab initio. Изучение
влияния этого обстоятельства на корректный рас-
чет газодинамики динамического сжатия является
первостепенной по важности задачей для даль-
нейшего прогресса экспериментального подхода,
традиционно развиваемого в РФЯЦ-ВНИИЭФ.

Благодарности. Авторы признательны сотруд-
никам, принимавшим участие в организации, прове-
дении экспериментов и обработке полученных дан-
ных: А. Б. Профе, А. И. Лебедеву, С. Е. Елфимо-

ву, Р. В. Борисову, Е. П. Волкову, Р. В. Тильку-
нову, О. А. Есину, В. В. Ковалдову, А. В. Рома-
нову, Д. П. Турутину, А. С. Пупкову, Г. С. Янду-
баеву, И. A. Блинову, М. В. Логинову, Е. В. Шев-
нину, А. И. Гуркину. Авторы выражают благодар-
ность А. В. Шутову за результаты газодинамичес-
ких расчетов с использованием УРС SAHA, а так-
же А. Б. Медведеву за плодотворные обсуждения
проблемы аномальных термодинамических свойств
плотного горячего водорода (дейтерия) в зоне мега-
барных давлений.

Финансирование. Настоящая работа выполне-
на при поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект №20-02-00287) и Ми-
нистерства науки и высшего образования России
(соглашение с ОИВТ РАН №075-15-2020-785).

ЛИТЕРАТУРА

1. В. Е. Фортов Экстремальные состояния вещест-
ва на Земле и в космосе, Физматлит, Москва
(2010).

2. В. Е. Фортов, Tepмодинамика динамических
воздействий нa вещество, Физматлит, Москва
(2019).

3. Ф. В. Григорьев, С. Б. Кормер, О. Л. Михайлова,
А. П. Толочко, В. Д. Урлин, Письма в ЖЭТФ 16,
286 (1972); ЖЭТФ 69, 743 (1975); ЖЭТФ 75, 1683
(1978).

4. V. E. Fortov, R. I. Il’kaev, V. A. Arinin, V. V. Bur-
tzev, V. A. Golubev, I. L. Iosilevskiy, V. V. Khrus-
talev, A. L. Mikhailov, M. A. Mochalov, V. Ya. Ter-
novoi, and M. V. Zhernokletov, Phys. Rev. Lett. 99,
185001 (2007).

5. М. А. Мочалов, Р. И. Илькаев, В. Е. Фортов,
А. Л. Михайлов, А. О. Бликов, В. А. Огородни-
ков, В. К. Грязнов, И. Л. Иосилевский, ЖЭТФ
152, 1113 (2017).

6. И. Л. Иосилевский, Ю. Г. Красников, Э. Е. Сон,
В. Е. Фортов, Термодинамика и транспорт
в неидеальной плазме, Изд-во МФТИ, Москва
(2000).

7. И. Л. Иосилевский, В. К. Грязнов, А. М. Семе-
нов, Е. С. Якуб, Л. Н. Горохов, В. С. Юнгман,
А. Ю. Башарин, М. В. Брыкин, М. А. Шейндлин,
В. Е. Фортов, Изв. РАН, Энергетика 5, 115 (2011).

8. I. Iosilevskiy, V. Gryaznov, E. Yakub, C. Ronchi, and
V. Fortov, Contrib. Plasma Phys. 43, 316 (2003).

1131
9*



М. А. Мочалов, Р. И. Илькаев, В. Е. Фортов и др. ЖЭТФ, том 159, вып. 6, 2021

9. И. Иосилевский,Физика неидеальных кулоновских
систем: Уравнение состояния и фазовые переходы
(in Russian), Saarbrucken, Germany, Lambert Acad.
Publ. (2011).

10. В. К. Грязнов, И. Л. Иосилевский, В. Е. Фор-
тов, в сб. Ударные волны и экстремальные со-
стояния вещества, под ред. В. Е. Фортова,
Л. В. Альтшулера, Р. Ф. Трунина, А. И. Фунтико-
ва, Наука, Москва (2000), с. 299 [V. K. Gryaznov,
I. L. Iosilevskiy, and V. E. Fortov, in High-Pressure
Shock Compression of Solids VII: Shock Waves and
Extreme States of Matter, ed. by V. E. Fortov,
L. V. Al’tshuler, R. F. Trunin, and A. I. Funtikov,
Springer-Verlag, New York (2004), p. 437].

11. М. А. Мочалов, Р. И. Илькаев, В. Е. Фортов,
А. Л. Михайлов, Ю. М. Макаров, В. А. Аринин,
С. К. Гришечкин, А. О. Бликов, В. А. Огород-
ников, А. В. Рыжков, В. К. Грязнов, Письма в
ЖЭТФ 92, 336 (2010).

12. М. А. Мочалов, Р. И. Илькаев, В. Е. Фортов,
А. Л. Михайлов, Ю. М. Макаров, В. А. Аринин,
А. О. Бликов, А. Ю. Баурин, В. А. Комраков,
В. А. Огородников, А. В. Рыжков, Е. А. Пронин,
А. А. Юхимчук, ЖЭТФ 142, 696 (2012).

13. М. А. Мочалов, Р. И. Илькаев, В. Е. Фортов,
А. Л. Михайлов, В. А. Раевский, В. А. Огородни-
ков, А. А. Юхимчук, А. И. Давыдов, Н. Н. Анаш-
кин, В. А. Аринин, А. О. Бликов, А. Ю. Баурин,
Н. Б. Давыдов, В. А. Комраков, А. И. Логвинов,
С. Ф. Маначкин, А. В. Рыжков, Б. И. Ткаченко,
А. В. Федоров, С. А. Финюшин, Д. А. Калашни-
ков, Е. А. Чудаков, Е. А. Пронин, Е. А. Бакулина,
ЖЭТФ 146, 169 (2014).

14. М. А. Мочалов, Р. И. Илькаев, В. Е. Фортов,
А. Л. Михайлов, В. А. Аринин, А. О. Бликов,
В. А. Комраков, А. В. Рыжков, В. А. Огородни-
ков, А. А. Юхимчук, Письма в ЖЭТФ 101, 575
(2015).

15. М. А. Мочалов, Р. И. Илькаев, В. Е. Фортов,
А. Л. Михайлов, В. А. Аринин, А. О. Бликов,
В. А. Комраков, И. П. Максимкин, В. А. Огород-
ников, А. В. Рыжков, Письма в ЖЭТФ 107, 173
(2018).

16. М. А. Мочалов, Р. И. Илькаев, В. Е. Фортов,
А. Л. Михайлов, В. А. Аринин, А. О. Бликов,
В. А. Огородников, А. В. Рыжков, В. А. Комра-
ков, И. П. Максимкин, Письма в ЖЭТФ 108, 692
(2018).

17. G. Kresse and J. Hafner, Phys. Rev. B 47, 558 (1993).

18. G. Kresse and J. Furthmuller, Phys. Rev. B 54, 11169
(1996).

19. Yu. P. Kuropatkin, V. D. Mironenko, V. N. Suvorov,
D. I. Zenkov, and B. F. Tkachenko, in 11th IEEE
Pulsed Power Conf. (29 June–2 July 1997, Baltimore,
Maryland, USA), Digest of Technical Papers, ed. by
G. Cooperstein and I. Vitkovitsky, p. 1669.

20. А. О. Бликов, М. А. Мочалов, В. А. Огородников,
В. А. Комраков, Патент (RU) 2471545 C1, Бюлл.
изобрет. №1, 10.01.2013.

21. В. А. Огородников, А. Г. Иванов, А. Л. Михайлов,
Н. И. Крюков, А. П. Толочко, В. А. Голубев, ФГВ
34, 103 (1998).

22. A. N. Golubkov, A. A. Kononenko, and A. A. Yu-
khimchuk, Fusion Sci. Technol. 48, 527 (2005).

23. В. В. Сычев, А. А. Вассерман, А. Д. Козлов,
Г. А. Спиридонов, В. А. Цымарный, Термодинами-
ческие свойства гелия, ГСССД, Изд-во стандар-
тов, Москва (1984).

24. A. Michels, W. De Graaff, T. Wassenaar, J. M. H. Le-
velt, and P. Louwerse, Physica 25, 25 (1959).

25. V. A. Arinin and B. I. Tkachenko, Pattern Recogni-
tion and Image Analysis 19, 63 (2009).

26. В. П. Копышев, В. В. Хрусталев, ПМТФ 21, 122
(1980).

27. Н. Ф. Гаврилов, Г. Г. Иванова, В. И. Селин,
В. Н. Софронов, ВАНТ, сер. Методики и програм-
мы числ. решения задач матем. физ. вып. 3, 11
(1982).

28. В. П. Копышев, ПМТФ 12(1), 119 (1971).

29. Л. И. Седов, Механика сплошной среды, Наука,
Москва (1984).

30. И. Р. Трунин, С. В. Корицкая, В. Арнолд, Пре-
принт 75-2000, Саров (2000).

31. S. Scandolo, Proc. Nat. Acad. Sci. 100, 3051 (2003).

32. D. Beule, W. Ebeling, A. Forster, H. Juranek, R. Red-
mer, and G. Ropke, Contrib. Plasma Phys. 39, 21
(1999).

33. V. S. Filinov, P. R. Levashov, A. V. Botsan, M. Bo-
nitz, and V. E. Fortov, J. Phys. A 42, 214002 (2009);
P. R. Levashov, V. S. Filinov, A. Botan, M. Bonitz,
and V. E. Fortov, J. Phys. Conf. Ser. 121, 012012
(2008).

34. W. Lorenzen, B. Holst, and R. Redmer, Phys. Rev.
B 82, 195107 (2010).

35. V. K. Gryaznov and I. L. Iosilevskiy, J. Phys. A 42,
214007 (2009).

1132



ЖЭТФ, том 159, вып. 6, 2021 Квазиизэнтропическое сжатие неидеальной плазмы дейтерия. . .

36. V. K. Gryaznov, I. L. Iosilevskiy, and V. E. Fortov,
Contrib. Plasma Phys. 50, 77 (2010).

37. I. Iosilevskiy, in Physics of Extreme States of Mat-
ter, ed. by V. Fortov et al., IPCP RAS, Russia,
Chernogolovka (2013), p. 136, arXiv:1403.8053v3.

38. I. L. Iosilevskiy, J. Phys. Conf. Series 653, 012077
(2015).

39. W. Ebeling, A. Förster, V. E. Fortov, V. K. Gryaz-
nov, and A. Ya. Polishuk, Thermophysical Proper-
ties of Hot Dense Plasmas, B. G. Teubner Ver-
lagsgesellschaft, Stuttgart–Leipzig (1991) [В. Эбе-
линг, А. Фёрстер, В. Фортов, В. Грязнов, А. По-
лищук, Теплофизические свойства горячей плот-
ной плазмы, НИЦ «Регулярная и хаотическая ди-
намика», Институт компьютерных исследований,
Москва–Ижевск (2007)].

40. C. Winisdoerffer and G. Chabrier, Phys. Rev. E 71,
026402 (2005).

41. A. V. Chentsov and P. R. Levashov, Contrib. Plasma
Phys. 52, 33 (2012).

42. A. Becker, N. Nettelmann, B. Holst, and R. Redmer,
Phys. Rev. B 88, 045122 (2013).

43. R. M. Martin, Electronic Structure: Basic Theory and
Practical Methods, Cambridge Univ. (2020).

44. S. J. Nosé, J. Chem. Phys. 81, 511 (1984).

45. J. P. Perdew, K. Burke, and M. Ernzerhof, Phys. Rev.
Lett. 77, 3865 (1996).

46. В. Е. Фортов, Физика высоких плотностей энер-
гии, Физматлит, Москва (2013).

47. Г. Э. Норман, А. Н. Старостин, ТВТ 6, 410 (1968).

48. И. Л. Иосилевский, А. Н. Старостин, в сб. Энцик-
лопедия низкотемпературной плазмы, т. 1, под
ред. В. Е. Фортова, Наука, Москва (2000), с. 327.

49. А. Л. Хомкин, А. С. Шумихин, ЖЭТФ 146, 518
(2014).

50. А. А. Пяллинг, ТВТ 48, 181 (2010).

51. M. Schlanges, M. Bonitz, and A. Tschttschjan,
Contrib. Plasma Phys. 35, 109 (1995).

52. D. Saumon, G. Chabrier, and H. M. Van Horn, Astro-
phys. J. (Suppl) 99, 713 (1995).

53. А. В. Украинец, И. Л. Иосилевский, в сб. Физи-
ка экстремальных состояний вещества, под ред.
В. Е. Фортова, Изд-во ИПХФ РАН, Черноголовка
(2005), с. 181.

54. J. M. McMahon, M. A. Morales, C. Pierleoni, and
D. M. Ceperley, Rev. Mod. Phys. 84, 1607 (2012).

55. M. A. Morales, C. Pierleoni, E. Schwegler, and
D. M. Ceperley, PNAS USA 107, 12799 (2010).

56. G. Mazzola, R. Helled, and S. Sorella, Phys. Rev.
Lett. 120, 025701 (2018).

57. H. Y. Geng, Q. Wu, M. Marqués, and G. J. Ackland,
Phys. Rev. B 100, 134109 (2019).

58. И. Л. Иосилевский, Аномальная термодинамика
и проблема фазовых переходов в плотном и горя-
чем водороде (дейтерии), Межд. конф. «XXI Ха-
ритоновские тематические научные чтения», Рос-
сия, Саров, 15–19 апреля 2019 г. (пленарный до-
клад).

59. А. Б. Медведев, Р. Ф. Трунин, УФН 182, 829
(2012).

60. M. P. Desjarlais, M. D. Knudson, and R. Redmer,
Phys. Rev. B 101, 104101 (2020).

61. А. Б. Медведев, ФГВ 54(2), 98 (2018).

62. M. A. Morales, S. Hamel, K. Caspersen, and
E. Schwegler, Phys. Rev. B 87, 174105 (2013).

63. B. Militzer, Phys. Rev. B 87, 014202 (2013).
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Трубилко А. И., Башаров А. М. . . . . . . . . 2 262

Лазерная изотопно-селективная ИК-диссо-
циация молекул с небольшим изотопиче-
ским сдвигом в спектрах поглощения в
неравновесных термодинамических усло-
виях скачка уплотнения. Макаров Г. Н.,
Петин А. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 281

Реализация однокубитовых квантовых опе-
раций на СВЧ-переходе в одиночном ато-
ме рубидия в оптической дипольной ло-
вушке. Бетеров И. И., Якшина Е. А.,
Третьяков Д. Б., Энтин В. М., Альяно-
ва Н. В., Митянин К. Ю., Рябцев И. И. 3 409

Солитоны в хиральной среде. Заболот-
ский А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 424
Скорость туннельной ионизации под влия-
нием поля с распределением (0, 1)∗ Лагер-
ра – Гаусса.Миладинович Т. Б., Симич С.,
Данилович Н., Еремич М. З. . . . . . . . . . . . 5 851

Увеличение разброса по импульсам в пото-
ке ультрарелятивистских электронов в он-
дуляторе. Огнивенко В. В. . . . . . . . . . . . . . . 5 866

Ван-дер-ваальсово притяжение атомов во-
дорода. Ишханян А. М., Крайнов В. П. 6 1013

1.8 Классическая электродинамика

Эффективный квантовый осциллятор резо-
натора с осциллирующими параметрами.
Трубилко А. И., Башаров А. М. . . . . . . . . 2 262

Полуклассическое описание ондуляторно-
го излучения. Шишмарев А. А., Ле-
вин А. Д., Багров В. Г., Гитман Д. М. 2 297

2. Ядра, частицы, поля, гравита-
ция и астрофизика

2.4 Гравитация и астрофизика

О механизме температурных вариа-
ций средней энергии мюонов на боль-
ших глубинах. Агафонова Н. Ю.,
Мальгин А. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 88

Гравитационный коллапс жидкого объекта
с кручением с образованием вселенной в
черной дыре. Поплавски Н. . . . . . . . . . . . . . 3 448

Устойчивость и динамика регулярных
гравастаров с тонкой оболочкой. Ша-
риф М., Джавед Ф. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 457

Dimensionless physics. Volovik G. E. . . . . . . 4 815

Появление точки поворота в динами-
ческом решении Рейснера –Нордстрема.
Шацкий А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 883

Построение теней черных дыр. Аналити-
ческая теория. Чернов С. В. . . . . . . . . . . . . 6 1018
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2.5 Квантовая теория поля, струны

К вопросу о наперстках Лефшеца в сигма-
моделях, I. Кричевер И., Некрасов Н. . . . 4 822

3. Твердые тела и жидкости

3.1 Рассеяние и поглощение частиц и
волн, спектры возбуждения

Акустическая эмиссия при инициации по-
лосы сдвига в металлическом стекле как
метод верификации существования мас-
штабной инвариантности. Ясников И. С.,
Виноградов А. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 473
Модификация электронной структуры ква-
зисвободного графена при адсорбции и
интеркаляции атомов Mn. Гогина А. А.,
Рыбкин А. Г., Шикин А. М., Тара-
сов А. В., Петачча Л., Ди Санто Г., Ели-
сеев И. А., Лебедев С. П., Давыдов В. Ю.,
Климовских И. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1028

3.2 Структура, механические свойст-
ва, дефекты, рост кристаллов

Акустическая эмиссия при инициации по-
лосы сдвига в металлическом стекле как
метод верификации существования мас-
штабной инвариантности. Ясников И. С.,
Виноградов А. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 473

3.3 Тепловые свойства твердых тел и
жидкостей

Об оценке параметров критической точки
фазового перехода жидкость–пар метал-
лов из экспериментов по изоэнтропическо-
му расширению ударно-сжатых пористых
образцов.Емельянов А. Н., Шахрай Д. В.,
Ким В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 120
Моделирование нестационарных неустой-
чивостей Бенара –Марангони в испаряю-
щихся летучих каплях на нагретой под-
ложке. Гаврилина А. А., Бараш Л. Ю. . 2 359
Релаксационный вклад системы ян-
теллеровских комплексов в модули упру-
гости легированных флюоритов. Сары-
чев М. Н., Бондаревская А. С., Жевстов-
ских И. В., Уланов В. А., Шакуров Г. С.,
Егранов А. В., Суриков В. Т., Аверки-
ев Н. С., Гудков В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 892

Гидромагнитные неустойчивости в неод-
нородно вращающемся слое электропро-
водящей наножидкости. Копп М. И.,
Тур А. В., Яновский В. В. . . . . . . . . . . . . . . 6 1090

3.5 Низкоразмерные системы (струк-
тура и т. д.)

Исследование поверхности кремнезоля ме-
тодом рентгеновского рассеяния. Тихо-
нов А. М., Асадчиков В. Е., Волков Ю. О.,
Рощин Б. С., Хонкимаки B., Блан-
ко М. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 5

Релаксационный вклад системы ян-телле-
ровских комплексов в модули упругости
легированных флюоритов.Сарычев М. Н.,
Бондаревская А. С., Жевстовских И. В.,
Уланов В. А., Шакуров Г. С., Егра-
нов А. В., Суриков В. Т., Аверкиев Н. С.,
Гудков В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 892

4. Порядок, беспорядок и фазо-
вые переходы в конденсирован-
ных средах

4.1 Неоднородные, неупорядоченные и
частично разупорядоченные системы

Об оценке параметров критической точки
фазового перехода жидкость–пар метал-
лов из экспериментов по изоэнтропическо-
му расширению ударно-сжатых пористых
образцов.Емельянов А. Н., Шахрай Д. В.,
Ким В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 120

Нуклеация и рост зародышей стабильной
кристаллической фазы в переохлажден-
ной жидкости Юкавы. Решетняк В. В.,
Решетняк О. Б., Филиппов А. В. . . . . . . 2 330

Высокоскоростная деформация титана в
ударных волнах при нормальной и повы-
шенной температурах. Канель Г. И., Са-
виных А. С., Гаркушин Г. В., Разоре-
нов С. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 524

Распространение цепного изотермическо-
го пламени в случайной среде. Мед-
ведев С. Н., Оселедец В. И., Посвян-
ский В. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 533

Проводимость двумерной модели Рэлея
при критической концентрации — пороге
протекания. Балагуров Б. Я. . . . . . . . . . . . . 3 553
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Анизотропия магнитных фаз кубических
гелимагнетиков. Чижиков В. А. . . . . . . . . 4 656

Critical fluctuations beyond the quantum
phase transition in Dzyaloshinskii–Moriya
helimagnets Mn1−xFexSi. Grigoriev S. V.,
Utesov O. I., Chubova N. M., De-
whurst C. D., Menzel D., Maleyev S. V. 4 690

Асимптотическая теория анизотропной
классической диффузии в неоднород-
ных средах. Кондратенко П. С., Мат-
веев А. Л., Обухов Ю. Н. . . . . . . . . . . . . . . . 4 719

Неклассический перенос примеси в моде-
ли Дыхне с параметрами, зависящими от
координат. Принцип Ферма. Кондратен-
ко П. С., Матвеев А. Л. . . . . . . . . . . . . . . . . 4 724

4.2 Магнетизм, пьезо- и сегнетоэлект-
ричество

Магнитокалорический эффект в наносисте-
мах на основе ферромагнетиков с раз-
личными температурами Кюри. Кузне-
цов М. А., Дровосеков А. Б., Фраер-
ман А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 95

Фононная спектроскопия шоттки-подоб-
ных низкоэнергетических возбуждений
парамагнитной природы в кристал-
лах твердых растворов гранатов. Тара-
нов А. В., Хазанов Е. Н., Чарная Е. В. 1 111

Ферромагнитный резонанс и упругие ко-
лебания в эпитаксиальных пленках фер-
рит-граната иттрия. Полулях С. Н., Бер-
жанский В. Н., Семук Е. Ю., Белоте-
лов В. И., Ветошко П. М., Попов В. В.,
Шапошников А. Н., Шумилов А. Г., Чер-
нов А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 307

Эффект тренировки электросопротивле-
ния в обменно-смещенном кобальтите
GdBaCo2O5.5. Солин Н. И., Наумов С. В. 2 315

Светоиндуцированная сверхбыстрая дина-
мика систем со спиновым кроссовером при
высоком давлении. Орлов Ю. С., Нико-
лаев С. В., Нестеров А. И., Овчинни-
ков С. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 479

Фазовые переходы в полосовой домен-
ной структуре магнитоодноосной плен-
ки феррита-граната. Сирюк Ю. А., Без-
ус А. В., Капшуков Р. А., Кононеко В. В. 3 500

Магнитные сверхтонкие взаимодействия
зондовых атомов 57Fe в манганитах
CaCuxMn7−xO12 (0 ≤ x ≤ 1). Глазко-
ва Я. С., Русаков В. С., Соболев А. В.,
Гапочка А. М., Губайдулина Т. В., Вол-
кова О. С., Васильев А. Н., Пресня-
ков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 511
Высокоскоростная деформация титана в
ударных волнах при нормальной и повы-
шенной температурах. Канель Г. И., Са-
виных А. С., Гаркушин Г. В., Разоре-
нов С. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 524
Магнитотранспортные свойства тонких
пленок Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7. Бли-
нов М. И., Черненко В. А., Прудни-
ков В. Н., Асегуинолаза И. Р., Барандиа-
ран Ж. М., Ладеранта Э., Ховайло В. В.,
Грановский А. Б. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 546
Мультиферроики и не только: электричес-
кие свойства различных магнитных текс-
тур. Хомский Д. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 581
Analogy between the magnetic dipole moment
at the surface of a magnetoelectric and the
electric charge at the surface of a ferroelec-
tric. Spaldin N. A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 594
A Dzyaloshinskii –Moriya interaction guide to
magnets micro-world. Mazurenko V. V.,
Kvashnin Y. O., Lichtenstein A. I., Katsnel-
son M. I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 598
Взаимодействие Дзялошинского и обмен-
но-релятивистские эффекты в ортоферри-
тах. Москвин А. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 607
Исследование влияния электронных корре-
ляций на электронную структуру соедине-
ний FeAlO3 и FeSiO3. Чернов Е. Д., Луко-
янов А. В., Анисимов В. И. . . . . . . . . . . . . . 4 644
Пьезомагнетизм в ферромагнитных сверх-
проводниках. Минеев В. П. . . . . . . . . . . . . . 4 653
Анизотропия магнитных фаз кубических
гелимагнетиков. Чижиков В. А. . . . . . . . . 4 656
Динамика доменных стенок в киральных
магнетиках. Галкина Е. Г., Иванов Б. А.,
Кулагин Н. Е., Лерман Л. М., Ястрем-
ский И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 671
Об аномальном опрокидывании под-
решеток в антиферромагнитном
Cu(pz)2(ClO4)2. Марченко В. И. . . . . . . . . 4 687
Critical fluctuations beyond the quantum
phase transition in Dzyaloshinskii–Moriya
helimagnets Mn1−xFexSi. Grigoriev S. V.,
Utesov O. I., Chubova N. M., De-
whurst C. D., Menzel D., Maleyev S. V. 4 690
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Pairing by a dynamical interaction in a metal.
Chubukov A. V., Abanov Ar. . . . . . . . . . . . . . 4 708

Nickelate superconductors: an ongoing di-
alog between theory and experiments.
Botana A. S., Bernardini F., Cano A. . . . . 4 711

Спиновое стекло и изотропное отрица-
тельное магнитосопротивление в кванто-
вых ямах GaAs–AlGaAs с виртуальным
переходом Андерсона. Шумилин А. В.,
Козуб В. И. , Агринская Н. В., Михай-
лин Н. Ю., Шамшур Д. В. . . . . . . . . . . . . . 5 915

Агломерация нанопроволок на подложке
для гигантского комбинационного рассея-
ния. Разумовская И. В., Ковалец Н. П.,
Бедин С. А., Григорьев Ю. В. . . . . . . . . . . 5 924

Влияние вмороженных немагнитных при-
месей на фазовые переходы в трехмерной
модели Поттса. Муртазаев А. К., Баба-
ев А. Б. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1041

4.3 Сверхпроводимость и сверхтеку-
честь

Об оценке параметров критической точки
фазового перехода жидкость–пар метал-
лов из экспериментов по изоэнтропическо-
му расширению ударно-сжатых пористых
образцов.Емельянов А. Н., Шахрай Д. В.,
Ким В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 120

Поверхностная сверхпроводимость вана-
дия. Хлюстиков И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 541

Пьезомагнетизм в ферромагнитных сверх-
проводниках. Минеев В. П. . . . . . . . . . . . . . 4 653

Капли параметра порядка в электронной
системе малой плотности с притяжением
в присутствии сильного случайного потен-
циала. Каган М. Ю., Мазур Е. А. . . . . . . 4 696

Pairing by a dynamical interaction in a metal.
Chubukov A. V., Abanov Ar. . . . . . . . . . . . . . 4 708

Nickelate superconductors: an ongoing di-
alog between theory and experiments.
Botana A. S., Bernardini F., Cano A. . . . . 4 711

Phase slips, dislocations, half-integer vor-
tices, two-fluid hydrodynamics, and the chi-
ral anomaly in charge and spin density
waves. Brazovskii S., Kirova N. . . . . . . . . . . 4 806

Генерация и распространение дробных
флаксонов в джозефсоновских средах.
Ружицкий В. И., Максимовская А. А.,
Соловьев И. И., Бакурский С. В., Кле-
нов Н. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 903

4.4 Общие вопросы физики фазовых
переходов

Нуклеация и рост зародышей стабильной
кристаллической фазы в переохлажден-
ной жидкости Юкавы. Решетняк В. В.,
Решетняк О. Б., Филиппов А. В. . . . . . . 2 330

5. Электронные свойства твер-
дых тел

5.1 Электронные свойства металлов
и диэлектриков

Электрон-электронное взаимодействие и
сопротивление в металлах без центра ин-
версии. Минеев В. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 563

Исследование влияния электронных корре-
ляций на электронную структуру соедине-
ний FeAlO3 и FeSiO3. Чернов Е. Д., Луко-
янов А. В., Анисимов В. И. . . . . . . . . . . . . . 4 644

Неклассический перенос примеси в моде-
ли Дыхне с параметрами, зависящими от
координат. Принцип Ферма. Кондратен-
ко П. С., Матвеев А. Л. . . . . . . . . . . . . . . . . 4 724

5.2 Сильно коррелированные элект-
ронные системы

Светоиндуцированная сверхбыстрая дина-
мика систем со спиновым кроссовером при
высоком давлении. Орлов Ю. С., Нико-
лаев С. В., Нестеров А. И., Овчинни-
ков С. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 479

Магнитотранспортные свойства тонких
пленок Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7. Бли-
нов М. И., Черненко В. А., Прудни-
ков В. Н., Асегуинолаза И. Р., Барандиа-
ран Ж. М., Ладеранта Э., Ховайло В. В.,
Грановский А. Б. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 546

Мультиферроики и не только: электричес-
кие свойства различных магнитных текс-
тур. Хомский Д. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 581
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Исследование влияния электронных корре-
ляций на электронную структуру соедине-
ний FeAlO3 и FeSiO3. Чернов Е. Д., Луко-
янов А. В., Анисимов В. И. . . . . . . . . . . . . . 4 644

Pairing by a dynamical interaction in a metal.
Chubukov A. V., Abanov Ar. . . . . . . . . . . . . . 4 708

Kinetic processes in Fermi–Luttinger liquids.
Levchenko A., Micklitz T. . . . . . . . . . . . . . . . . 4 776

Спиновое стекло и изотропное отрица-
тельное магнитосопротивление в кванто-
вых ямах GaAs–AlGaAs с виртуальным
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7. Все рисунки и чертежи должны быть выпол-
нены четко, в формате, обеспечивающем ясность по-
нимания всех деталей; это особенно относится к фо-
токопиям. Надписи на рисунках следует по возмож-
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ный адрес (e-mail), почтовый адрес места работы
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