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Для системы двух уравнений тихоновского типа, содержащих разные степени малого пара-
метра при производной в одном и другом уравнениях, построена и обоснована асимптотика
погранслойного решения начальной задачи в случае двукратного корня вырожденной систе-
мы. Характер асимптотики и алгоритм ее построения существенно отличаются от классиче-
ского случая простого (однократного) корня вырожденной системы. Пограничный слой ока-
зывается многозонным. Библ. 14.

Ключевые слова: сингулярно возмущенная система уравнений тихоновского типа, случай
кратного корня вырожденной системы, многозонный пограничный слой.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу Коши для системы двух уравнений следующего вида (  и  – скалярные
функции,  – малый параметр):

(1)

(2)

В классическом тихоновском случае (см. , см. также ) уравнение

(3)

получающееся из первого уравнения системы (1) при , имеет простой (однократный) ко-
рень , который подставляется в уравнение , и требуется, чтобы получив-
шееся уравнение

(4)

также имело простой корень .
Тогда при определенных условиях асимптотическое разложение по параметру  решения за-

дачи (1), (2) имеет вид

(5)

где

(6)

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 18-01-00424).
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– регулярная часть асимптотики  – компоненты решения с главным членом ,

(7)

и

(8)

– погранслойные части асимптотики  – компоненты решения,  и  – погранслойные

переменные, разложения ,  и  имеют такой же вид, как (6), (7) и (8). Члены
рядов (6), (7) и (8) и аналогичных рядов для -компоненты решения определяются последова-
тельно по методу А.Б. Васильевой (см. ), причем пограничные функции имеют экспоненци-
альные оценки вида

(9)

где  и  – здесь и в дальнейшем подходящие положительные числа, не зависящие от .
В данной работе задача (1), (2) исследуется в том случае, когда вырожденное уравнение (3)

имеет двукратный корень , а уравнение (4) имеет простой корень . Оказыва-
ется, что в этом случае при определенных условиях решение задачи (1), (2) сохраняет погран-
слойное поведение, однако вид регулярной и погранслойных частей асимптотики, поведение
пограничных функций ,  и их оценки, а также сам алгоритм определения этих функ-
ций существенно изменяются по сравнению со случаем простых корней вырожденных уравне-
ний (3) и (4). В частности, особенностью -функций является разделение полупрямой  на
три промежутка (три зоны) с различным характером убывания этих функций в разных зонах.

Аналогичные особенности в асимптотике погранслойного решения начальной задачи были
исследованы ранее в  для системы тихоновского типа, которая получается из (1), если пара-

метр  перед  заменить на , параметр  перед  заменить на 1 и сохранить условие двукрат-

ного корня вырожденного уравнения (3). В этом случае асимптотика решения содержит регуляр-
ную часть и только одну погранслойную часть типа , , которая характеризуется
трехзонным поведением.

Следует отметить, что другие сингулярно возмущенные задачи с кратным корнем вырожден-
ного уравнения рассматривались в работах других авторов. В частности, в работе  исследована
краевая задача для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка. Случаи
кратных корней вырожденного уравнения рассматривались также в работах [5]–[13].

В разд. 2 будут сформулированы условия и описан алгоритм построения асимптотического
разложения решения задачи (1), (2) в случае двукратного корня вырожденного уравнения (3), в
разд. 3 доказано существование решения с построенной асимптотикой.

2. УСЛОВИЯ И АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ АСИМПТОТИКИ
2.1. Вид асимптотики

Условие А1. Пусть

При условии А1 вырожденное уравнение (3) имеет двукратный корень .
Условие А2. Достаточная гладкость функций .
Как обычно, требуемый порядок гладкости зависит от порядка асимптотики, которую мы хо-

тим построить. Поскольку речь пойдет об асимптотике произвольного порядка, будем считать
функции , ,  и  бесконечно дифференцируемыми в соответствующих областях.
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Условие А3. Уравнение (4) имеет относительно  корень  такой, что

(10)

Неравенство (10) будет играть в дальнейшем принципиальную роль.
Будем строить асимптотику погранслойного решения задачи (1), (2) в виде (5), где  и

 – погранслойные переменные. Однако, как показывает исследование, регулярная и по-
гранслойная части асимптотики будут теперь рядами по целым степеням  (а не , как в случае
простых корней уравнений (3) и (4)):

(11)

(12)

(13)

Более того, как мы увидим ниже, коэффициенты рядов (12) и (13), т.е. функции ,  и ,
, будут зависеть не только, соответственно, от  и , но также и от , но с целью уменьшения

громоздкости записи зависимости их от  отмечать не будем, т.е. будем писать  вместо
 и также для других функций.

Подставляем выражения (5) в систему (1) и представляем правые части уравнений в виде

таким же образом, как это делается в стандартном алгоритме Васильевой (см. [2]), т.е.

(14)

(15)

и аналогичные выражения имеют ,  и .
После этого разделяем каждое уравнение системы на три равенства:

(16)

(17)

(18)

К этим равенствам добавим два равенства, которые получаются подстановкой выражений (5) в
начальные условия (2):

(19)

(20)
а также добавим условие на бесконечности, стандартное при использовании алгоритма Василье-
вой для систем типа (1):

(21)
Из равенств (16)–(21) будем извлекать уравнения и дополнительные условия для коэффициен-
тов рядов (11)–(13).
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2.2. Регулярная часть асимптотики

Для нахождения коэффициентов регулярной части асимптотики имеем равенства (16). Запи-
шем их, подставляя вместо  и  ряды (11) и используя представление для функции  из
условия А1:

(22)

Отсюда стандартным способом, т.е. разложив правые части равенств в ряды по целым степе-
ням  и приравнивая затем коэффициенты при одинаковых степенях  в обеих частях каждого
равенства, будем получать системы уравнений для нахождения коэффициентов рядов (11).

В нулевом приближении, т.е. для , , получаем систему уравнений

(23)

Из первого уравнения следует: . Подставив это выражение для  во второе уравне-
ние, приходим к уравнению , т.е. , которое в силу условия А3
имеет решение , . Таким образом, найдены главные члены регулярной части
асимптотики

(24)

Условие А4. Пусть

Это условие понадобится в дальнейшем.

Разложение правой части первого равенства в (22) не содержит членов порядка . Прирав-
нивая нулю коэффициент при  этого разложения, и также коэффициент при  разложения
правой части второго равенства, получаем систему уравнений относительно , :

(25)

где  в силу условия А4, ,  и такой же смысл

имеют обозначения  и .
Необходимым условием разрешимости первого уравнения системы (25) является неравен-

ство . Потребуем выполнения более жесткого условия.

Условие А5. Пусть , .
Тогда из первого уравнения (25) получаем

(26)

либо . Как будет видно из дальнейшего, для того, чтобы решение задачи (1),
(2) имело погранслойный характер, нужно взять первое решение, т.е.

Подставляя это выражение для  во второе уравнение (25), получаем линейное алгебраическое
уравнение относительно :

(27)
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Коэффициент при  равен  (см. (4) и условие А3), поэтому

Для , , , из (22) получаются системы линейных уравнений вида

(28)

где функция  определена в (26), а  и  – известные функции, выражающиеся рекур-
рентно через ,  с номерами . Так как определитель системы (28) равен

 (см. условие А3), то из этой системы однозначно определяются
 и .

Итак, регулярная часть асимптотики решения построена. Отметим, что частичные суммы

рядов (11) при подстановке их в равенства (16) вместо  и  удовлетворяют первому равенству в

(16) с точностью порядка , а второму – с точностью порядка , т.е.

(29)

2.3. Погранслойные части асимптотики

Для нахождения коэффициентов погранслойных частей асимптотики, т.е. пограничных
функций , , ,  имеем равенства (17)–(21). Запишем равенства (17), исполь-
зуя выражение (14) для  и аналогичное выражение для , учитывая вид функции  и под-
ставляя вместо  и ,  и  ряды (11) и (12):

(30)

(31)
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Равенства (18) запишем в аналогичном виде, но с тем отличием, что будем использовать еще одну

погранслойную переменную  и обе части второго равенства умножим на :

(32)

(33)

Подставим также ряды (11), (12), (13) в равенства (19), (20) и условие на бесконечности (21):

(34)

(35)

(36)
Из равенств (30)–(33) будем извлекать уравнения, а из равенств (34)–(36) – начальные условия
и условие на бесконечности для последовательного определения пограничных функций.
На каждом шаге будут определены четыре пограничные функции, причем порядок их нахожде-
ния на любом -м шаге будет таким: сначала определяется функция , затем функции 
и  и, наконец, функция . При этом алгоритм формирования уравнений для функций

 и  будет существенно отличаться от стандартного алгоритма Васильевой. На началь-
ном шаге из (33) и (36) получаем задачу для :

откуда следует, что , .
Из (30) и (31) в нулевом приближении имеем уравнения

ξη
εε3/2= =x ε

( )    
+ ε + − ε η ε η + + Π εη + εΠ εη + + + ε + ×   ζ    

    
× ε η + ε ε η + + Π εη + εΠ εη + + + ε + −   
    

… … … …

… … …

3 3
2 2

0 1 0 0 1 0 1

3 3
2 2

0 1 0 1 0 1

= , ( ) ( )

( ) ( )

d P z P z h y y y P y P y
d

z z z z P z P z

     
− ϕ ε η ε η + ε ε η + + Π εη + εΠ εη + + + ε + −     

     

          
− ε η ε η + ε ε η + + Π εη + εΠ εη + ε η + ε ε η + +         

          

… … …

… … …

23 3 3
2 2 2

0 0 1 0 11

3 3 3 3 3
2 2 2 2 2

0 0 1 0 11

, ( ) ( )

, ( ) ( )

y y y y P y P y

h y y y y z z

    
+ Π εη + εΠ εη + − ϕ ε η ε η + ε ε η + +    

    


+ Π εη + εΠ εη + + ε ζ ≥

… …

…

3 3 3
2 2 2

0 1 0 1

2

0 1 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) , 0;

z z y y

y y P F

( )      
+ ε + = ε ε η ε η + ε ε η + + Π εη + εΠ εη + +    ζ      

   
+ + ε + ε η + ε ε η + + Π εη + εΠ εη + + +   

   

     
+ ε + ε − ε η ε η + ε ε η + + Π εη + ε     

    

… … …

… … …

… …

3 3 3
2 2 2

0 1 0 0 11

3 3
2 2

10 1 0 0 1 0

3 3 3
2 2 2

1 0 01

, ( ) ( )

, ( ) ( )

, , ( )

d P y P y f y y y y
d

P y P y z z z z P z

P z f y y y Π εη +

    
+ ε η + ε ε η + + Π εη + εΠ εη + ε ζ ≥    

    
… … …

1

3 3
2 2

0 1 0 1

( )

, ( ) ( ) , , 0.

y

z z z z

+ ε + + Π + εΠ + + + ε +… … …

0
0 1 0 1 0 1(0) (0) (0) (0) (0) (0) = ,z z z z P z P z z

+ ε + + Π + εΠ + + + ε +… … …

0
0 1 0 1 0 1(0) (0) (0) (0) (0) (0) = ,y y y y P y P y y

∞ + ε ∞ +…0 1( ) ( ) = 0.P y P y

i ζ( )iP y Π ξ( )i y
Π ξ( )i z ζ( )iP z

ζ( )iP z ζ( )iP y
ζ0 ( )P y

ζ ≥ ∞
ζ
0

0= 0, 0; ( ) = 0,dP y P y
d

ζ0 ( ) = 0P y ζ ≥ 0

[ ] [ ]+ Π + Π − ϕ + Π − − ϕ2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 00 = (0, (0) ) (0) (0, (0) ) (0, (0)) (0) (0, (0)) ,h y y z z y y h y z y



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 6  2022

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ТИХОНОВСКОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 897

В силу (24) и (23) вторые слагаемые в правых частях этих уравнений равны нулю, поэтому из пер-
вого уравнения находим

(37)
и после подстановки этого выражения в правую часть второго уравнения получаем уравнение
для :

Его можно записать в виде (см. (4))

(38)

Начальное условие для  следует из (35) с учетом того, что :

(39)

В силу (10) имеем , поэтому  является асимптотически устойчивой точкой
покоя уравнения (38). Чтобы решение  задачи (38), (39) стремилось к нулю при , по-
требуем выполнения следующего условия.

Условие А6. Начальное значение  функции  принадлежит области притяжения
асимптотически устойчивой точки покоя  уравнения (38).

При этом условии функция  монотонно стремится к нулю при  и имеет экспо-
ненциальную оценку

(40)
Как обычно, для упрощения записи одними и теми же буквами  и  будем обозначать в разных
оценках подходящие положительные числа, не зависящие от .

Таким образом, функция  определена, и это позволяет найти  из равенства (37).
Учитывая, что  (см. (24)), запишем  в виде

Отсюда следует, что для  справедлива оценка типа (40).
Для дальнейшего нахождения пограничных функций нам понадобятся дополнительные тре-

бования, связанные с функциями  и .
Введем две функции, зависящие от  и :

(41)
и

(42)

Как мы увидим, на следующих шагах алгоритма принципиальную роль будут играть неравенства
(43)

Чтобы обеспечить эти неравенства, введем следующее требование.
Условие А7. Пусть
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Так как

и функция  принимает значения от  до  при  в силу монотонного изме-
нения функции  от значения  до нуля при изменении  от 0 до , то условие А7
обеспечивает выполнение неравенств (43).

Отметим, что условие А5 и условие А7 в отношении функции  показывают, что в случае
двукратного корня вырожденного уравнения (3) (в отличие от случая простого корня) принци-
пиальную роль в построении (и, как увидим далее, в обосновании) погранслойной асимптотики
решения задачи (1), (2) играют члены порядка , входящие в правую часть первого уравнения
системы (1) (а именно, функция ).

Перейдем к определению пограничной функции . Поскольку функция  известна,
из равенства (34) находим начальное значение функции  (используем также равенство (37)):

(44)

Уравнение для  получим из (32). Стандартный алгоритм, при котором приравниваются
коэффициенты при одинаковых степенях  в разложениях левой и правой частей равенства (32),
дает уравнение

(45)

Поскольку  (в силу условия А7), то решение  уравнения (45) с начальным усло-
вием (44) будет стремиться к нулю при , т.е. будет удовлетворять стандартному требова-
нию к пограничным функциям, если только . Потребуем выполнения более жесткого
условия.

Условие А8. Пусть

Отметим, что если , то , и этот случай требует отдельного рассмотрения. При
условии А8 решение задачи (45), (44) имеет вид

(46)

Следовательно,  при  степенным образом:  при .

Однако, как показывает исследование, компонента решения, зависящая от погранслойной
переменной , т.е. функция  и другие члены рядов (13), ведет себя более сложным образом,
чем функция (46). Для правильного описания этой компоненты нужно изменить уравнение для

 и также нестандартным образом формировать уравнения для следующих функций 
и .

Прежде чем внести изменения в уравнение (45) для , рассмотрим уравнения для функ-
ций , , которые получаются на следующем шаге из (30) и (31). Именно с этими функ-
циями будет связано изменение уравнения (45).

Из (30) в первом приближении, т.е. приравнивая в разложениях обеих частей равенства коэф-
фициенты при , получаем (заметим, что разложения левой и правой частей в (30) не содержат
членов порядка ):

(47)
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где  определена в (41), . Учитывая первое равенство в (25) и выра-

жение (42) для функции , запишем (47) в виде

(48)

Так как  и  (см. (43)), то

(49)

Поэтому выражение в квадратных скобках в левой части (48) равно либо , либо .
Из дальнейшего станет ясно, что нужно взять положительное значение, т.е.

(50)

Тогда

(51)

Отметим также, что в силу (42) и (26)

(52)

Из (31) в первом приближении получаем уравнение

где

и такой же смысл имеет обозначение . Подставляя в правую часть уравнения выражение (51)
для , приходим к уравнению для :

(53)

где

Заметим, что

поэтому

(54)

Начальное условие для  следует из (35):

(55)

Однако нам не известна пока величина , поэтому мы не можем на этом этапе определить
функцию , а значит, и функцию , которая выражается через  по формуле (51).

Вернемся к уравнению (45) для , которое мы хотим модернизировать. Добавим в правую
часть уравнения слагаемые
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содержащиеся в разложении правой части равенства (32). Хотя функции  и 
еще не определены, но число, заключенное в квадратных скобках, нам известно – это

 (см. (50) и (49)). Уравнение для  принимает вид:

(56)

Решение уравнения (56) с начальным условием (44) находится в явном виде:

(57)

где , . Отметим, что  при , это будет играть важную роль при
обосновании асимптотики.

Несложный анализ выражения (57) показывает, что  монотонно стремится к нулю при
, но убывание функции  имеет различный характер на разных промежутках измене-

ния . Можно разделить полупрямую  на три зоны.

Первой зоной является промежуток , где в качестве  можно взять любое положи-

тельное число, меньшее, чем . В этой зоне , т.е. функция  убывает с ро-

стом  степенным образом так же, как функция (46).

Промежуток  является второй (переходной) зоной. Здесь происходит изменение
характера убывания функции  и изменение масштаба погранслойной переменной.

И, наконец, в третьей зоне, где , функция  имеет оценку

т.е. новая погранслойная переменная , возникшая в третьей зоне, имеет иной масштаб по срав-
нению со старой переменной , а функция  убывает в третьей зоне экспоненциально при

.

Отметим, что принципиальную роль в описанном поведении функции  играет положи-
тельность чисел  и .

Итак, на начальном шаге алгоритма определены функции , , , , т.е. главные чле-
ны рядов (12) и (13). Из (57) для  следует оценка

(58)

где

Функция  имеет такое же трехзонное поведение, как и функция . Она будет играть
роль эталонной (оценочной) функции для коэффициентов ,  рядов (13) аналогично
тому, как функция  была эталонной функцией в случае простого корня уравнения (3)
(см. (9)), т.е. все функции  и  будут иметь оценки типа (58):

(59)

с различными, вообще говоря,  и  для различных . Чтобы обеспечить эти оценки, будем фор-
мировать уравнения для , ,  нестандартным способом.
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В правую часть уравнения для  наряду с членом  включим слагаемое
, аналогичное слагаемому , добавленному в уравнение (45)

(см. (56)). Уравнение для ,  будет иметь вид

(60)

где  рекуррентно выражаются через  с номерами  и  с номерами  и
формируются нестандартным способом. Опишем этот способ.

Разложив правую часть (32) в ряд по степеням , обозначим коэффициент при  через
 (в этот коэффициент мы не включаем слагаемое ,

оно уже вошло в правую часть уравнения (60)). Если какое-то слагаемое (обозначим его
)), входящее в , имеет оценку по модулю, содержащую не менее двух

сомножителей из числа функций ,  (например, ,
, ), то это слагаемое включаем в ; если же оценка  содержит только один со-

множитель указанного типа, то слагаемое  включаем в , т.е. это слагаемое войдет в
правую часть уравнения для . Кроме того, переменную , входящую в выражение для ,
заменяем на .

В качестве примера выпишем выражение для :

(61)

где , ,  – известные числа.

Уравнения для , , извлекаемые из (33), имеют вид

(62)

где правые части  выражаются рекуррентно через известные к моменту рассмотрения этого
уравнения на -м шаге функции  и  с номерами  и формируются по тому же прин-
ципу, что и функции . В частности, функция  имеет вид

(63)

Рассмотрим теперь шаг алгоритма, на котором определяются пограничные функции с номе-
ром 1.

Для  имеем уравнение (62) при , где  выражается формулой (63) и имеет, оче-
видно, оценку

последнее неравенство получено с учетом (58). Из (36) для  получаем условие

(64)

Решение уравнения для  с условием (64) имеет вид

(65)
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Нетрудно доказать так же, как это сделано в лемме в работе , что для  имеет место оценка
вида (59):

(66)

Из (65) находим значение :

Теперь мы  можем  найти функцию  как решение уравнения (53) с начальным услови-
ем (55):

(67)

Так как

в силу (10) и (40), то из (67) с учетом оценки (54) получаем для  экспоненциальную оценку
типа (40):

(68)

Функция  находится из равенства (51) и также имеет оценку типа (68). Эта оценка следует
из вида функции  с учетом равенства (см. (26) и (50)):

Определив , находим из (34) начальное условие для :

(69)

Уравнение для  имеет вид (60) при , где  выражается формулой (61) и имеет
оценку

Последнее неравенство получено с учетом оценок (58), (66) и неравенства , где
. Решение уравнения для  с начальным условием (69) можно записать в виде

где

Нетрудно доказать, так же, как это сделано в лемме в работе , что для  имеет место оценка
вида (59):

На следующих шагах алгоритма (втором, третьем и т.д.) определяются пограничные функции
с номерами . С помощью метода математической индукции можно доказать, что функции

,  и ,  ( ) имеют оценки типа (68) и (59).
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рядов (12) при подстановке их в равенства (17) вместо  и  удовлетворяют первому равенству

в (17) с точностью порядка , а второму – с точностью порядка , т.е.

(70)

а частичные суммы

рядов (13) при постановке их в равенства (18) вместо  и  удовлетворяют первому равенству

с точностью порядка , а второму – с точностью порядка , т.е.

(71)

3. ОБОСНОВАНИЕ АСИМПТОТИКИ
3.1. Теорема о существовании решения задачи (1), (2) с построенной асимптотикой

Для доказательства существования решения задачи (1), (2) с построенным асимптотическим
разложением понадобится еще одно требование.

Условие А9. Пусть

Напомним, что

Роль этого условия выяснится ниже.
Обозначим через ,  частичные суммы построенных разложений (5):

(72)

Теорема. Если выполнены условия А1–А9, то для достаточно малых  задача (1), (2) имеет реше-
ние , , и для любого  справедливы асимптотические (при ) равенства

(73)

Доказательство. Доказательство теоремы проведем с помощью асимптотического метода
дифференциальных неравенств, т.е. путем построения (с использованием частичных сумм (72))
нижнего и верхнего решений задачи (1), (2) (см. ). В связи с этим напомним понятия нижнего
и верхнего решений применительно к задаче (1), (2).

Определение 1. Две пары функций ,  и ,  называются нижним и верх-
ним решениями задачи (1), (2), если они удовлетворяют условиям:
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Известно, что если существуют нижнее и верхнее решения задачи (1), (2), то существует решение
,  этой задачи, удовлетворяющее неравенствам

(74)

Мы рассмотрим систему (1) последовательно на двух отрезках: в п. 3.3 на отрезке  с на-
чальными условиями (2), где выбор числа  (не зависящего от ) уточним ниже, и в п. 3.4 на от-
резке  с соответствующими начальными условиями в точке , обеспечивающими
гладкое продолжение решения за точку . На каждом отрезке будут построены подходящие
нижнее и верхнее решения, удовлетворяющие условиям  и  определения 1 с учетом того, что
отрезок , фигурирующий в определении 1, заменяется в первом случае на отрезок

, а во втором случае – на отрезок .

Предварительно в п. 3.2 будут получены некоторые вспомогательные оценки.

3.2. Вспомогательные оценки

а) Из (29), (70) и (71) следуют асимптотические равенства

(75)

Отметим также, что

(76)

б) Введем функцию

(77)

где  и  определены формулами (72) при , и рассмотрим ее сначала на отрезке
, где  и  – положительные числа:

(78)
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yP y O O P z P z P y
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Последнее равенство в (78) получено с учетом (37) и (50). Из (78) следует: если , т.е.

, то , где  – некоторое число (см. (57)), и, следовательно, для достаточно

малых 

(79)

если , где , то, учитывая, что , где  – некоторое число

(см. (49)),  и  при достаточно большом , получаем для достаточ-
но малых  неравенство

(80)

Если , где , то все пограничные функции являются величинами порядка

 для любого , поэтому из (77) следует (принимаем во внимание (24) и (26)):

(81)

и, значит,

(82)

где  – некоторое число.
Из (79), (80) и (82) получаем

(83)

где  – некоторое число, не зависящее от .
в) Получим теперь оценки для производных

и

где  и  определены формулами (72) и . Для  имеем:

(84)

В силу условий А4 и А7 справедливо неравенство

Учитывая также (83), из (84) получаем для достаточно малых :
(85)

где число  не зависит от .
Для  аналогично получаем

(86)
откуда следует, что для достаточно малых 

(87)
где число  также не зависит от .
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1
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Наряду с оценками (85) и (87) нам понадобятся представления производных , ,
 и  на отрезке  для достаточно большо-

го . На отрезке  функции  и  имеют порядок  для любого ,
 (это следует из (78) и (81)),

Учитывая эти равенства и обозначая (для краткости записи) величины  через
, из (84) и (86) получаем

(88)

(89)

Отметим, что величины  сколь угодно малы на отрезке  при достаточно боль-
шом  и достаточно малых , а для их производных справедливо равенство

Для  и  имеют место очевидные асимптотические равенства

(90)

Перейдем к рассмотрению системы уравнений (1) последовательно на отрезках  и
.

3.3. Система уравнений (1) на отрезке 

На этом отрезке, где  – фиксированное число, выбор которого уточним ниже, сделаем
в системе (1) замену переменных . Получим уравнения

(91)

Нижнее и верхнее решения задачи (91), (2) возьмем в виде

(92)

где ,  и  – не зависящие от  положительные числа, выбор которых сделаем ниже.

Очевидно, что ,  и ,  при любых  и  удовлетворяют условиям  из определения 1,
поскольку ,  (см. (76)). Покажем, что числа  и  можно выбрать так, что
для достаточно малых  будет выполнено условие  из определения 1 на отрезке  (для
любого фиксированного ). Начнем с условия  для , учитывая, что если

, то  можно представить в виде

ε( , )zF x ε( , )yF x
ε ε( , ) := ( , , , )z z n nf x f x Z Y ε ε( , ) := ( , , , )y y n nf x f x Z Y εξ ≤ ≤0 x X
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 ε − + ω ε ε εξ ≤ ≤  0 0( , ) = 2 ( ) ( , ) ( , ), ,zF x h x x k x x X
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ε + ω ε ε + ω ε εξ ≤ ≤0( , ) = ( ) ( , ), ( , ) = ( ) ( , ), .z z y yf x f x x f x f x x x X

≤ ≤ εξ00 x
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Отсюда с учетом оценок (75), (85), (87), (83) получаем

(93)

Так как , поскольку , то для достаточно большого  и достаточно малых  вто-

рое (отрицательное) слагаемое в правой части (93) обеспечит выполнение неравенства

т.е. на отрезке  будет выполнено условие  для  из определения 1.

Аналогично проверяется выполнение условия  для  при достаточно большом  и до-
статочно малых .

Перейдем к условию  для . Записывая , изменяющееся в промежутке ,

в виде , где , получаем

При достаточно большом  и достаточно малых  выражение в последних квадратных скобках
положительно, и, следовательно, для достаточно большого  и достаточно малых  справедливо
неравенство

Аналогично устанавливается справедливость неравенства

Таким образом, для любого фиксированного  функции ,  и , , определенные равен-
ствами (92), являются при достаточно больших  и  и достаточно малых  нижним и верхним
решениями задачи (91), (2). Следовательно, существует решение этой задачи (обозначим его

), удовлетворяющее неравенствам

Отсюда, учитывая вид функций (92), получаем асимптотические равенства для решения ,
 задачи (1), (2) на отрезке :

+
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Запишем эти равенства, заменив  на :

(94)

Так как , , то из (94) получаем

(95)

т.е. справедливы равенства (73) на отрезке  для .
При  равенства (95) принимают вид

а поскольку

то

т.е. равенства (73) справедливы на отрезке  также для  и для .

3.4. Система уравнений (1) на отрезке 

Рассмотрим теперь систему уравнений (1) на отрезке  с начальными условиями,
обеспечивающими гладкое продолжение решения за точку :

(96)

Для доказательства существования решения этой задачи снова применим метод дифференци-
альных неравенств. В связи с этим отметим одно очевидное утверждение: если  явля-
ется неубывающей функцией аргумента , а  – неубывающей функцией аргумента  в
области

(97)

(в таком случае говорят, что функции  и  удовлетворяют условию квазимонотонности в обла-
сти ), то для выполнения на отрезке  условия  из определения 1 достаточно, чтобы
были выполнены неравенства

(98)

Ниже мы воспользуемся этим утверждением.
Предварительно рассмотрим систему двух линейных алгебраических уравнений относитель-

но  и :

(99)

где  и  – произвольные положительные числа, обозначения , , , 
имеют тот же смысл, что и ранее, т.е.  и т.д., .

n + 1n
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Используя представления (88)–(90) для производных , , ,  при  и деля обе
части первого уравнения в (99) на , приходим к системе уравнений

(100)

Отбросив слагаемые , которые являются сколь угодно малыми при достаточно большом 
и достаточно малых , получим систему уравнений

Ее решение имеет вид

Так как  (см. (10)),  и  (в силу условия А9) и  (это следует из ра-
венства ), то

Решение ,  системы (99) отличается от ,  на величины порядка
, и, следовательно, при любых фиксированных  и  для достаточно большого 

и достаточно малых  справедливы неравенства

причем  и  можно сделать сколь угодно большими, если взять достаточно большие  и . От-
метим также, что так как

то

(101)

Нижнее и верхнее решения задачи (1), (96), рассматриваемой на отрезке , возьмем
в виде ( ):

(102)

где  – решение системы уравнений (99) с числами  и , выбор которых уточним
ниже. Из представлений (89) и (90) для  и  и вида (102) функций ,  и ,  следует,
что для достаточно большого  и достаточно малых  в области  (см. (97)) выполняются нера-
венства

и, следовательно, функции  и  удовлетворяют в области  условию квазимонотонности. По-
этому условие  из определения нижнего и верхнего решений будет выполнено на отрезке

, если выполняются неравенства (98).
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БУТУЗОВА

Для , используя (75), (101) и (99), получаем

(103)

где первое слагаемое в правой части (103) не зависит от  и .

Так как  (см. (83)), то для достаточно большого  и достаточно малых  третье
(отрицательное) слагаемое в правой части (103) является доминирующим и обеспечивает выпол-
нение неравенства

Аналогично доказывается, что для достаточно большого  и достаточно малых  выполняется
неравенство

Рассмотрим выражение для . Используя (75), (101) и (99), получаем

(104)

где первое слагаемое в правой части (104) не зависит от  и .
Очевидно, что для достаточно большого , достаточно большого  и достаточно малых  до-

минирующим слагаемым в правой части (104) является третье (отрицательное) слагаемое, кото-
рое обеспечивает выполнение неравенства

Аналогично доказывается, что для достаточно большого  и достаточно малых  выполняется
неравенство

Итак, для достаточно большого , достаточно больших  и  и достаточно малых  функ-
ции ,  и , , удовлетворяют на отрезке  условию  из определения 1.

Убедимся в том, что для достаточно малых  эти функции удовлетворяют также условию  из
определения 1.

В силу (95) , а в силу (102)  = . Срав-

нивая эти два выражения и учитывая, что , приходим к неравенству
 для достаточно малых .

Аналогично проверяется выполнение остальных неравенств из условия .

Таким образом, функции ,  и , , определенные равенствами (102), где  – ре-
шение системы уравнений (99), являются для достаточно большого , достаточно больших  и

ε( , )L Z Y

ε

+ +

 ε − ε = ε − ε −
  

 
− ε β ε ε + ε α ε ε + ε β ε ε + + ε 

 

 
ε + + ε − ε ε + + ε 
 

2 2

2 2 22 2 2

1 2
2 22 2 2

0

( , ) = ( , , , ) ( , , , )

'( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (( ) ) =

= ( ) 2 ( ) ( , ) ( ) ,

n
n n

n n n
n

y z

n n n
n

dZdZL Z Y F x Y Z F x Y Z
dx dx

x F x x F x x O A B

O O A B Ah x k x O A B

A B

ε ≥ ε0 0( , )k x c A ε

ε εξ ≤ ≤0( , ) < 0 при .L Z Y x X

A ε

ε εξ ≤ ≤0( , ) > 0 при .L Z Y x X

ε( , )M Y Z

( )

( )

ε
 ε − ε ε − ε − εα ε ε +
  

 
+ ε α ε ε + ε β ε ε + + ε 
 

 
ε + + −κξ + ε ε − ε + + ε 
 

2

2 22 2

/2 2 22 2
0

( , ) = ( , , , ) = ( , , , ) '( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) =

= ( )(exp( ) ) ( ) ,

n
n

n n

n n
n

y z

n n
n n

dYdYM Y Z f x Y Z f x Y Z x
dx dx

f x x f x x O A B

O O A B B O A B

A B
ξ0 B ε

ε εξ ≤ ≤0( , ) < 0 при .M Y Z x X

B ε

ε εξ ≤ ≤0( , > 0 при .M Y Z x X

ξ0 A B ε
Z Y Z Y εξ ≤ ≤0 x X 01

ε 02

+ 
εξ ε εξ ε + ε 

 

1
2

0 0( , ) = ( , )
n

nz Z O εξ ε0( , )Z εξ ε − β εξ ε ε2
0 0( , ) ( , )

n

nZ

β εξ ε ≥0( , ) > 0c
εξ ε εξ ε0 0( , ) < ( , )Z z ε

02

Z Y Z Y α ε β ε( , ), ( , )x x
ξ0 A



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 6  2022

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ТИХОНОВСКОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 911

 и достаточно малых  нижним и верхним решениями системы (1), рассматриваемой на отрезке
 с начальными условиями (96).

Следовательно, существует решение ,  этой системы, удовлетворяющее на отрезке
 неравенствам (74), откуда, учитывая вид (102) функций ,  и , , получаем

асимптотические равенства для :

Таким же образом, как это было сделано в п. 3.3, величины  в этих равенствах можно заме-

нить на , а затем доказать справедливость полученных равенств также для  и .

Учитывая, что решение ,  системы (1) на отрезке  с начальными услови-
ями (96) является гладким продолжением решения этой системы на отрезке  с началь-
ными условиями (2), приходим к заключению: для достаточно малых  задача (1), (2) имеет ре-
шение , , для которого справедливы асимптотические равенства (73).

Тем самым теорема, сформулированная в п. 3.1, полностью доказана.
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Рассматриваются гипергеометрические ряды Горна двух переменных и соответствующие им
системы уравнений с частными производными. Предложен метод нахождения формул ана-
литического продолжения произвольных рядов такого типа в виде линейных комбинаций
других решений той же системы уравнений, которой удовлетворяет исходный ряд. В качестве
примера построены формулы продолжения двух рядов из известного списка Горна. Библ. 32.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Гипергеометрические функции двух и большего числа переменных возникают при конструк-

тивном решении многих задач математической физики (см., например, [1]–[14]). Важные клас-
сы таких функций определяются в виде кратных степенн х рядов, имеющих конечные области
сходимости. В связи с этим вопрос об аналитическом продолжении является одним из централь-
ных в теории гипергеометрических функций и соответствующих им систем уравнений с частны-
ми производными (см. [1], [3], [7], [15]–[17]).

Настоящая работа посвящена выводу формул аналитического продолжения для гипергеомет-
рических рядов Горна следующего вида:

(1.1)

где  и  – комплексные переменные,  – комплексный векторный пара-
метр, а  – целочисленная -матрица

(1.2)

элементы  которой удовлетворяют соотношениям

(1.3)

равенства (1.3) гарантируют конечность области сходимости ряда (1.1). Через , как обычно,
обозначается гамма-функция (см. [15]).

Отметим, что согласно определению Горна (см. [18], а также [3], [7], [15], [19]) степенной ряд
 называется гипергеометрическим, если его коэффициенты  таковы, что от-

ношения двух соседних  и  представляют собой рацио-

ы'

∞  Γ
=  Γ + α + β 
 ∏L

1 2

1 2

( )
1 2 1 2

, =0 =11 2 1 2

( )1( ; ; , ) : ,
! ! ( )

M
M k kj

k k j j j j

g
F z z z z

k k g k k
g

1z 2z = ∈… C1 2: ( , , , ) M
Mg g gg

L ×(2 )M

α α α 
 β β β 

…

…

L
1 2

1 2
= ,M

M

α β ∈ Z,j j

α − β − 
=1 =1

= 1, = 1;
M M

j j
j j

Γ( )s

λ 1 2
1 2 1 2( , ) k kk k z z λ 1 2( , )k k

λ + λ1 2 1 2( 1, )/ ( , )k k k k λ + λ1 2 1 2( , 1)/ ( , )k k k k

УДК 517.95

УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

EDN: GVQBQQ



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 6  2022

ФОРМУЛЫ АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 913

нальные функции индексов суммирования  и . Нетрудно убедиться в том, что коэффициенты
ряда (1.1), имеющие вид

обладают указанным свойством. Действительно, имеют место равенства

(1.4)

где , ,  и  – полиномы следущего вида:

(1.5)

(1.6)

записанные с помощью символа Похгаммера , , который выражается через гамма-
функцию по формуле (см. [15])

(1.7)

и, как известно, является произведением конечного числа сомножителей вида

(1.8)

Наивысшую из степеней полиномов (1.5), (1.6) называют порядком ряда (1.1). Дж. Горн составил
полный перечень рядов вида (1.1) второго порядка. Отметим, что такой перечень, называемый
списком Горна, включает 14 так называемых неконфлюентных рядов с конечной областью схо-
димости (см. [1], [15], [16]), для которых выполняются соотношения (1.3).

Согласно общим результатам теории рядов Горна, ряд (1.1) является решением следующей
системы уравнений с частными производными (см. [3], [7], [15], [19]):

(1.9)

здесь  и , , – дифференциальные операторы, получаемые подстановкой элементов
 и  алгебры Вейля, вместо аргументов  и  полиномов , , определя-

емых (1.5), (1.6).
В работе рассматривается проблема построения формул аналитического продолжения рядов

Горна (1.1) за границу области  его сходимости в виде конечных сумм

(1.10)

где  – обобщенные гипергеометрические ряды, являющиеся линейно независимыми решени-
ями системы уравнений с частными производными (1.9), которой удовлетворяет исходный
ряд (1.1), а  – некоторые коэффициенты. При этом предполагается существование такой об-
ласти , в которой все ряды  сходятся одновременно, а ее пересечение с дополнением к

 непусто, т.е. . Отметим, что представления вида (1.10) являются обобщени-
ем классических формул аналитического продолжения функции Гаусса одного переменного на
случай двух переменных, а фигурирующие в (1.10) функции  играют для систем (1.9) ту
же роль, что и канонические решения Куммера для гипергеометрического уравнения, которому
удовлетворяет функция Гаусса; результаты теории функции Гаусса изложены, например, в [1],
[15], [17], [20].

Сформулированная задача о построении формул (1.10) является частью общей проблемы ана-
литического продолжения рядов Горна  переменных. Для конкретных представителей семей-
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БЕЗРОДНЫХ

формул продолжения рассматривался, например, в [1], [4], [17], [21]–[24], где были получены
частные, но содержательные результаты.

Важным этапом в решении общей проблемы аналитического продолжения функций Горна
произвольного числа переменных являются результаты статей [7], [25]–[27]. В этих работах была
решена проблема продолжения функции Лауричеллы , зависящей от  переменных

, которая в единичном поликруге  представима следующим
степенн м рядом:

(1.11)

здесь , ,  и  – комплексные параметры ( ). Отметим, что ряд
(1.11) принадлежит к классу Горна гипергеометрических рядов  переменных (см. [7]). В [25], [7]
при произвольном  найдены формулы аналитического продолжения функции  в окрест-
ности точек

(для любых , ), а в работах [26], [27] построены формулы продолжения
 в окрестность особых гиперплоскостей  и любых их пересечений (также при произ-

вольном ).
В [28], являющейся развитием исследований [7], [25], предложен весьма общий подход, поз-

воляющий находить формулы аналитического продолжения рядов Горна, зависящих от произ-
вольного числа переменных . В настоящей работе результаты [28] применены для случая
рядов Горна (1.1) двух переменных, важного как с теоретической, так и с прикладной точек зре-
ния.

Основным результатом следующего разд. 1 является теорема 1, устанавливающая в явном ви-
де формулу продолжения ряда (1.1) по одному из двух переменных  или . Такая формула дает
представления функции  вне области сходимости ряда (1.1) в виде линейной комбина-
ции конечного числа других рядов Горна двух новых переменных , , одно из которых равно

 (или ), а второе имеет вид , где  и  ( ) – целые числа, выражаю-
щиеся через элементы матрицы (1.2). Аналитическое продолжение по двум переменным , 
строится путем повторного (возможно, неоднократного) применения теоремы 1 для продолже-
ния по переменному  и новым переменным, которые возникают в результате такого продол-
жения.

Указанным способом можно, в частности, построить формулы аналитического продолжения
всех гипергеометрических рядов второго порядка из списка Горна. В разд. 3 и 4 в качестве при-
мера приложения результатов разд. 2 построены формулы продолжения рядов  и  из этого
списка (см. [1], [15], [16]), которые определяются равенствами

(1.12)

(1.13)

(здесь использованы традиционные обозначения, см. [15]). Область сходимости ряда  имеет
вид

(1.14)
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а ряда  – следующий вид:

(1.15)
Отметим, что различные аспекты теории функции Горна двух переменных активно развива-

ются в настоящее время (см., например, исследования авторов работ [29], [30]).

2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ ДВОЙНОГО РЯДА ГОРНА
2.1. Формулы продолжения по одному переменному

В настоящем разделе представлена теорема, которая дает формулу аналитического продолже-
ния рядов (1.1) по одному из двух переменных. Далее потребуются следующие обозначения:

(2.1)

т.е., например,  – это совокупность номеров , которым соответствуют отрицательные эле-
менты первой строки  матрицы  (см. (1.2)), с помощью которой определяется ряд (1.1).
Для краткости будем опускать аргумент  в обозначениях множеств (2.1), писать , , .
Определим также числа , выражающиеся через элементы матрицы  и параметры 
ряда (1.1) по формулам

(2.2)

(2.3)

где , , а компоненты вектора  – целые числа, принимающие значения в
диапазоне , .

Введем следующий ряд:

(2.4)

коэффициенты которого имеют вид

(2.5)

здесь  – комплексные переменные,

(2.6)

есть комплексный векторный параметр, ,  – целочисленные параметры, а це-
лые числа  образуют -матрицу

(2.7)

причем

 , .

Следующее утверждение, вытекающее из [28, теорема 2.3], позволяет аналитически продол-
жить ряд (1.1) по переменному .

Теорема 1. Предположим, что параметры ряда (1.1) таковы, что ни одно из следующих чисел не
является неположительным целым:

(2.8)
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где  определены в (2.2). Тогда для гипергеометрического ряда (1.1) справедлива следующая форму-
ла аналитического продолжения:

(2.9)

здесь функции  имеют вид

(2.10)

где новые переменные ,  связаны с ,  равенствами

(2.11)

функция  представляет собой ряд Горна (1.1), (1.2), а  – следующая целочисленная
матрица:

(2.12)

здесь числа  определены в (2.3), ,  – элементы (1.2) матрицы . Набор пара-

метров в (2.10) имеет вид , где  заданы в (2.2); множители ,  определя-
ются соотношениями

(2.13)

Коэффициенты  в представлении (2.9) имеют вид

(2.14)

где множества индексов , ,  определены в (2.1). Функции , заданные ра-
венствами (2.10), являются линейно независимыми решениями системы (1.9), (1.5), (1.6).

Если требуется построить формулу продолжения по переменному , то для этого, очевидно,
достаточно поменять местами первую и вторую строки матрицы , переобозначить ,

, а затем воспользоваться утверждением теоремы 1. Область сходимости представления
(2.9) может быть найдена путем применения результатов [15, п. 5.7.2] к каждому из рядов (2.10) с
последующим построением пересечения областей их сходимости. Вид таких областей будет про-
демонстрирован на примере рядов Горна  и  в разд. 3, 4.

В разд. 3, 4 для нахождения аналитического продолжения рядов (1.12), (1.13) с помощью тео-
ремы 1 будем использовать также следующие обозначения для функций (2.10) и коэффици-
ентов (2.14): , .

2.2. Формула аналитического продолжения функции Фокса–Райта и ее приложение 
к аналитическому продолжению ряда Горна

Мы не останавливаемся на подробном выводе формул аналитического продолжения, кото-
рые устанавливает теорема 1, поскольку она является следствием теоремы 2.3 работы [28], для
которой в [28] представлено подробное доказательство. Опишем лишь в общих чертах ход рас-
суждений. Прежде всего отметим, что применяемый подход использует следующий гипергео-
метрический ряд одного переменного, введенный Ф. Фоксом (см. [31]) и Е.М. Райтом (см. [32]):
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здесь,  – символ Похгаммера, т.е., например, ; напомним
также соотношения (1.8). Функция (2.15) зависит от комплексного переменного , от ком-
плексных параметров , , а также от неотрицательных цело-

численных параметров , , удовлетворяющих условию
. Нетрудно увидеть, что если  и, кроме того, все числа

, , и , , то  совпадает с функцией Похгаммера  (см. [15, гл. 4]).

Используя тождество , можно переписать (1.1) в виде

(2.16)

С помощью (1.7), (1.8) можно показать, что

(2.17)

где , множества  и  определены в (2.1), а  – это ряд (2.15), где  и  – соот-
ветственно число отрицательных и число положительных элементов первой строки 
матрицы  из (1.2).

Далее, задача заключается в том, чтобы продолжить ряд , фигурирующий в (2.17). Следуя
[28], введем гипергеометрическую функцию

(2.18)

Кроме того, определим векторы

(2.19)

(2.20)

где числа  имеют вид

(2.21)

причем , , кроме того, введем целочисленные векторы

(2.22)

Следующее утверждение, доказанное в [28], устанавливает формулу аналитического продолже-
ния функции , определенной рядом (2.15) в круге .

Теорема 2. Если параметры функции  таковы, что ни одно из чисел , заданных
равенствами , не является неположительным целым, т.е.

то аналитическое продолжение функции , определенной с помощью ряда  в область
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дается формулой

(2.23)

где функции  имеют вид

(2.24)

а коэффициенты  – следующий вид:

(2.25)

Функции  из (2.24) определены с помощью рядов (2.18); в формулах (2.24) и (2.25) фигурируют век-

торы , ,  и , а также числа  и , заданные равенствами (2.19)–(2.21).
Выполняя аналитическое продолжение функции , фигурирующей в (2.17), по формулам

(2.23)–(2.25) и подставляя результат в (2.16), после некоторых вспомогательных преобразований
приходим к формулам (2.9)–(2.14), которые устанавливает теорема 1 для функции (1.1). Заверша-
ющее теорему 1 утвержение о том, что функции , заданные равенствами (2.10), яв-
ляются линейно независимыми решениями системы (1.9), (1.5), (1.6), устанавливается непосред-
ственной проверкой.

2.3. Аналитическое продолжение по двум переменным  и 

Формулы продолжения по двум переменным  и  могут быть получены путем последова-
тельного применения теоремы 1 к ряду (1.1), а также рядам Горна двух переменных, получаю-
щихся после такого применения. Обратим внимание на то, что в результате аналитического про-
должения по формуле (2.9) возникают ряды (2.4), (2.5), принадлежащие классу Горна, но отли-
чающиеся от исходного ряда (1.1), для которого сформулировано утверждение теоремы 1.
Поэтому, если необходимо повторное применение теоремы 1, то, вообще говоря, вначале следу-
ет привести ряды (2.4), (2.5) к виду (1.1). Для этого воспользуемся соотношением

(2.26)

которое вытекает из равенства  и тождества Гаусса–Лежандра для гамма-
функции (см. [15, п. 2.1]). Используя равенство (2.26), преобразуем коэффициент (2.5) к виду

(2.27)

где . Подставляя (2.27) в (2.5), получаем следующее выражение ряда  через
исходный ряд Горна (1.1):

(2.28)
где -матрица , вектор параметров  длины  и множитель  опреде-
ляются по формулам

(2.29)
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(2.30)

(2.31)

Таким образом, применение соотношений (2.28)–(2.31) к функциям (2.10) дает формулы про-
должения рядов (1.1) в терминах рядов того же вида.

В следующих разд. 3 и 4 продемонстрировано применение теоремы 1 для аналитического продол-
жения гипергеометрических рядов (1.12), (1.13), входящих в список Горна (см. [1], [15], [16]).

3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ РЯДА ГОРНА H3

3.1. Аналитическое продолжение ряда  в область больших по модулю значений переменного 

Используя второе равенство (1.7) для символа Похгаммера, перепишем (1.12) в следующем
виде:

(3.1)

Сравнивая (1.1) и (3.1), находим

(3.2)

где  матрица  и вектор параметров  имеют вид
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Согласно формуле (2.1), находим подмножества индексов элементов первой строки матрицы (3.3):

(3.5)

Поскольку множество  в (3.5) состоит из одного элемента , а соответствующий элемент
матрицы  равен , то в формуле продолжения (2.9) для функции  индекс  принимает
лишь одно значение , а каждый из двух индексов  и  может быть равным  или .
Таким образом, в формуле (2.9), соответствующей ряду , заданному соотношениями (3.2)–(3.4),
будут фигурировать четыре слагаемых вида .

Перейдем к нахождению  и . Прежде всего, подставляя (3.3), (3.4) в (2.2), (2.3), на-
ходим
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Подставляя (3.4), (3.5) и (3.7)–(3.10) в (2.14), получаем выражения для коэффициентов

(3.11)

Учитывая (3.3), (3.6), находим матрицу  по формуле (2.12):
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Выполняя вычисления по формулам (2.11), получаем выражения для новых переменных через 
и :
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Подставляя (3.7)–(3.10), (3.12), (3.13) в (2.10), находим следующие представления для функций
, :
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(3.17)

Преобразуя коэффициенты рядов (3.14)–(3.17) с помощью равенств (1.7) для символа Похгамме-
ра, приходим к следующему утвержению.

Теорема 3. Аналитическое продолжение ряда Горна , определенного в области (1.14) равен-
ством (1.12), в область

(3.18)

дается формулой

(3.19)

где функции  имеют следующий вид:

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Ряды (3.20)–(3.23) в области (3.18) являются линейно независимыми решениями системы уравнений
с частными производными (1.9), где дифференциальные операторы  и , , имеют вид

(3.24)

Вид области сходимости (3.18) устанавливается с помощью метода, изложенного в [15, п. 5.7.2].
Остальные утверждения теоремы 3 являются следствием теоремы 1.

Теорема 3 дает представление для ряда Горна  в области (3.18), где обе переменные  и 
могут принимать большие по модулю значения. Однако в этой области модуль переменного 
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меньше, чем . Для того чтобы снять такое ограничение, в следующем п. 3.2 теорема 1 приме-
нена для продолжения по переменному .

3.2. Аналитическое продолжение ряда  в область больших по модулю значений переменного 

Для того чтобы продолжить ряд (3.2) по переменному , перепишем его в виде

(3.25)

где вектор параметров  дается формулой (3.4), а матрица  получена из  перестановкой строк:
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Согласно формуле (2.1), находим множества индексов

(3.27)

Заметим, что множество  в (3.27) состоит из двух элементов  и , а соответствующие
им элементы первой строки матрицы (3.26) равны  и . Поэтому в формуле продол-
жения (2.9) индекс  принимает два значения  и , а каждый из двух индексов  и  –
только одно значение , поскольку , . Таким образом, в формуле (2.9), соответ-
ствующей ряду (3.25), (3.26), будут фигурировать два слагаемых вида .

Перейдем к нахождению  и . Прежде всего, подставляя (3.4), (3.26) в (2.2), (2.3), на-

ходим , , , ,

(3.28)
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Подставляя (3.4), (3.27) и (3.28), (3.29) в (2.14), получаем выражения для коэффициентов
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Учитывая (4.26), (4.29), (4.30), находим матрицы , , по формуле (2.12) в виде
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Согласно (2.13), имеют место равенства , , . Выполняя вычисления по фор-
мулам (2.11), получаем
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Поставляя (3.28)–(3.32) в (2.9), (2.10), приходим к следующему утверждению.
Теорема 4. Если параметры ряда Горна , определенного в области (1.14) равенством (1.12), та-
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где функции  имеют следующий вид:

(3.35)

(3.36)

Ряды (3.35), (3.36) являются линейно независимыми решениями системы уравнений с частными про-
изводными (1.9), где дифференциальные операторы  и , , даются равенствами (3.24) в
области (3.33).

Для того чтобы продолжить ряд Горна в область, где обе переменные  и  могут принимать
большие по модулю значения, в следующем п. 3.3 дано применение теоремы 1 к функции (3.36).

3.3. Аналитическое продолжение ряда  в область больших по модулю переменных , 

Для того чтобы продолжить ряд (3.36) по переменному , заметим, что

(3.37)

где матрица  и вектор параметров  имеют вид

(3.38)

Согласно формуле (2.21), находим множества индексов

(3.39)

Заметим, что множество  в (3.39) состоит из одного элемента , а соответствующий эле-
мент первой строки матрицы , заданной первым равенством (3.38), равен . Поэтому в
формуле продолжения (2.29) для функции (3.37) индекс  принимает лишь одно значение ,
а каждый из двух индексов  и  – два значения  и . Таким образом, в формуле (2.9),
соответствующей ряду (3.37), будут фигурировать четыре слагаемых вида ,

. Перейдем к их нахождению.

Прежде всего, подставляя (3.38), (3.39) в (2.2), (2.3), находим
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(3.44)

81,(0,0)

∞
− + +

+

+ −  − − − +  
L8

1

1 2 1 2

2
1 2 1 2

2 1
1,(0,0) 1 2 2 2

, =0 2 1 2 2 2

( ) (1 ) 1( ', , , ) = ( ) ,
(1 ) ! !

k
a k k k k

k
k k k k

a a c zz z z
b a k k z z

g

∞
− −

−

−
−

−L8 11 2 2

2
1 2 1 2

2
2,(0,0) 1 2 2 1

, =0 1 2 2

( ) ( ) 1( ', , , ) = ( ) .
( ) ! !

b kk k k
k

k k k k

a b b
z z z z

c b k k z
g

4 j 3 j = 1,2j

1z 2z

3H 1z 2z

1z

−  −  
 

L H8
(3)

2,(0,0) 1 2 2 1
2

1( '; ; , ) = ( ) ; ; , ,bz z z F z
z

g f

H f

−  + − − − − − 
H

2 1 0
= , = (1 , ,1 ).

1 1 1
b a c b bf

− += α = α = αH H H
0( ) : { : = 0} = {3}, ( ) : { : < 0} = {1}, ( ) : { : > 0} = {2}.s s sI s I s I s

−I = 1s
H α −1 = 2

s = 1s
1r 2r 0 α −1| | 1 = 1

81,( , ) ,( , )1 2 1 2r r s r rB

1 2, = 0,1r r

ω − ω −(1) (1)
2 3= 1, = 2,

− +σ + σ − σ −(1) (1) (1)
1,(0,0) 2,(0,0) 3,(0,0)= 1 , = , = 1 ,

2 2
b a a bc b

+ − + +σ σ − σ −(1) (1) (1)
1,(1,0) 2,(1,0) 3,(1,0)

1 1= , = , = 1 ,
2 2
b a a bc b

+ − + +σ σ − σ −(1) (1) (1)
1,(0,1) 2,(0,1) 3,(0,1)

3 1= , = , = ,
2 2
b a a bc b

− +σ + σ − − σ −(1) (1) (1)
1,(1,1) 2,(1,1) 3,(1,1)= 1 , = 1, = .

2 2
b a a bc b



924

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 6  2022

БЕЗРОДНЫХ

Подставляя (3.38), (3.39) и (3.41)–(3.44) в (2.14), находим выражения для коэффициентов

(3.45)

Учитывая (3.38), (3.40), находим матрицу  по формуле (2.12):

(3.46)

Согласно (2.13), имеют место равенства , . Выполняя вычисления по формулам (2.11),
находим

(3.47)

Подставив (3.46), (3.47) в (2.9), (2.10), находим формулу продолжения функции  из (3.36),
согласно теореме 1. Подставляя эту формулу в (3.36) и используя теорему 4, приходим к следую-
щему утверждению.

Теорема 5. Если параметры ряда Горна , определенного в области (1.14) равенством (1.12), та-
ковы, что разность  не является целым числом, то аналитическое продолжение  в область

(3.48)

дается формулой

(3.49)

где функции ,  имеют следующий вид:
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(3.53)

(3.54)

Ряды (3.50)–(3.54) являются линейно независимыми решениями системы уравнений с частными про-
изводными (1.9), где дифференциальные операторы  и , , даются равенствами (3.24),
в области (3.48).

Теоремы 3, 5 дополняют друг друга и дают представление для ряда Горна  в областях (3.18),
(3.48), где обе переменные  и  могут принимать большие по модулю значения.

4. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ РЯДА ГОРНА H4

4.1. Аналитическое продолжение ряда  в область больших по модулю значений переменного 
Используя тождество (1.8) для символа Похгаммера, перепишем (1.13) в следующем виде:

(4.1)

Сравнивая (1.1) и (4.1), находим

(4.2)

где -матрица  и вектор параметров  имеют вид

(4.3)

(4.4)
Согласно формуле (2.1), находим подмножества индексов элементов первой строки матрицы (4.3):

(4.5)

Поскольку множество  в (4.5) состоит из одного элемента , а соответствующий элемент
матрицы  равен , то в формуле продолжения (2.9) для функции  индекс  принимает
лишь одно значение , а каждый из двух индексов  и  может быть равным  или .
Таким образом, в формуле (2.9), соответствующей ряду , заданному соотношениями (4.2)–(4.4),
будут фигурировать четыре слагаемых вида .

Перейдем к нахождению  и . Прежде всего, подставляя (4.3), (4.4) в (2.2), (2.3),
находим
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Подставляя (4.4), (4.5) и (4.7)–(4.10) в (2.14), находим выражения для коэффициентов

(4.11)

Учитывая (4.3), (4.6), находим матрицу  по формуле (2.12):

(4.12)

Выполняя вычисления по формулам (2.11), получаем выражения переменных

(4.13)

Подставляя (4.7)–(4.10), (4.12), (4.13) в (2.10), находим следующие представления для функций
, :
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Преобразуя коэффициенты рядов (4.14)–(4.17) с помощью тождества (1.8) для символа Похгам-
мера, приходим к следующему утверждению.

Теорема 6. Аналитическое продолжение ряда Горна , определенного в области (1.15) равен-
ством (1.13), в область

(4.18)

дается формулой

(4.19)

где функции  имеют следующий вид:

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

Ряды (4.19)–(4.23) в области (4.18) являются линейно независимыми решениями системы уравнений
с частными производными (1.9), где дифференциальные операторы  и , , имеют вид

(4.24)

Теорема 6 дает представление для ряда Горна  в области (4.18), где обе переменные  и 
могут принимать большие по модулю значения. Однако в этой области модуль переменного 
меньше, чем . Для того чтобы снять такое ограничение, в следующем п. 4.2 теорема 1 приме-
нена для продолжения  по переменному , а затем – по переменному .

4.2. Аналитическое продолжение ряда  в область больших по модулю значений переменного 
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(4.25)
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где вектор параметров  дается формулой (4.4), а матрица  получена из  перестановкой строк:

(4.26)

Согласно формуле (2.1), находим множества индексов

(4.27)

Заметим, что множество  в (4.27) состоит из двух элементов  и , а соответствующие
им элементы первой строки матрицы  равны  и . Поэтому в формуле продолже-
ния (2.9) индекс  принимает два значения  и , а каждый из двух индексов  и  прини-
мают только нулевое значение, поскольку , . Таким образом, в формуле (2.9),
соответствующей ряду , заданному равенствами (4.25), (4.26), будут фигурировать два слагае-
мых вида .

Перейдем к нахождению этих величин. Прежде всего, подставляя (4.26), (4.4) в (2.2), (2.3), на-
ходим

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

Подставляя (4.4), (4.27) и (4.30), (4.31) в (2.14), получаем выражения для коэффициентов

(4.32)

Учитывая (4.26), (4.29), (4.30), находим вид матриц , , по формуле (2.12):
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Выполняя вычисления по формулам (2.11), получаем

(4.34)

Поставляя (4.27)–(4.34) в (2.8), (2.9), приходим к следующему утверждению.
Теорема 7. Если параметры ряда Горна , определенного в области (1.15) равенством (1.13), та-

ковы, что разность  не является целым числом, то аналитическое продолжение  в область

(4.35)

дается формулой

(4.36)

где функции  имеют следующий вид:
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Ряды (4.37), (4.38) являются линейно независимыми решениями системы уравнений с частными про-
изводными (1.9), где дифференциальные операторы  и , , даются равенствами (4.24)
в области (4.35).

Для того чтобы продолжить ряд Горна  в область, где обе переменные  и  могут прини-
мать большие по модулю значения, в следующем п. 4.3 теорема 1 применена к функции (4.38).

4.3. Аналитическое продолжение ряда  по двум переменным , 

Для нахождения формул продолжение ряда (4.38) по переменному  заметим, что

(4.39)

где матрица  и вектор параметров  имеют вид
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Согласно формуле (2.1), находим множества индексов

(4.41)

Заметим, что множество  в (4.41) состоит из одного элемента , а соответствующий эле-
мент матрицы  равен . Поэтому в формуле продолжения (2.9) индекс  принимает лишь
одно значение , а каждый из двух индексов  и  принимает значение  и . Таким
образом, в формуле (2.9) будут фигурировать четыре слагаемых вида . Перейдем к
нахождению этих величин.

Прежде всего, подставляя (4.40), (4.41) в (2.2), (2.3), находим

(4.42)
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(4.44)

(4.45)
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Подставляя (4.40), (4.41) и (4.43)–(4.46) в (2.14), находим выражения для коэффициентов

(4.47)

Учитывая (4.40), (4.42), находим матрицу  по формуле (2.12):
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Выполняя вычисления по формулам (2.11), находим

(4.49)

Подставив (4.48), (4.49) в (2.10), находим формулу продолжения функции  из (4.36), со-
гласно теореме 1. Подставляя эту формулу в (4.36) и используя теорему 7, приходим к следующе-
му утверждению.

Теорема 8. Если параметры ряда Горна , определенного в области (1.15) равенством (1.13), та-
ковы, что ни одно из чисел ,  не является целым, то аналитическое продолжение

 в область
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дается формулой
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(4.56)

Ряды (4.52)–(4.56) являются линейно независимыми решениями системы уравнений с частными про-
изводными (1.9), где дифференциальные операторы  и , , даются равенствами (4.24)
в области (4.50).

Теоремы 6, 8 дополняют друг друга и дают представление для ряда Горна  в областях (4.18),
(4.50), где обе переменные  и  могут принимать большие по модулю значения.

Представления функций  и , найденные в теоремах 3–8, демонстрируют, что теорема 1
является основой эффективного метода построения формул аналитического продолжения об-
щих рядов Горна (1.1). Полученные в результате применения теоремы 1 формулы дают эффек-
тивный алгоритм для вычисления функций Горна вне области сходимости степенного ряда (1.1),
которым исходно определяются такие функции. Таким образом, результаты настоящей работы
могут быть востребованы в задачах математической физики, при решении которых возникают
ряды вида (1.1) или системы уравнений с частными производными (1.9).
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Установлено существование семейства ограниченных солитонных решений для конечно-
разностного аналога волнового уравнения с нелинейным потенциалом общего вида. Доказа-
тельство проводится в рамках формализма, устанавливающего взаимно однозначное соот-
ветствие между солитонными решениями бесконечномерной динамической системы и ре-
шениями семейства функционально-дифференциальных уравнений точечного типа. При до-
казательстве существования ограниченных солитонных решений ключевым является
наличие теоремы существования и единственности солитонных решений в случае квазили-
нейного потенциала. Другим важным обстоятельством для рассматриваемого класса систем
уравнений является наличие у них ряда симметрий вследствие малой размерности (одномер-
ности) пространства в каждой точке решетки. Библ. 18. Фиг. 4.

Ключевые слова: волновое уравнение, солитонные решения, нелинейный потенциал.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Для уравнений математической физики, являющихся уравнениями Эйлера–Лагранжа соот-

ветствующих вариационных задач, важный класс решений – это решения типа бегущей волны
(солитонные решения) (см. [1], [2]). В ряде моделей такие решения хорошо приближаются реше-
ниями типа бегущей волны для конечно-разностных аналогов исходных уравнений, которые
взамен непрерывной среды описывают взаимодействие сгустков среды, помещенных в верши-
нах решетки (см. [1], [3]). Возникающие системы относятся к классу бесконечномерных дина-
мических систем. К наиболее широко рассматриваемым классам подобных задач относятся бес-
конечномерные системы с потенциалами Френкеля–Конторовой (периодические и медленно
растущие потенциалы) и Ферми–Паста–Улама (потенциалы экспоненциального роста), широ-
кий обзор которых приведен в [4].

В теории пластической деформации изучается бесконечномерная динамическая система

(1)

где потенциал  задается гладкой периодической функцией. Уравнение (1) является системой
с потенциалом Френкеля–Конторовой (см. [3]). Такая система является конечно-разностным
аналогом нелинейного волнового уравнения, моделирует поведение счетного числа шаров мас-
сы , помещенных в целочисленных точках числовой прямой, где каждая пара соседних шаров
соединена между собой упругой пружиной, и описывает распространение продольных волн в
бесконечном однородном абсолютно упругом стержне.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта № 19-01-00147).
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Определение 1.  называется решением системы (1), если для любого  функция 
непрерывно дифференцируема, ее производная является абсолютно непрерывной функцией и
почти всюду удовлетворяет системе (1).

Изучение таких систем с различными потенциалами является одним из интенсивно развива-
ющихся направлений в теории динамических систем. Для них центральной задачей является
изучение солитонных решений (решений типа бегущей волны) как одного из наблюдаемых
классов волн.

Определение 2. Будем говорить, что решение  системы (1), определенное для всех
, имеет тип бегущей волны (является солитонным решением), если существует , не за-

висящая от  и , что при всех  и  выполнено равенство

Константу  будем называть характеристикой бегущей волны.
Таким образом, для рассматриваемого конечно-разностного аналога волнового уравнения

изучение солитонных решений сводится к исследованию пространства решений краевой задачи

(2)

(3)
с линейными нелокальными краевыми условиями.

Фазовым пространством системы уравнений (2) является пространство бесконечных после-
довательностей

(4)

со стандартной тихоновской топологией. В пространстве  определим семейство гильберто-
вых подпространств :

с нормой

Определим линейный оператор , оператор сдвига  и нелинейный оператор , действую-
щие непрерывно из пространства  в себя по следующему правилу: для любых , 

Заметим, что оператор сдвига  перестановочен с операторами  и , что свойственно моде-
лям, описывающим процессы в однородных средах.

Система (2), (3), задающая солитонные решения, может быть переписана в следующей опе-
раторной форме:

(5)

(6)
и является краевой задачей с линейными нелокальными краевыми условиями. Краевые
условия (6) означают, что сдвиг решения по времени равен сдвигу по пространству.

Одним из методов исследования таких систем является конструктивное построение решений,
использующее явный вид потенциала и, далее, методами теории возмущений установление фак-
та существования солитонных решений для близких потенциалов. Другим часто применяемым
способом является использование наличия симметрий у исходных уравнений. Важным является
не только вопрос существования солитонных решений, но и вопрос их единственности. Для это-
го одним из подходов служит локализация решений в пространстве бесконечно дифференциру-
емых или аналитических функций. Как правило, в пространстве бесконечно дифференцируе-
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мых функций удается показать существование решения, а в пространстве аналитических функ-
ций показать их единственность (см. [4]).

В представленной работе используются возможности иного подхода и созданного на его ос-
нове формализма (см. [5]–[8]). В рамках такого подхода предлагается локализация солитонных
решений заданием их асимптотики как по пространству (параметризированное семейство бес-
конечномерных фазовых пространств в форме гильбертовых пространств , ), так и
по времени. Возможности такого подхода основаны на существовании взаимно однозначного
соответствия солитонных решений для бесконечномерных динамических систем с решениями
семейства индуцированных функционально-дифференциальных уравнений точечного типа
(см. [7], [9]–[12]).

В случае рассматриваемой задачи солитонные решения, решения системы (2), (3), находятся
во взаимно однозначном соответствии с решениями семейства индуцированных функциональ-
но-дифференциальных уравнений точечного типа

(7)

(8)
Связь между этими решениями имеет следующий вид:

(9)
Для изучения вопросов существования и единственности солитонных решений предлагается

локализация решений индуцированных функционально-дифференциальных уравнений точеч-
ного типа (в случае рассматриваемой задачи это уравнения (7), (8)) в пространствах функций,
мажорируемых функциями заданного экспоненциального роста с показателем экспоненты в ка-
честве параметра:

(10)

Такой подход оказывается особенно успешным для систем с потенциалами Френкеля–Конто-
ровой. При описании процессов в неоднородных средах условие коммутативности правой части
системы в операторной форме и оператора сдвига нарушается. В этом случае пространство соли-
тонных решений оказывается тривиальным. Вместе с тем в рамках развиваемого формализма
удается получить “правильное” расширение понятия бегущей волны (солитонного решения) в
виде решений типа квазибегущих волн (см. [13], [14]).

При минимальных ограничениях на потенциал  в виде наличия условия Липщица (квази-
линейные потенциалы) отмеченная задача была исследована в монографии [8]. Соответствую-
щую константу Липщица для потенциала  будем обозначать через .

Рассмотрим трансцендентное уравнение относительно двух переменных  и
:

(11)
где

Множество решений уравнения (11) описывается функциями , , представленными на
фиг. 1. Для величины  имеет место некоторая абсолютная оценка  и, в частности,

.
Сформулируем теорему существования и единственности решения для индуцированных

функционально-дифференциальных уравнений (7), (8).
Tеорема 1 (см. [8]). Пусть потенциал  удовлетворяет условию Липщица с константой . То-

гда при любых начальных данных , , и характеристиках , удовлетворяющих усло-
вию ,  для системы функционально-дифферен-
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циальных уравнений (7), (8), существует и причем единственное решение , , такое,
что оно удовлетворяет начальным условиям , . Такое решение, как элемент про-

странства , непрерывно зависит от начальных данных , а также массы , харак-
теристики  и потенциала .

Теорема 1 не только гарантирует существование решения, но и задает ограничение его воз-
можного роста по времени . Очевидно, что при каждом  пространства 

при малых  намного уже, чем пространства . Теорема гарантирует существо-
вание решения в более узких пространствах и единственность в более широких пространствах.

Теорема 1 допускает переформулировку в терминах решений типа бегущей волны (солитон-
ных решений) для исходного волнового уравнения (в терминах системы (2), (3)).

Tеорема 2 (см. [8]). Пусть потенциал  удовлетворяет условию Липщица с константой . То-
гда при любых начальных данных , , , и характеристиках , удовлетворяющих
условию , для исходной системы дифференциальных уравнений (2) существует единственное
решение  типа бегущей волны (солитонное решение) с характеристикой  такое, что оно

удовлетворяет начальным условиям , . Для любого параметра 
значения вектор-функции

при любом  принадлежат пространству , а функция

принадлежит пространству . Такое решение непрерывно зависит от начальных данных
, а также от массы , характеристики  и потенциала .

Среди солитонных решений важный класс составляют ограниченные солитонные решения,
соответствующие ограниченным решениям индуцированных функционально-дифференциаль-
ных уравнений точечного типа. В [15] для функционально-дифференциального уравнения то-
чечного типа с квазилинейной правой частью получена теорема существования ограниченного
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решения. В ней представлены условия нового типа, использующие средние по некоторому пе-
риоду для правых частей функционально-дифференциального уравнения точечного типа. Такие
условия являются новыми и для обыкновенных дифференциальных уравнений. На их основе
получен результат о существовании ограниченного солитонного решения для систем с квазили-
нейным потенциалом, а также осуществлена численная реализация таких солитонных решений
(см. [16]). Более того, в рамках такого подхода в [17] получена теорема существования ограничен-
ного решения для функционально-дифференциального уравнения точечного типа с сильно не-
линейной правой частью.

Вместе с тем условия из упомянутой работы [17] оказываются неприменимыми при изучении
ряда систем и, в частности, для конечно-разностного волнового уравнения с нелинейным по-
тенциалом. Причина в том, что у таких систем, а также индуцированных ими функционально-
дифференциальных уравнений точечного типа, имеется ряд симметрий вследствие малой раз-
мерности (одномерности) пространства в каждой точке решетки, которые препятствуют реали-
зации нужных условий из отмеченной работы.

В свою очередь, наличие симметрий, поведение векторного поля для такого индуцированно-
го функционально-дифференциального уравнения точечного типа, наличие теорем существова-
ния и единственности решения, а также непрерывной зависимости от начальных данных и па-
раметров (теоремы 1 и 2) позволяют установить существование семейства ограниченных соли-
тонных решений (решения системы (2), (3)) и в случае нелинейных потенциалов общего вида.

Отмеченный подход был реализован в [18], где для конечно-разностного аналога волнового
уравнения с квадратичным потенциалом описаны семейства ограниченных решений. Большин-
ство приведенных там предварительных результатов получены без учета конкретного вида нели-
нейного потенциала. Поэтому представленный подход носит универсальный характер и может
быть применен к изучению широкого класса систем с нелинейным потенциалом, что и будет
продемонстрировано далее.

2. НЕКОТОРЫЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ СИСТЕМЫ С НЕЛИНЕЙНЫМ 
ПОТЕНЦИАЛОМ ОБЩЕГО ВИДА

Рассмотрим солитонные решения системы (решения системы (2), (3)) с нелинейным потен-
циалом общего вида. В рамках данной задачи установим ряд универсальных свойств, присущих
таким системам. Соответствующее индуцированное функционально-дифференциальное урав-
нение точечного типа имеет вид

(12)

(13)

Справедливо соответствие: ограниченному солитонному решению (решению системы (2), (3))
соответствует решение индуцированного функционально-дифференциального уравнения то-
чечного типа (12), (13) с ограниченной первой координатой , , и наоборот.

Утверждение 1. Точки замкнутого множества

(14)

и только они задают стационарные решения для индуцированного функционально-дифференциально-
го уравнения точечного типа (12), (13).

Для изучения иных решений индуцированного функционально-дифференциального уравне-
ния с условием ограниченности по первой координате построим семейство вспомогательных
функционально-дифференциальных уравнений точечного типа.

Для любого  определим потенциал :

(15)

Константа Липшица для такой функции  равна константе Липщица для функции ,
как ограничения потенциала  на интервал . Будем обозначать ее через . Очевидно, что
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 является монотонно возрастающей по параметру . Рассмотрим вспомогательное функ-
ционально-дифференциальное уравнение точечного типа

(16)

(17)

По аналогии с уравнением (11) рассмотрим трансцендентное уравнение относительно двух
переменных  и 

(18)

где

и  является монотонно возрастающей по параметру .

Решение уравнения (18) описывается функциями , . Качественное поведение
функций ,  такое же, как поведение функций  на фиг. 1, а величина  заме-
няется соответствующей величиной , которая является монотонно убывающей по параметру

.
Для вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17)

также верна теорема 1, в которой следует потенциал  заменить на , функции ,  за-
менить на функции , , а величину  – на . Всякое решение , , вспо-
могательного функционально-дифференциального уравнения (16), (17) со свойством ограни-
ченности по первой координате , , является решением индуцированного функци-
онально-дифференциального уравнения точечного типа (12), (13) с нелинейным потенциалом и
тем же условием ограниченности по первой координате. Таким образом, в силу сформулирован-
ного выше правила согласования, нам достаточно установить существование решений вспомо-
гательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17), удовлетво-
ряющих свойству ограниченности по первой координате , .

Определим множества

(19)

(20)

Очевидно, что множество  совпадает с естественным вложением множества  в . В силу не-
прерывности потенциалов , , множества ,  являются замкнутыми, а множества ,

 открытыми. Тогда открытые множества ,  состоят из объединения не более чем счетного
числа открытых интервалов, т.е.

(21)

(22)

где ,  – конечные или счетные наборы индексов. Очевидно, что значение потенциалов ,
 соответственно на каждом из интервалов , , , , знакопостоянны. В зависимо-

сти от знака значения потенциалов все индексы ,  можем разбить на два подмножества ,
, ,  и соответственно , . Элементы множеств индексов , , , 

будем обозначать через ,  соответственно. Заметим, что всякий конечный интервал
 ( ), начиная с некоторого большого значения , совпадает с каким-либо

из интервалов  ( .
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Лемма 1. Решения , , вспомогательного функционально-дифференциального урав-
нения точечного типа (16), (17) инвариантны относительно сдвига по времени.

Доказательство данного свойства инвариантности является следствием автономности рас-
сматриваемой системы дифференциальных уравнений.

Лемма 2. Если , , является решением вспомогательного функционально-диф-
ференциального уравнения точечного типа (16), (17), то , , где ,

, , также является решением.
Это свойство инвариантности может быть получено непосредственной проверкой.
Лемма 3. Пусть , , является решением вспомогательного функционально-диффе-

ренциального уравнения точечного типа (16), (17). Рассматриваемое решение при прохождении за-
мкнутой верхней полуплоскости  фазового пространства имеет монотонно возрастающее по-
ведение координаты . Аналогично, при прохождении замкнутой нижней полуплоскости 
фазового пространства имеется монотонно убывающее поведение координаты .

Доказательство утверждения непосредственно следуeт из вида правой части первого уравне-
ния (16).

Утверждение 2. Пусть , , является решением вспомогательного функционально-
дифференциального уравнения точечного типа (16), (17). Если рассматриваемое решение является
периодическим, то найдется момент , при котором выполняется условие .

Доказательство данного утверждения непосредственно следует из леммы 3.

Лемма 4. Пусть , , а  – решение вспомогатель-
ного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17), для которого суще-
ствует момент  со свойством . Тогда фазовый портрет такого решения симметричен от-
носительно горизонтальной оси . Более того, для такого решения каждая пара отмеченных
симметричных точек задается в терминах самого решения следующим образом: ,

, .
Доказательство. Пусть решение , , удовлетворяет всем условиям из леммы, т.е.

найдется такое , что . Так как решения инвариантны относительно сдвига по времени
(лемма 2, то не нарушая общности, можем положить . По лемме 2 , , где

, , , также является решением. Заметим, что при этом ,
. Тогда по теореме существования и единственности решения в пространстве

функций  следует, что решения , , , совпадают. Тогда для
любого  из условия ,  следует, что , . Полу-
ченные результаты и доказывают лемму, и фазовый портрет такого решения будет симметричен
относительно горизонтальной оси .

Лемма 5. Пусть , , а  – решение вспомога-
тельного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17) с начальными дан-
ными . Такое решение является периодическим, но не стационарным, тогда и
только тогда, когда найдутся  с условием , и минимальное значение таких  не равно
нулю. Такое минимальное значение равно полупериоду решения.

Доказательство. Если решение является периодическим, то значение периода обозначим че-
рез . По лемме 4 справедливы условия , . Так как  равно значению мини-
мального полупериода, то для всех  должны выполняться условия . То-
гда из непрерывности решения и условия симметрии решения относительно оси  следует,
что .

Доказательство проведем от обратного. Пусть найдется точка , для которой выполняется
условие . С одной стороны, в силу условия симметрии , , из леммы 4
следует, что имеет место условие . С другой стороны, имеет место и условие сим-
метрии , что ведет к выполнению равенства . Следова-
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тельно, такое решение является периодическим, а минимальное значение таких  равно полупе-
риоду решения.

Лемма 6. Пусть , , , а  – решение вспомога-
тельного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17) с начальными дан-
ными . Тогда справедливо одно из следующих условий.

(a) Либо решение периодическое с полупериодом , для которого выполняется одно из условий:

1) , , и при  функция  монотонно возрастающая, а при
 функция  монотонно убывающая;

2)  при , и при  функция  монотонно убывающая, а при
 функция  монотонно возрастающая.

(б) либо решение не периодическое и выполняется одно из условий:
1) , , и при  функция  монотонно возрастающая, а при  функ-

ция  монотонно убывающая;
2) , , и при  функция  монотонно убывающая, а при  функция
 монотонно возрастающая.

Доказательство. В силу леммы 3, леммы 4 (наличие симметрии для такого решения) и леммы 5,
решение имеет следующее поведение.

Случай периодического решения. При положительных моментах времени полупериода
( ) решение находится в замкнутой нижней полуплоскости  и выполняется первое
двойное неравенство. Если при  решение находится в замкнутой верхней полуплоскости

, то выполняется второе двойное неравенство. Соответствующие условия монотонности
решения следуют из вида правой части уравнения (16).

Случай непериодического решения. При положительных моментах времени ( ) решение на-
ходится в замкнутой нижней полуплоскости , а при отрицательных моментах времени
( ) решение находится в замкнутой верхней полуплоскости , либо с точностью до на-
оборот. Так как в условиях первого расположения в замкнутой нижней полуплоскости имеет ме-
сто ограничение , то в силу первого уравнения (16) оно будет монотонно убывающим и бу-
дет выполняться ограничение  при . Точно так же в замкнутой верхней полуплос-
кости имеет место ограничение  и в силу первого уравнения (16) оно будет монотонно
возрастающим, и будет выполняться соотношение  при . Следовательно, первая
координата решения удовлетворяет ограничению  при . Точно так же в условиях
второго способа расположения решения можно показать, что первая координата решения удо-
влетворяет ограничению  при  и соответствующим условиям монотонности.

Утверждение 3. Любые два периодических не стационарных решения либо не имеют точек пересе-
чения для внутренних областей, которые они выделяют, либо эти области вложены одна в другую.
Для периодического решения и внутренней области, которую она выделяет, всякое решение с началь-
ным условием, принадлежащим этой области, также является периодическим.

Данное утверждение следует из теоремы существования и единственности решения, а также
непрерывной зависимости от начальных данных.

Сформулируем результат, устанавливающий знак производной  для решения 
вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17) с
начальными данными .

Лемма 7. Пусть , , , а  – нестационарное
решение вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17)
с начальными данными . Тогда

1) если , , то выполняется условие ;

2) если , , то выполняется условие .

t̂
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Доказательство. В силу уравнения (17) и леммы 4 для рассматриваемого решения выполнено
условие . Поэтому справедливо соотношение

(23)

Пусть  ( ). В силу непрерывной зависимости решения системы (16), (17) от началь-
ных значений  и характеристики  (теорема 1) для любых  и  таких, что 

(  решения на интервале  будут равномерно ограниченными при всех на-
чальных значениях

(24)

Из системы (16), (17) следует, что

(25)

и, учитывая равномерную ограниченность рассматриваемого семейства решений, и соответ-
ственно первой координаты , а также условие , при малых значени-
ях  получим соотношение . Подставив полученное соотношение в равенство (23),
получим

(26)

Докажем п. 1). Пусть , . При таких  значение потенциала  от-
рицательное. Поэтому при достаточно малых характеристиках  выполняется неравенство

. Из последнего неравенства и начального условия  следует, что при малых 
выполняется условие , а при малых  – условие . Если решение не периоди-
ческое, то дополнительно будут выполняться более сильные соотношения:  при  и
монотонно возрастает,  при  и монотонно убывает. Если решение периодическое, то
имеют место оценки .

Покажем, что условие  будет выполняться при всех характеристиках . Дока-
жем от противного. Пусть найдется , при котором для решения выполняется условие

, а  – нижняя грань таких значений. Очевидно, что .

Из равенства (23) и отрицательности значения потенциала будет следовать условие .
Это противоречит непрерывной зависимости решения системы (16), (17) от начальных данных и
характеристики  (теорема 1), которая нарушается при значении характеристики, равной . Сле-
довательно,  будет выполняться при всех характеристиках . Так как это спра-
ведливо для всех интервалов  таких, что , , то условие их п. 1) будет вы-
полняться для всех , .

Точно так же доказывается п. 2).

В действительности мы можем получить более сильную оценку для производной .

Следствие 1. Пусть , , , а  – нестацио-
нарное решение вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного
типа (16), (17) с начальными данными . Тогда

1) если , , то выполняется условие ;

2) если , , то выполняется условие .
Доказательство. Докажем п. 1). Для рассматриваемых  по лемме 6 имеет место оценка

. Тогда из соотношения (23) и отрицательности потенциала  будет следовать оцен-
ка .
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Докажем п. 2). Для рассматриваемых  по предложению 1 имеет место оценка . Тогда
из соотношения (23) и положительности потенциала  будет следовать оценка .
Следствие доказано.

Опишем характер точек пересечения периодического нестационарного решения с горизон-
тальной осью .

Лемма 8. Пусть , , а  – периодическое нестационарное ре-
шение вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17) с
полупериодом . Тогда

1)  и при некоторых ,  будут выполняться равенства ,

, а также либо включения , , либо

включения , ;

2) взаимное расположение интервалов ,  такое, что .
Доказательство. Очевидно, что для такого периодического решения при любом

 выполняется условие . По утверждению 3 через каждые
начальные значения ,  (либо ) проходит периодическое решение. Множе-
ство таких решений индуцирует отображение интервала  (либо ) в себя. В силу тео-
ремы существования и единственности, а также непрерывной зависимости от начальных усло-
вий такое отображение является гомеоморфизмом и имеет неподвижную точку, что и означает
условие  ( ). Остальные условия п. 1) следуют из периодичности решения
и леммы 7.

Взаимное расположение интервалов из п. 2) следует из леммы 7.
Сформулируем результат о пучке периодических решений.
Лемма 9. Пусть , , а  – периодическое нестационарное ре-

шение вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17) с
начальными данными , , . Тогда для

любого  решение  с начальными данными
 также является периодическим.

Доказательство. Очевидно, что для такого периодического решения при любом
 выполняется условие . По утверждению 3 через каждые

начальные значения  ( ) проходит периодическое решение. Остается
установить этот факт для решений с начальными значениями , , ( ).

Доказательство проведем для случая . Пусть  – верхняя грань таких значений, что че-
рез каждое  проходит периодическое решение. Если , то все доказано.
Остается рассмотреть случай, когда .

Предположим, что решение  с начальными значениями  также
является периодическим с полупериодом . Тогда найдется монотонно убывающая последова-
тельность , , такая, что она стремится к значению , и решения

 с начальными значениями  не являются периодическими.

В силу п. б) леммы 6 и п. 1) леммы 7 найдется малое , что для таких решений при значе-
ниях , больших некоторого достаточно большого значения , будут выполняться условия

. Тогда в окрестности периодического решения  нарушается условие не-
прерывной зависимости решений от начальных данных. Следовательно, такого периодического
решения нет.

Предположим, что решение  с начальными значениями  не яв-
ляется периодическим. В силу п. б) леммы 6 и п. 1) леммы 7 для такого решения будут выпол-
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няться условия , , и такое решение при  монотонно убывает. Тогда в окрестно-
сти непериодического решения  также нарушается условие непрерывной зависимости

решений от начальных данных. Следовательно, условие  не выполнимо, и .

Доказательство для случая  проводится аналогичным образом. Лемма доказана.
Следствие 2. Пусть , а  – периодическое нестационар-

ное решение вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа
,  с полупериодом . Тогда справедливы условия 1) и 2) леммы 8. Для любого 

( ) существует периодическое решение  с начальными данными
 и полупериодом  такое, что , ,

, и такое соответствие точек интервала  точкам интервала  задает
гомеоморфизм.

Доказательство следствия непосредственно следует из лемм 1, 8, 9, а также теоремы существо-
вания и единственности решения системы (16), (17) и их непрерывной зависимости от началь-
ных данных.

Теперь мы можем уточнить утверждения леммы 8.
Лемма 10. Пусть , , а  – периодическое нестационарное

решение вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17) с
полупериодом . Тогда

1)  и при некоторых ,  будут выполняться равенства ,

, а также либо включения , , либо

включения , ;

2) взаимное расположение интервалов ,  такое, что ;

3) для любого ,  решение  с начальными
данными  также является периодическим;

4) .
Доказательство. Доказательства пунктов 1) и 2) следуют из леммы 8, п. 3) – из леммы 9. Оста-

ется показать справедливость п. 4).

Предположим, что значение  конечно. Тогда в окрестности стационарного решения
 нарушается непрерывная зависимость от начальных значений. Аналогично проводится

доказательство и для значения . Лемма доказана.
Опишем свойства как периодических, так и непериодических пучков решений.

Лемма 11. Пусть , , , а  – нестационар-
ное решение вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17) с
начальными данными .

Если , , то

1) либо для любого  решение  с начальными данными
 является нестационарным периодическим с полупериодом , и выполняются

условия , , , причем при  функция  монотонно возрас-
тающая, а при  функция  монотонно убывающая;

2) либо для любого  решение  с начальными данными
 является непериодическим, и выполняется условие ; для  вы-

полнены оценки ,  и первая координата  монотонно возрастает; для  вы-
полнены оценки ,  и первая координата  монотонно убывает.
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Если , , то

1) либо для любого  решение  с начальными данными
 является нестационарным периодическим с полупериодом , и выполняются

условия ,  при , причем, при  функция  монотонно убы-
вающая, а при  функция  монотонно возрастающая;

2) либо для любого  решение  с начальными данными
 является непериодическим, и выполняется условие ; для  вы-

полнены оценки ,  и первая координата  монотонно убывает; для  выпол-
нены оценки ,  и первая координата  монотонно возрастает.

Доказательство непосредственно следует из лемм 6 и 9.
Теперь мы можем описать качественное поведение непериодических решений

 вспомогательного функционально-дифференциального уравнения то-
чечного типа с начальными данными , .

Предложение 1. Пусть заданы  и , , а  –
непериодическое решение вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечно-
го типа (16), (17) с начальными данными .

1) Если , , то при любых  решение  с на-
чальными данными  является непериодическим, по первой координате  не
покидает интервал , выполняются соотношения , а также соотноше-
ния  при конечном . В случае конечности одной из величин  граница обла-
сти фазовых кривых таких решений состоит из двух сепаратрис ,

 со свойствами

(27)

и в случае конечности величины  имеют место свойства

(28)

2) Если , , то при любых  решение  с на-
чальными данными  является непериодическим, по первой координате  не
покидает интервал , и выполняются соотношения , а также соотноше-
ния  при конечном . В случае конечности одной из величин ,  граница обла-
сти фазовых кривых таких решений состоит из двух сепаратрис ,

 со свойствами

(29)

и в случае конечности величины  имеют место свойства

(30)

Доказательство. Сформулируем ряд утверждений относительно качественного поведения ре-
шений. Пусть заданы ,  ( , ).

Утверждение (i). Пусть решение с начальными значениями , ,
 ( , ) по первой координате  не покидает интервал (  ).

Тогда для такого решения справедливы утверждения доказываемого предложения.
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Доказательство утверждения (i). Рассматриваемое решение будет удовлетворять всем услови-
ям монотонности из леммы 6. Тогда функция , , монотонна на полупрямых ,

 и соответственно конечные пределы  существуют и при 
( ) имеет место равенство  ( ). Наличие сепаратрис с отмеченными свой-
ствами является следствием теоремы о непрерывной зависимости решения от начальных дан-
ных. Остается рассмотреть случай конечного  ( ). Если для такого решения вторая коорди-
ната , , окажется ограниченной, то утверждения о предельных переходах будет следо-
вать из теоремы существования и единственности решения для рассматриваемого
функционально-дифференциального уравнения точечного типа и теоремы о продолжении ре-
шения до непродолжаемого, основанной на ней.

Покажем ограниченность координаты , . Мы уже отмечали, что функция , ,
монотонна на полупрямых ,  и соответственно пределы  су-
ществуют. При больших  величина  будет сколь угодно малой.

Если  при  (  при ), то потенциал  при больших  не ра-

вен нулю и в силу системы (16), (17) условия  при  (  при
) нарушаются. Следовательно,  при  и  при . Поэтому при

больших  правая часть уравнения (17) будет сколь угодно малой и в силу уравнения (16) при
 значения  будут не только ограниченными, но будут удовлетворять также и условию

.
Наличие сепаратрис с отмеченными свойствами является следствием теоремы о непрерыв-

ной зависимости решения от начальных данных. Качественное поведение решений, описанное
в предложении 1, показано на фиг. 2. Утверждение (i) доказано.

Остается показать, что решения с начальными значениями , ,
 ( , ) по первой координате  не покидают интервал . Сформу-

лируем результат о структуре решений, если известен характер одного из рассматриваемых ре-
шений.

Утверждение (ii). Пусть задано решение  с начальными значениями

Если решение по первой координате  не покидает интервал ,  ( , ),
которому принадлежит , тогда для любого  ( ) решения  с начальны-

ми значениями  по первой координате  также не покидают интервал ,
, ( , ). Если решение по первой координате  покидает интервал , ,

( , ), тогда для любого  ( ) решение с начальными значениями
 по первой координате  также покидают интервал , , ( ,

).
Доказательство утверждения (ii) следует из теоремы существования и единственности реше-

ния для рассматриваемого функционально-дифференциального уравнения точечного типа.
Теперь мы можем окончательно сформулировать результат о структуре решений с начальны-

ми данными , где  принадлежит интервалам  ( , ).

Утверждение (iii). В условиях доказываемого предложения всякое решение 
с начальными условиями

не покидает замыкание интервала  ( ).
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Доказательство утверждения (iii). Для определенности будем рассматривать случай .
Предположим, что при каком-либо  решение по первой координате  покидает рас-
сматриваемый интервал . В утверждении (ii) описан характер целого семейства решений,
связанного с таким решением. Через  обозначим минимальное среди таких .

Если , то в силу непериодичности решений с начальными данными , 
в окрестности стационарного решения  нарушается непрерывная зависимость от началь-
ных значений.

Если , то по утверждению (ii) при каждом  решение по первой коорди-
нате  также покидает интервал , а при каждом  решение по первой координа-
те  не покидает интервал  и его поведение описано в пункте (i).

В случае, если само решение  с начальными значениями  по

первой координате  также покидает интервал , то в окрестности такого решения нару-
шается непрерывная зависимость от начальных значений. Остается рассмотреть случай, когда
решение  с начальными значениями  по первой координате  не

покидает интервал . В окрестности такого решения также нарушается непрерывная за-
висимость от начальных значений. Следовательно,  и при всех  решение по
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первой координате  не покидает рассматриваемый интервал. Такое же утверждение может быть
доказано и для случая .

Завершим доказательство предложения. По утверждению (iii) решения с начальными услови-
ями  по первой координате  не покидают интервал, которому принадлежит .
Тогда, в силу утверждения (i), для таких решений справедливы все утверждения доказываемого
предложения.

Дадим комментарий к фиг. 3. Малыми кругами обозначены стационарные решения, имею-
щие гиперболический тип. Крестиками обозначены стационарные решения, являющиеся сто-
ками и истоками для одних и тех же решений и имеющие также гиперболический тип.
Штриховыми линиями обозначены сепаратрисы, а коричневым цветом обозначены решения,
неограниченные по первой координате .

3. ВОПРОСЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ ОГРАНИЧЕННЫХ СОЛИТОННЫХ РЕШЕНИЙ
ПРИ НЕЛИНЕЙНОМ ПОТЕНЦИАЛЕ. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Сформулируем предложение об отсутствии при любом  решения, ограниченного по пер-
вой координате , для вспомогательного функционально-дифференциального уравнения то-
чечного типа (16), (17) с квазилинейным потенциалом .

Предложение 2. Если нули нелинейного потенциала  отсутствуют, т.е. , то при любом
 для вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа ,  с

квазилинейным потенциалом  для любых  и  не существует решения

, ограниченного по первой координате  с условием ограниченности ,
.

Доказательство. Так как отсутствуют нули у нелинейного потенциала , то такой потенциал
знакопостоянный. Тогда при любом  имеется либо единственный интервал ,

,  в случае отрицательного потенциала, либо единственный интервал ,
,  в случае положительного потенциала.

Рассмотрим случай отрицательного нелинейного потенциала . По лемме 10 в силу условия
 у вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17)

с квазилинейным потенциалом  не существует периодического решения. Предположим, что
у вспомогательного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17) с
квазилинейным потенциалом  при некоторых  и  существует ре-

1z
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Фиг. 3. Качественная картина ограниченных решений для вспомогательного функционально-дифференци-
ального уравнения точечного типа с квазилинейным потенциалом .

z1

z2

�� �

ΔΦ



948

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 6  2022

А. Л. БЕКЛАРЯН, Л. А. БЕКЛАРЯН

шение , ограниченное по первой координате  с условием ограниченно-
сти , . В силу уравнения (16) найдутся , такие, что . Для

данного решения в силу предложения 1 должны выполняться условия ,
что противоречит ограниченности решения по первой координате. Следовательно, такого огра-
ниченного решения не существует. Точно так же доказательство проводится и в случае положи-
тельного нелинейного потенциала .

Сформулируем результат о существовании ограниченного по первой координате решения
индуцированного функционально-дифференциального уравнения.

Tеорема 3. Пусть задано  и . Тогда для любых  и 

решение  индуцированного функционально-дифференциального уравнения то-
чечного типа (12), (13) с нелинейным потенциалом и начальными значениями  су-
ществует и единственно при всех таких , что

и такое решение по первой координате  удовлетворяет условию ограниченности , .
Доказательство. В силу лемм 8 и 10, а также предложения 1, для соответствующего вспомога-

тельного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (16), (17) с начальны-
ми условиями

существует решение, которое удовлетворяет условию ограниченности , . Началь-
ные условия , совпадающие с множеством , задают фазовый портрет стационар-
ных решений и также удовлетворяют условию ограниченности , . Очевидно, что
все рассмотренные решения будут одновременно и решениями индуцированного функциональ-
но-дифференциального уравнения точечного типа (12), (13) с нелинейным потенциалом. Теоре-
ма доказана.

Дадим комментарий к фиг. 4. На фиг. 4 по сравнению с фиг. 3 сохранены только те ограни-
ченные по координате  решения, которые принадлежат цилиндру , так как
только такие решения вспомогательного функционально-дифференциального уравнения то-
чечного типа с квазилинейным потенциалом  являются одновременно и решениями индуци-
рованного функционально-дифференциального уравнения точечного типа c нелинейным по-
тенциалом общего вида.

Теперь мы можем привести эквивалентную переформулировку теоремы 3 о существовании
решения индуцированного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (си-
стемы (12), (13)), ограниченного по первой координате. Такая переформулировка примет форму
основного результата о существовании ограниченных солитонных решений для исходного вол-
нового уравнения (для системы (2), (3)).

Tеорема 4. Пусть задано  и . Тогда для системы (2), (3) с нелинейным потен-
циалом  общего вида для любых ,  и  существует и единственное со-
литонное решение ,  с характеристикой  и начальными данными
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которое при любом  принадлежит пространству , функция  принадлежит

пространству  и такое солитонное решение ограниченно с условием ограниченности
, .

Доказательство. По теореме 3 для каждого рассматриваемого начального данного  суще-
ствует, причем единственное, решение , , индуцированного функционально-
дифференциального уравнения точечного типа (12), (13) с нелинейным потенциалом  общего
вида, с начальным условием  и условием ограниченности по первой коорди-
нате . В силу соотношений (9) решению , , с начальными данными

 соответствует солитонное решение , , системы (2), (3) с
нелинейным потенциалом  общего вида, характеристикой , начальными условиями

 и условием ограниченности , .
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Показано, что любое вещественно-аналитическое решение продолжается до глобально-ме-
роморфной функции от пространственной переменной  при каждом фиксированном зна-
чении временной переменной . Во вполне фокусирующем случае показано также, что любое
локальное вещественно-аналитическое решение продолжается вещественно-аналитически в
некоторую (зависящую от решения) максимальную полосу, параллельную оси . Библ. 25.

Ключевые слова: нелинейное уравнение Шрёдингера, вещественно-аналитические решения,
аналитическое продолжение.

DOI: 10.31857/S0044466922060072

1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКИ РЕЗУЛЬТАТОВ

Для любых натуральных чисел  и  обозначим через  множество всех комплексных -
матриц или, эквивалентно, множество всех линейных операторов . Нас интересуют
свойства вещественно-аналитических ( ) решений  матричного нелинейного
уравнения Шрёдингера

(1.1)

где  – вещественные переменные, нижние индексы  и  означают частные производные по
этим переменным, через  и  обозначены заданные (произвольные) не-

вырожденные эрмитовы матрицы,  – открытое множество, а  означает отоб-
ражение, эрмитово сопряженное к .

Заметим, что базисы в пространствах  и  можно выбрать состоящими из собственных
векторов матриц  и , что делает сами эти матрицы диагональными: ,

, где . В частности, при , полагая , можно
записать (1.1) в виде одного скалярного уравнения на функцию ,

(1.2)

Это уравнение было впервые изучено методом обратной задачи теории рассеяния в [1]. Различа-
ют его фокусирующий случай  (отвечающий притягивающей нелинейности) и дефокусиру-
ющий случай  (отталкивающая нелинейность). При  и , полагая ,

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 19-01-00474).

x
t

x

n k nkM ×n k
→C C

k n

ω= C Ω →: nku M

+= * ,t xxiu u uAu Bu

,x t x t
∈= * kkA A M ∈= * nnB B M

Ω ⊂ R
2
xt Ω →* : knu M

u

C
k

C
n

A B α α…1= diag( , , )kA
β β…1= diag( , , )nB α β ∈R, \{0}i j = = 1n k λ α β ∈R1 1:= \{0}

Ω → C:u

+ λ 2= | | .t xxiu u u u

λ > 0
λ < 0 = 2n = 1k λ α β1:=j j

УДК 517.957

УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

EDN: JGGAZY



952

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 6  2022

ДОМРИН

, получаем (1.1) в виде системы двух уравнений на компоненты  вектора

,

(1.3)

известной как система Манакова [2] или векторное нелинейное уравнение Шрёдингера. Случай
  называется вполне фокусирующим, а случай   – вполне дефокусиру-

ющим.
Изучению матричного нелинейного уравнения Шрёдингера (1.1), а особенно его частных слу-

чаев (1.2) и (1.3), и свойств его решений различных классов посвящена обильная литература.
О физических приложениях и об анализе специальных решений см. [3]–[5] и ссылки там. Метод
обратной задачи теории рассеяния применительно к (1.2) занимает половину классической кни-
ги [6], а его распространение на общее уравнение (1.1) с быстроубывающими граничными усло-
виями описано в [7], [8]. Наконец, различные классы решений уравнения (1.2) и его обобщения
на случай многих пространственных переменных изучаются с точки зрения уравнений с частны-
ми производными в [9], [10], хотя для общего уравнения (1.1) результатов этого направления из-
вестно мало.

Нетрудно заметить, что большинство физически интересных решений являются веществен-
но-аналитическими по  и  (таковы, в частности, многосолитонные решения, аномальные вол-
ны, бризеры, конечнозонные решения) и у них нет особенностей, кроме полюсов, даже при ком-
плексных значениях  и . Но следующая теорема влечет, что класс вещественно-аналитических
решений еще намного богаче.

Теорема 1. Для любых чисел  и произвольных -функций , на неко-
тором открытом множестве , содержащем , существует единственное -реше-
ние  уравнения (1.1) такое, что  и  для всех .

Доказательство теоремы 1 дано в разд. 2 ниже и состоит по существу в применении теоремы
Коши–Ковалевской с  в качестве временнóй переменной. Взять  в качестве временнóй пере-
менной нельзя, так как ни условия, ни заключение теоремы Коши–Ковалевской в этом случае
не будут выполнены, что было известно еще С.В. Ковалевской на примере уравнения теплопро-
водности. Приведем ее классический результат (см. [11, с. 22–24], [12]), служащий парадигмой
для наших теорем 2 и 3. Задача Коши ,  с заданной -функцией

 в качестве начального условия имеет -решение  в окрестности начала ко-
ординат  тогда и только тогда, когда существует целая функция , удовлетво-

ряющая оценке  при некоторых  и всех  и такая, что  при
.

Поскольку столь сильное ограничение на начальное условие может показаться неожидан-
ным, дадим набросок доказательства необходимости. Так как  для всех , то

, если . По неравенствам Коши для ,

 при некотором  и всех . Но тогда радиус сходимости ряда

 по формуле Коши–Адамара равен  (а требуемая оценка для модуля суммы этого
ряда вытекает из формул для порядка и типа целой функции; см., например, [13,  15, п. 47]). За-

меняя  на , получаем то же заключение и для нечетной части  начального усло-

вия. В частности, мы видим, что всякое локальное -решение уравнения  (а также
, с тем же доказательством) аналитически продолжается до -решения в некоторую го-

ризонтальную полосу на , параллельную оси .
На примере уравнения теплопроводности хорошо иллюстрируется также эффект аналитиче-

ского сглаживания, которым обладает уравнение (1.2). А именно, решение задачи Коши ,
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 с периодическими граничными условиями обычным методом разделения пере-
менных имеет вид

Даже при небольшой регулярности начального условия, скажем, при , последова-
тельность его коэффициентов Фурье равномерно ограничена, , и тогда ряд для  схо-

дится равномерно на компактах в полупространстве . Значит, его сумма голо-
морфна в этом полупространстве и, в частности, решение  вещественно-аналитично на от-
крытой полуплоскости . То же самое верно и для решения на , заданного
формулой Пуассона

если только начальное условие  принадлежит  при некотором . Этот факт был
отмечен Вейерштрассом в 1874 г. (в связи с упомянутым выше результатом Ковалевской) и ис-
пользован им в 1881 г. для доказательства знаменитой теоремы о равномерном приближении по-
линомами на отрезке.

Указанный факт полностью справедлив для линейного уравнения Шрёдингера 
(см., например, [9, лемма 2.2.4 и  2.5]) и частично для нелинейного уравнения Шрёдингера (1.2)

(см. [14, теорема 1.1]; см. также [9, замечание 5.7.6]): если , то при каждом
 найдется такое , что классическое решение  задачи Коши  для

уравнения (1.2) вещественно-аналитично по  и  на прямоугольнике . Здесь
 означает соболевское пространство. Таким образом, если начальное условие достаточно

гладкое (примерно ) и убывает достаточно быстро при , то решение задачи Коши для
(1.2) мгновенно становится вещественно-аналитическим. (Это еще одна причина для изучения
класса вещественно-аналитических решений: в него попадает решение любой задачи Коши,
как только время сдвинулось с начального момента.) Для уравнения (1.1) с любыми  этот
факт пока не установлен, хотя в [15] проведена подготовка для некоторого класса систем, со-
держащего (1.3).

Наши результаты о свойствах вещественно-аналитических решений уравнения (1.1) с любы-
ми натуральными  и  содержатся в следующих двух теоремах. Они не вытекают из результатов
об аналитическом сглаживающем эффекте, но и не влекут их.

Теорема 2. Для любого -решения  уравнения (1.1) в окрестности точки  можно
указать такое число  и такое мероморфное -значное отображение  на области

, что  в окрестности точки  в .

Теорема 3. Пусть все собственные значения матриц  и  одного знака. Тогда для любого -ре-
шения  уравнения (1.1) в окрестности точки  существует единственная максималь-
ная полоса , где , и -решение 

уравнения (1.1) на полосе  такое, что  в окрестности точки  в .

Таким образом, по теореме 2 все -решения уравнения (1.1) аналитически продолжаются в
область комплексных значений  и , причем глобально мероморфно по . О характере продол-
жения по  в общем случае ничего сказать нельзя, т.к. за счет выбора функций  в теореме 1
можно построить -решение, продолжение которого на комплексные значения  и  имеет лю-
бую наперед заданную особенность по  при данном . Во вполне фокусирующем случае тео-
рема 3 гарантирует продолжение любого -решения до -решения в некоторой полосе, па-
раллельной оси , совсем как для уравнения теплопроводности в упомянутом выше результате
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С.В. Ковалевской. Для остальных случаев уравнения (1.1) (вполне дефокусирующего и смешан-
ных) это утверждение также будет верно, но только если допустить полюсы у продолженного в
полосу решения (это вытекает из теоремы 2). 

Отметим еще, что утверждение теоремы 3 неулучшаемо в следующем смысле. Для любых ,
, существует -решение  вполне фокусирующего уравнения (1.1) на по-

лосе , не допускающее -продолжения ни через одну граничную точку
этой полосы. Такое решение можно построить с помощью теоремы 1 (для этого, согласно теоре-
ме 2, достаточно, чтобы хотя бы одна из функций  на интервале  не допус-
кала даже мероморфного продолжения в окрестности точек  и  на комплексной
плоскости ).

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
Полагая , перепишем (1.1) в виде следующей системы на вещественные

-матричнозначные функции  и :

где  и  – полиномы с вещественными матричными коэффициентами. К этой системе приме-
нима теорема Коши–Ковалевской (см. [16, гл. I,  7]), согласно которой для любой точки

 и любых вещественно-аналитических -значных функций , за-
данных в окрестности точки , единственное решение указанной системы с начальными усло-
виями

задаваемое формальными степенными рядами с -значными коэффициентами от  и
, является сходящимся в некоторой окрестности точки . Если при этом начальные

условия – вещественные матрицы, то все коэффициенты указанных степенных рядов также ве-
щественные матрицы, а значит,  и  – вещественные -значные функции при всех
вещественных значениях  и  вблизи точки . Применив эти соображения к начальным
функциям  и , , во всех точках  интервала  и взяв объ-
единение полученных окрестностей точек  в качестве , приходим к требуемому заключе-
нию.

3. ПОДГОТОВКА К ДОКАЗАТЕЛЬСТВУ ТЕОРЕМЫ 2
3.1. Представление нулевой кривизны

Хорошо известен следующий факт (см., например, [17, п. 1.61]). Пусть  и  – гладкие
-значные функции на односвязной области  (или голоморфные функции на од-

носвязной области ). Тогда система

(3.1)

имеет гладкое (или голоморфное) обратимое решение  в том и только том слу-
чае, когда всюду на  выполнено условие совместности

(3.2)
Здесь и далее через  обозначается коммутатор матриц. В дальнейшем мы пола-
гаем  и записываем элементы из  в виде блочных матриц:

(3.3)
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Вводя дополнительный спектральный параметр , рассмотрим в качестве  и 
следующие полиномы степеней 1 и 2 по :

(3.4)

с постоянными диагональными матрицами  и блочно-внедиагональной относительно разло-
жения (3.3) матрицей  вида

(3.5)

причем матричнозначные полиномы

(3.6)

от  и  подобраны так, чтобы левая часть уравнения (3.2) не зависела от . Тогда условие сов-
местности (3.2) вспомогательной линейной системы (3.1) записывается в виде следующей систе-
мы из двух матричнозначных уравнений на компоненты  матрицы :

(3.7)

Если мы дополнительно наложим на эти компоненты условие (в котором переменные  и  счи-
таются комплексными, отсюда сопряжение в правой части)

(3.8)
и заменим  на , то каждое из двух уравнений системы (3.7) принимает вид (1.1) (здесь важны
эрмитовость и обратимость матриц  и ). Таким образом, уравнение (1.1) представлено как
условие совместности вспомогательной линейной системы (3.1), заданной равенствами (3.4)–(3.6),
(3.8). Это представление (или его аналоги) используется во всех работах, изучающих матричное
нелинейное уравнение Шрёдингера (1.1) и его частные случаи (1.2), (1.3) методом обратной зада-
чи теории рассеяния (см. [1]–[8]).

3.2. Условие невырожденности
Одним из результатов локального голоморфного варианта метода обратной задачи теории

рассеяния [18], [19] является следующий факт. Все локальные голоморфные решения  усло-
вия совместности (3.2) вспомогательной линейной системы (3.1), заданной равенствами (3.4) с
произвольными постоянными диагональными матрицами  и внедиагональной

-значной функцией , а также надлежащим обобщением равенств (3.6) на этот слу-
чай, допускают аналитическое продолжение до глобально мероморфных функций от , если
выполнено условие невырожденности:

(3.9)
(Напомним, что матрица имеет простой спектр, если все ее собственные значения различны.)
В случае невыполнения условия (3.9), к приведенному выше утверждению имеются контр-
примеры, например, система Дринфельда–Соколова [20], [21], ассоциированная с уравне-
ниями Лакса , где  и . Для этой системы

 и .
В нашем случае матриц , заданных равенством (3.5), условие невырожденности (3.9) вы-

полнено тогда и только тогда, когда . Поэтому теорема 2 была до сих пор доказана [22]
только в скалярном случае .

3.3. Ключевое алгебраическое свойство
Несмотря на невыполнение условия невырожденности (3.9) для интересующих нас матриц (3.5),

рассуждения из [18], [19] могут быть проведены с надлежащими модификациями, если вместо
всех внедиагональных голоморфных -значных функций  рассматривать только
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блочно-внедиагональные (как и указано в (3.5)) и воспользоваться следующим алгебраическим
свойством (3.10) матрицы  из (3.5).

Обозначим через  и  векторные пространства всех блочно-
диагональных и блочно-внедиагональных -матриц относительно разложения (3.3). Они
являются инвариантными подпространствами линейного оператора , за-
данного формулой , причем  на подпространстве  и

на подпространстве . В частности,

(3.10)

Это свойство многократно применяется в следующем пункте и еще дважды – в следующем раз-
деле для проверки выполнения условий леммы 3.

3.4. Формальные калибровочные преобразования

Пусть  есть множество всех -значных голоморфных ростков в точке , а
 и  – его подмножества, состоящие из всех -значных (т.е. блочно-диагональных) и

-значных (т.е. блочно-внедиагональных) ростков соответственно. Для любой матрицы
 обозначим через  ее блочно-диагональную часть (проекцию на  в разложении

), а через  ее блочно-внедиагональную часть.
Обсудим вопрос о приведении первого уравнения  системы (3.1) к блочно-диагональ-

ному виду с помощью замены неизвестной функции  на новую неизвестную функцию 
для некоторой -значной функции . В этом случае новое уравнение принимает
вид , где . Нам будет удобно считать зависимость от спектрального
параметра  формальной, введя следующую терминологию.

Назовем связностью любой формальный ряд Лорана вида , где
матрица  задана формулой (3.5) и  для всех . Калибровочным преобразованием называ-
ется любой ряд вида

 , 

где  для всех . Такие преобразования образуют группу относительно обычного
умножения формальных степенных рядов от . По определению, действие элемента  этой
группы переводит связность  в связность . Это определение равносильно
дифференциальному уравнению  или равенству  диффе-
ренциальных операторов первого порядка. Из последнего равенства легко вывести групповое
свойство: если  переводит  в , а  переводит  в , то действие ряда  переводит  в ,
а действие обратного ряда  переводит  в .

Лемма 1. Пусть . Тогда для любого набора блочно-диагональных ростков 
 и любого набора блочно-диагональных матриц   существует един-

ственный формальный степенной ряд вида

  с  , 

удовлетворяющий дифференциальному уравнению

(3.11)

и нормировочному условию  при  .

a
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Доказательство. Сравнение коэффициентов при степенях  в левой и правой частях уравне-

ния (3.11) дает равенства  (при ) и  (при ,
). Полагая  и , запишем эти равенства в виде

 

 

 

Свойство (3.10) позволяет нам последовательно найти (т.е. выразить через ,  и ) ростки

 из ( ),  из ( ), 

из ( ),  из ( ),  из (  и т.д.
Лемма 2. Всякое калибровочное преобразование связности  в себя блочно-диагонально

и не зависит от .

Доказательство. Уравнения ( ), ( ) и ( ) с  и  принимают вид

Отсюда в силу (3.10) по индукции вытекает, что  для всех . Так как , то
оставшиеся матрицы  не зависят от .

3.5. Классы Жевре
Построенные в п. 3.4 калибровочные преобразования, как правило, расходятся (имеют нуле-

вой радиус сходимости) как степенные пяды от . Удобный способ количественно измерять
скорость этой расходимости доставляется понятием класса Жевре.

Для каждого  будем обозначать через  и называть классом Жевре  множество всех

формальных степенных рядов вида  с  таких, что ряд

 имеет ненулевой радиус сходимости. Здесь  означает любую норму на ,

обладающую свойством . Обозначим через  множество всех блочно-внедиаго-
нальных , т.е. таких, что  для всех . Кроме того, при  и  обозначим

через  множество всех формальных степенных рядов  с  та-

ких, что . Тогда ясно, что  есть банахово пространство с нор-

мой , изометрически изоморфное пространству , и что для всех  выполнено равенство

Устанавливать принадлежность формальных степенных рядов тем или иным классам Жевре
мы будем с помощью следующей леммы.

Лемма 3. Пусть даны целые числа  и зависящее от параметра  дифференциальное
уравнение

(3.12)

на -значную голоморфную функцию  в окрестности точки , где  есть обра-
тимый линейный оператор, а каждое  есть полином от компонент вектора  с -значными
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коэффициентами, голоморфными в точке . Тогда это уравнение имеет единственное формальное
решение вида

  

с -значными коэффициентами, голоморфными в точке . При этом все -значные ростки 
голоморфны в некоторой общей для них окрестности точки , , и формальный ряд 
принадлежит классу Жевре .

Эта лемма является частным случаем результата Я. Сибуя об асимптотике решений сингуляр-
но возмущенных систем обыкновенных дифференциальных уравнений (см. [23, теорема A.5.4.1]
или [24, теорема XII-5-2]). Ее короткое прямое доказательство приведено в [19,  5.2].

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Применяя лемму 1 с  и  при всех , мы видим, что для любого ростка 
существует единственное формальное решение

 , , 

дифференциального уравнения  такое, что все коэффициенты  фор-
мального степенного ряда

(4.1)

блочно-внедиагональны (т.е. принадлежат ). Ряд  называется локальными данными рас-
сеяния голоморфного блочно-внедиагонального ростка  в точке . Наше доказательство
теоремы 2 устроено как серия лемм о свойствах отображения  и обратного к нему.

Лемма 4.  для всех .

Доказательство. Полагая в равенствах ( ), ( ) и ( ), эквивалентных уравнению (3.11),
 для всех целых , можно последовательно найти  из ( ),  из

( ),  из ( ),  из ( ),  из ( ) и т.д. Это означает, что
для любого  существует единственное калибровочное преобразование  неко-
торой блочно-диагональной связности (в наших обозначениях равной , где

) в связность  такое, что формальный степенной ряд 

блочно-внедиагонален для всех  из той окрестности точки , в которой определен росток .
Покажем, что

(4.2)

Действительно, существует блочно-диагональное калибровочное преобразование  связно-
сти  в связность  (оно строится отдельно на каждом блоке). Тогда

 есть калибровочное преобразование связности  в се-
бя, а все такие преобразования блочно-диагональны и не зависят от  по лемме 2. Из равенства

 в силу блочной диагональности  и блочной внедиагональности
 вытекает, что  и . Отсюда получаем равенство , ко-

торое при  превращается в (4.2).
Покажем теперь, что . Рассмотрим блочно-внедиагональный степенной ряд

. Уравнение (3.11) для , имеющее вид , пе-
реписывается в терминах  так: . Взяв блочно-диагональ-
ные части, получим . Подставляя теперь  в блочно-внедиагональные ча-
сти, получаем уравнение вида (3.12), которому удовлетворяет :
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где , как в п. 3.3. Применив лемму 3 с  (для чего надо записать все компоненты
матрицы  в один вектор  и воспользоваться свойством (3.10) оператора ), получим, что

. 

Лемма 5. Отображение  инъективно.

Доказательство. Зададим матрицы  формулами  и

. Сравнение коэффициентов при  в равенстве

 дает набор уравнений

(4.3)

а сравнение коэффициентов при  в том же равенстве дает

(4.4)

Пусть нам известны коэффициенты  формального ряда . За-
дача состоит в том, чтобы выразить через них матрицы , в терминах которых можно
найти  согласно (4.3). На шаге 1 мы находим  из (4.3) и замечаем, что ра-
венства (4.4) с  выражают набор всех  через набор всех  и . Это позволяет нам на ша-
ге 2 найти  из (4.3) и выразить все  через уже известные матрицы , , ,  по-
средством равенств (4.4) с . Продолжая таким образом, получаем явные формулы для всех
коэффициентов  ростка  через коэффициенты  формального ряда , чем и доказана
инъективность отображения . 

Для формулировки следующей леммы определим отображение  по формуле

(4.5)

означает вычет формального ряда Лорана, а через  обозначено единственное ре-
шение задачи Римана

(4.6)
(см. [18,  5] или [19,  4, особенно п. 4.3 и равенство (4.8)]). Указанное решение существует для

всех  в некоторой окрестности точки , имеет вид  для некоторых

ростков  и является (согласно лемме 4.9 работы [19]) калибровочным преобразованием
связности  в связность , причем .

Лемма 6. Имеем  для всех . В частности, отображение  би-
ективно и обратным к нему является сужение отображения  на .

Доказательство. Положим . Тогда  является калибровочным преобразова-
нием связности  в связность . Обозначая через  калибровоч-
ное преобразование из определения (4.1) формального степенного ряда , мы видим из груп-
пового свойства, что  является калибровочным преобразованием связно-
сти  в себя. Но все такие преобразования по лемме 2 блочно-диагональны и не зависят
от . В частности, при  равенство  принимает вид

для блочно-диагонального степенного ряда . Отделяя здесь блочно-диагональные
и внедиагональные части и пользуясь (впервые в этом рассуждении) блочной внедиагонально-
стью , мы получаем равенства  и , влекущие требуемое равенство

.
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Тем самым доказана сюръективность  как отображения . Вместе с леммой 5
это влечет, что указанное отображение биективно, причем  и  суть обратные друг к другу би-
екции между множествами  и .

Лемма 7. Пусть  и  при некотором . Тогда существует такая глобально-
мероморфная функция , что  для всех  в некоторой окрестности точки .

Доказательство. Если росток  таков, что формальный ряд  принадлежит 
при каком-то , то задача Римана (4.6) из определения ростка  подпадает под условия тео-
ремы 3(B) из [18] (или теоремы 4(B) из [19]) с  и . По указанной теореме,  яв-
ляется глобально-мероморфной функцией от  со значениями в банаховом пространстве

 для любого . Отсюда вытекает глобальная мероморфность всех коэффициентов 

разложения , а значит, и глобальная мероморфность -значной

функции , определенной равенством (4.5). Но так как по лемме 6 имеем 
для всех , то росток построенной функции  в точке 
совпадает с исходным ростком .

Лемма 8. Пусть  и задача Коши  для уравнения (3.2) с полиномами 
вида (3.4)–(3.6) или, что то же самое, для системы (3.7) на компоненты  матрицы  имеет ло-

кальное голоморфное решение  в окрестности точки . Тогда .
Доказательство. Будем обозначать через  множество всех голоморфных -знач-

ных ростков в точке , а через  подмножество всех блочно-внедиагональ-
ных ростков. Сначала рассмотрим произвольный росток . По лемме 1, при каж-
дом фиксированном , близком к , существует единственный формальный степенной
ряд  с коэффициентами из  такой, что

 и ряд  блочно-внедиагонален. (Отметим, что голоморфность
всех  по  ясна из доказательства леммы 1 и что формальный ряд  по опреде-
лению совпадает с данными рассеяния  ростка .) Положим

(4.7)

Это полином степени 2 от  с коэффициентами из .
Покажем, что если росток  удовлетворяет уравнению (3.2) как в условии леммы, то

формальный ряд Лорана  имеет вид

(4.8)

для некоторых блочно-диагональных ростков . Действительно, вводя в рассмотрение по-
линомы  и  степени 1 от  с коэффициентами из , мы
можем переформулировать определение ряда  так:  есть калибровочное преобра-
зование связности  в связность  в том же смысле, что
и в п. 3.4. С другой стороны, выполнение уравнения (3.2) для ростка  эквивалентно
тому, что связность  плоская:

Так как кривизна связности меняется ковариантным образом при калибровочных преобразова-
ниях (в том числе и формальных), то получаем отсюда равенство , т.е.

. Подставляя разложение  в равенство , прихо-
дим к системе
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откуда убывающей индукцией по , начиная с уже известного коэффициента , убеж-
даемся, что все матрицы  блочно-диагональны и не зависят от , чем и доказано утвержде-
ние (4.8).

По самому определению ряда , блочно-внедиагональный ряд  удовле-
творяет дифференциальному уравнению . Отделяя в этом равенстве
блочно-диагональные части, имеем . Подставляя теперь  в
блочно-внедиагональные части, получаем уравнение вида (3.12), которому удовлетворяет :

Чтобы проверить, что это уравнение действительно имеет вид (3.12) (с переменной  вместо  и
после записи всех матричных элементов  в один вектор ), заметим следующее. Во-пер-
вых, как разность между  и , так и выражение  являются полиномами степени
не выше  от , коэффициенты которых зависят голоморфно от  и полиномиально от . Во-вто-
рых, линейный оператор  на пространстве  обратим согласно (3.10). Поэтому вы-
полнены условия леммы 3 с , которая и дает, что формальный ряд  принад-
лежит классу .

Теорема 2 вытекает из лемм 7 и 8. Действительно, пусть  – любое -решение урав-
нения (1.1) в окрестности точки . Подставляя в степенные ряды для всех компонент
отображения  комплексные значения переменных  и , можно считать  голоморфной

-значной функцией в окрестности точки  в . Тогда, согласно (3.8), блочно-внедиаго-
нальная функция

(4.9)

является голоморфным решением системы (3.7) в окрестности  в . По лемме 8 имеем
 для всех , близких к . Тогда по лемме 7 функция  гло-

бально мероморфна по  при каждом  вблизи  и совпадает с  в окрестности точ-
ки . Из определения (4.5) отображения  видно, что функция  мероморфна на

 как функция двух переменных. Записав теперь

получаем искомое мероморфное продолжение  исходной функции .

5. ПОДГОТОВКА К ДОКАЗАТЕЛЬСТВУ ТЕОРЕМЫ 3

Фиксируем точку . Будем называть голоморфный блочно-внедиагональный росток
 симметричным, если матрица  косоэрмитова для всех , близких к . Это эк-

вивалентно тому, что  для всех , близких к .
Лемма 9. Если росток  симметричен, то формальный степенной ряд

 блочно-диагонален.
Доказательство. Применим к дифференциальному уравнению , входя-

щему в определение (4.1) ряда , операцию эрмитова сопряжения и заменим в
полученном равенстве переменные  на  соответственно. В силу косоэрмитовости матри-
цы  и симметричности  полученное равенство можно переписать в виде

, означающем, что ряд  является калибровочным преобра-
зованием связности  в связность . Тогда калибровочное преобра-
зование  переводит  в себя. По лемме 2 оно блочно-диагонально. При  полу-
чаем, что ряд  блочно-диагонален. Принадлежность этого
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ряда множеству  вытекает из леммы 4 и замкнутости  относительно умножения
(см. [18, лемма 2] или [19, лемма 4.2]).

Лемма 10. Пусть росток  симметричен и  для некоторого . Тогда най-
дется блочно-диагональный ряд  такой, что ряд  удо-
влетворяет равенству .

Доказательство. Ясно, что ряд  удовлетворяет равенству
, т.е. оба блока блочно-диагональной (по лемме 9) матрицы  суть формальные сте-

пенные ряды от  с эрмитовыми коэффициентами и со свободным членом . По лемме 2 рабо-
ты [18] (или лемме 4.2 работы [19]) векторное пространство  является при каждом

 банаховой алгеброй относительно нормы  и обычного умножения
формальных степенных рядов. Выберем  столь малым, что  (это возможно в си-
лу условия , , и леммы 4 работы [18]) и, пользуясь голоморфным функциональ-
ным исчислением в банаховых алгебрах (см., например, [25, теорема 10.27]), применим отдельно
к каждому из двух диагональных блоков матрицы  голоморфную функцию

, где  и  для любого  (при
подстановке  вместо  ряд сойдется по норме пространства ). Получим блоч-
но-диагональный ряд  со свойствами  и . Перепишем послед-
нее равенство в виде . Тогда формула  принимает вид

 для , что и требовалось.
Лемма 11. Пусть росток  симметричен и  для некоторого . Тогда гло-

бальное мероморфное продолжение  ростка , существующее по лемме 7, не имеет полю-
сов на вещественной оси .

Доказательство. Согласно формуле  из доказательства леммы 7 и определению (4.5)
отображения , функция  голоморфна в каждой точке , для которой задача Римана (4.6)
разрешима. С другой стороны, разрешимость (4.6) при заданном значении  вытекает из
разрешимости при том же  задачи Римана

(5.1)

полученной из (4.6) заменой ряда  в левой части на ряд  из леммы 10.
(Действительно, так как блочно-диагональный ряд  коммутирует с диагональной матрицей

, то (5.1) можно записать в виде , откуда после
умножения слева на  ясно, что ряды  и  образуют решение (4.6).) Поэтому
достаточно доказать разрегимость задачи Римана (4.6) для всех . Это и делается далее.

Будем обозначать через  и  положительную и отрицательную части ряда Лорана:

и введем обозначение . Согласно сказанному в [18,  5], для разрешимости изу-
чаемой нами задачи Римана (5.1) достаточно, чтобы был обратим оператор ,
стоящий в левой части равенства (11) работы [18], где , ,

. Отметим, что в силу леммы 6 работы [18],  есть фредгольмов оператор ин-
декса 0 на банаховом пространстве  для надлежащего  (где можно считать

, см. выбор  сразу после доказательства леммы 7 работы [18]). Согласно аль-
тернативе Фредгольма (см., например, [25, теорема 4.25]), этот оператор обратим тогда и только
тогда, когда имеет нулевое ядро. Поэтому достаточно проверить, что если  и , то

.
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Для этой проверки заметим, что из равенства  вытекает . Но
выражение  совпадает с . Поэтому равенство

 означает, что формальный ряд Лорана  (корректно опреде-
леный в силу указанного выше выбора ) содержит только неотрицательные степени . Значит,
это верно и для сопряженного ряда  и для их произведения

которое в силу свойств  и  равно  и, тем самым, содержит

только отрицательные степени . Следовательно, . Подставляя ,

, и приравнивая коэффициент при  нулю, получаем , откуда . Тем
же рассуждением по индукции выводим, что все матрицы  равны 0, что и требовалось.

6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Сделаем замену неизвестной функции в уравнении (1.1) по формуле , где
, . Подставляя это выражение для  в (1.1) и сокращая на  слева и

на  справа, получим для  опять уравнение вида (1.1), но с новыми матрицами  и
. Во вполне фокусирующем случае, когда все собственные значения эрмитовых мат-

риц  и  можно считать положительными, легко подобрать эрмитовы матрицы  так, что
 и . Тогда, обозначая новую неизвестную функцию опять через , мы получаем,

что матрица , заданная равенством (4.9), косоэрмитова для всех  в окрестности
точки . В частности, росток  симметричен при любом выборе

 вблизи . Применяя к этому ростку лемму 11, видим, что (существующее по теореме 2) гло-
бальное мероморфное продолжение  исходного решения  не имеет полюсов на  при
любом выборе  вблизи . Тем самым получено продолжение исходного ростка  до

-решения  уравнения (1.1) на некоторой полосе . Остается взять в
качестве  точную нижнюю грань всех возможных , а в качестве  – точную верхнюю
грань всех возможных .
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1. ВВЕДЕНИЕ
Исследование нелинейных процессов переноса излучения приводит к необходимости изуче-

ния краевых и начально-краевых задач для нелинейных интегродифференциальных уравнений
с частными производными. Вопросы физического, математического и численного моделирова-
ния процессов переноса излучения рассматриваются, в частности, в [1]–[7].

В работе [8] изучается нелинейная стационарная система, включающая кинетическое уравне-
ние переноса излучения и уравнения статистического равновесия, возникающие при исследова-
нии модели двухуровневого атома в предположении полного перераспределения излучения по
частоте [1]–[3]. Получены строгие результаты о существовании и единственности решения кра-
евой задачи, предложен и обоснован линеаризирующий итерационный алгоритм ее решения.

Соответствующая нестационарная нелинейная система интегродифференциальных уравне-
ний переноса излучения изучалась в работах [9]–[13]. Обсуждались вопросы корректности по-
становки смешанной задачи для рассматриваемой системы, была установлена стабилизация при

 решения задачи при произвольных начальных условиях.
В соответствии с физическим смыслом, решения уравнений теории переноса излучения

должны быть неотрицательными функциями. В этом случае естественно возникают упорядо-
ченные функциональные пространства, определяемые конусом неотрицательных функций, и
при изучении задач возможно применение теории порядковых структур. Как показано в работе
[13], вопросы порядковой и метрической стабилизации решений нестационарных задач могут
исследоваться на основе общих подходов, связанных со свойствами полугрупп изотонных опе-
раторов, действующих в полных и условно полных решетках [14]–[17].

В настоящей работе развиваются результаты работ [9]–[13]. Рассматривается система инте-
гродифференциальных уравнений, содержащая нестационарное уравнение переноса излучения
и систему стационарности для модели двухуровнего атома. Изучается корректность постановки

1)Работа выполнена при финансовой поддержке научно-образовательным математическим центром “Математика
технологий будущего” (Соглашение № 075-02-2022-883).

→ ∞t

→ ∞t

УДК 517.95

УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

EDN: VPMLUI
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начально-краевой задачи для этой системы, исследуется поведение решения задачи при  с
использованием методов теории упорядоченных пространств.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим следующую систему нелинейных интегродифференциальных уравнений теории

переноса излучения, соответствующую модели двухуровнего атома [3], [4]:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Здесь , ; ;
, .

Функция  – удельная интенсивность излучения,  и  – пространственные плотности ато-
мов среды, находящихся в основном и в возбужденном состоянии соответственно. Подробная
информация о физическом смысле функций и коэффициентов приводится в работах [3], [4].

Пусть  – выпуклое ограниченное множество с гладкой границей , имеющей всюду внеш-
нюю нормаль  ( ), и диаметром . Система (2.1)–(2.3) дополняется граничным
условием

(2.4)

соответствующим отсутствию внешнего потока частиц, падающего на границу области, и на-
чальным условием

(2.5)

Предполагается, что , , , , , , , ,  – заданные положительные числа, удо-
влетворяющие условию

(2.6)

, , , ,  – заданные функции, измеримые и неотрицательные почти всюду
в своих областях определения, удовлетворяющие условиям

(2.7)

Определим характеристику  дифференциального оператора  системой урав-
нений

и обозначим через  оператор дифференцирования вдоль характеристики :

Пусть . Для произвольного измеримого подмножества  евклидова простран-
ства через  обозначим конус неотрицательных функций в ;  – класс
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функций , абсолютно непрерывных вдоль почти каждой характеристики  в
 и таких, что

.
Аналогичные классы впервые были введены в работе В.С. Владимирова [6] для стационарных

задач теории переноса и использовались при изучении нестационарных задач в [9], [13].
Предполагается, что начальная функция  принадлежит классу .
Решением задачи (2.1)–(2.5) называется функция , удовлетворяющая си-

стеме (2.1)–(2.3) и начальным и краевым условиям (2.4), (2.5) почти всюду, дифференциальный
оператор  в (2.1) понимается как оператор  дифференцирования вдоль ха-
рактеристики .

Теорема 1. Пусть коэффициенты системы удовлетворяют условиям (2.6), (2.7). Тогда при любой
начальной функции  и любом  решение  задачи (2.1)–(2.5) существует,
единственно и непрерывно зависит от начальной функции . Кроме того, имеет место включение

.
Введем следующие обозначения:

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

В работах [9], [13] подобные обозначения использовались для исследования других классов
нестационарных задач теории переноса излучения. Систему (2.1)–(2.3) можно переписать в виде

(2.12)

(2.13)

Функция  является решением задачи (2.1)–(2.5) тогда и только тогда, ко-
гда  – решение задачи (2.12), (2.4), (2.5), где ,  в (2.12) определяются по фор-
мулам (2.13).

Дифференциальные свойства функционального класса  позволяют определить
для любого  однопараметрические семейства операторов

имеющие смысл “следа” функции  на множестве .
Если  – решение задачи (2.12), (2.4), (2.5) из класса , то значе-

ние следа  не зависит от  и лежит в  при всех .
Определим семейство , , операторов  соотношением

 для всех , где  – решение задачи (2.1), (2.2)–(2.5)
с начальным условием . Введенное семейство операторов в силу независимости ко-
эффициентов системы (2.1), (2.2), (2.3) от времени обладает полугрупповыми свойствами и на-
зывается разрешающей полугруппой задачи (2.1)–(2.5).
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Множество  является условно полной решеткой [14] с отношением частичного порядка ,
где  тогда и только тогда, когда  почти всюду в . Формула

(2.14)

определяет функционал , удовлетворяющий условиям

 при , , и является, поэтому, положительной оценкой на 
(см. [14]), превращающей  в метрическое пространство с функцией расстояния

Справедлива
Теорема 2. Пусть коэффициенты системы (2.1), (2.2), (2.3) удовлетворяют условиям (2.6), (2.7).

Тогда существует единственная стационарная траектория , , отно-
сительно разрешающей полугруппы операторов  задачи (2.1), (2.2)–(2.5). Для любых 
справедлива оценка

при , где положительные постоянные , ,  не зависят от выбора .

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Положим , где , .
Система (2.12), (2.13) примет вид

(3.1)

(3.2)

Система (3.1), (3.2) рассматривается при начальных и граничных условиях

(3.3)

Пусть  – характеристика, проходящая в момент времени

 через точку . Обозначим через  момент пересечения характеристикой границы
области  такой, что либо , либо  соответствует пересечению той части

, где . Тогда

Разрешая уравнение (3.1) как линейное относительно , получаем
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Система уравнений (3.2), (3.4) эквивалентна при заданных условиях на коэффициенты и на
рассматриваемом классе функций  системе с начальными и граничными условиями
(3.1)–(3.3).

Пусть . Введем операторы

(3.5)

операторы ,  ( ) совпадают с правыми частями уравнений (3.4), (3.2) соответствен-
но.

Положим

где , .

Лемма 1. Пусть  – сужение оператора  на замкнутое множество ,

 – множество значений оператора . Тогда .

Доказательство. Пусть .
Так как

из (3.2), (3.4) вытекает неотрицательность вектора . Из (3.2) следует, что . Далее,
ввиду (3.4) и явного вида ,  имеем

т.е.  почти всюду.
Лемма 2. Существует единственное решение задачи

(3.6)

Доказательство. Покажем, что при достаточно больших  отображение  будет

сжимающим на . Пусть

и пусть , , . Используя (3.4) и явный вид , , получаем

где ,

ϕ∈MT
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Пусть, далее, , . Из (3.4) вытекает справедливость равенства [15]

Следовательно,

Таким образом,

Согласно принципу сжимающих отображений, уравнение (3.6) имеет единственное решение
.

Поскольку , решение задачи (3.6) лежит в  и является решением задачи
(3.1)–(3.3). Следовательно, решение задачи (2.1)–(2.5) существует.

Лемма 3. Решение задачи (2.1)–(2.5) единственное и непрерывно зависит от начальных условий.

Доказательство. Пусть ,  – решения задачи (2.1)–(2.5) c на-
чальными условиями

причем . Положим , , .
Тогда справедливы равенства
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Проинтегрировав равенство (3.7), получим

Пусть . Тогда

где

По лемме Гронуолла заключаем, что

(3.9)

(3.10)

Из (3.9), (3.10) вытекает, в частности, единственность решения задачи (2.1)–(2.5). Кроме того,
из (3.7) получаем

Таким образом, решение задачи (2.1)–(2.5) непрерывно зависит от начальных данных.

4. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ПОЛУГРУПП ИЗОТОННЫХ ОПЕРАТОРОВ
Доказательство теоремы о стабилизации решений рассматриваемой смешанной задачи осно-

вано на свойствах полугрупп изотонных операторов, действующих в условно полных решетках.
Приведем без доказательств необходимые в дальнейшем результаты. Подробное изложение рас-
сматриваемых вопросов содержится в [12], [13].

Пусть  – непустое частично упорядоченное множество с отношением порядка , являюще-
еся полной решеткой [14]; ,  – однопараметрическое семейство изотонных операто-
ров, обладающее полугрупповыми свойствами:

здесь  -траекторией называется функция  такая, что , ;
-траектория называется стационарной, если

(4.1)

Элемент , удовлетворяющий (4.1) при всех , называется стационарной точкой
полугруппы U.

Теорема 3. Пусть , , – полугруппа изотонных операторов . Тогда мно-
жество стационарных траекторий  и множество  соот-
ветствующих стационарных точек полугруппы  непусто и , .

Теорема является прямым следствием следующего утверждения [17].
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Теорема 4. Пусть  – полная решетка,  – семейство изотонных коммутирующих операторов
. Тогда множество  общих неподвижных точек семейства операторов  непусто и яв-

ляется полной подрешеткой решетки .
Изотонный оператор  будем называть оператором класса , если для любых

последовательностей

(4.2)

элементов из  выполняются равенства

Полугруппа , , изотонных операторов  называется полугруппой класса
, если  при всех .

Теорема 5. Пусть , , – полугруппа класса ;  – множество стационар-
ных точек. Тогда порядковый интервал

является притягивающим множеством для всех траекторий, т.е.

при всех , в частности, если множество  стационарных точек полугруппы  coстоит из од-
ного элемента , то при  имеет место порядковая стабилизация всех тра-
екторий:

Положительной оценкой на полной решетке  называется функционал , удовле-
творяющий при всех  условиям

Положительный функционал  превращает решетку  в метрическую решетку с
функцией расстояния  [17].

Если положительная оценка  удовлетворяет следующему условию непрерывности:
для любых последовательностей ,  элементов из , удовлетворяющих (4.2), выпол-
няются равенства

(4.3)

то метрическая решетка  является метрически полной.
Оператор  является оператором класса  тогда и только тогда, когда  мет-

рически непрерывен.
Теорема 6. Пусть , , – полугруппа изотонных операторов,  – множество

стационарных точек полугруппы,  – положительная оценка, удовлетворяющая условию
непрерывности (4.3), и для каждого  оператор  :  метрически непрерывен. Тогда по-
рядковый интервал, т.е.  является метрически притягивающим множеством для всех
траекторий, т.е.

при всех , в частности, если множество стационарных точек полугруппы  состоит из одного
элемента , то при  имеет место метрическая стабилизация всех траекто-
рий:  при всех .
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Теорема 7. Пусть  – условно полная решетка,  – полная подрешетка в ;
 – положительная оценка на , , , – полугруппа операторов, удовлетворя-

ющая следующим условиям:

1) существует  такое, что  при всех , ;

2) при любых  таких, что  при всех , выполнено ;

3) существуют постоянные ,  такие, что при любых , 

Тогда существует единственная стационарная траектория , , а также су-
ществуют постоянные , ,  такие, что

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Пусть , ,  – разрешающая полугруппа операторов задачи
(2.1)–(2.5). Докажем, что для нее выполнены условия теоремы 7.

Будет использоваться следующее утверждение [13].

Лемма 4. Пусть  – банахова решетка с нормой , монотонной относительно упорядоченности ,

и конусом  положительных элементов, . Пусть  – оператор и ,
, – однопараметрическое семейство операторов со спектральными радиусами , удо-

влетворяющими условию . Тогда если  для всех 
таких, что , , то уравнение

(5.1)

имеет не более одного решения . Если, кроме того,  оставляет инвариантным неко-
торое замкнутое множество , то решение уравнения (5.1) существует и лежит в .

Пусть , . Определим полную подрешетку

Лемма 5. При любых  имеет место включение

Доказательство. Пусть  – решение задачи (2.1)–(2.5). Тогда верно

(5.2)

при этом имеем

Так как , то  при . Следовательно, справедливо неравен-
ство

что и следовало доказать.
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Пусть , , , ,  – решения задачи
(2.1)–(2.5) c начальными условиями

Положим , , . Тогда справедливы равенства

(5.3)

(5.4)

где
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Оператор  оставляет инвариант-
ным конус  и справедливы оценки

Поэтому спектральный радиус  равен нулю.

Для любых ,  выполняется неравенство

Кроме того, оператор  оставляет инвариантным замкнутое множество
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, т.е. .
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Таким образом,

Последнее неравенство означает, что справедливо неравенство (5.10), где .
Из доказанных лемм 5–7 при  на основании теоремы 7 следует теорема 2.
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Задача о колебаниях тел с подвижными границами, сформулированная в виде дифференци-
ального уравнения с граничными и начальными условиями, является неклассическим обоб-
щением гиперболической задачи. Для облегчения построения решения этой задачи и обос-
нования выбора вида решения строятся эквивалентные интегродифференциальные уравне-
ния с симметричными и нестационарными ядрами и нестационарными пределами
интегрирования. Преимущества метода интегродифференциальных уравнений раскрывают-
ся при переходе к более сложным динамическим системам, несущим сосредоточенные мас-
сы, колеблющиеся под действием подвижных нагрузок. Метод распространен на более ши-
рокий класс модельных краевых задач, учитывающих изгибную жесткость, сопротивление
внешней среды и жесткость основания колеблющегося объекта. Решение приводится в без-
размерных переменных с точностью до значений второго порядка малости относительно ма-
лых параметров, характеризующих скорость движения границы. Находится приближенное
решение задачи о поперечных колебаниях каната грузоподъемной установки, обладающего
изгибной жесткостью, один конец которого наматывается на барабан, а на втором закреплен
груз. Библ. 22.

Ключевые слова: резонансные свойства, колебания систем с подвижными границами, законы
движения границ, интегродифференциальные уравнения, амплитуда колебаний.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Среди всего множества задач динамики упругих систем с точки зрения технических приложе-

ний весьма актуальными являются задачи о колебаниях в системах с изменяющимися во време-
ни геометрическими размерами. В технике широко распространены системы, границы которых
подвижны (канаты грузоподъемных установок [1]–[8], гибкие передаточные звенья [4], [6], [9],
бурильные колонны [10], твердотопливные стержни [10], [11] и др.). Исследования многих авто-
ров по динамике подъемных канатов привели к необходимости постановки новых задач механи-
ки о динамике одномерных объектов переменной длины. В математической постановке это сво-
дится к новым задачам математической физики – к исследованию соответствующих уравнений
гиперболического типа в переменных диапазонах изменения обоих аргументов. Наличие по-
движных границ вызывает значительные трудности при описании таких систем, поэтому здесь в
основном используются приближенные методы решения [1]–[10], [12]–[18].

Из аналитических методов наиболее эффективным является метод, предложенный в [19],
[20], заключающийся в подборе новых переменных, оставляющих волновое уравнение инвари-
антным. В [21] решение ищется в виде суперпозиции двух волн, бегущих навстречу друг другу.
Эффективен также метод, использованный в [22], заключающийся в замене геометрической пе-
ременной чисто мнимой, что позволяет свести волновое уравнение к уравнению Лапласа и при-
менить методологию теории функций комплексного переменного для решения. Однако точные

УДК 519.642
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методы решения ограничены волновым уравнением и относительно простыми граничными
условиями.

Из приближенных методов наиболее эффективным является метод Канторовича – Галеркина
[10], [14], а также метод построения решений интегродифференциальных уравнений, описан-
ный в данной статье. Задача о колебаниях тел с подвижными границами, сформулированная в
виде дифференциального уравнения с граничными и начальными условиями, является неклас-
сическим обобщением гиперболической задачи. Для облегчения построения решения этой зада-
чи и обоснования выбора вида решения строятся эквивалентные интегродифференциальные
уравнения с симметричными и нестационарными ядрами и нестационарными пределами инте-
грирования. Построение интегродифференциальных уравнений движения объектов перемен-
ной длины основано на прямом интегрировании дифференциальных уравнений в сочетании со
стандартной заменой искомой функции новой переменной.

В тривиальных случаях методы интегральных уравнений не имеют преимущества перед мето-
дом дифференциальных уравнений применительно к исследованию колебаний системы с беско-
нечным числом степеней свободы [4], [6]. Преимущества метода интегродифференциальных
уравнений раскрываются при переходе к более сложным динамическим системам, несущим со-
средоточенные массы, колеблющимся под действием движущихся нагрузок и т.д. Эти методы
могут быть весьма плодотворными применительно к динамике канатов переменной длины и
другим механическим объектам с движущимися границами.

В данной работе метод построения решений интегродифференциальных уравнений распро-
странен на более широкий класс модельных краевых задач, учитывающих изгибную жесткость
колеблющегося объекта [5], [7], [11], сопротивление внешней среды [11] и жесткость основания
(подложки) объекта [4], [6]. Особое внимание уделено рассмотрению наиболее распространен-
ного на практике случая, когда на границах действуют внешние возмущения. При фиксирован-
ной длине объекта построенные интегродифференциальные уравнения переходят в классиче-
ские уравнения Фредгольма II рода.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Дифференциальное уравнение движения механических объектов переменной длины имеет

вид [9]

(1)
Граничные условия

(2)

Начальные условия

(3)

Здесь  – функция продольного или поперечного смещения объекта от положения равно-
весия,  – безразмерное время,  – безразмерная пространственная координата; L – линейный
однородный дифференциальный оператор по  второго либо четвертого порядка;  – линей-
ные однородные дифференциальные операторы по  до второго порядка включительно;  –
заданные функции класса С;    – заданные функции класса ;  –
равномерный закон движения границы;  – малый параметр (   и  – заданные скоро-
сти движения границы и распространения колебаний соответственно).

Движение границ по закону  соответствует режиму медленного движения.
Дифференциальное уравнение (1) и граничные условия (2) описывают широкий ряд матема-

тических моделей для анализа одномерных краевых задач с движущимися границами с учетом
действия сил сопротивления внешней среды, жесткости подложки и изгибной жесткости объек-
та, когда внешние возмущения действуют на границах.

Для исключения неоднородностей в граничных условиях, в уравнение (1) вводится новая
функция

(4)

ττ ξ τ + ξ τ = ϕ ξ τ( , ) [ ( , )] ( , ).U L U

( )[ ]ετ τ = τ
= =
� ( ), ( );

1, ; 1,2.
ji j jiY U F

i m j

τξ = Φ ξ ξ = Φ ξ0 1( ,0) ( ); ( ,0) ( ).U U

ξ τ( , )U
τ ξ

ξ jiY
ξ ϕ ξ τ( , )

Φ ξ0( ), Φ ξ1( ), τ( )jiF 2C ετ = + ετ� ( ) 1j

ε ε = / ,V a V a

ετ� ( )j

ξ τ = ξ τ + ξ τ( , ) ( , ) ( , ),U V H
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где

(5)

при этом функция  удовлетворяет уравнению

(6)
и условиям

При подстановке (4) в уравнение (1) с учетом (5), (6), функция  находится как решение
следующей задачи:

(7)

(8)
В работе [6] получено интегродифференциальное уравнение, соответствующее задаче (7), (8),

в виде

(9)

где  – симметричное по  и  ядро, зависящее от времени через параметр .
Теорема 1. В интервале времени , соизмеримом с единицей, уравнение колебаний объекта с фик-

сированным параметром  отличается от соответствующего уравнения колебаний
объекта с переменным параметром  членами, пропорциональными множителю , при условии
ограниченности производной ядра  по параметру 

Доказательство. Разложим правую часть уравнения

(10)

по параметру  в окрестности некоторого фиксированного значения безразмерной длины 
в ряд Тейлора.

Полагая

получаем

(11)

Будем считать, что функция  является функцией медленного времени   т.е.
является функцией времени, производная которой по времени пропорциональна некоторому
малому параметру . Дифференциал длины объекта  в соответствии с правилом дифферен-

цирования функции медленного времени [4], [6] вычисляется по формуле 

Выберем интервал времени  в виде
(12)

где  – некоторая функция порядка единицы.
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Подставляя (12) в (11), найдем, что в интервале времени , имеющем порядок единицы, раз-
ложение (11) имеет вид

(13)

Принимая во внимание условие теоремы об ограниченности производной ядра  по
параметру  и сравнивая (13) и (10), находим, что уравнение с фиксированным параметром

 отличается от уравнения с переменным параметром в интервале  членами,
пропорциональными множителю . Это завершает доказательство теоремы.

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Решение задачи (9) будем искать в виде ряда:

(14)

где  – собственные функции, в качестве которых выбраны формально построенные ре-
шения интегрального уравнения

(15)

где  рассматривается как параметр;  – собственные частоты задачи.
Решение (14) является точным в случае, если границы неподвижны.

Собственные функции  удовлетворяют граничным условиям (8) и играют в данном
случае роль динамических мод.

Используя результаты [6], разложим симметричное по  и  ядро в ряд по собственным функ-
циям :

(16)

где  – определяется по формуле

(17)

Продифференцируем ряд (14) по времени:

После повторного дифференцирования получим

(18)
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Подставим ряды (14), (16), (18) в уравнение (9) с учетом ортогональности функций  на
интервале  с весом  и замены

(19)

где

Заметим, что если разложить функцию в ряд Фурье:

где

здесь  – весовая функция, то замену можно произвести в более простом виде:

При резонансных явлениях амплитуды всех динамических мод, за исключением резонанс-
ной, малы. Поэтому нерезонансными членами рядов (14), (18) в связи с их малостью, пренебре-
гают. В этом случае получим расщепленную систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с переменными коэффициентами [10]

(20)

где

Здесь       определены в работе [10].
Коэффициенты взаимовлияния между отдельными уравнениями входят в систему (20) с ма-

лым параметром. В дальнейшем под точностью порядка  будем понимать точность, имеющую
место после пренебрежения членами с  и членами вида , которые несмотря на малость

порядка ε на резонансные свойства влияют как члены порядка . Система (20) с точностью до
величин порядка малости  будет иметь вид

(21)

где

С учетом (5), (14), (19) решение (4) будет иметь вид:

(22)
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Теорема 2. Решение задачи (1)–(3) можно представить в форме

(23)

Доказательство. Величины  определяемые выражением

являются для функции  коэффициентами разложения в ряд Фурье по системе ортого-
нальных с весом  собственных функций  на интервале  т.е.

Следовательно, выражение в квадратных скобках равенства (22) равно нулю. Теорема доказа-
на.

Для упрощения введем в уравнение (23) новую функцию

где

Тогда уравнение (21) не будет содержать члена с :

Начальные условия для функций  находятся из условий (3) как решения уравнений

(24)

Если в начальный момент движения скорость изменения длины объекта  равна нулю, то
из (24) получим

(25)

Принимая во внимание, что  образуют ортогональную с весом  систему функций,
из (25) получаем для функций   следующие выражения:

(26)

Из (26) следует, что  и  являются коэффициентами разложения в ряд Фурье по функ-
циям  начальных условий (3).

Вопрос о сходимости рядов (18), (23), по крайней мере, в моменты времени, близкие к началь-
ному, может быть разрешен на основании быстроты сходимости разложений (25), т.е. быстроты
убывания коэффициентов  и  Из теории рядов Фурье известно, что порядок убывания
коэффициентов разложения зависит от гладкости функций, разлагаемых в ряды. Поэтому при
достаточной гладкости функций  , определяющих начальные условия, вопрос о схо-
димости рядов (18), (23) решается положительно.
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Заметим, что начальные условия не влияют на резонансные свойства линейных систем, по-
этому принимаются в виде

Пусть

(27)

(28)

где  – постоянные величины; ,  – монотонно возрастающие функции;  –
функция, характеризующая интенсивность распределенной нагрузки.

Равенства (27), (28) можно принять в следующих случаях:
1) все внешние возмущения   равны нулю, кроме какого-то одного;

2) производные функций   равны между собой, т.е. сами функции отличаются на
постоянную величину;

3) резонансные области нагрузок  не пересекаются, тогда при рассмотрении резонанса от
одной нагрузки действием других можно пренебречь.

Используя математические выкладки, изложенные в работе [10], получаем следующее выра-
жение для полной амплитуды колебаний, соответствующей n-й динамической моде:

(29)

где

4. ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ КАНАТА ГРУЗОПОДЪЕМНОЙ УСТАНОВКИ
В качестве примера рассмотрим поперечные колебания каната грузоподъемной установки,

один конец которого наматывается на барабан, а на втором шарнирно закреплен груз. С помо-
щью приведенной модели можно рассчитывать резонансные свойства несущих звеньев широко-
го круга грузоподъемных машин.

Уравнение, учитывающее изгибную жесткость и натяжение колеблющегося звена, имеет вид
(см. [10])

(30)

Граничные условия

(31)

(32)

В задаче (30)–(32) используются следующие обозначения:  – поперечное смещение точки
звена с координатой х в момент времени t; I – осевой момент инерции сечения каната;  – ли-
нейная плотность массы;  – минимальная скорость распространения волн; Т – сила на-
тяжения;  – закон движения границы каната,  – первоначальная длина кана-
та,  – скорость движения границы;  – функция класса ;  – постоянные величины;
Е – модуль упругости материала каната.
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Введем в задачу (30)–(32) безразмерные переменные:

Тогда задача примет вид

(33)

(34)

(35)

где

Заметим, что значение величины  в технических задачах обычно не превосходит 0.25.

Интегрируя уравнение (33) по  и освобождаясь от неоднородностей в граничных условиях,
по аналогии с (4)–(6) получено интегродифференциальное уравнение поперечных колебаний
каната переменной длины в виде:

(36)

Ядро уравнения (36) в рассматриваемом случае будет определяться функцией

(37)

Функция (37) также симметрична относительно аргументов  и  и зависит от времени через
содержащийся в ней параметр  При фиксированном  функция (37) совпадает с
функцией влияния прогибов каната постоянной длины.

Таким образом, задача (33)–(35) сводится к интегродифференциальному уравнению (36) с
симметричным, изменяющимся во времени ядром (37) и переменными во времени пределами
интегрирования.

Решение задачи (36) будем вести в безразмерных переменных в соответствии с методикой, из-
ложенной выше.

В результате для амплитуды колебаний, соответствующих n-й динамической моде, получим
следующее выражение:

где

Явление установившегося резонанса в рассматриваемой системе наблюдается, если

где  – постоянная величина.
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При действии на систему гармонического возмущения с частотой  когда  на любой
из динамических мод может возникнуть явление прохождения через резонанс. Точка резонанс-
ной области  в которой , приближенно определяется по следующей формуле:

Для исследования явления прохождения через резонанс необходимо найти значения  и ,
при которых квадрат амплитуды

(38)

имеет максимум.
С помощью разработанного программного комплекса численно исследована зависимость

максимальной амплитуды поперечных колебаний каната при прохождении через резонанс на
первой и второй динамических модах от относительной скорости движения границы при раз-
личных значениях безразмерного коэффициента, характеризующего жесткость объекта
(см. табл. 1).

Анализ полученных результатов позволяет сделать следующие выводы:
– при уменьшении  амплитуда колебаний увеличивается;
– при  амплитуда колебаний стремится к бесконечности;
– с увеличением номера моды и изгибной жесткости объекта максимальная амплитуда коле-

баний уменьшается.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Приближенный метод построения решений интегродифференциальных уравнений распро-

странен на более широкий класс модельных краевых задач о колебаниях объектов с подвижными
границами в линейной постановке, описываемой уравнениями гиперболического типа. Данный
метод позволяет учесть влияние на систему сил сопротивления внешней среды, изгибной жест-
кости и жесткости подложки объекта. Решение задачи сводится к получению квадратурных фор-
мул амплитуды колебаний, соответствующих n-й динамической моде. Вышеуказанные результа-
ты позволяют на этапе проектирования предотвратить возможность высокоамплитудных коле-
баний в механических объектах с подвижными границами.
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1 0.01 17.3 10.7 8.8 6.7
0.2 14.1 9.2 7.3 5.4
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Дифференциально-разностные уравнения (и функционально-дифференциальные уравне-
ния в целом) находят приложения в областях, не покрываемых классическими моделями ма-
тематической физики: модели нелинейной оптики, неклассические диффузионные модели
(учитывающие инерционный характер этого физического явления), биоматематические
приложения, теория многослойных пластин и оболочек. Это обусловлено нелокальной при-
родой функционально-дифференциальных уравнений: в отличие от классических диффе-
ренциальных уравнений, связывающих все производные неизвестной функции (включая ее
саму) в одной и той же точке (что является определенной редукцией математической моде-
ли), они допускают связь указанных членов уравнения в разных точках, тем самым принци-
пиально повышая общность модели. В настоящей работе исследуется задача Дирихле в полу-
пространстве для эллиптических дифференциально-разностных уравнений с нелокальными
потенциалами: дифференциальные операторы действуют на неизвестную (искомую) функ-
цию в одной точке, а потенциал – в другой. Для случая интегрируемых краевых данных
(а именно в этом случае допустимы только решения с конечной энергией) строится инте-
гральное представление решения и доказывается его гладкость вне граничной гиперплоско-
сти, а также его равномерное стремление к нулю при неограниченном возрастании времени-
подобной переменной. Библ. 24.

Ключевые слова: дифференциально-разностные уравнения, эллиптические задачи, нело-
кальные потенциалы, суммируемые краевые данные.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Эллиптические дифференциально-разностные уравнения, т.е. уравнения, в которых на неиз-
вестную функцию действуют, кроме дифференциальных операторов, еще и операторы сдвига,
активно исследуются в настоящее время (см., например, [1] и имеющуюся там библиографию).
Это обусловлено как принципиальной новизной приложений таких уравнений, так и качествен-
но новыми эффектами, возникающими в (исследуемом) нелокальном случае (см., например,
[2]–[11]).

Для задач в ограниченных областях для эллиптических дифференциально-разностных урав-
нений к настоящему времени построена глубокая и полная теория (см., например, [1], [12]–[15]
и имеющуюся там библиографию). Случай неограниченной области пока изучен в гораздо мень-
шей степени. Так, в [16] (см. также имеющуюся там библиографию) задача Дирихле в полуплос-
кости изучена для случая, когда (эллиптический) дифференциально-разностный оператор пред-
ставляет собой суперпозицию дифференциального и разностного оператора. В [17], [18] начато
исследование уравнений, содержащих суммы дифференциальных операторов и операторов
сдвига, т.е. эллиптических уравнений с нелокальными потенциалами – рассмотрен двумерный
случай, т.е. задача Дирихле в полуплоскости. В настоящей работе мы переходим к многомерному
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случаю, а именно, в полупространстве  рассматриваем задачу Дирихле (с сум-
мируемой краевой функцией) для уравнения

(1.1)

При условии, что

(1.2)
доказывается разрешимость указанной задачи в смысле обобщенных функций (точнее, в смысле
Гельфанда–Шилова), строится интегральное представление ее решения формулой пуассонов-
ского типа и доказывается его бесконечная дифференцируемость вне гиперплоскости , а
также его равномерное стремление к нулю (вместе со всеми его производными) при .

2. ОПЕРАЦИОННАЯ СХЕМА
Наряду с уравнением (1.1) рассмотрим краевое условие

(2.1)

Будем использовать классическую операционную схему Гельфанда–Шилова (см., например,
[19, § 10]): к задаче (1.1), (2.1) (формально) применим преобразование Фурье по ( -мерной) пе-
ременной . Получим следующую начальную задачу для обыкновенного дифференциального
уравнения:

(2.2)

(2.3)
Отметим, что эта задача не является задачей Коши, поскольку порядок уравнения равен двум, а
начальное условие только одно.

Таким образом, (2.2) – линейное обыкновенное дифференциальное уравнение второго по-
рядка (зависящее от -мерного параметра ) с характеристическим уравнением ,
где

а

Решим задачу (2.2), (2.3) так, как это сделано в [17, разд. 1], и выберем произвольные постоянные
таким образом, чтобы после (формального) применения обратного преобразования Фурье к по-
лученному решению чисто мнимая часть обратилась в ноль (это возможно, потому что количе-
ство начальных условий меньше, чем порядок уравнения). Получим свертку краевой функции с
функцией

(2.4)

где

(2.5)

Замечание 1. Применяя в настоящем разделе прямое и обратное преобразования Фурье, мы не заботим-
ся о сходимости интегралов и о законности изменения порядка интегрирования, поскольку (в полном со-
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ответствии с общей схемой [19, § 10]) имеем дело с решениями в смысле обобщенных функций. В следу-
ющем разделе мы имеем дело и с обычными функциями, но каждое утверждение этого раздела строго до-
казывается отдельно.

3. ПОСТРОЕНИЕ ЯДРА ПУАССОНА

Чтобы оценить функцию  снизу, учтем, что значения арктангенса лежат в интервале

. Значит, , т.е.  и . Следовательно,  можно предста-

вить в виде , а  – в виде . Теперь, поскольку

имеем равенство

(3.1)

Положительность последнего знаменателя обеспечивается условием (1.2). Действительно, он
ограничен снизу функцией одной переменной . Ее производная  равна

 , 

а значит, неотрицательна на  Следовательно,  – неубывающая на положительной по-
луоси функция. Поэтому на указанной полуоси она ограничена снизу величиной 
Наконец, поскольку  – четная функция, последняя оценка остается справедливой на всей
оси.

Из этой положительности мы делаем вывод, что

(3.2)

Тогда

и, следовательно,

(3.3)

Поскольку

неравенство  выполнено при условии, что  Значит, при  подкоренное

выражение в (3.3) ограничено снизу функцией .
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Справедлива

Лемма 1. Функция (2.4) корректно определена в полупространстве  вместе со всеми
своими производными и является классическим решением уравнения (1.1) в этом полупространстве
(в смысле определения, данного в [20, разд. 3]).

Доказательство. Используя полученную выше оценку подкоренного выражения в (3.3), за-
ключаем, что для любого положительного  модуль подынтегральной функции в (2.4) мажори-

руется интегрируемой функцией  во внешности шара радиуса  с центром в начале ко-
ординат; внутри этого шара она мажорируется тождественной единицей. Таким образом, функ-
ция  корректно определена в . Формально дифференцируя функцию 
под знаком интеграла (по любой переменной и сколько угодно раз), мы получаем только допол-
нительные подынтегральные сомножители не более, чем полиномиального роста по , которые
не имеют особенностей. Абсолютная сходимость полученных интегралов обосновывается точно

так же, как и в случае самой функции , только мажоранты заменяются на  и 
соответственно (здесь  – порядок производной). Следовательно, указанное выше формальное
дифференцирование под знаком интеграла законно и все производные функции  тоже
корректно определены в полупространстве .

Теперь мы можем вычислить лапласиан функции (2.4):

Далее, учитывая равенства (3.1), (3.2), получаем соотношения

и

Тогда имеем

где , что и завершает доказательство.
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Замечание 2. Если положить  (т.е. вместо дифференциально-разностного уравнения рассмотреть
классическое дифференциальное уравнение), то соотношение (2.4) дает хорошо известное ядро Пуассона

 для задачи Дирихле в полупространстве для уравнения Лапласа.

4. СВЕРТКА С СУММИРУЕМЫМИ ФУНКЦИЯМИ
Используя мажоранты подынтегральной функции в (2.4) и ее производных, найденные в

разд. 3, и обозначая через  шар радиуса  с центром в начале координат, находим мажоранты
самой функции  и ее производных:

Отсюда вытекает

Теорема 1. Если , то функция

(4.1)

является классическим решением уравнения (1.1).
Для доказательства этого утверждения достаточно заметить, что в условиях теоремы оценки,

найденные выше, влекут за собой законность дифференцирования под знаком интеграла в (4.1);
далее применяется лемма 1.

Замечание 3. По построению функции  (см. разд. 2) и согласно [19, § 10, теорема 1], функция (4.1)
удовлетворяет задаче (1.1), (2.1) в смысле Гельфанда–Шилова (см. [19, § 10]). А именно, это – обобщенная
функция ( -мерной) переменной , зависящая от параметра  и дифференцируемая по этому параметру
на положительной полуоси (см., например, [21, § 9, разд. 5]), уравнение (1.1) понимается как соотношение
между обобщенными функциями переменной , выполняющееся для каждого положительного значения
параметра , а краевое условие (2.1) понимается как предельное соотношение в топологии пространства
обобщенных функций переменной  при стремлении вещественного параметра  к нулю справа (см., на-
пример, [21, § 9, разд. 4]). По переменной  порядок уравнения (1.1) равен двум, но [19, § 10, теорема 1]
остается применимой, поскольку она верна не только для систем, но и для уравнений, а уравнение (1.1)
можно свести к системе уравнений первого порядка по  подобно тому, как это сделано в [22, Ch. 2, § 5,
разд. 2]. Задача (1.1), (2.1) не эквивалентна указанному примеру из [22], потому что задача в этом примере
имеет два краевых условия, а не одно, но эта разница не влияет на разрешимость. Таким образом, теорема 1
устанавливает гладкость указанного решения задачи (1.1), (2.1) вне граничной гиперплоскости.

5. АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ
Ограничение (1.2) позволяет исследовать поведение найденного решения и при . Точ-

нее, справедлива
Теорема 2. В условиях теоремы  функция (4.1) и каждая ее производная бесконечно дифференци-

руемы в полупространстве  и каждая из этих функций стремится к нулю при 
равномерно относительно  из .

Доказательство. В разд. 3 доказано, что условие (1.2) обеспечивает выполнение оценки
 Тогда  С другой стороны,

потому что последнее подкоренное выражение положительно в силу условия (1.2) и положитель-
ности постоянной .
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Значит, , т.е.  и, следовательно, справедлива следующая оценка:

Подстановка  сводит последний интеграл к виду

что оценивается сверху выражением

Отсюда вытекает итоговая оценка

и, соответственно,

где постоянная зависит только от параметра .
Тем самым утверждение теоремы доказано для самой функции .
Для ее производных это утверждение доказывается точно так же; единственное отличие за-

ключается в том, что подынтегральные функции умножаются на функции вида , но это не из-
меняет итоговую оценку.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Так же, как и в классическом случае дифференциальных эллиптических уравнений, задачи в

полупространстве для дифференциально-разностных эллиптических уравнений естественным
образом разделяются на два типа: задачи с ограниченными краевыми данными и задачи с инте-
грируемыми краевыми данными. Такое разделение обосновано тем, что в указанных двух случа-
ях решения обладают принципиально разными качественными свойствами. В частности, только
в задачах первого типа возможна стабилизация по Репникову–Эйдельману, т.е. ситуация, в ко-
торой решение может иметь предел (причем не обязательно нулевой) при стремлении времени-
подобной переменной к бесконечности, а может и не иметь его (в зависимости от поведения
средних от краевой функции). В задачах второго типа решение всегда стремится к нулю, и иссле-
дование в основном сосредоточено на скорости этого стремления.

Специфика дифференциально-разностных уравнений – в том, что в каждом из этих двух слу-
чаев имеет смысл отдельно рассматривать уравнения, содержащие суперпозицию дифференци-
альных операторов и операторов сдвига (для таких уравнений задачи второго типа рассмотрены
в [20], [23], [24]), и уравнения, содержащие их сумму. Задача второго типа для модельного урав-
нения с суммой исследована в настоящей работе.

Отметим, что для задач второго типа (случай интегрируемых краевых данных) все результаты
получены для произвольного количества пространственноподобных (тангенциальных) незави-
симых переменных. Для задач первого типа (случай ограниченных краевых данных) все извест-
ные на сегодня результаты достигнуты только в полуплоскости (т.е. для случая одной тангенци-
альной переменной); многомерный случай требует дополнительного исследования.

Автор выражает глубокую благодарность участникам Второй международной конференции
“Математическая физика, динамические системы, бесконечномерный анализ” (Долгопрудный,
июнь–июль 2021 г.) за полезные обсуждения его доклада, способствовавшие дальнейшему раз-
витию полученных результатов и их лучшему пониманию и изложению.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Многие задачи физики и прикладных наук сводятся к локальным и нелокальным краевым за-
дачам для уравнения параболического типа. Приближенные решения локальных и нелокальных
краевых задач для параболических уравнений были широко исследованы многими авторами
(см., например, [1]–[32] и ссылки, указанные в них).

В статье [19] рассмотрена однозначная разрешимость нелокальной по времени краевой задачи:

(1.1)

для параболического уравнения в гильбертовом пространстве  с позитивными самосопряжен-
ными операторами  и . Здесь  и  – заданные функции,  – из-
вестный элемент,  является ограниченным и 

В данной статье исследуется корректность нелокальной по времени краевой задачи (1.1) для
параболического уравнения. Приведены одношаговые абсолютно устойчивые разностные схе-
мы первого и второго порядка точности для численного решения дифференциальной задачи (1.1) и
установлены теоремы об устойчивости этих разностных схем. Представлены числовые иллю-
страции в тестовом примере.
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2. ОЦЕНКИ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ НЕЛОКАЛЬНОЙ 
ПО ВРЕМЕНИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Лемма 1. Для всех значений  имеют место оценки:

(2.1)

Лемма 2. Предположим, что условие

(2.2)

выполнено. Тогда оператор  имеет обратный  и последующая оценка

(2.3)

выполнена.
Доказательства этих оценок основаны на спектральном представлении самосопряженного

положительно-определенного оператора в гильбертовом пространстве.
Здесь и далее  указывает на положительные константы, которые время от времени могут из-

меняться. Если константа зависит только от , то мы будем писать 
Лемма 3. Для решения задачи (1.1) имеем следующую формулу:

(2.4)

(2.5)

Доказательство. При гладких данных существует единственное решение проблемы (см. [5]):

(2.6)

и для решения имеет место формула (2.4). Применяя эту формулу и нелокальное условие

  

убеждаемся в том, что

По лемме 2 оператор  имеет обратную  Отсюда следует

и формула (2.5). Лемма 3 доказана.

Обозначим через  банахово пространство, полученное пополнением
множества гладких H-значных функций , определенных на  в норме

Здесь  обозначает банахово пространство всех абстрактных непрерывных функций
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Теорема 1. Предположим, что выполнены условия лемм 1 и 2. Пусть  и  – непрерывно
дифференцируемая функция на . Тогда существует единственное решение  задачи (1.1) и для
решения выполняются неравенства устойчивости

(2.7)

и

(2.8)

Доказательство. Применяя формулу (2.4) и оценку (2.1), для всех  получаем

(2.9)

Используя формулу (2.5), неравенство треугольника и оценки (2.1), (2.2), (2.3), получаем

(2.10)

Следовательно, оценка (2.7) следует из (2.9) и (2.10). Теперь получим оценку (2.8). По формуле (2.4)
и интегрированием по частям получаем

(2.11)

Применяя эту формулу и оценку (2.1), получаем оценку

(2.12)

для всех .
По формуле (2.5) и интегрированием по частям получаем

(2.13)

По этой формуле и оценкам (2.1), (2.2), (2.3), получаем

(2.14)

Комбинируя оценки (2.12) и (2.14), получаем

(2.15)

Тогда оценка для  следует из уравнения (1.1) и оценки (2.15). Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Предположим, что выполнены условия лемм 1 и 2. Пусть  и

. Тогда краевая задача (1.1) корректна в пространстве Гёльдера  Для решения

краевой задачи  в  коэрцитивное неравенство

(2.16)

выполнено.
Доказательство. Применяя формулу (2.14) и оценки (2.1), (2.2), (2.3), получаем

Отсюда и из корректности начальной задачи (2.6) в  статьи [1] следует оценка (2.16).
Теорема 2 доказана.
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Замечание 1. Отметим, что корректность краевой задачи (1.1) теоремы 2 в произвольном банаховом

пространстве  выполняется при предположении  имеет ограниченный обратный в .

3. УСТОЙЧИВОСТЬ И КОЭРЦИТИВНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

Пусть ,  , , – банаховы простран-

ства всех сеточных функций  со значением в  и определенных на
 соответствующими нормами

Для приближения краевых задач ((1)) представим соответствующие разностные схемы

(3.1)

первого порядка точности и

(3.2)

второго порядка точности. Здесь  Из положительности опе-
ратора  следует, что существуют ограниченные операторы шага   этих раз-
ностных схем на всем пространстве , определяемые формулами

Лемма 4. Для всех  оценки

(3.3)
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Лемма 5. Предположим, что
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имеет обратную  и последующая оценка

(3.5)

выполнена.
Доказательства этих оценок основываются на спектральном представлении самосопряжен-

ных положительно-определенных операторов в гильбертовом пространстве.
Лемма 6. Для решения разностных схем (3.1) и (3.2) имеем следующую формулу:

(3.6)

(3.7)

Доказательство. Для решения разностных схем
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имеем формулу (3.6). Применяя эту формулу и нелокальное условие

имеем

По лемме 5 оператор  имеет обратную . Отсюда следует фор-

мула (3.7). Лемма 6 доказана.
Теорема 3. Пусть  – достаточно малое число. Тогда разностные схемы (3.1) и (3.2) устойчивы в

 и  и для решений разностных схем (3.1) и (3.2) в  и  справедливы следующие
неравенства устойчивости:

(3.10)
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Доказательство. Неравенства устойчивости
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для решения разностных схем (3.1) и (3.2) в  и  Следовательно, оценки (3.10) и (3.11)
вытекают из оценок (3.12)–(3.15). Теорема 3 доказана.

Поскольку нелокальная краевая задача (1.1) в пространстве  непрерывных со зна-
чением в  функций, определенных на , не является корректно поставленным для общего
положительного оператора  и пространства , то корректность разностных схем (3.1) и (3.2) в
норме  не имеет места равномерно относительно . Это означает, что коэрцитивная
норма

стремится к  при . Здесь и в будущем мы полaгаем

Исследование разностных схем (3.1) и (3.2) в норме  позволяет установить порядок роста
этой нормы к .

Теорема 4. Пусть  – достаточно малое число. Тогда для решения разностных схем (3.1) и (3.2)
имеем неравенство почти коэрцитивной устойчивости

Доказательство. Доказательство теоремы основано на оценке почти коэрцитивной устойчи-
вости

для решения разностных схем (3.8) и (3.9) в  работы [2] и оценки

для решения разностных схем (3.1) и (3.2) в . Теорема 4 доказана.
Теорема 5. Пусть  – достаточно малое число и . Тогда для решения разностных

схем (3.1) и (3.2) выполняется следующее неравенство коэрцитивной устойчивости в 

Доказательство. Доказательство этой теоремы основано на теореме о корректности в 
разностных схем (3.8) и (3.9) статей [2] и [11] и оценки коэрцитивной устойчивости

для решения разностных схем (3.1) и (3.2). Теорема 5 доказана.
Замечание 2. Переходя к пределу для  в (5), мы можем получить корректность нелокальной кра-

евой задачи (1.1) в  теоремы 4.

Замечание 3. Отметим, что оценка устойчивости, оценка почти коэрцитивной устойчивости и оценка
коэрцитивной устойчивости разностных схем (3.1) и (3.2) теорем 3–5 в произвольном банаховом про-
странстве  верны при предположении, что

имеет ограниченный обратный в .
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4. ПРИЛОЖЕНИЯ
В этом разделе мы рассмотрим приложения результатов теорем 3 и 4 для нелокальных краевых

задач для параболических уравнений и теорем 6–8 для решений разностных схем для прибли-
женных решений этих параболических уравнений.

Во-первых, рассматривается нелокальная краевая задача для одномерного параболического
уравнения

(4.1)

Здесь  и  – положительная константа. В условиях совместимости за-
дача (4.1) имеет единственное решение  для гладких функций , ,

, . Это позволяет сводить смешанную задачу (4.10) к нелокальной краевой
задаче (1.1) в гильбертовом пространстве 

Известно, что дифференциальное выражение

(4.2)

определяет самосопряженный положительно-определенный оператор  с области определения

(4.3)

Применяя результаты теорем 3 и 4, мы можем получить утверждения об устойчивости и коэрци-
тивной устойчивости.

Теорема 6. Предположим, что  и  и условие

 выполнено. Тогда задача (4.1) имеет единственное решение

 и для решения нелокальной краевой задачи (4.1) следующие оценки устойчиво-
сти:

(4.4)

(4.5)

и оценки коэрцитивной устойчивости

(4.6)

выполнены.

Здесь пространство Соболева  определяется как множество всех функций , опре-
деленных на , таких что как , так и  локально интегрируемы в , снабжен-
ные нормой
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и

соответственно. Кроме того, введем разностный оператор  определенной формулой

(4.7)

действующие в пространстве сеточных функций  определенных на  удовле-

творяющих условиям  Для численного решения  нелокаль-
ной краевой задачи (4.1), представляем разностные схемы первого и второго порядка точности
по 

(4.8)

(4.9)

соответственно. Применяя результаты теорем 3, 4 и 5, можно получить результаты устойчивости,
почти коэрцитивной устойчивости и коэрцитивной устойчивости для (4.8) и (4.9).

Теорема 7. Пусть  и  являются достаточно малыми числами и условие

выполнено. Тогда решения разностных схем (4.8) и (4.9) удовлетворяют оценку устойчивости

оценку почти коэрцитивной устойчивости

и оценку почти коэрцитивной устойчивости
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Во-вторых, пусть  – единичный куб в n-мерном евклидовом пространстве  
 с границей  и  B . В  рассмотрим нелокальную краевую

задачу для многомерного параболического уравнения

(4.10)

Задача (4.10) имеет единственное гладкое решение  для гладких функций 
  и  . Это позволяет свести смешанную задачу (4.10) к

нелокальной краевой задаче (1.1) в гильбертовом пространстве  всех интегрируемых
функций, определенных на  с нормой

с самосопряженным положительно-определенным оператором , определяемым формулой

(4.11)

с областю определения

Применяя результаты теорем 1, 2, 3 и теоремы о неравенстве коэрцитивности для решения эл-
липтической задачи в  (см. [19]), можно получить результаты устойчивости и коэрцитивной
устойчивости.

Теорема 8. Предположим, что  и  и условие

 выполнено. Тогда задача (4.10) имеет единственное решение

 и решение нелокальной краевой задачи (4.10) удовлетворяет следующим оцен-
кам устойчивости:

(4.12)

(4.13)

и коэрцитивной устойчивости

(4.14)

Здесь пространство Соболева  определяется как множество всех функций , определен-
ных на  таких, что  и все функции производной в частных производных второго порядка

 все интегрируемы в , снабжены нормой

Численное решение задачи (4.10) проводилось в два этапа. На первом этапе определяется сетка
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и сеточный оператор  формулой

(4.15)

действующий в пространстве сеточных функций  удовлетворяющих условиям  для
всех . С помощью  мы приходим к нелокальной краевой задаче

(4.16)

для бесконечной системы дифференциальных уравнений.
На втором этапе задача (4.16) заменяется разностными схемами первого и второго порядка

точности по 

(4.17)

(4.18)

соответственно. Чтобы сформулировать результат устойчивости, введем пространство
 всех сеточных функций , определенных на , снабжен-

ных нормой

Применяя результаты теорем 1, 2, 3 и теоремы о неравенстве коэрцитивности для решения эл-
липтической разностной задачи в  (см. [33]), можно получить результаты устойчивости и ко-
эрцитивной устойчивости.

Теорема 9. Пусть  и  – достаточно малые числа и условие

выполнено. Тогда для решения разностных схем (4.17) и (4.18) выполнены оценка устойчивости

оценка почти коэрцитивной устойчивости
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оценка коэрцитивной устойчивости

5. ЧИСЛЕННЫЕ ИЛЛЮСТРАЦИИ

Теперь применим разностные схемы первого и второго порядка точности к нелокальной кра-
евой задаче

(5.1)

для одномерного параболического уравнения с использованием разностных схем (4.17) и (4.18).

Точное решение задачи:  Набор семейства узлов сетки  в за-
висимости от параметров  и  определяется в виде

Для численного решения разностных схем применяется модифицированный метод исключе-
ния Гаусса для системы уравнений с матричными коэффициентами.

Для сравнения приближенного решения с точным решением ошибка вычисляется по формуле

В табл. 1 представлена ошибка между точным решением и решениями разностных схем (4.17)
и (4.18) и порядок соответствующих приближений.

Ошибки разностных схем представлены в табл. 1 для  соответственно.
Из табл. 1 видно, что порядок точности сходится к единице для разностной схемы (4.17) и к двум
для разностной схемы (4.18).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье исследуются нелокальные по времени задачи параболического типа. Приве-
дены одношаговые абсолютно устойчивые разностные схемы первого и второго порядка точно-
сти для численного решения дифференциальной задачи и установлены теоремы об устойчиво-
сти этих разностных схем. Цифровые иллюстрации описаны в тестовом примере.
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Таблица 1. Погрешность и порядок приближения для разностных схем (4.17) и (4.18)

N = M Погрешность 
для (4.17)

Порядок 
приближения

для (4.17)

Погрешность 
для (4.18)

Порядок 
приближения

для (4.18)

20 2.13 × 10–2 – 3.10 × 10–4 –
40 1.05 × 10–2 1.0161 7.66 × 10–5 2.0196
80 5.24 × 10–3 1.0069 1.92 × 10–5 1.9953

160 2.61 × 10–3 1.0034 4.80 × 10–6 2.0009
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Рассматривается двумерное ламинарное течение вязкой несжимаемой жидкости около плос-
кой поверхности при больших числах Рейнольдса. В рамках асимптотической теории изуча-
ется влияние тела, движущегося вниз по потоку с малой по отношению к пластине скоро-
стью, на пограничный слой Блазиуса. Исследован частный случай, в котором внешнее малое
тело, моделируемое потенциальным диполем, движется с постоянной скоростью вниз по по-
току. Данная задача является формально нестационарной на неподвижной пластине, однако
в результате перехода в подвижную систему координат, связанную с диполем, описывается
стационарными уравнениями вязкого подслоя, но на движущейся вверх по потоку стенке.
Предложен оригинальный метод решения подобных задач, содержащих противотоки, а
именно, около поверхности выделяется слой текущей вверх по потоку жидкости, в то время
как выше него жидкость в пограничном слое течет вниз по потоку. Удалось найти точное ана-
литическое решение линейной задачи при малых интенсивностях потенциального диполя и
численное решение нелинейной задачи при больших значениях интенсивности. Решения со-
держат замкнутые и разомкнутые отрывные области вблизи линии нулевой продольной ско-
рости даже в линейном приближении. Найденные решения позволят уточнить методику из-
мерения параметров пограничного слоя на сплошных и перфорированных стенках аэродина-
мических труб с помощью термоанемометров, приемников давления и других датчиков,
установленных на подвижном координатном устройстве. Библ. 11. Фиг. 5.

Ключевые слова: ламинарный пограничный слой, отрыв, асимптотический метод.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Задача о движении обтекаемой стенки по потоку или против потока в стационарном погра-

ничном слое является частным случаем нестационарного отрыва пограничного слоя вязкой не-
сжимаемой жидкости при больших числах Рейнольдса. Широкий класс плоских отрывных ла-
минарных течений вязкой несжимаемой жидкости описан в [1], где, в частности, изложены ос-
новы асимптотической теории отрыва стационарного и нестационарного пограничных слоев и
подробно описан случай стенки, движущейся вниз по потоку. В деталях изложено формирова-
ние особенности Мура–Рота–Сирса в решении уравнений пограничного слоя при воздействии
на него неблагоприятного, тормозящего градиента давления. Похожая задача была рассмотрена
и в [2], где величину неблагоприятного градиента давления можно было регулировать. При из-
менении величины действующего на пограничный слой давления поток тормозился внутри слоя
вплоть до нулевого значения в некоторой точке. Причем удалось найти решение задачи с более
слабой особенностью “кромочного” типа, нежели особенность Мура–Рота–Сирса, далее кото-
рой вниз по потоку решение не существует. Течение около стенки, движущейся вверх по потоку,
в сверхзвуковом пограничном слое было исследовано численно в [3]. Применение асимптотиче-
ских “многопалубных” разложений при исследовании задач гидродинамической устойчивости
подробно описано в [4]. В [5] изучено воздействие скачка уплотнения, движущегося вверх по по-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 20-11-20006) в МФТИ. Компьютерная поддержка
обеспечена в ФИЦ ИУ РАН.
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току (а в системе координат, движущейся со скачком, стенка соответственно движется вниз по
потоку), на ламинарный пограничный слой. Исследование [3] повторено в работе [6] в несколь-
ко более широких рамках. Анализ отрывных течений в канале с подвижной стенкой с использо-
ванием метода сращиваемых асимптотических разложений выполнен в [7]. Численный расчет
полных уравнений Навье–Стокса для чисел Маха больше единицы в случае подвижного скачка
уплотнения, падающего на пограничный слой вязкого совершенного газа, выполнен в работе
[8]. Подобные расчеты являются убедительным средством проверки и подтверждения результа-
тов применения асимптотических теорий. Дальнейшее развитие теории отрывных течений на
подвижной стенке было предложено в [9], где также рассматривалась поверхность, движущаяся
вверх по потоку.

В настоящей работе рассматривается ламинарное течение несжимаемой вязкой жидкости в
пограничном слое около стенки, движущейся вверх по потоку. А именно, изучено влияние за-
данных малых внешних возмущений давления на пограничный слой, содержащий противотоки.
Предполагается, что на пограничный слой действует возмущение давления, источник которого
является локальным, регулируется по величине и движется вниз по потоку.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В качестве базового течения в исследовании рассматривается двумерное ламинарное обтека-

ние плоской пластины потоком вязкой несжимаемой жидкости при больших числах Рейнольд-
са. На расстоянии  от передней кромки пластины и на высоте  выше обтекаемой по-
верхности расположено малое тело, движущееся вниз по потоку с заданной постоянной скоро-
стью , где  – скорость внешнего потока (фиг. 1).

Малое тело, создающее возмущение давления в потоке и соответственно на обтекаемой по-
верхности, заменим потенциальным диполем интенсивности . Комплексный потен-
циал w такого течения хорошо известен и имеет вид

 , . 

А выражение для давления на обтекаемой поверхности пластины, введенное по формуле
, в безразмерных координатах  следует из уравнения Бернулли

Далее в работе будем изучать режимы течения при малых высотах диполя над пластиной
, но, конечно, выше пограничного слоя, развивающегося вдоль обтекаемой поверхности

вследствие действия сил вязкости. Если задать интенсивность диполя  такую, чтобы
влияние возмущения давления было сопоставимо с вязкими и инерционными эффектами в
вязком пристенном подслое пограничного слоя, и задать высоту положения диполя над по-
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верхностью, большей по сравнению с размерами области взаимодействия 
 (область 3, фиг. 1), то индуцированным давлением, обусловленным вытесне-

нием вязкого подслоя, можно пренебречь и считать возмущение давления заданным исключи-
тельно диполем

(2.1)

В (2.1) введена новая нормированная продольная координата , связанная с исходной по фор-
муле , а также из разложения давления отброшены члены более высокого порядка ма-
лости по параметру .

При переходе в систему координат, движущуюся вместе с диполем вниз по потоку с малой по-
стоянной скоростью , заданное распределение давления (2.1) не изменится в главном прибли-
жении, так как нестационарные поправки к нему окажутся малыми. Однако при этом давле-
ние (2.1) будет воздействовать уже на вязкий пристенный подслой (область 1, фиг. 1), развиваю-
щийся на стенке, которая движется против потока со скоростью . При ненулевой
интенсивности диполя наблюдатель, движущийся вместе с ним, увидит вблизи обтекаемой стен-
ки стационарное возмущенное течение с противотоками, качественно изображенное на фиг. 2.

Асимптотика решения уравнений Навье–Стокса в вязком подслое 1a–1b на дне погранично-
го слоя Блазиуса вблизи точки   ищется при   в виде

(2.2)

В результате подстановки (2.2) в уравнения Навье–Стокса задача в вязком подслое (область 1,
фиг. 1) будет иметь следующий вид:

(2.3)

Задача (2.3) содержит два независимых параметра:  – интенсивность диполя, – скорость
стенки. Искомая функция  – это второй член координатного разложения решения при

 (называемый толщиной вытеснения вязкого подслоя), а  – давление, заданное дипо-
лем. Уравнения вязкого подслоя (2.3) являются уравнениями параболического типа, однако из-
за наличия противотоков начальные условия должны быть заданы с двух сторон: при  и

. Соответственно использовать традиционный метод для решения системы (2.3) не уда-
ется.
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3. МЕТОД РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ С ПРОТИВОТОКАМИ

Обозначим через  заранее неизвестную кривую, в каждой точке которой горизонталь-
ная скорость принимает нулевое значение. Таким образом, кривая  делит исходную область
на две подобласти 1a и 1b (см. фиг. 2), причем в области 1а, , поток движется только в
отрицательном направлении оси , а в области 1b, , – только в положительном
направлении. В результате в случае заданного давления и известной функции  можно сфор-
мулировать следующие краевые задачи в каждой из введенных областей по отдельности:

1а: , ,

(3.1)

1b: , ,

(3.2)

где  − вертикальная скорость на линии раздела, найденная из расчета течения в обла-
сти 1a. Отметим, что на линии  справедливо дополнительное краевое условие, связыва-
ющее касательные напряжения снизу и сверху от искомой кривой (в нашем случае имеет место
равенство этих величин, поскольку иначе на данной линии будет приложена касательная сила,
что не физично). В выбранных переменных указанное краевое условие имеет вид

(3.3)

Задача (2.3) при нулевой интенсивности диполя ( ) допускает точное решение вида
 . Если диполь имеет отличную от нуля малую интенсив-

ность, то он слабо возмущает само течение и границу между областями 1a и 1b. Далее построим
решение линеаризованной задачи при условии малой интенсивности диполя. Такое решение
может быть выписано в замкнутом аналитическом виде и, таким образом, является удобным для
проверки численного решения нелинейной задачи.

Введем функцию тока : ,  и в качестве первого шага построим решение
задачи с диполем малой интенсивности при . Функция тока  представляется в виде ряда
по , а скорость движения стенки  фиксирована. В случае решения линейной задачи граница
раздела противотоков  сносится на линию , и задача сильно упрощается, позво-
ляя применить для решения операционный метод

(3.4)

Подставив (3.4) в уравнения и граничные условия (2.3) и отбросив квадратичные по M члены,
получим следующую линейную задачу:

(3.5)
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где поправка  находится из условия равенства нулю горизонтальной скорости на линии
раздела противотоков. Линейную задачу (3.5) будем решать методом преобразования Фурье.
Применяя это преобразование и обозначая фурье-образы искомых функций через

  и  , 

получим краевую задачу в областях 1а и 1b

(3.6)

Решая ее, находим искомые фурье-образы функций тока и скоростей по формулам

(3.7)

(3.8)

В (3.7), (3.8) использованы следующие вспомогательные функции и константы:

Здесь  – функция Эйри (см. [10]), а через  обозначены образы возмущений давле-
ния, границы противотоков и толщины вытеснения. Применение обратного преобразования
Фурье к (3.7), (3.8) позволит получить линейные возмущения решения, удобные для проверки
точности численного метода.

4. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ
Выполним следующие преобразования координат и искомых скоростей, которые упрощают

численное решение рассматриваемой задачи (3.1)–(3.3):

(4.1)

После преобразований (4.1) структура областей в вязком подслое существенно упрощается,
так как граница раздела разнонаправленных потоков (областей 1a и 1b) в новых координатах
проходит по прямой линии , а задача (3.1)–(3.3) принимает следующий вид:

(4.2)

(4.3)

(4.4)

В вязком подслое была введена равномерная прямоугольная сетка с координатами
 в области 1a и 

�1( )S x

+∞ − α

−∞
Ψ α = π Ψ

�

� � � �1 1
ˆ ( , ) 1 2 ( , ) i xy x y e dx

+∞ − α

−∞
α = π 

�

�

� �1 1( ) 1 2 ( ) i xS S x e dx

→∞

Ψ − α − Ψ + αΨ = α

Ψ α = Ψ α = Ψ α =

= −Ψ α
�

�

�

1 1 1 1

1 1 1

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ''' '( ) ,
ˆ ˆ ˆ' ''( ,0) 0, ( ,0) 0, ( , ) 0,

ˆ ˆ '( , ).

W

y

W

i y U i i p

y

S U

Ψ α = κ α η η Ψ α = κ α
�

�

� � �1 1 1 1
0

ˆ ˆ ˆ'( , ) ( , ) , ( , ) ( , ),
y

A Ay p J d y p J y

− = −κ α = κ α + α
  

1 3
1 1 1 1

1ˆ ˆˆ ˆ( , ), ( , ) ( ) .
3A W A WS p J U A p J U i

( ) ( )
αα = α ξ − ξ κ =

− α
�

�

2 3
1 3

1 3
0

( )( , ) ( ) ( ) , .
' ( )

y

A W
W

iJ y Ai i U d
Ai i U

( )Ai z � ��

1 1 1, ,P S A

= = = ⋅ = − ⋅v
�

� � ��

�

, , ( ) , '( ) .
( )
yx x Y U S x u V S x Y u

S x

= 1Y

→+∞

′∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂

= − ⋅ = = = − +

−=
+

2
2 2

2

2

2

2 2

( )1( ) , 0,
( ) ( )

( ,0) ( ) , ( ,0) 0, ( ,1) 0

1a

, ,

2( 1)
1

:

,
( )

W Wx

dp S xU U U U VU V S x U
x Y dx S x S x x YY

U x S x U V x U x U SU S Y

xp M
x

−
→−∞

→+∞

′∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂

∂= = = = − +
∂

2
2 2

2

2 2

( )1( ) , 0,
( ) ( )

( ,1) 0, ( ,1) ( ,1), ,

1 :

( ),

b

Wx
Y

dp S xU U U U VU V S x U
x Y dx S x S x x YY

UU x V x V x S x U SU S Y
Y

− +

∂ ∂=
∂ ∂

.U U
Y Y

∈ − = ∈ ={ [ 20;20], 1,..., ; [0;1], 1,..., }i j ax i Nx Y j Ny ∈ − ={ [ 20;20], 1,..., ;ix i Nx



1012

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 6  2022

ЧЖУН и др.

 в области 1b. Для некоторой заданной сеточной функции формы грани-
цы раздела  численное решение задачи (4.2)–(4.4) проводилось в два этапа. На
первом этапе решалась краевая задача (4.2) в области 1a, где поток направлен в отрицательном
направлении вдоль оси . Для ее решения использовалась разностная схема, аналогичная пред-
ложенной в [11]:

(4.5)

Начальные условия для (4.5) задавались в сечениях  и : ,

, , затем решение искалось маршевым способом, исполь-

зуя метод Ньютона в каждом сечении . Производная  аппроксимировалась с помощью
центральных разностей со вторым порядком точности.

Далее полученные из решения задачи (4.5) значения вертикальной скорости на границе раз-
дела   использовались в качестве граничных условий для численного ре-
шения задачи (4.3) в области 1b, где поток направлен в положительном направлении вдоль
оси . Для решения краевой задачи (4.3) применялся маршевый метод слева направо, исполь-
зующий аналогичную разностную схему из [11]:

(4.6)

Начальные условия для задачи (4.6) задавались в сечениях  и :

 .
После решения задач (4.5) и (4.6) при заданной форме границы можно вычислить значения

касательных напряжений ниже и выше границы раздела противотоков  и их невязку:

(4.7)

(4.8)

Из условия непрерывности касательного напряжения на границе раздела противотоков (4.4)
следует, что величина (4.8) должна обращаться в нуль в каждой точке сетки. В результате в каче-
стве второго этапа расчета можно сформулировать систему неявных уравнений для нахождения
искомой формы границы :

(4.9)

Для того чтобы решить систему нелинейных неявных уравнений (4.9) методом Ньютона, воз-
никает нетривиальный вопрос о способе вычисления матрицы Якоби. В работе предлагается по-
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точечно возмущать границу  малым возмущением  и для каждой возмущенной в одной точке
границы вычислять вектор невязки (4.9). Разница между возмущенным вектором невязки и не-
возмущенным вектором невязки (4.9), деленная на , даст столбец матрицы Якоби. Повторение
указанной операции для всех  позволит полностью заполнить матрицу Якоби на текущей итера-
ции метода Ньютона. При описанном выше способе итерационная формула метода Ньютона бу-
дет иметь вид

(4.10)

где  − вектор значений сеточной функции формы границы на k-й итерации

метода Ньютона, , − вектор значений невя-
зок (4.8) ,  − матрица Якоби. Компоненты матрицы Якоби  вычислялись следую-
щим образом:

(4.11)
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Фиг. 3. Сравнение аналитического решения линейной задачи и численного решения нелинейной задачи.

86420�2�4�6�8

3

2

Сравнение S(x) (Uw = 1, M = 0.01)

Численное решение задачи
Решение линейной задачи

1

0

�1

�2

Фиг. 4. Картина линий тока при  .

86420�2�4�6�8

5
Линии тока (Uw = 1, M = 0.25)

S(x)

4

3

2

1
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= 1,WU = 0.25M
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Фиг. 5. Результаты расчетов для значений параметров  ; 0.15; 0.25; 0.35.

6420
x x

�2�4�6

2.5
Форма границы раздела областей S(x) (Uw = 1) Напряжение на границе раздела (Uw = 1)

M = 0.1
M = 0.15
M = 0.25
M = 0.35
p(x)+1 M = 0.35

M = 0.1
M = 0.15
M = 0.25
M = 0.35
p(x)+1 M = 0.35

2.0

1.5

1.0

0.5

6420�2�4�6

1.4

1.2

1.0

0.6

0.8

0.4

= 1,WU = 0.1M

где  − значение невязки в точке  для невозмущенной границы

 из (4.8),  − значение невязки в точке , вычисленное

для формы границы, возмущенной в точке : .

5. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
С помощью предложенной схемы были выполнены расчеты для различных значений пара-

метра . Сравнение численного решения для  с решением линейной задачи (3.8) пока-
зало хорошее совпадение результатов (фиг. 3).

Также была проведена серия расчетов для значений параметров , 0.15, 0.25, 0.35, про-
являющих нелинейный режим течения. Были построены картины линий тока в вязком подслое
(область 1), на которых вблизи линии нулевой скорости видны замкнутая и две разомкнутые ви-
сячие отрывные зоны (фиг. 4). Из расчетов следует, что поперечный размер замкнутой висячей
зоны отрыва существенно нарастает с увеличением значения параметра .

Кроме того, численное решение показало заметное уменьшение касательного напряжения и
увеличение значения вертикальной скорости в некоторой точке на линии раздела противотоков

 с ростом интенсивности диполя  (фиг. 5). В этой же точке заметно нарастала произ-
водная функции , а сама точка формировалась на фоне падающего давления, что свиде-
тельствует о формировании особенности нового типа.

6. ВЫВОДЫ
Исследована детальная структура течения в вязком подслое с противотоками при заданном

градиенте давления. Получены картины висячей замкнутой и двух разомкнутых отрывных зон
для всех рассчитанных режимов. В отличие от течений на неподвижной стенке, в которых отры-
вы присоединены к поверхности, линия нулевой продольной скорости в изученных режимах на-
ходится внутри потока и, как следствие, отрывные зоны висячие. Отметим, что для любого

 топологическая картина линий тока неизменна и отлична от невозмущенного течения,
что подтверждается решением линейной задачи.

Обнаружен значительный вертикальный рост замкнутой зоны отрыва при увеличении задан-
ного давления. Выявлено формирование сингулярности в картине течения вблизи точки мини-
мума напряжения на границе раздела противотоков: с ростом заданного давления, вертикальная
скорость заметно возрастает, наклон границы раздела противотоков также заметно возрастает,
напряжение трения убывает до малых величин. Заданный градиент давления имеет отрицатель-
ную величину в изучаемой точке, что предполагает формирование особенности нового типа.
Эта особенность, по-видимому, отлична от сингулярностей, исследованных Гольдштейном и
Рубаном.
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В классических работах уравнения для полей предлагаются без вывода правых частей. Здесь
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1. ДЕЙСТВИЕ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ И УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ПОЛЕЙ

Пусть  – функция распределения частиц по пространству , по скоростям
, массам  и заряду  в момент времени . Это означает, что число частиц в

объеме  равно . Рассмотрим действие:

(1.1)

где  – скорость света,  и  – трехмерная скорость,  и  –
координата,  – метрика ,  есть 4-потенциал электромагнитного по-

ля,  – электромагнитные поля,  – полная кривизна,  –

лямбда-член Эйнштейна,  и  – константы [1]–[4],  – определитель
метрики  – постоянная тяготения, по повторяющимся индексам, как обычно, идeт сумми-
рование.

Вид действия (1.1) удобен для получения уравнений Эйнштейна и Максвелла при варьирова-
нии по полям  и . Такой способ вывода уравнений Власова–Максвелла и Власова–Эйн-
штейна использовался в работах [5]–[11]. При варьировании (1.1) по  получим уравнение
Эйнштейна

(1.2)

Первое слагаемое правой части этого уравнения и является по определению Гильберта тензо-
ром энергии-импульса. Он выписан впервые в таком видев работах [9]–[11] в менее общем виде
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без распределения по массам и зарядам. Попытки выписать тензор энергии-импульса через
функцию распределения предпринимались, насколько нам известно, только в релятивистской
кинетической теории для уравнения Власова–Эйнштейна [5]–[15]. Если использовалась функ-
ция распределения от 4-мерного импульса, что приводило к необходимости использовать дельта
функцию , что неудобно, а уравнения движения, приводящие к уравнению ти-
па Власова, также оказывались неудовлетворительными.

Уравнение электромагнитных полей получается варьированием (1.1) по  и называется урав-
нением Максвелла:

(1.3)

Покажем, что вид действия (1.1) является более общим, чем в [1]–[4]. Для получения стан-
дартного вида действия возьмем функцию распределения в виде  – функции для одной части-
цы:

(1.4)

Подставляя (1.4) в действие (1.1) и опустив штрихи, получаем стандартные [1]–[4] выражения
для всех слагаемых:

(1.5)

В роли частиц могут быть электроны и ионы в плазме, планеты в галактиках, галактики в су-
пергалактиках, скопление галактик во Вселенной. В равенстве (1.4) мы можем взять сумму дель-
та-функций и получить обычное действие [1]–[4] для конечной системы частиц: этим обосновы-
вается единственность выбора более общего действия (1.1).

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ В ЗАДАННЫХ ПОЛЯХ, УРАВНЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ 
И УРАВНЕНИЕ ВЛАСОВА–МАКСВЕЛЛА–ЭЙНШТЕЙНА

Воспользуемся инвариантностью первых двух слагаемых уравнения (1.5), относительно заме-
ны , где  – произвольный параметр. Такая инвариантность хорошо известна [1]–[4].
Перепишем первые два слагаемых из действия (1.5) в виде

(2.1)

Варьируя по  и учитывая, что , получаем уравнение Эйлера–Лагранжа:

(2.2)

Учитывая, что величина  является интегралом движения по  для уравнения (2.2)

(обоснование этого см. в [9], [10]) приведем это уравнение к виду

(2.3)

где  – символ Кристоффеля:
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Уравнение (2.3) отличается от приведенных в руководствах [1]–[4] наличием  в правой ча-
сти: в этих руководствах дифференцирование идет по собственному времени . Это не-
удобно, так как для каждой частицы это собственное время индивидуально. Далее будет исполь-
зована формула (2.3), которая обладает симметрией при замене , , что позволяет
понизить еe порядок. Для этого перепишем уравнение (2.3) в виде:

(2.4)

Избавляемся от , поделив остальные уравнения на первое из уравнений системы (2.4). Так

как  пропорционально времени, обозначим 

При этом из-за симметрии, описанной выше, можно избавиться от уравнения на  и напи-

сать уравнения на трeхмерные переменные , . Здесь по-прежнему . Такое
понижение порядка описано для гравитации в книгах Фока [1] и Вейнберга [3]. Там этот переход
в уравнениях приведен для гравитации, где уравнения не отличаются для параметра  и соб-
ственного времени . Однако если добавляется электромагнетизм, то отличие заключается как
раз в появлении корня в правой части, который обеспечивает необходимую симметрию. Нам это
понижение переходом к времени  необходимо, так как наша цель получить замкнутую систему
уравнений для полей и частиц, а значит, получить уравнение на функцию распределения

, которая была в уравнениях для полей. Тогда имеем

(2.5)

где через  обозначено следующее выражение:

a , , , .
Мы получили уравнения движения заряженных частиц в электромагнитных и гравитацион-

ных полях в релятивистской форме из принципа наименьшего действия в форме Вейнберга–
Фока.

В заключение выпишем уравнение Лиувилля (его также называют уравнением переноса или
уравнением неразрывности) для функции распределения  для системы (2.5):

(2.6)

Уравнения (2.6), (1.2) и (1.3) образуют систему уравнений для гравитации и электродинамики
Власова–Максвелла–Эйнштейна. Это замкнутая система уравнений релятивистких электроди-
намики и гравитации. Общий смысл уравнений типа Власова именно таков: они 1) позволяют
замкнуть систему электродинамики (уравнение Власова–Максвелла) и гравитации (уравнение
Власова–Эйнштейна) и 2) вывести их из принципа наименьшего действия.

3. ОБЩИЙ ПЕРЕХОД К ГИДРОДИНАМИКЕ [6], [7]
Рассмотрим произвольную систему нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне-

ний: , , . Перепишем еe для , , :
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Выпишем уравнение Лиувилля для функции распределения 

(3.1)

Выполним гидродинамическую подстановку . Здесь  – это дельта-
функция Дирака, сама эта функция есть предел Максвелловского распределения, когда темпе-
ратура стремится к нулю,  – это аналог плотности, а  – аналог макроскопического им-
пульса. Имеем

Собирая множители при дельта-функции и еe производных, получаем систему уравнений:

(3.2)

Эта система является точным следствием уравнения Лиувилля (3.1): можно называть еe гидро-
динамическим следствием уравнения Лиувилля порядка . Гидродинамическая подста-
новка была изобретена в рамках уравнений Власова [4], а для произвольных систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений введена в [6]. Слово “точное” означает, что если  и

 удовлетворяет системе уравнений (3.2), то функция  удовле-
творяет уравнению (3.2). Это также означает, что подстановка максвелловского распределения
дает приближенные следствия, либо какой-то набор частных решений: например, Больцман
изучал эти решения для простейшего варианта уравнения (3.1), уравнения переноса для свобод-
ного движения. Второе из уравнений (3.2) имеет ясный геометрический смысл: оно описывает
движение m-мерных поверхностей в n-мерном пространстве в силу исходной системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений в Эйлеровых координатах. Получающаяся система ква-
зилинейных уравнений не общая, а в терминологии Куранта и Гильберта называется системой
уравнений с одинаковой главной частью. Эта система обладает следующими замечательными
свойствами.

1. В случае линейной исходной системы ОДУ решение системы с одинаковой главной частью
можно искать в виде , линейном по координатам . Получается система обык-

новенных нелинейных дифференциальных уравнений в матричном виде на матрицу .
2. Для гамильтоновых систем

из неe получается уравнение Гамильтона–Якоби двумя шагами. Первый шаг от уравнения Ли-

увилля к гидродинамическому следствию порядка , как это было сделано выше. Второй
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шаг: в случае гамильтоновых систем проходит дальнейшая подстановка в (3.1) для импульсов

 в виде градиента функции: . В результате получаем

Отсюда получаем, что там, где плотность  равна нулю, оба уравнения исчезают. А там, где

плотность не равна нулю, функция  зависит только от времени [17]–[20].

Замена , где , приводит к уравнению Гамильтона–Якоби:

 [17]–[20].

Этот переход от уравнения Лиувилля к уравнению Гамильтона–Якоби имеет длинную исто-
рию. Второй шаг – переход от гидродинамических уравнений к уравнениям типа Гамильтона–

Якоби в частном случае гамильтониана  возник в работах Маделунга по кван-

товой механике [16]. А в общем случае гамильтоновых систем такой переход изучался в работах
И.С. Аржаных, К.С. Долматова, В.В. Козлова [17]–[20]. Первый шаг, связавший гидродинами-
ческие системы с уравнением Лиувилля и уравнениями Гамильтона–Якоби, был проведен в ра-
ботах [21]–[26] после того, как на одной из своих лекций В.В. Козлов вывел уравнения Гамиль-
тона–Якоби из второго из уравнений (3.2) в гамильтоновом случае. В.В. Козлов назвал эти ниж-
ние уравнения (3.2) уравнениями Лэмба [17]–[20]. Один из авторов (В.В. Веденяпин) предположил,
что эти уравнения Лэмба получаются из уравнений Лиувилля гидродинамической подстанов-
кой, и это предположение подтвердилось [21]–[26]. Все это мы применим в дальнейшем в реля-
тивистском и нерелятивистском случае.

4. ПЕРЕХОД К ГИДРОДИНАМИКЕ И УРАВНЕНИЮ ГАМИЛЬТОНА–ЯКОБИ 
В РЕЛЯТИВИСТСКОМ СЛУЧАЕ УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА–МАКСВЕЛЛА–ЭЙНШТЕЙНА

Для вывода уравнений Власова–Максвелла–Эйнштейна в форме Гамильтона–Якоби нужно
вывести его в импульсах (гидродинамическая форма получится и для скоростей, и для импуль-
сов). Для этого вернeмся к исходному действию и перепишем его, но нужно воспользоваться
трехмерными импульсами. Для этого действие (2.1) перепишем через время: когда мы получали
уравнение движения частицы в скоростях, то нужно было действовать через внешний пара-
метр , чтобы использовать символы Кристофеля. А при получении канонических уравнений
движения необходимо обычное время:

Мы получим уравнение движения:

Латинскинские индексы  пробегают значения  а греческие  пробегают значе-
ния . Мы получаем выражение для импульсов:

(4.1)

Здесь выражение для  получается формальным дифференцированием по .
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Это выражения для длинных или канонических импульсов, но понадобятся и малые импуль-

сы : формулы связи со скоростями проще для малых импульсов, а

при переходе к уравнению Гамильтона–Якоби мы обязаны пользоваться каноническими.

Переходя к верхним индексам умножением на обратную матрицу , получаем

Теперь требуется обратить эту формулу, выразив скорости через импульсы, чтобы написать дей-
ствие через импульсы. Для этого в последней формуле поделим -ю компоненту на нулевую:

В последней формуле необходимо исключить импульс с нулевой компонентой через массовое

уравнение  и его решение относительно : , ,

, . Массовое уравнение получается подстановкой тех же соотношений

в формулу (4.1) при  (ср. [1]–[4]).
Уравнение для полей останется тем же самым (1.2) с заменой на интегрирование по импуль-

сам с использованием формул  =  = .
Каждая из трех этих величин это число частиц в элементе объема, что является инвариантом при
замене переменных:

Или

Здесь имеется в виду, что скорости в первом уравнении, а импульсы  во втором должны быть
выражены через канонические импульсы .

Уравнение движения для частиц получаем уже в гамильтоновой форме, где функция Гамиль-

тона . Эта формула получается из-за того, что лагранжиан для действия

 есть функция первой степени по скоростям, и формулы Эйлера

. Так как по определению , получаем . Здесь имеется в

виду суммирование по  и по . Отсюда находим выражения для скоростей

.
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Выписывая через этот гамильтониан по общей схеме разд. 3 уравнение Лиувилля гидродина-
мической подстановкой , получаем гидродинамические

уравнения. Подстановкой  или  получаем затем уравнения Гамильтона–

Якоби:

Мы также должны написать уравнение неразрывности:

Чтобы получить замкнутую форму уравнений Гамильтона–Якоби–Власова–Максвелла–Эйн-
штейна, необходимо и в уравнениях для полей выполнить ту же гидродинамическую подстанов-
ку :

Здесь макроскопические импульсы  и  связаны обычными соотношениями .

При этом в форме Гамильтона–Якоби нужно учитывать, что . Мы получили урав-

нение Власова–Максвелла–Эйнштейна как в редукции к гидродинамическим переменным, так
и в редукции к уравнениям Гамильтона–Якоби. Рассмотрим примеры специальных релятивист-
ских систем.

Пример 1. Рассмотрим простейшее релятивистское действие с метрикой Лоренца:

Варьируя по координатам , получаем обычные релятивистские уравнения в метрике Ло-
ренца с гамильтонианом [1]–[4]

Переходим к действию, пригодному к варьированию по полям по нашей обычной схеме:

Варьируя его по потенциалу , получаем уравнения для полей:

Сразу переходим к уравнению Гамильтона–Якоби и получаем систему уравнений

где .
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Перепишем эту систему уравнений для изотропного случая, когда , ,
 в виде

Здесь штрих означает дифференцирование по . Космологическим решениям соответствует слу-
чай, когда  не зависит от пространственной переменной : . Тогда последнее уравне-
ние дает решение

здесь  

Из первого уравнения системы – уравнения неразрывности – получаем:

Величина  называется постоянной Хаббла (и обычно полагают, что она не зависит от ).
Получаем уравнение на :

где .

Решая уравнение относительно ϕ, получаем

Мы получили систему уравнений типа Гурса:

Пример 2. Еще одно релятивистское действие, но с метрикой не Лоренца, а слаборелятивист-
ской

При этом потенциал вносится в действии под корень
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и систему уравнений

где 

Уже из вида уравнений видно, что ускоренное расширение в первом случае можно в принци-
пе устроить за счет лямбда-члена, а во втором – нет из-за положительности корня в уравнении
Гамильтона–Якоби.

 В следующем разделе мы применим эту технологию в нерелятивистском случае.

5. НЕРЕЛЯТИВИСТСКАЯ КИНЕТИКА И ГИДРОДИНАМИКА:
ЭВОЛЮЦИЯ ВСЕЛЕННОЙ

Применим этот способ в нерелятивистском случае для вывода уравнений Власова–Пуассона
и, как следствие, уравнений гравитационной газодинамики заряженных частиц, действуя по той
же схеме. Нерелятивистский случай соответствует действию [5]–[7]:

(5.1)

Варьируя по  и пo U, получаем дважды уравнения Пуассона:

(5.2)

Действие для одной частицы следует при выборе 
. Здесь M, ,  – это масса, заряд и координата одной частицы. Рассмотрим

для такой функции распределения первое слагаемое в (3.1), получим стандартное действие:

Варьируя, как обычно, в механике, получаем уравнение Ньютона:

Переходим к уравнению Лиувилля для соответствующей системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (возвращаемся к  для заряда и массы и к x вместо y для координаты):

тогда

(5.3)
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Система (5.2), (5.3) и есть система уравнений Власова–Пуассона–Пуассона с лямбда-членом [38].
Получим точное гидродинамическое следствие этой системы, предполагая гидродинамиче-

ский вид функции распределения [4]–[11]: . Слово
“точное” означает, что если мы возьмем вместо этого распределения максвелловское, то полу-
чим приближенное следствие. Тогда верно следующее:

(5.4)

Такую систему можно назвать системой Власова–Лэмба–Пуассона–Пуассона. Пусть скорость

имеет вид градиента некоторой функции : .

Тогда получаем систему, которая является также точным следствием уравнения Власова–
Пуассона–Пуассона (5.2), (5.3), где появляется уравнение Гамильтона–Якоби:

(5.5)

Перепишем эту систему уравнений для изотропного случая, когда функции ,
, , . Получаем систему

Предположим теперь, что плотность не зависит от пространственной координаты: 
(однородность по пространству). Такие решения называются космологическими решениями,
так как на очень больших масштабах предполагается, что плотность от пространственной коор-
динаты вообще не зависит [1]–[4].

Тогда последнее уравнение дает решение
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Аналогично

где .

Из первого уравнения системы, уравнения неразрывности, получаем

где  – постоянная Хаббла, и обычно полагают, что она зависит только от времени. Слово
“постоянная” употребляется по традиции со времен Хаббла, так как она меняется медленно.
Но именно ее зависимость от времени и других параметров (как масса или аналоги зарядов ка-
кой-то другой материи, которую сейчас принято называть темной или темной энергии) имеет
особую актуальность в связи с ускоренным расширением Вселенной. Получаем уравнение на :

где .

Решая уравнение относительно , получаем

Значит,  и 

Подставляя все во второе уравнение, получаем

Из второго слагаемого находим .

Собирая коэффициенты при , получаем .

Собирая коэффициенты при , получаем уравнение на :

Получаем систему уравнений на плотность  и постоянную Хаббла :

(5.6)
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После этого, если H зависит только от времени, можно перейти к системе двух обыкновенных
дифференциальных уравнений:

Фазовые траектории этой системы были исследованы в [38].
Мы видим, что нам несколько раз пришлось решить уравнение Пуассона , что по-

казывает не только эквивалентность введения лямбда-члена с какой-то субстанцией типа
заряда , удовлетворяющей этому уравнению, но и обосновывает потенциал Гурзадяна

 как альтернативное объяснение темной энергии [35]–[37]. Было бы хорошо объ-

яснить расширенное ускорение без введения дополнительных предположений типа лямбда-чле-
на или квадратичного потенциала, и насколько уравнение Эйнштейна (1.2) предоставляет такую
возможность обоими слагаемыми в правой части – это предмет дальнейших рассмотрений. 

Мы получили нерелятивистский аналог уравнений Фридмана, обобщающий решение Милна–
МакКри [33], [34] в различных направлениях: ввели лямбда-член, обосновали их модель, выведя
из системы Власова–Пуассона, ввели отталкивание субстанции по аналогии с кулоновским, пе-
решли к уравнению Гамильтона–Якоби, поставили вопрос о зависимости постоянной Хаббла от
массы и заряда субстанции.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Итак, мы получили уравнения электродинамики и гравитации в замкнутой форме из принци-

па наименьшего действия в форме уравнения Власова (ср. [5]–[15]). Проясняется смысл уравне-
ний типа Власова: это единственный пока способ получить и уравнение гравитации, и уравне-
ния электродинамики из принципа наименьшего действия. А также единственный пока способ
замкнуть систему уравнений гравитации и электродинамики с помощью принципа наименьше-
го действия, используя функцию распределения объектов(электронов, ионов, звeзд в галакти-
ках, галактик в супергалактиках или Вселенной) по скоростям и пространству. Соответствую-
щие уравнения гидродинамического уровня (например, уравнения магнитной гидродинамики)
также естественно получать из уравнений типа Власова гидродинамической подстановкой (пока
единственный способ связи с классическим действием и для этих уравнений). Представляет зна-
чительный интерес исследовать различные классы решений полученных уравнений, как это де-
лалось в [27]–[31]. Особый интерес должно представлять асимптотическое поведение решений
уравнений Власова, и тут могла бы помочь его аналогия с уравнением Лиувилля [30]–[32].
Мы показали также, что полученные уравнения типа Власова должны быть применены к объяс-
нению эволюции Вселенной, так как именно из уравнения Власова–Пуассона следуют нереля-
тивистские аналоги решений Фридмана, решения Милна–МакКри [33], [34]. При этом они яв-
ляются точным следствием уравнения Власова–Пуассона, поэтому получаются без эвристиче-
ских предположений работ [33], [34] и обосновывают и обобщают их. Эти решения позволили

выяснить роль лямбда-члена, его эквивалентность потенциалу Гурзадяна  и экви-

валентность этого любой однородной субстанции, связанной с решением уравнения Пуассона
. Правая часть уравнения Эйнштейна дает надежду на объяснение ускоренного рас-

ширения Вселенной без этих дополнительных предположений.
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Изучаются композиции независимых случайных аффинных преобразований функций на ко-
нечномерном линейном пространстве, представляющие собой некоммутативный аналог слу-
чайных блужданий. Установлены условия на итерации независимых случайных аффинных
преобразований, достаточные для сходимости к группе, разрешающей задачу Коши для эво-
люционного уравнения сдвига вдоль усредненного векторного поля, и достаточные для схо-
димости к полугруппе, разрешающей задачу Коши для уравнения Фоккера–Планка. Приве-
дены численные оценки отклонения случайных итераций от решений предельной задачи.
Сформулированы и исследованы начально-краевые задачи для дифференциальных уравне-
ний, описывающие эволюцию функционалов от предельных случайных процессов. Библ. 22.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В настоящей работе изучаются композиции независимых случайных аффинных преобразова-

ний аргумента функций на конечномерном линейном пространстве, представляющие собой не-
коммутативный аналог случайных блужданий. Такие модели естественно возникают в задачах
квантовой механики для систем, находящихся в случайных нестационарных полях. Усредненная
динамика квантовых систем имеет как теоретический, так и практический интерес с точки зре-
ния анализа средних значений наблюдаемых. В частности, важно представлять, в какой мере
усреднение решений некоторого эволюционного уравнения с нестационарными параметрами
связано с решением уравнения, усредненного по этим параметрам. Использование для этой це-
ли процедуры усреднения с помощью построения эквивалентных по Чернову полугрупп являет-
ся весьма эффективным методом, который был развит в [1]–[3].

В [4] были рассмотрены случайные сдвиги в пространстве бозонных когерентных состояний
и показано, что их усреднение с помощью теоремы Чернова также является когерентным состо-
янием, которое генерируется усредненным оператором сдвига. Физическая интерпретация это-
го результата состояла в том, что эволюция квантового осциллятора или цепочки осцилляторов
с переменной частотой может рассматриваться как результат последовательно применяемых
операторов сдвига, среднее значение которых и генерирует наблюдаемое в данный момент со-
стояние. Тем самым метод построения средней полугруппы на основе теоремы Чернова (см. [5])
может служить основой для разработки приближенной итерационной вычислительной процеду-
ры, сходящейся к решению рассматриваемой эволюционной задачи. Когерентные, а также сжа-
тые состояния в последнее время активно применяются не только в моделях квантовой оптики,
но и в моделях высокотемпературной сверхпроводимости (см. [6]) и в задаче о поляроне в био-
логических структурах (см. [7], [8]). Отметим, что основной моделью в указанных работах
(см. [6]–[8]) является гамильтониан Фрёлиха (см. [9]) в сверхпроводимости, описывающий вза-
имодействие операторов рождения-уничтожения электронов с фотонами, спектр которого точ-
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но исследовать пока не удается. Решение этой задачи представляется в виде действия произведе-
ния операторов Гейзенберга и операторов сдвига на вакуумное состояние гамильтониана. По-
этому анализ таких операторных конструкций с точки зрения применения теоремы Чернова
является теоретически важным, а получаемые на его основе приближенные методы, сходящиеся
к точному решению, такие как усреднение по Фейнману–Чернову, могут быть практически вос-
требованными.

В [10] авторы рассмотрели обобщенные когерентные состояния, которые генерируются не-
классическими коммутационными соотношениями. Такие соотношения возникают при анали-
зе моделей комбинационного рассеяния в квантовой оптике при диагонализации полиномиаль-
ных гамильтонианов с полным набором законов сохранения (см. [11]). Тем самым анализ ком-
позиций преобразований, моделирующих эволюцию состояний квантовых систем, является
актуальной задачей. В настоящей работе мы представим некоторые новые результаты об усред-
нении случайных аффинных преобразований и приведем примеры вычислительных экспери-
ментов в качестве иллюстрации приложения развиваемого метода.

Влияние нестационарных случайных воздействий на эволюцию квантовых и классических
систем изучалось в ряде работ (см., например, [1], [2], [12]–[14]). Представляет интерес описание
характеристик предельного поведения случайных композиций, указанных выше, при стремле-
нии к бесконечности числа итераций. Предельные теоремы, описывающие асимптотику распре-
деления произведения большого числа независимых случайных матриц, изучались в [15]–[19].

В [2], [3], [12], [20] получены предельные теоремы типа закона больших чисел и центральной
предельной теоремы, описывающие сходимость случайных композиций по вероятности и по
распределению. В [12] получены теоремы типа закона больших чисел, утверждающие сходи-
мость по распределению последовательности произведений случайных матриц к детерминиро-
ванной предельной матрице. В статье [12] установлены предельные теоремы, описывающие пре-
дельные распределения композиций большого числа независимых случайных линейных преоб-
разований конечномерного евклидова пространства.

Подчеркнем, что, в отличие от [12], в [2] была доказана сходимость по вероятности последо-
вательности случайных композиций к предельной полугруппе, что позволяет дать оценку веро-
ятности отклонения в форме неравенства Чебышёва. Отметим, что результаты работ [2], [3], [20]
представляют предельные теоремы, описывающие предельные распределения композиций
большого числа независимых случайных преобразований бесконечномерных банаховых про-
странств.

В настоящей работе мы распространяем полученные в [12] результаты на случай аффинных
преобразований, а также исследуем уравнение Фоккера–Планка, порождаемое случайными аф-
финными преобразованиями евклидова пространства. Полученные здесь результаты развивают
идеи работ [13], [21], в которых изучались случайные ортогональные преобразования простран-
ства  на случайные аффинные преобразования. Установлены условия на итерации независи-
мых случайных групп аффинных преобразований, достаточные для сходимости к группе, разре-
шающей задачу Коши для эволюционного уравнения сдвига вдоль усредненного векторного по-
ля. Установлены условия, достаточные для сходимости последовательности композиций
случайных аффинных преобразований аргумента к полугруппе, разрешающей задачу Коши для
уравнения Фоккера–Планка. Приведены численные оценки отклонения случайных итераций
от решений предельной задачи.

2. УСРЕДНЕНИЕ СЛУЧАЙНЫХ АФИННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Пусть  – конечномерное евклидово пространство,  – банахово пространство ли-
нейных преобразований пространства . Пусть  – группа аффинных преобразований про-
странства ;  – аффинное преобразование пространства . Тогда оператор , опреде-
леный на пространстве  равенством   при любом  является
ограниченным линейным оператором в пространстве . Поскольку якобиан преобразования 
отличен от нуля и от бесконечности, то для любого  выполняются условие

 и равенство .

E

R= dE ( )B E
E ( )G E

E ∈ ( )G EF E ÛF

R* 2= ( )dL ˆ ( ) = ( ),U u x u xF F ∈ ,x E ∈ *u
* F

∈ R2( )du L

∈� R2( )du LF −
�

* *

1/21= det( )u uF F
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Каждое аффинное преобразование  допускает единственное представление в виде
, где  – невырожденный линейный оператор в пространстве ,  – оператор

сдвига аргумента на вектор .
Случайным аффинным преобразованием  будем называть упорядоченную пару  неза-

висимых случайных величин, где  – случайная величина со значениями в пространстве ,
 – случайная величина со значениями в пространстве . При этом , где

 – вероятностное пространство элементарных событий.
Случайной величиной со значениями в пространстве  называется слабо измеримое отоб-

ражение , т.е. измеримое в том смысле, что для любых  комплекснозначная
функция  является измеримой. Если пространство  сепарабельно, то из
слабой измеримости отображения  следует его сильная измеримость. Последнее
означает, что для любого  вектор-функция  является измеримым отображением.
Кроме того, из слабой измеримости отображения  следует измеримость функции

 (см. [13]).

Если случайный оператор  удовлетворяет условию , то для

любых  числовая функция  интегрируема. Следовательно, определе-
на ограниченная полуторалинейная форма   и ассоциирован-

ный с формой ограниченный линейный оператор .
Случайным вектором пространства  называется слабо измеримое отображение .

Для сепарабельного пространства  слабая измеримость равносильна измеримости.
Лемма 1. Пусть  – аффинное преобразование пространства , представимое в виде композиции

 оператора сдвига  на вектор  и невырожденного линейного преобразования . То-
гда на пространстве  определено ограниченное линейное преобразование , действующее

по правилу  , норма которого допускает оценку .

Доказательство. Поскольку преобразование сдвига аргумента на фиксированный вектор  яв-
ляется унитарным в пространстве , то для любого  выполняется равенство

.

Теорема 1. Пусть  – случайная величина со значениями в группе аффинных преобра-

зований пространства . Тогда, если  то отображение  яв-

ляется случайным оператором, математическое ожидание которого  существует и определяет-
ся равенством

Пусть  – стандартный ортонормированный базис евклидова пространства
,   . Если , то  – непрерывная функция от  слу-

чайных величин , и потому функция  измерима. Поскольку про-

странство  плотно в , то функция  является измеримой для любых
.

Интегрируемость случайной величины  при произвольном выборе  следует

из оценки  и теоремы о мажорированной сходимости. Поэто-

му полуторалинейная форма  определена и ограни-

чена. Следовательно, математическое ожидание , определяемое интегралом Петтиса по ме-
ре  от случайной операторнозначной функции , является с ней ограниченным линейным
оператором , ассоциированным с формой .

∈ ( )G EF
�= hF S L ∈ ( )B EL E hS

∈h E
F ( , )hL

L ( )B E
h E ωω ω ω ∈ Ω�( )( ) = ( ),hF S L
Ω μ!( , , )

( )B E
ξ Ω →: ( )B E ∈,x y E
Ω ω → ξ ∈ C� ( , )Ex y E
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Ω ω → ξ ∈� RE
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Ω
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( ) ( ) <
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dL
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Ω
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L
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E
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( ) = ( ),u x u xFU F ∈x E −
*
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h
* ∈ *u

− −
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3. ИТЕРАЦИИ ФЕЙНМАНА–ЧЕРНОВА

Пусть  – случайное аффинное преобразование пространства , представимое в виде
, где  – оператор сдвига на случайный вектор ,  – случайный невырожденный

линейный оператор. Далее будут рассматриваться такие и только такие случайные линейные
операторы , значения которых допускают полярное разложение в композицию са-
мосопряженного преобразования  и ортогонального преобразования . Кроме того, случай-
ные величины  и  в представлении  являются независимыми случайными опера-
торами, причем случайный оператор  принимает значения в конусе положительных самосо-
пряженных операторов в пространстве , случайный оператор  – в группе ортогональных
преобразований пространства , а случайный оператор  – в группе сдвигов вдоль векторов
пространства .

Со случайным преобразованием  свяжем однопараметрическое семейство преобра-
зований

(3.1)

В формуле (3.1) дробная степень положительного оператора  определяется его спектраль-
ным разложением.

Ортогональный оператор  допускает спектральное разложение вида . Дроб-

ная степень такого оператора  определяется равенством . Тогда при  опе-
рация возведения в степень  однозначно определена.

Дробные степени положительного сомосопряженного и унитарного операторов в равенстве (3.1)
удобно представить в форме экспоненциальных функций от оператора

(3.2)

Здесь логарифмом положительного оператора  называется самосопряженный оператор с веще-
ственным спектром, определяемый в силу спектральной теоремы однозначно. Логарифмом ор-
тогонального оператора  называется кососимметрический оператор , мнимая часть
собственных значений которого лежит в промежутке , такой, что . Существо-
вание и единственность оператора  следуют из того факта, что оператор  допускает разло-
жение пространства  в прямую сумму не более чем двумерных инвариантных подпространств,
при том, что в одномерном подпространстве оператор  действует как тождественный, а в дву-
мерном – как оператор поворота на некоторый угол из промежутка .

Пусть  – последовательность независимых одинаково распределенных случайных аффин-
ных преобразований, каждое из которых представимо в виде

где при каждом  случайные величины  являются независимыми.
Тогда для каждого  определено однопараметрическое семейство аффинных преобразо-

ваний   .
Следовательно, определена последовательность итераций Фейнмана–Чернова независимых

случайных аффинных преобразований

(3.3)

Композиции независимых случайных аффинных преобразований  про-
странства  сопоставим случайное линейное преобразование  пространства

, действующее по правилу

(3.4)

Далее с помощью теоремы Чернова будет дано описание предельного (при ) поведения та-
ких композиций.

F E
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4. УСРЕДНЕННОЕ ПО ЧЕРНОВУ АФФИННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
В этом разделе будет установлена сходимость последовательности итераций семейств незави-

симых случайных аффинных преобразований к группе сдвигов вдоль векторного поля, опреде-
ляемого усредненным аффинным преобразованием.

В [2] были доказаны утверждения о математическом ожидании композиции независимых
случайных линейных операторов. Применительно к рассматриваемым нами композициям эти
утверждения формулируются следующим образом.

Лемма 2 (см. [2]). Пусть  – последовательность независимых одинаково распределенных слу-
чайных аффинных преобразований пространства . Тогда для всех   справедливо равен-
ство .

Следовательно, для математического ожидания композиции справедливо равенство

Положим

Лемма 3 (см. [2]). Если  , где  – независимые случайные операторы
со значениями в простанстве , то 

Следовательно, функция  задается равенством

(4.1)

На основании лемм 2 и 3 докажем сходимость итераций (3.4) к полугруппе. Проверим выпол-
нение условий теоремы Чернова для функции (4.1).

По построению . Оператор-функция (4.1) сильно непрерывна как композиция трех
сильно непрерывных оператор-функций; сильная непрерывность каждой из трех компонент
композиции (4.1) имеет место, поскольку является интегралом по вероятностной мере от функ-
ции, значениями которой являются сильно непрерывные оператор-функции. Норма среднего
значения случайной оператор-функции допускает оценку

Тогда в силу неравенства Гёльдера и с учетом нормированности вероятностной меры  полу-
чим оценку

Таким образом, условие теоремы Чернова

(4.2)

на нормы значений операторнозначной функции  выполнено.
Для производной композиции операторнозначных функций (4.1) в силу правила Лейбница

имеем

Лемма 4 (см. [2]). Пусть  – случайный вектор пространства , обладающий математическим
ожиданием . Тогда  .

Лемма 5. Пусть отображение  имеет вид  , где  –
случайный линейный оператор, принимающий значения в шаре радиуса  пространства

, который имеет среднее значение

{ }kF
E ≥ 0,t ∈Nn

� �
� �
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� �
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Тогда для любого  выполняется равенство

(4.3)

где остаток  допускает оценку .

Доказательство. Действительно, поскольку , где 
при , то согласно формуле Тейлора для функции  имеем

Поэтому в силу предположений леммы 1)–3) о случайном операторе  справедливо равенство

Оценим -норму остаточного члена в формуле Тейлора. Поскольку  то существует
постоянная , ограничивающая сверху абсолютное значение функции  и всех ее частных
производных не выше второго порядка. Кроме того, носитель функции  заключен в шаре неко-
торого радиуса  пространства , поэтому носитель функции  заключен в шаре ради-
уса . Из представления остаточного члена формулы Тейлора в форме Лагранжа сле-
дует, что квадрат его -нормы не превосходит произведения меры Лебега носилеля на квадрат
супремума по носителю дифференциала второго порядка, откуда следует оценка остаточного
члена из утверждения леммы.

Теорема 2. Пусть  – случайное аффинное преобразование пространства , представимое в виде
, где операторнозначные случайные величины  и  являются независимыми

случайными операторами и принимают значения в конусе положительных самосопряженных опера-
торов в пространстве , в группе ортогональных преобразований пространства  и в группе сдвигов
вдоль постоянного вектора в пространстве  соответственно. Пусть . Пусть случай-
ный оператор  см.  принимает значения в некотором шаре пространства 
и . Тогда для любого  и любого  выполняется равенство

где  – полугруппа, порождаемая решениями задачи Коши

(4.4)

Для доказательства теоремы 2 остается проверить условие теоремы Чернова о том, что
оператор  является генератором сильно непрерывной полугруппы в про-
странстве .

Поскольку векторное поле  непрерывно дифференцируемо и равномерно лип-
шицево на пространстве , то оно задает поток , непрерывно дифференцируемых преоб-

разований пространства . Следовательно, для любого  задача Коши (4.4) имеет един-
ственное классическое решение  . При этом для каждого  справедли-
ва оценка . Поэтому отображение  допускает
единственное продолжение по непрерывности на пространство . Следовательно, оператор 
является генератором сильно непрерывной группы   .

5. ФЕЙНМАНОВСКИЕ АППРОКСИМАЦИИ ДИФФУЗИОННЫХ ПОЛУГРУПП

В этом разделе устанавливается сходимость последовательности итераций семейств случай-
ных блужданий под действием независимых случайных аффинных преобразований к полугруп-
пе, разрешающей уравнение Фоккера–Планка.

∞∈ R0 ( )du C
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Лемма 6. Пусть отображение  имеет вид  , где  –
случайный линейный оператор, принимающий значения в шаре радиуса  пространства

, для которого выполняются следующие условия:

 ,

 .

Тогда для любого  выполняется равенство

(5.1)

где остаток  допускает оценку .

Доказательство. Действительно, поскольку , где 

при , то согласно формуле Тейлора для функции  имеем

Поэтому в силу предположений 1), 2) о случайном операторе  справедливо равенство

Оценим -норму остаточного члена в формуле Тейлора. Поскольку  то существует
постоянная , ограничивающая сверху абсолютное значение функции  и всех ее частных
производных не выше третьего порядка. Кроме того, носитель функции  заключен в шаре не-
которого радиуса  пространства , поэтому носитель функции  заключен в шаре ра-
диуса . Из представления остаточного члена формулы Тейлора в форме Лагранжа
следует, что квадрат его -нормы не превосходит произведения меры Лебега носителя на квад-
рат супремума по носителю дифференциала третьего порядка, откуда следует оценка остаточно-
го члена из утверждения леммы.

По произвольному случайному линейному оператору  в пространстве , удовлетворяюще-
му условиям леммы 6, определим на пространстве  билинейную форму

где коэффициенты  определяются равенствами  при

всех .
Лемма 7. Пусть случайный оператор  в пространстве  удовлетворяет условиям леммы  и

условиям
 

 для любого единичного вектора  выполняется условие  при некотором

Пусть случайный вектор  обладает нулевым математическим ожиданием и невырожденным
ковариационным оператором 
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Тогда полуторалинейная форма  явля-

ется положительно-определенной и мажорирует квадратичную форму .

Доказательство. Для любого  выполняется

Заметим, что

 ,  . 

Поэтому в силу условия 2) выполнена оценка

 . 

Следовательно,

где  – наименьшее собственное значение оператора . Таким образом, полуторалинейная
форма  мажорирует квадратичную форму  . Лемма 7 доказана.

Определим линейный оператор  в пространстве , ассоциированный с замыканием по-
ложительно определенной полуторалинейной формы  на

плотном в  подпространстве  Поскольку полуторалинейная форма  является
положительной, то соответствующий ей оператор  является положительным самосопряжен-
ным, а оператор  является генератором сжимающей полугруппы самосопряженных сжатий в
пространстве .

Лемма 8. Пусть выполнены условия леммы . Тогда квадратичная форма оператора  мажо-
рирует квадратичную форму оператора , задаваемого на пространстве  равенством

, где .

Действительно, для любого  и для любого p > 1 справедлива цепочка неравенств 

Лемма 9. Пусть выполнены условия лемм  и . Тогда задача Коши

(5.2)

(5.3)

где оператор  задан на области определения оператора  дифференциальным выражением

имеет единственное решение  при произвольном .

Доказательство. Самосопряженный неположительный оператор  является генератором
сильно непрерывной сжимающей полугруппы в пространстве . Поскольку  и квад-
ратичная форма оператора  мажорирует квадратичную форму оператора , то применима
теорема о возмущении генератора полугруппы (см. [22]). Следoвательно, оператор  является
генератором сильно непрерывной полугруппы в пространстве , откуда и следует утверждение
леммы.
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Теорема 3. Пусть отображение  имеет вид  , где
 – случайный линейный оператор, для которого выполняются условия лемм  и . Пусть

;  – случайный вектор пространства  с нулевым математическим ожида-
нием и невырожденным ковариационным оператором ; величины  и  являются независимыми.

Пусть   – однопараметрическое семейство случайных аффинных преоб-
разований.

Пусть  – последовательность однопараметрических семейств независимых одинаково рас-
пределенных случайных аффинных преобразований, распределение каждого из которых совпадает с
распределением .

Тогда, если , то последовательность функций , определяемых равен-
ствами   , удовлетворяет условию

при любых . Здесь функция  является решением начально-краевой задачи (5.2), (5.3).

Доказательство. Из лемм 3 и 6 следует, что оператор-функция  действующая в про-
странстве  по правилу

при каждом , удовлетворяет всем условиям теоремы Чернова. В частности,

согласно (4.2), потому   в силу условий теоремы 3.

Следовательно,

(5.4)

при любых  и . Остается заметить, что в силу независимости случайных преобра-
зований

при всех  и всех  справедливо равенство

что в соответствии с (5.4) и доказывает утверждение теоремы 3.

6. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

В качестве элемента пространства  возьмем функцию

Сгенерируем набор  равномерно распределенных матриц , так что .

В примерах, представленных в статье, , .

Случайное линейное преобразование  моделируется с помощью дискретного равномерного
распределения на конечном множестве элементарных событий , которое представляет собой
набор линейных преобразований .
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Строим операторы , так что . Зададим далее последовательность 

итераций в соответствии с (3.3), . Для фиксированного момента  вычисляем  и
 и строим зависимость нормы разности. Результаты расчетов приведены на фиг. 1 и 2.

Аналогично строится алгоритм численного моделирования для леммы 7. Отличие от леммы 5

состоит в том, что теперь рассматривается оператор , а последовательность  цен-
трирована: . Дополнительным элементом численного моделирования является вычисле-

ние оператора . Результаты представлены на фиг. 3 и 4.
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Фиг. 1. Линии уровня функций , ,  и 
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При этом также была проверена оценка остаточного члена в формулах (4.3) и (5.1) и для более
высоких размерностей, вплоть до шести. Полученные численные оценки порядков малости
остаточных членов  для уравнений (4.3) и (5.1) согласуются с утверждениями лемм 5 и 6.

На фиг. 1 и 3 по осям везде отложены компоненты двумерного вектора  и изображены линии
уровня соответствующих функций.

Из фиг. 1 следует, что в то время, как  имеет достаточно сложную структуру, в ре-

зультате действия операторов  и  на функцию  линии уровня  const, пред-
ставляющие собой окружности, переходят в близкие эллипсы, что иллюстрирует возможность
генерации групп усредненных случайных аффинных преобразований с помощью итераций Чер-
нова. Аналогично фиг. 3 иллюстрирует возможность генерации операторов группы 

для случайного линейного оператора  с нулевым математическим ожиданием и конечной дис-
персией с помощью итераций Чернова , где .

Все необходимые производные рассчитываются по аналитическим формулам, получаемым с
помощью автоматического символьного дифференцирования.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе установлена сходимость последовательности итераций семейств не-
зависимых случайных аффинных преобразований к группе сдвигов вдоль векторного поля,
определяемого усредненным аффинным преобразованием. Используя этот результат, мы пока-
зали, что последовательность итераций семейств случайных блужданий под действием незави-
симых аффинных преобразований сходится к полугруппе, которая разрешает соответствующее
уравнение Фоккера–Планка. Доказанные в работе теоремы 2 и 3 обосновывают применение
численного алгоритма, вычисляющего итерации Фейнмана–Чернова композиций независимых
случайных аффинных преобразований для решения соответствующих эволюционных задач.
Приведенные численные примеры носят методологический характер. Они показывают, что раз-
рабатываемый подход может быть полезным при решении как классических, так и квантовых
кинетических уравнений.
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В работе применяется гиперболическое сингулярное разложение при исследовании уравне-
ний Янга–Миллса с SU(2) калибровочной симметрией и уравнений Янга–Миллса–Прока в
псевдоевклидовом (или евклидовом) пространстве произвольной конечной размерности и
сигнатуры. Предъявлен явный вид всех постоянных решений системы уравнений Янга–
Миллса–Прока в случае группы Ли SU(2). Непостоянные решения уравнений Янга–Милл-
са–Прока рассматриваются в виде рядов из теории возмущений. Библ. 34.
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ВВЕДЕНИЕ
В работе [1] была предложена новая формулировка гиперболического сингулярного разложе-

ния для произвольной вещественной (или комплексной) матрицы с использованием матриц из
псевдоортогональной группы  (или псевдоунитарной группы  соответственно).
Предыдущие версии гиперболического сингулярного разложения работали в общем случае толь-
ко с использованием гиперобменных матриц (hyperexchange matrices), которые не образуют
группу, см. работы [2]–[4] и обсуждение этих работ в [1]. В настоящей работе мы применяем ги-
перболическое сингулярное разложение в новой формулировке при исследовании уравнений
Янга–Миллса с SU(2) калибровочной симметрией и уравнений Янга–Миллса–Прока в псевдо-
евклидовом пространстве  произвольной размерности и сигнатуры.

Уравнения Янга–Миллса были предложены Ч. Янгом и Р. Миллсом в 1954 г. [5] как матема-
тическое обобщение уравнений Максвелла на неабелев случай. Впоследствии (1960–1970 гг.)
была построена теория, согласно которой данные уравнения описывают электрослабые взаимо-
действия в случае группы Ли  и сильные взаимодействия в случае группы Ли .
Уравнения Максвелла, описывающие электромагнитные взаимодействия, являются частным
случаем уравнений Янга–Миллса для абелевой группы Ли . В настоящей статье мы ограни-
чимся рассмотрением случая группы Ли . Отметим классические работы по некоторым из-
вестным классам частных решений уравнений Янга–Миллса [6]–[11] и обзор [12].

В одной из предыдущих работ автора [13] была решена задача о предъявлении явного вида
всех постоянных решений уравнений Янга–Миллса с  калибровочной симметрией с про-
извольным током в евклидовом пространстве  произвольной конечной размерности с помо-
щью обычного сингулярного разложения.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант 21-71-00043), https://rscf.ru/project/21-71-00043/.
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В настоящей работе решается задача о предъявлении явного вида всех постоянных решений
уравнений Янга–Миллса–Прока в случае группы Ли  в произвольном псевдоевклидовом
пространстве  (или евклидовом пространстве ) с помощью гиперболического сингулярно-
го разложения, являющегося обобщением обычного сингулярного разложения. Непостоянные
решения уравнений Янга–Миллса–Прока рассматриваются в виде рядов из теории возмуще-
ний, при этом в качестве нулевого приближения берутся постоянные решения.

1. УРАВНЕНИЯ ЯНГА–МИЛЛСА
Пусть ,  – целые неотрицательные числа и  – натуральное число. Рассмотрим

псевдоевклидово пространство  (или, как частный случай, евклидово пространство  при
 и ) с декартовыми координатами , . Метрика пространства  задается

диагональной матрицей

(1.1)

Частные производные обозначаем через . Предполагаем, что все рассматриваемые да-

лее функции от  являются достаточно гладкими.
Пусть  есть полупростая группа Ли, а  есть вещественная алгебра Ли группы Ли . Алгебра

Ли  является вещественным векторным пространством размерности  с базисом .
Умножение элементов  задается скобкой Ли , которая удовлетворяет тождеству
Якоби. Умножение базисных элементов задается при помощи вещественных структурных кон-
стант  ( ) алгебры Ли 

(1.2)

Предполагается, что элементы алгебры Ли  и группы Ли  представляются квадратными мат-
рицами соответствующего размера. Скобка Ли задается коммутатором , где в
правой части мы используем матричное умножение.

Через  обозначим множество тензорных полей (псевдо)евклидова пространства  типа
 и ранга  со значениями в алгебре Ли .

Рассмотрим следующие уравнения в псевдоевклидовом пространстве :

(1.3)

(1.4)

где , , ,  есть вещественная константа (константа связи). Эти
уравнения называются уравнениями Янга–Миллса (системой уравнений Янга–Миллса). Обычно
предполагается, что ,  – неизвестные, а  – известный заданный вектор со значениями в
алгебре Ли . Говорят, что уравнения (1.3), (1.4) определяют поле Янга–Миллса , где 

есть потенциал и  есть напряженность поля Янга–Миллса. Вектор  называется неабелевым

током (в случае абелевой группы  вектор  называется током).
Заметим, что уравнения Янга–Миллса (1.4) могут быть получены стандартным способом из

вариационного принципа. Рассмотрим действие  для лагранжиана

(1.5)

где  являются компонентами 2-формы кривизны по отношению к связности , т.е. связаны
по определению уравнениями (1.3). При варьировании действия получаем уравнения (1.4) с ну-
левым током ( ). Ток  в уравнениях (1.4) появляется при добавлении в лагранжиан (1.5)
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дополнительных слагаемых, связанных с другими (например, скалярными или спинорными)
полями.

Компоненты кососимметрического тензорного поля , определенные уравнением (1.3),
можно подставить во второе уравнение (1.4) и получить одно уравнение второго порядка для ко-
векторного потенциала поля Янга–Миллса

(1.6)

Посмотрим на уравнения (1.3), (1.4) с другой точки зрения. Пусть  есть произвольный

ковектор со значениями в , который гладко зависит от . Через  обозначим выражение

(1.7)

и через  обозначим выражение

Можем проверить, что

(1.8)

Это тождество называется неабелевым законом сохранения (в случае абелевой группы Ли  имеем
обычный закон сохранения , т.е. дивергенция вектора  равна нулю). Следовательно,
неабелев закон сохранения (1.8) является следствием уравнений Янга–Миллса (1.3), (1.4).

Рассмотрим тензорные поля , , , которые удовлетворяют уравнениям Янга–Миллса
(1.3), (1.4). Возьмем скалярное поле со значениями в группе Ли  и рассмотрим пре-
образованные тензорные поля

(1.9)

Эти тензорные поля удовлетворяют тем же самым уравнениям Янга–Миллса

т.е. уравнения (1.3), (1.4) инвариантны по отношению к преобразованиям (1.9). Преобразование
(1.9) называется калибровочным преобразованием (или калибровочной симметрией), а группа Ли 
называется калибровочной группой уравнений Янга–Миллса (1.3), (1.4).

2. СЛУЧАЙ ГРУППЫ ЛИ SU(2)
Далее в настоящей работе будем рассматривать частный случай группы Ли SU(2), который ва-

жен при описании слабых взаимодействий. В предлагаемой далее теореме 1 о симметрии
SU(2)-уравнений Янга–Миллса существенным образом используется двулистное накрытие ор-
тогональной группы SO(3) спинорной группой . Таким образом, предлагаемые в
данной работе методы напрямую не работают для другого, важного с физической точки зрения,
случая группы Ли SU(3).

Будем рассматривать специальную унитарную группу

(2.1)

и соответствующую алгебру Ли антиэрмитовых матриц с нулевым следом

(2.2)
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μ μ∂ − ρ =' ' ''[ , ] ,F A F J

G

≅Spin(3) SU(2)

∈ C
†G = SU(2) = { Mat(2, ) | = , det = 1}, dim = 3,A A A I A G

∈ −Cg su
†= (2) = { Mat(2, ) | = , tr = 0}.A A A A
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Здесь и далее единичную матрицу соответствующего размера обозначаем через . Как известно,
матрицы Паули , :

(2.3)

удовлетворяют соотношениям

где  есть полностью антисимметричный единичный тензор (символ Леви-Чивиты),
. В качестве базиса алгебры Ли  можем взять

(2.4)

Для элементов базиса имеем

(2.5)

т.е. структурными константами алгебры Ли  в данном случае выступают символы Леви-Чи-
виты.

Запишем разложение потенциала и тока Янга–Миллса по базису алгебры Ли :

(2.6)

Здесь и далее латинские индексы пробегают значения  (так как размерность группы Ли
 равна 3), греческие индексы пробегают значения  (так как размерность псев-

доевклидова пространства  равна ).
Левая часть уравнений Янга–Миллса (1.6) при подстановке (2.6) приобретает вид

В итоге уравнения (1.6) принимают вид

(2.7)

Система (2.7) является системой  уравнений ( , ) для  функций  и 

функций . Будет удобно воспринимать систему уравнений (2.7) как систему уравнений для
элементов двух матриц  и  размера . Далее мы будем часто считать, что мат-
рица тока  задана либо зависит от неизвестной матрицы потенциала  некоторым заданным об-
разом (например, в случае уравнений Янга–Миллса–Прока имеем ).

Теорема 1. Система уравнений (2.7) инвариантна относительно преобразований вида

(2.8)

и преобразований вида

(2.9)

I
σa = 1, 2, 3a

−     σ σ σ     −     

1 2 30 1 0 1 0
= , = , =

1 0 0 0 1
i

i

σ σ σ σ σ δ σ σ σe
†( ) = , tr = 0, { , } = 2 , [ , ] = 2 ,a a a a b ab a b ab c

сI i

e e=ab abc
с

e
123 = 1 su(2)

τ σ τ σ τ σ1 1 2 2 3 31 1 1= , = , = .
2 2 2i i i

τ −τ τ τ τ τe
†( ) = , tr = 0, [ , ] = ,a a a a b ab c

c

su(2)

su(2)
μ μ μ μ μ μτ τ ∈ R= , = , , .a a

a a a aA A J J A J

= 1, 2, 3a
SU(2) μ …= 1, 2, , n

R
,p q + =p q n

μ ν ν μ μ ν α μ ν ν μ
μ μ μα

α μ ν
μα

τ ∂ ∂ − ∂ − ρ∂ τ τ − ρη ∂ − ∂ τ τ +
+ ρ η τ τ τ2

( ) ( )[ , ] ( )[ , ]

[ ,[ , ]] =

a a b a b
a a a b a b b

c a b
c a b

A A A A A A A

A A A
μ ν ν μ μ ν α μ ν ν μ

μ μ μα
α μ ν

μα

τ ∂ ∂ − ∂ − ρ τ ∂ + η ∂ − ∂ +
+ ρ η τ τ2

= ( ) ( ( ) ( ))

[ , ] =

a ab c
a a c a b a b b

ab c d
c a b d

A A A A A A A

A A A

e

e

μ ν ν μ μ ν α μ ν ν μ
μ μ μα

α μ ν
μα

τ ∂ ∂ − ∂ − ρ τ ∂ + η ∂ − ∂ +
+ ρ η τ2

= ( ) ( ( ) ( ))

.

a ab c
a a c a b a b b

ab cd k
c a b d k

A A A A A A A

A A A

e

e e

μ ν ν μ μ ν α μ ν ν μ
μ μ μα

α μ ν ν
μα

∂ ∂ − ∂ − ρ ∂ + η ∂ − ∂ +
+ ρ η2

( ) ( ( ) ( ))

= .

ab
k k k a b a b b

ab cd
c a b d k k

A A A A A A A

A A A J

e

e e

3n = 1, 2, 3k ν …= 1, 2, , n 3n ν
kA 3n

ν
kJ

μ= ( )kA A ν= ( )kJ J × 3n
J A

− 2=J m A

→ → ∈ˆ ˆ= , = , O( , ),A A QA J J QJ Q p q

→ + Ω → ∈' = , ' = , = ( ) SO(3),a
bA A AP J J JP P p
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где

Доказательство. Инвариантность первого типа имеет место в силу инвариантности уравнений
Янга–Миллса относительно псевдоортогональных замен координат пространства . А имен-
но, рассмотрим преобразование координат , где  Величины ,

, входящие в уравнения (1.6), являются тензорными, т.е. преобразуются по правилу

Получаем инвариантность уравнений (2.7) при преобразовании (2.8).
Система уравнений Янга–Миллса инвариантна относительно калибровочных преобразова-

ний (1.9). Интересующие нас величины преобразуются по правилам

По теореме о двулистном накрытии группы  спинорной группой  имеем

(2.10)

Для каждой матрицы  существуют ровно две матрицы , связанные форму-
лой (2.10) (см., например, [14]–[16]).

Для преобразованного тока получаем

Для потенциала преобразование содержит также слагаемое со спиновой связностью
. Можем воспользоваться выражением для этой величины из работ [17], [18]

и получить

где мы воспользовались тем, что , т.е.

Получаем инвариантность уравнений (2.7) по отношению к преобразованию (2.9). Теорема до-
казана.

Если совместить два преобразования из предыдущей теоремы, то получим инвариантность по
отношению к преобразованию

(2.11)
Умножение матрицы слева на псевдоортогональную матрицу и справа на ортогональную матри-
цу позволяет преобразовать ее к каноническому виду с большим количеством нулей. Для этого
воспользуемся новой формулировкой гиперболического сингулярного разложения, предложен-
ной в [1].

3. ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ СИНГУЛЯРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ
Приведем формулировку гиперболического сингулярного разложения для произвольной ве-

щественной матрицы, предложенную в [1]. Данная теорема обобщает результаты работ [2]–[4],
где вместо псевдоортогональных матриц использовались гиперобменные матрицы, которые не
образуют группу. Через  здесь и далее обозначаем нулевые блоки матриц соответствующих раз-
меров.

μ μ μ μΩ Ω ω ω δ ∂ − ∂1= ( ) = ( ), = ( ).
8

bk c a a c
d d ac d k b k bP p p p pe

R
,p q

μ μ μ ν
ν→ ˆ =x x q x μ

ν ∈= ( ) O( , ).Q q p q μA
μJ

μ ν ν μ ν μ ν ν ν ν μ
μ μ μ→ τ τ →ˆ ˆ ˆ= = = , = ,a a

a a a a aA A q A q A A A A q A
μ ν ν μ ν μ ν ν ν ν μ

μ μ μ→ τ τ →ˆ ˆ ˆ= = = , = .a a
a a a a aJ J q J q J J J J q J

− − ν − ν
μ μ μ− ∂1 1 1' = , ' = .A S A S S S J S J S

SO(3) ≅Spin(3) SU(2)
− τ τ ∈ ∈1 = , SU(2), = ( ) SO(3).a a b a

b bS S p S P p

∈ SO(3)P ± ∈ SU(2)S

μ − μ μ − μ μ μ μτ τ τ τ1 1 '' = = = = , = .'a a a b b a
a a a b b b a bJ S J S J S S J p J J J p

−
μ μ− ∂1=C S S

− −
μ μ μ− ∂ ∂ = τ τ1 11= = ( ) , : =

4
a a a a b

a bC S S h h h S S p

−
μ μ μ μ μ μ− ∂ ∂ τ δ τ δ ∂ − ∂ τ ω τ1 1 1= = ( ) = ( ) = ,

4 8
a b c k bk c a a c d d
b ac k ac d k b k b dC S S p p p p p pe

т =P P I

μ μδ δ ∂ δ + ∂ δ= , ( ) ( ) = 0.a c a c a c
b k ac bk b k ac b k acp p p p p p

→ + Ω → ∈ ∈ Ω Ω, , O( , ), SO(3), = ( ).A QAP J QJP Q p q P P

O
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Теорема 2 (гиперболическое сингулярное разложение, см. [1]). Зафиксируем матрицу (1.1). Для
произвольной вещественной матрицы  существуют матрицы  и 
такие, что

(3.1)

где первый блок матрицы  имеет  строк, а второй блок имеет  строк,  и  есть диагональные
матрицы соответствующих размеров  и  со всеми положительными, однозначно определенными
диагональными элементами (с точностью до перестановки),  есть единичная матрица размера .

Более того, выбирая , можно менять местами столбцы матрицы . Выбирая , можно менять
строки в каждом из блоков, но не между блоками. Таким образом, мы можем всегда разместить диа-
гональные элементы матриц  и  в порядке убывания.

Имеем

 есть число положительных собственных значений матрицы ,  есть число отрицательных
собственных значений матрицы .

Будем называть матрицу  (3.1) каноническим видом матрицы , а элементы диагональных
блоков  и  гиперболическими сингулярными значениями. Далее считаем, что элементы каждого
из этих блоков упорядочены в порядке убывания.

В [1] представлен также алгоритм вычисления матриц ,  и . Гиперболические сингуляр-
ные значения есть квадратные корни из модулей собственных значений матрицы . Столб-
цы матрицы  есть собственные векторы матрицы . Столбцы матрицы  есть собственные
векторы матрицы  (в случае ) и собственные и присоединенные векторы матрицы

 (в случае ). Матрицы  и  определяются неоднозначно.
Отметим, что стандартное сингулярное разложение является частным случаем гиперболиче-

ского сингулярного разложения. В случае  и  параметр  всегда равен нулю
. В данном частном случае получаем классическую теорему о сингу-

лярном разложении. Сингулярное разложение было впервые открыто независимо Э. Бельтрами
[19] в 1873 г. и К. Жорданом [20], [21] в 1874 г. Далее приведем современную формулировку этой
теоремы, которую можно найти, например, в [22], [23].

Теорема 3 (сингулярное разложение). Для произвольной вещественной матрицы 
существуют такие ортогональные матрицы  и , что

где

Числа  называются сингулярными значениями, они являются квадратными корнями из

собственных значений матрицы . Столбцы матрицы  называются правыми сингулярными
векторами и являются собственными векторами для матрицы , а столбцы матрицы  назы-
ваются левыми сингулярными векторами и являются собственными векторами для матрицы .

В общем случае, рассматривая систему уравнений Янга–Миллса (2.7) и выбирая нужным об-
разом матрицы  и  в преобразовании (2.11), можно локально (в окрестности

×∈ RMat ( )n NA ∈ O( )R N ∈ O( , )L p q

×

 
 
 
  Σ Σ ∈  

  
 

    

R
т

O O O
O O O
O O O O

= , = Mat ( ),
O O O
O O O
O O O O

x

d

A A
n N

y

d

X
pI

L AR
Y

I q

ΣA p q xX yY
x y

dI d

R ΣA L

xX yY

− η + ηт т= rank( ) rank( ), = rank( ),d A A A x y A A

x ηтA A y
ηтA A

ΣA A
X Y

ΣA L R
ηтA A

R ηтA A L
η тAA = 0d

η тAA ≠ 0d L R

=n p = 0q d
− т= rank( ) rank( ) = 0d A A A

×∈ RMat ( )n NA
∈ O( )Q n ∈ O( )P N

т = ,L AR D

×μ μ ∈ μ ≥ μ ≥ ≥ μ ≥… …R1 1 2= diag( , , ) Mat ( ), = min( , ), 0.s n N sD s n N

μ μ…1, , s
тA A R

тA A L
тAA

∈ O( , )Q p q ∈ SO(3)P
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каждой точки ) преобразовать матрицу тока  к каноническому виду из теоремы 2 (в слу-
чае евклидова пространства – из теоремы 3). В теоремах 2 и 3 берем в качестве матриц  и  мат-
рицы  и  из преобразования (2.11) соответственно. Заметим, что мы всегда
можем выбрать матрицу  из специальной ортогональной группы . Если матрица  из тео-
рем 2 и 3 имеет определитель, равный , то можно поменять знак у всех столбцов матриц  и 
одновременно, и определитель станет равным . Матрица  при этом будет не обязательно ка-
нонического вида, так как преобразование (2.11) содержит матрицу , зависящую от матрицы .

Обсудим также частный случай системы уравнений Янга–Миллса (1.6) для постоянных (не
зависящих от ) решений. В данном случае система (1.6) приобретает вид

(3.2)

Уравнения (2.7) приобретают вид

(3.3)

Рассмотрим (глобальные) преобразования, аналогичные калибровочным преобразованиям
(1.9), но с матрицей , не зависящей от :

(3.4)

В преобразованиях (2.9) и (2.11) получаем , они становятся глобальными симметриями.
Пользуясь глобальной симметрией

(3.5)

можем привести матрицы  и  к каноническому виду одновременно. Это доказывается в ра-
боте [13], там же дано общее решение системы уравнений Янга–Миллса для постоянных реше-
ний (3.3) в случае евклидова пространства  и произвольного тока  с помощью обычного син-
гулярного разложения. В случае псевдоевклидова пространства аналогичную задачу можно ре-
шить, используя гиперболическое сингулярное разложение, это будет сделано в одной из
следующих работ.

Отметим, что случай нулевого тока для постоянных решений уравнений Янга–Миллса рас-
смотрен в работах [24], [25]. Решения в виде плоских волн уравнений  Янга–Миллса в про-
извольном псевдоевклидовом пространстве представлены в работе [26], данные решения сво-
дятся к обсуждаемой задаче о постоянных решениях. Некоторые частные классы решений урав-
нений Янга–Миллса в формализме алгебр Клиффорда и алгебр Атьи–Келера, связанные с
постоянными решениями, представлены в [17], [27], [28].

В данной работе найдем все постоянные решения системы уравнений  Янга–Миллса–
Прока, которую можно интерпретировать как систему уравнений Янга–Миллса с током, зави-
сящим от потенциала.

4. РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ  ЯНГА–МИЛЛСА–ПРОКА
Уравнения Прока были предложены в работе [29] в 1936 г. как обобщение уравнений Макс-

велла. Данные уравнения отличаются от уравнений Максвелла наличием слагаемого с квадратом
массы. Предполагается, что уравнения Прока описывают массивные частицы со спином 1. Урав-
нения Янга–Миллса–Прока являются естественным аналогом уравнений Прока в неабелевом
случае, т.е. являются обобщением уравнений Янга–Миллса и уравнений Прока одновременно,
и рассматриваются, например, в работах [30], [31].

Система уравнений Янга–Миллса–Прока в псевдоевклидовом пространстве  (или, в част-
ном случае, евклидовом пространстве ) имеет вид

(4.1)

(4.2)

∈ R
,p qx J

R L
∈ SO(3)P ∈т O( , )Q p q

R SO(3) R
−1 L R

+1 A
Ω P

∈ R
,p qx
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μ ρ2

1[ ,[ , ]] = .A A A J

α μ ν ν
μαρ η ε2 = .ab cd

c a b d k kA A A Je

∈ SU(2)S ∈ R
,p qx

− − ν − ν
μ μ μν μν

1 1 1' '= , = , ' = .A S A S F S F S J S J S

Ω = 0

→ → ∈ ∈, , O( , ), SO(3),A QAP J QJP Q p q P

A J
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n J

SU(2)

SU(2)

SU(2)
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Данные уравнения отличаются от уравнений Янга–Миллса (1.3), (1.4) наличием слагаемого
 с массой . Имеем , , , . Если масса равна нулю
, то уравнения (4.1), (4.2) совпадают с уравнениями Янга–Миллса (1.3), (1.4) с нулевым то-

ком . Будем далее рассматривать случай .
Лагранжиан поля Янга–Миллса–Прока имеет вид

(4.3)

где компоненты  имеют вид (4.1). При варьировании действия  получаем
уравнения (4.2).

Для потенциала  из уравнений (4.1), (4.2) получаем условие обобщенной калибровки

(4.4)

Заметим, что данное условие является аналогом неабелева закона сохранения (1.8) для уравне-
ний Янга–Миллса (1.3), (1.4). Уравнения Янга–Миллса–Прока (4.1), (4.2) можно интерпретиро-
вать как уравнения Янга–Миллса с током , зависящим от потенциала. Подставляя

 в (1.8), получаем (4.4).
Подставляя (4.1) в (4.2), получаем

(4.5)

что, с учетом (4.4), можно переписать в виде

(4.6)

Заметим, что система уравнений (4.1), (4.2) не является калибровочно инвариантной относи-
тельно преобразований (1.9) (так же как не являются калибровочно инвариантными уравнения
Прока [29], являющиеся обобщением уравнений Максвелла). Однако система уравнений Янга–
Миллса–Прока (4.1), (4.2) инвариантна относительно глобального (не зависящего от )
преобразования

(4.7)

При отыскании постоянных решений уравнений Янга–Миллса–Прока, получаем систему
уравнений

(4.8)

которую можно интерпретировать как систему уравнений Янга–Миллса для постоянных реше-
ний с током , зависящим от потенциала .

Далее будем рассматривать случай группы Ли  и соответствующей (вещественной)
алгеброй Ли . Фиксируя базис алгебры Ли  (2.4), перепишем систему уравнений (4.6)
в виде

(4.9)

Система уравнений для постоянных решений (4.8) примет вид

(4.10)

Система уравнений (4.10) инвариантна относительно преобразования

(4.11)
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где ортогональная матрица  связана с матрицей  из глобального преоб-
разования (4.7) как двулистное накрытие

Матрица  соответствует замене координат  пространства  (анало-
гично тому, как это было для уравнений Янга–Милса в теореме 1).

После нахождения всех решений системы (4.10) можно вычислить компоненты напряженно-
сти

(4.12)

и инвариант :

(4.13)

Сформулируем и докажем теорему о всех решениях системы (4.10), т.е. всех постоянных реше-
ниях системы уравнений Янга–Миллса–Прока в случае группы Ли .

Теорема 4. Любое решение  системы уравнений Янга–Миллса–Прока (4.10) в пседоев-

клидовом пространстве  (или евклидовом пространстве ) может быть приведено за счет вы-
бора матриц  и  в симметрии (4.11) к решению одного из следующих трех видов:

1) в случаях , , :

(4.14)

т.е.

со следующими ненулевыми компонентами напряженности:

(4.15)

и инвариантом

(4.16)

2) в случаях , , :

(4.17)
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т.е.

со следующими ненулевыми компонентами напряженности:

(4.18)

и инвариантом

(4.19)

3) в случаях , , :

(4.20)

Доказательство. Пользуемся инвариантностью уравнений (4.10) относительно преобразова-
ний (4.11) и гиперболическим сингулярным разложением (теорема 2). Заметим, что мы всегда
можем выбрать матрицу  из специальной ортогональной группы . Если эта матрица имеет
определитель, равный , то можем поменять знак у всех столбцов матриц  и  одновременно,
и определитель станет равным .

Пусть элементы матрицы  удовлетворяют системе уравнений (4.10) в пседоевклидовом про-
странстве  (или евклидовом пространстве ). Тогда существуют матрицы  и

 (или  соответственно) такие, что матрица  имеет канонический вид

Система (4.10) приобретает новый вид с неизвестными – гиперболическими сингулярными зна-
чениями матрицы  (элементами диагональных блоков  и ). Далее требуется рассмотреть раз-
личные случаи канонического вида матрицы  в зависимости от значений параметров ,  и  и
решить соответствующие системы уравнений. Элементы каждого из диагональных блоков  и

 считаем положительными и упорядоченными в порядке убывания. Всего имеется 20 различ-
ных случаев для значений параметров ( , , ) матрицы :

В первом случае ( , , ) в системе уравнений (4.10) остаются только диагональные
ненулевые слагаемые, а значит, ,  и произведение двух символов Леви-
Чивиты дает . Получаем следующую систему уравнений, где положительные элементы диаго-
нального блока , упорядоченные в порядке убывания, обозначены через ,  и  соответ-
ственно:

(4.21)

Данная система имеет только решение

(4.22)
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Во втором, третьем и четвертом случаях получаем следующие системы соответственно, каждая
из которых не имеет решений:

В пятом случае ( , , ) получаем систему для двух диагональных элементов , 
блока :

(4.23)

с общим решением

(4.24)
В шестом и седьмом случае имеем следующие системы соответственно, каждая из которых не
имеет решений:

В восьмом и девятом случае имеем следующую систему на единственный ненулевой элемент 
матрицы , не имеющую решений:

(4.25)

В десятом случае  имеем тривиальное решение  при любом .
В случаях 11–13 получаем соответственно системы

не имеющие решений. В оставшихся случаях 14–20 также получаются противоречивые системы.
Для полученных трех типов решений вычисляем компоненты напряженности, используя (4.12),

и инвариант , используя (4.13). Теорема доказана.

5. НЕПОСТОЯННЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ  ЯНГА–МИЛЛСА–ПРОКА 
В ВИДЕ РЯДА ИЗ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ

В теореме 4 мы предъявили явный вид всех постоянных решений уравнений  Янга–
Миллса–Прока (4.1), (4.2) в произвольном псевдоевклидовом (или евклидовом) пространстве

. Полученные постоянные решения уравнений позволяют построить непостоянные реше-
ния уравнений Янга–Миллса–Прока в виде ряда из теории возмущений. А именно, разложим
решение уравнений (4.1), (4.2) по малому параметру :

(5.1)

где в качестве нулевого приближения  берем постоянные (не зависяшие от ) решения
уравнений Янга–Миллса–Прока (4.1), (4.2). Подставляя (5.1) в уравнения (4.6), получаем урав-
нение вида
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где  – некоторые дифференциальные выражения, зависящие от  для каждого

. Так как  – постоянные решения уравнений (4.6), то легко проверить, что

Далее получим систему линейных уравнений в частных производных  с постоянными ко-

эффициентами (зависящими от ) для отыскания . Найдя решения этой системы, можно

подставить их  и решения  в систему . Получим систему линейных уравнений в част-

ных производных с переменными коэффициентами (зависящими от ) для отыскания .

Далее подставим решения в  и так далее. Продолжая процесс, мы находим  для всех
 и таким образом, находим непостоянные решения уравнений Янга–Миллса–Прока

в виде ряда (5.1).
Такой алгоритм нахождения непостоянных решений сводит задачу о решении системы нели-

нейных (кубических) уравнений Янга–Миллса–Прока к решению систем линейных уравнений
в частных производных.

Обсудим более подробно систему для первого приближения . Чтобы получить явный

вид этой системы, положим , причем . Можем так подо-

брать матрицы  и  в симметрии (4.11), что матрица, составленная из , яв-
ляется диагональной (см. теорему 4). Получаем систему из  линейных уравнений в частных
производных:

(5.2)

для неизвестных функций  с известными постоянными коэффициентами ,

зависящими от параметра . Данные коэффициенты  есть элементы одной из диагональ-

ных матриц (4.14), (4.17) или полностью нулевой матрицы (4.20) в зависимости от типа постоян-
ных решений.

В случае нулевой матрицы имеем  и получаем следующую систему для первого прибли-
жения

(5.3)

Заметим, что уравнения (5.3) являются уравнениями Клейна–Гордона–Фока для каждой из
компонент .

В случае решения (4.14) можем подставить в систему (5.2) выражения

В случае решения (4.17) можем подставить в систему (5.2) выражения

Получающиеся системы уравнений с неизвестными функциями  можно исследовать с помо-
щью известных численных методов и методов теории линейных уравнений в частных производ-
ных.

νk
Q μ μ

…

0
, ,

k
A A

…= 0, 1,k μ0
A

ν μ ν ν
μ + λ

0 0 0 00
= [ ,[ , ]] = 0.Q A A A A

ν1
= 0Q

μ0
A μ1

A
μ1

A μ0
A ν2

= 0Q

∈ R
,p qx μ2

A
ν3

= 0Q μk
A

…= 0, 1,k

μ1
= 0Q

μ μ μ μ μ+ ε + ε τ
1 10 0

= ( ) = ( ( )) a
a aA A A x A A x ε2 = 0

∈ SO(3)P ∈ O( , )Q p q μ0
aA

3n

μ ν μ ν α ν μ
μ μ μα

α μ ν α μ ν α μ ν ν
μα

∂ ∂ − ρ ∂ + ρ η ∂ +
+ ρ η + + +

e e

e e
2 2

2

( ) = 0,

ab ab
k k a b k a b

ab cd
d k c a b c a b c a b k

u h u h u

h h u h u h u h h m u

μ μ1
:= ( )a au A x μ μ=

0
:a ah A

λ
ρ

2

2= m μ
ah

μ = 0ah

μ ν ν
μ∂ ∂ + 2 = 0.k ku m u

ν
ku

μ
 λ μ



при = = 1, 2, 3;
= 2

0 в остальных случаях.
a

a
h

μ  λ μ



при = = 1, 2;
=

0 в остальных случаях.a
a

h

μ
au



1054

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 6  2022

ШИРОКОВ

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе показано, как методы вычислительной математики (сингулярное разложе-

ние и гиперболическое сингулярное разложение) могут быть полезны при исследовании уравне-
ний Янга–Миллса и уравнений Янга–Миллса–Прока в случае группы Ли , важном при
описании электрослабых взаимодействий. Предъявлены классификация и явный вид всех по-
стоянных решений системы уравнений Янга–Миллса–Прока в случае группы Ли . Непо-
стоянные решения уравнений Янга–Миллса–Прока рассматриваются в виде рядов из теории
возмущений. Представляется интересным дальнейшее изучение получившихся линейных си-
стем уравнений для первого приближения. Результаты могут иметь применение при описании
физического вакуума [32]–[34].

Заметим, что методы, рассматриваемые в настоящей работе, напрямую не переносятся на
случай группы Ли , важный для описания сильных взаимодействий, так как в работе суще-
ственным образом используется двулистное накрытие ортогональной группы  спинорной
группой . Перенос методов на случай группы Ли  представляется интересным вопро-
сом для дальнейших исследований.
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Дифракция звуковых плоских волн на полосе со смешанными мягкими и жесткими гранями. С ис-
пользованием метода Винера–Хопфа исследуется решение задачи о дифракции в полосе с
мягкими и жесткими граничными условиями. Изучено влияние несимметричных краевых
условий на дважды дифрагированное поле, создаваемое на верхней границе полосы. Пред-
ставлены численные результаты для различных параметров задачи.

Ключевые слова: краевые условия Дирихле, вторичная дифракция, мягкие и жесткие гранич-
ные условия, смешанная краевая задача, условия Неймана, спектральный итерационный ме-
тод, метод Винера–Хопфа.
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