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ВВЕДЕНИЕ
Использование новых материалов влечет за

собой активное развитие методов неразрушаю-
щего контроля для изготовленных из них кон-
структивных элементов. В этом процессе свою
нишу занимает исследование распространения
волн в неоднородных волноводах. При том, что
однородные волноводы исследованы достаточно
подробно [1] на основе аналитических методов,
исследование волновых процессов в функцио-
нально-градиентных и кусочно-неоднородных
волноводах осуществляется в основном числен-
но. Для успешного решения обратной задачи по
идентификации скрытых (внутренних) дефектов
требуется развитие методик решения прямых задач
о распространении волн в неоднородных волново-
дах с дефектами. Для исследования волновых про-
цессов в однородных структурах с дефектами в ос-
новном используются методы, базирующиеся на
закономерностях распространения волн Лэмба
[2]. В [3] осуществляется идентификация разме-
ров и глубины отслоения по изменению резо-
нансных частот. Дальнейшее продвижение в ис-
следовании волновых процессов в неоднородных
структурах осуществляется обычно разбиением
на кусочно-однородные области либо построени-
ем решений для неоднородностей простого вида.

Экспоненциальный закон использован в [4] для
описания деформирования неоднородной плос-
кости с разрезом. В работе [5] найден способ по-
строения приближенного решения задачи о дис-
кообразной трещине в функционально-гради-
ентном пространстве путем рассмотрения задачи,
в которой произвольный закон неоднородности
заменяется аппроксимацией некоторой системой
функций.

Математический аппарат для решения задач о
волнах в протяженных объектах с дефектами
обычно основывается на применении метода гра-
ничных интегральных уравнений (ГИУ) [6, 7] или
применении метода конечных элементов (МКЭ)
[8, 9], дополненного неотражающими граничными
условиями. ГИУ возникают при решении задач с
раскрытыми трещинами, причем интегральные
уравнения формируются относительно скачков пе-
ремещений и являются гиперсингулярными. При
использовании МКЭ основной проблемой явля-
ется корректный переход от неограниченной
структуры к ограниченной и выявление структу-
ры решения в окрестности вершин трещин.

В рамках первого подхода можно выделить
различные способы решения задачи. Так, в [6]
методом разложения в ряд по параметру решена
задача о трещине на границе полосы и полуплос-
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кости; решение зависит от соотношения упругих
модулей на границе раздела сред. Составлена и
решена на основе метода “больших ” система
интегральных уравнений с гиперсингулярными
ядрами. Другой способ нахождения решения ос-
нован на построении интерполяционных много-
членов для функций раскрытия и сведении зада-
чи к решению алгебраической системы. Таким
методом в статье [10] решена задача для полосы с
трещиной, заполненной клеевым составом. В [11]
решена задача о полосовой трещине на границе
двух полупространств. Для решения возникаю-
щего гиперсингулярного ГИУ применялся метод
Бубнова–Галеркина с разложением по ортого-
нальным полиномам Чебышева второго рода. По-
строены асимптотики ядер интегральных уравне-
ний, предложена формула, уточняющая квазиста-
тическое приближение. В работе [12] исследовано
явление блокирования волн в полуплоскости и в
слое с продольной трещиной. Для полуплоскости
решение строится аналогично работе [11], а для
полосы осуществляется разложение решения ГИУ
по нормальным модам, и задача сведена к беско-
нечной алгебраической системе.

В рамках второго подхода возможно модели-
рование волновода практически любой формы,
содержащего дефекты любой природы в ограни-
ченной области. В работе [8] решение задачи
строится путем сопряжения численного решения
в конечной неоднородной области с аналитиче-
скими решениями в полубесконечных областях.
В [9] для расчета полей в неограниченном теле с
дефектом применен МКЭ совместно с масштаби-
рующими граничными условиями (разновид-
ность граничных условий неотражающего типа).

В настоящем исследовании использован метод
ГИУ. В силу переменности коэффициентов диф-
ференциального оператора, возникающего во
вспомогательной задаче для трансформант Фу-
рье, не удается применить методику учета трещи-
ны путем добавления в уравнение массовых сил
[13]. Ядра системы интегральных уравнений от-
носительно скачков перемещений построены на

λ

основе решения вспомогательных задач Коши в
пространстве трансформант [14], а само решение
ГИУ построено на основе метода граничных эле-
ментов.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим волны в неоднородном по ради-
альной координате цилиндрическом волноводе с
кольцевым поперечным сечением ( ), со-
держащем осесимметричную область с отслоением
(замкнутая трещина конечной ширины, занимающая
область  ). Ко-
лебания волновода вызываются действием рас-
пределенной осесимметричной нагрузки на
внешней границе волновода  (рис. 1). Внут-
ренняя граница волновода и берега отслоения
свободны от напряжений, т.е. трещина считается
раскрытой. Осесимметричная форма уравнений
установившихся колебаний с частотой  в ци-
линдрической системе координат имеет вид [15]

Компоненты тензора напряжений Коши для
изотропного цилиндра выражаются следующими
формулами:
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Рис. 1. Геометрия задачи: (а) – продольное сечение, (б) – поперечное сечение.
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где  – компоненты вектора перемещений, ,
, , ,  – компоненты тензора напряжений

Коши,  – параметры Ламе, которые также мо-
гут зависеть от радиальной координаты. Замыка-
ют постановку задачи условия излучения волн на
бесконечности, при формулировке которых ис-
пользован принцип предельного поглощения
[16].

Введем следующие безразмерные параметры и
переменные:

Цилиндрическая поверхность отслоения в
безразмерных координатах задается множеством

 . Здесь и далее в
силу осевой симметрии задачи опущено условие
на окружную координату . Будем счи-
тать, что внешняя нормальная нагрузка, вызыва-
ющая распространение волн в волноводе, прило-
жена в области .

Выполним интегральное преобразование
Фурье вдоль продольной координаты в обла-
стях   и

  при условии,
что известно поле перемещений на условной гра-
нице , базируясь на работе [14]. Введем сле-
дующее обозначение для трансформант

(1)

С целью исследования произвольной неодно-
родности, связанной с переменностью упругих
параметров, сформируем каноническую систему
дифференциальных уравнений первого порядка
следующего вида:

(2)

где .

Приведем лишь ненулевые коэффициенты
матриц:

,r zu u σr
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Введенные в уравнении (2) матрицы имеют пере-
менные коэффициенты, являющиеся рациональны-
ми функциями относительно , , ,  и
ограниченными в силу условий ,

. Таким образом, решение уравнения (2)
может быть построено численно как при непре-
рывных, так и при кусочно-непрерывных функ-
циях ,  с разрывами первого рода.

Сформулируем ряд вспомогательных задач
Коши для (2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Векторы , , ,  являются решения-
ми уравнения (2) с граничными условиями (3),
(4), (5) и (6), соответственно. Для их численного
нахождения использованы схемы Рунге–Кутта
4–5 порядка.

Пусть колебания волновода вызваны нагруз-
кой , приложенной на его внешней
границе, а внутренняя граница свободна от на-
пряжений. Решение этой задачи в пространстве
трансформант строится как линейная комбина-
ция . Рассматриваемое  ав-
томатически удовлетворяет граничным условиям
на границе . Выбирая , обеспечим выпол-

нение следующих условий ,  на
границе . Для этого решим систему

(7)

Теперь сконструируем решения, которые дают
единичные скачки радиальных и продольных
перемещений на трещине для задачи в транс-
формантах. Составим следующие линейные
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комбинации  + ,
 + , причем будем

считать, что  в  и 

в . Тогда  и  удовлетворяют гранич-
ным условиям отсутствия напряжений на грани-
цах  и . Обеспечим единичный скачок
радиальных перемещений  и непрерывность
компонент , ,  на границе  для ре-
шения , а также единичный скачок продоль-
ных перемещений  и непрерывность , ,

 для , соответственно. Для этого решим
следующие алгебраические системы, записанные
в сокращенной форме

(8)

(9)

Сформулированные выше линейные комби-
нации , ,  позволяют
составить решение задачи о колебаниях волново-
да с отслоением под действием внешней распре-
деленной нагрузки в пространстве трансформант
и тогда
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где  – трансформанта внеш-

ней нагрузки, приложенной в радиальном на-
правлении, причем при ,  =

;  и  –
трансформанты от неизвестных скачков радиаль-
ных и продольных перемещений на отслоении.

Далее для выполнения условия равенства нулю
оригинала вектора напряжений на берегах отсло-
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формуле
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В соответствии с граничными условиями ком-
поненты ,  решения (12) обращаются в нуль
на берегах отслоения. Это условие будет исполь-
зовано для нахождения неизвестных функций
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При подсчете интегралов  =

 системы (15) учтем пове-

дение подынтегральной функции на бесконечно-
сти. В силу того, что ,  яв-

ляются неубывающими функциями  =

 при , интегралы явля-
ются расходящимися и им надо придать смысл,
используя теорию обобщенных функций [17].
Чтобы выделить главные составляющие, соответ-
ствующие предельным значениям функций на
бесконечности, численно найдем следующие
пределы . Воспользуемся
двумя методами для решения задачи.

МЕТОД ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Система интегральных уравнений (15) для
отыскания функций раскрытия может быть ре-
шена методом граничных элементов [18]. Разо-
бьем интегралы по отрезку  на сумму ин-

тегралов по элементам , где

, ; также вве-
дем координаты концов элементов 
и точки коллокаций , полагая,
что , . Будем считать, что функции

,  постоянны на элементе .
Считая, что уравнения (15) выполнены в наборе
точек, придем к следующим соотношениям

(17)

которые можно трактовать, как алгебраическую
систему

(18)

где введены следующие обозначения
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Легко показать, что подынтегральные функ-
ции интегралов в (19) не имеют особенности при

, кроме того  при .
Способ вычисления коэффициентов согласно
(19) зависит от четности подынтегральной функ-
ции. Несложный анализ показал, что 

 четны по ,   – нечетны.
Разобьем каждый из рассматриваемых интегра-
лов на расходящуюся и сходящуюся части

 :

(20)

Используем для вычисления (20) следующие
формулы [17] (  означает главное значение в
смысле Коши)

(21)

Учитывая, что узловые значения  и точки кол-
локаций  не совпадают, получаем, что

  =

.

Используя квадратурные формулы высоких
порядков для подсчета сходящихся интегралов

, решим систему уравнений (18). Получим
дискретное представление для функций раскры-
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тия. Для расчета волновых полей на внешней гра-
нице волновода воспользуемся формулой (16),
где интегралы по  могут быть посчитаны на
основе квадратурных формул и полученных дис-
кретных представлений для функций раскрытия,
а интегралы   вычисля-

ются аналогично .

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

Используя следующие обобщенные значения
интегралов [17]

(22)

получим следующие представления ядер

(23)

Подставляя в (15) представление (23) и вводя за-
мену переменных по формулам ,  по-
лучим

(24)

Здесь собраны слагаемые при одинаковых сте-
пенях  и введены обозначения 
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окрестности нуля. В качестве первого приближе-
ния получим

(25)

Учитывая значение интеграла, существующе-
го в смысле конечного значения по Адамару

, получим главные члены раз-

ложений: , 

и, соответственно, функции раскрытия

(26)

Используя формулу (16), посчитаем поле пере-
мещений на внешней границе волновода. Кон-
турные интегралы ,  могут быть по-
считаны путем прямого численного интегрирова-
ния по квадратурным формулам, или с помощью
теории вычетов с удержанием конечного числа
слагаемых. Так как решение, полученное по тео-
рии вычетов, справедливо при больших значени-
ях , то решение строится при  или при

, где .

Подставляя (26) в (16), получим соотношения
вида
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(27)

ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Воспользуемся численным и асимптотиче-

ским методами для нахождения функций раскры-
тия. Для этого сравним решение системы (18) с
асимптотическим решением (26) при следующем
наборе параметров ,

На рис. 2 изображены вещественная часть
функции  и мнимая часть функции ,
полученные по методу граничных элементов
(точки) и асимптотически (сплошная линия).
Здесь для метода граничных элементов выбрано

. Проведена серия расчетов, где осуществ-
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лялось уменьшение размера . Расчеты показали,
что уже при  относительная разница в
равномерной метрике между сравниваемыми ре-
шениями не превышает 2%. Также проведена се-
рия расчетов по увеличению числа граничных
элементов . При  величины узловых
значений на элементах, прилегающих к краям, в
10 раз меньше максимальных значений функций
раскрытия. Отметим, что вне окрестностей точек

 функции раскрытия, соответствующие
 и , отличаются менее чем на 1%,

что позволило при расчетах ограничиться числом
граничных элементов .

Решения, полученные двумя методами, весь-
ма близки. Это обусловлено тем, что поправка к
эталонному решению много меньше самого эта-
лонного решения. Поэтому на рис. 3 изображе-
ны поправки к эталонному полю радиальных пе-
ремещений на внешней границе волновода,
найденные двумя методами. Расчеты выполнены
также при . Сплошным линиям на рисун-
ке соответствуют вещественные части поправок,
а пунктирным – мнимые, жирным выделены по-
правки к полю, полученные методом граничных
элементов, а тонкими линиями изображены
асимптотические поправки к решению, вычислен-
ному по формуле (27). Как и в предыдущем случае,
рассматриваемые поправки сближаются друг с
другом при уменьшении размера  и при 
максимальная относительная разница между срав-
ниваемыми функциями не превышает 1%.

0l
=0 0.009l

N = 450N

η = ± 0l
= 90N = 450N

= 90N

=0 0.09l

0l =0 0.009l

Рис. 2. Сравнение функций раскрытия, полученных по методу граничных элементов и асимптотически.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Решена задача о вынужденных колебаниях не-

однородного в радиальном направлении цилин-
дрического волновода с кольцевым отслоением.
Методом граничных элементов решена возника-
ющая система интегральных уравнений относи-
тельно скачков радиальных и продольных пере-
мещений на отслоении. Построено асимптоти-
ческое решение системы при малых размерах
дефекта и поля перемещений на внешней грани-
це волновода для случая с отслоением и без него.
Выполнено сравнение решений, получаемых
двумя методами.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 19-31-90017.
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Рис. 3. Сравнение поправок к эталонному волновому
полю на внешней границе, полученных по методу
граничных элементов и асимптотически.
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Показана возможность использования плоского пьезоэлектрического преобразователя большого
волнового размера в качестве источника эталонной плоской ультразвуковой волны, которая может
быть использована для калибровки гидрофонов мегагерцового диапазона частот. В проведенном
эксперименте в качестве излучателя использован пьезокерамический диск диаметром 100 мм и ча-
стотой толщинного резонанса около 1 МГц. Разработан способ определения чувствительности пре-
образователя в режиме излучения по измерениям его электрического импеданса. Предложена ме-
тодика нахождения параметров плосковолновой компоненты излучаемого акустического импульса
по известному электрическому сигналу на генераторе. Показано, что профиль акустического им-
пульса, измеренный калиброванным гидрофоном вблизи излучателя, хорошо совпадает с теорети-
чески предсказанным сигналом.

Ключевые слова: пьезоэлектрический преобразователь, калибровка гидрофонов, плосковолновой
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1. ВВЕДЕНИЕ
Проблема калибровки излучателей и прием-

ников является традиционной для акустических
исследований, в частности, при применениях
ультразвука в медицине, а также в задачах гидро-
и аэроакустики. Важной характеристикой любого
электроакустического преобразователя является
его чувствительность, которая представляет со-
бой связь между его электрическими и акустиче-
скими сигналами. Так, для звукового приемника
(гидрофона или микрофона) под чувствительно-
стью понимается отношение возникающего на
нем электрического напряжения к акустическому
давлению в месте размещения этого приемника
при его отсутствии. Поскольку любой приемник
имеет конечный размер, его отклик на акустиче-
ское поле зависит от того, какова структура поля
в месте его расположения. Именно поэтому чув-
ствительность вводится по отношению к волне с
заданной структурой, в качестве которой обычно
используется плоская падающая волна. Из ска-
занного ясно, что умение создавать плоскую вол-
ну с известными параметрами является принци-
пиальным в задачах калибровки приемников.

Традиционно плосковолновой режим создается
путем размещения приемника в дальнем поле
акустического излучателя. Недостатком такого
подхода является необходимость проведения из-
мерений на больших расстояниях от источника,
т.е. соответствующие установки не могут быть
компактными. Кроме того, при измерениях в
дальнем поле происходит заметное ослабление
волны. Наконец, связь между электрическим сиг-
налом на источнике и соответствующим акусти-
ческим сигналом на приемнике зависит от боль-
шого числа параметров, что понижает точность
калибровки.

В настоящее время разработано большое ко-
личество методов калибровки акустических дат-
чиков и нахождения параметров акустического
поля: методы взаимности и самовзаимности [1,
2], метод определения акустической мощности,
основанный на измерении радиационной силы
[3], метод переменной нагрузки [4] и некоторые
другие. Каждый из методов имеет свои преиму-
щества и недостатки. Одним из привлекательных
методов калибровки датчиков акустического дав-
ления является проведение измерений в эталон-

УДК 534.621.5,534-8

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ
ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ И ТЕОРИИ ВОЛН



476

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 5  2020

КРОХМАЛЬ и др.

ном звуковом поле, т.е. в поле, характеристики
которого заведомо известны. В этом случае ос-
новной задачей становится разработка устрой-
ства, способного создавать указанное эталонное
поле. В настоящей работе предлагается один из
вариантов такого метода калибровки. Показано,
что в качестве источника эталонного поля может
быть использован ультразвуковой преобразова-
тель, излучающим элементом которого является
плоский пьезокерамический диск.

Если диаметр однородно поляризованной
плоской пьезокерамической пластины много
больше длины волны, то при подаче на ее обклад-
ки импульсного электрического напряжения она
меняет свою толщину по “поршневому” закону,
т.е. во всех точках пластины (за исключением ма-
лых участков вблизи края) ее поверхность смеща-
ется одинаково, излучая, тем самым, плоскую
волну. Благодаря этому вблизи поверхности пре-
образователя существует область пространства, в
которой в течение некоторого конечного интер-
вала времени реализуется акустическое поле в
форме бегущей плоской волны [5]. Указанная
плоская волна может быть использована в каче-
стве эталонного поля для проведения калибровки
акустических приемников. Отметим, что близкое
к плоской волне акустическое поле можно также
создать с использованием многоэлементных ре-
шеток, в том числе синтезированных [6, 7], одна-
ко на практике использовать в качестве источни-
ков одноэлементные излучатели гораздо проще.

Использование плоской пьезопластины боль-
шого диаметра удобно не только тем, что она поз-
воляет создать режим плоской волны, но и тем,
что электрические и акустические процессы в ней
можно описать с использованием одномерной
модели электроакустического преобразователя
[8, 9]. При таком подходе преобразователь опи-
сывается в виде шестиполюсника. В указанной
модели электрическое напряжение  и сила тока 
однозначно связаны с акустическими перемен-
ными – акустическим давлением  и колеба-
тельной скоростью  на внутренней и внешней
поверхностях преобразователя, соответственно.
Знание пьезоэлектрических и механических ха-
рактеристик пластины и рабочей среды позволяет
рассчитать величину излучаемого акустического
давления на поверхности преобразователя. Ввиду
наличия области бегущей плоской волны вблизи
поверхности пластины та же величина звукового
давления (лишь задержанная во времени) будет
измерена датчиком, помещенным в любую точку
данной области. Тем самым возникает возмож-
ность калибровки акустического приемника с по-
мощью пьезоэлектрического преобразователя,
излучающего эталонное акустическое поле. От-
метим, что для реализации описанного подхода

U I

1 2,  p p
v v1 2,

требуется точное знание параметров пьезоэлек-
трического преобразователя.

Таким образом, для расчета излучаемого аку-
стического поля необходимо иметь информацию
о параметрах преобразователя, таких как пьезо-
электрические и упругие модули, коэффициент
электромеханической связи, диэлектрическая
постоянная, плотность, геометрические разме-
ры пластины. В настоящей работе предлагается
алгоритм действий, позволяющий на основе
электрических и акустических измерений уточ-
нить характеристики преобразователя, а затем
рассчитать акустическое давление в зоне плоской
волны аналитическим методом. Полученные ре-
зультаты проверялись с помощью измерения аку-
стической голограммы преобразователя [10, 11] и
с помощью измерений поля на оси излучателя ка-
либрованным гидрофоном.

2. РЕАЛИЗАЦИЯ РЕЖИМА ПЛОСКОЙ 
ВОЛНЫ ВБЛИЗИ ПОРШНЕВОГО 

ИСТОЧНИКА КОНЕЧНОГО РАЗМЕРА
Рассмотрим преобразователь, активным эле-

ментом которого является круглый плоский пье-
зокерамический диск толщины l и радиуса R. Ве-
личина l определяет резонансную частоту тол-
щинных колебаний преобразователя: ,
где c – скорость продольной волны в пластине.
Рассмотрим колебания пластины в одномерном
приближении. Акустическое поле, создаваемое
такой пластиной с равномерным распределением
нормальной колебательной скорости по поверх-
ности, находится решением задачи о гармониче-
ском поршневом источнике [12].

Введем следующие величины, которые харак-
теризуют гармоническое акустическое поле:

 – вектор колебательной скорости,
декартовые компоненты которого могут быть
представлены в комплексном виде; в частности,

 где  – комплексная ампли-

тудa нормальной компоненты колебательной
скорости; здесь предполагается, что ось z ориен-
тирована перпендикулярно поверхности излуча-
теля. Так же в комплексном виде можно предста-

вить акустическое давление: ,

где  – комплексная амплитуда давления. Индек-
сом 1 будем обозначать тыльную нагрузку – среду, с
которой контактирует внутренняя поверхность
пьезопластины (в описанном ниже эксперименте
это был воздух), а индексом 2 – внешнюю среду
(излучение производилось в воду). С учетом того,
что   (круглый
поршневой источник), из решения волнового
уравнения задачи во внешней среде получается
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выражение для зависимости комплексной ам-
плитуды давления на оси симметрии пластины от
расстояния z до нее [12, 13]:

(1)

где  и  – плотность, скорость звука и
волновое число в жидкости. Если бы излучатель
был бесконечно большим ( , то при пред-
положении о малом поглощении в выражении (1)
остался бы лишь член , соответствующий
плоской волне [13]. Однако при конечных разме-
рах пластины отделить компоненты гармониче-
ского сигнала, приходящие с краев излучателя, от
плоской волны невозможно. С другой стороны, в
случае импульсного возбуждения излучателя не-
стационарное решение для поля в силу линейно-
сти задачи сводится к суперпозиции решений для
спектральных составляющих. Для идеальной сре-
ды без поглощения и дисперсии из выражения (1)
получаем следующее аналитическое решение для
акустического давления на оси:

(2)

где  – скорость поверхности излучателя. Из
выражения (2) видно, что на расстоянии  от цен-
тра пластины, в случае начала возбуждения им-
пульсного сигнала в момент , существует та-

кой временной интервал , в
пределах которого имеется сигнал плоской вол-
ны, а краевая волна, описываемая вторым слагае-
мым, еще не достигла точки измерения. Таким
образом, в пределах указанного интервала в чи-
стом виде реализуется режим плоской акустиче-
ской волны. На рис. 1a показана зависимость
длительности плосковолнового временного ин-
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тервала в зависимости от расстояния  от центра
пластины для двух радиусов: 5 и 2.5 см. График
наглядно демонстрирует, что для генерации
плоской волны необходимо использовать преоб-
разователь с большими размерами и что при этом
измерения необходимо производить вблизи излу-
чающей поверхности. Также важно отметить, что
чем меньше расстояние от пьезопластины до гид-
рофона, тем больший вклад в измеряемый сигнал
дает электрическая наводка от преобразователя.
Таким образом, важно оптимальным образом
расположить гидрофон, чтобы добиться макси-
мальной длительности плосковолнового импуль-
са и избежать электрических помех.

Интерес представляет и оценка области суще-
ствования режима плоской волны при перемеще-
нии гидрофона в направлении поперек оси пучка.
Режим плоской волны реализуется в пределах ин-
тервала времени между моментом прихода перво-
го сигнала (сигнала “прямой” волны, распро-
страняющейся перпендикулярно поверхности
излучателя) и моментом прихода сигнала от бли-
жайшей точки края излучателя. Отсюда следует,

что если  – расстояние от оси, то ре-
жим плоской волны будет выполняться в течение
интервала времени длительностью

(3)

Требование реализации режима плоской вол-
ны в пределах интервала заданной длительности

 ограничивает область положения гидрофона.
На рис. 1б показана область реализации указан-
ного режима, рассчитанная по формуле (3) для
преобразователя радиуса R = 50 мм, для трех раз-
личных временных интервалов : 5, 10 и 20 мкс.
Видно, что чем меньше требуемый интервал вре-
мени, тем более протяженной является область

z

= +2 2
   r x y
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z R r z
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  T

Рис. 1. (а) – Оценка временного интервала, в течение которого реализуется импульс плоской волны на оси симметрии
преобразователей радиусов 5 и 2.5 см, в зависимости от расстояния до центра преобразователя; (б) – оценка размеров
области плоской волны в направлениях вдоль и поперек оси пучка для плосковолновых интервалов 20, 10 и 5 мкс.
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пространства, в которой реализуется плосковол-
новой режим.

На практике в дополнение к краевой волне в
жидкости возникают задержанные сигналы, вы-
званные возбуждением в пьезопластине волн
Лэмба [14, 15]. Волны Лэмба рождаются на краю
пьезопластины, где нарушается условие однород-
ности пластины. Распространяясь в направлении
к центру пластины, они излучают в жидкость до-
полнительный сигнал, который может быть даже
сильнее краевой волны. Однако, как и краевая
волна, этот сигнал задержан относительно пря-
мой волны и поэтому не препятствует образова-
нию режима плоской волны.

Стоит отметить, что такие факторы, как ко-
нечная ширина полосы сигнала и расплывание
формы волны во времени приводят к тому, что
длительность сигнала в точке измерения может
превысить ширину указанного временного ин-
тервала плоской волны.

Для проверки вышеизложенных соображений
был проведен ряд измерений акустических сигна-
лов вблизи поверхности преобразователя с помо-
щью калиброванного гидрофона. Пьезокерамиче-
ский диск имел диаметр 100 мм, его толщина состав-
ляла около 2 мм, а резонансная частота 1.12 МГц.
Использовался гидрофон HGL-0200 (Onda,
USA), ось которого ориентировалась перпенди-
кулярно плоскости поверхности преобразователя.
Гидрофон располагался на оси симметрии излу-
чателя на различных расстояниях от его центра.
На преобразователь подавался короткий им-
пульсный электрический сигнал заданной фор-
мы. В качестве примера на рис. 2 показаны записи
сигнала, принятого гидрофоном на расстояниях
10, 50 и 100 мм от преобразователя. Как видно из
графиков, на ближнем расстоянии плоская и кра-

евая волны практически полностью разделяются,
а с удалением от преобразователя возникает зона
их перекрытия. Видно также, что форма и ампли-
туда плосковолновой компоненты остаются не-
изменными на разных расстояниях от поверхно-
сти преобразователя, что соответствует природе
плоской волны. Следовательно, сигнал на по-
верхности преобразователя будет иметь точно та-
кую же плосковолновую компоненту.

Экспериментально была зарегистрирована
плоская волнa с неизменной амплитудой и фор-
мой. Таким образом, если определить связь меж-
ду электрическим сигналом, поданным с генера-
тора на преобразователь, и плоской акустической
волной, им излученной, можно будет использо-
вать плоский преобразователь как устройство для
калибровки гидрофонов или других преобразова-
телей в режиме приема. При этом калибровка с
помощью генерации плоской волны не подразу-
мевает прецизионно точного расположения из-
мерительного устройства – его достаточно распо-
ложить в области генерации плоской волны и
перпендикулярно излучаемой поверхности [16].

3. ОДНОМЕРНАЯ МОДЕЛЬ 
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 

ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ
Электрический сигнал, подаваемый на пьезо-

электрический преобразователь, отличается от
акустического сигнала, излучаемого во внешнюю
среду, по форме и длительности. Амплитуда аку-
стического сигнала линейно зависит от амплиту-
ды электрического сигнала, а также от особенно-
стей электроакустического преобразования. В ка-
честве параметра, определяющего соотношение
между электрическим и акустическим сигналами,
можно выбрать чувствительность преобразовате-

Рис. 2. Развертка сигналов в координатах бегущей волны , записанных гидрофоном на оси излучателя на
расстоянии (а) – 10, (б) – 50 и (в) – 100 мм. Серым цветом отмечена область регистрации краевой волны.
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ля в режиме излучения . Выражение для чув-
ствительности можно получить, рассмотрев про-
цесс электроакустического преобразования в од-
номерном приближении и в гармоническом
режиме.

Из литературы [8, 9] известно, как связать дав-
ления  и колебательные скорости  на
внутренней и внешней поверхности пьезокера-
мической пластины с электрическими парамет-
рами – напряжением на обкладках пластины  и
силой протекающего тока . Такую связь можно
записать в матричном виде, что позволяет пред-
ставить преобразователь как шестиполюсник:

(4)

где ω – циклическая частота гармонического воз-
буждения системы,  – импеданс пьезокера-
мической пластины,  – волновое число, 
и  – плотность и скорость звука в материале пье-
зопластины,  – площадь поверхности преобра-
зователя,  – емкость зажатого преобразователя,

 – коэффициент, описывающий электроакусти-
ческое преобразование. Величины  связа-
ны с коэффициентом электромеханической связи

, z-компонентой пьезомодуля  и диэлектриче-
ской проницаемостью зажатого преобразователя 
следующим образом:

(5)

где  Ф/м – электрическая посто-
янная.

Элементами столбцов в формуле (4) являются
комплексные амплитуды соответствующих вели-
чин, причем предполагается, что полные величи-
ны изменяются по гармоническому закону как

. Система уравнений (4) позволяет
рассчитать работу пьезоэлектрического преобра-
зователя как в режиме излучения, так и приема.
Нас интересует режим излучения. Будем предпо-
лагать, что известны акустические импедансы

 на внутренней и внешней сторонах пьезо-
пластины:

(6)

С учетом (6) система уравнений (4) примет вид:
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(7)

Из первого и второго уравнений системы (7) вы-
разим  и  через ток :

(8)

Подставив эти выражения в третье уравнение
системы (7) и учитывая формулы (5), получим
следующее соотношение между комплексными
амплитудами напряжения на преобразователе и
соответствующей силы тока:

(9)

Это отношение комплексных амплитуд напря-
жения и силы тока является электрическим импе-
дансом элемента . Отметим, что напряжение 
и ток  в формуле (9) соответствует значениям
непосредственно на обкладках пьезопластины.
На практике для подачи сигнала к пьезопластине
используется электрический кабель, один конец
которого подсоединяется к обкладкам пьезопла-
стины, а на втором конце находится разъем, к ко-
торому подводится электрическое напряжение от
генератора. Поэтому напряжение и ток на входе в
преобразователь – это напряжение  и ток  на
конце кабеля, отличающиеся от соответствую-
щих величин непосредственно на пьезопластине,

 и  С учетом влияния кабеля выражение для
импеданса преобразователя  имеет следу-
ющий вид [17]:

(10)

где  – волновое сопротивление кабеля,  – его
длина,  – скорость электромагнитных волн,
распространяющихся в кабеле. При выводе соот-
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ношения (10) учтено, что электрический кабель
представляет собой длинную линию, т.е. волно-
вод для электромагнитных волн. Свойства кабеля
задаются его длиной L, скоростью распростране-
ния в нем электромагнитных волн  и волновым
сопротивлением .

Из (10) видно, что если бы преобразователь
был согласованной нагрузкой с импедансом

 то импеданс  был бы равен  незави-
симо от длины кабеля. В общем случае это не так.
Например, если кабель короткий (его длина мно-
го меньше длины электромагнитной волны), то
тангенс в формуле (10) можно заменить его аргу-
ментом, что дает ,
где  и  имеют смысл погон-
ной индуктивности и погонной емкости кабе-
ля, соответственно. Типичные значения этих
величин для 50-омного кабеля составляют

 и  [18]. При
малой нагрузке  короткий кабель ведет себя
как индуктивность , а при большой
нагрузке  – как емкость . Как
правило, однако, реализуется промежуточный слу-
чай, поэтому для корректного описания необходи-
мо использовать более общую формулу (10).

Напряжение на выходном разъеме кабеля 
связано с напряжением на обкладках пьезопла-
стины  следующим образом:

(11)

Отношение  можно считать переда-
точной функцией пьезоэлектрического преобра-
зования в режиме излучения. Выражение для не-
го вытекает из формул (8) и (11):

(12)

На практике не всегда возможно работать с
гармоническими сигналами и, к тому же, для
каждого преобразователя требуется некоторое
время для установления излучаемого во внешнюю
среду стационарного гармонического сигнала, ко-
торого может не хватить ввиду узости временного
окна в режиме плоской волны в эксперименте.
Поэтому предлагается работать с короткими им-
пульсными сигналами, а приведенную теорию
для гармонического режима использовать для ин-
тересующих нас спектральных компонент излу-
чаемого импульсного сигнала, которые можно
найти с помощью преобразования Фурье:
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  где  и
 – зависящие от времени сигналы, спек-

тральными амплитудами которых являются
 и , соответственно.

Таким образом, модель шестиполюсника уста-
навливает зависимость между напряжением на
генераторе и акустическим давлением на его по-
верхности. Если известны параметры преобразо-
вателя, то по подаваемому на преобразователь
электрическому сигналу можно сразу определить
характеристики излучаемой звуковой волны.
Действительно, если измерить параметры указан-
ного электрического сигнала, то можно рассчи-
тать временную зависимость акустического дав-
ления на поверхности излучателя в 1-мерном
приближении, а следовательно, полностью опи-
сать плосковолновую компоненту излучаемого
акустического поля (см. раздел 2). Таким обра-
зом, возникает возможность создания эталонной
плоской волны, которая может быть использова-
на для калибровки гидрофонов на основе сопо-
ставления электрического сигнала приемника и
заданного акустического сигнала, измеренного в
режиме плоской волны.

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕИЗВЕСТНЫХ 
ПАРАМЕТРОВ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ

С ПОМОЩЬЮ ИЗМЕРЕНИЯ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ИМПЕДАНСА

На практике часто известны не все параметры
преобразователя или они известны с ограничен-
ной точностью, и для получения достоверных ре-
зультатов следует эти константы уточнить. В этом
случае полезным оказывается аналитическое вы-
ражение для электрического импеданса пьезо-
электрического преобразователя (10). Импеданс
нетрудно измерить в требуемом частотном диапа-
зоне [19, 20] с помощью только осциллографа и
резистора известного номинала, а в полученной
частотной зависимости присутствуют все необхо-
димые константы и параметры пьезокерамической
пластины. Так как количество точек измерения
можно сделать заведомо бóльшим, чем количество
неизвестных параметров, то по минимизации
среднеквадратичного отклонения теоретической
зависимости от экспериментальной можно эти
параметры найти. После уточнения необходимых
констант пластины становится возможной оценка
акустического давления на поверхности преобра-
зователя.

Полученная частотная зависимость электри-
ческого импеданса (10) включает в себя те пара-
метры преобразователя, которые могут быть за-
ранее неизвестными. Допустим, что известны
геометрические размеры пластины (толщина 
площадь ) и плотность , которая для пьезопла-
стины используемого типа PZT-4 составляет

( ) ( )←⎯⎯→�2 2 ω ,p t p^ ( ) ( )←⎯⎯→� ω ,U t U^
�2( )p t

( )�U t

( )2 ωp ( )ωU

,l
 S ρ
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 кг/м3, а остальные параметры заданы
лишь с ограниченной точностью. Тогда неизвест-
ными оказываются емкость зажатого преобразо-
вателя , коэффициент электромеханической
связи  и скорость продольной волны в пьезо-
электрике , которая входит в выражение для
волнового числа и акустического импеданса.

Для определения параметров преобразователя
предлагается следующая последовательность
действий. На первом шаге следует провести экс-
периментальное измерение частотной зависимо-
сти  в воде и воздухе. Измерения следует
проводить в широком диапазоне частот, умень-
шая шаг вблизи резонансных частот. При этом
часть неизвестных параметров можно определить
из экспериментальной зависимости импеданса от
частоты без дополнительных расчетов. Далее
нужно численно подобрать неизвестные парамет-
ры, чтобы теоретическая зависимость импеданса
от частоты (10) совпадала с экспериментально из-
меренной зависимостью наилучшим образом.
Ниже описана последовательность действий, ко-
торые нужно выполнить для определения всех
неизвестных параметров преобразователя на ос-
нове экспериментального измерения его элек-
трического импеданса.

Шаг 1. Нахождение резонансной частоты 
преобразователя

Когда сделаны экспериментальные измерения
 в воде и воздухе, по максимуму действи-

тельной части импеданса можно найти резонанс-
ную частоту преобразователя. Измерения в воде
и воздухе, а также широкий частотный диапа-
зон, охватывающий и первый, и третий резо-
нанс, позволяют с определенной точностью найти
резонансную частоту пьезоэлектрической пла-
стины. В наших экспериментах она составила

, причем погрешность бы-
ла оценена из сравнения резонансных частот пер-
вой, третьей и пятой гармоники. Резонансная ча-
стота позволяет рассчитать неизвестное нам от-
ношение скорости продольной волны к толщине
пластины по формуле .

Шаг 2. Определение электрической емкости 
пьезопластины

На данном этапе можно оценить емкость пре-
образователя . Метод заключается в рассмотре-
нии низкочастотной асимптотики импеданса,

. Если провести измерения импеданса

преобразователя в низкочастотной области, то из
аппроксимации зависимости мнимой части им-
педанса от частоты гиперболой можно оценить

=ρ 7560

0C
Tk

 c

( )  ωZ

( )  ωZ

= ±0 1  .120  0.002  МГцf

= 02с l f

0C

ω→
≈0

0 0

 
ω

iZ
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искомую емкость (рис. 3а). Так как низкочастот-
ная асимптотика зависит только от емкости пье-
зопластины, зависимости мнимой части импе-
данса от частоты при измерениях в воде и воздухе
должны быть идентичны, что и наблюдается в
эксперименте. На практике гиперболическая за-
висимость искажается из-за возникновения волн
Лэмба, однако искажения уменьшаются с увели-
чением частоты. Найденная емкость пьезопла-
стины оказалась равной  нФ;
погрешность была оценена из сравнения незави-
симых измерений в воде и воздухе. Зная геомет-
рическиe размеры пластины, из аппроксимации
низкочастотной асимптотики можно довольно
точно оценить величину диэлектрической про-
ницаемости , что в дальнейшем поможет при бо-
лее точном подборе остальных характеристик
преобразователя.

Шаг 3. Определение параметров электрического 
кабеля, подсоединенного к преобразователю

Влияние кабеля и необходимость его учета
при измерении импеданса показана на рис. 3б:
электрический кабель изменяет наклон мнимой
части импеданса преобразователя, что особенно
заметно в диапазоне частот между  и . Зави-
симость мнимой части импеданса от ча-
стоты в этой области в основном обусловлена

гиперболической асимптотикой  и влиянием

кабеля. Величина  практически не зависит
от акустического импеданса керамики  и коэф-
фициента , так как в этой области резонансный
множитель сравнительно мал. Поэтому, задав
табличные (т.е. приближенные) значения для не-
известной величины  и используя найденные
параметры  и , по сопоставлению экспери-
ментально измеренной мнимой части импеданса
с формулой (10) можно определить фазовую за-
держку, вносимую кабелем, т.е. отношение его
длины к скорости электромагнитных волн .
В эксперименте использовался электрический
кабель с волновым сопротивлением  Ом.
Так как длину электрического кабеля легко изме-
рить, для проверки правильности методики рас-
чета можно вычислить скорость электромагнит-
ных волн и сравнить полученный результат с таб-
личными значениями. В нашем эксперименте
длина кабеля составляла  м, а най-
денная фазовая задержка оказалась равной

 с, что хорошо соот-
ветствовало типичным значениям для скорости
электромагнитных волн в кабеле [18]. Погреш-
ность для величины  также была оценена
сравнением измерений этой величины при по-

= ±0 21.195 0.004C
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гружении преобразователя в воду и воздух. В про-
веденных экспериментах результаты измерений в
этих двух случаях в пределах указанной выше по-
грешности не отличались.

Шаг 4. Определение коэффициента 
электромеханической связи  из измерений 

импеданса в воздухе

Из формулы для импеданса пьезопластины (9)
видно, что в нее входят отношения акустических
импедансов сред  и к импедансу керамики .
Если же и слева, и справа от пьезопластины нахо-
дится воздух, то это отношение становится ма-
лым. Поэтому формулу (9) можно преобразовать
к следующему виду:

(13)

В таком случае по точке пересечения мнимой
части импеданса преобразователя оси абсцисс
можно найти неизвестный нам коэффициент
электромеханической связи  [9]:

(14)

где частота  соответствует равенству нулю мни-
мой части импеданса преобразователя.

Tk

1z 2  z �z
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Так как в эксперименте мы измеряем импеданс
преобразователя с учетом кабеля, для оценки импе-
данса самой пьезопластины и нахождения 
нужно от влияния кабеля избавиться. С помощью
найденного значения  преобразуем формулу
(10) и получим следующее выражение для импе-
данса пластины:

(15)

Теперь остается только определить, на какой ча-
стоте мнимая часть импеданса преобразователя в
воздухе пересекает ось абсцисс, и рассчитать ко-
эффициент электромеханической связи. В нашем
эксперименте эти величины оказались равными

 МГц и , при-
чем погрешность  соответствовала шагу по ча-
стоте при измерении электрического импеданса
преобразователя, а погрешность  была рассчи-
тана как косвенная в зависимости от погрешно-
сти величин  и 

Шаг 5. Определение тангенса угла потерь 
пьезокерамики

Последним неизвестным параметром является
тангенс угла механических и электрических потерь

, который вносит вклад в мнимую часть волно-

вого числа следующим образом: .
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Рис. 3. (а) – Аппроксимация мнимой части экспериментально измеренного импеданса гиперболической зависимо-
стью в области низких частот для определения емкости зажатого преобразователя, (б) – сопоставление эксперимен-
тально измеренной частотной зависимости мнимой части импеданса преобразователя (кружки) с теоретической фор-
мулой для  без учета влияния электрического кабеля (пунктирная линия) и зависимостью для  с учетом кабеля
(сплошная линия).
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Его величину можно определить по пиковому
значению действительной части импеданса в об-
ластях резонанса. Более корректно проводить по-
иск коэффициента потерь  в воздухе, так как в
воде возникают дополнительные потери, связан-
ные с излучением. Однако и в воздухе, и в воде на
первом резонансе сильным оказывается влияние
волн Лэмба, которые существенно искажают вид
импедансной зависимости (рис. 4а, 4в). Поэтому
при воздушной нагрузке целесообразно искать
тангенс потерь на 3-й и 5-й резонансных гармо-
никах: на них влияние волн Лэмба уже мало
(рис. 4г, 4д). По сопоставлению эксперименталь-
но измеренной действительной части импеданса
в областях резонансных частот с формулой (10)
было найдено значение коэффициента потерь

: на частотах  и  в воздухе оно оказалось

равным , где погреш-
ность была оценена из сравнения измерений в
двух различных частотных областях. В пределах

tgδ

tgδ 03 f 05 f

( ) −= ± × 3tgδ   4.92   0.08 10

указанной погрешности тангенс угла потерь 
не изменялся с частотой. Это значение  удо-
влетворяло и измерениям в воде на частоте 
(рис. 4б). Следовательно, найденный коэффици-
ент потерь можно применять во всем рассмотрен-
ном диапазоне частот.

Таким образом, после выполнения указанных
выше пяти шагов в выражении для импеданса
(10) определяются все искомые параметры пьезо-
электрического преобразователя. Константа ,
согласно (4), находится через вышеупомянутые
величины – диэлектрическую проницаемость ,
входящую в емкость преобразователя , и коэф-
фициент электромеханической связи .

Результаты сопоставления эксперименталь-
ных данных с теоретической зависимостью для
воды и воздуха показаны на рис. 5а, 5б. В резуль-
тате применения изложенного алгоритма дей-
ствий были определены параметры использован-
ного в работе пьезокерамического преобразова-
теля. Они приведены в табл. 1.

tgδ
tgδ
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Рис. 4. Сопоставление мнимой и действительной частей импеданса, экспериментально измеренных (квадраты и
кружки, соответственно) и теоретически рассчитанных (серая и черная сплошная линия, соответственно) для изме-
рений (а, б) в воде и (в–д) в воздухе на резонансных частотах.
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5. ИЗМЕРЕНИЕ АКУСТИЧЕСКОГО 
ДАВЛЕНИЯ В РЕЖИМЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ 

И СРАВНЕНИЕ С РАСЧЕТОМ В 
ПРИБЛИЖЕНИИ ОДНОМЕРНОГО 

ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ

В ходе эксперимента (рис. 6) известный элек-
трический сигнал  подавался с генератора ча-
стот на преобразователь, который, в свою оче-
редь, излучал акустическую волну, состоящую из
плоской и краевой компонент. На некотором
расстоянии от преобразователя, в области, где эти
компоненты разделялись по времени, распола-
гался гидрофон и записывался принимаемый им
сигнал. Плосковолновую компоненту  со-
ответствующую рассчитываемому временному
окну, в пространстве частот связывает с  со-
отношение (12). Таким образом, сравнивались
экспериментально измеренный сигнал  и
теоретический сигнал , рассчитанный по из-
вестному заданному напряжению на генераторе

. Отметим, что рассчитанный сигнал 
соответствует только плоской волне, излученной
преобразователем, так как в предложенной тео-
рии не учитываются краевые эффекты и поверх-
ностные волны.

Сигналы излучались преобразователем, кото-
рый представлял собой круглую пьезокерамиче-
скую пластину диаметром 100 мм и толщиной 2 мм,

( )�U t

( )�2 ,p t

( )ωU

( )expp t
( )�2p t

( )�U t ( )�2 p t

закрепленную в герметичном металлическом кор-
пусе с помощью колец из проводящей резины, рас-
положенных на противоположных сторонах пье-
зопластины вблизи ее края. Каждое из указанных
колец было образовано замкнутым резиновым
шнуром круглого сечения диаметром 1 мм, позво-
лявшим обеспечить электрический контакт с по-
серебренной поверхностью пластины при мини-
мальном механическом воздействии на ее колеба-
ние. Ввиду того, что у пьезокерамической пластины
тыльная нагрузка была воздушной, преобразова-
тель обладал высокой механической добротно-
стью ( ), и поэтому длительность излучае-
мой акустической волны оказывалась в несколь-
ко раз больше периода электрического сигнала,
задаваемого генератором. Более подробно кон-
струкция используемого преобразователя описа-
на в работе [5].

Электрический сигнал создавался с помощью
генератора Agilent 33250A. Амплитуда импульсов,
подаваемых на преобразователь, составляла 3 В.
В качестве импульсов использовались сигналы,
состоящие из одного или из трех периодов синуса
на резонансной частоте преобразователя. Для за-
писи сигнала в области реализации плоской вол-
ны был использован упомянутый выше калибро-
ванный гидрофон HGL-0200 (Onda, USA). Завод-
ская чувствительность гидрофона была указана
производителем с точностью до 1 дБ и в пределах
погрешности в исследуемой полосе частот состав-
ляла –262 дБ относительно 1 В/мкПа на 1 МГц.

На рис. 7 показаны записи электрического
сигнала на преобразователе (рис. 7а, 7б) и соответ-
ствующие им акустические сигналы (рис. 7в, 7г).
Экспериментально измеренные сигналы с учетом
чувствительности гидрофона были сопоставлены
с теоретически рассчитанными акустическими
сигналами по формуле (12), где спектр электриче-

~ 10Q

Рис. 5. Сопоставление мнимой и действительной ча-
стей импеданса, экспериментально измеренных
(квадраты и кружки, соответственно) и теоретически
рассчитанных (серая и черная сплошная линия, соот-
ветственно) для измерений в (а) – воде и (б) – воздухе
в широком диапазоне частот.
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Рис. 6. Схема эксперимента по излучению и приему
плоской волны. 1 – генератор, 2 – пьезоэлектриче-
ский преобразователь, 3 – гидрофон, 4 – осцилло-
граф.
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Таблица 1. Найденные параметры используемого преобразователя

R, мм  кг/м3 , МГц  нФ , 10–9 с , 10–3

50 7560 1.120 ± 0.002 21.19 ± 0.04 6.359 ± 0.002 0.463 ± 0.004 4.92 ± 0.08

ρ, 0f 0,C vcL Tk tgδ
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ского сигнала  соответствовал записям на
рис. 7а, 7б. Измерения показали, что для обоих
преобразователей расчетный сигнал очень хоро-
шо описывает измеренный сигнал, причем как
его форму, так и амплитуду, вписываясь в по-
грешность заводской чувствительности 1 дБ.

При выводе соотношения (12), связывающего
акустическое давление с напряжением на генера-
торе, не было использовано никаких ограниче-
ний на длительность сигнала. Таким образом, в
случае работы преобразователя в квазигармони-
ческом режиме также возможно оценить ампли-

U туду излучаемой гармонической волны. На рис. 8
показано сопоставление расчетного акустическо-
го давления для плоской волны с эксперимен-
тально измеренным давлением, когда на преоб-
разователь подавался электрический сигнал дли-
тельностью в 60 периодов синуса на резонансной
частоте преобразователя. При достаточно боль-
шом диаметре преобразователя и, следовательно,
большом временном окне, соответствующем
плосковолновому режиму распространения, ам-
плитуда принимаемого сигнала успевает стаби-
лизироваться на постоянном уровне, и ее легко

Рис. 7. Электрический сигнал, измеренный на преобразователе при форме электрического импульсного сигнала на ге-
нераторе в виде (а) – одного периода синуса на резонансной частоте и (б) – трех периодов синуса на резонансной ча-
стоте, и (в, г) – сопоставление соответствующего экспериментально измеренного сигнала давления (черная линия) с
теоретически рассчитанным (серая линия).
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сопоставить с расчетной в той области, где уже
наблюдается постоянная на нескольких периодах
амплитуда колебаний. Возникающие следом коле-
бания, соответствующие приходу краевых волн,
также через некоторое время стабилизируются, и
итоговую амплитуду давления в точке измерения
можно узнать по сопоставлению амплитуд уста-
новившихся плосковолнового и полного полей.

При возбуждении преобразователя в режиме
непрерывного синусоидального сигнала пред-
ставляет интерес связь между амплитудами излу-
чаемой акустической волны  и электрического
напряжения на входе преобразователя . На рис. 9

2  p
U

приведена рассчитанная по формуле (12) зависи-
мость чувствительности в режиме излучения

от частоты для исследуемых пьезопре-
образователей. Указанная зависимость позволяет
определить излучаемое акустическое давление по
электрическому напряжению, измеренному на
излучателе, т.е. использовать преобразователь
как эталонный источник в некотором конечном
диапазоне частот. Естественным ограничением
по созданию желаемых излучаемых сигналов яв-
ляется резонансный характер чувствительности
преобразователя. Из-за высокой механической
добротности спектр импульсного акустического
сигнала является довольно узким, и поэтому со-
поставление амплитуд экспериментально изме-
ренного и теоретически рассчитанного сигналов
возможно только для спектральных компонент
вблизи частоты резонанса. Для калибровки гид-
рофона в широкой полосе частот нужно либо ис-
пользовать преобразователь с широким резонан-
сом (это возможно при правильном подборе
тыльной нагрузки), либо несколько преобразова-
телей с разными резонансными частотами.

Таким образом, предложенный способ позво-
ляет с помощью плоского пьезоэлектрического
преобразователя большого волнового размера из-
лучать плоскую акустическую волну известной
амплитуды и формы. Эта возможность является
привлекательной применительно к задаче калиб-
ровки гидрофонов [21–24].

= 2   G p U

Рис. 8. Сопоставление экспериментально измеренного сигнала (черная линия) с теоретически рассчитанным (серая линия)
для квазигармонического электрического сигнала (на генераторе задано 60 периодов синуса на резонансной частоте).
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Рис. 9. Отношение давления, излучаемого преобразо-
вателем, к напряжению на преобразователе в зависи-
мости от частоты сигнала.
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках данной работы показана возмож-

ность использования плоского пьезоэлектриче-
ского преобразователя большого волнового раз-
мера в качестве источника плосковолнового поля
с известным временным профилем. На тот слу-
чай, когда характеристики преобразователя по
какой-либо причине неизвестны, был предложен
способ определения этих характеристик с помо-
щью измерения электрического импеданса.

Применение пьезоэлектрического преобразо-
вателя в качестве источника известного плоско-
волнового звукового поля возможно в широком
диапазоне частот, так как всегда можно подо-
брать такую пьезопластину, толщинный резонанс
которой соответствовал бы необходимому ча-
стотному интервалу. Использование согласован-
ной тыльной нагрузки и согласующих слоев, а
также использование градиентных пьезокерами-
ческих пластин [25], когда пьезоэлектрические
характеристики линейно изменяются по толщи-
не, а также ультразвуковых пьезоэлектрических
преобразователей с управляемыми характеристи-
ками [26] позволяет сгладить резонансные пики и
увеличить диапазон рабочих частот. Таким обра-
зом, изложенные результаты и методики являют-
ся хорошей основой для калибровки гидрофонов
и расчета амплитуды излучаемых полей.

Исследования поддержаны грантом РНФ
№ 19-12-00148. Работа А.А. Крохмаль выполнена
при поддержке Фонда развития теоретической
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Описаны несколько аномалий рассеяния волн в акустических волноводах с цилиндрическими или
гофрированными жесткими стенками на частотах, близких к точкам отсечки (порогам) непрерыв-
ного спектра. Вводится понятие пороговых резонансов, которые порождены “почти стоячими вол-
нами”, не переносящими энергию в бесконечность. Для гофрированных волноводов приведены при-
меры раскрытия спектральных лакун (зон торможения волн) и собственных чисел около их краев,
обычных или вырожденных порогов. Описываются аномалии Вайнштейна и Вуда, возникающие
выше и ниже порогов и заключающиеся соответственно в “почти полном” отражении или прохож-
дении волн и в непропорционально быстрой изменяемости дифракционной картины. Обсуждают-
ся примеры полного прохождения волны (“невидимости препятствия”) и процедуры обострения
или сглаживания аномалии Вуда, в частности, построение собственных чисел внутри непрерывного
спектра и соответствующих захваченных волн. Сравниваются принципы излучения Зоммерфельда,
Умова–Мандельштама и предельного поглощения, а также особенности их применения на порогах.

Ключевые слова: цилиндрические и гофрированные акустические волноводы, точки отсечки непре-
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МОТИВИРОВКА
Наряду с привычной, плавной изменяемостью

дифракционной картины в волноводе при вариа-
ции частоты волны, приходящей из бесконечно-
сти, в спектре возникают особые изолированные
частоты, около которых картина приобретает раз-
нообразные “всплески” и “провалы”, т.е. ее из-
менения происходят в “быстром” масштабе. На-
стоящая статья посвящена описанию именно
этих особых частот (пороги, собственные числа,
точки комплексного резонанса) и сопутствую-
щих разнообразных аномалий рассеяния волн.
Такие объекты далее выделены аббревиацией и
определены при первом появлении в тексте.

Точки отсечки (ТО) в спектре цилиндрических
акустических волноводов, называемые также по-
рогами (рис. 1a), характеризуются тем, что в них,
во-первых, происходят скачок кратности непре-
рывного спектра и перестройка базиса распро-
страняющихся волн, и во-вторых, появляются
волна, не зависящая от продольной координаты,
и волна, линейно растущая на бесконечности.
Именно с последней обычно связываются разно-

образные аномалии дифракционной картины в
волноводе с резонатором (рис. 2a), однако в рабо-
тах [1, 2] при помощи асимптотического анализа
было обнаружено, что, наоборот, за аномалии
рассеяния ответственны волны на пороговой ча-
стоте, которые ограничены и, что главное, не пе-
реносят энергию на бесконечности. Такие волны,
именуемые “почти стоячими” (рис. 1в), оказыва-
ют влияние на многие результаты применения
асимптотических процедур (см. [3–6] и др.), а сам
феномен их возникновения был назван порого-
вым резонансом (ПР).

В акустическом волноводе с жесткими стенками
на нулевой частоте всегда наблюдается ПР, так
как постоянная функция – ограниченное реше-
ние однородной задачи Неймана для уравнения
Лапласа, однако ПР на внутренних (положитель-
ных) ТО – явление неустойчивое: сколь угодно
малое возмущение стенок резонатора способно
уничтожить его. В то же время устранение порож-
денных ПР аномалий (ср. рис. 3в и рис. 3г) обычно
требует точной настройки параметров возмуще-
ния стенок волноводов.

УДК 519.958:531.33:517.956.8
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Рис. 1. (а) – Внешний r ( ) и внутренние e ( , ) пороги (ТО). (б) – Захваченная волна  – затуха-
ющая и (в) – почти стоячая волна  – стабилизирующаяся на правой бесконечности.

(а)

λ† = 0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ

(б)
u u

z z

(в)

λ =† 0 π2 2k = , , ,1 2 3k … u
u

Рис. 2. Волноводы  с резонаторами , выделенными тонированием: (а) – цилиндрический и (б) – периодический с
глубоко тонированной ячейкой .

(а)

(б)

Θ

Θ

y

z

�

Ω Θ
ϖ

Существенный cпектр  волноводов с гофри-
рованными стенками (рис. 2б) зачастую устроен
более сложно, нежели непрерывный спектр

 волноводов с цилиндрическими рука-
вами: между спектральными сегментами (зоны
прохождения волн) могут образоваться открытые
лакуны (зоны торможения волн), а также изоли-
рованные собственные частоты (СЧ) – точки
дискретного спектра . В случае цилиндриче-
ских рукавов все СЧ располагаются на непрерыв-
ном спектре, образуют точечный спектр  и ока-
зываются неустойчивыми, покидающими веще-
ственную ось и превращающимися в точки
комлексного резонанса при “почти всех” малых
вариациях стенок (см. [7, 8] и др.). Однако в ста-
тьях [1, 9] было введено понятие “принудитель-
ной устойчивости” СЧ, опирающееся на проце-
дуру “точной настройки” нескольких параметров
профиля возмущения и обеспечивающее как за-
хват волны, так и сохранение СЧ вкрапленным в

σe

σ = ,+∞[0 )c

σd

σp

непрерывный спектр (рис. 1б и рис. 3в). Нарушение
настройки провоцирует аномалию Вуда (рис. 3в).
Еще однo околопороговое явление – аномалия
Вайнштейна схематично изображена на рис. 4.

Интересное и малоисследованное явление –
вырожденные пороги и сопутствующие ПР, ха-
рактеризующиеся тем, что помимо линейных
возникают полиномиально растущие волны вы-
соких порядков. В цилиндрических акустических
и квантовых1 волноводах все пороги невырож-
денные и, в частности, поэтому СЧ, порожденная
ПР, неспособна подняться выше ТО. Однако для
гофрированных стенок или волноводов иной
природы, например, упругих2, вырожденные по-
роги существуют, и в этом случае возможно со-

1 Так часто называют волноводы с мягкими стенками, по-
рождающими краевые условия Дирихле.

2 В статье упругими называются волноводы, описываемые
при помощи двух- или трехмерной системы уравнений
теории упругости.
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вершенно необычное явление – СЧ внутри не-
прерывного спектра поднимается вверх от ТО.

Еще один примечательный феномен на пороге –
полное разногласие известных принципов излу-
чения: принцип Зоммерфельда идентификации
направления распространения волн не годится
из-за линейного роста одной из волн, принцип
предельного поглощения распознает все, даже
незатухающие почти стоячие волны как захвачен-
ные, и только применение принципа излучения
Умова–Мандельштама не влечет за собой видимых
противоречий, т.е. этот энергетический принцип
оказывается универсальным, так как вне порогов
все три типа условий излучения равноценны.

Данная статья носит обзорный характер и в
ней перечислены известные автору факты об упо-

мянутых характеристиках волноводов, а также
сформулированы открытые вопросы. Схематич-
ное и упрощенное изображение обсуждаемых эф-
фектов представлено на рис. 1, 3, 4.

ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ВОЛНОВОДЫ
И ИХ СПЕКТРЫ

Акустический волновод  с жесткими стенка-
ми  (рис. 2a) состоит из двух цилиндрических
рукавов

(1)

Ω
∂Ω

−
±

−

Π = = ∈ ×
= ∈ ω ± > > =

� �

�

1

1 1

{ ( , ) :
( , ) , 0}, 2,3,

d

d

x y z
y y y z d

Рис. 3. Аномалия Вуда: (а) – точка d комплексного резонанса и (в) – “всплеск” коэффициента рассеяния. (б) – Сгла-
живание аномалии Вуда: сохранение СЧ  и (г) – гладкая изменяемость коэффициента рассеяния. На пороге  коэф-
фициент рассеяния претерпевает разрыв.

λ λ

(а) (б)

(в) (г)

z z

� 

Рис. 4. Аномалии Вайнштейна: (а) прямая – почти полное отражение и (б) инвертированная – почти полное прохож-
дение. Приходящая волна изображена штрих-пунктирной линией, а отраженная и проходящая – сплошными. Их ин-
тенсивность пропорциональна длине стрелки.

(a)

(б)
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и резонатора  – ограниченного открытого мно-
жества внутри слоя . Для про-
стоты формулировок считаем, что  – область с
гладкой (класса ) ( )-мерной границей ,
в частности, при  сечение  цилиндра

 ограничено простым гладким замкну-
тым контуром . Вместе с тем приведенные ре-
зультаты в абсолютном большинстве верны и для
липшицевых областей, например, областей с ку-
сочно-гладкими границами.

Волновые процессы в волноводе  описыва-
ются при помощи решений задачи Неймана

(2)

где  – оператор Лапласа в декартовых коорди-
натах ,  – спектральный па-
раметр,  – плотность среды (далее полагаем

 после обезразмеривания) и  – частота
гармонических во времени колебаний, а  – про-
изводная вдоль внешней нормали.

Непрерывный спектр  задачи (2) занимает
замкнутую положительную полуось 
(см., например, книги [10, 11]) и ТО (порогами)

(3)

разбивается на участки постоянной кратности,
т.е. при

(4)

в прямом цилиндре  имеются  распространя-
ющиеся волны

(5)

с ингредиентами

(6)

Здесь фигурируют собственные числа (СЧ) (3)
модельной задачи на сечении цилиндра

(7)

а соответствующие собственные функции 
 подчинены условиям ортогонально-

сти и нормировки

(8)

где  – символ Кронекера, а  – натуральное
скалярное произведение в пространстве Лебега

. Нормирующие множители  и волновые
числа  из формул (5) и (6) в дальнейшем игра-
ют важную роль.

Θ
= ∈ −� �{ : : ( , )}dx z x

Ω
∞C −1d ∂Ω

= 3d ω
Π = ω×�

∂ω

Ω

ν

−Δ = λ ∈Ω
∂ = ∈ ∂Ω

( ) ( ), ,
( ) 0, ,

xu x u x x
u x x

Δx

= , ,1( )dx x … x λ = ρκ2

ρ > 0
ρ = 1 κ > 0

ν∂

σc

+ = , +∞� [0 )

= Λ < Λ Λ Λ → +∞1 2 30 m… …< < < <

+λ = κ ∈ Λ Λ ≠∅2
1( , )m m

Π 2m

± α± = = …( ) ( ), 1, ,ji z
j j jw x a e U y j m

−α = λ − Λ = α 1 21 2 , (2 ) .j j j ja

ν

−Δ = Λ , ∈ ω,
∂ = , ∈ ∂ω,

( ) ( )
( ) 0

yU y U y y
U y y

1 2, ,U U
… …3, , ,mU U

ω = δ ∈ = …�,( , ) , , : {1,2,3, },j k j kU U j k

,δ j k ω⋅, ⋅( )

ω2( )L ja
±α j

ВОЛНОВОДЫ С ГОФРИРОВАННЫМИ 
СТЕНКАМИ

В статье описаны разнообразные аномалии
дифракционной картины в волноводе  на око-
лопороговых частотах, как ниже, так и выше ТО.
Некоторые особенности строения спектра и ха-
рактеристик рассеяния (лакуны, вырожденные
пороги и пр.) отсутствуют в цилиндрических аку-
стических волноводах, но проявляются в волно-
водах иной природы, например, упругих, а также
в случае гофрированных рукавов, имеющих пери-
одически изменяющееся сечение. Поэтому далее
обсуждается и задача (2) на множестве , у кото-
рого рукава

(9)

отсечены от периодического квазицилиндра  с
ячейкой периодичности  (рис. 2б)

При этом масштабированием период сведен к
единице, а декартовы координаты и все геомет-
рические параметры, в частности, полудлина 
резонатора  сделаны безразмер-
ными. Известно (см. публикации [12–16] и др.),
что согласно теории Флоке–Блоха–Гельфанда
существенный спектр3  у задачи
(2) в волноводе  с жесткими и гладкими по пред-
положению стенками  и периодическими ру-
кавами (9) имеет зонное строение

(10)

а спектральные сегменты (зоны прохождения волн)

(11)

определяются по СЧ

(12)

модельной задачи на ячейке периодичности

(13)

которая снабжена условиями квазипериодично-
сти на торцах , включаю-

3 Он отличается от непрерывного множеством СЧ бесконеч-
ной кратности, которые заведомо отсутствуют в цилин-
дрических волноводах.

Ω
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щими параметр Флоке  (двойственную
переменную преобразования Гельфанда [17]),

(14)

СЧ (12) задачи (13), (14) оказываются веществен-
ными и непрерывно и -периодически зависят от
переменной , т.е. в самом деле  – компактные
связные множества на полуоси . Каждая
спектральная пара  с парамет-
ром4  порождает волну Флоке

(15)

которая удовлетворяет задаче (2) в (невозмущен-
ном) квазицилиндре  и становится гладкой бла-
годаря условиям квазипериодичности (14). Функ-
ция (15) осциллирует в двух масштабах: с перио-
дом  из-за первого сомножителя в правой
части и с периодом  из-за второго. Волна Флоке
(15) называется элементарной, однако на порогах
(см. ниже) возникают и полиномиальные волны
Флоке

(16)

где  – -периодические функции пе-
ременной . Разумеется, элементарная волна
Флоке принимает вид (16) c , причем

4 Точке  отвечает та же волна Флоке, что и , и
потому первая точка исключена.
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 зависит -периодически
от продольной координаты .

Цилиндрические рукава (1) можно считать -пе-
риодическими, и следовательно, непрерывный
спектр  также представим в виде (10),
но в нем соседние спектральные сегменты  и 
примыкают один к другому или пересекаются, а
значит,  – связное множество. В самом деле,
“обычная” волна , удовлетворяющая за-
даче (2) с параметром

(17)

превращается в волну Флоке следующим образом:

(18)

При этом целое число  выбрано так, что
, а функция 

 – решение задачи (13), (14) с па-
раметром

(19)

В итоге график (17) – парабола на рис. 5а – пре-
вращается в набор дисперсионных дуг (19), обра-
зующих связную “ферму” на рис. 5б.

В периодической ситуации между соседними
расцепленными сегментами  и  может быть
открыта спектральная лакуна (зона торможения
волн)

а именно, непустой интервал, свободный от су-
щественного спектра (10), но имеющий обе кон-
цевые точки в нем.
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Рис. 5. Дисперсионные кривые: (а) – в цилиндрическом волноводе и (б) – при интерпретации его как периодического.
(в) – После возмущения стенок возникают узкие лакуны – проекции тонированных прямоугольников на ось ординат.
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Один из способов образования лакун – малое
периодическое возмущение прямых цилиндриче-
ских волноводов: регулярное, пологое с высотой

 (рис. 6а), или сингулярное, с отверстиями
диаметром  (рис. 6б). В работах [18–21] и др.
показано, что при подходящих параметрах возму-
щения стенок узлы, помеченные символом  на
рис. 5б, дробятся и между сглаженными диспер-
сионными кривыми раскрываются лакуны ши-
риной  как внутри зоны Бриллюена, так и вы-
ше нее. Отметим, что узлы, отмеченные значками
c и b на рис. 5б и полученные пересечением двух
восходящих или нисходящих дуг, не распадаются
и не формируют лакуны (пояснения см., напри-
мер, в статье [21]).

Многочисленные примеры зонного строения
спектров волноводов, предложенные изначально
в оригинальных работах [22, 23] и [24–26] и нашед-
шие продолжение в публикациях [27–31] и др.,

ε 1!

ε1 d

�

ε( )O

опираются на асимптотический анализ диффе-
ренциальных уравнений с контрастными коэф-
фициентами и краевых задач на сочленениях об-
ластей различных предельных размерностей (см.
статьи [32, 33] и [35–42], а также многие другие) и
получаются вариацией физических или геометри-
ческих параметров. В первом случае (рис. 7а и 7б)
акустическая среда является кусочно-однород-
ной и возникновение раскрытых лакун как в низко-,
так и в среднечастотном диапазонах спектра обу-
словлено контрастными свойствами разных сред:
отношение скоростей распространения волн в
них – малый или большой параметр.

Во втором случае (рис. 7в и 7г), как и у волно-
водов на рис. 6, лакуны появляются при малом
геометрическом параметре : волноводы образо-
ваны периодическим семейством массивных
контейнеров, соединенных тонкими, диаметром

, каналами, соответственно короткими или

ε

ε( )O

Рис. 6. Периодические возмущения цилиндрического волновода: (а) – регулярное и (б) – сингулярное.

(а)

(б)

Рис. 7. Периодические волноводы (а) – с мелкими неоднородностями и (б) – стратифицированный. Периодическое
семейство контейнеров, соединенных тонкими каналами: (в) – длинными и (г) – короткими. (д) – Пологие диспер-
сионные кривые, разделенные широкими лакунами.

O

(а) (д)

λ

η–π π

(б)

(в)
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длинными. В противоположность графикам на
рис. 5в, где спектральные сегменты и лакуны
приобрели соответственно размеры  и 
при , спектральные сегменты у графиков
на рис. 7д для волновода с короткими каналами
(рис. 7г) имеют длину , локализованы около
точек дискретного спектра задачи Неймана в изо-
лированном контейнере и отделены один от дру-
гого лакунами шириной . В случае длинных
каналов (рис. 7в) предельный спектр прирастает
СЧ задачи Дирихле на оси канала. Для таких пе-
риодических квазицилиндров можно образовать
любое наперед заданное количество непустых ла-
кун. Проведенный анализ для волноводов на рис. 7г
и 7б приспособлен [43, 44] к задачам теории упру-
гости, однако для волноводов на рис. 6а, 6б и рис. 7в,
7а аналогичные результаты неизвестны до сих
пор, так как в большинстве ситуаций векторные
задачи оказываются значительно более сложны-
ми, чем скалярные, и нуждаются в новых методах
исследования.

Упомянем гипотезу Бете–Зоммерфельда о
том, что в спектрах многомерных ( ) волново-
дов количество раскрытых лакун всегда конечно, –
она подтверждена лишь для некоторых краевых
задач, и задача Неймана в этот список не входит.
В работе [45] рассмотрен волновод на рис. 7г, од-
нако при условии, что поперечные размеры со-
единительных каналов между контейнерами с но-
мерами  и  стремятся к нулю при .
В этом случае существенным спектром служит
счетное множество на полуоси  без конеч-
ных точек сгущения5, и в нем обнаруживается
бесконечное количество лакун. Вместе с тем на-
рушена периодичность волновода и в упомянутой
работе не получена полная информация о дис-
кретном спектре  (изолированные СЧ) и точеч-
ном спектре  (бесконечнократные СЧ).

Еще одна специфическая черта периодиче-
ских волноводов – возможность “схлопывания”
какого-то сегмента (11) в точку, когда СЧ 
задачи (13), (14) не зависит от парaметра Флоке ,
а значит, становится бесконечнократным в задачe
Неймана в самом квазицилиндре . Соответству-
ющие примеры известны для волноводов различ-
ной физической природы (см. [46–48] и др.), а не-
возможность коллапса любого из сегментов уста-
новлена при существенных геометрических
ограничениях (см. [49–51] и др.). Вместе с тем в
цилиндрах  бесконечнократных соб-
ственных чисел нет (ср. [52], [16; замечание 3.1.5]),
т.е.  в случае рукавов (1).

5 Последовательность (3) СЧ задачи об изолированном кон-
тейнере.

(1)O ε( )O
ε → +0
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η
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Π = ω×�

σ = σess c

ПОРОГОВЫЕ РЕЗОНАНСЫ
В работах [3, 4] при изучении сочленений по-

лубесконечных квантовых волноводов (спек-
тральная задача Дирихле для оператора Лапласа)
было введено понятие порогового резонанса (ПР) –
он возникает при условии, что у задачи со спек-
тральным параметром, лежащим на нижней грани
непрерывного спектра (нижней точки отсечки),
есть нетривиальное ограниченное решение (ОР),
которое не обязательно затухает на бесконечно-
сти, но может быть и захваченной волной, исчеза-
ющей на бесконечности с экспоненциальной
скоростью. Наличие или отсутствие ПР в узлах
решетки тонких квантовых волноводов пред-
определяют структуру асимптотической одно-
мерной модели решетки, на которую (модель)
влияют и указанные качества ОР (подробности
см. в статье [4]). В работе [53] было сформулиро-
вано достаточное условие отсутствия ПР, а в ра-
боте [54] – два разных по существу критерия, на-
званные критериями отсутствия и существования
ПР, причем второй из них позволяет узнать каче-
ства ОР. Кроме того, в публикациях [55–58, 53, 5]
и др. разобраны многие конкретные сочленения
квантовых волноводов и проверено отсутствие
ПР или окольным путем доказано их появление
при изолированных значениях варьируемого гео-
метрического параметра. В периодической ситуа-
ции аналогичные результаты неизвестны.

Если какое-либо нетривиальное ОР на пороге
исчезает на бесконечности и тем самым оказыва-
ется истинной собственной функцией, то порог –
СЧ оператора задачи, но в том случае, когда все
ОР не затухают, говорим, что ПР подлинный
(ППР).

Замечание 1. Привести пример СЧ на пороге не-
прерывного спектра квантового волновода  не-
трудно. Пусть у области  есть плоскость зер-
кальной симметрии , а  – пер-
вые два СЧ задачи Дирихле на сечении . Используя
прием из статьи [59], рассмотрим задачу Дирихле на
половине волновода , у кото-
рой (задачи) по предположению ТО непрерывно-
го спектра – число . Согласно классическому
результату [60] раздутие  резо-
натора  обеспечивает при больших  воз-
никновение изолированного СЧ  в спектре
квантового волновода ,
причем  при . Поскольку

 – непрерывная монотонно
убывающая функция, то СЧ  попадает при
каком-то  на истинную ТО  целого волно-
вода . Более богатая геометрическая симметрия
волновода дает возможность по намеченной схе-
ме образовать СЧ на любом внутреннем пороге
непрерывного спектра. Так, двойная зеркальная

Ω
Ω ⊂ �
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симметрия позволяет построить пример акусти-
ческого волновода  с СЧ . Впрочем,
открытым остается вопрос, можно ли обеспечить
одновременное включение нескольких членов
последовательности (3) в точечный спектр .

В акустическом волноводе нижняя ТО  ну-
левая и в ней всегда реализуется ППР: постоян-
ная функция – ОР задачи (2) с . Поскольку
других ОР нет, такой резонанс имеет кратность
один. Помимо нижнего порога  ПР можно
приписать и внутренним (положительным) поро-
гам  при , однако прежнее определе-
ние [3] не годится, так как ограниченной оказы-
вается любая распространяющаяся волна.

Пусть  – СЧ задачи (7) с кратностью , т.е.

(20)

в последовательности (5). Тогда список волн (5)
заменяется таким:

(21)

(22)

Решение  задачи (2) назовем почти стоячей
волной (ПСВ), если для него справедливо разло-
жение

(23)

где остаток  исчезает при  со скоро-

стью ,  – столбцы

коэффициентов, а  – гладкие срезающие функ-
ции, служащие для локализации волн в рукавах,

ПСВ характеризуются важным свойством: они
не переносят энергию на бесконечность (ср. фор-
му переноса энергии (28)). Такое определение
ПСВ годится и для периодических волноводов
(см. работу [61]).

ПР возникает при  в том случае, если
имеется хотя бы одна нетривиальная ПСВ. Ли-
нейную оболочку таких решений обозначим че-
рез , а пространство захваченных волн (соб-
ственных функций, отвечающих СЧ ) – че-
рез . В обоих пространствах можно ввести
вещественные базисы. Если , т.е. нет не-
тривиальных решений (23) со столбцами ,
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то возникает ППР и размерность  – его
кратность.

Для периодических рукавов ПР могут быть
устроены более сложно. Сами пороги – точки
экстремума или перегиба дисперсионных кривых
(ср. рис. 5б и рис. 7д). Края лакун и точка  –
внешние пороги, но остальные пороги – внутренние
точки существенного спектра (последние отсутству-
ют на рис. 7д, но их можно обнаружить на рис. 5в).
Пусть  – порог, т.е.  при

некотором  и

(24)

В случае  порог называется невырожден-
ным, но он имеет порядок вырождения  при

. Вырожденные пороги обладают многими
необычными свойствами, в частности, для них
приходится изменить определение ПСВ, а по-
рожденные ими волны Флоке (16) – полиномы
переменной  порядка не выше  c -перио-
дическими коэффициентами в квазицилиндре 
(см. [16; гл. 3, §4]). Для цилиндрических акусти-
ческих и квантовых волноводов все пороги невы-
рожденные, а полиномиальная зависимость от 
становится линейной (см. формулы (22)).

Замечание 2. Если для периодических акусти-
ческих волноводов вырожденные пороги – явле-
ние неординарное и редкое, то для цилиндриче-
ских и периодических упругих волноводов, в
частности, для бесконечных пластин Кирхгофа
(см. [62; §30]) нижняя точка отсечки  непре-
рывного спектра – вырожденный порог порядка
четыре всегда (см. [63, 64] и др.). Это обстоятель-
ство предопределяет существенное отличие ди-
фракционных задач для систем и дифференци-
альных уравнений высших порядков от обсужда-
емых скалярных задач для оператора Лапласа.

УСЛОВИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ

Для цилиндрических волноводов во внепоро-
говой ситуации простейшим в применении явля-
ется принцип излучения Зоммерфельда (см. [10,
11] и др.), и в соответствии с ним знак  волнового
числа  определяет направление “от  к ”
распространения волны (5). Такая же классифи-
кация порождена энергетическим принципом из-
лучения Умова–Мандельштама [65, 66] или
принципом предельного поглощения (см., на-
пример, [16, 1] и [68, 69]).

Как обычно (ср. монографии [10, 11] и др.), ре-
шению неоднородной задачи Неймана

(25)
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с финитной (для простоты формулировок) пра-
вой частью  предписано такое поведение на бес-
конечности:

(26)

Здесь  – остаток, затухающий на бесконечно-

сти со скоростью , коэффициенты
при волнах (5) определяются при решении задачи
и потому зависят от внешнего воздействия , а в
остальном использованы те же обозначения, что
и в разложении (23). Понятно, что однородной
( ) задаче (25), (26) удовлетворяет любая за-
хваченная волна , у которой, конечно же,

. Кроме того, условиями разрешимости за-
дачи (25), (26) служат равенства

(27)

Таким образом, оператор задачи с условиями из-
лучения обладает нулевым индексом, т.е. размер-
ности его ядра  и коядра (количество линейно
независимых условий ортогональности (27)) сов-
падают. Корректную постановку задачи (25), (26)
на специальных весовых пространствах с отде-
ленной асимптотикой можно найти в книге [16;
гл. 5], статьях [1, 69] и др. публикациях.

Перезапись волн (5) в форме Флоке (18) де-
монстрирует проблему применения принципа
излучения Зоммерфельда в периодических вол-
новодах: положительному волновому числу

 в левой части (18) отвечает отрицатель-
ный показатель  в правой. Вместе с тем
принцип предельного поглощения и энергетиче-
ский принцип Умова–Мандельштама приспо-
соблены и к гофрированным волноводам: если
показатель  в (15) располагается на восходящем
(нисходящем) участке дисперсионной кривой, то
волна  оказывается уходящей (приходящей) в
рукаве , но, разумеется, меняет свое существо в

. Итак, во внепороговой ситуации соответству-
ющие классификации и обозначения 
для элементарных волн Флоке (15) полностью со-
храняют постановку задачи (25) с условиями из-
лучения (26) и указанные выше ее основные
свойства.

На порогах принцип излучения Зоммерфельда
неприменим хотя бы потому, что в списке (22)
фигурируют линейно растущие волны, а принцип
предельного поглощения также может привести к
ошибочному результату (см. замечание 3). Един-
ственно универсальным остается энергетический
принцип излучения Умова–Мандельштама [65,
66], в котором классификация волн основана на
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применении симплектической (полуторалиней-
ной и антиэрмитовой) формы переноса энергии

(28)

которая пропорциональна проекции вектора
Умова–Пойнтинга [65, 70] на ось  (см. [16; гл. 5],
а также [1, 71] и др.). Именно, согласно принципу
излучения Умова–Мандельштама направление
“от  к ” распространения волны  связы-
вается со знаком  в правой части соотношений

(29)

которые включают индексы

(30)

проверяются непосредственными вычислениями
при учете выражений (6) для ингредиентов волн и
содержат сечение . Проис-
ходя от формулы Грина для оператора Гельмголь-
ца, интеграл (28) не зависит от параметра  для
любых решений задачи Неймана в прямом ци-
линдре .

На пороге  при ограничении (20) волны (21)
удовлетворяют соотношениям (29) с ,
однако  и  для волн (22)
ввиду их вещественности. Следуя [16; гл. 5], вве-
дем линейные комбинации

(31)

Нетрудно убедиться в том, что благодаря услови-
ям ортогональности и нормировки (8) для набора
волн (22), (31) выполнены соотношения (29) при
всех индексах (30). В результате и на пороге зада-
ча (25), (26) сохраняет все перечисленные выше
свойства.

Приведенные определения на основе формы
переноса энергии (29) годятся и для волноводов с
периодическими рукавами (9), причем ввиду -
периодичности в качестве области интегрирова-
ния в (28) можно взять любую ячейку  вместо
сечения . В [16; гл. 5] доказано, что волны
Флоке (16), периодически и полиномиально за-
висящие от , всегда можно выбрать так, чтобы
были выполнены условия ортогональности и
нормировки (29), и тем самым указать направле-
ние распространения каждой из волн в базисе

, а затем и сформировать условия излу-
чения (26).

Замечание 3. Согласно принципу предельного
поглощения [68, 67] решение задачи (25) с соот-
ветствующими условиями излучения определяется
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как предел при  решения  задачи (25) с
комплексным параметром

Такая задача однозначно разрешима в простран-
стве Соболева , и ее решение допускает раз-
ложение

в котором фигурируют экспоненциально затуха-
ющие при  остаток  и “возмущенные”
волны (21) и (22)

с показателями

Ясно, что  и  при , а зна-
чит, принцип предельного поглощения устанав-
ливает такие условия излучения:

(32)

Решение (32) оказывается ограниченным в отли-
чие от решения (26). Вместе с тем условия излуче-
ния, назначенные принципом предельного по-
глощения на пороге, обладают следующими ви-
димыми недостатками: во-первых, любая, даже
незатухающая ПСВ – решение однородной зада-
чи (2), (32), во-вторых, в случае ПР условия раз-
решимости (27) необходимо расширить за счет
равенств

и, в-третьих, пороговая матрица рассеяния (см.
ниже) теряет важное свойство унитарности и ее
даже не всегда удается определить в случае ПР
(см. [63, 71] и др.).

КЛАССИЧЕСКАЯ, ПОРОГОВАЯ
И РАСШИРЕННАЯ МАТРИЦЫ РАССЕЯНИЯ

Классический объект теории дифракции –
матрица рассеяния  (МР), составленная из ко-
эффициентов рассеяния (КР) в разложении
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(33)

решений задачи (2) со спектральным параметром
(4), которые инициированы приходящими в ру-
кавах  волнами  из списка (5). В (33) остаток

 такого же качества, что и  в разложении (26),
а ( )-матрица  унитарная и симметрич-
ная благодаря условиям ортогональности и нор-

мировки (29) и связям .
Как показано в [16; гл. 5] (см. также [1, 69]),

благодаря сохранению условий (29) для волн (21),
(31) на пороге  по-прежнему существуют
решения  задачи (2), а их КР образуют
унитарную и симметричную ( )-матрицу

, называемую пороговой матрицей рассея-
ния (ПМР). Выделим из нее нижний правый блок

 размером . В статьях [69, 57, 54]
установлена формула

(34)

где  – единичная ( )-матрица. Иными сло-
вами, размерность пространства ПСВ без учета
захваченных волн совпадает с кратностью соб-
ственного числа  блока . Положительность
величины (34) – достаточное условие возникнове-
ния ПР. Если известно, что  не является СЧ
и , то оно становится критерием ППР и
указывает размерность подпространства ПСВ.

Вернемся к рассмотрению внепороговой ситу-
ации (4). Помимо распространяющихся волн (5) в
цилиндре  возникают экспоненциальные вол-
ны, затухающие (плюс) или растущие (минус)
при ,

(35)
которые имеют прежние атрибуты (6). По причи-
не вещественности волны (35) аннулируют квад-
ратичный функционал , однако для похо-
жих на (31) линейных комбинаций

(36)

соотношения (31) выполнены при всех .
Таким образом, энергетический принцип Умо-
ва–Мандельштама приписывает направление
распространения “от  к ” линейным комби-
нациям (36), образованным искусственно и не
имеющим физического смысла. Вместе с тем
включение в анализ таких “волн” позволяет приме-
нить весь технический аппарат теории рассеяния и
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ввести объекты, полезные для выяснения настоящих
физических характеристик волноводов.

Зафиксируем такое натуральное число ,
что . Как показано в [16; гл. 5], вне за-
висимости от того, является или нет число  соб-
ственным, задача (2) обладает решениями

(37)

инициированными “приходящими” волнами в ру-

каве  и имеющими остатки .
Коэффициенты разложений (37) образуют уни-
тарную и симметричную ( )-матрицу

, которая названа [16; гл. 5], [72, 1] расширен-
ной матрицей рассеяния (РМР). Представим ее в
виде

(38)

где блок  имеет те же размеры, что и обычная
МР , однако, вообще говоря, отличается от
нее, так как поля  при  не совпадают
с полями (33) из-за присутствия в правой части
(37) экспоненциально растущих на обеих бесконеч-
ностях составляющих (36). Нижний левый блок 
матрицы (38) фигурирует в формуле (см. [73, 1, 69]
и др.)

(39)

где  – подпространство захваченных волн,
которые затухают на бесконечности не быстрее

. Равенство (39) можно интерпретиро-
вать как достаточное условие существования за-
хваченной волны: если  – СЧ блока , то
волновод  на частоте  производит захват
одной или нескольких волн. Вместе с тем соотно-
шение  не является крите-
рием6, так как могут существовать захваченные

волны, затухающие быстрее .
Замечание 4. МР восстанавливается по блокам

РМР (38) при помощи формулы (см. [1] и др.)

(40)

которая может оказаться полезной для многих
целей. Например, в статье [75] на основе (40) вы-
явлена математическая природа резонансов Фано
(РФ) (см. [76], а также [77–79] и др.). Представим

6 Критерий захвата волны предложен в [74] для квантовых
волноводов. Он может быть приспособлен к акустическим,
однако требует большого набора новых обозначений.
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пояснения. Пусть СЧ  отвечает мода , а
значит,  – особенная матрица в силу
соотношения (39). Однако ввиду унитарности
всей РМР (38) для ее блоков верно высказывание

(41)

Кроме того,  – транспонированный блок
 из-за симметричности РМР и, следователь-

но, равенство (40) сохраняется в сингулярном
случае. Теперь возможен такой сценарий: при ис-
кажении стенок волновода блоки матрицы (38)
приобретают возмущения и в правой части (40)
возникает малый знаменатель в том случае, если
матрица  становится неособенной и
одновременно  перестает быть СЧ. Этот меха-
низм проявляется при анализе аномалий Вуда в
следующем разделе. 

ВОЗНИКНОВЕНИЕ И ОБОСТРЕНИЕ 
АНОМАЛИЙ ВУДА

В случае порогового резонанса (например,
 – цилиндр или квазицилиндр) малые ло-

кальные возмущения стенок волновода, а также
появление каверны или другого дефекта (рис. 8а, 8б
и 8в) могут спровоцировать непропорционально
быструю изменяемость дифракционной картины
вблизи точек отсечки непрерывного спектра, назы-
ваемую аномалией Вуда [80] (АВД) (см. также [81,
82] и др.). Опишем обнаруженные в работе [83]
эффекты на примере пологого искажения волно-
вода-полосы  (рис. 8а); при этом возмущение
стенок волновода

(42)

описывается гладкими профильными функция-
ми , обращающимися в нуль при , т.е.
рукава (1) остаются прямыми.

Рассмотрим ТО  при некотором 
и возмущенный спектральный параметр

(43)

расположенный ниже порога  и вкрап-
ленный в непрерывный спектр. Для того чтобы
исследовать асимптотику МР при  для
волновода (42), воспользуемся схемой [83], упо-
мянутой в замечании 4, а именно, найдем асимп-
тотические представления блоков РМР ,
которые (представления) устроены значительно
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более просто, и восстановим  по формуле
(40). Еще один трюк, предложенный в статье [83]
и упрощающий вычисления, состоит в том, что
расширение МР производится только в одном ру-
каве  и тем самым размеры РМР уменьшаются
на единицу, в частности, блок  становится
скаляром, а блок  – столбцом

Расчеты, проведенные в [83], показывают, что,
во-первых, РМР гладко зависит от параметра

 и, во-вторых, главные асимптотические
члены элементов РМР

(44)

принимают вид

(45)

где  (см. равенства (6)) и

(46)

Эти формулы позволяют обнаружить первич-
ную АВД. Заметим, что

ε ελ( )s

+Π
ε ελ
ii

( )S
ε ελ
i

( )S�

τ > 0

ε λ − ε τ = τ + ε τ + ε τ + ε0 2 2 0 2( ) ( ) '( ) "( ) ( )S S S S O

±
±, +

τ − τ −τ = ,
τ − − τ
α τ +

τ = ± ,
τ − − τ

ii

0

0
1

( 2 ( ))( )
2 ( )

2 2 (1 )
( ) ( )

2 ( )

m

m

j
j m jm

m

i J HS
J H i

i
S J H

J H i

α = π −2 2
j m j

+ −
−

± α± +
+ −

−

= π + ,

= π + − .





�

�

�

�

2 2

2 2

( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ( ) ( 1) ( ))j

m

i z j m
jm

J H m H z H z dz

J H m e H z H z dz

(47)

и рассмотрим два случая7

(48)

и

(49)

В первом случае ингредиенты  и , 
вытекающего из (40) представления

(50)

гладко зависят от параметра , а знамена-
тель не обращается в нуль в силу соотношений
(45) и (48). Таким образом, какие-либо аномалии
не наблюдаются.

В случае (49) знаменатель  обращается
в нуль в точке  и формула (50) теряет смысл
при условии

(51)

причем ввиду унитарности РМР разложение (44)
и соотношения (51), (47) обеспечивают неравен-
ство

(52)

7 Еще один случай  допускает много возможно-
стей, в частности, сохранение ПР, – они подробно разо-
браны в статье [83] и здесь не затрагиваются.
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Рис. 8. (а) – Пологое возмущение стенок волновода, (б) – возмущение уступами и (в) – возмущение малыми бугорка-
ми, кавернами или препятствиями.
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Введем “быструю” переменную

(53)

и при учете (45), (47), (51) преобразуем формулу
(50) к виду

(54)

Теперь в силу неравенства (52) знаменатель отли-
чен от нуля при всех . Таким образом, в от-
личие от соотношения (50), справедливого при
ограничении (48) и обуславливающего гладкую
зависимость МР от переменной , главный
член асимптотики (54) в случае (49) характеризу-
ется быстрой изменяемостью МР в масштабе
(53), так как

Иными словами, приращение спектрального па-
раметра  на величину  приводит к
кардинальной перестройке всей МР согласно
формуле (54). Именно в этом и состоит одно из
проявлений АВД.

В силу соотношений (45) и (46) выбор про-
фильных функций  позволяет обеспечить ра-
венство

(55)

В этом случае вычитаемое в правой части (54) ста-
новится нулевым, однако это обстоятельство во-
все не означает, что АВД исчезает или сглаживает-
ся, – наоборот, аномалия может усилиться. Будем
считать, что профильные функции в волноводе
(42) сами зависят от малого параметра , а именно,

(56)

Пусть еще для интегралов (46) выполнены требо-
вания (49) и (55). Как показано в [83], поправки

 в правой части (56) можно подобрать так,
чтобы выполнялись соотношения

При этом формула (46) для МР превращается в

(57)
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где используется сверхбыстрая переменная

(58)

а знаменатель не обращается в нуль, так как выпол-

нено аналогичное (52) неравенство .
При малом  переменной (58) свойственен

значительно более быстрый рост, чем у прежней
переменной (53), а значит, соотношение (57) сле-
дует интерпретировать как обострение АВД.

Замечание 5. Одно из толкований АВД и РФ –
возникновение точек комплексного резонанса
(ТКР), приближенных к вещественной оси.
Асимптотические формулы для этих точек и про-
истекающие от них наблюдения приведены в ста-
тье [83]. В частности, описанное обострение АВД
обусловлено уменьшением расстояния от ТКР до
вещественной оси. В принципе за счет выбора
профилей  в формулах (42), (56) этому рас-
стоянию можно придать порядок  с любым
заданным наперед .

СГЛАЖИВАНИЕ АНОМАЛИЙ ВУДА – 
ОБРАЗОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ
Продолжим рассмотрение возмущенной по-

лосы (42) с профильными функциями (56). Допу-
стим, что выполнены соотношения (49) и (55),
способные привести к обострению АВД, однако
произведем дальнейшую настройку профилей,
применив предложенную в [73, 1] процедуру об-
разования СЧ (43), вкрапленного в непрерывный
спектр.

Поскольку у задачи (2) в прямой полосе
, разумеется, нет захваченных

волн, упомянутое в предыдущем разделе доста-
точное условие  превращается в крите-
рий захвата волны, который, следуя работам [1,
83], переформулируем в виде

(59)

причем фаза  зафиксирована так, что величина
 не является СЧ матрицы , состоящей

из  блоков  на ее диагонали; например,

. Вычисления, доказывающие эквивалент-

ность равенств (59) упомянутому критерию, при-
ведены в статьях [1, 83].

Нужные профили будем искать в виде (56), где

(60)
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а СЧ – в виде

(61)

Образуем вектор неизвестных параметров

(62)

Наконец, назначим условия ортогональности и
нормировки для компонент  и , согласован-
ные с формулами (59):

(63)

В результате при учете асимптотических формул
(45) переписываем соотношения (59) как вектор-
ное трансцендентное уравнение в евклидовом
пространстве  для неизвестных (62)

(64)

со сжимающим оператором  на шаре
 некоторого радиуса . При ма-

лом  принцип Банаха сжимающих отображений
(см., например, [84; гл. 2, §4]) доставляет един-
ственное решение , которое к тому же
допускает оценку

В итоге найдены профили (56), (60) и спек-
тральный параметр (61), при которых выполнены
соотношения (59), а значит, и достаточное усло-
вие  (критерий в данном случае) захва-
та волны.

Благодаря формулам (41) и (40) справедливо
равенство , а значит, АВД сглажи-
вается. Напомним, что исчезновение этой анома-
лии также происходит при соблюдении неравен-
ства (48) или сохранении ПР (см. пояснения в ра-
боте [83]).

Подчеркнем, что на этапе решения транcцен-
дентного уравнения (64) формулы (62) для СЧ и
(61) для профильных функций становятся неяв-
ными. В статье [85] пояснено, как следует толко-
вать приближенное (например, численное) реше-
ние  уравнения (64). Условия (63), наложен-
ные на составляющие разложения (60), можно
соблюсти многими способами (один из них – ва-
риация фазы  в (59)), причем каждый набор
функций  порождает свои профили
(61) для СЧ (62).

Намеченная процедура “точной настройки”
успешно применялась в разных вариантах для по-
строения околопороговых СЧ (см. [73, 86, 1, 87,
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69] и др.), но также для сохранения ПР [83] или
СЧ внутри непрерывного спектра [9]. Кроме того,
она же позволяет построить примеры “невидимо-
сти” препятствий в акустическом волноводе на
заданных наперед частотах (см. [88–90] и др.).

В статье [59] предложен уже обсуждавшийся в
замечании 1 наиболее простой и изящный прием
построения СЧ в непрерывном спектре симмет-
ричного акустического волновода – постановка
искусственного условия Дирихле на средней ли-
нии (ось  на рис. 2а), которые образуют искус-
ственную ТО  в спектре ополовиненного
волновода. Найти СЧ смешанной краевой задачи
на интервале  удается при помощи простого
вариационного подхода (см. [59, 91, 92, 55] и мно-
гие др.), и это же СЧ попадает на непрерывный
спектр исходного акустического волновода.

У задачи (2) в волноводе с цилиндрическими
рукавами (1) дискретный спектр заведомо пуст,
так как непрерывный спектр занимает всю поло-
жительную полуось . При раскрытии лакун
в них все-таки могут появиться изолированные
СЧ. Неожиданно применить вариационный под-
ход для их отыскания не удалось, однако работает
описанный выше асимптотический метод (см., на-
пример, статью [69]), причем со значительными
упрощениями (не нужно проводить настройку) и
явными выражениями для членов асимптотиче-
ских формул.

Результат [91] о появлении СЧ ниже ТО в
спектре изогнутого квантового двумерного вол-
новода постоянной ширины (рис. 8а) нашел мно-
гочисленные применения и обобщения (см. об-
зор в книге [93]). Пример двумерного акустиче-
ского волновода постоянной ширины, у которого
в непрерывном спектре имеется СЧ, не построен
до сих пор. В трехмерном случае известны [94]
примеры непустого точечного спектра  у вол-
новода

с постоянным сечением  и изогнутой осью
 в плоскости , на которой введены ло-

кальные криволинейные координаты , где  –
длина дуги, а  – ориентированное расстояние до

. Именно, при двойной симметрии сечения

и любой нетривиальной кривизне  оси всегда
имеется СЧ на интервале , а в случае полной
потери симметрии сечением  удается построить
СЧ  при специально подобран-
ной малой кривизне  конечного участ-
ка оси. Наконец, в работе [95] показано, что под-
бором положения патрубка единичной ширины в

z
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плоском коленчатом волноводе на рис. 8б, можно
добиться возникновения СЧ внутри непрерывно-
го спектра.

Замечание 6. Поясним, почему при локальном
возмущении формы волновода с цилиндрически-
ми рукавами (1) СЧ не имеет возможности под-
няться вверх от порога непрерывного спектра, но
в гофрированном волноводе может отцепиться в
обе стороны от вырожденного порога (ср. замеча-
ние 2).

В цилиндрическом волноводе  все
пороги  невырожденные, причем  и

 в формуле (24) при интерпретации его
как -периодического множества. У задачи

имеются следующие волны:

(65)

(66)

В случае , т.е. ниже ТО  исчезающие при
 волны (65) могут породить захваченную

волну в возмущенном волноводе  – процедура
точной настройки профиля возмущения стенок
представлена в работе [1] и др. Если  и точка

 расположена выше порога , в
списке (66) нет затухающих волн и построение за-
хваченной волны, происходяшей от порога, не-
возможно (строгое доказательство этого факта
приведено в [1, 96]).

Пусть в спектре квазицилиндра  найден про-
стой вырожденный порог, причем ,  и

 в формуле (24) (ср. замечание 2).
Классические результаты [97; гл. 7], [98; гл. 9] (см.
также статью [71]) о возмущении СЧ операторных
пучков показывают, что у задачи (65) в квазици-
линдре при  имеются волны

(67)

а при  – волны

(68)

При этом показатели экспонент удовлетворя-
ют соотношениям
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а амплитудные части  имеют главным
асимптотическим членом собственную функцию

 задачи (13), (14) с  и , но
различаются в младших асимптотических членах.
В итоге, и при  в (67), и при  в (68) око-
ло порога  существуют затухающие при

 волны  и  соответственно. Та-
ким образом, процедура точной настройки пара-
метров возмущения позволяет построить СЧ и за-
хваченные волны как ниже, так и выше порога

.
К сожалению, автор не знает конкретного

гофрированного акустического волновода, у ко-
торого в спектре существует вырожденный порог,
однако в публикациях [99] и [64] эффект подня-
тия СЧ с вырожденного порога подтвержден для
задач теории упругости и теории пластин Кирхго-
фа. Остался открытым вопрос о построении воз-
мущения, при котором у волновода возникает
максимально возможное количество СЧ – два
ниже и одно выше ТО.

АНОМАЛИИ ВАЙНШТЕЙНА
В акустических и квантовых волноводах АВД и

СЧ могут возникать только ниже невырожденно-
го порога, а выше него зачастую образуются ано-
малии Вайнштейна (АВН), связанные с почти
полным отражением (ППО) или почти полным
прохождением (ППП) некоторых волн. Впервые
такая необычная дифракционная картина была
описана в книге [100], где на основе явных фор-
мул для акустического поля было обнаружено
ППО поршневой моды в полубесконечной ци-
линдрической круговой трубе, открытой в про-
странство. Изучению АВН посвящено большое
количество публикаций (см. [101, 96, 2, 102–105]
и др.), в том числе и для упругих волноводов [106].

Приведем один из результатов статьи [2], от-
носящихся к цилиндрическим волноводам с ре-
зонаторами (рис. 2а), и для упрощения формули-
ровок предположим зеркальную симметрию вол-
новода относительно плоскости  (ср.
замечание 6), перпендикулярной оси цилиндра

. Рассмотрим какое-то простое СЧ  модель-
ной задачи (7) и отвечающую ему частоту отсечки

. Спектральному параметру

(69)

отвечают  распространяющихся волн (5), при-
чем у волн  с индексами  волно-

вые числа  (см. определение
(6)) имеют порядок единицы, но волновое число

 оказывается малым, т.е. нормирующий мно-

±
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житель  становится большим. Интерес
представляют коэффициенты отражения 

и коэффициенты прохождения  высоко-

амплитудной волны , приходящей из бесконеч-
ности в рукаве  (см. разложение (33)). Предпо-
ложим, что при  в задаче (2) реализуется
ПР с кратностью , для которой ввиду простоты
СЧ возможны три значения ,  и . Проведенный
в [2] асимптотический анализ показал, что

 при  (нет ПСВ) происходит ППО, т.е.

 при  (пространство ПСВ одномерно)
происходит ППП, т.е.

 при  (есть две линейно независимые
ПСВ) происходит ППО, т.е.

Ситуации  и  можно смоделировать при
помощи слабопроницаемой перегородки на тор-
це  рукава , причем она мягкая в случае 
и жесткая в случае . Ясно, что ПР – неустойчи-
вый феномен, и в статье [94] описана процедура,
позволяющая сохранить его, но, как и в случае
СЧ, вкрапленного в непрерывный спектр, требу-
ющая “точной настройки” формы возмущения
стенок. Поэтому  – ситуация общего положе-
ния. Пример ПР с кратностью  очевиден:
прямой цилиндр или полоса. Известный автору
пример8 ситуации  весьма экзотичен, а именно,
два полуцилиндра соединены тонкими изогнуты-
ми трубками в количестве  штук при специ-
альном подборе их длин (см. схему на рис. 9а).

Как упоминалось, на нулевой ТО реализуется
простой ПР. Рассмотрим задачу рассеяния на
низких частотах  в волноводе , состоящем
из конечного ядра  и полуцилиндров 

8 Его построение будет опубликовано в журнале Математи-
ческий сборник.
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(рис. 9б с ), т.е. задачу Неймана (2) с малым
параметром . Пусть сечения рукавов

(70)

одинаковы; здесь  и  – локаль-
ные декартовы координаты. Поршневая мода

 приходит из бесконечности в рука-
ве  и рассеивается в рукавах (70) с коэффици-
ентами . Простой асимптотический
анализ приводит к формулам

Таким образом, при  и  реализуются
ППО ( ) и ППП (  и ) соответ-
ственно, однако в случае  никаких особен-
ностей в картине рассеяния нет.

Замечание 6. При  при разных площадях
сечений рукавов или при потере волноводом зер-
кальной симметрии ПСВ приобретают разложе-
ние

причем  и

В этом случае согласно вычислениям из [2] коэф-
фициенты отражения и прохождения на частоте

 из (69) принимают вид

Ясно, что в случае  реализуется ППП и
без симметрии волновода, но в случаях 
или  – ППО.

Работа финансово поддержана Российским
научным фондом (проект 17-11-01003).
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Рис. 9. Схематичные ( ) изображения (а) – волновода с двойным пороговым резонансом и (б) – сочленение не-
скольких полуцилиндров.

(a) (б)

= 3N
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Обсуждается реконструкция диаграммы направленности источника звука в свободном простран-
стве по измерениям поля, возбуждаемого этим источником в бассейне. Процедура реконструкции
базируется на использовании эталонного акустического монополя. Поле калибруемого источника
сопоставляется с полями, излученными монополем из нескольких специально выбранных точек
бассейна. Сигналы источника и эталонного монополя регистрируются одними и теми же приемни-
ками. На основе этих измерений поле источника в бассейне аппроксимируется суперпозицией по-
лей акустических монополей. Сформулированы условия, при которых поле источника в свободном
пространстве можно представить в виде суперпозиции полей тех же монополей. Это позволяет вы-
числить диаграмму направленности калибруемого источника в свободном пространстве. Работо-
способность метода подтверждена результатами численного моделирования.

Ключевые слова: излучатель звука, калибровка, бассейн, метод эквивалентных источников
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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Большинство методов калибровки акустиче-

ских излучателей в бассейне с отражающими гра-
ницами основаны на выделении прямого сигна-
ла, приходящего в точки приема без отражения от
границ. Чаще всего используется облицовка гра-
ниц поглощающим покрытием для ослабления
отраженных сигналов и/или селекция прямых
сигналов по времени распространения [1, 2]. Эти
подходы эффективны лишь на достаточно высо-
ких частотах. При калибровке низкочастотных
излучателей задача усложняется, и ее решение
требует применения специальных методов обра-
ботки сигналов [3–5].

В недавней работе [6] развит альтернативный
подход, позволяющий провести калибровку излу-
чателя в бассейне без выделения прямого сигнала.
Он базируется на использовании метода эквива-
лентных источников (ЭИ) [7–12]. Предполагает-
ся, что поля, возбуждаемые калибруемым излуча-
телем и в бассейне, и в свободном пространстве
могут быть представлены в виде суперпозиции
полей одних и тех же акустических монополей,
играющих роль ЭИ, с одними и теми же амплиту-
дами. Амплитуды ЭИ восстанавливаются по дан-
ным измерений в бассейне. Необходимые для ре-
шения этой обратной задачи значения функции

Грина уравнения Гельмгольца измеряются с по-
мощью процедуры, названной в [6] калибровкой
бассейна. Она заключается в том, что эталонный
акустический монополь поочередно помещается
в точки расположения ЭИ и сигналы, излучаемые
им из этих точек, регистрируются всеми прием-
никами. Искомое поле излучателя в свободном
пространстве затем легко вычисляется с исполь-
зованием найденных амплитуд ЭИ и известного
выражения для функции Грина свободного про-
странства.

Возможности этого способа калибровки суще-
ственно ограничивает отсутствие обоснованных
общих рекомендаций по выбору количества ЭИ и
точек их размещения, гарантирующих эффектив-
ность моделирования поля произвольного источ-
ника звука суперпозицией полей ЭИ [8, 12]. Од-
нако такие рекомендации можно сформулиро-
вать для низкочастотного излучателя с размерами
меньше длины волны, поле которого в свободном
пространстве можно представить в виде суперпо-
зиции монопольной, дипольных и квадруполь-
ных компонент. В данной статье показано, что
возможность пренебрежения вкладами высших
мультиполей сильно упрощает анализ и позволя-
ет сформулировать требования к расположению
ЭИ и точек приема, достаточные для реконструк-
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ции поля калибруемого источника в свободном
пространстве.

Материалы статьи расположены в следующем
порядке. Для удобства читателя в разд. 2 кратко
изложена основная идея метода из работы [6].
Требования к выбору координат ЭИ сформули-
рованы в разд. 3. Анализу условий, при выполне-
нии которых одни и те же ЭИ представляют поле
излучателя и в бассейне, и в свободном простран-
стве, посвящен разд. 4. Критерий правильного
выбора количества и позиций точек приема уста-
новлен в разд. 5. Эффективность найденных
условий, обеспечивающих возможность решения
обратной задачи, продемонстрирована на чис-
ленном примере в разд. 6. Итоги работы подведе-
ны в разд. 7.

2. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЭИ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

В этом разделе мы кратко изложим идею под-
хода, предложенного в [6], и поставим вопросы,
на которые нужно ответить для формулировки
условий его применимости.

Процедура измерений схематически проиллю-
стрирована на рис. 1. Поле , возбуждаемое на не-
сущей частоте  в бассейне, заполненном водой с
постоянной скоростью звука , регистрируется в
точках , , расположенных на по-
верхности , охватывающей излучатель [7–12].

Обсуждаемый подход базируется на аппрокси-
мации поля излучателя на поверхности  супер-
позицией полей ЭИ. Последние представляют
собой акустические монополи, расположенные
внутри  в точках , . Их суммарное

u
f

c
Rm = …1, ,m M

σ

σ

σ rn = …1, ,n N

поле в свободном пространстве с такой же скоро-
стью звука, как в бассейне, равно

(1)

где  – точка наблюдения,

, (2)

– функция Грина уравнения Гельмгольца в сво-
бодном пространстве, ,  – комплекс-
ные амплитуды ЭИ [13]. Временной множитель

 здесь и далее опускаем.

При применении метода ЭИ монополи неред-
ко располагают внутри области, ограниченной
поверхностью излучателя [8, 12]. Здесь мы не на-
кладываем такого ограничения, что отражено на
рис. 1.

Предполагается, что в бассейне с отражающи-
ми границами излучаемое поле  может быть
представлено в виде суперпозиции полей, воз-
бужденных теми же ЭИ, т.е. акустическими мо-
нополями, размещенными в тех же точках  и
имеющими те же амплитуды . Это значит, что

(3)

где  – функция Грина в бассейне. Резуль-
таты измерения поля  образуют вектор

, где символ  обозначает
транспонирование. Для отыскания неизвестных
амплитуд ЭИ, мы получаем систему линейных
уравнений, которая в матричных обозначениях
принимает вид

(4)

где  –  матрица с элементами ,

  – вектор искомых амплитуд.
Матричные элементы  измеряются с использо-
ванием эталонного монополя, который пооче-
редно помещается во все точки , и сигналы, из-
лученные из каждой точки, регистрируются всеми

 приемниками. Эта процедура в [6] названа ка-
либровкой бассейна.

Для решения системы уравнений (4) приме-
ним сингулярное разложение матрицы  [14, 15]
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Рис. 1. Схема эксперимента.
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где  – сингулярные числа,  и  – сингулярные
векторы, символ  означает эрмитово сопряже-
ние. Псевдообратная к  матрица имеет вид суммы

(6)

в которой учитываются лишь  первых (от-
носительно больших) сингулярных чисел. Соот-
ношение

(7)

дает оценку вектора . Подставляя это решение в
(1), находим искомое поле калибруемого излуча-
теля в свободном пространстве.

Как отмечено во Введении, применение опи-
санной процедуры далеко не всегда гарантирует
правильную реконструкцию поля излучателя.
Для формулировки условий применимости об-
суждаемого подхода нужно ответить на следую-
щие вопросы:

1. Как выбрать количество акустических моно-
полей и их координаты, чтобы сумма (1) могла с
высокой точностью аппроксимировать поле ка-
либруемого излучателя в свободном простран-
стве?

2. Когда поле излучателя в бассейне может
быть аппроксимировано суммой (3) с теми же ам-
плитудами ЭИ , что и в свободном простран-
стве?

3. При каких условиях амплитуды ЭИ  могут
быть найдены с приемлемой точностью из систе-
мы линейных уравнений (4), связывающих их с
измеренными амплитудами поля ? По-
грешность оценки (7) может быть велика из-за
того, что система (4) недоопределена, а матрица

 плохо обусловлена. Кроме того, совпадение су-
перпозиции полей ЭИ с полем калибруемого из-
лучателя в  точках измерительной поверхности

, в особенности, если  невелико, еще не гаран-
тирует близости этих полей в других точках .

В данной работе ответы на эти вопросы будут
получены в предположении, что мультипольное
разложение поля калибруемого излучателя пол-
ностью определяется вкладами монополя, дипо-
лей и квадруполей, а вкладами мультиполей бо-
лее высоких порядков можно пренебречь. Это
условие обычно выполняется для излучателя с
размерами меньше длины волны [16].

3. ВЫБОР ПОЗИЦИЙ ЭИ
Начнем с ответа на вопрос 1. Введем сфериче-

скую систему координат , где , а  и
 – полярный и азимутальный углы точки . На-

чало системы координат поместим в центре излу-
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чателя. Вне излучателя звуковое поле можно
представить в виде [17, 18]

(8)

где  – коэффициенты разложения,

(9)

– сферические функции Ханкеля,

(10)

– сферические гармоники,  – присоеди-
ненные полиномы Лежандра.

Далее нам понадобится разложение (8) поля -го
ЭИ

(11)

для коэффициентов которого имеется известное
аналитическое выражение [17, 18]

(12)

где  – сферические координаты точки ,
 – сферические функции Бесселя первого

рода [19].

Переобозначим ,  и , заменив их
соответственно на ,  и , где

(13)
Правило (13) устанавливает взаимно одно-

значное соответствие между парами индексов
 и индексами , представленными натураль-

ными числами. В новых обозначениях разложе-
ния (8) и (11) переходят соответственно в

(14)

и

(15)

Вклады монопольной, дипольных и квадру-
польных компонент поля  формируются сла-
гаемыми ряда (8) с  [17, 18], которые образу-
ют первые девять членов ряда (14). Наше предпо-
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ложение о поле излучателя, сформулированное в
конце предыдущего раздела, означает, что все
слагаемые с  в правой части (14) малы и их
можно отбросить. Поэтому достаточным услови-
ем представления  в виде суперпозиции по-
лей ЭИ (1) является возможность приближенного
представления каждой из функций  с  в
виде

(16)

Коэффициенты  нужно подобрать таким обра-
зом, чтобы левая и правая части были максималь-
но близки в точках поверхности .

Для простоты будем рассматривать ситуацию,
когда все ЭИ расположены так близко к началу
координат, что

(17)

Принимая во внимание асимптотическую фор-
мулу для функции  при малом значении ар-
гумента [19]

видим, что при условии (17) величина  быстро

спадает с ростом  и, соответственно,  умень-
шается с ростом .

Полагаем, что для всех точек  поверхности 
выполняется условие

(18)

Благодаря этому значения сферических функций
Ханкеля  в точках поверхности  не рас-
тут неограниченно с ростом  и при выполнении
(17) в бесконечной сумме в правой части (15)
можно ограничиться учетом конечного числа
слагаемых. Тогда в качестве коэффициентов  в
(16) можно взять элементы матрицы , которая
псевдообратна к матрице  с коэффициентами

. Найденные таким образом аппроксимации
сферических функций  правыми частями
(16) являются приближенными. Точность этого
приближения для любого конкретного выбора
точек  легко оценить количественно. Полагая,
что расстояния от центра излучателя до точек  не
сильно отличаются от некоторого среднего ради-
уса , в качестве оценки точности аппроксима-
ции примем

(19)

> 9q

( )Ru

( )RqS ≤ 9q

( ) ( )
=

≅ R R r

1
, .

N

q qn n
n

S P G

qnP

σ

=r …1, 1, , .nk n N!

( )νj x

( )
ν

ν ≈
ν +

( ) ,
2 1 !!

xj x

μ
νC

ν qC
q

R σ

>R 1.k

( )ν R
(1)h k σ

ν

qnP
P

Q

nqQ
( )RqS

rn
σ

0R

( ) ( )
σ σ

ε =  R R

0 0

2 2 ,q q qb ds S ds

где интегрирование идет по  – поверхности
сферы радиуса ,  – элемент площади,

– невязка. Критерием правильности выбора по-
зиций ЭИ является выполнение условий

(20)

4. ПОЛЯ, СОЗДАННЫЕ ОДНИМИ И ТЕМИ 
ЖЕ ЭИ В СВОБОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

И В БАССЕЙНЕ
Перейдем к ответу на вопрос 2. Предполагает-

ся, что объемные скорости монополей, представ-
ляющих ЭИ, одинаковы и в свободном простран-
стве, и в бассейне. Кроме того, каждая точка по-
верхности калибруемого источника в бассейне и
свободном пространстве осциллирует одинаково.

Поле , возбуждаемое ЭИ в бассейне,
представим в виде , где  –
поле, возбужденное теми же источниками в сво-
бодном пространстве, а  – компонента, фор-
мируемая отражениями от границ. Функция 
представляет решение уравнения Гельмгольца в
бассейне с граничными условиями, которые зада-
ются значениями поля  и его производных
вблизи стенок бассейна.

Поле, возбуждаемое в бассейне излучателем,
обозначим  и представим его в аналогичном
виде , где  – поле в сво-
бодном пространстве, а  – вклад волн, отра-
женных от границ. Поля  и  различаются
вблизи излучателя и ЭИ, но на поверхности  они
совпадают. Следовательно, они совпадают во
всей области  между  и границей бассейна. По-
этому функции  и  являются решениями
уравнения Гельмгольца с одинаковыми гранич-
ными условиями.

Различие между  и  обусловлено тем
фактом, что  представляет решение в пустом
бассейне (рассеяния волн на точечных ЭИ не
происходит), а  – решение в присутствии из-
лучателя конечного размера. Если рассеяние на
излучателе пренебрежимо мало, то компоненты
полей  и  всюду совпадают за исключе-
нием небольшой области вблизи излучателя. При
этом на измерительной поверхности  суммар-
ные поля  и  тоже совпадают.

Интуитивно понятно, что рассеянием на излу-
чателе можно пренебречь, если его объем доста-
точно мал. Количественный критерий малости
получен в работе [6] в предположении, что разме-
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ры излучателя меньше длины волны и при оценке
интенсивности рассеянного поля его можно за-
менить твердой сферой такого же объема. В этом
случае интенсивность рассеянного поля у грани-
цы бассейна будет много меньше интенсивности
падающего, если

(21)

где  – объем излучателя,  – характерный раз-
мер бассейна. При выполнении данного условия
одни и те же ЭИ аппроксимируют поле излучате-
ля и в свободном пространстве, и в бассейне.

Отметим, что представление акустического
поля суперпозицией полей ЭИ, как правило, неод-
нозначно [13]. Даже при фиксированном выборе
точек расположения монополей  может суще-
ствовать бесконечно много векторов , “обеспе-
чивающих” выполнение равенств (1) и (3). Это
происходит, если  и система (4) недоопре-
делена. Такая ситуация часто возникает при ис-
пользовании метода ЭИ, поскольку количество
приемников обычно меньше количества ЭИ [13].
Однако неоднозначность выбора  не противо-
речит получению однозначного решения нашей
обратной задачи. Ведь любые два вектора  и ,
которые определяют поля  и  в свободном про-
странстве, совпадающие на поверхности , зада-
ют поля  и  в бассейне, тоже совпадающие на .
В этом легко убедиться с помощью рассуждения,
аналогичного приведенному выше, при сравне-
нии полей излучателя и моделирующих его ЭИ.
Оба рассуждения фактически основаны на одно-
значности решения уравнения Гельмгольца с гра-
ничными условиями, заданными на замкнутой
поверхности [20]. Точно также можно показать,
что любой вектор , который задает поле (3), ап-
проксимирующее поле излучателя на поверхно-
сти  в бассейне, одновременно задает поле (1),
аппроксимирующее поле излучателя в свободном
пространстве.

5. ВЫБОР КООРДИНАТ ПРИЕМНИКОВ
Принимая во внимание соотношения (14) и

(16), поле в бассейне можно представить в виде

(22)

где

(23)

Переход от (14) к (22) является аналогом пере-
хода от (1) к (3). Использование априорной ин-
формации об излучателе (пренебрежение вкладами
высших мультиполей) позволило свести задачу

λ π2 ,sV b!

sV b

rn
A

<M N

A

A A'
u 'u

σ
�u �'u σ

A

σ

( ) ( )
=

= R R�

�

9

1
,q q

q

u C S

( ) ( )
=

≅ R R r� �

1
, .

N

q qn n
n

S P G

отыскания  неизвестных коэффициентов  к
отысканию девяти коэффициентов . Связь
между  и  выражается соотношением

(24)

которое легко получить, подставляя (23) в (22) и
сравнивая найденное выражение с (3).

Таким образом, от системы линейных уравне-
ний (4) мы переходим к системе

(25)

где  – вектор размера  с элементами ,
 а  – матрица размера , столбцами

которой служат векторы .
Предполагается, что , т.е. поле в бассейне
измеряется, как минимум, в девяти точках. В про-
тивном случае система (25) будет недоопределе-
на, ее решение будет неоднозначным, и в отсут-
ствие дополнительной априорной информации
об источнике мы не сможем снять эту неопреде-
ленность. При  решение (25) равно ,
где  – матрица, обратная или псевдообратная к

. Для того чтобы решение было слабо чувстви-
тельно к влиянию шумов и погрешностей изме-
рений, нужно, чтобы матрица  была хорошо обу-
словлена. Это значит, что число обусловленно-
сти, которое в данном случае выражается
отношением первого (наибольшего) сингулярно-
го числа  к девятому (наименьшему), должно
быть не слишком велико. Точки приема ,
удовлетворяющие условию (18), должны быть вы-
браны таким образом, чтобы это требование вы-
полнялось. В совокупности с условиями, выра-
женными неравенствами (17) и (20), данное тре-
бование дает ответ на вопрос 3 из разд. 2 о
достаточном условии правильной реконструкции
амплитуд ЭИ. После того, как коэффициенты 
найдены, амплитуды ЭИ  находятся по форму-
ле (24).

Искомое поле калибруемого источника в сво-
бодном пространстве затем вычисляется подста-
новкой найденных  в (1) или, что эквивалентно,
подстановкой найденных  в первые девять сла-
гаемых суммы в правой части (14) и отбрасывани-
ем остальных слагаемых.

6. ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР
Для иллюстрации описанной процедуры рас-

смотрим реконструкцию поля идеализированной
модели излучателя, имеющего форму куба с дли-
ной ребра  м, две пары противоположных
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граней которого осциллируют вдоль своих нор-
малей (рис. 2). Комплексные амплитуды скоро-
стей у каждой пары одинаковы. Они равны  у
одной пары и  у другой. Две оставшиеся грани
неподвижны.

Излучатель работает на частоте  Гц в
бассейне, тоже имеющем форму куба с ребром
длиной 3 м и твердыми границами. Бассейн за-
полнен водой со скоростью звука  м/с.
Поскольку длина волны  м велика по срав-
нению с размером нашего источника, его поле в
дальней зоне должно быть близко к полю квадру-
поля.

Поля, возбужденные в свободном простран-
стве и бассейне, рассчитывались методом конеч-
ных элементов. Грани излучателя располагались
параллельно граням бассейна, а его центр был
смещен на 0.5 м вдоль одного из ребер. При ана-
лизе поля использовалась сферическая система
координат, центр которой совпадал с центром ис-
точника.

В качестве измерительной поверхности , на
которой располагались точки приема, была взята
сфера радиусом  м. Она приблизительно
равномерно была покрыта  точками при-
ема . ЭИ располагались в 27 точках, образую-
щих куб размером  см с расстоянием между
ближайшими точками (шагом кубической решет-
ки) 0.015 м. Для выбранных точек расположения
ЭИ и приемников условия (17) и (18) выполняются.

При вычислении матрицы , псевдообратной
к , использован тот же метод, базирующийся на
сингулярном разложении, который применялся
при вычислении псевдообратной матрицы 

V
−V

= 1000f

= 1500c
λ = 1.5

σ

= 1.4R
= 150M

Rm
× ×3 3 3

P
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+
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(см. (6)). Матрица  имеет размер , где  –
количество слагаемых, удерживаемых в сумме
(15). Величина  определяется тем, насколько
быстро уменьшаются амплитуды коэффициентов

 с ростом . В нашем примере значения 
резко спадают при , и поэтому мы выбрали

. Результаты моделирования показывают,
что увеличение  не повышает точности рекон-
струкции.

Величины параметров , заданные (19), в на-
шем примере не превышают 0.01, т.е. критерий
правильности выбора позиций ЭИ (20) выполня-
ется. Отношение наибольшего сингулярного чис-
ла матрицы  к наименьшему равно 60, что свиде-
тельствует о хорошей обусловленности данной
матрицы.

На рис. 3 показан результат реконструкции
диаграммы направленности нашего источника в
свободном пространстве

Поскольку амплитуда возбуждаемого поля
прямо пропорциональна скорости пульсации
граней , диаграмма направленности от  не за-
висит. На рис. 3а показана диаграмма ,
найденная путем прямого расчета поля в свобод-
ном пространстве, а на рис. 3б – диаграмма

, реконструированная по значениям  в
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Рис. 2. Модель калибруемого излучателя.
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Рис. 3. Диаграмма направленности излучателя. (а) –
Расчет в свободном пространстве. (б) – Результат ре-
конструкции по измерениям в бассейне.

150

100

50
0.5

1.0
Dr

0

0

(б)

300100 2000
ϕ, град

θ,
 г

ра
д

150

100

50
0.5

1.0
D 

0

0

(а)

3001000 200
ϕ, град

θ,
 г

ра
д



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 5  2020

РЕКОНСТРУКЦИЯ ДИАГРАММЫ НАПРАВЛЕННОСТИ 515

указанных выше точках . Точность рекон-
струкции количественно характеризуется пара-
метром

который в нашем примере равен 0.13. Практиче-
ски такой же результат получается, если из 150 то-
чек приема  оставить лишь 9. При этом нужно,
чтобы эти точки были расположены достаточно
далеко друг от друга, так как в противном случае у
матрицы  могут оказаться близкие столбцы и
она станет плохо обусловленной. Во всех рас-
смотренных нами примерах хорошо обусловлен-
ной матрицы  (с числом обусловленности менее
1000) параметр  принимал значения, не превы-
шающие 0.25. Аналогичные результаты были по-
лучены при реконструкции поля другого модель-
ного источника, представляющего собой твердый
цилиндр с пульсирующими основаниями.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Условия применимости метода ЭИ, неизвест-

ные в общем случае [8, 12], в данной работе сфор-
мулированы для источника, в мультипольном
разложении поля которого в свободном про-
странстве все компоненты, кроме монопольной,
дипольных и квадрупольных, пренебрежимо ма-
лы. В этом случае реконструируемое поле пред-
ставлено суммой первых девяти членов ряда (14),
и задача заключается в отыскании неизвестных
амплитуд . Для решения задачи ЭИ долж-
ны быть расположены таким образом, чтобы су-
перпозиции их полей могли аппроксимировать
каждую из девяти функций  (условие (20)).
При этом поле в бассейне будет представлено в
виде суперпозиции девяти функций  с теми
же амплитудами , что и в свободном про-
странстве. Для восстановления этих амплитуд до-
статочно, чтобы система уравнений (25) состояла
всего из девяти уравнений. Поэтому при реги-
страции излученного поля нет необходимости в
том, чтобы точки приема  плотно покрывали
поверхность . Достаточно иметь всего 9 пра-
вильно (с учетом введенных требований) выбран-
ных точек приема.

Основным результатом данной статьи является
формулировка достаточных условий применимо-
сти метода калибровки акустического излучателя,
идея которого предложена в [6]. Следует отме-
тить, что необходимость найденных условий
здесь не доказана. Предполагается, что точки  и
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 выбираются эмпирически с соблюдением не-
равенств (17) и (18). Правильность выбора затем
проверяется с помощью критериев, установлен-
ных в разд. 3 и 5: должны выполняться неравен-
ства (20) и матрица  должна быть хорошо обу-
словлена. Еще одним условием применимости
обсуждаемого подхода является малость объема
источника, который должен удовлетворять кри-
терию (21).

В данной работе мы не рассматривали влияния
внешних шумов и неточности измерений, приво-
дящих к тому, что вектор  всегда известен с не-
которой ошибкой. Этот вопрос требует специаль-
ного изучения. Здесь мы отметим лишь, что
вследствие хорошей обусловленности матрицы 
малые изменения вектора  вызывают малые из-
менения решения системы (25) и, соответствен-
но, приводят к относительно небольшим ошиб-
кам в реконструкции поля источника.

Результаты численного моделирования под-
тверждают эффективность введенных критериев.
Вместе с тем вопрос оптимального выбора коли-
чества ЭИ и их позиций остается открытым.

Неисследованным пока остается и вопрос об
условиях применимости сделанного в начале
разд. 4 предположения том, что отражения волн
от границ бассейна не приводят к заметному из-
менению скорости осцилляций поверхности из-
лучателя по сравнению со случаем свободного
пространства. Ответ на этот вопрос для каждого
конкретного источника должен быть получен с
использованием соответствующих уравнений
электромеханического преобразования и оценок
радиационного импеданса источника в бассейне
[21, 22].

Работа выполнена в рамках государственного
задания ИПФ РАН (проекты 0035-2019-0019 и
0035-2019-0006).
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Развита методика оценки эффективных акустических параметров дна в мелководных акваториях,
покрытых льдом. В основе методики лежит сравнение экспериментальной и расчетной зависимо-
стей амплитуды звукового поля от глубины на расстоянии от источника примерно на порядок боль-
шем, чем глубина акватории. В качестве эффективных параметров принимаются значения скорости
звука в дне, плотности и коэффициента затухания акустических волн, обеспечивающие при расче-
тах максимальное соответствие экспериментальным данным. Методика апробирована в натурном
эксперименте на озере Байкал и может быть рекомендована для разработки систем автономного
акустического мониторинга.

Ключевые слова: акустический мониторинг покрытых льдом мелководных акваторий, эффективные
акустические параметры дна
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время долговременный автоном-

ный акустический мониторинг мелководных ак-
ваторий становится все более востребованным
инструментом для изучения окружающей среды.
Например, при исследованиях причин глобаль-
ных изменений климата [1], при наблюдениях
процессов мелкомасштабной и мезомасштабной
гидродинамической изменчивости среды [2], при
экологическом контроле за вариациями характе-
ристик крупных внутренних водоемов [3], для из-
мерения уровня антропогенных акустических
шумов, влияющих на охраняемые виды млекопи-
тающих, проводящих большую часть времени под
водой [4]. В первую очередь, указанный монито-
ринг востребован для акваторий с ледовым по-
кровом, где дистанционная диагностика, осно-
ванная на других физических принципах, практи-
чески невозможна. Здесь подобный мониторинг
также позволяет вести “наблюдения” за животны-
ми, обитающими на океанском шельфе и в круп-
ных озерах, по их вокализации. Регистрируя зву-
ковые сигналы, издаваемые этими животными

[5], можно, как минимум, определять их местопо-
ложение и с помощью пассивной гидролокации
фиксировать их перемещение.

Осуществимость акустического мониторинга
можно спрогнозировать, лишь зная акустические
параметры волновода, характерного для выбран-
ной мелководной акватории. Среди этих пара-
метров наиболее малоизвестными являются па-
раметры дна (скорость звука, плотность и коэф-
фициент затухания акустических волн в дне).
В настоящей статье приведены результаты экспе-
риментальных оценок этих параметров для озера
Байкал. Измерения выполнены в зимний период
времени при наличии ледового покрова для ча-
стот звука около одного килогерца. Эти частоты
характерны для звуковых сигналов, излучаемых
охраняемым видом млекопитающих, байкаль-
ской нерпой (Pusa sibirica). Указанные сигналы,
зарегистрированные в ходе проведенных экспе-
риментальных исследований, также приведены в
настоящей статье.

УДК 534.231

АКУСТИКА ОКЕАНА.
ГИДРОАКУСТИКА
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2. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ВЕРТИКАЛЬНОЙ 
ИНТЕРФЕРЕНЦИОННОЙ СТРУКТУРЫ 
ЗВУКОВОГО ПОЛЯ В ВОДНОМ СЛОЕ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Вертикальная интерференционная структура
тонального звукового поля в мелководных аква-
ториях на расстояниях много больших, чем глу-
бина, весьма чувствительна к параметрам нижней
границы акустического волновода, который фор-
мируется в подобных акваториях [6]. Другими
словами, она во многом определяется эффектив-
ными параметрами дна: скоростью звука , плот-
ностью  и коэффициентом затухания акустиче-
ских волн, отнесенным к частоте, . Предпола-
гается, что дно является однородной средой и под
эффективными параметрами понимаются сред-
ние значения этих величин по расстоянию  меж-
ду источником и приемником звука и по глубине

. Здесь под величиной  подразумевается
эффективная толщина верхнего слоя донных оса-
дочных пород, сравнимая с длиной звуковой вол-
ны в дне. Например, в работах [7, 8] продемон-
стрировано, что интенсивность звукового поля в
волноводе в основном зависит от параметров слоя
указанной толщины на расстояниях r > 10Н, где
H – глубина волновода. Это свойство интерфе-
ренционной структуры может быть использовано
для решения обратной задачи по определению

1c
ρ1

β f

r

ΔH ΔH

эффективных параметров. Методика решения
основана на согласовании амплитуды поля, изме-
ренной неподвижной вертикальной цепочкой
гидрофонов в эксперименте, с аналогичным рас-
четным вертикальным амплитудным распределе-
нием. Предполагается, что расчетные параметры,
обеспечивающие наилучшее соответствие теории
и эксперимента, и являются искомыми парамет-
рами задачи [9].

Описанная методика была использована для
мелководной прибрежной части озера Байкал,
где на глубине  41 м в марте 2019 года была
установлена автономная вертикальная цепочка
из  10 гидрофонов, перегораживающая весь
водный слой (см. табл. 1). Цель постановки це-
почки состояла в изучении возможностей акусти-
ческого мониторинга и сопутствующих ему тех-
нологий в мелководных акваториях с ледовым
покровом. Цепочка опускалась с припая, харак-
терного для Байкала в это время года. Оцифровка
и запись на флеш-память принимаемых сигналов
осуществлялась с помощью блока обработки ин-
формации, расположенного в специальном гер-
метичном контейнере вместе с аккумуляторами
для питания предусилителей гидрофонов. Кон-
тейнер располагался сверху на льду. Несущий
трос цепочки гидрофонов был натянут между
донным якорем и якорем на поверхности льда,
что обеспечивало стационарное местоположение
приемных гидрофонов на соответствующих глу-
бинах :

(1)

где  – номер приемного гидрофона.
Здесь для удобства сопоставления эксперимента
и расчета глубины расположения гидрофонов от-
считываются от границы раздела вода–лед. Тол-
щина ледового покрова составляла  м.

В районе постановки цепочки с помощью про-
филографа MiniCTD Valeport были проведены
измерения вертикального профиля температуры

, где  – глубина точки измерения, а затем по
этим данным с помощью эмпирической форму-
лы, адаптированной для озера Байкал [10], был
вычислен вертикальный профиль скорости звука
в воде :

(2)

Этот профиль приведен на рис. 1.
На рис. 2 приведен пример акустического сиг-

нала, излучаемого байкальской нерпой. Сигнал
зарегистрирован на один из гидрофонов цепочки.
На этом же рисунке приведена и спектрограмма
этого сигнала. Как видно на рисунке, нерпа излу-
чает квазигармонический сигнал с обертонами в
диапазоне частот  100–1400 Гц.
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Рис. 1. Зависимость скорости звука в воде от глубины.
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Для оценки эффективных параметров акусти-
ческого волновода на озере Байкал, описанная вы-
ше методика определения эффективных акустиче-
ских параметров дна была апробирована при прие-
ме тональных сигналов частотой  735.0138 Гц от
удаленного источника звука (см. табл. 1). Рассто-
яние между источником и приемной цепочкой,
измеренное с помощью GPS, составляло  353 м.
Источник также был закреплен на растянутом
между дном и ледовым покрытием несущем фале.
Глубина источника от границы раздела вода–лед
составляла  18.44 м, а глубина места в точке
установки излучателя равнялась  55 м.
Акустическая трасса источник–приемная цепоч-
ка была ориентирована примерно параллельно
береговой линии (рис. 3а).

Экспериментальная зависимость амплитуды
принимаемого сигнала от глубины, измеренная
гидрофонами цепочки, показана на рис. 4а.

Расчет амплитуды тонального сигнала с той же,
что и в эксперименте, частотой осуществлялся в

=f

=r

=0z
( ) =0H

рамках модового описания звукового поля. При
расчетах использовались следующие приближения:

1) Дно считалось жидкой однородной средой.
2) Глубина акватории меняется по линейному

закону от точки постановки излучателя звука до
точки, где была установлена приемная цепочка.

3) Скорость звука в воде считалась постоянной
и равной  1409 м/с.

4) Межмодовое взаимодействие и горизон-
тальная рефракция акустических волн не учиты-
вались.

В расчетах также предполагалось, что ледовое
покрытие имеет следующие характеристики: ско-
рость продольных волн  3500 м/с, скорость
поперечных волн  1800 м/с, плотность льда

 917 кг/м3, коэффициент затухания продоль-
ных волн  0.086 дБ/км/Гц, коэффициент за-
тухания поперечных волн  0.556 дБ/км/Гц.
Указанные типичные значения параметров льда
взяты из работы [11]. Однако для этих значений в
натурных условиях характерна заметная времен-

=с

=2c
=Sc

ρ =2

β =2 f

β =Sf

Рис. 2. (а) – Звуковой сигнал байкальской нерпы, зарегистрированный в эксперименте и (б) – его спектрограмма.
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Таблица 1. Координаты мест постановки гидроакустического оборудования

Использованное оборудование Широта, северная Долгота, восточная

Источник звука 52o00.509′ 105o22.186′
Цепочка с гидрофонами 52o00.687′ 105o22.295′



520

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 5  2020

ГРИГОРЬЕВ и др.

Рис. 3. (а) – Батиметрическая карта в районе работ с нанесенными на ней местоположениями источника звука и при-
емной цепочки с гидрофонами. (б) – Модель волновода.
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Рис. 4. (а) – Экспериментальная и теоретическая зависимость амплитуды поля от глубины на горизонтах установки
гидрофонов (с шагом 3.46 м) при оптимальных параметрах дна:  1670 м/с,  1500 кг/м3,  0.45 дБ/км/Гц. (б) –
Расчетная зависимость амплитуды от глубины с шагом по глубине 0.01 м при тех же параметрах дна.
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ная и пространственная изменчивость, не учиты-
ваемая в настоящей работе. Такая изменчивость,
в первую очередь, обусловлена многочисленны-

ми минитрещинами, возникающими и затягива-
ющимися (замерзающими с течением времени)
на ледовом покрове. Плотность воды полагалась
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равной 1000 кг/м3. (Оценки с использованием
уравнения состояния воды в акватории при из-
вестной температуре [12] показали, что плотность
воды изменяется от 999.92 кг/м3 у поверхности
воды до 1000.12 кг/м3 на глубине 40 м.) Для на-
глядности модель волновода, использованная
при расчетах, показана на рис. 3б. Методика рас-
четов описана в приложении А к настоящей ста-
тье. Заметим здесь только, что приближение по-
стоянной скорости звука в воде позволило при
нахождении дискретного спектра собственных
значений и собственных функций использовать
формулы (А14) и (А15) и, таким образом, суще-
ственно сократить время расчетов. Критерием
близости теории и эксперимента являлась невязка

(3)

где  и  – теоретическая и эксперименталь-
ная амплитуды поля на -м гидрофоне. При этом
в (3) подставляются нормированные амплитуды:

, что физически означа-
ет уравнивание мощностей экспериментального
и теоретического сигналов. Искомыми парамет-
рами дна считаются параметры , при
которых достигается минимум невязки (в идеале
ноль).

С целью сокращения объема расчетов на пер-
вом этапе было предложено использовать эмпи-
рические формулы Эйкала [13] и Гамильтона [14]
связи параметров  с пористостью грун-
та , являющиеся обобщением эксперименталь-
ных данных по всему Мировому океану:

(4)

(5)

(6)

Использование формул (4)–(6) позволяет не
перебирать три параметра , а менять
только один параметр . По мере изменения 
происходит движение в трехмерном пространстве
параметров  по определенной эмпири-
чески обоснованной линии. Вычисления прово-
дились при  0.1–0.9 с шагом 0.01. При каждом
значении  в соответствии с (4)–(6) вычислялся
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1 1.631 1.78 1.2 ,c c

( )ρ = ρ − κ1 2.604 1.606 ,

 β =  
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0.2747 0.527 , 0 0.472,
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0.7602 1.487 0.78 , 0.65 0.9.
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( )ρ β1 1,  ,  fc
κ κ

( )ρ β1 1,  ,  fc

κ =
κ

набор , а затем теоретическое поле (А17)
и невязка (3), как функция пористости .

Полученная зависимость  приведена на
рис. 5. Минимум невязки, равный  0.164, на-
блюдается при  0.3. Согласно (4)–(6) парамет-
ры дна в результате первого этапа расчетов равны:

 1700 м/с,  2120 кг/м3,  0.45 дБ/км/Гц.
Заметим, что поиск минимума невязки прово-

дился в очень широком диапазоне , охватываю-
щем практически все возможные типы грунтов
морского дна: каменистые грунты, пески, алев-
риты, глины, илы. Согласно формулам Эйкала (4)
и (5), дно было жестким ( ) и мягким ( ).
Соответственно, существенно менялись типы
мод, учитываемые при вычислениях. Рассчиты-
вались все моды, у которых мнимая часть соб-
ственных чисел была меньше 0.025 м–1. Вклад
остальных мод не приводил к изменению ампли-
туды поля на расстоянии 353 м. В табл. 2 приведе-
ны данные о числе и типах учитываемых мод. Как
видно, рассматривались не только нормальные
распространяющиеся моды, но также нормаль-
ные вытекающие моды и относящиеся к классу
вытекающих – квазимоды. Подробнее о типах
мод см. [15]. Отметим только, что вытекающие
моды относительно глубоко проникают в дно, в
отличие от распространяющихся мод.

На втором этапе расчетов параметры дна, по-
лученные на первом этапе, рассматривались как
начальное приближение, в окрестности которого
простым перебором значений  был
проведен поиск глобального минимума невязки в
трехмерном пространстве. Расчеты показали, что
при каждом фиксированном  минимум невязки

 хорошо локализуется, и его положение

( )ρ β1 1,  ,  fc
( )σ κ

( )σ κ
σ =

κ =

=1c ρ =1 β =f

κ

>1c c <1c c
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β f
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Рис. 5. Невязка как функция пористости.

0.15

0.40

0.35

0.30

0.25

0.20

0.45

0.50

0.55

0.60

0.90.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.80.20.1
Пористость

Н
ев

яз
ка



522

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 5  2020

ГРИГОРЬЕВ и др.

на плоскости  практически не зависит от
значения . Вместе с этим, по оси  локализа-
ция минимума невязки не была обнаружена.

По этой причине искомым значением потерь в
дне было выбрано значение, полученное с помощью
формулы Гамильтона (6):  0.45 дБ/км/Гц.
При данном  функция невязки  приве-
дена на рис. 6. Глобальный минимум невязки,
равный  0.132, достигается при оптимальных
(адекватных истинным) параметрах дна  1670 м/с,

 1500 кг/м3. При этом вычисления проводи-
лись с шагом по скорости звука 10 м/с, с шагом по
плотности 100 кг/м3. Заметим, что при оптималь-
ном наборе параметров дна число учитываемых мод
было 37, из них 23 моды – распространяющиеся,

( )ρ1 1,  c
β f β f

β =f

β f ( )σ ρ1 1,  c

σ =
=1c

ρ =1

остальные 14 мод – нормальные вытекающие.
Квазимод в числе учитываемых 37 мод не было.

На рис. 6 пунктиром изображена линия, парамет-
рически описываемая формулами Эйкала (4) и (5).
Точки на пунктирной линии соответствуют указан-
ным значениям пористости, причем в приведенном
диапазоне  0.3–0.33 значение потерь в дне прак-
тически одинаково и равно  0.45 дБ/км/Гц. За-
метим, что после первого этапа расчетов парамет-
ры дна соответствовали точке  0.3.

На рис. 4а показаны зависимости амплитуд от
глубины: экспериментальная и теоретическая,
полученная при оптимальных параметрах дна по-
сле второго этапа расчетов. Для удобства воспри-
ятия точки с шагом 3.46 м, соответствующие рас-
положению приемных гидрофонов, соединены
прямыми линиями, хотя, как показывает подроб-
ный расчет теоретической зависимости с шагом
0.01 м, приведенный на рис. 4б, реальная изрезан-
ность поля по глубине выражена гораздо сильнее.

Заметим, что вследствие этой изрезанности
небольшие вариации в предполагаемом положе-
нии приемной цепочки по вертикали в целом
приводят к заметному изменению расчетных зна-
чений поля в местах расположения приемных
гидрофонов и, соответственно, к заметному из-
менению невязки с экспериментом. Расчеты по-
казали, что минимум невязки наблюдается при
положении цепочки, сдвинутом на 0.5 м вниз от-
носительно первоначальных экспериментальных
оценок1. Это составляет 1.2% от глубины моря в
месте установки цепочки. При этом возможный
наклон цепочки не учитывался. Можно предпо-
ложить, что скорректированное положение це-
почки, приводящее к минимальной невязке, яв-
ляется её истинным положением. По этой причи-

1 Речь идет об оценках, полученных неакустическими мето-
дами при измерениях глубин погружения несущего фала и
закрепленной на нем цепочки с гидрофонами.

κ =
β ≈f

κ =

Таблица 2. Число и типы учитываемых мод

Пористость
Полное число 

учитываемых мод 

Число нормальных 
распространяющихся 

мод

Число нормальных 
вытекающих мод Число квазимод

0.1 43 32 11 –
0.2 42 28 14 –
0.3 41 24 17 –
0.4 40 19 21 –
0.5 37 12 25 –
0.6 35 – 35 –
0.7 33 – 8 25
0.8 29 – 7 22
0.9 27 2 5 20

M

Рис. 6. Невязка как функция скорости звука в дне и
относительной плотности дна. Минимум невязки по-
казан звездочкой.
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не итоговые расчеты по определению параметров
дна проводились для этого скорректированного
положения цепочки, описываемого формулой (1),
где учтен этот сдвиг. Результаты расчетов на
рис. 4–6а также приведены для скорректирован-
ного положения цепочки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Очевидно, что полученные оценки эффектив-

ных акустических параметров дна на озере Байкал
(  1670 м/с,  1500 кг/м3,  0.45 дБ/км/Гц)
нельзя считать достоверными для всей акватории
этого озера. Скорее всего, даже в мелководной ее
части имеет место заметная изменчивость вели-
чин , , , обусловленная выносом осадочных
пород многочисленными реками. Однако разви-
тая в настоящей работе методика демонстрирует
принципиальную возможность оценки этих па-
раметров, во-первых, на небольших (сотни мет-
ров) расстояниях от источника звука, когда аку-
стическое поле формируется не только распро-
страняющимися, но и вытекающими модами и,
во-вторых, при наличии ледового покрова. По-
следнее, в том числе, возможно при использова-
нии приближенных расчетных соотношений,
приведенных в приложении к настоящей статье и
позволяющих существенным образом увеличить
скорость вычислений. Указанную методику мож-
но рекомендовать для применения на мелковод-
ном арктическом шельфе России.

Заметим здесь также, что акустические методы
оценки пространственного распределения скоро-
сти звука в верхнем слое донных осадочных хоро-
шо разработаны [16, 17] и лежат в основе совре-
менной инженерной сейсморазведки. Они позво-
ляют определять поле скорости звука с
горизонтальным пространственным разрешени-
ем в несколько десятков метров. Однако такое
разрешение для задач акустического мониторин-
га, упомянутых во введении, как правило, являет-
ся избыточным, тогда как сама сейсморазведка
является высоко затратной методикой. Она при-
менима только в акваториях, где, по крайней ме-
ре, в некоторые сезоны года отсутствует ледовый
покров. Кроме того, в этой методике не преду-
смотрена оценка плотности донных осадков, ко-
торая определяется при сопутствующем малоглу-
бинном бурении. Это еще многократно увеличи-
вает стоимость исследований. Учет этих
особенностей инженерной сейсморазведки слу-
жит дополнительным аргументом в пользу при-
менения методов, развитых в настоящей работе.

Авторы выражают благодарность М.В. Волкову
и А.В. Шатравину за помощь в проведении экспе-
риментов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, про-
ект 19-02-00127.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

МОДОВОЕ ОПИСАНИЕ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ
В МЕЛКОВОДНОМ ВОЛНОВОДЕ

С ЛЕДОВЫМ ПОКРОВОМ

4.1. Постановка задачи

Рассмотрим модельный волновод, изображен-
ный на рис. 3. Волновод представляет собой вод-
ный слой переменной толщины , ограничен-
ный сверху однородным упругим слоем (льдом)
постоянной толщины , снизу – однородным
жидким полупространством (дном). Начало ци-
линдрической системы координат  выбра-
но на границе вода–лед, где  – горизонтальная
ось, угол  отсчитывается в горизонтальной плос-
кости вокруг вертикальной оси . С целью ис-
ключения в модели горизонтальной рефракции
акустических волн модельный волновод полага-
ем цилиндрически симметричным относительно
оси , на которой в точке с координатой  в вод-
ном слое находится точечный источник звука ча-
стоты . При такой геометрии поле в вол-
новоде не зависит от угла , а зависит только от
координат .

Обозначим параметры рассматриваемых сред:
, ,  – скорости продольных волн в воде,

дне и льду, соответственно;  – скорость попе-
речных волн во льду; , ,  – плотности воды,
дна и льда, соответственно; ,  – безразмерные
коэффициенты потерь продольных волн для дна
и льда, соответственно;  – безразмерный коэф-
фициент потерь поперечных волн для льда. Ко-
эффициенты потерь определяют мнимую часть

волновых чисел  = , где

обозначено . Связь безразмерных

коэффициентов потерь ( , , ) с коэффициен-
тами затухания ( , , ), используемыми при

расчетах, имеет вид .

Прежде чем искать поле для горизонтально не-
однородного волновода, у которого  const,
решим задачу для горизонтально однородного
волновода, у которого  const.

Запишем звуковое давление в воде и дне в виде
 и , где

 и  – комплексная амплитуда давления в соот-
ветствующих средах,  – время. В упругом слое
льда аналогом давления является тензор напря-
жения , который в случае
поля цилиндрической симметрии имеет вид
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(А1)

Учитывая наличие упругой среды, нахождение
поля в волноводе проводится с использованием
понятия потенциалов. Пусть u, ,  – вектора
смещений частиц соответственно в воде, дне и
льду. Тогда

(А2)

где , ,  – скалярные потенциалы, описываю-
щие продольные волны в соответствующих сре-
дах,  – векторный потенциал, описывающий по-
перечные волны во льду. Для поля цилиндриче-
ской симметрии все функции в (A2) зависят от
координат . При этом векторный потенциал
имеет отличную от нуля только -компоненту и
представляется в виде , где  –
скалярная функция векторного потенциала.

Для тонального источника после перехода к
комплексным амплитудам

(А3)

справедливы уравнения Гельмгольца

(А4)

где ,  – операторы Гельм-

гольца,  – оператор Лапласа для

поля цилиндрической симметрии, ,

 – дельта-функция Дирака, ,  – ко-

эффициент, характеризующий мощность и на-
чальную фазу источника (при последующих рас-
четах  не понадобится, т.к. исчезнет при нор-
мировке поля).

Граничные условия на границах сред имеют
вид

(А5)
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где ,  – -компоненты векторов  и ,

,  – комплексные коэф-
фициенты Ламэ, штрих в (A6) и далее означает
производную по .

Формулы (А4)–(А6) написаны на основе тео-
рии, изложенной в [18], но в отличие от [18] учтены
потери во льду и дне. Аналогичные выражения
приведены также в [8], но при другой конфигура-
ции жидких и упругих сред.

Дополнительными условиями, выделяющими
единственное решение уравнений (A4) с гранич-
ными условиями (A5), являются: 1) условие рас-
пространения волн в дне в направлении от источ-
ника, 2) условие излучения на бесконечности.
Второе условие для дна в виде жидкого поглоща-
ющего полупространства сводится к ограниченно-
сти амплитуды волн на бесконечности [19]. Если
через  и  обозначить классы функций, соот-
ветствующие первому и второму дополнитель-
ным условиям, то они запишутся в виде

(A7)

4.2. Решение задачи

Задача (A4)–(A7) при  const имеет точное
решение (вывод аналогичен [8, 11]). Для поля дав-
ления  в водном слое волновода ( ) точ-
ное решение имеет вид

(A8)
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ницах водного слоя, соответственно, и могут быть
представлены в виде

(A10)

(A11)

где , , ,

, ,  – опреде-
литель матрицы :

 – алгебраические дополнения к
соответствующим элементам матрицы  (первый
индекс – строка, второй индекс – столбец,  –
минор матрицы , равный определителю остав-
шейся матрицы при вычеркивании -й строки и

-го столбца).

Все радикалы  в приведенных выше форму-
лах и далее по тексту понимаются однозначно –
как главное значение2 комплексного квадратного
корня, у которого . Если , то вы-
бирается значение, у которого .

Интеграл (A8) может быть преобразован со-
гласно теории вычетов в сумму дискретного спек-
тра (сумма вычетов в полюсах , удовлетворяю-
щих равенству  на множестве ком-
плексных  при ) и непрерывного
спектра (интеграл по берегам разреза от точки
ветвления ). Пренебрегая непрерывным спек-
тром, запишем приближенное решение задачи
(A4)–(A7) при H = const в виде дискретного спек-
тра:

(A12)

где  – учитываемое число мод дискретного
спектра,  и  – нормированные собствен-
ные функции и собственные значения (полюса)
задачи Штурма–Лиувилля для области :

2 Второе неглавное значение комплексного квадратного
корня отличается от главного значения знаком.
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где , , ,  – значения функций , ,

,  в точке .

В частном случае при  const собственные
значения  определяются как корни уравнения:

(А14)

При этом собственные функции равны:

(А15)

где  – коэффициент нормировки, определяе-
мый из условия нормировки (последнее равен-
ство в (А13)):

(А16)

Заметим, что формулы для волновода безо льда
получаются при .

Определенное выше правило понимания ра-
дикала , как главного значения корня для дей-
ствительных и комплексных , приводит к беско-
нечному количеству полюсов , а значит и числу
мод . Данное правило соответствует М-разрезу
на комплексной плоскости, идущему от точки
ветвления  по гиперболе 
при  [15]. На практике М-разрез экви-
валентен разрезу Пекериса, идущему от точки 
вертикально вверх, поскольку дает такие же по-
люса и моды. Среди бесконечного числа мод, как
правило, имеется конечное число нормальных
мод и бесконечное число квазимод. Как показано
в [15], учет квазимод дает хорошее приближение к
точному решению на коротких расстояниях

.
В данной работе расстояние от источника

, поэтому необходимо учитывать моды
всех типов: нормальные (распространяющиеся и
вытекающие) и квазимоды, принадлежащие к
классу вытекающих мод. Общее количество учи-
тываемых мод  необходимо выбирать таким,
чтобы прибавление новых мод практически не
влияло на результат расчета дискретного спектра
поля.
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Для волновода с плавным изменением толщи-
ны водного слоя , решение для поля при

 может быть записано в адиабатическом
приближении [6]:

(А17)

где  и  – собственные функции и
собственные значения, вычисленные согласно
(А13)–(А16), при каждом поперечном сечении
волновода для фиксированного значения ,

.
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Приводятся результаты пространственных измерений акустических шумов, генерируемых судами
ледового плавания дизель-электроходами, применяемыми компанией “Сахалин Энерджи Инвест-
мент Компани Лтд.” для работы с нефтегазовыми платформами ПА-Б и Моликпак, установленными
на северо-восточном шельфе о. Сахалин. С помощью 3D модового параболического уравнения и
опорных натурных измерений, в приближении нормальных вертикальных мод и узкоугольного па-
раболического уравнения в горизонтальной плоскости, проведены расчеты антропогенных акусти-
ческих полей, формируемых данными судами в прибрежном Пильтунском районе летне-осеннего
нагула серых китов. Для моделирования построены спектральные функции эквивалентных судам
точечных источников антропогенных акустических шумов. Результаты численного моделирования,
проведенного с их помощью, согласуются с натурными измерениями.
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ВВЕДЕНИЕ
При освоении углеводородного Пильтун-Ас-

тохского месторождения, расположенного на се-
веро-восточном шельфе о. Сахалин, компания
“Сахалин Энерджи Инвестмент Компани Лтд.”
(далее “Сахалин Энерджи”) особое внимание уде-
ляет контролю уровней антропогенных акустиче-
ских шумов, генерируемых ее производственной
деятельностью в данном районе. Это обусловлено
тем, что их нефтегазодобывающие платформы
Моликпак и ПА-Б расположены в 10 и 8 км от во-
сточной границы прибрежного Пильтунского
района летне-осеннего нагула западной (охотско-
корейской) популяции серых китов, занесенных
в Красную книгу РФ [1–3]. Индустриальные аку-
стические шумы являются антропогенным фак-
тором для серых китов, поэтому компания пыта-
ется их минимизировать с помощью проведения
специальных мониторингов и предварительного
численного моделирования [4–6]. В работе [7]
показано, что важным источником антропоген-
ных шумов в этом районе являются шумы судов,
обеспечивающих работу платформ, причем наи-
более шумным и продолжительным является ре-
жим динамического позиционирования (ДП)

судна при многочасовой работе с краном плат-
формы.

В данной работе представлены результаты спе-
циальных натурных измерений и численного мо-
делирования антропогенных акустических по-
лей, формируемых в районе нагула серых китов,
новыми судами ледового плавания дизель-элек-
троходами с движителями AZIPOD [8]. “Сахалин
Энерджи” с 2017–2018 гг. применяет 4 таких суд-
на, и поэтому в 2019 г. была поставлена задача
провести обмер генерируемых ими акустических
шумов и построить оценки антропогенных по-
лей, формируемых в районах нагула серых китов
при проведении судами типовых операций: дви-
жение со скоростью 10 узлов возле платформ и
вблизи 20-метровой изобаты – восточной грани-
цы прибрежного Пильтунского района нагула ки-
тов, а также во время работы с платформами в ре-
жиме ДП.

Многолетние наблюдения за распределением
серых китов в этом районе [2, 3] показали, что киты
кормятся на глубинах 6…15 м, и поэтому анализ
результатов ежегодных акустических измерений,
проводимых с помощью автономных подводных
акустических регистраторов – АПАР [9, 10], уста-
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навливаемых в точках, показанных на рис. 1, ха-
рактеризует вариации уровней фоновых и антро-
погенных шумов на восточной границе и внутри
прибрежного Пильтунского района кормления
серых китов

Необходимо отметить, что в данном районе
шельфа Охотского моря в период 2005–2010 гг. с
борта научно-исследовательских судов Профессор
Богоров и Академик Опарин в комплексных биоло-
го-акустических экспедициях, организуемых
ТОИ ДВО РАН и ИБМ ДВО РАН при финансо-
вой поддержке компаниями “Сахалин Энерджи”

и “Эксон Нефтегаз Лимитед”, проводились гид-
рологические и батиметрические измерения, а
также специальные исследования потерь при рас-
пространении звука вдоль акустических трасс,
простирающихся от места установки потенциаль-
ного источника антропогенных шумов в традици-
онные районы кормления серых китов. Эти данные
позволили построить адекватные эксперимен-
тальным данным теоретические модели, которые
позволяют в пределах изученного района пред-
сказывать уровни шумов, формируемых извест-
ными источниками с заданным расположением

Рис. 1. Карта района с указанием точек расположения нефтегазодобывающих платформ (а) – ПА-Б (глубина моря
32 м), (б) – Моликпак (30 м), и треков, на которых проводились измерения шумов, генерируемых обмеряемыми суда-
ми, в 2013 г. (точки П-0.5, М-1.0) и в 2019 г.: S2 – 20, S5 – 25, S7 – 32, S8 – 30 м.
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[7, 11–13]. Акустические измерения, проводимые
в точках мониторинга РА-В-20 и Molikpaq
(см. рис. 1) показали, что уровни антропогенных
шумов от механизмов и устройств, работающих
на соответствующих платформах, значительно
ниже, чем от обслуживающих их судов. Поэтому в
2013 г. были проведены специальные простран-
ственные акустические измерения спектров акусти-
ческих шумов, формируемых в данной акватории
буксирами разного типа в режиме равномерного
движения у платформы Моликпак и в режиме ди-
намического позиционирования у платформы
ПА-Б [7].

Предложена методика, основанная на приме-
нении модового параболического уравнения
(МПУ) [14, 15] в приближении нормальных адиа-
батических вертикальных водных и воднодонных
мод и узкоугольного параболического уравнения
в горизонтальной плоскости, для вычисления
акустического поля, формируемого эквивалент-
ным известному (судно) точечным источником в
3D неоднородном геоакустическом волноводе, в
котором известны положение источника, распре-
деление скорости звука в воде Сw, пространствен-

ный рельеф дна – батиметрические данные, модель-
ное распределение в дне акустических параметров
слагающих дно пород. Проведены специальные на-
турные измерения с помощью гидрофонов аку-
стических станций [10], установленных у дна в
точках РА-В-20, РА-В-10 и Molikpaq (рис. 1), во
время движения обмеряемых судов по соответ-
ствующим маршрутам, включая имитацию рабо-
ты с платформами в точках: S2, S7 и S8. В этих
точках суда работали в режиме ДП. Точка S2 удале-
на от точки акустического мониторинга РА-В-20 на
500 м, и, поскольку она лежит на акустической
трассе “S7–П-05–S5–S2–PA-B-20–PA-B-10”, то
логично построить эквивалентные точечные
функции источника для режима ДП и движения
со скоростью 10 узлов по акустическим сигналам,
записанным у дна в точке РА-В-20 и соответству-
ющим работе судна в точке S2. Построение осу-
ществляется с помощью МПУ по методике, пред-
ставленной в работах [16, 17].

АППАРАТУРА И МЕТОДИКА

В августе 2019 г. три однотипных судна компа-
нии “Сахалин Энерджи”: Геннадий Невельской, Ев-
гений Примаков и Федор Ушаков прошли процедуру
обмера генерируемых ими акустических шумов
при движении со скоростью 10 узлов возле плат-
форм и вблизи 20-метровой изобаты – восточной
границы прибрежного Пильтунского района на-
гула серых китов. Ниже приведена методика про-
ведения таких измерений.

Стационарные измерения у дна вариаций аку-
стического давления в частотном диапазоне 2–
15000 Гц проводятся с помощью гидрофона типа

Ги-50, установленного на резиновых амортизато-
рах в пирамидке, изготовленной из стального
прутка. В 2013 г. в точках ежегодного акустиче-
ского мониторинга измерения проводились с по-
мощью АПАР [9], а возле платформ (см. рис. 1,
точки П-0.5 и М-1.0) – с помощью мини-АПАР,
отличающегося от АПАР только временем авто-
номной работы – 6 сут, в то время как у АПАР ав-
тономность 52 сут. В 2019 г. акустические измере-
ния проводились только новыми АПАР с дина-
мическим диапазоном измерения вариаций
акустического давления, равным 145 дБ [10].

Гидрологические измерения, включая измере-
ния скорости звука в воде, были проведены с по-
мощью автономного комбинированного зонда –
MIDAS CTD +500 производства компании Vale-
port Limited, Англия. При построении модельных
геоакустических волноводов, соответствующих
трассам распространения звука, использовались
батиметрические данные из базы данных ТОИ
ДВО РАН и распределение акустических пара-
метров пород, слагающих дно, полученные в ре-
зультате специальных натурных и теоретических
исследований.

Поясним методику построения эквивалент-
ных точечных функций источников, с помощью
которых рассчитываются пространственные рас-
пределения антропогенных акустических полей,
формируемых в прибрежном Пильтунском райо-
не нагула серых китов известным источником –
судном, работающим в заданном режиме.

В данном случае комплексный спектр эквива-
лентной точечной функции источника (судно в
точке S2) рассчитывается для акустического сиг-

нала , измеренного в точке РА-В-20. Для это-

го его комплексный спектр  подставляется в
точку источника и с помощью МПУ проводится
моделирование распространения в заданном 3D
модельном волноводе на всех частотах в диапазо-

не , с последующей коррекцией значений ком-
плексного спектра источника, так чтобы в опорной

точке модельный спектр  совпал с измерен-

ным . После этого мы называем соответствую-

щий комплексный спектр 

эквивалентной функцией источника, которая
позволяет с помощью МПУ и модельного геоаку-
стического волновода корректно рассчитывать
акустическое поле, формируемое данным источ-
ником в акватории, ограниченной раскрывом уз-
коугольного параболического уравнения (26°).
Корректность моделирования проверяется сравне-
нием результатов моделирования с результатами
синхронных натурных измерений, проведенных в
точке РА-В-10. Эквивалентные точечные функции
источников для всех судов были построены с помо-
щью МПУ и модельного 3D волновода, построенно-
го для акустического профиля S2–РА-В-20–РА-В-10.
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В точке РА-В-10 проводилось контрольное срав-

нение измеренных и модельных данных.

Измеренный или смоделированный акустиче-

ский сигнал характеризуется во временной обла-

сти вариациями акустического давления , по

которым с помощью преобразования Фурье мож-

но рассчитать комплексный спектр , из кото-

рого можно с помощью обратного преобразования

Фурье, ограничившись частотным диапазоном ,

вернуться во временную область к вариациям

. Это преобразование мы используем при по-

строении эквивалентной точечной функции ис-

точника импульсного или широкополосного не-

прерывного акустического сигнала. Кроме того, с

помощью преобразования Фурье рассчитывается

периодограмма , характеризующая значения

спектральной плотности мощности в 1 Гц диапа-

зонах. Для удобства сравнения абсолютных зна-

чений широкополосных и тональных сигналов

преобразование Фурье осуществляется по реали-

зации , равной 1 секунде. Полагая, что вариа-

ции  в исследуемом частотном диапазоне 

на оцениваемом временном интервале  явля-

ются стационарными, проводится усреднение

значений , рассчитанных по последователь-

ным 1-секундным реализациям. Таким образом,

мы получаем оценку спектра  измеренных на

временном интервале  вариаций акустического

давления . При проведении натурных измере-

ний мы можем проводить усреднение по реализа-

циям и за счет перемещения источника – судна,

такое усреднение сглаживает интерференцион-

ную структуру формируемого судном акустическо-

го поля, хотя точка измерения  стационарная.

При численном моделировании сглаживание про-

странственной интерференционной структуры

акустического поля осуществляется с помощью

усреднения рассчитанных значений по простран-

ственной сетке, включающей точку, в которой

были проведены натурные измерения.

Таким образом, наглядной количественной

физической характеристикой антропогенного

акустического поля в заданной точке акватории

является оценка модуля спектра , которая в

децибелах иллюстрирует значение спектральной

плотности мощности акустических шумов на дан-

ной частоте – , где  = 1 мкПа,

но можно охарактеризовать уровень антропоген-

ных шумов и одним интегральным значением,
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это уровень среднеквадратичного значения аку-

стического шума в частотном диапазоне :

Вторая формула определяет значение уровня экс-
позиции или воздействия антропогенных шумов

на водную среду. В этих формулах  – временной
интервал, на котором проведены расчеты перио-
дограмм по последовательным 1-секундным реа-
лизациям p(t), p0 = 1 мкПа, t0 = 1 с. Следует отме-

тить, что построение оценок этих параметров в
частотной области позволяет исключить влияние
низкочастотных псевдошумов обтекания и виб-
раций, вызываемых на мелководном шельфе
приливными течениями и орбитальным движе-
нием частиц воды в длинных поверхностных вол-
нах зыби и во время штормов. Кроме того, можно
исключить и фоновые шумы с частотами, напри-
мер, больше 2 кГц для прохода судна со скоро-
стью 10 узлов и больше 1 кГц для работы судна в
режиме ДП. Поскольку, согласно представлен-
ным ранее спектрам типовых шумов, генерируе-
мых судами, энергия акустических волн на этих ча-
стотах не существенна по сравнению с энергией в
указанных диапазонах, при расчете этих парамет-

ров мы ограничимся диапазоном  =  – , где

 = 10 Гц, а  = 2000 Гц для движения судна со

скоростью 10 узлов и  = 1000 Гц для режима ДП.
Например, для режима ДП в точке PA-B-20 зна-
чения SEL(10–15000 Гц) = 126.9 дБ, а SEL(10–
1000 Гц) = 125.1 дБ, меньше на 1.8 дБ.

В заключениe отметим, что если параметры

 и  оценивать по одной 1-се-
кундной реализации, то их значения в дБ эквива-
лентны, т.е.

поскольку  = 1 с.

Проиллюстрируем методику построения 
с помощью МПУ на примере акустических дан-
ных, записанных в точке PA-B-20, при работе
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судна Евгений Примаков в точке S2 (см. рис. 1) в
режиме ДП. По акустическим измерениям, про-
веденным у дна в точке РА-В-20, удаленной от S2
на 500 м, с помощью МПУ строится функция ис-
точника, а проверка корректности моделирования
проводится сравнением модельных и эксперимен-
тальных данных в точке PA-B-10 (см. рис. 2). Рас-
стояние между S2 и PA-B-10 равно 4 км. В резуль-
тате выполненых расчетов в точке РА-В-10 в режиме
ДП модельное значение превышает эксперимен-
тальное на 2.4 дБ, а в режиме движения на 1.1 дБ.

В 2017 г. компания LUODE Consulting в Фин-
ском заливе в море глубиной 60 м [18] провела
специальные обмеры акустических шумов, гене-
рируемых судном Геннадий Невельской. Натурные
измерения были выполнены с помощью верти-
кальной цепочки из трех гидрофонов, располо-
женных на расстоянии 3, 18 и 33 м от дна, при
этом запись акустических данных осуществля-
лась на автономные акустические регистраторы с
частотой дискретизации 192 кГц. Методика про-
ведения измерений и обработки полученных дан-
ных соответствовала стандарту NR 614 DT R00 E
[19]. Значения уровня звукового давления SPL
вычислялись посредством усреднения интенсив-
ностей по трем гидрофонам за интервал времени,
в течение которого судно проходило расстояние,
равное его длине. Сравним представленные в
этом документе [18] значения уровня звукового
давления, пересчитанного на дистанцию 1 м от аку-
стического центра судна SPL [дБ, отн. 1 мкПа/м], со
значениями SPLrms для судна Евгений Примаков,

полученными по нашей методике из спектраль-

ной функции эквивалентного точечного источ-

ника, для режима движения судна со скоростью

10 узлов.

Результаты измерений и расчетов для судна

Евгений Примаков, имеющего тот же класс, что и

судно Геннадий Невельской, приведены на рис. 3.

На этом рисунке видно, что для оценки антропо-

генных шумов, формируемых на границе при-

брежного Пильтунского района кормления серых

китов новыми судами, движущимися со скоростью

10 узлов вблизи (500 м) 20-метровой изобаты, мож-

но ограничиться частотным диапазоном 10–2000 Гц,

поскольку в точке РА-В-20 значение SPLrms(10–

15000 Гц) = 122.6 дБ, а SPLrms(10–2000 Гц) = 122.1 дБ.

График спектра, соответствующий эквивалент-

ной точечной функции источника, показан на

рис. 3. Этот спектр, пересчитанный с помощью

МПУ в приближении нашего 3D геоакустического

волновода на расстояние 1 м, дает значение SPLrms(10–

2000 Гц; z = 7 м, y = 0, x = 1 м) = 160.2 дБ отн. 1 мкПа, а

согласно работе [18] пересчет шумов, формируе-

мых судном Геннадий Невельской при движении

со скоростью 10 узлов на дистанции 208 м от точ-

ки акустических измерений в море глубиной 60 м,

дает на расстоянии 1 м от его акустического цен-

тра значение SPLrms = 161.2 дБ. Таким образом,

наши измерения хорошо согласуются с результа-

тами измерений, проведенными в более глубоком

море и представленными в работе [18].

Рис. 2. Спектр акустического сигнала, измеренного в точке РА-В-20 – 2, спектр функции эквивалентного точечного

источника – 1, спектр сигнала, измеренного в точке PA-B-10 – 3 и спектр антропогенных шумов, рассчитанный с по-

мощью МПУ с использованием  – 4.
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СРАВНЕНИЕ УРОВНЕЙ ШУМОВ, 
ГЕНЕРИРУЕМЫХ БУКСИРАМИ РАЗНОГО 

ТИПА В РЕЖИМЕ ДИНАМИЧЕСКОГО 
ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ И ДВИЖЕНИЯ

В работе [7] было показано, что уровень шу-
мов, генерируемых судном в режиме ДП, значи-
тельно выше, чем когда судно равномерно дви-
жется. Поскольку суда продолжительное время
работают с платформами именно в этом режиме,
то представляют особый интерес натурные аку-
стические измерения шумов, генерируемых суда-
ми во время работы с платформами ПА-Б и Мо-
ликпак. На рис. 1 показаны точки S7 и S8, которые
расположены вблизи этих платформ. В 2019 г. об-
меряемые суда в этих точках продолжительное
время работали в режиме ДП, удерживаясь в точке
с помощью 2-х кормовых и 2-х носовых винтов.
Кроме того, для построения эквивалентных ре-
жиму ДП точечных функций источников суда ра-
ботали в этом режиме в точке S2 (см. рис. 1) и ис-
пользовался акустический сигнал, измеренный у
дна в точке РА-В-20. Проверка моделирования осу-
ществлялась путем сравнения модельных значений
SEL(Δf) c измеренными. Например, для акустиче-
ской трассы “S7–П-0.5–S2–PA-B-20–PA-B-10” та-
кими точками являются PA-B-20 и PA-B-10. В 2013 г.
акустические измерения проводились еще и в
точке П-0.5, а обмеряемые суда действительно
работали с платформой ПА-Б.

На рис. 4 приведены графики спектров акусти-
ческих шумов, измеренных у дна на расстоянии

примерно 500 м от судна. График 1 соответствует
антропогенным шумам, генерируемым буксиром
Smit Sakhalin при работе с платформой ПА-Б в ре-
жиме ДП. Измерения были проведены в 2013 г. на
расстоянии 500 м от судна в точке Р-0.5, показан-
ной на рис. 1. График 2 – спектр шумов, генери-
руемых в точке S2 (см. рис. 1) судном Евгений
Примаков, работающим в режиме ДП. Измерения
были проведены в 2019 г. в точке РА-В-20 на рас-
стоянии примерно 500 м от судна.

Для сравнения приведем соответствующие
значения SPLrms, рассчитанные в двух частотных

диапазонах 10–15000 и 10–2000 Гц. График 1 –
SPLrms = 151.1 и 151.0 дБ отн 1 мкПа. График 2 –

129 и 127 дБ отн 1 мкПа. Таким образом, уровни
акустических шумов, формируемых в акватории с
глубиной моря 20–30 м дизель-электроходами
ледового плавания типа Евгений Примаков в ре-
жиме динамического позиционирования на 23 дБ
меньше, чем от буксиров типа Smit Sakhalin.

График оценки спектра антропогенных шу-
мов, формируемых в прибрежном районе судном
Евгений Примаков, движущимся со скоростью 10
узлов вблизи 20-метровой изобаты в точке S2,
представлен на рис. 5 – график 3. Графики 1 и 2
соответствуют спектрам акустических шумов, из-
меренных в 2013 г. в точке М-1.0 во время движе-
ния буксиров Smit Sakhalin и Pacific Endurance со
скоростью 10 узлов на расстоянии 500 м, как это
показано на рис. 1. На этом рисунке видно, что
обычный буксир Smit Sakhalin при движении ге-
нерирует низкочастотные широкополосные шу-
мы, которые в диапазоне частот 30–120 Гц по
уровню превышают шумы от дизель-электрохо-
дов более чем на 20 дБ.

Сравнительный анализ этих измерений пока-
зал, что значения уровней SPLrms, рассчитанных в

Рис. 3. График 1 – спектр функции эквивалентного
точечного источника, рассчитанный с помощью
МПУ по акустическому сигналу, измеренному в точ-
ке РА-В-20. График 3 – его спектр. График 2 – спектр
функции эквивалентного точечного источника, пе-
ресчитанный с помощью МПУ на расстояние 1 м.

50

150

140

130

120

110

100

90

80

70

60

160

дБ отн. 1 мкПа2/Гц, G( f )

10000100010010

f, Гц

1

2

3

Рис. 4. График 1 – спектр акустических шумов, гене-
рируемых буксиром Smit Sakhalin при работе с плат-
формой ПА-Б в режиме ДП, измерения проведены в
2013 г. на расстоянии 550 м от судна в точке Р-0.5, по-
казанной на рис. 1. График 2 – спектр шумов, генери-
руемых в точке S2 судном Евгений Примаков и изме-
ренных в точке РА-В-20.
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двух частотных диапазонах 10–15000 и 10–2000 Гц,
соответственно равны М-1.0: 135.1 и 135 дБ отн 1 мкПа;
РА-В-20: 127 и 127 дБ отн 1 мкПа. Поскольку ди-
станции распространения шумов до точки М-1.0
и РА-В-20 примерно равны, то, по-видимому,
судно Евгений Примаков при таком движении ге-
нерирует антропогенные шумы на 7.5 дБ ниже,
чем буксир Smit Sakhalin. На этом рисунке видно,
что широкополосные шумы, генерируемые бук-
сиром, в среднем на 10 дБ выше шумов, генериру-
емых дизель-электроходом, но следует отметить,
что узкополосные шумы с частотами 270, 800 и
1700 Гц на 10–15 дБ превышают шумы буксира.

В спектре шумов, генерируемых буксиром с
электродвигателями Pacific Endurance, в диапазо-
не частот 180–300 Гц ярко выражены тональные
узкополосные сигналы, которые превышают ши-
рокополосные шумы от буксира Smit Sakhalin, и
их нет в шумовом спектре судна Евгений Прима-
ков. В спектре шумов судна Евгений Примаков
(график 3) практически отсутствуют шумы на ча-
стотах меньше 30 Гц, но в отличие от спектра Pa-
cific Endurance (график 2) в нем ярко выражены
узкополосные квазитональные шумы на частотах
800 и 1800 Гц.

Таким образом, график спектра шумов, гене-
рируемых дизель-электроходами типа Pacific En-
durance, существенно отличается от соответству-
ющих графиков для судов ледового плавания с
электро-движителями типа AZIPOD, располо-
женными в гондолах [8]. Спектры широкополос-
ных антропогенных шумов, генерируемых суд-
ном Евгением Примаковым и буксиром Pacific En-
durance, движущимися со скоростью 10 узлов,
подобны в частотном диапазоне 20–1600 Гц, но
следует отметить существенные отличия по ча-
стоте для генерируемых этими судами узкополос-
ных квазитональных шумов. В спектре шумов, ге-
нерируемых дизель-электроходами ледового
плавания, нет тональных сигналов в диапазоне
60–300 Гц, но у судна Евгений Примаков ярко вы-
ражены два пика спектральной плотности мощ-
ности на частотах 800 и 1700 Гц, которые по уровню
превышают шумы от буксира Smit Sakhalin

Столь существенные различия в уровнях ан-
тропогенных шумов, генерируемых рассмотрен-
ными судами, объясняются следующим. В четы-
рех новых судах ледового плавания компании
“Сахалин Энерджи” применяются электро-дви-
жители, основанные на винторулевой колонке
типа AZIPOD – Azimuthing electric Podded Drive,
или азимутальный электрический капсульный
привод, показанный на рис. 6а [8]. На рисунке
видно, что приводной двигатель, который крутит
винт, установлен в гондоле, которая вместе с дви-
гателем может вращаться вокруг оси на 360 граду-
сов. И в зависимости от того, куда на данный мо-
мент повернута гондола, судно и начнет движение.

Обычный судовой руль ограничен в перекладке
“лево–право” углом в 35 градусов на каждый
борт, AZIPOD не имеет таких ограничений, поэтому
маневры можно совершать в более широком диапа-
зоне. Поскольку для создания крутящего момента
гребных винтов в AZIPOD используется электри-
ческая тяга, то суда, на которые он устанавлива-
ется, можно отнести к дизель-электроходам. На
рис. 6б видно, что обычный движитель вращает
гребной винт длинным валом, имеющим множе-
ство контактов с корпусом и дном судна. В этих
точках вибрации вала и дизельного мотора (судо-
вая машина) передаются днищу судна, которое
благодаря своим геометрическим размерам и за-
глублению (более 5 м) эффективно возбуждает в
водном слое акустические волны, которые и фор-
мируют антропогенные шумы. Вибрации, гене-
рируемые гондолой движителя AZIPOD, суще-
ственно меньше, поскольку винт вращает элек-
тродвигатель с коротким валом и, как видно на
рис. 6б, AZIPOD тянет, а не толкает.

Движение буксира Pacific Endurance обеспечи-
вают два гребных винта, вращающиеся двумя
электродвигателями мощностью 7000 кВт каждый,
и две винторулевые колонки с 4-х лопастными вин-
тами, а движение буксира Smit Sakhalin обеспечива-
ют 4 двигателя мощностью 2739 кВт каждый и два
4-х лопастных винта с регулируемым шагом. Не-
обходимая для движения электроэнергия генериру-
ется на борту Pacific Endurance с помощью 4 двига-
телей мощностью 4320 кВт каждый.

Графики спектров акустических шумов, син-
хронно измеренных на 20- и 10-метровых изоба-

Рис. 5. Графики спектров акустических шумов, изме-
ренных у дна при движении судов со скоростью 10 уз-
лов на расстоянии 500 м от точки измерений. График 1
(Smit Sakhalin) и график 2 (Pacific Endurance) соответ-
ствуют антропогенным шумам, формируемым бук-
сирами в точке М-1.0 во время их движения со скоро-
стью 10 узлов на удалении 500 м согласно схеме, пред-
ставленной на рис. 1. График 3 соответствует спектру
акустических шумов, измеренных в точке монито-
ринга РА-В-20 во время движения судна Евгений При-
маков в точке S2 (см. рис. 1) со скоростью 10 узлов.
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тах во время работы судна Евгений Примаков в ре-
жиме ДП возле платформы ПА-Б в точке S7
(см. рис. 1), представлены на рис. 7.

Измерения, проведенные в 2013 и в 2019 гг. по-
казывают, что новые суда дизель-электроходы,
оснащенные движетельной системой AZIPOD, во
всех режимах генерируют самые низкие уровни
антропогенных шумов и, согласно рис. 7, не ока-
зывают существенного влияния на прибрежный
Пильтунский район кормления серых китов.

АКУСТИЧЕСКИЕ ШУМЫ, ФОРМИРУЕМЫЕ 
СУДАМИ В ПИЛЬТУНСКОМ РАЙОНЕ 

КОРМЛЕНИЯ СЕРЫХ КИТОВ
ПРИ ДВИЖЕНИИ СО СКОРОСТЬЮ 10 УЗЛОВ

Рассмотрим спектры акустических шумов, из-
меренных у дна в точке акустического монито-

ринга, расположенной на восточной границе

прибрежного Пильтунского района кормления

серых китов РА-В-20 и внутри района на 10-мет-

ровой изобате в точке РА-В-10. На рис. 8 для

сравнения приведен график 1 – спектр акустиче-

ских шумов, измеренных в 2013 г. в точке М-1 (см.

рис. 1) во время движения буксира Smit Sakhalin
со скоростью 10 узлов в 500 м от этой точки. Гра-

фики 2 и 3 на этом рисунке соответствуют спек-

трам акустических шумов, синхронно измерен-

ных в точках РА-В-20 и РА-В-10 во время движе-

ния дизель-электрохода Евгений Примаков со

скоростью 10 узлов в точке S2. Расстояние от М-1

до буксира Smit Sakhalin на траверзе было равно

500 м. Оно равно расстоянию между точками S2 и

РА-В-20. Следовательно, уровень антропогенных

широкополосных шумов на частотах меньше 200 Гц

на 20–30 дБ меньше у дизель-электрохода Евге-
ний Примаков, на более высоких частотах их уро-

вень меньше примерно на 10 дБ, но уровень узко-

полосных шумов, генерируемых судном Евгений
Примаков с частотами 800 и 1700 Гц на 10–15 дБ

превышает уровень широкополосных шумов, ге-

нерируемых буксиром Smit Sakhalin.

При распространении от 20-метровой изобаты

до 10-метровой (см. рис. 1 и графики 2 и 3 на рис. 8)

антропогенные шумы затухают на 30 дБ в частот-

ном диапазоне 30–70 Гц и на 20 дБ в диапазоне

200–10000 Гц

На рис. 9 показаны спектры шумов, измерен-

ных у дна в точке РА-В-20 во время прохода суд-

ном Федор Ушаков точки S2 со скоростью 10 узлов

левым и правым бортом по отношению к точке

РА-В-20. На рисунке видно, что графики спек-

тров сливаются, но уровни тональных сигналов

Рис. 6. На данном рисунке показано, чем отличается дизель-электроход от обычного судна: (а) – схема судна с азиму-
тальным электрическим капсульным приводом AZIPOD, на которой видно, что AZIPOD тянет, а не толкает [8]; (б) –
схема обычного судна с дизельным движителем, вращающим гребной винт через длинный вал, имеющий множество
контактов с корпусом и дном судна.

(а) (б)

Рис. 7. Графики спектров акустических шумов, син-
хонно измеренных в точках РА-В-20 – кривая 1 и РА-
В-10 – кривая 2 во время работы судна Евгений При-
маков в точке S7 (см. рис. 1) в режиме ДП.
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отличаются, что, по-видимому, обусловлено про-
странственной интерференцией.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Важной задачей данной работы является по-
строение корректных оценок уровней антропо-
генных акустических шумов, формируемых но-
выми судами компании “Сахалин Энерджи” в
Пильтунском прибрежном районе кормления се-
рых китов во время проведения типовых опера-
ций, связанных с обеспечением работы платформ
ПА-Б и Моликпак, а также во время движения су-
дов по согласованным маршрутам вблизи 20-мет-
ровой изобаты.

При построении спектра точечного источни-
ка, формирующего на шельфе антропогенное
акустическое поле, эквивалентное полю от дви-
жущегося судна, применялась модифицирован-
ная методика, представленная в работах [20, 21].
Наша задача сложнее, поскольку надо построить
эквивалентный точечный источник для судна,
длина которого более чем в два раза больше глу-
бины моря, и конечной целью являлось не полу-
чение его эквивалентного шумового спектра, а
корректная оценка спектров антропогенных шу-
мов, формируемых данным судном в неоднород-
ном волноводе на дистанциях более 6 км.

Наша методика основана на измерениях аку-
стических шумов от судна, движущегося по треку,
перпендикулярно пересекающему акустическую
трассу, на которой в двух точках проводятся у дна
стационарные измерения вариаций акустическо-
го давления. При этом первая точка акустических
измерений удалена от трека движения судна на
4–5 длин корпуса судна, а вторая расположена в
районе, где требуются оценки антропогенных шу-
мов от этого судна. На рис. 1 это трасса S7–РА-В-10.

В данной работе решена экспериментально-
теоретическая задача – построены спектры то-
чечных источников, эквивалентных шумам, гене-
рируемым в данной акватории вспомогательны-
ми судами, работающими с платформами ПА-Б и
Моликпак, для корректного оценивания уровней
антропогенных шумов, формируемых ими в
Пильтунском районе нагула серых китов.

Для ее решения на основе предварительных
экспериментально-теоретических исследований
необходимо построить 3D модельный геоакусти-
ческий волновод, и тогда пересчет спектра экви-
валентного точечного источника в любую точку
данного модельного геоакустического волновода
не представит сложности. Данная методика была
впервые успешно применена в работе [7].

В соответствие с поставленной задачей, опи-
раясь на натурные измерения, с помощью про-
граммы на основе МПУ в приближении модель-

ного 3D геоакустического волновода строится

эквивалентная точечная функция источника,

сформировавшего акустический сигнал, кото-

рый был измерен в опорной точке. Для построе-

ния эквивалентной точечной функции источника

выбирается точка, удаленная от судна на 500 м,

т.е. наблюдаемый в ней акустический сигнал

определяется распространяющимися в сторону

берега модами, которые рассчитываются в соот-

ветствии с параметрами акустического волновода,

простирающегося от точки положения судна в

Пильтунский прибрежный район кормления се-

рых китов. При построении модельного 3D гео-

акустического волновода используются результаты

многолетних батиметрических измерений, изме-

Рис. 8. Спектр, рассчитанный по результатам акусти-
ческих измерений, проведенных в точке М-1.0 во вре-
мя прохода ее траверза буксиром Smit Sakhalin – гра-
фик 1 и графики спектров акустических шумов, син-
хронно измеренных в точке РА-В-20 – график 2 и в
точке РА-В-10 – график 3 во время движения дизель-
электрохода Евгений Примаков в точке S2 со скоро-
стью 10 узлов.
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Рис. 9. Спектры акустических шумов, измеренных в
точке РА-В-20 во время движения дизель-электрохо-
да Федор Ушаков в точке S2 со скоростью 10 узлов ле-
вым и правым бортом по отношению к точке РА-В-
20, в которой проводились измерения.

120

110
115

100
105

95
90
85
80
75
70
65
60
55
50

дБ отн. 1 мкПа2/Гц, G( f )

10000100010010

f, Гц



536

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 5  2020

РУТЕНКО и др.

ренные вертикальные профили скорости звука в
воде и подобранные акустические параметры
слагающих дно пород. Поскольку во время натур-
ного эксперимента акустические измерения прово-
дились в нескольких точках, в том числе на 10-мет-
ровой изобате, то представляется возможным в
них сравнить экспериментальные и модельные
значения спектров и значения уровня воздействия
антропогенных шумов на среду SEL(Δf; z, x, y).

Рассмотрим результаты модельных вычисле-
ний. При численном моделировании с помощью
МПУ комплексный спектр эквивалентной точеч-
ной функции источника пересчитывается в узлы
пространственной решетки в модельном 3D геоаку-
стическом волноводе. Мы считаем, что наиболее
наглядным интегральным параметром формируе-
мого источником антропогенного акустического
поля являются значения акустической экспози-
ции или энергии – SEL(Δf) на 1 секундном интер-
вале. В этом случае, оно по уровню равно средне-
квадратичному значению SPLrms(Δf), поэтому на

графиках будем представлять цветом распределе-
ние значений SEL1s(Δf; z, x, y) в вертикальной

SEL1s(Δf; z, x, y = 0) и горизонтальной SEL1s(Δf; z =
= zi, x, y) плоскостях.

Параметры модельного геоакустического вол-
новода показаны на рис. 10. Считаем, что в волно-
воде с глубиной 400 м распространяются водные и
водно-донные моды. Так, для частоты 10 Гц дли-
на звуковой волны составляет менее 200 м, что

вдвое меньше толщины модельного геоакустиче-
ского волновода.

На рис. 11а представлено распределение мо-
дельных значений SEL1s(10–2000 Гц; z, x, y = 0) в

вертикальной плоскости при распространении
энергии акустических шумов, генерируемых дви-
жущимся в точке S2 со скоростью 10 узлов судном
Евгений Примаков и в горизонтальной плоскости,
на горизонте 7 м, значений SEL1s(10–2000 Гц; z = 7 м,

x, y). На рис. 11 видно, что МПУ в приближении 3
адиабатических мод и “жидкого” дна формирует
в водном слое вертикальную интерференцион-
ную структуру значений SEL1s(Δf; z, x, y = 0) в виде

приповерхностного, срединного и придонного
слоев относительно высокой интенсивности.

Рассмотрим результаты численного моделиро-
вания, проведенного для судна, работающего в ре-
жиме ДП в точке S7, которая расположена в 500 м
от платформы ПA-Б. Модельные распределения
значений SEL(10–1000 Гц) в вертикальной и го-
ризонтальной (на горизонте 7 м) плоскостях,
представлены на рис. 11б. Результаты моделиро-
вания для судна, движущегося со скоростью 10
узлов в точке S5, представлены на рис. 11в. Для
сравнения в табл. 1 представлены модельные и
экспериментальные значения в точках акустиче-
ского мониторинга при работе судна в режиме
ДП в точке S7.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

Проведены натурные измерения акустических
шумов, формируемых на восточной границе и
внутри прибрежного Пильтунского района летне-
осеннего нагула серых китов, новыми судами ди-
зель-электроходами, работающими в режиме ди-
намического позиционирования возле платформ
ПА-Б и Моликпак и во время их движения со ско-
ростью 10 узлов возле 20-метровой изобаты и око-
ло платформы ПА-Б.

По результатам специальных измерений, про-
веденных в 500 м восточней точки акустического
мониторинга РА-В-20, построены эквивалент-
ные точечные функции источников (судов), соот-
ветствующие двум режимам работы судна – дина-
мическому позиционированию и движению со
скоростью 10 узлов.

Рис. 10. Модельный геоакустический волновод.
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Таблица 1. Значения SEL1s(10–1000 Гц)

Точка мониторинга SEL (эксперимент), дБ SEL (модель), дБ

Odoptu-104 97.9 96.4

PA-B-20 107.1 105.5

PA-B-10 98.7 96.9
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Для построенных эквивалентных точечных
функций источников с помощью модового пара-
болического уравнения для 3D модельных гео-
акустических волноводов проведено численное
моделирование формируемых в Пильтунском
районе антропогенных акустических полей дан-
ным типом судов ледового плавания дизель-элек-
троходами. Результаты моделирования согласу-
ются с натурными измерениями.

Сравнительный анализ показал, что новые суда
ледового плавания дизель-электроходы Геннадий
Невельской, Федор Ушаков и Евгений Примаков с

движителями AZIPOD, установленными в под-

водных гондолах, по сравнению с обычными бук-

сирами типа Smit Sakhalin во всех режимах форми-

руют уровни антропогенных шумов в Пильтуском
районе на 15–30 дБ ниже. Важно, что при работе

с платформой в режиме динамического позицио-

нирования, данные суда не формируют в районе

кормления китов “заметных” широкополосных

шумов, уровни узкополосных тональных шумов

на 10-метровой изобате не превышают 95 дБ отн.

1 мкПа2/Гц.

Рис. 11. (а) – Поле значений SEL1s (10–2000 Гц; x, z; y = 0) и SEL1s (10–2000 Гц; x, y; z = 7 м) при движении судна со
скоростью 10 узлов в точке S2. (б) – Поле значений SEL1s (10–1000 Гц; x, z: y = 0) и SEL1s (10–1000 Гц; x, y; z = 7 м) при
работе судна в режиме ДП в точке S7. (в) – Поле значений SEL1s (10–2000 Гц; x, z; y = 0) и SEL1s (10–2000 Гц; x, y; z =
= 7 м) во время движения судна со скоростью 10 узлов в точке S5.
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Решена экспериментально-теоретическая за-
дача – построены спектры точечных источников,
эквивалентных шумам, генерируемым в данной
акватории вспомогательными судами, работаю-
щими с платформами ПА-Б и Моликпак, позволя-
ющие корректно оценивать уровни антропоген-
ных шумов, формируемых судами в прибрежном
Пильтунском районе кормления серых китов.

Полученные в работе результаты, безусловно,
будут полезны для оценок влияния антропоген-
ных акустических шумов в других районах океан-
ского шельфа.

В заключение, выражаем благодарность компа-
нии “Сахалин Энерджи Инвестмент Компани Лтд.”
и ее сотрудникам и консультантам, без участия
которых данная работа не могла быть выполнена.
Среди них следует отметить Сергея Виноградова
и Сергея Стародымова. Выражаем благодарность
компании “Эксон Нефтегаз Лимитед” за выде-
ленное судовое время на постановки в море и
подъем акустических станций, а также сотрудни-
кам ТОИ ДВО РАН, принявшим активное уча-
стие в полевых исследованиях, это Д.Г. Ковзель,
С.В. Борисов и В.А. Гриценко.

Работа выполнена при финансовой поддержке
компании “Сахалин Энерджи Инвестмент Компа-
ни Лтд.”.
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Представлены результаты расчетно-экспериментального исследования снижения шума струи с по-
мощью эффекта экранирования. Согласно корреляционной теории, источники шума круглой од-
ноконтурной струи представляются набором некоррелированных квадруполей. Используя основ-
ные соотношения геометрической теории дифракции (ГТД), получены выражения для звукового
поля, излучаемого точечным квадрупольным источником, расположенным вблизи акустически
жесткой бесконечной полуплоскости. С помощью полученных в рамках ГТД выражений проведена
адаптация корреляционной модели источников шума струи к расчету звукового поля при наличии
плоского прямоугольного экрана. Сравнение расчетных и экспериментально измеренных спектров
уровней звукового давления, выполненное при заданной скорости истечения струи и различных
положениях экрана, показало хорошее качественное, а для определенных углов наблюдения и ко-
личественное согласие.
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ВВЕДЕНИЕ

Шум турбулентной струи, как известно, явля-
ется одной из важных составляющих шума совре-
менного самолета на местности. На протяжении
уже свыше 60 лет он находится в фокусе экспери-
ментальных, теоретических и расчетных исследо-
ваний. Одним из возможных способов снижения
шума струи на местности является его экраниро-
вание различными элементами планера самолета.
Вместе с тем, несмотря на значительную предыс-
торию, теоретическое описание экранирования
шума струи далеко от завершения.

Задача экранирования шума струи имеет дли-
тельную историю, берущую свое начало в 70-х го-
дах XX-го века. Первые расчетно-эксперимен-
тальные исследования экранирования шума струи
были выполнены в работах [1–3], в которых так-

же были предложены упрощенные расчетные мо-
дели для описания самого шума струи. Так, струя,
как источник звука, представлялась в виде набора
распределенных вдоль оси монополей, или в виде
расположенного на срезе сопла точечного источ-
ника с диаграммой направленности, соответству-
ющей излучению струи в дальнем поле. Дифрак-
ция звука, излучаемого такими источниками,
рассчитывалась с помощью метода Маекавы [4]
или решения Макдональда для полуплоскости
[5]. Результаты данных исследований, выполнен-
ные для одноконтурных турбореактивных двига-
телей и двигателей с малой степенью двухконтур-
ности, продемонстрировали чрезвычайно высо-
кий потенциал снижения шума струи с помощью
эффекта экранирования, что послужило толчком
к проработке новых компоновочных схем для са-
молетов нового поколения, в которых эффект
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экранирования мог бы быть реализован в полной
мере.

Однако активное совершенствование кон-
струкции турбореактивных двигателей (переход
на двигатели большой и сверхбольшой степени
двухконтурности, применение звукопоглощаю-
щих конструкций и проч.) привело к тому, что
интерес к исследованию эффекта экранирования
шума струи существенно снизился. Тем не менее,
когда в начале XXI века требования по снижению
шума самолетов на местности начали опять уже-
сточаться, а резервы для дальнейшего снижения
шума современных двухконтурных двигателей
стали уменьшаться, снижение шума с помощью
эффекта экранирования снова стало актуальной
научно-исследовательской и конструкторской
задачей.

Выполненные в последнее время эксперимен-
тальные исследования продемонстрировали су-
щественно меньшую эффективность экраниро-
вания шума струи [6–10], чем предсказывали ран-
ние расчеты, проведенные на основе методов,
разработанных в [1–3]. Детальный анализ пока-
зал, что причиной расхождения эксперименталь-
ных и теоретически предсказанных результатов
является не только использование упрощенных
методов расчета дифракции звука [11, 9] и неучет
свойства некомпактности источника звука [9, 10],
но и применение грубых моделей, описывающих
турбулентную струю как источник шума [12].

На данный момент нет общепринятого ответа
на вопрос о том, какая часть турбулентности от-
вечает непосредственно за излучение звука стру-
ей, что и обуславливает большое разнообразие
моделей шума струи. В работах рассматриваются
модели источников шума, связанные с различны-
ми их представлениями и механизмами аэроди-
намической генерации: мелкомасштабной турбу-
лентностью [13–19], волнами неустойчивости
[19, 20], собственными колебаниями крупномас-
штабных вихрей [21–23], рождением вихревых
структур [24–26] и др. Эти теории в том или ином
виде использовались также и в приложении к за-
даче экранирования шума турбулентных струй
[27–47].

Одной из первых работ по расчетной оценке
эффекта экранирования шума струи стала работа
[27], в которой источники шума струи описыва-
лись на основе акустической аналогии Лайтхилла
[28], а для описания экранирования рассматри-
вался экран конечных размеров. В данной работе
применялся гибридный подход: предполагалось,
что струя находится в бесконечном пространстве,
в котором отсутствует экран, а расчет экраниро-
вания излучаемого струей шума осуществлялся с
помощью метода Маекавы [4] путем разбивания
струи на излучающие звук объемы малых разме-
ров. Однако в то время для надежного использо-

вания подобного подхода было недостаточно ин-
формации о корреляционных свойствах источника.

В работах [29–34], исходя из представлений о
шуме струи как шуме волн неустойчивости, был
проведен расчет эффективности экранирования с
помощью метода граничных элементов [35], а
форма и параметры волновых пакетов определя-
лись на основе подгонки под экспериментальные
данные, полученные для шума изолированной
струи в дальнем поле. Проведенное сравнение
расчетных и экспериментальных данных излуча-
емого волновыми пакетами шума продемонстри-
ровало хорошее качественное, а при определен-
ных скоростях истечения струи и количественное
совпадение. Однако эта расчетная модель проде-
монстрировала высокую чувствительность к форме
и параметрам волнового пакета, что делает мо-
дель крайне зависимой от заложенных в нее пара-
метров.

В работах [36–41] проводилось исследование
шума, излучаемого при взаимодействии ближне-
го гидродинамического поля волн неустойчиво-
сти с кромкой экранирующей поверхности. При
этом в работах [36–41] волны неустойчивости мо-
делировались с помощью тензора напряжений
Рейнольдса, параметры которого подбирались из
условия совпадения с экспериментом в дальнем
поле, а в [42–44] моделировались непосредствен-
но пульсации давления в ближнем поле, свойства
которых определялись на основании теории гид-
родинамической устойчивости для слоя смеше-
ния и данных эксперимента. Было показано, что
такое взаимодействие приводит к возникнове-
нию звукового поля, интенсивность которого
экспоненциально зависит от расстояния между
плоскостью экрана и слоем смешения струи.
Особенностью данного поля является его сим-
метричность относительно экранирующей по-
верхности, т.е. оно присутствует также в зоне те-
ни, и, при близком расположении струи и экрана,
может нивелировать эффект экранирования в об-
ласти низких и средних частот.

Изучению взаимодействия шума струи с экра-
нами различного типа посвящены работы [45–47],
в которых в приложении к задачам экранирова-
ния развивалась теория мелкомасштабной турбу-
лентности. В статье [45] рассматривалось экрани-
рование шума бесконечной полуплоскостью, а в
работе [47] было рассмотрено влияние скоса зад-
ней кромки крыла на снижение шума, причем
расчет в обоих случаях осуществлялся на основа-
нии точного решения Макдональда [5]. При этом
с целью учета эффекта низкочастотного усиления
шума, описанного в [36–44], в исходную модель
[15] были добавлены волны, экспоненциально за-
тухающие по радиальной координате, амплитуды
и фазовые скорости которых определялись из
численного моделирования. Сравнение экспери-
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ментальных и расчетных данных показало хоро-
шее количественное соответствие для низкоча-
стотного усиления, однако для эффекта экраниро-
вания в области высоких частот соответствие было
скорее качественным, чем количественным.

Из числа работ, посвященных прямому расче-
ту шума струи в присутствии экранирующих по-
верхностей, следует обратить внимание на работу
[48], где был выполнен расчет шума круглой двух-
контурной струи, расположенной вблизи крыла.
Сравнение расчетных и экспериментальных спек-
тров шума продемонстрировало приемлемое со-
гласие, однако значительные вычислительные
мощности, необходимые в данном случае, огра-
ничивают область применения вихреразрешаю-
щих численных методов в задачах расчета эф-
фективности экранирования.

В целом, анализ работ, посвященных исследо-
ванию экранирования шума струи, свидетель-
ствует, что точность расчета эффективности
экранирования существенно зависит как от каче-
ства моделей, описывающих шум струи, так и от
точности используемых методов расчета дифрак-
ции звука. При этом к настоящему времени от-
сутствуют модели для расчетной оценки эффек-
тивности экранирования шума струи, которые, с
одной стороны, являлись бы сравнительно про-
стыми и универсальными, а с другой – обеспечи-
вали приемлемую точность расчета.

В настоящей работе для описания процесса
звукового излучения турбулентной струей ис-
пользуется корреляционная модель источников
шума, разработанная в [24–26]. В этой модели ге-
нерация возмущений описывается случайным по-
лем с некоторой эмпирической пространственно-
временной корреляционной функцией. В качестве
основной стохастической переменной использу-
ется интенсивность генерации турбулентных воз-
мущений. Это дает возможность, в отличие от
прямого стохастического моделирования интен-
сивности турбулентных пульсаций [29–31], све-
сти звуковые источники к локальным процессам
с малым пространственным масштабом, исклю-
чив конвекцию источников из корреляционной
функции, и минимизировать неопределенность,
связанную с эмпирическим моделированием ха-
рактеристик случайного поля источников. Этот
подход в совокупности с выбором квадрупольно-
го типа источников дает возможность построить
простую и эффективную модель, позволяющую
предсказывать не только мощность звукового из-
лучения струи, но и фазовые характеристики аку-
стического поля, что необходимо для анализа вза-
имодействия шума струи с располагающимися
вблизи нее твердыми поверхностями.

Поскольку источники авиационного шума
располагаются в непосредственной близости к
экранирующей поверхности и являются акусти-

чески некомпактными (как, например, реактив-
ная струя), то для корректного описания дифракции
звука необходимо, чтобы метод расчета дифракции,
применяемый для определения эффективности
экранирования, достаточно точно описывал как
амплитудные, так и фазовые характеристики ди-
фрагированного поля [9, 10]. Так как точные ана-
литические решения дифракционной задачи для
рассматриваемых в приложениях геометрий
экранов отсутствуют, то при расчете экранирова-
ния шума необходимо рассматривать прибли-
женные методы теории дифракции, позволяю-
щие описать в том числе распределение звукового
поля в различных точках наблюдения при экра-
нировании шума, излучаемого некомпактными
источниками. Ниже рассмотрены основные под-
ходы, используемые в таких задачах и их сравни-
тельные достоинства и недостатки.

Применение приближения физической оптики,
основанного на методе Кирхгофа [49], к задаче
дифракции звука на бесконечной полуплоскости
показывает, что при расчете функции Грина име-
ется значительное отклонение амплитудно-фазо-
вых характеристик от точного решения, что, в
свою очередь, приводит к существенным каче-
ственным отклонениям при расчете дифракции
звука от некомпактного источника на частотах,
характерных для авиационных приложений [50].
В то же время модификация этого метода примени-
тельно к конечным экранам позволяет увеличить
точность вычисления фазовых характеристик в зо-
не глубокой тени для монопольного источника,
что, однако, требует значительных вычислитель-
ных затрат. Отметим также, что для некомпакт-
ных источников звука проблема точности расчета
дифракционной картины сохраняется. Поэтому
часто используется либо высокочастотное при-
ближение метода Кирхгофа–метод Маекавы [4],
либо теория дифракции Рубиновича–Магги [49].

Метод Маекавы, базирующийся на приближе-
нии Френеля [49], справедлив при описании ди-
фракции звука только в случае достаточно высоких
частот и акустически компактных источников, рас-
положенных на большом расстоянии от экрана,
поскольку предполагает, что фазовые фронты па-
дающих на экран волн близки к плоским волнам.
В теории Рубиновича–Магги точность расчета
амплитудно-фазовых характеристик поля в зоне
полутени и в зоне глубокой тени существенно вы-
ше, чем при расчете с помощью метода Маекавы,
более того, этот метод допускает обобщение на
случай экранов сложной формы [51, 52], однако
условие достаточно высоких частот и акустиче-
ской компактности источника требуется и в этом
случае.

Использование численных методов расчета
экранирования, как правило, ограничивается
различными вариантами метода граничных эле-
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ментов [35] или разрывного метода Галеркина
[53]. Применение этих методов к решению при-
кладных задач для натурных объектов сталкива-
ется с необходимостью использования значи-
тельных вычислительных ресурсов, что крайне
затрудняет решение оптимизационных задач. До-
статочно часто в прикладных задачах расчета
экранирования точечных источников или шума
струи используют решение Макдональда [5], яв-
ляющееся точным решением для случая дифрак-
ции звука на бесконечной полуплоскости. Не-
смотря на его прозрачный физический смысл и
математическую простоту, главным недостатком
этого метода является сложность при обобщении
на случай экранов произвольной формы (напри-
мер, полигональных экранов), что снижает его
практическую применимость.

Метод геометрической теории дифракции
(ГТД) [54–57], описывающий дифракцию волн в
предположениях, что расстояние от источника и
от точки наблюдения до препятствия много боль-
ше длины волны, удобен для описания экранирова-
ния шума плоскими полигональными экранами [9,
58]. Сравнение результатов, полученных в рамках
ГТД, с точным решением для случая дифракции зву-
ка на бесконечной полуплоскости [9, 50], продемон-
стрировало высокую точность расчета как ампли-
тудных, так и фазовых характеристик дифрагиро-
ванного поля для частот и геометрических
параметров, характерных для авиационных при-
ложений [9]. Более того, проведенные расчеты
показали, что ГТД дает удовлетворительное со-
гласие с точным решением в случаях относитель-
но небольших значений kR (kR > 2), где k – вол-
новое число, R – расстояние от источника до
кромки экрана, т.е. при достаточно близком рас-
положении источника и экрана, но при условии,
что точка наблюдения расположена на расстоя-
ниях много больше длины волны [9, 50]. Кроме
этого, ГТД может быть относительно просто
обобщена на случай дифракции волн при нали-
чии однородного спутного потока [10]. В сово-
купности указанные выше особенности показы-
вают, что ГТД может быть применена к задаче
экранирования шума турбулентной струи как в
случае натурных параметров, так и для описания
результатов испытаний на маломасштабных мо-
делях. Именно этот метод расчета дифракцион-
ного поля выбран в настоящей работе.

В настоящей работе рассматривается прило-
жение корреляционной теории к задаче расчета
эффективности экранирования шума турбулент-
ной струи прямоугольным экраном с помощью
ГТД. В первом разделе представлены основные
положения корреляционной теории шума турбу-
лентной струи, необходимые для проведения
дальнейших расчетов эффективности экраниро-
вания. Поскольку изначально ГТД развивалась
для случая дифракции звука, излучаемого точеч-

ными монопольными источниками, в то время
как в рамках корреляционной теории излучение
звука описывается квадрупольными источника-
ми, во втором разделе выполнено обобщение ГТД
на случай генерации шума точечными квадруполь-
ными источниками. Заметим, что обсуждение вы-
ражений для дифракции электромагнитных волн
на бесконечной полуплоскости, излучаемых то-
чечными диполями, представлено в [59].

В третьем разделе приведено описание экспе-
римента, в котором исследовался эффект экрани-
рования шума турбулентной струи, а также дано
описание расчетной модели, построенной на ос-
нове корреляционной теории и ГТД. В четвертом
разделе проводится сравнение эксперименталь-
ных и расчетных данных для спектров шума тур-
булентной струи при различных положениях
экрана и заданной скорости истечения струи.
В пятом разделе представлен пример расчета эф-
фективности экранирования шума круглой струи
плоским прямоугольным экраном, и в последнем
разделе работы представлены выводы к получен-
ным результатам.

В целом, настоящая работа является этапом в
адаптации низкоуровневой модели источников
шума струи к задачам экранирования, направ-
ленных на проведение быстрых и эффективных
оценок в ходе поисковых исследований по сни-
жению шума турбулентных струй с помощью эф-
фекта экранирования.

1. ГЕНЕРАЦИЯ ШУМА СЛУЧАЙНЫМИ 
ТОЧЕЧНЫМИ КВАДРУПОЛЬНЫМИ 

ИСТОЧНИКАМИ В СТРУЕ НА ОСНОВЕ 
КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МОДЕЛИ

Ниже рассмотрены необходимые в дальней-
шем основные положения корреляционной мо-
дели источников шума в турбулентной струе.
В этой работе используется вариант корреляци-
онной модели, в котором не учитывается эффект
рефракции звуковых волн на среднем поле струи
[24–26]. Это дает возможность сравнительно про-
сто обобщить модель на случай взаимодействия
звукового излучения струи с отражающими по-
верхностями. В этом варианте модели распро-
странение звуковых возмущений описывается с
помощью простого волнового оператора на осно-
ве акустической аналогии Лайтхилла [28]:

(1)

где  – возмущение давления,  – скорость зву-
ка,  – нестационарная часть тензора напряже-
ний Рейнольдса . Выполнив преобразование
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Фурье уравнения (1) по временной переменной,
получим неоднородное уравнение Гельмгольца:

(2)

где  – волновое число, ω – частота звуко-
вого поля.

Решение уравнения (2) можно представить в
следующем виде:

(3)

где  – функция Грина рассматриваемой

краевой задачи, а  – ее вторые произ-
водные, вычисленные по координатам точки на-
блюдения. Для случая свободного пространства вы-
ражения для функции Грина уравнения Гельмголь-
ца  и ее второй производной 
имеют вид:

(4)

(5)

Необходимо отметить, что в общем случае выра-
жение для функции Грина зависит от геометрии
задачи и применительно к задаче дифракции зву-
ка на бесконечной полуплоскости будет рассмот-
рено далее.

Нестационарная часть тензора напряжений
Рейнольдса  описывает источники звука в
уравнении (2). В рамках подхода, обычно исполь-
зуемого в корреляционных моделях [13–15],
плотность источников представляется как стоха-
стическое поле, которое описывается некоторой
корреляционной функцией. В случае квадру-
польных источников случайными полями должна
описываться каждая из компонент квадруполя

. Однако более удобным является пред-
ставление источников в виде разложения по ба-
зисным квадруполям:

(6)

где  – стационарные случайные поля с задан-
ными корреляционными характеристиками, ба-
зисные квадруполи  выбираются таким обра-
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зом, что  для разных n являются статистически
независимыми [24–26].

Вследствие симметричности тензора  в сумму
(6) должны входить 6 членов. В качестве базисных
выбираются квадруполь вида , где  –
символ Кронекера, и 5 квадруполей с нулевым
следом:

(7)

Квадруполи (7) характеризуются тем, что их
свертки с функцией Грина (5) представляют со-
бой отдельные азимутальные гармоники в цилин-
дрической системе координат с осью x, совпада-
ющей с направлением истечения струи, причем
квадруполи  и  соответствует нулевой азиму-
тальной гармонике, квадруполи  и  – первой
азимутальной гармонике, а  и  – второй ази-
мутальной гармонике.

Используя уравнения (3), (6), а также условие
статистической независимости для , получим
выражение для спектра звукового давления:

(8)

где  – функция взаимной спектраль-
ной плотности случайного поля , верхний ин-
декс * обозначает комплексное сопряжение, а ин-
тегрирование проводится по объему, занятому
струей.

Для описания характеристик источников звука
используется преобразование случайных полей

, описывающих интенсивность турбулент-
ных пульсаций, к переменным , описываю-
щим интенсивность генерации пульсаций [16,
24–26]. Это преобразование задается уравнением
Ланжевена:

(9)

где U – скорость конвекции источников, x – про-
дольная координата, ε(x) – скорость затухания
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возмущений. Переход к новой переменной поз-
воляет исключить конвекцию из корреляцион-
ных характеристик источников, что позволяет
разделить пространственную и временную корре-
ляцию.

Корреляционная функция генерации возму-
щений  выбирается в следующем виде:

(10)

Отсюда следует выражение для взаимного спектра:

(11)

Оценки корреляционной длины  дают значе-
ния, существенно меньшие по сравнению с дру-
гими характерными размерами задачи. В этом
случае выражение (11) может быть переписано в
виде

(12)

где  – дельта-функция.
В модели источников звука мы пренебрегаем

распределением источников по сечению струи и
сносим эти источники на ось струи. Это прибли-
жение может быть принято, поскольку рефрак-
ция звуковых волн на среднем течении струи не
учитывается, а рассматриваемый диапазон частот
соответствует длине звуковой волны, большей,
чем диаметр сечения струи. В этом случае корре-
ляционная функция и взаимный спектр опреде-
ляются для источников, распределенных на оси
струи:

(13)

(14)

При этом 2-кратный интеграл по объему (8) сво-
дится к интегралу по продольной координате, что
существенно упрощает вычисления.

В соответствии с (9) корреляционная функция
турбулентных пульсаций определяется уравнением:
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где  – функция Грина уравнения Ланжеве-
на (9):

(16)

Пренебрегая зависимостью мощности процесса
 от продольной координаты x, в локально-

однородном приближении получим:

(17)

Функциональный вид выражения (17) соот-
ветствует эмпирической корреляционной функ-
ции источников звука в струе, обычно используе-
мой в корреляционных моделях [13–15]. Это слу-
жит основанием для выбора корреляционной
функции генерации возмущений  в виде (10).

Взаимный спектр турбулентных пульсаций
определяется уравнением

(18)

где 

В результате получим следующее выражение
для спектра звукового давления:

(19)

Главным преимуществом выражения (19) являет-
ся явная зависимость от функции Грина, что поз-
воляет использовать его не только для расчета
распространения излучаемого струей шума в сво-
бодном пространстве, но и при наличии различ-
ных отражающих и/или экранирующих поверх-
ностей.

Предложенная модель была валидирована в
работах [24–26] на основе экспериментальных
данных, полученных с помощью метода азиму-
тальной декомпозиции, разработанного специ-
ально для разделения различных азимутальных
гармоник звукового поля. В работе [26] показано,
что данная модель позволяет с высокой степенью
точности вычислять характеристики шума струи
под большими углами к оси струи. Однако для
малых углов наблюдения, близких к оси струи,
точность расчетов снижается, что связано с эф-
фектом рефракции акустического излучения на
среднем течении струи, который не учитывается в
этой модели.
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2. ОБОБЩЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 
ТЕОРИИ ДИФРАКЦИИ НА СЛУЧАЙ 

ИЗЛУЧЕНИЯ ЗВУКА ТОЧЕЧНЫМ 
КВАДРУПОЛЬНЫМ ИСТОЧНИКОМ

Использование выражения (19) для расчета ди-
фракции звукового поля, генерируемого струей,
требует вычисления вторых производных функ-
ции Грина  по пространственным ко-
ординатам местоположения монопольного ис-
точника звука применительно к задаче дифрак-
ции на полигональных экранах при наличии
потока. В настоящей работе для расчета эффек-
тивности экранирования полигональными экра-
нами применяется приближенный метод ГТД, и,
тем самым, необходимо получить вторые произ-
водные для функции Грина, вычисляемой по это-
му методу, причем в качестве канонической задачи
теории дифракции целесообразно использовать за-
дачу дифракции на бесконечной полуплоскости.

Рассмотрим задачу построения функции Гри-
на для дифракции звука, излучаемого точечным
квадрупольным источником на бесконечной по-
луплоскости. Как известно [54–56], в рамках ГТД
функция Грина  для дифракции точеч-
ного монопольного источника на акустически аб-
солютно жесткой полуплоскости представляется
в следующем виде:

(20)

где  – геометроакустическое поле для то-
чечного монопольного источника, а  –
дифрагированное поле для точечного монополь-
ного источника.

Тогда для геометроакустического поля
 точечного монопольного источника

справедливо следующее выражение:

(21)

где А – начальная амплитуда поля,  –
волновое число,  – радиус-вектор точки на-
блюдения,  – радиус-вектор источника,  –
ступенчатая функция Хэвисайда, равная нулю,
если точка наблюдения располагается в зоне гео-
метрической тени, и единице в противополож-
ном случае.

Для дифрагированного поля  точеч-
ного монопольного источника справедливо сле-
дующее выражение [53–55]:
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где А – начальная амплитуда поля,  –
волновое число,  – радиус-вектор точки рассе-
яния,  – расстояние от источника до точки рас-
сеяния,  – расстояние от точки рассеяния до
точки наблюдения, Dcoeff – дифракционный ко-
эффициент, определяемый из решения канони-
ческой задачи дифракции.

При дифракции на бесконечной полуплоскости
дифракционный коэффициент имеет вид [55]:

(23)

где  – угол наблюдения относительно рассеи-
вающей грани и  – угол падения звуковой волны
на рассеивающую грань,  – угол рассеяния звуко-
вой волны (рис. 1). Функции  выражаются че-
рез интегралы Френеля в следующем виде [54]:
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Рис. 1. Геометрия задачи дифракции звука на беско-
нечной полуплоскости.
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С учетом (2), (3) и (20) выражение для полного
звукового поля квадруполя при наличии экрана
записывается в виде свертки с базисными квадру-
полями:

(25)

где  – n-ый базисный квадруполь, а дифферен-
цирование производится по координатам точки
источника (в выражении (25) учитывается, что
базисный квадруполь не зависит от расположе-
ния источника).

Выражение для второй производной от гео-
метроакустического поля по координатам источ-
ника полностью аналогично выражению (5), а
выражение для второй производной от дифраги-
рованного поля имеет вид:

(26)

причем при вычислении второй производной не-
обходимо учитывать, что угол падения  и рас-
стояние от источника до точки рассеяния  явно
зависят от местоположения источника, а рассто-
яние от точки рассеяния до точки наблюдения 
и угол наблюдения  нет.

Тогда, выполнив двукратное дифференциро-
вание выражения (26) как сложной функции от 
с учетом выражений (23) и (24) для дифракцион-
ного коэффициента, получим необходимые соот-
ношения для расчета звукового поля, излучаемого
точечным квадрупольным источником при нали-
чии бесконечной акустически жесткой полуплос-
кости. Выражения (5), (25) и (26) совместно с вы-
ражением (19) решают задачу вычисления спектра
звукового давления для шума струи в произвольной
точке наблюдения при наличии полубесконечно-
го экрана.

С учетом сделанных выше предположений о ма-
лом влиянии вторично дифрагированных волн, а
также волн, рассеянных углами экрана [59], вы-
ражения (5), (25) и (26) путем непосредственного
применения к каждой стороне экрана обобщают-
ся на случай прямоугольного бесконечно тонкого
акустически жесткого экрана.

Сравнение полученных выражений со случаем
дифракции звука, излучаемого четырьмя точеч-
ными монопольными источниками, показала,
что для всех положений экрана в рассматривае-
мом диапазоне частот (см. ниже) относительная
ошибка между вычисленными значениями зву-
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кового поля в различных точках наблюдения со-
ставляет не более 0.005%.

Сделаем некоторые замечания относительно
возможности пренебрежения вкладами волн вто-
ричной дифракции и волн, рассеянных вершина-
ми экрана. Хорошо известно [51, 54, 56], что если
экран целиком закрывает первую зону Френеля
или рассеивающая грань экрана не содержит рез-
ких изменений геометрии формы, таких как углы
или вершины, то в первом случае можно прене-
бречь вкладом вторичных волн, а во втором –
вкладом волн, рассеянных углами и вершинами.
Таким образом, для корректного использования
полученных выражений продольный и попереч-
ный размеры экрана должны быть больше, чем
характерный размер первой зоны Френеля для
всех частот, для которых проводится расчет.

3. ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ 
УСТАНОВКИ И РАСЧЕТНОЙ МОДЕЛИ

ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ЭКРАНИРОВАНИЯ 
ШУМА КРУГЛОЙ

ОДНОКОНТУРНОЙ СТРУИ

Экспериментальные исследования экраниро-
вания шума струи проводились в заглушенной
камере с потоком АК-2 ЦАГИ, входящей в состав
стенда АС-1. На рис. 2 представлена фотография,
а на рис. 3 схема экспериментальной установки
для исследования экранирования шума круглой
одноконтурной струи. В качестве объекта иссле-
дований было выбрано круглое одноконтурное
сопло диаметром D = 39.5 мм, причем внутренние
обводы канала сопла выполнены в соответствии с
профилем Витошинского, что обеспечивает рав-
номерный поток на срезе сопла. Для измерения
шума струи использовалась полярная решетка
микрофонов радиусом R = 2 м (рис. 3), состояв-
шая из десяти преполяризованных ½-дюймовых
микрофонов фирмы Bruel&Kjaer типа 4189 с
предусилителем. Динамический диапазон мик-
рофонов составлял 14.6–146 дБ, а частотный диа-
пазон от 6.3 Гц до 25 кГц.

В качестве экрана использовалась устанавли-
вавшаяся вблизи среза сопла прямоугольная
стальная пластина размером 1300 × 450 × 4.2 мм,
которая могла перемещаться в плоскости, пер-
пендикулярной плоскости расположения микро-
фонов, что позволяло проводить измерения, из-
меняя область геометрической тени для различ-
ных микрофонов. Исследования экранирования
шума одноконтурной струи были выполнены для
трех различных скоростей истечения струи (173,
233, 273 м/с) и при двух положениях экрана отно-
сительно среза сопла: положение № 1 – x = 2D, z =
2D, и положение № 2 – x = 2D, z = 3D.

Расчет экранирования шума круглой однокон-
турной струи прямоугольным экраном проводился



548

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 5  2020

ДЕНИСОВ и др.

для набора точечных квадрупольных источников,
расположенных на оси струи (рис. 4). Расположе-
ние сопла относительно кромки экрана, геомет-
рия экрана, скорость истечения струи U, а также
координаты точек наблюдения соответствовали
условиями проведения эксперимента. Расчет
спектров шума струи проводился для дискретного
набора частот: 400, 500, 630, 800, 1000, 1200, 1600,
2000, 2500, 3150, 4000 и 5000 Гц (данные частоты
соответствуют центральным частотам при расче-
те 1/3-октавных спектров шума).

Для расчета спектров уровней шума струи ис-
пользовалось выражение (19), где для второй про-
изводной от функции Грина использовались вы-
ражения (26), (27)–(33). Поскольку выражение
(19) зависит от ряда свободных параметров, опре-
деляемых на основе анализа результатов экспери-
ментальных данных или численных расчетов, то
при проведении расчетов для величин  и  ис-
пользовались значения, полученные при анализе
шума струи методом азимутальной декомпози-
ции, полученные в работе [26].

При проведении расчетов экран рассматри-
вался как бесконечно тонкая, акустически абсо-
лютно жесткая прямоугольная пластина разме-
ром 1300 × 450 мм. Расчет проводился для всех
рассмотренных в эксперименте скоростей исте-
чения струи и положениях экрана.

Для рассматриваемого диапазона частот, гео-
метрии экрана и взаимных положений сопла и
точки наблюдения оценим размеры первой зоны
Френеля [49]. Для этого сделаем предположение,
что во всем рассматриваемом диапазоне частот ис-
точники располагаются непосредственно вблизи
среза сопла. Тогда для частоты 500 Гц радиус пер-
вой зоны Френеля составит ~220 мм, а для частоты
5 кГц – 71 мм. Сравнив полученные расстояния с
размерами экранирующей пластины, видим, что
для диапазона частот от 500 Гц до 5 кГц характер-
ные размеры пластины превосходят диаметр пер-
вой зоны Френеля, что оправдывает сделанные
выше предположения о малости вклада волн вто-
ричной дифракции. А поскольку сопло распола-
гается в центре длинной стороны пластины, то
также можно пренебречь вкладом волн, рассеян-
ных углами экрана.

Сделаем замечание относительно частоты 400 Гц,
для которой радиус первой зоны Френеля состав-
ляет ~250 мм. В данном случае для корректного
расчета необходимо оценить вклад волн вторич-
ной дифракции. Однако, как показывают экспе-
риментальные данные [57, 59], по сравнению с
вкладом первично рассеянных волн этот вклад
мал. Тогда, учитывая, что для рассматриваемого
сопла частоты ниже 1 кГц эффективно излучают-
ся существенно ниже по потоку (на расстояниях
от среза сопла порядка 10D…15D), вкладом вто-

nA τn

Рис. 2. Общий вид экспериментальной установки для
исследования экранирования шума одноконтурной
струи в акустической камере АК-2.

Рис. 3. Схема экспериментальной установки для ис-
следования экранирования шума одноконтурной
струи.
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рично дифрагированных волн на данной частоте
можно пренебречь.

Здесь необходимо отметить, что струя являет-
ся акустически некомпактным источником, для
которого понятия зоны Френеля, вводимое для то-
чечного источника, является не совсем коррект-
ным. Однако в данном случае нам необходимо про-
вести только оценку порядка величины для первой
зоны Френеля, для чего вышеизложенные рассуж-
дения представляются справедливыми.

4. СРАВНЕНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ
И РАСЧЕТНЫХ ДАННЫХ

Проведем сравнение экспериментально изме-
ренных (синяя кривая) узкополосных спектров
шума и расчетных (красная кривая) 1/3-октавных
спектров шума струи при наличии и отсутствии
экрана для скорости истечения, равной 273 м/с
(М = 0.8), и углов наблюдения 30°, 60°, 90° и 120°
градусов. Выбор данных углов позволяет четко
проследить основные тенденции, возникающие
при экранировании шума струи, и обусловлен
тем, что эти углы описывают направление макси-
мального излучения шума струей (30°), зону ча-
стичной тени (60°–90°) и зону глубокой тени
(120°) относительно среза сопла. Выбор данной

скорости истечения струи обусловлен тем, что
позволяет четко выявить общие тенденции при
проведении сравнительного анализа расчетных и
экспериментальных данных, которые справедли-
вы и при более низких скоростях истечения струи,
которые были рассмотрены в эксперименте.

Рассмотрим сначала сравнение расчетных
данных с экспериментом для струи без экрана. На
рис. 5 для четырех углов наблюдения (90°, 60°,
120° и 30°) представлено сравнение эксперимен-
тально измеренных спектров шума струи при
скорости истечения струи 273 м/с с расчетными
спектрами шума струи при отсутствии экрана.

Для углов наблюдения 90°, 60°, 120°, представ-
ленных на рис. 5а, 5б и 5в, видно, что расчетные
кривые корректно передают форму огибающей
экспериментально измеренного спектра, отлича-
ясь в пределах 1.5–2 дБ. При меньших скоростях
истечения струи, исследованных в эксперименте,
сравнение экспериментальных и расчетных спек-
тров уровней шума струи продемонстрировало
аналогичное поведение для тех же углов наблюде-
ния.

На рис. 5г видно, что при данной скорости ис-
течения струи под углом наблюдения 30° имеет
место значительное (до 7 дБ на частотах ниже
1500 Гц) расхождение между расчетными и экспе-

Рис. 5. Сравнение экспериментальных и расчетных спектров уровней шума турбулентной струи без экрана для угла
наблюдения (а) – 90°, (б) – 60°, (в) – 120°, (г) – 30°.
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Рис. 6. Сравнение экспериментальных и расчетных спектров уровней шума турбулентной струи для угла наблюдения
(а) – 90°, (б) – 60°, (в) – 120°, (г) – 30° (положение экрана № 1).
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риментальными спектрами шума струи. Это обу-
словлено тем, что используемая расчетная модель
не рассматривает явление рефракции звуковых
волн, которое наиболее значительно проявляется
при углах наблюдения, близких к оси струи [60].
Кроме того, в модели не рассматривается вклад
волн неустойчивости, которые при скоростях
струи M ~ 0.8 могут вносить уже значительный
вклад в области углов, близких к оси струи.

Рассмотрим далее сравнение расчетных и из-
меренных спектров шума струи в случае экрани-
рования струи прямоугольным экраном, распо-
ложенным на расстоянии x = 2D, z = 2D (рис. 4) от
среза сопла (положение экрана № 1). Как при от-
сутствии экрана, рассмотрим спектры уровней
звукового давления струи для рассмотренных ра-
нее углов наблюдения, представленные на рис. 6.

Для рассматриваемой скорости истечения
струи и положения экрана № 1 сравнение расчет-
ных и экспериментально измеренных кривых по-
казывает, что для углов наблюдения до 60°–90° во
всем диапазоне частот наблюдается хорошее сов-
падение между расчетными и экспериментальны-
ми данными (рис. 6а и 6б). Однако для угла наблю-
дения 120° (рис. 6в) в диапазоне частот от 400 Гц до
2.5 кГц расчетный спектр шума струи на 1.5–2 дБ
превосходит экспериментально измеренный, хо-

тя на частотах свыше 2.5 кГц расчетная кривая
корректно описывает экспериментальную форму
спектра. Сравнение кривых под углом наблюде-
ния 30°, представленное на рис. 6г, как и в случае
отсутствия экрана, демонстрирует расхождение
между расчетными и измеренными значениями
уровня шума. Для других скоростей истечения
струи сравнение расчетных и экспериментальных
спектров шума струи при наличии экрана в поло-
жении № 1 имело схожий характер, причем раз-
ница между расчетными и экспериментальными
кривыми для угла наблюдения 120° составляла
2.5–3 дБ.

Рассмотрим, наконец, экранирование шума
струи прямоугольным экраном, расположенным
на расстоянии x = 2D, z = 3D (рис. 4) от среза соп-
ла (положение экрана № 2), т.е. в случае большей
удаленности струи от экрана. Результаты сравне-
ния расчетных и экспериментальных спектров
представлены на рис. 7. Как и для всех ранее
представленных случаев, для углов наблюдения
60° и 90° (рис. 7а и 7б) видно хорошее согласие
между расчетными и экспериментальными спек-
трами, причем разница не превышает 2 дБ. Для
угла наблюдения 30° градусов имеет место значи-
тельное (до 7.5 дБ) расхождение между расчетны-
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ми и экспериментально измеренными спектрами
шума струи (рис. 7г).

Для угла наблюдения 120° имеет место тенден-
ция, отличная от рассмотренных ранее случаев:
на частотах ниже 1.5 кГц расчетные уровни шума
на 2–3 дБ превосходит измеренные, а на частотах
свыше 2.5 кГц уже экспериментально измерен-
ные уровни шума превосходят расчетные, причем
при увеличении частоты разность между спектра-
ми монотонно возрастает и достигает величины
~2.2 дБ (рис. 7в). Для других скоростей истечения
струи поведение расчетных и экспериментально
измеренных спектров шума при положении экра-
на № 2 имело аналогичный характер.

Представленное сравнение расчетных и экспе-
риментально измеренных спектров шума струи
демонстрирует, что для углов наблюдения, близ-
ких к оси струи (угол 30°), имеет место суще-
ственное расхождение между рассматриваемыми
кривыми, причем оно увеличивается при увели-
чении скорости истечения струи и не зависит от
присутствия экранирующей поверхности. При-
чиной этого, как уже было упомянуто, является
то, что рассматриваемая здесь модель источников
шума не принимает во внимание явление ре-
фракции звука струей (более подробно см. [25,
26]) и вклад волн неустойчивости.

Для диапазона углов наблюдения 60°–90° гра-
дусов при наличии и отсутствии экрана имеет ме-
сто хорошее совпадение между расчетными и
экспериментальными кривыми, что свидетель-
ствует о корректности используемых подходов
как при описании излучения звука струей, так и
при описании явления дифракции звука на пря-
моугольном экране.

При этом наблюдается некоторое отличие
между расчетными и экспериментальными спек-
трами при размещении экрана дальше от струи в
положении № 2 на частотах свыше 2.5 кГц. Одной
из возможных причин этого отличия является то,
что в корреляционной теории, рассматриваемой
в данной работе, высокочастотные источники
шума струи предполагаются расположенными
только в области вблизи сопла, а незначительным
наличием высокочастотных источников также и в
области основного участка струи пренебрегается.
Это приводит к расхождению между рассматри-
ваемыми кривыми при увеличении расстояния
между задней кромкой экрана и срезом сопла с
увеличением частоты. Результаты для угла на-
блюдения 120°, представленные на рис. 7в, под-
тверждают этот вывод. Можно ожидать, что учет
рефракции звука струей, а также более точный
учет распределения источников в струе позволит

Рис. 7. Сравнение экспериментальных и расчетных спектров уровней шума турбулентной струи для угла наблюдения
(a) – 90°, (б) – 60°, (в) – 120°, (г) – 30° (положение экрана № 2).
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корректно описать распространение звука во
всем диапазоне углов.

5. ПРИМЕР РАСЧЕТА ЭФФЕКТИВНОСТИ 
ЭКРАНИРОВАНИЯ ШУМА КРУГЛОЙ 

ОДНОКОНТУРНОЙ СТРУИ

Для рассмотренных выше положений экрана
приведем пример расчета эффективности экра-
нирования шума круглой одноконтурной струи
под углами наблюдения 60° и 90°, поскольку
именно они представляют наибольший интерес с
точки зрения снижения шума на местности. Рас-
чет эффективности экранирования Δ проводился
с помощью соотношения:

(27)

где  – выраженный в дБ уровень звукового
давления струи при наличии экрана,  – вы-
раженный в дБ уровень звукового давления для
свободной струи. При таком определении эффек-
тивности экранирования положительным значе-

Δ = −УЗД УЗД ,S F

УЗДS

УЗДF

ниям Δ соответствует усиление шума, а отрица-
тельным снижение шума струи.

На рис. 8 представлен сравнительный расчет
эффективности экранирования для скорости ис-
течения струи 173 м/с, а на рис. 9 – для скорости
истечения струи 273 м/с. Синяя кривая соответ-
ствует положению экрана № 1, а красная кривая –
положению экрана № 2.

Для угла наблюдения 60° расчет эффективно-
сти экранирования при рассмотренных скоро-
стях истечения струи продемонстрировал поло-
жительную эффективность экранирования, что
свидетельствует об отсутствии снижения шума
для обоих рассмотренных положений экрана
(рис. 8а и 9а). Представленные на рис. 8а и 9а за-
висимости имеют характерный ложкообразный
вид, демонстрируют наличие минимума в диапа-
зоне частот от 1.5 до 2.5 кГц для положения экра-
на № 2, и в диапазоне частот от 800 Гц до 1.6 кГц
для положения экрана № 1. Несмотря на то что
для рассматриваемого угла наблюдения экрани-
рование отсутствует, отметим, что усиление шума

Рис. 8. Сравнение расчетных эффективностей экранирования шума круглой турбулентной струи для угла наблюдения
(а) – 60°, (б) – 90° (скорость истечения 173 м/с).
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Рис. 9. Сравнение расчетных эффективностей экранирования шума круглой турбулентной струи для угла наблюдения
(а) – 60°, (б) – 90° (скорость истечения 273 м/с).
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невелико и не превышает 0.7 дБ для всех рассмот-
ренных случаев.

Сравнение расчетных зависимостей для угла
наблюдения 90°, представленное на рис. 8б, де-
монстрирует, что при скорости истечения струи
173 м/с максимальная эффективность экраниро-
вания шума струи не зависит от положения экрана
и начинает проявляться на частотах свыше 3.5 кГц,
достигая 0.9 дБ на частоте 5 кГц. На частотах ни-
же 3.5 кГц имеет место слабое монотонное усиле-
ние шума струи, достигающее 0.9 дБ на частотах
ниже 500 Гц. При скорости истечения струи 273 м/с
(рис. 9б) вычисленные эффективности экраниро-
вания для шума струи имеют схожее поведение на
частотах ниже 2.5 кГц, однако в данном случае
экранирования на частотах выше 3.5 кГц не на-
блюдается, хотя зависимости и демонстрируют
монотонное уменьшение Δ при увеличении ча-
стоты.

В целом, полученные расчетные зависимости
согласуются с экспериментальными и расчетны-
ми данными, полученными при проведении ис-
следований эффекта экранирования шума турбу-
лентных струй и описанными в работах [1–3, 9,
10, 18, 27, 29–32, 45–47].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В представленной работе на основе корреля-

ционной теории шума струи и геометрической
теории дифракции предложен метод для расчета
экранирования шума круглой струи произволь-
ным плоским экраном. Проведена адаптация
ГТД для расчета экранирования шума турбулент-
ной струи, для чего в рамках ГТД получено выра-
жение для дифракции звука, излучаемого точеч-
ным квадрупольным источником на плоском поли-
гональном экране при произвольной ориентации
источника относительно декартовой системы коор-
динат, связанной с экраном.

Для валидации предложенного метода расчета
экранирования выполнено сравнение экспери-
ментальных и расчетных спектров уровней звуко-
вого давления шума струи при различных скоро-
стях истечения струи и при различных положениях
прямоугольного экрана относительно кромки
сопла.

Сравнительный анализ экспериментальных
спектров шума струи с расчетными спектрами,
выполненными на основе корреляционной тео-
рии, продемонстрировал хорошее качественное,
а при углах наблюдения 60°–90° и количествен-
ное согласие при всех рассмотренных скоростях
истечения струи и положениях экрана, а также
при его отсутствии в рассматриваемом диапазоне
частот. Однако для углов, близких к оси струи
(30°), имеется существенное расхождение между
расчетными и измеренными спектрами, что свя-

зано с тем, что в использованной здесь модели ис-
точников звука в струе не учитывается явление
рефракции и не учитывался вклад волн неустой-
чивости.

Настоящая модель в сочетании с моделью шу-
ма взаимодействия, разработанной в [41, 42], поз-
волит проводить расчетную оценку шума струи,
расположенной вблизи элементов конструкции
самолета, с учетом эффекта экранирования, при-
нимая во внимание возможность низкочастотно-
го усиления шума струи. Предложенный метод
позволяет давать оценки экранирования в ситуа-
циях, представляющих технологический интерес.
В дальнейших исследованиях предполагается рас-
ширить предложенный подход на случай более
сложной версии корреляционной модели с уче-
том эффекта рефракции на слое смешения струи
и более сложного распределения источников по
струе.

Работа выполнена на базе УНУ “Заглушенная
камера с потоком АК-2” ФГУП "ЦАГИ” и при фи-
нансовой поддержке Министерства науки и выс-
шего образования Российской Федерации по согла-
шению № 075-11-2018-178 (уникальный идентифи-
катор соглашения RFMEFI62818X0011).
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Предложен способ неинвазивной оценки давления в легочной артерии, основанный на выделении
аортальной и легочной компонент звука второго тона сердца S2 и определении времени задержки
между ними. Алгоритм выделения аортальной и легочной компонент основан на преобразовании
Вигнера–Вилла. Проведен анализ фонокардиограмм 96 пациентов с легочной гипертензией (ЛГ),
записанных врачами ФГБУ “НМИЦ кардиологии” с помощью оригинального комплекта аппара-
туры. Сигналы S2 удалось разделить на компоненты и определить задержки между ними у 53 паци-
ентов с ЛГ. Построена зависимость задержек между компонентами от величины давления в легоч-
ной артерии (ДЛА), измеренной методом катетеризации правых отделов сердца (КПОС). Для семи
пациентов с легочной гипертензией полученные зависимости были использованы для предсказа-
ния величины ДЛА по измеренной временной задержке. Для пяти пациентов коэффициент детер-
минации предсказанных значений ДЛА составил 0.83, что свидетельствует о достаточно хорошей
корреляции с измерениями методом КПОС.

Ключевые слова: легочная гипертензия, второй тон сердца, аускультация, катетеризация правых от-
делов сердца, аортальная и легочная компоненты, преобразование Вигнера–Вилла
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ВВЕДЕНИЕ
Разработка методов неинвазивной диагности-

ки легочной гипертензии (ЛГ) – заболевания, со-
провождающегося стойким повышением среднего
давления (более 25 мм рт. ст.) в легочной артерии
(ЛА), является актуальной проблемой современ-
ной кардиологии. В настоящее время измерение
давления в легочной артерии (ДЛА) проводится
только в условиях стационара обученным персо-
налом с применением современного оборудова-
ния. Основным методом прямого измерения дав-
ления в правых отделах сердца и легочной артерии
является введение катетера через подключичную
или внутреннюю яремную вену [1]. Использова-
ние данного метода в клинике сопровождается
рядом ограничений и рисками возникновения
осложнений. Эхокардиография (ЭхоКГ) – един-
ственный неинвазивный метод количественной
оценки ДЛА в клинике. Для его правильного при-
менения требуется подготовленный персонал,
способный корректно измерить и интерпретиро-

вать полученные данные [2]. Метод имеет ряд се-
рьезных ограничений, связанных с особенностя-
ми его аппаратной реализации.

При аускультации сердца хорошо выслушива-
ются первый и второй тоны. Первый (систоли-
ческий) тон возникает во время систолы при за-
хлопывании митрального и трикуспидального
клапанов и при сокращении желудочков. Он
синхронизован с зубцом R на электрокардио-
грамме (ЭКГ). Второй (диастолический) образу-
ется в начале диастолы (периода расслабления
сердца) при захлопывании аортального и легоч-
ного клапанов; он синхронизован с зубцом T на
ЭКГ (рис. 1а). При патологических состояниях
можно прослушать также дополнительные (тре-
тий и четвертый) тоны сердца.

В норме сигнал второго тона S2 содержит не-
сколько колебаний и имеет длительность порядка
60 мс (вставка на рис. 1б). Легочная гипертензия в
ряде случаев приводит к некоторой задержке вре-
мени закрытия легочного клапана Δt и расщепле-
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нию импульса на две компоненты – аортальную
(A2) и легочную (P2) (рис. 1б). У таких пациентов
наблюдается корреляция между длительностью
задержки между компонентами S2 и величиной
ДЛА [3]. Величина времени задержки Δt может
варьироваться в пределах 10–70 мс. При Δt < 30 мс
компоненты визуально не разделяются, и сигнал S2
выглядит как один импульс (вставка на рис. 1б).
Кроме того, повышение давления в ЛА приводит
к дополнительному растяжению упругих стенок
сосудов и створок легочного клапана, в результа-
те чего спектр сигнала легочной компоненты мо-
жет смещаться в сторону более высоких частот
[4–6]. Систематические измерения сигнала вто-
рого тона сердца свиней в зависимости от уровня
ДЛА, контролируемого медикаментозно, показа-
ли, что сигналы обеих компонент имеют вид чир-
пированных импульсов (рис. 1б) [7, 8]. Мгновен-
ная частота на фронте импульсов достигает значе-
ний 150–200 Гц, затем в течение первых 15–20 мс
частота быстро уменьшается до значений 70–80 Гц,
после чего медленно спадает до уровня 35–40 Гц.
Такое поведение частоты соответствует теорети-
ческой модели, где легочный клапан, моделируе-
мый упругой натянутой мембраной в жидкости,
возбуждался коротким импульсом, возникаю-
щим при резком закрытии клапана [5, 6].

Целью настоящей работы являлось изучение
возможности оценки величины ДЛА путем реги-
страции сигнала второго сердечного тона S2, вы-
деления аортальной и легочной компонент и по-
строения корреляционной зависимости времени
задержки между компонентами от ДЛА, измерен-
ного на ограниченной выборке пациентов с ле-
гочной гипертензией. Полученная таким образом
корреляционная зависимость использовалась для

предсказания величины ДЛА у пациентов, не вхо-
дящих в указанную выборку и сравнения предска-
занных значений с измеренными методом катете-
ризации правых отделов сердца (КПОС).

МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЯ ФКГ
И ЭКГ В КЛИНИКЕ

Регистрация сигналов ФКГ и ЭКГ проводи-
лась врачами ФГБУ “НМИЦ кардиологии” у па-
циентов с ЛГ различной степени тяжести. Для за-
писи сигналов был разработан и создан комплекс
аппаратуры, на использование которого в усло-
виях клиники было получено разрешение Этиче-
ского комитета кардиоцентра. В соответствии с
общепринятыми правилами проведения биоме-
дицинских исследований, у всех пациентов было
получено письменное информированное согла-
сие на участие в настоящем исследовании. Сиг-
налы тонов сердца записывались у пациентов в
день проведения КПОС, а в ряде случаев непо-
средственно в рентгеноперационной при прове-
дении КПОС.

В качестве приемника акустических сигналов
использовался медицинский стетоскоп с мембра-
ной, которая соединялась штатным звукопроводом
с микрофоном. Сигнал микрофона усиливался и
поступал на один из входов USB осциллографа
(Picoscope). На второй вход осциллографа пода-
вался сигнал ЭКГ, модуль которого находился в од-
ном корпусе с микрофоном. Оцифрованные сиг-
налы ФКГ и ЭКГ с выхода осциллографа посту-
пали на персональный компьютер для записи и
последующей обработки. Сигналы ФКГ реги-
стрировались в четырех положениях на грудине
на выдохе при задержке дыхания. Длительность

Рис. 1. (а) – Фонокардиограмма (ФКГ) (сплошная линия) и ЭКГ (пунктирная), записанные у пациента. Импульсы S1
и S2 соответствуют первому и второму тонам сердца. Они синхронизированы соответственно с зубцами R и T на ЭКГ.
(б) – Аортальная А2 и легочная P2 компоненты модельного сигнала второго тона S2 (на вставке). Компонента P2 (пунк-
тирная линия) задержана на Δt = 30 мс относительно А2.
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записи ФКГ составляла 12–15 с и содержала око-
ло 10 полных сердечных циклов, которые в даль-
нейшем обрабатывались. Точка выслушивания
легочного клапана (ЛК) [3], расположенная во
втором межреберье слева от грудины, оказалась
оптимальной для регистрации сигналов второго
тона сердца.

Полоса частот сигналов второго тона лежит в
пределах 20–250 Гц. Поэтому амплитудно-ча-
стотная характеристика (АЧХ) приемного тракта
должна быть максимально равномерной в указан-
ном частотном диапазоне. Измерения АЧХ мем-
браны стетоскопа, соединенной с микрофоном и
усилителем, проводились в безэховой камере ка-
федры акустики физического факультета МГУ.
Было показано, что чувствительность микрофона
незначительно растет с увеличением частоты от
20 до 500 Гц. Наличие мембраны стетоскопа при-
водит к уменьшению чувствительности в области
частот 20–80 Гц и повышению чувствительности
в диапазоне 180–300 Гц. Такая частотная зависи-
мость изменяет форму и спектр регистрируемых
сигналов, однако в данном случае использование
мембраны создает дополнительное преимуще-
ство, поскольку амплитуда сигнала на высоких
частотах усиливается, а на низких частотах, где
амплитуда и так достаточно велика, ослабляется.

Обработка записанных ФКГ проводилась как
вручную, так и в автоматическом режиме. По за-
писанной ЭКГ определялась длительность сер-
дечного цикла Tс как интервал между соседними
R-зубцами (рис. 1а). Считалось, что сигнал S2 на-
чинается в момент времени, равный 0.3Tс, и соот-
ветствует T-зубцу на ЭКГ. Длительность выделяе-
мого сигнала выбиралась равной 300 мс, что суще-
ственно превышает типичную длительность S2,
однако такой интервал позволял учесть физиоло-
гические особенности пациентов. Отметим, что
профили сигналов S2 от цикла к циклу заметно
менялись, поэтому каждый из выделенных сигна-
лов обрабатывался отдельно, а полученные в ре-
зультате временные задержки усреднялись. Для
снижения уровня высокочастотного шума при-
менялся фильтр низких частот, пропускающий
частоты ниже 500 Гц.

Сигнал второго тона S2(t) является нестацио-
нарным, поэтому для его анализа используются
различные частотно-временные преобразования.
Таковыми, например, являются оконное преоб-
разование Фурье [9], вейвлет-анализ [10]. Разде-
ление компонент сигнала второго тона целесооб-
разно проводить с помощью преобразования
Вигнера–Вилла (В–В), поскольку оно обеспечи-
вает наилучшее разрешение в частотно-временной
области для чирпированных импульсов [11, 12]:

(1)
∞

− π

−∞

τ τ + τ −= 
22 2 ,( , ) ( ) * ( )e j ftP f y yt t dt

где y(t) – комплексный аналитический сигнал, f –
частота, * – знак комплексного сопряжения, j –
мнимая единица. Сигнал y(t) связан с измеряе-
мым сигналом второго тона S2(t) соотношением

 где H(t) – преобразование
Гильберта:

(2)

Величина P(τ, f) может рассматриваться в каче-
стве оценки плотности энергии сигнала на дан-
ной частоте в фиксированный момент времени.
В спектре сигнала S2(t) высокие частоты суще-
ствуют ограниченное время, не превышающее 20 мс,
остальное время преобладают относительно низ-
кие частоты 35–40 Гц. Если задержка между ком-
понентами превышает 40 мс, то функция P(τ, f)
имеет в частотно-временной области два выра-
женных максимума, соответствующих энергети-
ческим центрам аортальной и легочной компонент.
Длительность интервала между этими максимума-
ми соответствует времени Δt. Для нахождения ком-
понент при меньших задержках проводилось про-
пускание сигнала S2(t) через фильтры, срезающие
низкие частоты. Частота среза увеличивалась по-
следовательно с 30 до 100 Гц с шагом 5 Гц [13]. На
каждом шаге фильтрации строилось преобразо-
вание В–В отфильтрованного сигнала и опреде-
лялись локальные максимумы, соответствующие
энергетическим центрам компонент. В ряде слу-
чаев положение одной из компонент определя-
лось по виду преобразования В–В сигнала S2(t),
построенного без фильтрации, а положение вто-
рой компоненты определялось и уточнялось по
отфильтрованным сигналам. При Δt < 10 мс раз-
делить компоненты описанным методом практи-
чески невозможно, что накладывает определен-
ные ограничения на его использование.

На рис. 2 изображены сигналы второго тона S2,
измеренные у пациента с ЛГ (рис. 2а) и у пациен-
та с нормальным значением ДЛА (рис. 2б). У па-
циента с ЛГ сигнал явно разделяется на два им-
пульса. На преобразовании В–В, построенном
для этого сигнала, различимы две отдельные об-
ласти, соответствующие аортальной А2 и легоч-
ной Р2 компонентам (рис. 2в). Временная за-
держка Δt определяется как интервал между их
энергетическими центрами. Появление легоч-
ной компоненты в момент времени 70 мс хорошо
видно на рис. 2в. В момент появления легочной
компоненты в ее спектре присутствуют составля-
ющие с частотами 100–120 Гц. Наличие в спектре
высоких частот может являться дополнительным
признаком ЛГ. Отметим, что на рис. 2в в интервале
40–70 мс видны интерференционные полосы –
артефакты, связанные с нелинейностью преобра-
зования В–В [13]. При малых задержках влияние

= +2( ) () ),( S t jH ty t

+∞
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=
−π 
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этих артефактов становится значительным, по-
этому планируется использовать сглаженное пре-
образование В–В [12, 14]. Однако вид временного
окна и его длительность пока не оптимизированы.
У пациента с нормальным значением ДЛА сигнал
S2 не разделяется на компоненты независимо от
фильтрации, и на преобразовании В–В присут-
ствует только одна область (рис. 2г).

РЕЗУЛЬТАТЫ

В работе была проанализирована выборка из
113 пациентов, 96 из которых с диагнозом ЛГ
(85%), и у 17 (15%) ДЛА было в норме. У пациен-
тов без ЛГ величина ДЛА, по этическим сообра-
жениям, определялась методом ЭхоКГ, а пациен-
там с ЛГ проводилась КПОС. Для большинства
пациентов с ЛГ имеются записи временных про-
филей давления в различных отделах сердца, из-
меренные во время катетеризации. Из общего
числа обследованных пациентов с диагнозом ЛГ
разделить сигнал второго тона на компоненты и
измерить задержку между ними удалось только у
53. Результаты измерений задержки для первых
46 пациентов были использованы для построения

зависимости Δt от величины ср. ДЛА, полученной
при катетеризации (символы на рис. 3а). Экспе-
риментальная зависимость была аппроксимиро-
вана кубическим полиномом:

(3)

где x – ср. ДЛА в мм рт. ст. Величина коэффици-
ента детерминации (R2 = 0.86) свидетельствует о
достаточно хорошей корреляции выбранной
аппроксимирующей зависимости и измерен-
ных значений. В диапазоне значений ср. ДЛА
35–50 мм рт. ст. задержка растет практически ли-
нейно с увеличением давления. Начиная со зна-
чений ср. ДЛА 55 мм рт. ст. рост задержки умень-
шается, а при значениях ср. ДЛА, превышающих
70 мм рт. ст., величина Δt стабилизируется на
уровне 50–55 мс. Полученная аналитическая за-
висимость (3) была использована в дальнейшем
для предсказания величины ср. ДЛА у семи паци-
ентов по измеренной задержке Δt. Результаты
предсказания показаны на рис. 3б, где по гори-
зонтальной и вертикальной осям отложены вели-
чины ср. ДЛА, определенные при КПОС и рас-
считанные по формуле (3) с использованием из-
меренных значений Δt соответственно. В случае

−Δ = − + − + ×2 4 3[ms] 218 10.23 0.132 5.8 10 ,t x x x

Рис. 2. Сигналы S2 пациентов с (а) – повышенным и (б) – нормальным значениями ДЛА, полученные после фильтра-
ции высоких частот с частотой отсечки 60 Гц. (в, г) – Вид преобразования Вигнера–Вилла для этих же сигналов.
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совпадения значений ср. ДЛА, полученных обои-
ми методами, все точки на рис. 3б должны лежать
на прямой линии с коэффициентом пропорцио-
нальности единица. Для пяти пациентов из семи
отмечено соответствие в пределах погрешности
измерений предсказанных значений ср. ДЛА из-
меренным КПОС. Для этих пациентов коэффи-
циент детерминации R2 = 0.83, что свидетельству-
ет о достаточно высокой корреляции результатов,
полученных двумя методами. При учете результатов
измерений двух пациентов, отмеченных кружками
на рис. 3б, коэффициент детерминации умень-
шается до 0.1. Это означает, что в целом для вы-
борки из семи пациентов корреляция предска-
занных и измеренных значений довольна слабая.
Поэтому, наряду с измерениями задержки между
компонентами второго тона следует использовать
дополнительные признаки сигналов ФКГ для
уточнения результатов неинвазивного измерения
ДЛА. Отметим также, что погрешность предска-
занных значений для ср. ДЛА, превышающих
55 мм рт. ст., возрастает вследствие уже отмечен-
ной слабой зависимости Δt от ср. ДЛА в этом диа-
пазоне давлений.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В ряде работ [7, 8] предлагается использовать
задержку, нормированную на период сердечного
цикла Tc: NSI = Δt/Tc. Частота сердечных сокра-
щений варьируется в достаточно широких преде-
лах у различных пациентов. Даже в процессе про-
ведения измерений ФКГ частота сердечного ритма
у одного и того же пациента может изменяться в
зависимости от нагрузки и эмоционального со-
стояния. Зависимость Δt/Tc от ср. ДЛА может
быть универсальной для пациентов с различной

частотой сердечного цикла. В наших измерениях
величина Δt/Tc варьировалась от 1 до 7% в зависимо-
сти от пациента. Такой большой диапазон (в 7 раз)
приводит к растягиванию масштаба по вертикали
на графике зависимости Δt/Tc от ср. ДЛА, увели-
чению разброса данных и уменьшению коэффи-
циента детерминации при аппроксимации дан-
ных полиномиальной зависимостью (R2 ≈ 0.7).
Поэтому было решено в качестве основного пара-
метра оставить Δt. Возможно, что нормированная
задержка Δt/Tc может быть полезна для оценки
ср. ДЛА у одного и того же пациента при условии
значительной вариабельности частоты его сер-
дечного ритма.

Наряду с зависимостью Δt(ср. ДЛА) была по-
строена и проанализирована зависимость Δt от
величины систолического ДЛА (СДЛА). Вариа-
бельность СДЛА оказалась выше, чем ср. ДЛА,
что привело к дополнительному разбросу данных
на графике зависимости Δt(СДЛА) и снижению ко-
эффициента детерминации при аппроксимации
данных полиномиальной зависимостью (R2 ≈ 0.65).

Зависимость Δt(ср. ДЛА) у пациентов с разде-
ляющимися аортальной и легочной компонента-
ми оказалась наиболее подходящей для оценки
величины ср. ДЛА. Этот экспериментально уста-
новленный факт не является очевидным, по-
скольку основным параметром, управляющим
процессом звукообразования при схлопывании
створок легочного клапана, является перепад
давления в правом желудочке (ПЖ) и ЛА [4–6].
Для объяснения роли именно величины ср. ДЛА
можно предложить несколько механизмов. В ос-
нове формирования времени задержки лежит не-
синхронное сокращение и расслабление желу-
дочков сердца вследствие повышенной нагрузки

Рис. 3. (а) – Зависимость рассчитанной задержки между компонентами А2 и Р2 от ср. ДЛА, измеренного при катете-
ризации (символы). Аппроксимация кубическим полиномом показана сплошной линией. (б) – Результат предсказа-
ния ср. ДЛА для семи пациентов по аппроксимационной зависимости (3).

40

30

20

10

50

60
(а)

7050 6040
ср. ДЛА, мм рт. ст.

Δt
, м

с

55

50

60

65
(б)

6550 55 6045
Измеренное ср. ДЛА, мм рт. ст.

П
ре

дс
ка

за
нн

ое
 с

р.
 Д

Л
А

, м
м

 р
т.

 с
т.



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 5  2020

ЧАСТОТНО-ВРЕМЕННОЙ АНАЛИЗ ЗВУКОВ 561

на ПЖ и вызванных ею изменений правого желу-
дочка. Повышенная нагрузка на ПЖ определяет-
ся именно ср. ДЛА, так как этот показатель менее
зависит от других параметров гемодинамики, и в
большей степени определяется легочным сосуди-
стым сопротивлением, которое, в свою очередь,
отражает степень поражения (стенозирования)
легочных артерий. Систолическое же давление
является производной величиной не только от ле-
гочного сосудистого сопротивления, но и пара-
метров гемодинамики (например, наполнения
ПЖ, которое в свою очередь, зависит от венозно-
го возврата, объема циркулирующей крови, по-
датливости миокарда ПЖ, сердечного ритма и его
частоты), а также сократительной функции ПЖ и
податливости стенок магистральных легочных
артерий. СДЛА обуславливается главным обра-
зом ударным объемом крови ПЖ, максимальной
скоростью ее изгнания и растяжимостью стенок
ЛА. Чем выше будут вышеуказанные параметры,
тем выше будет, соответственно, величина СДЛА.
Поэтому при одних и тех же значениях ср. ДЛА
систолическое давление варьируется в достаточ-
но широких пределах. Возможно, что были по-
грешности в определении СДЛА при катетериза-
ции из-за дыхательной вариабельности измере-
ний. Необходимо также учесть, что измерения
ФКГ и проведение КПОС были разнесены по
времени (от нескольких часов до суток), и только
у нескольких пациентов они проводились одно-
моментно в рентгеноперационной.

Еще раз следует отметить, что предложенный
метод оценки давления в ЛА может быть исполь-
зован только в случае разделения сигнала второго
тона сердца S2 на аортальную и легочную компо-
ненты. Это условие является серьезным ограни-
чением метода, поскольку только примерно у
50% обследованных пациентов эти компоненты в
нашем исследовании разделились в частотно-
временной области. Требуется также уточнить
корреляционную зависимость Δt(ср. ДЛА) для па-
циентов с начальной и умеренной ЛГ, у которых
ср. ДЛА лежит в диапазоне 25–45 мм рт. ст. В насто-
ящее время ведется работа в данном направлении.

Теоретический анализ генерации колебаний,
возникающих при захлопывании легочного кла-
пана, показал, что спектр колебаний упругих сте-
нок ЛА при их дополнительном растяжении сме-
щается в высокочастотную область. Такое растя-
жение стенок может вызываться повышенным
давлением крови в ЛА. Поэтому анализ спек-
трального состава сигнала второго тона сердца S2
и присутствие в нем высокочастотных компонент
может обеспечить дополнительную информацию
о величине давления в ЛА.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Показано, что при условии разделения сигна-

ла второго тона на компоненты существует до-
статочно хорошая корреляция между временем
задержки Δt и величиной ср. ДЛА. Если время
задержки изменяется в диапазоне 10–50 мс, то
величину ср. ДЛА можно оценить, и она с досто-
верностью порядка 80% будет находиться в пре-
делах 35–65 мм рт. ст. При времени задержки,
превышающем 55 мс, значение ср. ДЛА не пред-
сказывается; можно только предполагать, что
ср. ДЛА высокое и превышает 70 мм рт. ст. За-
держка Δt менее 10 мс не измеряется описанным
выше методом. Следует отметить, что даже при раз-
делении сигнала второго тона на компоненты,
предсказание ср. ДЛА по измеренной задержке у
ряда пациентов оказалось довольно неточным. По-
этому продолжается поиск дополнительных при-
знаков в сигналах ФКГ, которые позволили бы по-
высить точность и надежность предсказания ДЛА.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ, грант № 18-02-00736.
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При зондировании легких человека с использованием техники сжатия импульса в низкочастотном
диапазоне 80–1000 Гц установлено преимущественное звукопроведение к поверхности грудной
клетки через паренхиму легких продольных, а не сдвиговых волн со скоростями распространения
от 100 до 15 м/с. При зондировании через рот для первых 2–3 приходов выявлена значимая разница
эффективных углов падения фронта волны зондирующего сигнала на поверхность грудной клетки,
подтверждающая ранее сформулированные представления о воздушно-структурном и структурном
механизмах проведения звука из просвета бронхиального дерева на стенку грудной клетки. При
зондировании с поверхности тела из надключичной области наблюдаются 2 низкоскоростных при-
хода (15–50 м/с), эффективные углы падения которых по вертикали свидетельствует о структурном
звукопроведении от точечного источника, образованного штампом виброизлучателя. При зондирова-
нии виброизлучателем с поверхности грудной клетки в высокочастотном диапазоне 10–19 кГц уста-
новлено существование низкоскоростных приходов со скоростями распространения 50–150 м/с,
трактуемых как результат распространения продольной звуковой волны по паренхиме легких, и на-
личие высокоскоростных приходов со скоростями 150–1000 м/с, связываемых с распространением
продольной волны по плотным тканям грудной клетки. Выявлена зависимость соотношения ам-
плитуд пиков низкоскоростных и высокоскоростных приходов от воздухонаполнения паренхимы
легких. Низкоскоростное распространение продольных звуковых волн в обоих диапазонах частот
гипотетически объяснено с позиций модели “эффективной” водоподобной среды с микропузырь-
ками воздуха.

Ключевые слова: сложные сигналы, акселерометр, свертка, приходы сигнала, звукопроведение, ско-
рость звука, грудная клетка, моделирование
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ВВЕДЕНИЕ
В 1816 году Р. Лаэннек изобрел метод аускуль-

тации легких с помощью стетоскопа, устанавли-
ваемого на поверхности грудной клетки. Эта не-
инвазивная методика широко применяется во
врачебной практике уже в течение почти двух сто-
летий. Однако она носит субъективный характер
и не соответствует требованиям современной до-
казательной медицины.

Интенсивные исследования по объективиза-
ции акустических феноменов дыхания ведутся с
70-х годов прошлого века [1]. Тем не менее на-
дежные диагностические методики все еще не со-
зданы. В частности, до сих пор не достигнуты
успехи в создании низкочастотной акустической
визуализации или томографии легких [2]. Одна из
основных проблем – слабая изученность распро-

странения звуков в дыхательной системе челове-
ка [3, 4].

Прежние исследования звукопроведения в
легких человека касались преимущественно дав-
но используемого на практике низкочастотного
диапазона до 1000 Гц, характеризуемого скоро-
стями распространения звуковых волн в пределах
15–200 м/с [5]. На более высоких частотах звуко-
проведение считалось невозможным из-за повы-
шенного затухания в тканях паренхимы легких.
Однако недавно был экспериментально выявлен
неожиданный феномен дополнительного “аку-
стического окна прозрачности” легких человека в
высокочастотном диапазоне 10–40 кГц, характе-
ризуемого скоростью звука около 1000 м/с [6]. Та-
ким образом, исследуемая акустическая картина
еще более усложнилась.
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Авторами предложен оригинальный метод
зондирования легких человека [7] путем подачи
сложных сигналов в рот и с поверхности грудной
клетки и вычисления взаимно-корреляционной
функции излученного и принятого на поверхно-
сти грудной клетки сигналов. Этот метод известен
в радио- и гидролокации как метод сжатия импуль-
са. Исследования, выполненные с его помощью для
низкочастотного диапазона 80–1000 Гц [7, 8, 5], и
пилотная апробация в высокочастотном диапазо-
не 10–19 кГц, произведенная с использованием
акустических датчиков для низкочастотного диа-
пазона [9], позволили экспериментально выявить
наличие нескольких путей проведения звуковых
волн к поверхности грудной клетки, отличаю-
щихся скоростью распространения. Обнаружено,
в частности, наличие низкоскоростных приходов
звуковой волны, результирующая скорость звука
которых близка в обоих частотных диапазонах.

Целью данной работы является дальнейшее изу-
чение характеристик распространения звука через
легкие человека in vivo в диапазонах частот 80–
1000 Гц и 10–19 кГц при трансмиссионном зонди-
ровании с помощью метода сжатия импульса.

ОБЗОР МОДЕЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ
О РАСПРОСТРАНЕНИИ ЗВУКОВЫХ ВОЛН

В ЛЕГКИХ ЧЕЛОВЕКА

В связи с отсутствием строгой теории, рассмот-
рим имеющиеся к настоящему времени эмпириче-
ские представления, неизбежно, по своему харак-
теру, весьма приближенные. Исследуемый аку-
стический тракт ограничен поверхностью
грудной клетки (порядка 30 см в диаметре для
взрослого человека). Внутренняя часть грудной
клетки заполнена легочной паренхимой, пред-
ставляющей собой смесь микропузырьков возду-
ха и водоподобной ткани.

Скорость звука для продольной волны часто-
той ниже 1 кГц в такой среде согласно модели
“эффективной среды” определяется сжимаемо-
стью воздуха в пузырьках и плотностью тканей
(близкой к воде) [10]. В результате, расчетная ско-
рость звука в паренхиме легких имеет низкое зна-
чение около 20–30 м/с. Последнее значение на
частотах 100–300 Гц (диапазон наиболее интен-
сивного звукопроведения) дает длину продоль-
ной звуковой волны λ = 30…10 см, при этом вол-
новой размер исследуемой области составляет
(1…3)λ.

Существует возможность и иного представле-
ния рассматриваемой среды – в виде поро-вязко-
эластичной модели Био [11]. В последнем случае
согласно численным оценкам [11] существует
быстрая продольная волна со скоростями распро-
странения в пределах 25–50 м/с и медленная про-
дольная волна – со скоростями распространения

около 5 м/с. Кроме того, имеет место и сдвиговая
волна со скоростью распространения 2–3 м/с.

Основными особенностями паренхимы лег-
ких как акустической среды в диапазоне частот
ниже 1 кГц являются высокое затухание (от 3 до
20 дБ/см [11]), которое в сочетании с расхождени-
ем волнового фронта от источника позволяет
пренебречь отраженными и переотраженными
звуковыми волнами [12], а также очень малое значе-
ние модуля сдвига, которое, в сочетании с высоким
затуханием, не должно допускать распространения
сдвиговых волн на существенные дистанции (из
глубины грудной клетки на ее поверхность). Одна-
ко последнее утверждение ранее экспериментально
не проверялось.

Таким образом, исходя из модельных сообра-
жений, для диапазона частот ниже 1 кГц мы при-
шли к приближенной акустической модели,
представляющей источник (чаще точечный), ко-
торый излучает в неограниченную среду [3]. До-
пустимость подхода, связанного с распростране-
нием звуковых волн внутри грудной клетки чело-
века в этом частотном диапазоне, вытекает из
полученных в работе [5] результатов эксперимен-
тальной оценки близости скоростей распростра-
нения зондирующего сигнала при измерении в
нескольких точках поверхности грудной клетки.
Однако измерения акустических характеристик
источника излучения обычно приходится выпол-
нять в его ближней волновой зоне. При этом аку-
стические датчики при диаметре контактирую-
щей с поверхностью тела области 25 мм имеют в
низкочастотном диапазоне небольшие волновые
размеры, что позволяет предположить, что пада-
ющая на них звуковая волна может считаться ло-
кально плоской (кривизной фронта волны можно
пренебречь).

Паренхима легких отделена от внешней среды
стенкой грудной клетки, образованной мягкими
тканями. Скорость продольных звуковых волн в
стенке грудной клетки близка к скорости звука в
воде. Так как толщина стенки грудной клетки со-
ставляет 2–3 см (волновой размер λ/1000), в вол-
новом смысле она может быть представлена тон-
ким слоем, лежащим на акустически мягкой гра-
нице, на которой размещены акустические
датчики. Однако сдвиговой жесткостью этих тка-
ней пренебречь уже не представляется возмож-
ным. Дело в том, что именно сдвиговая жесткость
этого тонкого слоя в проекции установочной по-
верхности датчика [3] в сочетании с массой само-
го акустического датчика определяет частоту ре-
зонанса его подвеса (установки), которая влияет
на амплитудно-частотную характеристику (АЧХ)
акустических датчиков [13].

Поскольку далее будут рассматриваться ре-
зультаты, полученные с использованием датчи-
ков акселерометрического типа, проанализируем
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более подробно особенности их функционирова-
ния на поверхности грудной клетки. Как было
показано ранее [13], при характерных массо-габа-
ритах однокомпонентных датчиков этого типа
(акселерометр массой 7.5 г, установленный на
эбонитовом основании диаметром 25 мм) частота
резонанса подвеса для них лежит в районе f0 =
= 90–150 Гц. Причем резонанс, вследствие суще-
ственного затухания сдвиговых колебаний, отли-
чается низкой добротностью. В результате, на ча-
стотах, начиная примерно с 120–225 Гц (1.5 f0), ак-
селерометрический датчик, ориентированный
осью чувствительности нормально к поверхности
тела, для продольной звуковой волны, бегущей
изнутри грудной клетки, представляет собой при-
емник колебательной скорости. Тогда как на ча-
стотах ниже 60–100 Гц (f0/1.5) он будет вести себя
как приемник колебательного ускорения – аксе-
лерометр [13].

При установке на том же основании втрое бо-
лее массивного трехкомпонентного акселеромет-
ра, согласно известной формуле для частоты ре-
зонанса подвеса [13] произойдет ее снижение в
(3)0.5 = 1.73 раза, т.е. примерно до 52–87 Гц.

При работе датчика существенно выше часто-
ты резонанса подвеса его колебания отстают от
колебаний среды, что порождает сдвиговые “об-
текающие препятствие” смещения тканей по-
верхностного слоя среды примерно в области
проекции его установки на поверхность тела при
падении продольной волны в нормальном на-
правлении. Наблюдаемая картина схожа с вибро-
изолирующим эффектом армированного резино-
вого виброизолятора [14] и описана нами ранее в [3].
Именно сдвиговая жесткость тонкого поверх-
ностного слоя биологических тканей (меньшая,
чем продольная) определяет в этом случае упру-
гость подвеса и частоту резонанса подвеса датчи-
ка. Аналогично влияние сдвиговой жесткости
тонкого слоя будет сказываться при возбуждении
сдвиговых осцилляций датчика на поверхности
тонкого слоя продольной волной (или ее проек-
цией), падающей на него с тангенциальных на-
правлений. Следовательно, при малых в волно-
вом смысле размерах датчика можно с некоторой
осторожностью (экспериментальных данных нет)
предположить, что относительные чувствитель-
ности продольной и тангенциальных компонент
трехкомпонентного акселерометра будут близки,
по крайней мере, на частотах выше 1.5f0, т.е. при-
мерно с 80–130 Гц, а, значит, и в основной части
исследуемого низкочастотного диапазона.

Что касается диапазона частот 10–20 кГц, то на
средней частоте 15 кГц при скорости звука 1000 м/с
длина продольной звуковой волны составит 6.7 см,
а при скорости звука 100 м/с–6.7 мм соответ-
ственно. Особенности затухания звука в паренхи-
ме легких в этом диапазоне частот совершенно

неизвестны. Кроме того, здесь уже нельзя прене-
брегать направленностью акустического датчика
(диаметр воспринимающей поверхности 25 мм
при скорости звука 100 м/с составляет 3.7λ) и, хо-
тя и в меньшей степени, источника излучения
(диаметр штампа 10 мм составляет 1.5λ). Именно
поэтому исследование звукопроведения в данном
диапазоне частот будет выполнено при насколько
возможно противолежащих (оппозитных) по от-
ношению к торсу добровольцев положениях виб-
ростенда и акустических датчиков, лежащих на
противоположных половинах грудной клетки, с
целью сближения ориентации акустических осей
их излучения/приема.

Можно было бы ожидать, что используемые
для регистрации проведенного зондирующего
сигнала однокомпонентные акселерометриче-
ские датчики в высокочастотном диапазоне 10–
20 кГц за счет эффекта виброизоляции подвеса в
рамках рассмотренной выше модели [13] должны
быть полностью развязаны от колебаний поверх-
ности тела и потому совершенно нечувствитель-
ны к колебательной скорости продольной волны,
бегущей изнутри грудной клетки. Однако на
практике в этом диапазоне, напротив, наблюда-
ются достаточно мощные отклики датчиков на
зондирующий сигнал [9]. Объяснение, видимо,
заключается в том, что в столь высокочастотном
диапазоне (10–19 кГц) датчики акселерометриче-
ского типа воспринимают колебательное ускоре-
ние присоединенной (соколеблющейся) массы
среды [16], т.е. вновь начинают вести себя как ак-
селерометры.

МЕТОД
Установка для трансмиссионного зондирова-

ния легких человека, описанная ранее [5, 17], до-
полнительно оснащена комплектом устанавлива-
емых на поверхности грудной клетки однокомпо-
нентных датчиков акселерометрического типа,
способных работать сразу в обоих исследуемых ча-
стотных диапазонах (выполнены на основе акселе-
рометров 333B52 (PCB Piezotronics), имеющих ча-
стоту собственного резонанса около 35 кГц), и 3-х
компонентным акселерометрическим датчиком
для диапазона частот 80–1000 Гц (выполненным
на акселерометре 317A41 (PCB Piezotronics)).

При этом нужно заметить, что однокомпо-
нентные акселерометрические датчики преиму-
щественно реагируют на продольную волну, то-
гда как тангенциально ориентированные компо-
ненты 3-х компонентного акселерометрического
датчика могут регистрировать как сдвиговые вол-
ны, так и составляющие продольной волны, при-
ходящей под значительным углом падения (углом
к нормали к поверхности установки датчика).
Разделить продольные и сдвиговые волны можно
будет, только если они имеют различные скоро-
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сти распространения. Тем не менее, если предпо-
ложение о близости чувствительностей каналов
акселерометра выполняется, то для составляю-
щих продольных волн можно определить отно-
шение амплитуд сигнала в тангенциальных и
продольном направлениях, и через функции
arctg(Uvt/Ul), arctg(Uht/Ul), где vt – вертикальная
тангенциальная, ht – горизонтальная тангенци-
альная, l – продольная компоненты, попытаться
оценить углы падения фронта звуковой волны на
датчик в вертикальном и горизонтальном направ-
лениях соответственно, по аналогии с тем, как
это сделано ранее для подводных векторных при-
емников (например, [15]).

Регистрация сигналов от указанных датчиков
через соответствующие цепи питания предвари-
тельных усилителей осуществлялась на 16-каналь-
ном электронном самописце Powerlab (ADInstru-
ments), обеспечивающем запись и отображение вре-
менных реализаций величин электрического
напряжения (в вольтах), подаваемых на вход
каждого из каналов.

Для низкочастотного диапазона 80–1000 Гц в
качестве зондирующего сигнала был использован
фазоманипулированный (ФМ) сигнал, представ-
ляющий собой совокупность разнесенных по
времени М-кодированных (основание – 511 от-
счетов) последовательностей с тремя различными
несущими частотами 200, 300, 750 Гц [7], частота
дискретизации 10 кГц. Для высокочастотного
диапазона в качестве зондирующих сигналов ис-
пользован линейно частотно-модулированный
(ЛЧМ) сигнал с полосой частот 10–19 кГц и про-
должительностью перестройки 6 секунд. Верхний
предел частоты сигналов этого диапазона ограни-
чен 19 кГц, чтобы обеспечить выполнение прави-
ла Найквиста при частоте дискретизации 40 кГц.

Описанные сигналы излучались в дыхатель-
ную систему человека через рот электродинами-
ческим громкоговорителем [17], оснащенным
трубкой со сменным одноразовым фильтром, в

низкочастотном диапазоне, а с поверхности груд-
ной клетки – компактным вибростендом 4810
Brüel&Kjær в обоих частотных диапазонах. Излу-
чатели управлялись аналоговым сигналом с ЦАП
профессиональной выносной звуковой карты
Transit, M-Audio персонального компьютера, ге-
нерируемым с частотой дискретизации 96 кГц.
Сигнал на излучатели подавался через усилитель
мощности 860 PHONIC MAX.

Используемые точки установки акустических
датчиков и проекции штампа виброболта вибро-
стенда на поверхности грудной клетки показаны
на рис. 1. Акустические датчики приклеивались
на медицинскую двустороннюю клеящую ленту,
а вибростенд удерживался рукой оператора с
обеспечением ориентации оси виброболта при-
мерно по нормали к поверхности грудной клетки.
В эксперименте было задействовано 4 доброволь-
ца, давших информированное согласие на уча-
стие в эксперименте.

При обработке сигналов вычислялся коэффи-
циент взаимной корреляции (1), показываю-
щий степень корреляции между излученной ре-
пликой сигнала x (на выходе звуковой карты) и
принятым сигналом y в каналах 16-канального
самописца

(1)

где Fxy – взаимно-корреляционная функция ре-
плики излученного сигнала х и принятого сигна-
ла у; Fxx(0) – максимум автокорреляционной
функции сигнала x, а Fyy(0) – сигнала y. При этом
информация об относительных амплитудах при-
нятых сигналов теряется. Для того чтобы выделить
и эту информацию, по аналогии с передаточной
функцией введена нормировка взаимно-корреля-
ционной функции на максимум автокорреляци-
онной функции реплики излучаемого сигнала x

(2)

Полученный корреляционный коэффициент
(2) линейно зависит от амплитуды принятого

сигнала, тогда как амплитуда реплики излучен-
ного (записываемой на канал 1 самописца) оста-
ется постоянной. Величина  может быть пред-
ставлена и в логарифмическом масштабе, что
оказалось удобным для анализа звукопроведения
в высокочастотном диапазоне.

Для функций ,  рассчитывались огиба-
ющие Гильберта, в результате чего получались
графики, обычно называемые свертками зонди-
рующего и принятого сигналов. На рис. 2 в каче-
стве примера показаны отклики излученного
ЛЧМ сигнала высокочастотного диапазона (ка-
нал самописца № 1) и датчика № 7 (канал само-

Rxy

= ,
(0) (0)
FxyRxy

Fxx Fyy

= = .
(0)(0) (0)

Fxy FxyTxy
FxxFxx Fxx

Txy

Txy

Rxy Txy

Рис. 1. Схема точек установки акселерометрических
датчиков (№ 2–14) и проекции штампа виброболта
вибростенда (Б1–Б4) на торсе обследуемого.
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писца № 7), а также амплитуда функции  и ее
огибающая.

Каждый пик свертки в соответствии с общеиз-
вестными радио- и гидролокационными соображе-
ниями, а также нашим опытом [5, 7–9], трактуется
как отдельный приход зондирующего сигнала (зву-
ковой волны), имеющий свою определенную вре-
менную задержку. Каждый такой приход сигнала
распознавался автоматическии (рис. 2). При этом
максимумы огибающей Rxy находились путем
численного дифференцирования, выделялись
максимумы, превышающие пороговое значение.
Пороговое значение устанавливалось равным
максимальному уровню боковых лепестков отно-
сительно основного лепестка автокорреляцион-
ной функции – для сигнала ФМ 15%, для сигнала
ЛЧМ 18%. Кроме того, использовалось дополни-
тельное требование – абсолютный уровень Rxy
обнаруженного пика должен быть выше 0.1. Со-
ответствующие указанным условиям пики отме-
чались метками и далее переносились на графики
функции Txy.

Rxy Результирующая скорость распространения
звуковой волны для каждого прихода сигнала
рассчитана по прямо измеренному пелвиметром
расстоянию между центром следа проекции
штампа виброболта вибростенда на поверхности
тела (или 2-го трахеального акселерометрическо-
го датчика при зондировании через рот, с учетом
поправки на время распространения зондирую-
щего сигнала от контрольного датчика у рта до дат-
чика № 2 [5]) и центром позиции конкретного
приемного акустического датчика, отнесенному к
временной задержке, определяемой по свертке.
Рассчитанные значения скорости звука обозначе-
ны цифрами над пиками свертки (рис. 2 и далее).

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОВЕДЕНИЯ ЗВУКА
В ДИАПАЗОНЕ ЧАСТОТ 80–1000 ГЦ

3-Х КОМПОНЕНТНЫМ 
АКСЕЛЕРОМЕТРИЧЕСКИМ ДАТЧИКОМ

Зондирование легких осуществлялось при из-
лучении ФМ сигнала через рот на спокойном вы-

Рис. 2. Характерный вид сигналов при зондировании высокочастотным сигналом 10–19 кГц (трасса Б1 – т. 7, добро-
волец Ш.) при спокойном дыхании (HF1): Канал 1 – реплика излученного виброизлучателем ЛЧМ сигнала (канал 1
самописца), Канал 7 – отклик датчика № 7 (Канал 7 самописца), Rxy – коэффициент взаимной корреляции откликов,
его огибающая – свертка, точки – выделенные пики огибающей, цифры– результирующая скорость звука, м/с.
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дохе [7], тогда как зондирование легких с поверх-
ности грудной клетки виброизлучателем выпол-
нялось при спокойном дыхании.

Характерные свертки для откликов трех ком-
понент трехкомпонентного акселерометрическо-
го датчика, установленного в т. 7 на одном и том же
добровольце, на излучение низкочастотного зонди-
рующего сигнала в рот представлены на рис. 3, а на

излучение вибростендом из точки Б1 – на рис. 4.
Положение и ориентация трехкомпонентного
датчика одни и те же: кривая 1 – продольная ком-
понента с нормальной ориентацией к поверхно-
сти грудной клетки, кривая 2 – вертикальная тан-
генциальная компонента, кривая 3 – горизон-
тальная тангенциальная компонента.

Первое, на что следует обратить внимание на
рис. 3, – это хорошо выраженные пики свертки по
продольной компоненте акселерометрического
датчика. Обычно в нижних отделах легких при
зондировании через рот наблюдается 3 таких пика,
характеризующих приходы зондирующего сигна-
ла. Амплитуды этих пиков (приходов) существен-
но превышают (в 2–10 раз) пики, наблюдаемые
при сходных задержках времени на свертках тан-
генциальных компонент акселерометрического
датчика.

Скорости значимых по амплитуде приходов,
определяемых по пикам сверток каналов акселе-
рометра, лежат в пределах 15–111 м/с. Этот диапа-
зон скоростей распространения хорошо согласу-
ется с данными, полученными для той же полосы
частот 80–1000 Гц на обширной выборке обследу-
емых ранее [5], и характерен для распространения
продольной звуковой волны. Действительно, если
бы было существенным распространение через па-
ренхиму легких сдвиговых волн, соотношение ам-
плитуд пиков сверток каналов акселерометра
(рис. 3) изменилось бы в пользу тангенциальных
каналов. Что касается возможности распростране-
ния сдвиговых волн по поверхности грудной стен-
ки, то выявленные ранее при этом скорости рас-
пространения 2–3 м/с [18, 11] для наблюдаемых в
случае зондирования через рот приходов не обна-
руживаются вовсе.

Итак, если вкладом сдвиговых и поверхност-
ных волн при зондировании через рот можно пре-
небречь, то через отношения амплитуд пиков в
каналах акселерометрического датчика появляет-
ся возможность оценить углы падения фронта
продольной волны (волн) на участок поверхности
тела, где размещен акселерометрический датчик.
Для случая, показанного на рис. 3, эти оценки
приведены в табл. 1.

Как следует из табл. 1, первый приход зонди-
рующего сигнала имеет очень малые углы падения
и по вертикали, и по горизонтали, и, следователь-
но, характеризует продольную звуковую волну,
распространяющуюся почти по нормали к оси
чувствительности этой компоненты акселеромет-
ра. Такое распространение характерно для так на-
зываемого “воздушно-структурного” механизма
звукопроведения [3], когда звуковая волна, излу-
чаемая в полость рта, большую часть пути до дат-
чика пробегает по просвету дыхательных путей и
переизлучается в паренхиму легких только на
уровне достаточно удаленных (дистальных) мел-

Рис. 3. Огибающие Гильберта функции Txy для трех-
компонентного акселерометрического датчика в точ-
ке 7 при зондировании через рот (доброволец С): кри-
вая 1 – продольная компонента с нормальной ориен-
тацией к поверхности грудной клетки, кривая 2 –
вертикальная тангенциальная компонента, кривая
3 – горизонтальная тангенциальная компонента.
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Рис. 4. Огибающие Гильберта функции Txy для трех-
компонентного акселерометрическогодатчика в точ-
ке 7 при зондировании вибростендом из точки Б1
(доброволец С): кривая 1 – продольная компонента с
нормальной ориентацией к поверхности грудной
клетки, кривая 2 – вертикальная тангенциальная
компонента, кривая 3 – горизонтальная тангенци-
альная компонента.
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ких бронхов [5]. Кстати, и наблюдаемые скорости
распространения для первого прихода согласуют-
ся с ранее выполненными оценками для этого ме-
ханизма [5].

Второй и третий приходы (рис. 3) характеризу-
ют фронты волн, хотя и распространяющихся с
разными скоростями, но падающими на акусти-
ческий датчик в направлении горизонтали прак-
тически под одним углом. В направлении верти-
кали эти углы различаются немного больше. Од-
нако интересно, что величины этих углов
намного (в 2–2.5 раза) превышают вертикальный
угол, наблюдаемый для 1-го прихода. Сами зна-
чения углов падения для каждого из приходов мо-
гут определяться не слишком точно, поскольку их
оценка требует выполнения ранее высказанного
дискуссионного предположения об идентично-
сти влияния системы подвеса на чувствительно-
сти продольного и тангенциальных каналов трех-
компонентного акселерометрического датчика.
Но значимое изменение углов падения в одних и
тех же условиях излучения и приема означает рас-
пространение сигнала по другому пути или от
другого источника. Судя по результирующим
скоростям 2-го и 3-го приходов, здесь имеет ме-
сто гораздо более длинный ход звуковой волны по
паренхиме легких, чем по просвету дыхательных
путей, как для 1-го прихода. Эти соотношения
длин хода звуковых волн, да и скорости распро-
странения, более характерны для так называемо-
го “структурного” механизма звукопроведения [3],
когда звуковая волна, излучаемая в полость рта,
переизлучается в паренхиму легких из просвета
дыхательных путей на уровне трахеи или крупных
бронхов [5]. Интересно, что первый из этих
“структурных” приходов по скорости распро-
странения 33 м/с близок к предсказаниям скоро-

сти быстрой продольной волны по модели Био
(25–45 м/с), тогда как второй, имеющий скорость
16 м/с – к предсказаниям модели “эффективной
среды” (22 м/с), а вовсе не медленной продоль-
ной волны по модели Био (5 м/с) [11].

Перейдем теперь к оценке результатов зонди-
рования с поверхности грудной клетки (рис. 4,
табл. 2) на том же обследуемом. Обычно в нижних
отделах легких при зондировании с поверхности
грудной клетки наблюдается 2 пика свертки, ха-
рактеризующих приходы зондирующего сигнала.
Интересно, что скорости распространения этих
приходов близки к скоростям 2-го и 3-го прихо-
дов при зондировании через рот. Практически
полная идентичность по скоростям распростра-
нения наблюдается для 2-го прихода при зонди-
ровании с поверхности грудной клетки из пози-
ции Б1 и 3-го прихода при зондировании через
рот. Поскольку при зондировании с поверхности
грудной клетки из точки Б1 штамп виброболта
вибростенда размещен примерно на уровне сере-
дины длины трахеи, отсюда следует, что переиз-
лучение в паренхиму легких звуковой волны,
описываемой 3-м приходом, при зондировании
через рот должно происходить преимущественно
из внутригрудного участка трахеи. Это наблюде-
ние идеально укладывается в модель “структур-
ного” звукопроведения по паренхиме легких [5].
Первый приход сигнала при зондировании с по-
верхности грудной клетки из позиции Б1, будучи
более высокоскоростным, скорее всего, должен
быть связан с звукопроведением по более плотным
тканям легких, например, средостению. Передача
сигнала по плотным тканям грудной клетки в про-
свет трахеи с частичным задействованием “струк-
турного” механизма звукопроведения по просве-
ту дыхательных путей также не исключена. Веро-

Таблица 1. Оценки углов прихода фронта волны при зондировании через рот (рис. 3).

Область 
излучения

Точка
установки 

датчика

№ прихода
на свертке 

(рис. 3)

Отношения пиковых амплитуд компонент 
акселерометра

Uvt/Ul, 
Uht/Ul

Угол падения, 
градусы

Рот 7 1 Горизонтальная тангенциальная/продольная, 
Uht/Ul

0.11 12.4

Рот 7 1 Вертикальная тангенциальная/продольная, 
Uvt/Ul

0.12 13.5

Рот 7 2 Горизонтальная тангенциальная/продольная, 
Uht/Ul

0.27 28.4

Рот 7 2 Вертикальная тангенциальная/продольная, 
Uvt/Ul

0.22 23.8

Рот 7 3 Горизонтальная тангенциальная/продольная, 
Uht/Ul

0.63 32.2

Рот 7 3 Вертикальная тангенциальная/продольная, 
Uvt/Ul

0.30 31.0
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ятным объяснением первого прихода сигнала при
зондировании с поверхности грудной клетки мо-
жет быть и вышеописанная быстрая продольная
волна по модели Био [11].

Что касается соотношения амплитуд пиков
наблюдаемых приходов на свертках (рис. 4), то
здесь разница между продольным и вертикаль-
ным тангенциальным каналами заметно меньше,
чем при зондировании через рот. Поскольку все
условия зондирования идентичны (один и тот же
обследуемый, датчик в одном и том же располо-
жении, меняется только позиция излучателя),
можно, также как и прежде, исключить влияние
сдвиговых волн. Следовательно, можно оценить
и углы падения фронтов волн на акустический
датчик (табл. 2). Как и ранее, сами значения углов
падения для каждого из приходов не слишком
точны, поскольку их оценка требует выполнения
ранее высказанного дискуссионного предполо-
жения об идентичности влияния системы подвеса
на чувствительности продольного и тангенциаль-
ных каналов трехкомпонентного акселерометри-
ческого датчика, однако значимое изменение уг-
лов падения в тех же условиях приема означает
распространение сигнала по другому пути или от
другого источника.

Согласно табл. 2, при зондировании из точки
Б1 фронт волны зондирующего сигнала, характе-
ризуемого 1-м приходом, падает под существен-
ным вертикальным углом, близким к углу паде-
ния 2-го прихода при зондировании через рот.

Угол падения для фронта волны зондирующего
сигнала, характеризуемого 2-м приходом, не-
сколько больше, однако и позиция штампа виб-
ростенда Б1 смещена по направлению к этому
датчику ближе, чем нижняя часть трахеи, предпо-
лагаемая в качестве основного источника “струк-
турного” звукопроведения при зондировании че-
рез рот. В целом, эффективные углы падения
фронта (фронтов) звуковой волны по вертикали
намного больше, чем для первого прихода при
зондировании через рот. Это наблюдение может

быть интерпретировано как результат звукопро-
ведения от точечного источника, образованного
штампом виброизлучателя, непосредственно или
опосредовано через средостение или трахею по
паренхиме легких, по контрасту со случаем “воз-
душно-структурного” звукопроведения при зон-
дировании через рот.

Следует заметить, что при зондировании с по-
верхности грудной клетки на свертках продоль-
ной компоненты трехкомпонентного акселеро-
метра иногда наблюдаются более слабые по ам-
плитуде, чем вышеописанные, пики особо
низкоскоростных приходов (менее 5 м/с), кото-
рые можно трактовать как вызванные колеба-
тельными смещениями штампа виброизлучателя
сдвиговые волны, распространяющиеся по по-
верхности грудной клетки [16, 11]. Вследствие вы-
сокого затухания таких колебаний и большого рас-
стояния между излучателем и акустическим датчи-
ком (в данном случае не менее 20 см) эти сигналы,
вероятно, претерпевают очень существенное
ослабление по сравнению с прошедшими через
паренхиму легких продольными волнами.

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОВЕДЕНИЯ ЗВУКА
В ДИАПАЗОНЕ ЧАСТОТ 10–19 КГЦ

В высокочастотном диапазоне зондирование
легких осуществлялось только виброизлучателем
с поверхности грудной клетки по схеме, показан-
ной на рис. 1. Зондирование через рот в этом диа-
пазоне частот оказалось невозможным вслед-
ствие недостаточного уровня излучаемых дина-
миком сигналов. При выполнении зондирования
обследуемые последовательно выполняли следу-
ющие дыхательные маневры: спокойное дыхание
(HF1), задержку дыхания при максимально глу-
боком вдохе (HF2), задержку дыхания при макси-
мально полном выдохе (HF3). Поскольку при ма-
невре спокойного дыхания (HF1) была выявлена
высокая вариабельность времен и амплитуд при-
ходов сигнала, далее анализировались только ма-

Таблица 2. Оценки углов прихода фронта волны при зондировании с поверхности грудной клетки (рис. 4)

Область 
излучения

Точка 
установки 

датчика

№ прихода
на сверткe

(рис. 4)

Отношения пиковых амплитуд компонент 
акселерометра

Uvt/Ul, 
Uht/Ul

Угол падения, 
градусы

Б1 7 1 Горизонтальная тангенциальная/продольная, 
Uht/Ul

0.13 14.6

Б1 7 1 Вертикальная тангенциальная/продольная, 
Uvt/Ul

0.26 27.5

Б1 7 2 Горизонтальная тангенциальная/продольная, 
Uht/Ul

0.23 24.7

Б1 7 2 Вертикальная тангенциальная/продольная, 
Uvt/Ul

0.54 47.2
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невры с задержками дыхания HF2, HF3, вариа-
бельность при которых оказалась существенно
ниже.

При частоте дискретизации 40 кГц 16-каналь-
ный самописец PowerLab (ADInstruments) обес-
печивал возможность синхронной регистрации
сигналов только для 7 каналов. По этой причине,
а также для снижения влияния направленности
акустических датчиков и виброизлучателя запись
сигналов производилась от датчиков, располо-
женных на противоположных штампу виброизлу-
чателя половинах грудной клетки (оппозитно)
(рис. 1).

Согласно рис. 2 при зондировании в высокоча-
стотном диапазоне, так же как и в низкочастот-
ном, по функции Rxy удается разделять низкоско-
ростные и высокоскоростные приходы звуковых
волн. Таким образом, возможность разложения
полученных сигналов на высокоскоростные и низ-
коскоростные приходы, впервые выявленная ра-
нее [9], подтверждена и на этой, независимой,
выборке обследуемых при использовании специ-
альных высокочастотных акустических датчиков.
Однако приходов в высокочастотном диапазоне
наблюдается гораздо больше, чем в низкочастот-
ном. Это свидетельствует о более сложных зако-
номерностях звукопроведения, зависящих от
ориентации акустических осей направленных
(в этом диапазоне частот) датчиков и излучателей
и, вероятно, включающих переотражение от бо-
лее плотных легочных структур, рефракцию и
дисперсию. На настоящем этапе исследования
разделить эти эффекты не представляется воз-
можным. Тем не менее, чтобы минимизировать,
по крайней мере, влияние переотражений и на-
правленности датчиков/излучателя, рассмотрим
далее звукопроведение на оппозитных трассах
(излучатель и датчик расположены на противоле-
жащих половинах грудной клетки). Углы распо-
ложения источника излучения к акустической
оси приема датчика и расположения датчика к
акустической оси излучения источника прибли-
женно оценивались с помощью транспортира.

Закономерен вопрос, не являются ли некото-
рые из фиксируемых приходов результатом рас-
пространения сдвиговых волн. Исчерпывающе
ответить на этот вопрос пока невозможно, т.к.
трехкомпонентный акселерометрический датчик
не пригоден для высокочастотного диапазона из-
за недостаточно высокой частоты собственного
резонанса чувствительного элемента. Однако при
используемых оппозитных положениях виброиз-
лучателя и датчика, вследствие близкой к оси
приема ориентации акустического датчика на ис-
точник и близкой к оси излучения ориентации
источника на датчик, доминирующим по величи-
не Txy, очевидно, должен считаться вклад распро-
страняющихся прямо вдоль трассы между датчи-

ком и излучателем продольных звуковых волн
(сдвиговые волны в биотканях на тех же дистан-
циях должны затухать в большей степени).

При исследованиях на оппозитных трассах из-
лучатель–датчик установлено существование низ-
коскоростных приходов со скоростями распро-
странения в среднем 50–150 м/с. Их амплитуда
и/или скорость обратно зависят от степени возду-
хонаполнения легких при задержке дыхания на
вдохе и выдохе, что позволяет трактовать эти при-
ходы как результат распространения продольной
звуковой волны преимущественно по паренхиме
легких.

Амплитуды высокоскоростных приходов име-
ют скорости 150–1000 м/с и чаще усиливаются
при уменьшении воздухонаполнения легких при
задержках дыхания на выдохе. Поэтому они могут
быть связаны с распространением продольной
волны по плотным тканям грудной клетки (стен-
ки бронхов, стенки сосудов и наполняющая их
кровь [6]).

Обнаруженные низкоскоростные приходы
имеют скорость звука в пределах 50–150 м/с, что
для средней частоты исследуемого диапазона
15 кГц дает длины волн от 0.33 до 1 см. Столь не-
большие длины волн могут обеспечить простран-
ственное разрешение в паренхиме легких патоло-
гических участков, отличающихся по акустиче-
ским свойствам, размерами порядка первых
единиц сантиметров! Таким образом, выявленный
феномен низкоскоростного распространения зву-
ка в легких человека в диапазоне 10–19 кГц пред-
ставляется перспективным для обеспечения аку-
стической визуализации с высоким разрешением
или даже томографии легочной паренхимы.

Кроме того, выявлено 4 варианта соотноше-
ния амплитуд высокоскоростных и низкоско-
ростных приходов и их изменения в зависимости
от степени воздухонаполнения легких при за-
держках дыхания на вдохе и выдохе. Огибающие
Гильберта функции Txy (свертки зондирующего и
принятого сигналов) для этих типов показаны на
диаграммах рис. 5–8. Они представлены в лога-
рифмическом масштабе (10lg), чтобы в одном
графике вместить результаты, полученные и для
задержки на вдохе (HF2), и для задержки на выдо-
хе (HF3).

Тип 1 (рис. 5) – появление высокоскоростных
приходов при выдохе (HF3) по сравнению с вдо-
хом (HF2) без существенных изменений основ-
ных низкоскоростных приходов.

Тип 2 (рис. 6) – существенное увеличение ам-
плитуд высокоскоростных приходов при выдохе
(HF3) по сравнению с вдохом (HF2).

Тип 3 (рис. 7) – резкое увеличение амплитуд
высокоскоростных и низкоскоростных приходов
при выдохе (HF3) по сравнению с вдохом (HF2).
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Тип 4 (рис. 8) – отсутствие какой-либо дина-
мики амплитуды или скорости высокоскорост-
ных и низкоскоростных приходов между выдохом
(HF3) и вдохом (HF2).

Один из этих вариантов – тип 4 (рис. 8), харак-
теризующийся преобладанием амплитуд высоко-
скоростных приходов и на вдохе, и на выдохе, мо-

жет быть акустически интерпретирован как сни-
жение воздухонаполнения легочной ткани на
вдохе, и встречается только у одного немолодого
добровольца К2 с длительным течением гормоно-
зависимой бронхиальной астмы, а не у 3-х других,
которые являются молодыми здоровыми лицами.
Следовательно, предложенный подход может

Рис. 5. Огибающие Гильберта функции Txy (тип 1)
при зондировании с поверхности грудной клетки на
трассе Б1 – т. 11 (угол расположения источника излу-
чения к акустической оси приема датчика до 30°, угол
расположения датчика к акустической оси излучения
источника до 45°), доброволец К1: для глубокого вдо-
ха (HF2) и глубокого выдоха (HF3).
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Рис. 6. Огибающие Гильберта функции Txy (тип 2)
при зондировании с поверхности грудной клетки на
трассе Б3 – т. 11 (угол расположения источника излу-
чения к акустической оси приема датчика 15°–20°,
угол расположения датчика к акустической оси излу-
чения источника до 30°), доброволец С: для глубокого
вдоха (HF2) и глубокого выдоха (HF3).
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Рис. 7. Огибающие Гильберта функции Txy (тип 3)
при зондировании с поверхности грудной клетки на
трассе Б4 – т. 10 (угол расположения источника излу-
чения к акустической оси приема датчика 15°–20°,
угол расположения датчика к акустической оси излу-
чения источника до 30°), доброволец С: для глубокого
вдоха (HF2) и глубокого выдоха (HF3).
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Рис. 8. Огибающие Гильберта функции Txy (тип 4)
при зондировании с поверхности грудной клетки на
трассе Б2 – т. 9 (угол расположения источника излу-
чения к акустической оси приема датчика до 30°, угол
расположения датчика к акустической оси излучения
источника до 45°), доброволец К2: для глубокого вдо-
ха (HF2) и глубокого выдоха (HF3).
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быть перспективен для оценки локальной венти-
ляции участков легочной паренхимы.

Заметим, что наблюдаемая разница звукопро-
ведения между вдохом и выдохом не может быть
объяснена смещением положений излучателя и
датчика, т.к. основное изменение объема легких
достигается за счет движений диафрагмы, а не
поверхности грудной клетки. Поэтому реально
измеренные пелвиметром прямые расстояния
между положениями излучателя и датчика при
маневрах задержки дыхания на вдохе (HF2) и вы-
дохе (HF3) различались не более чем на 0.5–1 см,
что менее 5% от минимальной исследуемой ди-
станции и потому не может приводить к столь
драматическим изменениям огибающей функ-
ции Txy, которые наблюдаются на рис. 5–7!

Поскольку скорость распространения поверх-
ностных волн по стенке грудной клетки для высо-
кочастотного диапазона неизвестна, возникает
вопрос, не связаны ли наблюдаемые приходы с
этим механизмом звукопроведения. Однако в
этом случае также не должно быть таких значи-
мых изменений между вдохом и выдохом, кото-
рые наблюдаются на большинстве оппозитных
трасс, например, рис. 5–7.

МОДЕЛЬНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ

Итак, нами экспериментально установлено
низкоскоростное звукопроведение в обоих диа-
пазонах частот, наиболее вероятно, осуществляе-
мое посредством продольных звуковых волн.
Возникает вопрос, какой механизм может объяс-
нить распространение продольных звуковых
волн в обоих диапазонах частот 80–1000 Гц и 10–
19 кГц с близкими скоростями?

Что касается модели Био [11], то оценок для вы-
сокочастотного диапазона 10–19 кГц не имеется.
Если, используя модель “эффективной среды”,
применить известную формулу Миннаерта [19]
для водоподобной среды с пузырьками, то резо-
нансная частота пузырьков воздуха в воде опреде-
ляется как f = 3.26/r, где r – радиус пузырька. При
радиусе легочных альвеол r = 0.1–0.15 мм, получаем
резонансную частоту f = 22–33 кГц. Таким обра-
зом, и низкочастотный 80–1000 Гц, и высокоча-
стотный 10–19 кГц диапазоны проведения звука в
легких лежат заметно ниже фундаментального
резонанса альвеол. Следовательно, в обоих ча-
стотных диапазонах скорость звука должна опре-
деляться податливостью воздуха в альвеолах и
плотностью тканей стенки альвеол. Таким обра-
зом, в обоих частотных диапазонах скорости зву-
ка через нормально заполненную воздухом па-
ренхиму легких должны быть достаточно близки.
Это действительно и наблюдается по результатам
приведенных измерений при зондировании с по-
верхности грудной клетки, где для низкоскорост-

ных приходов получены скорости 50–150 м/с в
высокочастотном диапазоне 10–19 кГц, а в низ-
кочастотном диапазоне 80–1000 Гц – скорости
15–50 м/с. Последние значения, кстати, хорошо
согласуются с независимыми результатами [5].

Однако в этом случае закономерен вопрос, поче-
му продольные звуковые волны не распространя-
ются в паренхиме легких в полосе частот 1–10 кГц
[6], находящейся между диапазонами 80–1000 Гц
и 10–19 кГц, где звукопроведение можно пола-
гать доказанным?

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В низкочастотном диапазоне 80–1000 Гц уста-
новлено преимущественное проведение к поверх-
ности грудной клетки через паренхиму легких про-
дольных, а не сдвиговых волн со скоростями рас-
пространения от 100 (через рот) до 15 м/с. При
зондировании через рот для первых 2–3 приходов
зондирующего сигнала выявлена значимая раз-
ница эффективных углов падения фронта про-
дольной волны зондирующего сигнала на поверх-
ность грудной клетки, подтверждающая ранее
сформулированные представления о воздушно-
структурном и структурном механизмах проведе-
ния звука из просвета бронхиального дерева на
стенку грудной клетки [7, 8, 5]. При зондирова-
нии с поверхности грудной клетки виброизлуча-
телем из надключичной области наблюдаются 2
более низкоскоростных прихода (от 50 до 15 м/с),
эффективные углы падения которых по вертика-
ли намного больше, чем для первого прихода при
зондировании через рот, что свидетельствует о
структурном звукопроведении от точечного источ-
ника, образованного штампом виброизлучателя.

При зондировании виброизлучателем с по-
верхности грудной клетки в высокочастотном
диапазоне 10–19 кГц установлено существование
низкоскоростных приходов со скоростями рас-
пространения 50–150 м/с, трактуемых как ре-
зультат распространения продольной звуковой
волны преимущественно по паренхиме легких, и
наличие высокоскоростных приходов со скоро-
стями 150–1000 м/с, связываемых с распростра-
нением продольной волны по плотным тканям
грудной клетки. Вывлена зависимость соотноше-
ния амплитуд пиков низкоскоростных и высоко-
скоростных приходов от воздухонаполнения па-
ренхимы легких. Выполнены оценки, показыва-
ющие, что низкоскоростные приходы звуковой
волны могут обеспечить пространственное разре-
шение порядка первых единиц сантиметров при
выявлении отличающихся по акустическим свой-
ствам участков в паренхиме легких.

Возможность существования низкоскорост-
ного распространения продольных звуковых
волн в обоих исследованных диапазонах частот



574

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 5  2020

КОРЕНБАУМ, ШИРЯЕВ

укладывается в модель “эффективной” водопо-
добной среды с микропузырьками воздуха, частота
фундаментального резонанса легочных альвеол в
которой, оцененная по формуле Миннаерта [17],
составляет 23–33 кГц.

Полученные результаты существенно расши-
ряют феноменологию распространения звуковых
волн в легких человека и кажутся многообещаю-
щими в плане перспектив создания альтернатив-
ной акустической визуализации паренхимы лег-
ких в медицинских целях.

Исследование низкочастотного звукопроведе-
ния в легких человека выполнено при поддержке
НИР № 0271-2019-0010 по Программе фундамен-
тальных научных исследований государственных
академий наук на 2019-2021 гг. (регистрационный
номер: АААА-А20-120031890011-8). Исследова-
ние высокочастотного звукопроведения и аку-
стическое моделирование для обоих диапазонов
частот выполнены при поддержке гранта РФФИ
16-08-00075-а.
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Рассмотрены уравнения, описывающие движение жидкости в пористой среде под воздействием
электрического поля в условиях сформировавшегося турбулентного режима движения. Приведены
уравнения, описывающие возникающие в жидкости акустические колебания, источником которых
может быть не только переменное электрическое поле, но и постоянное электрическое поле. Воз-
никающие под воздействием постоянного электрического поля пульсационные широкополосные
акустические колебания могут являться паразитными при работе электроакустических преобразо-
вателей, что необходимо учитывать при их проектировании. Полученные результаты натурных экспе-
риментов на модели электроакустического преобразователя подтверждают теоретические результаты,
приведенные в работе. Изложенные теоретические и экспериментальные результаты позволяют ре-
шить приоритетную научно-техническую проблему проектирования и создания акустических излу-
чателей нового типа.

Ключевые слова: электроакустическое преобразование, электрокинетические явления, гидродина-
мика электроосмоса, акустика электроосмоса, турбулентное течение, пульсационные колебания
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ВВЕДЕНИЕ
Настоящая работа является продолжением ра-

бот [1, 2] по теоретическому обоснованию, а также
по модельному и экспериментальному тестирова-
нию предложенного в [3] нового метода электроаку-
стического преобразования. В работе [1] проблема
рассматривалась в линейном приближении решения
системы Навье–Стокса для ламинарного движения
жидкости в пористой среде под воздействием сум-
марного постоянного и переменного электрического
поля. В работе [2] эта проблема уже рассматривалась
в нелинейном приближении решения системы На-
вье-Стокса для ламинарного движения жидкости. В
настоящей работе задача рассматривается в нели-
нейной постановке для турбулентного режима дви-
жения жидкости в пористой среде.

ОБОСНОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКОЙ
МОДЕЛИ ЗАДАЧИ

Известно (см., например [4, с. 178–183]), что в
отличие от ламинарного режима движения жид-

кости, в турбулентном режиме в полях давления и
скорости, а в случае рассмотрения сжимаемой
жидкости и в поле плотности, даже в режиме ста-
ционарной установившейся турбулентности, кроме
стационарных (осредненных полей) возникают и
т.н. пульсационные составляющие полей, присут-
ствующие имманентно в турбулентном режиме, и
представляющие собой сложные, неупорядоченные
во времени и пространстве процессы даже при ста-
ционарных внешних источниках движения. С точки
зрения рассматриваемого электроакустического
преобразования эти пульсационные составляю-
щие могут являться паразитными по отношению
к оригинальному акустическому сигналу.

Целью настоящей работы является создание
физической и математической моделей, описы-
вающих поведение указанного электроакустиче-
ского преобразователя в режиме турбулентного
движения жидкости. Это позволит решить прио-
ритетную научно-техническую проблему проек-
тирования и создания электроакустических излу-
чателей нового типа.

УДК 544. 638+534.1

ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ
ТЕХНИЧЕСКОЙ АКУСТИКИ
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Поскольку одним из рассматриваемых в задаче
процессов является акустический процесс, то
вновь, как и в [1], систему уравнений Навье–
Стокса принимаем в упрощенном виде для случая
однородной сжимаемой вязкой баротропной
жидкости:

закон сохранения импульса в виде уравнения
Навье–Стокса [5, с. 73]

(1)

уравнение непрерывности для сжимаемой жид-
кости [4, с. 15]

(2)

уравнение состояния баротропной жидкости

(3)

Здесь, также как в [1, 2], , ,
 и  – соответственно поля

давлений, плотностей и векторов скоростей, а
также векторов напряженности внешних стацио-
нарного  и переменного  электриче-
ских полей. Индекс , как и в [1, 2], характеризует
суммарные параметры потока. Однако, в отличие
от [1, 2], индекс 0 здесь означает осреднение по
Рейнольдсу соответствующих суммарных пара-
метров течения (эта процедура является обычной
при описании турбулентных течений, см., напри-
мер, [6]). Поля без индекса – возмущенные (пуль-
сационные) величины потока, вызванные как пе-
ременным полем , так и самой природой турбу-
лентного потока. Кроме того, в (1)–(3) приняты
обозначения:  – скорость звука;  и  – динами-
ческая и объемная вязкости.

Осреднение по Рейнольдсу можно проводить
по времени, по пространству и по ансамблю. Не-
зависимо от типа осреднения оператор осредне-
ния по Рейнольдсу символизирует прямая черта
сверху над осредняемой величиной , ,

. Кроме того, это осреднение удовле-
творяет условиям Рейнольдса [6, §2.1; 7, §2.1]:

; , ; ;

; ; ; ; ;

; . Таким образом, величи-
на  представляет собой осредненное значение
исходной величины , а величина  называется
пульсационной составляющей величины  и,
как видно из приведенных тождеств, . От-
сюда имеем: ; ; ; .
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Далее будем рассматривать осреднение по вре-
мени. В этом случае осредненные величины по-
лучают следующим образом [6, с. 13]:

где  – пространственные координаты;  – время;
 – интервал осреднения, выбираемый из усло-

вия , где  – характерный масштаб
колебаний пульсационной составляющей,  –
характерный масштаб медленных изменений ве-
личины  во времени (см. рис. 2.1 работы [6,
с. 13])1.

После осреднения по Рейнольдсу уравнения
(1) получаем уравнение Рейнольдса [6, с. 16] для
осредненного течения

(4)

Здесь  – тензор-

ное (внешнее) произведение векторов, равное
произведению двух матриц  и ,
где  в индексе означает транспонирование мат-
рицы; тензор ,  на-
зывается тензором турбулентных напряжений
Рейнольдса или просто тензором Рейнольдса [6,
с. 16].

Уравнение (4) является незамкнутым. Во-пер-
вых, к нему необходимо добавить краевые усло-
вия и уравнение непрерывности применительно
к случаю стационарного электроосмотического
течения, которые подробно описаны в [8, § 2.2].
Во-вторых, как видно из (4), в уравнении присут-
ствует неизвестная величина . Для устра-
нения этой неопределенности воспользуемся
простейшей, т.н. алгебраической моделью турбу-
лентности, дополнив уравнение (4) гипотезой Бус-
синеска [7, с. 29; 9, с. 102], смысл которой состоит в
попытке выражения тензора напряжений Рей-
нольдса  через характеристики поля осреднен-
ной скорости  и т.н. турбулентную вязкость2 

(5)

1 В стационарном случае  очевидно, что
.

2 Выражение для тензора напряжений Рейнольдса для сжи-
маемой жидкости можно найти, например, в [6, с. 18] и [10,
с. 17].
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Здесь  – кинетическая энергия турбулент-

ных пульсаций на единицу массы жидкости.
С учетом выражения (5) для тензора напряжений
Рейнольдса запишем (4) в следующем виде

(6)

Отметим, что турбулентная вязкость  не яв-
ляется свойством самой жидкости, как это имеет
место для обычной вязкости, а зависит от самого
течения, и для заданного течения может меняться
от точки к точке [9, с. 102]. Самый простой подход
к рассмотрению турбулентных течений состоит в
предположении о том, что турбулентная вязкость

 и кинетическая энергия турбулентных пульса-
ций  для данного течения являются постоянны-
ми величинами во всей области турбулентного те-

чения. В этом случае  и добавка  к дав-

лению  в (6) пропадает. Кроме того, из (6)
видно, что осредненная скорость  в этом случае
является стационарной и не зависит от времени

. Уравнение (6) принимает при
этом простой вид

(7)

Вычитая почленно уравнение (7) из уравнения
(1) и линеаризуя разность, получаем уравнение
движения для пульсационных параметров движе-
ния в терминах линейной акустики

(8)

Учтем также линеаризованное уравнение непре-
рывности
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Сравнение уравнения движения (8) с анало-
гичным уравнением работы [2, уравнение (20)]
для случая ламинарного нелинейного движения
жидкости показывает, что в случае турбулентно-
ного движения появляется дополнительный ис-
точник возмущения , связанный с турбу-
лентной вязкостью .

Из сравнения систем (1), (2) и (8), (9) также
видно, что при отсутствии переменного поля
электрической напряженности , система (8), (9)
описывает движение пульсационных полей  и 
в их акустической интерпретации, присутствую-
щих имманентно в течении турбулентной жидко-
сти вследствие приложения одного только стаци-
онарного поля .

Если в члене  справа в уравне-
нии движения (8) выполняется неравенство

 (случай слабой турбулентности), то
источником колебаний  с турбулентной вяз-
костью можно пренебречь, и для стационарного
акустического поля на частоте  в этом случае
справедливы все результаты работы [2] для лами-
нарного движения жидкости в нелинейном при-
ближении. Если же неравенство  не
выполняется (случай развитой турбулентности),
то в (8) кроме  и  появляется третий источник
возмущения , связанный с турбулентно-
стью. Тогда совершенно аналогично тому, как в
работе [2] из уравнения (20) было получено выра-
жение (22), можно из уравнения (8) настоящей
работы получить следующее линейное выраже-
ние относительно  и 

(10)
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Таблица 1. Зависимость критической напряженности электрического поля от плотности бумаги

Тип бумаги
Плотность бумаги

, г/см3

Появление турбулентного
шума

разность потенциалов между 
электродами , В

напряженность электрического 
поля , В/см, соответствующая 

значению 

1 0.412698 1300 8667
2 0.684596 1850 12333
3 0.721308 1950 13000
4 0.970461 1800 15000

ρбум

критU 0E

критU
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Здесь  – потенциал поля : ;  – по-
тенциал поля : ;  – потенциал поля

: . Выражение (10) с точностью до до-
полнительного слагаемого , описывающего
объемную плотность источника пульсационных
акустических волн, совпадает с выражением (22)
работы [2], в котором присутствует только один
объемный источник . Отсюда ясно, что аку-
стическое поле ( , ), описываемое линейным
уравнением (10), будет состоять из двух слагае-
мых, одно из которых вызвано полем , а второе –
объемным источником пульсационных колеба-
ний . При равенстве плотностей источни-
ков  и поочередном наличии в (10)
только одного из них качество акустического
процесса для каждого из них будет неразличимо.
При этом для обоих слагаемых уравнения (10) бу-
дет работать механизм накачки, описанный в [2]
и означающий перекачку энергии из стационар-
ного поля ( , ), возбужденного полем , в аку-
стическое поле ( , ), образованное как полем ,
так и объемным источником пульсационных ко-
лебаний . В случае гармонического поля 
частотой  акустическое поле ( , ) будет содер-
жать усиленные процессом накачки дискретную
составляющую с частотой , совпадающей с ча-
стотой колебаний поля , и широкополосную
шумовую составляющую, вызванную пульсаци-
онными колебаниями в турбулентном потоке, об-
разованном стационарным полем . Тем самым,
пульсационный поток в этом случае будет вызы-
вать паразитные колебания акустического поля,
усиленные процессом накачки.

Таким образом, в теоретической части работы
решена анонсированная выше цель работы: пред-
ложены физическая и математическая модели,
отражающие закономерности поведения элек-
троакустического преобразователя в режиме тур-
булентного движения жидкости.

Если же рассматривать результаты работ [1, 2]
и настоящей работы в совокупности, то следует
отметить, что приведенные в них выкладки пока-
зывают, что по мере увеличения напряжения на-
качки  при фиксированной величине акустиче-
ской составляющей электрического поля  можно
говорить о трех режимах работы рассматриваемо-
го преобразователя:

1. При малых величинах  накачки не возни-
кает, получающаяся система уравнений для элек-
троосмотического и акустического процессов
остается линейной, а задачи расчета стационар-
ного поля движения жидкости и акустического
поля являются несвязанными; этот режим был
описан в работе [1];

2. При достаточно больших значениях поля ,
когда задача расчета стационарного поля пере-

Φ v = ∇Φv ψ
E −∇ψE = Φ0

v0 = ∇Φ0 0v
−η ΔΦ0t

ρ ψel
v p

E

η ΔΦ0t

ρ ψ = η ΔΦel 0t

v0 p E0
v p E

η ΔΦ0t E

ω v p

ω
E

E0

E0
E

E0

E0

стает быть линейной, но описывает ламинарный
режим движения жидкости, задачи расчета ста-
ционарного и акустического полей движения
жидкости становятся связанными и происходит
перекачка энергии стационарного поля движе-
ния жидкости в энергию акустического поля;
этот режим описан в работе [2];

3. Случай, когда амплитуда стационарного по-
ля  начинает превышать амплитуду его крити-
ческого значения  и зарождается турбулент-
ный режим движения жидкости в капиллярно-
пористой структуре преобразователя, можно раз-
делить на два подслучая.

3а. Ситуацию с неразвитой турбулентностью
можно отнести к случаю 2, когда паразитными
пульсационными колебаниями можно прене-
бречь.

3б. Ситуацию с развитой турбулентностью уже
нельзя отнести к случаю 2. Паразитными пульса-
ционными колебаниями уже пренебречь нельзя,
поскольку они усиливаются процессом накачки
так же, как и полезный сигнал, и становятся соиз-
меримыми с уровнем полезного сигнала. Случай 3б
описан в настоящей работе.

НАТУРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
Полученные выше теоретические результаты

по особенностям функционирования преобразо-
вателя в турбулентном режиме движения жидко-
сти показали их идентичность с процессами в ла-
минарном режиме с точки зрения влияния режи-
ма накачки. Поэтому экспериментальная часть
работы была посвящена подтверждению этого
факта, а также изучению влияния пористости те-
ла преобразователя на процесс электроакустиче-
ского преобразования.

В качестве преобразователя использовалась
находящаяся в воздушной среде матрица, состоя-
щая из двух алюминиевых перфорированных
электродов, между которыми попеременно поме-
щались пачки бумаги формата А4 различной
плотности, состоящие из 15 листов каждая. Бума-
га была изготовлена из однотипного материала,
но разной пористости3, из чего следовала ее раз-
ная плотность4. К электродам подавалось только
постоянное напряжение , которое варьирова-
лось от значения  до значения ,

, где  – напряжение, при котором с по-

3 Пористость – одна из характеристик пористого тела. По-
ристость – доля объема пор в общем объеме тела [11, с. 69].

4 Размерность плотности бумаги далее  в г/см3, а не в
г/см2, как это принято для бумаги, по той причине, что в
данном случае описывается трехмерная пористая среда.
Плотность бумаги вычислялась прямыми вычислениями,
как частное от деления веса пачки бумаги к объему пачки.

E0

E0крит

бумρ

0U
=0 0U ≥0 крит

iU U

= 1,4i крит
iU



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 5  2020

О РАБОТЕ ЭЛЕКТРОАКУСТИЧЕСКОГО ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ 579

мощью установленного у матрицы микрофона и
спектроанализатора регистрировалось скачкооб-
разное появление пульсационных шумов, вы-
званных возникновением турбулентного движе-
ния воздуха в поровом пространстве находящей-
ся в матрице бумаги -го сорта. Характеристики
бумаги и результаты эксперимента отражены в
таблице. Для наглядности данные таблицы сведе-
ны в следующую диаграмму, представленную на
рис. 1

Из таблицы и рис. 1 следует, что критическое
значение напряженности электрического поля

, при котором возникает турбулент-
ный характер движения жидкости, находится в
прямой пропорциональной зависимости от плот-
ности бумаги . Это полностью согласуется с
физикой задачи. Действительно, если процессы в
пачках бумаги с различной пористостью считать
подобными, то турбулентный режим возникает в
них примерно при одном и том же критическом
числе Рейнольдса , где  для электро-
осмотического процесса уместно принять в виде

, где  –

электроосмотическая скорость жидкости [8, с. 34];
,  – соответственно относительная диэлектри-

ческая проницаемость жидкости (воздуха) и
электрическая постоянная соответственно;  –
дзета или электрокинетический потенциал;  –
средняя величина пор в бумаге; ;  –
кинематическая вязкость внутрипоровой среды.
Из постоянства критического числа Рейнольдса

 следует, что с умень-

шением средней величины пор  (или, что экви-
валентно, с ростом плотности бумаги ) увели-
чивается критическая величина напряженности
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электрического поля . Приведенные рассужде-
ния полностью подтверждаются экспериментом.

В процессе проведения описываемого экспе-
римента также подтвердился предсказанный тео-
ретически процесс накачки, когда с ростом вели-
чины  росла амплитуда пульсационных шумов,
регистрируемых микрофоном и отображаемых на
анализаторе спектра.

ВЫВОДЫ

В работе рассмотрены уравнения, описываю-
щие движение жидкости в пористой среде под
воздействием электрического поля в условиях
сформировавшегося турбулентного режима дви-
жения. Приводятся уравнения, описывающие
возникающие в жидкости акустические колеба-
ния, источником которых может быть не только
переменное электрическое поле, но и постоянное
электрическое поле. Возникающие под воздей-
ствием постоянного электрического поля пульса-
ционные широкополосные акустические колеба-
ния могут являться паразитными при работе
электроакустических преобразователей, что не-
обходимо учитывать при их проектировании. По-
лученные результаты натурных экспериментов на
модели электроакустического преобразователя
подтверждают теоретические результаты, приве-
денные в работе. Теоретические и эксперимен-
тальные результаты могут использоваться при
проектировании и эксплуатации рассматривае-
мых электроакустических преобразователей.

Авторы благодарны С.П. Дмитриеву и С.Г. Те-
лятнику за содействие в проведении эксперимен-
тов.
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