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О ЗАДАЧЕ НАЗНАЧЕНИЯ “ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ОКНА”
НА УЧАСТКАХ ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОЙ СЕТИ2

Исследуется задача назначения “технологического окна” — времени,
в течение которого на некоторых участках железнодорожной сети пре-
кращается движение поездов для производства ремонтно-строительных
работ. Железнодорожная сеть представляется в виде неориентированно-
го мультиграфа. Движение по мультиграфу осуществляется при помощи
множества бесконфликтных “подниток”, каждый элемент которого пред-
ставляет пятерку из индекса вершины начала движения, индекса верши-
ны конца движения, номера пути, по которому осуществляется движение,
времени начала движения и времени конца движения. В статье строит-
ся математическая модель осуществления перевозок по железнодорожной
сети с учетом времени готовности состава к отправлению и ограничению
на время движения состава в пункт назначения. Производится оптимиза-
ция времени назначения “технологического окна” и расписания движения
составов по мультиграфу на основе решения задач смешанного целочис-
ленного линейного программирования путем минимизации суммарного
времени нахождения поездов на железнодорожной сети. Практическая
реализация предлагаемого метода решения выполнена с использованием
математического пакета ILOG CPLEX. Приводятся результаты числен-
ного эксперимента.

Ключевые слова: “технологическое окно”, железнодорожная сеть, мульти-
граф, “поднитка”, смешанное целочисленное линейное программирование.

DOI: 10.31857/S0005231020060013

1. Введение

Задача составления расписаний движения грузовых/пассажирских поез-
дов — одна из наиболее важных задач в области оптимизации функциони-
рования движения железнодорожной сети. Исследования этой задачи можно

1 Первые две статьи являются окончанием тематического выпуска, посвященного
В.С. Танаеву (№ 5, 2020).

2 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 20-07-00046 А).
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разделить на несколько направлений: задача формирования бесконфликт-
ного набора ниток (по сути, последовательностей из вершины начала дви-
жения, конца движения и соответствующих времен) для последующего со-
ставления из этих ниток маршрутов движения поездов [1]; задача поиска
маршрутов движения поездов по железнодорожной сети [2–6]; задача на-
значения локомотивов составам [7–11]. В [2] приведен подробный обзор пуб-
ликаций, посвященных задаче составления расписаний и поиска маршрутов
поездов по железнодорожной сети, на начало XXI в. В [3] решалась зада-
ча составления циклического расписания с учетом задержек в исполнении
расписания. В [4] рассмотрена задача формирования составов, расписания
и маршрутов их движения до станций назначения, чтобы минимизировать
суммарное взвешенное время выполнения заказов. Задача в [4] была сфор-
мулирована в виде задачи целочисленного линейного программирования.
В [5] рассмотрена задача построения расписания двухстороннего движения
поездов между двумя станциями, соединенными однопутной железной доро-
гой с разъездом. Оптимальное расписание строится методом динамического
программирования. В [6] решалась задача по оптимизации движения манев-
ровых составов по железнодорожной станции с целью исполнения всех ма-
невровых работ. В [7] задача назначения локомотивов с критерием в фор-
ме минимизации затрат была сведена к задаче смешанного целочисленного
нелинейного программирования, решение которой найдено приближенно при
помощи метода декомпозиции Данцига-Вульфа. В [8] задача подвязки ло-
комотивов была сформулирована в виде задачи целочисленного линейного
программирования с критерием в форме минимизации затрат, которая ре-
шалась эвристическими методами. В [9] задача назначения локомотивов ре-
шалась с учетом случайных задержек в готовности составов и с критерием
в форме минимума числа задействованных локомотивов. В [10] рассматри-
вался аналогичный критерий, что и в [9], а поиск решения задачи назначе-
ния локомотивов решался приближенно с использованием функции полез-
ности. В [11] ставилась задача о назначении локомотивов составам в самой
общей динамической постановке в дискретном времени. Для решения задачи
в [11] с использованием соотношений метода динамического программирова-
ния предложено решение, приближенное к оптимальному.

В силу того что некоторые участки пути железнодорожной сети должны
подлежать срочному/плановому ремонту, конструируемое расписание долж-
но включать в себя “технологические окна” — время, в течение которого
прекращается движение поездов по отдельным железнодорожным путям для
производства ремонтно-строительных работ [12]. Как правило, технологиче-
ское окно имеет 2 основных параметра: перегон, на котором должны вы-
полняться работы, и продолжительность окна. Обычно запрашивают окна
определенной продолжительности для конкретного перегона, и при этом тре-
буется, чтобы окно располагалось в заданном временно́м промежутке или
интервале предоставления окна. Например, требуется предоставить техно-
логическое окно на перегон между станциями A и B продолжительностью
4 часа в светлое время суток (с 9 часов утра до 18 часов вечера). При этом
на каждые сутки имеется план перевозок, в котором задано, какие перевозки
необходимо осуществить в эти сутки. Проблема назначения “технологических
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окон” ранее исследовалась в [13–16]. В [13] рассматривалась задача назначе-
ния “технологического окна” для однопутной железной дороги с разъездами,
для которой все исходное расписание грузовых поездов перестраивается с
учетом необходимости проведения “технологических окон” при помощи ме-
таэвристик. В [14, 15] рассматривалась задача назначения “технологического
окна” для железнодорожной сети общего вида, в которой поезда могут быть
отменены, задержаны или отправлены по другому маршруту с критерием
в форме минимизации расходов на осуществление движения. Подходы для
назначения “технологического окна”, предложенные в [13–15], близки к ма-
териалу настоящей статьи, однако в полной мере неприменимы. В отличие
от австралийских железных дорог, которым посвящена [13], в сети железных
дорог России имеются и двухпутные, и трехпутные участки пути. Помимо
этого, в [13] отсутствует формализованная постановка задачи. В [14] “техно-
логическое окно” выбирается из некоторого наперед заданного набора. Время
в [15] полагалось дискретным, однако время поиска существенно растет, если
временны́е периоды очень малы, а если периоды времени очень крупны, то
можно не осуществить план перевозок. В [16] рассматривалась задача назна-
чения “технологического окна” на станции на основе различных критериев,
например поиска промежутка времени длительности не меньше заданной, в
который нужно будет перенести минимальное количество пассажирских по-
ездов. Однако в [16] не рассматривался вопрос о том, на какие пути и когда
переносить движение пассажирских поездов/маневровых локомотивов. Для
станции такой подход оправдан, поскольку сортировочная станция характе-
ризуется большим количеством приемоотправочных путей, а объезд закры-
тых путей не является длительным. Для перегонов подобный в [16] подход
неприменим, поскольку объезд закрытых путей может быть либо невозмо-
жен, либо очень длителен по времени.

В настоящей статье исследуется задача назначения “технологического ок-
на” на некоторых участках железнодорожной сети, представляемой неориен-
тированным мультиграфом. Движение поездов между смежными вершинами
мультиграфа возможно только в особые промежутки времени, задаваемые
множеством бесконфликтных “подниток”. Временной интервал для “техно-
логического окна” ищется на основе минимизации суммарного времени на-
хождения поездов на железнодорожной сети начиная с момента отправления.
Данная задача формулируется в виде задачи смешанного целочисленного ли-
нейного программирования. В рамках задачи нахождения “технологического
окна” предлагаемая математическая модель позволяет не только находить
указанный временной интервал, но и маршруты с расписанием следования
поездов по железнодорожной сети. Рассматривается пример.

2. Основные обозначения и предположения

Рассмотрим железнодорожную сеть, представляемую неориентированным
мультиграфом G =< V,E >, где V — множество узлов (станций, где происхо-
дит ветвление железнодорожной сети, станций, у которых количество входя-
щих путей не равно количеству исходящих путей, сортировочных станций и
конечных станций), а E — множество ребер (железнодорожных путей), соеди-
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няющих данные вершины. Пусть |V | = m. Перенумеровав вершины графа G
от единицы до m, составим множество индексов V ′ = {1, 2, . . . ,m}, каждый
элемент которого однозначно определяет вершину графа G.

Пусть имеется I поездов, для каждого из которых заданы:
• индекс вершины отправления vотправ

i ∈ V ′;
• индекс вершины назначения vприб

i ∈ V ′;
• время готовности к отправлению tотправ

i , которое вычисляется как коли-
чество минут от некоторого момента отсчета;

• максимальное количество времени di, в течение которого поезду позволя-
ется находиться в пункте отправления с момента готовности;

• время в пути поезда Ti в минутах, т.е. максимальное время, в течение
которого поезду позволяется находиться на железнодорожной сети.
Движение поездов по перегонам (между вершинами) железнодорожной се-

ти может осуществляться только в определенные промежутки времени. Для
описания таких промежутков по аналогии с [9] воспользуемся множеством
бесконфликтных “подниток” Z, каждый элемент zk которого представляет
собой пятерку

zk = (vнач
k , vкон

k , nk, t
нач
k , tкон

k ) ,

где vнач
k ∈ V ′ — индекс вершины начала движения, vкон

k ∈ V ′ — индекс вер-
шины конца движения, причем vнач

k и vкон
k — индексы смежных вершин в

графе G, nk — номер пути, соединяющего вершины с индексами vнач
k и vкон

k ,
tнач
k — время начала движения, tкон

k — время конца движения. Пусть

dimZ = K.

Множество Z может быть получено методами из [1]. Пронумеруем элементы
множества Z от единицы до K. Таким образом, число от единицы до K
однозначно определяет параметры “поднитки”. Зададим также минимальную
tмин
ст и максимальную длительности tмакс

ст стоянки поездов на промежуточных
между вершиной отправления и вершиной назначения станциях.

3. Постановка задачи

Пусть для ремонта длительности не меньше заданного параметра ∆, кото-
рый должен быть осуществлен не ранее tнач

1 и не позднее tкон
2 , должны быть

закрыты некоторые перегоны (дуги) графа G. Поставим задачу отыскания
маршрутов и времени следования указанных выше I поездов через железно-
дорожную сеть, задаваемую графом G, на основе множества “подниток” Z
с учетом того, что некоторые дуги графа G должны быть закрыты для ре-
монта длительности не меньше заданного параметра ∆ на основе различных
критериев: с целью минимизации суммарного времени в движении и с целью
минимизации суммарного времени нахождения поездов на железнодорожной
сети.

Предварительно отметим, что без учета “подниток” в графе G может ока-
заться бесконечное число способов добраться из одной вершину в другую
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из-за наличия циклов. В случае переходов по графу G только по “поднит-
кам” количество способов будет конечным, однако может оказаться довольно
большим. В этой связи ограничим все возможные маршруты следования по-
ездов из пункта отправления в пункт назначения максимум J “поднитками”.
В этом случае движение поезда однозначно задается последовательностью
“подниток”, длины не более J , причем для любых двух соседних “подниток”
должно выполняться условие согласованности как по вершине начала/конца
движения, так и по времени начала/конца движения. В дальнейшем j-ю “под-
нитку” в этой последовательности будем называть j-м этапом маршрута сле-
дования поезда.

Выделим из множества Z номера тех “подниток”, у которых ребро, обра-
зовываемое первыми тремя компонентами пятерки, подлежит ремонту. На
основе этих номеров составим множество Z ′ ⊂ {1, 2, . . . ,K}.

Введем вспомогательные переменные δi,j,k, характеризующие использова-
ние i-м поездом “поднитки” с номером k на j-м этапе маршрута следования
по железнодорожной сети, i = 1, I , j = 1, J , k = 1,K . Переменная δi,j,k равна
нулю, если i-м поездом на j-м этапе маршрута “поднитка” с номером k не
задействована, и равна единице в обратном случае. Также введем перемен-
ные δ̂i,j,k, характеризующие, что поезд с номером i, используя “поднитку” с
номером k, по окончании j-го этапа маршрута прибыл в пункт назначения,
i = 1, I , j = 1, J , k = 1,K . А именно переменная δ̂i,j,k равна единице, если
поезд с номером i, используя “поднитку” с номером k, по окончании j-го эта-
па маршрута прибыл в пункт назначения, и равна нулю во всех остальных
случаях.

Пусть t1 — время начала “технологического окна” и t2 — время окончания.
Используя указанные переменные, составим множество допустимых стра-

тегий. По определению переменных δi,j,k и δ̂i,j,k имеем:

δi,j,k ∈ {0, 1}, i = 1, I, j = 1, J , k = 1,K,(3.1)

δ̂i,j,k ∈ {0, 1}, i = 1, I, j = 1, J , k = 1,K.(3.2)

Для того чтобы движение поездов осуществлялось из мест отправления
поездов, введем ограничения:

K∑

k=1

δi,1,k = 1, i = 1, I,(3.3)

K∑

k=1

δi,1,kv
нач
k = vотправ

i , i = 1, I,(3.4)

а для того чтобы отправление произошло не раньше времени начала движе-
ния по используемой “поднитке”, используем ограничения

K∑

k=1

δi,1,kt
нач
k > tотправ

i , i = 1, I.(3.5)
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Учитывая ограничение на максимальное количество времени, в течение ко-
торого поезду позволяется находиться в пункте отправления с момента го-
товности, имеем:

K∑

k=1

δi,1,kt
нач
k 6 tотправ

i + di, i = 1, I.(3.6)

Для того чтобы на каждом этапе (за исключением первого) каждым по-
ездом было занято не более одной “поднитки” введем ограничения

K∑

k=1

δi,j,k 6 1, i = 1, I, j = 2, J .(3.7)

Обеспечим условие стыковки “подниток” по пути следования поезда с но-
мером i на j-м этапе маршрута с помощью следующих ограничений:

K∑

k=1

(δi,j,k − δ̂i,j,k)v
кон
k =

K∑

k=1

δi,j+1,kv
нач
k , i = 1, I, j = 1, J − 1.(3.8)

При этом должно быть выполнено ограничение

δi,j,k > δ̂i,j,k, i = 1, I, j = 1, J , k = 1,K.(3.9)

Добавим ограничения на минимально возможную и максимально возмож-
ную по длительности остановку поезда на промежуточных между вершиной
отправления и вершиной назначения станциях:

K∑

k=1

δi,j+1,kt
нач
k −

K∑

k=1

(δi,j,k − δ̂i,j,k)t
кон
k > tмин

ст

K∑

k=1

δi,j+1,k,

i = 1, I, j = 1, J − 1,

(3.10)

K∑

k=1

δi,j+1,kt
нач
k −

K∑

k=1

(δi,j,k − δ̂i,j,k)t
кон
k 6 tмакс

ст , i = 1, I, j = 1, J − 1.(3.11)

Прокомментируем ограничения (3.8)–(3.11). Если поезд с номером i при-
был в пункт назначения по окончании jT -го этапа, jT ∈ {1, 2, . . . , J}, то ис-
пользование других “подниток” для осуществления движения поезда с но-
мером i не имеет смысла, что учитывается в рамках предлагаемой модели
использованием переменных δ̂i,j,k. А именно в рассматриваемом случае ока-
жется, что для некоторого k будет выполнено δi,jT ,k = δ̂i,jT ,k = 1 вследствие
ограничений (3.9). Это приведет к тому, что для рассматриваемого поезда
с номером i для j = jT левая часть равенства (3.8) обратится в ноль. Так
как величины vнач

k по определению положительны, то это приведет к тому,
что δi,jT+1,k = 0 для любого k = 1,K. Это в свою очередь приведет к тому,
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что ∀j ∈ {jT + 2, . . . , J} и ∀k ∈ {1, . . . ,K} будет выполнено δi,j,k = 0 вслед-
ствие того же ограничения (3.8). Соответственно ∀j ∈ {jT , . . . , J} ограниче-
ния (3.10)–(3.11) будут выполняться автоматически. Для j < jT окажется,
что δ̂i,j,k = 0 ∀k ∈ {1, . . . ,K} и левая часть неравенств (3.10)–(3.11) превра-
тится в разность между временем отправления и временем прибытия на неко-
торую станцию по окончании j-го этапа.

Для определения этапа маршрута, по окончании которого поезд прибывает
в точку назначения, введем ограничения:

K∑

k=1

δi,j,kv
кон
k >

K∑

k=1

δ̂i,j,kv
приб
i , i = 1, I, j = 1, J ,(3.12)

K∑

k=1

δi,j,kv
кон
k 6

K∑

k=1

δ̂i,j,kv
приб
i +m

(
1−

K∑

k=1

δ̂i,j,k

)
, i = 1, I, j = 1, J ,(3.13)

J∑

j=1

K∑

k=1

δ̂i,j,k = 1, i = 1, I.(3.14)

Ограничение (3.14) гарантирует, что каждый поезд должен прибыть в место
назначения на каком-то этапе следования. Из-за ограничений (3.14) ограниче-
ния (3.12)–(3.13) будут пассивными всегда за исключением случая, когда для
рассматриваемого поезда с номером i и каких-то ĵ и k̂ выполняется δ̂i,ĵ,k̂=1.

В этом случае вследствие ограничения (3.8) окажется, что δ̂i,ĵ,k̂ = δi,ĵ,k̂. Вслед-

ствие ограничений (3.12) окажется, что vкон
k̂

> vприб
i , а вследствие ограниче-

ний (3.13) vкон
k̂

6 vприб
i , что приведет к тому, что vкон

k̂
= vприб

i , а, значит, поезд

с номером i прибудет в пункт назначения, используя “поднитку” с номером k̂
на ĵ-м этапе.

Для того чтобы каждая “поднитка” была занята не более чем одним поез-
дом, введем ограничения

I∑

i=1

J∑

j=1

δi,j,k 6 1, k = 1,K.(3.15)

Для того чтобы “технологическое окно” было длиной не меньше заданного
параметра ∆, введем ограничение

t2 − t1 > ∆.(3.16)

А для того чтобы “технологическое окно” было в заданный временной про-
межуток времени, наложим ограничения

tнач
1 6 t1, t2 6 tкон

2 .(3.17)

Теперь исключим возможность движения по “подниткам”, связанным с ду-
гами графа G, подлежащими ремонту, попадающим в “технологическое окно”.
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Для этого движение по “подниткам”, подлежащим ремонту, возможно либо
до начала “технологического окна”, либо по его окончании. С этой целью
введем вспомогательные бинарные переменные γk и æk, k ∈ Z ′. Если момент
окончания “поднитки” наступает до начала “технологического окна”, то толь-
ко в этом случае γk = 1, k ∈ Z ′. Если момент начала “поднитки” наступает
после “технологического окна”, то только в этом случае æk = 1, k ∈ Z ′. Соот-
ветственно для того чтобы движение по “поднитке” было разрешено, нужно,
чтобы хотя бы одна из переменных γk и æk оказалась равной единице, k ∈ Z ′.
С учетом введенных переменных заключаем, что

γkt
кон
k 6 t1, k ∈ Z ′,(3.18)

t2 6 ækt
нач
k + (1− æk)T, k ∈ Z ′,(3.19)

где T — некоторый параметр. Например, если расписание строится на сутки,
то T равно 1440 минутам при

δi,j,k 6 æk + γk, i = 1, I, j = 1, J , k ∈ Z ′.(3.20)

Поясним смысл ограничений (3.18)–(3.20). Если хотя бы одна из перемен-
ных æk и γk будет равна единице, то ограничения (3.20) выродятся в огра-
ничения (3.1) и движение по “поднитке” с номером k вследствие “технологи-
ческого окна” не будет закрыто, k ∈ Z ′. В оcтальных случаях окажется, что
δi,j,k 6 0, а значит, δi,j,k = 0, что приведет к невозможности движения по
“поднитке” с номером k, k ∈ Z ′.

Для того чтобы время в пути поезда было ограничено наперед заданной
величиной Ti, введем ограничения

J∑

j=1

K∑

k=1

δ̂i,j,kt
кон
k −

K∑

k=1

δi,1,kt
нач
k 6 Ti, i = 1, I.(3.21)

4. Различные критерии для формирования плана перевозок
и назначения “технологического окна”

Рассмотрим различные критерии для формирования плана перевозок и
назначения “технологического окна”.

Вначале рассмотрим задачу минимизация суммарного времени нахожде-
ния поездов на железнодорожной сети

(4.1)
I∑

i=1

J∑

j=1

K∑

k=1

δ̂i,j,kt
кон
k −

I∑

i=1

K∑

k=1

δi,1,kt
нач
k →

→ min
t1,t2,δi,j,k,δ̂i,j,k,γk′ ,æk′ ,i=1,I,j=1,J,k=1,K,k′∈Z′

с ограничениями (3.1)–(3.21).
Решение задачи (4.1) с ограничениями (3.1)–(3.21), т.е. задачи составления

расписания движения поездов по железнодорожной сети с учетом наличия
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“технологического окна”, может не существовать вследствие недостаточно-
сти множества “подниток”. Решение задачи (4.1) с ограничениями (3.1)–(3.21)
также зависит от выбора параметра J . В частности, если выбрать параметр J ,
равный единице, то решение задачи (4.1) с ограничениями (3.1)–(3.21) может
существовать, только если пункт отправления и место назначения — смеж-
ные вершины графа G. При этом если выбрать J очень большим, то количе-
ство бинарных переменных в задаче (4.1) с ограничениями (3.1)–(3.21) станет
огромным, что приведет к долгому времени поиска решения этой задачи в
любом математическом пакете.

Еще одним путем нахождения “технологического окна” является миними-
зация времени движения поездов

I∑

i=1

J∑

j=1

K∑

k=1

δi,j,k(t
кон
k − tнач

k ) → min
t1,t2,δi,j,k,δ̂i,j,k ,γk′ ,æk′ ,i=1,I,j=1,J,k=1,K,k′∈Z′

(4.2)

с ограничениями (3.1)–(3.21).
Отличие критерия (4.1) от критерия (4.2) в том, что последний, по сути,

минимизирует количество топлива и электроэнергии, которое придется за-
тратить при перевозке грузов, а первый критерий минимизирует суммарное
время, которое локомотивы и вагоны проведут на железнодорожной сети с
момента начала движения, таким образом позволяя им высвободиться рань-
ше для исполнения других перевозок.

Возможно как отдельное, так и совместное применение предложенных
критериев. Пусть решение задачи (4.1) с ограничениями (3.1)–(3.21) суще-
ствует, а оптимальное значение критерия равно T ∗. Далее следует решить
задачу:

I∑

i=1

J∑

j=1

K∑

k=1

δi,j,k(t
кон
k − tнач

k ) → min
t1,t2,δi,j,k,δ̂i,j,k ,γk′ ,æk′ ,i=1,I,j=1,J,k=1,K,k′∈Z′

(4.3)

с ограничениями (3.1)–(3.21) и

I∑

i=1

J∑

j=1

K∑

k=1

δ̂i,j,kt
кон
k −

I∑

i=1

K∑

k=1

δi,1,kt
нач
k = T ∗.(4.4)

Пусть решение в задаче (4.3) с ограничениями (3.1)–(3.21) и (4.4) суще-
ствует, а оптимальное значение критерия равно τ∗. Возможен случай, ко-
гда решение задачи (4.3) с ограничениями (3.1)–(3.21), (4.4) неединственно.
В этой связи выберем наибольшее по длительности “технологическое окно”,
при котором суммарное время движения составит τ∗, а суммарное время на-
хождения на железнодорожной сети составит T ∗. Для этого нужно решить
задачу

t2 − t1 → max
t1,t2,δi,j,k,δ̂i,j,k,γk′ ,æk′ ,i=1,I,j=1,J,k=1,K,k′∈Z′

(4.5)

11



с ограничениями (3.1)–(3.21), (4.4) и

I∑

i=1

J∑

j=1

K∑

k=1

δi,j,k(t
кон
k − tнач

k ) = τ∗.(4.6)

5. Пример

Рассмотрим модельный пример. Пусть мультиграф железнодорожной се-
ти G имеет вид, представленный на рисунке.

Пусть для некоторого дня имеется следующее множество “подниток” Z,
см. табл. 1.

Пусть имеется 12 поездов, которые нужно переместить по железнодорож-
ной сети из пунктов отправления в соответствующие пункты назначения в
рассматриваемые сутки. Данные об этих поездах приведем в табл. 2.

Пусть также tнач
1 = 0, tкон

2 = 1440, tмин
ст = 0, tмакс

ст = 1440. Такие значения
параметров tнач

1 , tкон
2 , tмин

ст , tмакс
ст означают, что “технологическое окно” можно

установить в любое время суток, а остановки на станциях не ограничены по
длительности. Пусть также di = 500, i = 1, 12.

Проанализируем маршруты движения в зависимости от различных зна-
чений параметра ∆ на основе решения задачи (4.5) с ограничениями
(3.1)–(3.21), (4.4), (4.6) в случае установления “технологического окна”
на пути № 1 между вершиной с № 4 и вершиной с № 5. Предваритель-
но отметим, что вследствие “технологического окна” могут быть исклю-
чены из маршрутов следования поезда “поднитки” с номерами 37–42, т.е.
Z ′ = {37, 38, 39, 40, 41, 42}.

Случай ∆ = 0 соответствует задаче составления расписания и маршрутов
движения поездов без учета “технологического окна”, поскольку при ∆ = 0
можно положить, к примеру, t1 = t2 = 0, и тогда для каждой “поднитки” бу-
дет выполнено æk = 1, что приведет к тому, что ограничения (3.20) выро-
дятся в ограничения (3.1). Случай ∆ = 1440 соответствует ситуации, когда
рассматриваемый набор ребер/ребро закрывается на сутки. Случаи ∆ = 600
и ∆ = 1100 — промежуточные.

1 2

3

5

4

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

Рисунок.
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Таблица 1. Множество “подниток” Z
k zk k zk
1 (1, 2, 1, 480, 500) 26 (3, 5, 1, 975, 1005)
2 (1, 2, 1, 730, 750) 27 (3, 5, 1, 1170, 1200)
3 (1, 2, 1, 920, 940) 28 (4, 2, 2, 60, 100)
4 (1, 2, 1, 1200, 1220) 29 (4, 2, 2, 340, 380)
5 (2, 1, 2, 360, 380) 30 (4, 2, 2, 600, 640)
6 (2, 1, 2, 690, 710) 31 (4, 2, 2, 810, 850)
7 (2, 1, 2, 1035, 1055) 32 (4, 2, 2, 900, 940)
8 (2, 3, 1, 300, 340) 33 (4, 2, 2, 1260, 1300)
9 (2, 3, 1, 560, 600) 34 (4, 3, 2, 690, 750)
10 (2, 3, 1, 1060, 1100) 35 (4, 3, 2, 930, 990)
11 (2, 3, 1, 1260, 1300) 36 (4, 3, 2, 1320, 1380)
12 (2, 4, 1, 240, 280) 37 (4, 5, 1, 360, 390)
13 (2, 4, 1, 670, 710) 38 (4, 5, 1, 900, 930)
14 (2, 4, 1, 920, 960) 39 (4, 5, 1, 1350, 1380)
15 (2, 4, 1, 1140, 1180) 40 (4, 5, 1, 1120, 1150)
16 (2, 4, 1, 1275, 1315 41 (4, 5, 1, 555, 585)
17 (3, 2, 2, 120, 160) 42 (4, 5, 1, 1260, 1290)
18 (3, 2, 2, 240, 280) 43 (5, 3, 2, 480, 510)
19 (3, 2, 2, 720, 760) 44 (5, 3, 2, 805, 835)
20 (3, 2, 2, 1320, 1360) 45 (5, 3, 2, 1030, 1060)
21 (3, 4, 1, 540, 600) 46 (5, 3, 2, 1380, 1410)
22 (3, 4, 1, 1260, 1320) 47 (5, 4, 2, 360, 390)
23 (3, 4, 1, 1080, 1140) 48 (5, 4, 2, 660, 690)
24 (3, 5, 1, 270, 300) 49 (5, 4, 2, 860, 890)
25 (3, 5, 1, 740, 770) 50 (5, 4, 2, 1200, 1230)

Таблица 2. Информация о поездах

i vотправ
i vприб

i tотправ
i Ti

1 1 4 720 300
2 1 5 30 1170
3 2 5 240 910
4 2 5 300 470
5 2 5 480 525
6 3 5 120 180
7 4 1 480 840
8 5 1 60 650
9 5 2 780 580
10 5 2 840 540
11 5 2 1200 180

12 5 3 1020 120

По результатам численных экспериментов было выяснено, что назначение
“технологического окна” (случай ∆ = 600) в сравнении с задачей построения
расписания (случай ∆ = 0) приводит к тому, что для поездов №№ 2, 3, 4,
9, 10 меняются используемые “поднитки”. Однако если в случае с поездами
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Таблица 3. Оптимальные маршруты (наборы номеров “подниток”) движения поез-
дов для различных значений параметра ∆ при J = 5

∆\i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 4,16 1,9,25 12,37 13,38 14,40 24 31,7 43,21,30,6 45,20 49,32 50,33 46

600 4,16 1,10,27 12,37 9,25 14,40 24 31,7 43,21,30,6 49,32 45,20 50,33 46

1100 4,16 1,9,26 13,35,27 8,25 14,40 24 31,7 43,21,30,6 49,32 45,20 50,33 46

1440 Нет решения

Таблица 4. Результаты работы предлагаемого алгоритма

∆ t∗
1

t∗
2

T ∗

0 390 900 2090

600 390 1120 2470

1100 0 1120 2915

1440 Нет решения

№№ 9, 10 это связано с тем, что замена используемых “подниток” не влия-
ет на значение критериев (4.1) и (4.3), то в случае поездов №№ 2, 3, 4 это
связано с наличием “технологического окна”, которое, в частности, не позво-
ляет использовать “поднитку” с № 38 (случай ∆ = 600) и “поднитки” №№ 37,
38 (случай ∆ = 1100). Причем в случае ∆ = 1100 поезд № 3 должен допол-
нительно посетить вершину с № 3, что не предполагалось (случай ∆ = 0 и
∆ = 600). В случае ∆ = 1440 оказывается невозможным найти пути объезда
и исполнить все расписание.

Теперь проанализируем оптимальные значения критерия в задаче (4.5) с
ограничениями (3.1)–(3.21), (4.4), (4.6): время поиска оптимального решения
пакетом CPLEX и оптимальный промежуток времени для назначения “тех-
нологического окна” для различных значений параметра ∆ при J = 5.

Как следует из результатов численного эксперимента, ожидаемо с ростом
параметра ∆ увеличивается суммарное время нахождения поездов на желез-
нодорожной сети начиная с момента отправления.

Результаты численного эксперимента были получены с помощью матема-
тического пакета ILOG CPLEX на персональном компьютере (Intel Core i5
4690, 3.5 GHz, 8 GB DDR3 RAM).

6. Заключение

В настоящей статье рассмотрена задача назначения “технологического ок-
на” на некоторых участках железнодорожной сети. Железнодорожная сеть
представлялась неориентированным мультиграфом, движение по которому
могло осуществляться только в определенные промежутки времени — с ис-
пользованием “подниток”. Оптимизационными переменными являлись время
начала и конца “технологического окна”, а также время и маршруты движе-
ния поездов по железнодорожной сети. Главным критерием являлась мини-
мизация суммарного времени нахождения поездов на железнодорожной сети
с момента начала движения. Задача назначения “технологического окна” бы-
ла сформулирована в виде трех задач смешанного целочисленного линейного

14



программирования. На примере было показано, что с изменением длительно-
сти “технологического окна” меняются как маршруты движения поездов по
сети, так и оптимальное значение суммарного времени нахождения поездов
на железнодорожной сети с момента начала движения.
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МЕТОД СЕТЕВОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
В ЗАДАЧАХ КАЛЕНДАРНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ1

Рассматривается применение метода сетевого программирования к ре-
шению дискретной задачи минимизации стоимости проекта при заданной
продолжительности его реализации. Описаны два базовых алгоритма ре-
шения задачи для случаев независимых и последовательных работ. Более
сложные случаи (сеть типа дерева и агрегируемая сеть) решаются на ос-
нове последовательного применения базовых алгоритмов. Для сети «сбор-
ка с комплектующими» предлагается метод, который состоит в определе-
нии множества работ, фиксация продолжительности которых приводит к
одному из рассмотренных случаев (либо сеть – дерево, либо – агрегируе-
мая сеть).

Рассматриваются все возможные варианты фиксации продолжитель-
ностей работ выделенного множества и решение задачи для каждого ва-
рианта. Из всех вариантов выбирается лучший. Рассмотрен также случай
произвольного сетевого графика.

Ключевые слова: продолжительность работ, стоимость работ, сетевой гра-
фик дерево, агрегируемая сеть, метод сетевого программирования.

DOI: 10.31857/S0005231020060025

1. Введение

Задачи календарного планирования относятся, как правило, к сложным
(NP-трудным) задачам дискретной оптимизации ([1–8] и др.). В статье рас-
сматривается так называемая задача оптимизации сети по стоимости. Она
заключается в определении стоимости выполнения работ проекта так, что-
бы проект был выполнен за определенное время, а суммарная стоимость
работ была минимальной. При этом для каждой работы имеется конечное
число вариантов ее выполнения, отличающихся величиной стоимости и ве-
личиной продолжительности выполнения. В статье рассматривается случай,
когда для каждой работы имеется два варианта. Однако предложенные ал-
горитмы несложно обобщить и на случаи, когда для каждой работы имеется
более двух вариантов.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 18-07-01258) и Российского научного фонда (проект
№ 16-19-10609).
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2. Постановка задачи

Рассмотрим сетевой график, содержащий n работ (работы изображают-
ся вершинами). Обозначим через τi – продолжительность i-й работы. Для
каждой работы i задана величина ∆i возможного сокращения ее продолжи-
тельности и затраты si на это сокращение. Обозначим Tk – продолжитель-
ность проекта (длина критического пути) при продолжительностях работ τi,
T – требуемая продолжительность проекта (Q = Tk − T – требуемое сокра-
щение). Пусть xi = 1, если продолжительность работы i сокращается, xi = 0
в противном случае.

Зад а ч а 1. Определить
{
xi; i = 1, n

}
так, чтобы продолжительность про-

екта была не более T , а суммарные затраты на ее уменьшение были мини-
мальными:

S (x) =
∑

i

sixi → min .(1)

Будем рассматривать пять вариантов сетевых графиков.

2.1. Независимые работы

В этом случае задача 1 принимает вид: минимизировать (1) при ограни-
чениях

xi∆i ≥ τi − T, i = 1, n.(2)

Задача легко решается. Оптимальное решение имеет вид

xi =

{
0, если τi ≤ T,
1, если τi > T,

i = 1, n.(3)

Этот алгоритм назовем базовым алгоритмом А. В дальнейшем потребу-
ется его параметрическая реализация, т.е. параметрическая зависимость ми-
нимальных затрат S (Y ) от продолжительности проекта Y , где величина Y
меняется в пределах

max
i

(τi −∆i) ≤ Y ≤ max
i
τi.(4)

Прим ер 1. Имеются itcnm работ, данные о которых приведены в табл. 1.

Таблица 1
i 1 2 3 4 5 6

τi 5 9 8 10 6 7

∆i 2 5 4 7 2 3

si 3 7 6 12 4 5

Вычисляем 4 ≤ Y ≤ 10. Таблица вариантов имеет вид табл. 2.

Таблица 2
Вариант 0 1 2 3 4 5 6

Y 10 9 8 7 6 5 4

S (Y ) 0 12 19 25 30 34 37

18



2.2. Последовательные работы (сетевой график-путь)

В этом случае ограничение задачи 1 принимает вид∑

i

xi∆i ≥ Q.(5)

Этот и последующие случаи решаются методом сетевого программирования,
который будет рассмотрен ниже.

Получение параметрической зависимости S (Y ) для последовательности
работ будем называть базовым алгоритмом В.

2.3. Сетевой график-дерево

Сетевой график типа дерева, как правило, соответствует процессам сборки
сложных изделий (см. рис. 1), где работы обозначены номерами 1–5.

1

2 

3  

4 

5 

Рис. 1.

2.4. Агрегируемый сетевой график

Дадим определения множеств параллельных и последовательных работ.

Опр е д е л е н и е 1. Параллельными называется множество работ, для
которых множество предшествующих работ одно и то же и множество
последующих работ одно и то же.

Опр е д е л е н и е 2. Последовательным называется множество работ,
образующих путь такой, что полустепени исхода и захода вершин пути
(за исключением начальной и конечной вершины) равны единице.

Агрегируемым называется сетевой график, который путем замены после-
довательных и (или) параллельных работ одной работой можно свести к од-
ной работе (рис. 2).

2 

3  

4  5  1  

Рис. 2.
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На рис. 2 две работы 2 и 3 можно заменить одной работой (2, 3) (эти
работы независимые, т.е. параллельные). Затем последовательность работ
1→(2,3)→4→5 можно также заменить одной работой.

2.5. Сетевой график «сборка с комплектацией»

Мы не будем рассматривать общий случай производственного сетевого
графика, а ограничимся сетевым графиком типа «сборка с комплектацией»
(рис. 3). К дереву сборки добавляются работы 1, 2 и 3, производящие необ-
ходимые комплекты для сборки.

4  

5 

6 

7 

8  

1 

2 

3 

Рис. 3.

3. Метод сетевого программирования

Суть метода сетевого программирования состоит в том, что целевую функ-
цию и ограничение в задаче календарного планирования можно представить
в виде суперпозиции более простых функций. Такое представление удобно
изображать в виде сети, на нижнем уровне которой находятся вершины, со-
ответствующие переменным (входы сети), промежуточные вершины соответ-
ствуют функциям, входящим в суперпозицию, а конечная вершина (выход)
соответствует исходной функции (сетевое представление).

Метод применим, если и целевая функция, и ограничение имеют одина-
ковые сетевые представления. Если сетевое представление имеет вид дерева,
то метод дает оптимальное решение задачи. В противном случае получаем
верхнюю (нижнюю) оценку, которую можно использовать в методе ветвей и
границ [9]. Метод сетевого программирования подробно изложен в [9]. По-
этому дадим иллюстрацию его работы на примере последовательности работ
(базовый алгоритм B).

Прим ер 2. Проект состоит из четырех последовательных работ, данные
о которых приведены в табл. 3.

Таблица 3
i 1 2 3 4

τi 5 6 9 8

∆i 2 3 5 4

si 7 8 4 6
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I 

2 3 4  1 

II 

III 

Рис. 4.

Пусть T = 20, Q = 28− 20 = 8.

Задача имеет вид
7x1 + 8x2 + 4x3 + 6x4 → min

при ограничении
2x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4 ≥ 8.

Возьмем структуру сетевого представления, приведенную на рис. 4.
1 шаг. Рассматриваем работы 1 и 2. Решение приведено в табл. 4.

Таблица 4
1 8; 3 15; 5

0 0; 0 7; 2

2
1 0 1

Первое число в клетке – это затраты, а второе – сокращение продолжитель-
ности. Результаты сведены в табл. 5.

Таблица 5. Объединенная работа I

Вариант 0 1 2 3

Затраты 0 7 8 15

Сокращение продолжительности 0 2 3 5

2 шаг. Рассматриваем работы 3 и 4. Решение приведено в табл. 6.

Таблица 6
1 6; 4 10; 9

0 0; 0 4; 5

4
3 0 1

Результат сведены в табл. 7. Вариант 2 (затраты равны 6, сокращение рав-
но 4) исключен, поскольку он доминируется вариантом 1 (затраты равны 4,
сокращение равно 5).

Таблица 7. Объединенная работа II

Вариант 0 1 2

Затраты 0 4 10

Сокращение продолжительности 0 5 9
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3 шаг. Рассматриваем объединенные работы I и II. Решение приведено в
табл. 8.

Таблица 8
2 10; 9 17; 11 18; 12 25; 14

1 4; 5 11; 7 12; 8 19; 10

0 0; 0 7; 2 8; 3 15; 5
II

I 0 1 2 3

Результаты сведены в табл. 9. В этой таблице варианты упорядочены по
возрастанию затрат. При этом оставлены только Парето-оптимальные вари-
анты (варианты (7; 2), (8 3), (11, 7), (12, 8), (19, 10), (15, 5) исключены).

Таблица 9. Объединенная работа III

Вариант 0 1 2 3 4 5

Затраты 0 4 10 17 18 25

Сокращение продолжительности 0 5 9 11 12 14

В результате получили параметрическую таблицу S (Y ). Для Y ≥ Q = 8
имеем: Y = 9, S (9) = 10, что соответствует сокращению продолжительностей
работ 3 и 4. Фактически рассматривается случай последовательных работ, т.е.
базовый алгоритм B. Далее покажем, как на основе базовых алгоритмов A
и B решать задачу для вариантов «сетевой график-дерево», «агрегируемый
сетевой график» и «сетевой график «сборка с комплектацией».

4. Сетевой график-дерево

Если сетевой график является деревом, то сетевое представление также
является деревом. На рис. 5 приведено сетевое представление сетевого гра-
фика, рис. 1. На нижнем уровне расположены вершины, соответствующие
работам. В остальных вершинах указаны базовые алгоритмы A и B, приме-
няемые для решения соответствующих задач.

A  

2 3 4 1 5 

B 

A 

B 

Рис. 5.
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Прим ер 3. Данные о работах приведены в таблице 10.

Таблица 10
i 1 2 3 4 5
τi 6 5 8 6 9

∆i 3 2 4 4 5

si 7 5 6 5 8

Примем T = 13; Q = 21 − 13 = 8.
1 шаг. Рассматриваем работы 1 и 2, применяя базовый алгоритм A. Реше-

ние приведено в табл. 11.

Таблица 11
Вариант 0 1 2

Затраты 0 7 12

Сокращение продолжительности 0 1 3

2 шаг. Рассматриваем объединенную работу (1, 2) и работу 4. Применяем
базовый алгоритм B. Решение приведено в табл. 12.

Таблица 12
Вариант 0 1 2 3

Затраты 0 5 12 7

Сокращение продолжительности 0 4 5 7

3 шаг. Рассматриваем объединенную работу (1, 2, 4) и работу 3. Приме-
няем базовый алгоритм A. Решение приведено в табл. 13.

Таблица 13
Вариант 0 1 2 3

Затраты 0 5 18 23

Сокращение продолжительности 0 4 5 7

4 шаг. Рассматриваем объединенную работу (1, 2, 4, 3) и работу 5. При-
меняем базовый алгоритм B. Решение приведено в табл. 14.

Таблица 14
Вариант 0 1 2 3

Затраты 0 5 8 13

Сокращение продолжительности 0 4 5 9

Множество сокращаемых работ определяется алгоритмом обратного хода
аналогично методу динамического программирования.

Оптимальному решению соответствует вариант 3 с затратами 13. При этом
варианте сокращается продолжительность работ 4 и 5.
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5. Агрегируемый сетевой график

Агрегируемые сети также имеют сетевое представление в виде дерева.
Пример сетевого представления для агрегируемой сети рис. 2 приведен на
рис. 6. Как и в случае дерева, решение задачи состоит в последовательном
применении базовых алгоритмов AиB согласно структуре сетевого представ-
ления.

 

A  

3 1 4 2 5 

B  

Рис. 6.

Прим ер 4. Возьмем данные примера 3 (табл. 10). Примем T = 21; Q =
= 29− 21 = 8.

1 шаг. Рассматриваем работы 2 и 3, применяя базовый алгоритм A. Реше-
ние приведено в табл. 15.

Таблица 15
Вариант 0 1 2

Затраты 0 5 11

Сокращение продолжительности 0 2 4

2 шаг. Рассматриваем объединенную работу (2, 3) и работы1, 4, 5, приме-
няя базовый алгоритм B.

2.1. Рассматриваем работы (2, 3) и 1. Решение приведено в табл. 16.

Таблица 16
Вариант 0 1 2 3 4 5

Затраты 0 5 7 11 12 18

Сокращение продолжительности 0 2 3 4 5 7

2.2. Рассматриваем объединенную работу (1, 3) и работу 4. Решение при-
ведено в табл. 17.

Таблица 17
Вариант 0 1 2 3 4

Затраты 0 5 10 12 16

Сокращение продолжительности 0 4 6 7 8
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2.3. Рассматриваем объединенную работу (1, 4) и работу 5. Решение при-
ведено в табл. 18.

Таблица 18
Вариант 0 1 2 3 4 5

Затраты 0 5 8 10 12 13

Сокращение продолжительности 0 4 5 6 7 9

Оптимальное решение определяется вариантом 5 с затратами 13 и сокра-
щением продолжительности на 9. Ему соответствует сокращение продолжи-
тельностей работ 4 и 5.

6. Сетевой график «сборка с комплектацией»

Сетевой график «сборка с комплектацией» уже не допускает сетевого
представления в виде дерева. Рассмотрим два подхода к решению задачи.

Подход 1
Определим множество вершин G первого слоя таких, что их степени боль-

ше 1 (фиксация продолжительностей соответствующих работ превращает
оставшуюся сеть в сеть типа дерево). Если число вершин множества G рав-
но q, то существует 2q различных вариантов фиксации их продолжительно-
стей. Рассматриваем каждый вариант и решаем задачу для сети типа дере-
во. К затратам полученного решения добавляем затраты работ множества G,
продолжительности которых в рассматриваемом варианте уменьшены.

Прим ер 5. Рассмотрим сетевой график рис. 3. Заметим, что если зафик-
сировать продолжительность работы 2, то сетевой график превращается в де-
рево с ограничениями на моменты начала работ 4 и 6. Поскольку q = 1, необ-
ходимо рассмотреть два варианта. Данные о работах приведены в табл. 19.

Таблица 19
i 1 2 3 4 5 6 7 8

τi 7 8 4 6 5 9 5 3

si 8 6 3 5 7 7 6 4

∆i 4 3 2 3 2 6 2 1

Вариант 1. Продолжительность работы 2 равна τ2 = 8. В этом случае
работы 4 и 6 не могут начаться раньше 8 единиц времени. Поэтому очевидно,
что x1 = 0 и x3 = 0. Примем Q = 6.

1 шаг. Рассматриваем работы 4 и 5. Применяем базовый алгоритм A. Ре-
шение приведено в табл. 20.

Таблица 20
Вариант 0 1

Затраты 0 5

Сокращение продолжительности 0 3
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2 шаг. Рассматриваем объединенную работу (4, 5) и работу 7. Применяем
базовый алгоритм B. Решение приведено в табл. 21.

Таблица 21
Вариант 0 1 2

Затраты 0 5 11

Сокращение продолжительности 0 3 5

3 шаг. Рассматриваем объединенную работу (4, 5, 7) и работу 6. Приме-
няем базовый алгоритм A. Решение приведено в табл. 22.

Таблица 22
Вариант 0 1 2 3

Затраты 0 5 12 18

Сокращение продолжительности 0 2 3 5

4 шаг. Рассматриваем объединенную работу (4, 7) и работу 8. Применяем
базовый алгоритм B. Решение приведено в табл. 23.

Таблица 23
1 4; 1 9; 3 16; 4 22; 6

0 0; 0 5; 2 12; 3 18; 5

8
(4, 7)

0 1 2 3

Оптимальное решение определяется клеткой (22; 6) с затратами 22. Ему
соответствует уменьшение продолжительности работ 4, 6, 7 и 8.

Вариант 2. Продолжительность работы 2 равна τ2 −∆2 = 5. В этом слу-
чае работа 6 может начаться не раньше, чем через 5 единиц времени. Поэтому
x3 = 0, так как τ3 = 4. Не будем повторять все шаги последовательного при-
менения базовых алгоритмов, а приведем окончательную табл. 24.

Таблица 24
Вариант 0 1 2 3 4 5

Затраты 0 4 5 9 11 15

Сокращение продолжительности 0 1 3 4 5 6

Оптимальным является вариант 5 с затратами 15. С учетом затрат на
сокращение продолжительности работы 2 получаем 21. Выбираем второй ва-
риант, т.е. сокращаем продолжительности работ 2, 4, 7 и 8.

Подход 2
Разделим затраты si, i ∈ G произвольным образом на столько частей,

сколько работ обеспечивает комплектующими работа i. Без ограничения общ-
ности примем, что число таких работ равно двум для каждой i ∈ G, т.е.

si = vi + ui, i ∈ G.

Фактически как бы произведено разделение вершины i на две вершины, по-
делились соответственно и затраты. При этом сетевой график превратился
в дерево, и можно применить описанный выше алгоритм. Из теории сете-
вого программирования [9] известно, что полученная в результате величина
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затрат дает нижнюю оценку для исходной задачи. Эту оценку применяем в
методе ветвей и границ.

Прим ер 6. Возьмем данные примера 5 (табл. 19). Пусть u2 = v2 = 3. По-
сле разделения вершины 2 на две вершины получаем дерево, приведенное на
рис. 7.

Теперь можно применить алгоритм для дерева. Получаем оптимальное
решение с затратами 18. Сокращаются работы 2′, 4, 7, 8. Однако работа 2
не сокращается. Поэтому решение является недопустимым для исходной за-
дачи и дает только оценку снизу. Применяем метод ветвей и границ. Делим
множество всех решений на два подмножества. В первом x2 = 1, а во вто-
ром x2 = 0. Выбираем подмножество с лучшей оценкой (в данном случае это
будет оптимальное решение, поскольку всего одна вершина 2 имеет степень
исхода 2). Это решение было получено ранее. Сокращаются работы 2, 4, 7 и 8
с затратами 21.

Нижнюю оценку можно улучшить, изменяя разбиение затрат вершин
множества G. Задача поиска варианта разбиения затрат, максимизирую-
щего нижнюю оценку, называется обобщенной двойственной задачей [9].
Однако решение обобщенной двойственной задачи требует затрат време-
ни. По-видимому, рациональной является смешанная стратегия, когда после
нескольких шагов улучшения нижней оценки производится ветвление, затем
снова несколько шагов улучшения и т.д.

Вычислительная сложность описанных алгоритмов определяется вычис-
лительной сложностью базового алгоритма В, которая равна O(nQ2) при це-
лочисленных значениях временных параметров.

Данная оценка не относится к задаче сборки с комплектацией, для которой
вычислительная сложность равна O(2qnQ2).

Оценка вычислительной сложности метода ветвей и границ требует экс-
периментальных исследований.

7. Заключение

Предложенный способ решения задач календарного планирования, осно-
ванный на методе сетевого программирования, позволяет использовать про-
стые алгоритмы, легко поддающиеся программной реализации. При сетевой
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структуре типа дерева получается точное решение задачи, а в общем случае –
верхняя или нижняя оценка для использования в методе ветвей и границ.
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ
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УПРАВЛЕНИЯ С ТЕРМИНАЛЬНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ

НА ТРАЕКТОРИИ

Рассматривается задача об управлении с минимальными энергетиче-
скими затратами линейной сингулярно возмущенной системой, в которой
на правый конец траекторий наложены линейные ограничения. Строят-
ся асимптотические приближения в виде программы и обратной связи
к оптимальному управлению в этой задаче. Основное достоинство пред-
лагаемых алгоритмов состоит в том, что при их применении происходит
декомпозиция исходной задачи на две невозмущенные задачи оптималь-
ного управления меньшей размерности.

Ключевые слова: оптимальное управление, линейная система, квадратич-
ный функционал, сингулярные возмущения, асимптотические приближе-
ния, субоптимальный синтез.
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1. Введение

Системы обыкновенных дифференциальных уравнений с малыми пара-
метрами при части производных принято называть сингулярно возмущенны-
ми. В рамках математической теории оптимальных процессов задачам оп-
тимизации таких систем уделяется значительное внимание (см. [1–4]). Инте-
рес к таким задачам вызван эффективностью асимптотических методов их
решения, при применении которых исходные задачи оптимального управле-
ния распадаются на задачи меньшей размерности. Кроме того, асимптотиче-
ский подход позволяет избежать интегрирования сингулярно возмущенных
систем, которые являются жесткими [5].

Настоящая статья посвящена построению асимптотических приближений
в виде программы и обратной связи к решению сингулярно возмущенной
линейно-квадратичной задачи оптимального управления с линейными терми-
нальными ограничениями на траектории. Ее можно трактовать как задачу
управления с минимальными энергетическими затратами. Суть предлагае-
мых алгоритмов состоит в асимптотическом разложении по целым степеням
малого параметра множителей Лагранжа, соответствующих в силу принци-
па максимума [6] оптимальному управлению. Предлагаемые вычислительные
процедуры являются очередной реализацией методики исследования задач
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оптимизации возмущенных динамических систем, в основу которой положена
идея специальной конечномерной параметризации оптимальных управлений
(см. [2]).

Следует отметить, что сингулярно возмущенным линейно-квадратичным
задачам оптимального управления посвящено значительное число публика-
ций (см., например, [7–11]), однако в них, за исключением [11], ограничения на
траектории не накладывались. Настоящая статья обобщает результаты, полу-
ченные в [11], где рассматривалась задача с фиксированным правым концом
траекторий.

2. Постановка задачи

В классе r-мерных управляющих воздействий u(t), t ∈ T = [t∗, t∗], с
кусочно-непрерывными компонентами рассмотрим следующую задачу опти-
мального управления:

ẏ = A1(t)y +A2(t)z +B1(t)u, y(t∗) = y∗,

µż = A3(t)y +A4(t)z +B2(t)u, z(t∗) = z∗,
(2.1)

H1y(t
∗) = g1, H2z(t

∗) = g2,(2.2)

J(u) =
1

2

t∗∫

t∗

uTP (t)udt → min,(2.3)

где µ — малый положительный параметр, t∗, t∗ — заданные моменты вре-
мени (t∗ < t∗), y — n-вектор медленных переменных, z — m-вектор быст-
рых переменных, g1, g2 — векторы размерностей n1, m1 соответственно
(n1 ≤ n, m1 ≤ m), H1 и H2 — матрицы полного ранга, P (t) — положительно
определенная симметрическая матрица для всех t ∈ T .

Предп о л ожени е 1. Действительные части всех собственных значений
матрицы A4(t), t ∈ T , отрицательны.

Предп о л ожени е 2. Элементы всех матриц, формирующих задачу, бес-
конечно дифференцируемы.

Управление с кусочно-непрерывными компонентами принято называть
допустимым, если для порожденной этим управлением траектории систе-
мы (2.1) выполнены терминальные ограничения (2.2). Допустимое управле-
ние, на котором критерий качества (2.3) принимает наименьшее значение,
называют оптимальным. Наряду с этими общеупотребительными понятиями
определим то, что будет пониматься под асимптотическими приближениями
к решению рассматриваемой задачи.

Опр е д е л е н и е 1. Управление u(N)(t, µ), t ∈ T , с кусочно-непрерывными
компонентами назовем (программным) асимптотически субоптимальным
управлением N -го порядка (N = 0, 1, 2, . . .), в задаче (2.1)–(2.3), если оно от-
клоняется по критерию качества (2.3) от оптимального управления на
величину O

(
µN+1

)
, а порожденная им траектория y (t, µ), z (t, µ), t ∈ T ,
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системы (2.1) удовлетворяет терминальным ограничениям (2.2) с точно-
стью того же порядка малости.

Опр е д е л е н и е 2. Вектор-функцию u(N)(y, z, t, µ) назовем асимптоти-
чески субоптимальной обратной связью N -го порядка, если для любого на-
чального состояния (y∗, z∗, t∗), t∗ < t∗, имеет место равенство

u(N)(y∗, z∗, t∗, µ) = u(N)(t∗, µ),

где u(N)(t, µ), t∈T , – асимптотически субоптимальное управление N -го по-
рядка в задаче (2.1)–(2.3).

В настоящей статье предлагается и обосновывается алгоритм, с помощью
которого для заданного числа N можно построить асимптотически субопти-
мальное управление N -го порядка в рассматриваемой задаче. В статье также
показывается, как можно построить асимптотически субоптимальную обрат-
ную связь нулевого порядка.

В дальнейшем для сокращения записи будем использовать обозначения:

A (t, µ) =

(
A1 (t) A2 (t)
A3 (t) /µ A4 (t) /µ

)
,

B (t, µ) =

(
B1 (t)
B2 (t) /µ

)
, x∗ =

(
y∗
z∗

)
.

(2.4)

3. Первая базовая задача

Вычисления при построении асимптотически субоптимальных управлений
начинаются с решения вырожденной задачи

ẏ = A0(t)y +B0(t)u, y(t∗) = y∗, H1y(t
∗) = g1,

J1(u) =
1

2

t∗∫

t∗

uTP (t)udt → min,
(3.1)

где

A0(t) = A1(t)−A2(t)A
−1
4 (t)A3(t), B0(t) = B1(t)−A2(t)A

−1
4 (t)B2(t).(3.2)

В дальнейшем эту задачу будем называть первой базовой.

Предп о л ожени е 3. Динамическая система в задаче (3.1) является
управляемой на отрезке [τ, t∗] относительно подпространства H1y = 0 при
любом τ ∈ [t∗, t∗) [12].

Это предположение выполняется тогда и только тогда (см., напри-
мер, [13]), когда при любом τ ∈ [t∗, t∗) и любом ненулевом векторе l размер-
ности n1 имеет место соотношение

lTH1F0(t)B(t) 6≡ 0, τ ≤ t ≤ t∗,(3.3)
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где F0(t), t ∈ T , — (n× n)-матричная функция, являющаяся решением на-
чальной задачи

Ḟ0 = −F0A0 (t) , F0(t
∗) = En(3.4)

с единичной матрицей En. Заметим, что условие (3.3), которое называют
неявным критерием управляемости на подпространство, для стационарной
динамической системы эквивалентно требованию [12]

rank
(
H1B0, H1A0B0, . . . , H1A

n−1
0 B0

)
= n1.(3.5)

При выполнении предположения 3 в первой базовой задаче существуют
допустимые управления, а тогда эта задача имеет единственное решение [14],
которое является нормальной экстремалью. Последнее означает, что принцип
максимума [6, 15] в данном случае может быть сформулирован следующим
образом: пусть u0(t), y0(t), t ∈ T , — оптимальные управление и траектория
в задаче (3.1), тогда существует такой вектор множителей Лагранжа λ0 раз-
мерности n1, что выполняется условие

ψ0T(t)B0(t)u
0(t)− 1

2
u0T(t)P (t)u0(t) =

= max
u∈Rr

(
ψ0T(t)B0(t)u− 1

2
uTP (t)u

)
, t ∈ T,

где ψ0(t), t ∈ T , — решение сопряженной системы ψ̇ =−AT
0 (t)ψ, ψ(t∗) =HT

1 λ0.
Отсюда непосредственно следует, что

u0(t) = P−1(t)BT
0 (t)ψ

0(t), t ∈ T.(3.6)

Заметим, что

ψ0T (t) = λT
0H1F0 (t) , ψ0T(t)B0(t) = λT

0H1Φ0 (t) , t ∈ T,(3.7)

где

Φ0 (t) = F0 (t)B0 (t) , t ∈ T.(3.8)

В силу (3.6), (3.7) и формулы Коши имеем равенство

H1y
0(t∗) = H1F0 (t∗) y∗ +H1C1H

T
1 λ0 = g1,(3.9)

где

C1 =

t∗∫

t∗

Φ0 (t)P
−1 (t)ΦT

0 (t) dt.(3.10)

При выполнении предположения 3 матрица H1C1H
T
1 будет невырожденной, в

чем можно легко убедиться, опираясь на неявный критерий управляемости на
подпространство. Поскольку λ0 определяется однозначно, то оптимальному
управлению в первой базовой задаче соответствует, в силу сформулирован-
ного принципа максимума, единственный вектор сопряженных переменных.
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4. Вторая базовая задача

На втором этапе вычислений решается задача оптимального управления
с бесконечной длительностью процесса

dz

ds
= A4(t

∗)z +B2(t
∗)u,

H2z(0) = H2A
−1
4 (t∗)

(
A3(t

∗)y0 (t∗) +B2(t
∗)u0(t∗)

)
+ g2,

z(−∞) = 0, J2(u) =
1

2

0∫

−∞

uTP (t∗)uds → min,

(4.1)

которую будем называть второй базовой.

Предп о л ожени е 4. Выполнен критерий управляемости на подпро-
странство

rank
(
H2B2(t

∗), H2A4(t
∗)B2(t

∗), . . . , H2A
m−1
4 (t∗)B2(t

∗)
)
= m1.

Это предположение гарантирует существование допустимых управлений
во второй базовой задаче. Отсюда, в свою очередь, следует, что задача (4.1)
имеет единственное решение [14] и является нормальной. В этом случае прин-
цип максимума [6] для нее может быть сформулирован следующим образом:
пусть u∗ (s), z∗ (s), s ≤ 0, — оптимальные управление и траектория в зада-
че (4.1), тогда существует такой вектор множителей Лагранжа ν0 размерно-
сти m1, что выполняется условие

ΠψT (s)B2 (t
∗) u∗ (s)− 1

2
u∗T (s)P (t∗)u∗ (s) =

= max
u∈Rr

(
ΠψT (s)B2 (t

∗) u− 1

2
uTP (t∗) u

)
, s ≤ 0,

где Πψ (s), s ≤ 0, — решение сопряженной системы

d

ds
Πψ = −AT

4 (t
∗)Πψ, Πψ(0) = HT

2 ν0.

Отсюда непосредственно следует, что

u∗(s) = P−1(t∗)BT
2 (t

∗)Πψm(s), s ≤ 0.(4.2)

Заметим, что

ΠψT (s) = νT
0 H2G (s) , ΠψT (s)B2 (t

∗) = νT
0 H2ΠΦ (s) , s ≤ 0,(4.3)

где

ΠΦ (s) = G (s)B2 (t
∗) , s ≤ 0,(4.4)
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а G (s), s ≤ 0, —(m×m)-матричная функция, удовлетворяющая дифферен-
циальному уравнению

dG

ds
= −GA4 (t

∗) , G (0) = Em.(4.5)

Введем обозначение

C3 =

0∫

−∞

(
ΠΦ(s)P−1(t∗)ΠΦT(s)

)
ds.(4.6)

В силу предположения 4 матрица H2C3H
T
2 будет невырожденной, а посколь-

ку, как следует из (4.2), (4.3) и формулы Коши,

H2z
∗ (0) = H2C3H

T
2 ν0,(4.7)

то оптимальному управлению во второй базовой задаче соответствует, в силу
принципа максимума, единственный вектор сопряженных переменных.

Подчеркнем, что единственная информация о решении второй базовой за-
дачи, которая используется в дальнейшем при построении асимптотически
субоптимальных управлений, — это вектор множителей Лагранжа ν0. Нет
необходимости строить оптимальное управление u∗(s), s ≤ 0, что, впрочем, и
невозможно, если задача решается численно.

После решения базовых задач формируется матрица

I0 =

(
H1C1H

T
1 0n1×m1

H2C2H
T
1 H2C3H

T
2

)
(4.8)

размеров (n1 +m1)× (n1 +m1). Матрицы C1, C3 определены ранее форму-
лами (3.10), (4.6), а

C2 = −A−1
4 (t∗)

(
A3(t

∗)C1 +B2 (t
∗)P−1 (t∗)BT

0 (t∗)
)
.

Как было отмечено, H1C1H
T
1 , H2C3H

T
2 — невырожденные матрицы, а тогда

det I0 6= 0.

5. Асимптотический анализ решения исходной задачи

Говорить об асимптотически субоптимальных управлениях можно лишь в
том случае, когда исходная задача имеет решение. Убедимся, что при сделан-
ных предположениях в задаче (2.1)–(2.3) с достаточно малым µ существует
оптимальное управление. Доказательство будет конструктивным и предопре-
делит дальнейшие вычисления при построении асимптотически субоптималь-
ных управлений.

Пусть ψ1 (t, λ, ν, µ), ψ2 (t, λ, ν, µ), t ∈ T , — решение начальной задачи

ψ̇1 = −AT
1 (t)ψ1 −AT

3 (t)ψ2, ψ1 (t
∗) = HT

1 λ,

µψ̇2 = −AT
2 (t)ψ1 −AT

4 (t)ψ2, ψ2 (t
∗) = HT

2 ν,
(5.1)
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где λ, ν — векторы размерности n1 и m1 соответственно. Обозначим через
y (t, λ, ν, µ), z (t, λ, ν, µ), t ∈ T , траекторию системы (2.1), порожденную управ-
лением

u (t, λ, ν, µ) =

= P−1 (t)
(
BT

1 (t)ψ1 (t, λ, ν, µ) +BT
2 (t)ψ2 (t, λ, ν, µ)

)
, t ∈ T.

(5.2)

Те ор ем а. При выполнении предположений 1–4 в задаче (2.1)–(2.3) с до-
статочно малым µ существует единственное оптимальное управление, ко-
торое является нормальной экстремалью и представимо в виде

u0 (t, µ) = u (t, λ (µ) , ν (µ) , µ) , t ∈ T.(5.3)

Оптимальному управлению соответствует, в силу принципа максимума,
вектор сопряженных переменных

(ψ1 (t, λ (µ) , µν (µ) , µ) , µψ2 (t, λ (µ) , µν (µ) , µ)) , t ∈ T ,

при этом векторы λ (µ) , ν (µ), являющиеся решением системы уравнений

H1y (t
∗, λ, ν, µ) − g1 = 0, H2z (t

∗, λ, ν, µ)− g2 = 0,(5.4)

допускают асимптотические разложения

λ (µ) ∼ λ0 +

∞∑

k=1

µkλk, ν (µ) ∼ ν0 +

∞∑

k=1

µkνk,(5.5)

старшие коэффициенты которых есть векторы множителей Лагранжа в
базовых задачах.

Дока з а т е л ь с т в о. Прежде всего покажем, что левые части уравне-
ний (5.4) допускают асимптотические разложения по целым степеням ма-
лого параметра, и получим формулы для коэффициентов этих разложений.
Для сокращения записи введем обозначения η = (λ, ν), η0 = (λ0, ν0), и пусть
x(t, η, µ) = (y(t, η, µ), z(t, η, µ)), t ∈ T . В силу формулы Коши, используя обо-
значения (2.4), имеем

x(t∗, η, µ) = F (t∗, µ) x∗ +

t∗∫

t∗

F (t, µ)B (t, µ) u (t, η, µ) dt,(5.6)

где F (t, µ), t ∈ T , — матричная функция размеров (n+m)× (n+m), которая
является решением начальной задачи

Ḟ = −FA (t, µ) , F (t∗) = En+m.(5.7)

Решение этого сингулярно возмущенного уравнения удобно представлять в
блочном виде

F (t, µ) =

(
F1 (t, µ) F2 (t, µ)

F3 (t, µ) F4 (t, µ)

)
,
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где F1, F2, F3, F4 — матрицы размеров n× n, n×m, m× n и m×m соот-
ветственно. С помощью метода пограничных функций [16] они могут быть
разложены в асимптотические ряды:

Fi(t, µ) ∼
∞∑

k=0

µk (Fik(t) + ΠkFi (s)) ,

s = (t− t∗) /µ, t ∈ T, i = 1, 2, 3, 4.

(5.8)

Подчеркнем, что выражения (5.8) — равномерные по t ∈ T асимптотические
разложения. Отметим как существенный факт также то, что для матричных
функций ΠkFi (s), s ≤ 0, называемых пограничными членами, имеют место
оценки

‖ΠkFi (s)‖ ≤ αk exp (βks) , i = 1, 2, 3, 4, k = 0, 1, . . . ,(5.9)

где αk, βk — положительные постоянные. Приведем несколько старших коэф-
фициентов разложений (5.8), которые понадобятся при доказательстве тео-
ремы:

F10 = F0 (t) , F20 = 0n×m, F30 = −A−1
4 (t∗)A3 (t

∗)F0 (t) ,

F40 = 0m×m, F21 = −F0 (t)A2 (t)A
−1
4 (t) ,

F41 = A−1
4 (t∗)A3 (t

∗)F0 (t)A2 (t)A
−1
4 (t) ,

Π0F1 = 0n×n, Π0F2 = 0n×m, Π0F3 = G (s)A−1
4 (t∗)A3 (t

∗) ,

Π0F4 = G (s) , Π1F2 = A2 (t
∗)A−1

4 (t∗)G (s) ,

(5.10)

где F0 (t), t ∈ T , и G (s), s ≤ 0, — решения начальных задач (3.4) и (4.5) со-
ответственно.

Запишем (5.6) в блочном виде

y(t∗, η, µ) = F1 (t∗, µ) y∗ + F2 (t∗, µ) z∗ +

+

t∗∫

t∗

(F1 (t, µ)B1 (t) + F2 (t, µ)B2 (t) /µ)u (t, η, µ) dt,

z(t∗, η, µ) = F3 (t∗, µ) y∗ + F4 (t∗, µ) z∗ +

+

t∗∫

t∗

(F3 (t, µ)B1 (t) + F4 (t, µ)B2 (t) /µ)u (t, η, µ) dt.

(5.11)

Заметим, что

ψT
1 (t, η, µ) = λTH1F1 (t, µ) + µνTH2F3 (t, µ) ,

ψT
2 (t, η, µ) = λTH1F2 (t, µ) /µ+ νTH2F4 (t, µ) .
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Отсюда и из формул (5.8), (5.10) следует, что имеют место асимптотические
разложения

ψi(t, η, µ) ∼
∞∑

k=0

µk (ψik(t, η) + Πkψi (s, η)) ,

s = (t− t∗) /µ, t ∈ T, i = 1, 2,

(5.12)

в которых

ψT
10(t, η) = λTH1F0 (t) , ψT

20(t, η) = −λTH1F0 (t)A2 (t)A
−1
4 (t) ,

ΠT
0 ψ1(s, η) = 0, ΠT

0 ψ2 (s, η) =
(
λTH1A2 (t

∗)A−1
4 (t∗) + νTH2

)
G (s) ,

ψT
1k(t, η) = λTH1F1k (t) + νTH2F3,k−1 (t) ,

ψT
2k(t, η) = λTH1F2,k+1 (t) + νTH2F4k (t) ,

ΠT
k ψ1(s, η) = λTH1ΠkF1 (s) + νTH2Πk−1F3 (s) ,

ΠT
k ψ2(s, η) = λTH1Πk+1F2 (s) + νTH2ΠkF4 (s) ,

k ≥ 0, t ∈ T, s ≤ 0.

(5.13)

Эти разложения будут равномерными в области ‖η − η0‖ < ε0, t ∈ T , где ε0 —
некоторое положительное число. Отметим, что в силу формул (3.7), (4.3)
имеют место равенства:

ψT
10(t, η0) = ψ0 (t) , ψT

20(t, η0) = −
(
A2 (t)A

−1
4 (t)

)T
ψ0 (t) , t ∈ T,(5.14)

Π0ψ2 (s, η0) = Πψ (s) , s ≤ 0.

Управление (5.2) также допускает равномерное асимптотическое разложение

u(t, η, µ) ∼
∞∑

k=0

µk (uk(t, η) + Πku (s, η)) , s = (t− t∗) /µ, t ∈ T,(5.15)

где

uk (t, η) = P−1 (t)
(
BT

1 (t)ψ1k (t, η) +BT
2 (t)ψ2k (t, η)

)
,

Πku (s, η) =(5.16)

=

k∑

j=0

sj

j!

(
dj

dtj
(P−1BT

1 )(t
∗)Πk−jψ1(s, η) +

dj

dtj
(P−1BT

2 )(t
∗)Πk−jψ2(s, η)

)
,

t ∈ T, s ≤ 0, k = 0, 1, . . .

Поскольку наряду с формулами (3.2), (3.6), (4.2) и (5.14) имеет место равен-
ство Π0ψ1(s, η) = 0, то

u0(t, η0) = u0 (t) , t ∈ T, Π0u (s, η0) = u∗ (s) , s ≤ 0.(5.17)
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Из (5.8)–(5.10), (5.12), (5.13), (5.15) и (5.16) следует, что вектор-функции
(5.11) разлагаются в асимптотические ряды

y(t∗, η, µ) ∼
∞∑

k=0

µkyk (η) , z(t∗, η, µ) ∼
∞∑

k=0

µkzk (η) ,(5.18)

в которых

y0(η) = F0 (t∗) y∗ +

t∗∫

t∗

F0(t)B0(t)u0 (t, η) dt,

z0(η) = −A−1
4 (t∗)A3(t

∗)y0(η) +

0∫

−∞

G(s)B2(t
∗)(u0(t

∗, η) + Π0u(s, η))ds,

yk(η) = F1k (t∗) y∗ + F2k (t∗) z∗ +

t∗∫

t∗

k∑

j=0

F1j (t)B1 (t) uk−j (t, η) dt+(5.19)

+

t∗∫

t∗

k+1∑

j=1

F2j (t)B2 (t)uk−j+1 (t, η) dt+

+

0∫

−∞

k−1∑

p=0

k−p−1∑

j=0

sj

j!

dj

dtj
(F1,k−p−j−1B1) (t

∗) Πpu (s, η) ds+

+

0∫

−∞

k∑

p=0

k−p∑

j=0

sj

j!

dj

dtj
(F2,k−p−j−1B2) (t

∗) Πpu (s, η) ds+

+

0∫

−∞

k−1∑

p=0

k−p−1∑

j=0

sj

j!
Πk−p−j−1F1(s)

(
djB1

dtj
(t∗)Πpu (s, η)+

∂j

∂tj
(B1up) (t

∗, η)

)
ds +

+

0∫

−∞

k∑

p=0

k−p∑

j=0

sj

j!
Πk−p−jF2 (s)

(
djB2

dtj
(t∗) Πpu (s, η) +

∂j

∂tj
(B2up) (t

∗, η)

)
ds,

k ≥ 1.

Для zk(η), k ≥ 1, имеет место аналогичная формула с той лишь разницей, что
F1j заменяется на F3j , а F2j — на F4j и что вместо ΠjF1, ΠjF2 соответственно
имеем ΠjF3, ΠjF4, j = 0, 1, . . .

С помощью теоремы о неявной функции убедимся, что система уравне-
ний (5.4) однозначно разрешима относительно η при достаточно малых µ.
Запишем (5.4) в виде

R (η, µ) = 0.(5.20)
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В силу (5.18) имеет место равномерное в области ‖η − η0‖ < ε0 асимптотиче-
ское разложение

R (η, µ) ∼
∞∑

k=0

µkRk (η) ,(5.21)

в котором R0(η) = (H1y0(η)− g1,H2z0(η)− g2), Rk(η) = (H1yk(η),H2zk(η)),
k = 1, 2, . . . Положим R(η, 0) = R0(η), тогда вектор-функция R(η, µ) будет
непрерывной вместе со своими частными производными по компонентам век-
тора η в области ‖η − η0‖ < ε0, 0 ≤ µ < µ0, где µ0 — достаточно малое поло-
жительное число.

В силу (5.17), (5.19) и формулы Коши имеем H1y0 (η0) = H1y
0 (t∗) = g1.

Матричная функция G (s), s ≤ 0, является решением начальной задачи (4.5),
и поскольку G (s) → 0 при s→ −∞, то

0∫

−∞

G (s)B2 (t
∗) u0(t

∗, η0)ds =

= −
0∫

−∞

dG

ds
(s)A−1

4 (t∗)B2 (t
∗)u0(t∗)ds = −A−1

4 (t∗)B2 (t
∗) u0(t∗).

(5.22)

Вместе с тем из (5.17) и формулы Коши следует, что

0∫

−∞

G (s)B2 (t
∗) Π0u(s, η0)ds = z∗ (0) .

Отсюда и из формул (4.1), (5.19), (5.22) получаем H2z0 (η0) = g2. Таким об-
разом, R (η0, 0) = R0 (η0) = 0.

Непосредственным дифференцированием вектор-функции (5.19), учиты-
вая (3.7), (4.4), (5.10), (5.13), (5.16), убеждаемся, что ∂R0 (η0, 0) /∂η =
= ∂R0 (η0) /∂η = I0 (см. (4.8)). Поскольку эта матрица Якоби является невы-
рожденной, то для системы (5.20) или, что то же самое, для системы (5.4)
выполнены условия теоремы о неявной функции. Согласно этой теореме в
некоторой правосторонней окрестности нуля 0 ≤ µ < µ1 однозначно определе-
на вектор-функция η (µ) = (λ (µ) , ν (µ)), удовлетворяющая уравнениям (5.4).
Она непрерывна, и η (0) = η0 = (λ0, ν0) .

Как уже отмечалось, разложение (5.21) является равномерным в области
‖η − η0‖ < ε0, а его коэффициенты — линейные функции. Тогда для реше-
ния (λ (µ) , ν (µ)) системы (5.4) будут иметь место асимптотические разложе-
ния (5.5).

Рассмотрим управление (5.3). Оно будет допустимым в задаче (2.1)–(2.3),
поскольку для порожденной им траектории y0 (t, µ) = y (t, λ (µ) , ν (µ) , µ),
z0 (t, µ) = z (t, λ (µ) , ν (µ) , µ), t ∈ T , выполняются условия H1y

0(t∗, µ) = g1,
H2z

0(t∗, µ) = g2. По построению управление (5.3) является нормальной экс-
тремалью Понтрягина с вектором множителей Лагранжа (λ (µ) , µν (µ)). Ему
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соответствует в силу принципа максимума вектор сопряженных перемен-
ных ψ0

1 (t, µ) = ψ1(t, λ (µ) , µν (µ) , µ), ψ0
2 (t, µ) = µψ2(t, λ (µ) , µν (µ) , µ), t ∈ T .

По доказанному в исходной задаче с достаточно малым µ существует допу-
стимое управление. Тогда эта задача имеет единственное решение [14]. Им
будет управление (5.3), поскольку в задачах минимизации выпуклых инте-
гральных функционалов на траекториях линейных систем нормальная экс-
тремаль является оптимальным управлением (см., например, [17]). Теорема
доказана.

6. Построение асимптотически субоптимальных управлений

Продолжим изложение алгоритма построения асимптотических прибли-
жений к решению задачи (2.1)–(2.3), опираясь на утверждения теоремы и
формулы, полученные при ее доказательстве.

Вектор-функция

u(0)(t, µ) = P−1 (t)
(
BT

1 (t)ψ1(t, η0, µ) +BT
2 (t)ψ2(t, η0, µ)

)
, t ∈ T,

будет асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в ис-
ходной задаче. Заметим, что ее можно сформировать непосредственно после
решения базовых задач. Асимптотически субоптимальное управление N -го
порядка (N ≥ 1) имеет вид

u(N)(t, µ) = P−1 (t)
(
BT

1 (t)ψ1(t, η
(N) (µ) , µ) +BT

2 (t)ψ2(t, η
(N) (µ) , µ)

)
,(6.1)

где

η(N) (µ) =

N∑

k=0

µkηk, ηk = (λk, νk) , k = 1, . . . , N.(6.2)

Для построения управления (6.1) нужно найти коэффициенты λk, νk, k =
= 1, . . . , N , асимптотических рядов (5.5), что можно сделать методом неопре-
деленных коэффициентов, опираясь на разложение (5.21). Для этого разло-
жим с помощью формулы Тейлора вектор-функцию

N∑

k=0

µkRk

(
η(N) (µ)

)

по степеням µ до порядка N включительно и приравняем коэффициенты
разложения нулю (начиная с коэффициента при µ). В результате получим
невырожденные системы линейных алгебраических уравнений для последо-
вательного нахождения векторов ηk, k = 1, . . . , N :

I0η1 = −R1 (η0) , I0ηk = −R2 (η0)−
k−1∑

i=1

∂Ri
∂η

(η0) ηk−i, k ≥ 2.(6.3)
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Здесь учтено, что коэффициенты разложений (5.19) есть линейные вектор-
функции. Заметим, что в силу структуры (4.8) матрицы Якоби I0 систе-
мы (6.3) расщепляются. Последовательно решая эти системы, находим век-
торы ηk, k = 1, . . . , N , и составляем полиномы (6.2). Чтобы построить управ-
ление (6.1), нужно найти решение начальной задачи (5.1) для сопряженной
системы с

λ =

N∑

k=0

µkλk, ν =

N∑

k=0

µkνk.

Сопряженная система является сингулярно возмущенной и, следовательно,
жесткой. Интегрирования жестких систем можно избежать, заменив в (6.1)
вектор-функции ψi (t, η, µ), i = 1, 2, их асимптотическими приближениями

ψ
(N)
i (t, η, µ) =

N∑

k=0

µk (ψik (t, η) + Πkψi (s, η)) ,

s = (t− t∗) /µ, t ∈ T, i = 1, 2.

Вектор-функция

ū(N)(t, µ) = P−1 (t)
(
BT

1 (t)ψ
(N)
1

(
t, η(N) (µ) , µ

)
+

+BT
2 (t)ψ

(N)
2

(
t, η(N) (µ) , µ

))
, t ∈ T,

наряду с (6.1) будет асимптотически субоптимальным управлением N -го по-
рядка в задаче (2.1)–(2.3). В частности, как следует из (3.6), (3.7), (4.2), (5.13)
и (5.14),

ū(0)(t, µ) = P−1(t)
(
BT

0 (t)ψ
0(t) +BT

2 (t)Πψ ((t− t∗) /µ)
)
=

= u0 (t) + u∗ ((t− t∗) /µ) , t ∈ T.
(6.4)

Вектор-функция (6.4) есть асимптотически субоптималное управление нуле-
вого порядка, что также видно из формул (5.15), (5.17). Заметим, что управ-
ление (6.4) не зависит от начального состояния z∗ вектора быстрых перемен-
ных и при малых µ будет существенно отличатся от решения u0(t), t ∈ T ,
первой базовой задачи лишь в пограничном слое, т.е. в некоторой левосто-
ронней окрестности точки t∗.

Замечание 1. Для построения асимптотически субоптимального управле-
ния N -го порядка в исходной задаче достаточно найти асимптотическое при-
ближение для R (η, µ) с точностью порядка µN+1. Это предъявляет к гладко-
сти элементов матриц, формирующих задачу, следующее требование [16]: они
должны иметь непрерывные производные до порядка N + 1 включительно.

Замечание 2. Из доказательства теоремы видно, что допустимое управле-
ние вида (5.3) существует и в случае, когда элементы матриц, формирую-
щих динамическую систему в задаче (2.1)–(2.3), непрерывно дифференци-
руемы, а поскольку в этой задаче (y∗, z∗) — произвольное начальное состоя-
ние, то такое предположение вместе с предположениями 1 и 3 гарантирует
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управляемость динамической системы на отрезке [t∗, t∗] относительно под-
пространства H1y = 0, H2z = 0. Это утверждение в случае полной управляе-
мости (H1 = En,H2 = Em) приводит к результату, полученному в [18].

Построенные асимптотические приближения множителей Лагранжа, ко-
торые являются решением системы уравнений (5.20), можно использовать
для нахождения оптимального управления в задаче (2.1)–(2.3) с заданным
значением µ. Для этого нужно применить процедуру доводки [19], т.е. най-
ти методом Ньютона корни системы (5.20), взяв в качестве начального при-
ближения η(N) (µ). Чтобы избежать интегрирования жестких систем, вместо
матрицы ∂R (η, µ) /∂η можно воспользоваться ее асимптотическим прибли-
жением I0.

7. Асимптотически субоптимальный синтез

Программные асимптотически субоптимальные управления, разумеется,
зависят от начального состояния (y∗, z∗, t∗) динамической системы. Ранее та-
кая зависимость не учитывалась, поскольку начальное состояние считалось
заданным. В настоящем разделе, который посвящен построению асимптоти-
чески субоптимальной обратной связи нулевого порядка, будем интересовать-
ся именно этой зависимостью. В дальнейшем будем рассматривать матри-
цу C1 как функцию t∗, t∗ < t∗. Момент t∗ по-прежнему считается заданным.

Из равенства (3.9) следует, что

λ0 =
(
H1C1 (t∗)H

T
1

)−1
(g1 −H1F0(t∗)y∗) ,(7.1)

а так как ψ0 (t∗) = FT
0 (t∗)ψ0 (t∗) = FT

0 (t∗)HT
1 λ0, то

ψ0 (t∗) =M1(t∗) (g1 −H1F0(t∗)y∗) ,(7.2)

где M1 (t) = FT
0 (t)T1

(
H1C1 (t)H

T
1

)−1
.

В силу (4.1) и (4.7) справедливо равенство

ν0 =
(
H2C3H

T
2

)−1
H2z

∗ (0) =

=
(
H2C3H

T
2

)−1 (
H2A

−1
4 (t∗)

(
A3 (t

∗) y0 (t∗) +B2 (t
∗)u0 (t∗)

)
+ g2

)
,

из которого и формул (3.6) (3.10), (7.1), (7.2) следует, что

Πψ(s) = GT(s)Πψ(0) = GT(s)HT
2 ν0 =

=M2(s)(H2A
−1
4 (t∗)(A3(t

∗)y0(t∗) +B2(t
∗)u0(t∗)) + g2) =(7.3)

=M2(s)(H2A
−1
4 (t∗)(A3(t

∗)F0(t∗)y∗ +M3(t∗)(g1 −H1F0(t∗)y∗)) + g2), s ≤ 0,

где

M2 (s) = GT (s)HT
2

(
H2C3H

T
2

)−1
,

M3 (t) =
(
A3 (t

∗)C1 (t) +B2 (t
∗)P−1 (t∗)BT

0 (t∗)
)
HT

1

(
H1C1 (t)H

T
1

)−1
.
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Как видно из (6.4), (7.2) и (7.3), асимптотически субоптимальное управ-
ление нулевого порядка в начальный момент времени представимо в виде

ū(0)(t∗, µ) = P−1(t∗)
(
BT

0 (t∗)M1 (t∗)H1 −BT
2 (t∗)M2 ((t∗ − t∗) /µ)×

×H2A
−1
4 (t∗) (A3 (t

∗)−M3 (t∗)H1)
)
F0 (t∗) y∗ −

− P−1(t∗) (M1 (t∗) g1 +M2 ((t∗ − t∗) /µ) (g2 +M3 (t∗) g1)) .

Поскольку (y∗, z∗, t∗) — произвольное начальное состояние динамической си-
стемы, то по определению 2 вектор-функция

u(0)(t, y, z, µ) =

= P−1(t)
(
BT

0 (t)M1(t)H1 −BT
2 (t)M2((t− t∗)/µ)H2A

−1
4 (t∗)×

× (A3(t
∗)−M3(t)H1)

)
F0(t)y −

− P−1(t)
(
M1(t)g1 +M2((t− t∗)/µ)(g2 +M3(t)g1)

)

(7.4)

представляет собой асимптотически субоптимальную обратную связь нуле-
вого порядка в исходной задаче. Отметим, что построенная обратная связь
не зависит от текущей позиции вектора быстрых переменных z.

8. Пример

Рассмотрим задачу переориентации динамически симметричного твердого
тела, вращающегося вокруг оси симметрии:

ẏ1 = z1, ẏ2 = z2, µż1 = −cz1 − kz2 + bu1, µż2 = kz1 − cz2 + bu2,

y1 (t∗) = y∗1, y2 (t∗) = y∗2,

z1 (t∗) = 0, z2 (t∗) = 0,

y1 (t
∗) = 0, z1 (t

∗) = 0,

J (u) =
1

2

t∗∫

t∗

(
u21 + u22

)
dt→ min .

(8.1)

Постоянные µ, b, c, k положительны, при этом µ≪ 1. Построим асимптоти-
чески субоптимальные управление и обратную связь нулевого порядка в этой
задаче. Предположения 1 и 2 в данном случае выполнены.

Для динамической системы в первой базовой задаче

ẏ1 =
cbu1 − kbu2
c2 + k2

, ẏ2 =
kbu1 + cbu2
c2 + k2

,

y1 (t∗) = y∗1, y2 (t∗) = y∗2, y1 (t
∗) = 0,

J1 (u) =
1

2

t∗∫

t∗

(
u21 + u22

)
dt→ min
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выполнено требование (3.5) и, следовательно, выполнено предположение 3.
Оптимальное управление в этой задаче представимо в виде

u01 (t) = − cy∗1
b (t∗ − t∗)

, u02 (t) =
ky∗1

b (t∗ − t∗)
, t ∈ T = [t∗, t

∗],

и не зависит от времени.
Вторая базовая задача имеет вид

dz1/ds = −cz1 − kz2 + bu1, dz2/ds = kz1 − cz2 + bu2z1 (0) = y∗1/ (t
∗ − t∗) ,

zi (−∞) = 0, i = 1, 2,

J2 (u) =
1

2

0∫

−∞

(
u21 + u22

)
ds→ min .

Предположение 4 в данном случае выполнено. Решением второй базовой за-
дачи является управление

u∗1 (s) =
2c exp(cs) cos (ks)

b (t∗ − t∗)
y∗1, u∗2 (s) =

2c exp(cs) sin (ks)

b (t∗ − t∗)
y∗1, s ≤ 0.

Согласно формуле (6.4) асимптотически субоптимальное управление ну-
левого порядка в задаче (8.1) представимо в виде

ū
(0)
i (t, µ) = u0i (t) + u∗i ((t− t∗) /µ) , t ∈ T, i = 1, 2.(8.2)

Асимптотически субоптимальная обратная связь нулевого порядка, кото-
рая строится по формуле (7.4), имеет вид:

u
(0)
1 (y, z, t, µ) =

2c exp (c (t− t∗) /µ) cos (k(t− t∗) /µ)− c

b (t∗ − t)
y1,

u
(0)
2 (y, z, t, µ) =

2c exp (c (t− t∗) /µ) sin (k(t− t∗) /µ) + k

b (t∗ − t)
y1.

(8.3)

Заметим, что в данном примере выражение (8.3) для асимптотически суб-
оптимальной обратной связи следует не только из общей формулы (7.4), но
и из формулы (8.2) и приведенных выше выражений для решения базовых
задач.

Для оценки качества построенных асимптотических приближений к ре-
шению задачи (7.2) были найдены состояния (y1(t

∗, µ), z1(t∗, µ)), в которые
управление (8.2) (обратная связь (8.3)) переводит динамическую систему при
конкретных значениях малого параметра в случае, когда b = 4, c = 3, t∗ = 0,
t∗ = 4, k = 1, y∗1 = −2, y∗2 = 1. В частности, оказалось, что

y1(4, 0,1) = −0,03, z1(4, 0,1) = 0, y1(4, 0,001) = 0,0003, z1(4, 0,001) = 0.

Результаты вычислений приведены с точностью до 10−6.
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9. Заключение

В статье предложены и обоснованы вычислительные процедуры построе-
ния асимптотических приближений к решению рассмотренной задачи в виде
программы и обратной связи. При реализации предлагаемых алгоритмов ис-
ходная задача оптимального управления распадается на две невозмущенные
задачи меньшей размерности. Такая декомпозиция позволяет эффективно ре-
шать задачи оптимизации динамических систем с большим числом фазовых
переменных. Кроме того, вычислительные процедуры алгоритмов не содер-
жат интегрирований жестких систем.
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ОПТИМИЗАЦИЯ БИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ
ПРИ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЯХ:
III. РОБАСТНАЯ ПОСТАНОВКА1

Исследуется задача синтеза для билинейной системы управления при
произвольных ограниченных внешних возмущениях, содержащую струк-
турированную матричную неопределенность. Поставлены и решены за-
дачи конструктивного построения эллипсоида робастной стабилизируе-
мости и области робастной стабилизируемости билинейной системы как в
непрерывном, так и в дискретном времени; основным инструментом при
этом является техника линейных матричных неравенств.

Ключевые слова: билинейная система управления, структурированная
матричная неопределенность, ограниченные внешние возмущения, линей-
ная обратная связь, эллипсоид робастной стабилизируемости, область ро-
бастной стабилизируемости, линейные матричные неравенства.
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1. Введение

Вопросы устойчивости, стабилизации и синтеза управления для билиней-
ных систем традиционно привлекают внимание исследователей, им уделяет-
ся большое внимание в публикациях начиная с выхода знаменитой моногра-
фии [1]. Обзоры публикаций по данной проблематике содержатся в первых
двух частях [2, 3] настоящей работы; здесь же отметим, что в литературе
известны как самые различные постановки задач, так и подходы к их реше-
нию, см. [4–16]. Так, в [9, 10] ищутся способы построения линейного управ-
ления в билинейных системах на основе достаточных условий устойчивости
квадратичных систем дифференциальных уравнений; множество публикаций
посвящено построению нелинейных законов управления для стабилизации
билинейных систем, см., например, [11–14] и др. Ряд недавних публикаций
посвящен дискретным билинейным системам управления, см. [15, 16] и др.,
однако большая их часть ограничивается вопросами управляемости. В публи-
кациях [17–19] исследуется эллипсоидальный подход к задачам стабилизации,
предполагающий построение квадратичных функций Ляпунова при помощи
техники линейных матричных неравенств [20, 21].

В публикациях [22–25] на основе техники линейных матричных неравенств
и квадратичных функций Ляпунова для билинейной системы управления, не
подверженной воздействию внешних возмущений, строился так называемый

1 Исследование выполнено при частичной поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований, проект №18-08-00140.

47



эллипсоид стабилизируемости такой, что траектории замкнутой системы, на-
чинаясь внутри эллипсоида, асимптотически стремятся к нулю. В дальней-
шем это позволило эффективно конструировать невыпуклые области стаби-
лизируемости билинейных систем управления; работы [22, 23] посвящены би-
линейным системам в непрерывном времени, а публикации [24, 25] — в дис-
кретном.

Публикации [2, 3] развивают подход, основанный на технике линейных
матричных неравенств — в них рассматривается билинейная система управ-
ления, подверженная воздействию произвольных ограниченных внешних воз-
мущений, и вводится концепция эллипсоида стабилизируемости, обладаю-
щего тем свойством, что траектории замкнутой системы, начинаясь внутри
эллипсоида, остаются в этом эллипсоиде.

Настоящая статья, являясь непосредственным продолжением [2, 3], завер-
шает эту серию работ. В ней рассматривается билинейная система управле-
ния, подверженная воздействию произвольных ограниченных внешних воз-
мущений и содержащая структурированную матричную неопределенность.
В статье ставятся и решаются задачи робастного управления билинейными
системами при внешних возмущениях; в частности, предложен подход к кон-
структивному построению эллипсоида робастной стабилизируемости и обла-
сти робастной стабилизируемости.

Статья организована следующим образом: раздел 2 содержит вспомога-
тельный технический результат; раздел 3 посвящен построению эллипсоида
робастной стабилизируемости билинейной системы в непрерывном времени;
в разделе 4 рассматривается построение области робастной стабилизируемо-
сти; в разделе 5 полученные результаты обобщаются на случай дискретного
времени; раздел 6 содержит заключительные комментарии.

Как и ранее, несмотря на то что в работе рассматриваются системы со ска-
лярным управлением, предложенный подход в полной мере распространим и
на системы с многомерным управлением.

Всюду далее ‖·‖ — евклидова норма вектора и спектральная норма матри-
цы, ⊤ — символ транспонирования, I — единичная матрица соответствующего
размера, а все матричные неравенства понимаются в смысле знакоопределен-
ности матриц.

2. Вспомогательный результат: лемма Питерсена

Хорошо известная лемма Питерсена [26] эффективно применяется в раз-
нообразных робастных постановках задач стабилизации и управления. При-
ведем ее в следующей формулировке.

Лемма 1 (Питерсен). Пусть G = G⊤ ∈ R
n×n, а M ∈ R

n×p, N ∈ R
q×n —

ненулевые матрицы. Неравенство

G+M∆N +N⊤∆⊤M⊤ 4 0

справедливо для всех

∆ ∈ R
p×q : ‖∆‖ 6 1
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тогда и только тогда, когда существует число ε, такое что

G+ εMM⊤ +
1

ε
N⊤N 4 0.

Таким образом, лемма Питерсена сводит проверку знакоопределенности
семейства G+M∆N +N⊤∆⊤M⊤ с матричной неопределенностью ∆ к го-
раздо более простой задаче разрешимости матричного неравенства относи-
тельно одной скалярной переменной ε.

Простое следствие леммы Питерсена представляет удобную форму запи-
си, когда неопределенность ограничена по норме некоторым (отличным от
единицы) числом δ.

Сл ед с т в и е 1 (Питерсен). Пусть G=G⊤ ∈R
n×n, а M ∈R

n×p, N ∈R
q×n—

ненулевые матрицы. Неравенство

G+M∆N +N⊤∆⊤M⊤ 4 0

справедливо для всех

∆ ∈ R
p×q : ‖∆‖ 6 δ

тогда и только тогда, когда существует число ε, такое что

G+ εδ2MM⊤ +
1

ε
N⊤N 4 0.

3. Эллипсоид робастной стабилизируемости

Рассмотрим билинейную систему управления

ẋ = (A+ F∆H)x+Bxu+ bu+Dw, x(0) = x0,(1)

где A,B ∈ R
n×n, D ∈ R

n×m, F ∈ R
n×p, H ∈ R

q×n, b ∈ R
n, с фазовым состоя-

нием x ∈ R
n, скалярным управлением u ∈ R, внешним возмущением w ∈ R

m,
измеримым по t и ограниченным в каждый момент времени:

‖w(t)‖ 6 γ при всех t > 0,(2)

и с матричной неопределенностью

∆ ∈ R
p×q : ‖∆‖ 6 δ.(3)

Класс возмущений (2) будем называть допустимым.
Целями раздела являются: а) построение эллипсоида робастной стабили-

зируемости билинейной системы (1), (2), замкнутой статической линейной
обратной связью

u = k⊤x, k ∈ R
n,(4)
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и б) нахождение управления вида (4) такого, для которого этот эллипсоид
максимален (по тому или иному критерию).

Напомним (см. [23]), что эллипсоид

E =
{
x ∈ R

n : x⊤P−1x 6 1
}
, P ≻ 0,(5)

называется эллипсоидом робастной стабилизируемости, соответствующим
управлению (4), если траектория системы (1), замкнутой управлением (4),
исходя из любой точки x0 внутри эллипсоида E , остается в нем при всех
допустимых неопределенностях ∆ и всех допустимых внешних возмущени-
ях w(t).

Обратим внимание на то, что матричная неопределенность ∆ не предпо-
лагается фиксированной; единственное требование — ее ограниченность по
норме. Таким образом, все полученные далее результаты справедливы и для
нестационарной неопределенности ‖∆(t)‖ 6 δ.

Замкнув билинейную систему (1), (2) обратной связью (4), приходим к
квадратичной динамической системе

ẋ = (Ac + F∆H +Bxk⊤)x+Dw,

где

Ac = A+ bk⊤.

В [2] было установлено следующее достаточное условие, при котором эл-
липсоид (5) является эллипсоидом стабилизируемости для квадратичной си-
стемы.

Те ор ем а 1 [2]. Эллипсоид (5) является эллипсоидом стабилизируемо-
сти для системы

ẋ = (A+Bxh⊤)x+Dw, ‖w(t)‖ 6 γ,

если его матрица P удовлетворяет матричным неравенствам



AP + PA⊤ + αP + εBPB⊤ Ph γD

h⊤P −ε 0

γD⊤ 0 −αI


 4 0, P ≻ 0,

при некоторых α и ε.

Воспользовавшись теоремой 1, приходим к соотношениям


(Ac + F∆H)P + P (Ac + F∆H)⊤ + αP + εBPB⊤ Pk γD

k⊤P −ε 0

γD⊤ 0 −αI


 4 0,

P ≻ 0,

(6)

которые должны выполняться при некоторых значениях скалярных парамет-
ров α и ε и всех допустимых неопределенностях ‖∆‖ 6 δ.
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Первому из соотношений (6) можно придать вид



AcP + PA⊤

c + αP + εBPB⊤ Pk γD

k⊤P −ε 0

γD⊤ 0 −αI


+

+



F
0
0


∆

(
HP 0 0

)
+



PH⊤

0
0


∆⊤ (F⊤ 0 0

)
4 0.

Воспользовавшись следствием 1, получаем эквивалентное условие существо-
вания числа ε1, такого что



AcP + PA⊤

c + αP + εBPB⊤ Pk γD

k⊤P −ε 0

γD⊤ 0 −αI


+

+ ε1δ
2



F
0
0


(F⊤ 0 0

)
+

1

ε1



PH⊤

0
0


∆

(
HP 0 0

)
4 0

или по лемме Шура [27]



(A+ bk⊤)P +P (A+ bk⊤)
⊤
+αP +εBPB⊤+ε1δ

2FF⊤ Pk γD PH⊤

k⊤P −ε 0 0

γD⊤ 0 −αI 0

HP 0 0 −ε1I



4 0.

Введем вспомогательную векторную переменную

y = Pk ∈ R
n,

исключая k; при этом в силу P ≻ 0 вектор k восстанавливается единственным
образом:

k = P−1y.

В результате приходим к матричному неравенству



AP + PA⊤ + by⊤ + yb⊤ + αP + εBPB⊤ + ε1δ
2FF⊤ y γD PH⊤

y⊤ −ε 0 0

γD⊤ 0 −αI 0

HP 0 0 −ε1I


 4 0

со скалярными параметрами ε и α, линейному относительно матричной пе-
ременной P , векторной переменной y и скалярной переменной ε1.

Таким образом, получен следующий результат.
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Те ор ем а 2. Пусть матрица P и вектор y удовлетворяют матричным
неравенствам




AP + PA⊤ + by⊤ + yb⊤ + αP + εBPB⊤ + ε1δ
2FF⊤ y γD PH⊤

y⊤ −ε 0 0

γD⊤ 0 −αI 0

HP 0 0 −ε1I


 4 0,

P ≻ 0,

при некоторых значениях скалярной переменной ε1 и скалярных парамет-
ров ε и α.

Тогда линейная обратная связь (4) c регулятором

k = P−1y

робастно стабилизирует систему (1) внутри эллипсоида

E =
{
x ∈ R

n : x⊤P−1x 6 1
}

при всех допустимых внешних возмущениях (2) и матричных неопределен-
ностях (3).

Понятно, что не при любом размахе внешних возмущений γ эллипсоид
стабилизируемости для системы (1), (2) будет существовать. Ответ на вопрос
о максимально допустимом размахе γ дается следующим утверждением.

Те ор ем а 3. Максимальный размах γ̂ внешних возмущений (2) в систе-
ме (1), при котором эллипсоид стабилизируемости существует, дается ре-
шением задачи

max γ

при ограничениях




AP + PA⊤ + by⊤ + yb⊤ + αP + εBPB⊤ + ε1δ
2FF⊤ y γD PH⊤

y⊤ −ε 0 0

γD⊤ 0 −αI 0

HP 0 0 −ε1I


 4 0,

P ≻ 0,

где оптимизация проводится относительно матричной переменой
P = P⊤ ∈ R

n×n, векторной переменной y ∈ R
n, скалярных переменных γ

и ε1 и скалярных параметров ε и α.

Естественно стремиться максимизировать эллипсоид стабилизируемости
по некоторому критерию. В частности, максимизируя (при γ 6 γ̂) объем эл-
липсоида, получаем следующее следствие из теоремы 2.
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Сл ед с т в и е 2. Пусть P̂ , ŷ — решение задачи выпуклой оптимизации

max log detP

при ограничениях



AP + PA⊤ + by⊤ + yb⊤ + αP + εBPB⊤ + ε1δ
2FF⊤ y γD PH⊤

y⊤ −ε 0 0

γD⊤ 0 −αI 0

HP 0 0 −ε1I


 4 0,

P ≻ 0,

относительно матричной переменной P = P⊤ ∈ R
n×n, векторной перемен-

ной y ∈ R
n, скалярной переменной ε1 и скалярных параметров ε и α.

Тогда эллипсоид

Ê =
{
x ∈ R

n : x⊤P̂−1x 6 1
}

является эллипсоидом робастной стабилизируемости для билинейной си-
стемы (1), замкнутой линейной обратной связью с регулятором

k̂ = P̂−1ŷ,

при всех допустимых внешних возмущениях (2) и матричных неопределен-
ностях (3).

Зам е ч а ни е 1. В том случае когда матрица B единичная (или может
быть приведена к единичной с помощью линейного преобразования), можно
избежать необходимости проведения оптимизации на двумерной сетке. В са-
мом деле, при этом первое из матричных неравенств в оптимизационной за-
даче из следствия 2 примет вид



AP + PA⊤ + by⊤ + yb⊤ + αP + εP + ε1δ
2FF⊤ y γD PH⊤

y⊤ −ε 0 0

γD⊤ 0 −αI 0

HP 0 0 −ε1I


 4 0.

Вводя новую скалярную переменную

µ = α+ ε

и тем самым исключая ε, получаем матричное неравенство



AP + PA⊤ + by⊤ + yb⊤ + µP + ε1δ
2FF⊤ y γD PH⊤

y⊤ α− µ 0 0

γD⊤ 0 −αI 0

HP 0 0 −ε1I


 4 0

со скалярным параметром µ, линейное относительно матричной переменной
P = P⊤ ∈ R

n×n, векторной переменной y ∈ R
n и скалярных переменных α

и ε1.
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4. Область робастной стабилизируемости

В разделе 3 был найден максимальный (по критерию объема) эллипсо-
ид робастной стабилизируемости E для системы (1), (2). Следуя [3], введем
в рассмотрение множество, образованное объединением эллипсоидов робаст-
ной стабилизируемости; естественно назвать его областью робастной ста-
билизируемости системы (1), (2). Очевидно, что область робастной стаби-
лизируемости будет обладать тем же свойством, что и каждый образующий
ее эллипсоид робастной стабилизируемости — траектория системы, исходя-
щая из любой точки x0 внутри этой области, будет оставаться в ней при всех
допустимых внешних возмущениях (2) и всех допустимых неопределенно-
стях ∆. Следует подчеркнуть, что в отличие от эллипсоида робастной стаби-
лизируемости, всем точкам которого соответствует общий стабилизирующий
регулятор, здесь ситуация принципиально иная: различным точкам области
робастной стабилизируемости могут соответствовать различные регуляторы,
робастно стабилизирующие билинейную систему (1).

Отметим, что поскольку область робастной стабилизируемости является
объединением эллипсоидов робастной стабилизируемости, то в общем случае
она может оказаться невыпуклой.

В рамках техники линейных матричных неравенств по произвольному век-
тору c можно эффективно построить точку, лежащую на границе области ро-
бастной стабилизируемости системы по направлению c: выберем направление,
определяемое вектором c единичной длины, и будем требовать принадлежно-
сти точки ρc эллипсоиду робастной стабилизируемости, максимизируя пара-
метр ρ. Поскольку условие принадлежности точки ρc эллипсоиду робастной
стабилизируемости с матрицей P представимо по лемме Шура в линейном
относительно P и ρ виде

(
1 ρc⊤

ρc P

)
< 0,

приходим к следующему результату, устанавливающему простую характери-
зацию области робастной стабилизируемости билинейной динамической си-
стемы, подверженной воздействию внешних возмущений.

Те ор ем а 4. Пусть c — заданный вектор и пусть ρ̂ — решение задачи

max ρ

при ограничениях




AP + PA⊤ + by⊤ + yb⊤ + αP + εBPB⊤ + ε1δ
2FF⊤ y γD PH⊤

y⊤ −ε 0 0

γD⊤ 0 −αI 0

HP 0 0 −ε1I


 4 0,

(
1 ρc⊤

ρc P

)
< 0,
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где оптимизация проводится по матричной переменной P = P⊤ ∈ R
n×n,

векторной переменной y ∈ R
n, скалярным переменным ρ и ε1 и скалярным

параметрам ε и α.

Тогда точка ρ̂c лежит на границе области робастной стабилизируемо-
сти системы (1), (2) по направлению c.

5. Система в дискретном времени

Рассмотрим билинейную систему управления в дискретном времени

xℓ+1 = (A+ F∆H)xℓ +Bxℓuℓ + buℓ +Dwℓ,(7)

где A,B ∈ R
n×n, D ∈ R

n×m, F ∈ R
n×p, H ∈ R

q×n, b ∈ R
n, с начальным со-

стоянием x0, фазовым состоянием xℓ ∈ R
n, скалярным управлением uℓ ∈ R,

внешним возмущением wℓ ∈ R
m, удовлетворяющим ограничению

‖wℓ‖ 6 γ при всех ℓ = 0, 1, 2, . . . ,(8)

и с матричной неопределенностью

∆ ∈ R
p×q : ‖∆‖ 6 δ.(9)

Как и в разделе 3, цель состоит: а) в построении эллипсоида робастной
стабилизируемости билинейной системы (7), (8), замкнутой статической ли-
нейной обратной связью

uℓ = k⊤xℓ, k ∈ R
n,(10)

и б) в нахождении управления вида (10) такого, для которого этот эллипсоид
максимален по некоторому критерию.

Определение эллипсоида робастной стабилизируемости для дискретной
системы остается практически таким же: эллипсоид

E =
{
x ∈ R

n : x⊤P−1x 6 1
}
, P ≻ 0,(11)

называется эллипсоидом робастной стабилизируемости для системы (7), со-
ответствующим управлению (10), если траектория системы (7), замкнутой
управлением (10), исходя из любой точки x0 внутри эллипсоида E , остается в
нем при всех допустимых неопределенностях ∆ и всех допустимых внешних
возмущениях wℓ.

Замкнув билинейную систему (7), (8) статической линейной обратной свя-
зью (10), приходим к дискретной квадратичной

xℓ+1 = (Ac + F∆H +Bxℓk
⊤)xℓ +Dwℓ,

где Ac = A+ bk⊤.
В [2] установлено следующее достаточное условие, при котором эллипсо-

ид (11) является эллипсоидом стабилизируемости для дискретной квадратич-
ной системы, т. е. имеет место следующий результат.
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Те ор ем а 5 [2]. Эллипсоид (11) является эллипсоидом стабилизируемо-
сти для системы

xℓ+1 = (A+Bxℓh
⊤)xℓ +Dwℓ, ‖wℓ‖ 6 γ,

если его матрица P удовлетворяет матричным неравенствам




−αP 0 0 0 Ph PA⊤

0 −P 0 BP 0 0

0 0 −(1− α)I 0 0 γD⊤

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤

h⊤P 0 0 0 −1
εI 0

AP 0 γD BP 0 −P




4 0, P ≻ 0,

при некоторых α и ε.

Воспользовавшись теоремой 5, приходим к соотношениям




−αP 0 0 0 Ph P (Ac + F∆H)⊤

0 −P 0 BP 0 0

0 0 −(1− α)I 0 0 γD⊤

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤

h⊤P 0 0 0 −1
εI 0

(Ac + F∆H)P 0 γD BP 0 −P




4 0,

P ≻ 0,

(12)

которые должны выполняться при некоторых значениях скалярных парамет-
ров α и ε и всех допустимых неопределенностях (9).

Первому из соотношений (12) можно придать вид




−αP 0 0 0 Pk PA⊤
c

0 −P 0 BP 0 0

0 0 −(1− α)I 0 0 γD⊤

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤

k⊤P 0 0 0 −1

ε
I 0

AcP 0 γD BP 0 −P




+

+




0
0
0
0
0
F




∆
(
HP 0 0 0 0 0

)
+




PH⊤

0
0
0
0
0




∆⊤ (0 0 0 0 0 F⊤) 4 0.
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Вновь воспользовавшись следствием 1, получаем эквивалентное условие
существования числа ε1, такого что



−αP 0 0 0 Pk PA⊤
c

0 −P 0 BP 0 0

0 0 −(1− α)I 0 0 γD⊤

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤

k⊤P 0 0 0 −1

ε
I 0

AcP 0 γD BP 0 −P




+

+ ε1δ
2




0
0
0
0
0
F




(
0 0 0 0 0 F⊤)+ 1

ε1




PH⊤

0
0
0
0
0




(
HP 0 0 0 0 0

)
4 0

или по лемме Шура



−αP 0 0 0 Pk P (A+ bk⊤)
⊤

PH⊤

0 −P 0 BP 0 0 0

0 0 −(1− α)I 0 0 γD⊤ 0

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤ 0

k⊤P 0 0 0 −1

ε
I 0 0

(A+ bk⊤)P 0 γD BP 0 −P + ε1δ
2FF⊤ 0

HP 0 0 0 0 0 −ε1I




4 0.

Введем вспомогательную векторную переменную

y = Pk ∈ R
n,

исключая k; при этом в силу P ≻ 0 вектор k восстанавливается единственным
образом:

k = P−1y.

В результате приходим к матричному неравенству


−αP 0 0 0 y PA⊤ + yb⊤ PH⊤

0 −P 0 BP 0 0 0

0 0 −(1− α)I 0 0 γD⊤ 0

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤ 0

y⊤ 0 0 0 −1

ε
I 0 0

AP + by⊤ 0 γD BP 0 −P + ε1δ
2FF⊤ 0

HP 0 0 0 0 0 −ε1I




4 0

со скалярными параметрами ε и α, линейному относительно матричной пе-
ременной P и векторной переменной y.
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Таким образом, получен следующий результат.

Те ор ем а 6. Пусть матрица P и вектор y удовлетворяют матричным
неравенствам


−αP 0 0 0 y PA⊤+yb⊤ PH⊤

0 −P 0 BP 0 0 0

0 0 −(1−α)I 0 0 γD⊤ 0

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤ 0

y⊤ 0 0 0 −1

ε
I 0 0

AP + by⊤ 0 γD BP 0 −P +ε1δ
2FF⊤ 0

HP 0 0 0 0 0 −ε1I




4 0, P ≻ 0,

при некоторых значениях скалярных параметров ε и α.

Тогда линейная обратная связь (10) c регулятором

k = P−1y

робастно стабилизирует систему (7) внутри эллипсоида

E =
{
xℓ ∈ R

n : x⊤ℓ P
−1xℓ 6 1

}

при всех допустимых внешних возмущениях (8) и матричных неопределен-
ностях (9).

Как и выше, эллипсоид стабилизируемости для системы (7), (8) существу-
ет не при любом размахе внешних возмущений γ. Ответ на вопрос о мак-
симально допустимом размахе γ дается следующим дискретным аналогом
теоремы 3.

Те ор ем а 7. Максимальный размах γ̂ внешних возмущений (8) в систе-
ме (7), при котором эллипсоид стабилизируемости существует, дается ре-
шением задачи

max γ

при ограничениях


−αP 0 0 0 y PA⊤+yb⊤ PH⊤

0 −P 0 BP 0 0 0

0 0 −(1− α)I 0 0 γD⊤ 0

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤ 0

y⊤ 0 0 0 −1

ε
I 0 0

AP+ by⊤ 0 γD BP 0 −P+ε1δ
2FF⊤ 0

HP 0 0 0 0 0 −ε1I




40, P ≻0,

где оптимизация проводится относительно матричной переменой P =
= P⊤ ∈ R

n×n, векторной переменной y ∈ R
n, скалярных переменных γ и ε1

и скалярных параметров α и ε.

Как и в непрерывном случае, максимизируя (для допустимого γ 6 γ̂) объ-
ем эллипсоида, получаем следующее следствие из теоремы 6.
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Сл ед с т в и е 3. Пусть P̂ , ŷ — решение задачи выпуклой оптимизации

max log detP

при ограничениях


−αP 0 0 0 y PA⊤ + yb⊤ PH⊤

0 −P 0 BP 0 0 0

0 0 −(1− α)I 0 0 γD⊤ 0

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤ 0

y⊤ 0 0 0 −1

ε
I 0 0

AP + by⊤ 0 γD BP 0 −P + ε1δ
2FF⊤ 0

HP 0 0 0 0 0 −ε1I




4 0,

P ≻ 0,

относительно матричной переменной P = P⊤ ∈ R
n×n, векторной перемен-

ной y ∈ R
n, скалярной переменной ε1 и скалярных параметров ε и α.

Тогда эллипсоид

Ê =
{
x ∈ R

n : x⊤P̂−1x 6 1
}

является эллипсоидом робастной стабилизируемости для билинейной си-
стемы (7), замкнутой линейной обратной связью (10) с регулятором

k̂ = P̂−1ŷ,

при всех допустимых внешних возмущениях (8) и матричных неопределен-
ностях (9).

Наконец, следующая теорема является дискретной версией теоремы 4.

Те ор ем а 8. Пусть c — заданный вектор и пусть ρ̂ — решение задачи

max ρ

при ограничениях


−αP 0 0 0 y PA⊤ + yb⊤ PH⊤

0 −P 0 BP 0 0 0

0 0 −(1− α)I 0 0 γD⊤ 0

0 PB⊤ 0 −εP 0 PB⊤ 0

y⊤ 0 0 0 −1

ε
I 0 0

AP + by⊤ 0 γD BP 0 −P + ε1δ
2FF⊤ 0

HP 0 0 0 0 0 −ε1I




4 0,

(
1 ρc⊤

ρc P

)
< 0,

где оптимизация проводится по матричной переменной P = P⊤ ∈ R
n×n,

векторной переменной y ∈ R
n, скалярным переменным ρ и ε1 и скалярным

параметрам α и ε.
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Тогда точка ρ̂c лежит на границе области робастной стабилизируемо-
сти системы (7), (8) по направлению c.

6. Заключение

В статье введены понятия эллипсоида робастной стабилизируемости и об-
ласти робастной стабилизируемости билинейной системы управления, под-
верженной воздействию произвольных ограниченных внешних возмущений
и содержащей структурированную матричную неопределенность; предложен
простой и легкореализуемый с вычислительной точки зрения подход к их
конструктивному построению.

Полученные результаты могут быть обобщены на системы с многомерным
управлением и на задачи синтеза линейной обратной связи по выходу.
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Изучаются явления синхронизации большого количества слабо связан-
ных осцилляторов при наличии диссипативных связей. Эти связи учиты-
ваются в уравнениях динамики системы в форме диффузионных мат-
риц и обеспечивают ассимптотически устойчивые колебания ансамбля
как единого целого. В качестве примеров рассмотрены три типа взаимо-
действия осцилляторов: “каждый с каждым”, “с ближайшими соседями”
и “кольцевое с ближайшими соседями”.

Ключевые слова: линейные системы, синхронизация, слабо связанные ос-
цилляторы, мультиагентные системы.
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1. Введение

Синхронизация процессов — приведение двух или нескольких процессов к
такому их протеканию, когда определенные стадии разных процессов совер-
шаются в определенном порядке или одновременно. Синхронизация возни-
кает в тех случаях, когда параллельно протекающим процессам необходимо
взаимодействовать. Синхронизация колебательных систем — давно извест-
ный человечеству феномен, широко распространенный в биологии, технике
и обществе. Механические часы и метрономы, лазеры, стрекочущие сверчки,
клетки сердца, аплодирующие зрители — лишь некоторые примеры систем,
проявляющих тенденцию к синхронному поведению. Оказалось, что эти и
многие другие случаи могут быть объединены и объяснены в рамках единой
теории.

Христиан Гюйгенс был первым исследователем, описавшим явление син-
хронизации еще в XVII в. Во время морских испытаний механических маят-
никовых часов он заметил, что, будучи подвешенными на общей опоре, часы
рано или поздно начинают двигаться так, что их фазы становятся строго
противоположны друг другу: в тот момент, когда один маятник отклонен
максимально влево, другой отклонен строго вправо. К такому движению ма-
ятники приходили вне зависимости от разницы их начальных фаз. Назвав

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Программы Президиума
РАН № 7.
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открытое явление “симпатией часов”, Гюйгенс дал ему качественное объяс-
нение, правильно указав на причину такого поведения — связь двух часов
через общую опору, балку.

С тех пор это явление, получив название синхронизации, было открыто во
всех областях науки и техники — от акустики до биологии. Ярким примером
являются колебания свечения светлячков на берегах реки Амазонки. Изна-
чально “переключаясь” хаотически, светлячки каким-то образом чувствуют
друг друга, начиная, подобно хлопающим в унисон аплодирующим зрителям
после концерта, зажигаться и гаснуть синфазно, производя впечатление еди-
ного живого организма. Другие примеры синхронизации в биологических си-
стемах могут быть найдены, например, в [1]. Будем понимать синхронизацию
как подстройку ритмов осциллирующих объектов за счет слабого взаимодей-
ствия между ними [2]. При этом важно, чтобы осцилляции каждого объекта
были самоподдерживающимися, т.е. происходили бы без внешнего источни-
ка. Взаимодействие осцилляторов определяется степенью связи между ними.
Уже приведенный случай взаимодействия механических часов посредством
опоры обусловлен слабой связью. В публикациях синхронизацией в общем
случае называется совпадение частот осцилляторов. Установившиеся фазы
при этом ведут себя двояко, в системе наблюдается либо синфазное, либо про-
тивофазное движение. В первом случае фазы объектов совпадают (или почти
совпадают), а во втором — отличаются на π. Первой моделью синхронизации
следует считать модель Артура Уинфри, датируемую 60-ми годами XX в.
Он стремился описать коллективную синхронизацию в больших группах ос-
циллирующих объектов, исходя из того, что все объекты почти идентичны и
связь между ними является слабой. В его модели фаза каждого осциллятора
зависит от суммарного воздействия остальных объектов группы:

θ̇i = ωi +




N∑

j=1, j 6=i
X(θj)


Z(θi), i = 1, . . . , N,

где θi — фаза i-го осциллятора, ωi — собственная частота i-го осциллятора,
N — количество осцилляторов. Чувствительность осциллятора к коллектив-
ному движению характеризуется функцией Z, а его собственный вклад в
общее движение — функцией X.

Уинфри исследовал эту модель с помощью компьютерного моделирова-
ния и аналитических приближений. Он сделал ряд качественных выводов
о возможностях синхронизации в зависимости от силы связи между объек-
тами и распределения частот объектов. В дальнейшем Йошики Курамото
заинтересовался результатами Уинфри и начал работать над коллективной
синхронизацией начиная с 1975 г. Исходя из тех же положений, что и его
предшественник, он упростил модель и показал, что поведение систем может
быть описано моделью

θ̇i = ωi +

N∑

j=1

Гij(θj − θi), i = 1, . . . , N,

где функция Гij определяет связь между осцилляторами i и j.
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Впоследствии это выражение приобрело вид

θ̇i = ωi +
K

N

N∑

j=1

sin(θj − θi), i = 1, . . . , N,

где коэффициент K характеризует силу связи между осцилляторами, став
общеизвестной моделью Курамото, которая заняла доминирующее положе-
ние в области работ по синхронизации. Несмотря на кажущуюся простоту
идеи, стоящей за этой моделью, она представляет большой интерес и ее ис-
следованию и численным экспериментам посвящено множество публикаций
(см. [2, 3]). Как видим, связь осцилляторов в данной модели является нели-
нейной, тогда как линейным моделям в контексте синхронизации в публи-
кациях уделялось меньшее внимание. Они упоминаются, например, в [2, 4].
В [5–7] рассмотрены колебания в системе осцилляторов под действием упру-
гих сил связи и описан известный эффект перекачки энергии между осцил-
ляторами, а также гашение колебаний в случае наличия диссипативной вяз-
коупругой связи между осцилляторами и при взаимодействии с жестко за-
крепленной средой.

В последние годы данное направление науки активно развивается как тео-
рия мультиагентных систем. Синхронизация линейных систем второго поряд-
ка рассматривается в [8, 9] с приложением к механическим системам и энер-
гетическим сетям, в которых также известны явления синхронизации фазы
и уход основной частоты под нагрузкой. Общий критерий устойчивости для
систем такого рода указан в [10]. В рамках сложившейся терминологии син-
хронное движение связанных объектов системы называется консенсусом, а
алгоритмы управления, приводящие систему к такому движению, — алгорит-
мами консенсуса. В [8] рассматриваются системы с диффузионно-связанными
объектами. Используя язык матриц Лапласа, лапласовских потоков в графе и
произведение матриц Кронекера, авторы [8] приводят и доказывают теорему
о синхронизации, которая говорит о собственных числах матриц, описываю-
щих динамическую систему. Однако в [8] не приводится качественных оценок
параметров движения объектов, соответствующих разным собственным чис-
лам. Кроме того, основной упор делается на внешнее управление системами
и алгоритмы консенсуса.

В настоящей статье предлагается подход к описанию явления синхрони-
зации в системе линейно связанных идентичных осцилляторов с упругими и
вязкоупругими связями при наличии и отсутствии массивной среды передачи
взаимодействия. Будут рассмотрены взаимодействия осцилляторов “каждый
с каждым”, “с ближайшими соседями” и “кольцевое взаимодействие с бли-
жайшими соседями”. Эти взаимодействия будут описаны при помощи диф-
фузионных матриц, и будет исследована скорость установления консенсуса в
зависимости от устройства этих матриц и, как следствие, их собственных чи-
сел. Для обсуждаемых матриц будут получены результаты, которые расши-
ряют и дополняют результаты, известные для классических матриц Тёплица,
представленных, например, в [11].
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2. Слабое вязкоупругое взаимодействие осцилляторов друг с другом

2.1. Уравнения движения группы синхронных осцилляторов
при наличии слабого вязкоупругого взаимодействия

Рассмотрим систему синхронных осцилляторов, состоящую из N осцилля-
торов одной основной единичной частоты, связанных между собой слабыми
вязкоупругими связями. Пронумеруем все осцилляторы по порядковому но-
меру i, так что i = 1, . . . , N . Пусть xi является координатой i-го осциллятора,
тогда вязкоупругая сила, действующая со стороны всех осцилляторов на i-й,
равна

Fi = −
N∑

j=1

kij(xi − xj)− 2
N∑

j=1

αij(ẋi − ẋj),

i, j = 1, . . . , N , а kij , αij > 0.
Движение группы осцилляторов описывается системой линейных диффе-

ренциальных уравнений (ЛДУ) следующего вида

ẍi = −xi −
N∑

j=1

kij(xi − xj)− 2

N∑

j=1

αij(ẋi − ẋj), i = 1, . . . , N.(2.1)

Слабость связи определяется условиями
∑N

j=1 kij ≪ 1,
∑N

j=1 αij ≪ 1 для всех
i = 1, . . . , N , взаимность связи — условиями kij = kji, αij = αji для всех
i, j = 1, . . . , N .

Через H обозначим сумму энергий осцилляторов без учета энергии взаи-
модействия их друг с другом, т.е.

H =
1

2

N∑

i=1

(
x2i + ẋ2i

)
.(2.2)

Потенциальная энергия слабого вязкоупругого взаимодействия определяется
выражением

U =
1

2

N∑

i,j=1, i>j

kij (xi − xj)
2 .(2.3)

Полная энергия системы равна H + U .

2.2. Преобразование уравнений движения

В тензорных обозначениях, где ведется суммирование по повторяющимся
индексам, система уравнений движения принимает вид

ẍi(t) = −Eijxj(t)−Kijxj(t)− 2Φij ẋj(t),(2.4)
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где E — единичная матрица. Матрицы K, Φ являются симметрическими,
причем

Φij = αij , Kij = kij при i 6= j

и

Φii = −
N∑

j=1, i 6=j
αij , Kii = −

N∑

j=1, i 6=j
kij .

В дальнейшем будем исследовать случай, когда Φ = αA, K = βA, где α,
β — константы. Тогда уравнение (2.4) примет вид

ẍi(t) = −Eijxj(t)− βAijxj(t)− 2αAij ẋj(t).(2.5)

3. Основные положения

3.1. Собственные числа системы (2.5)

Справедлива лемма 1.
Лемма 1. Характеристическое уравнение, порожденное системой (2.5),

det(σ2Eij + 2σαAij + Eij + βAij) = 0,(3.1)

имеет решения вида

σi = −αλi ± i
√

1 + βλi − α2λ2i , i = 1, . . . , N,(3.2)

где λi — собственные числа матрицы A.
Далее, чтобы определить динамику системы (2.5), нужно найти собствен-

ные числа матрицы A.

Лемма 2. Хотя бы одно из собственных чисел матрицы A равно нулю.

3.2. Динамика систем (2.4)–(2.5)

Лемма 3. Для системы ЛДУ вида (2.4) с любыми отличными от три-
виальных начальными условиями существует решение, соответствующее
коллективному периодическому движению центра масс с периодом 2π.

Лемма 4. Если λi > 0 для ∀ i = 2, . . . , N , а λ1 = 0, то для любого началь-
ного положения системы (2.5) при t→ ∞ остается только синхронизованное
коллективное движение.

Леммы 1–4 известны как теорема о синхронизации [8].
Пусть начальное состояние системы (2.5) задается векторами xi(0) = x0i ,

ẋi(0) = ẋ0i . Тогда начальное состояние для коллективного движения задается
векторами X(0) =

∑N
i=1 xi(0) = X0, Ẋ(0) =

∑N
i=1 ẋi(0) = Ẋ0.
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Энергия системы осцилляторов в начальный момент времени была равна

H(0) =
1

2

N∑

i=1

(
x2i (0) + ẋ2i (0)

)
.(3.3)

На бесконечном горизонте времени все осцилляторы движутся синхронно и
в системе осцилляторов остается энергия, равная начальной энергии коллек-
тивного движения, а именно

H∗ =
1

2N2

N∑

i=1

(
X2(0) + Ẋ2(0)

)
=

1

2N

(
X2(0) + Ẋ2(0)

)
.(3.4)

Соотношение (3.4) может быть переписано в виде

H∗ =
1

2N



(

N∑

i=1

xi(0)

)2

+

(
N∑

i=1

ẋi(0)

)2

 .(3.5)

Сл ед с т в и е 1. Из сравнения (3.3) и (3.5) следует, что

H(0) > H∗,

причем знак равенства возможен, только если xi(0) = xj(0), ẋi(0) = ẋj(0)
для любых i, j = 1, . . . , N .

Действительно,

H(0)−H∗ =
1

2N




N∑

i,j=1, i>j

(xi(0)− xj(0))
2 +

N∑

i,j=1, i>j

(ẋi(0) − ẋj(0))
2


 > 0.

4. Примеры матриц взаимодействия

4.1. Идентичное взаимодействие осцилляторов каждый с каждым

Предположим, что каждый из осцилляторов взаимодействует с каждым
одинаково, тогда матрица A имеет вид

A =




N − 1 −1 −1 −1 . . . −1 −1 −1

−1 N − 1 −1 −1 . . . −1 −1 −1

−1 −1 N − 1 −1 . . . −1 −1 −1
. . . . . . . . . .

−1 −1 −1 −1 . . . −1 N − 1 −1

−1 −1 −1 −1 . . . −1 −1 N − 1




.(4.1)

Такая матрица A описана в монографии [12] как матрица простой сим-
метричной системы. В [12] исследованы ее собственные числа и указан ис-
следуемый в данной статье случай a = (n− 1)b, перекрестные связи между
осцилляторами в этом случае называются синхронизирующими.
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Рис. 1. Поведение системы осцилляторов.
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Лемма 5. Матрица A имеет два собственных значения, а именно:
λA = 0 кратности единица и λA = N кратности N − 1.

Согласно леммам 1 и 5 динамика системы (2.5) обуславливается собствен-
ными числами σ1,2 =±i кратности единица и σ3,4 =−αN ± i

√
1+βN −α2N2

кратности N − 1.
Результат моделирования динамики системы осцилляторов в случае

N = 32 показан на рис. 1.

4.2. Идентичное взаимодействие осцилляторов
с ближайшими соседями

Пусть матрица A имеет вид

A =




1 −1 0 0 . . . 0 0 0

−1 2 −1 0 . . . 0 0 0

0 −1 2 −1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 2 −1

0 0 0 0 . . . 0 −1 1



.(4.2)

Вместо матрицы A подвергнем исследованию матрицу B = 2E −A, кото-
рую выпишем в явном виде

B =




1 1 0 0 . . . 0 0 0

1 0 1 0 . . . 0 0 0

0 1 0 1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 0 1

0 0 0 0 . . . 0 1 1



.(4.3)

Собственные значения матрицы B находятся по свойству собственных значе-
ний матриц, приведенному в доказательстве леммы 5, а именно λBi = 2− λi.
Пусть N — размер квадратной матрицы B. Обозначим через

GN (λ) = det(B − λE)

характеристические полиномы матрицы B.

Те ор ем а 1. Функции GN (λ) при различных фиксированных N > 3 удо-
влетворяют рекуррентной формуле





GN+1(λ) = −λGN (λ)−GN−1(λ),

G3(λ) = (1− λ)(λ− 2)(1 + λ),

G2(λ) = λ(λ− 2).

(4.4)

Лемма 6. Члены последовательности (4.4) имеют формулу общего чле-
на вида

GN (λ) =
2− λ√
λ2 − 4



(
−λ+

√
λ2 − 4

2

)N
−
(
−λ−

√
λ2 − 4

2

)N
 .(4.5)
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Рис. 2. Распределение собственных чисел матрицы A для N = 8.

Проведем сравнение полученного результата с результатом в [11, с. 219].
Матрица B − λE похожа на матрицу Тёплица A из [11], за исключени-
ем первого и последнего диагональных элементов. В терминах [11] b = −λ,
a = c = 1, а первый и последний диагональные элементы равны 1− λ.
Нетрудно видеть, что формула (4.5) аналогична формуле из факта 3.20.7
монографии [11] в случае b2 6= 4ac за исключением степени, равной N вместо
N + 1 и дополнительного коэффициента 2− λ.

Пример расположения на числовой оси собственных чисел, которые явля-
ются решением уравнения GN (λ) = 0, приведен на рис. 2.

Лемма 7. Пусть матрицы A и B имеют размеры N ×N , где N = 2n,
n > 2 и G2n(λ) = det(B − λE). Тогда

G2n(λ) = G2n−1(λ) ·
(
G2

2n−1(λ)

G2
2n−2(λ)

− 2

)
,

где G21(λ) = λ(λ− 2), G20(λ) , λ,

(4.6)

или, что то же самое,

G2n(λ) = G21(λ) ·
n∏

k=2

(
G2

2k−1(λ)

G2
2k−2(λ)

− 2

)
,

при этом вычисленное по матрице B − λE значение G20(λ) = 1− λ и отли-
чается от допущения в формуле (4.6).

Лемма 8. Если λBk — собственные числа матрицы B размера 2n−1, то

±
√
2 + λBk — собственные числа матрицы B размера 2n.

Сл ед с т в и е 2. Если λBk — собственные числа матрицы B размера N ,

то ±
√

2 + λBk — собственные числа матрицы B размера 2N .

Доказательство следствия аналогично доказательству леммы 8.
Рассмотрим свойства собственных чисел матрицы B размера 2n.

Свой с т в о 1. Числа 0 и 2 являются собственными числами матрицы
B размера 2n для всех n > 1.

Свой с т в о 2.
∣∣λBk

∣∣ 6 2 для всех n > 1 и k = 1, . . . , 2n.

70



Рис. 3. Поведение системы осцилляторов при взаимодействии с “ближайшими
соседями”.
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Рис. 4. Поведение системы осцилляторов при взаимодействии с “ближайшими
соседями”.
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Свой с т в о 3. Среди λBk присутствует собственное значение

λB =

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2

︸ ︷︷ ︸
n−1

.(4.7)

Свойство 1 следует из леммы 7, так как корни уравнения G21(λ) = 0 яв-
ляются общими для всех многочленов G2n(λ) и всех n > 1.

Свойство 2 следует из вида собственных чисел, представленных в лемме 8,
и свойства функции квадратного корня.

Свойство 3 справедливо, если в лемме 8 выбирать только знак “плюс” при
вычислении собственных чисел начиная с λB1 = 0.

Свойство 2 означает, что у исходной матрицы A все λi > 0 кроме един-
ственного собственного значения, отвечающего за коллективное движение
системы как единого целого. Выбрав собственное число матрицы B из свой-
ства 3, получим, что у матрицы A размера 2n есть собственное число, равное

λA(n) = 2−
√

2 +

√
2 + . . .+

√
2

︸ ︷︷ ︸
n−1

.(4.8)

Поскольку λA близко к нулю, то в системе, помимо коллективного движения
с единичной частотой, будет присутствовать слабо затухающее движение с
частотой примерно 1 + βλA

2 .

Сл ед с т в и е 3. Для λA(n) выполняется предельное соотношение

lim
n→∞

λA(n)

λA(n+ 1)
= 4.

Следствие 3 означает, что для больших n скорость затухания осцилляций
моды колебаний, наиболее близкой к основной частоте равной единице, или
скорость установления консенсуса, при увеличении размерности системы в 2
раза уменьшается в 4 раза.

Результат моделирования в случае N = 32 для двух наборов начальных
условий показан на рис. 3 и 4.

4.3. Идентичное кольцевое взаимодействие осцилляторов
с ближайшими соседями

Матрица A имеет вид

A =




2 −1 0 0 . . . 0 0 −1

−1 2 −1 0 . . . 0 0 0

0 −1 2 −1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 2 −1

−1 0 0 0 . . . 0 −1 2



.(4.9)
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Как и в подразделе 4.2, вместо матрицы A будем исследовать матрицу
B = 2E −A, которая имеет вид

B =




0 1 0 0 . . . 0 0 1

1 0 1 0 . . . 0 0 0

0 1 0 1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 0 1

1 0 0 0 . . . 0 1 0



.(4.10)

Стоит отметить, что исследуемая матрица A по сути является матрицей
Лапласа в терминах теории мультиагентных систем и теории сетей [8, 11], так
как матрица 2E — это степенная матрица D для графа с матрицей смежно-
сти B, соответствующего исследуемой системе.

Собственные значения матрицы B находятся по свойству собственных зна-
чений матриц, приведенному в доказательстве леммы 5, а именно λBi = 2− λi.
Для характеристических полиномов матрицы B справедлива теорема 2.

Те ор ем а 2. Функции GN (λ) при различных фиксированных N > 5 удо-
влетворяют рекуррентной формуле





GN+1(λ) = −(1 + λ)GN (λ)− (1 + λ)GN−1(λ)−GN−2(λ),

G5(λ) = −λ5 + 5λ3 − 5λ+ 2,

G4(λ) = λ4 − 4λ2,

G3(λ) = −λ3 + 3λ+ 2.

(4.11)

Выведем формулу общего члена последовательности (4.11).

Лемма 9. Члены последовательности (4.11) имеют формулу общего
члена вида

GN (λ) =



(
−λ+

√
λ2 − 4

2

)N
+

(
−λ−

√
λ2 − 4

2

)N
+ 2 · (−1)N+1


 .(4.12)

Лемма 10. Если λBk — собственные числа матрицы B размера 2n−1, то

±
√
2 + λBk — собственные числа матрицы B размера 2n.

Сл ед с т в и е 4. Если λBk — собственные числа матрицы B размера N ,

то ±
√

2 + λBk — собственные числа матрицы B размера 2N .

Доказательство следствия аналогично доказательству леммы 10.

Лемма 11. Если λBk — собственные числа матрицы B размера N ви-
да (4.3) (отсутствие кольцевого взаимодействия между ближайшими со-
седями), являющиеся нулями GN (λ) вида (4.5), то λBk — собственные числа
кратности два матрицы B размерности 2N вида (4.10) (наличие кольце-
вого взаимодействия между ближайшими соседями), являющиеся нулями
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Рис. 5. Поведение системы осцилляторов при кольцевом взаимодействии с
“ближайшими соседями”.

G2N (λ) вида (4.12), кроме λB = ±2 кратности единица, т.е.

G2N (λ)︸ ︷︷ ︸
(4.12)

=
λ+ 2

2− λ
G2
N (λ)︸ ︷︷ ︸
(4.5)

.(4.13)
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Рис. 6. Поведение системы осцилляторов при кольцевом взаимодействии с
“ближайшими соседями”.

Результат моделирования в случае N = 32 для двух наборов начальных
условий показан на рис. 5 и 6.
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5. Взаимодействие осцилляторов друг с другом и со средой

Добавим в рассматриваемую систему осцилляторов среду и предположим,
что у каждого из осцилляторов есть возможность воздействовать на среду
посредством только упругой связи. Пусть координаты среды имеют индекс 0,
а взаимодействие осуществляется посредством силы Fi0 = −ki0(xi − x0).

Движение группы осцилляторов и среды описывается системой ЛДУ вида:

Mẍ0 = −
N∑

j=1

k0j(x0 − xj),

ẍi = −xi −
N∑

j=0

kij(xi − xj)− 2
N∑

j=1

αij(ẋi − ẋi), i = 1, . . . , N.

(5.1)

Здесь M — безразмерная константа, пропорциональная массе среды. Допол-
нительное условие взаимности связи со средой определяется соотношением
k0j = kj0 = k для всех j = 1, . . . , N , остальные условия такие же, как в слу-
чае отсутствия среды.

Лемма 12. В системе “осцилляторы–среда”, описываемой систе-
мой (5.1), для любых начальных условий существует периодическое
коллективное движение двух типов с частотами

ω1,2 =
1√
2

√
kM+Nk+M±

√
M2k2+2MNk2+N2k2+2M2k−2MNk+M2

√
M

.(5.2)

В случае когда k≪ 1, Nk
M ≪ 1, эти частоты становятся приблизительно

равными

ω1 ≈ 1 +
k

2
, ω2 ≈

√
Nk

M
.(5.3)

Это означает, что в системе присутствуют колебания осцилляторов как еди-
ного целого с незначительно измененной основной частотой ω1 (ω1−1 = k

2≪1)

200 250150

2,00
H

1,75

1,50

1,25
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0,25
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100500
t

Рис. 7. Энергия системы осцилляторов.
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и низкочастотные колебания системы с частотой ω2, связанные с массивной
средой. Интересен случай N =M . Оказывается, что при малых k сохраняет-
ся неравенство ω2 ≪ ω1. Пример зависимости H(t) приведен на рис. 7.

6. Обсуждение результатов

На рис. 1, 3, 4, 5 и 6 представлены динамика каждого осциллятора в от-
дельности, динамика разности координат первого и второго осцилляторов,
а также поведение энергии системы (без учета взаимодействия) как функ-
ции времени для трех типов взаимодействия между осцилляторами. Сред-
ствами языка Python моделируется движение каждого из осцилляторов. На-
чальные значения скоростей и координат выбраны произвольным образом в
диапазоне [0, 1], α = 0,02, β = 0,01. На рис. 5 и 6 темпы установления коллек-
тивного движения соответствуют отличному от нулевого минимальному по

модулю собственному значению матрицы A, λ = 2−
√
2 +

√
2 +

√
2 и равны

2αλ = 0,001536. На рис. 3 и 4 темпы установления коллективного движения
в четыре раза меньше и равны 0,000384, что согласуется со следствием 3. На
рис. 1, 3, 4, 5 и 6 отличаются установившиеся уровни кинетической энергии
системы осцилляторов, которые могут быть найдены по формуле (3.5) по из-
вестным начальным условиям. Из сравнения динамики разности x1 − x2 на
рис. 3 и 4, а также на рис. 5 и 6 видно, что амплитуда этой разности изменяет-
ся во времени по-разному. На рис. 3 и 6 амплитуда уменьшается монотонно,
а на рис. 4 и 5 монотонность отсутствует, имеется во времени ярко выра-
женный максимум, после которого появляется монотонность убывания. Со
временем в системе осцилляторов остается только их коллективное движе-
ние как единого целого, а именно незатухающие колебания на их основной
частоте.

Когда появляется массивная среда, то в системе со временем остаются ко-
лебания двух типов: низкочастотные, соответствующие взаимодействию си-
стемы со средой, и собственные колебания осцилляторов как единого целого.
Как видно из рис. 7, при наличии среды происходит перераспределение энер-
гии между осцилляторами и средой, амплитуда колебаний осцилляторов то
увеличивается, то уменьшается.

7. Заключение

Скорость установления консесуса в динамических и мультиагентных си-
стемах является определяющей для их возможности проявлять на конечном
горизонте времени коллективное поведение. Оказывается, что с возрастанием
размерности системы в два раза эта скорость линейно возрастает с установ-
ленным в статье коэффициентом, равным четырем. С другой стороны, когда
в системе присутствуют различные типы агентов, ее коллективная динамика
становится более разнообразной, зависящей от свойств подсистем. Исполь-
зуемая модель позволяет в любой момент времени изменить количественный
состав осцилляторов добавлением или удалением из нее любого их числа.
Поэтому будущая статья будет посвящена исследованию явления синхрони-
зации в переменной по количественному составу системе идентичных осцил-
ляторов.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Поскольку собственные значения сим-
метрической матрицы A вещественные, то существует ортогональная замена
переменной ξi = Qijxj , где QikQ

−1
kj = Eij , которая приводит систему уравне-

ний (2.5) к виду (здесь суммирование по индексу i отсутствует)

ξ̈i(t) + 2α(diagλi)ξ̇i(t) + (1 + βdiagλi)ξi(t) = 0.(Π.1)

Характеристическое уравнение для системы (Π.1) принимает вид

N∏

i=1

(σ2 + 2αλiσ + 1 + βλi) = 0.(Π.2)

Все решения уравнения (Π.2) задаются выражением (3.2). Лемма 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Строки матрицы A являются линейно

зависимыми. Действительно, из вида матрицы A следует, что
∑N

i=1Aij = 0
для ∀j. Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. При доказательстве леммы 3 зависи-
мость от t опускаем. Обозначим X =

∑N
i=1 xi. Просуммируем все уравнения

системы (2.4). Получим цепочку равенств

Ẍ =

N∑

i=1

ẍi =

N∑

i=1

N∑

j=1

(−Eijxj −Kijxj − 2Φij ẋj) =

= −
N∑

i=1

xi −
N∑

i=1

Kiixi −
N∑

i=1

N∑

j=1, j 6=i
Kijxj − 2

N∑

i=1

Φiiẋi − 2

N∑

i=1

N∑

j=1, j 6=i
Φij ẋj =

= −X +

N∑

i=1

N∑

j=1, j 6=i
Kijxj −

N∑

i=1

N∑

j=1, j 6=i
Kijxj +

+ 2

N∑

i=1

N∑

j=1, j 6=i
Φijẋj − 2

N∑

i=1

N∑

j=1, j 6=i
Φijẋj = −X.

Получили ЛДУ второго порядка

Ẍ = −X,(Π.3)

которому соответствует периодическое движение с периодом 2π для любых
отличных от тривиальных начальных условий. Лемма 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Утверждение леммы следует из леммы 1,
так как Re σi = −αλi < 0 при λi > 0. Лемма 4 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. Воспользуемся свойством для собствен-
ных чисел матрицы Ã = A−NE. Если λ̃i — собственное число матрицы Ã,
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то λ̃i = λi −N . Матрица Ã имеет вид

Ã =




−1 −1 −1 −1 . . . −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 . . . −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 . . . −1 −1 −1
. . . . . . . . . .
−1 −1 −1 −1 . . . −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 . . . −1 −1 −1



.

Все строки матрицы Ã одинаковы, поэтому λ̃ = 0 — собственное число этой
матрицы кратности N − 1, т.е. λ̃i = 0 для i = 1, . . . , N − 1. Далее заметим,
что SpÃ = −N = λ̃N . Такой же вывод последовал бы, если сравнить λN = 0,
полученное в лемме 2, и оставшееся последним ненайденным λ̃N . Лемма 5
доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Вычислим сначала GN (λ) через Ji(λ),
где Ji(λ) — детерминанты матрицы, полученной из матрицы B − λE вычер-
киванием последних N − i строк и столбцов при i = 2, . . . , N − 1. Далее до-
казательство аналогично теореме 1 из [6].

Справедливы следующие рекуррентные формулы, если начать вычислять
детерминант со строки с номером N , в которых опускаем зависимость от λ,





GN = (1− λ)JN−1 − JN−2,

JN−1 = −λJN−2 − JN−3,

Jn+1 = −λJn − Jn−1,

J2 = −λ(1− λ)− 1.

(Π.4)

Применим формулы (Π.4) для систем, состоящих из N и N + 1 тел, и соста-
вим разность GN+1 −GN . Она равна

GN+1 −GN = (1− λ)JN − JN−1 − (1− λ)JN−1 + JN−2 =

= (1− λ)JN − (2− λ)JN−1 + JN−2.

Заменим JN−2 его выражением из (Π.4) на (−λJN−1 − JN ). Тогда эта раз-
ность равна

GN+1−GN = (1−λ)JN − (2−λ)JN−1−λJN−1−JN =−λJN −2JN−1.(Π.5)

Из первой формулы (Π.4) и (Π.5) получаем еще одно равенство

GN = JN + JN−1.

Из двух последних формул получаем

GN+1 −GN = −λGN + (λ− 2)JN−1.

Справедлива цепочка равенств

GN+1 = −λGN + (λ− 2)JN−1 +GN = −λGN + (λ− 1)JN−1 + JN =

= −λGN − JN−1 − JN−2 = −λGN −GN−1.
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Получили первое уравнение рекуррентной формулы (4.4). Функции G2(λ),
G3(λ) появляются в результате прямого вычисления детерминантов при
N = 2, 3 соответственно. Доказательство теоремы 1 завершено.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 6. Запишем характеристическое уравнение
для последовательности (4.4):

γN+1 = −λγN − γN−1.

Получаем квадратное уравнение для γ

γ2 + λγ + 1 = 0,

корни которого равны

γ1,2 =
−λ±

√
λ2 − 4

2
.

Таким образом, для общего члена последовательности GN (λ) можно записать

GN (λ) = C1(λ)γ
N
1 + C2(λ)γ

N
2 .(Π.6)

C1(λ), C2(λ) можно найти, используя первые члены последовательности
GN (λ):

G2(λ) = λ(λ− 2),

G3(λ) = (1− λ)(λ− 2)(1 + λ).

Подставив функции G2(λ), G3(λ) в (Π.6), получаем систему уравнений
относительно C1(λ), C2(λ):





C1(λ) ·
(
−λ+

√
λ2 − 4

2

)2

+C2(λ) ·
(
−λ−

√
λ2−4

2

)2

= λ(λ−2),

C1(λ) ·
(
−λ+

√
λ2 − 4

2

)3

+C2(λ) ·
(
−λ−

√
λ2−4

2

)3

= (1−λ)(λ− 2)(1+λ).

Из этой системы находим функции

C1(λ) =
2− λ√
λ2 − 4

,

C2(λ) = − 2− λ√
λ2 − 4

.

Подставляя выражения для C1(λ), C2(λ), γ1 и γ2 в (Π.6), получаем утвержде-
ние леммы 6.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 7. Для доказательства воспользуемся
утверждением леммы 6. Введем обозначения:

C1 =
2− λ√
λ2 − 4

,

a =
−λ+

√
λ2 − 4

2
,

b =
−λ−

√
λ2 − 4

2
.

Формула общего члена последовательности GN примет вид (зависимость от λ
опускаем)

GN = C1(a
N − bN ).

Подставим GN в таком виде в правую часть (4.6) и получим цепочку равенств:

G2n = C1

(
a2

n−1 − b2
n−1
)


(
a2

n−1 − b2
n−1

a2n−2 − b2n−2

)2

− 2


 =

= C1

(
a2

n−1 − b2
n−1
)


(
(a2

n−2 − b2
n−2

)(a2
n−2

+ b2
n−2

)

a2
n−2 − b2

n−2

)2

− 2


 =

= C1

(
a2

n−1 − b2
n−1
)((

a2
n−2

+ b2
n−2
)2

− 2

)
=

= C1

(
a2

n−1 − b2
n−1
)(

a2
n−1

+ b2
n−1

+ 2(ab)2
n−2 − 2

)
.(Π.7)

Нетрудно заметить, что

ab =
1

4
(λ2 − λ2 + 4) = 1.

Поэтому выражение (Π.7) принимает вид

G2n = C1

(
a2

n−1 − b2
n−1
)(

a2
n−1

+ b2
n−1
)
,(Π.8)

что является полным квадратом и приводится к виду

G2n = C1

(
a2

n − b2
n)

= G2n .

Лемма 7 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 8. Воспользуемся обозначениями леммы 7.

Предположим, что λ = ±
√

2 + λBk , где λBk — собственные числа матрицы B

размера 2n−1, и вычислим G2n

(
±
√

2 + λBk

)
. Справедлива цепочка равенств:

G2n

(
±
√
2 + λBk

)
= C1

(
a2

n − b2
n)

= C1

((
a2
)2n−1

−
(
b2
)2n−1

)
=
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= C1






2 + λBk − 2 + λBk − 2

√
(λBk )

2 − 4

4




2n−1

−

−



2 + λBk − 2 + λBk + 2

√
(λBk )

2 − 4

4




2n−1
 =

= C1






λBk −

√
(λBk )

2 − 4

2




2n−1

−



λBk +

√
(λBk )

2 − 4

2




2n−1
 =

= C1






−λBk +

√
(λBk )

2 − 4

2




2n−1

−



−λBk −

√
(λBk )

2 − 4

2




2n−1
 =

G2n−1(λBk ) = 0.

Лемма 8 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. Выпишем отношение указанных

собственных значений в явном виде и получим

λA(n)

λA(n+ 1)
=

2−
√

2 +

√
2 + . . . +

√
2

︸ ︷︷ ︸
n−1

2−
√

2 +

√
2 + . . . +

√
2

︸ ︷︷ ︸
n

= 2 +

√
2 +

√
2 + . . . +

√
2

︸ ︷︷ ︸
n

.

Осуществим предельный переход в последнем выражении при n→ ∞. След-
ствие 2 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Доказательство теоремы 2 прове-
дем аналогично доказательству теоремы 1. Вычислим сначала GN+1(λ) че-
рез Ji(λ), которые являются детерминантами матрицы

D =




−λ 1 0 0 . . . 0 0 0

1 −λ 1 0 . . . 0 0 0

0 1 −λ 1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 −λ 1

0 0 0 0 . . . 0 1 −λ




(Π.9)

размера i.
Справедливы следующие рекуррентные формулы, если начать вычислять

детерминант матрицы D со строки с номером 1, а затем со столбца с номе-
ром 1, в которых опускаем зависимость от λ,

GN+1 = −λJN − 2JN−1 + 2(−1)N .(Π.10)

83



Для JN+1 справедлива рекуррентная формула

JN+1 = −λJN − JN−1.(Π.11)

Покажем справедливость первой формулы в (4.11), вычислив разность ее
левой и правой частей и несколько раз воспользовавшись соотношениями
(Π.10) и (Π.11):

GN+1 + (1 + λ)GN + (1 + λ)GN−1 +GN−2 =

= −λJN − 2JN−1 + 2(−1)N − (1 + λ)(λJN−1 + 2JN−2 + 2(−1)N )−
−(1 + λ)(λJN−2 + 2JN−3 − 2(−1)N )− λJN−3 − 2JN−4 − 2(−1)N =

= −λJN − 2JN−1 − (1 + λ)(−JN + JN−2)−
− (1 + λ)(−JN−1 + JN−3)− λJN−3 − 2JN−4 =

= JN − JN−1 + λJN−1 − JN−2 − λJN−2 − JN−3 − λJN−3 + JN−2 − JN−4 =

= −JN−2 − λJN−3 − JN−4 = 0.

Значения G3(λ), G4(λ), G5(λ) вычисляются непосредственно. Теорема 2 до-
казана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 9. Запишем характеристическое уравнение
для последовательности (4.11):

γN+1 = −(1 + λ)γN − (1 + λ)γN−1 − γN−2.

Получаем кубическое уравнение для γ:

γ3 + (1 + λ)γ2 + (1 + λ)γ + 1 = 0,

корни которого равны

γ1,2 =
−λ±

√
λ2 − 4

2
, γ3 = −1.

Таким образом, для общего члена последовательности GN (λ) справедливо

GN (λ) = C1(λ)γ
N
1 + C2(λ)γ

N
2 + C3(−1)N .(Π.12)

C1,2,3(λ) можно найти, используя первые члены последовательности GN (λ)
при N = 3, 4, 5:

G3(λ) = −λ3 + 3λ+ 2,

G4(λ) = λ4 − 4λ2,

G5(λ) = −λ5 + 5λ3 − 5λ+ 2.
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Подставив функции G3(λ), G4(λ) и G5(λ) в (Π.12), получаем систему урав-
нений относительно C1(λ), C2(λ) и C3(λ):




C1(λ) ·
(
−λ+

√
λ2 − 4

2

)3

+ C2(λ) ·
(
−λ−

√
λ2 − 4

2

)3

− C3(λ) =

= −λ3 + 3λ+ 2,

C1(λ) ·
(
−λ+

√
λ2 − 4

2

)4

+ C2(λ) ·
(
−λ−

√
λ2 − 4

2

)4

+ C3(λ) =

= λ4 − 4λ2,

C1(λ) ·
(
−λ+

√
λ2 − 4

2

)5

+ C2(λ) ·
(
−λ−

√
λ2 − 4

2

)5

+ C3(λ) =

= −λ5 + 5λ3 − 5λ+ 2.

Из этой системы находим функции

C1(λ) = 1,

C2(λ) = 1,

C3(λ) = −2.

Подставляя выражения для C1,2,3(λ) и γ1,2,3 в (Π.12), получаем утверждение
леммы 9.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 10. Воспользуемся обозначениями леммы 7.

Предположим, что λ = ±
√

2 + λBk , где λBk — собственные числа матрицы B

размера 2n−1, и вычислим G2n

(
±
√

2 + λBk

)
. Справедлива цепочка равенств:

G2n

(
±
√
2 + λBk

)
=
(
a2

n

+ b2
n − 2

)
=
((
a2
)2n−1

+
(
b2
)2n−1

− 2
)
=

=






2 + λBk − 2 + λBk − 2

√
(λBk )

2 − 4

4




2n−1

+

+



2 + λBk − 2 + λBk + 2

√
(λBk )

2 − 4

4




2n−1

− 2


 =

=






λBk −

√
(λBk )

2 − 4

2




2n−1

+



λBk +

√
(λBk )

2 − 4

2




2n−1

− 2


 =

=






−λBk +

√
(λBk )

2 − 4

2




2n−1

+



−λBk −

√
(λBk )

2 − 4

2




2n−1

− 2


 =

= G2n−1(λBk ) = 0.

85



Лемма 10 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 11. В лемме 7 было получено выражение

GN (λ)︸ ︷︷ ︸
(4.5)

=

√
2− λ

λ+ 2
(aN − bN ),

которое возведем в квадрат. Получим

(√
2− λ

λ+ 2
(aN − bN )

)2

=
2− λ

λ+ 2

(
a2N + b2N − 2(ab)N

)
=

=
2− λ

λ+ 2
(a2N + b2N − 2).

Умножим последнее выражение на λ+2
2−λ и получим (4.12), а значит, справед-

ливо (4.13).
Поскольку среди нулей GN (λ)︸ ︷︷ ︸

(4.5)

присутствует λB = 2 кратности единица,

то после возведения в квадрат и умножения кратность единица у λB = 2
остается, а появляется λB = −2 тоже кратности единица. Лемма 11 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 12. Первое уравнение в системе (5.1) в
обозначениях леммы 3 имеет вид

Mẍ0 = −Nkx0 + kX.(Π.13)

Система уравнений движения осцилляторов в системе (5.1), как и в дока-
зательстве леммы 3, переписывается так:

Ẍ = −X − kX +Nkx0.(Π.14)

В системе уравнений (Π.13) и (Π.14) присутствуют две моды колебаний с
частотами

ω1,2 =
1√
2

√
kM +Nk +M ±

√
M2k2 + 2MNk2 +N2k2 + 2M2k − 2MNk +M2

√
M

.

Лемма 12 доказана.
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ЛОГИЧЕСКИЙ ПАРНЫЙ МОНИТОРИНГ С УЧЕТОМ СЕРОЙ ЗОНЫ

Развивается подход логического парного мониторинга функциональ-
ных узлов различной природы с одновременным контролем как основной
(функциональной), так и контролирующей (мониторинговой) частей си-
стемы. Вводится определение серой зоны парного мониторинга, обуслов-
ленной ограниченными возможностями необходимого для мониторинга
разделения частей функционального узла, реализующих его предназна-
чение и осуществляющих встроенный контроль исправности. Исследуют-
ся проявления указанных ограничений и предлагается методика прак-
тического использования логического парного мониторинга с учетом их
наличия. Приводится методический пример.

Ключевые слова: комплекс оборудования, функциональный модуль, мони-
торинговый модуль, функциональный узел, индикаторная матрица, логи-
ческий парный мониторинг, серая зона логического парного мониторинга.
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1. Введение

Встроенные средства контроля (ВСК) [1, 2] относятся к наиболее распро-
страненным современным решениям обеспечения требуемого уровня отка-
зобезопасности различных технических систем. В системах же повышенной
опасности, к которым, в частности, относятся авиационные комплексы борто-
вого оборудования (КБО), встроенный контроль внедряется во все составляю-
щие компоненты (системы, подсистемы, узлы, модули и даже микросхемы).

Другим важным обстоятельством является то, что по разным причинам
комплексы, сопряженные с повышенной опасностью, почти всегда избыточны
в аппаратном, функциональном и других аспектах. Это позволяет использо-
вать сравнительный анализ функционирования физически однородных (оди-
наковых) и разнородных (различных по физической природе или техниче-
скому устройству) компонентов для выявления фактов наличия и мест неис-
правностей в реальном времени и в рабочем режиме системы [3–5].

Для мониторинга технического состояния используется широкий спектр
подходов и алгоритмов [6–9].

Так, в [10, 11] предлагается общий подход к решению задачи мониторинга,
основанный на модели оценки работоспособности бортового оборудования с
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проверкой принадлежности команд к допустимым, с соответствующей логи-
кой управления и выдачей сообщений об ошибке. Работа [12] содержит опи-
сание задач, выполняемых встроенной системой контроля, которая входит в
состав бортового комплекса управления космического аппарата. Эти и дру-
гие аналогичные публикации нацелены на оценку надежности технических
систем и/или обоснование алгоритмов их диагностирования (с учетом или
без учета возможности восстановления [13]). При этом общим недостатком
описанных подходов является вынужденное доверие создаваемым средствам
диагностирования (априорное предположение об их непогрешимости).

В развитие технологии создания и применения ВСК в [14] разработан под-
ход, названный логическим парным мониторингом (ЛПМ), в котором предла-
гается организация одновременного (квазиодновременного) оценивания пра-
вильности функционирования как объектов, подлежащих контролю, так и
самих средств мониторинга (самоконтроля) с опорой на уже известные ре-
шения и алгоритмы, изложенные в доступных источниках по диагностике.
При этом не накладывается ограничений на тип обнаруживаемых отказов
(аппаратные, программные).

Вместе с тем эффективность (успешность) ЛПМ тесно связана с практиче-
ским (в виде конкретных аппаратных и/или программных решений) разделе-
нием технического устройства на части, выполняющие функциональную на-
грузку, и части, осуществляющие встроенный контроль. Недостаточная стро-
гость соответствующей границы при реализации подхода порождает неодно-
значность результатов контроля, снижая его практическую полезность.

В [14] это обстоятельство не учитывалось, в то время как настоящая
статья развивает указанный подход, содержит количественное описание
функционально-конструктивного перекрытия функциональной и мониторин-
говой частей контролируемого компонента, а также предлагает способ пре-
одоления отмеченного выше затруднения.

2. Логический парный мониторинг

Базой ЛПМ является совокупность сопоставимых в смысле диагностиро-
вания функциональных узлов (ФУз), каждый из которых содержит функцио-
нальный модуль (ФМ), выполняющий функции узла по назначению, и мони-
торинговый модуль (ММ), предназначенный для диагностирования в реаль-
ном времени (мониторинга) технического состояния ФМ. Состав, структура
и алгоритмы ММ могут быть различными и зависят от особенностей обла-
сти техники, подходов и методов, использованных при его создании, а также
целей и возможностей разработчика.

Суть ЛПМ заключается в том [14], что для двух контролируемых ФУз
одного функционального назначения (с идентичными принципами работы
и интерфейсами функциональной и мониторинговой частей), на входы ко-
торых подаются данные в общем случае от независимых источников (дат-
чиков), рассматривается сочетание автономного (в пределах одного ФУз) и
взаимно-перекрестного (между разными ФУз) мониторинга. По результатам
мониторинга формируется значение индикаторной матрицы (ИМ), исполь-
зуемое для определения наличия и места (с точностью до модуля) одной или
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Рис. 1. Схема ЛПМ функциональных узлов.

одновременно двух неисправностей в паре ФУз. Изложенное иллюстрирует
рис. 1, где использованы обозначения: τ – текущее время (номер цикла мони-
торинга), vτ – входные данные, yτ – выходные данные, pτ – контролируемые
параметры (которые могут включать vτ и yτ ), sτ – оценка технического со-
стояния ФМ.

Физическая природа, форма представления и процессы обработки данных
могут быть разнообразными. Существенно то, что в силу односторонности
связей процесс v1τ → y1τ не может повлиять на процесс v2τ → y2τ и наоборот.
В то же время процессы и результаты обработки параметров pτ в мониторин-
говых модулях не влияют на процессы v1τ → y1τ и v2τ → y2τ в функциональных
модулях.

При этом мониторинг осуществляется в условиях типовых предположе-
ний:

А. Потоки однотипных данных через различные ФМ не связаны между
собой (функциональная автономность ФМ);

Б. Каждый функциональный узел ФМ+ММ выполнен на технологической
базе и поддерживается инфраструктурными средствами, не зависящими от
базы и средств других ФУз (техническая разнородность ФУз);

В. ФМ и ММ устроены таким образом, что совместимы для образования
различных ФУз независимо от технологических и инфраструктурных осо-
бенностей (интерфейсная однородность ФУз);

Г. Процесс мониторинга разбит на циклы, внутри которых технические
состояния ФМ и ММ неизменны (стационарность неисправностей ФУз).

Бинарные оценки si−jτ , определенным образом размещенные в ИМ разме-
ров 2× 2:

Sинд
τ =

[
s1−1
τ s1−2

τ

s2−1
τ s2−2

τ

]
,
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сформированы каждым (j-м) ММ в τ -м цикле мониторинга и по определению
характеризуют исправность “1” или неисправность “0” каждого (i-го) ФМ.

Показано в [14], что при справедливости предположения Б полная группа
различных значений ИМ составляет 13 матриц, однозначно связанных с ис-
правным, работоспособным (при отказе ММ), а также неисправным состоя-
нием обоих ФУз. Причем, в соответствии с индикаторным правилом ЛПМ
[14], каждое значение ИМ с уникальной структурой однозначно определяет
техническое состояние как каждого ФМ, так и каждого ММ. Исключение
составляет значение ИМ

Sинд
τ =

[
1 1
1 1

]
,(1)

которому может соответствовать исправность обоих ФУз или неисправность
одного из ММ в виде выдачи ложного значения оценки “исправен”. Но эта
неоднозначность не касается утверждения об исправности ФМ, а в части ММ
может быть учтена конструктивными решениями1.

3. Понятие и описание серой зоны ЛПМ

Среди всевозможных схем конструктивного исполнения ФМ и ММ вы-
делим иллюстрируемый на рис. 2 вариант как наиболее характерный. Здесь
ММ представлен двумя последовательно соединенными частями: серой зоной
(СЗ) и аналитическим сегментом (АС).

СЗ, будучи функциональной частью ММ, из-за конструктивных особенно-
стей не может быть отделена от ФМ (в смысле переключения потоков данных
между разными ФМ и ММ для реализации ЛПМ) по концептуальной грани-
це. Но разделение возможно по другой, практически реализуемой границе.
Именно такая ситуация названа наличием серой зоны, а ЛПМ – соответствен-
но ЛПМ с учетом серой зоны, кратко ЛПМс.

Будем полагать, что технические состояния модуля ФМ, серой зоны СЗ и
аналитического сегмента АС, рассматриваемых в ЛПМс, независимы друг от
друга и соответствуют следующим моделям:

Рис. 2. Пояснение понятия «серой зоны» ЛПМ, связанной с переносом грани-
цы разделения ФУз.

1 См. раздел 7.
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а) ФМ, осуществляющий преобразование многомерного входного потока vτ
в многомерный выходной поток yτ , может быть исправным – “1” , если вы-
полняет заданные функции надлежащим образом, и неисправным – “0” в про-
тивном случае; при этом неисправное состояние ФМ по определению должно
обнаруживаться посредством исправного ММ, состоящего из СЗ и АС;

б) СЗ, передающая из ФМ в АС и частично обрабатывающая многомерный
вектор параметров pτ , может быть исправной – “1”, если не вносит искажения
в pτ или вносимые ею искажения не влияют на качество выполнения требуе-
мой функции и адекватность оценок технического состояния ФМ, формируе-
мых АС, и неисправной – “0”, если вносимые ею в pτ искажения приводят к
инверсии оценок исправно работающего АС (на выходе “0” вместо “1” или “1”
вместо “0”);

в) АС, формирующий оценку технического состояния ФМ по вектору пара-
метров pτ , может быть исправным – “1”, если сформированная оценка адек-
ватна получаемым параметрам, и неисправным – “01”, если ложная, не за-
висящая от получаемых параметров оценка исправности ФМ на выходе АС
принимает значение “1”, или неисправным – “00”, если – “0”.

Существует объективная сложность точного (идеального) проведения в
некоторых реальных технических устройствах границы между оборудова-
нием встроенного контроля и основным оборудованием. Оптимальная или
приемлемая (рациональная) мера такого разделения в каждом конкретном
проекте определяется разработчиком. Предлагаемый подход дает разработ-
чику возможность оценить эффективность (результативность) мониторинга
в разных вариантах проведения такой границы.

4. Индикаторное правило ЛПМ с учетом серой зоны

Предлагаемые модели технического состояния не противоречат принятым
ранее в [14], а лишь развивают их с учетом разделения ММ на СЗ и АС.

При наличии серой зоны схема ЛПМ принимает вид, показанный на рис. 3.

Рис. 3. Схема ЛПМс функциональных узлов.
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Таблица 1. Индикаторные матрицы Sинд.с
τ при ЛПМс

Неисправность
одного из ФМ*1

и/или
одной из СЗ*2

Неисправность одного из АС*3

АС1 АС2
ложная

“1”
ложный

“0”
ложная

“1”
ложный

“0”

отсутствует

ФМ1 или СЗ1
[
1 0
1 1

] [
0 0
0 1

] [
0 1
1 1

] [
0 0
1 0

] [
0 0
1 1

]

ФМ2 или СЗ2
[
1 1
1 0

] [
0 1
0 0

] [
1 1
0 1

] [
1 0
0 0

] [
1 1
0 0

]

ФМ1+СЗ2
или ФМ2+СЗ1

[
1 0
1 0

]
∗ 6 [

0 0
0 0

]
∗7 [

0 1
0 1

]
∗ 5 [

0 0
0 0

]
∗7 [

0 0
0 0

]
∗7

ФМ1+СЗ1 или
ФМ2+СЗ2 или

отсутствует

[
1 1
1 1

]
∗ 4 [

0 1
0 1

]
∗ 5 [

1 1
1 1

]
∗ 4 [

1 0
1 0

]
∗ 6 [

1 1
1 1

]
∗ 4

∗1 ненадлежащее выполнение возложенных функций, которое должно обнаружи-
ваться посредством СЗ+АС,

∗2 искажение данных, приводящее к инверсии результатов исправных АС,
∗3 ложная выдача “исправен” или “неисправен”,
∗4 неоднозначно: все исправно или возможна неисправность АС11 или АС21 вме-

сте или без неисправностей в паре ФМ1+СЗ1 или ФМ2+СЗ2,
∗5 неоднозначно: возможна неисправность только АС10 или в сочетании с одной

из пар ФМ1+СЗ1 или ФМ2+СЗ2 или же только АС21 в сочетании с одной из
пар ФМ1+СЗ2 или ФМ2+СЗ1,

∗6 неоднозначно: возможна неисправность только АС20 или в сочетании с одной
из пар ФМ1+СЗ2 или ФМ2+СЗ1 или же только АС11 в сочетании с одной из
пар ФМ1+СЗ2 или ФМ2+СЗ1,

∗7 неоднозначно: возможно сочетание неисправностей самих ФМ1+СЗ2 или
ФМ2+СЗ1 или же еще и в сочетании с неисправностью АС10 или АС20.

И хотя индикаторная матрица с учетом серой зоны (ИМс) по размерам и
обозначениям аналогична ИМ, ее содержание и интерпретация отличаются.

Объемы и структура передачи данных на рис. 3 аналогичны рис. 1, но
увеличено число частей (до 6) и количество возможных комбинаций их ис-
правных и неисправных состояний соответственно. С учетом предположений
Б и В общее количество различных комбинаций технических состояний ФМ,
СЗ и АС для пары ФУз при ЛПМс равно 45 (это множество комбинаций
охватывает исправное состояние ФУз, а также одну, две и три неисправности
различных его частей). В их число входят 15 комбинаций2 с исправными СЗ,
которые совпадают с комбинациями ЛПМ [14].

Совокупность различных значений ИМс увеличилась с 13 (для ЛПМ)
до 14, пополнившись матрицей с нулевыми элементами. По аналогии с [14]
все уникальные значения ИМс размещены в табл. 1.

Уникальные значения ИМс своим размещением в табл. 1 указывают (инди-
каторное правило) на соответствующие комбинации технических состояний

2 Всего 13 различных ИМ, но одна из них (1) соответствует трем комбинациям техни-
ческих состояний ФМ и ММ.
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модулей. Строки табл. 1, не содержащие в левом столбце набранные жирным
шрифтом СЗ1 и СЗ2, идентичны строкам аналогичной таблицы в [14]. Кроме
того, здесь строки, отмеченные в левом столбце суммой модулей, относят-
ся к соответствующей комбинации одновременных неисправностей. Строки в
левом столбце, не разделенные границей, представляют альтернативные ва-
рианты комбинаций неисправностей. Помимо этого, значения ИМс с неодно-
значным толкованием комбинаций неисправностей занимают несколько ячеек
и помечены верхними индексами от ∗4 до ∗7.

Используется табл. 1 следующим образом. По значению сформированной
ИМс определяется занимаемая ею ячейка (или группа ячеек). Наименова-
ния строк и столбцов этой ячейки несут информацию об исправности, одной
неисправности или комбинации неисправностей различных частей ФУз.

Так, значение ИМс

Sинд.с
τ =

[
1 0
1 1

]
(2)

указывает на то, что в паре ФУз имеет место комбинация одновременных
неисправностей в ФМ1+АС11 или в СЗ1+АС11.

Значению ИМс

Sнид.с
τ =

[
0 1
0 1

]
(3)

соответствует один из вариантов:
неисправность только АС10,
комбинация трех одновременных неисправностей: или АС10+ФМ1+СЗ1,

или АС10+ФМ2+СЗ2, или ФМ1+СЗ2+АС21, или ФМ2+СЗ1+АС21.
Если же ИМс содержит только нулевые элементы, то это соответствует

наличию одновременных неисправностей в паре модулей ФМ1+СЗ2 или в
паре модулей ФМ2+СЗ1.

Как и ИМ в [14], ИМс со значением

Sинд.с
τ =

[
1 1
1 1

]
(4)

указывает на полную исправность обоих ФУз или на наличие неисправности
в одном из сегментов АС11 или АС21, а также на то, что вместо указанных со-
стояний могут иметь место одновременные неисправности в парах ФМ1+СЗ1
или ФМ2+СЗ2. Здесь неисправность любой из СЗ явным образом маскирует
(скрывает) неисправность “своего” ФМ.

Если решаемую задачу сузить до подтверждения только исправного со-
стояния ФМ, то получение такого подтверждения в виде ИМс (4) обреме-
няется альтернативами в виде одновременной неисправности ФМ1+СЗ1 или
ФМ2+СЗ2. Как и в [14], возможность неисправности АС11 или АС21 не от-
ражается на оценке состояния ФМ.

Из анализа следует, что серая зона ЛПМ вносит существенную неодно-
значность в детерминированное определение места неисправности.
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5. Вероятностный ЛПМ с учетом серой зоны

Ситуация с учетом вероятностей обнаружения неисправностей и ошибок
1-го (ложная тревога) и 2-го (пропуск неисправности) рода в используемых
ВСК рассмотрена в [14], в настоящей же статье анализируется вероятностный
аспект, обусловленный только описанным разделением ММ на СЗ и АС.

Задача формулируется так. Значение ИМс, полученное при ЛПМс, счи-
тается свершившимся фактом. Требуется указать вероятности соответствую-
щих этому факту технических состояний частей ФУз или комбинаций их тех-
нических состояний при известной доле “содержания” ММ, отнесенной к СЗ,
т.е. если известна или задана относительная (отнесенная к некоторым обра-
зом определенной условной сложности ММ) условная сложность СЗ.

При этом в первом приближении предположения Б и В раздела 2 счита-
ются выполняемыми точно, без вероятностного контекста.

Для получения количественных оценок, связанных с разделением ММ на
СЗ и АС, будем считать, что ММ реализован в виде вычислительной системы,
для которой уместен показатель условной сложности в виде произведения
числа полупроводниковых переходов (или ячеек памяти) в аппаратном обес-
печении на число команд программного обеспечения. Тогда относительную
сложность СЗ в составе ММ можно охарактеризовать параметром:

λ =
условная сложность СЗ
условная сложность ММ

=

=
(число переходов СЗ) · (число команд СЗ)
(число переходов ММ) · (число команд ММ)

.

Условная сложность в каждом конкретном случае может и должна быть
если не точно рассчитана, то оценена. Мультипликативный показатель слож-
ности предлагается в виде примера и, в принципе, может быть усовершенство-
ван (и вообще заменен на иной при другой технической реализации ММ).

В соответствии с [14] будем полагать, что в ММ могут возникать два ви-
да простых неисправностей (“константные отказы”: ложная оценка “1” или
ложная оценка “0” на выходе) и один вид сложной неисправности (инвер-
сия оценки на выходе с “1” на “0” и наоборот), распределенных равномерно
по указанной условной сложности ММ с вероятностями соответственно Q1,
Q0 и Qинв (на единицу сложности) при условии Q1 +Q0 ≤ 1. Если первые
две неисправности очевидным образом несовместны (не могут быть одновре-
менно ложные “1” и “0”), то третью будем считать несовместной с первыми
двумя в силу доминирования неисправностей АС1 и АС0 над неисправно-
стью СЗ (в том смысле, что неисправность СЗ может проявиться только при
отсутствии неисправностей АС1 и АС0).

Полагая3, что при разделении ММ на СЗ и АС природа первых двух неис-
правностей ММ полностью наследуется в АС, а последней – в СЗ, и, подсчи-
тывая показатель λ относительной сложности СЗ, для конкретной реализа-

3 Это предположение обусловлено отсутствием достаточно простой альтернативы. В
дальнейшем, очевидно, потребуется более тщательное исследование.
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ции ММ, можно оценить вероятности указанных неисправностей АС1, АС0 и
СЗ по формулам:

QAC(1) = (1− λ)Q1,

QAC(0) = (1− λ)Q0,

QСЗ = λQинв (1−Q1 −Q0)︸ ︷︷ ︸
Вероятность

исправности АС

.(5)

Теперь, вводя вероятности QФМ ненадлежащего выполнения функций в
каждом из ФМ, которое по определению должно обнаруживаться посред-
ством ВСК (СЗ+АС), можно использовать табл. 1 индикаторных матриц
ЛПМс для вычисления вероятности той или иной комбинации неисправ-
ностей.

6. Использование вероятностного ЛПМс

Поскольку ячейки со значениями ИМс соответствуют одновременному на-
личию независимых неисправностей, указанных в наименованиях строк (пер-
вый столбец) и столбцов (третья строка шапки), то для каждого конкретного
значения ИМс вероятность событий в виде наличия комбинаций неисправно-
стей определяется произведением соответствующих вероятностей в первом
столбце и в третьей строке шапки табл. 1.

Комбинации неисправностей первого столбца табл. 1, соединенные сою-
зом “или”, а также строки и столбцы повторяющихся значений ИМс следует
считать альтернативными вариантами комбинаций неисправностей, соответ-
ствующих данному значению ИМс.

Так, например, ИМс (3) указывает на альтернативы в виде комбина-
ций неисправностей: ФМ1+СЗ2+АС21, ФМ2+СЗ1+АС21, ФМ1+СЗ1+АС10,
ФМ2+СЗ2+АС10 или неисправности только АС10.

Рассмотрим значение ИМс (2), получаемое в результате реализации пар-
ного мониторинга. В табл. 1 оно находится в единственной ячейке в левом
верхнем углу.

Согласно (5) и табл. 1 значению (2) соответствует одна из двух комбинаций
неисправностей:

1) ФМ1+АС11 с ненормированной вероятностью

QФМ1QАС1(1) = (1− λ)QФМ1Q1;

2) СЗ1+АС11 с ненормированной вероятностью

QСЗ1QАС1(1) = λ (1− λ)Qинв(Q1 −Q2
1 −Q1Q0).

Поскольку указанные события представляют собой полную группу (толь-
ко они соответствуют рассматриваемому значению ИМс) несовместных со-
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бытий, то в результате нормирования получаем:

QФМ1+АС1(1) =
QФМ1

QФМ1 + λQинв (1−Q1 −Q0)
,

QСЗ1+АС1(1) =
λQинв(1−Q1 −Q0)

QФМ1 + λQинв (1−Q1 −Q0)
.

(6)

Непосредственно из формул (6) видно, что при уменьшении показателя от-
носительной сложности СЗ, т.е. при λ→ 0, вероятность того, что при ИМс (2)
неисправны одновременно ФМ1+АС11, стремится к единице, а СЗ1+АС11 –
к нулю. К этому же результату приводит увеличение вероятностей “констант-
ных” неисправностей АС11 и АС10, когда Q1 +Q0 → 1.

В другой крайней ситуации, когда Q1 +Q0 → 0, соответствующие вероят-
ности принимают значения

QФМ +АС1(1) =
QФМ1

QФМ1 + λQинв
,

QСЗ1+АС1(1) =
λQинв

QФМ1 + λQинв
,

из которых вытекают очевидные утверждения:
при Qинв → 0 имеют место одновременные неисправности пары

ФМ1+АС11 (возвращение соответствующего детерминированного слу-
чая, рассмотренного в [14]);

при QФМ1 → 0 имеют место одновременные неисправности пары
СЗ1+АС11 (возникновение детерминированного случая, отсутствующего
в [14], здесь АС1 дает ложную “1” обоим ФМ независимо от их исправно-
сти, а неисправность СЗ1 вызывает инверсию выхода исправного АС2 при
оценивании исправности обоих ФМ).

Формулам (6) соответствует также утверждение о том, что по отношению
к суждению об исправности ФМ1 вероятности ошибок 1-го (ложная тревога)
и 2-го (пропуск неисправности) рода равны между собой и определяются
формулой

P
обн ФМ

∣∣1 = P
обн ФМ

∣∣2 = QФМ1+АС1(1)QСЗ1+АС1(1) =

=
λQФМ1Qинв(1−Q1 −Q0)

(QФМ1 + λQинв (1−Q1 −Q0))
2 .

Как и следовало ожидать, уменьшение показателя относительной сложно-
сти СЗ (λ→ 0) приводит к обнулению ошибок диагностирования неисправ-
ности ФМ1, т.е. возвращает к детерминированной задаче, описанной в [14].
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Формулы (6) можно использовать иначе. Если на основе каких-либо со-
ображений изначально заданы вероятности QФМ1, QФМ1+АС1(1), QСЗ+АС1(1),
Q1, Q0 и Qинв неправильного функционирования ФУз1, то по формуле

λдоп = min





QФМ1(1−QФМ1+АС1(1))

QинвQФМ1+АС1(1) (1−Q1 −Q0)
,

QФМ1QСЗ1+АС1(1)

Qинв

(
1−QСЗ1+АС1(1)

)
(1−Q1 −Q0)

можно оценить допустимое значение относительной условной сложности се-
рой зоны этого узла (λ ≤ λдоп). Для более тщательного обоснования требова-
ний к серой зоне нужны специальные исследования, но это выходит за рамки
данной статьи.

7. Устранение неоднозначности мониторинга

Вернемся к детерминистской постановке задачи и дополним принятые в
разделе 2 предположения еще одной позицией.

Д. При каждом переходе от предыдущего к последующему циклу монито-
ринга в любом функциональном узле может возникнуть только одна4 неис-
правность (простота отказов ФУз).

Тогда из табл. 1 значений индикаторной матрицы с учетом серых зон ис-
ключаются все сочетания различных неисправностей, и табл. 1 принимает
вид табл. 2.

Таблица 2. Индикаторные матрицы Sинд.с
τ при ЛПМс с предположением Д

Неисправность
одного из ФМ*1

или
одной из СЗ*2

Неисправность одного из АС*3

АС1 АС2
ложная

“1”
ложный

“0”
ложная

“1”
ложный

“0”

отсутствует

ФМ1 или СЗ1 – – – –

[
0 0
1 1

]

ФМ2 или СЗ2 – – – –

[
1 1
0 0

]

отсутствует

[
1 1
1 1

]
∗ 4 [

0 1
0 1

] [
1 1
1 1

]
∗ 4 [

1 0
1 0

] [
1 1
1 1

]
∗ 4

∗1 ненадлежащее выполнение возложенных функций, которое должно обнаружи-
ваться посредством СЗ+АС,

∗2 искажение данных, приводящее к инверсии результатов исправных АС,
∗3 ложная выдача “исправен” или “неисправен”,
∗4 неоднозначно: все исправно или возможна неисправность АС11 или АС21.

4 Считается, что инфраструктурные неисправности типа прерывание питания или от-
сутствие связи с другими компонентами обнаруживаются независимыми средствами.
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Таблица 2 содержит три случая неоднозначностей для полученного значе-
ния ИМс:

а) в первой строке соответствует неисправности либо ФМ1, либо СЗ1;
б) во второй строке соответствует неисправности либо ФМ2, либо СЗ2;
в) в третьей строке соответствует исправному состоянию пары ФУз или

неисправности либо АС11, либо АС21.
Если условиями создания и использования средств мониторинга допуска-

ются, пусть в ограниченных объемах, элементы тест-контроля, то результа-
тивность мониторинга (теперь диагностирования) можно увеличить, внося
определенные изменения в систему.

В [14] описан способ снятия неоднозначности случая в, который заклю-
чается в использовании теста: следует искусственно ввести неисправность в
один из ФМ, отключив его от участия в функционировании системы. Тогда
в соответствии с табл. 1 обнаруживается неисправность АС11 или АС21.

Аналогично можно снять неоднозначность случаев а и б.
Пусть неоднозначность относится к ФМ1 и СЗ1 (случай а). Тогда в функ-

циональный модуль ФМ1 следует ввести изменения, делающие его заведомо
неисправным. Затем повторить цикл проверки и проанализировать значение
получаемой ИМс.

Если соответствующая индикаторная матрица не изменит свое значение,
то это свидетельствует о неисправности именно ФМ1. Если же ИМс принима-
ет значение (4), соответствующее согласно табл. 1 наличию одновременных
неисправностей в ФМ1 и СЗ1, то это свидетельствует об изначально неис-
правной СЗ1.

Получение достоверной информации о состоянии каждого из модулей поз-
воляет строить стратегию дальнейшего использования системы в целом:

при неисправности ФМ исключить его (вместе с соответствующей СЗ) из
возможного участия в формировании конфигурации комплекса оборудования
[15];

при неисправности СЗ и дефиците исправных связок5 ФМ+СЗ можно ис-
пользовать связку, содержащую данную СЗ, с принудительным инвертиро-
ванием результата мониторинга в случае подтверждения исправности АС,
взаимодействующего со связкой;

при неисправности АС исключить его из возможного участия в формиро-
вании функционального узла.

8. Пример

Детализируем пример, приведенный в [14] и относящийся к проверке вход-
ных данных типовой функции авионики. Укрупненная структура одного из
уровней соответствующего модуля проверки входных данных (МПВД) пред-
ставлена на рис. 4.

Выполняемый контроль (мониторинг) заключается в проверке устойчиво-
сти (ПУ) приема кодовых слов, поступающих по каналу связи, и в проверке

5 Ранее принято, что связка ФМ+СЗ неразделима в смысле коммутации каналов обмена
данными.
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Данные
ПУ ПД

ФП

Отказ функции

Признак

“1”“0”“0”

МПВД

Рис. 4. Один из уровней модуля проверки входных данных.

достоверности (ПД) получаемой информации. В случае успешности данные
вместе с признаком их исправности передаются в следующий модуль (функ-
циональное приложение — ФП) для обработки. В противном случае в следу-
ющий модуль передается признак отказа функции.

В частности, сужая перечень данных, получаемых вычислителем от си-
стемы воздушных сигналов (СВС) до двух параметров: высота абсолютная
барометрическая (адрес 203)6 и скорость вертикальная (адрес 212), тради-
ционные проверки можно представить упрощенной структурой программы,
показанной на рис. 5.

В данном примере ФМ – поток данных с адресами 203 и 212, а ММ –
программа входной проверки.

У избыточного КБО может быть несколько систем получения и хранения
данных о параметрах полета. Например, в авиации практикуется обособление
информационных систем левого и правого бортов (по размещению компонен-
тов на воздушном судне).

Введем обозначения адресов параметров полета: 2031 и 2121 – для одной
системы (например, левого борта), 2032 и 2122 – для другой системы (правого
борта).

В этом случае программа ММ с учетом ЛПМ принимает показанный на
рис. 6 вид. Здесь серым цветом и штриховыми линями (стрелками) выделе-
ны элементы программы, внесенные в ММ с целью поддержки ЛПМ. Фор-
мирование управляющего кода мониторинга здесь не рассматривается, как и
последующее использование результатов мониторинга.

Со всей очевидностью серая зона ЛПМс для такой программы определя-
ется элементом “Подключение входа модуля к системе 1 или 2”, определенные
части которого неотделимы от каждого из каналов 1 и 2. Будем считать, что
каждая из таких частей, связанная со “своим” каналом, включает одну ячей-
ку памяти (для хранения необходимых атрибутов подключаемого канала) и
пять машинных команд.

При этом реализация всего модуля требует порядка двух ячеек памяти и
50 машинных команд.

6 Адресом (label) называется номер, постоянно закрепленный за соответствующим па-
раметром полета. Адреса всех параметров фиксированы международными нормативными
документами серии ARINC.
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Запуск проверки

входных данных

Проверка

устойчивости

Проверка

достоверности

Считывание адреса 203

Считывание адреса 212

Да
Нет

Нет

Нет

Нет

Нет

Нет

Нет

Да

Да

Да

Да

Да

Да

Ответ хоть на 1 из 3 запросов

Ответ хоть на 1 из 3 запросов

Допустимое различие 212

и скорости 203

Совпадение контрольной суммы

Совпадение контрольной суммы

Соответствие 203 диапазону

Соответствие 212 диапазону

Вычисление скорости изменения 203

Передача данных 203 и

212 для обработки
Отказ функции

Рис. 5. Упрощенная программа входной проверки.

В результате параметр относительной сложности СЗ в составе ММ при-
нимает значение λ = 0,05. С увеличением объема входной проверки этот па-
раметр обратно-пропорционально уменьшается.
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Совпадение контрольной суммы

Совпадение контрольной суммы

Соответствие 203 диапазону

Соответствие 212 диапазону

Вычисление скорости изменения 203

Формирование

элементов ИМ и

Рис. 6. Структура упрощенной программы ММ, предусматривающей реали-
зацию ЛПМ.

Пусть7 в результате ЛПМс для ИМс получено значение (2). Задавшись, в
рамках примера, значениями

QФМ1 = 10−3, Qинв = 10−2, Q1 +Q0 = 10−2,

7 Числовые значения носят чисто методический характер, обеспечивающий наглядность
и доступность для проверки «с карандашом», нежели демонстрацию практически значи-
мых результатов.
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получаем в соответствии с формулами (6) вероятности обнаруженных отка-
зов:

QФМ1+АС1(1) =
10−3

10−3 + 0,05 · 10−2 · (1− 10−2)
= 1− 5 · 10−3,

QСЗ1+АС1(1) =
0,05 · 10−2 · (1− 10−2)

10−3 + 0,05 · 10−2 · (1− 10−2)
= 5 · 10−3.

Таким образом, при получении в результате ЛПМс значения (2) с вероят-
ностью 0,995 имеет место совместный отказ ФМ1 и АС11, а с вероятностью
0,005 – совместный отказ СЗ1 и АС11. В ЛПМ без серых зон соответствующие
вероятности приняли бы значения 1 и 0.

9. Заключение

Практическая реализация ЛПМ может столкнуться с наличием серой зо-
ны, обусловленной невозможностью полноценного разделения функциональ-
ного узла на составляющие его функциональный и мониторинговый модули.
В этом случае уровень неоднозначности результата логического парного мо-
ниторинга (теперь ЛПМс) возрастает.

Предложена корректная модель получения результатов мониторинга в ре-
жиме одновременного контроля как функциональной, так и мониторинговой
частей системы при указанных обстоятельствах. Существенным является то,
что мониторинговая часть контролируется только в тех конкретных услови-
ях, в которых работает в данный момент функциональная часть. В этом за-
ключаются принципиальное отличие и преимущество предлагаемого подхода
по сравнению с гипотетически возможной альтернативой в виде по необходи-
мости полного тест-контроля мониторинговой части, ресурсоемкого и труд-
новыполнимого в реальном времени.

Всего подход позволит обнаружить от одной до трех одновременных неис-
правностей модуля ФМ, серой зоны СЗ и аналитического сегмента АС.

Практическая ценность предлагаемого подхода тесно связана с назревшим
изменением взаимодействия функциональных частей технических изделий со
встроенными в них средствами контроля. Максимальное сокращение серой
зоны потребует не только преодоления технических сложностей, но и пере-
распределения ответственности разработчиков различных профилей.
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В НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ ОЛИГОПОЛИИ ШТАКЕЛЬБЕРГА

Рассматривается теоретико-игровая проблема выбора оптимальных
стратегий агентов рынка олигополии при линейной функции спроса и
нелинейных функциях издержек агентов. Исследуются предположитель-
ные вариации, т.е. предполагаемые агентом изменения действий контр-
агентов, оптимизирующие функции полезности последних. Доказаны
формулы расчета предположительных вариаций каждого агента, суммы
предположительных вариаций всех агентов окружения, исследованы зна-
ки предположительных вариаций для произвольного уровня лидерства
по Штакельбергу. Установлены следующие свойства предположительных
вариаций: 1) вариации отрицательны, если для всех агентов окружения
функции издержек либо выпуклы, либо вогнуты; 2) вариации положи-
тельны, если в окружении агенты с вогнутыми функциями издержек (т.е.
с положительным эффектом расширения масштаба), превалируют над
агентами с выпуклыми функциями издержек (т.е. с отрицательным эф-
фектом). Сумма предположительных вариаций агента: 1) отрицательна и
ограничена по модулю единицей, если агенты окружения преимуществен-
но имеют выпуклые функции издержек; 2) положительна и не ограниче-
на, если среди окружения преобладают агенты с вогнутыми функциями
издержек.
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1. Введение

На рынке олигополии действия агентов, максимизирующие их полезно-
сти, приводят к равновесию Нэша [1, 2] как решению соответствующей иг-
ры. Несмотря на то, что функции полезности агентов считаются известными
всем агентам, при моделировании олигополии имеет место фундаменталь-
ная проблема несовершенства информированности агента о действиях других
агентов (окружения). Проблема заключается в априорной неосведомленности
каждого агента о том, на основе какого предположения окружение выбирает
действия: предположения о неизменности действий агента, предположения о
наилучшем ответе агента на действия окружения, предположения о наилуч-
шем ответе агента на наилучший ответ окружения и т.д.
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В теоретико-игровой модели рынка олигополии предположительные ва-
риации являются классическим инструментом [3] описания информирован-
ности агента о стратегиях других агентов (окружения). Предположительная
вариация характеризует предполагаемое агентом ответное изменение дей-
ствия (объема выпуска) контрагента, оптимизирующее функцию полезности
последнего при выбранном действии первого.

В линейной модели выбора оптимальных действий агентов рынка олигопо-
лии [4–10], в которой обратная функция спроса и функции издержек агентов
являются линейными, вычисление предположительных вариаций не вызы-
вает затруднений. В нелинейной модели [11–14], в которой обратная функ-
ция спроса линейная, а функции издержек агентов нелинейные, предположи-
тельные вариации в аналитическом виде получены только в играх с лидером
(лидерами) по Штакельбергу [15] первого уровня. В случае лидерства более
высоких уровней предположительные вариации находятся из систем нели-
нейных уравнений [16] на каждом уровне и для каждого агента.

В данной статье ставится задача вычисления предположительных вариа-
ций в аналитическом виде для произвольного уровня лидерства по Штакель-
бергу, что позволяет исследовать влияние уровня лидерства на характер по-
ведения игроков.

2. Методология

Рассматривается задача оптимального стратегического выбора олигопо-
листов, относящаяся к классу агрегативных игр [17, 18], в которых функция
полезности игрока зависит не только от его собственной стратегии, но и от
стратегий, выбранных окружением. В этом случае нелинейная модель выбора
оптимальных действий агента рынка олигополии имеет вид

Q∗
i = argmax

Qi≥0
Πi (Q,Qi) = argmax

Qi≥0

{
(a− bQ)Qi − CF i −BiQ

βi
i

}
,

i ∈ N, Q =
∑

i∈N
Qi,

(1)

где Qi,Πi — действие (объем выпуска) и функция полезности (прибыль)
i-го агента; N — множество агентов рынка; n — количество агентов; Q —
суммарный объем рынка; CF i > 0, Bi > 0, βi ∈ (0, 2) — коэффициенты функ-
ций издержек вида Ci(Qi) = CF i +BiQ

βi
i , CF i интерпретируется как посто-

янные издержки; a > 0, b > 0 — коэффициенты обратной функции спроса;
символом «∗» обозначены оптимальные значения. В общем случае функции
издержек агентов могут быть как вогнутыми при 0 < βi < 1, так и выпуклы-
ми при 1 < βi < 2; первый случай соответствует положительному эффекту
расширения масштаба и наблюдается на стадии становления фирмы, второй
случай, присущий зрелым фирмам, характеризует отрицательный эффект
расширения масштаба [19].

Равновесие Нэша в модели (1) определяется из необходимых условий экс-
тремума:

∂Πi (Qi, xij)

∂Qi
= 0, i, j ∈ N,(2)
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где xij = Q′
jQi

— предположительная вариация в уравнении реакции i-го аген-
та, т.е. предполагаемое изменение выпуска j-го агента в ответ на единичный
прирост выпуска i-го агента.

Уровень лидерства агента по Штакельбергу определяются следующим
образом. Нулевой уровень, соответствующий ведомому η0-му агенту, имеет
место, если в η0-м уравнении системы (2) полагается x0η0j = 0 ∀j ∈ N\η0,
где верхний индекс предположительной вариации обозначает уровень ли-
дерства r. Первый уровень лидерства η1-го агента возникает, если в η1-м
уравнении системы (2) вариации x1η1j вычисляются дифференцированием
по Qη1 остальных (N − 1) уравнений (2), в которых полагается x0ij = 0

∀j ∈ N\i. Произвольный r-й уровень лидерства ηr-го агента возникает, ес-
ли в ηr-м уравнении системы (2) вариации xrηrj вычисляются дифференци-
рованием по Qηr остальных (N − 1) уравнений (2), в которых полагается
xij = xr−1

ij ∀j ∈ N\i.
Подмножество агентов окружения i-го агента, имеющих один и тот же уро-

вень лидерства, обозначено символом M = {l ∈ N\i}, число элементов этого
множества обозначено символом m = n− 1.

Для модели выбора действий (1) i-го агента на r-м уровне лидерства ре-
шения системы (2) удовлетворяют [16] системе уравнений

F ri = a− bQ− bQi


1 +

∑

j∈N\i
xrij


−BiβiQ

βi−1
i = 0,

Qi > 0, i ∈ N,

(3)

при условии

gri = ui − Sri < 0, i ∈ N,(4)

с учетом следующих обозначений

ui = −2− Biβi (βi − 1)Qβi−2
i

b
< 0, Sri =

∑

l∈N\i
xril, i ∈ N,(4а)

где gri (•), i ∈ N — непрерывные и дифференцируемые по Qi функции, харак-
теризующие выполнение достаточного условия максимума (условия унимо-
дальности) функции (1) i-го агента; ui (•), i ∈ N – функции, характеризую-
щие влияние нелинейности функций издержек агентов на унимодальность
функции полезности i-го агента (при ui = −2 система (3) является линейной);
Sri — величина суммы предположительных вариаций i-го агента относитель-
но действий окружения на r-м уровне лидерства; F ri (•), i ∈ N – непрерыв-
ные и дифференцируемые по Qi функции. Для последующих содержатель-
ных интерпретаций введем следующую трактовку1 условий (4): если функ-
ция F ri характеризует темп (или «скорость») изменения функции полезности

1 Здесь используется аналогия с терминологией, принятой в механике при решении за-
дачи о вертикальном равноускоренном движении тела, которое достигает максимальной
высоты подъема в случае, если ускорение гравитации g направлено противоположно на-
чальной скорости, т.е. отрицательно.
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i-го агента на r-м уровне лидерства, то функцию gri можно назвать «уско-
рением» функции полезности агента. Поэтому согласно условию (4) функ-
ция полезности агента является унимодальной в окрестности стационарной
точки, определяемой уравнением (3), если «ускорение» функции полезности
отрицательно.

По сравнению с линейной моделью, для которой условие (4) имеет вид
gri = −2− Sri < 0, i ∈ N , в нелинейной модели (1) функция полезности агента
может быть неунимодальной не только вследствие влияния действий окруже-
ния, т.е. ситуаций, когда Sri < −2, но и в результате положительного эффекта
расширения масштаба функции издержек агента. Поэтому введем предполо-
жение о том, что темп снижения предельных издержек при возрастающей
отдаче от масштаба (т.е., βi < 1) меньше, чем темп снижения цены при уве-
личении объема предложения

∣∣MC ′
iQi

∣∣ = Biβi |βi − 1|Qβi−2
i < b ∀βi < 1,(5)

где MCi = C ′
iQi

= BiβiQ
βi−1
i — предельные издержки i-го агента. Предполо-

жение (5) гарантирует выполнение условия (4), если не выполнено условие
|Sri | < 1.

Поставим задачу нахождения вектора предположительных вариаций

i-го агента x
r
i =

{
xrij , j ∈ N

}
в аналитическом виде при произвольном зна-

чении r.

3. Результаты

Способ вычисления предположительных вариаций для различных уров-
ней лидерства сформулирован в виде утверждения, доказательство которого
приведено в Приложении.

У тв е ржд е ни е 1. В системе уравнений (3), соответствующей модели
выбора действий агентов (1) при линейной функции спроса и нелинейных
функциях издержек, предположительные вариации выпуска l-го агента в
уравнении i-го агента

а) на первом уровне лидерства (r = 1) вычисляются по формуле

xril =
∆r
il

∆r
i

, l ∈M, m = n− 1, если
∑

j∈M

1

zrj
6= 1 и zrj 6= 0 ∀j ∈M,(6а)

где

∆r
i =

m∏

j=1\i
zrj −

m∑

γ=1\i

m∏

j=1\(γ,i)
zrj ,

∆r
il =

m∏

j=1\(l,i)
zrj , zrj = ψr

(
uj − Sr−1

j

)
+ 1, ψ1 = 1, S0

j = 0;
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б) на втором уровне лидерства (r = 2) вычисляются как вектор x
2
i =

=
{
x2i1, x

2
i2, . . . , x

2
im

}
, полученный в результате решения следующего мат-

ричного уравнения

Ax
2
i = B,(6b)

где матрица системы A = {alj, l, j ∈M} и вектор свободных членов B =
= {bi1, bi2, . . . , bim} состоят из элементов

alj = uj − S1
j ∀l = j,

alj = −1− Ql
Qj

uj + 2

uj + 1

βj − 2
(
∆1
l

)2∆
1
lj

[
∆1
l +

∑

k∈M
∆1
lk

]
∀l 6= j,

bil = 1− Ql
Qi

ui + 2

ui + 1

βi − 2
(
∆1
l

)2∆
1
li

[
∆1
l +

∑

k∈M
∆1
lk

]
, l, j ∈M ;

в) на r-м уровне лидерства приближенно вычисляются по формуле (6а),
в которой следует положить

ψr =
1

1 + ϕr−1
, ϕr = ψr

(ũ+ 2)
(
2− β̃

)

(ψrũ+ 1−m)2
, ψr > 0,

ũ = −2−
B̃β̃

(
β̃ − 1

)
Q̃β̃−2

b
,

если производные предположительных вариаций
∂xr−1

iη

∂Qζ
, i, η, ζ ∈ N вычислены

при фиксированном значении Qi = Q̃, i ∈ N и при таких параметрах функ-
ций издержек, что в ε-окрестности (ε = o(β̃, B̃)) чисел β̃ > 0, B̃ > 0 выпол-
няется условие

∣∣∣F ri
(
Q̃, B̃, β̃

)
− F ri (Qi, Bi, βi)

∣∣∣ < ε, ε > 0, i ∈ N,(6c)

г) на любом уровне лидерства не зависят от действия i-го агента, и
зависимость этих вариаций от действий других агентов ослабляется с ро-
стом их действий

∂xriη
∂Qi

= 0, lim
Qζ→∞

∂xriη
∂Qζ

= 0 ∀i, η, ζ ∈ N.(6d)

д) погрешность δxri = x
r
i −X

r
i вычисления предположительных вариа-

ций по формулам (6а) при r > 2 по сравнению с точным решением X
r
i =

=
{
Xr
ij , j ∈ N

}
системы Ax

r
i = B при Qi ≥ Q̄i ∀i ∈ N , рассчитанная с при-

менением нормы ‖A‖ = max
1≤i≤m

∑m
j=1 |aij |, ограничена относительной величи-

ной

‖δxri ‖
‖xri ‖

≤ µ

1− µµ̄

(∣∣ϕr−1 + ε̄
∣∣

1− ε̄
+ µ̄

)
при µµ̄ < 1,(6e)
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где

ε̄ = max
i,l∈M

∣∣∣∣∣ψ
rQl
Qi

ε

(ψr (ε− 2) + 1)

βi − 2
(
∆r−1
l

)2∆
r−1
li

[
∆r−1
l +

∑

k∈M
∆r−1
lk

]∣∣∣∣∣ ,

µ̄ =
(m− 1)

∣∣ϕr−1 − ε̄
∣∣

min
1≤j≤m

∣∣∣uj − Sr−1
j

∣∣∣+ (m− 1) (1− ε̄)
, Q̄i =

(
Biβi |βi − 1|

εb

) 1

2−βi

,

∆r−1
l ,∆r−1

li вычислены при uj = ε− 2,

µ=

max
1≤j≤m

∣∣∣uj −Sr−1
j

∣∣∣+(m−1) (1+ ε̄)

min
1≤j≤m

∣∣∣uj−Sr−1
j

∣∣∣− (m−1) (1+ ε̄)
— число обусловленности матрицы A.

Формулы (6а) точно определяют в явном виде предположительные ва-
риации агентов на первом уровне лидерства, решение системы (6b) позво-
ляет точно определить эти величины на втором уровне лидерства. На тре-
тьем и последующих уровнях лидерства формулы (6а) позволяют прибли-
женно вычислить предположительные вариации в явном виде. В этом слу-
чае точность расчета предположительных вариаций базируется на выполне-
нии условия (6с), а также на свойстве (6d) слабого влияния действий других
агентов на предположительные вариации данного агента. Относительная по-
грешность приближенного расчета предположительных вариаций при r > 2
оценивается условием (6е).

В (6а) введено обозначение параметра типа i-го агента на r-м уровне ли-
дерства:

zri = ψr
(
ui − Sr−1

i

)
+ 1 = ψrgr−1

i + 1 =
gr−1
i

1 + ϕr−1
+ 1.

Поскольку величина ϕr приближенно выражает сумму производных пред-
положительных вариаций (как показано в доказательстве утверждения 1),
то содержательное значение параметра типа следующее: если zri < 0, то
gr−1
i < −

(
1 + ϕr−1

)
, т.е. на (r − 1)-м уровне лидерства «ускорение» функции

полезности агента меньше суммы темпов изменения предположительных ва-
риаций действий агентов окружения, в противном случае zri > 0. Поскольку
при прочих равных условиях (т.е. одинаковых значениях Bi, Qi и Sr−1

i ) зна-
чение функции gr−1

i определяется согласно (4) вогнутостью (выпуклостью)
функции издержек агента, то gr−1

i больше в случае 0 < βi < 1, чем в случае
1 < βi < 2. Следовательно, тип агента zri > 0 соответствует положительному
эффекту расширения масштаба, а тип агента zri < 0 присущ отрицательному
эффекту.

Согласно (6а), предположительные вариации зависят от значений функ-
ции ui. Кроме того, формулы (6а) представляют собой рекуррентные соот-
ношения, поскольку предположительные вариации i-го агента на r-м уровне

110



лидерства зависят от сумм предположительных вариаций остальных аген-
тов на предыдущем (r − 1)-м уровне лидерства, т.е. от величины Sr−1

j =

=
∑

l∈N\j x
r−1
jl . Поскольку сумма предположительных вариаций Sri фигури-

рует в уравнении i-го агента системы уравнений (3) и влияет на результи-
рующее равновесие Нэша, то эта величина имеет важное практическое и тео-
ретическое значение. Поэтому определим в виде следующего утверждения
способ нахождения суммы предположительных вариаций в уравнении каж-
дого агента.

У тв е ржд е ни е 2. Сумма предположительных вариаций действий
агентов окружения, принадлежащих подмножеству M , в уравнении
реакции i-го агента системы уравнений (3) на уровне лидерства r

а) вычисляется по формуле

Sri =
∑

l∈M
xril =

1

sri − 1
, sri =

1∑
j∈M

1
zrj

, S0
i = 0, i ∈ N,(7а)

б) имеет следующие знаки:

S1
i < 0 ∀m ≥ 1,

Sri





< 0 ∀zrj < 0, i, j = 1, 2,

< 0 ∀
(
zrj > 0 ∧

∣∣Sr−1
i

∣∣ < |uj|
)
,

> 0 ∀
(
zrj > 0 ∧

∣∣Sr−1
i

∣∣ > |uj |
) при m = 1,

Sri





< 0 ∀sri < 0,
< 0 ∀ (sri > 0 ∧ υr < υmax) ,
> 0 ∀ (sri > 0 ∧ υr > υmax)

при m > 1;

(7b)

в) ограничена
∣∣S1
i

∣∣ < 1 ∀m ≥ 1,

|Sri | <
{

1 ∀zrj < 0,

Smax i∀
(
zrj > 0 ∧

∣∣∣Srmax i−1
i

∣∣∣ < |uj|
)

при m = 1,

|Sri | <
{

1∀sri < 0,
m

m−1−υr ∀sri > 0
при m > 1;

(7c)

причем при m > 1, r > 1, если Sri < 0, то

υr ∈ (0, υmax) , |Sri | <
m

m− 1− υmax
;(7d)

г) не зависит от действия i-го агента, и зависимость Sri от действий
других агентов ослабляется с увеличением их действий:

∂Sri
∂Qi

= 0,
∂Sri
∂Qj

=
(sri )

2

(sri − 1)2
ψr

b
(
zrj

)2βj (βj − 1) (βj − 2)Q
βj−3
j ,

lim
Qj→∞

∂Sri
∂Qj

= 0, i, j ∈ N,
(7e)
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где

υr =
ψr

m
1+υr−1 − 1

, υ2 = 0, υmax =
ψmax

(
1 +

√
ψmax

)2

m
√
ψmax

,

ψmax = argmax
r>1

ψr, rmax i = arg max
|Sr−1

i |<|uj |
r,

Smax i =
1

ψrmax i

∣∣∣uj − Srmax i−1
j

∣∣∣
.

Из утверждения 2 следует, что сумма предположительных вариа-
ций в уравнении реакции агента отрицательна за исключением случаев
zrj > 0 ∧

∣∣Sr−1
i

∣∣ > |uj| при m = 1, а также sri > 0 ∧ υr > υmax при m > 1, возни-
кающих на высоких уровнях лидерства агента (при r > rmax i или υr > υmax

соответственно) и при положительных эффектах расширения масштаба у
агента (агентов) окружения. Кроме того, из утверждения 2 вытекают сле-
дующие выводы о величине суммы предположительных вариаций: 1) вели-
чина Sri по модулю не превышает единицы при r = 1, а также если sri < 0,
что выполняется, когда значения всех (или большинства, если эти значения
незначительно отличаются) параметров zrj отрицательны; 2) если sri > 0, то
при r > 1 величина Sri по модулю может превышать единицу; 3) если sri > 0,
то с увеличением m верхняя граница модуля величины Sri уменьшается.
Таким образом, в дуополии (m = 1) и триполии (m = 2) при положитель-
ном для всех фирм эффекте расширения масштаба, т.е. |uj | < 2, возможны
случаи, когда на высоких уровнях лидерства модуль величины Sri больше
единицы.

Сумма предположительных вариаций i-го агента согласно (7а) зависит от
знака параметра sri , который есть функция параметров типа агентов zrj , зави-
сящих, в свою очередь, от суммы предположительных вариаций в уравнении
реакции агента на предыдущем уровне лидерства. Сумма предположитель-
ных вариаций i-го агента согласно (7b), как правило, отрицательна, а ее наи-
большее абсолютное значение по (7с) также зависит от знака параметра sri и
от параметра нелинейности ψr через υr согласно (7d), что будет исследовано
ниже при моделировании. Согласно (7е) изменение суммы предположитель-
ных вариаций с увеличением действия агента окружения зависит от типа
эффекта расширения масштаба последнего, т.е.

∂Sri
∂Qj

{
< 0, если βj > 1,

> 0, если βj < 1.

Положительность (отрицательность) предположительной вариации вы-
пуска агента окружения в уравнении (3) i-го агента означает, что окружение
увеличивает (уменьшает) свое действие в ответ на прирост действия данного
агента. Поэтому знак предположительной вариации определяет тип агента
окружения, который, как вытекает из следующего утверждения, может быть
различным.
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У тв е ржд е ни е 3. Предположительные вариации выпуска l-го агента в
уравнении (3) i-го агента имеют следующие знаки:

x1il < 0, l ∈M,(8а)

xril < 0, если
(
zrj < 0∀j ∈M

)
∨
(
zrj > 0∀j ∈M

)
∨

∨


zrθ |θ∈Θ > 0 ∧ zrθ |θ∈Θ̄ < 0 ∧


 1

srΘ
> 1 +

1∣∣∣sr
Θ̄

∣∣∣




 ,

(8b)

xril > 0, если zrθ |θ∈Θ > 0 ∧ zrθ |θ∈Θ̄ < 0 ∧


 1

srΘ
< 1 +

1∣∣∣sr
Θ̄

∣∣∣


 ,

l ∈M, r > 1,

(8с)

где

Θ =
{
θ ∈M : zrθ > 0

}
, Θ̄ =

{
θ ∈M : zrθ < 0

}

и введены обозначения

srΘ =
1∑

θ∈Θ
1
zr
θ

, srΘ̄ =
1∑

θ∈Θ̄

1
zr
θ

.

Согласно (8а), (8b) предположительные вариации, как правило, отрица-
тельны, т.е. на увеличение действия окружения типичный агент реагирует
уменьшением своего действия. Однако из условия (8с) следует, что могут су-
ществовать агенты противоположного типа, отвечающие на увеличение дей-
ствия окружения симметрично, которых назовем атипичными. Атипичным
согласно (8с) является агент, в окружении которого агенты, имеющие zrj < 0,
преобладают над агентами, имеющими zrj > 0. Отметим, что в линейной мо-
дели олигополии, в которой uj = −2 и все zrj < 0, атипичные агенты невоз-
можны.

4. Моделирование

На выполнение достаточных условий оптимальности (4), а также на пред-
положительные вариации согласно (6а) существенное влияние оказывает
функция

ui (Qi) = −2− Biβi (βi − 1)Qβi−2
i

b
, Qi > 0,

зависящая от параметров функций издержек агентов Bi > 0, βi ∈ (0, 2) и от
параметра функции рыночного спроса b > 0. Анализ [20] телекоммуникаци-
онных компаний РФ (табл. 1) показал, что коэффициент издержек Bi ∈ (1, 3),
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Таблица 1. Коэффициенты функции спроса на голосовой трафик и
функций издержек телекоммуникационных компаний РФ, CFi = 0,
i = 1, 2, 3

Статистическая модель a b Bi βi
Функция спроса 1,77 0,0009

Функция издержек ПАО «МТС» 2,41 0,76

Функция издержек ПАО «МегаФон» 1,36 0,85

Функция издержек ПАО «ВымпелКом» 2,46 0,81

если Qi ∈ (0, 500) млрд. мин., параметр b = 0,0009 руб./мин., т.е. имеет место
соотношение σ = Bi

b ≈ 1000.
Поэтому исследуем следующую двухпараметрическую функцию ui (Qi)≈

≈− 2− σβi (βi − 1)Qβi−2
i в диапазоне Qi ∈ (100, 500) млрд. мин. при различ-

ных значениях параметров σ, βi. Из анализа графиков функции ui (Qi), пред-
ставленных на рис. 1, следует, во-первых, что условие (4) не выполняется при
малых значенияхQi в случае высоких значений коэффициента издержек (при
σ = 5000), но даже в этом случае условие (4) выполняется при Qi ≥ 150. Во-
вторых, условие (5) в виде |uj| ≥ 1∀βj ∈ (0, 2) может не выполняться также
при малых значениях Qi в случае высоких значений коэффициента издер-
жек (при σ = 5000) и если βj < 1, но выполняется при достаточно больших
значениях Qi ≥ 250. В-третьих, в определенном диапазоне значений Qi аген-
ты в зависимости от значения параметра βj делятся на два типа — агенты
с положительным эффектом расширения масштаба при βj < 1 и агенты с
отрицательным эффектом расширения масштаба при βj > 1:

|uj|
{

≥ 2 ∀βj ≥ 1,

∈ [1, 2) ∀βj < 1.

В-четвертых, при достаточно высоких значениях выпусков, т.е. Qi ≥ 250, и ес-
ли коэффициенты издержек близки к соотношению σ = 1000, функция ui (Qi)
принадлежит диапазону −2,76 ≤ ui (Qi) ≤ −1,76.

Исследуем характер функции

ψr (ũ, β,m) =
1

1 + ϕr−1
=

1

1 + ψr−1 (ũ+2)(2−β)
(ψr−1ũ+1−m)2

в более широком по сравнению с вышеопределенным диапазоне значений
−5 ≤ ũ ≤ −1. Значение r практически не влияет на величину ψr (отклоне-
ние ψr от ψr−1 не превышает 1%), поэтому на рис. 2 показаны виды функции
ψr (ũ, β,m) при r = 1. Анализ рис. 2 показывает, что ψr ≈ 1, т.е. ϕr ≈ 0, что
подтверждает несущественное влияние производных предположительных ва-
риаций (6d) на точность формул (6а) в случаях r > 2, поскольку (как пока-
зано в доказательстве утверждения 1) параметр ϕr приближенно выражает
сумму производных предположительных вариаций; причем чем больше m,
тем меньше проявляется это влияние.
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Рис. 1. Виды функции ui (Qi).

b = 0,8, u~ = -1

b = 1,1, u~ = -2,8

b = 0,7, u~ = -1

b = 1,2, u~ = -2,8

b = 0,8, u~ = -1,8

b = 1,1, u~ = -5

b = 0,7, u~ = -1,8

b = 1,2, u~ = -5

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

y

2 3 4 5
m

Рис. 2. Виды функции ψr (ũ, β,m).
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Рис. 3. Зависимость суммы предположительных вариаций от уровня лидер-
ства и количества агентов при uj = −1,8.

Рис. 4. Зависимость суммы предположительных вариаций от уровня лидер-
ства и количества агентов при uj = −1,8.

Также из рис. 2 следует, что ψr
{
< 1 ∀β ∈ (0, 1) ,
> 1 ∀β ∈ (1, 2) ,

т.е. тип эффекта рас-

ширения масштаба сказывается на знаках предположительных вариаций, за-
висящих от параметров zrj , не только через значение параметра ui, но и в
результате различных значений ψr.

116



Таблица 2. Анализ предположительных вариаций

Тип ситуации
Параметры окружения 4–го агента

x43
z1 z2 z3

1 0,8 0,6 0,5 –0,511

2 –0,8 –0,6 –0,5 –0,338

3 –0,8 0,6 0,5 –1,412

4 –0,8 –0,6 0,5 1,043

5 –1,8 –0,6 0,5 1,636

На рис. 3, 4 проведен анализ формулы (7а) суммы предположительных ва-
риаций агента и ограничения (7с) в зависимости от уровня лидерства и коли-
чества агентов для двух характерных случаев: 1) случай |uj | ∈ [1, 2) ∀βj < 1
рассмотрен на рис. 3 на примере uj = −1,8 ∀j ∈ N при ψr = 0,98; 2) случай
|uj| ≥ 2 ∀βj ≥ 1 показан на рис. 4 на примере uj = −3 ∀j ∈ N , поскольку при
uj < −3 зависимость Sri от r не проявляется, при ψr = 1,05. Предельная ве-
личина суммы предположительных вариаций в (7с) обозначена символом S∼.
Графики (рис. 3, 4) показывают, что с увеличением уровня лидерства r мо-
дуль суммы предположительных вариаций растет, а величина Sri имеет отри-
цательный знак согласно (7b), и подтверждают, что в случае |uj| ∈ [1, 2) огра-
ничение |Sri | < S∼ = m

m−1−υr выполняется при m ≥ 2, а для случая |uj | ≥ 2

ограничение |Sri | ≤ 1 ∀r выполняется при m ≥ 1.
Пример типичного и атипичного агентов представлен в табл. 2 для систе-

мы четырех агентов: в ситуациях 1–3 четвертый агент является типичным,
т.е. x43 < 0, поскольку в ситуации 1 zj > 0, j = 1, 2, 3, в ситуации 2 zj < 0,
j = 1, 2, 3, в ситуации 3 сумма положительных z2, z3 больше модуля z1; в
ситуациях 4, 5 четвертый агент является атипичным, т.е. x43 > 0, так как
модуль суммы отрицательных z1, z2 больше z3, причем с ростом этого превы-
шения значение x43 увеличивается.

Проанализируем погрешность вычислений предположительных вариа-
ций по формулам (6а) при r > 2 на основе модели (6е). С целью ана-
лиза влияния на погрешность ключевых факторов рассмотрим упрощен-
ную ситуацию при одинаковых значениях действий всех агентов Q̃ ≥ Q̄i
∀i ∈ N , т.е. при равных значениях ui = u ∀i ∈ N , при одинаковых значени-
ях сумм предположительных вариаций, равных S, т.е. Sr−1

i = S ∀i ∈ N , а
также при ψr = 1, т.е. ϕr−1 = 0. Рассчитаем определители ∆r−1

l ,∆r−1
li при

uj = ε− 2, в этом случае zrj = ε− S − 1, поэтому ∆r
il = (ε− S − 1)m−1, ∆r

i =

= (ε− S − 1)m−1 (ε− S − 1−m), тогда ε̄ = max
i∈M

∣∣∣ ε(βi−2)
ε−1

ε−S−1
(ε−S−1−m)2

∣∣∣, где мак-

симум имеет место при ¯̄β = min
i∈N

βi. Число обусловленности матрицы A при

одинаковых значениях u, S составляет µ = |u−S|+(m−1)(1+ε̄)
|u−S|−(m−1)(1+ε̄) соответственно,

µ̄ = (m−1)ε̄
|u−S|+(m−1)(1−ε̄) . Норма относительной погрешности (6е) в этом случае

ограничена величиной δmax = µ
1−µµ̄

(
ε̄

1−ε̄ + µ̄
)
. При ¯̄β = 0,7 и ε = 0,01 моде-

лирование зависимости δmax от числа агентов окружения m, величины u и
суммы предположительных вариаций S представлено на рис. 5.
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Рис. 5. Зависимость точности приближенного вычисления предположитель-
ных вариаций от числа агентов m, величины u и суммы предположительных
вариаций S.

Анализ рис. 5 показывает, во-первых, удовлетворительную точность (по-
грешность менее 1%) приближенных вычислений предположительных вариа-
ций по формулам (6а) при r > 2; во-вторых, рост погрешности начиная с
некоторого значения m, снижение погрешности при увеличении модуля u и
модуля S; в-третьих, границы применимости формулы числа обусловленно-
сти в зависимости от модуля u (на рисунке линии прерваны начиная с такого
значения m, при котором формула некорректна, так как матрица системы
теряет свойство строгого диагонального преобладания [23]).

5. Заключение

В нелинейной модели олигополии нахождение предположительных вариа-
ций представляет собой достаточно сложную вычислительную задачу, поэто-
му первым результатом статьи является устранение этой технической слож-
ности. Наряду с этим получение явной формулы предположительных вариа-
ций позволяет анализировать характер их изменения при вариациях действий
агентов, что необходимо для вычисления равновесий при наличии лидеров по
Штакельбергу второго и более высоких уровней.

Аналитическая формула суммы предположительных вариаций позволяет
выявить синтетическое влияние действий окружения каждого агента на па-
раметры возможного равновесия в игре при вариациях его действий. Кроме
того, определено ограничение на модуль суммы предположительных вариа-
ций, которое позволяет оценить диапазоны возможных равновесий.
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Анализ знаков предположительных вариаций показал возможность суще-
ствования в нелинейной игре олигополии агентов, проявляющих нетипичные
свойства: на увеличение действия окружения такие агенты реагируют увели-
чением своего действия. Обобщая результаты статьи, отметим, что предполо-
жительные вариации широко используются [18, 24] в анализе агрегативных
игр, однако отсутствие надежных методов вычисления этих величин и их
производных в случае нелинейных функций полезности агентов препятство-
вало исследованию проблемы многоуровневого лидерства по Штакельбергу.
По сравнению с известными результатами, проведенные исследования позво-
лили сделать следующие выводы.

Предположительные вариации агента олигополии относительно действий
окружения на некотором уровне лидерства зависят от предположительных
вариаций остальных агентов на предыдущем уровне лидерства. Это озна-
чает, что повышение информированности агента является фундаментальной
причиной роста его уровня лидерства.

Реакция агента на действия окружения выражается в увеличении или
уменьшении своего действия (объема выпуска), что количественно характе-
ризуется величиной и знаком суммы предположительных вариаций. Показа-
но, что сумма предположительных вариаций агента олигополии при отрица-
тельном эффекте расширения масштаба агентов окружения отрицательна, а
абсолютная величина ограничена единицей; при положительном эффекте и
высоких уровнях лидерства этот параметр может быть положительным и не
ограниченным в дуополии и триполии.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Вектор предположительных ва-
риаций в уравнении реакции i-го агента (далее, i-й вектор вариаций) вычис-
ляется из решения следующей системы [20], записанной по уравнениям (3)
остальных m = n− 1 агентов:

∑

j∈N\i

∂Fk
∂Qj

∂Qj
∂Qi

+
∂Fk
∂Qi

= 0, i ∈ N\k,(Π.1)

которая при r = 1 (т.е. если в уравнениях (3) положить x0ij = 0) имеет вид

u1x
1
i1 − x1i2 − . . .− x1im = 1,

−x1i1 + u2x
1
i2 − . . . − x1im = 1,

. . .

−x1i1 − x1i2 − . . .+ umx
1
im = 1, или

ψ1
(
u1 − S0

1

)
x1i1 − x1i2 − . . .− x1im = 1,

−x1i1 + ψ1
(
u2 − S0

2

)
x1i2 − . . .− x1im = 1,

. . .

−x1i1 − x1i2 − . . .+ ψ1
(
um − S0

m

)
x1im = 1,

(Π.2)
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где

ψ1 = 1, S0
i =

∑

l∈M
x0il = 0,

верхний индекс обозначает r.
Отметим следующее свойство функций ui (•), i ∈ N : из (4) и (5) следует,

что

uj < 0, |uj|
{

≥ 2 ∀βj ≥ 1,

∈ [1, 2) ∀βj < 1
⇒ |uj | ≥ 1 ∀βj ∈ (0, 2) .(Π.3)

Доказательство формулы (6а) при r = 1 приводится аналогично доказа-
тельству формулы (11) в статье [16], но для системы вида (П.2), в которой
знаки коэффициентов перед членами x1ij, i 6= j, а также знаки свободных
членов изменены на противоположные, поскольку в отличие от цитируемой
статьи в формуле (1) параметр b > 0. Поэтому при r = 1 получим формулу

x1il =

m∏
j=1\(l,i)

(uj + 1)

(um−1um − 1)
m−2∏
j=1\i

(uj + 1)−
m−2∑
γ=1\i

m∏
j=1\(γ,i)

(uj + 1)

,

в которой знаменатель (главный определитель системы (П.2) для i-го вектора
вариаций) обозначим символом ∆1

i и представим в виде

∆1
i =

m∏

j=1\i
(uj + 1) −

m∑

γ=1\i

m∏

j=1\(γ,i)
(uj + 1) =

=

m∏

j=1\i

(
ψ1
(
uj − S0

j

)
+ 1
)
−

m∑

γ=1\i

m∏

j=1\(γ,i)

(
ψ1
(
uj − S0

j

)
+ 1
)
,

а числитель (l-й вспомогательный определитель) обозначим

∆1
il =

m∏

j=1\(i,l)
(uj + 1) =

m∏

j=1\(i,l)

(
ψ1
(
uj − S0

j

)
+ 1
)
,

где верхний индекс r, т.е.

x1il =
∆1
il

∆1
i

.
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При r = 2 система (П.1) имеет вид


u1 − S1

1 −Q1

∑

j∈N\1

∂x11j
∂Q1


x2i1 −


1 +Q1

∑

j∈N\1

∂x11j
∂Q2


x2i2 − . . .

. . .−


1 +Q1

∑

j∈N\1

∂x11j
∂Qm


x2im = 1 +Q1

∑

j∈N\1

∂x11j
∂Qi

,

−


1 +Q2

∑

j∈N\2

∂x12j
∂Q1


x2i1 +


u2 − S1

2 −Q2

∑

j∈N\2

∂x12j
∂Q2


x2i2 − . . .

. . .−


1 +Q2

∑

j∈N\2

∂x12j
∂Qm


x2im = 1 +Q2

∑

j∈N\2

∂x12j
∂Qi

,

. . .

−


1 +Qm

∑

j∈N\m

∂x1mj
∂Q1


x2i1 −


1 +Qm

∑

j∈N\m

∂x1mj
∂Q2


x2i2 − . . .

. . . −


um − S1

m −Qm
∑

j∈N\m

∂x1mj
∂Qm


x2im = 1 +Qm

∑

j∈N\m

∂x1mj
∂Qi

.

(Π.4)

На главной диагонали матрицы системы (П.4) под знаком суммы стоят

производные типа
∂x1

il

∂Qi
= 0, i 6= l, так как в этом случае ∆1

il,∆
1
i не зависят

от Qi. Вне главной диагонали матрицы системы (П.4), а также в столбце

свободных членов под знаком суммы стоят производные двух типов: а)
∂x1iη
∂Qζ

,

η 6= ζ, б)
∂x1iη
∂Qη

, вычисление которых с учетом (6а) дает:

∂x1iη
∂Qζ

= −
∆1
iη∆

1
iζ

(uζ + 1)
(
∆1
i

)2
uζ + 2

Qζ
(βζ − 2) ,

∂x1iη
∂Qη

= −
∆1
iη

(
∆1
i +∆1

iη

)

(uη + 1)
(
∆1
i

)2
uη + 2

Qη
(βη − 2) ,

(Π.5)

так как

∂∆1
iη

∂Qζ
=

∆1
iη

uζ + 1
u′ζQζ

, η 6= ζ,
∂∆1

i

∂Qζ
=

∆1
i +∆1

iζ

uζ + 1
u′ζQζ

,

u′ζQζ
=
Bζβζ (βζ − 1) (βζ − 2)Q

βζ−3
ζ

b
=
uζ + 2

Qζ
(βζ − 2) .
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Введем вектор-столбец переменных системы (П.4) x
r
i = {xri1, xri2, . . . , xrim},

вектор-столбец свободных членов B
r = {bri1, bri2, . . . , brim} и матрицу системы

A
r =

{
arlj , l, j ∈M

}
, где верхний индекс r обозначает уровень лидерства. Из

(П.5) следует, что система (П.4) при r = 2 имеет вид матричного уравнения

A
2
x
r
i = B

2,(Π.6)

коэффициенты которого вычисляются по формулам

a2lj = uj − S1
j ∀l = j, a2lj = −

(
1 + ϕ1

lj (Q)
)
∀l 6= j,

b2l = 1 + ϕ1
li (Q) , l, j ∈M,

(Π.7)

где

ϕ1
lj (Q) = −Ql

Qj

uj + 2

uj + 1

βj − 2
(
∆1
l

)2∆
1
lj

[
∆1
l +

∑

k∈M
∆1
lk

]
,

ϕ1
li (Q) = −Ql

Qi

ui + 2

ui + 1

βi − 2
(
∆1
l

)2∆
1
li

[
∆1
l +

∑

k∈M
∆1
lk

]
.

Например, при m = 2 эта система имеет вид

(
u1 − S1

1

)
x2i1 −

[
1− Q1

Q2

u2 + 2

u2 + 1

β2 − 2
(
∆1

1

)2∆
1
12

(
∆1

1 +∆1
12 +∆1

13

)
]
x2i2 =

= 1− Q1

Q3

u3 + 2

u3 + 1

β3 − 2
(
∆1

1

)2∆
1
13

(
∆1

1 +∆1
12 +∆1

13

)
,

−
[
1− Q2

Q1

u1 + 2

u1 + 1

β1 − 2
(
∆1

2

)2∆
1
21

(
∆1

2 +∆1
21 +∆1

23

)
]
x2i1 +

(
u2 − S1

2

)
x2i2 =

= 1− Q2

Q3

u3 + 2

u3 + 1

β3 − 2
(
∆1

2

)2∆
1
23

(
∆1

2 +∆1
21 +∆1

23

)
.

При условии (6с) в точке Qi = Q̃, i ∈ N можно записать ui = ũ (где ũ =

= −2− B̃β̃(β̃−1)Q̃β̃−2

b ), значит, в коэффициентах (П.7) параметр ϕ1
lj (Q) одина-

ковый для всех уравнений системы (П.6) и равен

ϕ1
lj (Q) = ϕ1 = −

(ũ+ 2)
(
β̃ − 2

)

(ũ+ 1−m)2
, l, j ∈M,

поскольку в этом случае ∆1
il = (ũ+ 1)m−1, ∆1

i = (ũ+ 1)m−1 (ũ+ 1−m). По-
этому формулы коэффициентов (П.7) можно записать в виде

a2lj = ψ2
(
uj −S1

j

)
∀l= j, a2lj =−1 ∀l 6= j, b2l = 1, l, j ∈M, ψ2 =

1

1 + ϕ1
.
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Система (П.6) с этими коэффициентами аналогична (П.2), поэтому решение
имеет вид

x2il =
∆2
il

∆2
i

, l, j ∈M,

где

∆2
i =

m∏

j=1/i

(
ψ2
(
uj − S1

j

)
+ 1
)
−

m∑

γ=1\i

m∏

j=1\(γ,i)

(
ψ2
(
uj − S1

j

)
+ 1
)
,

∆2
il =

m∏

j=1\(i,l)

(
ψ2
(
uj − S1

j

)
+ 1
)
.

Применим формализм математической индукции. При (r − 1) производ-
ные вида (П.5), вычисленные от предположительных вариаций на (r − 2)-м
уровне лидерства, имеют вид

∂xr−2
iη

∂Qζ
= −

∆r−2
iη ∆r−2

iζ(
∆r−2
i

)2



∂ψr−2

(
Q̃
)

∂Qζ

(
uζ − Sr−3

ζ

)
+ ψr−2

(
∂uζ
∂Qζ

−
∂Sr−3

ζ

∂Qζ

)
 ,

∂xr−2
iη

∂Qη
= −

∆r−2
iη

(
∆r−2
i +∆r−2

iη

)

(
∆r−2
i

)2 ×

×



∂ψr−2

(
Q̃
)

∂Qη

(
uη − Sr−3

η

)
+ ψr−2

(
∂uη
∂Qη

−
∂Sr−3

η

∂Qη

)
 .

Поскольку
∂ψr−2(Q̃)

∂Qζ
= 0, ζ ∈M , так как производные вычислены в точке

Qi = Q̃, i ∈ N , и
∂Sr−3

ζ

∂Qζ
= 0, так как при вычислении вариаций на (r − 2)-м

уровне величина Sr−3
ζ является константой, из этих формул следует, что

∂xr−2
iη

∂Qζ
= −

∆r−2
iη ∆r−2

iζ

(ψr−2uζ + 1)
(
∆r−2
i

)2
uζ + 2

Qζ
(βζ − 2)ψr−2,

∂xr−2
iη

∂Qη
= −

∆r−2
iη

(
∆r−2
i +∆r−2

iη

)

(ψr−2uη + 1)
(
∆r−2
i

)2
uη + 2

Qη
(βη − 2)ψr−2.

(Π.8)

Следовательно, для матричного уравнения

A
r−1

x
r−1
i = B

r−1(Π.9)

коэффициенты вычисляются по формулам, аналогичным формулам (П.7),

ar−1
lj = uj − Sr−2

j ∀l = j, ar−1
lj = −

(
1 + ϕr−2

lj (Q)
)

∀l 6= j,

br−1
l = 1 + ϕr−2

li (Q) , l, j ∈M,
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и параметр ϕr−2
lj (Q) равен

ϕr−2
lj (Q) = ϕr−2 = −ψr−2

(ũ+ 2)
(
β̃ − 2

)

(ψr−2ũ+ 1−m)2
, l, j ∈M.(Π.10)

Поэтому коэффициенты системы (П.9) можно записать в виде

ar−1
lj = ψr−1

(
uj − Sr−2

j

)
∀l = j, ar−1

lj = −1 ∀l 6= j,

br−1
l = 1, l, j ∈M, ψr−1 =

1

1 + ϕr−2
.

(Π.11)

По индукции из формул (П.9), (П.11) следует, что для произвольного зна-
чения r система (П.1) имеет вид A

r
x
r
i = B

r с коэффициентами, аналогичны-
ми (П.11), т.е.

arlj = ψr
(
uj − Sr−1

j

)
∀l = j, arlj = −1 ∀l 6= j,

brl = 1, l, j ∈M, ψr =
1

1 + ϕr−1
.

(П.11а)

Поэтому решение этой системы имеет такую же форму, как решение систе-
мы (П.2), но параметр ψr по индукции из формул (П.10), (П.11), вычисляется
по формуле

ψr =
1

1 + ϕr−1
, ϕr = ψr

(ũ+ 2)
(
2− β̃

)

(ψrũ+ 1−m)2
.(Π.12)

Поскольку (ũ+2)
(
2− β̃

)
≪ (ũ+1−m)2 ∀m≥ 2 ∧ |ũ| ≥ 1, то ϕr≈0, ψr≈1,

что является основанием слабого влияния производных предположительных
вариаций (6d) на точность формул (6а) при r > 2.

Существование решения системы A
r
x
r
i = B

r не зависит от существования
решения системы (3) и определяется по теореме Крамера [21]: система име-
ет единственное решение, если главный определитель ∆r

i 6= 0. Из формулы
главного определителя следует, что

∆r
i∑

j∈M
zrj

= 1−
∑

j∈M

1

zrj
при zrj 6= 0 ∀j ∈M,

поэтому условие существования решения системы A
r
x
r
i = B

r имеет вид

∑

j∈M

1

zrj
6= 1 ∧ zrj 6= 0 ∀j ∈M.

Докажем условие (6d): из формул (6а) следует, что
∂xr

il

∂Qi
= 0, i 6= l, так как

в этом случае ∆r
il,∆

r
i не зависят от Qi. Вторая часть условия (6d) дока-

зывается следующим образом. При больших значениях действий, т.е. при

124



Qζ → ∞, когда lim
Qζ→∞

uζ = −2, определители ∆r
i , ∆r

iζ суть конечные чис-

ла, вычисляемые по формулам ∆r
i = (λr)m−1 (λr −m), ∆r

iζ = (λr)m−1, где

λr = ψr
(
−2− Sr−1

ζ

)
+ 1, поскольку модуль величины Sr−1

ζ ограничен неко-

торым конечным числом, как будет показано в утверждении 2. В этом случае
согласно формулам (П.8) производные предположительных вариаций по дей-

ствиям других агентов
∂xriη
∂Qζ

= − ψr∆r
iη∆

r
iζ

(ψruζ+1)(∆r
i )

2

uζ+2
Qζ

(βζ − 2) имеют вид

lim
Qζ→∞

∂xriη
∂Qζ

= − ψr (λr)m−1 (λr)m−1

(ψruζ + 1)
[
(λr)m−1 (λr −m)

]2
uζ + 2

Qζ
(βζ − 2) .

При конечных значениях ψr и Qζ → ∞ (т.е. uζ → −2) этот предел равен нулю.
Рассмотрим проблему оценки точности вычисления предположительных

вариаций по формулам (6а) при r > 2. Пусть решение точной системы

αr
X
r
i = βr обозначено вектором X

r
i =

{
Xr
ij , j ∈ N

}
, решение приближенной

системы (αr + δαr)xri = βr + δβr — вектором x
r
i =

{
xrij, j ∈ N

}
, отклоне-

ние матрицы точной системы от матрицы приближенной системы — симво-
лом δαr, отклонение вектора свободных членов — символом δβr. Например,

при m = 2, i = 3 точная система (как следует из (П.4) с учетом
∂x1il
∂Qi

= 0, i 6= l)
и приближенная система имеют вид

[
u1 − Sr−1

1

]
xri1 −


1 +Q1

∑

j∈N\1

∂xr−1
1j

∂Q2


xri2 = 1 +Q1

∑

j∈N\1

∂xr−1
1j

∂Q3
,

−


1 +Q2

∑

j∈N\2

∂xr−1
2j

∂Q1


xri1 +

[
u2 − Sr−1

2

]
xri2 = 1 +Q2

∑

j∈N\2

∂xr−1
2j

∂Q3
,

(
u1 − Sr−1

1

)
xri1 −

(
1 + ϕr−1

)
xri2 = 1 + ϕr−1,

−
(
1 + ϕr−1

)
xri1 +

(
u2 − Sr−1

2

)
xri2 = 1 + ϕr−1.

Поэтому матрица δαr и вектор δβrв данном случае следующие:

δαr =




0 ϕr−1 −Q1
∑

j∈N\1

∂xr−1
1j

∂Q2

ϕr−1 −Q2
∑

j∈N\2

∂xr−1
2j

∂Q1
0


 ,

δβr =




ϕr−1 −Q1
∑

j∈N\1

∂xr−1
1j

∂Q3

ϕr−1 −Q2
∑

j∈N\2

∂xr−1
2j

∂Q3


 .
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Погрешность приближения δxri = x
r
i −X

r
i оценивается по норме вектора, и

относительная погрешность вычисляется по следующей формуле [22]:

‖δxri ‖
‖xri ‖

≤ µ (αr)

1− µ (αr) ‖δαr‖
‖αr‖

(‖δβr‖
‖βr‖ +

‖δαr‖
‖αr‖

)

при µ (αr)
‖δαr‖
‖αr‖ < 1 и ‖αr‖ 6= 0,

где символом ‖•‖ обозначена норма, символом µ (αr) = ‖αr‖
∥∥∥(αr)−1

∥∥∥ обо-

значено число обусловленности матрицы αr. Для вычисления нормы матри-
цы α = {αij , i, j = 1, . . . ,m} используем формулу ‖α‖ = max

1≤i≤m

∑m
j=1 |αij|. При

больших действиях в силу свойства (6d) матрица αr имеет строгое диагональ-
ное преобладание, т.е. для каждой строки диагональный элемент ui − Sr−1

i по
модулю больше суммы модулей остальных элементов, или |αii| >

∑m
j=1\i |αij|,

∀i = 1, . . . ,m. В этом случае число обусловленности матрицы αr имеет [23]

следующую оценку: µ (αr) <
max

i
|αii|+

∑m
j=1\i|αij |

min
i

|αii|−
∑m

j=1\i|αij | .

Пусть при Qi ≥ Qi в элементах вне главной диагонали матрицы αr и
в элементах вектора βr второе слагаемое не превышает по модулю мало-
го числа ε̄ ∈ (0, 1), т.е. эти элементы не превышают величины 1 + ε̄, где

Q̄i ≥
(
Biβi|βi−1|

εb

) 1

2−βi определено из условия |ui + 2| ≤ ε, и на базе форму-

лы ϕrli (Q) в (П.7) с учетом обобщения в (П.8) получим

ε̄ ≥
∣∣∣∣∣ψ
rQl
Qi

ε

(ψr (ε− 2) + 1)

βi − 2
(
∆r−1
l

)2∆
r−1
li

[
∆r−1
l +

∑

k∈M
∆r−1
lk

]∣∣∣∣∣ ∀i, l ∈M.

В этом случае

‖δβr‖ ≤
∣∣ϕr−1 + ε̄

∣∣ , µ (αr) <

max
1≤j≤m

∣∣∣uj − Sr−1
j

∣∣∣+ (m− 1) (1 + ε̄)

min
1≤j≤m

∣∣∣uj − Sr−1
j

∣∣∣− (m− 1) (1 + ε̄)
,

‖βr‖ ≥ 1− ε̄,
‖δβr‖
‖βr‖ ≤

∣∣ϕr−1 + ε̄
∣∣

1− ε̄
, ‖δαr‖ ≤ (m− 1)

∣∣ϕr−1 + ε̄
∣∣ ,

‖αr‖ ≥ min
1≤j≤m

∣∣∣uj − Sr−1
j

∣∣∣+ (m− 1) (1− ε̄) ,

‖δαr‖
‖αr‖ ≤ µ̄ =

(m− 1)
∣∣ϕr−1 − ε̄

∣∣

min
1≤j≤m

∣∣∣uj − Sr−1
j

∣∣∣+ (m− 1) (1− ε̄)
.

Тогда погрешность соответствует (6е). �

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 2. Обозначим zrj = ψr
(
uj −Sr−1

j

)
+1.

Вначале рассмотрим частный случай m = 1, когда, как следует из (П.2), Sri =
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= xrij =
1

zrj−1 = 1
ψr(uj−Sr−1

j )
, i, j = 1, 2. При r = 1 по (6а) ψ1 = 1, S0

j = 0, зна-

чит z1j = uj + 1, поэтому S1
i = 1

uj
< 0, так как согласно (П.3) uj < −2 при

βj ≥ 1 и −2 < uj < −1 при βj < 1. Значит,
∣∣S1
i

∣∣ < 1. При r > 1 возможны
два случая: 1) zrj < 0, тогда Sri < 0, |Sri | < 1; 2) zrj > 0, тогда из неравен-

ства zrj = ψr
(
uj − Sr−1

j

)
+ 1 > 0 следует, что ψr

(
uj − Sr−1

j

)
> −1, значит,

|Sri | > 1; условие Sri < 0 выполняется в случае, если
∣∣∣Sr−1
j

∣∣∣ < |uj |, т.е. при

таких r < rmax i, что
∣∣∣Srmax i−1
j

∣∣∣ < |uj |, при этом условии имеется ограничение

|Sri | < 1

ψrmax i

∣

∣

∣
uj−Srmax i−1

j

∣

∣

∣

. Неравенства являются строгими, так как по усло-

виям (6а) zrj 6= 0.

В общем случае суммирование формул (6а) по всем агентам окружения
i-го агента приводит к формуле

Sri =
∑

l∈M
xril =

m∑
γ=1\i

m∏
j=1\(γ,i)

zrj

m∏
j=1\i

zrj −
m∑

γ=1\i

m∏
j=1\(γ,i)

zrj

=
1

sri − 1
,

где

sri =
1∑

j∈M
1
zrj

, i ∈ N.

При r = 1 из (П.3) следует, что z1j = uj + 1 < 0 ∀j ∈M , поэтому s1i < 0, i ∈ N ,
значит, S1

i < 0,
∣∣S1
i

∣∣ < 1, i ∈ N .
При r = 2 возможны два случая:
1) все z2j < 0 ∀j ∈M , тогда, аналогично случаю r = 1, имеем: s2i < 0,

S2
i < 0,

∣∣S2
i

∣∣ < 1, i ∈ N ;

2) существует несколько значений z2j > 0, так что s2i > 0; тогда z2j < 1, по-
скольку |ui| ≥ 1,

∣∣S1
i

∣∣ < 1; следовательно, наибольшее значение s2i > 0 огра-
ничено величиной s2i <

1
m (равенство имеет место, если все z2j = 1, но по усло-

виям (6а)
∑

j∈M
1
zrj

6= 1), поэтому при m > 1, S2
i < 0,

∣∣S2
i

∣∣ < m
m−1 , i ∈ N .

При r = 3 во втором случае, при аналогичных рассуждениях, имеет место

ограничение 0 < z3j < 1 + ψ3
(
−1 + m

m−1

)
= 1 + ψ3

m−1 = 1 + υ3, υ3 = ψ3

m−1 , сле-

довательно, наибольшее значение s3i > 0 ограничено величиной 1+υ3

m , поэтому
S3
i < 0,

∣∣S3
i

∣∣ < m
m−1−υ3 . При r = 4 во втором случае, имеет место ограничение

0 < z4j < 1 + ψ4
(
−1 + m

m−1−υ3
)
= 1 + ψ4

m

1+υ3
−1 = 1 + υ4, υ4 = ψ4

m

1+υ3
−1 , поэтому

s4i > 0 ограничено величиной 1+υ4

m , значит, S4
i < 0,

∣∣S4
i

∣∣ < m
m−1−υ4 . При про-

извольном r, аналогично рассуждая, получим наибольшее по модулю значе-
ние Srimax = 1

1+υr

m
−1

= m
1+υr−m при υr = ψr

m

1+υr−1−1 > 0, поэтому |Sri | < m
m−1−υr .
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Ограничение Sri < 0 выполняется в случае m− 1− υr > 0, откуда следует,

что m > 1 + ψr

m

1+υr−1
−1 , (m− 1)

(
m

1+υr−1 − 1
)
> ψr; так как υr > 0, то послед-

нее неравенство выполняется, если
(

m
1+υr−1 − 1

)2
> ψr, откуда вытекает, что

υr−1 < m
1+

√
ψr − 1; подставим это выражение в формулу υr, получим мак-

симальное значение υmax, при котором Sri < 0: υmax =
ψmax(1+

√
ψmax)

2

m
√
ψmax

, где

ψmax = argmax
r>1

ψr. Следовательно, |Sri | < m
m−1−υmax

.

Условие (7е) следует из дифференцирования выражения (7а): поскольку

sri =
1

∑

j∈M
1

zr
j

не зависит отQi, то ∂Sr
i

∂Qi
= 0; ∂S

r
i

∂Qj
= − 1

(sri−1)
2

−1
(

∑

j∈M
1

zr
j

)2
−1

(zrj )
2

∂zrj
∂Qj

,

где производная
∂zrj
∂Qj

= ψr
∂uj
∂Qj

; поскольку из (7с) следует, что sri , а значит, и zrj ,

суть конечные величины, то lim
Qj→∞

(sri )
2

(sri−1)
2

ψr

b(zrj )
2βj (βj − 1) (βj − 2)Q

βj−3
j = 0.

�

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 3. Из формулы (6а) следует, что

xril =

m∏
j=1\(l,i)

zrj

m∏
j=1\i

zrj −
m∑

γ=1\i

m∏
j=1\(γ,i)

zrj

=
1

zrl − 1−
m∑

j=1\(l,i)

zr
l

zrj

=

=
1

zrl

(
1−

m∑
j=1\(l,i)

1
zrj

)
− 1

.

(Π.13)

Например, для случая m = 3, i = 4, l = 3 это выражение имеет вид xr43 =
= 1

zr
3

(

1− 1

zr
1
− 1

zr
2

)

−1
. При r = 1 zrj < 0 ∀j ∈M , тогда из (П.13) следует, что

x1il < 0. При r > 1 возможны следующие случаи:
1) все zrj < 0 ∀j ∈M , тогда из (П.13) следует, что xril < 0 ∀r ≥ 1;

2) все zrj > 0 ∀j ∈M , r > 1, тогда из (П.13) следует, что xril < 0 ∀r > 1,

так как zrl

(
1−∑m

j=1\(l,i)
1
zrj

)
− 1 < 0, поскольку это равносильно следующем

неравенствам: 1−∑m
j=1\(l,i)

1
zrj
< 1

zr
l
⇒ 1 <

∑m
j=1\i

1
zrj

⇒ 1
sri
> 1, а из доказа-

тельства 2 следует, что sri < 1 при m > 2;
3) существуют zrθ |θ∈Θ > 0 ∧ zrθ |θ∈Θ̄ < 0, θ ∈M , r > 1, тогда из предыду-

щего рассуждения следует, что для выполнения zrl

(
1−∑m

j=1\(l,i)
1
zrj

)
− 1 < 0

необходимо, чтобы выполнялось 1 <
∑

j∈Θ
1
zrj

+
∑

j∈Θ̄
1
zrj

, т.е. 1
sr
Θ

> 1 + 1

|sr
Θ̄
| ; в

противном случае будет (8с). �
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НЕКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ ДИНАМИЧЕСКИХ
ОБЪЕКТОВ ПРИ НЕКОРРЕКТНЫХ УСЛОВИЯХ НАБЛЮДЕНИЯ

Решаются задачи численно-аналитического представления решения
уравнения, описывающего динамический объект и его измеряемого выхо-
да, а также оптимального вычисления значений непрерывных линейных
функционалов (числовых характеристик) от измеряемых функций на ос-
нове некорректных данных, содержащих не только флуктуационную по-
грешность, но и сингулярную помеху. Метод обеспечивает максимально
возможную декомпозицию вычислительных процедур, не требует выпол-
нения традиционных операций линеаризации и выбора начальных при-
ближений, а также не связан с расчетом спектральных коэффициентов в
конечных линейных комбинациях (с заданными базисными функциями),
описывающих интегральные кривые, измеряемые функции и сингуляр-
ную помеху.

Ключевые слова: идентификация, динамический объект, измеряемый вы-
ход, непрерывный линейный функционал, числовая характеристика, син-
гулярная помеха, некорректные наблюдения, автокомпенсационное оце-
нивание.

DOI: 10.31857/S0005231020060086

1. Введение

В различных областях, связанных с решением задач оптимального управ-
ления, оценивания, фильтрации, прогнозирования и распознавания образов
[1–12], возникает необходимость решения векторного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения (например, уравнения свободного движения), соот-
ветствующего некоторому многомерному динамическому объекту (ДО). При
этом необходимо заранее строить приближенное аналитическое решение (тре-
буемого качества) для данного уравнения, которое должно зависеть от на-
чального условия и других характерных параметров, принимающих значе-
ния из заданного множества допустимости. Если ДО снабжен измеряемым
выходом, то также целесообразно иметь приближенное аналитическое описа-
ние (требуемого качества) данного выхода для указанного множества допу-
стимости. Кроме того, часто возникает необходимость оптимального оцени-
вания некоторых числовых характеристик (ЧХ) от измеряемых функций, к
которым можно отнести начальное условие, производные различного поряд-
ка, определенные интегралы, спектральные коэффициенты соответствующих
разложений и др., т.е. речь идет об оценке значений непрерывных линейных
функционалов [13–16]. Так, для триангуляционных комплексов пассивной ло-
кации движущихся излучающих целей весьма важной является задача на-
хождения производных от измеряемых пеленгов (азимута и угла места) для
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каждой приемной позиции комплекса [5, 6]. Использование указанных ЧХ
позволяет решать актуальные задачи прогнозирования угловых траекторий
(например, при срыве и пропуске наблюдений) и отождествления пеленгов
группы движущихся излучающих целей для многопозиционного триангуля-
ционного комплекса [5].

В [13–16] развит эффективный в вычислительном плане метод оптималь-
ного автокомпенсационного оценивания ЧХ от информационного сообщения,
реализация которого наблюдается в аддитивной смеси с флуктуационным
шумом и сингулярной помехой (не исключается также наличие маскирующе-
го сигнала). Помеха на интервале наблюдения может многократно превосхо-
дить (по абсолютной величине) сумму реализаций информационного сообще-
ния и шума, т.е. речь идет о так называемых некорректных наблюдениях, с
которыми часто приходится сталкиваться на практике [5, 6, 13–16]. Достоин-
ство метода автокомпенсационного оценивания (инвариантного к сингуляр-
ной помехе) состоит в том, что он позволяет решать задачу вычисления ЧХ
без традиционного расширения пространства состояний и ориентирован не
только на гладкие, но и на кусочно-непрерывные помехи с известными и неиз-
вестными точками разрыва первого рода, когда на участке непрерывности
помеха описывается одним из базисов (априорно неизвестным), принадлежа-
щим конечному семейству возможных (для данной помехи) функциональных
базисов.

В [13] на основе идей автокомпенсационного оценивания [14–16] и опорных
интегральных кривых ([17] — скалярный случай, [18] — векторный случай)
развит метод численно-аналитического описания ДО (для заданной области
допустимости) и оценивания ЧХ его интегральной кривой по выборкам этой
кривой, содержащей флуктуационный шум и сингулярную помеху. К недо-
статкам такого метода можно отнести то, что рассматривается лишь ска-
лярный ДО, в качестве измеряемого параметра выступает непосредственно
интегральная кривая ДО, а это, как правило, не вполне соответствует по-
требностям практики. Для большинства прикладных задач более актуаль-
ным является оценивание ЧХ для векторного измеряемого выхода ДО.

Цель статьи — разработать метод численно-аналитического описания ре-
шения дифференциального уравнения и измеряемого выхода многомерно-
го ДО для заданной области допустимости, а также оптимального оценива-
ния ЧХ измеряемых функций (сохраняя достоинства метода [13]) по резуль-
татам некорректных наблюдений. Очевидно, что возможная нелинейность,
отсутствие (как правило) общего решения соответствующего дифференци-
ального уравнения, его зависимость не только от времени, но и от других
характерных параметров (начального условия и коэффициентов правой ча-
сти уравнения) делают эту задачу нетривиальной.

2. Постановка задачи

Рассмотрим многомерный ДО, описываемый моделью

dz
/
dt = f̄ (t, z, η), z ∈ Gz ⊂ R

I1 , η ∈ Gη ⊂ R
I2 , t ∈ Gt = [t0, t0 + T ]⊂ R

1,
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где η =
[
ηi, i = 1, I2

]T
— вектор постоянных параметров неопределенности,

которые могут принимать значения из заданной области допустимости Gη =
= {[r1, p1] , [r2, p2] , . . . , [rI2 , pI2 ]}, [ri, di]⊂R

1, i = 1, I2, z0 = z (t0) ∈ Gz0 =
= {[c1, d1] , [c2, d2] , . . . , [cI1 , dI1 ]}, Gz0 ⊆Gz, [ci, di]⊂R

1, i = 1, I1. Данная мо-
дель может рассматриваться как самостоятельно, так и в качестве уравнения
свободного движения для некоторого управляемого детерминированного или
стохастического ДО. Вводя расширенный вектор x=

[
zT, ηT

]T∈R
I1+I2 =R

I и
учитывая, что dη/dt ≡ 0, приходим к другому описанию ДО в виде диффе-
ренциального уравнения

dx/dt = f(t, x), t ∈ Gt = [t0, t0 + T ]⊂ R
1, x ∈ R

I ,(2.1)

где x= x(t, x0) = [xi(t, x0), i=1, I ]T – решение уравнения с начальным услови-
ем x0 = x(t0, x0) = [xi0, i=1, I ]T ∈Gx0, Gx0 = {x0 ∈R

I : ci≤ xi0 ≤ di, i=1, I} –
гиперпараллелепипед возможных начальных условий, f(t, x) – функция,
имеющая ту гладкость (по аргументам t и x), которая соответствует рассмат-
риваемому ДО и требуется по смыслу проводимых в дальнейшем выкладок.

Для уравнения (2.1) справедливо

f(t, x) =
[
fi(t, x), i = 1, I

]T
=
[
f̄i (t, z, η) , i = 1, I1, f̄j (t, z, η) , j = I1 + 1, I

]T
,

где f̄j (t, z, η)≡ 0, j = I1 + 1, I . При гладкой правой части f(t, x) (с учетом
существования всевозможных производных определенного порядка по t и x)
решение x (t, x0) уравнения (2.1) и его соответствующие частные производные
существуют и непрерывны в области Gxt = {Gx0, Gt} (см. [19, с. 124, 125]).
Будем полагать, что гладкие частные решения xi (t, x0) принадлежат про-
странству непрерывных функций C [Gxt] с равномерной сходимостью, при
этом норме этого пространства соответствует обозначение ‖·‖C[Gxt]

(см. [20,
с. 51, 52]).

Уравнению (2.1) можно поставить в соответствие приближенное анали-
тическое решение x̃ = x̃ (t, x0), где x̃0 = x̃ (t0, x0), при этом в общем случае

max
i

|x̃i0 − xi0| 6= 0, i = 1, I . Считаем, что x̃ = x̃ (t, x0) =
[
x̃i (t, x0) , i = 1, I

]T

является ε0-приближенным по невязке решением [21]: max
i

|x̃i0 − xi0| ≤ ε0,

dx̃i/dt = fi(t, x̃) + ϑi (t), max
i,t

|ϑi (t)| ≤ ε0, t ∈ Gt. В дальнейшем близость

точной xi = xi (t, x0) и приближенной x̃i = x̃i (t, x0) фазовых координат
ДО для фиксированного x0 будем характеризовать невязкой εxi (x0) =
= max

t∈Gt

|x̃i (t, x0)− xi (t, x0)|, соответственно для оценки близости их про-

изводных первого порядка (по аргументу t) вводится невязка ε
(1)
xi (x0) =

= max
t∈Gt

|x̃(1)i (t, x0)− x
(1)
i (t, x0) |. Для оценки близости векторных решений

x (t, x0), x̃ (t, x0) и их производных x(1) (t, x0), x̃(1) (t, x0) используются невяз-

ки εx (x0) = max
i
εxi (x0) и ε(1)x (x0) = max

i
ε
(1)
xi (x0) соответственно.

Зададимся также векторным уравнением измеряемого выхода ДО

y (t) = ϕ(t, x (t, x0)) ∈ R
J , t ∈ Gt,(2.2)
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где y (t) =
[
yj (t, x0) , j = 1, J

]T
– вектор измеряемых функций с координата-

ми yj (t, x0), которые также принадлежат C [Gxt], ϕ(t, x) — гладкая функция
своих аргументов (степень гладкости также определяется типом измеряемого
выхода рассматриваемого ДО).

На траекториях yj (t, x0) ∈ Cr [Gxt] вводится семейство Ω ЧХ (ω ∈ Ω), ко-
торые необходимы при решении тех или иных целевых задач, связанных с
наблюдением за конкретным ДО, при этом будем использовать представле-
ние ω {yj(t, x0)} = ωj {x0} ∈ R

1.
Воспользуемся дискретными уравнениями наблюдения за ДО

hjn = yjn
(
x′0
)
+ sjn + ξjn, j = 1, J , n = 0, Nj ,(2.3)

где hjn = hj (tjn), yjn (x0) = yj (tjn, x0), sjn = sj (tjn), ξjn = ξj (tjn), tjn ∈ Gt.
В этом уравнении: x′0 ∈ Gx0 — неизвестное начальное условие, sj (t) — сингу-
лярная помеха, ξj (t) — флуктуационная погрешность. Введение индекса j во

временну́ю сетку {tjn}Nj

n=0 позволяет рассмотреть случай асинхронных изме-
рений различных функций выхода ДО.

Помеху опишем в виде sj(t) = CT
j Θj(t), где Cj = [cjp, p = 1,Msj ]

T — вектор

неизвестных спектральных коэффициентов, Θj(t) = [θjp(t), p = 1,Msj ]
T —

вектор заданных базисных функций, Msj — заданное число степеней свобо-
ды (на практике часто прибегают к упрощениям Msj =Ms и Θj (t) = Θ (t)).
Вектор Θj (t), соответствующий yj (t, x0), может формироваться из семейства
базисных функций, которые в наибольшей степени соответствуют основным
факторам неопределенности, отвечающим различным наиболее вероятным
условиям наблюдения за ДО. Такое семейство должно предусматривать воз-
можность появления сингулярных помех самого разного типа, с которыми
можно столкнуться на практике при исследовании конкретного ДО в тех
или иных условиях наблюдения.

Шум ξj (t) на измерительной сетке {tjn}Nj

n=0 характеризуется нулевым ма-
тематическим ожиданием и соответствующей невырожденной корреляцион-
ной матрицей KΞj .

Введем векторные обозначения:

Hj =
[
hjn, n = 0, Nj

]T
, Yj =

[
yjn
(
x′0
)
, n = 0, Nj

]T
,

Sj =
[
sjn, n = 0, Nj

]T
, Ξj =

[
ξjn, n = 0, Nj

]T
.

Это позволяет перейти от (2.3) к векторному уравнению наблюдения Hj =

= Yj + Sj + Ξj. Для фиксированного j ∈ 1, J из Ω выберем произвольную ЧХ
ω: yj (t, x0) → R

1, в другой записи ω {yj (t, x0)} = ωj ∈ R
1. На основе наблю-

дения Hj нужно дать оценку значения ωj, т.е. вычислить ЧХ измеряемой
функции yj (t, x0). Данную оценку будем искать в классе линейных оценок
(здесь и далее индекс ∗ соответствует некоторой оценке)

ω∗
j =PT

j Hj =PT
j (Yj+Sj+Ξj) =PT

j Yj+P
T
j Sj+P

T
j Ξj = ω∗

Y j+ω
∗
Sj+ω

∗
Ξj,(2.4)

где Pj =
[
pjn, n = 0, N

]T
— вектор искомых весовых коэффициентов.
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В силу линейности процедуры оценивания (2.4) при фиксированном Pj
дисперсия ошибки вычисления характеристики ωj находится как

σ2j = PT
j KjΞPj .

Выбор оптимального значения P ∗
j для вектора Pj соответствует критерию

P ∗
j = min

Pj

σ2j ,

при этом должны выполняться условия несмещенности оценки

PT
j Yj = ω {yj (t, x0)} = ωj

и ее инвариантности к помехе

PT
j Sj = 0.

Требуется с учетом (2.1)–(2.4): сформировать алгоритм построения чис-
ленно-аналитического решения x̃ (t, x0); обсудить вопросы точности и опти-
мизации выбора параметров данного алгоритма; сформировать алгоритм по-
строения численно-аналитического выражения для измеряемого многомер-
ного выхода ДО; сформировать алгоритм нахождения оптимального векто-
ра P ∗

j и оценки ω∗
j и рассмотреть возможность оценивания различных ЧХ на

основе наблюдений Hj ; исследовать методическую погрешность данного ал-
горитма; определить условия и границы применимости развиваемого метода,
дать комментарии к достигаемому вычислительному эффекту.

3. Численно-аналитическое решение дифференциального уравнения
динамического объекта (этап 1)

Для формирования решения уравнения (2.1) в области Gxt можно исполь-
зовать широко применяющуюся в общей теории приближенных методов [22]
математическую конструкцию

x̃i (t, x0) =
∑

βxikς
x
ik (t, x0) , i = 1, I,(3.1)

где
∑

— одномерная сумма по индексу k с заданным числом неизвестных
коэффициентов βxik и известных базисных ςxik (t, x0). Очевидно, что с учетом
гладкости решения xi (t, x0) число слагаемых в сумме можно подобрать так,
чтобы для любого сколь угодно малого δxi ≥ 0 обеспечивалось выполнение
условия εxi (x0) < δxi независимо от конкретного значения x0 ∈ Gx0. В част-
ном случае можно перейти от (3.1) к приближению на основе многомерного
многочлена (см. [23, с. 152])

x̃i (t, x0) =
∑

αximz
m, i = 1, I,(3.2)

z = (t, x10, . . . , xI0),
∑

— многомерная сумма по мультиндексу m с заданным
числом неизвестных коэффициентов αxim. Представление (3.2) используется в
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теореме Вейерштрасса [23], подтверждающей возможность наилучшего при-
ближения к xi (t, x0) в равномерной метрике для области Gxt. Для гладких
решений хорошее приближение можно получить на основе конструкции

x̃i (t, x0) = [Ψx
i (t)]

TBx
i Λ

x
i (x0) , i = 1, I,(3.3)

где Ψx
i (t) и Λxi (x0) — векторы заданных гладких базисных функций соот-

ветствующей размерности, Bx
i — матрица неизвестных коэффициентов. Ес-

ли в качестве координат векторов Ψx
i (t) и Λxi (x0) использовать многомерные

многочлены с соответствующими мультиндексами (по аналогии с [23, с. 152]),
то представление (3.3) несложно получить из (3.1). На практике конструк-
ция (3.3) широко распространена для описания большого класса ДО.

Для расчета коэффициентов, фигурирующих в математических конструк-
циях (3.1)–(3.3), воспользуемся методом опорных интегральных кривых
(ОИК) решения дифференциальных уравнений [17, 18]. Обобщим метод ОИК
на векторное уравнение (2.1). Для этого в области Gx0 рассмотрим сетку, со-
стоящую из многомерных узлов x0(r) ∈ Gx0, r ∈ 1,Mx. Этим узлам поставим
в соответствие семейство ОИК xi(r) = xi

(
t, x0(r)

)
, i = 1, I, r = 1,Mx, которое

формируется на основе одного из известных высокоточных численных мето-
дов интегрирования. Погрешностями построения ОИК в дальнейшем будем
пренебрегать (по аналогии с [17, 18]). На практике данное семейство задается
таблично.

Теперь в области Gt задается временна́я сетка
{
t(ik)

}
, k = 1,Mti, объема

которой достаточно для представления фазовых координат xi
(
t, x0(r)

)
в об-

ласти Gxt с требуемой точностью. Далее с использованием семейства ОИК
формируется массив чисел

xi(rk) = xi
(
t(ik), x0(r)

)
, i = 1, I, r = 1,Mx, k = 1,Mti.(3.4)

Для нахождения неизвестных коэффициентов в формулах (3.1)–(3.3) можно
применять известные операторы Ex1 , E

x
2 и Ex3 (интерполяции или аппроксима-

ции [23–25]), при этом с учетом (3.4), используя эти операторы, вычисляются
указанные коэффициенты

Ex1 :
{
xi(rk)

}
→ {βxik} , Ex2 :

{
xi(rk)

}
→ {αxim} , Ex3 :

{
xi(rk)

}
→ {Bx

i } .(3.5)

При построении численно-аналитического решения x̃(t, x0) уравнения (2.1)
на базе (3.5) в общем случае применяется неравномерная сетка

{
t(ik)

}
по

аргументу t. Кроме того, для многих ДО зависимость фазовой координаты
xi (t, x0) от x0 является слабо выраженной, что существенно снижает объ-
ем Mx вычислительной сетки по начальному условию x0 и упрощает рассмот-
ренную процедуру (интерполяционную или аппроксимационную) построения
численно-аналитического решения x̃ (t, x0) уравнения (2.1).

Таким образом, априорно на первом этапе (до получения измеритель-
ных данных) строится приближенное аналитическое решение x̃ (t, x0) урав-
нения (2.1), обеспечивающее в области Gxt требуемую для практики точ-
ность анализа ДО. В число параметров, позволяющих достичь такой точ-
ности, можно отнести объемы используемых сеток (Mti и Mx), кроме того,
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важен выбор систем базисных функций в приближениях (3.1)–(3.3) с учетом
вида правой части уравнения (2.1).

Конкретизируем описанную процедуру на случай, когда при построении
решения на базе (3.3) используются фундаментальные многочлены интер-
поляции (как тензорное произведение одномерных фундаментальных мно-
гочленов [23]). С этой целью в области Gx0 зададим многомерную вычис-
лительную сетку

{
x0(m)

}
=
{
x0(m1,...,mI )

}
(где m = (m1, . . . ,mI) — мультин-

декс, mi = 1,Mxi, i = 1, I ,
∏
Mxi =Mx,

∏
— знак умножения по индексу

i = 1, I) и для всех ее узлов построим семейство ОИК xi(m) = xi(m1,...,mI) =

= xi
(
t, x0(m)

)
= xi

(
t, x0(m1,...,mI)

)
, i = 1, I . На отрезке ci ≤ xi0 ≤ di задаются

узлы xi0(1), . . . , xi0(Mxi) и принимается, что

ψxik (t) = Li(k) (t) =

Mti∏

j=1,j 6=k

(
t− ti(j)

)
/
(
ti(k) − ti(j)

)
.

В этом случае решение (3.3) имеет вид

x̃i (t, x0) =

Mti∑

k=1

∑

m

xi(mk)Li(k) (t)Li(m) (x0) , i = 1, I,

где
∑

m — многомерная сумма по мультиндексу m,

Li(m) (x0) =
I∏

i=1

L(mi) (xi0) ,

L(mi) (xi0) =

Mxi∑

q=1,q 6=mi

(
xi0 − xi0(q)

)
/
(
xi0(mi) − xi0(q)

)
.

Если x̃i (t, x0) является ε0-приближенным по невязке решением, то для
погрешности εxi (x0) представления фазовой координаты xi (t, x0) с исполь-
зованием x̃i (t, x0) справедлива оценка (по аналогии с [21])

εxi (x0) ≤ ε0

[ (
L−1
0 + 1

)
exp (L0 |t− t0|)− L−1

0

]
,

где t ∈ Gt, x0 ∈ Gx0, L0 — константа Липшица для правой части уравне-
ния (2.1). Соответственно для оценки близости точного x (t, x0) и прибли-
женного x̃ (t, x0) векторных решений применима оценка

εx (x0) ≤ ε0

{√
I exp

(
L0I

2T
)
+ (L0I)

−1 [exp
(
L0I

2T
)
− 1
]}
.

Опираясь на [23–25], можно также оценить вклад наследственной погреш-
ности и погрешности округлений в результирующую ошибку построения при-
ближенного решения уравнения (2.1). При учете погрешностей интерполяции
и аппроксимации на качество формируемого численно-аналитического реше-
ния достаточно воспользоваться оценками, которые приводятся в [23–25].
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4. Численно-аналитическое описание измеряемого выхода
динамического объекта (этап 1)

Точный выход ДО можно представить в виде

y (t) = ϕ(t, x (t, x0)) = γ (t, x0) ∈ R
J ,

при этом ϕ : Gxt → Gyt — гладкая функция по t и x0. Соответственно для
приближенного выхода ДО имеем

ỹ (t) = ϕ(t, x̃ (t, x0)) = γ̃ (t, x0) ∈ R
J .

По аналогии с разделом 3 для численно-аналитического описания изме-
ряемого выхода ДО можно использовать семейство ОИК, при этом также
применяем принцип гладкой зависимости y (t) = γ (t, x0) от своих аргумен-
тов. Для этой цели семейству ОИК x(r) = x

(
t, x0(r)

)
, r = 1,Mx, поставим в

соответствие семейство выходных траекторий

yj(r) (t) = ϕj
(
t, x
(
t, x0(r)

))
= γj

(
t, x0(r)

)
, j ∈ 1, J , r = 1,Mx,

которые представим массивом чисел

yj(rk) = ϕj
(
ti(k), x

(
ti(k), x0(r)

))
= γj

(
ti(k), x0(r)

)
,

j ∈ 1, J , r = 1,Mx, k = 1,K.

Теперь по аналогии с (3.5) можно получить оценки неизвестных коэффи-
циентов в приближенных выражениях для измеряемого выхода ДО, если в
формулах (3.1)–(3.3) заменить символ x на y, а символ i на j:

Ey1 :
{
yj(rk)

}
→
{
βyjk

}
, Ey2 :

{
yj(rk)

}
→
{
αyjm

}
, Ey3 :

{
yj(rk)

}
→
{
By
j

}
.

По аналогии с (3.3) выход ДО представим так:

ỹj (t) =
[
Ψy
j (t)

]T
By
jΛ

y
j (x0) , j = 1, J ,(4.1)

ỹj (t) = γ̃j (t, x0) =

Mt∑

k=1

∑

m

yj(mk)Lj(k) (t)Lj(m) (x0) , j = 1, J .(4.2)

Формулы (4.1) и (4.2) являются удобными в численно-аналитических рас-
четах и в максимальной степени ориентированы на оперативные вычисления.

5. Оценивание числовых характеристик измеряемых параметров
динамического объекта (этап 2)

Этап 2 связан непосредственно с обработкой поступающих измерений и
согласно современной концепции должен характеризоваться минимальными
вычислительными затратами, заданной оперативностью и устойчивостью к
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сингулярной помехе. Выполнить эти требования возможно, если воспользо-
ваться процедурой автокомпенсационного оценивания ЧХ при некорректных
условиях наблюдения. С учетом (4.1) выходную траекторию ДО зададим в
виде

ỹj (t) = γ̃j
(
t, x′0

)
=
[
By
j

(
x′0
)]T

Ψy
j (t) = Ȳ T

j Ψy
j (t), j = 1, J ,(5.1)

где Ȳj =
[
yj
(
t(k)
)
, k = 1,Mt

]T
= By

j (x
′
0) — вектор временны́х отсчетов траек-

тории ỹj (t) = γ̃j (t, x
′
0) на вычислительной сетке

{
t(k)
}Mt

k=1
, x′0 ∈ Gx0 — неиз-

вестное начальное условие, фигурирующее в уравнении наблюдения (2.3),

Ψy
j (t) =

[
ψyjk(t), k = 1,Mt

]T
— вектор базисных функций. Полагаем, что

γ̃j
(
t(k), x

′
0

)
= Ȳ T

j Ψy
j (t(k))≈ yj

(
t(k)
)
,

при этом вектор временны́х отсчетов координаты yjn = γj (tjn, x0) на измери-

тельной сетке {tjn}Nj

n=0 (где Nj ≫Mt) приближенно может быть задан в виде

Yj ≈ Ȳ T
j Ψy

j , j = 1, J , где Ψy
j =

[
ψyjkn, k = 1,Mt, n = 0, Nj

]
— матрица отсчетов

ψyjkn = ψyjk (tjn) функций ψyjk(t).

Условие несмещенности оценки ЧХ (см. раздел 2) принимает вид

PT
j Yj = ω {γj (t, x0)} =

[
ω
{
Ψy
j (t)

}]T
Ȳj = PT

j

(
Ψy
j

)T
Ȳj = ωj ,

где ω
{
Ψy
j (t)

}
=
[
ω
{
ψyjk (t)

}
, k = 1,Mt

]T
— вектор значений ЧХ ω на базис-

ных функциях ψyjk(t). Отсюда следует окончательное условие несмещенности

Ψy
jPj = ω

{
Ψy
j (t)

}
.(5.2)

Поскольку необходимо, чтобы

ω {sj (t)} = ω
{
CT
j Θj (t)

}
= CT

j ω {Θj (t)} = PT
j Sj = 0,

то условие инвариантности (см. раздел 2) можно преобразовать к виду

ΘjPj = [0]Msj×1 ,(5.3)

где [0]Msj×1 — нулевой вектор-столбец размерности Msj × 1,

Θj =
[
θjsn, s = 1,Msj , n = 0, Nj

]
— матрица отсчетов θjsn = θjs (tjn) ба-

зисных функций сингулярной помехи.
Задача нахождения оптимальной оценки P ∗

j вектора Pj решается мето-
дом условной оптимизации Лагранжа на базе критерия P ∗

j = min
Pj

σ2j с учетом
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ограничений (5.2) и (5.3). В итоге получаем процедуру автокоменсационного
оценивания ЧХ применительно к измеряемому выходу ДО

P ∗
j = Zj1

(
Ψy
j

)T [
Ψy
jZj1

(
Ψy
j

)T]−1

ω
{
Ψy
j (t)

}
,(5.4)

ω∗
j0 =

[
P ∗
j

]T
Hj = HT

j P
∗
j ,(5.5)

где Zj1 = Zj2K
−1
jΞ , Zj2 = Ej −K−1

jΞ ΘT
j

(
ΘjK

−1
jΞ ΘT

j

)−1
Θj, Ej — единичная мат-

рица.
Из (5.4) непосредственно вытекает, что матрицы KjΞ, ΘjK

−1
jΞ ΘT

j и

Ψy
jZj1

(
Ψy
j

)T
должны быть невырожденными и хорошо обусловленными, что

соответствует получению единственного и устойчивого решения P ∗
j . Данный

вопрос относится к сфере оптимального планирования измерительного экс-
перимента и в данной статье не рассматривается. При рациональном выборе
основных параметров процедуры (5.4), (5.5) можно избежать необходимости
решения некорректной (с вычислительной точки зрения) задачи оценивания.

Для дисперсии оптимальной оценки ω∗
j числовой характеристики ωj имеем

выражение

σ2j =
[
P ∗
j

]T
KjΞP

∗
j =

=
[
ω
{
Ψy
j (t)

}]T
Wj1Ψ

y
jZ

T
j1KjΞZj1

(
Ψy
j

)T
Wj2ω

{
Ψy
j (t)

}
,

(5.6)

где Wj1 =

[
Ψy
j (Zj1)

T
(
Ψy
j

)T]−1

, Wj2 =

[
Ψy
jZj1

(
Ψy
j

)T]−1

.

Выражения (5.4)–(5.6) имеют явный векторно-матричный вид, что суще-
ственно упрощает их применение в любой вычислительной среде. Оценка ЧХ
(5.5) формируется сразу, без промежуточного вычисления спектральных ко-
эффициентов измеряемой функции и сингулярной помехи, т.е. без расшире-
ния пространства состояний. Кроме того, эта оценка является несмещенной,
поскольку достигается инвариантность результата оценивания к сингуляр-
ной помехе. В силу этого алгоритм нахождения оптимального значения ЧХ
на базе выражений (5.4) и (5.5) можно отнести к классу линейных автоком-
пенсационных алгоритмов.

Следует отметить, что задачу оценивания ЧХ можно было бы решать тра-
диционно — путем расширения пространства состояний. Но тогда в вектор
оцениваемых параметров надо было бы включить все спектральные коэффи-
циенты, входящие в линейные комбинации измеряемой функции и сингуляр-
ной помехи. Оценив эти коэффициенты, далее можно находить искомую ЧХ
с учетом этих комбинаций. Однако в [13–16] показано (а также это следует
из (5.4) и (5.5)), что можно сразу найти оценку скалярной ЧХ (без вычисле-
ния указанных коэффициентов), оперируя с обратными матрицами гораздо
меньшего размера (что очень полезно с вычислительной точки зрения).

Дадим оценку усредненной методической погрешности δj оценивания ЧХ
применительно к представлению (4.1). Поскольку в (4.1) не учитывается
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“хвост”

∆j (t, x0) = γj (t, x0)−
[
Ψy
j (t)

]T
By
jΛ

y
j (x0)

бесконечного ряда, то имеем (используя символ математического ожида-
ния M[·]), что

δj = M
[
ωj − ω∗

j

]
= M

[
ω

{[
Ψy
j (t)

]T
By
jΛ

y
j (x0)

}
+

+ ω {∆j (t, x0)} − ω∗
Y j − ω∗

∆j − ω∗
Sj − ω∗

Ξj

]
,

где

ω∗
Y j =

(
P ∗
j

)T
Yj, ω∗

∆j =
(
P ∗
j

)T
∆j, ∆j =

[
∆(tn, xj0) , n = 0, N

]T
,

ω∗
Sj = PT

j Sj, ω∗
Ξj = PT

j Ξj.

Так как ω

{[
Ψy
j (t)

]T
By
jΛ

y
j (x0)

}
= ω∗

yj (условие несмещенности), ω∗
Sj =

= PT
j Sj = 0 (условие инвариантности) и M[Ξj] = 0 (шум является центри-

рованным), то вытекает равенство

δj = M
[
ω {∆j (t, x0)} −

(
P ∗
j

)T
∆j −

(
P ∗
j

)T
Ξj

]
=

= ω {∆j (t, x0)} −
(
P ∗
j

)T
∆j .

(5.7)

Таким образом, методическая погрешность оценивания в среднем опре-
деляется значением ЧХ на “хвосте” бесконечного ряда и линейной оценкой
этого значения.

Необходимые и достаточные условия существования и единственности
решения (5.4), (5.5) задачи оценивания ЧХ измеряемого выхода ДО требуют
невырожденности и соблюдения некоторых ограничений на ранги ряда мат-
риц. Выполнение этих условий на практике обеспечивается рациональным
выбором векторов Ψy

j (t) и Θj (t) базисных функций, числа измерительных

узлов {tjn}Nj

n=0 и их расположением, числа степеней свободы в моделях при-
ближенного решения дифференциального уравнения и измеряемого выхода
ДО, а также сингулярной помехи. Все эти вопросы относятся к планированию
измерительного эксперимента. Используя результаты из [9, 10], можно полу-
чить оптимальные оценки параметров предлагаемого метода с учетом стати-
стических характеристик флуктуационных погрешностей измерений. В ста-
тье не рассматриваются эти вопросы, чтобы не перегружать объем статьи,
хотя они и важны для практики, но являются второстепенными для теории
результатами.

Теперь рассмотрим вопрос, связанный с параметрической идентификаци-
ей j-го измеряемого выхода ДО (где j ∈ 1, J). Для этого в соответствии с
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алгоритмом (5.4), (5.5) необходимо оценить вектор коэффициентов Ȳj в мо-
дели (5.1). Согласно данному алгоритму находятся оптимальные оценки y∗j(k)
отсчетов измеряемой функции yj (t) = γj (t, x

′
0) в узлах t(k), k = 1,Mt, с уче-

том некорректных наблюдений (2.3). Если истинные значения отсчетов yj(k)
рассматривать как ЧХ измеряемой функции yj (t) = γj (t, x

′
0) с фиксирован-

ным (но неизвестным) начальным условием x′0, т.е. yj(k) = ω {γj (t, x′0)}, то
можно воспользоваться оценками

ω∗
j = y∗j(k) = HT

j Zj1

(
Ψy
j

)T [
Ψy
jZj1

(
Ψy
j

)T]−1

ω
{
Ψy
j (t)

}
, j = 0, J ,(5.8)

положив ω{Ψyj(t)}=[0,0, . . . ,1,0, . . . , 0]T – нулевой столбец с единицей в k-й
позиции. Зная оценку Ȳ ∗

j =[y∗j(k), k=1,Mt]
T вектора Ȳj =[yj(t(k)), k=1,Mt]

T,

формируем оценки выходных траекторий ỹ∗j (t)= [Ψy
j (t)]

TȲ ∗
j , j = 1, J , для рас-

сматриваемого ДО.
Таким образом, несмотря на то что рассматриваемый ДО и его выход явля-

ются нелинейными, оценивание ЧХ на выходных траекториях ДО осуществ-
ляется без привлечения традиционно используемых процедур линеаризации
нелинейных функций.

6. Некоторые обобщения, вычислительные аспекты,
практические рекомендации

Задачу оценивания, рассмотренную в разделе 5, также можно обоб-
щить на многомерный случай, который связан с оценкой векторной ЧХ ω =
= [ωd, d = 1,D]T на выходных траекториях ДО. В этом случае оценка нахо-
дится в векторно-матричном виде ω∗

j =P
∗
j Hj , где

P ∗
j = [p∗jdn, d = 1,D, n = 0, N ]

— оценка матрицы Pj весовых коэффициентов. Данная матрица находит-
ся из условия минимизации следа корреляционной матрицы Kj = PjKjΞP

T
j

этой оценки, кроме того, также должны быть выполнены условия несмещен-
ности и инвариантности, рассмотренные в разделе 5, по отношению ко всем
координатам вектора ω∗

j . Несложный анализ показывает, что данная задача
развивается на D подзадач, связанных с оцениванием по каждой координате
вектора ω =

[
ωd, d = 1,D

]T
, т.е. достигается максимально возможная деком-

позиция вычислительной процедуры.
Для оценки вычислительной эффективности развитого автокомпенсацион-

ного метода оценивания ЧХ измеряемых функций ДО достаточно воспользо-
ваться результатами из [15], которые демонстрируют возможность реализа-
ции процедуры оценивания в некорректных условиях наблюдения на основе
распределенной обработки данных. В качестве показателя вычислительной
эффективности метода можно принять время, затрачиваемое на получение
искомых оценок. Данное время определяется быстродействием распределен-
ной среды, общим числом операций, необходимых при реализации метода, и
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способом программирования. В [15] показано, что поскольку процедура оце-
нивания не требует расширения пространства состояний, то реализуемые на
ее основе алгоритмы позволяют достичь значительного выигрыша в вычис-
лительной эффективности. В [15] дана количественная оценка достигаемого
выигрыша на конкретном примере, связанном с решением известной задачи
сглаживания результатов измерений, когда в качестве ЧХ выступает зна-
чение измеряемой функции в фиксированной точке интервала наблюдения.
Показано, что для принятых исходных данных выигрыш по сравнению с из-
вестным расширенным методом наименьших квадратов составил 1,47 раза.

В качестве ЧХ могут рассматриваться выборочное значение j-й изме-
ряемой функции в произвольной точке t′ ∈ Gt (в этом случае ω {Ψy (t)} =

=
[
ψyk (t

′) , k = 1,Mt

]T
), значение производной r-го порядка в точке t′ (в этом

случае ω {Ψy (t)} = [ψ
(r)
yk (t′) , k = 1,Mt]

T), значение определенного интеграла

на отрезке [t0, t0 + T ] (в этом случае ω {Ψy (t)} = [
∫ t0+T
t0

ψyk (τ) dτ, k = 1,Mt]
T)

и др.
Предложенный алгоритм оценивания можно выполнять на подвижной сет-

ке (“скользящем окне”) {tj,r+l−1}n̄j/2

l=−n̄j/2
∈ Gt, где (n̄j+1 + 1) — объем “сколь-

зящего окна”, r характеризует положение его центрального узла в момент
времени tjr ∈ Gt, а символ j позволяет занумеровать узлы “скользящего ок-
на” при фиксированном r. Очевидно, что для формирования полномерно-
го “скользящего окна” объемом n̄j+1 + 1 должны выполняться ограничения
1 + n̄j/2 ≤ r ≤ 1 +Nj − n̄j/2 и −n̄j/2 ≤ l ≤ n̄j/2, в противном случае алго-
ритм оценивания реализуется на неполномерном “скользящем окне” нарас-
тающего объема (это относится к краям временно́го отрезка [t0, T ]). Но и в
этом случае имеется ограничение — этого объема должно быть достаточно
для обеспечения невырожденности задачи оценивания.

Известно, что точность оценивания сглаженного значения измеряемой
функции — наибольшая в середине “скользящего окна”, что также в полной
мере относится к нахождению различных ЧХ (например, производных), ко-
торые соответствуют некоторой произвольной точке t′ ∈ Gt, являющейся од-
ним из узлов подвижной сетки. Алгоритм оценивания несложно реализовать
и на адаптивном “скользящем окне”, объем которого меняется оптимальным
образом с учетом условий наблюдения за ДО.

7. Иллюстративный пример

Оценим эффективность предлагаемого метода применительно к ракете,
движущейся в однородном поле силы тяжести, при линейном законе расхода
массы и отсутствии сопротивления среды (см. [12, с. 31–34]). Криволинейное
движение ракеты описывается системой дифференциальных уравнений

dz1/dt = −g0z−1
2 , dz2/dt = cvη (1− ηt)−1 − g0th (z1) ,

где время измеряется в секундах, z1 = x1 — фазовая координата (безраз-
мерная), соответствующая углу β (рад) наклона вектора скорости к гори-
зонту, z1 = ln [tg (π/4 + β/2)] , z2 = x2 — величина скорости ракеты (м/с),
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g0 — ускорение силы тяжести (м/с2), η = x3 — удельный расход массы раке-
ты (с−1), cv — относительная скорость отбрасываемых частиц (м/с). Далее
полагаем, что g0 = 9,80665 (взято из справочника), cv = 2290, t0 = 0, T = 70,
xi0 = xi (0) ∈ Gxi = [ci, di], i = 1, 3, c1 = 1,0107, d1 = 2,4362, c2 = 100, d2 = 200,
c3 = r = 0,0060, d3 = p = 0,0100, в качестве измеряемой функции y использу-
ем угол β, т.е. J = 1, y = β (с учетом скалярного выхода ДО в используемых
далее формулах индекс j опускается).

Для построения численно-аналитического решения принято I1 = 2 и
I2 = 1, следовательно, I = I1 + I2 = 3, при этом: f1(t, x) = −g0x−1

2 , f2(t, x) =
= cvx3(1− x3t)

−1 − g0th(x1), f3(t, x)≡ 0, m = (m1,m2,m3), Mx1 = 4, Mx2 = 6,
Mx3 =5, Mx =Mx1Mx2Mx3 =120, Mt =11, Ms =2, ψxk(t) =L(k)(t), L(m)(x0) =
= L(m1,m2,m3)(x01, x02, x03) = L(m1)(x10)L(m2)(x20)L(m3)(x30), t(k) = 7(k − 1),
k = 1, 11.

При расчетах погрешность операций над числами составляла 2,2 · 10−16, а
результаты вычислений представлены с точностью до четвертого знака после
запятой. Вычисления выполнялись на компьютере средней мощности, аппа-
ратная часть которого построена на базе процессора Intel Core i7 с оператив-
ной памятью объемом 8 Гб и твердотельным диском Samsung 850 Pro. В ка-
честве операционной системы использовалась Windows 10 Pro, а среды чис-
ленного моделирования — MATLAB R2018b. Средняя загрузка ресурсов про-
цессора составила 45%, а оперативной памяти — 80%. При построении при-
ближенного аналитического решения на базе полиномов Лагранжа исполь-
зовалась откомпилированная функция [26], написанная на языке MATLAB,
что позволило увеличить оперативность вычислений в 40 раз за счет опти-
мизации работы с циклическими операциями [27].

Этап 1. Для построения семейства ОИК применялся метод Рунге–Кутты
4-го порядка с контролируемой точностью 10−5. Время вычислений в части
формирования семейства ОИК составило 17,3 секунд, в части приближенного
аналитического решения на основе построенного семейства ОИК — 195,7 се-
кунд. В итоге общее время расчета составило 222,5 секунд (с учетом подго-
товки исходных данных и представления результатов расчета).

С целью наглядности результатов моделирования для оценки точности ис-
пользовалась частная невязка ε̄xi = |xi (t, x0)− x̃i (t, x0)|, i ∈ {1, 2}, как функ-
ция от времени t и начального условия x0. Так, на рис. 1 представлена зависи-
мость частной невязки ε̄x1 от t и x10 для фиксированных значений x20 = 104
и x30 = 0,0063. При этом на исходной области {Gx0, Gt} имеем общую
невязку εx1 = max

x0
εx1 (x0) = 0,0020 (где εx1 (x0) = max

t
|x̃1 (t, x0)− x1 (t, x0)|),

что составляет 0,3237%. Данный максимум соответствует узлу (t = 27,
x10 = 2,1466, x20 = 104, x30 = 0,0063). На усеченной области

{
Ḡx0, Ḡt

}
(где

Ḡx0 = {[1,3170; 1,7454] , [120; 180] , [0, 0070; 0,0090]} и Gt = [7,63]) получили об-
щую невязку εx1 = 0,0004, что составляет 0,1853%. Данный максимум соот-
ветствует узлу (t = 36, x10 = 1,5065, x20 = 128, x30 = 0,0070).

На рис. 2 представлена зависимость частной невязки ε̄x2 от t и x30 для
фиксированных значений x10 =2,1466 и x20 =124. При этом на исходной обла-
сти {Gx0, Gt} имеем общую невязку εx2 =max

x0
εx2(x0) = 4,0542 (где εx2(x0) =
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Рис. 1. Зависимость невязки частной ε̄x1 от t и x10 для фиксированных зна-
чений x20 и x30.
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Рис. 2. Зависимость частной невязки ε̄x2 от t и x30 для фиксированных зна-
чений x10 и x20.

= max
t

|x̃2 (t, x0)− x2 (t, x0)|), что составляет 0,1744%. Данный максимум со-

ответствует узлу (t = 70, x10 = 2,1466, x20 = 124, x30 = 0,0100). На усечен-
ной области

{
Ḡx0, Ḡt

}
получили общую невязку εx2 = 0,6355, что состав-

ляет 0,0367%. Данный максимум соответствует узлу (t = 63, x10 = 1,5065,
x20 = 180, x30 = 0,0090).
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Рис. 3. Зависимость частной невязки ε̄β от t и x10 для фиксированных значе-
ний x20 и x30.

Учитывая, что выход ДО может быть представлен в виде

y = β = 2 {arctg [exp (z1)]− π/4} ,

на рис. 3 представлен трехмерный график частной невязки

ε̄β = |γ (t, x0)− γ̃∗ (t, x0)|

как функции от t и x10 для фиксированных значений x20 = 108 и x30 = 0,0063.
Соответственно на рис. 4 рассмотрен случай зависимости ε̄β от t и x30 для

фиксированных значений x10 =2,1466 и x20 =108. При этом на исходной об-
ласти {Gx0, Gt} имеем общую невязку εβ =max

x0
εβ(x0) = 0,0988 (где εβ(x0) =

= max
t

|β̃ (t, x0)− β (t, x0) |), что составляет 0,3303%. Данный максимум со-

ответствует узлу (t = 31, x10 = 2,1466, x20 = 108, x30 = 0,0063). На усечен-
ной области

{
Ḡx0, Ḡt

}
получили общую невязку εβ = 0,0199, что состав-

ляет 0,2197%. Данный максимум соответствует узлу (t = 38, x10 = 1,5065,
x20 = 128, x30 = 0,0070).

Соответственно для производной y(1) = β(1) на исходной области {Gx0, Gt}
имеем общую невязку

ε
(1)
β = max

x0
ε
(1)
β (x0) = 5,4919

(где ε
(1)
β (x0) = max

t
|β̃(1) (t, x0)− β(1) (t, x0) |), что составляет 6,9520%. Дан-

ный максимум соответствует узлу (t=1, x10 =2,4362, x20 =100, x30 =0,0060).

На усеченной области
{
Ḡx0, Ḡt

}
получили общую невязку ε

(1)
β = 3,1612,
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Рис. 4. Зависимость частной невязки ε̄β от t и x30 для фиксированных значе-
ний x10 и x20.

что составляет 5,5860%. Данный максимум соответствует узлу (t = 8,
x10 = 1,7354, x20 = 120, x30 = 0,0070).

Результаты численного эксперимента наглядно показывают возможность
качественного описания как входных, так и выходных параметров ДО с помо-
щью разработанного численно-аналитического метода. Для уменьшения нега-
тивных краевых эффектов необходимо сужать области задания параметров
t и x0.

Этап 2. При реализации данного этапа использовались также следую-
щие данные: x′10 = 1,7354, x′20 = 112, x′30 = 0,0800, s (t) = c1θ1 (t) + c2θ2 (t),
c1 = 5, θ1 (t) = sin (0,64t), c2 = 15, θ2 (t) = exp (−0,07t), KΞ = diag (σ, . . . , σ),
σ = π/360, {tn}Nn=0, N = 70, tn − tn−1 = 1, n̄ = 20, 11 ≤ r ≤ 61. Алгоритм оце-
нивания реализовывался на полномерном “скользящем окне” с 21 узлом, при
этом первая оценка измеряемого параметра и его производной относятся к
текущему моменту времени t20 = 20, а последняя — к моменту t70 = 70. Имен-
но при t20 = 20 было сформировано первое полномерное “скользящее окно”,
а при t70 = 70 — последнее. Поскольку все оценки привязываются к середине
“скользящего окна”, то первая полученная оценка соответствовала моменту
t10 = 10, а последняя — моменту t60 = 60. Следовательно, приводимые да-
лее характеристики точности относятся к усеченному отрезку времени Ḡt =
= [10, 60].

На рис. 5 приведены графики зависимости, характеризующие сингуляр-
ную помеху s (t). С использованием датчика случайных чисел и принятых
исходных данных было сформировано уравнение наблюдения, при этом на
рис. 6 представлены графики истинного значения измеряемой функции y = β
и наблюдения h = y + s+ ξ. Начиная с момента времени tn = 20 для каж-
дого положения “скользящего окна” (всего 51 положение, т.е. 11 ≤ r ≤ 61)
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Рис. 6. Графики измеряемой функции и наблюдения: сплошная линия — из-
меряемая функция; точечная линия — наблюдение.

формировались текущие оценки β∗n и β
(1)∗
n , соответствующие центральному

узлу. Для описания выходной координаты y (t) = β (t) в пределах “скользя-
щего окна” использовалась линейная комбинация из трех первых полиномов
Лежандра, т.е. в формуле (4.1) принималось: Mt = 3,

ψyk(t) = Pk−1 (τ) =
1

2k−1 (k − 1)!

dk−1
[(
τ2 − 1

)k−1
]

dτk−1
,

k = 1, 3, τ = τ (t), τ ∈ [−1, 1].

Для перехода от параметра τ ∈ [−1, 1] к временно́й координате

t ∈
[
tj,r−n̄j/2−1, tj,r+n̄j/2−1

]
∈ Gt
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применялось линейное преобразование:

t = 2−1
[
tj,r−n̄j/2−1 + tj,r+n̄j/2−1 − τ

(
tj,r−n̄j/2−1 − tj,r+n̄j/2−1

)]
.

Далее представлены графики зависимости частной невязки ε̄∗β оценивания

выходной координаты (рис. 7) и ее производной ε̄(1)∗β (рис. 8) в от времени при

фиксированном начальном условии x′0 = [1,7354; 112; 0,0800]T, при этом об-
щая невязка для выходной координаты составляет ε∗β = max

t
ε̄∗β = 0,8162 (со-

ответственно 1,5717%), а для производной ε(1)∗β = max
t
ε̄
(1)∗
β = 0,0518 (соответ-

ственно 5,0601%).
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Проводился сравнительный анализ по оперативности (т.е. по времени фор-
мирования оценок, выраженном в секундах) разработанного автокомпенса-
ционного метода (АМ) и известного расширенного метода наименьших квад-
ратов (РМНК). Для одного фиксированного положения “скользящего окна”
фиксировалось частное время (TРМНК и TАМ) построения оценки производ-
ной β(1) в середине этого окна (один эксперимент). Проводилась тысяча та-
ких экспериментов с последующим усреднением полученных результатов, при
этом для частных результатов имеем TРМНК ∈

{
71 · 10−6, . . . , 123 · 10−6

}
и

TАМ ∈
{
31 · 10−6, . . . , 54 · 10−6

}
, а общий усредненный выигрыш по оператив-

ности составил T̄РМНК/T̄АМ = 2,32 раза (здесь черта означает усреднение).
Также обнаружено, что при наличии в уравнении наблюдения одновре-

менно гармонической и экспоненциальной составляющих сингулярной помехи
РМНК приводит к некорректным оценкам производной для всех положений
“скользящего окна”, что объясняется известным эффектом “размазывания
точности” при расширении пространства состояний. Удовлетворительный по
точности результат оказался возможным только при наличии одной (гармо-
нической) составляющей, в этом случае частная невязка составила 0,0025 для
последнего положения “скользящего окна”.

Результаты моделирования подтверждают возможность эффективного ре-
шения задачи оценивания ЧХ на выходных траекториях ДО даже при некор-
ректных наблюдениях, содержащих сингулярную помеху.

8. Заключение

Развитый численно-аналитический метод исследования ДО ориентирован,
в первую очередь, на случаи, связанные с решением широкого круга при-
кладных задач, требующих вычислений в реальном времени. Данный метод
предполагает вынесение основного объема вычислений на первый (предва-
рительный) этап, не связанный непосредственно с наблюдением ДО. К кон-
цу этого этапа на базе семейства ОИК необходимо сформировать аналити-
ческое решение дифференциального уравнения и аналитическое выражение
для измеряемого выхода ДО, справедливые для заданной области изменения
временно́й координаты, начальных условий и других характерных парамет-
ров. К первому этапу также относятся операции, связанные с формировани-
ем вектор-столбца или матрицы весовых коэффициентов оптимального оце-
нивания, учитывающих спектральный состав измеряемых параметров, син-
гулярной помехи и статистические характеристики флуктуационного шума.
На втором (основном) этапе реализуются операции, связанные с оператив-
ным оцениванием значений ЧХ измеряемых функций по результатам некор-
ректных наблюдений, а также решением других целевых задач, требующих
использования полученных численно-аналитических описаний входных и вы-
ходных переменных ДО. Любые ЧХ поведения ДО находятся в виде скаляр-
ного произведения вектора наблюдений и соответствующего вектора весовых
коэффициентов.

Выражаю свою благодарность моим аспирантам Раду П.Ю. и Кондра-
шову А.Г. за помощь в проведении вычислительного эксперимента.
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АЛГОРИТМЫ АДАПТИВНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ
В МНОГОКАНАЛЬНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПО УПРАВЛЕНИЮ1

В статье представлены два алгоритма адаптивного управления по
состоянию для класса линейных многоканальных объектов в условиях
внешних возмущений и наличия запаздывания в канале управления. За-
дающее воздействие и внешнее возмущение рассматриваются в качестве
мультигармонических сигналов с неизвестными частотами, амплитуда-
ми и начальными фазами. Алгоритмы синтезированы с использованием
метода прямого адаптивного управления, основанного на принципе внут-
ренней модели, и не требуют проведения процедуры идентификации па-
раметров возмущения и/или сигнала задания.
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1. Введение

В статье для класса линейных многоканальных систем с запаздыванием
по управлению решается задача адаптивного слежения за сигналом задания
в условиях внешних возмущений.

Обеспечение слежения за задающим сигналом в условиях внешних воз-
мущений относится к фундаментальным проблемам теории автоматическо-
го управления и является предметом активных исследований на протяжении
нескольких десятилетий. Среди предложенных решений широкое применение
получил метод внутренней модели, в соответствии с которым задающее воз-
действие и/или внешнее возмущение моделируется в качестве выхода линей-
ной автономной динамической модели (виртуального генератора), возбуж-
даемой ненулевыми начальными условиями. В этом случае для полной ком-
пенсации возмущающего воздействия и/или достижения нулевой установив-
шейся ошибки слежения за сигналом задания модель виртуального генерато-
ра должна быть соответствующим образом воспроизведена в законе управ-
ления [1–3]. При реализации такого подхода иногда говорят о сервоуправле-
нии или о регулировании, понимая под этим обеспечение асимптотического
слежения за задающим сигналом с одновременной компенсацией внешнего
возмущения.

1 Работа выполнена при государственной финансовой поддержке ведущих университе-
тов Российской Федерации (субсидия 08-08).
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Ранние работы в этой области были посвящены классической реализации
метода внутренней модели, основанной на предположении, что параметры
виртуального генератора известны, что означает точное знание формы внеш-
него сигнала [1–5]. Случай, когда априорно известен только некоторый класс
внешних воздействий, но не их точные параметры, является более реалистич-
ным с практической точки зрения. В этом случае используется адаптивная
реализация метода внутренней модели [6–11], когда параметры виртуального
генератора предполагаются неизвестными, и для построения закона управле-
ния используется специальный алгоритм адаптации, формирующий настраи-
ваемые параметры регулятора. Позже адаптивная реализация метода внут-
ренней модели была расширена на нелинейные объекты [12–15], а также на
классы систем с параметрически неопределенными объектами [16, 17] и мно-
гоканальной средой [18, 19].

В последнее десятилетие предметом интенсивных исследований стали за-
дачи адаптивного регулирования в системах с запаздыванием в канале управ-
ления. Данное запаздывание может быть обусловлено работой вычислитель-
ного блока, исполнительных механизмов, а также структурными особенно-
стями объекта управления. Для такого класса задач большое развитие полу-
чил идентификационный подход [20–26], в соответствии с которым в алгорит-
ме управления используется специальный блок идентификации параметров
внешних сигналов и расчетный блок, генерирующий параметры алгоритма
управления.

Одним из недостатков идентификационного подхода является тот факт,
что, как правило, его реализация требует знания точного числа гармоник,
некоторых априорных оценок возможных значений их частот, а иногда и ми-
нимальной разности частот между соседними гармониками. Другой недоста-
ток заключается в требовании выполнения условия неисчезающего возбуж-
дения [27], при нарушении которого идентификационный подход оказывается
неэффективным.

Альтернативным идентификационному походу является метод прямого
адаптивного управления [10, 28], который позволяет исключить этап иден-
тификации параметров сигнала задания и/или возмущения и осуществить
непосредственную настройку алгоритма управления для обеспечения задан-
ной цели управления. При этом для синтеза закона управления из априор-
ной информации о виртуальном генераторе используется только его порядок.
Иными словами априорно известна только верхняя оценка количества гармо-
ник во внешнем сигнале.

Однако обеспечение устойчивости систем прямого адаптивного управле-
ния с запаздыванием является сложной и не до конца решенной задачей и,
как правило, предусматривает определение критических значений коэффици-
ента адаптации и/или запаздывания, при которых сохраняется устойчивость
системы [29, 30].

Сохранение работоспособности замкнутой системы при произвольных зна-
чениях коэффициента адаптации и запаздывания по управлению может быть
обеспечено путем специальной модификации сигнала ошибки, что успешно
применялось при решении задачи компенсации возмущений для одноканаль-
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ных [31] и многоканальных систем [32], а так же в задачах по обеспечению
слежения за эталонным сигналом [33, 34]. В статьях [31, 33] представлены
решения по управлению одноканальными неустойчивыми объектами, а в ра-
ботах [32, 34] рассматривался случай многоканального асимптотически устой-
чивого объекта, что не требовало отдельного решения задачи его стабилиза-
ции.

Настоящая статья развивает подход, изначально предложенный в [31–34],
на случай одновременного решения задач асимптотического слежения за сиг-
налом задания и компенсации внешнего возмущения для неустойчивого мно-
гоканального объекта управления. В статье предлагаются два различных ал-
горитма адаптивного регулирования, один из которых основан на построении
единого регрессора и, как следствие, общего алгоритма адаптации для зада-
чи слежения и задачи компенсации. Второй алгоритм основан на раздельном
решении задач слежения и компенсации. Оба подхода имеют свои преимуще-
ства и недостатки, которые будут обсуждены в заключении.

Статья организована следующим образом. Во втором разделе формули-
руется постановка задача. В третьем разделе приводится параметризация
возмущения и сигнала задания. Четвертый и пятый раздел посвящены про-
цедуре синтеза алгоритмов управления с объединенным и раздельным алго-
ритмами адаптации. В конце разделов приведены результаты компьютерного
моделирования.

В статье использованы следующие обозначения: s = d/dt — оператор диф-
ференцирования по времени, In×n — единичная матрица размерности n× n,
blockdiag(A1, . . . , An) — блочно-диагональная матрица с соответствующими
элементами, P = P⊤ ≻ 0 — симметричная положительно определенная мат-
рица, ‖x‖ — евклидова норма вектора x.

2. Постановка задачи

Рассматривается линейный стационарный многоканальный объект вида
{
ẋ = Ax+B(u(t− τ) + δ),

y = Cx,
(1)

где x ∈ R
n — вектор состояния объекта, u ∈ R

q — вектор управляющих
воздействий, y ∈ R

q — вектор регулируемых переменных, n > q, A ∈ R
n×n,

B ∈ R
n×q, C ∈ R

q×n — известные матрицы, τ — известное запаздывание,
δ ∈ R

q — вектор неизмеряемых внешних возмущений.
Целью управления является синтез закона управления, обеспечивающего

ограниченность всех сигналов в замкнутой системе и выполнение целевого
условия:

lim
t→∞

‖g(t)− y(t)‖ = 0,(2)

где g ∈ R
q — вектор задающих (эталонных) сигналов2. Поставленная задача

решается при выполнении следующих допущений.
2 В статье все сигналы (управления, задания, возмущения и т.п.) являются векторными.

Поэтому термин “векторный” в дальнейшем будет опускаться.
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Допу щ ени е 1. Тройка матриц (A,B,C) полностью управляемая и на-
блюдаемая, а передаточная матрица W (s) = C(sI −A)−1B невырожденна,
т.е. detW (s) 6= 0.

Допу щ ени е 2. Возмущающее воздействие δ и эталонный сигнал g опи-
сываются моделями:

{
ż1 = Γ1z1,

δ = H1z1,
(3)

{
ż2 = Γ2z2,

g = H2z2,
(4)

где z1 ∈ R
m1 , z2 ∈ R

m2 — векторы состояния с неизвестными начальными
условиями, Γ1 ∈ R

m1×m1 , Γ2 ∈ R
m2×m2 — матрицы постоянных коэффици-

ентов, все собственные значения которых являются простыми и лежат на
мнимой оси, H1 ∈ R

q×m1 , H2 ∈ R
q×m2 — постоянные матрицы. Без потери

общности будем считать, что пары (Γ1,H1) и (Γ2,H2) полностью наблюдае-
мы.

Допу щ ени е 3. Параметры матриц Γ1,H1, Γ2,H2 неизвестны, в то время
как размерности m1 и m2 известны. Сигнал g доступен прямым измерениям.

Допу щ ени е 4. Нули передаточной матрицы W (s) не совпадают с соб-
ственными числами матрицы Γ2.

Зам е ч а ни е 1. Модели виртуальных генераторов (3) и (4) описывают це-
лые классы внешних воздействий. Так генератор второго порядка в зависи-
мости от конкретных значений параметров и начальных условий может ге-
нерировать как гармонические сигналы различных частот и амплитуд, так
и постоянные сигналы различных амплитуд (хотя для постоянных сигналов
достаточно генератора первого порядка). Поэтому порядки виртуальных ге-
нераторов mi (i = 1, 2) могут рассматриваться как верхние оценки динамиче-
ских порядков действительных моделей внешних сигналов. Точного совпаде-
ния порядков виртуальных и действительных генераторов внешних сигналов,
а также возбуждения начальными условиями всех мод виртуального генера-
тора не требуется.

Рассматриваемая задача будет решена в несколько шагов. Сначала с ис-
пользованием специальных наблюдателей будут построены параметризован-
ные модели возмущения, сигнала задания и их будущих значений. Затем с
использованием модифицированной схемы расширения будут сформированы
алгоритмы адаптивной настройки коэффициентов регулятора, позволяющие
избежать физически нереализуемой процедуры настройки прошлых значений
настраиваемых коэффициентов. На последнем шаге будет построена стаби-
лизирующая обратная связь, использующая оценку будущего значения век-
тора состояния, и будет доказано достижение цели управления в замкнутой
системе.

Ниже будут предложены два решения рассматриваемой задачи. Одно из
них основано на построении общей регрессионной модели для двух внешних
сигналов — задания и возмущения, и на синтезе общего алгоритма адаптации.
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Второе решение основывается на раздельном решении задач слежения и ком-
пенсации и на раздельной адаптивной настройке соответствующих компонент
алгоритма управления. Общими для двух подходов будут параметризованные
модели внешних сигналов.

3. Параметризация возмущения и сигнала задания

Для того, чтобы можно было применить универсальные методы адаптив-
ной настройки закона управления, представим сигналы задания и возмуще-
ние в параметризованном виде — а именно, в виде линейных регрессион-
ных моделей с неизвестными постоянными параметрами. Как было показано
в [35, 36], сигналы δ и g можно представить виде:

δ = Θ1ξ1 + ς1,(5)

g = Θ2ξ2 + ς2,(6)

где Θ1 ∈ R
q×m1 и Θ2 ∈ R

q×m2 — матрицы неизвестных постоянных парамет-
ров, сигналы ς1 и ς2 порождены ненулевыми начальными условиями и экспо-
ненциально затухают3, а регрессоры ξ1 ∈ R

m1 и ξ2 ∈ R
m2 являются векторами

состояний фильтров

ξ̇1 = G1ξ1 + L1δ,(7)

ξ̇2 = G2ξ2 + L2g(8)

с произвольными гурвицевыми матрицами G1 ∈ R
m1×m1 и G2 ∈ R

m2×m2 ,
образующими с соответствующими матрицами постоянных коэффициентов
L1 ∈ R

m1×q и L2 ∈ R
m2×q полностью управляемые пары.

Использование фильтров (7) и (8) приводит к двум важным результатам.
Во-первых, полученные с помощью них регрессионные модели (5) и (6) хо-
рошо известны в современной теории адаптивного управления [27, 37] и в
теории идентификации [38] и позволяют использовать широкий класс универ-
сальных алгоритмов адаптации и идентификации. В настоящей работе будут
применены методы прямого (безыдентификационного) адаптивного управле-
ния.

Во-вторых, подставляя (5) в (7) и (6) в (8) получаем канонические формы
генераторов внешних сигналов

ξ̇i = (Gi + LiΘ1)ξi, i = 1, 2,(9)

которые с использованием фундаментального решения позволяют получить
аналитические выражения будущих значений регрессоров

ξi(t+ τ) = exp((Gi + LiΘi)τ)ξi(t), i = 1, 2,(10)

3 Сигналы ς1 и ς2 не влияют на устойчивость замкнутой системы, и поэтому в дальней-
шем рассмотрении будут исключены.
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а также сигнала возмущения

δ(t + τ) = Θ1ξ1(t+ τ) = Ψ∗
1ξ1,(11)

где exp((Gi + LiΘi)τ) — матричная экспонента (i = 1, 2), Ψ∗
1 = Θ1 exp((G1+

+L1Θ1)τ) — матрица неизвестных параметров размерности q ×m1 .
Следует отметить, что фильтр (7) физически нереализуем, так как исполь-

зует неизмеряемое возмущение. Поэтому вместо него используем физически
реализуемый наблюдатель регрессора ξ1, структура которого определяется
следующей леммой [36].

Лемма 1. Пусть выполняются допущения 1, 2, 3. Введем в рассмотре-

ние наблюдатель, формирующий оценку ξ̂1 неизмеряемого регрессора ξ1:
{
ξ̂1 = η +Nx,

η̇ = G1η + (G1N −NA)x−NBu(t− τ),
(12)

где η ∈ R
m1 — вспомогательный вектор, N ∈ R

m1×n — произвольная мат-

рица, удовлетворяющая равенству NB = L1. Тогда оценка ξ̂1 ограничена и
сходится к ξ1 экспоненциально.

Лемма 1 доказывается путем дифференцирования вектора ошибки на-
блюдения ξ̃1 = ξ1 − ξ̂1 с учетом (1), (7) и (12), что приводит к уравнению
˙̃ξ1 = G1ξ̃1.

С помощью замены ξ1 на оценку ξ̂1 в (11) окончательно получаем (без
учета экспоненциально затухающего слагаемого):

δ(t+ τ) = Ψ∗
1ξ̂1.(13)

Выражения (10) и (13) будут использованы при синтезе закона адаптив-
ного регулирования с целью компенсации запаздывания τ .

4. Алгоритм управления с общим регрессором

4.1. Построение модели ошибки и выбор структуры закона управления

Для формирования модели ошибки слежения введем в рассмотрение мат-
рицу преобразования координат M ∈ R

n×m2 , удовлетворяющую условию

CM = Θ2.(14)

Тогда модели ошибки по состоянию и по выходу могут быть заданы в виде

e =Mξ2 − x,(15)

ε = g − y(16)

соответственно. В силу (14) ошибку по выходу можно представить как
ε = Ce.
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Вычислим производную ошибки (15) с учетом (1), (9) и (13):

ė =M(G2 + L2Θ2)ξ2 −
(
Ax+B(u(t− τ) + Ψ∗

1ξ̂1(t− τ))
)
.(17)

Добавляя и вычитая из правой части последнего уравнения AMξ2, после
элементарных преобразований получим:

ė = Ae+ (M(G2 + L2Θ2)−AM) ξ2 −B(u(t− τ) + Ψ∗
1ξ1(t− τ)).(18)

Как известно [3, 11], выполнение допущений 1 и 2 гарантирует существо-
вание по крайней мере одного набора матриц M и Θ∗

2, который одновременно
удовлетворяет выражению (14) и следующему равенству:

M(G2 + L2Θ2)−AM = BΘ∗
2.(19)

Равенство (19) с учетом (10) позволяет получить модель ошибки в виде

ė = Ae+B
(
−Ψ∗

1ξ̂1(t− τ) + Ψ∗
2ξ2(t− τ)− u(t− τ)

)
,(20)

где Ψ∗
2 = Θ∗

2 exp((G2 + L2Θ2)τ) — неизвестная матрица постоянных парамет-
ров. Вводя обозначения для общей матрицы неизвестных параметров

Ψ = [Ψ∗
1,Ψ

∗
2]

и для общего регрессора

ξ⊤(t) =
[
−ξ̂⊤1 (t), ξ⊤2 (t)

]
,

окончательно получаем:

{
ė = Ae+B(Ψξ(t− τ)− u(t− τ)),

ε = Ce.
(21)

Анализ последнего выражения мотивирует следующий выбор структуры
алгоритма управления:

u = us + Ψ̂ξ,(22)

где Ψ̂ является матрицей настраиваемых параметров, а us — стабилизи-
рующая компонента закона управления. Ниже будет синтезирован алгоритм
адаптивной настройки матрицы Ψ̂, а также выбрано правило формирова-
ния us. Особенностью предлагаемого подхода является возможность незави-
симого синтеза алгоритма адаптивной настройки и стабилизирующей обрат-
ной связи.
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4.2. Синтез алгоритма адаптации

Подставляя (22) в (21), получаем
{
ė = Ae+B(Ψ̃(t− τ)ξ(t− τ)− us(t− τ)),

ε = Ce,
(23)

где Ψ̃ = Ψ− Ψ̂ — матрица параметрических ошибок.
Сигнал e является недоступным прямым измерениям (матрица M являет-

ся неизвестной), матрица A в общем случае может быть неустойчивой, а сама
модель ошибки (23) содержит прошлые значения настраиваемых параметров
Ψ̂(t− τ). Для преодоления указанных проблем предлагается использовать
метод расширенной ошибки4, который изначально был предложен для син-
теза систем адаптивного управления по выходу [39] (см. также обзор [40]),
а позже была продемонстрирована его эффективность при построении алго-
ритмов адаптации в системах с запаздыванием [31, 33].

Лемма 2. Введем в рассмотрение динамический фильтр вида
{

˙̂e = Aê+ Ls(ε+Cê) +B(Ψ̂(t− τ)ξ(t− τ) + us(t− τ)),

ε̂ = ε+ Cê− Ξ(t− τ)ψ̂(t),
(24)

где матрица Ls ∈ R
n×q выбрана таким образом, что матрица As = A+ LsC

гурвицева, ψ̂ = col(Ψ̂⊤
1 , . . . , Ψ̂

⊤
q ) ∈ R

q(m1+m2) — вектор настраиваемых пара-

метров, Ψ̂⊤
i — строки матрицы Ψ̂, Ξ(t− τ) ∈ R

q×q(m1+m2) — матричный
регрессор вида

Ξ(t− τ) =



Ws 11(s) [ξ(t− τ)] . . . Ws 1q(s) [ξ(t− τ)]

...
. . .

...
Ws q1(s) [ξ(t− τ)] . . . Ws qq(s) [ξ(t− τ)]


 ,

Ws(s) = C(sI −As)
−1B — асимптотически устойчивая передаточная функ-

ция. Тогда для сигнала расширенной ошибки ε̂ справедливо следующее равен-
ство:

ε̂ = Ξ(t− τ)ψ̃(t),(25)

где ψ̃ = ψ − ψ̂ — вектор параметрических ошибок.

Дока з а т е л ь с т в о. Введем вспомогательные переменные ê∗ = e+ ê и
ε∗ = ε+ Cê. Тогда, вычисляя производную ê∗, с учетом (23) и (24) можно
показать, что

{
˙̂e∗ = Asê

∗ +BΨξ(t− τ),

ε∗ = Ce∗

4 В англоязычной литературе данный подход получил название augmented error [39].
Здесь будем следовать терминологии статьи [40], понимая, что процедура “расширения”
состоит не в увеличении размерности векторного сигнала, а в добавлении к нему некоторой
корректирующей составляющей.
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или ε∗ =Ws(s)[Ψξ(t− τ)]. Нетрудно убедиться, что с учетом свойств линей-
ных систем

Ws(s)[Ψξ(t− τ)] =



Ws 11(s) . . . Ws 1q(s)

...
. . .

...
Ws q1(s) . . . Ws qq(s)






Ψ⊤

1 ξ(t− τ)
...

Ψ⊤
q ξ(t− τ)


 =

=



Ws 11(s)

[
ξ⊤(t− τ)Ψ1

]
+ . . . +Ws1q(s)

[
ξ⊤(t− τ)Ψq

]
...

Ws q1(s)
[
ξ⊤(t− τ)Ψ1

]
+ . . . +Ws qq(s)

[
ξ⊤(t− τ)Ψq

]


 =

= Ξ(t− τ)



Ψ1
...
Ψq


 = Ξ(t− τ)ψ.

По существу, последние выражения представляют собой следствие леммы о
перестановке5 [41] для матричного случая, утверждающей справедливость
равенства

Ws(s)[Ψξ(t− τ)] = Ξ(t− τ)ψ,(26)

которое будет использовано при доказательстве леммы 3. Подставляя (26) во
второе выражение (24), непосредственно получаем (25). Лемма доказана.

Зам е ч а ни е 2. В частном случае скалярного объекта, т.е. когда
y, u, δ ∈ R

1, а Ψ является вектором-строкой размерности 1× (m1 +m2), вто-
рое уравнение системы (24) и модель (25) принимают вид

ε̂ = ε+ Cê− ξ̄⊤(t− τ)ψ̂(t),

ε̂ = ξ̄⊤(t− τ)ψ̃(t)

соответственно, где ξ̄ =Ws(s)[ξ] — отфильтрованный регрессор.

Модель (25) позволяет использовать широкий класс универсальных алго-
ритмов адаптации, например градиентного вида:

˙̂
ψ = ΓΞ̄⊤(t− τ)ε̂,(27)

где Γ ∈ R
q(m1+m2)×q(m1+m2) — положительно определенная матрица. Особо

отметим, что в силу ограниченности регрессора Ξ нормирование алгоритма
адаптации (27), использующего не истинную ε, а расширенную ε̂ ошибку сле-
жения, не требуется.

Тогда вне зависимости от свойств устойчивости замкнутой системы алго-
ритм адаптации (27) будет обладать следующими свойствами.

5 В англоязычной литературе данная лемма носит название “The swapping lemma” [27].
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Лемма 3. Пусть выполняются допущения 1–4. Тогда алгоритм адапта-
ции (27) совместно с наблюдателем возмущения (12), наблюдателем задаю-
щего воздействия (8), законом управления (22) и схемой расширения (24)
применительно к объекту управления (1) будет обеспечивать:

1) ограниченность ‖ε̂‖, ‖ψ̂‖, ‖Ψ̂‖;
2) асимптотическое стремление ‖Ψ̃(t)ξ(t)‖ → 0, а также

‖Ψ̃(t− τ)ξ(t− τ)‖ → 0

при t→ ∞.

Дока з а т е л ь с т в о. Для анализа устойчивости системы, замкнутой ал-
горитмом адаптации (27), выберем функцию Ляпунова

V =
1

2
ψ̃⊤Γ−1ψ̃,(28)

производная которой с учетом (27) имеет вид V̇ = −ε̂⊤ε̂ 6 0. Из последнего
неравенства непосредственно следует свойство 1 леммы 3, а также стремление
‖ε̂‖ → 0 и ‖Ξ(t− τ)ψ̃(t)‖ → 0 при t→ ∞ [27]. Так как регрессор ξ ограничен

(см. лемму 1 и (8)), то из (27) следует ‖ ˙̂
ψ‖→0 при t→∞. Из последнего

стремления непосредственно получаем ‖ ˙̃Ψ‖→0; тогда с учетом леммы о пе-
рестановке (см. также (26)) имеем, что Ξ(t− τ)ψ̃(t)→Ws(s)[Ψ̃(t− τ)ξ(t)] при
t→∞ и, как следствие, ‖Ψ̃(t− τ)ξ(t)‖→0 (а также ‖Ψ̃(t− τ)ξ(t− τ)‖→0 и
‖Ψ̃(t)ξ(t)‖ → 0). Лемма доказана.

4.3. Построение стабилизирующей компоненты

Используем теперь модель ошибки слежения (23) для синтеза стабили-
зирующей компоненты алгоритма управления us. Учитывая, что ошибка e
недоступна прямым измерениям, построим наблюдатель, структура и свой-
ства которого определяются следующей леммой.

Лемма 4. Рассмотрим совместно с алгоритмом адаптации (27) наблю-
датель ошибки по состоянию вида

ė = Ae+ Le(ε− Ce)−Bus(t− τ),(29)

где e — оценка вектора e, а матрица Le ∈ R
n×,q выбрана таким образом, что

матрица Ae = A− LeC гурвицева. Тогда для ошибки наблюдения ẽ = e− e
справедливо равенство

lim
t→∞

‖ẽ(t)‖ = 0.(30)

Дока з а т е л ь с т в о. Дифференцируя ẽ c учетом (23) и (29), получаем

˙̃e = Aeẽ+BΨ̃(t− τ)ξ(t− τ),(31)

откуда с учетом свойства (2) Леммы 3 немедленно получаем справедли-
вость (30).
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Сформируем стабилизирующую компоненту сигнала управления в виде6

[42]

us = −K


exp(Aτ)e(t)−

t∫

t−τ

exp(A(t− µ))Bus(µ)dµ


 ,(32)

где матрица K ∈ R
q×n выбрана таким образом, что матрица As = A+BK

гурвицева, e — вектор состояния наблюдателя (29).
Тогда свойства замкнутой системы будут определяться следующим утвер-

ждением.

У тв е ржд е ни е 1. Пусть выполняются допущения 1–4. Тогда алгоритм
управления (22) с наблюдателем возмущения (12) и наблюдателем задающе-
го воздействия (8), схемой расширения (24), алгоритмом адаптации (27),
наблюдателем ошибки слежения (29) и стабилизирующей компонентой (32)
обеспечивает для объекта управления (1) ограниченность всех сигналов и
выполнение целевого условия (2).

Дока з а т е л ь с т в о. Вычисляя на основе (29) будущее значение векто-
ра e, получаем:

e(t+ τ) = exp(Aτ)e(t) +

t∫

t−τ

exp(A(t− µ)) (LeCẽ(τ + µ)−Bus(µ)) dµ.

Тогда управление (32) можно представить в виде

us = −K (e(t+ τ)− ẽ(t+ τ)−∆e(t+ τ)) ,(33)

где

∆e(t+ τ) =

t∫

t−τ

exp(A(t− µ))LeCẽ(τ + µ)dµ.

Подставляя (33) в (23), получаем:

ė = Ase+B(Ψ̃(t− τ)ξ(t− τ)−Kẽ−K∆e(t− τ)).

Так как в силу леммы 3 имеем ‖Ψ̃(t− τ)ξ̂(t− τ)‖ → 0, в силу леммы 4 ‖ẽ‖ → 0
и, следовательно, ‖∆e‖ → 0, то из последнего выражения непосредственно
получаем ограниченность e, стремление ‖e‖ → 0, выполнение целевого усло-
вия (2) и ограниченность us. С учетом ограниченности e и ξ2 получаем огра-
ниченность x, из (12) — ограниченность η, а с учетом ограниченности us
из (24) — ограниченность ê, а из (29) — ограниченность e. Утверждение до-
казано.

6 Следует отметить, что сформированное стабилизирующее управление не является
внутренне устойчивым из-за возможности наличия неустойчивой матрицы A [43]. Поэтому
на практике используются специальные методы устойчивой реализации таких алгорит-
мов [44, 45].
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4.4. Числовое моделирование

В качестве примера рассмотрим объект (1), где

A =

[
0 1

0,1 −1,5

]
, B =

[
0 2

1 0

]
, C =

[
1 0

0 3

]
, τ = 3 c

и δ = col(2 cos(6t), 3 sin(0, 8t)), g = col(cos(5t), 4 sin(7t)). Наблюдатели задаю-
щего воздействия (8) и возмущения (12) построены со следующими парамет-
рами:

G1 = G2 =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−36 −60 −37 −10


 , N =




0 0

0 0

0 1

1 0


 , L2 =




1 0

0 1

1 0

0 1


 .

Соответствующие матрицы в выражениях (24), (29) и (32) выбраны как

Le =

[
0 0

−1,1 0,2

]
, Ls =

[
0 0

1,1 1/6

]
, K =

[−1 −0,5

0 0

]
.

Параметры алгоритма адаптации (27) были определены матрицей

Γ = blockdiag
{
150I4×4, 300I4×4, 150I4×4, 300I4×4

}
.

Графики переходных процессов в линейной многоканальной системе, за-
мкнутой адаптивным регулятором с общим регрессором, представлены на
рис. 1. Результаты числового моделирования демонстрируют полную компен-
сацию внешних возмущений и асимптотическую сходимость ошибки слеже-
ния к нулю.
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Рис. 1. Графики переходных процессов в системе, замкнутой алгоритмом
управления с общим регрессором.

164



5. Алгоритм управления с раздельным решением
задач слежения и компенсации

Будем использовать регрессоры ξ̂1 и ξ2, полученные с помощью наблюда-
телей (12) и (8) соответственно, а управление будем формировать в виде

u = uc + ut + us,(34)

где uc — компонента компенсации возмущения, ut — следящая компонента,
us — стабилизирующая компонента. Ниже представлена процедура последо-
вательного независимого синтеза всех трех компонент.

5.1. Построение следящей компоненты

Обозначим через x∗(t) желаемую траекторию изменения вектора состоя-
ния объекта управления, обеспечивающую выполнение тождества ‖e(t)‖ ≡ 0,
а через y∗(t) — желаемую траекторию изменения вектора выходных перемен-
ных. Очевидно, что x∗ =Mξ2 и y∗ = Cx∗ = g. Построим генератор желаемой
траектории x∗. Для этого продифференцируем x∗ =Mξ2 с учетом (9). После
элементарных преобразований получаем:

ẋ∗ = Asx
∗ + (M(G2 + L2Θ2)−AsM) ξ2,(35)

где, как и раньше, As = A−BK гурвицева. Выполнение допущений 1 и 2
означает существование пары матриц M и Θ̄∗

2, одновременно удовлетворяю-
щих двум уравнениям [3, 11]

M(G2 + L2Θ2)−AsM = BΘ̄∗
2, CM = Θ̄∗

2.

Тогда окончательно получаем:
{
ẋ∗ = Asx

∗ +BΨ̄∗
2ξ2(t− τ),

g = y∗ = Cx∗,
(36)

где Ψ̄∗
2 = Θ̄∗

2 exp((G2 + L2Θ2)τ) — q ×m2 неизвестная матрица постоянных
коэффициентов.

Виртуальный генератор желаемой траектории (36) может быть переписан
в форме вход-выход

g =Ws(s)
[
Ψ̄2ξ2(t− τ)

]

или, с использованием леммы о перестановке [41] (см. также лемму 2 и вы-
ражение (26)), в форме статической модели

g = Ξ2(t− τ)ψ̄2,(37)

где Ws(s) = C(sI −As)
−1B, ψ̄2 = col(Ψ̄⊤

1 , . . . , Ψ̄
⊤
q ) ∈ R

qm2 — вектор неизвест-
ных параметров, Ψ̄⊤

i — строки матрицы Ψ̄∗
2, Ξ2(t− τ) ∈ R

q×qm2 — матричный
регрессор вида

Ξ2(t− τ) =



Ws 11(s) [ξ2(t− τ)] . . . Ws 1q(s) [ξ2(t− τ)]

...
. . .

...
Ws q1(s) [ξ2(t− τ)] . . . Ws qq(s) [ξ2(t− τ)]


 .
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Сформируем настраиваемую модель генератора сигнала задания

ĝ = Ξ2(t− τ)ψ̂2,(38)

вектор настраиваемых параметров ψ̂2 которой генерируется алгоритмом
адаптации

˙̂
ψ2 = ΓψΞ

⊤
2 (t− τ)εg,(39)

где εg = g − ĝ — ошибка воспроизведения сигнала задания, Γψ > 0 — матрица
коэффициентов адаптации.

В целях дальнейшего анализа свойств устойчивости замкнутой системы
определим q ×m2 матрицу настраиваемых параметров Ψ̂2, построенную на
элементах вектора ψ̂2 (процедура, обратная построению вектора ψ̄2 из мат-
рицы Ψ̄∗

2), а также вектор ψ̃2 = ψ̄2 − ψ̂2 и матрицу Ψ̃2 = Ψ̄∗
2 − Ψ̂2 параметри-

ческих ошибок.
Тогда вне зависимости от свойств устойчивости замкнутой системы алго-

ритм адаптации (39) будет обладать следующими свойствами.

Лемма 5. Пусть выполняются допущения 1–4. Тогда алгоритм адапта-
ции (39) совместно с наблюдателем задающего воздействия (8) и настраи-
ваемой моделью (38) будет обеспечивать:

1) ограниченность ‖εg‖, ‖ψ̂2‖;
2) асимптотическое стремление ‖εg‖ → 0 при t→ ∞;
3) асимптотическое стремление ‖Ψ̃2(t)ξ2(t)‖ → 0, а также

‖Ψ̃2(t− τ)ξ2(t− τ)‖ → 0

при t→ ∞.

Дока з а т е л ь с т в о. Учтем, что модели ошибки воспроизведения сигнала
задания и вектора параметрических ошибок имеют вид

εg = Ξ2(t− τ)ψ̃2,
˙̃
ψ2 = ΓψΞ

⊤
2 (t− τ)ψ̃2.

Тогда справедливость леммы доказывается с использованием функции Ля-
пунова Vg = 0,5ψ̃2Γ

−1
g ψ̃2 и тех же аргументов, что и при доказательстве лем-

мы 3.

Свойства, определенные леммой 5, мотивируют следующий выбор следя-
щей составляющей:

ut = Ψ̂2ξ2.(40)

5.2. Построение компенсирующей компоненты

Выберем компенсирующую компоненту в виде

uc = Ψ̂1ξ̂1,(41)
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где регрессор ξ̂1 формируется наблюдателем возмущения (12), а Ψ̂1 — мат-
рица настраиваемых коэффициентов. Подставляя (34) и (41) в (1) c учетом
(13), получаем:

ẋ = Ax+B
(
ut(t− τ) + us(t− τ) + Ψ̃1(t− τ)ξ̂1(t− τ)

)
,(42)

где Ψ̃1 = Ψ∗
1 − Ψ̂1.

Модель (42) не может быть использована для построения алгоритма адап-
тивной настройки матрицы Ψ̂1, так как содержит ее прошлое значение и в
общем случае неустойчивую матрицу A. В соответствии с изложенным вы-
ше подходом для преодоления этих проблем предлагается использовать схему
расширения [31], которая в данном случае определяется следующей системой
уравнений:

{
x̄ = x+ φ,

φ̇ = Aφ+ L̄x̄+B
(
(Ψ̂1(t− τ)− Ψ̂1(t))ξ̂1(t− τ)−ut(t− τ)−us(t− τ)

)
,

(43)

где x̄ — расширенный вектор состояния, φ — вспомогательный вектор, мат-
рица L̄ выбрана так, что матрица Ā = A+ L̄ — гурвицева.

Вычисляя производную вектора x̄ в силу (42) и (43), получаем модель

˙̄x = Āx̄+BΨ̃1(t)ξ̂1(t− τ),(44)

которая хорошо известна в современной теории адаптивного управления и
позволяет выбрать, например, градиентный алгоритм адаптации вида

˙̂
Ψ⊤

1 = Γξ̂1(t− τ)B⊤Px̄,(45)

где Γ ≻ 0 — матрица коэффициентов адаптации, а матрица P является реше-
нием уравнения Ā⊤P + PĀ = −Q, Q = Q⊤ ≻ 0 — произвольная симметрич-
ная положительноопределенная матрица.

Тогда вне зависимости от свойств устойчивости замкнутой системы алго-
ритм адаптации (45) будет обладать следующими свойствами.

Лемма 6. Пусть выполняются допущения 1–4. Тогда алгоритм адап-
тации (45) совместно с наблюдателем возмущения (12), законом управле-
ния (34) и (41) и схемой расширения (43) применительно к объекту управ-
ления (1) будет обеспечивать:

1) ограниченность ‖x̄‖ и ‖Ψ̂1‖,
2) асимптотическое стремление ‖Ψ̃1(t)ξ̂1(t)‖ → 0, а также

‖Ψ̃1(t− τ)ξ̂1(t− τ)‖ → 0

при t→ ∞.

Дока з а т е л ь с т в о. Производная функции Ляпунова Vs = x̄⊤Px̄+
+0,5Ψ̃⊤

1 Γ
−1Ψ̃1, вычисленная в силу уравнения (44), имеет вид V̇s = −x̄⊤Qx̄,

откуда следует ограниченность x̄ и Ψ̂1, стремление ‖x̄‖ → 0 и ‖ ˙̃Ψ1‖ → 0 и,
как следствие, справедливость второго утверждения леммы.
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5.3. Построение стабилизирующей компоненты

Для стабилизации объекта управления будем использовать вектор состоя-
ния x, который доступен прямым измерениям. Подставляя (34) и (41) в (1),
получаем

ẋ = Ax+B
(
ut(t− τ) + us(t− τ) + δ̃(t− τ)

)
,(46)

где δ̃(t) = Ψ̃1(t)ξ̂1(t) — ошибка компенсации возмущения. Выберем стабили-
зирующую компоненту в виде

us = −K


exp(Aτ)x(t) −

t∫

t−τ

exp(A(t− µ))B(ut(µ) + us(µ))dµ


 ,(47)

где матрица K обеспечивает гурвицевость матрицы замкнутой системы As =
= A−BK.

Тогда свойства замкнутой системы будут определяться следующим утвер-
ждением.

У тв е ржд е ни е 2. Пусть выполняются допущения 1–4. Тогда алгоритм
управления (34) с наблюдателем возмущения (12) и наблюдателем задаю-
щего воздействия (8), следящей компонентой (40), алгоритмом адапта-
ции следящей компоненты (39), настраиваемой моделью (38), компенсирую-
щей компонентой (41), алгоритмом адаптации компенсирующей компонен-
ты (45), схемой расширения (43) и стабилизирующей компонентой (47)
обеспечивает для объекта управления (1) ограниченность всех сигналов и
выполнение целевого условия (2).

Дока з а т е л ь с т в о. Вычисляя для модели (46) значение вектора состоя-
ния x в момент времени t+ τ , можно показать, что

us(t) = −Kx(t+ τ)−∆δ(t+ τ),(48)

где

∆δ(t+ τ) =

t∫

t−τ

exp(A(t− µ))Bδ̃(µ)dµ.

Вычисляя теперь производную ошибки слежения e∗ = x∗ − x с учетом (1),
(36), (40), (41), (48), получаем:

ė∗ = Ase
∗ +B

(
Ψ̃2(t− τ)ξ2(t− τ)−K∆δ(t) + δ̃(t− τ)

)
.

Так как в силу леммы 5 имеем ‖Ψ̃2(t− τ)ξ̂2(t− τ)‖ → 0, а в силу леммы 6
‖δ̃‖ → 0 и, следовательно, ‖∆δ‖ → 0, то из последнего выражения непосред-
ственно получаем ограниченность e∗, стремление ‖e∗‖ → 0, выполнение целе-
вого условия 2, а также ограниченность us и x. С учетом ограниченности x
и x̄ (см. лемму 6) из (43) получаем ограниченность φ. Утверждение доказано.
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5.4. Числовое моделирование

Параметры объекта управления (1), возмущающего воздействия, сигна-
ла задания, а так же наблюдателей задающего воздействия (8) и возмуще-
ния (12) выбраны такими же, как и в примере из раздела 4.4.

Соответствующие параметры и матрицы в выражениях (39), (47) и (45)
выбраны как

K =

[
1,1 0,5
0 0

]
, Γψ = 2000I8×8, P =

[
1,75 1
1 0,75

]
, Γ = 100I2×2.

Результаты числового моделирования работы линейной многоканальной
системы, замкнутой адаптивным регулятором с раздельными компонентами
слежения и компенсации, иллюстрируют полную компенсацию внешних воз-
мущений и сходимость ошибки слежения к нулю (см. рис. 2).
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Рис. 2. Графики переходных процессов в системе, замкнутой алгоритмом
управления с раздельными компонентами слежения и компенсации.

6. Заключение

В работе представлены два алгоритма адаптивного слежения за мульти-
гармоническим сигналом для класса линейных неустойчивых многоканаль-
ных объектов с запаздыванием в каналах управления в условиях внешних
возмущений.

Первый алгоритм построен с использованием объединенного регрессора.
Такая схема позволяет одним алгоритмом адаптации (27) осуществлять одно-
временно компенсацию внешних возмущений и слежение за эталонным сиг-
налом. При этом за счет применения схемы с расширенной ошибкой (24)
стабилизирующая компонента закона управления (32) полностью независи-
ма от адаптивной. Поэтому параметры контура стабилизации и расширенной
ошибки могут быть выбраны независимо друг от друга.

Во втором алгоритме использована схема с построением раздельных бло-
ков компенсации и слежения. В этом случае адаптивные компоненты систе-
мы (39) и (45) работают независимо друг от друга, что позволяет провести бо-
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лее гибкую настройку системы. Благодаря отсутствию фильтрации регрессо-
ра компенсирующего контура и дополнительного наблюдателя состояния (29)
(который присутствует в первой схеме), алгоритм управления с раздельными
адаптивными блоками использует на q2m1 + n меньше интеграторов. В то же
время следует отметить, что параметры стабилизирующего управления (47)
сопряжены с параметрами фильтра регрессора алгоритма адаптации (39) сле-
дящей компоненты (40).

Дальнейшее развитие представленного подхода будет направлено на его
применение для систем с неизмеряемым вектором состояния (что потребует
построения специального наблюдателя возмущения), неизвестными парамет-
рами и запаздыванием.
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