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1. О СЕМИНАРЕ
В семинаре рассматриваются новые результа-

ты в области компьютерной алгебры – символь-
ные алгоритмы и их реализация, соответствую-
щие вопросы системного программирования.

В 2018–2019 учебном году семинар собирался
раз в месяц по третьим средам на факультете вы-
числительной математики и кибернетики МГУ, а
в мае 2019 г. в Дубне, в Объединенном институте
ядерных исследований (ОИЯИ) состоялось тра-
диционное заседание, организованное совместно
с Лабораторией информационных технологий
ОИЯИ.

2. РЕГУЛЯРНЫЕ СОБРАНИЯ СЕМИНАРА
С сентября по апрель были прочитаны следую-

щие доклады1. Аннотации доступны на странице
семинара http://www.ccas.ru/sabramov/
seminar/doku.php, где также содержится ин-
формация о состоявшихся ранее докладах.

С.В. Пославский (НИЦ “Курчатовский ин-
ститут” – ИФВЭ, Протвино; stvlpos@mail.ru)
Rings: эффективная JVM библиотека для коммута-
тивной алгебры.

В.П. Гердт (Лаборатория информационных
технологий ОИЯИ, Дубна; gerdt@jinr.ru) Деком-
позиция Томаса систем дифференциальных уравне-
ний и ее реализация в системе Maple.

В.И. Суковых (DataArt, Факультет компьютер-
ных наук ВГУ, Воронеж; sukovyh@gmail.com)
Компьютерные алгоритмы и символьные вычисле-

ния в задаче коэффициентной классификации одно-
родных поверхностей.

А.А. Панферов (Вычислительный центр им.
А.А. Дородницына ФИЦ ИУ РАН; Факультет вы-
числительной математики и кибернетики МГУ;
ast.a_s@mail.ru) Алгоритмы символьных вычисле-
ний в системах компьютерной алгебры для линей-
ных дифференциальных систем с выделенными неиз-
вестными.

А.А. Тютюнник (Российский университет
дружбы народов; nastya.tyutyunnik@gmail.com)
Символьно-численное исследование векторной мо-
дели волноводного распространения электромаг-
нитного излучения.

Н.Н. Осипов (Сибирский федеральный уни-
верситет, г. Красноярск; nnosipov@rambler.ru) Ал-
горитмическая реализация элементарной версии
метода Рунге для кубических диофантовых уравне-
ний.

А.Д. Брюно (Институт прикладной математи-
ки им. М.В. Келдыша РАН; bruno@keldysh.ru)
Приведённая нормальная форма периодической си-
стемы Гамильтона.

Р.Р. Гонцов (Институт проблем передачи ин-
формации РАН; gontsovrr@gmail.com) Системы
линейных дифференциальных уравнений с малыми
коэффициентами: различные виды разрешимости и
их проверкa.

А.Б. Батхин (Институт прикладной математи-
ки им. М.В. Келдыша РАН; batkhin@gmail.com)
Бифуркации симметричных периодических решений
системы Гамильтона.

Е.В. Зима (Университет Уилфрида Лорие, Ва-
терлоо, Канада; ezima@wlu.ca) Факториальные

1 Перечень докладов, прочитанных в 1995–2018 гг., опубли-
кован в [1]– [24].
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полиномы в задачах компьютерной алгебры, связан-
ных с символьным суммированием.

3. ДВУХДНЕВНАЯ КОНФЕРЕНЦИЯ В 
ОБЪЕДИНЕННОМ ИНСТИТУТЕ ЯДЕРНЫХ 

ИССЛЕДОВАНИЙ (ДУБНА)
По установившейся традиции в мае 2019 г. в

Дубне прошло совместное заседание семинаров
“Компьютерная алгебра” факультета ВМиК МГУ
и ВЦ РАН и семинара Лаборатории информаци-
онных технологий ОИЯИ. По существу, это была
двухдневная конференция по компьютерной ал-
гебре и ее приложениям.

Вниманию участников были предложены сле-
дующие выступления (аннотации доступны на
странице http://compalg.jinr.ru/Dub-
na2019/index.html).

С.А. Абрамов (Вычислительный центр им.
А.А. Дородницына ФИЦ ИУ РАН; Факультет вы-
числительной математики и кибернетики МГУ;
sergeyabramov@mail.ru) Когда поиск решений мо-
жет быть прекращен.

Д.А. Янович (Лаборатория информационных
технологий ОИЯИ, Дубна; yan@jinr.ru) Вычисле-
ние инволютивных базисов и базисов Грёбнера на ос-
нове табличного представления полиномов.

Г.К. Гиоргадзе (Институт прикладной матема-
тики им. И. Векуа, Тбилиси, Грузия; gia.gior-
gadze@tsu.ge), Г. Гулагашвили (Тбилисский госу-
дарственный университет, Грузия) О проблеме вы-
числений частных индексов матриц функций.

М.Д. Малых (Российский университет дружбы
народов; malykhmd@yandex.ru), Л.А. Севастьянов
(Российский университет дружбы народов; Лабо-
ратория информационных технологий ОИЯИ,
Дубна) О вычислении абелевых интегралов в систе-
мах компьютерной алгебры.

С.Ф. Адлай (Вычислительный центр им. А.А. До-
родницына ФИЦ ИУ РАН, Москва; SemjonAd-
laj@gmail.com) Символьное интегрирование эллип-
тических функций.

А.П. Крюков, Г.Б. Шпиз (Научно-исследова-
тельский институт ядерной физики им. Д.В. Ско-
бельцына MГУ, Москва; kryukov@theory.sinp.msu.ru)
Автоморфизм цветных графов и каноническое пред-
ставление мультипликативных выражений со
свертками.

В.В. Корняк (Лаборатория информационных
технологий ОИЯИ, Дубна; kornyak@jinr.ru) Спле-
тения и моделирование многочастичных квантовых
систем.

К.А. Богданов (Московский физико-техниче-
ский институт, Долгопрудный), А.В. Сумароков,
С.Н. Тимаков (Московский физико-технический
институт, Долгопрудный; ПАО РКК “Энергия”,
Королёв; sergeytimakov333@gmail.com) Примене-

ние обобщённых полиномов Баттерворта в задачах
модального синтеза систем управления.

Д.В. Диваков, А.А. Тютюнник, М.Д. Малых
(Российский университет дружбы народов; diva-
kov_dv@rudn.university), Л.А. Севастьянов (Рос-
сийский университет дружбы народов; Лаборато-
рия информационных технологий ОИЯИ, Дубна)
Символьно-численная реализация метода четырех
потенциалов отыскания нормальных мод на приме-
ре квадратного электромагнитного волновода с
прямоугольной вставкой.

М.Н. Геворкян, А.В. Демидова, А.В. Король-
кова (Росcийский университет дружбы народов;
gevorkyan_mn@rudn.university), Д.С. Кулябов
(Российский университет дружбы народов; Лабо-
ратория информационных технологий ОИЯИ,
Дубна), A.A. Петрова (МГУ) Тестирование генера-
торов случайных чисел для систем компьютерной
алгебры.

Н.Н. Васильев (Санкт-Петербургское отделе-
ние Математического института им. В.А. Стеклова
РАН, Санкт-Петербург), В.С. Дужин, А.Д. Кузьмин
(Санкт-Петербургский государственный элек-
тротехнический университет “ЛЭТИ”, Санкт-
Петербург; vduzhin@gmail.com) Исследование ди-
намики эволюции случайных значений в алгоритме
RSK.

А.А. Гусев, О. Чулуунбаатар, Г. Чулуунбаатар,
В.П. Гердт (Лаборатория информационных тех-
нологий ОИЯИ, Дубна; gooseff@jinr.ru), С.И. Ви-
ницкий (Лаборатория теоретической физики
им. Н.Н. Боголюбова ОИЯИ, Дубна), Л.Л. Хай
(Педагогический университет Хошимина, Хоши-
мин, Вьетнам) Алгоритмы вычисления интерполя-
ционных полиномов Эрмита для метода конечных
элементов.

В.П. Гердт (Лаборатория информационных тех-
нологий ОИЯИ, Дубна; gerdt@jinr.ru), Ю.A. Блин-
ков (Саратовский государственный университет
им. Н.Г. Чернышевского, Саратов) Линейные си-
стемы ДУЧП, разностные схемы, сильная согласо-
ванность и первое дифференциальное приближение.

М. Спиридонова (Институт математики и инфор-
матики БАН, София, Болгария; mspirid@math.bas.bg)
Прикладные возможности программных средств
компьютерной алгебры.

С. Порязов, Е. Саранова, В. Андонов (Инсти-
тут математики и информатики БАН, София,
Болгария; stoyan@cc.bas.bg) Масштабируемые мо-
дели нагрузки антропо-кибернетических систем.

В. Андонов, С. Порязов, Е. Саранова (Инсти-
тут математики и информатики БАН, София,
Болгария; velin_andonov@yahoo.com) Аналитиче-
ская модель целостной телекоммуникационной си-
стемы с гарантией качества обслуживания, содер-
жащей очереди на этапе коммутации.
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Ю.Г. Палий (Лаборатория информационных
технологий ОИЯИ, Дубна; palii@jinr.ru) Пара-
метры на классах сопряженности специальной ли-
нейной группы.

В.С. Рихвицкий (Лаборатория информацион-
ных технологий ОИЯИ, Дубна; rqvtsk@mail.ru)
Логическое программирование и метод форсинга.
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Сначала напоминается нормальная форма вблизи стационарного решения автономной системы
Гамильтона. Затем рассматриваются линейные периодические системы Гамильтона. Для них нахо-
дятся нормальные формы функций Гамильтона в комплексном и вещественном случаях. Обнару-
жена специфика вещественного случая в ситуации параметрического резонанса. Затем находятся
нормальные формы функций Гамильтона нелинейных периодических систем. Посредством допол-
нительного канонического преобразования координат такая нормальная форма всегда сводится к
автономной системе Гамильтона, которая сохраняет все малые параметры и симметрии исходной
системы. Ее локальным семействам неподвижных точек соответствуют семейства периодических
решений исходной системы. Аналогичная теория строится вблизи периодического решения авто-
номной системы. Все преобразования алгоритмичны и могут быть реализованы в системе компью-
терной алгебры.

DOI: 10.31857/S0132347420020053

1. ВВЕДЕНИЕ

Резонансная нормальная форма автономной
системы Гамильтона вблизи стационарного ре-
шения, учитывающая только собственные числа
матрицы  ее линейной части и без ограничений
на эту матрицу , была введена в [1], § 12. Оказа-
лось, что она эквивалентна системе Гамильтона с
меньшим числом степеней свободы.

Позже была введена слегка более простая
сверхрезонансная нормальная форма, которая
учитывала жордановы клетки нормальной формы
матрицы . Но эти дополнительные упрощения
не позволяли дополнительно понизить число сте-
пеней свободы [8].

Теория резонансной нормальной формы по-
дробно изложена в гл. I книги [2], и здесь она крат-
ко напоминается в разделе 2. В гл. II книги [2] из-
ложена аналогичная теория резонансной нор-
мальной формы для периодической системы
Гамильтона. Однако там имеются две недоделки:
плохо изложен случай параметрического резонан-
са и нормальная форма не приводится к автоном-
ной системе. Здесь исправляются эти упущения в
разделах 3 и 4 соответственно. В разделе 5 эта тео-
рия переносится на окрестность периодического
решения автономной системы Гамильтона.

Все описанные в работе преобразования носят
алгоритмический характер и могут быть вполне
реализованы в различных системах компьютер-
ной алгебры, как коммерческих, например, Wol-
fram Mathematica [9] или Maplesoft Maple
[10], так и открытых, например, SymPy [11] или
MathPartner [12].

2. НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА ВБЛИЗИ 
СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ

Рассмотрим систему Гамильтона

(1)

с  степенями свободы в окрестности неподвиж-
ной точки

(2)

Если функция Гамильтона  аналитична в
этой точке, то она разлагается в степенной ряд

(3)

где , , , ξp =
= . Поскольку точка (2) – неподвиж-
ная, то разложение (3) начинается с квадратич-

A
A
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∂η ∂ξ
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� 1j j
j j
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pqξ η ξ η
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ных членов. Им соответствует линейная часть си-
стемы (1).

Собственные числа ее матрицы разбиваются
на пары

Пусть . Канонические замены коор-
динат

(4)
сохраняют гамильтоновость системы.

Теорема 1. Существует каноническое формаль-
ное преобразование (4), приводящее систему (1) к
нормальной форме

(5)

где ряд

содержит только резонансные члены с , а
квадратичная часть  имеет свою нормальную
форму (так что матрица линейной части системы
является гамильтоновым аналогом жордановой нор-
мальной формы). Здесь  + ...+ pnλn – ска-
лярное произведение.

Если , то нормальная форма (5) эквива-
лентна системе с меньшим числом степеней сво-
боды и дополнительными параметрами. При нор-
мализующем преобразовании (4) сохраняются
малые параметры и линейные автоморфизмы

Локальные семейства периодических решений
систем (1), (5) удовлетворяют системе уравнений

где a – свободный параметр.
Для вещественной исходной системы (1) коэф-

фициенты  комплексной нормальной формы
(5) удовлетворяют специальным соотношениям
вещественности, и при стандартной канонической
линейной замене координат  систе-
ма (5) переходит в вещественную систему.

Имеется несколько способов вычисления ко-
эффициентов  нормальной формы (5). Наибо-
лее простой описан в книге Журавлёва, Петрова,
Шундерюка [3].

3. НОРМАЛИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНОЙ
СИСТЕМЫ ГАМИЛЬТОНА

3.1. Линейная система
Рассмотрим линейную систему

+λ = −λ , = , , .1j n j j … n

= λ , ,λ1( )n…λ

, → ,( ) ( )x yξ η

∂ ∂= , = − , = , , ,
∂ ∂

�
�

1j j
j j

g g j … nyx
y x

, = ( )g g p q
pqx y x y

− , = 0p q λ

,2( )g x y

, = λ1 1pp λ

≠ 0λ

( ), → , , → .��

�( ) t tξ η ξ η

∂ ∂= λ , = λ , = , , ,
∂ ∂

1j j j j
j j

g gx a y a j … n
y x

gpq

, → ,( ) ( )x y X Y

gpq

(6)

где вектор ,  – матрица, анали-
тически зависящая от ψ. После замены координат

(7)
система (6) перейдет в систему

(8)

Пусть теперь система (6) гамильтонова:

(9)

т.е. , , A(ψ) =
= , где  – симметрическая матрица,

 и функция Гамильтона γ = .

Здесь En – единичная n × n-матрица и  – ска-
лярное произведение.

Если преобразование (7) каноническое, т.е.

(10)

(звездочка – символ транспонирования матри-
цы), то система (8) также гамильтонова с функци-
ей Гамильтона

(11)

т.е. , .
Рассмотрим теперь систему Гамильтона (9), в

которой матрица  имеет по  период
2π, т.е. . Посредством линейной
канонической замены координат (7), (10) с 2π-пе-
риодической матрицей  постараемся полу-
чить гамильтониан (11) наиболее простого вида.
Пусть  – фундаментальная матрица решений
системы (6). Тогда

где N – постоянная матрица, . Для си-
стемы Гамильтона она каноническая.

Если для матрицы  существует представле-
ние

(12)

где  – постоянная симметрическая матрица, то,
согласно § 1 гл. II книги [2], , где  –
постоянная каноническая матрица и  – нор-
мальная форма матрицы L. Таким образом, пре-
образование (7) с

= ψ ,
ψ

( )d A
d
ζ

ζ

= ζ , , ζ1( )m…ζ ψ( )A

= ψ( )B zζ

−  = − . ψ ψ 

1d dBB AB
d d

z z

ξ η∂γ ∂γ= , = − , = , , ,
ψ ∂η ψ ∂ξ
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j j

d d
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d d
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Γ ψ( )J Γ ψ( )
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0
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E
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E
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δ δ ψ
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d

z z z z z z
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ψ = Γ ψ( ) ( )A J ψ
ψ + π = ψ( 2 ) ( )A A

ψ( )B

ψ( )Z

ψ + π = ψ ,( 2 ) ( )Z Z N

≠det 0N

N

= π ,exp(2 )N JL

L
= 1 1*L B GB 1B

G

ψ = ψ −ψ( ) ( )exp( )B Z JG
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приводит систему Гамильтона (9) к нормальной
форме

(13)

с функцией Гамильтона . Однако пред-
ставление (12) имеется не для всякой канонической
матрицы  (см. Вильямсон [4]).

Пусть  – собственные числа канони-
ческой матрицы . Вместе с числом  среди

них есть и число . Более того, элементарные де-
лители матрицы  обладают следующими
свойствами:

• если  и имеется ровно  элементарных
делителей , то имеется ровно  элементар-
ных делителей ;

• если  и l нечетно, то элементарный де-
литель  встречается четное число раз.

3.2. Комплексная нормальная форма

Для комплексной системы (6) матрица  –
комплексная. Неприводимые над полем ком-
плексных чисел  элементарные делители матри-
цы  относятся к одному из следующих че-
тырех случаев:

С1)  и , ;

С2)  и , ,  – нечетное;

С3) ;

С4) .
Посредством постоянной канонической заме-

ны координат  матрицу  можно привести к
такому блочному виду, что каждому из перечис-
ленных случаев отвечает своя четверка блоков по-
рядка l, а вне блоков стоят нули. Поэтому доста-
точно рассмотреть каждый из этих случаев в
предположении l = n.

В случаях C1)–C3) существует представление
(12); при этом элементарные делители 
матрицы  относятся к случаям С1)–С3) п.
1.Б гл. I книги [2], где

и  – любое целое число; а именно:
• в случае C1)

где C – жорданова клетка порядка l:

= , = ,
ψ

constd JG G
d

z z

= ,1
2

g Gz z

N
ν , ,ν1 2n…

N ν =j b
−1b
ν −E N

≠ ±1b k
ν −( )lb k

−ν − 1( )lb
= ±1b

ν −( )lb

N

C

ν −E N

ν −( )lb −ν − 1( )lb ≠ ±1b

ν −( )lb ( )ν − lb = ±1b l

ν − 2( 1) l

ν + 2( 1) l

ζ Γ ψ( )

λ −( )la
λ −E JL

= = + +
π π π

1 1Ln ln arg
2 2 2

ia b b b im

m

 = , 
 

0 *
0

C
G

C

т.е.

(14)

• случай C2) с  относится к случаю C1) [2]
с ;

• случай C2) с  относится к случаю C1)

[2] с ;

• в случае C3)

где C – жорданова клетка порядка l с , 
и диагональная матрица , т.е.

(15)

• в случае C4) представления (12) нет, и ком-
плексная нормальная форма

имеет

где C – жорданова клетка порядка l с ,

 [5], т.е.

(16)

Рассмотрим теперь удвоенные случаи C3) и C4).

С3*) Двум элементарным делителям  и
 можно поставить в соответствие нор-

мальную форму (13) случая C2) с  и произ-
вольным целым  (только теперь  – четно).

С4*) Двум элементарным делителям  и
 можно поставить в соответствие нор-

мальную форму случая C1) с

.
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Итак, посредством комплексной замены (7),
где  – каноническая -периодическая мат-
рица, исходная функция Гамильтона

приводится к нормальной форме, являющейся
суммой форм вида (14), (15), (16). Она является
постоянной, если каждый элементарный дели-
тель вида  встречается четное число раз
среди элементарных делителей матрицы .
Вильямсон [4] доказал, что это условие не только
достаточно, но и необходимо для комплексной
приводимости.

3.3. Вещественные системы

Для вещественной системы (9) матрица  явля-
ется вещественной. Поэтому элементарные делите-
ли матрицы  обладают следующими свой-
ствами. Пусть элементарный делитель  име-
ется точно  раз.

• Если число  комплексное, т.е. Reb · ,
и , то элементарные делители ,

 и  также имеются точно  раз.
• Если число  вещественное или единичного

модуля, , то  имеется точно  раз.
• Если  и  нечетно, то  должно быть

четным.
Здесь черта сверху означает комплексное со-

пряжение.
Поэтому элементарные делители матрицы

 относятся к одному из следующих восьми
случаев:

R1)  и , ,
, ;

R2)  и , , , ;

R3) , , ;

R4)  и ,  – нечетно;

R5) ;

R6)  и ,  – нечетно;

R7)  и , , , ;

R8) .
Посредством вещественной постоянной кано-

нической замены координат матрицу  можно
привести к такому блочному виду, что каждому из
перечисленных случаев отвечает своя группа бло-
ков, а вне этих блоков стоят нули. Поэтому доста-
точно рассмотреть каждый из этих случаев в

ψ( )B π2

γ = ζ, Γ ψ ζ1 ( )
2

ν + 2( 1) l

ν −E N

N

ν −E N
ν −( )lb

k
b ≠Im 0b

≠ 1b ν −( )lb
−ν − 1( )lb −ν − 1( )lb k

b
≠ ±1b −ν − 1( )lb k

= ±1b l k

ν −E N

( )ν − ν −( ) llb b − −ν − −v
1 1( ) ( )l lb b ∈b C

⋅ ≠Re Im 0b b ≠ 1b

ν −( )lb −ν − 1( )lb ∈b R > 0b ≠ 1b

ν − ν −( ) ( )l lb b = 1b ≠ ±1b

ν −( 1)l ν −( 1)l l

ν − 2( 1) l

ν +( 1)l ν +( 1)l l

ν −( )lb −ν − 1( )lb ∈b R < 0b ≠ −1b

ν + 2( 1) l

Γ ψ( )

предположении, что он исчерпывает матрицу N.
В случаях R1)–R7) существует представление (12)
с вещественной матрицей L; при этом элементар-
ные делители  матрицы  относятся
к случаям R1)–R5) п. 1. В гл. I книги [2] соответ-
ственно, где

При этом число lnb однозначно определяется по
b, а целое число  надо вычислять дополнительно
следующим образом.

Вычисляется любое решение  линейной
подсистемы вида (6), относящейся к одному из
случаев R1)–R7). Количество колебаний каждой
из его координат на периоде  – это и есть число
m. Если сделать дополнительное каноническое
преобразование

то получим собственное число .
При этом в случаях R3) и R5) имеется дополни-
тельный вещественный инвариант .

Итак, в случаях R1)–R7) имеется постоянная
комплексная нормальная форма гамильтониана

которая переводится в вещественную нормаль-
ную форму

с помощью стандартного канонического преоб-
разования

При этом подстановка

где -матрица , сохраняет гамильтони-
ан. Конкретный вид матриц Q и P для каждого из
случаев R1)–R7) описан в главе I книги [2]. Так, в
случаях R2)–R7) либо

(17)

либо

(18)

Теорема 2. Комплексная запись вещественной
нормальной формы в случае R8) – это система (16)
с таким стандартным преобразованием:

λ −( )la λ −E JL

= = + .
π π

1 1Ln ln
2 2

a b b im

m

ζ ψ( )

π2

= − ψ ,
= ψ , = , , ,

�

�

exp( )
exp( ) 1
j j

j j

x x im
y y im j … l

� �λ : ≤ λ ≤0 Im 1

σ = ±1

= , ,2
1
2

g Gz z

= ,2
1
2

f FZ Z

= , = .det 1Q QZ z

= ,Pz z

2n −= 1P Q Q

= = , = = , = , , ,1j j j j j jx X x y Y y j … l

= − = ,

= + = , = , , .

1 ( )
2

1 ( ) 1
2

j j j j

j j j j

x iX Y iy
i

y iX Y ix j … l
i
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(19)

Здесь , , , , j =
= .

Тогда

и гамильтониан нормальной формы (16) имеет вид

4. НЕЛИНЕЙНАЯ НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА
4.1. Нелинейная нормализация

Рассмотрим систему Гамильтона с  степеня-
ми свободы

(20)

где  – степенной ряд по  с -периодически-
ми по  коэффициентами, который разлагается в
сходящийся ряд Пуассона

(21)

начинающийся с квадратичных членов  по .
Сделаем линейное каноническое преобразо-

вание , которое 2π-периодично по  и
приводит квадратичную часть гамильтониана си-
стемы (20) к комплексной нормальной форме,
являющейся суммой частей вида (14), (15), (16).
Тогда на главной диагонали матрицы  стоят ее
собственные числа . Обозна-
чим . Гамильтониан (21) примет вид

(22)

Назовем его нормальной формой, если
1) его форма  является нормальной формой

(14), (15), (16),
2) в разложении (21) имеются только резо-

нансные члены, для которых

(23)

Здесь  – скалярное произведение.
Теорема 3. Для гамильтониана (22) существует

формальная каноническая замена координат x, y,
:
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ψ ∂η ψ ∂ξ

1j j

j j

d d
j … n

d d

γ ,ξ η π2
ψ

ψγ = γ ,
im

m
m

ep q
pq ξ η

2g ,ξ η

, → ,x yξ η ψ

JG
λ , ,λ , −λ , , −λ1 1n n… …

= λ , ,λ1( )n…λ

ψ, , ψ = .( ) im
mg g ep q

pqx y x y

2g

− , + = .0imp q λ

⋅, ⋅

ψ → , ,ϕu v

+= , = + , ϕ , ψ = ϕ + ,ϕ ,2 1( ) ( ) ( )nbz x y w b w w

-периодическая по ϕ, которая переводит гамиль-
тониан (22) в нормальную форму

(24)

со свойством (23).
Доказательство см. в гл. I и II книги [2].
Теорема 4. Каноническое преобразование uj =

= , , ,
приводит нормальную форму гамильтониана (24) к
постоянному степенному ряду

(25)

где

(26)

, ,  – целочисленны, . При этом  =
= hpqm, если , квадратичные члены име-
ют вид

где матрица Λ с диагональной мат-
рицей , и почти отсутствуют квадра-
тичные члены по .

Доказательство сводится к проверке равенства
(10), которое здесь очевидно. Здесь ||p|| = p1 + p2 +
+ .

Для исходного вещественного гамильтониана
(21) комплексные координаты z связаны с веще-
ственными координатами  стандартным
преобразованием, состоящим из замен (17), (18),
(19), а координаты  и  связаны этим же преобра-
зованием с соответствующими вещественными
координатами  и  [2].

Таким образом, приходим к автономной си-
стеме Гамильтона с n степенями свободы.

4.2. Малые параметры
Пусть исходный гамильтониан разлагается в сте-

пенной ряд по малым параметрам μ = .
По теореме 5.1 гл. I книги [2] при нормализую-
щем преобразовании малые параметры не меня-
ются. Поэтому получаем автономный гамильто-
ниан (25), (26), где коэффициенты  суть сте-
пенные ряды по малым параметрам . При 
эти коэффициенты с  равны нулю, а с

 соответствуют (23). Но при  это
не обязательно.

Для системы, соответствующей гамильтониа-
ну (25), (26), можно вычислить семейства непо-
движных точек вблизи точки , . Это
делается с помощью степенной геометрии (книга
[6]). Им соответствуют семейства периодических

π2

, , ϕ = ϕ( ) exp( )mh h imp q
pqu v u v

− λ ϕ� exp( Im )j ju i = λ ϕv v� exp( Im )j j ji = , ,1j … n
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решений исходной периодической системы Га-
мильтона. Вообще укорочения функции Гамиль-
тона и системы Гамильтона изучены в гл. IV кни-
ги [6]. Они не всегда совпадают. Примеры таких
вычислений см. в [7].

4.3. Линейные канонические автоморфизмы

Пусть исходная система (20) обладает линей-
ным каноническим автоморфизмом

где M – постоянная матрица  и .
Согласно теореме 2.3 гл. I книги [2] приведенная
нормальная форма (25), (26) также обладает соот-
ветствующим линейным каноническим автомор-
физмом. Впрочем, она может иметь дополни-
тельные автоморфизмы, которые не имеют соот-
ветствия в исходной системе.

5. НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА В ОКРЕСТНОСТИ 
ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ

5.1. Локальные координаты

Пусть вещественная функция  аналитич-
на в некоторой области  вещественного про-
странства  с координатами

Тогда через каждую точку области  проходит
одна траектория (она же решение)  систе-
мы Гамильтона.

(27)

Траектории образуют фазовое пространство этой
системы. Пусть у системы (27) есть периодическое
решение  с периодом . В дальней-
шем под  будем понимать достаточно малую
окрестность решения . В окрестности 
существуют такие аналитические функции ξ =
= , , ,  от , что

1) траектория  определяется равенствами
 ;

2) функция  является циклической (угловой)
по mod ;

3) окрестность  является косым произведе-
нием -мерного шара на цикл ;

4) координаты  и  являются канониче-
ски сопряженными, так что в окрестности  си-
стема (27) в этих координатах гамильтонова:

= , ψ = θψ,�

�* *Mζ ζ

×2 2n n θ = const

γ ,�� �( )ξ η
#

+2 2n
R

+ += ξ , , ξ , = η , ,η .� � �
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π2
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+(2 1)n ψ ∈ , π[0 2 ]

, ρξ , ψη

8

(28)

Гамильтониан  в окрестности  является -
периодическим по  и разлагается в сходящийся
ряд Тейлора

(29)

где целочисленные , , , ξp =
= , аналитические функции  имеют
по  период  и разлагаются в ряды Фурье. По-
скольку на решении  имеем , , ,
то на  система (28) принимает вид

(30)

(31)

где  – -й единичный вектор. Из (31), в частно-
сти, следует, что  const. Так как гамильто-
ниан можно задавать с точностью до постоянного
слагаемого, положим .

Поскольку  – периодическое решение, то на нем
нет неподвижных точек; следовательно, 

при вещественных . Пусть  – среднее значе-

ние функции , тогда

Положим

и сделаем каноническую замену

(32)

Тогда на  уравнение для  есть , т.е.
. Поскольку  – периодическое

решение с периодом T, а  имеет период , то

, где значение T может быть любого знака.

В дальнейшем будем считать, что преобразова-
ние (32) уже сделано, и будем опускать тильды
над  и . Если теперь разложить гамильтониан 
в ряд вида (29), где вместо  и  стоят  и , то,
опуская тильды, вместо (31) получим равенства
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(33)

Итак, определены свободный и линейный члены
разложения (29).

5.2. Линейная нормализация

Пусть . Для разложения (29) через
 будем обозначать однородную форму

по  порядка , содержащую  только в виде мно-
жителя ρl. Согласно (30) и (33), в гамильтониане
(29) члены наименьшего порядка суть

(34)

Пусть преобразование (7) каноническое в ко-
ординатах , т.е. удовлетворяет равенству (10); ес-
ли одновременно с ним сделать преобразование

то получим комплексную нормальную форму
(см. (15)):

(35)

При этом на главной диагонали матрицы JG стоят
ее собственные числа , ,  , .

5.3. Нелинейная нормализация
В результате канонической замены (7), (34) га-

мильтониан (29) примет вид g(x, y,  =
= . Разложим его в ряд Пуассона с

(36)

Этот ряд сходится абсолютно для достаточно ма-
лых , , , .

Теперь будем искать наиболее простой га-
мильтониан

(37)

к которому приводится гамильтониан (36) по-
средством нелинейной канонической замены ко-
ординат :

(38)

где .
Пусть форма  есть (36). Тогда на главной

диагонали матрицы  стоят ее собственные числа
, . Обозначим . Га-
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мильтониан (38) назовем комплексной нормальной
формой, если:

1) его форма  является нормальной
формой (35);

2) в разложении (37) имеются только такие
члены, для которых

Теорема 5 ([2]). Для гамильтониана (36) суще-
ствует формальное преобразование (38) к нормаль-
ной форме (37).

5.4. Приведенная нормальная форма

Теорема 6. Каноническое преобразование uj =
= , , ,
приводит нормальную форму гамильтониана (37) к
постоянному степенному ряду

(39)

(40)

 – целочисленны, . При этом
, если , квадратичные члены

имеют вид

где матрица  с диагональной мат-
рицей  и почти отсутствуют квадратич-
ные члены по . Здесь ||p|| = p1 + p2 + ··· + pn.

Таким образом, приходим к автономной си-
стеме Гамильтона (39), (40) с  степенями свобо-
ды, двумя дополнительными уравнениями

(41)

и дополнительным малым параметром , кото-
рую назовем приведенной нормальной формой. Она
позволяет изучать бифуркации семейств перио-
дических решений системы (20) в окрестности
резонансного периодического решения.

Для исходного вещественного гамильтониана
(29) комплексные координаты z связаны с веще-
ственными координатами  стандарт-
ным преобразованием (17)–(19), а координаты 
и  связаны этим же преобразованием с соответ-
ствующими вещественными координатами W и

. Координаты  и  вещественны.
Другие свойства приведенной нормальной

формы (сохранение малых параметров и линей-
ных автоморфизмов) аналогичны таким же свой-
ствам нормальной формы (38), описанным в пп.
2.Г и 2.Д главы II книги [2].

+20 01h h
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5.5. Понижение числа степеней свободы
Пусть  – число линейно независимых реше-

ний  системы уравнений

Тогда приведенная нормальная форма (38)–(41)
каноническим преобразованием сводится к авто-
номной системе Гамильтона с k + 1 степенью сво-
боды и с  параметрами согласно § 3 главы I
книги [2].

5.6. Локальные семейства неподвижных точек
Здесь справедливо все, что было сказано в кон-

це подраздела 4.2, только надо учитывать еще
один малый параметр.
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Рассматривается автономная система Гамильтона с двумя степенями свободы, инвариантная отно-
сительно четверной группы Клейна линейных канонических автоморфизмов расширенного фазо-
вого пространства системы. Строится последовательность симплектических преобразований мат-
рицы монодромии симметричного периодического решения системы. С помощью этих преобразо-
ваний исследуется структура и перестройка фазового потока в окрестности этого решения.
Показано, что перестройки, соответствующие кратному увеличению периода, происходят иначе
для решений, обладающих двойной симметрией, чем для решений с одной симметрией. Приведен
пример критических периодических решений семейства двояко симметричных орбит плоской кру-
говой задачи Хилла. Большинство трудоемких аналитических выкладок в работе выполнены с ис-
пользованием пакетов для вычисления базисов Грёбнера и работы с полиномиальными идеалами
системы компьютерной алгебры Maple.

DOI: 10.31857/S0132347420020041

1. ВВЕДЕНИЕ

Восходящий к Пуанкаре подход к исследова-
нию фазового потока неинтегрируемой системы
обыкновенных дифференциальных уравнений
состоит в поиске некоторого “скелета”, состоя-
щего из иерархической структуры инвариантных
многообразий различных размерностей. Наибо-
лее простыми компонентами этой структуры яв-
ляются положения равновесия и семейства пери-
одических решений. Один из способов вычисле-
ния периодических решений использует метод
регулярных возмущений. Он состоит в том, что в
исходной системе неким образом выделяется ин-
тегрируемая подсистема, а полная система рас-
сматривается как ее некоторое малое возмуще-
ние. Для интегрируемой подсистемы находится
множество общих решений, с помощью которых
с учетом возмущения вычисляются порождаю-
щие решения – предельные положения решений
возмущенной задачи при стремлении возмуще-
ния к нулю.

Хорошо известно, что интегрируемость систе-
мы ОДУ связана с наличием достаточного числа
первых интегралов этой системы, что, в силу тео-
ремы Эмми Нётер, означает наличие некоторого

количества непрерывных групп симметрий ис-
ходных уравнений. В общем случае возмущение
интегрируемой системы разрушает часть этих
групп инвариантов, превращая полную систему в
неинтегрируемую. Однако зачастую в силу спе-
цифики возмущения от непрерывной группы
симметрий может остаться та или иная дискрет-
ная группа. Как следствие, должны существовать
решения возмущенной системы уравнений, ин-
вариантные относительно такой группы. Напри-
мер, рассматривая ограниченную задачу трех тел
(ОЗТТ) при значении массового параметра 
близкого к нулю как возмущение интегрируемой
задачи Кеплера вравномерно вращающейся си-
стеме координат, имеем ситуацию, при которой
возмущение “разрушает” интеграл площадей,
индуцированный группой  поворотов кон-
фигурационного пространства задачи, но, тем не
менее, сохраняет дискретную группу порядка 2
линейных канонических преобразований расши-
ренного фазового пространства. В следствие это-
го ОЗТТ обладает периодическими решениями,
орбиты которых симметричны относительно оси
OX. Другие примеры систем Гамильтона с различ-
ными дискретными группами симметрий см., на-
пример, в [1].

μ

(1)SO
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Наличие даже дискретной симметрии уравне-
ний ОДУ часто позволяет существенно упростить
процедуру поиска периодических решений. В дан-
ной работе рассматривается ситуация, когда не-
которая автономная система Гамильтона с двумя
степенями свободы, обладающая единственным
первым интегралом, – интегралом энергии –
имеет дополнительно дискретную группу линей-
ных канонических автоморфизмов расширенно-
го фазового пространства системы. Эта группа
изоморфна четверной группе Клейна , две об-
разующие которой суть обратимые преобразова-
ния. Исследуется структура матрицы монодро-
мии невырожденного двояко симметричного пе-
риодического решения. В критических решениях
семейства рассматриваются различные сценарии
ветвления семейства.

Работа состоит из введения, пяти разделов и
списка литературы. В разделе 2 приведено описа-
ние представлений четверной группы Клейна и
классификация решений системы Гамильтона с
учетом симметрии уравнений. В разделе 3 рас-
сматриваются особенности структуры матрицы
монодромии симметричного периодического ре-
шения, а в разделе 4 рассматривается преобразо-
вание матрицы монодромии к виду, удобному для
ее последующего исследования в критических
случаях. Раздел 5 посвящен анализу возможных
сценариев ветвления семейства двояко симмет-
ричных решений. Наконец, в разделе 6 приводит-
ся пример численного исследования семейства f3
двояко симметричных периодических решений
плоской круговой задачи Хилла и его поведения в
критических решениях. Отметим, что для чис-
ленного интегрирования системы Гамильтона и
ее уравнений в вариациях используются пакеты
TAYLOR [2] и TIDES [3], основанные на алгорит-
мах автоматического дифференцирования с при-
менением системы компьютерной алгебры Wol-
fram Mathematica.

В работе интенсивно используются пакеты
LinearAlgebra, Groebner и PolynomialId-
eals системы компьютерной алгебры Maple [4]
для проведения некоторых вычислений, связанных
с преобразованиями симплектических матриц. Эти
вычисления проводились по следующей схеме:

1) рассматривается матрица M в символьном виде;
2) строится некоторый полиномиальный иде-

ал , описывающий то или иное условие на эле-
менты матрицы M, например, симплектичность
или ортогональность матрицы, существование
собственного числа ±1 и т. п.;

3) вычисляется базис Грёбнера  этого иде-
ала для соответствующего лексикографического
порядка;

4) выполняются полилинейные преобразова-
ния матрицы M, после чего полиномиальные

4K

)

&@)

элементы новой матрицы приводятся к канони-
ческой форме по модулю идеала .

Такого рода вычисления можно выполнить в
любой системе компьютерной алгебры, позволя-
ющей вычислять базис Грёбнера, например в от-
крытой системе SymPy [5] или проприетарных
Maplesoft Maple или Wolfram Mathemati-
ca [6].

Предварительные результаты работы доклады-
вались на международных конференциях: Polyno-
mial Computer Algebra’2019, 15–20 апреля в Санкт-
Петербурге [7], Computer Algebra, 17–21 июня в
Москве [8] и опубликованы в препринте [9].

2. ДИСКРЕТНАЯ ГРУППА 
АВТОМОРФИЗМОВ СИСТЕМЫ 

ГАМИЛЬТОНА
Рассмотрим автономную систему Гамильтона

с двумя степенями свободы с гамильтонианом
 в случае общего положения, где  –

вектор фазового пространства , т.е. систе-
ма канонических уравнений

(2.1)

имеет единственный первый интеграл

(2.2)

Положим, что система (2.1) инвариантна отно-
сительно конечной группы линейных канониче-
ских автоморфизмов расширенного фазового про-
странства , изоморфной четверной груп-
пе Клейна V4.

Четверная группа Клейна V4 (или диэдральная
группа ) – это группа порядка 4, яв-
ляющаяся наименьшей нециклической абелевой
группой, а также 2-примарной абелевой группой.
Она задается либо соотношениями

(2.3)

где  – два генератора группы, либо соотноше-
ниями

где  – поворот, а  – симметрия. Известно, что
любую группу диэдра  можно представить как
группу линейных преобразований плоскости, со-
стоящей из -операторов поворота , k = 0, ..., ,
на угол , и n-операторов симметрии ,

, относительно прямой, составляю-
щей угол  с осью абсцисс. Для  выберем

&@)
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≡ 4
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два генератора  и , тогда g3 =  =
=  = r1. Для конфигурационного простран-

ства  автоморфизмы  и  задаются соответ-
ственно матрицами  и . Сле-
довательно, с учетом того, что автоморфизмы 
обращают время, в расширенном фазовом про-
странстве  они имеют вид

Автоморфизм g3 в этом случае является централь-
ной симметрией фазового пространства :

Итак, каждый из автоморфизмов ,  в си-
лу соотношений (2.3), является инволюцией, но
при этом преобразования  и , в свою очередь,
будут обратимыми, поскольку

Инвариантные множества 
преобразований  являются двумерными коор-
динатными плоскостями – плоскостями симмет-
рии преобразований

(2.4)

Инвариантное множество преобразования  со-
стоит из одной точки – начала координат.

Определение 1 ([10]). Пусть  – орбита си-
стемы (2.1):

Тогда орбита  называется -симметричной,
если она является инвариантным множеством
преобразования : .

Теорема 1 ([10]). Пусть  – орбита системы
(2.1) с обратимой симметрией g. Тогда

(1) орбита  является g-симметричной то-
гда и только тогда, когда она пересекает соответ-
ствующее инвариантное множество

При этом орбита пересекает  не более чем в
двух точках и целиком содержится в .

(2) орбита  пересекает  в точности в
двух точках тогда и только тогда, когда она – ор-
бита периодического решения (но не положения рав-
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новесия) и симметрична относительно автомор-
физма g.

Каждое решение  системы (2.1) с началь-
ным условием  принадлежит к одному из
следующих классов в зависимости от типа сим-
метрии.

• Несимметричные решения, фазовые траекто-
рии которых неинвариантны относительно лю-
бого из преобразований , .

• Однократно симметричные решения, фазо-
вые траектории которых инвариантны лишь от-
носительно какого-либо одного преобразования

, .
• Двояко симметричные решения, фазовые

траектории которых инвариантны относительно
любого из преобразований , .

Заметим, что если решение  симметрично
относительно двух обратимых автоморфизмов  и

, то оно симметрично относительно преобразо-
вания центральной симметрии . Обратное, вооб-
ще говоря, неверно, т.е. среди однократно симмет-
ричных решений следует выделять обратимо сим-
метричные и центрально симметричные.

Пусть  – периодическое решение с пери-
одом , т.е. решение удовлетворяющее усло-
вию периодичности для любого :

Периодические решения автономной системы
Гамильтона не являются изолированными, а об-
разуют семейства (см. [11, Lemma 6.4.1]). Размер-
ности этих семейств равны числу независимых
первых интегралов системы Гамильтона. Для авто-
номной неинтегрируемой системы Гамильтона се-
мейства периодических решений являются обыч-
но однопараметрическими, где параметром может
служить значение, например, величина  интегра-
ла (2.2). Итак, каждое семейство периодических
решений описывается парой функций  и ,
где  – параметр семейства. Здесь, следуя [12, п. 2.5],
под  понимается не минимальный период
конкретного решения, соответствующего значе-
нию параметра  на семействе, а предел мини-
мальных периодов решений семейства при стрем-
лении . Это позволяет рассматривать функ-
цию  как непрерывную функцию параметра 
даже для ситуаций, когда одно семейство пересека-
ет другое с решениями кратных периодов.

Как известно (см., например, [13]), семейства
периодических решений могут быть либо замкну-
тыми, либо натурально ограниченными, когда
одна или более количественных характеристик
решения – наибольшее расстояние от орбиты до
начала координат, значение интеграла  или пе-
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риода  – неограниченно возрастают. При про-
должении семейства по параметру  эти и другие
характеристики (например, индекс устойчивости

) периодического решения меняются гладко
вдоль семейства, в то время как симметрия реше-
ния является глобальным инвариантом семей-
ства. Семейство решений может пересекаться с
другим семейством, но оно всегда может быть
единственным образом продолжено через точку
пересечения.

3. ФАЗОВЫЙ ПОТОК СИСТЕМЫ 
ГАМИЛЬТОНА ВБЛИЗИ 

ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ
3.1. Свойства фазового потока

Динамика фазового потока  в окрестности
решения  описывается матрицей , кото-
рая есть решение задачи Коши уравнения в вари-
ациях Пуанкаре

(3.1)

где  – гессиан функции , вычисляе-
мый вдоль решения . Решение  назы-
вается матрицантом и, если матрица  симплек-
тическая, т.е. удовлетворяет матричному тождеству

(3.2)

то такой же будет и матрицант  для любого 
[14, Гл. II, п. 3.4].

Здесь и далее значок  означает операцию
транспонирования матрицы или вектора.

Определение 2. Матрицей монодромии перио-
дического решения  называется матрица M =
= , а ее собственные числа , i = ,
называются мультипликаторами.

В дальнейшем, если не оговорено противное,
будем считать, что , т.е. матрица 
есть нормированная фундаментальная матрица
системы в вариациях (3.1).

Приведем здесь основные свойства матрицы
монодромии M, которые будут использоваться в
дальнейшем.

1) Пусть  – фундаментальная матрица си-
стемы (3.1), тогда

(3.3)

2) В силу симплектичности матрицы M ее ха-
рактеристический многочлен  возвратный
[15]. Для симплектической матрицы M обратная
к ней вычисляется по формуле

(3.4)
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3) В силу вещественности системы (3.1) и сим-
плектичности M ее мультипликаторы попарно вза-
имно комплексно-сопряженные и взаимно обрат-
ные.

4) Вектор-столбец фазовой скорости v0 ≡
≡  является правым собственным векто-
ром матрицы M с соответствующим мультиплика-
тором  [11, Lemma 6.4.1]. Это следует непо-
средственно из дифференцирования по t тождества,
задающего групповую структуру z(τ, z(t, z0)) =
= , при подстановке в него значений

 и :

5) Мультипликатор  имеет алгебра-
ическую кратность 2.

6) Поскольку система (2.1) автономна и обла-
дает первым интегралом (2.2), то, дифференци-
руя по  тождество , получим,
что вектор-строка  является левым
собственным вектором матрицы монодромии 
[11, Lemma 6.5.1]:

7) Характеристический многочлен  мат-
рицы монодромии  раскладывается на множи-
тели

где

(3.5)

– индекс устойчивости периодического решения
.

Величина  позволяет определить характер
устойчивости периодического решения в линей-
ном приближении. А именно,

• если , то ,  и решение
 неустойчиво;

• если , то ,  и решение
 орбитально устойчиво;

• критический случай |S| = 1 требует дополни-
тельного исследования.

Особо интересен случай, когда индекс устойчи-
вости , где . Его впервые рас-
смотрел А. Пуанкаре в своем знаменитом трактате
Les méthods nouvelles de la méchanique céleste [16,
Гл. XXX]. Этот случай соответствует появлению в
окрестности исходного периодического решения
так называемых периодических решений второго
рода по Пуанкаре с периодом .
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3.2. Вычисление матрицы монодромии
В общем случае вычисление матрицы моно-

дромии  требует одновременного интегрирова-
ния двух систем уравнений: исходной системы
(2.1), дающей интегральную кривую , и си-
стемы уравнений в вариациях (3.1) для четырех
начальных условий. Как отмечено в [17], подстав-
ляя в (3.3) значение , получим Z(T/2) =
= , откуда

При этом матрицы  и  можно вы-
числять параллельно. Численное интегрирование
систем (2.1) и (3.1) на половине периода дает бо-
лее точные результаты, чем интегрирование на
всем периоде, особенно для сильно неустойчивых
решений.

Рассмотрим вычисление матрицы монодро-
мии симметричного периодического решения.
Если периодическое решение симметрично отно-
сительно обратимого преобразования , ,
то, согласно теореме 1, начальное условие  мож-
но выбрать на инвариантном множестве , и
тогда через полпериода . Инвари-
антность системы (2.1) относительно  означает
инвариантность гамильтониана  и равно-
сильна матричному тождеству

Это означает, что для системы (2.1) выполнено
условие -инвариантности [14], а матрицы  и

 для таких систем связаны соотношением Z(–t) =
= , в частности, Z(–T/2) = .

Так как матрица  симплектическая, то
с учетом формулы (3.4) получаем матрицу моно-
дромии , вычисленную от точки ,

(3.6)

где , . Нетрудно получить
матрицу монодромии , вычисленную от точки

(3.7)

Вычисление матриц монодромии  по
формулам (3.6) и (3.7) соответственно предпочти-
тельнее по следующим соображениям. Во-пер-
вых, интегрирование системы (3.1) на половине
периода требует меньших вычислительных затрат
и дает более точные результаты. Во-вторых, в слу-
чае бифуркации потери симметрии (см. подраздел
1) требуется информация о структуре матрицы мо-
нодромии как в точке z(0), так и в точке .

M
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2M
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t
2 ( /2) ( /2)i iT TM Z G Z G

,1 2M M

( /2)Tz

Воспользуемся этими соображениями для вы-
явления свойств матрицы монодромии двояко
симметричного периодического решения. Тогда
для ее вычисления достаточно знать решение си-
стемы (3.1) на четверти периода . Действи-
тельно, пусть начальная точка  дважды симмет-
ричной орбиты расположена на множестве , тогда
через четверть периода . Обозначим че-
рез  решение системы (3.1), соответствую-
щее начальной точке z(0), а через  – реше-
ние, соответствующее начальной точке .
Согласно групповому свойству решений имеем

. С другой стороны, в си-
лу свойства -инвариантности уравнения в вариа-
циях относительно преобразования , имеем

Используя тот факт, что Z2(–T/4) =  =

= , получаем для  выражение

Применяя -инвариантность системы (3.1) отно-
сительно преобразования , в итоге получим
формулы для матриц монодромии  и 

(3.8)

Непосредственными вычислениями убеждаемся
в том, что для двояко симметричного периодиче-
ского решения матрицы монодромии, вычислен-
ные в точках  и , а также в точках 
и , попарно равны.

Наконец, рассмотрим случай -инвариант-
ных периодических решений. Пусть  – началь-
ная точка такого решения, тогда нетрудно видеть,
что . В силу симметрии векто-
ры фазовой скорости, вычисленные в точках  и

, будут равны по абсолютной величине и противо-
положны по направлению. Следовательно, вектор

 является собственным вектором матрицы ,
z0) и ему соответствует собственное число –1. Мат-
рица монодромии в этом случае есть

(3.9)
Этот факт будет использован в дальнейшем при
исследовании удвоения периода двояко симмет-
ричных периодических решений.

Особая структура матрицы монодромии обра-
тимо-симметричного периодического решения
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приводит к наличию некоторой внутренней сим-
метрии матрицы :

(3.10)

Заметим, что наличие двух симметрий у периоди-
ческого решения не добавляет дополнительных
связей к равенствам (3.10).

Величина индекса устойчивости  центрально
симметричного периодического решения огра-
ничена снизу значением –1. Это следует непо-
средственно из формул (3.8) или (3.9) и того, что
след матрицы  такого решения равен сумме
квадратов собственных чисел вещественной мат-
рицы , т.е., является неотрицательной
величиной, а значение  вычисляется по форму-
ле (3.5).

4. ПРОДОЛЖЕНИЕ СЕМЕЙСТВА 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ

Процедура вычисления семейства периодиче-
ского решения обычно строится по предикторно-
корректорной схеме. Вначале предиктор находит
малые поправки  и  к начальным условиям и
периоду, а затем корректор уточняет поправки и в
случае успеха получает новое периодическое ре-
шение семейства.

Пусть известно некоторое невырожденное пери-
одическое решение  семейства с начальным
условием и периодом , тогда вблизи него
должно быть периодическое решение z(t) +  с
периодом . Раскладывая левую часть усло-
вия периодичности  = z0 + δz в
ряд Тейлора, оставляя в разложении члены не вы-
ше первого порядка малости по  и , получа-
ем, что малые добавки  и  должны удовле-
творять линейной однородной системе

(4.1)

где . Множество решений
этой системы определяется структурой матрицы
монодромии .

Для обратимых симметричных периодических
решений (которые рассматриваются в данной рабо-
те) вместо системы (4.1) удобнее продолжать одно-
параметрическое семейство по другой схеме – схе-
ме продолжения по длине дуги [18, Гл. 5]. Выбирая
начальное приближение симметричного реше-
ния на инвариантном множестве , , в си-
лу теоремы 1 условие периодичности эквивалент-
но условию равенства нулю отображения

M

= , = , = − ,
= − , = − , = − .
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= ,1 0grad ( ( ))H Tv J z z

M

Σb = ,1 2b

: → : ,�
3 2 ( )g gR R ξ ξ

где , .
Величина  равна T/2 для однократно и T/4 для
двояко симметричного решения, а индексы j, k,

 выбираются так, чтобы пара  соответство-
вала ненулевым компонентам вектора начально-
го условия , а пара l, m – нулевым компо-
нентам вектора , , согласно форму-
лам (2.4). Тогда решая однородную систему

 = 0 по формулам

где  – определитель матрицы Якоби  с уда-
ленным -м столбцом, взятый со знаком , на-
ходим поправки  в виде

Шаг смещения  вдоль семейства выбирается
таким образом, чтобы обеспечить сходимость
корректора.

Когда найдены поправки  первого порядка
применяется корректор, который обычно реали-
зуется в виде итерационной процедуры по моди-
фицированной схеме Ньютона. Пусть  – вы-
численное на шаге предиктора приближенное на-
чальное условие периодического решения, тогда
итерационная схема имеет вид

где знаком  обозначена псевдообратная матрица
[19, Гл. 1, § 5] матрицы Якоби  размера ,
состоящей из соответствующих компонентов
матрицанта  и компонентов вектора фазовой
скорости . Псевдообратная матрица  мат-
рицы  размера , , может быть вычис-
лена по формуле

при условии, что .
Описанная схема продолжения семейства по

длине дуги обладает тем преимуществом, что поз-
воляет проходить “складки”, т.е. когда одна из ве-
личин , , достигает экстремального зна-
чения.

Покажем, что собственному числу +1 матрица
монодромии M невырожденного периодического
решения  автономной неинтегрируемой си-
стемы Гамильтона соответствует жорданова клет-
ка второго порядка.
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Определение 3. Периодическое решение 
автономной неинтегрируемой системы Гамильтона
(2.1) называется невырожденным или простым, если
ее матрица монодромии  имеет единственный
элементарный делитель , соответствующий
мультипликатору , а все остальные элемен-
тарные делители просты.

Действительно, в случае общего положения,
т.е. когда периодическое решение невырождено,
согласно [11, Ch. 6. Theorem 6.5.1], оно (решение)
лежит на гладкой двумерной цилиндрической по-
верхности периодических решений, образующая
которой параметризуется значением интеграла

. Из этой теоремы следует, что размерность
пространства решений системы (4.1) равна двум
и, следовательно, ранг матрицы  си-
стемы (4.1) должен быть равен трем. Очевидно,
что если у некоторой матрицы M размера 
собственное число  полупростое и имеет крат-
ность , то . Следовательно,
собственное число +1 кратности 2 не является по-
лупростым и ему соответствует жорданова клетка
размера . Эти же рассуждения верны и для
произвольной автономной системы Гамильтона с

 степенями свободы.

Утверждение 1. Матрица монодромии M невы-
рожденного периодического решения автоном-
ной неинтегрируемой системы Гамильтона в слу-
чае общего положения, т.е. когда имеется един-
ственный первый интеграл , всегда имеет
жорданову клетку второго порядка, соответству-
ющую собственному числу +1 кратности 2.

Анализ решений системы (4.1) удобнее прово-
дить в том базисе, в котором матрица M имеет
наиболее простую форму, т.е. нормальную фор-
му. Классификация всех нормальных форм по-
стоянных канонических матриц была дана еще
Вильямсоном в1937 году (см. [20, 21, Гл. II]), од-
нако здесь воспользуемся несколько иным подхо-
дом. Этот подход основан на идее перехода к неко-
торому сопутствующему ортонормированному ба-
зису, в котором один орт – это касательный вектор
к фазовой траектории, а другой – нормаль к изо-
энергетической поверхности  = h.

4.1. Преобразования матрицы монодромии M

Выполним линейное преобразование матрицы
M, упрощающее ее структуру и облегчающее ее ана-
лиз. Потребуем, чтобы матрица A этого преобразо-
вания принадлежала группе Sp(4, , т.е.
была одновременно и симплектической и ортого-
нальной. Дополнительным условием должно быть
сохранение внутренней симметрии (3.10) для обра-
тимых симметричных периодических решений.

,0( )Tz
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k − λ = −rang( ) n kM E
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( )H z

∩ ,) (4 )SOR R

Как указано в [22], задача построения такой мат-
рицы A эквивалентна проблеме построения невы-
рожденного непрерывного касательного векторного
поля на сфере . Как известно, для  это возможно,
следовательно, такое преобразование всегда суще-
ствует.

Условие симплектичности матрицы A выпол-
нено, если ее столбцы  удовлетворяют условиям

,  и , . Условие ор-
тогональности матрицы  записывается в виде

, ,  – символ Кронекера.
Столбцы  и , как указано выше, определены как
нормированные векторы фазовой скорости и гра-
диента первого интеграла соответственно. Остается
найти компоненты столбца  или . Из указанных
выше условий составляется полиномиальный иде-
ал. Его размерность оказалась равна 1, т.е. имеет-
ся однопараметрическое семейство матриц пре-
образования A. Условие сохранения внутренней
симметрии (3.10) матрицы монодромии M в итоге
выделяет из этого семейства только две матрицы,
отличающиеся порядком столбцов  и .

Одна из таких матриц A была предложена
Б.Б. Крейсманом при исследовании периодиче-
ских решений ограниченной задачи трех тел (см.,
например, [17]). Пусть  – нор-
мированный вектор . Тогда матрица 
имеет вид

(4.2)

Утверждение 2 ([17]). Пусть симплектическая
матрица M имеет собственное значение +1, кото-
рому соответствует собственный вектор .
Тогда матрица  имеет вид

(4.3)

Это утверждение приведено в [17] без доказа-
тельства. В данной работе истинность утверждения
проверена с использованием системы компьютер-
ной алгебры Maple, хотя такие же преобразования
могут быть выполнены в любой системе компью-
терной алгебры, позволяющей вычислять базис
Грёбнера полиномиального идеала и с его помо-
щью находить каноническое представление про-
извольного многочлена по модулю идеала. Общая
схема проверки такова.
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1) Для произвольной 4 × 4 матрицы M с помо-
щью условия симплектичности (3.2) составляется
полиномиальный идеал . Для него вычисляется
базис Грёбнера  для чистого лексикографи-
ческого порядка от элементов ,  мат-
рицы .

2) Согласно свойству 4) на стр. 4 матрица M име-
ет собственное число, равное +1. Поэтому вычисля-
ется характеристический многочлен , его ко-
эффициенты упрощаются по модулю идеала ,
и к этому идеалу добавляется полином, равный сум-
ме коэффициентов многочлена . Для нового
идеала вычисляется его базис Грёбнера  с тем
же лексикографическим порядком.

3) Записывается в символьной форме соб-
ственный вектор  матрицы M как решение од-
нородной системы линейных алгебраических
уравнений с матрицей  в виде

где  – миноры элементов первой строки мат-
рицы . Компоненты вектора  упрощают-
ся по модулю идеала .

4) В идеал  добавляется многочлен ,
обеспечивающий условие нормировки вектора

, и вычисляется новый базис Грёбнера .
Из компонентов вектора  составляется матрица
A по формуле (4.2) и с ее помощью выполняется
переход к матрице N.

5) После этого каждый элемент матрицы N
упрощается по модулю базиса . Матрица N
принимает форму (4.3).

В силу громоздкости получаемых в процессе
вычисления выражений они здесь не приводятся,
но легко могут быть восстановлены по данному
выше описанию с помощью какой-либо системы
компьютерной алгебры.

4.2. Общее решение уравнения продолжения
для невырожденного периодического решения

Преобразование матрицы монодромии M с
помощью матрицы A позволяет, с одной стороны,
прояснить структуру решений уравнения продол-
жения (4.1) для несимметричного периодическо-
го решения [17], а с другой стороны, упростить ее
анализ в критических случаях (см. далее п. 5).

Отметим, что случай двояко симметричного
периодического решения ничем не отличается от
случая однократно симметричного, рассмотрен-
ного в [17].
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Для обратимого симметричного периодического
решения  с начальным условием 
матрица  имеет вид

Внутренняя симметрия (3.10) матрицы M при-
водит к следующим соотношениям для преобра-
зованной матрицы N:

а индекс устойчивости в этом случае .
Вектор  продолжения семейства имеет вид

(4.4)

Его проекция  на фазовое пространство  опре-
деляется только вторым и третьим столбцами
матрицы A, что, очевидно, подтверждает приве-
денные выше рассуждения о продолжении обра-
тимого симметричного решения.

Утверждение 3 ([17]). Продолжение невырож-
денного симметричного периодического реше-
ния вдоль семейства сохраняет его симметрию.

5. КРИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ СЕМЕЙСТВА 
ДВОЯКО СИММЕТРИЧНОГО РЕШЕНИЯ
В предыдущем пункте рассматривалась ситуа-

ция, когда периодическое решение невырожден-
ное. Здесь выясним, как симметрия периодическо-
го решения влияет на поведение его семейства в
критических решениях, т.е. для тех решений, для
которых либо у матрицы монодромии M, либо у
ее q-й степени  соответствующего критическо-
го решения появляются дополнительные элемен-
тарные делители. Это решение семейства будем
называть бифуркационным решением.

Отметим, что соответствующий бифуркаци-
онный анализ однократно симметричных перио-
дических решений был проведен ранее. Так, в
Главе VIII книги [21] это было сделано с исполь-
зованием метода нормальной формы. В статье
[17] анализ симметричного решения проводился
с использованием последовательных симплекти-
ческих преобразований матрицы M. Фактически
эта работа является продолжением методики по-
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следней работы на случай двояко симметричных
решений.

Мы рассмотрим три типичных критических
случая, которые обычно относят к одному из ви-
дов бифуркации периодического решения [23,
Ch. 11]:

• бифуркация рождения-гибели (седло-узел);
• бифуркация потери симметрии (типа “вилки”);
• бифуркация кратного увеличения периода.
Первые два случая соответствуют значению

индекса устойчивости S = 1, последний случай
соответствует значению , ,

 и  взаимно просты. Отдельно рассмотрим важ-
ный случай бифуркации удвоения периода при

.

5.1. Случай S = 1

В этом случае , матрица  прини-
мает вид

а два компонента  вектора  согласно (4.4)
равны 0. Условие симплектичности матрицы 
приводит к условиям

Здесь возможны два случая в зависимости от
значения единственного нетривиального компо-
нента .

Случай . Тогда из (4.4) следует, что  = 0,
и матрица  принимает вид

где матрица  согласно [21, Гл. II, § 1] подобна
матрице

и, следовательно, имеет элементарный делитель
. В этом случае вектор продолжения семей-

ства , а его проекция  ор-
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тогональна вектору . Следовательно, первый
интеграл  достигает экстремума на семействе
периодических решений, на характеристике се-
мейства в координатах  имеется складка, а са-
мо критическое решение называется бифуркацией
рождения-гибели. При прохождении через это ре-
шение меняется устойчивость семейства.

Случай . Тогда из (4.4) следует, что  = 0,
, и матрица  принимает вид

Выполним дополнительное симплектическое пре-
образование

Нетрудно видеть, что матрица  имеет два эле-
ментарных делителя  и . Корневой
вектор, соответствующий первому элементарно-
му делителю, задает направление главного семей-
ства . Собственный вектор b2 =
= , соответствующий второму элемен-
тарному делителю, задает направление нового се-
мейства периодических решений с периодом, рав-
ным периоду решения главного семейства. В этом
случае новое решение будет обладать только одной
из двух симметрий. Поскольку для двояко сим-
метричных периодических решений матрицы мо-
нодромии M1 и M2, вычисленные от взаимно сим-
метричных точек, отстоящих через полпериода,
равны, то в результате получаем два порожденных
семейства однократно симметричных решений.
Периодические решения этих двух порожденных
семейств взаимно симметричны относительно дру-
гого автоморфизма . Другими словами, если по-
рожденные семейства состоят из -симметричных
орбит, то эти орбиты взаимно -симметричны.

5.2. Случай 
Рассмотрим подробнее критический случай,

соответствующий бифуркации удвоения периода.

0( )H z
( )H z

,( )h S

=2 0m 24n
≠42 0n N

 
 
 =
 
 − 

12 13

42 12

1 0
0 1 0 0

.
0 0 1 0
0 1

n n

N

n n

 
 
 =
 
 
 

�

12 42

12 42

1 0 0 /
0 1 / 0

,
0 0 1 0
0 0 0 1

n n
n n

A

 +
 
 =
 
 
 

�

2
13 12 42

42

1 0 / 0
0 1 0 0 .
0 0 1 0
0 0 1

n n n

n

N

�N
λ − 2( 1) λ − 2( 1)

= , , , , − v�

t
1 13(0 0 1 0 / )nb

, , , ,(0 0 0 1 0)

ig
1g

2g

= −1S



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2020

БИФУРКАЦИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ 23

В общем случае компонента  и можно вы-
полнить дополнительное симплектическое пре-
образование

(5.1)

с дополнительным условием . Здесь
 + n13.

Для однократно симметричного периодиче-
ского решения имеем либо , , либо

 = 0, . Тогда матрица  имеет два эле-
ментарных делителя  и . Корневой
вектор , соответствующий первому элементар-
ному делителю, задает направление главного се-
мейства . Для второго элементарного дели-
теля возможны два варианта с собственным век-
тором  в первом случае и  =(0, 0, 0,
1) во втором. Этот вектор задает направление но-
вого семейства периодических решений с перио-
дом, равным периоду решения главного семей-
ства. Анализ, проведенный в [17], показывает, что
на порожденном семействе всегда имеет место
экстремум  и оно (семейство) сохраняет тип
симметрии порождающего решения.

Рассмотрим случай двояко симметричного ре-
шения. В этом случае матрица монодромии ,
согласно (3.9), является квадратом матрицы ре-
шения  уравнения в вариациях (3.1) на
половине периода. Но тогда, в силу вещественно-
сти, у нее не может быть элементарного делителя

, поскольку вещественного квадратного
корня из жордановой клетки второго порядка, со-
ответствующей этому делителю, нет [23, Ch. 3].

Утверждение 4. Матрица монодромии M двоя-
ко симметричного периодического решения при

 в случае общего положения имеет три эле-
ментарных делителя: ,  и . Двум
последним соответствуют однократно симметрич-
ные решения с разными типами симметрии и пери-
одом . На каждом из семейств однократно
симметричных решений первый интеграл  до-
стигает экстремума в бифуркационном решении.

Имеется два сценария бифуркации удвоения
периода:

1) на обоих новых порожденных семействах
интеграл  имеет один и тот же тип экстрему-
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ма (максимум или минимум) в критическом ре-
шении,

2) на новых порожденных семействах интеграл
 имеет разные типы экстремума (у одной па-

ры минимум, у другой – максимум).
При первом сценарии в результате бифуркации

появляется четыре пары периодических решений с
удвоенным периодом – две пары с одним типом
симметрии, две с другим. В этом случае одна пара
семейств двояко периодических решений имеет
устойчивые орбиты, а другая неустойчивые.

При втором сценарии в окрестности бифурка-
ционного решения имеется по одной паре перио-
дических решений с удвоенным периодом. По-
скольку индекс устойчивости  порождающего
семейства всегда больше или равен –1, то порож-
денные семейства двояко периодических реше-
ний всегда имеют только неустойчивые орбиты.

5.3. Случай кратного увеличения периода
Случай бифуркации удвоения периода являет-

ся частным случаем бифуркации кратного увели-
чения периода когда , . Коли-
чественный анализ аналогичный тому, что был
проведен в [17], показывает, что при  ком-
понента  вектора b не равна нулю. Тогда произ-
ведение матриц  из (5.1) и ,
где , , дает матрицу сим-
плектического преобразования , приводящего
матрицу монодромии  к виду

(5.2)

При этом угол  определяется из условий

Из (5.2) следует, что для нечетных и взаимно
простых чисел p, q матрица  имеет структуру
элементарных делителей ,  и .
Если же одно из чисел p, q, четно, то у матрицы

 структура элементарных делителей
,  и , т.е. такая же как в утвер-

ждении 4. Как и в предыдущих случаях, корневой
вектор жордановой клетки второго порядка с соб-
ственным числом +1 дает направление продол-
жения главного семейства. Собственные векто-
ры, соответствующие простым элементарным де-
лителям, дают направление либо одному двояко
симметричному порожденному семейству для не-
четных p, q, либо двум парам семейств однократ-
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но симметричных периодических решений, когда
одно из p, q четно. Качественное объяснение это-
го эффекта состоит в следующем.

Рассмотрим двояко симметричное периодиче-
ское решение, орбита которого последовательно
ортогонально пересекает плоскости симметрии

 через четверть периода. Пусть это решение с
периодом T является порождающим решением
для периодического решения второго рода с пе-
риодом qT. Для того чтобы орбита порожденного
решения также имела две симметрии, необходи-
мо выполнение указанного выше условия ортого-
нальности. Пусть начальная точка порожденной
орбиты лежит на плоскости , тогда через чет-
верть периода следующая ортогональная точка
будет лежать на плоскости , при этом точка ор-
биты должна совершить  оборота вокруг
начала координат, где . Поэтому за весь пе-
риод qT точка орбиты совершит  оборотов,
то есть число q всегда нечетное. С другой сторо-
ны, орбита, соответствующая резонансу p/q, мо-
жет быть представлена в фазовом пространстве
как замкнутая винтовая линия, лежащая на неко-
тором торе [24], которая делает за один период 
оборотов по одной образующей тора и  оборотов
по другой образующей. Поэтому для двояко сим-
метричной орбиты число  тоже должно быть не-
четным.

Утверждение 5. Пусть двояко симметричное пе-
риодическое решение с периодом  имеет значение
индекса устойчивости , равное , где

 и взаимно просты.

• Если оба числа  нечетные, то в окрестности
исходного решения имеется одно семейство двояко
симметричных решений с периодом .
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• Если одно из чисел  или  четно, то в
окрестности исходного решения имеется две па-
ры семейств однократно симметричных решений
с различными типами симметрий для каждой па-
ры и с периодами .

Для всех случаев, кроме случая , ин-
теграл  достигает экстремума на порожденных
семействах (подробнее см. [21, Гл. VIII]).
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Рис. 1. Характеристика семейства f3 и связанных с
ним семейств на плоскости .
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Рис. 2. Орбита семейства f3.
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6. ИССЛЕДОВАНИЕ СЕМЕЙСТВ
ДВОЯКО СИММЕТРИЧНЫХ РЕШЕНИЙ 

ЗАДАЧИ ХИЛЛА

6.1. Задача Хилла и ее свойства

Плоская круговая задача Хилла [25, 26, § 10.4] ис-
пользуется для исследования динамики тела “нуле-
вой” массы (спутника), движущегося в окрестности
меньшего из двух тяготеющих тел и остающегося в
плоскости их движения. Эта задача является неко-
торым предельным вариантом известной ограни-
ченной задачи трех тел (ОЗТТ) [26], когда

i) массовый параметр  в ОЗТТ стремится к
нулю и

ii) большее из двух массивных тел стремится к
 вдоль оси абсцисс в равномерно вращающей-

ся (синодической) системе координат.
Хотя задача Хилла неинтегрируема [27], но ее

уравнения движения в отличие от уравнений ОЗТТ
не содержат массового параметра , что делает их
существенно проще уравнений ОЗТТ. Вторым важ-
ным отличием уравнений задачи Хилла от уравне-
ний ОЗТТ является наличие у них двух дополни-
тельных симметрий, т.е., уравнения задачи Хилла
инвариантны относительно четверной группы
Клейна линейных автоморфизмов с двумя обра-
зующими, обозначаемыми  и  (см. раздел 2).
Каждое из этих преобразований имеет инвари-
антное множество в виде двумерной плоскости в
расширенном фазовом пространстве задачи.

Единственным первым интегралом системы
канонических уравнений задачи Хилла

остается интеграл энергии, традиционно записы-
ваемый в форме интеграла Якоби

где постоянная  удовлетворяет соотношению
.

6.2. Семейство  двояко симметричных решений
Для плоской круговой задачи Хилла было найде-

но большое количество семейств периодических
решений (см., например, книгу [25] и библиогра-
фию в ней, а также [28]). Среди этих семейств мож-
но выделить основные, которые прямо или опосре-
дованно связаны другими семействами через по-
рождающие и/или критические решения [29].
Такими семействами можно считать семейства

μ
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 = − , = − − + ,


�

�

�

�

1
1 2 2 11 31

2
2 1 1 22 32

2 xyy x y xx

xyy x y xx

x

x

≡ + − − = ,� �)
2 2 2
1 1 2

23x x x C
x

C
= −2 ( )C H z

3f

Рис. 4. Орбиты семейств двояко периодических ре-
шений.
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Таблица 1. Параметры критических периодических решений семейства f3

№ T S

1 0.7790205 0.0162955 6.6496347 1.0 0.2725126 –2.1521173

2 0.7790055 0.0162955 6.6477869 –0.5 0.2723290 –2.1532489

3 0.7789904 0.0162951 6.6459314 –1.0 0.2721447 –2.1543862

4 0.7789752 0.0162942 6.6440671 –0.5 0.2719594 –2.1555297

5 0.7789601 0.0162930 6.6421949 1.0 0.2717735 –2.1566791

1(0)x 2(0)y 2( /4)x T 1( /4)y T
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двояко симметричных прямых и обратных спут-
никовых орбит  и f соответственно (см. [30, 25]).

Семейства  и f не имеют участков, где индекс
устойчивости менялся бы на всем интервале устой-
чивости, поэтому здесь в качестве примера рас-
смотрим семейство двояко симметричных трехобо-
ротных периодических решений . Это семейство
найдено М. Эноном в [31] (где названо ), подроб-
но исследовано в [32, 25], где приведены примеры
его орбит. В табл. 1 приведены начальные условия

g

g

3f
3g

на плоскостях симметрии, период, значения кон-
станты C и индекса устойчивости  для критиче-
ских орбит семейства .

Участок характеристики этого семейства в коор-
динатах , а также других семейств, пересекаю-
щихся с ним в критических решениях, показан на
рис. 1, а пример орбиты семейства – на рис. 2. Здесь
и далее на рис. 3 и 4 показано положение точек либ-
рации , , а также орбита Луны (пунктир). Точ-

S

3f

,( )C S

1L 2L

Таблица 2. Начальные условия периодических решений семейства 

№ T S

1 0.7789945 0.0162954 13.2918621 1.0029942 0.7789862 0.0162946

2 0.7790215 0.0162972 13.2918633 10.189443 0.7789594 0.0162912

3 0.8146104 –0.2266505 13.7419253 3.0 × 1011 0.7734352 –0.2359037

: Σ1 2
3 1f

1(0)x 2(0)y 1( /2)x T 2( /2)y T

Таблица 3. Начальные условия периодических решений семейства 

№ T S

1 0.2722264 –2.1538817 13.2917712 0.9998048 0.2720628 –2.1548915

2 0.2725404 –2.1519454 13.2901165 –1.0088341 0.2717481 –2.1568361

3 0.4308632 –1.4454805 12.1324885 –4.57 × 109 0.1405653 –3.3987653

: Σ1 2
3 2f

2(0)x 1(0)y 2( /2)x T 1( /2)y T

Рис. 5. Сечение Пуанкаре плоскостями  (слева) и  (справа) двояко симметричных периодических решений вблизи
семейства f3 для случая .

Poincare section for Σ1

f3Σ12

f3     Σ12
1:3

f3     Σ12
1:3

f3Σ12

f3     Σ12
1:3

f3     Σ12
1:3

−0.00002 0−0.000001 0.000001
x1 +7.79e-1

4e-05

2e-05

−2e-05

−4e-05

0e+00

y1
Poincare section for Σ2

0.2721 0.2722 0.2723 0.2724 0.2725 0.2726
x2

2e-06

1e-06

5e-07

−1e-06

−5e-07

−2e-06

0e+00

y2

Σ1 Σ2
=/ 1/3p q



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2020

БИФУРКАЦИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ 27

ками обозначено положение спутника на орбите с
временным интервалом в один месяц.

Индекс устойчивости  семейства  пересека-
ет значение +1 в двух точках (см. рис. 1). В самой
правой точке (строка 5 табл. 1) константа C на се-
мействе достигает экстремума и, следовательно,
имеет место бифуркация рождения-гибели. В са-
мой левой точке (строка 1 табл. 1) семейство пе-
ресекает значение +1 монотонно, здесь происхо-
дит появление двух семейств -периодических
решений . Эти семейства были найдены в [33],
где обозначены . Более подробно они описаны
в [25, п. 4.3.5]. Примеры орбит этих семейств по-
казаны на рис. 3.

Рассмотрим появление двух семейств двояко
периодических однократно симметричных реше-
ний, когда индекс устойчивости S главного семей-
ства  проходит значение –1 (строка 3 табл. 1). Для
этого начального условия вычисляются матрицы

 и  – каждая для точки на соответствующей
плоскости симметрии. Вторые столбцы этих мат-

риц дают векторы  и , в направлении которых
ответвляются двукратные периодические реше-
ния симметричные относительно преобразова-
ний  и  соответственно. Эти векторы равны

S 3f

2g
Σ3 2f

kH

3f

1A 2A

1
2b 2

2b

1g 2g

В соответствии с утверждением 4 в этом случае
наблюдается появление двух семейств согласно
сценарию 1) на стр. 23, поскольку оба семейства
имеют максимум по C. Два семейства  -сим-
метричных орбит содержат только неустойчивые
решения. Некоторые начальные условия этого се-
мейства даны в табл. 2. Пример орбиты приведен на
рис. 4а. Ей соответствует последняя строка таблицы.

Два семейства Σ2 g2-симметричных орбит
имеют небольшой участок с устойчивыми реше-
ниями. Некоторые начальные условия этого се-
мейства даны в таб. 3. Пример орбиты приведен
на рис. 4б). Ей соответствует последняя строка
таблицы.

Наконец, рассмотрим появление трехкратно
периодических порожденных решений. Оно про-
исходит, когда , что возможно в двух си-
туациях.

При . В этой ситуации согласно
утверждению 5 появляется одно семейство двоя-
ко симметричных решений, которое вблизи по-
рождающего семейства имеет только неустойчи-
вые решения. Однако здесь на семействе при про-
должении достигается максимум константы C,
что видно по его характеристике на рис. 1. Следо-
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Рис. 6. Сечение Пуанкаре плоскостями  (слева) и  (справа) двояко симметричных периодических решений вблизи
семейства f3 для случая .
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вательно, при одном и том же значении интеграла
C на сечении Пуанкаре должны наблюдаться два
набора неподвижных точек: один набор устойчи-
вых, другой – неустойчивых. Это можно наблю-
дать на рис. 5.

При . Согласно утверждению 5 появ-
ляется четыре семейства однократно симметрич-
ных решений – одна пара семейств -симметрич-
ных неустойчивых решений, другая пара семейств

-симметричных устойчивых решений. Таким
образом, на сечении Пуанкаре при определенных
условиях можно наблюдать 12 неподвижных то-
чек: по три точки на периодическое решение каж-
дого из семейств, что видно на рис. 6.

Все результаты, полученные в разделе 6, полу-
чены путем численного интегрирования системы
Гамильтона задачи Хилла и ее уравнений в вариа-
циях с использованием пакетов TAYLOR [2] и
TIDES [3].
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Системы компьютерной алгебры представляют из себя сложные программные комплексы, охваты-
вающие широкий спектр научных и практических проблем. Однако абсолютная полнота недости-
жима. И зачастую возникает задача создания пользовательского расширения существующей систе-
мы компьютерной алгебры. При этом следует учитывать расширяемость самой системы. В статье
рассматривается технология расширения системы компьютерной алгебры SymPy низкоуровневым
модулем, реализующим генератор случайных чисел.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Система компьютерной алгебры SymPy [1] яв-

ляется по своей сути модулем, написанным на
языке Python [2, 3], поэтому для расширения
функциональности SymPy достаточно написать
функцию или модуль на самом Python.

Хотя язык Python является универсальным
языком программирования и на нем можно реа-
лизовать любые алгоритмы, однако ему присущ
существенный недостаток – малая производи-
тельность. Падение быстродействия особенно за-
метно в случае если в алгоритме присутствуют
циклы. Данная проблема обусловлена динамиче-
ской природой языка из-за которой даже элемен-
тарные типы данных, такие как int и float реа-
лизованы в стандартном интерпретаторе cpython в
виде составных структур данных.

Язык Python хорошо подходит для прототипи-
рования приложения. Также язык Python являет-
ся в некотором роде клеем – он хорошо подходит
для связывания разных библиотек вместе [4]. Но
попытка создать на основе этого языка большую

быструю программу скорее всего обречена на
провал. Причина, по которой он так успешно
справляется с научными и инженерными задача-
ми состоит в том, что Python использует низко-
уровневый интерфейс к библиотекам, написан-
ным на более вычислительно эффективных язы-
ках программирования. Таким образом создается
впечатление, что Python работает так же быстро,
как и код, написанный, например, на C++. По-
бочным эффектом этого является то, что для
практического программирования на Python не-
обходимо также программировать и на языках бо-
лее низкого уровня. Если для задачи достаточно
использования стандартных библиотек, то ниче-
го кроме Python может и не понадобится. Однако,
если необходимо добавить новую функциональ-
ность, то следует использовать более низкоуров-
невые языки программирования.

В данной статье рассмотрено использование
модуля языка Python ctypes для интеграции
C-функций в Python-программу. В качестве при-
мера рассматривается библиотека, реализующая
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генератор случайных чисел. Этот пример интере-
сен тем, что он является достаточно ресурсоем-
ким и его нецелесообразно делать на чистом Py-
thon.

Следует заметить, что идея использования ком-
пилируемого языка со статической типизацией
для повышения производительности отдельных
элементов программы, написанной на интерпре-
тируемом языке с динамической типизацией, не
является новой [5, 6]. Напротив, исторически сло-
жилось множество технологических подходов,
позволяющих осуществить такое расширение.
Такое многообразие подходов затрудняет доступ
начинающих в эту область. В нашей статье дается
краткий обзор подходов, позволяющих повысить
быстродействие Python-программ и краткая ха-
рактеристика каждого из них.

Основной упор делается на использование
встроенного модуля ctypes для непосредствен-
ного вызова C-функций из Python-программ.
Обосновывается выбор именно данного модуля.
Изложение носит практический характер и затра-
гивает вопросы создания библиотеки на языке
Си, ее компиляции для дальнейшего использова-
ния с ctypes под различные платформы. Данная
часть статьи может использоваться как введение в
возможности ctypes для начинающих. В по-
следней части статьи описывается созданный на-
ми модуль, использующий ctypes для вызова
функций из библиотеки на языке C, которая реа-
лизует ряд генераторов псевдослучайных чисел.
Приведены тесты для сравнения предложенного
модуля генератора псевдослучайных чисел с име-
ющимися генераторами из модуля random и биб-
лиотеки NumPy.

2. СПОСОБЫ ПОВЫШЕНИЯ 
БЫСТРОДЕЙСТВИЯ SYMPY/PYTHON 

ПРОГРАММ

Перечислим основные средства, которые ис-
пользуются в настоящее время для повышения
быстродействия Python-программ.

• Использование сторонних библиотек, таких
как NumPy [7, 8] и SciPy [9], в которых ресурсоем-
кие алгоритмы реализованы на языках С/С++ и
Fortran, а сам Python используется как язык-связ-
ка для предоставления удобного программного
интерфейса.

• Оптимизирующий статический компилятор
Cython [10, 11] который позволяет транслировать
Python-код в код на C/C++. При этом сама про-
грамма пишется на специальном диалекте Py-
thon, который позволяет применять статическую

типизацию в критичных для производительности
участках кода.

• Проект Numba [12], представляющий собой
JIT-компилятор Python кода. Numba позволяет
писать программу на чистом Python, используя
декораторы для функций и циклов, производи-
тельность которых необходимо повысить.

• Модуль ctypes [13] из стандартной библио-
теки интерпретатора Cpython, который позволяет
непосредственно вызвать C-функции, из стати-
ческих или разделяемых (shared) библиотек, как
обычные Python-функции.

Заметим, что ни одно из перечисленных
средств не является универсальным. Специали-
зированные библиотеки NumPy и SciPy нацелены
в основном на научные и инженерные вычисли-
тельные задачи, поэтому реализуемый ими набор
алгоритмов хоть и обширен, но ограничен рамка-
ми этой специализации. JIT-компилятор Numba
дает существенный прирост скорости, однако
проект пока находится на стадии разработки и его
функциональные возможности ограничены стан-
дартными сценариями применения.

Статический компилятор Cython на сегодняш-
ний день является одним из самых часто исполь-
зуемых средств для повышения производитель-
ности. Его используют многие библиотеки, в том
числе NumPy и SciPy для повышения производи-
тельности и интеграции библиотек на C/C++.

В данной работе мы используем модуль
ctypes, поскольку для наших задач он имеет ряд
преимуществ над Cython:

• это стандартный модуль Cpython, тогда как
Cython необходимо устанавливать отдельно;

• не смешиваются несколько диалектов языка
Python;

• ctypes особенно полезен, если необходимая
функциональность уже реализована на С. В этом
случае подготовка вызова функций крайне проста и
занимает буквально несколько строк кода. Также
его разумно применять в случае, если реализуе-
мые C-функции просты, но активно используют
циклы и работу с примитивными типами данных.

Таким образом, при использовании ctypes
работа над программой делится на два этапа.
На первом этапе программист реализует функ-
ции на языке C, компилирует и собирает из них
статическую или разделяемую (динамическую)
библиотеку. Второй шаг – отдельная реализация
ряда функций-оберток уже на языке Python. Дан-
ные функции-обертки по сути представляют со-
бой интерфейс для удобного вызова уже реализо-
ванных C-функций из Python-программ. Отме-
тим, что функциональность вызова C-функций
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реализуется с помощью модуля ctypes, входя-
щего в стандартную библиотеку интерпретатора
CPython.

3. МОДУЛЬ CTYPES
В данном разделе описан полный цикл созда-

ния библиотеки на языке Си и ее использование
совместно с сtypes. Официальная документация
ctypes приводит примеры использования функ-
ций из данного модуля, однако в ней не затраги-
вается процесс создания библиотеки на языке C.

Использование модуля сtypes начинается с за-
грузки файла библиотеки, поэтому прежде чем
переходить к описанию базовой функционально-
сти ctypes, приведем пример сборки статической
и динамической (разделяемой) библиотек на
примере компилятора языка C из набора компи-
ляторов gcc. Авторы использовали gcc версии
8.3.0 под операционной системой Gnu Linux, дис-
трибутив Ubuntu 19.04.

3.1. Компиляция C-функций и сборка библиотеки
Код типичной библиотеки на языке C состоит

из набора файлов с исходным кодом (crc_01.c,
crc_02.c и т.д.) и ряда заголовочных файлов
(header_01.h и т.д.). Общепринятой практи-
кой [14] является размещение всех файлов с ис-
ходным кодом в поддиректории src проекта, а за-
головочных файлов в поддиректории include.

Для компиляции исходных файлов использу-
ются следующие ключи компилятора.

• –c – позволяет создать объектный файл, без
сборки всей программы или библиотеки.

• –Wall – компилятор будет распечатывать
сообщения не только о синтаксических ошибках,
но и предупреждения, которые потенциально мо-
гут привести к некорректной работе программы.

• –Werror – все предупреждения будут интер-
претироваться компилятором как ошибки.

• –fPIC – указывает компилятору о необхо-
димости транслировать программу в позицион-
но-независимый машинный код (position-inde-
pendent code – PIC), где все переходы осуществ-
ляются только по относительным адресам. Этот
флаг важен, так как библиотека потенциально
может быть загружена в любом месте программы.

• –I./include – указывает компилятору,
что файлы заголовков следует искать в локальной
директории include нашего проекта.

• –L./lib – указывает компилятору, что
файлы библиотек следует искать в локальной ди-
ректории lib нашего проекта. Важно соблюдать

последовательность и указывать флаг –L только
после флага –I.

• После отладки программы можно также до-
бавить флаг оптимизации –O2 или –O3, помня,
однако, что агрессивная оптимизация в некото-
рых случаях может привести к некорректной ра-
боте функций.

Все перечисленные флаги сохраняем в пере-
менную окружения CFLAGS и для компиляции
файла с исходным кодом в объектный файл для
каждого файла выполняется следующая команда:
gcc -c $CFLAGS src/src_01.c -o
↪lib/obj_01.o

После того, как будут созданы все объектные
файлы, их можно запаковать в статическую биб-
лиотеку с помощью утилиты ar, выполнив следу-
ющую команду:
ar crs libmy.a lib/obj_01.o lib/obj_02.o

Опции crs говорят о том, что нужно создать
архив с заменой файлов, если таковые уже в нем
есть и дополнительно создать индекс. После
успешного выполнения команды получим файл
статической библиотеки libmy.a, который
можно будет использовать для подключения
средствами ctypes.

Для создания статической библиотеки в среде
Windows следует использовать опцию –Wl, кото-
рая позволит передать дополнительные опции
компоновщику (linker) и указать с помощью оп-
ции компоновщика –-out-implib путь к файлу
статической библиотеки, которую необходимо
создать.
gcc -shared lib/obj_01.o lib/obj_02.o
↪libmy.so -o bin/libmy.dll
↪-Wl,–out-implib,lib/win/libmy.a

При необходимости, можно создать не стати-
ческую, а разделяемую библиотеку:
gcc -shared lib/obj_01.o lib/obj_02.o
↪libmy.so

В результате получим файл разделяемой биб-
лиотеки libmy.so. Та же команда позволяет по-
лучить динамическую библиотеку и в системе
Windows. Следует лишь указать расширение фай-
ла как dll вместо so.

3.2. Загрузка библиотеки в Python-программу
Предполагая, что мы успешно скомпилирова-

ли и собрали библиотеку libmy.so, опишем
процедуру ее импорта в Python-программу. Пред-
полагаем, что файл библиотеки будет находиться
в той же директории, что и наша Python-програм-
ма. Разберем следующий фрагмент кода.
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import ctypes
import sys
import os
path = os.path.dirname(os.path.realpath(
↪ __file__ ))
if sys.platform.startswith('win'):

clib = ctypes.CDLL(os.path.join(path,
↪ 'libmy.dll'))

else:
clib = ctypes.CDLL(os.path.join(path,
↪ 'libmy.so'))

Вначале необходимо загрузить модуль ctypes
и ряд дополнительных модулей. Далее получаем
абсолютный путь до директории с программой.
Затем определяем тип операционной системы и в за-
висимости от этого загружаем файл .dll или .so.

Стоит отметить, что загрузка файла библиоте-
ки по абсолютному пути обязательна в том слу-
чае, если мы организуем нашу Python-программу
в виде модуля и хотим хранить файл библиотеки
внутри директории модуля.

3.3. Вызов функций из библиотеки
После импорта все функции библиотеки будут

доступны для вызова в виде атрибутов объекта
clib. Пусть, например, в библиотеке libmy
присутствует следующая функция:
uint64_t uint64_var(uint64_t var) {

uint64_t i = 9223372036854775807llu;
printf(“Function uint64_var, arg
↪ uint64 var = %llu\n", i);
return i;

}
Для ее вызова из Python-программы можно ис-
пользовать следующий код:
clib.uint64_var.argtypes =
↪ [ctypes.c_uint64]
clib.uint64_var.restype =
ctypes.c_uint64
res = clib.uint64_var(0)
Перед вызовом функции мы указали тип аргу-
мента используя список из одного элемента, так
как аргумент единственный. Далее указывается
тип возвращаемого значения, после чего можно
вызвать требуемую функцию. В ctypes определе-
ны все стандартные типы языка C и вызов любой
простой функции, принимающей и возвращаю-
щей аргументы базовых типов, укладывается в
вышеприведенные три строки кода.

Рассмотрим чуть более сложный пример, ко-
гда аргумент передается в функцию по указателю.
Пусть имеется следующая C-функция:

void change_var(double* var) {
*var = 2.0;

}
Следующий код показывает способ вызвать

эту функцию с помощью ctypes:
x = ctypes.c_double(1.0)
print(f"x = {x.value}")
clib.change_var(ctypes.byref(x))
print(f"x = {x.value}")

Здесь мы вначале с помощью конструктора
c_double присвоили значение переменной x, а
затем передали ее в виде аргумента функции
change_var, указав дополнительно с помощью
byref, что аргумент передается по ссылке. Так
как функция не возвращает никаких значений, то
не нужно указывать restype, а так как мы пере-
дали в качестве аргумента переменную уже из-
вестного типа, то указывать тип аргумента тоже
не пришлось.

Наконец рассмотрим вызов функции, прини-
мающей в качестве аргумента массив:
double avg_value(long long int array[],
↪ size_t len) {

double avg = 0.0;
for (size_t i = 0; i < len; ++i) {

avg += (double) array[i] /
↪ (double) len;
array[i] = 0.0;

}
return avg;

}
Функция avg_value принимает в качестве

первого аргумента массив, а в качестве второго
целое число – размер массива. Для удобного вы-
зова этой функции из Python-кода можно напи-
сать следующую функцию-обертку.
def avg_value(l: list) -> float:

"""Обертка для avg_value"""
clib.avg_value.restype =
↪ ctypes.c_longdouble
A = (ctypes.c_longlong * len(l))(*l)
n = ctypes.c_size_t(len(l))
return clib.avg_value(A, n)

Вначале определяется возвращаемый тип
(long double), затем выделяется память для мас-
сива, который сразу же инициализируется значени-
ями из списка l. После чего создается переменная
n типа size_t и происходит вызов C-функции.

Использование оберточных функций оправ-
данно в большинстве случаев, так как позволяет
спрятать рутинные действия по инициализации
аргументов и указанию типов данных, предостав-
ляя пользователю удобный интерфейс.
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4. ГЕНЕРАЦИЯ ПСЕВДОСЛУЧАЙНЫХ 
ЧИСЕЛ

Получение истинно случайных чисел пред-
ставляет достаточно трудную задачу. Обычно для
этого используют разнообразные физические
процессы. Основной проблемой генераторов ис-
тинно случайных чисел является низкая интен-
сивность генерации случайных чисел [15]. Поэто-
му для практических целей используют генерато-
ры псевдослучайных чисел [16–20].

Пакет SymPy не реализует отдельных генерато-
ров псевдослучайных чисел, так как вся необходи-
мая функциональность присутствует в стандартном
модуле random и в подмодуле numpy.random
библиотеки NumPy.

Функции обоих модулей основаны на алгорит-
ме под названием вихрь Мерсенна [21], который
генерирует псевдослучайные равномерно распре-
деленные последовательности беззнаковых це-
лых чисел. Данный алгоритм позволяет получить
качественную последовательность псевдослучай-
ных чисел, однако отличается сравнительно низ-
кой производительностью ввиду громоздкости
самого алгоритма. В настоящее время появился
ряд альтернативных алгоритмов [22–25], которые
также генерируют качественные последователь-
ности псевдослучайных чисел, но при этом выиг-
рывают в быстродействии.

Современные алгоритмы генераторов псевдо-
случайных чисел используют побитовые логические
операции и операции сдвига, поэтому естественным
выбором для реализации таких алгоритмов являют-
ся системные языки программирования, обеспечи-
вающие минимум абстракций в пользу максималь-
ного уровня быстродействия. Большинство разра-
ботчиков данных алгоритмов предоставляют также
примеры реализаций на языках C или С++.

Такие реализации представляют собой ком-
пактные функции, сигнатура которых имеет сле-
дующий вид:

uint32_t generator(uint32_t seed[]);
/* или */
uint64_t generator(uint64_t seed[]);

где массив seed представляет собой начальные
значения для инициализации генератора. Для гене-
рации последовательности псевдослучайных чисел
данную функцию достаточно вызвать в цикле 
раз.
void rand_n(uint64_t N, uint64_t
seed[],
↪ uint64_t res[]) {

for (uint64_t i=0; i < N; ++i) {
res[i] = generator(seed);

}
}

N

Внутреннее состояние генератора определяется на-
бором чисел seed и сохраняется от вызова к вызо-
ву, так как массив seed передается по ссылке.

Для получения чисел из полуинтервала [0, 1)
достаточно нормировать генерируемые числа.
Нижеследующий код показывает как это сделать.
double normed_gen(uint64_t seed[]) {

return (double) generator(seed) /
↪ (double) UINT64_MAX;

}

4.1. Структура библиотеки
Авторами была реализована компактная биб-

лиотека на языке C [26], в которой был собран ряд
современных генераторов псевдослучайных чи-
сел [27, 22–25]. Библиотека имеет следующую
структуру.

• В директории src располагаются файлы с
исходным кодом, реализующие различные алго-
ритмы генераторов псевдослучайных чисел. Фай-
лы названы именем алгоритма, реализация кото-
рого содержится внутри.

• В директории include содержится един-
ственный файл заголовка, в котором объявлены
все функции, реализованные в библиотеке.

• В директории tools находятся C-програм-
ма, реализующая утилиту командной строки
random, с помощью которой можно запустить
любой генератор для вывода сгенерированной
последовательности на печать.

• Для сборки библиотеки и утилиты под опе-
рационной системой типа Unix написан makefile,
а для сборки под ОС Windows командный bat-
файл.

• Результатом компиляции и сборки будут
файлы разделяемой и статической библиотек,
расположенные в директориях lib/shared и
lib/static соответственно. Также в директо-
рии bin будет собрана командная утилита ran-
dom

4.2. Обертка библиотеки с помощью ctypes
Вышеописанная библиотека была интегриро-

вана в среду Python/SymPy с помощью стандарт-
ного модуля ctypes и оформлена в виде Python-
модуля под названием crandom. Все функцио-
нальные возможности модуля реализованы в
файле crandom.py в виде класса Random.

Для корректного функционирования требуются
стандартные модули random, typing, ctypes,
sys и os. Также для генерации массивов псевдо-
случайных чисел требуется библиотека NumPy.

Рассмотрим основные возможности crandom
на примерах. Для запуска примеров использовал-
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ся дистрибутив языка Python 3.6.8 Miniconda и
интерактивная оболочка Jupyter 4.4.0.

Работа с модулем начинается с выбора и ини-
циализации генератора. Рассмотрим пример:
import crandom

gen = crandom.Random('xorshift+')

gen.set_seed([233, 43])

Здесь мы создали объект gen который будет
использовать алгоритм xorshift+ своей работе.
Также мы инициализировали генератор, передав
ему два целых числа с помощью функции-метода
set_seed. Если генератор не инициализировать
явным вызовом set_seed, то будет использова-
на функция randint из стандартного модуля
random. Также следует отметить, что при выборе
начальных значений следует придерживаться ря-
да рекомендаций [28] и числа 233, 43 были выбра-
ны только для того, чтобы не загромождать при-
мер.

Состояние генератора сохраняется в атрибуте
seed объекта gen. В зависимости от типа генера-
тора seed может быть как единственным беззна-
ковым целым числом, так и последовательностью
беззнаковых целых чисел. Вызванная без аргу-
ментов, функция-метод set_seed самостоя-
тельно определяет сколько целых чисел необхо-
димо для инициализации.

После того, как объект gen создан и инициа-
лизирован, его можно использовать для получе-
ния последовательности псевдослучайных чисел
заданного размера. Сделать это можно следую-
щими способами.
r = gen.generate(size=10)

r = gen.generate(size=10, type=float)

r = gen(size=10)

При первом вызове будет сгенерированна по-
следовательность из 10 беззнаковых целых чисел.
При втором вызове необязательному аргументу
type передано float, что приводит к генерации
последовательности чисел с плавающей запятой
из полуинтервала [0, 1). Наконец третья строка
показывает, что необязательно использовать
функцию-метод generate так как в классе опре-
делен метод __call__, и сам объект можно вы-
зывать как функцию.

Генерацию массива псевдослучайных чисел
полностью осуществляет функция на языке C
(для каждого генератора своя). Затем сгенериро-
ванный массив конвертируется в numpy-массив.
Для конвертации вызывается функция np.ar-
ray с опцией copy=False, что позволяет не ко-
пировать массив в памяти, а заместить по месту
(in place).

Состояние генератора сохраняется средствами
Python-программы. После того, как последова-
тельность сгенерирована, в атрибут seed записы-
ваются последние элементы этой последователь-
ности. Они будут использованы в качестве новых
начальных значений.

Если приоритетом является экономия памяти,
то генератор можно использовать в режиме ите-
ратора, так как в классе реализованы специаль-
ные функции-методы _next_ и _iter_ Следу-
ющий пример иллюстрирует как это сделать.
gen.set_iterator(10, int)

for i in gen:

print(i)

Инициализация итератора осуществляется
функцией set_iterator. В качестве аргумен-
тов указывается количество чисел, которое дол-
жен произвести генератор, и тип чисел (int или
float). Затем объект gen можно использовать в
цикле, как стандартный python-итератор. При
этом работает цикл, реализованный на Python, в
результате чего производительность ниже чем
при использовании функции generate. Состоя-
ние генератора сохраняется также, как и при ис-
пользовании generate.

4.3. Тестирование производительности
Использование C-функций позволяет достичь

высокой производительности. Сравним, напри-
мер, работу нашего генератора с генератором из
библиотеки NumPy randint. Быстродействие
измеряется командой %timeit, встроенной в
интерактивные оболочки iPython и Jupyter. В каче-
стве аргумента ей передается фрагмент кода,
быстродействие которого следует замерить. В ка-
честве результата распечатывается значение сред-
него времени работы кода, среднеквадратичное
отклонение и количество выполнений кода.

Для получения последовательности 64-битных
беззнаковых целых чисел, при вызове функции
randint необходимо указать значение np.uint64
аргумента dtype, а также указать нижнюю (low)
и верхнюю (high) границы.

Для обеих функций команда %timeit произвела
7 запусков по 10000 повторений в каждом. Среднее
время работы функции randint составило 85.4 со
стандартным отклонением в 1.67 микросекунды.
Для функции generate – 39.4 микросекунды, со
стандартным отклонением 1.18 микросекунды.

Так как в библиотеке NumPy генераторы так-
же реализованы на языке C, то полученную раз-
ницу можно объяснить большей эффективно-
стью алгоритма xorshift. Следует также отметить,
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что компиляция библиотеки выполнялась с клю-
чом оптимизации –O3.

Отметим, что в стандартном модуле random
нет функции, позволяющей сгенерировать по-
следовательность целых чисел. Взамен этого
можно воспользоваться многократным вызовом
функции randint и списковой сборкой, что будет
заведомо медленней NumPy-версии (замер вре-
мени дает значение 11.6 миллисекунды).

Для проверки корректности реализации гене-
раторов был проведен ряд визуальных тестов. Бы-
ли построены следующие диаграммы:

• диаграмма рассеяния (scatter plot);
• диаграмма лага (Lag-plot);
• диаграмма автокорреляции в зависимости от

лага (auto-correlation function plot, ACF-plot).
Данные визуальные тесты позволяют оценить

насколько полученная последовательность псев-
дослучайных чисел является независимо распре-
деленной и выявить лишь грубые ошибки. В ка-
честве более строгих тестов были использованы
наборы тестов DieHarder [29], TestU01 [30, 31],
PractRand [32] и gjrand [33]. Отчеты по тестам Die-
Harder доступны в репозитории [26].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Созданная нами библиотека и модуль для ее

интеграции в среду SymPy/Python могут быть лег-
ко расширены добавлением новых функций на
языке C и соответствующих оберточных функций
на языке Python.

Отметим также, что в случае генераторов псев-
дослучайных чисел выбор модуля ctypes был
обоснован, так как реализуемые алгоритмы ис-
пользуют побитовые операции и примитивные
типы данных, поэтому их реализация полностью
на системном языке программирования дает су-
щественное увеличение производительности и
уменьшение расхода памяти.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Одним из основных инструментов, открыв-

ших путь к созданию алгоритмических методов
исследования и решения систем алгебраических
уравнений, явилось понятие базиса Гребнера
идеала кольца многочленов, занимающее одно из
центральных мест в современной компьютерной
алгебре (см., например, [1]). Классические схемы
исключения неизвестных из систем алгебраиче-
ских уравнений, основанные на методе базисов
Гребнера, реализованы во многих существующих
системах компьютерной алгебры. Однако, такие
методы неприменимы для исследования систем
существенно неалгебраических уравнений (т.е.
уравнений, не сводящихся к алгебраическим за-
менами переменных).

Вместе с тем, неалгебраические системы уравне-
ний возникают в различных областях знания.
В частности, в процессах, описываемых системами
дифференциальных уравнений с правыми частями,
разложимыми в ряд Тейлора, актуален вопрос об
определении числа стационарных состояний в
множествах определенного вида (и их локализа-
ции). Эта проблема приводит к задачам построе-
ния алгоритмов для определения числа корней
заданной системы уравнений в различных мно-
жествах, определения самих корней, исключения
части неизвестных из системы. В частности, в мо-
нографии [2] приведены многочисленные приме-
ры из химической кинетики, где требуются алго-
ритмы исключения неизвестных. Здесь важно
применение разработанных методов для каче-
ственного и численного анализа математических

моделей термокинетики процессов горения и ка-
тализа с целью получения условий воспламене-
ния, взрыва и критических явлений в химически
реагирующих системах. Для приложений, в том
числе, например, для уравнений химической ки-
нетики, важной задачей является исследование
зависимостей решений систем нелинейных, в том
числе и неалгебраических, уравнений от парамет-
ров. В вычислительном плане эта задача является
достаточно трудоемкой. Ее степень сложности
сильно зависит от размерности пространства не-
известных. Поэтому снижение этой размерности
за счет исключения переменных может привести
к упрощению исходной задачи.

Метод исключения неизвестных из систем не-
линейных алгебраических уравнений, основан-
ный на теории многомерных вычетов, был пред-
ложен Л.А. Айзенбергом в [3] в 1977 г. Дальней-
шие модификации метода были предложены
А.П. Южаковым, А.К. Цихом, В.И. Быковым,
А.М. Кытмановым, М.З. Лазманом в конце про-
шлого века [2]. Эти идеи были в последствии раз-
виты в работах [4–6]. Алгоритмический метод
(разработанный на основе идей Л.А. Айзенберга и
А.П. Южакова) был предложен М. Елкади и
А. Ижером в работе [7]. Идея метода заключалась
в нахождении определенных вычетных интегра-
лов, связанных со степенными суммами корней
(в положительных степенях) заданной системы
уравнений, избегая нахождения самих корней и
применяя затем к ним рекуррентные формулы
Ньютона. По сравнению с классическим мето-

УДК 519.85
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дом, данный метод сокращал время работы алго-
ритма, не повышая при этом кратность корней.

Еще одним методом исключения неизвестных
служит построение результанта двух целых функ-
ций. Хорошо известен классический результант
Сильвестра для двух многочленов и метод исклю-
чения неизвестных, на нем основанный. Для не-
алгебраических функций такое понятие не было
изучено ранее. Лишь в последние года в работах
[8, 9] обсуждается один подход к нахождению ре-
зультанта двух целых функций, основанный на
рекуррентных формулах Ньютона.

В работе [10] В.И. Кузоватовым и А.А. Кытма-
новым была предложена программная реализа-
ция алгоритма построения семейства аналогов
формулы Плана (см., например, пример 7 главы 7
из [11]), впервые полученных В.И. Кузоватовым и
А.М. Кытмановым в работе [12] при некоторых
ограничениях. В работе [13] В.И. Кузоватовым
эти ограничения были сняты.

Среди физических приложений классической
формулы Плана и некоторых ее обобщений мож-
но отметить их использование в теории кванто-
ванных полей для перенормировки тензора энер-
гии импульса скалярного поля в различных фрид-
мановских моделях Вселенной, а также при
вычислении вакуумного среднего тензора энер-
гии импульса квантованных полей в различных
полных и неполных многообразиях (эффект Ка-
зимира). Подробное изложение этих вопросов
можно найти в [14].

Целью данной работы является разработка и
программная реализация алгоритма построения се-
мейства аналогов формулы Бине (см., например,
глава 12, п. 12.32 из [11]), полученных В.И. Кузова-
товым и А.М. Кытмановым в работе [15]. Данный
алгоритм будет использоваться для алгоритмиза-
ции и программной реализации функциональных
соотношений на многомерные аналоги дзета-
функции Римана, которые являются важным ин-
струментом в создании методов исключения не-
известных из систем нелинейных уравнений, как
было показано в работе [16].

2. КЛАССИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА БИНЕ
И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ

Классическая формула Бине (см., например,
глава 12, п. 12.32 из [11]) выражает значение лога-
рифмической производной гамма-функции Эй-
лера  (в случае, если вещественная часть z по-
ложительна) через следующие интегралы:

Данное интегральное представление исполь-
зуется при нахождении функционального соот-

( )Γ z

( )
∞

πΓ = − + − .
+ − 2 2 2

0

1ln ln 2
2 ( )( 1)t

d tdtz z
dz z z t e

ношения (см., например, глава 2, п. 9 из [17]) для
классической дзета-функции Римана . Рас-
смотрим для вещественных :

Подставляя найденное соотношение в инте-
гральное представление для дзета-функции Ри-
мана  и меняя порядок интегрирования, мож-
но получить функциональное соотношение (см.,
например, глава 2, п. 9 из [17]) для классической
дзета-функции Римана.

Напомним (см., например, глава 2, п. 9 из [17]),
что интегральное представление для дзета-функции
Римана  в полосе  имеет вид:

Если говорить об обобщениях дзета-функции,
то И.М. Гельфанд, Б.М. Левитан и Л.А. Дикий
изучали (см., например, работы [18, 19, 20]) дзета-
функцию, ассоциированную с собственными
значениями оператора Штурма–Лиувилля в 50-х
годах прошлого века. Ее значение оказалось свя-
занным со следом данного оператора. Их подход
был развит [21] далее В.Б. Лидским и В.А. Садов-
ничим (60 годы), которые рассмотрели класс це-
лых функций одного переменного, определили
для них дзета-функцию корней и исследовали ее
область аналитического продолжения. В работе
[22] С.А. Смагин и М.А. Шубин строят дзета-
функцию эллиптических операторов и операто-
ров более общего вида, доказывают возможность
мероморфного продолжения дзета-функции и
дают некоторую информацию о полюсах.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ИЗВЕСТНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть f(z) – целая функция конечного порядка
роста  в . Рассмотрим уравнение

(1)

Обозначим через  множество всех
корней уравнения (1) (каждый корень считается
столько раз, какова его кратность). Число корней
не более чем счетно.

Дзета-функция  корней  уравнения (1)
определяется следующим образом:

где .
В работе [23] В.И. Кузоватовым и А.А. Кытма-

новым с использованием теории вычетов получе-
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ны два интегральных представления для дзета-
функции, построенной по нулям целой функции
конечного порядка роста на комплексной плоско-
сти. С помощью этих представлений описана об-
ласть, в которую эта дзета-функция продолжается.

Будем предполагать, что  , где qn
образуют некоторую последовательность нату-
ральных чисел.

Рассмотрим функцию ( )

(2)

С помощью замены  ряд (2) приво-

дится к виду , то есть

(3)

где коэффициенты fn определяются следующим
образом:

и, следовательно, .

Заметим, что в ряде (3) бесконечное число ко-
эффициентов fn отлично от нуля.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением
классов рациональных функций , для которых
справедливо представление (3). Как показывает
теорема Сеге (см., например, [24 §6.1]), степенной
ряд (3), коэффициенты которого fn могут прини-
мать лишь конечное число различных значений,
или представляет собой рациональную функцию,
или непродолжаем за пределы единичного круга.
В случае рациональности суммы ряда (3)

где  – многочлен, а N – некоторое натураль-
ное число.

Предположим, что , то есть

(4)

где коэффициенты  ввиду разложения (3),
. Коэффициенты  зависят от рас-

пределения .
Приведем явное выражение функции F(f, 

через функцию . Будем иметь
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Заметим, что функции  и 1 + ,
входящие в правую часть формулы (5), определя-
ются [10] следующим образом :

Для сокращения записи обозначим

Теорема 1 (аналог формулы Бине, [15]). Спра-
ведливо равенство

(5)

где суммирование берется по всем точкам qn, лежа-
щим в отрезке ,  – целое положительное чис-
ло, полином P(w) определен формулой (4).

Здесь

Если говорить о методах исследования, то ло-
кальные вычеты обобщают обычный вычет Коши
функции одного переменного, и их вычисление в
наиболее важных для приложений случаях является
конструктивной процедурой, которую несложно
реализовать с помощью символьных вычислений
на компьютере. Интегралы, выражаемые через ло-
кальные вычеты, появляются в различных приклад-
ных задачах. В монографии [25] подробно обсужда-
ется применение многомерных вычетов и, в част-
ности, дается решение задачи о вычислении
ошибки квантования двумерных рекурсивных
цифровых фильтров. Для современной теорети-
ческой физики одним из важных классов инте-
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гралов являются кратные интегралы Меллина–
Барнса, которые изучаются с помощью локальных
вычетов. Еще одно направление исследований, в
котором используются интегралы, выражающиеся
через локальные вычеты, связано с изучением до-
статочных условий алгебраичности интегралов,
зависящих от параметра. Данные методы могут
быть использованы в теории формальных языков
и грамматик [26].

4. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Алгоритм 1: Алгоритм построения семейства аналогов 
формулы Бине

Input: Список коэффициентов , 
; целое положительное число x2.

Output: Список, состоящий из левой и правой 
частей формулы (5).
begin

 список ненулевых элементов из Q
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5. ПРИМЕР

Алгоритм был реализован в среде Maple 2016
64bit. Полный код программы доступен по адресу
https://github.com/aakytmanov/Binet
_formula. Вычисления производились на ма-
шине Intel Core i7-4790 (3.6 GHz) с 32 Gb RAM
под управлением Windows 7 Enterprise x64 SP1.
Время счета для приведенного примера составило
менее 0.1 секунды.

Пример 1.

Пусть , . Тогда , αj = {1/2,

, ,

Таким образом,

(6)

и (5) принимает вид

где функция  в данном случае определена
формулой (6).

Входными данными алгоритма в этом случае бу-
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некоторое заданное положительное целое число
 и построенная функция , например:

> Binet([1], 2, z->varphi(z), Phi);
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ВВЕДЕНИЕ

Вычисления в поле частных в общем случае
кольца с НОД выполняют различные системы
компьютерной алгебры. Но здесь мы рассматри-
ваем только алгоритмы и программы, сопровож-
даемые машинно-проверяемыми доказательства-
ми. Наша программа опирается на базовую биб-
лиотеку вычислительной алгебры DoCon-A [1, 2]
доказательных программ, написанных автором
на языке Agda [4, 5]. Этот язык основан на чистой
функциональности, “ленивом” способе вычисле-
ния по умолчанию, поддержке обобщенного про-
граммирования (generic programming), аппарате
зависимых типов. Приблизительно можно счи-
тать, что это язык Haskell, расширенный аппа-
ратом зависимых типов. Зависимые типы позво-
ляют адекватно описать алгебраическую область,
зависящую от обычного значения ([1], Введение).
Кроме того, этот аппарат позволяет вставлять в
программу доказательства утверждений, и эти до-
казательства будут проверяться компилятором.
Становится возможным описывать метод вычис-
ления в программе так, как это делается в учебни-
ках и научных статьях, вместе с доказательством
правильности.

Проект DoCon-A является попыткой перенести
обширную библиотеку программ вычислительной
алгебры DoCon [3] с языка Haskell на математи-
чески значительно более адекватный язык.

Техника проверки доказательств компилято-
ром (точнее – проверяльщиком типов, type
checker) основана на изоморфизме Карри–Хо-
варда [6, 7]. Всякое утверждение S представляется
подходящим типом T (зависящим от значений).
Доказательство для S есть любая функция (завер-
шающийся алгоритм), которая выдает любое значе-
ние v типа T. Проверяльщик типов проверяет отно-
шение v : T посредством символьных вычислений
с выражениями типов. Таким образом доказатель-
ство утверждения проверяется до начала компи-
ляции в исполняемый код.

Недоказуемое высказывание соответствует пу-
стому типу ⊥ c пустым множеством значений. От-
рицание высказывания соответствует функции,
отображающей соответствующий высказыванию
тип в пустой тип. Импликация выражена типом
S → T всех функций из S в T, где S и T представля-
ют соответствующие утверждения. Конъюнкция
выражена произведением S × T типов, дизъюнкция
выражена суммой S  T типов. Доказательство ин-
дукцией по построению данного выражается в виде
рекурсивно заданной функции. Применение лем-
мы выражается в виде вызова функции, представля-
ющей доказательство леммы.

Пока ограничиваемся только конструктивны-
ми доказательствами [8, 9] (без использования
принципа Маркова для доказательства завершае-
мости алгоритмов). В частности, всякий объект
существует лишь как итог некоторого данного ал-

+∪

УДК 004.421.6

КОМПЬЮТЕРНАЯ
АЛГЕБРА



44

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2020

МЕШВЕЛИАНИ

горитма, и должно быть дано доказательство за-
вершаемости этого алгоритма. Мы часто пользу-
емся законом исключенного третьего – это воз-
можно в тех случаях, когда приведен алгоритм
разрешения соответствующего отношения.

В этой статье мы не можем дать более подроб-
ные объяснения по данной системе программи-
рования. Объяснения и примеры содержатся в
[4, 1] и в руководстве по библиотеке [2].

Выпуск DoCon-A 2.02 библиотеки реализует
задание иерархии общих классических структур
(теорий) алгебры: Полугруппа (Semigroup),
Группа (Group), Кольцо (Ring), Целост-
ное кольцо (IntegralRing), Евклидово
кольцо (EuclideanRing), Поле (Field) и
некоторых других. Из конструкторов алгебраиче-
ских областей реализованы конструкторы поля
частных для кольца с НОД и кольца остатков для
евклидова кольца.

Часть проекта DoCon-A, посвященная разра-
ботке доказательной программы для общей ариф-
метики дробей, опирается на реализацию этой
иерархии понятий.

Обозначения и словоупотребление:

• ниже мы называем систему DoCon-A “биб-
лиотека”,

• имена НОД, gcd, GCD обозначают наиболь-
ший общий делитель,

• имя Agda иногда пишем кириллицей и
склоняем по падежам.

1.1. О синтаксисе языка Agda

Имена операторов и отношений отделяются
пробелами. Например, в строке

программы a+b≈0 есть имя значения, двоеточие
отделяет имя значения от выражения типа, сим-
волы ‘+’ и ‘≈’ в выражении типа суть соответ-
ственно имя оператора сложения и имя двумест-
ного отношения, 0# есть имя нулевой постоян-
ной. Вся эта строка означает объявление:
значение a+b≈0 имеет тип a + b ≈ 0# (и этот
тип зависит от значений a, b, 0#).

Знак подчерка в имени отношения или опера-
ции означает, что в синтаксисе программы во
входном выражении на этой позиции ставится
выражение аргумента этой операции.

Знак равенства ‘=’ – это определение иденти-
фикатора (присваивание) – часть синтаксиса
программы. Равенство _≈_ – это знак отношения
равенства на некоторой области, это отношение
задается для каждой области программой пользо-
вателя или стандартной библиотекой.

≈ ≈a+b 0:a+ b 0#

2. ПОЛЕ ЧАСТНЫХ
Поле частных над кольцом R (в программе –

Fraction R) ([10] параграф 13) имеет смысл для
целостного кольца (в программе – Integral-
Ring), то есть для коммутативного кольца без де-
лителей нуля (если x * y = 0, то x = 0 или y = 0).
Здесь также рассматривается более сильное усло-
вие кольца с НОД – GCDRing).

Обозначим _≈_ отношение равенства на R,
_+_, _*_ – действия сложения и умножения в
области R.

Элементы области частных Q = Fraction R
(дроби) определены как формальные записи

Равенство _=’_ на Q определено как
n/d =’ n’/d’ = n * d’ ≈ n’ * d

Умножение, сложение и деление на Q определены
как

n/d *’ n’/d’ = (n * n’) / (d * d’)
n/d +’ n’/d’ = (n * d’ + n’ * d) / (d * d’)
divide n/d n’/d’ = n/d *’ d’/n’

для n’  0.
Нетрудно доказать ([10] параграф 13), что для

целостного кольца R операции, заданные таким
образом, удовлетворяют закону поля (коммута-
тивное кольцо, в котором каждый ненулевой эле-
мент обратим по умножению).

Цель исследования:
выразить на языке Agda известные оптимизирован-
ные алгоритмы сложения и умножения дробей в слу-
чае кольца с НОД, сопровождая их машинно-прове-
ряемыми доказательствами. Также рассматривается
особый способ сложения дробей, в котором сокраще-
ние на НОД применяется более интенсивно.

Вышеописанные наивные способы вычисле-
ния действий *’, +’ на практике в системах вы-
числительной алгебры не применяются из-за то-
го, что во многих случаях вычисления в цикле
приводят к быстрому росту размера знаменателя.
Как пример худшего случая предложим вычисле-
ние отрезка гармонического ряда:

для n = 4, 8, 12, 16, …
В этой статье нет теоретических оценок стои-

мости вычисления, наша цель обозначена выше.

3. НАИВНЫЕ И ОПТИМИЗИРОВАННЫЕ 
АЛГОРИТМЫ АРИФМЕТИКИ ДРОБЕЙ
Объявление (на языке Agda)
record Prefraction : Set where 

constructor preFr
field num : C

denom : C
denom 0 : denom  0#

∈ ≠n d, n,d R, d 0./

÷

=Σ 11/n
k k
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определяет, что дробь над целостным кольцом (с
носителем, обозначенным C) состоит из числите-
ля num, знаменателя denom и свидетельства (до-
казательства, данного на языке Agda) denom 0
того, знаменатель не равен нулю.

Равенство на C обозначено _≈_, неравенство
обозначено _ _.

Отношение _=’_ равенства на типе
Prefraction выражается кодом

_=’_ : Rel Prefraction _
f =’ g = (num f * denom g) ≈ (num g

* denom f)
Заметим, что в правой части определения стоит
выражение типа, зависящего от значений f и g,
это способ выражать утверждения в виде типов.

В данной статье мы не обсуждаем действие
умножения дробей, а сосредоточимся на более
сложном действии, на их сложении. Сложение в
наивной арифметике дробей программируется на
типе Prefraction и записывается как

_+’_ : Op2 Prefraction
(preFr n d d 0) +’ (preFr n’ d’ d' 0) =

preFr (n * d’ + n’ * d) (d * d’) (nz*nz d 0 d’ 0)

Здесь функция nz*nz применяется к значени-
ям d 0, d’ 0 (свидетельствам соответствующих
неравенств) и возвращает свидетельство неравен-
ства d * d’  0. Эта функция выражает закон це-
лостного кольца.

Полуоптимизированная арифметика опирает-
ся на понятия делимости и взаимной простоты.
Отношение делимости определяется в программе
для произвольной полугруппы в виде объявления
типа

_|_ : Rel C_

x | y = ∃\q → x • q ≈ y

Здесь квантор существования имеет конструк-
тивный смысл. Именно, всякое значение типа x |
y является парой (q, eq), где eq свидетельство
для равенства x • q ≈ y.

Свойство взаимной простоты определяется
для произвольного моноида объявлением

Coprime : Rel C _
Coprime a b = (c : C) → c | a → c | b → c | 

–“для любого c (если c делит a и c делит b, то c
обратим – делит единицу )”.

Понятие дроби выражается объявлением запи-
си (record)
record Fraction : Set where

constructor fr'
field num : C

denom : C
denom 0 : denom  0#
coprime : Coprime num denom

Оно включает требование coprime взаимной
простоты числителя и знаменателя. Назовем это

представление сокращенным. Равенство _=fr_
на типе Fraction такое же, как задано выше
на типе Prefraction. Чтобы получить дробь в
сокращенном виде применяется функция gcd и
сокращение дроби на полученное значение.
Это требует наличия структуры кольца с НОД
(GCDRing) для кольца R, то есть такого целостно-
го кольца, на котором заданы функция (алго-
ритм)

gcd : (a b : C) → GCD a b,
и функция _|?_ разрешения отношения _|_ де-
ления. При этом понятие НОД определяется в ви-
де объявления записи

record GCD (a b : C) : Set where

constructor gcd'

field

proper : C -- собственно НОД(a, b)

divides1 : proper | a

divides2 : proper | b

greatest : ∀ {d} → d | a → d | b → d | proper

÷

÷

÷ ÷

÷ ÷

÷ ÷

÷

e

e

÷ ÷



46

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2020

МЕШВЕЛИАНИ

Последние три поля записи представляют усло-
вия, которым значение proper должно удовле-
творять. Например, условие greatest значит
“для любого d (если d делит a и делит b, то d де-
лит proper)”. Условия делимости включают в себя
значения дополняющих множителей. Например,
значение divides1 имеет вид пары (q1, eq1), где
eq1 есть свидетельство равенства proper * q1 ≈ a.

Далее, функция

fraction : (a b : C) → b  0# → Fraction
принимает значения для числителя и знаменате-
ля и свидетельство неравенства нулю знаменате-
ля и выдает соответствующую дробь в сокращенном
виде. Она применяет вычисление НОД и деление
нацело в R. Также эта функция строит доказатель-
ство взаимной простоты полученных после сокра-
щения числителя и знаменателя. В этой разновид-
ности арифметики дробей сумма дробей вычисля-
ется функцией

_+1_ : Op2 Fraction

(fr' n1 d1 d1 0) +1 (fr' n2 d2 d2 0_) =

fraction (n1 * d2 + n2 * d1) (d1 * d2) d1d2 0

where

d1d2 0 = nz*nz d1 0 d2 0

– сложить наивным способом, потом сократить
на НОД. Назовем этот способ полуоптимизиро-
ванным.

Оптимизированный (как мы его условно на-
зываем) способ сложения дробей применяет со-
кращение на НОД на ранних стадиях.

Здесь и ниже мы используем следующие обо-
значения, связанные со структурой GCD. Функ-
ция gcd возвращает запись GCD, из которой из-
влекаются некоторые готовые значения помимо
объявленных в полях записи. Например, вычис-
ление gcd d1 d2 для знаменателей дает запись,
для которой собственно значение НОД переиме-
новано в g, частное d1/g переименовано в d1’,
d2/g переименовано в d2’.

Оптимизированный способ сложения дробей
n1/d1 и n2/d2 выражается через следующие пред-
варительные вычисления:

g = gcd d1 d2;

d1’ = d1 /’ g; d2’ = d2 /’ g

s = n1 * d2’ + n2 * d1’; g1 = gcd s g

s’ = s /’ g1
(в наших обозначениях и в программе знак умно-
жения пишется явно). Здесь /’ обозначает деле-
ние нацело в области R в случае, когда доказано
отношение делимости для аргументов. Здесь и

ниже символ /’ дан как комментарий. В программе
вместо этого действия готовые значения дополняю-
щих множителей d1’, d2’, s’, g’ извлекаются из за-
писи итога применения функции gcd, они накап-
ливаются заодно в ходе вычисления НОД. Оптими-
зированный способ взят, с переобозначениями, из
книги [11], параграф 4.5.1, первая половина страни-
цы 355. Буквально способ вычисления в [11] в на-
ших обозначениях выражается формулой

s’ / (d1’*(d2/’g1))

В программе он для удобства доказательства из-
менен к формуле

s’ / ((d1’*(d2/’g)) * (g/’g1))

Дроби получаются равные, а стоимость вычисле-
ния существенно не отличается. В целом, про-
граммируется способ

(FSum)

g = gcd d1 d2;

d1’ = d1/’ g; d2’ = d2/’g

s = n1 * d2’ + n2 * d1’; g1 = gcd s g

s’ = s/’ g1; g’ = g /’ g1
dd = d1’ * d2’; ddg’ = dd * g’

И в этих обозначениях функция сложения задает-
ся как

_+fr_ : Op2 Fraction

(fr’ n1 d1 d1 0 coprime-n1d1) +fr (fr’ n2 d2 d2 0 coprime-n2d2) =

fr' s’ ddg’ ddg’ 0 coprime-s’-ddg’

÷

÷ ÷

÷

÷ ÷ ÷

÷ ÷

÷
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Здесь fr’ конструктор (тег) дроби, s’ и ddg’ полу-
ченные числитель и знаменатель. Значения
ddg’ 0 и coprime-s’-ddg’ суть соответственно
свидетельства неравенства нулю знаменателя и
взаимной простоты пары (s’, ddg’).

Способ из [11] дан для области целых чисел.
Здесь же он применяется к произвольному коль-
цу с НОД. Законность и способ такого обобще-
ния доказываются ниже. В [11] пишется о началь-
ной проверке часто встречающегося условия вза-
имной простоты двух знаменателей. Для него
сумма дробей вычисляется легче. Но мы эту про-
верку пропускаем потому, что в случае обратимо-
сти g вычисления по формулам (FSum) все-равно
сильно удешевляются.

Этот способ на примере гармонического ряда
(Раздел 2) показывает большое убыстрение в
сравнении с полуоптимизированным способом
+1. Для n = 16000 он в 500 раз быстрее, чем +1,
и в 8 раз быстрее, чем встроенная арифметика ра-
циональных чисел библиотеки Glasgow Haskell -
7.10.2. Такое быстродействие можно объяснить на
интуитивном уровне тем, что при формировании
числителя и конечном вычислении НОД в спосо-
бе +1 всякий лишний общий множитель в аргу-
ментах этих действий сильно увеличивает стои-
мость последних умножения и вычисления НОД.
Конечно, каждый из трех вышеприведенных спо-
собов окажется быстрее двух других на некотором
нарочно подобранном семействе примеров. Имеет
смысл выводить оценки средней стоимости вы-
числения сложения дробей как функции размера
числителей и знаменателей для способов +1 и +fr.
Но здесь мы рассматриваем другие вопросы.

Приведем некоторые соображения об оптими-
зации. В каких случаях описанный выше оптими-
зированный способ оправдывает свое название?
В случае целых чисел сокращение на нетривиаль-
ный НОД операндов умножения приводит к уко-
рачиванию двоичного кода операндов и к уде-
шевлению умножения. И в среднем приводит к
удешевлению последующих действий при по-
строении числителя суммы. Не зря этот способ
приводится в [11]. В случае области K[x1, …, xn]
многочленов над полем K деление операндов на
нетривиальный НОД уменьшает полную степень
операндов. При прочих равных условиях умень-
шение полной степени ведет к удешевлению
умножения многочленов, и так далее. Еще оче-
виднее это в случае конечного поля K, ибо тогда
стоимость действий над коэффициентами огра-
ничена постоянной. Эти соображения показыва-
ют, что имеет смысл рассматривать оптимизиро-
ванный способ сложения дробей в общем случае
и строить машинно-проверяемое доказательство
его правильности.

3.1. Доказательство правильности
в части равенства

Во-первых, требуется построить формальное до-
казательство на языке Agda того, что оптимизиро-
ванный способ действительно выдает сумму дро-
бей. При этом наивный способ сложения (Раздел 3)
есть определение сложения дробей. То есть для
доказательства правильности оптимизированно-
го способа необходимо доказать, что формальные
выражения

s’/ddg’ и (n1 * d2 + n2 * d1) / (d1 * d2)
представляют равные дроби. То есть доказать ра-
венство

s’ * (d1 * d2) ≈
(n1 * d2 + n2 * d1) * (d1’ * d2’ * g’)

(Corr1)
Но в программе наивное и оптимизированное

сложения определены на разных типах (второй
тип включает условие взаимной простоты). Для
формализации доказательства рассматриваются
два представления дроби: Prefraction и Frac-
tion. Также рассматриваются два отношения ра-
венства: =’ на типе Prefraction и =fr на типе
Fraction. Для доказательства равенства
(Corr1) рассматриваются три способа сложения
дробей: 

• наивный способ +’ на типе Prefraction,
• полуоптимизированный способ +1 на типе

Fraction,
• оптимизированный способ +fr на типе

Fraction.
Нужные доказательства переносятся с версии
(Prefraction, =’, +’) на версию (=fr, +1), и да-
лее, на (=fr, +fr). В этом подходе законы поля
доказываются для трех версий арифметики дро-
бей: для (Prefraction, +’, *’), затем для (Frac-
tion, +1, *1), затем для (Fraction, +fr, *fr).
Такой подход обусловлен следующими причинами.

• Первая версия работает в наибольшей общ-
ности.

• Вторая версия может оказаться более эф-
фективной, чем третья для некоторых задач.

• Третья версия часто оказывается наиболее
эффективной.

• Законы поля просто доказываются для первой
версии. И остается доказать, что вторая и третья
версии выдают итог равный (как дробь) итогу, вы-
даваемому первой версией. Таким способом зако-
ны поля формально доказываются для второй и тре-
тьей версий арифметики дробей.

Например, покажем, как сочетательное свой-
ство сложения доказывается для этих трех версий
арифметики дробей. Преобразование между дву-
мя представлениями дроби выражается двумя
функциями:

÷
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toPre : Fraction → Prefraction
toPre (fr’ n d d 0 _) = preFr n d d 0

– удалить условие взаимной простоты
fromPre : Prefraction → Fraction
fromPre (preFr n d d 0) = fraction n d d 0

– привести к сокращенному виду
Функции
fromPrestoPre : ∀{f} → fromPre (toPre f) =fr f
fromPrestoPre {f} = fr-sym {f} {fromPre (toPre f)} (f=fr=fraction-f f)

toPresfromPre : ∀{f} → toPre (fromPre f) =’ f
toPresfromPre {preFr n d d 0} = <пропуск>

выражают доказательство того, что отображения
toPre и fromPre являются взаимно обратными

(и, следовательно, взаимно-однозначными). Функ-
ции

+1via+’ : (f g : Fraction) → (f +1 g) =fr (fromPre (toPre f +’ toPre g))

+1via+’ f g = =fr-refl {f +1 g}

toPre+homo : (f g : Fraction) → toPre (f +1 g) =’ (toPre f +’ toPre g)
toPre+homo = <тело функции пропущено>

fromPre+homo : (f g : Prefraction) →
     fromPre (f +’ g) =fr
     (fromPre f +1 fromPre g)

fromPre+homo = <тело функции пропущено>

представляют простое доказательство того, что
отображения toPre и fromPre являются гомо-

морфизмами относительно операций +1 и +’.
Функция

+1cong : _+1_ Preserves2 _=fr_ → _=fr_ → _=fr_

представляет доказательство того, что операция
+1 конгруэнтна, то есть согласована с равенством
=fr. Это доказательство выводится из свойства
конгруэнтности отображения toPre и из леммы
+1via+’.

Сочетательный закон для наивного сложения
+’ доказывается так. Для дробей n1/d1, n2/d2,
n3/d3 свойство сочетательности выражается ра-
венством

(2)
где n выражение для числителя дроби (n1/d1 +’
n2/d2) +’ n3/d3, и n’ выражение для числителя
дроби n1/d1 +’ (n2/d2 +’ n3/d3). Подобным об-
разом составляются выражения для знаменателей
d и d’. Левая и правая части равенства (2) суть
многочленные выражения с целыми коэффици-
ентами от переменных n1, d1, n2, d2, n3, d3. До-
казательство равенства (2) состоит в приведении
этих выражений к нормальному виду многочлена

(раскрытие скобок, приведение подобных членов
и так далее) с использованием законов коммута-
тивного кольца. При этом каждый шаг такой нор-
мализации записывается в виде шага доказатель-
ства на языке Agda для равенства ≈ в кольце R.
Это делается автоматически по вызову функции
специального доказывателя равенств (что важно,
написанной на Агде – так же, как все в библиоте-
ке Агды) из модуля InCommutativeSemiring
библиотеки. Это сокращает большой участок ко-
да формального доказательства до одного вызова
библиотечной функции.

Следующая функция строит доказательство
сочетательного закона для операции +1 путем
сведения его к доказательству этого закона для +’.

Поясним, как нужно читать нижеприведенное
доказательство. Сначала надо прочесть присваи-
вания, данные после ключевого слова where.
Затем читать левую колонку выражений между
begin-fr и end-fr, затем читать соответствую-

÷ ÷

÷ ÷

÷

≈n*d' n'*d,
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щую правую колонку выражений. Левая колонка
представляет последовательность дробей, в кото-
рой каждая дробь f равна следующей в смысле от-

ношения =fr, а правая часть против выражения f
представляет применение функции, воплощаю-
щей доказательство этого равенства.

+1assoc : FP=fr.Associative _+1_

+1assoc f g h =

begin-fr

(f +1 g) +1 h =fr[ +1cong e0 h=from-h’ ]
from (f’ +’ g’) +1 (from h’) =fr[ e1 ]
from ((f’ +’ g’) +’ h’) =fr[ fromPre-cong (+’assoc f’ g’ h’) ]
from (f’ +’ g’+h’) =fr[ fromPre+homo f’ (g’ +’ h’) ]
f’’ +1 (from (g’ +’ h’)) =fr[ +1cong f’’=f (fromPre+homo g’ h’) ]
f +1 (g’’ +1 h’’) =fr[ +1cong2 (+1cong g’’=g h’’=h) ]
f +1 (g +1 h)

end-fr

where

from = fromPre; f’ = toPre f
g’ = toPre g; h’ = toPre h
f’’ = from f’; g’’ = from g’
h’’ = from h’
f’’=f = fromPrestoPre {f}

g’’=g = fromPrestoPre {g}

h’’=h = fromPrestoPre {h}

h=from-h’ = =fr-sym (fromPrestoPre {h})

e0 : (f +1 g) =fr from (f’ +’ g’)
e0 =

=fr-sym

(begin-fr

from (f’ +’ g’) =fr[ fromPre+homo f’ g’ ]
f’’ +1 g’’ =fr[ +1cong f’’=f g’’=g ]
f +1 g

end-fr

)

e1 : (from (f’ +’ g’)) +1 (from h’) =fr from ((f’ +’ g’) +’ h’)
e1 = =fr-sym (fromPre+homo f’+g’ h’)
Доказательство каждого шага из правой ко-

лонки дано в виде конструкции =fr[…]. Это не
особая конструкция языка, а вызов стандартной
функции _=[_]_ трех аргументов (написанной
на Агде). Также стандартными функциями явля-
ются префиксная функция begin_ и постфикс-
ная _□ – они в программе переименованы соот-
ветственно в begin-fr_ и _end-fr. Вся кон-
струкция begin-fr … end-fr наглядно
показывает вывод равенства с повторным приме-

нением закона транзитивности trans. Доказа-
тельство использует свидетельство +’assoc соче-
тательного закона для +’, то, что fromPre явля-
ется изоморфизмом относительно двух операций
сложения дробей и что операция +’ конгруэнтна
по каждому аргументу (лемма +1cong).

Теперь покажем перенесение доказательств
для операции +1 на доказательства для операции
+fr – с полуоптимизированного способа на оп-
тимизированный. Функция
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+fr +1 : ∀ f g → (f +fr g) =fr (f +1 g)
+fr +1 (fr’ n1 d1 d1 0 coprime-n1d1) (fr’ n2 d2 d2 0 coprime-n2d2) =

s’*den2≈num2*ddg’
where
sum2 = n1 * d2 + n2 * d1
G = proper (gcd sum2 d1d2)
num2 = div sum2 G
den2 = div d1d2 G

s’*den2 ≈ num2*ddg’ : s’ * den2 ≈ num2 * ddg’
…

представляет доказательство того, что эти два
способа сложения дают равные дроби. Здесь обо-
значения взяты из определения операции +fr
данного в формуле (FSum). Целевым равенством
является

s’ * den2 ≈ num2 * ddg’ (Corr2)
Четыре значения в этом равенстве суть некоторые
рациональные выражения от значений n1, d1, n2,
d2, g, g’, g1, G, n1’, d1’, n2’, d2’. Чтобы упростить
цель до равенства многочленных выражений обе
части (Corr2) умножаются на значение Ggg1 =
G * (g * g1). Получается равенство (Corr2'),
не содержащее знаменателей. Равенство (Corr2')
доказывается приведением его частей к одному и
тому же нормальному виду многочлена, а также
подстановкой равенств, полученных из формул
(FSum) (и извлеченных из структур GCD), напри-
мер, g * d1’ ≈ d, g1 * g’ ≈ g. Наконец, целевое
равенство (Corr2) выводится из (Corr2') вызо-
вом (cancelNonzeroLFactor Ggg1). Функция
cancelNonzeroLFactor представляет доказа-
тельство леммы:

В целостном кольце для каждого ненулевого эле-
мента a выполнено свойство сокращения

∀ b c (a * b ≈ a * c ==> b ≈ c).
Библиотека включает простое доказательство этого,
вместе с сотней или двумя лемм, сопровождающих
описание классических структур алгебры.

Далее, доказательство сочетательного закона
для действия +fr составляется с использованием
доказательства +1assoc для действия +1 и дока-
зательства равенства +fr +1 для двух способов
сложения дробей. Это делается так же, как в выше
описанном перенесении доказательства сочета-
тельного закона с версии +’ на версию +1. Таким
же образом другие доказательства переносятся с
версии +’ на +1, и далее на +fr.

Рассмотрим теперь построение свидетельств
необходимых для составления итоговой дроби.
Эти свидетельства (конструктивные доказатель-
ства) составляются для утверждений

coprime : Coprime s' ddg'
d1d2 0# : d1 * d2  0#

g 0 : g  0#

ddg' 0 : (d1 * d2) * g'  0#

g' 0 : g'  0#

d1' 0 : d1'  0#

и некоторых других. Первое из них обсуждается
ниже. Остальные весьма просто получаются из
свойства отсутствия делителей нуля в R и из леммы
о делимости ∀x y → x | y → y  0# → x  0#.

3.2. Доказательство взаимной простоты
для итога суммы дробей

Продолжаем использовать обозначения фор-
мул (FSum) Раздела 3. Осталась главная часть до-
казательства: составление свидетельства для
свойства взаимной простоты значений s’ и ddg’:

Coprime s’ ((d1’ * d2’) * g’).
Из доказательства этого свойства следует, что в
оптимизированном сложении нахождение по-
следнего НОД можно пропустить. Доказатель-
ство основано на обобщенной лемме Евклида:

(LE) для любых элементов a,b,c кольца с
НОД выполнено свойство
если Coprime a b и  Coprime a c, то
Coprime a (b * c).
Цель (Coprime s’ ddg’) доказывается по сле-

дующей схеме.
• Coprime d1’ n1 (== Coprime n1 d1/g)

следует из Coprime n1 d1.
• Coprime d1’ d2’ выполнено из-за того, что d2’

и d1’ суть дополняющие множители в структуре
GCD d1 d2.

• По лемме Евклида, выполнено отношение
Coprime d1’ n1d2’.

•  Докажем теперь Coprime s d1’. Предполо-
жим, что некоторый x делит s и делит d1’. Из ра-
венства s = n1*d2’ + n2*d1’ следует x | n1d2’.

°=
°= ÷ ÷

°=

÷ ÷

÷ ÷

÷ ÷

÷ ÷

÷ ÷

÷ ÷
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Из выведенного выше отношения Coprime
d1’ n1d2’ следует, что x обратим.

Таким же способом доказывается утверждение
Coprime s d2’.

Далее, по лемме Евклида, имеем Coprime s
d1’d2’.

Так как s’ делит s, то выполнено отношение
Coprime s’ d1’d2’.

s’ и g’ суть дополняющие множители в GCD s
g. Поэтому выполнено Coprime s’ g’. Из леммы
Евклида теперь следует Coprime s’ ddg’.

По этой схеме в программе построено формаль-
ное доказательство в виде функции на языке Agda.

Ниже ‘|’ обозначает отношение делимости в
кольце R,

x~y обозначает, что x и y ассоциированы, то
есть делят друг друга.

3.3. Отступление: обобщенная лемма Евклида
В учебниках лемма Евклида формулируется так:
если простое число p делит a*b,
то p | a или p | b.

И доказательство использует или свойство одно-
значности разложения на множители, или свой-
ство кольца главных идеалов. В нашем случае
произвольного кольца с НОД такая формулиров-
ка леммы и такие условия не применимы. Поэто-
му в предыдущей версии программы добавлялось
условие кольца с однозначным разложением на
множители, а лемма Евклида формулировалась
не для простого числа p, а для простого элемента
этого кольца. При этом доказательство последне-
го свойства в оптимизированном сложении силь-
но усложнялось. Но позже оказалось, что извест-
но изящное доказательство леммы Евклида в бо-
лее общей формулировке, в условии кольца с
НОД – как выражено выше в утверждении  (LE).
И это позволяет сильно упростить программу и
повысить ее общность. Доказательство обобщен-
ной леммы Евклида является, по-видимому,
фольклором. Позже автор нашел доказательство в
электронном сообщении на форуме любителей ма-
тематики в компьютерной сети. Приведем его
здесь, переписав его в более ясном виде.

Лемма GCD*. Для кольца с НОД R и для любых
a, b, c из R выполнено отношение gcd(ac, bc) ~ c ⋅
gcd(a, b).

Доказательство.
В случае c = 0 отношение gcd(0, 0)~0 выполне-

но, так как из определения НОД (Раздел 3) следу-
ет, что gcd(0, 0) = 0.

Рассмотрим случай c ≠ 0. Делимость c ⋅ gcd(a,
b) | gcd(ac, bc) сразу следует из того, что c ⋅ gcd(a, b)
делит ac и делит bc.

Осталось доказать gcd(ac, bc) | c ⋅ gcd(a, b). Так
как c | ac, c | bc, то c | gcd(ac, bc), и gcd(ac, bc) = xc

для некоторого x, и по свойству НОД выполнено
xc | ac, xc | bc. То есть xcy = ac, xcz = bc для некото-
рых y, z. Из последних двух равенств следуют ра-
венства c ⋅(xy – a) = 0 = c(xz – b). Раз c ≠ 0, то по
свойству целостного кольца выполнены равен-
ства xy – a = 0 = xz – b. Следовательно, x | a, x | b,
x | gcd(a, b), xc | c ⋅ gcd(a, b). Подставляя сюда ра-
венство gcd(ac, bc) = xc, выведенное раньше, по-
лучаем требуемую делимость.

Доказательство леммы Евклида.
Даны отношения Coprime(a, b), Coprime(a, c).

Выведем Coprime(a, bc).
Предположим, что x делит a и делит bc. Тогда

x | gcd(ac, bc). По лемме GCD*, x | c ⋅ gcd(a, b). Из
условия gcd(a, b)~1 взаимной простоты следует x | c.
Из этого и из условий x | a, Coprime(a, c) следует,
что x обратим. Это доказывает лемму.

В библиотеке доказательство леммы Евклида
формализовано на языке Agda в виде функции
euclid в модуле OfGCD.agda.

Реализация алгоритма и доказательства: опи-
санный метод сложения дробей воплощен в биб-
лиотеке DoCon-A 2.02 [2] (файлы
source/Fraction/*.agda). Файл
source/demoTest/FractionTest.agda со-
держит демонстрацию.

4. О ДРУГИХ РАБОТАХ
ПО ДАННОМУ ПРЕДМЕТУ

Система Axiom [12] программирования науч-
ных вычислений известна с 1970-х годов. Ее язык
Spad – это инструмент для обобщенного про-
граммирования, и библиотека Axiom реализует
башню классических структур алгебры. В этой
библиотеке конструктор Fraction поля частных
принимает как аргумент целостное кольцо. И при
наличии в области операции НОД применяется и
арифметика дробей, основанная на сокращенном
виде дроби. Но язык Spad не поддерживает ни за-
висимые типы, ни, вообще, средства доказатель-
ного программирования.

Система Coq [13] имеет большое множество
библиотек, c включением машинно-проверяе-
мых доказательств различных непростых теорем
в  математике. На странице сети
https://github.com/math-comp/math-
comp/blob/master/mathcomp/alge-
bra/fraction.v дана доказательная програм-
ма для арифметики поля частных целостного
кольца. Рассматривается только наивная ариф-
метика дробей, которая проста для доказательств
в теории.

Алгебраическая часть библиотеки системы
Lean [14] содержит выражение конструкции ло-
кального кольца:

https://github.com/leanprover-com-
munity/mathlib/
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tree/master/src/ringt_heory,

модуль localization.lean. Это обобщение
понятия поля частных. Но не видно никакой оп-
тимизации вычисления суммы дробей. Очевидно,
в системах Coq и Lean можно реализовать такой
доказательный алгоритм. Но это пока не сделано,
так как эти системы направлены в первую очередь
на теоретические доказательства в математике.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Описанный выше опыт с доказательной про-
граммой арифметики дробей в общем случае по-
казывает, что язык Agda и его реализация позво-
ляют адекватно выразить эту алгебраическую
конструкцию, вместе с необходимым основанием
в виде библиотеки классических категорий алгеб-
ры, и провести необходимые полные формаль-
ные доказательства для оптимизированного спо-
соба сложения дробей.

Также библиотека DoCon-A имеет то значе-
ние, что она является первой общей и сравни-
тельно обширной библиотекой вычислительной
алгебры для языка Agda.
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Обсуждается проблема поиска периодического движения обобщенной машины Атвуда, в которой
шкив конечного радиуса заменяется двумя отдельными малыми шкивами и один груз может коле-
баться в вертикальной плоскости. Выполнив необходимые символьные вычисления, мы получили
уравнения движения системы и построили их периодические решения в виде степенных рядов по
малому параметру в случае малых колебаний. Показано, что при небольшой разнице в массах грузов
существует состояние динамического равновесия системы, когда колеблющийся груз ведет себя как
маятник, длина которого совершает малые колебания. При этом наблюдается резонанс частот вида
2 : 1, т.е. частота колебаний длины маятника в два раза превышает частоту колебаний угловой пере-
менной. Сравнение полученных результатов с соответствующими численными решениями уравне-
ний движения подтверждает их корректность. Все необходимые вычисления выполняются с помо-
щью системы компьютерной алгебры Wolfram Mathematica.

DOI: 10.31857/S0132347420020090

1. ВВЕДЕНИЕ
Классическая машина Атвуда, первоначально

разработанная для демонстрации равноускорен-
ного движения, состоит из двух грузов, соединен-
ных невесомой нерастяжимой нитью, перекину-
той через шкив, который может вращаться без
трения вокруг горизонтальной оси (см. [1]).
Предполагая, что грузы могут перемещаться
только вдоль вертикали, а нить не проскальзыва-
ет по шкиву, получаем простую механическую
систему с одной степенью свободы, уравнение
движения которой легко интегрируется. Про-
стейшее обобщение этой системы, когда один из
грузов во время движения может совершать коле-
бания в вертикальной плоскости, приводит к по-
явлению дополнительной степени свободы, что
существенно усложняет уравнения движения и их
общее решение не может быть записано в сим-
вольной форме [2]. Однако динамика такой си-
стемы была исследована довольно подробно [3].
В частности, было показано, что уравнения дви-
жения являются интегрируемыми только в том
случае, когда отношение масс грузов равняется 3.
При этом система может демонстрировать раз-

личные виды движения, например, квазиперио-
дическое и хаотическое движение (см. [4–6]). Ра-
диус шкива также влияет на динамику системы
(см. [7]), но его изменение не приводит к каким-
либо качественным изменениям движения.

Следует отметить, что именно колебания груза
существенно влияют на характер движения си-
стемы, особенно при небольшой разнице масс
грузов. Исследование движения машины Атвуда
с одним колеблющимся грузом показало (см. [8]),
что колебания приводят к возрастанию средней
силы натяжения нити, причем ее величина зави-
сит от амплитуды колебаний. Если оба груза оди-
наковой массы ( ) находятся в равновесии
и одному из них сообщается горизонтальная на-
чальная скорость, то этот колеблющийся груз на-
чинает движение вниз и тянет второй груз вверх
даже в случае малых колебаний. При этом длина
отрезка нити r между колеблющимся грузом и
шкивом увеличивается, а амплитуда его колеба-
ний и средняя сила натяжения нити убывают. Та-
ким образом, при наличии колебаний одного из
двух одинаковых грузов равновесное решение
уравнений движения машины Атвуда  не

=1 2m m

= constr

УДК 517.9+004.4

КОМПЬЮТЕРНАЯ
АЛГЕБРА
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существует. Такое решение возможно только в
том случае, когда колебания отсутствуют или же
оба груза совершают колебания в противофазе с
одинаковыми амплитудами и частотами (см. [9]).

С другой стороны, при небольшой разнице
масс колебания груза меньшей массы приводят к
возможности квазипериодического движения си-
стемы (см. [8]). Естественно предположить, что
при подходящих начальных условиях система мо-
жет находиться в состоянии динамического рав-
новесия, когда груз большей массы совершает по-
ступательное движение и колеблется около неко-
торого равновесного положения, а движение
груза меньшей массы представляет собой нало-
жение двух взаимно перпендикулярных колеба-
ний. Соответствующее решение уравнений дви-
жения системы должно быть периодическим.

Целью данной работы является построение пери-
одического решения уравнений движения машины
Атвуда в виде степенного ряда по малому параметру
и определение начальных условий, при которых та-
кое движение может происходить. Отметим, что по-
строение и исследование таких решений обычно
связано с выполнением весьма громоздких сим-
вольных вычислений, которые удобно выполнять
с помощью систем компьютерной алгебры (см.,
напр., [10–14]). В данной работе для выполнения
всех расчетов и визуализации полученных резуль-
татов используется система компьютерной алгеб-
ры Wolfram Mathematica [15].

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
Рассматривается обобщенная модель машины

Атвуда, в которой шкив конечного радиуса заме-
няется двумя отдельными малыми шкивами и
один груз может колебаться в вертикальной плос-
кости (Рис. 1). Такая модификация классической
машины Атвуда не изменяет ее физической при-
роды, но позволяет исключить влияние размеров
шкива и сосредоточиться на исследовании влия-
ния колебаний на движение системы.

Функция Лагранжа рассматриваемой системы
имеет вид

(2.1)

где точка над символом означает полную производ-
ную соответствующей функции по времени,  –
ускорение свободного падения, r – расстояние
между шкивом и грузом , а угол  определяет
отклонение груза от вертикали (см. рис. 1). Выра-
жение (2.1) записано в предположении, что ради-
ус шкива пренебрежимо мал и изменением длины
нити r при колебаниях груза за счет наматывания
нити на шкив можно пренебречь.

Уравнения движения, записанные в форме
Лагранжа с использованием (2.1), имеют вид

(2.2)

(2.3)

Легко видеть, что при  уравнение
(2.3) сводится к уравнению колебаний математи-
ческого маятника

однократное интегрирование которого приводит
к закону сохранения механической энергии

(2.4)

где  – амплитуда колебаний. При 
уравнение (2.2) с учетом (2.4) принимает вид

(2.5)

Поскольку  и, следовательно, , урав-
нение (2.5) имеет единственное решение  = 0
только в случае равных масс грузов (m1 = m2). Та-
ким образом, система (2.2)–(2.3) имеет равновес-
ное решение ,  только при
условии .

Далее будем предполагать, что колебания груза
m1 являются малыми (выполняется условие ),
и заменим тригонометрические функции в урав-
нениях (2.2), (2.3) их разложениями в степенные
ряды с точностью до второго порядка включи-
тельно. Тогда уравнения движения примут вид

(2.6)
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Рис. 1. Обобщенная машина Атвуда.
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(2.7)

Заметим, что уравнения (2.6), (2.7) являются нели-

нейными и существование периодических движе-

ний грузов, которыми мы интересуемся в данной

работе, возможно только вследствие нелинейного

взаимодействия между степенями свободы систе-

мы. В линейном приближении переменные  и

 разделяются и интересные нелинейные эф-

фекты, которые проявляются даже в случае ма-

лых колебаний, теряются.

3. ПЕРИОДИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

Напомним, что колебания груза m1 приводят к

увеличению средней силы натяжения нити и она

становится больше силы тяжести  (см. [8]).

Следовательно, можно ожидать, что при неболь-

шой разнице в массах грузов, когда выполняется

условие , средняя сила натя-

жения нити может уравновесить силу тяжести

 и система будет находиться в состоянии ди-

намического равновесия, при котором обе пере-

менные ,  осциллируют около равновесно-

го решения и являются периодическими функци-

ями времени. Поскольку уравнения движения

(2.6)–(2.7) являются нелинейными, амплитуда и

частота колебаний будут зависеть от амплитуды

и, следовательно, от параметра ε. При , ко-

гда грузы имеют одинаковые массы, функции

,  должны сводится к равновесному реше-

нию , ϕ = 0.

Для удобства вычислений произведем замену
переменных

(3.1)

где  и  – безразмерные переменные,

которые далее будем обозначать обычным обра-

зом через r, t. В результате уравнения движения

(2.6)–(2.7) принимают вид, удобный для приме-

нения теории возмущений:

(3.2)

(3.3)

Решение системы (3.2)–(3.3) можно искать в
виде степенных рядов по малому параметру :

(3.4)

(3.5)

ϕ = − ϕ − ϕ.�� ��2r g r

( )r t
ϕ( )t
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2m g
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0 1 2( ) ( ) ( ) ( )t t t t …

Поиск неизвестных функций  в разло-

жениях (3.4)–(3.5) требует выполнения стандарт-

ных, но достаточно громоздких символьных вычис-

лений, которые выполняются в данной работе с по-

мощью системы компьютерной алгебры Wolfram
Mathematica. Для подстановки решений  в

уравнения (3.2)–(3.3) и автоматического вычисле-

ния всех производных удобно воспользоваться

анонимными функциями (pure functions) и опре-

делить правила замены вида

Для разложения правых частей полученных урав-

нений в ряды по степеням параметра  с точно-

стью до второго порядка, например, достаточно к

каждому уравнению применить функцию

Затем встроенная функция  поз-

воляет выделить в выражении  коэффициент

при 

Выполняя описанные символьные вычисле-

ния и приравнивая коэффициенты при одинако-

вых степенях параметра  в левой и правой части

каждого уравнения (3.2)–(3.3), получаем следую-

щую систему линейных дифференциальных урав-

нений:

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Отметим, что линейные дифференциальные

уравнения второго порядка (3.6)–(3.11) последова-

тельно решаются с помощью встроенной функции

. Без ограничения общности рассуждений

можем предположить, что в начальный момент вре-

мени груз  находится в отклоненном от вертикали

положении и начинает движение без начальной

скорости. Тогда решение уравнения (3.6) при на-

чальном условии  можно записать в виде
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(3.12)

где  – неизвестная постоянная, равная ампли-

туде колебаний в нулевом приближении по ε, ко-

торая находится из условия, что в правой части

уравнения (3.7) присутствуют только осциллиру-

ющие функции. Подставляя решение (3.12) в (3.7)

и выполняя несложные символьные преобразо-

вания, получаем:

(3.13)

Отметим, что наличие постоянного слагаемого в

правой части уравнения (3.13) приводит к возрас-

танию или убыванию функции . Поскольку

нас интересует периодическое решение, не зави-

сящее от времени слагаемое следует приравнять к

нулю. В результате находим:

(3.14)

Поскольку груз m1 начинает движение без на-

чальной скорости, а его начальное положение не

известно, дифференциальное уравнение второго

порядка (3.13) интегрируем с одним начальным

условием  и с учетом (3.14) получаем:

(3.15)

В решении (3.15) появляется новая неизвестная

постоянная , которая находится из условия, что

в правой части уравнения (3.8) отсутствуют резо-

нансные члены, пропорциональные  и .

Отметим, что появление резонансных членов в пра-

вой части (3.8) привело бы к неограниченному воз-

растанию функции , что невозможно в замкну-

той консервативной системе (см., напр., [16]).

Подставляя решения (3.12) и (3.15) в уравнение

(3.8), получаем:

(3.16)

Условие отсутствия резонансов в (3.16) дает

(3.17)

Интегрируя (3.16) с учетом (3.17) при начальном

условии , находим:

(3.18)

где C1 – неизвестная постоянная, которая опять
находится из условия, что в правой части уравне-
ния (3.9) присутствуют только осциллирующие
функции.

ϕ = ,0 0 cosC t
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32 64
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Подставляя решения (3.12), (3.15) и (3.18) в урав-
нение (3.9) и учитывая (3.14), (3.17), получаем:

(3.19)

Из уравнения (3.19) находим

(3.20)

Интегрирование (3.19) с учетом (3.20) при началь-

ном условии  дает:

(3.21)

где B2 – неизвестная постоянная, которая нахо-
дится из условия, что в правой части уравнения
(3.10) отсутствуют резонансные члены.

Подставляя решения (3.12), (3.15), (3.18) и (3.21) в
уравнение (3.10) и учитывая (3.14), (3.17), (3.20),
получаем:

(3.22)

Условие отсутствия резонансов в (3.22) дает

(3.23)

Интегрируя (3.22) с учетом (3.23) при начальном

условии , находим:

(3.24)

где C2 – неизвестная постоянная, которая опять

находится из условия, что в правой части уравне-

ния (3.11) присутствуют только осциллирующие

функции.

Подставляя решения (3.12), (3.15), (3.18), (3.21)

и (3.24) в уравнение (3.11) и учитывая (3.14), (3.17),

(3.20), (3.23), получаем:

(3.25)

Из уравнения (3.25) находим

(3.26)
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Интегрирование (3.25) с учетом (3.26) при на-

чальном условии  дает:

(3.27)

где  – неизвестная постоянная, которая нахо-

дится из условия, что в правой части уравнения

для ϕ3(t) отсутствуют резонансные члены.

В результате с точностью до второго порядка
по  получаем решение уравнений движения
(3.2)–(3.3) в виде

(3.28)

(3.29)

Легко видеть, что полученное решение являет-

ся периодическим, причем частота колебаний

длины маятника  равняется удвоенной частоте
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t

( )r t

колебаний угловой переменной , т.е. наблю-

дается резонанс частот .

Напомним, что переменные  и  в (3.28),

(3.29) являются безразмерными (см. (3.1)). Ис-

пользуя выражения (3.28), (3.29), определяем на-

чальные условия в исходных переменных:

(3.30)

Отметим, что амплитуда колебаний маятника,

определяемая выражением (3.30) и равная ,

зависит от разницы масс грузов. При заданной

частоте колебаний, определяемой параметром 

и равной , начальная длина маятника 

также зависит от  (см. (3.30)).

Для демонстрации корректности найденного

аналитического решения (3.28), (3.29) выберем

некоторые реалистичные значения параметров,

например,  м,  и g = 9.8 м/с2 и най-

дем численное решение системы (3.2)–(3.3), ис-

пользуя встроенную функцию  и началь-

ные условия (3.30). Найденному численному ре-

шению соответствуют на рис. 2 сплошные линии,

а штриховые линии изображают функции (3.28),

(3.29). Как видим, обе кривые совпадают. Отме-

тим также, что увеличение разницы масс грузов

( ) приводит к изменению начальных зна-

чений  и  (см. (3.30)), что означает возрас-
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Рис. 2. Сравнение аналитического и численного ре-

шений ( ).
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тание амплитуды колебаний и изменение равно-

весного значения длины маятника r(t) (рис. 3).

Очевидно, при дальнейшем возрастании пара-

метра ε амплитуда периодических колебаний си-

стемы также должна возрастать, что приведет к

нарушению условия малости колебаний и необ-

ходимости учета членов более высоких порядков

в разложениях тригонометрических функций в

уравнениях движения (2.2)–(2.3).

Если предположить, что в начальный момент

времени грузу , который покоится в положении

, сообщают горизонтальную начальную

скорость, то уравнение (3.6) следует решать при

соответствующем начальном условии, что дает

(3.31)

где C0 – неизвестная постоянная. Повторяя вы-

числения с функцией , определяемой выра-

жением (3.31), получаем новое решение системы

(3.2)–(3.3):

(3.32)

(3.33)

Заметим, что при замене  решение

(3.32), (3.33) переходит в полученное ранее реше-

ние (3.28), (3.29). Аналогичный результат получа-

ется при выборе решения уравнения (3.6) в об-

щем виде

(3.34)

где  – неизвестные постоянные, и повторе-

ния всех вычислений. При этом следует следить

за тем, чтобы в дифференциальных уравнениях

(3.8), (3.10) для коэффициентов  не появи-

лись резонансные члены, пропорциональные cost
и sint, а в правых частях уравнений (3.7), (3.9),

(3.11) сохранялись только осциллирующие члены.

Таким образом, при заданных параметрах ε и 

существует единственное периодическое решение

уравнений движения (3.2), (3.3), представимое в

1m
ϕ =(0) 0

ϕ = ,0 0 sinC t
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( ) 2 sin (48 sin 15sin(3 ))
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→ + π/2t t

ϕ = + ,0 0 0cos sinC t D t

,0 0C D

ϕ ( )k t

0R

виде степенных рядов (3.4), (3.5). Выполняя вы-

числения в высших порядках по , можно найти

искомое периодическое решение с необходимой

точностью, хотя вычисления становятся все более

громоздкими и для их выполнения требуется при-

менение систем компьютерной алгебры.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе обсуждается проблема по-

строения периодического решения уравнений

движения обобщенной машины Атвуда. Показа-

но, что при небольшой разнице масс двух грузов и

малых колебаниях груза меньшей массы уравне-

ния движения имеют единственное периодиче-

ское решение, представимое в виде степенных

рядов по малому параметру ε. Последовательно

описаны символьные вычисления, необходимые

для определения коэффициентов этих рядов, и

найдено соответствующее решение с точностью

до второго порядка по ε. Сравнение найденного

аналитического решения с численным решением

уравнений движения показало справедливость

полученных теоретических результатов.

Отметим, что хотя найденные решения (3.28),

(3.29) не выглядят слишком громоздкими, их по-

лучение с точностью до третьего и более высоко-

их порядков по ε связаны с большим объемом

символьных вычислений, которые можно эффек-

тивно выполнять с помощью систем компьтер-

ной алгебры. В данной работе все вычисления и

визуализация результатов выполнены с исполь-

зованием системы компьютерной алгебры Wol-
fram Mathematica.
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В этой статье мы обсуждаем возможности компьютерной алгебры в процессе моделирования и изу-
чения качественных свойств механических систем и задач теоретической физики.
Мы описываем структуры из так называемой обобщенной геометрии: алгеброиды Куранта и струк-
туры Дирака. Они являются удобным языком для изучения структуры дифференциальных уравне-
ний порт-Гамильтоновых и неявных Лагранжевых систем, описывающих, соответственно, взаимо-
действующие механические системы с диссипацией и системы со связями. Для обоих классов си-
стем мы формулируем нерешенные задачи, в решении которых могут быть использованы методы
компьютерной алгебры.
Мы также напоминаем определения из градуированной геометрии: градуированных многообразий
и -структур. На конкретных примерах мы объясняем, как классическая дифференциальная гео-
метрия описывается в рамках градуированной и какие вычислительные вопросы могут возникать.
Это направление, по-видимому, является очень малоисследованным в контексте компьютерной
алгебры.

DOI: 10.31857/S0132347420020107

1. ВВЕДЕНИЕ/МОТИВАЦИЯ

Эта статья – часть большого проекта по “гео-
метризации механики”, включающего в себя се-
рию работ, цель которых описать формализм
(связанный с дифференциальной или алгебраи-
ческой геометрией), удобный для качественного
анализа и моделирования достаточно обширного
класса механических систем. В этом проекте мы
исследуем весь спектр вопросов от описания ма-
тематической модели изучаемой системы и опре-
деления соответствующих геометрических струк-
тур до подбора (или создания) численных мето-
дов, сохраняющих построенные структуры, а
также эффективной компьютерной реализации и
применения методов. Такие численные методы
называют геометрическими интеграторами. Не-
давние публикации показывают преимущества
такого подхода: рассмотрение законов сохране-
ния, симметрий системы, ограничений, нало-
женных на нее, улучшает точность численных ме-
тодов и, как следствие, надежность результатов

моделирования, а также описания качественных
свойств системы.

В данной статье мы остановимся на некоторых
задачах, возникающих в этом процессе, которые
трудно или невозможно решить классическими
аналитическими методами. Как нам кажется, ме-
тоды компьютерной алгебры могут быть с успе-
хом использованы в этом контексте. Некоторые
из возникающих задач являются чисто техниче-
скими, и компьютерная алгебра просто ускоряет
расчеты, но большинство достаточно концепту-
альные, где актуальны вопросы существования
решений и оптимизации алгоритмов.

Подчеркнем, что речь идет именно об откры-
тых вопросах. В них понятно, что нужно сделать,
и примерно понятно, как, то есть можно выде-
лить некоторые перспективные направления. Мы
считаем, что к решению этих задач нет концепту-
альных препятствий, поскольку для конкретных
примеров есть понятные конструктивные ответы.
Отсутствие же решений в общем случае объясня-
ется отсутствием регулярных контактов между

Q

УДК 514.8

КОМПЬЮТЕРНАЯ
АЛГЕБРА
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специалистами по компьютерной алгебре и при-
кладниками из других областей: физиками, меха-
никами и особенно геометрами. В данной статье мы
постараемся ликвидировать этот пробел, наиболее
доступно описав геометрические конструкции, ми-
нимально необходимые для понимания возникаю-
щих задач и их непосредственного решения.

1.1. Организация статьи
В следующей части (раздел 3) мы определяем

структуры из обобщенной геометрии, возникаю-
щие в приложениях к механике и теоретической
физике. Затем в разделах 7 и 8 мы описываем ме-
ханические системы, для которых такая геомет-
рия является удобным “языком”, и объясняем,
какие задачи могут быть решены методами ком-
пьютерной алгебры. Раздел 9 посвящен градуиро-
ванной геометрии: мы определим необходимые
математические понятия и снова опишем важные
задачи компьютерной алгебры, насколько нам
известно, не решенные в стандартных пакетах.

2. ОБОБЩЕННАЯ ГЕОМЕТРИЯ
В этом разделе мы коротко определим упомя-

нутые во введении геометрические конструкции,
а именно, алгеброид Куранта и структуры Дира-
ка. По сравнению с оригинальной статьей [1], мы
упростим изложение, опустив некоторые техни-
ческие детали, не принципиальные для интересу-
ющих нас результатов, однако данного раздела
должно быть достаточно, чтобы понять и сформу-
лировать задачи компьютерной алгебры. В част-
ности, мы будем писать слова “многообразие” и
“расслоение”, не определяя их; для понимания
можно читать “векторное пространство соответ-
ствующей размерности”.

2.1. Векторные поля

Итак, пусть  – многообразие размерности .
Обозначим  – касательное расслоение к нему
(множество всех касательных векторов в каждой
точке) и  – кокасательное расслоение. Ло-
кально  можно рассматривать как

где  – векторное пространство той же размерно-
сти, что и M, тогда

Множество сечений  обозначается  –
это векторные поля на M. На них определен ком-
мутатор

В компонентах он имеет вид:

M n
TM

*T M
TM

= × ,�

2n nTM VR R

V

= ×�

2* *n nT M VR R

TM Γ( )TM

⋅, ⋅ Γ × Γ → Γ .[ ] : ( ) ( ) ( )TM TM TM

где  – производная по j-й координате.

2.2. Дифференциальные формы

На  можно определить кососимметричные
-линейные формы. Если это сделать в каждой

точке M, с некоторыми условиями на регуляр-
ность, получится объект, называемый дифферен-
циальная -форма, то есть, по сути, кососиммет-
ричная “функция”, “аргументами” которой яв-
ляются  векторных полей на M.

Функции на M можно рассматривать как -фор-
мы. Стандартные примеры 1-форм, то есть ковек-
торных полей – это объекты, двойственные вектор-
ным полям , их обозначают . Двойственность
понимается в смысле , где  – символ
Кронекера. В размерности 2 примером 2-формы
будет ориентированная площадь.

На дифференциальных формах определены
две естественные операции:

• Свертка формы  с векторным полем :

Она понижает степень формы.
• Внешний дифференциал формы :

где  обозначает пропуск аргумента.
Внешний дифференциал повышает степень

формы.

Обозначение  выше не случайно: двойствен-
ные к  объекты, действительно являются диффе-
ренциалами координат. Если , то форма α
называется замкнутой. Если форма α сама является
дифференциалом другой формы: α = , то форма
α называется точной, а форма  иногда называет-
ся ее интегралом.

Если 2-форма невырождена (в каждой точке, в
смысле линейной алгебры), она называется по-
чти симплектической, если она к тому же замкну-
та, то симплектической. Векторное поле , свертка
которого с симплектической формой  является
точной формой с интегралом H ( ), назы-
вается гамильтоновым векторным полем с гамиль-
тонианом H.

Заметим, что подобная конструкция возможна
также на кокасательном расслоении – результа-
том будут поливекторные поля. А аналогом сим-

, = ∂ − ∂ ,v v v[ ] ( )i j i j i
j j
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плектической формы будет Пуассонов бивектор,
который мы упомянем в разделе 5.

2.3. Алгеброид куранта и структуры Дирака
Рассмотрим теперь расслоение E = ,

иногда его называют обобщенным касательным
расслоением или расслоением Понтрягина. Его
сечения – это пары , где  – векторное поле,

 – 1-форма, то есть ковекторное поле. На парах
сечений определяются две операции:

Аналог скалярного произведения (в каждой
точке, со значениями в ):

Аналог векторного произведения:

Вторая операция называется скобкой Куран-
та–Дорфман, а вся конструкция – пример (до-
статочно общий) алгеброида Куранта.

Структура Дирака это подрасслоение ,
которое, во-первых, максимально изотропно (то
есть , и его ранг максимален и равен раз-
мерности M), во-вторых, устойчиво под действи-
ем :

где  обозначает множество сечений . Если
ослабить второе условие, получится почти струк-
тура Дирака.

Тривиальным примером структуры Дирака бу-
дет . Более интересный задается гра-
фиком -формы , т.е. множеством пар

Условие на скалярное произведение гарантирует-
ся кососиметричностью формы. Условие на 
выполнено, когда форма замкнута. Таким обра-
зом, симплектическая структура – частный слу-
чай структуры Дирака.

Другие примеры включают Пуассоновы струк-
туры – мы обсудим их в разделе (9), а общее опи-
сание можно найти в оригинальной статье ([1]).

Структуры Дирака были введены Т. Курантом с
некоторой мотивацией из механики: систему мож-
но рассматривать в терминах координат и скоро-
стей или координат и импульсов, геометрическое
описание тогда происходит на  или  соот-
ветственно. В некотором смысле, структуры Ди-
рака могли бы обеспечить связь этих двух спосо-
бов описания. Однако в дальнейших работах
Т. Куранта изучались лишь их геометрические
свойства. Приложения к механике возникли поз-
же в работах о неявных Лагранжевых ([2–5]) и
порт-Гамильтоновых системах ([6, 7]) – о них мы
расскажем в двух следующих разделах.

⊕ *TM T M

, αv( ) v

α

R

, α , ,β := ι β + ι α.
v

v( ) ( ) ww

, α , ,β := , , ι + ι β − ι α.
v v

v v[( ) ( )] ([ ] ( )CD ww w d d d

⊂D E

⋅, ⋅ ≡| 0D

⋅, ⋅[ ]CD

Γ ,Γ ⊂ Γ ,[ ( ) ( )] ( )CDD D D

Γ( )D D

= ⊂D TM E
2 ω

,α , α = ι ω.
v

v( ) где

⋅, ⋅[ ]CD

TM *T M

3. НЕЯВНЫЙ ЛАГРАНЖЕВ ФОРМАЛИЗМ
И СИСТЕМЫ СО СВЯЗЯМИ

Одна из причин, почему структуры Дирака не
сразу нашли свое применение в механике, заклю-
чается в том, что просто рассматривать  и

 как фазовое пространство системы не совсем
верно. Оказывается, правильная конструкция под-
разумевает построение структур Дирака на много-
образии, которое уже является расслоением:

, где  – конфигурационное простран-
ство системы. Тогда необходимый формализм ис-
пользует двойные расслоения и некоторые их
фундаментальные свойства, описанные в [8].

Такая конструкция позволяет пересмотреть
классический формализм систем со связями. Рас-
смотрим с теми же оговорками, что и в предыдущем
разделе,  и  × V*,
где  – число степеней свободы системы. V пред-
ставляет собой пространство скоростей  в каж-
дой точке  конфигурационного пространства, а

, соответственно, пространство импульсов p.
Наложить связи на данную систему значит огра-
ничить разрешенные точки в конфигурационном
пространстве и в каждой разрешенной точке вы-
брать подпространство допустимых скоростей –
обозначим это множество . Такая геометриче-
ская конструкция называется распределением,
при некоторых условиях невырожденности, мож-
но считать, что оно задается как ядро некоторого
количества 1-форм.

Тогда, следуя построению из предыдущего разде-
ла, рассмотрим  и .
Распределение  и линейная оболочка 1-форм под-
нимаются на это двойное расслоение – обозначим
результат поднятия  и  соответственно. Заме-
тим, что на  существует каноническая сим-
плектическая форма , которая определяет отобра-
жение , как в примере в предыдущем
разделе. Тогда (почти) структура Дирака для си-
стемы со связями задается следующим условием:

Динамика системы, в свою очередь, задается
Лагранжианом , дифференциал кото-
рого можно поднять до , и векторным полем –
сечением . Такая динамика сохраняет связи, ес-
ли эта пара принадлежит .

Эта конструкция, конечно, не обязательна для
вывода уравнений движения системы: связи мож-
но изучать, например, с помощью множителей
Лагранжа. Однако у геометрического подхода есть
важное преимущество: все встречающиеся объек-
ты и операции имеют естественные дискретные
аналоги. Это позволяет построить численный ме-
тод для решения полученных уравнений движе-
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ния, который будет сохранять связи лучше, чем
классические методы.

Более подробно эта конструкция описана в [4, 5].
Опустив технические детали, приведем здесь
только конечные уравнения, задающие :

(3.1)

Первая строчка здесь определяет связи:  – 1-
формы, задающие распределение . Дискретная
версия этих уравнений имеет вид:

(3.2)

 – дискретный Лагранжиан систе-
мы, индексы k или k + 1 обозначают момент вре-
мени, в который вычисляется соответствующая
переменная. В уравнения явно входят перемен-
ные  на k-м и -м шаге, а  задается неко-
торым приближением скорости  с участием .
Таким образом, легко проверить, что система
определена и полна, кроме того она линейна по
всем переменным, кроме, возможно .

С точки зрения компьютерной алгебры, здесь
естественно возникают два вопроса. Первый чи-
сто технический: вывод уравнений (3.1) и их дис-
кретизация. Второй гораздо более концептуаль-
ный: дискретные уравнения (3.2) нужно решать,
причем делать это на каждом шаге интегрирова-
ния, то есть возникает вопрос эффективности.
Отсюда первая задача, которую мы хотим сфор-
мулировать в данной статье.

Задача 1. Для уравнений вида (3.1) и (3.2) опреде-
лить, когда полученный численный метод является
явным, а когда нет. Какие геометрические (например,
вид связей) и численные (например, приближение )
факторы на это влияют? Для каждого класса предло-
жить алгоритм точного (символьного) или прибли-
женного (итеративного) решения системы (3.2).

Ответ на первый вопрос, по-видимому, до-
вольно естественный: он зависит от того, на-
сколько нелинейными соотношениями связаны
известные и искомые переменные, а это класси-
ческие вопросы компьютерной алгебры. В зави-
симости от этого ответа и производится выбор-
нужного алгоритма решения. При этом геометри-
ческая и механическая интерпретация ответа
может быть достаточно интересной.
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4. ПОРТ-ГАМИЛЬТОНОВ ФОРМАЛИЗМ
И ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИЕ СИСТЕМЫ

В разделе 2 мы определили симплектическую
структуру и Гамильтоновы векторные поля. Это
удобный формализм для описания консерватив-
ных механических систем, не взаимодействую-
щих с окружением. В обозначениях предыдущих
разделов, на кокасательном расслоении  с ка-
нонической симплектической формой такие си-
стемы имеют вид:

(4.1)

Можно проверить, что поток Гамильтонова век-
торного поля  сохраняет функцию H, что, с точ-
ки зрения механики, соответствует сохранению
энергии. Пожалуй, первые геометрические инте-
граторы появились в этом контексте ([9, 10]) –
они сохраняют симплектическую структуру и
объем в фазовом пространстве и, как следствие,
позволяют контролировать сохранение энергии.

Однако большинство механических систем,
рассматриваемых в приложениях, взаимодейству-
ют друг с другом и не являются консервативными.
Для таких ситуаций была предложена модифика-
ция формализма, связанная с так называемыми
порт-Гамильтоновыми системами ([6, 7]) – изуча-
ются уравнения вида (4.1), в которые добавляют
слагаемые, отвечающие за взаимодействие и дис-
сипацию:

Динамика тогда полностью определяется функ-
цией  и силой F. Или в более общем
случае (для неканонических симплектических
форм) рассмотрим систему уравнений

(4.2)

где  – кососимметрическая матрица, а  и
f новые слагаемые, отвечающие за взаимодей-
ствие и диссипацию, – они отсутствуют в класси-
ческих Гамильтоновых системах. В работах [6, 7]
приведена классификация этих слагаемых и опи-
сан их физический смысл.

Важно понимать, что порт-Гамильтонов фор-
мализм сам по себе не дает новой информации о
системе. Однако он позволяет “упорядочить” си-
стему, то есть разбить ее на простые блоки, взаи-
модействующие по понятным законам – это мо-
жет быть полезно для моделирования (см. напри-
мер, [11]). Кроме того, оказывается ([7]) порт-
Гамильтоновы системы можно описывать с по-
мощью структур Дирака, а это очень важно в кон-
тексте геометрических интеграторов. Таким об-
разом, мы подходим ко второй задаче этой статьи.
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Задача 2. По заданной системе дифференциаль-
ных уравнений построить ее оптимальное порт-Га-
мильтоново представление. Описать соответ-
ствующую структуру Дирака.

Обратим внимание на слово “оптимальное” в
задаче. Нетрудно убедиться, что любую систему
дифференциальных уравнений можно переписать в
порт-Гамильтоновой форме: достаточно “забыть”
Гамильтонову структуру и объявить все правые ча-
сти “портами”. Но тогда потеряется информация об
энергетическом балансе системы, и она потенци-
ально увеличится втрое. С точки зрения приложе-
ний, такое решение задачи не имеет большого
смысла. Оптимальность можно понимать, напри-
мер, как ограничение количества добавленных пе-
ременных. Тогда возникают стандартные вопросы
существования решения и быстрых тестов, исклю-
чающих нерешаемые случаи.

Построение структуры Дирака, в свою оче-
редь, нужно для последующего использования в
контексте геометрических интеграторов. Здесь
необходимо понять, в какой форме ответ будет
наиболее конструктивен, а именно, как описать
структуры Дирака в виде, удобном для дискрети-
зации. В этом контексте возможна также некото-
рая связь с вопросами из следующего раздела (9).

5. ГРАДУИРОВАННАЯ ГЕОМЕТРИЯ
В этом разделе мы опишем геометрическую

конструкцию, еще более общую, чем в разделе 3:
речь идет о градуированных многообразиях. По-
прежнему, вместо многообразий можно думать о
векторных пространствах, хотя в градуированном
случае могут возникать более интересные послед-
ствия такого упрощения.

Будем считать, что на многообразии M опреде-
лена градуировка, то есть для каждой координаты

 на M определена величина , называ-
емая степень. Для простоты будем считать, что

 неотрицательна для всех координат.
Эта градуировка используется для определе-

ния коммутационных соотношений между коор-
динатами. В отличие от классического случая,

Кроме того, для всех координат выполнено соот-
ношение

Наиболее общие функции на таком многооб-
разии представляют собой формальные ряды по
всем переменным, однако в интересных случаях
достаточно ограничиться многочленами от коор-
динат с ненулевыми степенями, коэффициенты
которых суть гладкие функции от координат с ну-
левой степенью. Для них корректно определено

ix ∈( )ideg x Z

( )ideg x

⋅ = − ⋅ .( ) ( )( 1)
i ji j deg x deg x j ix x x x

⋅ = + .( ) ( ) ( )i j i jdeg x x deg x deg x

понятие однородной функции и ее степени, а
значит и коммутационные соотношения:

На градуированных многообразиях определены
многие объекты и операции классической диффе-
ренциальной геометрии. Важное отличие заключа-
ется в том, что каждый раз, когда градуированные
объекты переставляются, возникает знак, завися-
щий от их степени. Например, градуированное век-
торное поле  четной степени коммутирует само с
собой автоматически:

Условие коммутирования векторного поля Q не-
четной степени нетривиально:

Коммутирующее с собой векторное поле степени 1
называется Q-структурой.

Градуированное многообразие с таким вектор-
ным полем называется дифференциальным градуиро-
ванным многообразием (или в физической литературе
Q-многообразием). Мы рассмотрим несколько таких
многообразий, на примере которых проиллюстриру-
ем вычисления в градуированном случае.

5.1. Дифференциальные формы

Рассмотрим, как раньше, касательное расслое-
ние к обычному многообразию , линейные коор-
динаты  на слое которого имеют степень 1 – та-
кой объект обозначается . Так как  = 0,

 и . Равенство
 означает, что . Произ-

вольная однородная функция на  степени p
имеет вид

И как и раньше,

Легко заметить, что эта конструкция повторяет опе-
рации с дифференциальными формами, опреде-
ленные в разделе 2:

Рассмотрим векторное поле . За-

метим, что  и , значит,
оно является Q-структурой, повторяющей в точ-
ности внешний дифференциал.
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5.2. Пуассоновы структуры

Пусть на многообразии M определена скобка
Пуассона, то есть кососимметричная операция

, удовлетворяющая
тождеству Лейбница

и тождеству Якоби

С геометрической точки зрения, скобка Пуас-
сона может быть переписана как ,
где  – бивекторное поле с компонен-
тами  (см. замечание в разделе 3).
Бивекторное поле является бидифференцирова-
нием, поэтому удовлетворяет тождеству Лейбни-
ца. Тождество Якоби в компонентах  имеет вид

(5.1)

Рассмотрим теперь  – кокасательное рас-
слоение к M с координатами на слое степени 1, то есть

, . На нем определена канони-
ческая симплектическая форма ω = . Би-
векторное поле тогда определяет функцию на

: , а соответствующее Гамиль-
тоново векторное поле имеет вид

Полезно проверить, что , а также что
условие  эквивалентно (5.1).

Таким образом, градуированная геометрия опи-
сывает аналогичным способом достаточно разные
объекты, такие как дифференциальные формы и
Пуассоновы структуры. Кроме того, в этот форма-
лизм вписываются структуры Дирака, описанные
выше (см. общее утверждение в [12] и конкретные
механические примеры в [13, 14]), а также алгебро-
иды Ли и Куранта и многие другие объекты. А они,
как упоминалось выше, находят применение в ме-
ханике и теоретической физике.

Стоит отметить, что при всей изящности опре-
делений градуированных объектов реальные вы-
числения для конкретных примеров достаточно
объемны и не всегда прямолинейны. Таким обра-
зом, мы подходим к третьей задаче компьютер-
ной алгебры, которую мы довольно расплывчато
сформулируем следующим образом:
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Задача 3. Расширить стандартные пакеты
дифференциальной геометрии для работы с градуи-
рованными объектами.

Насколько нам известно, существующие пакеты
для работы с некоммутирующими объектами (а, по
сути, это и есть основное отличие градуированных
многообразий) написаны для конкретных довольно
узкоспециализированных задач. Пакеты для клас-
сической дифференциальной геометрии, напротив,
развиты очень хорошо – их расширение сделало бы
неоценимый вклад в соответствующие прикладные
области. Более конкретно, во все стандартные опе-
рации (дифференцирование, подсчет сверток и
коммутаторов векторных полей, алгебраическое
упрощение, …) полезно было бы включить знаки,
обусловленные градуировками – это исключи-
тельно вопрос программирования. Более того,
нужно рассмотреть соответствие довольно про-
стых условий вида  = 0 с классическими усло-
виями вида (5.1), которые являются уравнениями
с частными производными, и использовать их
при упрощении выражений. Это нетривиальная
задача даже без учета градуировок, одним из воз-
можных подходов может быть описание уравне-
ний с частными производными в пространстве
джетов ([15, 16]).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ/ОБСУЖДЕНИЕ

Итак, мы сформулировали три задачи ком-
пьютерной алгебры, возникающие при изучении
геометрических аспектов механических систем.
Первая из них довольно техническая – компью-
терная алгебра может помочь избежать длинных
ошибкоопасных вычислений. Вторая является
более концептуальной, она призвана помочь в ка-
чественном анализе систем дифференциальных
уравнений и избежать “угадывания” их коррект-
ной формы. Третья задача выглядит, как доста-
точно неизученное, потенциально очень инте-
ресное направление развития компьютерной ал-
гебры.

Подчеркнем еще раз, что решения приведен-
ных задач важно для нас не “из спортивного ин-
тереса”. Для решения механических задач они
позволят создавать программные комплексы
“полного цикла” (от описания физики системы
до результатов численного счета). Мы упомянули
этот подход во введении: в настоящее время каж-
дый пример, разобранный по такой схеме, досто-
ин публикации. Именно поэтому автоматизация
процесса в рамках задачи 2, кажется естествен-
ным и важным направлением вычислительной
механики. Это верно и для задачи 3, возникаю-
щей, например, в расчетах по теоретической фи-
зике или физике высоких энергий. В любом слу-
чае, мотивированный читатель может восприни-

2Q



66

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2020

САЛЬНИКОВ, ХАМДУНИ

мать эти задачи как приглашение к совместной
работе.

Заметим в заключение, что кроме собственно
описанных “непрерывных” конструкций, для мно-
гих из них важно построить дискретные аналоги.
Это направление тоже интересует нас ([17, 18]) в
рамках уже упомянутого проекта по “геометриза-
ции механики”, оно очевидным образом связано
со сформулированными задачами.

БЛАГОДАРНОСТИ

Автор благодарен С.А. Абрамову, С.Я. Степанову,
А. Прокопене за интересные вопросы и плодотворные
обсуждения, посвященные данной тематике, во мно-
гом повлиявшие на эту статью, а также за полезные за-
мечания при подготовке рукописи.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Courant T.J. Dirac manifolds. Trans. Am. Math. Soc.

1990. V. 319. P. 631–661.
2. Yoshimura H., Marsden J.E. Dirac Structures in La-

grangian Mechanics Part I: Implicit Lagrangian Sys-
tems, Journal of Geometry and Physics. 2006. V. 57.

3. Yoshimura H., Marsden J.E. Dirac structures in La-
grangian mechanics. Part II: Variational structures,
Journal of Geometry and Physics. 2006. V. 57.

4. Salnikov V., Hamdouni A. From modelling of systems
with constraints to generalized geometry and back to
numerics, Z Angew Math Mech. 2019.

5. Razafindralandy D., Salnikov V., Hamdouni A., Deeb A.
Some robust integrators for large time dynamics, Ad-
vanced Modeling and Simulation in Engineering Sci-
ences, 2019.

6. Maschke B.M., van der Schaft A.J., Breedveld P.C. An
intrinsic Hamiltonian formulation of network dynam-
ics: non-standard Poisson structures and gyrators. J.
Franklin Inst. 1992. V. 329.

7. van der Schaft A. Port-Hamiltonian systems: an intro-
ductory survey, Proceedings of the International Con-
gress of Mathematicians, Madrid, 2006.

8. Tulczyjew W.M. The Legendre transformation, Ann.
Inst. H. Poincaré, Sect. A. 1977. V. 27 (1). P. 101–114.

9. Verlet L. Computer “Experiments” on Classical Fluids,
Physical Review. 1967. V. 159. P. 98–103.

10. Yoshida H. Construction of higher order symplectic in-
tegrators. Phys. Lett. A. 1990. V. 150. P. 262.

11. Falaize A., Hélie T. Passive simulation of the nonlinear
port-hamiltonian modeling of a rhodes piano, Journal
of Sound and Vibration, 2016.

12. Kotov A., Schaller P., Strobl T. Dirac Sigma Models,
Commun. Math. Phys. 2005. V. 260.

13. Salnikov V., Hamdouni A. Geometric integrators in me-
chanics – the need for computer algebra tools, Pro-
ceedings of The third International Conference “Com-
puter algebra”. Moscow, Russia, 2019.

14. Salnikov V., Hamdouni A. Géométrie généraliso et
graduo pour la mмanique, proceedings of the Congrès
Français de Mécanique. Brest, France, 2019.

15. Kushner A., Lychagin V., Rubtsov V., Contact geometry
and non-linear differential equations. Encyclopedia of
Mathematics and its Applications, 101, Cambridge
University Press, 2007.

16. Krasil’shchik I.S., Vinogradov A.M. et al. Symmetries
and conservation laws for differential equations of
mathematical physics, AMS, Providence, RI, 1999.

17. Hamdouni A., Salnikov V. Dirac integrators for port-
Hamiltonian systems, in preparation.

18. Salnikov V., Hamdouni A. Discretization in the graded
world, in preparation.



ПРОГРАММИРОВАНИЕ, 2020, № 2, с. 67–72

67

ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНВОЛЮТИВНЫХ БАЗИСОВ И БАЗИСОВ ГРЁБНЕРА 
ИСПОЛЬЗУЯ ТАБЛИЧНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛИНОМОВ

© 2020 г.   Д. А. Янович*
Объединенный институт ядерных исследований 141980 Дубна Московской области, Россия

*E-mail: yan@jinr.ru
Поступила в редакцию 19.08.2019 г.

После доработки 20.10.2019 г.
Принята к публикации 19.11.2019 г.

При работе с полиномами обычно используются такие представления данных, как списки термов,
геобакеты, кучи. В работе предпринята попытка по новому взглянуть на проблему представления
полиномов для задач вычисления инволютивных базисов и базисов Грёбнера систем нелинейных
полиномиальных уравнений. Также новый подход позволяет передать часть этой вычислительной
задачи на GPU, что открывает перспективы решения более сложных проблем.

DOI: 10.31857/S0132347420020120

1. ВВЕДЕНИЕ
Обозначения, используемые в работе

 – множество переменных ;
 – кольцо многочленов над кольцом ;

 – многочлены из ;
 – элементы из ;

 – конечные подмножества из ;

 – идеал из  порожденный F;

 – множество неотрицательных чисел;

 – множество мономов
из ;

 – множество мономов или термов;
 – конечные подмножества из ;

 – степень переменной  в ;
 – полная степень монома ;

 – допустимое мономиальное упорядочение
с порядком переменных ;

 – лидирующий терм относительно упоря-
дочения ;

 – лидирующий моном f;
 – множество лидирую-

щих мономов из F;
 – наименьшее общее кратное множе-

ства мономов из ;
 означает, что моном  делит моном .

Инволютивные базисы и базисы Грёбнера
Базис Грёбнера (и инволютивный базис) явля-

ются известным математическим инструментом,
широко применяемым в задачах алгебраической
геометрии, биоинформатики, вычислительной фи-
зики, робототехники и криптографии: везде, где не-
обходимо решать системы нелинейных алгебраиче-
ских, разностных и дифференциальных уравнений.

Определение и алгоритм построения базисов
Грёбнера были предложены Б. Бухбергером [1].

Определение 1. [1, 2] Пусть заданно допустимое
мономиальное упорядочение. Конечное подмноже-
ство  элементов идеала I называется
его базисом Грёбнера, если

В данной работе для вычисления базиса Грёб-
нера применяется инволютивный подход, кото-
рый описан в работах [3, 4].

Если, некоторым самосогласованным спосо-
бом запретить деление по некоторым перемен-
ным, называемыми немультипликативными и
разрешить по другим, называемыми мультипли-
кативными, то мы получим сужение операции де-
ления – инволютивное деление.

Определение 2. [3, 4] Мы будем говорить, что на
множестве мономов  определено инволютивное
деление L, если для любого конечного не пустого

 и для любого  задано , ге-
нерирующее подмоноид , состоящий из
мономов с переменными из , удовлетворяю-
щий следующим условиям:

X = …1{ , , }nX x x
= [ ]XR K K

, , , ,f g h q r R

, ,a b c K
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F R
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(a) Из  и  следует
 или ;

(b) Из  и  следует ,
U);

(c) Из  и  следует 
для всех .

Элементы  называются L-мультипли-
кативными для , элементы NML(u, U) =
= , U) называются L-немультипликатив-
ными. Если , то  называется ( )инво-
лютивным делителем  и обозначается . В свою
очередь, моном  называется ( )кратным .

Определение 3. [3, 4] Множество мономов назы-
вается  – инволютивным, если

Определение 4. [3] Авторедуцированное множе-
ство F называется частично инволютивным до мо-
нома  в допустимом мономиальном упорядочении 
если выполнено следующее условие

где  означает инволютивную нормальную фор-
му, т.е. полином, ни один из мономов термов кото-
рого не делится лидирующими мономами множе-
ства F.

Таким образом, используя конструктивное и
нётерово деление (например деление Жане), по-
полняя частичный базис ненулевыми инволю-
тивными нормальными формами немультипли-
кативных продолжений элементов частично ин-
волютивного множества F, мы в конце концов
получим его инволютивный базис.

Приведем упрощенный алгоритм 1 для вычис-
ления инволютивного базиса, не использующий
критерии для пропуска редукций p к нулю. Пол-
ный алгоритм приведен в [3].
Алгоритм 1. Вычисление инволютивного базиса
Input: 
Output:  – инволютивный базис F

1:
2:
3: while  do
4:

5:

6:
7:
8: for all  do
9:

10: od
11: for all  do

, ∈vu U , ∩ , ≠ ∅v v( ) ( )uL u U L U
∈ ,v v( )u L U ∈ ,v ( )uL u U
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= ∪ ⋅: { ( , )}LQ Q p NM p T

∈{ }r T

Связь между инволютивным базисом и бази-
сом Грёбнера определяется следующей теоремой:

Теорема 1. [3] Инволютивный базис, автореду-
цированный в смысле обычного деления, является
редуцированным базисом Грёбнера.

2. МОТИВАЦИЯ
Получение базисов Грёбнера (и инволютив-

ных базисов) является тяжелой вычислительной
задачей как по расходу оперативной памяти, так и
по времени, необходимому для завершения алго-
ритма. Наибольшую трудность представляют вы-
числения нормальной формы полинома, которые
занимают более 90% времени работы. Также из-
вестно, что сложность можно снизить сначала
вычислив базисы с коэффициентами из кольца
модулярных чисел (или с числами Фарея [5]) и
потом восстановив базис с коэффициентами из

. Предлагаемое представление полиномов дела-
ет вычисления более подходящими современной
архитектуре процессоров и адаптированными к
способам работы с оперативной памятью. Также
данное представление позволяет перенести часть
операций с полиномами на GPU.

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛИНОМОВ
При вычислениях с модулярными коэффици-

ентами в известных представлениях данных для
полиномов от многих переменных (списках тер-
мов, кучах [6], геобакетах [7] и т.п.) большую
часть места в оперативной памяти занимают
именно мономы. В задачах из области криптогра-
фии [8, 9] и задачах SAT-выполнимости могут
присутствовать тысячи переменных, что ведет к
“разбуханию” этих структур данных до таких мас-
штабов, что 16Гб RAM не хватает даже на не-
сколько секунд вычислений. В работе [10] автор
уже предлагал один из методов снижения потреб-
ления памяти, развитие идей этой работы и при-
вело к разработке нового представления полино-
мов, основанного на следующих идеях:

• нам не надо представлять все возможные
комбинации мультииндексов, в задачах вычисле-
ния базисов Грёбнера множество возможных мо-
номов ограничено широко известной фигурой
staircase [11];

• в процессе вычислений в множестве поли-
номов Q, которые необходимо рассмотреть в ходе

12: if  then
13: ;
14:
15: fi
16: od
17: od

�( ) ( )lm r lm p
= ∪: { }Q Q r
=: \{ }T T r

Q
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алгоритма, образуется большое количество поли-
номов, содержащих много одинаковых мономов.

Подсчитав количество различных мономов,
встречающихся в ходе вычислений базисов на при-
мерах из [12] (см. таблицу 1), можно утверждать, что
оно очень мало по сравнению с теоретической
оценкой, которую можно найти в работе [13]. Наи-
большее количество мономов, встреченных авто-
ром в примере noon9: 131860, а теоретическая оцен-

ка составляет  = 3124550.

Представим все полиномы, которые находятся
в частичном базисе и в множестве , в виде еди-
ной таблицы , столбцам которой сопоставим
мономы, в данный момент входящие в базис, а
строкам – сами полиномы. В ячейках таблицы
находятся коэффициенты при мономах.

Для обеспечения произвольного доступа к ко-
эффициентам полинома по мономам и для упро-
щения работы с данными к таблице добавим еще
несколько структур:

• связанный список мономов , отсортиро-
ванный по убыванию по упорядочению , каждо-
му элементу сопоставим номер его столбца в таб-
лице ;

• хэш-таблицу , по ключу-моному выдаю-
щему номер его столбца в таблице ;

• хэш-таблицу , по номеру столбца таблицы
 выдающую моном, ему соответствующий.

4. ДЕТАЛИ РЕАЛИЗАЦИИ
Для задач вычисления базисов Грёбнера и ин-

волютивных базисов представление полиномов
должно обеспечивать высокую эффективность
следующих операций, перечисленных в порядке
снижения важности:

• редукция полиномов (как по лидирующим,
так и по хвостовым термам), включающая поиск
подобных термов;

• умножение полинома на переменную (про-
должение);

• нахождении старшего монома в полиноме
Умножение полинома на переменную фактиче-

ски является переносом всех его коэффициентов
в другие столбцы таблицы, соответствующие мо-
номам, которые получаются при умножении каж-
дого монома полинома на переменную. Это явля-
ется достаточно сложной операцией (см. алго-
ритм 2), которая потенциально приводит к
необходимости расширения таблицы при добав-
лении новых столбцов, соответствующих моно-
мам, которых еще не было в полиномах частично-
го базиса. С течением времени все необходимые
для вычислений мономы будут найдены и изме-

 
 
 
 
 

+9 17
9

Q
KT

≺
L

≺

KT

colH
KT

monH
KT

нения таблицы прекратятся. Очевидно, что этот
же алгоритм применяется для умножения поли-
нома на моном.

Редукция полинома f по  выполняется по алго-
ритму 3.

После некоторого количества редукций обяза-
тельно надо проверить плотность таблицы и осу-
ществить компрессию убрав нулевые столбцы.

Одним из преимуществ предлагаемого пред-
ставления является ориентированность на архи-
тектуру современных процессоров и учет кэши-
рования данных памяти. Процессоры намного
быстрее обрабатывают данные из кэша, чем из
оперативной памяти, разница может достигать
нескольких десятков раз. Поэтому очень важно,
чтобы процессор мог предсказать, какие данные
и в каком порядке будут обработаны, чтобы
успеть доставить их в кэш. Если выполнять ре-
дукцию по алгоритму 3, то процессор уверен, ка-

Алгоритм 2. Умножение полинома на переменную

Input:  – строка полинома в ,

 – переменная, на которую умножаем,

 – строка произведения
1: for all  – номер столбца ,  do
2:

3: if  then
4: if  – заполнена then
5: расширяем  с запасом
6: fi
7:  – свободный столбец 
8:

9:

10: в  вставляем 
11: fi
12:

13: od

Алгоритм 3. Редукция полиномов

Input: f – полином,  – его строка в ,

 – терм, который надо редуцировать,

 – полином,  – его строка в ,

 – терм, по которому надо редуцировать
1: находим 
2: составляем временный полином в строке , умно-

жая  на 
3: for all  – номер столбца  do
4:

5: od
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кие данные следует получить, что выражается в
значительном снижении кэш-промахов. Данное
утверждение можно проверить, используя ин-
струмент valgrind-tool=chegrind [14]. Для
примера reimer6 списочное представление имеет
9.6% кэш-промахов, а табличное – всего 5.4%,
аналогичная картина наблюдается и для осталь-
ных примеров.

Также код, более подходящий для современных
процессоров, должен содержать как можно мень-
ше условий, которые могут приводить к сбросу
конвейера выполнения инструкций и вследствие
этого приводящих к уменьшению скорости работы
суперскалярных блоков выполнения CPU. Поэто-
му редукции с нулевыми коэффициентами не об-
ходятся, а выполняются так же, как и значащие ре-
дукции, поскольку условный их обход приводил
бы к понижению производительности.

Нахождение старшего монома в полиноме. По-
сле проведения операции редукции может пона-
добиться обновить указатель на старший моном
полинома. Нахождение его производится про-
стой итерацией по списку  до первого ненуле-
вого коэффициента в соответствующем столбце
строки полинома в таблице .

5. ВОЗМОЖНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
БАЗИСОВ НА GPU

Современные GPU являются мощнейшими
процессорами для вычислений общего типа, об-

≺
L

KT

ладающими некоторыми особенностями, кото-
рые надо учитывать при адаптации алгоритмов
для них. Во-первых, нужно учитывать архитекту-
ру SIMD: на GPU запускается так называемое яд-
ро вычислений (kernel), которое во множество
потоков обрабатывает одинаковым образом вход-
ные данные, организованные в batch и warp разде-
лы (используется терминология CUDA от фирмы
NVidia). Во-вторых, наиболее эффективно про-
исходят вычисления с большими объемами дан-
ных, поскольку GPU имеют собственную локаль-
ную память, в которую копируются исходные
данные и из которой они потом должны быть ско-

Таблица 2. Типичное профилирование GPU-вычисле-
ний

Время(%) Вызов Процедура

15.48% 470890 gpuReduceEle(..)
84.83% 941780 cudaMemcpy
14.01% 470890 cudaLaunchKernel

Таблица 3. Сравнение списочного и табличного пред-
ставлений

Пример

cyclic7 2.39 5.16
cyclic8 273.54 559.85
dl 14.6 56.91
eco10 2.86 6.84
eco11 42.68 59.64
eco12 1538.1 631.47
extcyc6 3.8 9.56
f855 2.82 14.8
hairer2 6.65 10.17
hcyclic7 2.56 10.99
hcyclic8 279.67 1426.53
hf744 2.38 16.72
hf855 259.93 1462.96
ilias13 10.88 35.01
katsura9 17.29 21.56
katsura10 225.78 240.00
katsura11 2513.21 2619.63
noon7 3.94 22.69
noon8 139.72 791.98
noon9 5797.72
redcyc7 2.17 5.03
redeco11 20.91 34.56
redeco12 244.33 376.01
reimer6 1.63 1.98
reimer7 228.27 146.60

listt tablet

∗

Таблица 1. Количество мономов в вычислениях

Пример Пример

assur44 544 eco11 6215
butcher8 586 eco12 19077
chemequs 77 extcyc5 907
chemkin 1124 extcyc6 4365
cohn3 651 f744 1611
cpdm5 515 f855 4404
cyclic5 168 fabrice24 478
cyclic6 583 filter9 2673
cyclic7 4738 hairer2 10111
cyclic8 32122 hairer3 11690
d1 658 hcyclic7 6208
des18_3 367 hcyclic8 42504
des22_24 506 hf744 8069
discret3 1101 hf855 59707
dl 3520 hietarinta1 870
eco8 482 i1 1043
eco9 1222 ilias13 3609
eco10 2548 ilias_k_2 1579

# #
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пированы обратно в память, принадлежащую
CPU. Из этого возникает третье условие эффек-
тивной адаптации: передач CPU  GPU должно
быть как можно меньше.

На данный момент автором реализован про-
стейший вариант адаптации: перенос части алго-
ритма 3 на GPU. В процессе вычислений на CPU
конструируются два полинома в табличном пред-
ставлении, которые передаются на GPU, редуци-
руются ядром

__global__ void gpuReduceEle
(mtype* aWhat, mtype* aByWhat,
int aN,
const mtype aA, const mtype aB,
const mtype aM,
const int aK, const mtype aMod) {

const int i = blockIdx.x * blockDim.x
+ threadIdx.x;

if (i < aN) {
mtype c = aWhat[i] * aA

+ aByWhat[i] * aB;
gpuBarretRed(c, aM, aK, aMod);
aWhat[i] = c;
aByWhat[i] = 0;

}
}

и передаются обратно. Такая реализация являет-
ся скорее концептом, поторый позволяет удосто-
вериться, что вычисления инволютивных базисов
и базисов Грёбнера с использованием GPU воз-
можно. В таблице 2 показаны результаты профи-
лирования запуска вычислений примера reimer6
на видеокарте начального уровня NVidia GT710,
способной запускать одно ядро вычислений ис-
пользующее до 1024 потоков обработки данных с
использованием CUDA 10.0 (то, что сумма про-
центов больше 100 является особенностью рабо-
ты профилировщика от NVidia). Видно, что соб-
ственно сами вычисления в ядре занимают лишь
малую часть, основные же затраты идут на копи-
рование данных и накладные расходы на запуск
вычислений. Времена вычислений на GPU при-
ведены в данной работе не будут, поскольку це-
лью было показать именно принципиальную воз-
можность вычислений используя предложенное
представление данных, так как довольно очевид-
но, что ни одно из классических представлений
полиномов не позволит получить даже такого ре-
зультата.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕСТОВЫХ ПРОГОНОВ

В таблице 3 представлены результаты сравне-
ния реализаций алгоритма вычисления инволю-
тивных базисов с использованием табличного и
классического списочного представлений поли-
номов. В программах различались только пред-

ставления данных, остальная реализация (ввод-
вывод, работа с инволютивными делениями и
т.д.) одинакова. Вычисления велись на компью-
тере с CPU Intel Core i5-3470@3.20GHz, RAM 8Gb
под управлением Ubuntu 16.04LTS. В качестве
хэш-таблицы использовалась spp::sparse_hash_-
map от Google [15], примеры взяты из [12]. Видно,
что табличное представление сравнимо со спи-
сочным, в большинстве случаев медленнее, но в
двух из представленных примеров существенно
быстрее.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Несмотря на то, что в большинстве примеров

при вычислениях на CPU текущая реализация
табличного представления оказалось медленнее
списочного, автор считает данное представление
полиномов весьма перспективным как с точки
зрения ускорения расчетов на CPU, так и с точки
зрения переноса вычислений на GPU.
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