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Рассматриваются возможности дальнейшего развития источников синхротронного мёссбауэровского из-

лучения (СМИ), физические принципы и характеристики которых описаны в работах [1 – 3]. Чисто ядер-

ная дифракция синхротронного излучения в резонансной ядерной матрице, в данном случае в кристалле

бората железа, 57FeBO3, является физической основой для генерации СМИ. При когерентной флю-

оресценции ядер, возбужденных синхротронным излучением, формируется остро направленный пучок

поляризованного резонансного гамма-излучения, которое находит применение в уникальных областях

мёссбауэровской спектроскопии. В настоящей работе проведено численное моделирование процессов чи-

сто ядерной дифракции гамма-излучения в кристалле бората железа около точки Нееля, вблизи которой

реализуется сильная анизотропия ядерной поляризуемости кристалла. Полученные результаты моде-

лирования раскрыли возможности существенно поднять (при данных характеристиках ускорительных

центров) интенсивность источников СМИ за счет использования асимметричных условий дифракции

Брэгга и подходящей поляризации излучения возбуждающего ядра. Результаты работы могут служить

развитию спектроскопии высокого разрешения на синхротронных источниках.

DOI: 10.31857/S0044451022080016
EDN: EFIQWW

1. ВВЕДЕНИЕ

В 1997 году на синхротронном источнике ESRF
была показана возможность генерации непрерывно-
го когерентного мёссбауэровского излучения ядер
57Fe с энергией E = 14.41 кэВ [1]. Физическая
основа и принципы генерации излучения изложе-
ны в работах [2, 3]. В первом эксперименте интен-
сивность когерентного гамма-излучения была неве-
лика и составляла всего 100 квантов/с. В даль-
нейшем в ускорительных центрах Spring8 и ESRF
[4 24] интенсивность была доведена до уровня 104–
3 ·104 квантов/с, главным образом, за счет увеличе-
ния интенсивности синхротронного излучения воз-
буждающего ядра. Уникальные свойства генериру-
емого гамма-излучения: отсутствие в спектре излу-
чения нерезонансной компоненты, высокая направ-

* E-mail: g.smirnov@gmx.net

ленность пучка ∆θ = 10–20 мкрад, малое сечение
пучка 10 мкм и высокая степень поляризации излу-
чения около 100% — нашли успешное применение
в мёссбауэровской спектроскопии при экстремаль-
ных условиях, в которых традиционные источники
оказываются непригодными или малоэффективны-
ми [5–16].

В основе генерации СМИ лежит возможность ре-
ализации чисто ядерной дифракции гамма-лучей в
кристаллах с антиферромагнитным упорядочением
локальных магнитных полей, впервые обнаружен-
ная в 1969 году [17]. В первом эксперименте ис-
пользовался антиферромагнитный кристалл гема-
тита Fe2O3. Однако в дальнейшем предпочтение бы-
ло отдано кристаллу бората железа FeBO3, имею-
щему целый ряд преимуществ перед гематитом для
исследования чисто ядерной дифракции [18]. От-
раженное гамма-излучение при чисто ядерной ди-
фракции оказывается полностью безотдачным. Од-
нако в силу сверхтонкого расщепления ядерных
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уровней в кристалле спектр резонансного излучения
содержит несколько частотных компонент. Послед-
нее обстоятельство практически закрывает возмож-
ность использования подобного излучения для це-
лей мёссбауэровской спектроскопии. Но, как показа-
ли дальнейшие исследования, уникальные природ-
ные свойства чисто ядерной дифракции в кристалле
бората железа FeBO3 позволяют получить при тем-
пературе вблизи точки Нееля резонансное гамма-
излучение, в спектре которого содержится только
одна линия [19, 20]. Раскрытые возможности и бы-
ли в дальнейшем успешно использованы для генера-
ции стационарного резонансного гамма-излучения
на синхротронных источниках.

В недавно опубликованной работе [21] было по-
казано, что в условиях сверхтонкого взаимодейст-
вия ядра 57Fe с внутрикристаллическими полями в
борате железа большую роль в когерентном рассея-
нии гамма-лучей может играть интерференция волн
излучения в спиновом пространстве. В частности,
при определенных условиях эта разновидность ин-
терференции приводит к сильной анизотропии рас-
сеяния уже на одиночном ядре в зависимости от на-
правления на нем магнитного поля. В настоящей ра-
боте анализируется роль интерференции в спиновом
пространстве при чисто ядерной дифракции гамма-
лучей в кристалле бората железа. Исследуется ани-
зотропия ядерной восприимчивости для разных по-
ляризаций падающего излучения. В модельных экс-
периментах изучаются угловые и энергетические за-
висимости отражательной способности кристалла в
окрестности брэгговского угла при разной асиммет-
рии дифракционной геометрии.

В проведенных исследованиях преследуется цель
найти физические условия чисто ядерной дифрак-
ции, в которых можно было бы получить мак-
симально возможную интенсивность когерентной
флюоресценции ядер 57Fe при данной интенсивно-
сти возбуждающего синхротронного излучения.

2. ОСОБЕННОСТИ ЧИСТО ЯДЕРНОЙ
ДИФРАКЦИИ В КРИСТАЛЛЕ БОРАТА

ЖЕЛЕЗА

После импульсного возбуждения долгоживуще-
го изомерного состояния ядер 57Fe синхротронным
пучком наблюдается задержанное свечение ядер-
ной мишени с испусканием флюоресцентного гам-
ма-излучения. В общем случае флюоресцентное гам-
ма-излучение распространяется в телесном угле 4π.
Но при выполнении условий Брэгга для падающего
пучка возникает так называемая когерентная ядер-

ная резонансная флюоресценция, при которой гам-
ма-кванты испускаются только в определенных на-
правлениях [16, 22, 23]. При чисто ядерной дифрак-
ции кристалл светится, испуская в избранных на-
правлениях кванты с энергией 14.41 кэВ на протя-
жении всего времени, пока возбужденное состояние
ядер подпитывается синхротронными импульсами.
Испускаемое ядрами когерентное гамма-излучение
мы называем синхротронным мёссбауэровским из-
лучением (СМИ) [1–3, 24]. СМИ обладает уникаль-
ными свойствами: оно полностью безотдачное, остро
направленное и поляризованное.

Существенной особенностью возбужденных
ядерных состояний в кристалле бората железа
является то обстоятельство, что они оказываются
смешанными по проекции спина. Такое положение
объясняется сверхтонким взаимодействием ядра
57Fe с внутрикристаллическими полями в этом
кристалле. Наряду с локальным магнитным полем
на ядро действует электрическое поле, градиент ко-
торого ортогонален магнитному. Комбинированное
взаимодействие ядра с внутрикристаллическими
полями приводит к тому, что энергетический
уровень, отвечающий возбужденному состоянию,
расщепляется на четыре подуровня, причем на
каждом из них состояние ядра оказывается супер-
позицией двух состояний с разными проекциями
спина ядра на ось квантования, ориентированную
по локальному магнитному полю [2, 3]. Как было
показано в работе [21], перечисленные особеннос-
ти играют существенную роль в формировании
спектра флюоресцентного гамма-излучения.

При большом сверхтонком расщеплении ядер-
ных уровней, которое наблюдается при комнатной
температуре, спектр излучения содержит четыре
далеко отстоящие друг от друга линии. Очевид-
но, это обстоятельство делает флюоресцентное гам-
ма-излучение крайне неудобным для спектроскопи-
ческих исследований. К счастью природа дает вы-
ход из этого положения. Такая возможность опять
же связана с уникальными свойствами кристалла
бората железа. Если кристалл нагреть выше тем-
пературы магнитного фазового перехода — точки
Нееля, TN ∼ 75.3◦, то когерентная ядерная флюо-
ресценция исчезает в силу деструктивной интерфе-
ренции рассеянных ядрами волн. Однако после при-
ложения к кристаллу небольшого магнитного поля,
порядка 10–100 Э, магнитное сверхтонкое поле вос-
станавливается, а вместе с ним возобновляется и ко-
герентная ядерная флюоресценция [19, 20]. В этих
условиях основной вклад в испускаемое излучение
дают два ядерных перехода, которым в мёссбауэров-
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ском спектре бората железа соответствуют третий
и шестой резонансы [2, 3]. В частности, при восста-
новленном локальном магнитном поле 2 кЭ третья
и шестая резонансные линии находятся на рассто-
янии не более ширины ядерного уровня, т. е. суще-
ственно перекрываются, образуя псевдоодиночный
резонанс. В этих условиях спектр гамма-излучения
имеет вид одиночной линии [19, 20], что полностью
отвечает требованиям мёссбауэровской спектроско-
пии.

При двухволновой дифракции в кристалле суще-
ствуют два направления, в которых может распро-
страняться излучение. Одно из них лежит близко к
направлению падающей волны, а второе составляет
с первым угол, равный 2θB, где θB — угол Брэгга.
Обозначим эти направления цифрами 0 и 1. В до-
статочно толстом кристалле происходит многократ-
ное перерассеяние распространяющихся волн из од-
ного направления в другое: 0 → 0, 0 → 1, 1 → 0,
1 → 1, реализуются условия динамической дифрак-
ции. При этом формируется самосогласованное со-
стояние электромагнитного поля ядерного излуче-
ния и возбуждаемых этим полем ядерных токов.

В случае линейной поляризации падающего из-
лучения особенностью чисто ядерной дифракции в
кристалле бората железа является переход поля-
ризованного излучения из одного состояния в дру-
гое в процессе отражении из направления 0 в на-
правление 1. Падающая π-волна при возбуждении
M = ±1 ядерных переходов превращается в отра-
женную σ-волну и наоборот. Эта особенность обу-
словлена антиферромагнитным упорядочением маг-
нитных полей на ядрах железа в элементарной ячей-
ке кристалла. Поворот плоскости поляризации про-
исходит потому, что спины двух ядер, входящих в
элементарную ячейку кристалла, оказываются про-
тивоположно ориентированными [2]. По этой при-
чине при соответствующей частоте падающего из-
лучения в одном из ядер возбуждается переход
M = +1, a в другомM = −1. Интерференция эллип-
тически право- и левополяризованных волн, испус-
каемых ядрами элементарной ячейки, дает линей-
но-поляризованную волну, поляризация которой ор-
тогональна поляризации падающей.

3. ИГРА СОЧЕТАНИЙ АНИЗОТРОПИИ
ВОСПРИИМЧИВОСТИ ЯДЕР И

АСИММЕТРИИ ДИФРАКЦИОННОЙ
ГЕОМЕТРИИ

Результатом упомянутого выше смешивания
ядерных состояний и антипараллельного упоря-

дочения ядерных спинов оказывается сильное
различие ядерной восприимчивости и, следова-
тельно, амплитуд рассеяния поляризованного
излучения в каналах 0 → 0 и 1 → 1, т. е. своеоб-
разная анизотропия рассеяния. Возникает вопрос,
может ли упомянутая анизотропия сказываться
на отражательной способности кристалла. Остано-
вимся на этом вопросе подробнее. Отражательная
способность кристалла определяется следующим
выражением [25]:

Q = |R|2 1

|β| , (1)

где R представляет коэффициент отражения, а β —
фактор асимметрии отражения, β = − sin θ0/ sin θ1,
где θ0 — угол скольжения падающего на кристалл
пучка, а θ1 — угол скольжения отраженного пучка.
Для кристалла полубесконечного по толщине коэф-
фициент отражения имеет вид

R = − βη̃10

2ε
(1)
0 − η̃00

. (2)

В последнее выражение входят параметры: η̃00
и η̃10 — элементы матрицы ядерной и электрон-
ной восприимчивостей кристалла, пропорциональ-
ные амплитуде рассеяния [2,3], и ε(1)0 — малая комп-
лексная добавка к рефракционному индексу, кото-
рая определяется следующим выражением:

ε
(1)
0 =

1

4

{
η̃00 + βη̃11 − αβ −

−
√
(η̃00 − βη̃11 + αβ)

2
+ 4βη̃01η̃10

}
, (3)

куда помимо восприимчивостей кристалла входит
угловой параметр α, прямо связанный с отклонени-
ем от угла Брэгга: θ−θB. Введем обозначение Z для
знаменателя в уравнении (2) и запишем знаменатель
с учетом уравнения (3):

Z =
1

2

{
− η̃00 + βη̃11 − αβ −

−
√
(η̃00 − βη̃11 + αβ)

2
+ 4βη̃01η̃10

}
. (4)

Поскольку при чисто ядерной дифракции электро-
ны кристалла не участвуют в дифракционном про-
цессе, мы выделим ядерную часть восприимчивос-
ти. Упомянутая выше анизотропия проявляется в
том, что элементы матрицы ядерной восприимчи-
вости η00 и η11 могут сильно различаться по вели-
чине (об этом пойдет речь ниже). При поле 2 кЭ
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один элемент доминирует над другим. Так, для па-
дающей π-поляризованной волны будет справедли-
во |ηππ00 | ≪ |ησσ11 |, т. е. доминирует канал рассеяния
1 → 1, а для падающей σ-поляризованной волны
будет справедливо |ησσ00 | ≫ |ηππ11 | и доминирует ка-
нал рассеяния 0 → 0. При этом ηππ00 = ηππ11 и ησσ00 =

= ησσ11 (заметим, что при поле на ядрах 330 кЭ,
имеющем место при комнатной температуре, спра-
ведливо ηππ00 ≈ ησσ11 и ησσ00 ≈ ηππ11 , т. е. анизотропия
рассеяния отсутствует). Пренебрегая малой величи-
ной восприимчивости, получим приблизительно для
знаменателя коэффициента отражения в случае па-
дающей π-волны:

Z =
1

2

{
βησσ11 − αβ −

−
√

(−βησσ11 + αβ)
2
+ 4βηπσ01 η

σπ
10

}
, (5)

и в случае падающей σ-волны:

Z =
1

2

{
− ησσ00 − αβ −

−
√
(ησσ00 + αβ)2 + 4βησπ01 η

πσ
10

}
. (6)

Легко увидеть, что в симметричной геометрии
дифракции, когда β = −1, оба выражения идентич-
ны и, следовательно, отражательная способность
имеет одинаковую величину при всех углах для раз-
ных поляризаций падающей волны, независимо от
анизотропии. В случае асимметричной геометрии,
β 6= −1, это положение нарушается и Q уже зависит
от того, какой является поляризация падающей вол-
ны, формулы (5), (6). В следующем разделе приве-
дены результаты расчетов, которые подтверждают
этот вывод.

3.1. Ландшафт интенсивности отражения

Сила дифракционного отражения гамма-лучей
от ядерной решетки кристалла зависит не только
от угла падения лучей в окрестности брэгговско-
го угла, как в случае рентгеновских лучей, но и от
энергии излучения по отношению к ядерному резо-
нансу. Соответственно отражательная способность
кристалла имеет вид поверхности сложной формы,
возвышающейся над плоскостью на нулевом уровне
в координатах угол–энергия. До последнего време-
ни для получения синхротронного мёссбауэровско-
го излучения использовались отражения (1 1 1) и
(3 3 3) в кристалле бората железа (отражения бо-
рата железа даны в ромбоэдрической системе ко-
ординат). Плоскости (1 1 1) выходят на поверхность

Рис. 1. Ландшафт отражательной способности Q кристал-

ла 57FeBO3 при поле на ядрах 2 кЭ для симметричного

отражения (3 3 3) в окрестности брэгговского угла и в об-

ласти ядерного резонанса. Энергетическая шкала охваты-

вает область 5Γ, где Γ — естественная ширина ядерного

уровня в первом возбужденном состоянии ядра 57Fe. Уг-

ловая шкала охватывает интервал 100 мкрад

пластинчатого кристалла, поэтому упомянутые от-
ражения относятся к симметричным. На рис. 1 по-
казан ландшафт отражательной способности кри-
сталла для отражения (3 3 3) в области ядерного ре-
зонанса вблизи температуры Нееля и в окрестно-
сти брэгговского угла. Начало отсчета на энерге-
тической шкале соответствует положению резонан-
са без учета сверхтонкого взаимодействия. На угло-
вой шкале оно соответствует положению брэгговско-
го максимума без учета преломления излучения за
счет его взаимодействия с электронами.

Ландшафт отражательной способности форми-
руется в результате многопутевой интерференции
гамма-излучения в каждом из открытых для его
рассеяния пространств: геометрическом, энергети-
ческом и спиновом [3,21]. Поверхность отражатель-
ной способности Q имеет достаточно сложную фор-
му. Сечение поверхности при заданном угле падения
лучей на кристалл представляет собой энергетичес-
кую зависимость силы отражения в области ядерно-
го резонанса при данном угле падения. Например,
при угле падения 100 мкрад сечение имеет форму
одиночного максимума (на рис. 1 срез оранжевого
цвета).

Поскольку падающее излучение имеет конечную
расходимость, необходимо интегрировать функцию
отражения Q по углу с учетом углового распре-
деления падающего излучения. В результате полу-
чим зависимость, которая характеризует энергети-
ческий спектр отраженного излучения:

Q̂ (E) =

+∞∫

−∞

dxF (x, xp) ·Q (x,E) , (7)
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Таблица 1. Матрицы ядерной восприимчивости кристалла 57FeBO3 для симметричного отражения (3 3 3)

Ядерный

резонанс
1 3 4 6

330 кЭ β = −1, π-поляризованное излучение на входе

Положение

в ед. Γ
−53.78 −9.45 7.50 55.73

{
ηππ00 ηπσ01

ησπ10 ησσ11

} {
−22.41 22.58i

−22.58i −22.74

} {
−6.81 −7.50i

7.50i −8.25

} {
−6.89 7.50i

−7.50i −8.17

} {
−22.50 −22.59i

22.59i −22.67

}

2 кЭ β = −1, π-поляризованное излучение на входе

Положение

в ед. Γ
−2.08 1.70 −1.84 2.22

{
ηππ00 ηπσ01

ησπ10 ησσ11

} {
−0.03 0.85i

−0.85i −22.59

} {
−6.97 14.23i

−14.23i −29.04

} {
−0.03 0.77i

−0.77i −21.04

} {
−8.65 −15.85i

15.85i −29.04

}

β = −0.25, π-поляризованное излучение на входе{
ηππ00 ηπσ01

ησπ10 ησσ11

} {
−0.03 0.80i

−0.80i −20.00

} {
−6.97 13.39i

−13.39i −25.71

} {
−0.03 0.72i

−0.72i −18.63

} {
−8.65 −14.91i

14.91i −25.72

}

β = −0.25, σ-поляризованное излучение на входе{
ησσ00 ησπ01

ηπσ10 ηππ11

} {
−24.06 −0.88i

0.88i −0.03

} {
−30.92 −14.68i

14.68i −6.97

} {
−22.40 −0.79i

0.79i −0.03

} {
−30.93 16.35i

−16.35i −8.65

}

β = −4.0, π-поляризованное излучение на входе{
ηππ00 ηπσ01

ησπ10 ησσ11

} {
−0.03 0.88i

−0.88i −24.06

} {
−6.97 14.68i

−14.68i −30.92

} {
−0.03 0.79i

−0.79i −22.40

} {
−8.65 −16.35i

16.35i −30.93

}

β = −4.0, σ-поляризованное излучение на входе{
ησσ00 ησπ01

ηπσ10 ηππ11

} {
−20.01 −0.80i

0.80i −0.03

} {
−25.71 −13.39i

13.39i −6.97

} {
−18.63 −0.72i

0.72i −0.03

} {
−25.72 14.91i

−14.91i −8.65

}

здесь F представляет функцию углового распреде-
ления падающего пучка, x = (θ − θB), xp — фикси-
рованное угловое положение центра распределения
пучка. В случае распределения Гаусса она имеет вид

F (x, xp) =
1

σ
√
2π

exp

{
− (x− xp)

2

2σ2

}
, (8)

где σ обозначает стандартное отклонение.
Угол падения синхротронного излучения воз-

буждающего ядра должен быть выбран, исходя из
соображений получения оптимальных интенсивнос-
ти и формы синхротронного мёссбауэровского из-
лучения. Как показывает ландшафт отражательной
способности кристалла, рис. 1, оптимальная угловая
зона в симметричной геометрии находится в интер-
вале от 60 до 100 мкрад. В данном интервале сечение
поверхности имеет форму, близкую к одиночному
резонансному максимуму.

3.2. Угловые зависимости отражений

Угловую зависимость отражательной силы крис-
талла получим путем интегрирования по энергии
функции, представляющей собой сечение ландшаф-
та при данном угле x. При этом будем учитывать
тот факт, что интенсивность синхротронного излу-
чения является константой в энергетическом интер-
вале ядерного резонанса. И тогда для угловой функ-
ции отражения синхротронного излучения получим

Q̂ (x) =

+∞∫

−∞

dE Q (x,E) . (9)

Угловая зависимость интенсивности генерируемо-
го гамма-излучения пропорциональна Q̂ (x). Что-
бы проверить игру разных сочетаний анизотропии
ядерной восприимчивости и асимметрии дифракции
проведем расчеты отражательной способности кри-
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Рис. 2. Угловые зависимости интенсивности чисто ядерной дифракции синхротронного излучения от кристалла 57FeBO3

в отражении (3 3 3) при локальном магнитном поле на ядрах 330 кЭ при комнатной температуре и различных факто-

рах асимметрии. По горизонтальной оси отложен угол отклонения от брэгговского положения кристалла. Интеграл по

энергии взят в окрестности шестого резонанса. Правая и левая панели показывают зависимости соответственно для π-

и σ-поляризации падающего излучения. Симметричному случаю дифракции, b = −1, соответствуют кривые фиолето-

вого цвета, асимметричным случаям: β = −0.5 — кривые темно-голубого цвета, β = −0.25 — оранжевого, β = −2.0 —

розового, β = −4.0 — голубого

сталла бората железа при чисто ядерной дифракции
с использованием отражения (3 3 3). Будем предпо-
лагать, что плоскости (1 1 1) могут быть отклоне-
ны от поверхности кристалла на произвольный угол
вокруг нормали к плоскости рассеяния так, что-
бы можно было бы сравнить отражательную спо-
собность кристалла в геометрии скользящего паде-
ния, при которой угол скольжения падающего лу-
ча меньше угла скольжения отраженного луча с
отражательной способностью в геометрии крутого
падения, при которой соотношение скользящих уг-
лов обратное. В табл. 1 приведены результаты рас-
четов матриц ядерной восприимчивости для отра-
жения (3 3 3) при разных температурах и факторах
асимметрии для π- и σ-поляризованного падающе-
го излучения (в табл. 1 и далее термину «излучение
на входе» соответствует термин «падающее излуче-
ние»). Величины восприимчивости даны для резо-
нансных значений энергии возбуждающего излуче-
ния.

Матрицы рассчитаны для четырех ядерных ре-
зонансов, которые разрешены при чисто ядерной
дифракции в кристалле бората железа. Резонансы
соответствуют 1, 3, 4 и 6 линиям в мёссбауэров-
ском спектре ядра 57Fe при магнитном расщепле-
нии ядерных уровней. Поскольку локальные маг-
нитные поля на двух ядрах в элементарной ячей-
ке кристалла антипараллельны, то этим резонансам

на разных ядрах соответствуют переходы, в кото-
рых магнитное квантовое число излучения имеет
противоположные знаки. Прежде всего рассмотрим
ситуацию, в которой анизотропия рассеяния отсут-
ствует. Такая ситуация реализуется при комнатной
температуре. Поле на ядрах при этой температуре
равно приблизительно 330 кЭ. За счет сверхтонкого
расщепления ядерных уровней энергии при таком
большом поле ядерные резонансы хорошо разделе-
ны, минимальное расстояние между ними составля-
ет 17Γ. При этом для всех резонансов матричные
элементы восприимчивости ηππ00 ≈ ησσ11 ησσ00 ≈ ηππ11

(близкие соотношения при поле 330 кЭ сохраняют-
ся и в асимметричной геометрии дифракции). На
рис. 2 сравниваются угловые зависимости интенсив-
ности отражения для 6-го ядерного резонанса. Ин-
тегрирование по энергии проведено в окрестности
этого резонанса в интервале 55.73Γ ± 1.5Γ. Срав-
ниваются угловые зависимости в симметричной и
асимметричной геометриях при скользящем паде-
нии |β| < 1 и при крутом падении |β| > 1. Как вид-
но, при скользящем падении с ростом асимметрии
угловая зависимость значительно уширяется и сме-
щается в сторону бо́льших углов. Напротив, с рос-
том асимметрии при крутом падении зависимость
сужается и смещается в сторону меньших углов. И,
что важно отметить, в отсутствие анизотропии рас-
сеяния при комнатной температуре максимальная
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Рис. 3. Угловые зависимости интенсивности чисто ядерной дифракции синхротронного излучения от кристалла 57FeBO3

в отражении (3 3 3) при локальном магнитном поле на ядрах 2 кЭ вблизи температуры Нееля и различных факторах

асимметрии. По горизонтальной оси отложен угол отклонения от брэгговского положения кристалла. Интеграл по энер-

гии взят в резонансной области от −7Γ до 10Γ. Симметричному случаю дифракции, β = −1, соответствуют кривые

фиолетового цвета, асимметричным случаям: β = −0.5 — кривые темно-голубого цвета, β = −0.25 — оранжевого,

β = −2.0 — розового, β = −4.0 — голубого

интенсивность отражения симметрично уменьшает-
ся с отходом от геометрии с |β| = 1.

Обратимся теперь к ситуации, в которой стано-
вится существенной анизотропия рассеяния. Такая
ситуация реализуется в окрестности точки Нееля,
где магнитное и электрическое квадрупольное рас-
щепления ядерных уровней в борате железа стано-
вятся сравнимыми по величине. Матрицы воспри-
имчивости для этих условий представлены в табл. 1
(напряженность магнитного поля на ядрах принята
равной 2 кЭ вблизи температуры Нееля). Как сле-
дует из таблицы, в рассматриваемых условиях мат-
рицы ядерной восприимчивости, а следовательно, и
амплитуды рассеяния для π- и σ-поляризаций пада-
ющего излучения показывают существенную анизо-
тропию в направлениях рассеяния 0 → 0 и 1 → 1.
Основной вклад в картину дифракции дают 3-й
и 6-й резонансы (отмеченные жирным шрифтом).
Они находятся друг от друга на расстоянии всего
0.5Γ. Матричные элементы для каналов рассеяния
00 и 11 соотносятся следующим образом:

ηππ00 /η
σσ
11 ≈ 0.25

и
ησσ00 /η

ππ
11 ≈ 4.

соответственно для скользящего β = 0.25 и для кру-
того β = 4.0 падения лучей на кристалл. Таким об-
разом, имеет место сильная анизотропия рассеяния

по направлениям 0 → 0 и 1 → 1 для π- и σ-по-
ляризаций излучения. На рис. 3 показаны угловые
зависимости интенсивности отражения для разных
факторов асимметрии и разных поляризаций пада-
ющего излучения при поле 2 кЭ.

При отходе в сторону скользящего падения лу-
чей на кристалл угловые кривые по-прежнему уши-
ряются и сдвигаются в сторону положительных уг-
ловых смещений, а при отходе в сторону крутого
падения сужаются и сдвигаются в сторону отрица-
тельных угловых смещений. Однако в отличие от
случая рассеяния при комнатной температуре, где
анизотропия ядерной восприимчивости отсутству-
ет, теперь наблюдается сильная асимметрия в мак-
симальной интенсивности отражения при скользя-
щем и крутом падении излучения. Причем асиммет-
рия в интенсивности имеет разную направленность
для π- и σ-поляризации падающего излучения. Для
π-поляризованного излучения отражательная спо-
собность растет при смещении в сторону скользя-
щего падения и снижается в сторону крутого. Для
σ-поляризованного излучения отражательная спо-
собность, напротив, снижается при смещении в сто-
рону скользящего падения и растет в сторону круто-
го. Если говорить о выигрыше в интенсивности из-
лучения, то в случае π-поляризации предпочтитель-
ным оказывается скользящее падение, а в случае
σ-поляризации крутое падение лучей, однако при
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Рис. 4. Спектры гамма-излучения, испускаемого кристаллом 57FeBO3 при возбуждении ядер железа синхротронным

излучением, падающего на кристалл в окрестности брэгговского отражения (3 3 3) на правых склонах угловых кривых.

Локальное магнитное поле на ядрах равно 2 кЭ. Спектры в симметричной геометрии дифракции β = −1.0 отображены

линиями темно-голубого цвета, при скользящем падении β = −0.25 — линиями оранжевого цвета и при крутом падении

β = −4.0 — линиями розового цвета

этом важно отметить, что угловая область сильного
отражения для первой существенно расширяется, а
для второй заметно сужается.

3.3. Энергетические зависимости отражений

Рассмотрим энергетические зависимости отра-
жательной способности кристалла в окрестности
температуры Нееля в предпочтительной угловой об-
ласти, там где формируется одиночный резонанс.
Выше отмечалось, что эта область лежит в стороне
положительных отклонений от брэгговского угла,
рис. 1. Этой области соответствуют правые склоны
угловых кривых на рис. 3. Как видно на рисунке, с
точки зрения выигрыша интенсивности, нас долж-
ны интересовать угловые кривые, полученные для
π-поляризованного падающего излучения при фак-
торе асимметрии β < 1, а для σ-поляризованного па-
дающего излучения при факторе асимметрии β > 1.
Рисунок 4 дает возможность сравнить энергетиче-
ские зависимости отражательной силы кристалла
в симметричной и асимметричной геометриях для
разных поляризаций падающего излучения. Оче-
видно спектры флюоресцентного гамма-излучения
кристалла 57FeBO3 имеют аналогичную форму.

Для описания углового распределения падающе-
го излучения принята функция Гаусса шириной на
полувысоте 25 мкрад. Центр распределения, или
угол падения падающего излучения варьировался
во всем интервале углов на правом склоне кривых.

Подбирался оптимальный для каждой поляризации
падающего излучения и каждого фактора асиммет-
рии угол, при котором спектр испускаемого излуче-
ния имел вид одиночного пика с шириной на полу-
высоте 1.25Γ.

Для сравнения спектров в асимметричной гео-
метрии были выбраны случаи скользящего падения
с фактором асимметрии β = −0.25 и крутого паде-
ния c β = −4.0 (соответствующие матрицы ядерной
восприимчивости представлены в табл. 1). В сим-
метричной геометрии, |β| = 1, угол падения соста-
вил 80 мкрад для каждой из поляризаций падающе-
го излучения; в асимметричной геометрии при |β| =
= 0.25 углы падения были 110 мкрад и 260 мкрад
соответственно для π- и для σ-поляризованного из-
лучения, при |β| = 4 углы падения были 60 мкрад и
45 мкрад соответственно для π- и σ-поляризованно-
го излучения.

Как видно на рис. 4, при выбранных услови-
ях в спектрах гамма-излучения доминирует оди-
ночная резонансная линия. В симметричной гео-
метрии энергетические распределения испускаемых
гамма-лучей для разных поляризаций падающе-
го излучения очень схожи между собой (кривые
темно-голубого цвета). На рисунке видно также,
что комбинация скользящей геометрии и π-поляри-
зованного синхротронного излучения имеет суще-
ственные преимущества с точки зрения интенсивно-
сти испускаемых возбужденными ядрами гамма-лу-
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Таблица 2. Матрицы ядерной восприимчивости кристалла 57FeBO3 для асимметричных отражений (4 4 5), (5 6 6)

и (3 3 11)

Ядерные

резонансы
1 3 4 6

Падающее π-поляризованное излучение, 2 кЭ

Положение

в ед. Γ
−2.08 1.70 −1.84 2.22

Рефлекс (3 3 11), β = −0.731{
ηππ00 ηπσ01

ησπ10 ησσ11

} {
−0.03 −0.72i

0.72i −16.10

} {
−6.97 −12.01i

12.01i −20.69

} {
−0.03 −0.65i

0.65i −14.99

} {
−8.65 13.38i

−13.38i −20.70

}

Рефлекс (4 4 5), β = −0.221{
ηππ00 ηπσ01

ησπ10 ησσ11

} {
−0.03 0.68i

−0.68i −14.62

} {
−6.97 11.45i

−11.45i −18.79

} {
−0.03 0.62i

−0.62i −13.62

} {
−8.65 −12.75i

12.75i −18.80

}

Рефлекс (5 6 6), β = −0.477{
ηππ00 ηπσ01

ησπ10 ησσ11

} {
−0.03 0.65i

−0.65i −12.98

} {
−6.97 10.79i

−10.79i −16.69

} {
−0.03 0.58i

−0.58i −12.09

} {
−8.65 −12.01i

12.01i −16.69

}

чей. В этом случае интенсивность излучения почти
в два раза выше интенсивности излучения в сим-
метричной геометрии. Геометрия крутого падения
при любой поляризации уступает упомянутому вы-
ше случаю. Очевидно, что причиной таких результа-
тов является анизотропия рассеяния в направлени-
ях 0 → 0 и 1 → 1, которая, как было показано в ра-
боте [21], обусловлена интерференцией волн излуче-
ния в спиновом пространстве. Обнаруженные нами
в гипотетической ситуации свойства чисто ядерной
дифракции в кристалле бората железа стали моти-
вацией поисков оптимальных решений в реальных
случаях. Изложенные выше особенности позволяют
ожидать и в реальном кристалле заметного увели-
чения его отражательной силы при переходе к асим-
метричной геометрии дифракции.

3.4. Асимметричные отражения в реальном

кристалле

До сих пор мы рассматривали искусственно смо-
делированные случаи асимметричных отражений.
В реальности для генерации синхротронного мёсс-
бауэровского излучения используются пластинча-
тые кристаллы бората железа, у которых плоскос-
ти (1 1 1) лежат параллельно поверхности кристал-
ла. Тем не менее в этих кристаллах можно найти
ряд отклоненных от поверхности кристалла плоско-
стей, отвечающих требованиям чисто ядерной ди-

фракции. Брэгговские отражения от этих плоско-
стей должны иметь сумму индексов Миллера рав-
ную нечетному числу. Для выбора подходящих от-
ражений был необходим соответствующий анализ.
С этой целью был проведен расчет матриц ядерной
восприимчивости кристалла для целого ряда асим-
метричных отражений в геометрии Брэгга. Из них
мы выбрали те, которые имеют явное преимущество
по интенсивности генерируемого гамма-излучения.
В качестве первых кандидатов оказались отраже-
ния (3 3 11), (4 4 5), (5 6 6). В табл. 2 представлены
матричные элементы ядерной восприимчивости для
этих асимметричных отражений в геометрии сколь-
зящего падения лучей, которая, как мы выяснили
выше, является более выгодной для достижения по-
ставленных целей. В сравнении с геометрией кру-
того падения она предоставляет существенно более
широкую угловую зону для генерации гамма-излу-
чения, обладающего однолинейным спектром. Кро-
ме того выбор был сделан в пользу π-поляризации
синхротронного излучения, которая также является
предпочтительной в отношении интенсивности гене-
рируемого гамма-излучения (см. рис. 4). На рис. 5
показаны угловые зависимости интенсивности отра-
жений для представленных в табл. 2 рефлексов и
π-поляризованного синхротронного излучения, воз-
буждающего ядра. Интенсивность в максимуме для
всех изученных отражений оказалась приблизитель-
но одинаковой. Но размер угловой области пра-
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Рис. 5. Угловые зависимости интенсивности чисто ядерной дифракции π-поляризованного синхротронного излучения от

кристалла 57FeBO3 в асимметричных отражениях (4 4 5), (5 6 6), (3 3 11) при локальном магнитном поле на ядрах 2 кЭ.

Кривая фиолетового цвета показывает для сравнения угловую зависимость для симметричного отражения (3 3 3). По

горизонтальной оси отложен угол отклонения от брэгговского положения кристалла. Интеграл по энергии взят во всей

резонансной резонансной области от −7Γ до 10Γ. Вертикальные пунктирные линии указывают углы падения синхро-

тронного излучения, выбранные для генерации ядерного резонансного гамма-излучения (спектры излучения показаны

на рис. 6)
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Рис. 6. Спектры гамма-излучения, испускаемого кристалллом 57FeBO3 при возбуждении ядер железа синхротронным

π-поляризованным излучением. Излучение падает на кристалл в окрестности брэгговских асимметричных отражений

(4 4 5), (5 6 6), (3 3 11) в геометрии скользящего падения. Угол падения фиксирован на правых склонах угловых кри-

вых (см. рис. 5). Локальное магнитное поле на ядрах 2 кЭ. Спектры для отражения (3 3 3) в симметричной геометрии

дифракции β = −1.0 отображены кривыми фиолетового цвета

вого склона кривых — того, на котором спектр
генерируемого гамма-излучения содержит одиноч-
ную резонансную линию, заметно различается. Са-
мый протяженный правый склон имеет отражение

(3 3 11). Как известно, существенную роль в угло-
вой протяженности брэгговского отражения играет
лоренц-фактор, который из всех рассматриваемых
случаев имеет максимальное значение для отраже-
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ния (3 3 11), 1/ sin 2θ3311 = 5.8 [26]. Это обстоятель-
ство дает дополнительные преимущества рассмат-
риваемому отражению. Далее были выполнены рас-
четы спектров генерируемого гамма-излучения при
разных значениях угла падения синхротронного из-
лучения во всей угловой области правого склона.

При этом предполагалось, что угловая зависи-
мость падающего излучения имеет форму гауссовой
кривой шириной 25 мкрад. Спектры, полученные
при разных углах падения, различались формой и
имели разную ширину энергетического распределе-
ния. Для всех рассматриваемых отражений были
выбраны такие углы падения, при которых спектры
имели форму одиночного резонанса с шириной на
полувысоте 1.25Γ.

Полученные спектры показаны на рис. 6, где они
сравниваются со спектром гамма-излучения, гене-
рируемого при тех же требованиях к углу паде-
ния в симметричном отражении (3 3 3). Как следует
из рисунка, во всех рассмотренных случаях асим-
метричных отражений интенсивность генерируемо-
го гамма-излучения превышает ту, которая достига-
ется в отражении (3 3 3). Углы падения отмечены на
рис. 5 вертикальными пунктирными линиями. Наи-
большее превышение, почти в 1.8 раза, достигается
в отражении (3 3 11). Очевидно, кроме выявленного
преимущества в силе отражения, оно дает возмож-
ность использовать более высокую расходимость па-
дающего пучка при сохранении требуемого спектра
гамма-излучения. Поэтому превосходство этого от-
ражения может быть еще более значительным.

4. ВЫВОДЫ

В условиях сверхтонкого взаимодействия ядра
57Fe с магнитным и электрическим полями в крис-
талле 57FeBO3 вблизи температуры Нееля большую
роль в когерентном рассеянии гамма-излучения
играет интерференция в спиновом пространстве
[21]. В частности, эта разновидность интерференции
приводит к сильной анизотропии поляризуемости
ядерной среды кристалла. В условиях анизотропии
ядерной поляризуемости появляется своеобразная
зависимость отражательной способности ядерной
системы от выбора поляризации синхротронного
излучения, возбуждающего ядра, и асимметрии
геометрии брэгговской дифракции. В модельных
расчетах найдены оптимальные, с точки зрения
интенсивности и ширины спектральной линии,
условия для генерации синхротронного мёссбау-
эровского излучения. Показано, что наибольшие
преимущества достигаются в асимметричном обрат-

ном отражении (3 3 11) от пластинчатого кристалла
бората железа и π-поляризованном синхротронном
излучении, возбуждающем ядра 57Fe.
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The Casimir effect was first discovered [1] for the
electromagnetic field confined between two neutral par-
allel plates at zero temperature. This effect has been
studied for other fields [2–7]. In field of the Bose–Ein-
stein condensate (BEC), the Casimir effect has been
considered in both experiment [8–12] and theory, for
example, [13–18] in the grand canonical ensemble and
[17,19] in the canonical ensemble. In these papers, the
Casimir effect was investigated in the one-loop approxi-
mation within the framework of perturbative theory for
a single dilute BEC. For two-component BEC (BECs),
our previous work [20] pointed out that the Casimir
force is not a simple superposition of the one of two sin-
gle component BEC because of the mutual repulsive in-
teractions. It was also proven to be zero in some cases:
(i) the inter-distance between two plates becomes large
enough; (ii) both the inter- and intraspecies interac-
tions are zero (ideal gases); and an important case (iii)
the interspecies interaction is the full strong segrega-
tion. Even so, the case (iii) result is controversial be-
cause of the interpretation that the original Casimir
force and interspecies interactive force are of the same
order in the full strong separation. As an improvement,
in Ref. [21] the Casimir effect in the BECs was studied
in the improved Hartree–Fock (IHF) approximation,
which based on the Cornwall–Jackiw–Tomboulis (CJT)
effective action formalism [22]. In this approximation
the two-loop diagrams were taken into account and the
Goldstone theory is obeyed. However, the momentum

* E-mail: nvthu@live.com

integrals were calculated at the lowest-order approxi-
mation, which we call the lowest-order Hartree–Fock
(LIHF) approximation. Therefore, the vanishing of the
Casimir force in the limit of the full strong segregation
did not change.

In this paper, the Casimir effect in the BECs at zero
temperature is researched in the IHF approximation
with the higher-order terms of the momentum integrals
and it is called the higher-order improved Hartree–Fock
(HIHF) approximation. To do so, we start from the
Lagrangian density of the BECs without external field
[23, 24],

L =
∑

j=1,2

ψ∗
j

(
−i~∂t −

~
2

2mj
∇2

)
ψj − V, (1)

with

V =
∑

j=1,2

(
−µj|ψj |2 +

gjj
2

|ψj |4
)
+ g12|ψ1|2|ψ2|2. (2)

Here ~ is the reduced Planck constant, µj and mj are
the chemical potential and atomic mass of component
j, respectively. The coupling constant

gjj = 4π~2ajj/mj > 0

represents the strength of the repulsive intraspecies in-
teraction and

gjj′ = 2π~2
(

1

mj
+

1

mj′

)
ajj′ > 0

is the strength of the repulsive interspecies interaction,
ajj′ being the s-wave scattering length between com-
ponents j and j′. The field operator ψj has the ex-
pectation value ψj0, which plays the role of the order
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parameter. Recall that for g212 > g11g22 the two com-
ponents are immiscible and a phase-segregated BEC
forms [25], and vice versa. Shifting the field operators

ψj → ψj0 +
1√
2
(ψj1 + iψj2)

one can obtain the CJT effective potential in the
Hartree–Fock approximation. Unfortunately, this CJT
effective potential was proved violating the Goldstone
theorem [26] by finding the dispersion relation from the
request for vanishing of the determinant of the inverse
propagators [27]. To solve this problem, the method
developed in [28] is invoked. After adding the extra
term in the CJT effective potential, one arrives at the
IHF approximation. Minimizing the CJT effective po-
tential with respect to the order parameter one has the
gap equations

−1 + φ21 +Kφ22 +
1

g11n10
Σ

(1)
2 = 0,

−1 + φ22 +Kφ21 +
1

g22n20
Σ

(2)
2 = 0.

(3)

Similarly, the Schwinger–Dyson equations can be
achieved by minimizing the CJT effective potential
with respect to the elements of the propagators

M2
1 = −1 + 3φ21 +Kφ22 +

1

g11n10
Σ

(1)
1 ,

M2
2 = −1 + 3φ22 +Kφ21 +

1

g22n20
Σ

(2)
1 .

(4)

In Eqs. (3) and (4), nj0 is the bulk density of the com-
ponent j, K = g12/

√
g11g22, φj = ψj0/

√
nj0 is the di-

mensionless order parameter, and Mj is dimensionless
effective mass. The self energies are defined as

Σ
(1)
1 =

1

2
(g11P11 + 3g11P22 + g12Q11 + g12Q22),

Σ
(2)
1 =

1

2
(g22Q11 + 3g22Q22 + g12P11 + g12P22),

Σ
(1)
2 =

1

2
(3g11P11 + g11P22 + g12Q11 + g12Q22),

Σ
(2)
2 =

1

2
(3g22Q11 + g22Q22 + g12P11 + g12P22),

(5)

with Paa, Qbb are the momentum integrals.
We now consider a binary mixture of Bose gases

confined between two parallel plates, which perpen-
dicular to the z-axis. This means that the system
is confined to a parallel plate geometry with the size
ℓx, ℓy and distance between the two plates of ℓ = ℓz,
which satisfies condition ℓx, ℓy ≫ ℓ as was discussed in

Fig. 1. (Color online) The effective masses (top panel) and or-

der parameters (bottom panel) as a function of 1/K at L = 1.

The solid red (first component) and solid blue (second com-

ponent) lines are in the HIHF approximation, the dashed red

(first component) and dashed blue (second component) are

the corresponding quantities in the LIHF approximation
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Fig. 2. (Color online) The Casimir force versus 1/K at L = 1 in

the HIHF approximation (red line). The blue line corresponds

to the LIHF and one-loop approximations, respectively

[29]. The periodic boundary condition is imposed at
the plates, which can be realized in experiments by us-
ing toroidal traps [30,31] or optical lattices [32]. Due to
the confinement, the wave vectors are quantized. Us-
ing the Euler–Maclaurin formula [33], the momentum
integrals are calculated in the HIHF approximation at
zero temperature
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P11 = −π
2m1g11n10ξ

2
1

90~2ℓ3M1
,

Q11 = −π
2m2g22n20ξ

2
2

90~2ℓ3M2
,

P22 =
m1g11n10M1

12~2ℓ
− m1g11n10ξ

2
1π

2

90~2M1ℓ3
,

Q22 =
m2g22n20M2

12~2ℓ
− m2g22n20ξ

2
2π

2

90~2M2ℓ3
,

(6)

where ξj = ~/
√
2mjgjjnj0 is the healing length of

jth component.
In order to illustrate these calculations, numeri-

cal computations are performed for a dual-species Bo-
se–Einstein condensates of rubidium 87 (first compo-
nent) and cesium 133 (second component). For this sys-
tem the parameters are in order m1 = 86.909u, a11 =

= 100.4a0 for rubidium 87 and m2 = 132.905u, a22 =

= 280a0 for cesium 133 [34]. Here u = 1.66 · 10−27 kg
and a0 = 0.529 nm are the atomic mass unit and Bohr
radius, respectively. The dimensionless length is cho-
sen as L = ℓ/ξ1 with ξ1 = 4000 nm being the healing
length of rubidium 87. The numerical computations
show a significant difference compared with the corre-

sponding result in the LIHF approximation, that is the
effective masses depend on both the distance ℓ and K.
The comparison of the evolution of the effective masses
(top panel) and order parameters (bottom panel) in
the HIHF approximation (solid lines) with those in the
LIHF approximation (dashed lines) is sketched in Fig. 1
at L = 1. A remarkable difference in regime of the
strong segregated region can be observed. In this re-
gion, at a given value of 1/K, the values of the effective
masses and order parameters in the HIHF approxima-
tion are bigger than the corresponding ones in the LIHF
approximation. At the full strong segregation, both
the effective masses and order parameters are different
from zero whereas they vanish in the LIHF approxi-
mation. This fact confirms that the influence of the
higher-order terms in the momentum integrals is not
negligible. In the regime of the full strong separation,
the HIHF approximation gives

Mj ≃
Mj0

ℓ
,

φj ≃
φj0
ℓ2
,

(7)

in which

Mj0 =

(
mjgjjξ

2
j π

2

45~2

)1/3

,

φj0 =
12 3

√
5π4/3g

2/3
jj m

2/3
j ξ

4/3
j ~

4/3 − (15π)2/3g
4/3
jj m

4/3
j ξ

2/3
j

360 3
√
3~8/3

.

(8)

Formally resemble the momentum integrals, the
Casimir force energy density is found

EC =
∑

j=1,2

−
π2mjgjjξ

2
jMj

360~2ℓ3
. (9)

It is clear that the Casimir energy is negative and, ne-
glecting the ℓ-dependence of Mj , it has the same form
as the one in the LIHF approximation and one-loop
approximation. However, in the LIHF and one-loop
approximations, the effective masses are independent
of the distance so that the Casimir energy density will
be the same as the one in the one-loop approximation.
The Casimir force is defined as the negative derivative
of the Casimir energy with respect to a change in the
distance between two parallel plates. Combining with
(9) one obtains the Casimir force acting on per unit
area of the plates

FC =

=
∑

j=1,2

(
−
π2mjgjjξ

2
jMj

120~2ℓ4
+
π2mjgjjξ

2
j

360~2ℓ3
∂Mj

∂ℓ

)
. (10)

Owing to the ℓ-dependence of the effective masses, the
contribution of the higher-order terms in the momen-
tum integrals is shown by second term in right-hand
side of Eq. (10). The evolution of the Casimir force
versus 1/K is plotted in Fig. 2 at L = 1 and other
parameters are the same as in Fig. 1. The red line
is drawn in the HIHF approximation whereas the blue
line corresponds to the LIHF and one-loop approxi-
mations. This figure shows that the strength of the
Casimir force decreases as the interspecies interaction
increases. This fact is understandable if we note that
the Casimir force is attractive whereas the interspecies
interaction is repulsive. The red line in Fig. 2 show
that the Casimir force is non-zero in the limit of the

2 ЖЭТФ, вып. 2 (8)
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full strong segregation within the HIHF approximation,
whereas it vanishes in the LIHF and one-loop approxi-
mations as shown by the blue line in Fig. 2. This is an
interesting result in comparison with that in [20]. This
result gives us the conclusion that the Casimir force is
always on top of interspecies interaction and this is an
important improvement on the result in our previous
paper [20]. Mathematically, the Casimir force in full
strong separation is

FC = −
∑

j=1,2

(mjgjjπ
2)4/3

90.32/351/3~8/3ℓ5
. (11)

This equation confirms again that the Casimir force is
non-zero in the full strong separation limit.
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Теоретически исследуется генерация гармоник спонтанного и вынужденного ондуляторного излучения

(ОИ) в плоских ондуляторах лазеров на свободных электронах (ЛСЭ). Проводится сравнительный анализ

теоретических результатов излучения четных гармоник ОИ, следуя собственным теоретическим расчетам

и расчетам других авторов. Анализируется и сравнивается с экспериментом излучение второй гармоники

в ондуляторах LCLS, хорошо документированное с учетом всех характеристик ЛСЭ. Исследуется влияние

на генерацию гармоник таких характеристик, как сечение пучка, его отклонение от оси, эмиттанс и раз-

брос энергий. Проводится сравнение результатов расчета с имеющимися экспериментальными данными

по генерации гармоник. Исследуется также возможность использования и усиления четных гармоник

в ЛСЭ SwissFEL и LCLS-II с выделенными каскадами группирователя и усилителя второй и третьей

гармоник.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Ондуляторное излучение (ОИ) было предсказано
Гинзбургом в середине 20 века [1]. Гинзбург также
высказал гипотезу [2], что электроны могут излу-
чать когерентно, если они сгруппированы в банчи
размером меньше длины волны. Первый ондулятор
был построен Мотцем [3], который продемонстри-
ровал генерацию спонтанного ОИ. Строгую теорию
вынужденного излучения электронов в ондуляторе
как следствие их группировки из-за взаимодействия
электронов с электромагнитной волной, предложил
Мадэй [4]; он построил первый лазер на свобод-
ных электронах и продемонстрировал генерацию ко-
герентного излучения в миллиметровом диапазоне.
Теория ЛСЭ представлена во многих работах, на-
пример, [5–13]. В основе группировки электронов в
ЛСЭ лежит тот факт, что электроны движутся со
скоростью меньше скорости света и немного отстают
от фотонов. Когда электроны проходят полпериода
ондулятора, фотоны проходят это расстояние и еще

* E-mail: fedorov.ia15@physics.msu.ru
** E-mail: zhukovsk@physics.msu.ru

полдлины волны, при этом оба вектора магнитного
поля ондулятора и волны меняют свои направления
и направление силы Лоренца, действующей на элек-
трон, сохраняется на каждом периоде ондулятора.
Таким образом, сила Лоренца ускоряет электроны
позади узлов волны и замедляет электроны впереди
узлов волны; в результате электроны в ондуляторе
группируются на длине волны. Группировка на дли-
нах волн гармоник также происходит, но она слабее,
чем группировка на длине волны основного тона.
Современные ЛСЭ позволяют генерировать импуль-
сы фемтосекундной длительности в рентгеновском
диапазоне на длине волны порядка ангстрем. Из-за
отсутствия отражающих элементов на таких длинах
волн трудно сделать оптический резонатор. Поэто-
му в рентгеновском и ультрафиолетовом диапазонах
в основном применяют однопроходные ЛСЭ высо-
кого усиления, в которых взаимодействие с пучком
электронов происходит за один проход излучения
в ондуляторах. Недостатком однопроходных рент-
геновских ЛСЭ являются очень большие размеры и
стоимость: длина ускорителя доходит до 1 км, энер-
гия электронов до 15 ГэВ, ток — до 5 кА, длина
ондуляторов — до 100 м. Уменьшение размеров и
стоимости является приоритетной задачей в разви-
тии источников излучения четвертого поколения и
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может быть достигнуто, например, путем использо-
вания гармоник излучения. Резонансы гармоник ОИ
под углом θ к оси ондулятора с периодом λu и па-
раметром дипольности k происходят на следующих
длинах волн:

λn =
λu

2nγ2

(
1 +

k2eff
2

+ (γθ)
2

)
,

k2eff = k2̟, ̟ = 1 + (d/h )
2
.

(1)

где γ — релятивистский фактор электронов, k =

= H0λue/2πmc
2 ≈ 0.9337H0[Tл]λu[см] — параметр

дипольности, а ̟ > 1 учитывает возможное при-
сутствие гармоник магнитного поля с амплитудой
d и номером гармоники h. В ондуляторах период
обычно составляет несколько сантиметров; значи-
тельно уменьшить его не представляется возмож-
ным. Получить более коротковолновое излучение
с электронами меньшей энергии можно, исполь-
зуя излучение гармоник [14–17]. Однако, чем вы-
ше номер гармоники n, тем больше потери, связан-
ные с конечным эмиттансом пучка, разбросом энер-
гии электронов, дифракцией и другими фактора-
ми. Особенно сильно это сказывается на вынужден-
ном излучении, где электрон-фотонное взаимодей-
ствие на длинах волн гармоник сильнее подвержено
влиянию потерь. В источниках излучения четвер-
того поколения пучки имеют высокий релятивист-
ский фактор γ ∼ 103–104, низкий разброс энергии
σe ∼ 10−3–10−4, малые эмиттанс ǫx,y ∼ 0.5 мм ·мрад
и сечение σx,y ∼ 10–30 мкм. Это открывает возмож-
ность использовать гармоники излучения в рентге-
новском диапазоне.

Целью работы является анализ генерации гармо-
ник, в особенности четных, как спонтанного ОИ, так
и вынужденного излучения ЛСЭ, и сравнительный
анализ различных методов расчета мощности гар-
моник путем сравнения соответствующих результа-
тов с данными рентгеновского ЛСЭ LCLS, который
выбран в качестве референтной установки ввиду на-
личия обширной документации по излучению гар-
моник. Также мы теоретически исследуем возмож-
ности усиления и излучения второй гармоники ЛСЭ
в выделенных каскадах ондуляторов, настроенных в
резонанс.

2. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОИ С
ПОМОЩЬЮ ПРОГРАММЫ SPECTRA

Программа SPECTRA [18–21] позволяет прово-
дить численное моделирование ОИ; она считает по-
ток фотонов, спектрально-угловое распределение и

другие характеристики излучения. Согласно [18],
дифференциальное распределение плотности чис-
ла фотонов dNp и связанная с этим мощность dP

на единицу площади dS в спектральном интервале
dω/ω рассчитываются численно с помощью интегра-
ла свертки [18]:

d2Np

dS dω/ω
=

d2P

~dS dω
=

=

∞∫

−∞

dω′

ω1
NSN (ω − ω′) Φ|ω=ω′ (2)

где

SN(x) = (sincπNx)
2 ≡ (sinπNx/πNx)

2
,

ω1 — основной тон ОИ, N — число периодов ондуля-
тора, Φ = d2Np∞/dS dω/ω — плотность потока фо-
тонов [18]:

Φ =
N

4πσxσy

4πγ2c/λu
ω

×

×
∞∑

k>ω/ω1

2π∫

0

dϕfk [ρk(ω) cos(ϕ), ρk(ω) sin(ϕ)] ×

×Gk (X,Y, ϕ, ω) , (3)

λu — период ондулятора, ϕ — полярный угол вокруг
оси ондулятора [18] и

ρk(ω) = Z

(
4πγ2ck

ωλu
−
〈
(γβ)

2
〉
− 1

)1/2

,

Gk (X,Y, ϕ, ω) = exp

(
− (X − ρk(ω) cosϕ)

2

2σ2
x

−

− (Y − ρk(ω) sinϕ)
2

2σ2
y

)
,

(4)

fk (X,Y ) =
α

4π2
|Fk|2,

Fk =
ik

cRT

λu∫

0

(β(z)− n) eikω1t(z)dz,
(5)

где σx, σy — размеры пучка, γ — его релятивистский
фактор, c — скорость света, α ≃ 1/137 — постоянная
тонкой структуры,

〈
(γβ)2

〉
=

λu∫

0

(
(γβx)

2 + (γβy)
2
) dz
λu
,

β = v/c — скорость электрона, t = t′ +R(t′)/c — за-
паздывающее время, n = R/R, R = |R|, R = r−r′ —
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вектор от заряда к наблюдателю, r = (X,Y, Z),
r′ = (x, y, z). Разброс энергий электронов и эмит-
танс учитываются в коде SPECTRA и вычисляются
в обеих поперечных плоскостях. Эмиттанс учиты-
вается в свертке для излучения одного электрона
с двумерной функцией распределения электронов.
Разброс энергий σe вызывает уширение линий спек-
тра и учитывается в свертке с гауссовым распре-
делением со средним квадратичным 2~ωσe/E, где
~ω — энергия фотона, E — энергия электрона. Чис-
ленный счет ведется, как обычно, в волновой зоне:
|Z − z| ≫ |X − x| , |Y − y|. Ближнюю зону можно
также включить в расчет, но это существенно за-
медляет вычисления. Мы использовали во всех чис-
ленных и аналитических вычислениях приближения
волновой (дальней) зоны.

Интегрирование по частотам ω
′

в (2) сводится
к взятию свертки с обычной для ОИ функцией sinc
линии спектра SN , что позволяет осуществить быст-
рый счет с помощью алгоритмов SPECTRA для пре-
образований Фурье [18] в свертке. При интегриро-
вании быстроосциллирующих функций по времени
движения электрона в ондуляторе, интервал инте-
грирования разбивается в SPECTRA на несколь-
ко отрезков, на каждом из которых проводится ап-
проксимация функции полиномами третьего поряд-
ка. Для функции g(t) в аппроксимации полиномом
порядка n в области интегрирования, n-я производ-
ная dng/dtn будет константой. Тогда, интегрируя
G =

∫
g(t)eiωtdt по частям n раз, получим

G =

(
− 1

iω

)n ∫
dng (t)

dtn
eiωtd−

−
n∑

k=1

(
− 1

iω

)k [
dkg (t)

dtk−1
eiωt

]
. (6)

С учетом dng/dtn = const, первый член имеет вид

(
− 1

iω

)n+1
dng (t)

dtn
(
eiωt1 − eiωt2

)
,

где t ∈ [t1, t2] — малый интервал времени, на кото-
ром g(t) аппроксимирована полиномом третьего по-
рядка. В SPECTRA производные до третьего поряд-
ка определяются методом интерполяции кубичес-
кими сплайнами [22]. Тогда [18] весь интервал ин-
тегрирования t ∈ [t1, tm+1] оказывается разбит на m
отрезков, и интегрирование в G сводится к сумми-
рованию:

G =

4∑

k=1

(
− 1

iω

)k (
g(k−1)(t1)e

iωt1 −

− g(k−1)(tm+1)e
iωtm+1

)
+

+
1

ω4

m−1∑

j=1

(
g(3) (tj+1)− g(3) (tj)

)
eiωtj+1 , (7)

где g(k)(x) — производная порядка k от функ-
ции g(x).

Описанная выше схема численного счета да-
ет высокую точность результатов. Учет конечного
эмиттанса проводится при интегрировании по ради-
усу, которое ведется со сверткой по разбросу энергий
и при азимутальном интегрировании. В диапазоне
энергий фотонов, где доминируют высшие гармо-
ники, свертка с функцией SN мало меняет форму
спектра, и в этом случае программа SPECTRA не
считает свертки и счет ускоряется без существенно-
го ухудшения точности. В расчете использовалась
опция “Energy Dependence → Angular Flux Density”
для счета интегралов описанным выше способом.
Другие детали работы программы SPECTRA содер-
жатся в [18].

3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ОИ С
ПОМОЩЬЮ КОЭФФИЦИЕНТОВ БЕССЕЛЯ

Простейшей аппроксимацией магнитного поля
по длине ондулятора является чисто синусоидаль-
ная зависимость H = H0 sin(kλz), kλ = 2π/λu,
где H0 — амплитуда поля на оси z. Поле реально-
го ондулятора более сложное, в нем могут присут-
ствовать гармоники и непериодические компоненты
[23–30]; кроме того, пучок имеет конечный размер,
и простейшее гармоническое поле не удовлетворяет
уравнениям Максвелла во всем зазоре ондулятора
[31–35]. Для генерации в рентгеновском и ультра-

фиолетовом диапазонах используются пучки мало-
го сечения: σe ∼ 0.2–0.5 мм для UV-ЛСЭ, σe ∼ 10–
50 мкм для рентгеновского ЛСЭ. Вблизи оси по-
ле ондулятора близко к идеально синусоидальному
и может быть представлено единственной гармони-
кой. Поле H0 на оси ондулятора слабее, чем поле
Hmax у полюсов магнитов: H0 ≃ Hmax/ch (πg/λu) ,
где g — зазор ондулятора. В пучке конечного се-
чения происходят бетатронные колебания, которые
расщепляют линию излучения n-й гармоники ОИ
на частоте ωn = 2πc/λn на бетатронные гармони-
ки p, отстоящие друг от друга на частоту, значи-
тельно меньшую, чем сам резонанс ОИ [29, 33, 34]:
ωβ ≃ ωnk/

√
2nγ. Для релятивистских электронов
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γ ≪ 1 и ωβ ∝ ωn/γ , так что в рентгеновском и ульт-
рафиолетовом диапазонах ωβ ≪ ωn и бетатронные
гармоники, составляющие линию излучения, распо-
ложены очень близко друг к другу. В то же время,
поскольку длина волны излучения λn мала, уши-
рение расщепленной линии излучения может быть
заметно. Бетатронные колебания в пучке конечно-
го размера вызывают четные гармоники ОИ на оси
(см. [33, 34] и др.).

Отметим, что возможные непериодические ком-
поненты магнитного поля ондулятора тщательно
компенсируются после вычислений интегралов по-
ля, так как они уводят пучок с оси и вызывают
расстройку когерентности осцилляций электрона по
длине ондулятора. Индуцированный угол изгиба то-
же вызывает четные гармоники ОИ на оси [36–39],
нечетные гармоники ослабевают, линия спектра ис-
кажается и вместо привычной функции sinc(νn/2),
где νn = 2πnN ((ω/ωn )− 1) — параметр расстройки
относительно резонансов ОИ (ωn = 2πc/λn), полу-
чается обобщенная функция Эйри

S (νn, η, β) ≡
1∫

0

ei(νn τ+η τ2+β τ3) dτ

(см., например, [40]). Спектрально угловые характе-
ристики ОИ аналитически описываются с помощью
коэффициентов Бесселя fn;x,y x- и y-поляризаций
излучения, которые выражаются через обобщенные
функции Бесселя. Интенсивность излучения одного
электрона записывается следующим образом:

d2I

dω dΩ
=

e2γ2N2k2

c
(
1 +

(
k2eff/2

)
+ (γΘ)

2
) ×

×
∞∑

n=−∞

n2sinc2
(νn
2

) (
f2
n;x + f2

n;y

)
. (8)

Влияние разброса энергий в реальном пучке элект-
ронов на излучение описывается сверткой

+∞∫

−∞

d2I (νn + 4πnNε) e−ε2/2σ2
e dε/dω dΩ

√
2πσe;

учет угловых и бетатронных эффектов ведется в
коэффициентах Бесселя fn;x,y. В [41] было показа-
но соответствие аналитического расчета излучения
гармоник численному моделированию SPECTRA
для различных ондуляторов; там же была под-
тверждена справедливость аналитических резуль-
татов и коэффициентов Бесселя для ондуляторов

с гармониками поля. Аналитические выражения
для ондулятора с тремя гармониками поля в двух
взаимно-ортогональных плоскостях представлены в
работе [41], для эллиптического ондулятора — в
[26,27], учет и анализ влияния гармоник поля эллип-
тического и плоского ондуляторов проведен также
в [42–47]. Для плоского ондулятора и узких пучков
релятивистских электронов сложные формулы для
коэффициентов Бесселя упрощаются до следующих
выражений (см. [47, 48]):

fn;x =
∑

p

J̃p

∣∣∣∣
(
Jn
n+1 + Jn

n−1

)
+

2

k
γθ cosϕJn

n

∣∣∣∣ ,

fn;y =
∑

p

(
J̃p

∣∣∣∣
2

k
γθ sinϕJn

n

∣∣∣∣ +

+ Jn
n

√
2πy0
λu

(
J̃p+1 − J̃p−1

))
,

(9)

где y0 — расстояние от оси ондулятора, p— номер бе-
татронной гармоники расщепления линии ОИ, ϕ —
угол вокруг оси ондулятора, Jm

n и J̃p — функции
Бесселя:

Jm
n ≡ Jm

n (ζ, ξ) =

π∫

−π

dα

2π
×

× exp [i (nα+mζ sinα+mξ sin (2α))] ,

J̃p ≡ J1
p (−κ,−η) ,

(10)

ζ = θ cosϕ
λuk

nλnγ
, ξ =

λuk
2

8nλnγ2
,

κ =
4πθy0γ

2

λu (1+ (k2/2))
, η =

π2γy20k√
2λ2u (1+ (k2/2))

.

(11)

Четные гармоники появляются из-за угловых эф-
фектов и бетатронных колебаний; угловые эффек-
ты и конечный размер пучка учитываются также
в аргументах функций Бесселя. Ниже мы сравним
вклады бетатронных колебаний и угловых эффек-
тов в рентгеновское излучение плоского ондулято-
ра ЛСЭ LCLS. Выбор установки диктуется обилием
информации по излучению гармоник в LCLS. Мы
оценим влияние бетатронных и угловых вкладов на
излучение четных и нечетных гармоник спонтанно-
го и вынужденного ОИ и сравним с результатами
численного моделирования спектра и с данными по
ЛСЭ.
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4. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
МОЩНОСТИ ИЗЛУЧЕНИЯ
ОДНОПРОХОДНОГО ЛСЭ

Когерентное излучение ЛСЭ генерируется элект-
ронами в банчах, разделенных длиной волны излу-
чения в точном соответствии с гипотезой Гинзбурга
[2]. Группировка электронов в ондуляторе происхо-
дит вследствие взаимодействия электромагнитной
волны с электронами банча. Строгая теория этого
явления была развита Мадейем [4]. Сила Лоренца в
ондуляторе группирует электроны около узлов вол-
ны в банчи размером менее длины волны, и излуче-
ние становится близким к когерентному (детальное
описание см. [5–13,49]). В начале ЛСЭ присутствует
сильная некогерентная составляющая излучения и
происходит квадратичный рост напряженности по-
ля излучения и мощности. В результате взаимодей-
ствия электронов и излучения происходит модуля-
ция энергии электронов и затем развивается моду-
ляция электронной плотности банча. Это приводит
к экспоненциальному росту мощности:

P (z) ∝ P0e
z/Lg0 .

Длина усиления ЛСЭ Lg0 = 1/
√
3g0 обратно про-

порциональна коэффициенту усиления g0 и входит
в безразмерный параметр Пирса ρ = (λug0)/4π

[5–7], который является фундаментальным для опи-
сания процессов в ЛСЭ. Параметр Пирса зависит
от параметров ондулятора и плотности тока (см.
[5–9,49–51]):

ρn =
1

2γ

(
J

4πi

)1/3

(λukeff |fn|)2/3 , (12)

где i = 4πε0mc
3/e ≃ 1.7045 · 104 — размерная по-

стоянная тока Альфвена [А], λu — период онду-
лятора, fn — коэффициент Бесселя n-й гармоники
ОИ, J = I0/Σ — плотность тока, I0 — ток, Σ =

= 2π
√
βxεxβyεy — сечение пучка, εx,y = σx,yθx,y —

эмиттансы, σx,y =
√
εx,yβx,y — поперечные разме-

ры, βx,y = εx,y/θ
2
x,y — параметры Твисса, θx,y —

расходимости пучка; в ЛСЭ обычно применяется
фокусировка квадрупольными магнитными линза-
ми, которые задают фокусные расстояния βx,y и
эмиттансы ǫx,y. Параметр Пирса ЛСЭ ρn опреде-
ляет максимально возможную мощность излучения
гармоники PF,n ≈

√
2ρnPbeam, где Pbeam = EI0 —

мощность электронного пучка, а также длину уси-
ления Ln,g ≃ λu/

(
4π

√
3n1/3 ρn

)
и длину на-

сыщения ЛСЭ: Ls ∼ λu/ρ ∼ 10–20 Lg. Отме-
тим, что начальная мощность в ЛСЭ с самоуси-
лением спонтанного излучения SASE задается ко-
герентной составляющей шума электронного бан-
ча: Pnoise ≈ 1.6ρ2e4πcPe/(I0λ) [49, 50]. Начальная

мощность ЛСЭ может также происходить от затра-
вочного когерентного излучения, которое стабили-
зирует фазу и временные характеристики излуче-
ния. Разного рода потери, связанные с дифракцией,
разбросом энергии, эмиттансом и др., уменьшают
мощность излучения ЛСЭ, увеличивают длину уси-
ления и насыщения. Дифракция может быть учтена
с помощью поправки κ к параметру Пирса, предло-
женной в работах [14, 38, 39, 52–54]:

ρn → ρn
κ
, κ = 3

√
1 +

λuλn
16πρnΣ

. (13)

Влияние разброса энергий и эмиттанса пучка на
длину усиления и мощность излучения описывается
феноменологически с помощью следующих коэффи-
циентов:

Φn ≃
(
ζn + 0.165µ2

ε,n

)
e0.034µ

2
ε,n ,

µε,n ≃ 2σε/n
1/3 ρ̃n,

ηn ≃ 0.942
(
e−Φn(Φn−0.9)+1.57 (Φn−0.9)/Φ3

n

)
,

(14)

где σe — разброс энергий, а эмиттанс учитывается
в ζ [52, 53]; для согласованного пучка ζ ≈ 1–1.1, а в
рентгеновском диапазоне ζ ≈ 1. Коэффициенты (14)
были выверены в ходе сравнительного анализа тео-
ретических результатов, численных симуляций (см.
[43,55,56]) и экспериментальных данных ЛСЭ в диа-
пазоне от видимого до рентгеновского [41,42,47,48].
Длина усиления Ln,g и мощность насыщения Pn,F

гармоник в режиме их независимого роста в одно-
проходном ЛСЭ записываются с учетом потерь и со-
ответствующих им коэффициентов (13), (14) следу-
ющим образом [52,53]:

Ln,g → Ln,gκΦn, (15)

Pn,F ≃
√
2ρnPbeam

(
η1

1

κ2

)
. (16)

Независимый рост мощности гармоник обычно про-
исходит медленнее роста мощности основного то-
на. В то же время, n-я гармоника может быть
индуцирована основным тоном в режиме нелиней-
ной генерации. Тогда ее мощность растет быстрее,
как n-я степень основного тона, пропорционально
enz/Lg [5–7, 14, 15]. Насыщение n–й гармоники в ре-
жиме нелинейной генерации определяется насыще-
нием основного тона. Соответствующая мощность
насыщения приближенно записывается следующим
образом [52,53]:

Pn,F ≃ ηn
P1,F√
n

(
fn
nf1

)2

. (17)
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Экспоненциальный рост мощности излучения в кон-
це ЛСЭ переходит в осцилляции около мощности
насыщения. Насыщение гармоник в режиме нели-
нейной генерации начинается несколько раньше на-
сыщения основного тона и развивается постепенно.
Приближенное аналитическое описание этого про-
цесса дано в [57].

Влияния разного рода потерь на излучение ЛСЭ
было учтено в работах [58, 59] посредством феноме-
нологической коррекции Λ к длине усиления Lg0:
Lg = Lg0 (1 + Λ), где Λ описывает влияние дифрак-
ции, разброса энергий и эмиттанса пучка. Формулы
(13)–(15) проще, а результаты хорошо согласуются
с высокоточной аппроксимацией Λ [58,59]. Выраже-
ние для Λ представляет полином нецелой степени из
семи слагаемых с девятнадцатью различными чис-
ленными коэффициентами (не приводим для крат-
кости). Коррекция длины усиления также коррек-
тирует мощность и длину насыщения ЛСЭ.

Аналитическое описание мощности гармоник
ЛСЭ в режиме нелинейной генерации было пред-
ложено, например, в работе [60]; для отношения
мощности третьей гармоники P3 к мощности ос-
новного тона P1, в [60] предложена следующая
формула:

P3 = ΘρPbeam

(
P1

ρPbeam

)3

, (18)

где численный множитель Θ определяется сложным
интегральным выражением и имеет порядок около
10−1. Отметим, что оценки мощности нечетных гар-
моник (18) дают результаты, сильно отличающиеся
от экспериментальных. Однако основные вопросы
вызывает генерация четных гармоник, так как на
оси плоского ондулятора в идеальном пучке четные
гармоники практически не излучаются: излучение
на их длинах волн идет в противофазе с соседних
периодов ондулятора. Авторы [60] оценивают мощ-
ность насыщения P2 второй гармоники ЛСЭ на ос-
нове мощности Pn соседней первой или третьей гар-
моники, банчинга bn и коэффициентов Бесселя fn
вовлеченных гармоник; формула учитывает также
сечение пучка σx,y и записывается следующим об-
разом:

P2,[60] ≈ Pn

(
λukf2

γ2πσx,yfn

b2
bn

)2

. (19)

Отметим, что в идеале, мощности всех гармоник со-
гласованы, но в реальности расчетные результаты
для мощности гармоник могут отличаться от изме-
ренных величин на порядок и более. Расчетные ре-
зультаты для n = 2 будут сильно зависеть от того,

значения какой гармоники n, первой или третьей,
используются в (19), и используются ли измеренные
или вычисленные значения. Мы продемонстрируем
это на примере ЛСЭ LCLS. В работах [61,62] анали-
тически рассчитаны мощность второй гармоники P2

в терминах мощности основного тона P1 следующим
образом:

P2,[61] ≈
P1

450π

1

Ξ

A2 +B2

F 2
×

× ln
(
1 + 1/

(
4Γ2
) )

arctg (1/Γ) + (Γ/2) ln (Γ2/(1 + Γ2) )
, (20)

где Ξ = k2/
(
2 + k2

)
, A = 2Ξ (J0 (Ξ)− J2 (Ξ))+J1 (Ξ),

B = J1(Ξ), F = J0 (Ξ/2) − J1 (Ξ/2) [61], Ji — обыч-
ные функции Бесселя, Γ = 4πσ2

x,y/Nλuλ1 — число
Френеля электронного пучка с сечением σx,y на
длине ондулятора Nλu. Мы проведем сравнитель-
ный анализ мощности гармоник ЛСЭ LCLS по
формуле (17) и результатов, полученных на основе
теорий других авторов: по формулам (18), (19) из
работы [60] и по формуле (20) из работы [61]. Выбор
ЛСЭ LCLS объясняется тем, что, в отличие от
других рентгеновских ЛСЭ, на этой установке наи-
более полно и хорошо документировано излучение
гармоник, например, в работах [63–65].

5. СПОНТАННОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ
ОНДУЛЯТОРА LCLS

Первый рентгеновский лазер на свободных элек-
тронах был построен в США в 2009 г. на установке
Linac Coherent Light Source (LCLS). Излучение ЛСЭ
LCLS формируется в 33 ондуляторах с постоянными
магнитами; длина каждого ондулятора 3.4 м [63–65],
период λu = 3 см, параметр дипольности фиксиро-
ванный, k = 3.5, электронный ток достигает 1 кА с
пучком энергии E = 4.3 ГэВ и 3.5 кА с E = 13.6 ГэВ;
некоторые данные собраны в табл. 1.

ЛСЭ LCLS излучает в жестком и мягком рентге-
новском диапазонах на длине волны λ1 = 0.15 нм с
энергией электронов E = 13.6 ГэВ и на длине волны
λ1 = 1.5 нм с E = 4.3 ГэВ. В спектре ЛСЭ зареги-
стрированы и измерены вторая и третья гармони-
ки, зарегистрирована также пятая гармоника. Рас-
смотрим ОИ в ондуляторе LCLS, например, с пуч-
ком энергии E = 4.3 ГэВ. Результаты моделирова-
ния представлены на рис. 1, 2 с учетом сечения пуч-
ка, разброса энергии и других характеристик (см.
табл. 1). Спектр ОИ на оси в дальней зоне рассчи-
тан аналитически и численно с помощью SPECTRA
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Таблица 1. Параметры электронного пучка и плоского ондулятора LCLS

Параметр Значение Параметр Значение

γ 8400 Ipeak 1 кА

γǫx,y 0.4 мкм · рад θdiv =
√
σ/β 2.2 мкрад

σexp
x,y 20–25 мкм σe 0.3 · 10−3

σmodel
x,y 23 мкм βx,y 10 м

Примечание. Пучок электронов LCLS энергии E = 4.3 ГэВ, где σexp
x,y — сечение в эксперименте, σmodel

x,y —

сечение, использованное в модели, Ipeak — ток, σe — разброс энергий, βx,y — параметр Твисса.

Параметр Значение Параметр Значение

γ 26600 Ipeak 3.5 кА

γǫx,y 0.4 мкм · рад θdiv =
√
σ/β 0.9 мкрад

σexp
x,y 20–40 мкм σe 0.1 · 10−3

σmodel
x,y 30 мкм βx,y 25 м

Примечание. Пучок электронов LCLS энергии E = 13.6 ГэВ.

Параметр Значение Параметр Значение

λu 3 см N 113

L 3.4 м k 3.5

Примечание. Ондулятор LCLS, λu — период, L — длина, N — число периодов, k — параметр ондулятора.

и показан соответственно на рис. 1 и рис. 2. Отме-
тим большое количество высших нечетных гармо-
ник и малое содержание четных гармоник в спек-
тре (см. рис. 1а, 2а). Для сравнения на рис. 1б,
2б показан спектр ОИ ондулятора LCLS под углом
γθ = 0.07, который соответствует углу электрон-
фотонного взаимодействия на длине усиления ЛСЭ;
четные гармоники ОИ под углом γθ = 0.07 на поря-
док сильнее, чем на оси.

На оси ондулятора коэффициенты Бесселя для
гармоник n = 1, 2, . . . , 9 таковы:

femmitance
n=1,2,...,9 = {0.74, 0.02, 0.34, 0.02, 0.23, 0.02,

0.18, 0.02, 0.14}. (21)

В LCLS вклад бетатронных колебаний в коэффи-
циенты Бесселя нечетных гармоник ничтожен: око-
ло 10−18. Для четных гармоник в LCLS вклад бе-
татронных колебаний больше и составляет f beta

2 ∼
∼ 0.002, однако это значение на порядок меньше
вклада угловых эффектов; коэффициенты Бессе-
ля первых четных гармоник таковы: f2,4,6 ∼ 0.02.

Спектр ОИ, полученный нами с учетом только эмит-
танса пучка и без учета бетатронных эффектов,
практически ничем не отличается от спектра на
рис. 1; мы не приводим его для краткости. Таким
образом, аналитически выделив вклады различных
физических эффектов, мы получили, что излучение
четных гармоник происходит главным образом из-
за конечного эмиттанса и угловых эффектов, а не
за счет бетатронных колебаний в пучке конечного
размера. Вклад бетатронных колебаний в мощность
гармоник ОИ пренебрежимо мал.

Бетатронные колебания могут влиять на ширину
линии излучения, расщепляя ее на бетатронные гар-
моники (см. (9)). Мы провели теоретическую оцен-
ку этого эффекта для ондулятора LCLS. Основ-
ной вклад дают пять бетатронных гармоник с p =

= −2, . . . , 2 на расстоянии δλ ≃ kλ/n
√
2γ
∣∣
n=1

≃
≃ 0.45 пм друг от друга. Ширине бетатронного
расщепления равной примерно 1.8 пм соответству-
ет спектральная плотность 4δλ/λ ≈ 0.1%; в то же
время естественная спектральная плотность ОИ та-
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Рис. 1. Аналитическое моделирование с помощью про-

граммы SPECTRA: а — спектр ОИ ондулятора LCLS с

E = 4.3 ГэВ на оси с учетом эмиттанса пучка, б —

спектр ОИ ондулятора LCLS под углом γθ = 0.07 электрон-

фотонного взаимодействия ЛСЭ

кова: 1/N |N=113 = 0.9%. Таким образом, ширина
бетатронного расщепления почти на порядок мень-
ше естественной ширины линии спектра ОИ.

6. ИЗЛУЧЕНИЕ РЕНТГЕНОВСКОГО ЛСЭ
LCLS

Излучение ЛСЭ LCLS хорошо документирова-
но в работах [63–65], которые мы используем для
сравнительного анализа с теоретическими резуль-
татами, полученными в рамках различных подхо-
дов к исследованию мощности гармоник. Послед-
ние представлены на рис. 3а для LCLS с пучком
энергии E = 4.3 ГэВ и на рис. 3б для излучения
с пучком энергии E = 13.6 ГэВ. Мощность основ-
ного тона обозначена красной областью на рис. 3а,
согласно результатам серии экспериментов с дли-
ной волны λ = 1.5 нм, где энергия излучения со-
ставляла 1–2 мДж при длительности банчей около
100–250 фс. Исходя из измеренной энергии фотон-
ного импульса Eγ = 1 мДж при длине электрон-
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Рис. 2. Численное моделирование с помощью программы

SPECTRA: а — спектр ОИ ондулятора LCLS с E = 4.3 ГэВ

на оси с учетом эмиттанса пучка, б — спектр ОИ ондуля-

тора LCLS под углом γθ = 0.07 электрон-фотонного взаи-

модействия ЛСЭ

ного банча τe = 0.2 пс, получаем мощность ЛСЭ
P ≈ 8.5 ГВт, что в точности соответствует значе-
нию, полученному нами аналитически. Измеренное
на ЛСЭ LCLS содержание третей гармоники: око-
ло 2% [63]; в некоторых случаях отмечалось умень-
шение ее содержания до 0.2%. На рис. 3а зеле-
ная область соответствуют диапазону измеренных
значений мощности третьей гармоники без учета
этих флуктуаций, т. е. представлен наиболее узкий
диапазон значений согласно [63]. Непосредственные
измерения пятой гармоники на LCLS не проводи-
лось, ее содержание было оценено авторами [63] как
приблизительно 10% мощности третьей гармоники.
Соответствующий диапазон мощности пятой гар-
моники обозначен синей областью на рис. 3а. Из-
меренное содержание второй гармоники составля-
ло около 0.04–0.1 %, и оно показано оранжевой об-
ластью на рис. 3а. Вторая гармоника измерялась
только в диапазоне мягкого рентгеновского излу-
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чения ввиду технических особенностей детекторов;
на рис. 3б оранжевая область показывает предпо-
лагаемую мощность второй гармоники для жест-
кого рентгеновского излучения LCLS с электрон-
ным пучком энергии E = 13.6 ГэВ, где содержа-
ние второй гармоники предполагается схожим: око-
ло 0.04–0.1 %.

Результаты теоретического расчета также пред-
ставлены на рис. 3: красная сплошная линия по-
казывает мощность основного тона ЛСЭ, зеленая
штриховая линия — мощность третьей гармони-
ки, синяя пунктирная линия — пятой гармоники.
Мощность второй гармоники рассчитана с учетом
эффективного угла электрон-фотонного взаимодей-
ствия на длине усиления ЛСЭ — оранжевый штрих-
пунтир. Все рассчитанные нами значения хорошо
согласуются с экспериментом, что подтверждает
правильный учет физических явлений и параметров
установки в нашем расчете.

Поскольку главная неопределенность теоретиче-
ских расчетов обычно касается четных гармоник,
мы исследовали влияние различных параметров на
их излучение. В частности, мы рассчитали мощ-
ность второй гармоники, аналитически выделив и
учтя только влияние эмиттанса и бетатронных ко-
лебаний в пучке; соответствующее значение отмече-
но на рис. 3а штриховой оранжевой линией. Рассчи-
танная мощность второй гармоники ЛСЭ при этом
оказалась почти на три порядка ниже измеренной.

Соответствие расчета эксперименту восстанав-
ливается, если учесть эффективный угол электрон-
фотонного взаимодействия в пучке на характерной
длине усиления. Он является определяющим, как
показывает расчет, для генерации четных гармоник
в ЛСЭ. С учетом этого, получаем значения коэффи-
циентов Бесселя гармоник n = 1, 2, . . . , 9:

fe−γ
n=1,2,...,9 = {0.74, 0.07, 0.33, 0.08, 0.22, 0.09,

0.15, 0.09, 0.11}. (22)

Сравнение значений коэффициентов Бесселя (22)
с соответствующими значениями в (21), где учтен
только эмиттанс пучка, показывает, что для низших
нечетных гармоник n = 1, 3, 5 разница невелика, а
для высших нечетных гармоник разница становится
значимой, что выражается в заметном ослаблении
излучения высших нечетных гармоник. Для четных
гармоник, напротив, значения коэффициентов Бес-
селя с учетом угла электрон-фотонного взаимодей-
ствия fe−γ

n=2,4,6,8 ≃ 0.08 больше соответствующих зна-
чений с учетом только эмиттанса femmitance

n=2,4,6,8 ≃ 0.02 в
четыре раза (!). Спектр ОИ под углом электрон-фо-
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Рис. 3. Мощность гармоник ЛСЭ LCLS; гармоники показа-

ны цветными линиями и обозначены номерами; диапазо-

ны экспериментальных значений мощности показаны цвет-

ными областями: а — для пучка энергии E = 4.3 ГэВ,

разброс энергий σe = 3 · 10−4, ток I0 = 1 кА, эмиттанс

γǫx,y = 0.4 мкм, βx,y = 10 м; б — для пучка энергии

E = 13.6 ГэВ, разброс энергий σe = 1·10−4 , ток I0 = 3 кА,

эмиттанс γǫx,y = 0.4 мкм, βx,y = 25 м
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тонного взаимодействия выглядел бы как на рис. 1б
и содержал бы на порядок больше четных гармоник
(ср. с рис. 1а). Поскольку для излучения ЛСЭ суще-
ственно электрон-фотонное взаимодействие, спек-
тру ОИ ондуляторов LCLS соответствует рис. 1а,
а мощности гармоник ЛСЭ показаны на рис. 3а с
учетом значений коэффициентов Бесселя fangle

n=1,2,...,9

(22); результаты расчета соответствует измерениям
на ЛСЭ LCLS [63–65].

Независимые оценки мощности гармоник LCLS
были сделаны в различных работах, см., например,
[60, 61]. Мощности гармоник n = 1, 2, 3, 5, рассчи-
танные нами с учетом основных параметров ЛСЭ,
соответствуют экспериментальным значениям, как
показано выше. Для сравнения мы рассчитали и по-
казали на рис. 3а мощности гармоник по формуле
(19) в соответствии с теорией в [60] и по формуле
(20) в соответствии с теорией [61]. В [61] теорети-
ческая мощность ЛСЭ LCLS: P1 = 8 ГВт, что хо-
рошо соответствует экспериментам [63–65]. Однако
оценка мощности третьей гармоники в [60]: P

3,[60] =

= 15 МВт, примерно на порядок меньше, чем в экс-
перименте [65]. Более того, оценка мощности второй
гармоники в [60]: P

2,[60] = 15 кВт, соответствует

ее содержанию порядка 2 · 10−4 %, что на три по-
рядка меньше измеренного в экспериментах около
0.1% [65]. Мы учли ошибочное значение мощности
третьей гармоники в [60] и пересчитали по формуле
(19) в соответствии с теорией [60] мощность второй
гармоники на основе мощности первой или третьей
гармоник; сплошные оранжевые линии — соответ-
ственно сплошные толстая и тонкая оранжевые ли-
нии на рис. 3. При этом расчете мощность второй
гармоники ЛСЭ оказалась на один–полтора порядка
ниже измеренной на LCLS. Отметим, что формула и
соответствующая теория [60] применительно к ЛСЭ
LEUTL также дает мощность второй гармоники на
один–два порядка ниже измеренной в эксперимен-
тах.

Другой теоретический подход использован в
[61, 62]. В нем вычисляются электрическое поле из-
лучения, распространение фронта волны в различ-
ных направлениях и другие характеристики; при
этом авторы используют специфические параметры,
такие как глубина модуляции электронного пучка
и др., доступные только разработчикам ЛСЭ. Рас-
чет по формуле дает результат, близкий к диапазону
экспериментальных значений: оранжевая пунктир-
ная линия на рис. 3а показывает мощность второй
гармоники LCLS, рассчитанную по формуле (20),
соответствующей теории в [61]. Однако в жестком

рентгеновском диапазоне по той же формуле (20)
получаем мощность второй гармоники P2 ≈ 2.5 МВт
(см. рис. 3б), т. е. 0.01%, что меньше ожидаемого
0.04–0.1 %. С другим подходом [60], вычисляя мощ-
ность второй гармоники ЛСЭ LCLS по формуле
(19), получаем в жестком рентгеновском диапазоне
мощность второй гармоники P2 ∼ 100–200 кВт, что
еще на порядок меньше, чем по теории [61] и на два
порядка ниже ожидаемого. Итак, в жестком рентге-
новском диапазоне расхождение между эксперимен-
том и расчетом по теории [60] или [61] увеличива-
ются почти на порядок, в то время как результаты
по формулам (с учетом эффективного угла элект-
рон-фотонного взаимодействия на длине усиления
ЛСЭ) остаются в пределах экспериментальных зна-
чений.

Отметим противоречивые выводы разных авто-
ров о причинах генерации четных гармоник в ЛСЭ.
Так, авторы работы [66] заключают, что «угол от-
клонения увеличивает излучение второй гармони-
ки» в ЛСЭ. Напротив, авторы [61, 62] делают вы-
вод о том, что «полная мощность второй гармони-
ки ЛСЭ не зависит от углов отклонения пучка от
оси и даже может уменьшиться, если пучок име-
ет углы отклонения». Последний вывод представ-
ляется нам спорным, так как характеристики ОИ
определяются свойствами физической системы за-
рядов и поля; выше нами аналитически показано,
что именно угловые вклады в основном вызывают
четные гармоники ОИ. Обсуждение и количествен-
ные оценки вкладов различных эффектов в гене-
рацию четных гармоник даны выше. В результате
анализа различных вкладов в генерацию гармоник
мы приходим к выводу, что мощность четных гар-
моник в ЛСЭ определяется не только размером пуч-
ка и его отклонением, как считается в [60, 66], хотя
центровка пучка на оси, конечно, имеет значение;
например, принимая во внимание эксперименталь-
но зарегистрированное в ЛСЭ LCLS [63, 63] откло-
нение пучка от оси примерно до 10–15 мкм на длине
последних ондуляторных секций, получаем угол от-
клонения, примерно соответствующий эффективно-
му углу электрон-фотонного взаимодействия, и это
дает реалистичную оценку мощности второй гармо-
ники. Однако в других экспериментах не было заре-
гистрировано отклонения пучка, сравнимого с его
сечением. Теоретический результат, соответствую-
щий экспериментам, получается во всех случаях, ес-
ли учесть углы электрон-фотонного взаимодействия
на характерной длине усиления в ЛСЭ. Это вызыва-
ет вторую гармонику мощностью, соответствующей
измеренной в экспериментах как на ЛСЭ LCLS, так
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и на ЛСЭ LEUTL и на других установках. Таким
образом, мы в определенном смысле подтвержда-
ем заключение работы [66] о том, что в ЛСЭ «угол
отклонения увеличивает излучение второй гармо-
ники», замечая, что нужно учитывать эффектив-
ный угол электрон-фотонного взаимодействия, а не
только отклонение от оси.

Отметим, что мощность излучения второй гар-
моники ЛСЭ зависит от параметров пучка и онду-
ляторов и напрямую не отражает то значение мощ-
ности, которое может индуцироваться основным то-
ном на длине волны второй гармоники, но не излу-
чаться. Эквивалентная мощность второй гармони-
ки за счет индуцированного банчинга может быть
большой, но она не излучается, так как для вто-
рой гармоники излучение приходит в противофазе
с каждого периода ондулятора. Однако если такой
пучок электронов с индуцированной группировкой
на длине волны второй гармоники подать в следую-
щий ондулятор, у которого основной тон настроен в
резонанс со второй гармоникой банчера, то индуци-
рованная и эквивалентная банчингу мощность ста-
новится реальной, может быть усилена и излучена
в следующих ондуляторах.

Работа ЛСЭ в режимах SASE и HLSS может
быть реализована на одной установке, если исполь-
зовать ондуляторы с изменяемым параметром ди-
польности. Ондуляторы LCLS имеют фиксирован-
ный параметр k = 3.5, и численное моделирова-
ние каскадного усиления второй гармоники на ЛСЭ
LCLS проводилось для дополнительных ондулято-
ров с другим параметром k в [66]; насколько нам из-
вестно, проект не был реализован. Усиление гармо-
ник HLSS возможно в SwissFEL, строящемся ЛСЭ
LCLS II и в других установках.

7. УСИЛЕНИЕ ВТОРОЙ ГАРМОНИКИ В
РЕНТГЕНОВСКОМ ЛСЭ SWISSFEL

Использование самозатравочного лазерного из-
лучения гармоник (HLSS) в мягком рентгеновском
диапазоне было впервые осуществлено на ЛСЭ
FLASH II с ондуляторами с изменяемым парамет-
ром дипольности [67, 68]. В жестком рентгенов-
ском диапазоне работают ЛСЭ с изменяемым па-
раметром дипольности SACLA, SwissFEL, European
X-FEL, вводится в строй LCLS II. Из действую-
щих в настоящее время ЛСЭ SACLA после апгрэй-
да [69–76] является наиболее сильноточным; в нем
течет огромный ток, I0 = 27 кА, но пучок SACLA
имеет большой разброс энергий: σe ≈ 0.093% с E =

= 6 ГэВ [73], и σe = 0.1% с E = 7.8 ГэВ [69]. Оцен-

ка параметра Пирса ЛСЭ SACLA для излучения
с λ = 0.1 нм дает значения ρ1 = 0.00077 в груп-
пирователе и ρ1×2 = 0.00058 в усилителе; условие
стабильной генерации не удовлетворяется уже с на-
чальным разбросом энергий. Если в группирователе
электронов генерация возможна с начала ЛСЭ, то в
усилителе второй гармоники она невозможна уже в
начале усилителя даже без учета индуцированного
разброса энергии. Поэтому усиление второй гармо-
ники в ЛСЭ SACLA в настоящей конфигурации не
представляется возможным. Рассмотрим ниже воз-
можность усиления гармоник в современных ЛСЭ с
малыми эмиттансом и разбросом энергий и с изме-
няемым параметром дипольности ондуляторов.

Рентгеновский ЛСЭ SwissFEL [77–81] излучает
на длинах волн от 1.5 до 0.1 нм. Пучок имеет ма-
лый абсолютный разброс энергий σe = 350 кэВ; от-
носительный разброс энергией электронов с энерги-
ей E = 5.8 ГэВ: σe ≈ 0.006%, стандартный эмит-
танс γǫx,y = 0.4 мм ·мрад. В эксперименте банчи
электронов с зарядом Q = 0.2 нКл и энергией E =

= 5.8 ГэВ генерировали фотонные импульсы дли-
тельностью τγ = 24 фс с энергией Eγ = 1 мДж на
длине волны λ1 = 0.1 нм [79]; оценка длительности
электронного банча: τe = 40 фс. Мы рассчитали тео-
ретически мощность насыщения: P1 ≈ 40 ГВт; это
хорошо согласуется со значением, которое получа-
ется с измеренной энергией Eγ = 1 мДж импуль-
са длительностью τγ = 24 фс. Длина насыщения
SwissFEL, Ls ≈ 30 м, меньше чем в других ЛСЭ в
жестком рентгеновском диапазоне, длина усиления
по нашим расчетам: Lg ∼ 1.4 м. Из-за малого раз-
броса энергий и эмиттанса получаем высокую мощ-
ность третьей гармоники P3 ≈ 0.25 ГВт, ее содер-
жание около 0.7% близко к максимально возмож-
ному для ондуляторов с периодом λu = 1.5 см и
параметром дипольности k = 1.2. Рассчитанное со-
держание второй гармоники в ЛСЭ SwissFEL око-
ло 0.4% определяется сечением пучка и эффек-
тивным углом электрон-фотонного взаимодействия
θ̄ = σphoton/Lgain ∼ 6 мкрад на длине усиления.
Рассчитанная нами спектральная плотность излуче-
ния ∆λ/λ ∼ 0.1% находится в середине измеренного
диапазона 0.05–0.15 % [78]. Рассчитанный параметр
Пирса ρ1 ≈ 0.0005 = δλ/λ ≈

√
ρλu/Ls примерно со-

ответствует спектральной плотности SASE. В экспе-
рименте с номинальным током I0 = 2 кА измерен-
ный эмиттанс пучка ǫx,y = 0.2 мм ·мрад, был мень-
ше стандартного, а разброс энергий пучка равный
0.0125% больше стандартного [81].

Рассмотрим возможность излучения и усиления
второй гармоники на длине волны λ2 = 0.07 нм в
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Рис. 4. а) Эволюция мощности гармоник ЛСЭ SwissFEL в

режиме HLSS с усилением второй гармоники λ = 0.07 нм,

E = 5.8 ГэВ, I0 = 2.7 кА, σe = 0.006%, ǫx,y =

= 0.4 мм ·мрад, β = 15 м. Банчер: λ1 = 0.14 нм — красная

сплошная линия 1, λ3 = 0.05 нм — зеленая штриховая 3,

λ2 = 0.07 нм — оранжевая штрихпунктирная линия 2; уси-

литель второй гармоники: λ1×2 = 0.07 нм — оранжевая

сплошная линия 12. б) Эволюция разброса энергии пучка

по длине ондуляторов ЛСЭ

ЛСЭ SwissFEL в режиме HLSS усиления самозатра-
вочного излучения второй гармоники группировате-
ля. Мощность второй гармоники в банчере достига-
ет примерно 1 МВт на длине 17 м (штрихпунктир-
ная оранжевая линия 2 на рис. 4а). Длина банчера
zc = 17 м выбрана, исходя из требования гаранти-
рованно стабильного усиления второй гармоники в
усилителе, где параметр Пирса ρ1×2 ≈ 0.00033; при
этом разброс энергии электронов в конце банчера
с учетом индуцированного ЛСЭ вклада составляет
половину параметра Пирса в усилителе: σe (zc) =

= 0.00017 = ρ1×2/2 (см. рис. 4б). Банчинг основного
тона индуцирует на длине волны второй гармони-
ки эффективную мощность около 50 МВт на длине
ондуляторов 17 м, обозначенную оранжевой точкой
на рис. 4а. Она не излучается в банчере, где излу-

чение второй гармоники приходит в противофазе с
соседних периодов ондуляторов, а излучается толь-
ко мощность за счет угловых эффектов, эмиттан-
са и др., обозначенная штрихпунктирной линией на
рис. 4а.

Диапазон изменения параметра дипольности k

позволяет выбрать для ондуляторов в усилителе k =

= 0.7874, получив резонанс со второй гармоникой
банчера, где k = 1.8. Мощность в усилителе на
длине волны основного тона λ = 0.07 нм быстро рас-
тет и на чуть большей длине усиления достигает эф-
фективного значения, индуцированного в банчере.
Далее рост мощности в усилителе продолжается до
насыщения; на длине ондуляторов более 35 м вторая
гармоника банчера излучается с мощностью поряд-
ка 6 ГВт. Для сравнения, в режиме SASE на длине
волны λ = 0.07 нм насыщение происходит примерно
на 10 м дальше, чем в режиме HLSS. Отметим, что в
конце банчера ЛСЭ SwissFEL индуцированная эф-
фективная мощность второй гармоники на порядок
превышает мощность третьей гармоники (ср. оран-
жевую точку с концом зеленой линии на рис. 4а),
и это делает предпочтительным выбор второй гар-
моники для дальнейшего усиления. При этом в ре-
жиме усиления второй гармоники HLSS требуется
меньшая длина ондуляторов, чем в режиме SASE
на той же длине волны, а длина волны излучения,
λ = 0.07 нм короче, чем стандартная длина волны
λ ∼ 0.1 нм ЛСЭ SwissFEL.

8. УСИЛЕНИЕ ГАРМОНИК В
РЕНТГЕНОВСКОМ ЛСЭ LCLS-II

В строящемся ЛСЭ LCLS-II используется пу-
чок электронов с энергией E = 4 ГэВ для генера-
ции рентгеновского излучения на длинах волн 6.2–
0.25 нм (см. [82]). Для более жесткого излучения с
длиной волны менее ангстрема планируется моди-
фикация LCLS-II-HE с пучком энергии 4 ГэВ. Чис-
ленное моделирование LCLS-II проводилось в ра-
ботах [82–85]. В LCLS-II используются ондулято-
ры с изменяемым параметром дипольности. Для ге-
нерации рентгеновского излучения с длиной волны
λ = 1.2–0.25 нм используются ондуляторы с перио-
дом λu = 2.6 см, полем примерно до 1.1 Тл и мини-
мальным зазором около 7 мм. В ЛСЭ предполагает-
ся довольно слабый ток менее 1 кА, и малые эмит-
танс и разброс энергий; с током I ∼ 400 А эмит-
танс минимален, ǫx,y ≈ 0.17 мкм, и σe ≈ 0.4 МэВ,
с током I ∼ 850 А минимален разброс энергий,
σ ≈ 0.36 МэВ, и ǫx,y ≈ 0.45 мкм [82–85]. Это обеспе-
чит малые потери и возможность использовать гар-
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Таблица 2. Параметры электронного пучка и плоского ондулятора LCLS-II

Параметр Значение Параметр Значение

γ 7828 Ipeak 850 А

γǫx,y 0.45 мкм · рад θdiv =
√
σ/β 2 мкрад

σx,y =
√
σβ 27 мкм σe 0.1 · 10−3

θe−γ 13 мрад βx,y 13 м

Примечание. Пучок электронов LCLS-II энергии E = 4 ГэВ.

Параметр Значение Параметр Значение

λu 2.6 см kamp2harm 1.9108

kbuncher 3.0516 kamp3harm 1.3307

Примечание. Ондулятор LCLS-II.

моники как в LCLS-II SASE, так и в режиме усиле-
ния HLSS. Исследуем возможное усиление второй и
третьей гармоник банчера в выделенном усилителе-
излучателе. Некоторые данные для моделирования
представлены в табл. 2.

Результаты аналитического расчета эволюции
мощности гармоник ЛСЭ HLSS с усилением вто-
рой гармоники на длине волны λ2 = 0.6 нм и тре-
тьей гармоники на длине волны λ3 = 0.4 нм пред-
ставлены соответственно на рис. 5а и 5б. Отметим,
что реальная мощность излучения второй гармони-
ки банчера (оранжевая штрихпунктирная линия на
рис. 5a) гораздо меньше индуцированной эффектив-
ной мощности на длине волны второй гармоники
(пунктирная оранжевая линия на рис. 5а). Усиление
второй гармоники происходит в ондуляторах усили-
теля, где основной тон резонирует со второй гар-
моникой банчера и достигает насыщения на длине
около 30 м с мощностью около 3 ГВт. Отметим, что
на длине ондуляторов 19 м индуцированный бан-
чинг на длине второй гармоники создает эффек-
тивное значение мощности (пунктирная оранжевая
линия на рис. 5а) только немного больше мощно-
сти третьей гармоники (зеленая штриховая линия
на рис. 5а, 5б). Вторая или третья гармоники могут
быть усилены в следующих ондуляторах, настроен-
ных в резонанс. Основной тон усилителя, например,
третьей гармоники λ1×3 = 0.4 нм достигает насыще-
ния на длине Ls = 35 м с мощностью P1×3 ≈ 3 ГВт
(см. рис. 5б); мощность насыщения второй гармони-
ки λ1×2 = 0.6 нм на длине Ls ≈ 30 м примерно такая
же (см. рис. 5а).

Отметим также, что использовать вторую гармо-
нику целесообразно только в самом конце банчера,
так как банчинг на ее длине волны индуцируется
основным тоном; его значение в начале ЛСЭ очень
мало. Более того, укоротив банчер всего на несколь-
ко метров максимально возможного и создав тем
самым запас для роста индуцированного разброса
энергии в следующих ондуляторах для умножения
гармоник, получаем на выходе короткого банчера
значение мощности третьей гармоники больше, чем
эффективное значение мощности второй гармони-
ки за счет банчинга, индуцированного основным то-
ном на ее длине волны. Это видно на рис. 5а: зна-
чения эффективной мощности второй гармоники на
длине банчера 15 м (см. оранжевую пунктирную ли-
нию) меньше мощности третей гармоники на той
же длине ондуляторов (см. зеленую штриховую ли-
нию). Таким образом, если необходимо сократить
длину банчера, например, для возможного дополни-
тельного роста разброса энергий, индуцированного
ЛСЭ в следующих каскадах, то использование вто-
рой гармоники в коротком банчере становится неце-
лесообразным. Мощность третьей гармоники оказы-
вается выше, чем эффективная мощность второй, и
использование третьей гармоники тогда предпочти-
тельно.

9. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

В настоящей работе исследована генерация гар-
моник, в особенности четных, в ондуляторах рент-
геновских ЛСЭ. Для спонтанного излучения прове-
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Рис. 5. Эволюция мощности гармоник ЛСЭ LCLS II в

режиме HLSS усиления второй гармоники (а) и третьей

гармоники (б); энергия электронов E = 4 ГэВ, разброс

энергий σe = 0.009%, ток I0 = 850 А, эмиттанс ǫx,y =

= 0.45 мм ·мрад, β = 13 м. Мощность в ондуляторах

банчера: основной тон λ1 = 1.2 нм — красная сплош-

ная линия 1, третья гармоника λ3 = 0.4 нм — зеленая

штриховая линия 3, реальная мощность второй гармоники

λ2 = 0.6 нм — оранжевая штрихпунктирная линия 2, эф-

фективная мощность за счет банчинга, индуцированного

основным тоном на длине волны λ2 = 0.6 нм — оранжевая

пунктирная линия 2eff , пятая гармоника λ5 = 0.24 нм —

синяя штрихпунктирная линия 5; усилитель второй гар-

моники λ1×2 = 0.6 нм — оранжевая сплошная линия 12,

усиление третьей гармоники λ1×3 = 0.4 нм — оранжевая

сплошная линия 13

ден аналитический расчет и численное моделирова-
ние SPECTRA; для излучения однопроходных ЛСЭ
проведены расчеты по различным теориям несколь-
ких авторов и аналитический расчет с коэффициен-
тами Бесселя (9), где учтены все основные харак-
теристики ЛСЭ; проведено сравнение результатов
с данными хорошо документированных эксперимен-
тов ЛСЭ LCLS.

Полученные численные и аналитические спект-
ральные распределения излучения согласуются
друг с другом. В аналитических расчетах учте-

ны и отдельно исследованы вклады эффектов
дифракции, эмиттанса, бетатронных колебаний и
угловых эффектов в пучке конечного сечения, а
также их влияние на излучение гармоник на оси
и под углом электрон-фотонного взаимодействия
ЛСЭ. Полученные результаты показали, что вто-
рая и другие четные гармоники в ондуляторах
рентгеновских ЛСЭ происходят в основном из-за
угловых эффектов в пучке конечного сечения.
Вклад бетатронных колебаний в генерацию четных
гармоник ОИ в узких пучках электронов высоких
энергий значительно меньше чем вклад расходимо-
сти. Рассматривая спектр под эффективным углом
электрон-фотонного взаимодействия, находим, что
вклад в мощность четных гармоник от эмиттанса в
целом примерно на порядок меньше вклада от угла
электрон-фотонного взаимодействия, а вкладом
бетатронных колебаний можно пренебречь.

В излучении однопроходного ЛСЭ четные гар-
моники появляются за счет нескольких факторов.
Нами аналитически показано, что бетатронные ко-
лебания дают ничтожный вклад в мощность четных
гармоник ЛСЭ. Конечное сечение пучка и его рас-
ходимость дают около процента экспериментально
измеренной мощности второй гармоники ЛСЭ. От-
клонение пучка электронов от оси ондуляторов ЛСЭ
измерено экспериментально и в некоторых случаях
может быть сравнимым с сечением пучка; это может
вызывать четные гармоники с мощностью, близкой
к измеренной. Таким образом, в некоторых случа-
ях существенное отклонение пучка может давать
определяющий вклад в генерацию четных гармо-
ник в ЛСЭ. Реальная мощность второй гармоники,
рассчитанная с учетом эффективного угла элект-
рон-фотонного взаимодействия на длине усиления
ЛСЭ в пучке конечного сечения, во всех случаях
соответствует экспериментальным значениям.

Мощность второй гармоники, рассчитанная по
формулам работ [60, 66], отличается от измеренной
в LCLS на один–два порядка; оценка мощности по
формулам работ [61, 62] отличается от эксперимен-
тальных данных LCLS не более чем на порядок.
Представления о физических причинах генерации
четных гармоник ЛСЭ вследствие углов отклоне-
ния пучка от оси, данные в [60,66], являются непол-
ными. Противоречивым представляется вывод авто-
ров работ [61, 62] о том, что углы отклонения пуч-
ка могут уменьшить мощность четных гармоник.
Нами аналитически показано, что угловые эффек-
ты электрон-фотонного взаимодействия порождают
четные гармоники излучения ЛСЭ с мощностью, со-
ответствующей экспериментальным значениям.
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Теоретическое исследование генерации гармоник
в каскадном рентгеновском ЛСЭ показало, что вто-
рая гармоника может быть усилена почти до мощ-
ности основного тона и излучена в следующих кас-
кадах ондуляторов, настроенных в резонанс с ней.
Эффективная мощность второй гармоники проис-
ходит от банчинга на ее длине волны, индуциро-
ванного первой гармоникой в нелинейном режиме;
эта мощность не излучается, она значительно боль-
ше реальной мощности второй гармоники в банчере
за счет угловых и других эффектов. Эффективная
мощность, соответствующая банчингу, является за-
травочной для усилителя на резонирующей длине
волны его основного тона. Мы показали, что для
усиления второй гармоники в усилителе целесооб-
разно использовать максимально длинный банчер,
так как эффективная мощность индуцируется толь-
ко в нелинейном режиме и растет как квадрат мощ-
ности основного тона. В коротком банчере мощность
третьей гармоники в режиме ее независимого роста
может превышать эффективное значение мощности
второй гармоники. В ЛСЭ SwissFEL и LCLS-II на-
ми теоретически продемонстрирована возможность
усиления второй и третьей гармоник банчера в кас-
кадах усилителя с самозатравочным лазерным из-
лучением гармоник HLSS с использованием ондуля-
торов с изменяемым параметром дипольности. Дли-
на волны при этом в ЛСЭ LCLS-II составляет 0.4 нм
и 0.6 нм соответственно для второй и третьей гар-
моник, а в ЛСЭ SwissFEL равна 0.07 нм для второй
гармоники. Мощность гармоник на выходе усили-
теля составляет 3–6 ГВт, полная длина насыщения
ондуляторов равна 30–35 м для обоих ЛСЭ.

Проведенное теоретическое исследование объяс-
няет физические причины генерации четных гар-
моник: для ОИ это конечный эмиттанс, для излу-
чения однопроходного ЛСЭ это угловые эффекты
электрон-фотонного взаимодействия и в некоторых
случаях отклонение пучка от оси. Продемонстри-
рованы возможности использования, усиления и
излучения гармоник ЛСЭ с изменяемым парамет-
ром дипольности. Полученные результаты могут
использоваться в работающих, строящихся и пла-
нируемых ЛСЭ с целью уменьшения размеров и
стоимости установок и генерации высокочастотного
излучения с более коротким блоком ондуляторов и
электронами с меньшей энергией.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача распространения электромагнитных
волн в неоднородных слоистых средах часто встре-
чается во многих приложениях. В особенности
важную роль она играет при разработке различных
слоистых фотонных структур, включая диэлект-
рические зеркала [1, 2], оптические датчики [3, 4],
метаматериалы [5, 6], устройства на основе жидких
кристаллов [7, 8] и другие [9, 10]. По этой причине
было разработано множество методов решения этой
задачи, которые включают в себя прямое решение
волнового уравнения [11], классические методы
трансфер-матрицы [12,13] и функции Грина [14,15],
метод инвариантного погружения [16] и другие.

Метод трансфер-матрицы заслуживает особого
внимания, поскольку является одним из самых по-
пулярных методов, а также используется при вы-
воде многих других методов. Он особенно эффек-
тивен при работе со слоистыми средами, посколь-
ку трансфер-матрица, связывающая амплитуды по-
лей на разных границах раздела, может быть лег-
ко получена для каждого однородного слоя. В этом
случае метод трансфер-матрицы очень удобен как
для численных расчетов, так и для аналитического

* E-mail: vaniuschkin.nick@ya.ru

рассмотрения. Кроме того, этот метод может быть
распространен на среды с неоднородными слоями,
например, с линейным или параболическим профи-
лем.

Метод функции Грина также часто использует-
ся, особенно при решении задач для 2D- и 3D-струк-
тур. Он также позволяет вычислить фотонную
плотность состояний внутри исследуемого слоя, что
является полезным инструментом при анализе раз-
личных фотонных структур. Стоит отметить, что
каждый из упомянутых методов имеет свои недо-
статки и ограничения, а потому продолжают появ-
ляться новые методы [17–21], которые более опти-
мизированы с точки зрения численных вычислений
или позволяют упростить аналитические выраже-
ния для задач с определенными условиями.

Ранее был предложен [22–24] новый метод на-
хождения коэффициентов пропускания и отраже-
ния для неоднородного слоя с непрерывной зависи-
мостью показателя преломления, который основан
на решении системы двух обыкновенных дифферен-
циальных уравнений первого порядка. Среди пре-
имуществ можно привести его применимость для
среды с произвольной непрерывной зависимостью
показателя преломления от координаты. В частно-
сти, в методе, разработанном в работе [24], предпо-
лагается, что неоднородный слой граничит с дву-
мя диэлектриками, показатели преломления кото-
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рых совпадают со значениями внутри слоя на соот-
ветствующих границах, благодаря чему достигает-
ся непрерывность коэффициента преломления n на
обеих границах, а также отсутствие вклада границ в
отражение проходящей волны. Это упрощает реше-
ние задачи рассеяния и нахождения распределения
поля внутри слоя в упомянутых выше условиях, од-
нако часто на практике условие непрерывности по-
казателя преломления на границах слоя не выпол-
няется. Поэтому необходимо дополнительно учиты-
вать рассеяние волн на границах.

Подобная проблема уже рассматривалась други-
ми авторами, например, в работе [25], однако там, в
частности, предполагалось отсутствие поглощения и
усиления излучения внутри среды, которые требуют
отдельного учета при выводе выражений. В настоя-
щей работе мы получим выражения для коэффи-
циентов отражения и пропускания, а также распре-
деления интенсивности электрического поля внут-
ри неоднородного слоя с поглощением (усилением),
после чего применим полученные формулы при ре-
шении различных задач.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОДОЛОГИЯ

Сначала рассмотрим задачу рассеяния плоской
световой волны на неоднородном одномерном слое
(рис. 1), который имеет бесконечную протяженность
вдоль осей x и y и расположен между плоскостями
z = 0 и z = L, а его показатель преломления n яв-
ляется произвольной непрерывной функцией только
z. Допустим также, что плоскость падения совпада-
ет с плоскостью xz, а волна падает под углом α к
нормали границы слоя, которая совпадает с плос-
костью xy. Считаем, что среда слоя изотропная и
немагнитная (µ = 1). Также предположим отсутст-
вие поглощения в среде (Imn ≡ 0). Области z < 0

и z > L заполнены однородными диэлектриками с
показателями преломления соответственно nl и nr.

Напряженность электрического поля падающей,
отраженной и прошедшей волн обозначим соответ-
ственно Ei, Er и Et. Эти поля представимы в виде

Ei,r,t = Es
i,r,tns + Ep

i,r,tnp =

(
Es

i,r,t

Ep
i,r,t

)
, (1)

где ns и np — единичные орты s- и p-поляризации,
Es

i,r,t и Ep
i,r,t — соответствующие амплитуды падаю-

щей, отраженной и прошедших волн. Комплексные

Рис. 1. Прохождение плоской электромагнитной волны че-

рез изотропный 1D-слой с произвольной зависимостью по-

казателя преломления

коэффициенты пропускания и отражения для s- и
p-волн могут быть записаны в виде

rs,p =
Es,p

r

Es,p
i

, ts,p =
Es,p

t

Es,p
i

. (2)

2.1. Неоднородный слой с непрерывным

показателем преломления на границах

В соответствии с подходом, разработанным ра-
нее [24], комплексные амплитудные коэффициенты
ts,p и rs,p для слоя с показателем преломления n(z),
который граничит с обеих сторон с изотропными ди-
электриками с показателями преломления nl = n(0)

и nr = n(L), могут быть представлены в виде

ts,p =
2 exp(−ikL)

Qs,p(L) + F s,p(L)
,

rs,p =
(Qs,p(L)− F s,p(L))∗

Qs,p(L) + F s,p(L)
,

(3)

где символ «∗» обозначает комплексное сопряжение,
k(z) = (2π/λ)n(z) cosβ(z), β(z) — угол преломления,
λ — длина волны падающего излучения. Функции
Qs,p и F s,p являются решением системы дифферен-
циальных уравнений

dF

dz

s,p

= −ikQs,p +As,p 1

k

dk

dz
F s,p, (4)

dQ

dz

s,p

= −ikF s,p + Bs,p 1

k

dk

dz
Qs,p (5)

с начальными условиями

F s,p(0) = 1, Qs,p(0) = 1.
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В системе уравнений (4), (5)

dk

dz
=

2π

λ

1

cosβ

dn

dz
, (6)

As = 1, Bs = 0, Ap = cos2β, Bp = sin2β.

Полное поле в каждой из сред может быть пред-
ставлено следующим образом:

E0 = Ei +Er, E1 = Ein, E2 = Et, (7)

где индексы «0», «1» и «2» обозначают поля, со-
ответствующие средам слева от 1D-слоя фотонного
кристалла, внутри слоя и справа от слоя. Полное по-
ле Ein внутри 1D-слоя связано с остальными полями
(1) через граничные условия. Для Ein имеем

Es,p
in (z) =

k(0)

k(L)

[
(F s,p(z))

∗
+ rs,pF s,p(z)

]
Es,p

i . (8)

Наконец, интенсивность электрического поля в слое
определяется как

Is,pin (z) = |Es,p
in (z)|2. (9)

Теперь предположим, что внутри слоя присутст-
вует поглощение (усиление) излучения (Imn 6= 0).
В соответствии с результатами работы [26], чтобы
правильно учесть поглощение (или усиление) излу-
чения, необходимо во всех формулах заменить комп-
лексное сопряжение на инверсию волнового вектора
k → −k. Тогда выражения (3) и (8) примут вид

ts,pk =
2 exp(−ikL)

Qs,p
k (L) + F s,p

k (L)
,

rs,pk =
Qs,p

−k(L)− F s,p
−k (L)

Qs,p
k (L) + F s,p

k (L)
,

(10)

Es,p(z) =
k(0)

k(L)

[
F s,p
−k (z) + rs,pk F s,p

k (z)
]
Es,p

i . (11)

Здесь функции Qs,p
k и F s,p

k являются решением сис-
темы (4), (5), а функции Qs,p

−k и F s,p
−k — решениями

системы уравнений, которая получается из (4), (5)
после замены k → −k.

2.2. Учет отражения на границах слоя

Напомним, что до сих пор мы рассматривали
ситуацию, когда показатель преломления непреры-
вен на границах слоя, т. е. nl = n(0) и nr = n(L).
Это условие зачастую не выполняется на практи-
ке, например, когда слой граничит с обеих сторон с
воздухом (nl = nr = 1). Поэтому важно обобщить
данный метод на случай произвольных сред слева

и справа от неоднородного слоя. Сделать это мож-
но, например, при помощи метода сложения слоев
Амбарцумяна [27,28] или метода трансфер-матрицы
[12,13]. Приведем здесь выкладки для метода тран-
сфер-матрицы.

Трансфер-матрица M s,p всей структуры, кото-
рая связывает между собой амплитуды падающей,
отраженной и прошедшей волн, может быть пред-
ставлена в следующем виде:

M s,p =
kl
kr

(
1/ts,pr −rs,pr /ts,pr

−rs,pr /ts,pr 1/ts,pr

)
×

×
(

1/ts,p−k −rs,p−k/t
s,p
−k

−rs,pk /ts,pk 1/ts,pk

)
×

×
(

1/ts,pl −rs,pl /ts,pl

−rs,pl /ts,pl 1/ts,pl

)
. (12)

Вторая матрица определяет изменение амплитуды
поля при распространении внутри неоднородного
слоя, а первая и третья — изменения амплитуды по-
ля при отражении соответственно от правой и левой
границ. Коэффициенты в первой и третьей матри-
цах легко получаются с помощью формул Френеля:

1

tsl
=
kl + k(0)

2kl
,

rsl
tsl

=
kl − k(0)

kl + k(0)
,

1

tsr
=
k(L) + kr
2k(L)

,
rsr
tsr

=
k(L)− kr
k(L) + kr

.

(13)

Здесь kl = (2π/λ)nl cosα и kr = (2π/λ)nr cos γ. Вы-
ражения для p-поляризации получаются аналогич-
но. С другой стороны, матрица M s,p может быть
выражена через коэффициенты отражения и про-
пускания всей структуры:

M s,p =
kl
kr

(
1/T s,p

−k −Rs,p
−k/T

s,p
−k

−Rs,p
k /T s,p

k 1/T s,p
k

)
. (14)

Таким образом, вычислив матрицу (12) и приравняв
ее матрице (14), мы можем получить искомые вели-
чины T s,p

k и Rs,p
k . Приведем здесь явные выражения

для s-поляризации:

1

T s
k

=
(kl − k (0))Qs

−k(L) + (kl + k (0))Qs
k(L)

2kl
+

+
kr (k (0)−kl)F s

−k(L)+kr (k (0)+kl)F
s
k (L)

2k (L)kl
, (15)

Rs
k = 1−

[
k (0)krF

s
k (L)− klkrF

s
−k(L)

k (L) kl
+

+
k (0)

kl

(
Qs

k(L)−Qs
−k(L)

)]
T s
k . (16)

200



ЖЭТФ, том 162, вып. 2 (8), 2022 Рассеяние света одномерным поглощающим слоем. . .

Схожим образом можно получить выражение
для распределения поля внутри неоднородного слоя.
Для этого выразим амплитуды волны в точке z

внутри слоя (0 < z < L) через поле в точке z = 0:

(
Es,p

+ (z)

Es,p
− (z)

)
=

=
kl
k(z)

(
1/ts,p−k(z) −rs,p−k(z)/t

s,p
−k (z)

−rs,pk (z)/ts,pk (z) 1/ts,pk (z)

)
×

×
(

1/ts,pl −rs,pl /ts,pl

−rs,pl /ts,pl 1/ts,pl

)(
1

Rs,p
k

)
Es,p

i . (17)

Здесь ts,pk (z) и rs,pk (z) — коэффициенты пропускания
и отражения для части слоя толщиной z,Es,p

i — амп-
литуда поля падающей волны в точке z = 0, Es,p

+ (z)

и Es,p
− (z) — амплитуды волн, распространяющиеся

внутри слоя соответственно вправо и влево. Ампли-
туда полного поля в точке z определяется как сумма
волн, Es,p(z) = Es,p

+ (z) + Es,p
− (z):

Es(z) =
(k(0)+kl)F

s
−k(z)+ (k(0)− kl)F

s
k (z)

2k(z)
+

+
(k(0)− kl)F

s
−k(z) + (k(0) + kl)F

s
k (z)

2k(z)
Rs

k. (18)

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

В данном разделе мы применим наш модифици-
рованный метод для двух задач рассеяния плоской
волны на различных структурах. Сначала рассмот-
рим поглощающий фотонный кристалл (ФК) с ме-
няющейся по длине амплитудой модуляции показа-
теля преломления (аподизированная решетка):

n(z) = n1 + n2(z)sin
2
(π
Λ
z
)
+ iκ, (19)

где κ — коэффициент поглощения и

n2(z) = n02 + δn
z

L
. (20)

На рис. 2 показаны спектры пропускания |T |2 и по-
глощения A = 1− |T |2 − |R|2 при нормальном паде-
нии в случаях без поглощения (κ = 0) и при погло-
щении, равном κ = 0.003. На спектре пропускания
хорошо виден характерный диапазон 650–800 нм с
минимумом пропускания, известный как фотонная
запрещенная зона (ФЗЗ). Добавление поглощения
приводит к снижению пропускания через структуру
во всем спектральном диапазоне, кроме ФЗЗ. Так-
же за счет аподизации длинноволновый край ФЗЗ

Рис. 2. (В цвете онлайн) Спектры пропускания (a) и по-

глощения (b) аподизированного ФК с коэффициентом по-

глощения κ = 0.003 (синяя линия) и без поглощения (чер-

ная линия). Параметры структуры: n1 = 1.5, n02 = 0.3,

δn = 0.3, L = 6000 нм, Λ = 200 нм, nl = nr = 1

имеет более сложную структуру по сравнению с иде-
альным ФК. Это связано с тем, что на этих длинах
волн поле имеет повышенную локализацию внутри
ФК, но слабое пропускание. Этим же объясняются и
максимумы поглощения на длинноволновой границе
ФЗЗ.

На рис. 3a показано распределение поля внутри
активного ФК на длине волны λ = 629 нм. Видно
постепенное уменьшение огибающей распределения
по мере распространения в глубь ФК. На рис. 3b
показан спектр поглощения в случае падения элект-
ромагнитной волны из среды справа от того же са-
мого ФК. Спектры пропускания при падении волны
слева и справа от ФК полностью совпадают, однако
спектры отражения и поглощения могут проявлять
значительную асимметрию. В нашем случае это про-
является в положении мод с большим поглощением:
при падении справа они расположены на коротко-
волновой границе ФЗЗ, а при падении слева — на
длинноволновой границе.
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Рис. 3. (a) Распределение поля внутри аподизированного

ФК с поглощением κ = 0.003 на длине волны λ = 629 нм

(показано зелеными штрихами на рис. 2). (b) Спектр по-

глощения аподизированного ФК, как на рис. 2, но при па-

дении излучения в обратном направлении (из среды спра-

ва от ФК)

Теперь перейдем к рассмотрению активного ФК
с переменным по длине периодом модуляции пока-
зателя преломления (чирпированная решетка):

n(z) = n1 + n2sin
2

(
π

Λ(z)
z

)
− ig, (21)

где g — коэффициент усиления и

Λ(z) = Λ0 + δΛ
z

L
. (22)

На рис. 4 показаны спектры пропускания |T |2 и от-
ражения |R|2 в случаях без усиления (g = 0) и
при усилении, равном g = 0.0045. Как видно из
представленных спектров, активный ФК увеличива-
ет амплитуды отраженной и прошедшей волн. Осо-
бенно большое усиление наблюдается для отражен-
ной волны на нескольких длинах волн на длинно-
волновом краю ФЗЗ. На этих длинах волн данная
структура ведет себя как отражающий оптический
усилитель.

Рис. 4. (В цвете онлайн) Спектры пропускания (a) и отра-

жения (b) чирпированного ФК при нормальном падении с

коэффициентом усиления g = 0.0045 (синяя линия) и без

усиления (черная линия). Параметры структуры: n1 = 1.5,

n2 = 0.6, L = 5980 нм, Λ0 = 200 нм, δΛ = 30 нм,

nl = nr = 1

На рис. 5a показано распределение поля внут-
ри активного ФК для одной из этих мод с длиной
волны λ = 859 нм. На рис. 5b приведен спектр от-
ражения в случае падения электромагнитной вол-
ны из среды справа от того же ФК. Аналогично
предыдущему случаю с поглощением, мы снова име-
ем асимметрию спектров отражения для «левой» и
«правой» задач. Стоит также отметить, что моды с
большим усилением на коротковолновой границе в
правой задаче сливаются в относительно широкую
полосу.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе нами был модифицирован и
обобщен представленный ранее метод решения за-
дачи рассеяния плоской волны на неоднородном по-
глощающем (усиливающем) слое с произвольной за-
висимостью показателя преломления, а именно, бы-
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Рис. 5. (a) Распределение поля внутри чирпированного ФК

с усилением g = 0.0045 на длине волны λ = 859 нм (по-

казано зелеными штрихами на рис. 4). (b) Спектры отра-

жения чирпированного ФК, как на рис. 4, но при падении

излучения в обратном направлении (из среды справа от

ФК)

ли получены выражения для коэффициентов про-
пускания и отражения излучения для неоднородно-
го слоя, расположенного между двумя различными
диэлектриками, а также выражение для распределе-
ния электрического поля внутри такого слоя. Дан-
ные коэффициенты выражаются через пару ком-
плексных функций, которые являются решением
задачи Коши для системы из двух обыкновенных
дифференциальных уравнений, а также параметров
слоя и внешней среды. Данный метод имеет преиму-
щество по сравнению с прямым решением волново-
го уравнения с точки зрения численного решения
задачи, так как решить систему из двух уравнений
первого порядка легче, чем одно уравнение второ-
го порядка. Наконец, нами было продемонстриро-
вано использование данного метода на примере за-
дачи рассеяния плоской волны на двух фотонных
кристаллах с градиентными параметрами.

Финансирование. Работа выполнена при
поддержке Фонда содействия развитию теорети-
ческой физики и математики «БАЗИС» (грант
№21-1-1-6-1) и Министерства науки и высше-
го образования Российской Федерации (проект
FZNS-2020-0003 №0657-2020-0003).
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Проанализирована зависимость потенциалов ионизации от атомного номера Z и числа электронов Ne

в многозарядных ионах элементов с атомными номерами в диапазоне 18 ≤ Z ≤ 54. Обнаруженные

закономерности с погрешностью менее одного процента описываются простыми полиномами на основе

нескольких небольших таблиц полиномиальных коэффициентов, что позволяет с хорошей точностью

оценивать потенциалы ионизации всех многозарядных ионов рассмотренного диапазона.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Свойства многозарядных ионов (положительных
ионов с кратностью ионизации q > 5), присутствую-
щих в высокотемпературной плазме Солнца и дру-
гих космических объектов, важны для рентгенов-
ской астрономии и астрофизики. Они необходимы
в кинетических моделях плазмы, для исследования
взаимодействия ионов с веществом и т. д. На прак-
тике многозарядные ионы используют, например, в
литографии, в ионном термоядерном синтезе, для
ионной терапии раковых опухолей.

К числу важнейших характеристик ионов от-
носятся их потенциалы (в вольтах) или совпадаю-
щие с ними численно энергии ионизации (в элект-
ронвольтах). Лишь для очень немногих многозаряд-
ных ионов эти величины измерены эксперименталь-
но, обычно спектроскопическими, очень точными
методами. В большинстве же случаев их получают в
полуэмпирических или теоретических моделях. Вся
совокупность как экспериментальных, так и расчет-
ных данных по энергиям ионизации атомов и атом-
ных ионов в электронвольтах представлена в табли-
цах [1] для элементов с атомными номерами Z ≤ 110

со ссылками на источники.

* E-mail: shpagalya@yandex.ru

Теоретические расчеты электронных уровней
энергии в атомах и ионах выполняются методами
разной точности, сложности и трудоемкости.

Аналитический метод [2], основанный на модели
эффективного заряда (effective charge model, ECM),
дает возможность в нулевом приближении вычис-
лять полную энергию электронов атома как функ-
цию эффективного заряда с погрешностью до 5–6 %,
а учет поправки второго порядка увеличивает точ-
ность до долей процента. Релятивистская версия ме-
тода ECM применяется в работе [3] для расчета
характеристик многоэлектронных атомов и ионов.
Авторы предлагают использовать эту более точную
модель, сравнимую по сложности с моделью Тома-
са – Ферми – Дирака, вместо последней.

Вычисление полных электронных энергий связи
во всех ионах в основном состоянии для элементов
от лития до оганесона (Z = 118) методом самосогла-
сованного поля Дирака – Фока (DF) [4] легло в ос-
нову расчета многих потенциалов ионизации, пред-
ставленных в таблицах [1].

Более точным, но и более трудоемким являет-
ся многоконфигурационный метод самосогласован-
ного поля Дирака – Фока (MCDF) [5]. Его примене-
ние для подобных расчетов с учетом различных тон-
ких эффектов (релятивизма, квантовой электроди-
намики, размера и формы ядра) обсуждается в обзо-
ре [6], в котором сравниваются экспериментальные
и теоретические результаты по рентгеновским тер-
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мам для внутренних оболочек нейтральных атомов
от неона до фермия (Z = 100) включительно. Для
большинства рассмотренных уровней и линий K- и
L-оболочек продемонстрировано очень хорошее со-
гласие теории и эксперимента. В работе [7] такой ме-
тод был использован для детального исследования
характеристик иона стронция SrXXX. Однако рас-
пространение этого подхода на внешние электрон-
ные оболочки затрудняется необходимостью учета
слишком большого количества возможных конфи-
гураций.

Альтернативный методу самосогласованного по-
ля и менее затратный метод функционала плотнос-
ти использован в работе [8]. Рассчитанные этим
методом орбитальные энергии в ионах Li-подобной
изоэлектронной последовательности элементов от
неона до фермия с учетом различных радиационных
эффектов квантовой электродинамики также пред-
ставлены в таблицах [1]. Однако применение метода
функционала плотности в версии работы [9] к рас-
четам уровней энергии электронов в нейтральном
атоме и первом ионе в основном состоянии для всех
элементов от водорода до урана включительно [10]
при сравнении [11] с результатами эксперимента де-
монстрирует его недостаточную точность.

В полуэмпирических моделях прослеживаются
попытки выявить закономерности в зависимости по-
тенциалов ионизации ионов от атомного номера в
изоэлектронных последовательностях. Так, в работе
[12] проанализирована разность между потенциала-
ми ионизации, рассчитанными в модели MCDF и до-
ступными в базе [1]. Построенные для этой разности
аналитические зависимости от Z позволяют оценить
недостающие и исправить имеющиеся данные для
изоэлектронных последовательностей ионов с чис-
лом электронов от 3 до 18 в элементах от лития до
олова (Z = 50).

В работе [13] аналитические выражения для по-
тенциалов ионизации ионов в изоэлектронных по-
следовательностях с числом электронов от 2 до 54,
построенные как плавная интерполяция результа-
тов для тяжелых ионов (Z ≫ 1) и для области Z =

= Ne−1, имеют вид полиномов по атомному номеру
Z с квадратичным, линейным, нулевого и первого
отрицательного порядков членами. Эти выражения
также используются для обнаружения и исправле-
ния ненадежных данных из базы [1].

Совсем иной подход использовался в нашей ра-
боте [14]. Для анализа потенциалов ионизации в ос-
новном состоянии многозарядных ионов с числом
электронов Ne ≤ 46 в тяжелых элементах 55 ≤ Z ≤
≤ 95 применялся квазиклассический метод, подроб-

но описанный в работе [15]. Выявленные в результа-
те закономерности в зависимости потенциалов иони-
зации INe от атомного номера и числа электронов
позволили с хорошей точностью аппроксимировать
их с помощью простых полиномов на основе неболь-
ших таблиц полиномиальных коэффициентов. Это
существенно упрощает практическое использование
большого массива данных из [1].

В настоящей работе с аналогичной целью рас-
смотрены энергии ионизации многозарядных ионов
элементов с атомными номерами 18 ≤ Z ≤ 54 из
базы данных [1]. В работе [14] мы опустили обсуж-
дение небольшой модификации используемого нами
квазиклассического метода [15]. Этот пробел будет
ниже восполнен в разд. 2. В разд. 3 рассмотрены ио-
ны с электронами в K- и L-оболочках, в разд. 4 и
5 — ионы с электронами в M - и N -оболочках. Таб-
лицы полиномиальных коэффициентов приводятся
в Приложении.

2. КВАЗИКЛАССИЧЕСКИЙ МЕТОД
АНАЛИЗА ЭЛЕКТРОННЫХ ЭНЕРГИЙ

СВЯЗИ

Кратко изложим основу квазиклассического ме-
тода [15] и его модификацию, используемую в рабо-
те.

Как известно, в квазиклассической модели То-
маса – Ферми (TF) имеет место автомодельность по
атомному номеру Z, т. е. для любого элемента все
характеристики можно вычислить по решению для
водорода (Z = 1) простым масштабным преобразо-
ванием. В частности, для энергетических величин
это отвечает умножению на Z4/3. Применение усло-
вия квантования Бора – Зоммерфельда к вычисле-
нию орбитальных энергий связи Enl = En0 (n —
главное квантовое число) s-состояний (орбитальное
число l = 0) электронов в атоме в модели TF приво-
дит к выделению зависимости от Z определенного
вида (в атомных единицах):

ETF
n0 = Z4/3eTF (σn), σn = πnZ−1/3, (1)

где eTF (σ) — универсальная функция, не завися-
щая ни от атомного номера элемента, ни от кван-
товых чисел, вычисляется по атомному потенциа-
лу TF. Так как модель TF приближенно описывает
многоэлектронные атомы с заполненными оболоч-
ками, возникает вопрос, насколько подобное выпол-
няется в реальных атомах. Соответствующие функ-
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ции были построены по орбитальным энергиям свя-
зи Eexp

n0 (Z) из таблиц [16]

en(σn) = Eexp
n0 (Z)Z−4/3. (2)

Сравнение с результатами модели TF показало, что
хотя не существует для всех квантовых чисел n

универсальной функции, но для каждого значения
n, т. е. в каждой из оболочек K, L, M, N, . . . при
условии правильного порядка заполнения состоя-
ний имеется своя плавная монотонная зависимость
en(σn), которая может быть аппроксимирована по
нескольким элементам простым полиномом. По этой
аппроксимации возможно с погрешностью в преде-
лах 1–2 % восстановить соответствующие энергии
связи для других элементов, что указывает на су-
ществование закона подобия по атомному номеру в
энергиях связи электронов. Выпадение из этого за-
кона может свидетельствовать или о нарушении в
порядке заполнения состояний, или об ошибочности
данных. Это позволяет, в частности, контролиро-
вать правильность экспериментальных измерений,
как показано на примере оценок рентгеновских K-
и L-термов в работе [17].

Таким образом, построение функций en(σn) ока-
залось эффективным инструментом анализа как в
целом энергий связи для всех естественных элемен-
тов периодической таблицы Менделеева [18], так и
для отдельных групп атомов, в частности для ис-
следования закономерностей в первых потенциалах
ионизации лантанидов и актинидов [19]. При этом
выяснилось, что если существует закономерность в
зависимости en(σn), то своя закономерность имеет
место и для en(σ1), т. е. из аргумента можно убрать
номер оболочки n и эффективно исследовать зави-
симость разных по n функций en(σ) от одного аргу-
мента, зависящего только от атомного номера. Та-
кая модификация квазиклассического метода [15],
была использована для анализа имеющихся данных
по энергиям ионизации многозарядных ионов тяже-
лых элементов в работе [14]. Кроме того, выясни-
лось, что в случае правильного заполнения оболочек
для потенциалов ионизации ионов нет явной зависи-
мости от квантовых чисел n, l, а существенна лишь
зависимость от числа электронов Ne. В отличие от
тяжелых элементов все ионы средних атомов с за-
рядом q > 5 (Ne < Z–5) характеризуются правиль-
ным порядком заполнения оболочек, поэтому, как
показано ниже, в этом случае оказалось возможным
использовать описанный метод оценки практически
для всех многозарядных ионов.

3. ЭНЕРГИИ ИОНИЗАЦИИ ИЗ СОСТОЯНИЙ
K- И L-ОБОЛОЧЕК

Будем исследовать зависимость энергий иониза-
ции от Z в изоэлектронных последовательностях, в
которых ионы сгруппированы по их подобию нейт-
ральным атомам с тем же числом электронов Ne.
Энергии ионизации ионов INe(Z) в таблицах [1] да-
ются в электронвольтах. Поэтому в формулу (2) сле-
дует подставлять табличное значение, деленное на
энергию Хартри EH = 27.211386 эВ.

В этом разделе рассматриваются последователь-
ности ионов с Ne = 1–10, что соответствует ионам
с электронами в оболочках K и L: водородо- и ге-
лиеподобные ионы соответственно с Ne = 1 и Ne =

= 2, литиеподобные с Ne = 3, . . ., неоноподобные с
Ne = 10.

На рис. 1a по оси абсцисс отложена величина σ, а
по оси ординат десятичный логарифм соответствую-
щего значения eNe , вычисленные для шести разных
элементов выбранного диапазона (символы). Рису-
нок демонстрирует очень гладкие монотонные зави-
симости, которые хорошо аппроксимируются квад-
ратичными полиномами (линии):

lg eNe(σ) =

imax∑

i=0

a
(Ne)
i σi, σ = πZ−1/3, imax = 2.

(3)
Применение выражения (3) к оценке потенциалов
ионизации ионов данного диапазона Ne для других
элементов по формуле, обратной (2),

INe = Z4/310lg eNe (σ)EH , (4)

подтвердило точность интерполяции в доли процен-
та, что позволяет во многих случаях использовать
ее вместо табличных данных.

Однако на практике требуется знать потенциалы
ионизации ионов элемента с фиксированным зна-
чением атомного номера Z в зависимости от чис-
ла электронов в них Ne = Z − q. Поэтому более
удобным оказывается другое представление функ-
ции eNe(σ). Его можно получить, аппроксимируя по-
линомами кусочно-монотонные зависимости коэф-
фициентов ai от числа электронов Ne:

a
(Ne)
i =

kmax∑

k=0

bikN
k
e . (5)

Эти зависимости для рассматриваемого диапазона
ионов изображены на рис. 1б. На первый взгляд,
здесь можно увидеть три диапазона монотонных за-
висимостей: Ne = 1–2; Ne = 3–6; Ne = 7–10 с
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Ионизация состояний из K-

и L-оболочек. а) Зависимости eNe(σ), вычисленные по

формуле (2) для ионов элементов с атомными номерами

Z = 18, 28, 36, 46, 50, 54 по данным из [1] (символы). Ли-

нии — квадратичные интерполяции. Разные цвета и типы

линий соответствуют разным значениям числа электронов

в ионе Ne, увеличивающимся последовательно сверху вниз

от 1 до 10. Здесь и на рис. 2а–5а числа над и под сим-

волами отмечают атомный номер элемента; числа около

линий указывают начало и конец заполнения электрона-

ми соответствующих оболочек. б) Зависимости коэффи-

циентов квадратичной интерполяции ai (разные символы

и цвета) в формуле (3) от числа электронов в ионе для

ионизации из K- и L-оболочек. Линии — линейные интер-

поляции монотонных фрагментов

линейной зависимостью в первом и квадратичной
во втором и третьем диапазонах. Однако, посколь-
ку зависимость в (4) логарифмическая, для полино-
миальной интерполяции требуется достаточная точ-
ность, которой не хватает при таком рассмотрении.
Оптимальным оказалось разбиение всей области на
пять частей (Ne = 1–2, Ne = 3–4, . . ., Ne = 9–10)
и попарная линейная интерполяция (5) значений
ai(Ne). Очевидно, что при этом сохраняются неиз-
менными значения коэффициентов ai. Выражение
для lg eNe(σ) тогда приобретает следующий вид:

lg eNe(σ) =

imax∑

i=0

kmax∑

k=0

bikN
k
e σ

i,

imax = 2, kmax = 1,

(6)

а соответствующие полиномиальные коэффициенты
bik для этих пяти диапазонов представлены в табл. 1
(см. Приложение). Таким образом, для оценки энер-
гии ионизации многозарядного иона в рассмотрен-
ном диапазоне следует использовать формулы (4),
(6) и табл. 1.

В качестве примера вычислим энергии иониза-
ции нескольких ионов других элементов из рассмот-
ренного в этом разделе диапазона. Для ионов каль-
ция (Z = 20) с числом электронов Ne = 5 и Ne = 6

получаем для энергий ионизации INe [эВ] соответ-
ственно 969.86 (973.7) и 889.8 (894.0). Здесь в скоб-
ках для сравнения приводятся табличные значения
энергий ионизации из [1]. В таком же формате (с
указанием неопределенности табличных значений)
для энергий ионизации ионов цинка (Z = 30) с Ne =

= 7, 8 имеем 2211.1 (2214±8), 2081.2 (2085±5). Для
ионов кадмия (Z = 48) с Ne = 9, 10 получаем 6048.3
(6039±9), 5849.8 (5839±3). Как видно, погрешность
не превышает долей процента. Более широкое срав-
нение подтверждает такую точность обнаруженных
закономерностей.

4. ЭНЕРГИИ ИОНИЗАЦИИ ИЗ СОСТОЯНИЙ
M -ОБОЛОЧКИ

Аналогичный анализ проведен для потенциалов
ионизации ионов нескольких элементов из оболоч-
ки M . Соответствующие результаты представлены
символами на рис. 2a для подоболочек 3s и 3p, на
рис. 3a для 3d-подоболочки. Линии на этих рисун-
ках — это кубические аппроксимации по σ согласно
выражению (3) с imax = 3. Сравнение с табличными
значениями для многих других элементов показыва-
ет, что эти аппроксимации имеют точность в доли
процента.
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Ионизация из s- и p-состояний M -

оболочки. а) Зависимости eNe(σ), вычисленные по фор-

муле (2) для ионов элементов с атомными номерами

Z = 18, 21, 25, 28, 36, 46, 50, 54 по данным из [1] (сим-

волы). Линии — кубические интерполяции. Разные цве-

та и типы линий соответствуют разным значениям числа

электронов в ионе Ne от 11 до 18. б) Зависимости коэф-

фициентов кубической интерполяции ai (разные символы

и цвета) в формуле (3) от числа электронов в ионе для

ионизации из M -оболочки. Линии — квадратичные интер-

поляции монотонных фрагментов

Но, как уже было сказано выше, более востребо-
ваны на практике не зависимости от Z в изоэлект-
ронных последовательностях, а потенциалы иониза-
ции ионов с разным числом электронов Ne опреде-
ленного элемента с фиксированным Z. Поэтому для
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Ионизация из d-состояний M -обо-

лочки. а) Зависимости eNe(σ), вычисленные по формуле

(2) для ионов элементов с атомными номерами Z = 28, 32,

36, 42, 46, 50, 54 по данным из [1] (символы). Линии —

кубические интерполяции. Разные цвета линий и симво-

лов соответствуют разным значениям числа электронов

в ионе Ne от 19 до 28. б) Зависимости коэффициентов

кубической интерполяции ai (разные символы и цвета) в

формуле (3) от числа электронов в ионе для ионизации из

M -оболочки. Линии — линейные интерполяции монотон-

ных фрагментов

M -оболочки также была исследована зависимость
коэффициентов ai (i = 0, 1, 2, 3) от числа электронов
Ne. Результаты этого исследования представлены на
рис. 2б и 3б.

На рис. 2б можно выделить три диапазона моно-
тонного поведения ai(Ne) (i = 0, 1, 2, 3), причем все
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с линейной зависимостью (kmax = 1): Ne = 11–12,
Ne = 13–14 и Ne = 15–18. На рис. 3б таких диапазо-
нов оказывается четыре: Ne = 19–21 с линейной за-
висимостью (kmax = 1), Ne = 22–24 с квадратичной
зависимостью (kmax = 2) и Ne = 25–26, Ne = 27–28
с линейной зависимостью (kmax = 1). Соответству-
ющие коэффициенты bik помещены в табл. 2 и 3 в
Приложении.

Вопрос о неоднозначности использованного раз-
биения и степени интерполяционного полинома свя-
зан с оптимизацией точности получаемых выраже-
ний и числа констант, которые его обеспечивают.
Хотя разбиение на пары с линейной интерполяцией
(в общей сложности 9 диапазонов, 18 констант) и в
данном случае позволило бы сохранить неизменны-
ми коэффициенты ai, наше разбиение при сохране-
нии точности в пределах процента уменьшает число
используемых констант до 15. Этот принцип опти-
мизации сохраняется и ниже в разд. 5.

Проиллюстрируем точность предложенной ап-
проксимации несколькими примерами. Вычислим
энергии ионизации INe из оболочки M для некото-
рых ионов, используя формулы (6), (4) с коэффици-
ентами bik из соответствующих частей табл. 2 и 3.
Ниже в скобках даны для сравнения соответствую-
щие табличные значения из базы [1] с указанием их
неопределенности.

Для энергий ионизации ионов мышьяка (Z = 33)
с Ne = 15–18 приведем результаты аналитических
оценок в сравнении с табличными данными:

728.62 (728.9± 2.2), 679.61 (672.9± 0.9),

633.89 (628.8± 0.6), 591.24 (587.6± 1.9).

Для ионов стронция (Z = 38) с Ne = 19–21:

776.82 (774± 4), 720.49 (722± 3), 668.24 (665± 3).

Для ионов иода (Z = 53) с Ne = 27–28:

1471.4 (1472± 4), 1395.3 (1397± 4).

Оценки не выходят за пределы точности табличных
данных. Это подтверждается и для других ионов
рассматриваемого диапазона.

5. ЭНЕРГИИ ИОНИЗАЦИИ ИЗ СОСТОЯНИЙ
N -ОБОЛОЧКИ

Результаты подобного анализа для потенциалов
ионизации ионов нескольких элементов из оболочки
N представлены символами на рис. 4a для подоболо-
чек 4s и 4p, на рис. 5a — для d-подоболочки. Линии
на рисунках — это квадратичные аппроксимации по
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Ионизация из s- и p-состояний

N-оболочки. а) Зависимости eNe(σ), вычисленные по фор-

муле (2) для ионов элементов с атомными номерами

Z = 36, 40, 46, 48, 50, 54 по данным из [1] (символы). Ли-

нии — квадратичные интерполяции. Разные цвета и типы

линий соответствуют разным значениям числа электронов

в ионе Ne от 29 до 36. б) Зависимости коэффициентов

квадратичной интерполяции ai (разные символы и цвета)

в формуле (3) от числа электронов в ионе для ионизации

из N-оболочки. Линии — линейные интерполяции моно-

тонных фрагментов

σ согласно выражению (3). Оценки по этим аппрок-
симациям с точностью до процента согласуются с
табличными значениями и для других элементов в
рассматриваемом диапазоне зарядов ионов.
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Ионизация из d-состояний N-обо-

лочки. а) Зависимости eNe(σ), вычисленные по форму-

ле (2) для ионов элементов с атомными номерами Z =

= 40, 46, 48, 50, 53, 54 по данным из [1] (символы). Ли-

нии — квадратичные интерполяции. Разные цвета линий

и символов соответствуют разным значениям числа элект-

ронов в ионе Ne от 37 до 46. Числа рядом с линиями

указывают начало и конец заполнения электронами d-под-

оболочки. б) Зависимости коэффициентов квадратичной

интерполяции ai (разные символы и цвета) в формуле (3)

от числа электронов в ионе для ионизации из N-оболочки.

Линии — линейные интерполяции монотонных фрагментов

Применение в данном случае выражения (5) для
полиномиальных коэффициентов ai (i = 0, 1, 2) ос-
новано на виде кусочно-монотонных зависимостей,
представленных на рис. 4б и 5б. На рис. 4б мож-
но выделить три диапазона монотонного поведения

ai(Ne) (i = 0, 1, 2): Ne = 29–30, Ne = 31–33 с линей-
ной зависимостью (kmax = 1) иNe = 34–36 с квадра-
тичной (kmax = 2). На рис. 5б также три диапазона:
Ne = 37–41 и Ne = 42–44 с квадратичной зависимо-
стью (kmax = 2) и Ne = 45–46 с линейной зависимо-
стью (kmax = 1). Соответствующие коэффициенты
bik помещены в табл. 3–5 в Приложении.

Ниже приводится несколько примеров точнос-
ти получаемых описанным образом оценок энергий
ионизации INe из оболочки N . Используются фор-
мулы (6), (4) с коэффициентами bik из соответству-
ющих частей табл. 3–5.

Для энергий ионизации ионов палладия (Z = 46)
с Ne = 29, 30:

459.16 (457.5), 429.57 (427± 3).

Для ионов кадмия (Z = 48) с Ne = 37–41:

217.65 (218.0± 2.5), 194.86 (195.0± 2.4),

172.23 (173.0± 2.2), 150.28 (150.0± 2.2),

129.47 (130.1± 2.1).

Для ионов олова (Z = 50) с Ne = 42–44:

155.93 (156.0± 2.2), 134.55 (135.0± 2.1),

112.57(112.9± 2.0).

Для ионов иода (Z = 53) с Ne = 45–46:

173.40 (171.0± 2.2), 153.24 (150.81).

Эти оценки и сравнение для других ионов показы-
вают практическое совпадение с табличными дан-
ными.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные в базе данных [1] энергии иони-
зации многозарядных положительных ионов рас-
смотрены для некоторых элементов в диапазоне
18 ≤ Z ≤ 54 с помощью модифицированного ква-
зиклассического метода [15] выделения зависимости
от атомного номера Z. Анализ рассмотренных дан-
ных выявляет автомодельные зависимости энергий
ионизации от атомного номера Z и числа электро-
нов Ne во всем этом диапазоне.

Использование обнаруженных закономерностей
позволяет на основе нескольких небольших таблиц
с хорошей точностью оценивать потенциалы иони-
зации более тысячи ионов. Предложенные аналити-
ческие оценки могут быть полезны, например, при
расчете состава плазмы в химической модели, при
моделировании современных энергетических проек-
тов лазерного и ионного термоядерного синтеза, в
расчетах сечения ионизации ионами нейтральных
атомов [20].

4 ЖЭТФ, вып. 2 (8)
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Таблица 1. Полиномиальные коэффициенты bik в формуле (6) для Ne = 1–10

Ne 1, 2 3, 4 5, 6

i\k 0 1 0 1 0 1

0 2.219698 · 100 −2.516389 · 10−2 1.681960 · 100 −3.548086 · 10−2 1.714986 · 100 −4.683745 · 10−2

1 −2.137021 · 100 6.685233 · 10−2 −2.242038 · 100 9.035552 · 10−2 −2.330886 · 100 1.221714 · 10−1

2 6.339124·10−1 −5.987269·10−2 6.631457 · 10−1 −7.211843 · 10−2 7.368896 · 10−1 −9.852621 · 10−2

Ne 7, 8 9, 10

i\k 0 1 0 1

0 2.408410 · 100 −1.773920 · 10−1 2.094341 · 100 −1.340246 · 10−1

1 −4.036461 · 100 4.221302 · 10−1 −3.338934 · 100 3.253769 · 10−1

2 1.758030 · 100 −2.697029 · 10−1 1.375225 · 100 −2.164399 · 10−1

Таблица 2. Полиномиальные коэффициенты bik в формуле (6) для Ne = 11–18

Ne 11, 12 13, 14 15–18

i\k 0 1 0 1 0 1

0 6.226699 · 10−1 2.716942 · 10−1 −9.260511 · 10−1 5.701232 · 10−1 −3.565692 · 101 2.714508 · 100

1 1.238404 · 100 −1.006319 · 100 8.525734 · 100 −2.119051 · 100 1.180769 · 102 −8.897742 · 10−1

2 −4.496634 · 100 1.237557 · 100 −1.492080 · 101 2.604040 · 100 −1.300551 · 102 9.742572 · 100

3 2.369403 · 100 −5.256131 · 10−1 7.030483 · 100 −1.078257 · 100 4.749643 · 101 −3.593123 · 100

Таблица 3. Полиномиальные коэффициенты bik в формуле (6) для диапазонов Ne = 19–30

Ne 19–21 22–24

i\k 0 1 0 1 2

0 −6.039691 · 101 3.649011 · 100 2.067309 · 103 −1.871043 · 102 4.279428 · 100

1 2.087465 · 102 −1.253750 · 101 −6.878930 · 103 6.231700 · 102 −1.426867 · 101

2 −2.403794 · 102 1.440452 · 101 7.646937 · 103 −6.933075 · 102 1.589188 · 101

3 9.216474 · 101 −5.568930 · 100 −2.842266 · 103 2.578267 · 102 −5.917017 · 100

Ne 25, 26 27, 28 29, 30

i\k 0 1 0 1 0 1

0 −2.052357 · 102 9.435333 · 100 −5.190515 · 102 2.119500 · 101 4.089713 · 101 −1.683137 · 100
1 7.183185 · 102 −3.296577 · 101 1.791625 · 103 −7.318269 · 101 −9.61996 · 101 4.018158 · 100

2 −8.383867 · 100 3.846336 · 101 −2.061403 · 103 8.428752 · 101 5.632294 · 100 −2.431015 · 100

3 3.264476 · 102 −1.502941 · 101 7.907471 · 102 −3.242548 · 101 0.0 0.0
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Таблица 4. Полиномиальные коэффициенты bik в формуле (6) для диапазонов Ne = 31–36

Ne 31–33 34–36

i\k 0 1 0 1 2

0 2.774201 · 101 −1.192549 · 100 −2.198638 · 103 1.278731 · 102 −1.873475 · 100

1 −6.782808 · 101 2.957758 · 100 5.105813 · 103 −2.970817 · 102 4.357147 · 100
2 4.138968 · 101 −1.871369 · 100 −2.961334 · 103 1.723388 · 102 −2.530984 · 100

Таблица 5. Полиномиальные коэффициенты bik в формуле (6) для диапазона Ne = 37–46

Ne 37–41 42–44

i\k 0 1 2 0 1 2

0 −7.129920 · 102 4.196148 · 101 −6.293558 · 10−1 −1.152739 · 104 5.506973 · 102 −6.607618 · 100

1 1.726244 · 103 −1.015340 · 102 1.524121 · 100 2.778065 · 104 −1.327385 · 103 1.593204 · 101

2 −1.047455 · 103 6.151746 · 101 −9.246349 · 10−1 −1.674060 · 104 7.999854 · 102 −9.605740 · 100

Ne 45, 46

i\k 0 1

0 2.040283 · 103 −4.842836 · 101
1 −4.905320 · 103 1.165572 · 102

2 2.949618 · 103 −7.020622 · 101
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экспериментов, полученные с помощью проприетарного программного обеспечения, хорошо согласуются

с теоретическими выводами.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия источники так назы-
ваемого псевдотеплового излучения вызывают зна-
чительный интерес в фантомной оптике [1–4]. Гаус-
совская статистика таких полей позволяет выра-
зить корреляционные функции высокого порядка
через произведение всевозможных парных корре-
ляций [5–8]. Именно это свойство классических, а
также и квантовых гауссовских световых полей на-
ходит широкое применение при регистрации фан-
томных изображений (ФИ). В фантомной оптике
излучение, прошедшее через объект или отражен-
ное от него, регистрируется детектором, не обла-
дающим пространственным разрешением. Инфор-
мация об объекте извлекается из взаимной прост-
ранственной корреляционной функции интенсивно-
стей объектного канала и восстанавливающего ка-

* E-mail: dimaagapov@mail.ru

нала, в котором распространяется случайное излу-
чение, пространственно-коррелированное с изучени-
ем, освещающим объект. Такая необычная возмож-
ность получения информации об объекте была впер-
вые предсказана в статьях [9,10] и продемонстриро-
вана в работах [11, 12], в которых коррелированные
между собой пучки в объектном и восстанавливаю-
щем каналах формировались в процессе спонтанно-
го параметрического рассеяния света.

В настоящее время кроме неклассического пара-
метрически рассеянного излучения широкое распро-
странение для получения ФИ находят так называ-
емые псевдотепловые источники излучения с гаус-
совской статистикой поля. Обсуждение особенно-
стей квантовых и классических ФИ можно найти в
[1]. Недавно предложено и продемонстрировано при-
менение неполяризованного псевдотеплового излу-
чения для исследования поляризационных свойств
объектов [13, 14] методом ФИ, что послужило нача-
лом нового направления в фантомной оптике — фан-
томной поляриметрии [15]. Интересным применени-
ем фантомного принципа является возможность за-
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щищенной связи на основе поляризационных состо-
яний [16].

В классических ФИ используются псевдотепло-
вые источники следующих типов: источники, осно-
ванные на пространственной модуляции когерент-
ного излучения вращающимся матовым диском; ис-
точники, использующие случайную пространствен-
ную модуляцию света с помощью либо фазового, ли-
бо амплитудного многопиксельного пространствен-
ного модулятора света.

Первый тип источников обстоятельно исследо-
ван достаточно давно (см., например, [5, 8] и цити-
руемую там литературу). С многочисленными при-
менениями псевдотепловых источников излучения в
фантомной визуализации объектов можно познако-
миться по ссылкам в работе [17].

Стартом для разработки источников второго ти-
па, который инициировал разработку нового типа
ФИ — вычислительных ФИ, явилась работа [18].
В схеме вычислительных ФИ [18] канал восстанов-
ления является виртуальным. Развитием этой идеи
является однопиксельная визуализация (single-pixel
imaging [19]).

Можно выделить две основные схемы реализа-
ции вычислительных ФИ. Одна из них основана
на использовании света с детерминированным про-
странственным распределением, другая использу-
ет случайно модулированный свет с псевдотепловой
статистикой. В первом случае для получения ФИ ис-
пользуются различные типы алгоритмов сжатых из-
мерений (compressed sensing [20]). Во втором случае
ФИ строятся за счет вычисления корреляционных
функций используемого случайного поля. Обычно
в однопиксельной визуализации для формирования
излучения используются пространственные модуля-
торы света, которые могут генерировать как детер-
минированные структуированные пучки (см. [21,22]
и цитируемую там литературу), так и случайные
световые пучки [18]. Оба направления в настоящее
время активно развиваются [19,26]. Каждый из них
имеет свои преимущества и свои недостатки. Ка-
кой из подходов выиграет это соревнование, пока-
жет ближайшее будущее.

В данной работе идет речь о генерации случай-
ных световых пучков с помощью пространствен-
ных модуляторов света. Эта проблема является цен-
тральной при практической реализации вычисли-
тельных ФИ, основанных на использовании случай-
ных световых пучков. В литературе имеется ряд ра-
бот, посвященных этой проблеме [18–22, 24, 26]. Во-
прос о статистических свойствах световых полей, ге-
нерируемых пространственными модуляторами све-

та, изучался в работе [18]. В ней рассчитана кор-
реляционная функция поля, формируемая при фа-
зовой многопиксельной модуляции когерентного из-
лучения, и приведена оценка радиуса корреляции
такого излучения. Однако на данном этапе разви-
тия технологии с использованием пространственных
модуляторов света имеющейся в литературе инфор-
мации о статистических свойствах получаемых та-
ким образом пучков недостаточно, и требуется более
детальное исследование статистических характери-
стик самого источника псевдотеплового света. В
частности, насколько нам известно, строго не пока-
зано, что формируемое рассматриваемым способом
поле источника действительно подчиняется гауссов-
ской статистике.

Цель настоящей работы — детальное теорети-
ческое и экспериментальное исследование процесса
формирования псевдотеплового излучения с помо-
щью многопиксельных пространственных модуля-
торов света, осуществляющих случайную фазовую
модуляцию когерентного лазерного излучения.

Структура статьи следующая. В разд. 2 изуче-
на пространственная когерентность световых полей
при многопиксельной модуляции. Раздел 3 посвя-
щен доказательству гауссовской статистики поля,
формируемого при фазовой пространственной моду-
ляции когерентного пучка. В разд. 4 описана экспе-
риментальная установка, условия проведения экспе-
римента и представлены его результаты. В Заключе-
нии подведены итоги теоретических и эксперимен-
тальных исследований.

2. ПРОСТРАНСТВЕННАЯ КОГЕРЕНТНОСТЬ
СВЕТОВЫХ ПОЛЕЙ ПРИ

МНОГОПИКСЕЛЬНОЙ МОДУЛЯЦИИ

Рассмотрим схему (рис. 1) использования прост-
ранственного модулятора света (spatial light modula-
tor, SLM) для формирования псевдотеплового излу-
чения из когерентного пучка света, падающего под
углом θ к нормали поверхности SLM.

После отражения от SLM распространение све-
тового пучка в квазиоптическом приближении опи-
сывается параболическим уравнением, решение ко-
торого дается выражением [5]

A(r, l) =

∞∫

−∞

A(0)(ρ)H(r − ρ, l) d2ρ, (1)

где

A(0)(r) = R(r)A(0)(r), (2)
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Рис. 1. Геометрия падения когерентного лазерного пуч-

ка на SLM; θ — угол падения лазерного пучка на поверх-

ность SLM

A(0)(r) — амплитуда падающего когерентного пуч-
ка, R(r) — коэффициент отражения от SLM,

H(r − ρ, l) =
ik0
2πl

exp

[
ik0(r − ρ)2

2l

]
(3)

— функция Грина для свободного пространства.
В дальней зоне отдельного пикселя выражение (1)
принимает вид

A(r, l) = H(r, l)

∞∫

−∞

R(ρ)A(0)(ρ)×

× exp

(
− ik0r · ρ

l

)
d2ρ. (4)

В качестве модели SLM будем использовать мо-
дель двумерной решетки, изображенной на рис. 2.
Для удобства расчетов число пикселей N2 будем
считать нечетным, а их форму будем полагать квад-
ратной с шириной Λ и расстоянием между ними d.

Представим аналитически коэффициенты отра-
жения от решетки пикселей в виде R(ρ) = R(x)R(y),
при этом

R(x) =





R
(Λ)
p , x

(Λ)
p − Λx

2
≤ x ≤ x

(Λ)
p +

Λx

2
,

1, x
(d)
p − dx

2
≤ x ≤ x

(d)
p +

dx
2
,

где p = −N, . . . ,−1, 0, 1, . . . , N и

x(Λ)
p = p(Λx + dx), x(d)p = p(Λx + 1/2) + dx/2 (5)

— координаты центра вдоль оси x соответственно
пикселя и промежутка между ними с номером p,

Рис. 2. Структура поверхности SLM. Начало декартовой

системы координат x, y выбрано в центральном пикселе

SLM, которому присвоен номер [0; 0]; Λ — ширина пиксе-

ля; d — расстояние между ними

Рис. 3. К геометрии размера пучка, отраженного от SLM

Λx = Λcos θ, dx = d cos θ. Здесь θ — угол падения
пучка на SLM (рис. 3).

Аналогичные выражения имеем вдоль оси y:

R(y) =





R
(Λ)
q , y

(Λ)
q − Λ

2
≤ y ≤ y

(Λ)
q +

Λ

2
,

1, y
(d)
q − d

2
≤ y ≤ y

(d)
q +

d

2
,
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где q = −N, . . . ,−1, 0, 1, . . . , N и

y(Λ)
q = q(Λ + d), y(d)q = q(Λ + 1/2) + d/2. (6)

Формируемое поле представляет собой суперпо-
зицию полей, рассеянных от отдельных пикселей,
коэффициенты отражения которых можно записать
как матрицу отражения пикселей Rpq = R

(Λ)
p R

(Λ)
q

(коэффициент отражения) и матрицу коэффициен-
тов отражения от промежутков между пикселями
(матрица R

(d)
pq = 1). Коэффициенты Rpq в общем

случае имеют комплексные значения.
Комплексная амплитуда суммарного поля имеет,

таким образом, вид

A(r, l) = H(r, l)
M∑

p,q=−M

{
A(Λ)

p,q (x, y)+A
(d)
p,q(x, y)

}
. (7)

Здесь A(Λ)
p,q (x, y) и A(d)

p,q(x, y) — амплитуды полей, рас-
сеянных соответственно пикселем площадью Λ2 и
промежутком площадью d2. Эти амплитуды опре-
деляются формулами

A(Λ)
pq (x, y) = Rpq

x(Λ)
p +Λx

2∫

x
(Λ)
p −Λx

2

y(Λ)
q +Λ

2∫

y
(Λ)
q −Λ

2

A(0)(ρ)×

× exp

(−ik0r · ρ
l

)
d2ρ, (8)

A(d)
pq (x, y) =

x(d)
p + dx

2∫

x
(d)
p −dx

2

y(d)
q + d

2∫

y
(d)
q − d

2

A(0)(ρ)×

× exp

(−ik0r · ρ
l

)
d2ρ. (9)

В предположении слабого изменения амплитуды
падающего поля в пределах одного пикселя выра-
жения (7), (9) можно преобразовать к виду

A(Λ)
pq (x, y) = Λ2RpqA(0)(x

(Λ)
p , y(Λ)

q )sinc(κΛxx)×
× sinc(κΛy) exp[−iΦ(Λ)

pq (x, y)], (10)

A(d)
pq (x, y) = d2A(0)(x

(d)
p , y(d)q )sinc(κdxx)×

× sinc(κdy) exp[−iΦ(d)
pq (x, y)]. (11)

Здесь sincx = (1/x) sinx, κΛ = (k0/2l)Λ, κd =

= (k0/2l) d и введены обозначения

Φ(Λ)
pq (x, y) = (k0/l)(x

(Λ)
p x+ y(Λ)

q y),

Φ(d)
pq (x, y) = (k0/l)(x

(d)
p x+ y(d)q y).

(12)

Произведение функций sinc(κΛx)sinc(κΛy) опре-
деляет ширину распределения дифрагированного
пикселем поля вдоль направлений x, y в дальней
зоне пикселя на расстоянии l от него. Величины этих
размеров можно оценить для простоты, например,
по первым нулям этих функций как

x
(Λ)
0 =

λl

Λx
, y

(Λ)
0 =

λl

Λ
. (13)

Аналогично получаем размер поля, рассеянного
промежутками между пикселями:

x
(d)
0 =

λl

dx
, y

(d)
0 =

λl

d
. (14)

Прежде всего отметим, что в рассматриваемом
здесь случае в дальней зоне рассеянные пикселями
поля не зависят от их местоположения, т. е. от ин-
дексов p, q. Для параметров λ = 1 мкм, l = 1 см и
Λ = 10 мкм имеем x

(Λ)
0 ≃ y

(Λ)
0 = 1 мм.

Для получения наглядных аналитических ре-
зультатов сделаем два упрощения.

1. Если нас интересуют поля в области размером
меньше, чем 1 мм, то функции sinc(κΛx) и sinc(κΛy)
можно заменить постоянным максимальным значе-
нием, равным 1.

2. Если ширина лазерного пучка больше размера
SLM, то и амплитуды полей на пикселях можно счи-
тать практически одинаковыми, A(0)(x

(Λ)
p , y

(Λ)
q ) =

= A(0)(0).
В этих условиях выражения (10), (11) принимают
простой вид:

A(Λ)
pq (x, y) = Λ2RpqA(0)(0) exp

[
−iΦ(Λ)

pq (x, y)
]
, (15)

A(d)
pq (x, y) = d2A(0)(0) exp

[
−iΦ(d)

pq (x, y)
]
. (16)

Для интенсивности излучения, таким образом, по-
лучаем

I(r, l) = |A(r, l)|2 = |B(r, l)|2×

×




M∑

p,q=−M

d2 exp
[
iΦ(d)

pq (x, y)
]
+

+ Λ2Rpq exp
[
iΦ(Λ)

pq (x, y)
]

 ×

×




M∑

p,q=−M

d2 exp
[
−iΦ(d)

pq (x, y)
]
+

+ Λ2Rpq exp
[
−iΦ(Λ)

pq (x, y)
]

 , (17)
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где B(r, l) = H(r, l)A(0)(0).

При перемножении выражений в правой части
(17) появляются следующие слагаемые:

1) пропорциональные d4, дающие постоянную
часть интенсивности, относительный вклад которой
составляет (d/Λ)4 ≪ 1;

2) пропорциональные d2Λ2, дающие вклад в
флуктуации интенсивности, относительный вклад
которых тоже порядка (d/Λ)4 ≪ 1;

3) пропорциональные Λ4, которые дают флукту-
ационную часть интенсивности.

Пренебрегая вкладами 1 и 2, выражение для интен-
сивности (17) можем преобразовать к виду

I(r, l) = Λ4|B(r, l)|2
M∑

p,q=−M

M∑

p′,q′=−M

RpqRp′q′ ×

× exp
[
i
(
Φ(Λ)

pq (x, y)− Φ
(Λ)
p′q′(x, y)

)]
. (18)

Для дальнейшего анализа необходимо знание
статистических характеристик коэффициентов от-
ражения пикселей. Естественно считать «поле» пик-
селей статистически изотропным: среднее значение
〈Rpq〉 = 〈R〉, дисперсия

〈
RpqR

∗
pq

〉
=
〈
R2
〉

и модуля-
ции в пикселях статистически независимы,

〈
R∗

pqRp′q′
〉
=
〈
R∗

pq

〉
〈Rp′q′〉 = |R̄|2,

p 6= p′, q 6= q′.
(19)

Угловыми скобками обозначено усреднение по реа-
лизациям. При времени измерения одной выборки,
меньшем чем время изменения коэффициента отра-
жения пикселей, коэффициенты отражения можно
считать постоянными («замороженные» неоднород-
ности).

Пользуясь свойством эргодичности по простран-
ству, для средней интенсивности получим

〈I(r, l)〉 = Λ4R̄2N2|A(0)(0)|2. (20)

При тех же условиях корреляционная функция по-
лей, например, между значениями в точках r1 = 0

и r2 = s, дается выражением

Γ(s) = 〈A(s, l)A∗(0, l)〉 = B(0, l)B(s, l)Λ4×

×
〈


M∑

p′,q′=−M

Rp′,q′


 ×

×




M∑

p,q=−M

Rp,q exp
[
iΦ(Λ)

pq (x, y)
]


〉

=

= B(0, l)B(s, l)Λ4
M∑

p,q=−M

[
R̄2+(N2−1)R̄2

]
×

× exp
[
iΦ(Λ)

pq (x, y)
]
=

= B(0, l)B(s, l)Λ4
[
R̄2+(N2−1)R̄2

]
γ(x, y;N), (21)

где нормированная корреляционная функция (сте-
пень когерентности)

γ(x, y;N) =

=

sin

[
k0(Λx + dx)Nx

2l

]
sin

[
k0(Λ + d)Ny

2l

]

N2sin

[
k0(Λx + dx)x

2l

]
sin

[
k0(Λ + d)y

2l

] . (22)

Из анализа формулы (22) следует, что радиусы кор-
реляции поля, рассчитанные по уровню 0.5 от γ(0) =
= 1, вдоль осей x, y различны:

r(x)cor =
6λl

N(Λ + d) cos θ
, r(y)cor =

6λl

N(Λ + d)
. (23)

Другими словами, рассеянное поле при падении ко-
герентного пучка на SLM под углом θ 6= 0 оказыва-
ется статистически неизотропным. При числе пиксе-
лей N2 = 106 и угле θ = 0 имеем r

(x)
cor ≈ r

(y)
cor ≈ 1 мкм.

Особенности фазовой модуляции сказываются на
значениях параметров 〈R〉,

〈
R2
〉

и ярко проявляют-
ся при расчете функции распределения.

3. СТАТИСТИКА РАССЕЯННОГО ПОЛЯ
ПРИ ФАЗОВОЙ МОДУЛЯЦИИ

Имея в виду сравнение полученных теоретичес-
ких результатов с результатами экспериментальных
исследований, в этом разделе мы изучим статистику
рассеянного поля при фазовой модуляции. Коэффи-
циент отражения от каждого пикселя SLM предста-
вим в виде

Rpq(t) = exp [iφpq(t)] . (24)
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Флуктуации фаз в пикселях полагаем статистичес-
ки независимыми, многомерная функция распреде-
ления фаз в этом случае

w(φ−M,−M , φ−M+1,−M+1, . . . , φM−1,M−1, φM,M ) =

=
M∏

p,q=−M

w(φpq). (25)

Функции распределения фаз считаем равномерно
распределенными на интервале периодичности как
в пространстве при изменении индексов p, q, так и
по времени:

w(φpq(t)) = 1/2π, −π ≥ φpq ≤ π,

p, q ∈ [−M,M ].
(26)

Естественно полагать, что скачки фазы во времени
подчиняются диффузионному закону:

〈
(∆φpq(t+ τ, t))2

〉
= Dτ, (27)

где ∆φpq(t+ τ, t) = φpq(t+ τ)− φpq(t), D — коэффи-
циент диффузии.

Считаем также, что случайный процесс φpq(t) об-
ладает эргодическим свойством. В дальней зоне слу-
чайное поле представляет собой суперпозицию по-
лей от отдельных пикселей со случайной фазой, и,
согласно центральной предельной теореме, суммар-
ное поле подчиняется гауссовской статистике. Дока-
жем это.

Формула для интенсивности (18) соответствует
следующему выражению для действительного поля:

E(r, l) =

M∑

pq=−M

a cos
(
φpq(t)− Φ(Λ)

pq (x, y)
)
, (28)

где амплитуда a не зависит от индексов pq в силу
принятых выше приближений. В дальнейшем, что-
бы не загромождать формулы, не будем выписывать
в явном виде переменные, от которых зависит E.

Удобный способ нахождения функции распреде-
ления w(E) основан на характеристической функ-
ции

θ(v) =
〈
eivE

〉
=

∫
eivEw(E) dE =

=

〈
exp


iv

M∑

pq=−M

a cos
(
φ(t)−Φ(Λ)

pq (x, y)
)


〉

=

=

M∏

pq=−M

〈
exp

[
iva cos

(
φ(t)−Φ(Λ)

pq (x, y)
)]〉

=

= JN2

0 (av), (29)

где J0(z) — функция Бесселя нулевого порядка
от действительного аргумента, а v — действитель-
ный параметр. При расчете (29) использовано свой-
ство (25).

Функция распределения w(E) находится с помо-
щью обратного преобразования Фурье:

w(E) =
1

2π

∞∫

−∞

θ(v)e−ivEdv. (30)

Чтобы вычислить w(E), воспользуемся следующим
приемом [5]. Согласно (28), значения E лежат в ин-
тервале −A ≥ E ≤ A, A = N2a, поэтому w(E) мож-
но разложить в ряд Фурье:

w(E) =
∞∑

k=−∞

ck exp

(
− iπkE

A

)
. (31)

Коэффициенты ck равны

ck =
1

2A

A∫

−A

w(E) exp

(
− iπkE

A

)
dE (32)

и с точностью до множителя 1/2A совпадают с ха-
рактеристической функцией E для величины πk/A.

Для распределения w(E) в результате получаем

w(E) =

=
1

2A

[
1+2

∞∑

k=1

JN2

0

(
πka

A

)
cos

(
πkE

A

)]
. (33)

Формула (33) справедлива для произвольного числа
N . Численный анализ выражения (33) показывает,
что с ростом числа N распределение w(E) стремит-
ся к гауссовскому.

Убедиться в этом можно и аналитически, ис-
пользуя кумулянтный анализ. Введем новую слу-
чайную переменную ξ(r) = E(r, l)/N и найдем за-
кон ее распределения. Характеристическая функ-
ция случайного процесса ξ(r) равна

θξ(v) =
〈
eivξ

〉
= JN2

0 (av/N). (34)

Найдем кумулянты распределения:

κm = (−i)m
[
dm

dvm
ln θξ(v)

]

v=0

. (35)

Удобно воспользоваться разложением функции Бес-
селя

J0(z) =

∞∑

n=0

(−1)n
z2n

22n(n!)2
. (36)
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He-Ne

F1 F2
D SLM

CMOS

а б

Рис. 4. Экспериментальная схема формирования излучения с псевдотепловой статистикой с помощью SLM. а) Излуче-

ние He–Ne-лазера после прохождения через расширитель пучка, состоящий из двух линз с фокусными расстояниями

F1 = −1.5 см и F2 = 20 см, и квадратную диафрагму D падает на поверхность SLM. Отраженное излучение регистри-

руется CMOS-камерой. б) Фотография экспериментальной установки

Все нечетные кумулянты оказываются равными ну-
лю. Для первых двух четных кумулянтов имеем

κ2 = −1

2
a2, κ4 = −3

8

( a
N

)2
a2. (37)

Отсюда следует, что при N ≫ 1 отношение κ4/κ2 ≪
≪ 1 и можно ограничиться учетом только кумулян-
та κ2. Тогда для характеристической функции име-
ем

θξ(v) = exp
[
−(av)2/4

]
. (38)

Выполняя преобразование Фурье (38), находим
функцию распределения w(ξ) и, учитывая связь
между ξ и E, получаем функцию распределения
гауссовского вида:

w(E) =
1√
2πσ

exp

[
− E2

2σ2

]
, (39)

где дисперсия σ2 = N2a2/2.
Таким образом, пространственная фазовая мо-

дуляция когерентного излучения при помощи SLM
формирует поле в дальней зоне с гауссовской статис-
тикой, подобной тепловому излучению. Иначе гово-
ря, SLM является источником так называемого псев-
дотеплового излучения. Заметим, что гауссовская
статистика упрощает расчет корреляционных функ-
ций поля высокого порядка.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА

На рис. 4 изображена схема экспериментальной
установки для изучения особенностей статистиче-
ских свойств псевдотеплового света, генерируемого

с помощью фазового жидкокристаллического про-
странственного модулятора света модели SLM-100
от Santec.

В качестве источника выбран He–Ne-лазер с дли-
ной волны излучения 632.8 нм, работающий в непре-
рывном режиме. Пучок излучения имеет вертикаль-
ную поляризацию в лабораторном базисе, а его диа-
метр на выходе лазера составляет 0.4 мм. После ла-
зера излучение проходит через расширитель, кото-
рый увеличивает диаметр лазерного пучка до 5 мм.

Расширенный пучок падает на квадратную
диафрагму, установленную параллельно плоскости
SLM, что обеспечивает неизменность засвеченной
площади поверхности SLM при его повороте во
время эксперимента. Сам SLM, как и диафрагма,
установлен на вращающейся микрометрической
платформе, которая позволяет задать угол падения
пучка с точностью примерно 2′′. Диафрагма задает
размер рабочей области SLM, т. е. определяет
количество задействованных пикселей SLM. Моду-
лированное излучение фиксируется в отраженном
от SLM свете в области между первым и вторым
горизонтальными дифракционными максимумами
8-битной CMOS-камерой Thorlabs с квадратными
пикселями размером 5.2 мкм. Полный размер
матрицы модулятора 1440 × 1050 пикселей. Та-
кой выбор области наблюдения обусловлен тем,
что в дифракционных максимумах присутствует
остаточная компонента когерентного излучения
лазера, которая искажает статистические свойства
получаемого света. Расстояние до камеры меняется
в зависимости от условий эксперимента.
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Рис. 5. Пример случайной маски, которая подается на

SLM для фазовой модуляции лазерного излучения (цифры

вдоль осей — номера пикселей)

Управление SLM, камерой и обработка итого-
вых изображений проводятся при помощи разрабо-
танного в лаборатории программного обеспечения,
установленного на персональном компьютере. Про-
грамма позволяет задать фазовую маску или набор
случайных фазовых масок на SLM, провести съем-
ку промодулированного излучения для каждой мас-
ки и обработку полученных изображений. В резуль-
тате обработки программа выдает информацию, в
частности, значение нормированной автокорреляци-
онной функции интенсивности g(2) и значения ради-
усов корреляций вдоль ортогональных направлений
в поперечной плоскости пучка.

Для управления SLM, а также для получения и
обработки изображений с CMOS-камеры использу-
ется проприетарное программное обеспечение, напи-
санное на языке Python. Заранее сгенерированные
маски выводятся на пространственный модулятор
света с помощью библиотеки OpenCV. Для получе-
ния изображения с камеры используется программ-
ный интерфейс. Для создания маски на простран-
ственном модуляторе света для каждого его пиксе-
ля генерируется случайное число в диапазоне от 0
до 1023 (соответствует 10-битной разрядности моду-
лятора). Полученная таким образом маска подает-
ся на матрицу модулятора, а также сохраняется в
памяти компьютера для дальнейшего анализа изоб-
ражений, полученных на CMOS-камере. Типичный
вид случайной маски представлен на рис. 5.

Методика измерений заключается в следующем.
Сначала устанавливаются угол падения излучения
на рабочую плоскость SLM, расстояние от SLM до
камеры и размер квадратной диафрагмы. Затем с
помощью программного обеспечения генерируется
случайная маска, значения чисел в которой соот-

ветствуют фазовой задержке в диапазоне от 0 до
2π. Затем маска подается на SLM, а в памяти ком-
пьютера сохраняется распределение интенсивности
в отраженном от SLM свете. Последняя процеду-
ра повторяется 1000 раз. Таким образом, после за-
вершения работы первой программы в памяти ком-
пьютера оказывается сохраненным набор распреде-
лений интенсивности, полученных для случайно сге-
нерированных масок, поданных на SLM. В резуль-
тате обработки сохраненных снимков вычисляются
значения нормированной корреляционной функции
интенсивности g(2) (см. ниже) и значения радиусов
корреляций вдоль ортогональных направлений в по-
перечной плоскости пучка.

Типичный профиль распределения интенсивно-
сти света при его отражении от случайного фазо-
вого экрана представлен на рис. 6a. Распределение
интенсивности представляет собой спекл-структуру.
Корреляционная функция g(2) вычисляется из изме-
ренных профилей интенсивности следующим обра-
зом. На всех кадрах в центральной области пучка
выбирались пиксель с координатами (x0, y0) и пик-
сель с координатами (xl, yl). Расстояние между пик-
селями по горизонтальной (x) и вертикальной (y)

осям: ∆x = xl − x0, ∆y = yl − y0. Усреднение прово-
дилось по реализациям (по 1000 кадрам) по следу-
ющей формуле:

g(2) (∆x,∆y) =

N∑

n=1

Jn (x0, y0)Jn (xl, yl)

N∑

n=1

Jn (x0, y0)

N∑

n=1

Jn (xl, yl)

, (40)

где n — номер кадра, N — общее количество кад-
ров, Jn (x0, y0) и Jn (xl, yl) — измеренные интенсив-
ности в пикселях (x0, y0) и (xl, yl) в n-м кадре. Опи-
санная выше процедура повторялась для заданного
пикселя (x0, y0) и всех возможных (xl, yl). Типичный
вид g(2) (∆x,∆y) представлен на рис. 6б. Видно, что
величина функции g(2) (∆x,∆y) близка к 2 только
в ограниченной области пространства. Размер этой
области определяется радиусом корреляции излуче-
ния вдоль осей x и y.

Радиусы корреляции вдоль осей x и y вычис-
лялись как полуширины функций g(2) (∆x, 0) и
g(2) (0,∆y). Для увеличения точности выбирались
различные 30 пикселей и строились 30 корреляци-
онных функций. При этом радиусы корреляции вы-
числялись как средние по 30 измерениям. Время вы-
держки при съемке кадров выбиралось таким об-
разом, чтобы был задействован весь динамический
диапазон камеры.
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Пространственная структура излучения, сформированного SLM: а) распределение интенсивно-

сти в спекл-структуре пучка; по осям x и y отложены величины ∆x и ∆y, цветом обозначена величина интенсивности в

пикселях; б) автокорреляционная функция g(2) (∆x,∆y) для центрального пикселя на расстоянии 20 см от SLM при угле

падения пучка 15◦

Была исследована зависимость радиуса корреля-
ции от экспериментально изменяемых параметров:
угла падения лазерного пучка на SLM, количества
задействованных пикселей SLM, расстояния от SLM
до плоскости наблюдения. Экспериментально обна-
ружен теоретически предсказанный эффект анизо-
тропии радиуса корреляции при наклонном падении
когерентного света на SLM (рис. 7а). При увеличе-
нии угла падения наблюдается увеличение радиуса
корреляции по одной из осей, при этом наблюдает-
ся лишь незначительное уменьшение параметра g(2).
При этом величина g(2) (рис. 7б), остается близкой
к 2, что свидетельствует о том, что статистика по-
ля остается близкой к тепловой при изменении угла
падения от 0 до 45◦. Эксперименты также показали,
что радиус корреляции, как и следовало ожидать,
уменьшается при увеличении количества задейство-
ванных пикселей (рис. 7в), а при увеличении рассто-
яния до плоскости наблюдения радиус корреляции
растет (рис. 7г).

Таким образом, все представленные выше теоре-
тические предсказания были подтверждены экспе-
риментально. В частности, впервые было показано,
что радиус корреляции рассеянного поля в одном из
направлений зависит от угла падения когерентного
излучения на SLM, т. е. площадь пространственной
когерентности представляет собой эллипс. При этом

статистика поля остается тепловой и не зависит от
угла падения.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе впервые детально теоретически и экс-
периментально исследованы статистические свойст-
ва псевдотеплового источника света, формируемо-
го при модуляции когерентного лазерного излуче-
ния многопиксельным пространственным модуля-
тором света. С помощью аппарата теории случай-
ных процессов и кумулянтного анализа аналитиче-
ски показано, что распределение случайного поля,
формируемого при случайной многопиксельной фа-
зовой модуляции когерентного излучения, является
гауссовским. Обнаружено, что при наклонном паде-
нии модулируемого пучка случайное поле статисти-
чески анизотропно, т. е. площадь пространственной
когерентности представляет собой эллипс. Это свой-
ство псевдотеплового источника излучения следует
иметь в виду при анализе его распространения в сво-
бодном пространстве и в оптических волноводных
устройствах, а также при определении разрешаю-
щей способности фантомного изображения. Одним
из факторов, влияющих на качество последнего, яв-
ляется соотношение характерных размеров изобра-
жения и радиуса пространственной корреляции.
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а б
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Зависимости величины автокорреляционной функции g(2) и радиуса корреляции вдоль осей

x и y от экспериментально изменяемых параметров: а) радиус корреляции как функция угла падения лазерного пучка

на SLM при расстоянии до SLM 30 см и размере диафрагмы 4 мм; б) радиус корреляции в зависимости от количества

задействованных пикселей SLM при угле падения 15◦ и расстоянии до SLM 30 см; в) значение функции g(2) в зависимости

от угла падения на SLM при расстоянии до SLM 30 см и размере диафрагмы 4 мм; г) радиус корреляции как функция

расстояния от SLM до плоскости наблюдения при угле падения 15◦ и размере диафрагмы 4 мм
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Обнаружение эффекта анизотропии радиуса
корреляции кроме очевидного научного интереса
имеет и важное прикладное значение в свете прак-
тической реализации метода вычислительных фан-
томных изображений, в частности, развиваемой на-
ми в настоящее время волоконной фантомной опти-
ки.

Финансирование. Исследование выполнено за
счет гранта Российского научного фонда (проект
№21-12-00155).
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В рамках нового квантового теоретико-полевого подхода описываются процессы осцилляций нейтрино

во внешнем постоянном почти однородном магнитном поле. Подход основан на диаграммной технике

Фейнмана с модифицированным зависящим от расстояния пропагатором, который учитывает геомет-

рию экспериментов по осцилляциям нейтрино. В геометрии экспериментов с солнечными нейтрино, ис-

точником которых является протяженное солнечное ядро, учитывается конечный размер источника и

рассматриваются конкретные примеры, когда нейтрино регистрируются только через взаимодействие с

заряженным током или через взаимодействия как с заряженным, так и с нейтральным токами.

DOI: 10.31857/S0044451022080077
EDN: EGKYBM

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время процессы рассеяния элемен-
тарных частиц с большой точностью описываются
Стандартной моделью в рамках формализма S-мат-
рицы и техники диаграмм Фейнмана. Этот подход
предполагает, что процессы рассеяния происходят
во всем пространстве-времени, а входящие и вы-
ходящие частицы описываются плоскими волнами.
Это приближение оказывается очень хорошим для
процессов рассеяния. Однако оно не годится для
описания явлений осцилляций частиц, поскольку
процессы осцилляций происходят на конечных про-
странственных и временных интервалах. По этой
причине осцилляции нейтрино обычно описываются
в рамках квантово-механических подходов в терми-
нах либо плоских волн, либо волновых пакетов [1–5].
Тем не менее оба этих подхода непоследовательны,
поскольку они используют так называемые флей-
ворные состояния нейтрино, которые определяют-
ся как суперпозиции массовых состояний нейтрино,
но не могут рассматриваться как истинные кванто-

* E-mail: volobuev@theory.sinp.msu.ru

вые состояния1). Таким образом, требуется построе-
ние последовательного квантового теоретико-поле-
вого описания нейтринных осцилляций.

Для описания нейтринных осцилляций в рам-
ках квантовой теории поля и S-матричного подхо-
да необходимо каким-то образом учесть конечность
расстояний и временных интервалов. Первый шаг в
этом направлении был сделан еще в 1982 г. в статье
[6]. В ней использовался стандартный пертурбатив-
ный S-матричный формализм, где массовые состоя-
ния нейтрино, распространяющиеся от источника
к детектору, считались виртуальными частицами,
а осцилляции возникали в результате интерферен-
ции амплитуд, соответствующих разным массовым
состояниям нейтрино. Предполагалось, что нейтри-
но рождаются и детектируются ядрами, и состоя-
ния ядер описывались дельта-функциями их коор-
динат, в то время как остальные частицы описыва-
лись плоскими волнами. Эта идея получила даль-
нейшее развитие в работах [7–12], где для описания
всех взаимодействующих частиц использовались ло-

1) Напомним, что согласно принципу суперпозиции состоя-
ний допустимы только линейные комбинации состояний од-
ной и той же квантовой системы, т. е. комбинации состояний,
эволюция которых во времени описывается одним и тем же
гамильтонианом. Очевидно, что это не так для массовых со-
стояний нейтрино.
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кализованные волновые пакеты. Однако расчеты в
рамках подхода с волновыми пакетами оказываются
очень сложными. Причина в том, что стандартный
формализм матрицы рассеяния плохо приспособлен
для описания процессов, происходящих на конечных
пространственно-временных интервалах.

В работах [13–18] был развит модифицирован-
ный пертурбативный подход к описанию нейтрин-
ных осцилляций. Он основан на диаграммной техни-
ке Фейнмана в координатном представлении, допол-
ненной модифицированными правилами перехода к
импульсному представлению. Последние отражают
геометрию экспериментов по осцилляциям нейтрино
и приводят к модификации фейнмановского пропа-
гатора виртуальных массовых состояний нейтрино
в импульсном представлении. А именно, возникает
зависящий от расстояния пропагатор массовых со-
стояний нейтрино в импульсном представлении, в
то время как остальные правила Фейнмана в этом
представлении остаются прежними. Описание в тер-
минах плоских волн позволяет избежать громозд-
ких вычислений, но при этом уловить суть явления.

Известно, что внешние поля и материя влияют
на осцилляции нейтрино [3]. Вопрос о том, как маг-
нитное поле влияет на нейтринные осцилляции, и
его следствия для проблемы солнечных нейтрино
изучались в рамках стандартного квантово-механи-
ческого описания в статьях [19–25]. Однако эта про-
блема никогда не изучалась в рамках квантового
теоретико-полевого описания осцилляций нейтрино
в терминах волновых пакетов, поскольку соответ-
ствующие вычисления были бы слишком сложными.
В настоящей работе мы изучаем осцилляции нейт-
рино в постоянном магнитном поле в модифициро-
ванном формализме. Мы будем рассматривать ней-
трино малых энергий, порядка 1 МэВ и меньше, для
которых влияние вещества на осцилляции считается
незначительным и им можно пренебречь. Мы ана-
лизируем только возможные эффекты, связанные с
магнитным полем. Подход позволяет разобраться с
проблемой солнечных нейтрино и учесть структуру
Солнца.

В дальнейшем предполагается, что нейтрино
рождаются и регистрируются за счет взаимодейст-
вия заряженных и нейтральных токов с ядрами и
электронами в отсутствие поля, но считается, что
распространение частиц происходит в области маг-
нитного поля. Мы рассматриваем случай протяжен-
ного источника, размер которого все же много мень-
ше расстояния между источником и детектором. Мы
будем рассматривать солнечное ядро как источник
нейтрино именно таким образом. В разд. 2 мы из-

лагаем теорию осцилляций нейтрино в модифици-
рованном подходе. В разд. 3 применяем результаты
к конкретным примерам с солнечными нейтрино, а
именно: к рождению нейтрино в распадах 15O и 13N

или электронном захвате 7Be и регистрации при по-
мощи Ga–Ge или черенковского детектора.

2. ОСЦИЛЛЯЦИИ НЕЙТРИНО В
ПОСТОЯННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Хотя мы будем рассматривать протяженный ис-
точник, его размер, как и размер детектора, все рав-
но должен быть намного меньше расстояния между
источником и детектором. Таким образом, можно
использовать одномерное приближение, когда им-
пульсы нейтрино направлены вдоль линии, соеди-
няющей центры источника и детектора.

Мы начнем с приближения точечного источника
и детектора, а затем проведем интегрирование по
объему источника, чтобы учесть его размер.

Мы работаем в рамках минимального расшире-
ния Стандартной модели правыми синглетами ней-
трино. Лагранжиан слабого взаимодействия лепто-
нов имеет вид

Llep
int = − g

2
√
2




3∑

i,k=1

l̄iγ
µ
(
1−γ5

)
UikνkW

−
µ +H.c.


 +

+
g sin2 θw
cos θw

3∑

i=1

l̄i γ
µliZµ −

− g

4 cos θw

3∑

i=1

l̄iγ
µ
(
1− γ5

)
liZµ +

+
g

4 cos θw

3∑

k=1

ν̄kγ
µ
(
1− γ5

)
νkZµ, (1)

где li — поле заряженного лептона i-го поколе-
ния, Uik — матрица Понтекорво–Маки–Накагавы–
Сакаты (ПМНС), νk обозначает поле нейтрино с
определенной массой mk, матрица γ5 определяется
как γ5 = iγ0γ1γ2γ3.

Сначала рассмотрим процесс в вакууме, когда
нейтрино рождается и регистрируется за счет вза-
имодействия заряженного тока с ядрами. Диаграм-
ма процесса в низшем порядке теории возмущений
представлена в формуле (2). Предполагается, что
точки рождения и детектирования x и y разделе-
ны фиксированным макроскопическим расстояни-
ем L вдоль единичного вектора n, направленного
из центра источника нейтрино в центр нейтринного
детектора. Промежуточное массовое состояние ней-
трино является виртуальной частицей, описываемой
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(2)x y

e q( )+
e k( )–

W
+

W
+

ni n( )p

пропагатором Фейнмана в координатном представ-
лении. Закрашенные кружки представляют матрич-
ные элементы слабого заряженного адронного тока.
Амплитуда должна быть просуммирована по индек-
су i = 1, 2, 3 массового состояния нейтрино.

Амплитуда процесса в координатном представ-
лении может быть построена по правилам Фейн-
мана, сформулированным, например, в учебнике
[26]. Для перехода к импульсному представлению
необходимо проинтегрировать ее по x и y по про-
странству Минковского. Однако такое прямое ин-
тегрирование привело бы к потере информации о
пространственно-временном интервале между собы-
тиями рождения и детектирования. Таким образом,
для описания процессов, протекающих на конечных
пространственных и временных интервалах, необ-
ходимо зафиксировать расстояние между точками
рождения и регистрации нейтрино. В работе [6] это
было достигнуто путем того, что матричные элемен-
ты адронных токов в координатном представлении
были взяты пропорциональными дельта-функциям
δ(x − x1), δ(y − x2) с фиксированным x2 − x1,
x2−x1 = Ln. В нашем подходе мы фиксируем не по-
ложения начального и конечного ядер, а расстояние
L между точками взаимодействия вдоль единичного
вектора n, направленного от источника к детектору,
вводя под интеграл дельта-функцию δ(n·(y−x)−L),
что позволяет обобщить стандартный пертурбатив-
ный формализм для случая процессов, проходящих
на конечных расстояниях.

Введение дельта-функции формально эквива-
лентно замене стандартного фейнмановского пропа-
гатора Sc

i (y − x) массового состояния нейтрино νi в
координатном представлении на

Sc
i (y − x) δ(n · (y − x)− L).

Фурье-образ этого выражения мы называем завися-
щим от расстояния пропагатором массового состоя-
ния нейтрино νi в импульсном представлении [13]:

Sc
i (p,n, L) ≡

∫
d4z eipz Sc

i (z) δ (n · z− L) . (3)

Интеграл можно вычислить точно методом контур-
ного интегрирования:

Sc
i (p,n, L) =

= i
p̂+ γ · n

(
p · n−

√
(p · n)2 + p2 −m2

i

)
+mi

2
√
(p · n)2 + p2 −m2

i + iε
×

× exp

{
−i
(
p · n−

√
(p · n)2 + p2 −m2

i

)
L

}
, (4)

где p̂ = γµpµ.
Как было показано в статье [9], виртуальные час-

тицы, распространяющиеся на макроскопические
расстояния, находятся почти на массовой поверхно-
сти, и для импульсов p, удовлетворяющих условию∣∣p2 −m2

i

∣∣ /(p·n)2 ≪ 1, зависящий от расстояния про-
пагатор можно привести к простому виду:

Sc
i (p,n, L) = i

p̂+mi

2p · n exp

{
i
p2 −m2

i

2p · n L

}
. (5)

Это приближение всегда справедливо для импуль-
сов нейтрино p, направленных вдоль вектора n,
p · n = |p|, которые являются единственно необхо-
димыми для вычисления амплитуд.

Этот зависящий от расстояния пропагатор отли-
чается от найденного в статье [6] тем, что послед-
ний представляет собой оператор p̂+mi, умножен-
ный на сферическую волну, тогда как в формуле (5)
этот оператор умножается на экспоненту, аналогич-
ную той, которая появляется в стандартном плос-
коволновом приближении. Отметим также, что за-
висящий от расстояния пропагатор, очень похожий
на наш, был найден в работе [27].

Использование выражения (5) вместо обычно-
го фейнмановского пропагатора для построения ам-
плитуды в импульсном представлении позволяет по-
следовательно описать осцилляции нейтрино в ваку-
уме [14–17]. Чтобы применить этот подход к описа-
нию осцилляции нейтрино в магнитном поле, нам
нужно сначала найти соответствующий пропагатор
нейтрино в поле. Для этого рассмотрим уравнение
движения массового состояния нейтрино во внеш-
нем электромагнитном поле:

(
iγµ∂µ −mi −

1

2
µ0miFµνσ

µν

)
νi (x) = 0 , (6)

где магнитный момент i-го массового состояния ней-
трино, пропорциональный его массе, равен µi =

= µ0mi, и σµν = (i/2) [γµ, γν ], и мы пренебрегли пе-
реходными магнитными моментами, которые пред-
полагаются много меньшими, чем дипольные маг-
нитные моменты µi. В Стандартной модели пара-
метр µ0 = 3eGF

/
8
√
2π2. Таким образом, магнит-

ные моменты нейтрино оказываются по крайней ме-
ре на 10 порядков меньше, чем магнетон Бора для
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экспериментально разрешенных масс нейтрино, но
они могут быть значительно больше в расширениях
Стандартной модели.

В однородном электромагнитном поле функция
Грина уравнения (6) в импульсном представлении
имеет вид

Sc
i (p) = i

{(
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i

) (
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−

− µ2
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2
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+
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4
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×
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iFµνF

νσpσγ
µ + 2µ0m

2
i F̃µνp

νγµγ5+

+ µ0mi

[
1

2

(
p2 +m2

i

)
Fµν − 1

4
µ2
0m

2
iF

ρσ ×

×
(
FρσFµν + F̃ρσF̃µν

)
− 2Fµρp

ρpν

]
σµν −

− i

2
µ2
0m

3
iFµν F̃

µνγ5
}
, (7)

где F̃µν = −(1/2)εµνρσFρσ, а стандартный полно-
стью антисимметричный тензор определяется фор-
мулой ε0123 = −1.

Для однородного магнитного поля H имеем
Fµν = εµνk0H

k, k = 1, 2, 3. Тогда знаменатель функ-
ции Грина (7) дает следующее дисперсионное соот-
ношение для нейтрино:

(
p0
)2

= p2 +m2
i + µ2

0m
2
iH

2 ±

± 2µ0mi

√
p2H2

⊥ +m2
iH

2 , (8)

где H⊥ обозначает компоненту магнитного поля H,
поперечную по отношению к направлению распро-
странения нейтрино n = p/|p|. Это дисперсионное
соотношение совпадает с таковым для нейтрона в
магнитном поле, которое было впервые получено в
работе [28] и недавно воспроизведено для нейтрино
в рамках стандартного подхода в работе [24].

Как мы уже отмечали, магнитный момент ней-
трино чрезвычайно мал, так что справедливо соот-
ношение µ2

0m
2
iH

2 ≪ p2. Мы пренебрегаем членами
порядка 2 и выше по µ0 в (7) и переходим в коорди-
натное представление. Затем, подставляя функцию
Грина в координатном представлении в определение
(3) зависящего от расстояния пропагатора, считая
импульс нейтрино параллельным n, а также прене-
брегая массами нейтрино всюду, кроме экспоненты,
получаем зависящий от расстояния пропагатор мас-

сового состояния нейтрино в однородном магнитном
поле в импульсном представлении:

Sc
i (p, L,H) =

= i
p̂ (1−ij · γ)

4 |p| exp

{
i
p2−m2

i+2µ0mi |p|H⊥

2 |p| L

}
+

+ i
p̂ (1+ij · γ)

4 |p| exp

{
i
p2−m2

i−2µ0mi |p|H⊥

2 |p| L

}
. (9)

Здесь H⊥ = |H⊥|, мы полагаем m2
iH

2 ≪ p2H2
⊥, и

j ≡ n× h√
1− (n · h)2

, h ≡ H

|H| , j2 = 1. (10)

Формулы (5) и (9) означают, что в магнитном по-
ле каждое массовое состояние нейтрино расщепля-
ется на два состояния, соответствующие двум воз-
можным ориентациям спина и энергиям. Числители
в экспонентах, p2 −m2

i ∓ 2µ0mi |p|H⊥, определяют
сход виртуальных нейтрино с массовой поверхности,
что согласуется с дисперсионным соотношением (8)
в нашем приближении.

Мы видим, что зависящий от расстояния про-
пагатор по существу зависит только от поперечной
составляющей магнитного поля. В дальнейшем мы
пренебрегаем продольной составляющей поля, счи-
таем магнитное поле поперечным и обозначаем H =

= |H|. Хотя пропагатор (9) был выведен для слу-
чая постоянного однородного магнитного поля, его
можно использовать и для поперечного магнитного
поля, величина которого меняется на пути нейтрино
адиабатически, т. е. если выполняется условие

|µ0mmax(n · ∇)H | ≪ |p|
d
, (11)

где d — характерный размер области поля, mmax —
наибольшая из масс нейтрино. Это условие уточняет
условие адиабатичности для магнитного поля, най-
денное ранее в работе [22]. В отличие от условия
в этой статье, формула (11) учитывает магнитные
моменты нейтрино, размер области поля и гаранти-
рует, что член (p2 −m2

i )/2 |p| в экспоненте можно
считать постоянным вдоль пути нейтрино. Однако
поле H⊥ в формуле (9) следует заменить на среднее
поле

H =
1

L

L∫

0

H (l) dl, (12)

так учитывается изменение магнитного поля вдоль
пути нейтрино.

Используя зависящий от расстояния пропага-
тор (9), в приближении взаимодействия Ферми мы
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можем записать амплитуду процесса, отвечающего
диаграмме (2), в импульсном представлении следу-
ющим образом:

M = −i G
2
F

8 |pn|
j(2)ρ

(
P(2),P(2′)

)
ū (k) γρ

(
1−γ5

)
p̂n×

×
3∑

i=1

|U1i|2
[
(1− ij · γ) ×

× exp

{
i
p2n −m2

i + 2 |pn|µ0miH

2 |pn|
L

}
+

+ (1+ij · γ) exp
{
i
p2n−m2

i−2 |pn|µ0miH

2 |pn|
L

}]
×

× γµ
(
1− γ5

)
v (q) j(1)µ

(
P(1),P(1′)

)
. (13)

Здесь мы для краткости опускаем индексы поля-
ризации фермионов, а массы нейтрино не учитыва-
ем нигде, кроме показателя экспоненты. 4-импульсы
частиц обозначаются так, как показано на диаграм-
ме (2): q, pn и k — 4-импульсы соответственно по-
зитрона, промежуточного виртуального нейтрино и
электрона. Матричные элементы слабого адронно-
го тока, соответствующие закрашенным кружкам,
равны

j(1)µ

(
P(1),P(1′)

)
=

=
〈
A1

Z1−1X
(
P(1′)

)∣∣∣ j(h)µ

∣∣∣A1

Z1
X
(
P(1)

)〉
,

j(2)ρ

(
P(2),P(2′)

)
=

=
〈
A2

Z2+1X
(
P(2′)

)∣∣∣ j(h)ρ

∣∣∣A2

Z2
X
(
P(2)

)〉
,

(14)

где импульсы ядер 1
(
A1

Z1
X
)
, 1′

(
A1

Z1−1X
)
, 2

(
A2

Z2
X
)
,

2′
(
A2

Z2+1X
)

обозначены как P(l), l = 1, 1′, 2, 2′.

В приближении нулевых масс нейтрино всюду,
кроме экспоненты, квадрат модуля амплитуды (13),
усредненный по поляризациям начальных ядер и
просуммированный по поляризациям конечных час-
тиц и ядер (операция усреднения и суммирования
обозначается угловыми скобками), факторизуется.
При этом мы также пренебрегаем членами, пропор-
циональными p2n, которые в силу теоремы Гриму-
са – Штокингера [9] имеют порядок квадрата масс
нейтрино. При квадрировании амплитуды (13) чле-
ны, содержащие вектор j, взаимно уничтожаются, и
мы получаем следующий результат:

〈
|M |2

〉
=
〈
|MP |2

〉〈
|MD|2

〉
×

× 1

4p2
n

Pee

(
|pn| , L,H

)
. (15)

Здесь

〈
|MP |2

〉
= 4G2

F

[
− gµν (qpn) + qµpνn + pµnq

ν −

− iεµνρσqρ (pn)σ

]
W (1)

µν (16)

— квадрат модуля амплитуды процесса рождения;

〈
|MD|2

〉
= 4G2

F

[
− gµν (pnk) + pµnk

ν +

+ kµpνn − iεµνρσ (pn)ρ kσ

]
W (2)

µν (17)

— квадрат модуля амплитуды процесса детектиро-
вания;

W (l)
µν =W (l,S)

µν + iW (l,A)
µν =

〈
j(l)µ

(
j(l)ν

)+〉
,

l = 1, 2,

(18)

— ядерные тензоры, характеризующие взаимодейст-
вие ядер 1, 1′ и 2, 2′ с лептонами, их симметрич-
ные части W

(l,S)
µν вещественные, а антисимметрич-

ные iW (l,A)
µν — мнимые;

Pee

(
|pn| , L,H

)
= 1−

3∑

i,k=1
k<i

|U1i|2 |U1k|2 ×

×
{
sin2

[(
∆m2

ik

4 |pn|
− µ0∆mikH

2

)
L

]
+

+ sin2
[(

∆m2
ik

4 |pn|
− µ0ΣmikH

2

)
L

]
+

+ sin2
[(

∆m2
ik

4 |pn|
+
µ0ΣmikH

2

)
L

]
+

+ sin2
[(

∆m2
ik

4 |pn|
+
µ0∆mikH

2

)
L

]}
−

−
3∑

i=1

|U1i|4 sin2
(
µ0miHL

)
(19)

— вероятность осцилляций нейтрино, зависящая от
модуля |pn| импульса нейтрино, L — расстояние
между источником и детектором, H — среднее зна-
чение поперечного магнитного поля; мы также вво-
дим обозначения, аналогичные обычным:

∆m2
ik ≡ m2

i −m2
k, ∆mik ≡ mi −mk,

Σmik ≡ mi +mk.
(20)

В случае двух ароматов нейтрино формула (19)
согласуется с формулами, полученными в работах
[24,25] для однородного магнитного поля, хотя и вы-
глядит иначе.
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Заметим, что в рассматриваемом процессе сохра-
няются энергия и импульс, так как нейтрино рожда-
ются и детектируются в отсутствие магнитного по-
ля, и поле поперечно траектории нейтрино. Для на-
хождения вероятности процесса мы должны следо-
вать рецепту, сформулированному в работах [14–16],
и перед интегрированием по фазовому объему ко-
нечных частиц умножить выражение (15) не только
на дельта-функцию сохранения энергии-импульса,
но и на дельта-функцию, которая будет гаранти-
ровать, что импульс pn промежуточных нейтрино
направлен вдоль вектора n. Естественно выбрать
p2n = 0, т. е. вычислить вероятность в том же прибли-
жении безмассовых нейтрино, в каком мы вычисли-
ли квадрат модуля амплитуды. Конкретное значе-
ние pn, удовлетворяющее этому условию, обозначим
через p, где p направлен от источника к детектору,
а p2 = 0.

Таким образом, мы умножаем квадрат моду-
ля амплитуды на дельта-функцию сохранения энер-
гии-импульса

(2π)
4
δ
(
P (1) + P (2) − P (1′) − q − P (2′) − k

)

и на дельта-функцию

2π δ
(
P (1) − P (1′) − q − p

)
,

а также подставляем p вместо pn везде в (15)
[14]. Поступая таким образом, мы фиксируем им-
пульс промежуточных нейтрино, направление кото-
рого определяется взаимным расположением источ-
ника и детектора, и после интегрирования по фа-
зовому объему находим дифференциальную вероят-
ность d3W

/
d3p процесса с определенным импульсом

нейтрино. Поскольку экспериментальная ситуация
определяет только направление импульса нейтрино,
но не его абсолютную величину, мы должны также
проинтегрировать d3W

/
d3p по |p| по всем допусти-

мым значениям. Выполняя эту процедуру расчета,
приходим к вероятности процесса с точечными ис-
точником и детектором:

dW

dΩ
=

|p|max∫

|p|min

d3WP

d3p
WDPee

(
|p| , L,H

)
|p|2 d|p|. (21)

Здесь d3WP /d
3p — дифференциальная вероятность

распада ядра 1 на ядро 1′, позитрон и безмассовый
фермион с импульсом p, WD — вероятность процес-
са рассеяния безмассового фермиона с импульсом p

и ядра 2 с образованием ядра 2′ и электрона.

В (21) нижний предел интегрирования |p|min

определяется порогом процесса регистрации, а верх-
ний |p|max — законом сохранения энергии-импульса
в вершине рождения. В дальнейшем начальные яд-
ра 1 и 2 будем считать покоящимися и положим их
импульсы P(1), P(2) равными нулю. Тогда пределы
интегрирования даются выражениями [29]

|p|min =
(M2′ +me)

2 −M2
2

2M2
,

|p|max =
M2

1 − (M1′ +me)
2

2M1
,

(22)

где Ml, l = 1, 1′, 2, 2′, — массы ядер, а me — масса
электрона.

Приведенный выше результат относится к слу-
чаю точечных источника и детектора, что означает,
что их размеры пренебрежимо малы по сравнению
с расстоянием между ними, а также по сравнению с
длинами осцилляций и когерентности. Кроме того,
предполагалось наличие магнитного поля на всем
пути нейтрино. Наш следующий шаг — рассмотреть
Солнце как источник, принимая во внимание его
структуру. На самом деле нейтрино рождаются в
солнечном ядре как протяженной области, и счита-
ется, что магнитное поле присутствует в основном
внутри конвективной зоны Солнца [30], хотя гораздо
более сильные магнитные поля могут существовать
в зоне лучистого переноса [31].

Мы исходим из следующих предположений. Яд-
ро Солнца имеет радиус Rcore = 173 000 км, кон-
вективная зона занимает оболочку от Rconv =

= 496 000 км почти до поверхности Солнца, RSun =

= 696 000 км, так что толщина конвективной зо-
ны равна Lconv ≡ RSun − Rconv = 200 000 км. Ра-
диус солнечного ядра Rcore составляет всего около
0.12 % от расстояния между Солнцем и Землей даже
в перигелии, 147 млн км, поэтому можно пренебречь
разницей углов, под которыми нейтрино, которые
будут зарегистрированы, испускаются из разных то-
чек источника. Одномерное приближение, необходи-
мое при выводе зависящего от расстояния пропага-
тора (9), остается в силе.

В этом приближении можно найти максималь-
ную относительную разность пробега через конвек-
тивную зону для нейтрино, вылетевшего из центра
солнечного ядра и из его границы в направлении
Земли:

∆L =

√
R2

Sun −R2
core −

√
R2

conv −R2
core

RSun −Rconv
− 1 =

= 0.047, (23)

т. е. менее 5 %.
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Предположим для простоты, что магнитное по-
ле, удовлетворяющее соотношению адиабатичности
(11), занимает только конвективную зону, каса-
тельно к любой сферической оболочке и аксиаль-
но-симметрично относительно оси вращения Солн-
ца. Предполагается, что силовые линии магнитно-
го поля лежат в плоскостях, перпендикулярных оси
вращения Солнца. Нейтрино, которые проходят бо-
лее длинный путь сквозь конвективную зону, под-
вержены влиянию более слабого поперечного поля
H⊥. Ослабление поперечного поля для граничных
нейтрино по сравнению с центральными определя-
ется отличием косинуса угла проекции от единицы
и может достигать

∆H = 1−

√

1−
(
Rcore

Rconv

)2

= 0.063, (24)

т. е. чуть больше 6 %.
Два эффекта, поправки из-за которых даются

выражениями (23) и (24), работают друг против
друга: нейтрино с более длинным пробегом в маг-
нитном поле, как правило, испытывают влияние
более слабого поперечного поля. Таким образом,
осцилляционные фазы, набранные нейтрино, испу-
щенными из разных точек источника, при движении
через поле одинаковы в пределах погрешности ∆L =

= 4.7% как максимум. В принципе, эти геометриче-
ские эффекты можно учесть точно, однако это сде-
лало бы приведенные ниже выражения гораздо бо-
лее громоздкими. Это имеет смысл для конкретно-
го эксперимента, но здесь мы пренебрегаем данной
ошибкой среди других неточностей и предполагаем,
что нейтрино, испускаемые из всех точек солнечно-
го ядра, «чувствуют» одно и то же среднее поле H
на пути одной и той же длины Lconv.

Скорость реакции рождения в данной точке
солнечного ядра предполагается пропорциональной
плотности вещества в этой точке, ρ (R), где R — рас-
стояние от центра Солнца.

Для того чтобы получить нормированную веро-
ятность регистрации электрона в процессе, в кото-
ром источником нейтрино является солнечное ядро,
необходимо усреднить вероятность (21) по объему
солнечного ядра с учетом распределения плотности
и различной длины пути для нейтрино, испускае-
мых из разных точек источника. Делая это, разо-
бьем ядро на сечения, для каждого из которых рас-
стояние между точкой рождения и точкой детекти-
рования нейтрино будет одинаковым. Эти сечения
ортогональны n, их положение определяется сдви-
гом r вдоль n от центра ядра, −Rcore ≤ r ≤ Rcore

(отрицательное значение r соответствует сдвигу в
противоположном направлении относительно n). В
свою очередь, сечения разбиваются на окружности,
на которых плотность вещества ядра Солнца оди-
накова, и x — радиус такой окружности в текущем
сечении, 0 ≤ x ≤

√
R2

core − r2. Нормировка выбрана
таким образом, чтобы вероятность в точке L = 0 в
пределе равнялась единице для источника нулево-
го размера. Расстояние между центрами Солнца и
детектора обозначается через L. Наконец, получаем
вероятность осцилляций нейтрино от протяженного
солнечного ядра в виде

W̃ (L) =

=
1

N

Rcore∫

−Rcore

dr

√
R2

core−r2∫

0

dx 2πx ρ
(√

r2 + x2
)
×

×
|p|max∫

|p|min

d|p| |p|2 d
3WP

d3p
WDWee

(
|p| , L, r,H

)
. (25)

Здесь нормировочная постоянная есть

N =Mcore

|p|max∫

|p|min

d|p| |p|2 d
3WP

d3p
WDPee

(
|p| , 0, H

)
=

=Mcore

|p|max∫

|p|min

d|p| |p|2 d
3WP

d3p
WD, (26)

масса солнечного ядра —

Mcore =

∫

core

ρ (R) dV = 4πρcR
3
M , (27)

и мы учитываем тот факт, что «магнитная» фаза
набирается только внутри конвективной зоны, где
присутствует внешнее поле, вследствие следующей
модификации вероятности (19):
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Wee

(
|p| , L, r,H

)
= 1−

3∑

i,k=1
k<i

|U1i|2 |U1k|2 ×

×
{
sin2

[
∆m2

ik

4 |p| (L− r)− µ0∆mikH

2
Lmagn

]
+

+ sin2
[
∆m2

ik

4 |p| (L− r)− µ0ΣmikH

2
Lmagn

]
+

+ sin2
[
∆m2

ik

4 |p| (L− r) +
µ0ΣmikH

2
Lmagn

]
+

+sin2
[
∆m2

ik

4 |p| (L− r) +
µ0∆mikH

2
Lmagn

]}
−

−
3∑

i=1

|U1i|4 sin2
(
µ0miHLmagn

)
, (28)

где

Lmagn =





0, L < Rconv,

L−Rconv, Rconv ≤ L < RSun,

Lconv, L ≥ RSun.

(29)

Само собой разумеется, что формула (25) имеет
смысл только при L > Rcore.

В случае, если нейтрино образуются в результате
реакции электронного захвата,

e− + A1

Z1
X → A1

Z1−1X+ νi, (30)

дифференциальная вероятность распада d3WP /d
3p

в (21) должна быть заменена дифференциальной ве-
роятностью реакции (30). Это единственное измене-
ние в формуле (21), однако реакция (30) имеет двух-
частичное конечное состояние, следовательно, диф-
ференциальная вероятность рождения d3WP /d

3p в
этом случае сингулярна. Таким образом, интегриро-
вание в (21) дает

dW

dΩ
=
dWP

dΩ
WD Pee

(
|p| , L,H

)
. (31)

Здесь модуль импульса нейтрино |p| не перемен-
ная, а величина, определяемая законом сохранения
энергии-импульса, и dWP /dΩ — дифференциальная
вероятность рождения безмассового фермиона с им-
пульсом, направленным от источника к детектору.

Если импульсы начальных частиц в реакции (30)
фиксированы, то в ней рождаются моноэнергетиче-
ские нейтрино. Однако в этом случае мы должны
учитывать разброс импульсов начальных частиц. В
солнечном ядре электроны и атомные ядра находят-
ся в плазме, поэтому именно электроны вносят ос-
новной вклад в разброс энергии нейтрино, так как
масса электрона как минимум на 3 порядка меньше

массы ядра. Тогда, пренебрегая движением ядер, в
нерелятивистском случае необходимо усреднить вы-
ражение (31) по импульсу начального электрона с
распределением Максвелла – Больцмана. Далее тре-
буется усреднить результат по объему ядра Солнца
аналогично предыдущему случаю, но с учетом рас-
пределения температуры T (R). Это дает

W̃ (L) =
1

Mcore
×

×
Rcore∫

−Rcore

dr

√
R2

core−r2∫

0

dx 2πx ρ
(√

r2 + x2
)
×

× 1

N
(√
r2 + x2

)
∞∫

0

d|q| f
(
|q| , T

(√
r2 + x2

))
×

× dWP

dΩ
WDWee

(
|p| , L, r,H

)
, (32)

где f (|q| , T ) — распределение Максвелла – Больц-
мана по модулю |q| импульса начального электрона,
характеризуемое температурой T , а

N (R) =

∞∫

0

d|q| f (|q| , T (R))
dWP

dΩ
WD . (33)

Таким же образом можно рассмотреть процесс
осцилляций нейтрино, когда нейтрино детектируют-
ся через взаимодействие как с заряженным, так и с
нейтральным токами, как это показано на следую-
щих диаграммах:

(35)x y

e q( )+
e k( )–

e k( )–

1
ni( )k2

W
+

W
+

nk n( )p

Обозначения для импульсов частиц те же, что и на
диаграмме (2), но мы также вводим дополнительные
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обозначения k1 и k2 для 4-импульсов налетающего
электрона и улетающего нейтрино νi соответствен-
но.

В приближении взаимодействия Ферми амплиту-
да в импульсном представлении, соответствующая
диаграмме (34), имеет вид

Mnc
i =

= i
G2

F

8 |pn|
U∗
1i j

(1)
µ

(
P(1),P(1′)

)
ν̄i (k2)

(
1 + γ5

)
γρ p̂n ×

×
[
(1− ij · γ) exp

{
i
p2n −m2

i + 2 |pn|µ0miH

2 |pn|
L

}
+

+ (1 + ij · γ) exp
{
i
p2n −m2

i − 2 |pn|µ0miH

2 |pn|
L

}]
×

× γµ
(
1− γ5

)
v (q) ×

×
[(

−1

2
+ sin2 θw

)
ū (k) γρ

(
1− γ5

)
u (k1) +

+ sin2 θw ū (k) γρ
(
1 + γ5

)
u (k1)

]
. (36)

Амплитуда, соответствующая диаграмме (35), про-
суммированная по индексу k, равна

M cc
i = −i G

2
F

8 |pn|
U∗
1i j

(1)
µ

(
P(1),P(1′)

)
×

× ū (k)
(
1 + γ5

)
γρ p̂n

3∑

k=1

|U1k|2 ×

×
[
(1−ij · γ) exp

{
i
p2n−m2

k+2 |pn|µ0mkH

2 |pn|
L

}
+

+ (1+ij · γ) exp
{
i
p2n−m2

k−2 |pn|µ0mkH

2 |pn|
L

}]
×

× γµ
(
1− γ5

)
υ (q) ν̄i (k2) γρ

(
1− γ5

)
u (k1) . (37)

Вероятность процесса необходимо просуммировать
по индексу i.

Дифференциальная вероятность этого процесса
может быть рассчитана по тем же правилам, кото-
рые сформулированы выше, и для случая точечного
источника имеет вид [18]

dW

dΩ
=

|p|max∫

|p|min

d3WP

d3p
WD

(
L,H

)
|p|2 d|p|, (38)

где дифференциальная вероятность d3WP /d
3p рож-

дения нейтрино та же самая, что и в формуле (21),
полученной для того же процесса рождения и реги-
страции через взаимодействие с заряженным током,
а вероятность детектирования определяется выра-
жением

WD

(
L,H

)
=
G2

Fme

2π
×

×
{[ (

1−4 sin2 θw+8 sin4 θw
)
∆T −

− 4 sin2 θw

(
sin2 θw
Tmax

− me

4p2

)
∆T 2+

4

3

sin4 θw
p2

∆T 3

]
×

×
3∑

i=1

|U1i|2 cos2
(
µ0miHL

)
+

+ 8 sin2 θw

[
∆T−me

4p2
∆T 2

]
Pee

(
|p| , L,H

)
}
. (39)

Здесь

∆T ≡ Tmax − Tmin , ∆T 2 ≡ T 2
max − T 2

min ,

∆T 3 ≡ T 3
max − T 3

min,
(40)

Tmax — максимальная кинетическая энергия конеч-
ного электрона в процессе детектирования, опреде-
ляемая законом сохранения 4-импульса,

Tmax =
2p2

2 |p|+me
, (41)

Tmin — минимальная кинетическая энергия этого
электрона, доступная для регистрации данным де-
тектором. Нижний предел |p|min интегрирования в
(38) связан с Tmin соотношением, аналогичным (41),
что дает

|p|min =
1

2

(
Tmin +

√
Tmin (Tmin + 2me)

)
. (42)

Учет размера источника, которым предполага-
ется солнечное ядро, выполняется описанным выше
образом, что дает аналогичное (25) выражение, а
именно

W̃ (L) =
1

N

Rcore∫

−Rcore

dr

√
R2

core−r2∫

0

dx 2πx ρ
(√

r2 + x2
)
×

×
|p|max∫

|p|min

d|p| |p|2 d
3WP

d3p
ŴD

(
L, r,H

)
(43)

с нормировочной константой

N =Mcore

|p|max∫

|p|min

d|p| |p|2 d
3WP

d3p
WD

(
0, H

)
, (44)

где модифицированная вероятность детектирования
ŴD

(
L, r,H

)
получается из WD

(
L,H

)
, определен-

ной в (39), заменой L → Lmagn в первом члене и
Pee

(
|p| , L,H

)
→Wee

(
|p| , L, r,H

)
во втором.
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Если процессом рождения является реакция
электронного захвата (30), то можно получить
вероятность процесса осцилляций нейтрино, усред-
ненную по разбросу импульса начального электрона
и объему солнечного ядра, в виде

W̃ (L) =
1

Mcore

Rcore∫

−Rcore

dr×

×

√
R2

core−r2∫

0

dx 2πx ρ
(√

r2+x2
) 1

N
(√
r2+x2

) ×

×
∞∫

0

d|q| f
(
|q| , T

(√
r2 + x2

))
×

× dWP

dΩ
ŴD

(
L, r,H

)
, (45)

где

N (R) =

∞∫

0

d|q| f (|q| , T (R))
dWP

dΩ
WD

(
0, H

)
. (46)

3. КОНКРЕТНЫЕ ПРИМЕРЫ

Рассмотрим несколько примеров. Сначала пред-
положим, что нейтрино рождаются в реакциях
CNO-цикла, распадах 15O и 13N,

15O → 15N+ e+ + νi ,
13N → 13C+ e+ + νi , (47)

и регистрируются галлий-германиевым детектором,

νi +
71 Ga →71 Ge + e−. (48)

В ядерной физике реакции (47), (48) называются
разрешенными переходами [32]. Для таких реакций
можно пренебречь положением и импульсом нук-
лона и предполагать, что он взаимодействует так,
как если бы он находился в покое. Таким образом,
зависимостью ядерных формфакторов от передан-
ного импульса можно пренебречь [32]. Пренебрегая
также возможным вкладом возбужденных состоя-
ний конечных ядер, мы можем аппроксимировать
дифференциальную вероятность рождения нейтри-
но выражением

d3WP

d3p
= CP

√
(|p|max − |p|) (|p|max − |p|+ 2me)×

× (|p|max − |p|+me) (49)

и вероятность детектирования нейтрино выражени-
ем

WD = CD

√
(|p| − |p|min) (|p| − |p|min + 2me)×

× (|p| − |p|min +me) , (50)

где CP, D — некоторые константы, а |p|max,min опре-
деляются выражениями (22). Для выбранных про-
цессов рождения и регистрации имеем

|p|Ga–Ge
min = 232 кэВ, |p|Omax = 1732 кэВ,

|p|Nmax = 1199 кэВ.
(51)

Мы будем использовать следующие значения уг-
лов смешивания [33]:

sin2 θ12 = 0.307, sin2 θ23 = 0.545,

sin2 θ13 = 2.18 · 10−2.
(52)

Магнитные моменты нейтрино предполагаются про-
порциональными их массам, µi = µ0mi. Рассматри-
вая нормальное упорядочение масс нейтрино, с уче-
том экспериментальных ограничений [33]

∆m2
21 = 7.53 · 10−5 эВ2,

∆m2
32 = 2.45 · 10−3 эВ2

(53)

и космологического предела [34, 35]

m1 +m2 +m3 < 0.120 эВ (54)

будем исследовать набор масс

m1 = 0.0114 эВ, m2 = 0.0143 эВ,

m3 = 0.0515 эВ.
(55)

Эксперименты Borexino [36] и GEMMA [37] уста-
навливают ограничение сверху на магнитный мо-
мент нейтрино величиной около 2.8 · 10−11 µB =

= 8.3 ·10−18 эВ−1, где µB = e~/2mec — магнетон Бо-
ра. Примем магнитный момент легчайшего нейтри-
но равным µ1 = 3.5 · 10−19 эВ−1, что примерно в 25
раз меньше экспериментального предела. Это зна-
чение также определяет магнитные моменты двух
других нейтрино.

Среднее поле H в конвективной зоне принима-
ется равным 104 Гс, как это было оценено в работе
[22]. Эта оценка близка к оценкам в более поздней
статье [30]. Для выполнения условия адиабатичнос-
ти (11) при выбранном значении магнитного момен-
та нейтрино градиент магнитного поля должен быть
много меньше 1019 Гс/км, что, очевидно, выполняет-
ся. Ниже мы приводим расчеты для этого значения
среднего поля и значений вокруг него.
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Рис. 1. Нормированная вероятность (25) процесса осцил-

ляций нейтрино в магнитном поле в условиях Солнца; рож-

дение в распаде 15O или 13N, регистрация Ga–Ge-детек-

тором

Распределение плотности в солнечном ядре в за-
висимости от радиуса R может быть аппроксимиро-
вано экспоненциальной функцией: [31]

ρ (R) = ρc e
−R/RM , (56)

где ρc = 150 г/см3 — плотность в центре Солнца, а
параметр RM = 9.754 · 104 км [38].

Выполняя численное интегрирование в (25) в
рамках описанных приближений и допущений, мы
приходим к результату, представленному на рис. 1.
Крайняя левая точка соответствует границе ядра,
L = Rcore. Как было показано в статье [17], на этом
расстоянии зависящие от энергии колебания исчеза-
ют, и графики одинаковы для источников с ядрами
15O и 13N. На графике виден переход от горизон-
тальной линии

3∑

i=1

|U1i|4 = 0.550,

которая является асимптотой осцилляций в отсут-
ствие поля [17], через осцилляции в конвективной
зоне к другой горизонтальной асимптоте, значение
которой определяется суммарной фазой, накоплен-
ной нейтрино на пути в поле. Эта асимптота задает-
ся выражением (28) (или (19)) с усредненными за-
висящими от энергии осцилляциями и для обсужда-
емой модели имеет вид
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Рис. 2. Асимптотическое значение Wasym, даваемое фор-

мулой (57), как функция µ0H

Wasym =

3∑

i=1

|U1i|4 −

−
3∑

i=1

|U1i|4 sin2
(
µ0miHLconv

)
, (57)

что дает значение 0.513 в рамках наших предпо-
ложений. Поскольку толщина конвективной зоны
Lconv практически фиксирована, в то время как
значения µ0 и H могут изменяться в зависимости
от модели, полезно построить график асимптотиче-
ского значения Wasym нейтринных осцилляций как
функции произведения µ0H . Этот график показан
на рис. 2, где штриховая линия изображает нижний
предел, даваемый экспериментами GALLEX + GNO
(согласно их измерениям, соответствующая величи-
на составляет 0.58±0.07, в то время как эксперимент
SAGE дает близкий результат 0.59 ± 0.07 [38]). Мы
видим, что существует много значений произведе-
ния µ0H, совместных с экспериментальными огра-
ничениями.

Рассмотрим теперь образование нейтрино при
захвате электрона ядром бериллия,

e− + 7Be → 7Li + νi , (58)

с регистрацией тем же Ga–Ge-детектором (реак-
ция (48)). Реакция (58) также является разрешен-
ным переходом, поэтому мы пренебрегаем ядерны-
ми формфакторами. В нерелятивистском прибли-
жении, пренебрегая возбужденными состояниями
7Li, переходя от интегрирования по модулю импуль-
са начального электрона |q| к интегрированию по
модулю импульса промежуточного нейтрино |p|, ве-
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роятность (32) можно переписать следующим обра-
зом [18]:

W̃ (L) =
1

Mcore

Rcore∫

−Rcore

dr×

×

√
R2

core−r2∫

0

dx 2πx ρ
(√

r2+x2
) 1

N
(√
r2+x2

) ×

×
∞∫

∆

d|p| |p|2 exp
{
− |p| −∆

kT
(√
r2+x2

)
}
√
|p| −∆×

×
√
(|p| − |p|min) (|p| − |p|min + 2me)×

× (|p| − |p|min +me)Wee

(
|p| , L, r,H

)
, (59)

где

N (R) =

∞∫

∆

d|p| |p|2 exp
{
−|p| −∆

kT (R)

}√
|p| −∆×

×
√
(|p| − |p|min) (|p| − |p|min + 2me)×

× (|p| − |p|min +me) , (60)

∆ =MBe +me −MLi = 862 кэВ есть энергетический
выход реакции (58) (массой нейтрино пренебрегаем)
и |p|min дается в (51).

Будем аппроксимировать распределение темпе-
ратуры в солнечном ядре также экспоненциальной
функцией,

T (R) = Tc e
−R/RT , (61)

где Tc = 1.5 · 107 К — температура в центре Солнца,
а параметр RT = 3.433 · 105 км [38].

Численное интегрирование (59) дает тот же ре-
зультат, который изображен на рис. 1. Это связа-
но с факторизацией осциллирующего множителя
Wee

(
|p| , L, r,H

)
, а также с тем, что длины осцилля-

ций намного меньше размера солнечного ядра даже
для почти моноэнергетических нейтрино от реакции
электронного захвата (58). Фактически осцилляци-
онная картина в рассматриваемой постановке экс-
перимента описывается формулой (57), где сделана
замена Lconv → Lmagn.

Ситуация с процессами нейтринных осцилляций,
где нейтрино детектируются через взаимодействие
как со слабым заряженным, так и с нейтральным
током, иная, поскольку осциллирующий множитель

не факторизуется. Асимптотика осцилляций теперь
зависит от характеристик процессов рождения и
детектирования и имеющегося диапазона энергий.
Рассмотрим рождение нейтрино в тех же распадах
15O и 13N и регистрацию черенковским детектором
на водной основе. Для последнего имеем |p|Cher

min =

= 421 кэВ. Результаты численного интегрирования
в (43) для обеих реакций рождения выглядят анало-
гично представленным на рис. 1, где левая и правая
горизонтали равны 0.645 и 0.431 для 15O-источника,
а для 13N-источника эти горизонтали равны 0.652
и 0.435.

В этом случае асимптотика осцилляций опреде-
ляется выражением [18]

W̃asym =

3∑

i=1

|U1i|4−
3∑

i=1

|U1i|4 sin2
(
µ0miHLconv

)
+

+ Cnc

(
1−

3∑

i=1

|U1i|2 sin2
(
µ0miHLconv

)
−

−
3∑

i=1

|U1i|4+
3∑

i=1

|U1i|4 sin2
(
µ0miHLconv

)
)
, (62)

где коэффициент Cnc, учитывающий вклад нейт-
рального тока, имеет вид

Cnc =

|p|max∫

|p|min

d3WP

d3p
Wνµe |p|2 d|p| ×

×




|p|max∫

|p|min

d3WP

d3p
Wνee |p|2 d|p|




−1

, (63)

Wναe — вероятность рассеяния безмассового флей-
ворного состояния нейтрино να на электроне, рас-
считанная в рамках Стандартной модели. Числен-
ная оценка в нашем приближении дает Cnc = 0.210

для рождения нейтрино в распаде 15O и Cnc = 0.226

для распада 13N. Используя явный вид Wναe, в
интервале энергий 420 кэВ ≤ |p|min < |p|max ≤
≤ 14 МэВ можно ограничить коэффициент Cnc как
0.177 < Cnc < 0.321. Стоит отметить, что Cnc умень-
шается с ростом |p|, т. е. вклад нейтрального тока в
асимптотическое значение (62) уменьшается с уве-
личением энергии.

Наконец, рассмотрим рождение нейтрино в реак-
ции электронного захвата 7Be и регистрацию вод-
ным черенковским детектором. Вероятность (45)
можно переписать в виде
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W̃ (L) =
1

Mcore

Rcore∫

−Rcore

dr×

×

√
R2

core−r2∫

0

dx 2πx ρ
(√

r2+x2
) 1

N
(√
r2+x2

) ×

×
∞∫

∆

d|p| |p|2 exp
{
− |p| −∆

kT
(√
r2 + x2

)
}

×

×
√
|p| −∆ŴD

(
L, r,H

)
, (64)

где

N (R) =

∞∫

∆

d|p| |p|2 exp
{
−|p| −∆

kT (R)

}
×

×
√
|p| −∆WD

(
0, H

)
. (65)

Результаты численного интегрирования снова вы-
глядят аналогично рис. 1, где левая горизонтальная
асимптота равна 0.651, а правая — 0.435. Поскольку
мы учитываем распределение температуры, асимп-
тотическое значение в рассматриваемом случае да-
ется той же формулой (62), но с переопределением

Cnc =
4π

Mcore

Rcore∫

0

C̃nc (R) ρ (R)R
2 dR , (66)

где

C̃nc (R) =

∞∫

∆

exp

{
−|p| −∆

kT (R)

}
×

×
√
|p| −∆Wνµe |p|2 d|p| ×

×




∞∫

∆

exp

{
−|p| −∆

kT (R)

}
×

×
√
|p| −∆Wνee |p|2 d|p|




−1

. (67)

Однако ограничения на Cnc остаются такими же,
как обсуждалось после формулы (63). Численная
оценка с выбранными профилями плотности и тем-
пературы (56) и (61) дает Cnc = 0.224.

Отношение потока нейтрино от 7Be к предска-
занному стандартной солнечной моделью было из-
мерено коллаборацией Borexino и составило 0.62 ±
± 0.05 [39]. Это значение совместно с полученным
асимптотическим значением 0.651 в вакууме и до-
пускает вклад от солнечного магнитного поля. Од-
нако значение 0.435, найденное для выбранных зна-
чений магнитных моментов нейтрино и магнитного

поля в конвективной зоне Солнца, несколько мало.
Тем не менее для некоторых значений произведения
µ0H, представленных на рис. 2, могут быть получе-
ны большие значения этого отношения.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассмотрены осцилляции
нейтрино, рождающихся в протяженном солнечном
ядре как источнике, с учетом солнечного магнитно-
го поля в рамках Стандартной модели, минимально
расширенной правыми синглетами нейтрино. Опи-
сание выполнено в терминах плоских волн и основа-
но на диаграммной технике Фейнмана в координат-
ном представлении, дополненной модифицирован-
ными правилами перехода к импульсному представ-
лению, отражающими постановку эксперимента.

Модифицированный пертурбативный форма-
лизм, обобщающий стандартный S-матричный
подход на случай квантовых процессов, протека-
ющих на конечных пространственно-временных
интервалах, позволяет учитывать конечный размер
источника и распределения плотности и темпе-
ратуры внутри него. Это было проделано для
солнечного ядра, а также была учтена структу-
ра Солнца. Исследованы четыре типа процессов
нейтринных осцилляций: с рождением нейтрино
в трехчастичном ядерном распаде или в реакции
захвата электрона ядром и с детектированием
через взаимодействие только с заряженным или с
заряженным и нейтральным слабыми токами.

Рассмотрены конкретные примеры: рождение
нейтрино в распадах ядер 15O или 13N или электрон-
ный захват ядром 7Be, детектирование нейтрино
галлий-германиевым или водным черенковским де-
тектором. Проанализированы асимптотические зна-
чения вероятности этих процессов, совпадающие с
отношением экспериментально измеренного потока
к предсказываемому стандартной солнечной моде-
лью, и получено достаточно хорошее согласие с экс-
периментальными данными.

Преимуществом формализма является техничес-
кая простота и физическая прозрачность. В нем
не используются волновые пакеты, что значитель-
но упрощает расчеты. По сути, они очень похожи
на таковые в рамках стандартной техники диаграмм
Фейнмана с плоскими волнами, главное отличие со-
стоит в использовании зависящего от расстояния
пропагатора вместо пропагатора Фейнмана. Флей-
ворные состояния нейтрино в этом подходе излиш-
ни.
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Представлены результаты расчетов отношения выхода античастиц к выходу частиц (p̄/p, d̄/d,3He/3 He)

в протон-протонных и ядро-ядерных взаимодействиях с использованием параметра самоподобия в цент-

ральной области быстрот. Используемый подход основан на изучении взаимодействий релятивистских

ядер в пространстве 4-скоростей. Результаты расчетов сравниваются с существующими эксперименталь-

ными данными в широкой области энергий (SPS, RHIC, LHC). В рамках этого подхода ранее были

описаны инклюзивные спектры пионов и каонов и отношения их выходов в pp-столкновениях.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В 1998 году А. М. Балдин и А. И. Малахов опуб-
ликовали статью, в которой с помощью автомодель-
ного подхода получили явное аналитическое выра-
жение для инклюзивных сечений частиц, ядерных
фрагментов и антиядер в столкновениях реляти-
вистских ядер в центральной области быстрот [1].
В настоящее время появились соответствующие экс-
периментальные данные вплоть до энергии LHC.
В настоящей работе мы приводим сравнение на-
ших расчетов отношения выхода антиядер и ядер в
релятивистских pp-столкновениях и в центральных
AA-столкновений в центральной области быстрот с
имеющимися экспериментальными данными.

2. ПАРАМЕТР САМОПОДОБИЯ В
ЦЕНТРАЛЬНОЙ ОБЛАСТИ БЫСТРОТ

Экспериментально наблюдаемые величины, ха-
рактеризующие многокварковые процессы, пред-
ставляют собой сечения множественного рождения
частиц в релятивистских ядерных столкновениях

* E-mail: malakhov@jinr.ru
** E-mail: zaicev@jinr.ru

I + II → 1 + . . . (1)

В реакции (1) сталкивающиеся ядра обозначены но-
мерами I и II, а вторичная зарегистрированная час-
тица обозначена цифрой 1. Процесс (1) схематиче-
ски представлен на рис. 1.

Для процесса (1), если мы наблюдаем только од-
ну вторичную частицу, можно написать закон со-
хранения 4-импульса в следующем виде:

(NIPI +NIIPII − P1)
2 =

= (NIm0 +NIIm0 +M)2, (2)

P m uI 0 I=

P m uII 0 II=

P m u1 0 1=

Рис. 1. Взаимодействие двух ядер: PI — 4-импульс на нук-

лон ядра I; PII — 4-импульс на нуклон ядра II и P1 —

4-импульс вторичной частицы 1; uI, uII, u1 — 4-скорости

ядер I, II и частицы 1; m0 — масса нуклона, m1 —масса

регистрируемой частицы
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где NI и NII — кумулятивные числа (точнее, доли
переданного 4-импульса) для ядер I и II, PI и PII —
4-импульсы на нуклон ядер I и II, соответственно,
P1 — 4-импульс частицы 1, m0 — масса нуклона,
M — масса частицы, обеспечивающей сохранение
барионного числа, странности и других квантовых
чисел. Для антиядер M = m1, а для ядер M = −m1,
где m1 — масса регистрируемой частицы. Для опи-
сания взаимодействий релятивистских ядер в про-
странстве 4-скоростей в работе [2] введен параметр
самоподобия

Π = min

{
1

2

√
(uINI + uIINII)

2

}
, (3)

здесь uI и uII — 4-скорости ядер I и II.
В этом случае инвариантные сечения выхода ин-

клюзивных частиц разных типов при ядерных вза-
имодействиях с атомными номерами AI и AII опи-
сываются универсальной зависимостью в широком
диапазоне энергий и различных атомных номеров
сталкивающихся ядер [3, 4]:

E
d3σ

dp3
= C1A

α(NI)
I A

α(NII)
II exp

(
− Π

C2

)
, (4)

где α(NI) = 1/3 + NI/3, α(NII) = 1/3 + NII/3, C1 =

= 1.9 · 104 мб ·ГэВ−2 · c 3· ср−1 и C2 = 0.125± 0.002.
Поскольку E d3σ/dp3 = d3σ/(dφ dy pT dpT ), ин-

тегрируя выражение (4) по азимутальному углу φ,
получаем (pT — поперечный импульс регистрируе-
мой частицы)

d2σ

mT dmT dy
= 2π C1A

α(NI)
I ×

×A
α(NII)
II exp

(
− Π

C2

)
. (5)

Тогда мы можем написать

d2σ

dmT dy
= 2πmT C1A

α(NI)
I ×

×A
α(NII)
II exp

(
− Π

C2

)
. (6)

В центральной области быстрот можно найти
аналитическое выражение для Π [1,4]. В этом случае
NI и NII равны друг другу, NI = NII = N ,

N =

[
1 +

√
1 +

ΦM

Φ2

]
Φ, (7)

где

Φ =
1

2m0

m1T chY +M

sh2 Y
(8)

и

ΦM =
M2 −m2

1

4m2
0 sh2 Y

. (9)

Здесь m1T — поперечная масса регистрируемой час-
тицы,m1T =

√
m2

1 + p2T , Y — быстрота взаимодейст-
вующих ядер. Тогда получаем уравнение Балди-
на – Малахова:

Π = N chY. (10)

3. ОТНОШЕНИЕ ВЫХОДА АНТИЧАСТИЦ К
ЧАСТИЦАМ

Для барионов из соотношений (7)–(9) получаем

Πb =
(m1T chY −m1) chY

m0 sh2 Y
, (11)

а для антибарионов —

Πa =
(m1T chY +m1) chY

m0 sh2 Y
. (12)

Для отношения выхода антибарионов к барио-
нам мы получаем следующее выражение:

Ratio

(
antibaryon

baryon

)
=

2π

∞∫

0

m1T C1 A
α(NI)
I A

α(NII)
II exp

(
−Πa

C2

)
dm1T

2π

∞∫

0

m1T C1A
α(NI)
I A

α(NII)
II exp

(
−Πb

C2

)
dm1T

. (13)

В случае симметричных ядер (AI = AII = A) указанное выше выражение принимает следующий вид:
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Зависимости отношения вы-

ходов антипротонов к протонам в центральной области

быстрот от быстроты Y и энергии
√
s сталкивающихся

ядер в pp-столкновениях [5–16] и в наиболее централь-

ных AA-столкновениях [11–17]. Расчеты представлены со-

ответственно штриховой и сплошной линиями

Ratio

(
antibaryon

baryon

)
= A

4
3

m1
m0

1
sh2 Y ×

×

∞∫
0

m1T C1A
2
3

m1T
m0

chY exp

(
−Πa

C2

)
dm1T

∞∫

0

m1T C1 A
2
3

m1T
m0

chY exp

(
−Πb

C2

)
dm1T

=

= A
4
3

m1
m0

1
sh2 Y exp

(
− 2

C2

m1

m0

chY

sh2 Y

)
. (14)

Если AI = A, AII = B, то

Ratio

(
antibaryon

baryon

)
=

= (AB)
2
3

m1
m0

1
sh2 Y exp

(
− 2

C2

m1

m0

chY

sh2 Y

)
. (15)

Результаты расчетов отношения выходов анти-
протонов к протонам с использованием выражений
(13) и (11), (12) представлены на рис. 2 вместе с
экспериментальными данными, включая последние
данные, полученные на SPS, RHIC, LHC [5–18].

Зависимости отношения выхода антипротонов к
выходу протонов во взаимодействиях pp и легких
ядер (BeBe) хорошо описываются в нашем подхо-
де с константой С2 = 0.146 ± 0.003 (рис. 2, сплош-

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

DATA
STAR(0 5% AuAu)-
PHENIX(0 5%AuAu)-

Y YdY='

Y YdY=' Y YdY='

Y YdY='

0

0.2

0.4
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0.8

1.0

DATA
NA44(SS)
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DATA
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ALICE(pp)
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DATA

NA49(PbPb)

DATA
STAR(CuCu)

DATA
NA61(BeBe)

Y

2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12

p
p/

Рис. 3. Зависимости отношения выходов антипротонов к

протонам в центральной области быстрот от быстроты

взаимодействующих протонов Y для pp- и BeBe-столкно-

вений и от Y ′ = Y −dY (dY ≈ 0.5) для SS-, CuCu-, AuAu-

и PbPb-столкновений. Расчеты представлены штриховы-

ми линиями

ная красная линия). Полученное значение констан-
ты совпадает с константой из работы, описывающей
инклюзивные спектры пионов и каонов, образую-
щихся в pp-столкновениях в области центральных
быстрот [3]. Для случая ядерных взаимодействий,
начинающихся с серы (SS), было получено удовле-
творительное описание с C2 = 0.088± 0.001.

Видно, что экспериментальные данные для ядер
от SS до PbPb описываются с другой константой
по сравнению с константой для протон-протонных
и BeBe-взаимодействий. Однако если учесть нали-
чие барионного торможения, то необходимо ввести
потерю быстроты Y [19, 20]. После введения поте-
ри быстроты на величину dY ≈ 0.5 все зависимости
для этих ядер прекрасно описываются с помощью
одной константы C2 = 0.146 (рис. 3).

В принципе dY зависит от Y , поэтому мы по-
строили зависимости для ядер от SS до PbPb для
каждого значения Y и получили зависимости, пред-
ставленные на рис. 4. Затем точки аппроксимирова-
лись линейной зависимостью вида dY = p0 + p1 Y .
Получены следующие коэффициенты p0 и p1 фити-
рующей линейной функции:

p0 = 0.11± 0.01, p1 = 0.18± 0.01 для AuAu(d̄/d);
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимости потери быстроты

dY от быстроты Y . Штриховые линии — линейная аппрок-

симация dY (Y ) = p0 + p1 Y

p0 = 0.21± 0.05, p1 = 0.10± 0.02 для AuAu(p̄/p);

p0 = 0.11± 0.08, p1 = 0.19± 0.04 для PbPb(p̄/p);

p0 = 0.03± 0.80, p1 = 0.09± 0.20 для CuCu(p̄/p).

Рисунок 5 иллюстрирует экспериментальные
данные по отношениям выхода антиядер к яд-
рам при той же константе C2 = 0.146 с учетом
зависимостей dY (Y ). Видно, что учет введения
дополнительной зависимости по быстроте (dY (Y ))
приводит к улучшению описания эксперименталь-
ных данных для тяжелых ядер (AuAu) при малых
быстротах.

Расчеты зависимости отношения выходов анти-
дейтронов к дейтронам в центральной области быст-
рот от быстроты взаимодействующих ядер AuAu
[18,21] с C2 = 0.146 и постоянным сдвигом по быст-
роте показаны на рис. 6а. Наилучшее описание экс-
периментальных данных было получено при исполь-
зовании зависимости по быстроте dY (Y ), см. рис. 6b.
На этом же рисунке представлен расчет отношения
выхода антидейтронов к дейтронам в pp-столкнове-
ниях в сравнении с данными ALICE [22].

На рис. 7 показаны расчеты зависимости отноше-
ния выходов 3He к 3He в центральной области быст-
рот от быстроты сталкивающихся ядер в наиболее
центральных столкновениях CuCu [23] и AuAu [24].
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Рис. 5. Описание коэффициентов выхода антипротонов к

протонам при одном значении константы C2 = 0.146 с уче-

том зависимостей dY (Y ). Расчеты представлены штрихо-

выми линиями

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Интерес к исследованию выхода легких ядер и
антиядер связан с возможностью изучения механиз-
ма образования нуклонных кластеров внутри горя-
чей адронной материи, а также внутренней динами-
ки файербола, образуемого при столкновении реля-
тивистских ядер.

Расчеты в рамках микроскопических моделей
ядро-ядерных столкновений [25] показывают, что
вследствие значительного эффекта аннигиляции в
плотной барионной материи формы спектров для
ядер и антиядер должны различаться, при этом наи-
большая разница предсказывается при малых зна-
чениях pT вблизи центральных быстрот [26].

В нашем подходе при интегрировании по mT

предполагается отсутствие различия спектров по pT
для частиц и античастиц.

6 ЖЭТФ, вып. 2 (8)
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Рис. 6. Расчеты зависимостей отношений выхода ан-

тидейтронов к дейтронам в центральной области быст-

рот от быстроты взаимодействующих ядер для pp- и

AuAu-столкновений. Расчеты (штриховые синие линии)

для столкновений AuAu представлены следующим обра-

зом: a — простой сдвиг быстроты (сдвиг на константу); b —

с использованием зависимости dY (Y ) на рис. 4. Расчет

(штриховая зеленая линия) d̄/d в pp-столкновениях пред-

ставлен без учета сдвига по быстроте

Отсутствие явной pT -зависимости для отноше-
ния выходов античастиц к выходам частиц может
означать незначительное влияние процесса анниги-
ляции в файерболе на характеристики рожденных
античастиц, что является ожидаемым в случае об-
разования легких антиядер в конце процесса эволю-
ции источника частиц (freeze-out).

Легкие ядра в кинематической области, дале-
кой от областей фрагментации мишени и пучка, мо-
гут или рождаться в столкновениях нуклонов (в
комбинации с несколькими антибарионами при со-
хранении барионного числа), или образовываться
в результате реакции слияния нескольких вторич-
ных нуклонов, расположенных близко друг к дру-
гу в конфигурационном пространстве и имеющих
малый относительный импульс. Прямое рождение
ядер возможно, в принципе, при больших энергиях.

Рис. 7. Зависимости отношения выходов антигелия-3 к

гелию-3 в центральной области быстрот для столкнове-

ний CuCu (a) и AuAu (b). Использовался простой сдвиг

по быстроте. Расчеты представлены штриховыми линиями

Принимая во внимание большое сечение взаимодей-
ствия адронов с ядрами и, особенно, чрезвычайно
малую энергию связи (в среднем несколько мега-
электронвольт на нуклон) по сравнению с темпера-
турой, можно с уверенностью утверждать, что боль-
шинство таких кластеров в процессе эволюции фай-
ербола разваливается на составляющие их нуклоны.
Более вероятным представляется подход в рамках
коалесцентной модели [27–29], в которой выход ядер
определяется произведением инвариантных распре-
делений нуклонов и эмпирическим параметром —
коэффициентом коалесценции, обратно пропорцио-
нальным эффективному объему источника.

Наш подход оригинален тем, что он основан на
первых принципах, т. е. на законах сохранения че-
тырехмерного импульса и квантовых чисел, и при
этом распределения отношений выходов античастиц
к выходам частиц описываются только с помощью
одного параметра. Такой подход также указывает на
то, что образование легких ядер и антиядер проис-
ходит в конце процесса эволюции источника частиц.
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Вследствие значительных коллективных эффек-
тов в источнике процесс образования нуклонных
кластеров чувствителен не только к плотности нук-
лонов в фазовом пространстве, но и к пространст-
венно-импульсным корреляциям в полях коллектив-
ных скоростей [30]. Конечно, для того чтобы по-
лучить детальную информацию о структуре источ-
ника частиц (о распределении плотности нуклонов
и профиле коллективных скоростей), необходимы
подробные измерения распределений по поперечно-
му импульсу и быстроте для кластеров различной
массы при нескольких энергиях и центральностях
столкновения.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы впервые показали успешное применение под-
хода с использованием параметра самоподобия для
расчета отношения выхода антиядер к ядрам в об-
ласти центральных быстрот в широком диапазоне
энергий и взаимодействующих ядер. Стоит отме-
тить, что в нашем подходе параметр обратного на-
клона T инклюзивных спектров зависит от энергии
столкновения [31]. Этот факт является преимущест-
вом данного подхода для описания данных при низ-
ких энергиях сталкивающихся ядер

√
s < 6 ГэВ.

Очень плодотворным оказался подход для опи-
сания отношений выходов антипротонов к прото-
нам в pp-столкновениях в области энергий от SPS до
LHC. Установлено, что в случае ядро-ядерных взаи-
модействий при расчетах необходимо учитывать по-
тери быстроты. Таким образом, наш подход позво-
лил удовлетворительно описать экспериментальные
данные по отношениям выхода антипротонов к про-
тонам, антидейтронов к дейтронам и антигелия-3
к гелию-3 в центральной области быстрот в ши-
роком диапазоне сталкивающихся ядер от SS до
PbPb. Следует также подчеркнуть, что этот под-
ход уже успешно применялся для описания инклю-
зивных спектров пионов и каонов, образующихся в
pp-столкновениях [3] и в центральных AA-столкно-
вениях [4], в зависимости от их поперечного импуль-
са pT в области средних быстрот.
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Квантовые точки CdS, полученные методом Ленгмюра –Блоджетт, исследованы методами ультрафио-

летовой спектроскопии и фотолюминесценции с временным разрешением. В спектрах фотолюминесцен-

ции в диапазоне температур от 5 до 300 К доминирует интенсивная высокоэнергетическая полоса и име-

ется широкое низкоэнергетическое плечо. Высокоэнергетический пик на спектрах фотолюминесценции

обусловлен переходами между состояниями валентной зоны и зоны проводимости, а широкое плечо —

дефектами в квантовых точках. Кинетика краевой фотолюминесценции имеет биэкспоненциальный ха-

рактер, что интерпретируется как одновременная рекомбинация отрицательных трионов и экситонов.

Установлено, что основной вклад в интенсивность фотолюминесценции вносит рекомбинация трионов.

Скорости рекомбинации как экситона, так и триона уменьшаются с температурой. Замедление рекомби-

нации экситонов обусловлено тепловым заполнением высоколежащих оптически пассивных состояний и

хорошо объясняется существующими теоретическими моделями тонкой структуры экситонных состоя-

ний. Радиационное время жизни трионов увеличивается с ростом температуры сначала за счет заселения

оптически пассивных состояний, а затем за счет делокализации одного электрона из квантовой точки в

надбарьерный континуум состояний, что уменьшает интеграл перекрытия.

DOI: 10.31857/S0044451022080090
EDN: EHCPOO

1. ВВЕДЕНИЕ

Вот уже около тридцати лет полупроводниковые
квантовые точки (КТ) являются одним из наибо-
лее интересных и перспективных материалов для
изучения новых физических явлений и создания на
их основе полупроводниковых приборов. Это связа-
но с тем, что энергетическим спектром КТ можно
управлять, изменяя их размер, форму, состояние по-
верхности и материал окружения [1–3]. Современ-
ная технология позволяет получать КТ из матери-
алов АIIВVI с квантовым выходом люминесценции
η, превышающим 80 % [4]. Это позволило использо-
вать КТ в дисплеях в качестве люминофоров излу-
чения, преобразующих синее излучение подсветки в
красный и зеленый цвета отдельных пикселей [5]. В

* E-mail: svit@nanotech.nsk.ru

настоящее время ведется активная работа по повы-
шению эффективности светодиодов на основе КТ,
рекордный квантовый выход которых в настоящий
момент превышает 20 % [6]. Одной из главных задач
в данном направлении является получение высоко-
эффективных синих светодиодов, в качестве осно-
вы для которых возможно использовать КТ CdS.
Высокое значение η имеют КТ с высокой вероятно-
стью излучательных процессов и низкой вероятно-
стью безызлучательных процессов. Вероятность из-
лучательной рекомбинации в КТ определяется тон-
кой структурой экситона, а вероятность безызлуча-
тельной рекомбинации зависит от количества и типа
дефектов. Тонкая структура экситона в КТ задает-
ся величиной обменного взаимодействия электрона
и дырки, асимметрией формы КТ, а также кристал-
лическим полем (для гексагональной решетки) [7,8].

Обычно считается, что основное состояние экси-
тона в КТ является оптически пассивным (запре-
щенным по спину), что объясняет наличие сток-
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сова сдвига и большую величину времени жизни
экситона при низких температурах [9]. Такая тон-
кая структура экситонов характерна для активно
исследуемых КТ CdSe. В этих КТ величина спин-
орбитального расщепления велика (450 мэВ), что
облегчает расчет спектра экситонов и интерпрета-
цию экспериментальных данных. В КТ CdS, одна-
ко, величина спин-орбитального расщепления мала
(70 мэВ), поэтому приходится учитывать смешива-
ние подзон легких, тяжелых и спин-орбитально от-
щепленных дырок [10]. Проблемой является то, что
структура валентной зоны в CdS до сих пор остается
предметом дискуссий, и это усложняет расчет тон-
кой структуры экситона в КТ из данного материала.
В результате природа основного состояние экситона
(оптически пассивное или активное) и взаимное рас-
положение уровней экситона в КТ CdS до сих пор
служат предметами дискуссий.

В ряде работ на основе расчетов методом k · p,
учитывающих спин-орбитальное взаимодействие
[11, 12], для КТ CdS радиусом меньше 6.9 нм
(критический радиус) было показано, что основное
состояние экситона является запрещенным по
симметрии волновой функции, так как волновые
функции электронов и дырок имеют симметрию
соответственно S и P . В пользу того, что основным
состоянием экситона в КТ CdS является оптически
пассивное, запрещенное по симметрии, говорят
экспериментальные данные кинетики фотолюми-
несценции для КТ CdS со средним радиусом от 1 до
2.3 нм, в которых при 10 К наблюдается большое
(более 100 нс) время жизни экситонов и большой
стоксов сдвиг (более 100 мэВ) [12]. Янг и др. [13]
провели эксперимент, подтверждающий, что в КТ
CdS с изменением размера происходит изменение
порядка следования уровней дырок с S- и P -типами
симметрии волновой функции. Авторы установили,
что размер критического радиуса составляет 1.8 нм,
что, однако, меньше теоретических предсказаний.
В то же время согласно расчетам Демченко и Ванг
[14], выполненных методом псевдопотенциала в
базисе плоских волн с приближением локальной
плотности, основное состояние экситона в КТ CdS
радиусом менее 3 нм является запрещенным по
спину. Их расчеты хорошо согласуются с экспери-
ментальными данными по размерной зависимости
величины стоксова сдвига в КТ CdS, полученными
ранее другими коллективами [11, 15]. Ходорская
и др. [16] провели ряд расчетов шестизонным
методом k · p с учетом обменного взаимодействия
и кулоновских эффектов, из которых основное
состояние экситона получалось запрещенным по

симметрии, что согласовывалось с их экспери-
ментально полученной зависимостью скорости
спиновой релаксации электронов от размера КТ.
Ким и др. [17] наблюдали медленную кинетику
фотолюминесценции (ФЛ) и возрастание времени
жизни экситона с температурой. Авторы предло-
жили, что основное состояние экситона является
связанным, а рост времени жизни с температурой
обусловлен заполнением вышележащего оптически
запрещенного по симметрии состояния экситона.

Исходя из множества упомянутых теоретических
и экспериментальных работ, очевидно, что требу-
ется дополнительный вклад в активно ведущиеся
дебаты об энергетической структуре и эмиссион-
ных свойствах КТ CdS. Для получения необходи-
мой информации мы исследовали оптические свой-
ства, динамику ФЛ и тонкую структуру эксито-
нов в КТ CdS. В настоящей работе исследовались
КТ, полученные методом Ленгмюра – Блоджетт, ко-
торые во многом отличаются от КТ, полученных
методами коллоидной химии. На поверхности КТ
CdS имеются центры безызлучательной рекомби-
нации [18]. Пассивация поверхности КТ молекула-
ми аммиака кардинально понижает их плотность
и повышает эффективность люминесценции, одна-
ко остаются ловушки, эффективно захватывающие
электроны и влияющие на зарядовое состояние КТ
и тип экситонов, генерируемых светом [19,20].

Настоящая статья построена следующим обра-
зом. В разд. 2 описаны детали эксперимента и мето-
дика подготовки образцов. В разд. 3 представлены
экспериментальные результаты, а именно, оптичес-
кие свойства и кинетика затухания ФЛ, а так-
же частично анализируется температурная зависи-
мость затухания ФЛ. Обсуждение результатов пред-
ставлено в разд. 4. В результате обсуждения мы
предполагаем, что большое и малое времена зату-
хания интенсивности ФЛ связаны с рекомбинацией
соответственно трионов и экситонов. Анализируют-
ся температурные зависимости времени жизни со-
ответствующей квазичастицы и проводится сравне-
ние с экспериментальными результатами других ав-
торов и существующими теоретическими моделями.
Обсуждаются зависимости времен жизни экситонов
и трионов от размера КТ для низких и высоких
температур. Приведены рассуждения о доминирую-
щих при высоких температурах нерекомбинацион-
ных процессах для экситонов и трионов.
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2. ДЕТАЛИ ЭКСПЕРИМЕНТА

Квантовые точки CdS были синтезированы с
помощью технологии Ленгмюра – Блоджетт. В ка-
честве субфазы был использован раствор хлорида
CdCl2 с концентрацией 3 · 10−4 моль и pH = 6.0.
Пленки бегената кадмия Y-типа получали путем
осаждения на подложку 80 монослоев с помощью
опускания подложки в раствор и последующего вы-
нимания из него. Монослои переносились при по-
верхностном давлении 30 мН/м и комнатной темпе-
ратуре. Толщина одного монослоя составляла около
2.7 нм. В качестве подложек для нанесения слоев бе-
геновой кислоты использовались кремний и двусто-
ронне полированный сапфир. Пленки бегената кад-
мия сульфидировались в атмосфере H2S при давле-
нии 100 Торр и температуре 22 ◦C в течение 2 ч. В
результате взаимодействия бегената кадмия и серо-
водорода в матрице бегеновой кислоты формирова-
лись КТ CdS:

[CH3(CH2)20COO]2Cd + H2S →
→ 2CH3(CH2)20COOH+CdS.

Формирование молекул сульфида кадмия и пол-
ное восстановление бегеновой кислоты из бегената
кадмия контролировалось с помощью ИК-спектро-
скопии. Более детально процедура подготовки об-
разцов и кинетика сульфидирования пленок бегена-
та кадмия описаны в работе [21]. Матрица бегеновой
кислоты удалялась путем испарения в процессе от-
жига образцов при температуре 200 ◦C в атмосфере
аммиака, время отжига составляло 2 ч. После уда-
ления матрицы на кремниевой подложке оставались
свободностоящие КТ CdS, что контролировалось ра-
нее методами атомно-силовой и сканирующей тун-
нельной микроскопии [22].

Оптические свойства КТ CdS изучались метода-
ми УФ-поглощения, стационарной ФЛ и кинетики
ФЛ. Спектры поглощения измерялись с помощью
спектрометра Acton SP2500 (Princeton Instruments),
сигнал регистрировался CCD-камерой с азотным
охлаждением. В качестве источника света служи-
ла дейтериевая лампа Ocean Optics D1000. Стацио-
нарная ФЛ возбуждалась He–Cd-лазером с длиной
волны 325 нм и средней плотностью возбуждения
около 0.5 Вт/cм2. Для возбуждения ФЛ и измере-
ния ее интенсивности с временным разрешением ис-
пользовался импульсный N2-лазер с длиной волны
337.1 нм, частотой повторения 1 кГц и плотностью
энергии импульса 2·104 Вт/см2. Лазерный луч на об-
разце имел диаметр около 3 мм. Спектры ФЛ реги-

стрировались спектрометром на основе двойного мо-
нохроматора с фокусным расстоянием 500 мм, снаб-
женного натрий-калий-сурьмяно-цезиевым фотока-
тодом, работающим в режиме счета одиночных фо-
тонов. Для измерения ФЛ в интервале температур
5–300 K использовался криостат Utrex A-255.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ

На рис. 1 изображены спектры поглощения и ФЛ
исследуемых КТ CdS. На спектре поглощения ви-
ден пик на длине волны примерно 433 нм, кото-
рый обусловлен поглощением остатками органиче-
ской матрицы [23]. На спектре ФЛ доминирует пик
на длине волны 457 нм с шириной на полувысоте
около 20 нм. Ширина запрещенной зоны объемного
сульфида кадмия составляет примерно 2.42 эВ при
300 К. Так как энергия обсуждаемого пика (2.7 эВ)
больше ширины запрещенной зоны, мы связываем
его с краевой ФЛ в КТ. На спектре ФЛ также име-
ется длинноволновой широкий пик, который соот-
ветствует энергии 2.2 эВ. Низкоэнергетичный пик
типичен для КТ CdS и связан с рекомбинацией че-
рез уровни вакансий серы на поверхности КТ [24]. В
изучаемых КТ краевая ФЛ доминирует над дефект-
ной. Значение квантового выхода ФЛ η было оцене-
но ранее по методике сравнения с эталоном (Рода-
мин 6G в растворе этанола) и составляет около 4 %
при 300 К [25].

На рис. 1 также виден ярко выраженный стоксов
сдвиг между спектрами ФЛ и поглощения, который
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Рис. 1. Спектры поглощения (штриховая кривая) и ФЛ

(сплошная кривая), измеренные при 300 К. Приведена ве-

личина полуширины на полувысоте (ПШПВ) для высоко-

энергетичного пика ФЛ, а также отмечен стоксов сдвиг
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Рис. 2. а) Кривая затухания кинетики ФЛ, измеренная в максимуме ФЛ при 5 К: точки — экспериментальные данные,

сплошная линия — аппроксимация биэкспоненциальной функцией. б) Температурная зависимость интенсивности ФЛ:

квадраты — экспериментальные данные, линия служит ориентиром для глаз

составляет около 150 мэВ. Радиус КТ оценивался по
формуле Брюса [26], подразумевающей бесконечно
высокие стенки барьера для носителей заряда в КТ:

E = Eg0 +
~
2π2n2

2m∗R2
− 1.8e2

4πεε0R
, (1)

где E — энергия пика ФЛ, Eg0 — ширина за-
прещенной зоны объемного CdS при T = 5 К,
n — номер уровня размерного квантования, m∗ =

= memh/(me + mh) — приведенная эффективная
масса пары электрон–дырка, где me и mh — эффек-
тивные массы соответственно электрона и дырки,
e — заряд электрона, ε — диэлектрическая проница-
емость материала КТ, ε0 — электрическая постоян-
ная, R — радиус КТ. Для расчета мы взяли данные
из литературы Eg0 = 2.58 эВ, me = 0.19m0, mh =

= 0.8m0 и ε = 5.7 и получили, что средний радиус
КТ равен 2.4 нм [26].

На рис. 2а показана кинетика ФЛ КТ CdS, из-
меренная при 5 К в точке максимальной интенсив-
ности ФЛ. Измеренная зависимость может быть ап-
проксимирована суммой двух экспонент:

I(t) = I0 +W1 exp

(−t
τf

)
+W2 exp

(−t
τs

)
, (2)

где I0 — минимальная интенсивность ФЛ на уровне
шума, W1 = 20± 1, τf = 41± 3 нс и W2 = 0.15± 0.5,
τs = 153± 12 нс — весовые коэффициенты и харак-
терные времена быстрой и медленной составляющих
кинетики. Формула (2) аппроксимирует кривые ки-
нетики ФЛ в диапазоне температур от 5 до 300 К. Во
всем диапазоне температур интеграл интенсивности
ФЛ быстрой составляющей составляет более 90 % от

полного интеграла интенсивности ФЛ. Измеренные
времена жизни (десятки наносекунд для τf и сотни
наносекунд для τs) схожи с наблюдавшимися ранее
другими научными группами [27,28].

Зависимость интенсивности ФЛ от температуры
изображена на рис. 2б. Видно, что до 20 К интенсив-
ность ФЛ остается постоянной и затем резко убыва-
ет вплоть до 100 К. В температурном интервале от
100 до 250 К интенсивность меняется слабо и только
после 250 К опять начинает снижаться и достигает
своего минимального значения в исследуемом диа-
пазоне температур.

Из аппроксимации кинетики ФЛ, измеренной в
температурном диапазоне от 5 до 300 К в максимуме
ФЛ, с помощью формулы (2) были получены темпе-
ратурные зависимости характерных времен жизни
τf и τs (рис. 3). Ниже 20 К обе компоненты кине-
тики практически не зависят от температуры. При
дальнейшем повышении температуры обе компонен-
ты начинают расти, время жизни τf увеличивается
вплоть до 300 К, однако до 150 К оно растет срав-
нительно быстро и затем меняется незначительно. В
свою очередь, τs резко возрастает на интервале тем-
ператур от 20 до 150 К, но потом также резко начи-
нает уменьшаться. Исходя из значения η при 300 К,
мы можем сделать вывод, что на интервале темпера-
тур от 5 до 20 К оно близко к единице, что говорит о
практически полном подавлении безызлучательных
процессов в данном интервале температур.

Из зависимости интенсивности ФЛ видно, что
при T > 20 К безызлучательные процессы начи-
нают доминировать (см. рис. 2б). Замедление кине-
тики при одновременной активации безызлучатель-

250



ЖЭТФ, том 162, вып. 2 (8), 2022 Кинетика рекомбинации экситонов и трионов. . .

tf, нс ts, нс

T, K T, K

0 050 50100 100150 150200 200250 250300 300

10

100

150

300

450

600

750
а б

Рис. 3. (В цвете онлайн) Температурные зависимости быстрой (a) и медленной (б) компонент кинетики ФЛ: наш экспе-

римент (черные квадраты и линии), данные из работ [17] (красные квадраты и линии) и [13] (синие квадраты и линии).

Для τf линии служат ориентиром для глаз. Для τs линии соответствуют аппроксимационным кривым, полученным с

помощью уравнений (6) и (7)

ных процессов крайне необычно. Для объяснения
данного явления следует рассмотреть отдельно тем-
пературные зависимости безызлучательного τNR и
излучательного τR времен жизни быстрой компо-
ненты, которая является доминирующей. Для это-
го были использованы следующие известные соот-
ношения:

1

τPL
=

1

τNR
+

1

τR
, (3)

τR =
τPL

η
, (4)

τNR =
τPL

1− η
, (5)

где τPL — экспериментально измеренное время за-
тухания интенсивности ФЛ.

Для расчета η при различных температурах бы-
ло использовано следующее соотношение:

η(T ) =
η(300 K)IPL(T )

IPL(5 K)
,

где IPL — экспериментально измеренная интенсив-
ность ФЛ. Используя уравнения (3)–(5) и темпера-
турную зависимость интенсивности ФЛ (рис. 2б),
мы определили вклады безызлучательного τNR и из-
лучательного τR времен жизни при различных тем-
пературах (рис. 4).

Так как η = 1 при T = 5–20 К, величина τNR

стремится на этом интервале температур к беско-
нечности, однако для аппроксимации и простоты ви-
зуализации мы приняли значение τNR в данном тем-
пературном промежутке равным 105 нс. На рис. 4
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Рис. 4. Температурные зависимости излучательного

(штрихпунктирная линия и квадраты) и безызлучательно-

го (сплошная линия и черные точки) времен жизни

видно, что в интервале от 20 до 60 К время τNR

быстро снижается и остается практически постоян-
ным при более высоких температурах. Выше 60 К
τNR намного меньше τR, что указывает на домини-
рование безызлучательных процессов. В то же вре-
мя величина τR снова возрастает после 250 К. Два
участка роста τR указывают на наличие двух терми-
чески активируемых процессов, что необычно с уче-
том того, что рост τR, как правило, обусловлен за-
полнением вышележащих оптически запрещенных
состояний. Из рисунка также очевидно, что сниже-
ние интенсивности ФЛ после 60 К связано исклю-
чительно с возрастанием τR.
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Таблица 1. Параметры аппроксимации для температурных зависимостей τR и τNR

Er1, мэВ Er2, мэВ A1 A2 τg, нс τexc1, нс τexc2, нс Enr, мэВ τNR(0 K), нс

τR 26± 5 600± 100 400± 200 106–1012 42 460± 50 > 1010 − −

τNR − − − − − − − 4.5± 0.5 > 104

Таблица 2. Параметры аппроксимации для температурной зависимости τs

Er1, мэВ A1 τg, нс τexc1, нс Enr , мэВ τNR(0 K), нс

τR 9± 1 5.5± 0.5 150 22± 4 − −

τNR − − − − 80± 5 > 104

Температурная зависимость τR с учетом запол-
нения вышележащих оптически запрещенных состо-
яний может быть представлена в универсальном ви-
де следующей формулой, основанной на модели трех
состояний [29]:

1

τR
=

[
1

τg
+

n∑

i=1

An
1

τexc,n
exp

(−Er,n

kT

)]
×

×
[
1 +

n∑

i=1

An exp

(−Er,n

kT

)]−1

, (6)

где τg — время жизни основного состояния, τexc,n —
время жизни n-го возбужденного состояния, Er,n —
разность энергий между основным и n-м возбуж-
денным состояниями, An — отношение плотностей
состояний n-го возбужденного и основного состоя-
ний. Уравнение (6) подразумевает, что рекомбини-
рующие частицы подчиняются статистике Больцма-
на. В теории при малом размере КТ эффект «буты-
лочного горлышка» будет препятствовать быстрой
релаксации носителей заряда до равновесного рас-
пределения согласно статистике Больцмана. Тем не
менее множество экспериментов показывает очень
высокую скорость релаксации носителей заряда в
КТ в основное состояние, что противоречит теоре-
тическим предсказаниям [30]. Основываясь на этом,
мы считаем возможным применение формулы (6)
для описания нашего эксперимента. Безызлучатель-
ное время жизни может быть выражено следующей
известной формулой:

1

τNR(T )
=

1

τNR(0 K)
exp

(−ENR

kT

)
. (7)

Аппроксимировав зависимости τR и τNR во всем
температурном диапазоне, используя уравнения (6),

(7), в которых приняли n = 2 и τg = τf (5 K) = 42 нс,
мы получили значения, представленные в табл. 1.

Также мы аппроксимировали температурную за-
висимость медленной компоненты времени жизни,
используя формулы (6) и (7), принимая, что n = 1

и τg = τs(5 K) = 150 нс. Аппроксимационная кри-
вая показана на рис. 3б. Результаты аппроксимации
представлены в табл. 2.

Зависимости τf и τs от размера КТ при темпера-
турах 5 и 300 К представлены на рис. 5. Зависимости
получены из кинетики ФЛ, измеренной в различных
точках спектра в пределах высокоинтенсивного пи-
ка ФЛ. Радиус КТ рассчитывался по формуле (1).
Из зависимостей видно, что температура оказывает
сильное влияние на значения τf и τs, что обусловле-
но доминированием различных процессов при раз-
ных температурах. При 5 К τf и τs возрастают с
размером КТ. При 300 К времена жизни меняются
слабо и могут быть рассмотрены как постоянные в
пределах экспериментальной ошибки.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

4.1. Кинетика ФЛ

Биэкспоненциальная кинетика ФЛ и ее зависи-
мость от температуры в КТ CdS ранее исследова-
лись двумя научными группами [13, 17]. На рис. 3a
представлены данные, полученные этими группами.
Видно, что они также наблюдали возрастание вре-
мени жизни быстрой компоненты с температурой.
В обеих работах быстрая компонента связывалась с
рекомбинацией экситонов (Х). Быстрая компонента
может быть обусловлена безызлучательными про-
цессами, которые происходят при релаксации носи-
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Рис. 5. Зависимости времен жизни τf (а) и τs (б) от размера КТ при температурах 5 и 300 К. Линии приведены для

наглядности

телей заряда. Однако процессы релаксации происхо-
дят за времена порядка сотен пикосекунд [30], в то
время как величина быстрой компоненты в нашем
случае и по литературным данным более чем на по-
рядок выше, что указывает на ее связь с другими
процессами. Биэкспоненциальная кинетика также
возможна, если в ансамбле КТ можно выделить два
подансамбля КТ, характеризующихся разными вре-
менами жизни, что, например, может определяться
степенью пассивации. Однако в этом случае трудно
объяснить температурные зависимости времен жиз-
ни, кроме того, при 5 К мы наблюдаем практически
полное подавление безызлучательных процессов, и
пассивация не должна играть значительной роли,
однако кинетика биэкпоненциальна.

Ким и др. [17] интерпретировали время жизни
как рекомбинацию связанного экситона. Теоретиче-
ские расчеты показывают, что время жизни связан-
ного экситона сильно зависит от типа, зарядового
состояния и расположения ловушки относительно
КТ. Фоноберов и Баландин показали [31], что свя-
занное состояние Х в КТ ZnO может иметь боль-
шее время жизни, чем свободный Х, причем разница
наиболее ярко выражена при захвате на ионизиро-
ванном акцепторе. Ванг получил [32] схожие резуль-
таты для КТ CdSe и указал, что в случае наличия
вблизи поверхности КТ внешнего отрицательного
заряда его потенциал может быть достаточно силен,
чтобы притянуть на себя дырку и значительно от-
далить ее от электрона в КТ, что может привести к
увеличению времени жизни X в 70 раз. Несмотря на
то, что рекомбинация связанных Х действительно
может быть причиной медленной компоненты вре-
мени жизни, возрастание температуры должно при-
водить к выбросу Х из потенциала ловушки. Следо-

вательно, подразумевая, что время жизни свободно-
го экситона меньше, мы должны наблюдать умень-
шение времени жизни с ростом температуры. По-
мимо этого вклад медленной компоненты в общую
интенсивность ФЛ должен заметно зависеть от тем-
пературы. Ничего из перечисленного выше в экспе-
рименте не наблюдалось. Указанные противоречия
указывают на то, что биэкспоненциальная кинети-
ка ФЛ обусловлена рекомбинацией двух различных
типов квазичастиц.

Высокоэнергетичный пик ФЛ может быть обу-
словлен одновременной рекомбинацией Х, заряжен-
ных экситонов, т. е. трионов (X− или X+), и биэк-
ситонов (ХХ). Энергии этих частиц близки друг к
другу. Для КТ CdS радиусом 2.5 нм энергия связи
Х около 140 мэВ [33]. Энергия связи ХХ может быть
выражена какEb = 2EX−EXX , гдеEX — энергия X,
EXX — энергия XX. Расчетное значение Eb для КТ
CdS не превышает 30 мэВ [34]. Для X− и X+ энергия
связи чуть меньше, чем для ХХ [35]. Следователь-
но, спектры излучения данных квазичастиц могут
перекрываться и давать одиночный пик в спектре
ФЛ. Данная проблема типична для ансамблей КТ
даже с дисперсией по размерам на уровне 5 % [36].

В отличие от энергии, времена жизни рассматри-
ваемых квазичастиц различаются сильнее, что де-
лает возможной их идентификацию по данным ки-
нетики ФЛ. Насколько нам известно, в литерату-
ре отсутствуют данные о временах жизни для X−,
X+или XX в КТ CdS. Тем не менее в КТ CdSe ре-
комбинация различных типов квазичастиц исследо-
валась как экспериментально, так и теоретически.
Если рассматривать ХХ как два отдельных Х, то
время жизни XX будет в два раза меньше, чем время
жизни Х. Экспериментальные же данные показыва-
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ют, что разница может быть больше. В работе [37] в
КТ CdSe/CdS типа ядро–оболочка время жизни ХХ
было в 100 раз меньше, чем время жизни Х.

Основной причиной малого времени жизни ХХ
является высокая вероятность оже-рекомбинации
[38]. Вероятность образования XX возрастает с по-
вышением мощности накачки, и их концентрация
растет квадратично, в то время как для экситонов
наблюдается линейный рост [39]. В нашем экспери-
менте интенсивность ФЛ линейно зависела от плот-
ности мощности накачки во всем используемом ин-
тервале вплоть до 0.5 Вт/см2. Кроме того, варьиро-
вание мощности накачки не влияло на вид спектра
ФЛ и позицию пиков. Очевидно, что в нашем случае
ХХ не проявляются, и мы исключаем их из дальней-
шего рассмотрения.

Для трионов имеются свои особенности, в част-
ности время жизни триона сильно зависит от его
заряда: X+ значительно быстрее рекомбинируют в
сравнении с X−. Это объясняется высокой плотнос-
тью состояний в валентной зоне и меньшим ра-
диусом локализации дырки (большая эффективная
масса) — факторами, которые увеличивают вероят-
ность оже-рекомбинации, включающей в себя внут-
ризонный переход при возбуждении одной из ды-
рок [37]. Тем не менее, известно точно, что в сфери-
ческой КТ значение времени жизни трионов нахо-
дится посередине между значениями времен жизни
Х и ХХ [40].

Мы склоняемся к тому, что быстрая компонента
связана с рекомбинацией X−, в то время как мед-
ленная — с рекомбинацией X. В связи с этим для
удобства обсуждения вводятся величины τX и τX− ,
в качестве замены соответственно τf и τs. Наблю-
даемые спектр ФЛ и биэкпоненциальная кинетика
ФЛ обусловлены одновременной рекомбинацией X
и X− в КТ, причем рекомбинация трионов проис-
ходит в точках, вблизи которых находится дефект,
обеспечивающий второй электрон. Предположение
о том, что трионы обусловливают быстрое затуха-
ние ФЛ, может показаться спорным, поскольку мно-
гие теоретические исследования предсказывают, что
излучательная рекомбинация трионов должна быть
сильно подавлена из-за быстрого безызлучательно-
го оже-процесса. Однако в последнее десятилетие
опубликован ряд экспериментальных работ, в кото-
рых четко показано, что время жизни триона в КТ
может находиться в пределах нескольких десятков
наносекунд и давать основной вклад (более 50 %) в
интенсивность ФЛ [41,42].

Мы представляем себе механизм формирова-
ния триона следующим образом: при поглощении

Начальное

состояние

Конечное

состояние

D
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D
+

D
+
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Рис. 6. Схема образования триона: D0 и D+ — нейтраль-

ный и ионизированный дефекты донорного типа; X — эк-

ситон; X− —трион

кванта возбуждающего излучения в КТ образует-
ся электрон–дырочная пара, которая после релак-
сации связывается в экситон. В процессе облучения
возбуждающим излучением происходит также по-
глощение квантов дефектами донорного типа, при-
чем возбужденный электрон в процессе релаксации
переходит в КТ и присоединяется к Х с образо-
ванием Х−. Ранее, используя метод сканирующей
туннельной спектроскопии, мы наблюдали наличие
дефектов донорного типа в исследуемых КТ [21].
Схематично процесс образования триона показан на
рис. 6.

4.2. Тонкая структура экситона

Бесспорно, что волновая функция основного
уровня электрона в КТ CdS S-типа, в то время
как симметрия основного уровня дырки остается
предметом многочисленных дискуссий. Теоретичес-
ки было предсказано, что орбитальная симметрия
основного состояния дырок в КТ зависит от разме-
ра КТ [12]. Вблизи критического размера КТ про-
исходит антипересечение S- и P -подобных дыроч-
ных уровней. Ян и др. экспериментально подтвер-
дили теорию и установили, что критический ради-
ус КТ (Rc) составляет около 2 нм [13]. Для неболь-
ших КТ с R < Rc основное состояние дырки P -типа,
что приводит к оптически пассивному (запрещенно-
му по четности) состоянию Х. В нашем случае ради-
ус КТ находится в диапазоне 1.9–2.7 нм по данным
спектров ФЛ. Поэтому мы полагаем, что в нашем
случае 1Se1S3/2 является основным состоянием Х
во всем диапазоне размеров (здесь 1Se обозначает
S-огибающую функцию электронного состояния, а
нижний индекс 3/2 — полный угловой момент дыр-
ки J). В первом приближении 1Se1S3/2-состояние
экситона 8-кратно вырождено. Гексагональное кри-
сталлическое поле и анизотропия формы КТ рас-
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Рис. 7. Схематичная энергетическая диаграмма для КТ CdS, учитывающая расщепление за счет гексагонального поля

кристалла, асимметрии формы КТ, а также обменного взаимодействия. Уровни экситона, соответствующие запрещен-

ным переходам, обозначены штриховыми линиями. Все подуровни состояния 1Se1P3/2 запрещены по симметрии, а часть

подуровней 1Se1S3/2 — по спину

щепляют 4-кратно вырожденный уровень дырки на
два подуровня с разным модулем проекции полного
углового момента дырки |Jz | (±3/2 тяжелые и ±1/2

легкие дырки). Расщепление уровней дырок приво-
дит также к расщеплению 8-кратно вырожденного
уровня Х на два 4-кратно вырожденных подуровня.
Согласно Эфросу [43], расщепление уровней эксито-
на описывается следующей формулой:

Ĥexc =
∆str

2

(
Jz

2 − 1

4

)
, (8)

где Jz — проекция полного углового момента дыр-
ки, ∆str = ∆int +∆sh — сумма расщеплений за счет
кристаллического поля ∆int и формы КТ ∆sh. В
общем случае величина ∆str может быть как от-
рицательной, так и положительной. В последнем
случае, так как величина ∆int всегда положитель-
на, ∆str может быть отрицательной только при
|∆sh| > |∆int|. Знак ∆sh зависит от того, вытяну-
тая или сплюснутая форма у КТ (при рассмотре-
нии эллипсоидальной формы), а также от соотноше-
ния эффективных масс легкой и тяжелой дырок (β).
Степень эллиптичности может быть выражена как
µ = 1−c/b, где c/b— отношение главной и вторичной
осей эллипсоида. Тогда µ < 0 и µ > 0 соответствуют
сплюснутой и вытянутой КТ. В этом случае ∆int и
∆sh можно выразить следующим образом:

∆int = υ(β)∆, (9)

∆sh = 2µν(β)E3/2, (10)

где υ(β) и ν(β) — безразмерные функции, пока-
зывающие смешивание между легкими и тяжелыми
дырками, ∆ — величина расщепления за счет гек-
сагонального поля кристалла в объемном материа-

ле [44], E3/2 — энергия квантования основного со-
стояния дырки, рассчитанная в приближении сфе-
рической КТ.

Обменное взаимодействие дополнительно рас-
щепляет уровни экситона с разным |Fz|, т. е. про-
екцией полного углового момента (Fz = sz + Jz).
В итоге образуется пять подуровней с |Fz| = 0U,L,
1U,L, 2, где индексы U и L вводятся для разделе-
ния подуровней с одинаковым |Fz |. В итоге тонкая
структура Х представляет собой 5 подуровней. Схе-
матично расщепление уровней Х как за счет кри-
сталлического поля и анизотропии формы, так и
за счет обменного взаимодействия представлены на
рис. 7. Стоит также отметить, что на рисунке пока-
заны уровни как 1Se1S3/2, так и 1Se1P3/2, вышеле-
жащие уровни не рассматривались ввиду того, что
отделены от описанных как минимум на величину
спин-орбитального взаимодействия ∆SO, которое в
CdS составляет около 70 мэВ [10].

На первый взгляд, зависимость τX от темпера-
туры можно объяснить, рассматривая только под-
уровни 1Se1S3/2, но это не так. Как видно на рис. 7,
самый нижний подуровень из серии 1Se1S3/2 всегда
оптически запрещенный, а за ним следует оптически
разрешенный подуровень. Исходя из этого, время
жизни τX должно уменьшаться с ростом температу-
ры, чего не происходит. Стоит заметить, что τX при
5 К составляет 150 нс и не может рассматривать-
ся как время жизни чисто оптически разрешенного
или запрещенного состояния [40], что указывает на
смешивание состояний даже при столь низкой тем-
пературе. Такое смешивание может быть объясне-
но только при рассмотрении перекрытия серии под-
уровней S- и P -типов симметрии.
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Ранее нами было установлено, что КТ CdS, син-
тезированные с помощью метода Ленгмюра – Блод-
жетт, после удаления матрицы имеют сферическую
форму и гексагональный тип кристаллической ре-
шетки, соответственно ∆str>0 [25]. По расчетам Хо-
дорской и др. [16] для сферических КТ с гексаго-
нальной решеткой нижними состояниями являют-
ся состояния экситона с |Jz| = 3/2, а основным со-
стоянием экситона является состояние 1Se1S3/2 c
|Fz | = 2, при этом следующее за ним состояние 1L

является оптически разрешенным. Далее по энер-
гии идет следующая серия подуровней 1Se1S3/2 с
|Jz | = 1/2, а именно 0L, 1U и 0U . Данные подуров-
ни также расположены близко по энергии (разница
1 мэВ при радиусе КТ около 2.5 нм) Два из этих
подуровней являются оптически разрешенными (1U

и 0U ), поэтому их заполнение с ростом температу-
ры должно приводить к уменьшению времени жиз-
ни, однако эксперимент показывает обратное. Это
объясняется тем, что серия подуровней 1Se1P3/2 пе-
ресекается с серией 1Se1S3/2.

Все четыре 2-кратно вырожденные подуровня се-
рии 1Se1P3/2 являются запрещенными по симмет-
рии, и их заполнение, даже с учетом заполнения оп-
тически разрешенных состояний 1U и 0U , обуслов-
ливает наблюдаемый рост времени жизни. Значение
энергии активации роста τX , полученное из аппрок-
симации эксперимента, составляет примерно 9 мэВ,
что существенно меньше, чем расчетное расстояние
между сериями 1Se1S3/2 подуровней с |Jz| = 3/2 и
|Jz | = 1/2, которое составляет около 20 мэВ (КТ ра-
диусом 2.5 нм) [16]. Данное расхождение также го-
ворит в пользу того, что серия подуровней 1Se1P3/2

пересекает серию подуровней 1Se1S3/2. Значение ко-
эффициента A, полученное из аппроксимации, со-
ставляет около 5. Если рассмотреть тонкую струк-
туру в упрощенном виде, т. е. без учета обменного
взаимодействия, и принять, что подуровни 1Se1S3/2

с |Jz | = 1/2 вырождены с подуровнями 1Se1P3/2,
то мы получим, что степень вырождения основно-
го состояния экситона равна 4, а возбужденного —
12. Следовательно, их отношение равняется 3, что
близко к данным аппроксимации.

В сферической КТ CdS, согласно формуле (9),
∆str = ∆int. Из аппроксимации ∆int = 9 мэВ, то-
гда, принимая, что для CdS ∆ = 27 мэВ, получа-
ем ν(β) ≈ 0.33, а отношение масс легких и тяже-
лых дырок β ≈ 0.1 по расчетам Эфроса и соавто-
ров [44]. Край валентной зоны обычно описывает-
ся в рамках модели Кона – Латтинжера, где в сфе-
рической аппроксимации для этого требуются все-
го два параметра γ1 и γ [45]. Эффективные массы

легких и тяжелых дырок могут быть рассчитаны
по формулам соответственно mlh = m0/(γ1 + 2γ) и
mhh = m0/(γ + 2γ1).

Стоит отметить, что для CdS в литературе су-
ществует множество вариаций параметров Латтин-
жера, так как структура валентной зоны в данном
материале до сих пор полностью не исследована [13].
Согласно Эфросу и Розену [45], γ1 = 1.02 и γ = 0.41

для CdS, следовательно, β = 0.11, а ν(β) ≈ 0.4, что
хорошо согласуется с нашими результатами, полу-
ченными из аппроксимации [44].

Энергия активации безызлучательных процессов
для экситона, полученная из аппроксимации, со-
ставляет ENR = 80 мэВ. Схожее значение (около
100 мэВ) для активации безызлучательных процес-
сов получили в работе [17]. В то же время в нашем
случае полученное значение близко к значению ве-
личины спин-орбитального расщепления между эк-
ситонными состояниями 1Se1S3/2 и 1Se1S1/2 (около
70 мэВ). Состояние 1Se1S1/2, если не рассматривать
тонкую структуру, также является оптически раз-
решенным, поэтому заполнение может быть причи-
ной наблюдаемого снижения τX . Однако серия под-
уровней 1Se1P1/2 также перекрывается с 1Se1S1/2,
как и серии уровней экситонов с легкими и тяжелы-
ми дырками. Поэтому за счет смешивания данных
уровней их заполнение не должно приводит к умень-
шению τX .

При 5 К безызлучательные процессы подавлены
и τX можно выразить следующей формулой:

τX =
6πε0m0

2c3~2

e2nβsE2f
, (11)

где m0 — масса свободного электрона, c — скорость
света, f — сила осциллятора, βs — фактор экрани-
рования, E — энергия перехода, n — коэффициент
преломления оболочки КТ. Сила осциллятора воз-
растает с размером КТ, а энергия перехода обрат-
но пропорциональна квадрату радиуса КТ, поэтому
эти величины противоположно влияют на измене-
ние τX [40]. Согласно нашим данным, энергия пере-
хода дает основной вклад, так как τX возрастает с
размером КТ. Это согласуется со многими теорети-
ческими расчетами, которые предсказывают слабую
зависимость силы осциллятора от размера КТ, ко-
гда радиус КТ сравним с боровским радиусом экси-
тона или больше него [46]. При 300 К τX практиче-
ски не зависит от размера КТ за счет активации и
преобладания безызлучательных процессов.
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4.3. Трионы

При обсуждении трионов следует начать с тем-
пературной зависимости τR. Жавю и др. наблюдали
схожую температурную зависимость τR для трио-
нов в КТ CdSe/CdS типа ядро–оболочка [41]. Авто-
ры объяснили полученный результат, а именно воз-
растание времени жизни с температурой, с помо-
щью модели делокализации одного из электронов
в составе триона из КТ в оболочку. Когда один из
электронов в составе триона выбрасывается в обо-
лочку, интеграл перекрытия уменьшается, что ве-
дет к росту τR. В нашем случае высота барьера для
электронов выше, чем в системе КТ CdSe/CdS типа
ядро–оболочка, и составляет около 0.6–0.8 эВ, так
как КТ окружены органическими остатками мат-
рицы [20]. Полученная из аппроксимации экспери-
мента энергия активации первоначального роста τR
(Ea1 ≈ 26 мэВ) более чем на порядок меньше высо-
ты барьеров. Следовательно, по аналогии с эксито-
ном рост τR связан с заполнением оптически запре-
щенных состояний X−.

Насколько нам известно, тонкая структура трио-
нов в КТ CdS не рассчитывалась и не исследова-
лась экспериментально. Однако Калифано и др. с
помощью полуэмпирического нелокального метода
псевдопотенциала рассчитали тонкую структуру и
температурную зависимость τR для трионов в КТ
CdSe [40]. Авторы обнаружили, что, как и в слу-
чае экситона, τR трионов может возрастать за счет
заполнения оптически запрещенных по четности со-
стояний. Далее для простоты рассмотрения мы опу-
стим тонкую структур уровней X− в связи с тем, что
по аналогии с Х они вероятнее всего перекрывают-
ся, и количественная оценка в нашем случае крайне
сложна.

Анализ τR будет проводиться только путем рас-
смотрения 4-кратно вырожденных состояний X−,
происходящих от S- и P -состояний дырок. Так как
время жизни τR при 5 K мало и начинает возрас-
тать с повышением температуры, основным состо-
янием X−, как и в случае Х, является оптически
разрешенное состояние, где два электрона (с проти-
воположными спинами) на 1Se-уровне, а дырка на
1S3/2-уровне. Вышележащее состояние триона явля-
ется оптически запрещенным и образовано из двух
электронов на 1Se-уровне и дыркой на 1P3/2-уровне.
Энергия активации возрастания τR на участке тем-
ператур от 5 до 200 К (26 мэВ) значительно отли-
чается от энергии активации возрастания времени
жизни экситона (9 мэВ). Разница в энергии между
оптически разрешенными и запрещенными состоя-

ниями X− (около 26 мэВ) значительно превышает
таковую для X (около 10 мэВ). Точный теоретичес-
кий расчет с учетом кулоновского взаимодействия
со вторым электроном может пролить свет на при-
чину этого различия.

Интригующим вопросом остается высокое зна-
чение степени вырождения A1. Все подуровни X−

1Se1S3/2 оптически разрешенные, а все подуровни
1Se1P3/2 оптически запрещенные, поэтому значение
A1 для X− должно быть равно единице, что более
чем в 100 раз меньше значения, полученного из ап-
проксимации. Для упрощения мы не рассматриваем
подуровни 1Se1S3/2 с разными |Jz | по отдельности.
Более того, очевидно, что рассмотрение этих под-
уровней и их смешанных состояний по аналогии с X
не объясняет высокого значения A1. Следует отме-
тить, что большой коэффициент вырождения в КТ
CdS был получен ранее Кимом и др. [17], но не ин-
терпретирован авторами.

Мы предлагаем рассмотреть некоторые допол-
нительные процессы, объясняющие увеличение τR.
Например, один из электронов в составе X− может
быть многократно захвачен и освобожден ловушеч-
ными центрами, в то время как X остается в КТ.
В этом случае τR будет определяться временем пре-
бывания электронов на уровне ловушек [47]. Вто-
рой процесс, приводящий к увеличению τR при T >

> 250 К, характеризуется высокой энергией акти-
вации (около 0.6 эВ) и степенью вырождения A2 >

> 106. Мы связываем этот процесс с делокализа-
цией одного из электронов X− из КТ в надбарьер-
ный континуум состояний. Действительно, значение
энергии активации близко к оценкам высоты барье-
ра из предыдущих экспериментов, а континуум со-
стояний хорошо согласуется с высоким значением
степени вырождения.

Зависимости времен жизни X и X− от размера
КТ (см. рис. 5) при 5 К схожи. Излучательное время
жизни Х− также описывается с помощью уравнения
(11), поэтому объяснение наблюдаемой зависимости
аналогично таковому для Х.

Продолжим обсуждение температурной зависи-
мости τNR. В общем случае безызлучательная ре-
комбинация трионов может происходить как с уча-
стием уровней ловушек, так и за счет оже-процессов.
Считается, что основным каналом безызлучатель-
ной рекомбинации триона при низких температурах
является оже-рекомбинация. С этой точки зрения,
снижение τNR при температурах выше 20 К мож-
но рассматривать как активацию оже-процесса. Из-
вестно, что скорость оже-рекомбинации сильно за-
висит от формы и глубины удерживающего носи-
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тели заряда потенциала, а также от степени дело-
кализации волновой функции [48]. Для глубокого и
скачкообразного потенциала скорость оже-процесса
выше, чем для мелкого или гладкого [49]. Джейн
и др. [50] обнаружили, что увеличение делокализа-
ции волновых функций оказывает более существен-
ное влияние, чем форма барьерного потенциала.
Ранее температурная активация оже-рекомбинации
наблюдалась в работе [18] и объяснялась делокали-
зацией одного из электронов в составе Х− из ядра
КТ CdSe/CdS в оболочку.

В нашем случае потенциал, ограничивающий но-
сители заряда в КТ, достаточно большой (0.6 эВ).
Поэтому нам нужно другое объяснение наблюдае-
мого явления. Мы предполагаем, что ниже 20 К X−

связан донором, ионизированным при фотовозбуж-
дении (см. рис. 6). Обычно трионы рассматривают-
ся как несвязанные частицы, однако имеются экспе-
риментальные работы, очевидно показывающие, что
ионизированные примеси могут эффективно связы-
вать трионы в квантовых ямах [51]. Авторы полу-
чили энергию связи для комплекса трион–примесь,
равную примерно нескольким миллиэлектронволь-
там, что хорошо согласуется с ENR ≈ 4 мэВ, полу-
ченной из аппроксимации наших данных. Связанное
состояние X− характеризуется малой вероятностью
оже-рекомбинации, так как электроны локализова-
ны вблизи ионизированного донора гладким куло-
новским потенциалом и далеки от острого барьер-
ного потенциала. При повышении температуры Х−

делокализуется и электроны могут взаимодейство-
вать с резким потенциалом оболочки КТ, ускоряю-
щим оже-рекомбинацию. При дальнейшем повыше-
нии температуры скорость оже-рекомбинации оста-
ется практически постоянной.

Зависимость времени жизни триона от размера
КТ при 300 К (см. рис. 5а) определяется в основ-
ном безызлучательными процессами. Если считать
оже-процесс преобладающим, можно сказать, что
его скорость увеличивается с размером КТ. Климов
и др. [38] предложили универсальную зависимость
τAuger ∝ R3, где R — размер КТ. Другие группы
наблюдали схожий механизм: τAuger ∝ Rχ с χ в
пределах от 2 до 6 [52, 53]. В нашем случае зависи-
мость слишком слабая, чтобы ее можно было пред-
ставить степенной функцией в описанных пределах
изменения χ. Это свидетельствует о том, что по-
мимо оже-рекомбинации Х− также безызлучатель-
но рекомбинируют через уровни ловушек. При этом
оже-рекомбинация является основным безызлуча-
тельным процессом при низких температурах в рай-
оне 20 К, а процессы рекомбинации через уровни

ловушек активируются при дальнейшем повышении
температуры.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные с помощью метода Ленгмю-
ра – Блоджетт КТ CdS изучены методами спект-
роскопии поглощения, стационарной и время-разре-
шенной фотолюминесценции. Спектр ФЛ КТ имеет
ярко выраженный узкий высокоэнергетический пик,
а также слабовыраженное широкое низкоэнергетич-
ное плечо. Высокоэнергетичный пик ФЛ соответ-
ствует краевой эмиссии, а широкое плечо — реком-
бинации через дефекты. Двойной экспоненциаль-
ный спад краевой ФЛ интерпретируется как одно-
временная рекомбинация экситонов и отрицательно
заряженных трионов. Рекомбинация трионов явля-
ется доминирующей. Температурная зависимость
времени затухания экситона указывает на оптиче-
ски разрешенный основной уровень, возникающий
из S-подобных дырочных состояний с |Jz| = 3/2.
Верхние экситонные уровни возникают из смеси
S-подобных дырочных состояний с |Jz| = 1/2 и
запрещенных по четности P -подобных дырочных
состояний. Основываясь на температурных зависи-
мостях излучательного и безызлучательного времен
жизни трионов, мы предполагаем, что при низкой
температуре трионы связаны на ионизированных
донорах. Энергия связи триона составляет около
4 мэВ. При повышенных температурах трионы вы-
свобождаются и занимают оптически запрещенные
уровни, которые, как и в случае экситонов, связаны
с P -подобными состояниями дырок. При темпера-
турах выше 250 К один из электронов триона тер-
мически возбуждается в континуум состояний над
барьерами.
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Экспериментально исследованы транспортные характеристики сверхпроводящих гибридных полосок

Cu/MoN с одиночным разрезом около одного из краев полоски. Такие полоски имеют сильный диодный

(невзаимный) эффект — в присутствии перпендикулярного магнитного поля величина критического тока

может различаться почти в пять раз в зависимости от направления течения тока. Наблюдаемый эффект

связан со сгущением линий тока вблизи разреза, что приводит к различию условий входа вихрей с края

полоски, имеющей разрез, и с противоположного края, где разрез отсутствует. Различие в критических

токах приводит к различным напряжениям в резистивном состоянии при разных направлениях проте-

кания тока одинаковой величины. Из-за возможности достижения высокой скорости вихрей (несколько

км/с) и безгистерезисных вольт-амперных характеристик в широком интервале температур подобные

гибридные системы могут быть использованы для создания сверхпроводящего диода, работающего до

частот порядка одного гигагерца.

DOI: 10.31857/S0044451022080107
EDN: EHMRGV

1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что в пространственно-несим-
метричном потенциале движение частицы в раз-
личных (в простейшем случае одномерной систе-
мы — в противоположных) направлениях может
быть невзаимным, и это приводит к появлению «ди-
одного» (ratchet) эффекта в переменном во време-
ни поле. Другими словами, при наличии перемен-
ной во времени и направлении силы с нулевым сред-
ним частица может перемещаться в одном направ-
лении. В сверхпроводниках роль частицы играют
вихри Абрикосова, а неоднородный потенциал со-
здается искусственно, например, за счет асиммет-
ричной модуляции параметров сверхпроводника, на-
пример, толщины, формы или материальных пара-
метров [1–8]. В этом случае при пропускании то-
ка и наличии внешнего магнитного поля возника-

* E-mail: sergey@ipmras.ru

ют выделенные направления, вдоль которых вихрям
двигаться легче. Это приводит к разной величине
критического тока и разной абсолютной величине
напряжения, пропорциональной скорости движения
вихрей, для разных направлений протекания тока.

Данный эффект может быть использован для со-
здания сверхпроводящего диода. Однако здесь воз-
никают трудности практического характера. Кроме
модуляции параметров сверхпроводника, приводя-
щей к управляемому пиннингу вихрей, в сверхпро-
воднике есть и естественные дефекты, сила пиннин-
га которых при температурах, уже не сильно мень-
ших критической, может превысить силу пиннин-
га искусственных «дефектов». Это разрушает ди-
одный эффект (невзаимность) и является основной
причиной того, почему экспериментально он был
продемонстрирован в основном только вблизи кри-
тической температуры сверхпроводника [1–8]. Дру-
гим ограничением являются неравновесные эффек-
ты, например, джоулев разогрев. При достаточно
высокой скорости вихрей (и, значит, большом на-
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Рис. 1. a) Схематичное изображение исследуемой сверх-

проводящей полоски с поперечным разрезом. b) Распре-

деление плотности тока вблизи разреза. c) Схематич-

ное изображение гибридной SN-структуры. d) Изображе-

ние полоски Cu/MoN с разрезом, полученное с помощью

электронного микроскопа

пряжении) неравновесные эффекты становятся су-
щественными и могут приводить к скачкообразно-
му переходу сверхпроводника в нормальное состо-
яние, что сильно затрудняет практическое исполь-
зование сверхпроводящего диода. Ограничение на
максимальную скорость вихря приводит к ограниче-
нию по частоте, при которой такой диод может ра-
ботать: νc . v/w, где v — скорость вихря, а w — ши-
рина сверхпроводящей полоски. В настоящее время
были достигнуты скорости вихрей порядка 10 км/с
в различных сверхпроводниках [9–11], однако при ее
превышении сверхпроводник скачкообразно перехо-
дил в нормальное состояние.

Целью настоящей работы является исследова-
ние диодного эффекта в гибридной сверхпроводя-
щей полоске Cu/MoN с разрезом вблизи одного из
краев (рис. 1). В нашей недавней работе [12] было
показано, что в тонкопленочной полоске Cu/MoN
пиннинг мал, скорость движения вихрей может до-
стигать нескольких км/с и при достаточно боль-
шой толщине медного слоя пропадает гистерезис на
вольт-амперных характеристиках (ВАХ), что дела-
ет этот материал перспективным для реализации
сверхпроводникового диода. В предложенной систе-
ме невзаимность должна возникать из-за сгуще-
ния линий тока вблизи вершины разреза (рис. 1b),
что приводит к различию условий входа вихрей с
края полоски, имеющей разрез, и с противополож-
ного края, где разрез отсутствует. Подобный меха-

низм возникновения диодного эффекта из-за нали-
чия краевого дефекта был ранее предложен в ра-
боте [13] и позднее экспериментально реализован в
Al-полоске с разным качеством краев [5]. Мы обна-
ружили, что по сравнению с работой [5] в полос-
ке Cu/MoN с разрезом различие критических то-
ков значительно больше, ВАХ являются безгисте-
резисными в широком интервале температур ниже
критической, скорость движения вихрей достигает
2–3 км/с, что позволяет рассчитывать на работу та-
кого диода при частотах до 1 ГГц при ширине по-
лоски 1–2 мкм (в работе [5] диодный эффект иссле-
довался при частоте несколько десятков килогерц).
Рост величины выпрямленного напряжения в нашей
системе возможен за счет увеличения количества
разрезов вдоль полоски.

2. СТРУКТУРЫ
СВЕРХПРОВОДНИК–НОРМАЛЬНЫЙ

МЕТАЛЛ

В работе исследованы несколько полосок (шири-
на w = 2.5 мкм, длина L = 30 мкм), изготовленных
из двухслойной гибридной пленки сверхпроводник
(S — MoN) — нормальный металл (N — Cu). Пленки
были выращены методом магнетронного напыления
с базовым уровнем вакуума примерно 1.5 ·10−7 мбар
на стандартных кремниевых подложках размером
10 × 10 мм2 без удаления оксидного слоя. Сначала
был напылен слой меди в атмосфере аргона при дав-
лением 1 ·10−3 мбар. Затем in situ был сформирован
слой нитрида молибдена напылением молибдена в
атмосфере смеси газов Ar : N2 = 10 : 1 при давлении
1 · 10−3 мбар и комнатной температуре. Толщины
слоев (dS = 20 нм, dN = 40 нм) были измерены ме-
тодом рентгеновской дифрактометрии. Сверху был
напылен защитный слой кремния толщиной 5 нм.
Удельное сопротивление при комнатной температу-
ре составляло ρ ≃ 4 мкОм · см, критическая тем-
пература сверхпроводящего перехода Tc = 6.8 К
(у одиночного слоя MoN критическая температура
равна 7.8 К).

Транспортные измерения проводились стандарт-
ным четырехточечным методом в режиме постоян-
ного заданного тока в «сухом» криостате на базе
криорефрижератора «Cryomech Pulse Tube 410» при
температуре 4.2 К. Магнитное поле ориентировано
по нормали к поверхности образца. Для подавле-
ния высокочастотного шума используется двухкас-
кадный аналоговый RC-фильтр с шириной полосы
50 кГц при комнатной температуре.
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Рис. 2. а) ВАХ полоски Cu/MoN с разрезом длиной 900 нм при трех значениях магнитного поля: положительные значения

напряжения соответствуют «положительному» направлению тока I+, отрицательные значения напряжения — «отрица-

тельному» направлению тока I−; обе ветви тока отображены на положительное направление оси абсцисс. b, c) Зависи-

мости критического тока I±c , текущего в разных направлениях, от перпендикулярного магнитного поля, эксперимент (b),

теория (c), H0 = Φ0/2πξ
2, Idep — ток распаривания, кружки соответствуют положительному направлению тока, квадра-

ты — отрицательному

Разрез на краю полоски был сформирован с по-
мощью сфокусированного пучка ионов Ga (focused
ion beam, FIB). Ширина разреза составляла 60 нм
(измерена с помощью электронного микроскопа на
полувысоте разреза), длина разреза ℓ варьировалась
от 300 до 1300 нм (скан типичного образца представ-
лен на рис. 1d). Увеличение длины разреза приводит
к уменьшению величины критического тока в нуле-
вом поле, Ic0, и к увеличению разницы между вели-
чинами критического тока (в ненулевом магнитном
поле), текущего в противоположных направлениях.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 2a приведены ВАХ для полоски с длиной
разреза 900 нм, характерные для всей серии образ-
цов. Положительное направление тока I+ соответ-
ствует положительным значениям напряжения, от-
рицательное направление тока I− — отрицательным
значениям напряжения. Выбор положительного на-
правления тока соответствует направлению магнит-
ного поля, приведенному на рис. 1a. ВАХ приведе-
ны для трех значений внешнего магнитного поля:
H1 = 0 (кривая 1), H2 в области максимальной раз-
ности критических токов ∆Ic = I+c − I−c (кривая 2)
и H3 ≫ H2 (кривая 3). Критические значения тока
I±c соответствует появлению напряжения на потен-
циальных контактах величиной 0.1 мкВ.

На рис. 2b приведены зависимости I+c (H) (на ри-
сунке обозначены кружками) и I−c (H) (на рисунке

обозначены квадратами) для полосок с различной
длиной разреза и для полоски без разреза. С увели-
чением магнитного поля разность критических то-
ков ∆Ic меняется от нуля при H = 0 до максималь-
ной при H = 40–50 Э и при дальнейшем росте по-
ля опять убывает. Заметим, что даже в полоске без
разреза наблюдается различие в критических токах,
что по-видимому, связано с наличием естественных
краевых дефектов. Однако наличие искусственно-
го дефекта (разреза) значительно увеличивает раз-
ность ∆Ic.

На рис. 2c приведены рассчитанные зависимос-
ти I+c (H) и I−c (H). В расчетах было принято во
внимание, что неравновесные эффекты, возникаю-
щие при движении вихрей в SN-полоске могут быть
значительно меньше, чем в обычном сверхпровод-
нике, именно по этой причине ВАХ являются безги-
стерезисными, а скорость вихрей может достигать
несколько км/с [12]. Поэтому в модели использова-
лось стандартное нестационарное двумерное уравне-
ние Гинзбурга – Ландау [14] для сверхпроводящего
параметра порядка ∆ = |∆| exp (iφ):

π~

8kBTc

(
∂

∂t
+

2ieϕ

~

)
∆ =

= ξ2
(
∇− i

2e

~c
A

)2

∆+

(
1− T

Tc
− |∆|2

∆2
GL

)
∆, (1)

вместе с уравнением для электрического потенциа-
ла ϕ:
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div j =

= div

(
σn
e

π|∆|2(∇φ−2eA/~c)

4kBTc
−σn∇ϕ

)
= 0, (2)

где σn — проводимость в нормальном состоянии,
∆GL = 3.06kBTc и A — векторный потенциал.

Распределение сверхпроводящего параметра по-
рядка по толщине считалось однородным, поэтому
задача является двумерной. Вообще говоря, это не
так для SN-слоя, где форма вихря может иметь
форму гриба [15], однако для нашей задачи данные
эффекты несущественны. Для уменьшения времени
счета мы выбрали ширину полоски w = 50ξ, длину
L = 150ξ (ξ — здесь некая эффективная сверхпро-
водящая длина когерентности — см. уравнение (1),
которая лежит между ξS ≈ 6.3 нм — длиной ко-
герентности в слое MoN и ξN ≈ 30 нм — длиной
когерентности в слое Cu), длину разреза 20ξ, ши-
рину разреза 2ξ. Численное моделирование показы-
вает, что отличие I+c (H) от I−c (H) связано со сгу-
щением линий тока около разреза и локально более
высокой плотности тока. Поэтому при H = 0 вихри
входят в полоску у вершины разреза. Внешнее поле
создает экранирующие токи, которые либо склады-
ваются с транспортным током, либо вычитаются из
него вблизи разреза. Это приводит к уменьшению
I−c и росту I+c при увеличении поля. В достаточно
большом поле вихри начинают входить через край
полоски напротив разреза и величина I+c начина-
ет уменьшаться. При этом поле достигается макси-
мум на зависимости I+c (H), а также максимальная
разница между критическими токами ∆Ic(H). При
дальнейшем увеличении поля вихри начинают вхо-
дить и в других местах полоски, при этом I+c (H)

приближается к I−c (H) и невзаимность становится
слабее.

Экспериментальные ВАХ полностью обратимы
(отсутствует гистерезис) даже в слабых магнитных
полях, что выгодно отличает данную систему от
других реализаций диодных сверхпроводящих сис-
тем. При H = 0 и в диапазоне токов Ic от 0.48 до
0.55 мA форма ВАХ похожа на ВАХ джозефсоновс-
кого контакта. Это не удивительно, так как еще в ра-
боте [16] было показано, что полоска с двумя разре-
зами на противоположных ее краях по своим свой-
ствам схожа с джозефсоновским контактом (нашу
систему можно рассматривать как «половину» та-
кого джозефсоновского контакта). Однако при то-
ке, большем 0.55 мА, возникает резкий рост на-
пряжения (см. рис. 2a), что, как показывают ре-
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Рис. 3. Расчетная зависимость выпрямленного напряже-

ния U от амплитуды переменного тока Ĩ в различных маг-

нитных полях

зультаты численного расчета, связано с появлени-
ем «вихревой речки» [9–11, 17], являющейся неким
аналогом линии проскальзывания фазы в случае
пространственно-неоднородного распределения то-
ка [18]. Этот результат лежит вне области приме-
нимости работы [16]. Включение поля делает рас-
пределение плотности тока более однородным попе-
рек полоски для положительного направления тока
и более неоднородным для отрицательного направ-
ления. Это приводит к более резкому росту напря-
жения с ростом тока для I+, так как вихревая речка
появляется почти при I+c , и к более плавному росту
напряжения для I−, где вихревая речка появляется
при I− ≫ I−с .

Заметим, что даже в нулевом поле до достиже-
ния режима вихревой речки в полоске одновремен-
но могут находиться и двигаться несколько вихрей
(их количество растет с увеличением ширины по-
лоски и величины тока) — они движутся от разреза
к противоположному краю полоски. С учетом ши-
рины полоски Cu/MoN и длины разреза результаты
численного счета дают оценку 2–3 вихря. Исполь-
зуя соотношение Джозефсона 2eU = ~ dφ/dt и то,
что проход вихря поперек полоски приводит к из-
менению фазы φ на 2π, мы оценили скорость вих-
рей в момент перехода в режим вихревой речки как
2–3 км/с.
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Используя экспериментальные ВАХ, мы рассчи-
тали зависимости величины среднего по времени на-
пряжения U от амплитуды переменного тока Ĩ при
нулевом постоянном токе (рис. 3). Качественно они
сходны с аналогичными зависимостями, приведен-
ными в работах [1–6], причем максимальная величи-
на U — несколько микровольт, близка к значениям
из работ [1–3]. Это значение на практике можно лег-
ко увеличить, увеличив количество разрезов. Мини-
мальное расстояние между разрезами должно быть
больше ℓ — длины разреза, так как ток от вершины
разреза убывает степенным образом, приблизитель-
но как 1/

√
r. В этом случае сгущение линий тока

около одного разреза будет оказывать слабое влия-
ние на сгущение линий тока у соседнего разреза.

В наших расчетах мы использовали квазистаци-
онарное приближение, т. е. предполагали, что U(t) =

= U(I(t)), т. е. что изменение тока приводит к мгно-
венному изменению напряжения. Понятно, что дан-
ное приближение должно быть разумным при час-
тотах ν < v/w ∼ 1 ГГц для нашей системы. Интерес-
но, что близкое, зависящее от геометрии и скорос-
ти вихрей ограничение по частоте в 700 МГц было
экспериментально обнаружено для сверхпроводяще-
го диода, основанного на Nb-полоске, покрытой мо-
дулированным в пространстве слоем Co [7].

При более низких температурах ВАХ мостиков
Cu/MoN с используемыми толщинами становятся
гистерезисными (см. рис. 4 в [12]). Однако увеличе-
ние толщины слоя нормального металла позволяет
устранить эту проблему. Так, мы обнаружили, что
даже в мостиках без разреза (имеющих большую ве-
личину критического тока) гистерезис ВАХ отсут-
ствует вплоть до T = 0.8 К при толщине слоя меди
100 нм.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В нашей работе экспериментально продемонст-
рирована сильная зависимость величины критиче-
ского тока от направления его течения в гибридной
сверхпроводящей полоске Cu/MoN с боковым раз-
резом при наличии перпендикулярного магнитного
поля. Диодный эффект обусловлен сильной кон-
центрацией тока вблизи вершины разреза, что при-
водит к разным условиям для входа вихрей вблизи
краев полоски с разрезом и без него. Благодаря слою
нормального металла, ВАХ таких полосок безгисте-
резисные даже при температуре значительно ниже
критической температуры, а скорость вихрей может
достигать нескольких км/с. Это позволяет ожидать

наличия диодного эффекта в таких полосках ши-
риной 1–2 мкм вплоть до частот порядка одного
гигагерца.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
госзаданий ИФМ РАН 0030-2021-0020 (измерения и
численные расчеты) и 0030-2022-0006 (изготовление
образцов).
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Получена модифицированная система групповых уравнений для двух первых моментов функции распре-

деления электронов высоких энергий: уравнения баланса концентрации и плотности потока электронов.

Главное отличие полученной системы от имеющихся версий заключается в том, что в ней члены, отве-

чающие за рождение электронов, выведены непосредственно из ионизационного интеграла. С помощью

данной системы выполнено численное моделирование развития в однородном электрическом поле ла-

вины релятивистских убегающих электронов. Рассчитанные характеристики лавины: время усиления,

средняя энергия электронов, направленная скорость, энергетический спектр и пространственные распре-

деления электронов, хорошо согласуются с результатами расчетов по методу Монте-Карло.

DOI: 10.31857/S0044451022080119
EDN: EHSWHP

1. ВВЕДЕНИЕ

В 1992 г. Гуревичем, Милихом и Рюсселем-Дюп-
ре был предложен механизм развития атмосфер-
ных разрядов, основанный на генерации лавин реля-
тивистских убегающих электронов (ЛРУЭ) в плот-
ных газах и слабых электрических полях [1]. В на-
стоящее время предполагается, что данный меха-
низм лежит в основе широкого круга наблюдае-
мых в грозовой атмосфере явлений: усиление пото-
ков рентгеновского излучения в грозовых облаках
и ступенчатом лидере молнии; вспышки жесткого
гамма-излучения, регистрируемые в ближнем кос-
мосе, вблизи уровня моря и в высокогорных услови-
ях (см. обзор [2]); регистрация грозовых нейтронов в
высокогорных условиях (см. обзор [3]); зарождение
разряда молнии [4–7]; генерация высотных оптиче-
ских явлений [8,9] и узких биполярных электромаг-
нитных импульсов [10, 11].

Для понимания результатов данных наблюдений
необходима разработка эффективных методов чис-

* E-mail: e_i_bochkov@mail.ru

ленного моделирования разрядов, развивающихся
в режиме генерации ЛРУЭ. Как известно, наибо-
лее полная информация, необходимая для описания
плазменных процессов в газовом разряде, содержит-
ся в функции распределения электронов (ФРЭ), ко-
торую можно вычислить, решая кинетическое урав-
нение (КУ), или методом Монте-Карло (МК). Одна-
ко на практике численное моделирование на основе
КУ или метода МК требует очень больших вычис-
лительных ресурсов. Эффективнее моделирование
в приближении сплошной среды на основе системы
уравнений для моментов ФРЭ [12]. В работе [13]
для моделирования стратосферных разрядов была
использована система групповых уравнений (ГУ)
для моментов релятивистской ФРЭ, но записаны
данные уравнения были на основании упрощенных
априорных соображений. Последовательный вывод
системы ГУ для нулевого, первого и второго мо-
ментов релятивистской ФРЭ был выполнен в рабо-
те [14]. Точность метода моментов была продемон-
стрирована в [15] путем сравнения результатов чис-
ленного решения системы ГУ с результатами моде-
лирования методом МК. Существенным недостат-
ком полученной в [14] системы ГУ является то, что
в ней ионизационные члены, отвечающие за гене-
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рацию электронов высоких энергий, не были выве-
дены непосредственно из ионизационного интеграла
столкновений, а записаны из априорных соображе-
ний.

В данной работе представлена замкнутая систе-
ма ГУ для двух первых моментов ФРЭ, в которой
точно описаны ионизационные члены и не требу-
ется задание априорных зависимостей. Возможнос-
ти полученной системы продемонстрированы путем
численного моделирования развития в воздухе при
нормальных условиях в однородном электрическом
поле ЛРУЭ. Сравнительный анализ вычисленных
характеристик ЛРУЭ с результатами МК-расчетов
показывает эффективность представленного мето-
да ГУ.

2. СИСТЕМА ГРУППОВЫХ УРАВНЕНИЙ

В статье [14] получена система многогрупповых
уравнений для первых трех моментов функции рас-
пределения электронов высоких энергий: концент-
рации электронов, уравнений движения (направлен-
ного импульса) и средней энергии. Как показали ре-
зультаты работы [15], для численного моделирова-
ния эволюции лавины релятивистских убегающих
электронов достаточно только уравнений баланса
концентрации и уравнений движения. Уравнения
для концентрации электронов имеют вид [14, 15]

∂nk

∂t
+divr jk =

[
〈µ〉k−1/2 qeE−FD(pk−1/2)

]
×

× nk−1/2

pk−pk−1
−
[
〈µ〉k+1/2qeE−FD(pk+1/2)

]
×

× nk+1/2

pk+1 − pk
+ Sion,k. (1)

ЗдесьN — число разбиений интервала в пространст-
ве импульсов [pmin,pmax], границы которого опреде-
ляются условиями задачи; k — номер группы, ши-
рина которой [pk−1/2, pk+1/2] в общем случае произ-
вольна; nk — концентрация электронов; jk — плот-
ность потока электронов в k-й группе; 〈µ〉k — коси-
нус угла между векторами jk и e = −E/E; qe — эле-
ментарный заряд; FD — сила трения, описывающая
усредненные потери энергии электроном; Sion,k —
источник вторичных электронов высоких энергий,
рождаемых в результате ионизации.

Как отмечалось во Введении, недостатком систе-
мы ГУ, полученной в [14], является то, что в ней
ионизационный член Sion,k, не был непосредствен-
но выведен из ионизационного интеграла столкно-
вений. Для него была принята следующая упрощен-
ная форма [14]:

Sion,k =
δ1k

tre(E)

N∑

i=k

ni. (2)

Здесь предполагается, что все вторичные электроны
попадают в первую группу, а число электронов рас-
тет с характерным временем tre, которое зависит от
напряженности поля. Таким образом, система ГУ,
полученная в [14], не является замкнутой, поскольку
требует априорного знания зависимости tre(E). Ис-
пользуя дифференциальное разложение интеграла
столкновений электронов, полученное в [16], мож-
но вывести точное выражение для ионизационного
члена в уравнениях (1), что будет сделано ниже.

Поскольку в уравнениях (1) в дивергентный
член, описывающий перенос электронов в простран-
стве, входят величины плотности потока электро-
нов jk, при проведении практических расчетов пред-
почтительно иметь уравнения непосредственно для
данных величин, а не направленного импульса, как
в [14]. Для того чтобы получить систему уравне-
ний для плотности потока электронов, рассмотрим
релятивистское кинетическое уравнение для ФРЭ
f(r, p, µ, t) [17]:

∂f(r, p, µ, t)

∂t
+ v · ∇rf(r, p, µ, t)+

+
1

p2
∂

∂p

[
p2(µqeE − FD(p))f(r, p, µ, t)

]
+

+
∂

∂µ

[
qeE

1−µ2

p
f(r, p, µ, t)

]
− (Z+4)FD(p)

8γp
×

× ∂

∂µ

[
(1− µ2)

∂f(r, p, µ, t)

∂µ

]
= Stion, (3)

где v — скорость электрона, µ — угол между векто-
ром импульса p и единичным вектором в направ-
лении электрической силы e. Ионизационный ин-
теграл в правой части уравнения (3), отвечающий
за рождение электронов высоких энергий, имеет
вид [17]

Stion = N0υ

∞∫

2ε+εion

dε′
(
γ′2 − 1

γ2 − 1

)
×

× σion(ε
′, ε)

1

2π

2π∫

0

f(r, p′, µ′, t) dα, (4)

где εion — порог ионизации. В случае релятивистс-
ких электронов, энергия которых много больше
энергии связи атомарных электронов, процесс иони-
зации можно описывать как рассеяние электрона на
покоящемся свободном электроне, тогда связь меж-
ду величинами µ и µ′ задается уравнением [17]
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µ′ = µµ0 +
√
1− µ2

√
1− µ2

0 cosα, (5)

где

µ0 =

√
ε(ε′ + 2mec2)

ε′(ε+ 2mec2)

— угол рассеяния электрона.
Определим величину плотности потока электро-

нов в k-й группе:

jk(r, t) ≡
pk+1/2∫

pk−1/2

p2dp

1∫

−1

dµ

2π∫

0

vf(r, p, µ, t) dϕ =

=

pk+1/2∫

pk−1/2

p2dp

1∫

−1

dµ

2π∫

0

(v⊥+υµe) f(r, p, µ, t) dϕ =

= 2π

pk+1/2∫

pk−1/2

υp2dp

1∫

−1

µf(r, p, µ, t) dµ e ≈

≈ 2πυkp
2
k(pk+1/2 − pk−1/2)

1∫

−1

µf(r, pk, µ, t) dµ e. (6)

Также определим величину направленной скорости
электронов:

uk(r, t) ≡ jk(r, t)/nk(r, t) =

=

pk+1/2∫

pk−1/2

υp2dp

1∫

−1

µf(r, p, µ, t) dµ

pk+1/2∫

pk−1/2

p2dp

1∫

−1

f(r, p, µ, t) dµ

e ≈

≈

1∫

−1

µf(r, pk, µ, t) dµ

1∫

−1

f(r, pk, µ, t) dµ

υk e = 〈µ〉kυke. (7)

Для того чтобы найти уравнения для величин jk,
необходимо кинетическое уравнение (3) умножить
на величину vp2 и проинтегрировать по переменным
p, µ, ϕ на отрезках p ∈ [pk−1/2, pk+1/2], µ ∈ [−1, 1] и
ϕ ∈ [0, 2π]. Интегрируя таким образом первый член
в левой части уравнения (3), получаем

∂

∂t

pk+1/2∫

pk−1/2

p2dp

1∫

−1

µ dµ

2π∫

0

vf(r, p, µ, t) dϕ =
∂jk
∂t
. (8)

Далее интегрируем второй член:

pk+1/2∫

pk−1/2

p2dp

1∫

−1

dµ

2π∫

0

v
∑

i

vi∇i f(r, p, µ, t) dϕ =

=
∑

i

∇i

pk+1/2∫

pk−1/2

p2dp

1∫

−1

dµ

2π∫

0

v · vi f(r, p, µ, t) dϕ =

=
∑

i

∇ink(r, t)〈v · vi〉k ≈
∑

i

∇inkukuk,i =

= jk

∑

i

∇iuk,i +
∑

i

uk,i∇ijk =

= jkdivruk + (uk · ∇r) jk = (∇r · uk) jk. (9)

При выводе данного выражения величины моментов
второго порядка 〈v · vi〉k были заменены на произ-
ведение моментов первого порядка аналогично то-
му, как это было сделано в работе [14]. Данное при-
ближение можно обосновать следующим образом. В
рассматриваемом здесь случае полагается, что ФРЭ
не зависит от азимутального угла в пространстве
импульсов, поэтому если направить ось z в коорди-
натном пространстве вдоль вектора e, то отличным
от нуля будет только момент

〈
v2
z

〉
k
e. Величина

〈
v2
z

〉
k

выражается как

〈
v2z
〉
k
=

2π

pk+1/2∫

pk−1/2

υ2p2dp

1∫

−1

µ2 f(r, p, µ, t) dµ

2π

pk+1/2∫

pk−1/2

p2dp

1∫

−1

f(r, p, µ, t) dµ

≈

≈ υ2k

1∫

−1

µ2 f(r, pk, µ, t) dµ

1∫

−1

f(r, pk, µ, t) dµ

=

= υ2k
〈
µ2
〉
k
≈ υ2k 〈µ〉2k = u2k. (10)

Как показывают результаты МК-расчетов развития
в электрическом поле ЛРУЭ [18], угловое распреде-
ление релятивистских электронов сильно вытянуто
вдоль вектора e, и средний косинус угла между век-
тором скорости электронов и вектором напряженно-
сти поля, а также среднее значение квадрата коси-
нуса близки к единице, поэтому замена в (10) зна-
чения величины среднего квадрата косинуса

〈
µ2
〉
k

на квадрат среднего значения 〈µ〉2k не должна при-
водить к большой ошибке.
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Интегрирование третьего члена кинетического
уравнения (3) дает

pk+1/2∫

pk−1/2

p2dp

1∫

−1

dµ

2π∫

0

v

p2
×

× ∂

∂p

[
p2(µqeE − FD(p))f(r, p, µ, t)

]
dϕ =

= 2π

pk+1/2∫

pk−1/2

υ dp

1∫

−1

µ ×

× ∂

∂p

[
p2(µqeE − FD(p))f(r, p, µ, t)

]
dµ e ≈

≈


2πp2k+1/2υk+1/2

1∫

−1

(µ2qeE − µFD(pk+1/2)) ×

× f(r, pk+1/2, µ, t) dµ− 2πp2k−1/2υk−1/2 ×

×
1∫

−1

(µ2qeE − µFD(pk−1/2))f(r, pk−1/2, µ, t) dµ−

− 2πp2k

(
dυ

dp

)

k

(pk+1/2 − pk−1/2)×

×
1∫

−1

(µ2qeE − µFD(pk))f(r, pk, µ, t) dµ


 e ≈

≈
[(〈

µ2
〉
k+1/2

qeE − 〈µ〉k+1/2FD(pk+1/2)
)
×

× υk+1/2nk+1/2

pk+1 − pk
−

−
(〈
µ2
〉
k−1/2

qeE − 〈µ〉k−1/2FD(pk−1/2)
)
×

× υk−1/2nk−1/2

pk − pk−1
−
(
dυ

dp

)

k

×

×
(〈
µ2
〉
k
qeE − 〈µ〉kFD(pk)

)
nk

]
e ≈

≈
(
〈µ〉k+1/2qeE − FD(pk+1/2)

) jk+1/2

pk+1 − pk
−

−
(
〈µ〉k−1/2qeE − FD(pk−1/2)

) jk−1/2

pk − pk−1
−

− 1

υk

(
dυ

dp

)

k

(〈µ〉kqeE − FD(pk)) jk =

=
〈µ〉k+1/2qeE − FD(pk+1/2)

pk+1 − pk
jk+1/2 −

−
〈µ〉k−1/2qeE − FD(pk−1/2)

pk − pk−1
jk−1/2 −

− 〈µ〉kqeE − FD(pk)

γ2kpk
jk. (11)

Здесь при получении последнего равенства мы учли
соотношение

1

υ

(
dυ

dp

)
=

1

γ2p
.

Интегрируя сумму четвертого и пятого членов
уравнения (3), получаем

2πe

pk+1/2∫

pk−1/2

υp2dp

1∫

−1

µ dµ×

×
{
∂

∂µ

[
qeE

1− µ2

p
f(r, p, µ, t)

]
− (Z+4)FD(p)

8γp
×

× ∂

∂µ

[
(1− µ2)

∂f(r, p, µ, t)

∂µ

]}
=

= −2πe




pk+1/2∫

pk−1/2

υ

p
p2dp

1∫

−1

qeE(1−µ2)f(r, p, µ, t) dµ −

−
pk+1/2∫

pk−1/2

(Z+4)FD(p)

8γp
υp2dp×

×
1∫

−1

(1−µ2)
∂f(r, p, µ, t)

∂µ
dµ


 ≈

≈ −e

[(
1−
〈
µ2
〉
k

) υknk

pk
qeE −

− (Z+4)FD(pk)

4γkpk
〈µ〉kυknk

]
≈

≈ −
(
1−〈µ〉2k

) υknk

pk
qeE e+

(Z+4)FD(pk)

4γkpk
jk ≈

≈ υknk

pk
qeE+

[
〈µ〉kqeE+

(Z+4)FD(pk)

4γk

]
jk
pk
. (12)

Объединяя выражения (8), (9), (11), (12), полу-
чаем следующее уравнение для плотности потока
электронов:

∂jk
∂t

+ (∇r · uk) jk =
[
〈µ〉k−1/2qeE − FD(pk−1/2)

]
×

×
jk−1/2

pk − pk−1
−
[
〈µ〉k+1/2qeE−FD(pk+1/2)

] jk+1/2

pk+1 − pk
+

+

[〈µ〉kqeE−FD(pk)

γ2k
−
(
〈µ〉kqeE+

(Z+4)FD(pk)

4γk

)]
×

× jk
pk

− υknk

pk
qeE + S

j
ion,k. (13)

Теперь вычислим ионизационные члены Sion,k и
S

j
ion,k в уравнениях (1) и (13). Используя дифферен-

циальное разложение интеграла столкновений, по-
лученное в работе [16], мы можем выразить инте-
грал по переменной α в (4) следующим образом:

270



ЖЭТФ, том 162, вып. 2 (8), 2022 Расчет параметров лавины релятивистских убегающих электронов. . .

1

2π

2π∫

0

f(r, p′, µ′, t) dα = f(r, p′, µ, t)+

+
∞∑

l=1

(1− µ0)
l

2l(l!)
2

∂l

∂µl

{
(1− µ2)

l ∂lf

∂µl

}
=

= f(r, p′, µ, t) +
1− µ0

2

∂

∂µ

{
(1− µ2)

∂f

∂µ

}
+

+
(1− µ0)

2

16

∂2

∂µ2

{
(1− µ2)

2 ∂2f

∂µ2

}
+ . . . (14)

Соответственно ионизационный интеграл примет
вид

Stion = N0υ

∞∫

2ε+εion

(
f(r, p′, µ, t)+

∞∑

l=1

(1−µ0)
l

2l(l!)
2 ×

× ∂l

∂µl

{
(1− µ2)

l ∂lf

∂µl

})(
γ′2 − 1

γ2 − 1

)
σion(ε

′, ε) dε′.

(15)

Удобство данного разложения заключается в том,
что его легко можно проинтегрировать по перемен-
ной µ, и таким образом можно получать уравнения
для моментов ФРЭ любого порядка. Так, для мо-
мента нулевого порядка, т. е. величины Sion,k, имеем

Sion,k = 2π

pk+1/2∫

pk−1/2

p2dp

1∫

−1

Stiondµ = 2πN0 ×

×
pk+1/2∫

pk−1/2

υp2

γ2 − 1
dp

∞∫

2ε+εion

(γ′2−1)σion(ε
′, ε) dε′ ×

×
1∫

−1

f(r, p′, µ, t) dµ ≈ N0
υk

γ2k − 1
×

× 2πp2k(pk+1/2 − pk−1/2)×

×
∞∫

2εk+εion

(γ′2 − 1)σion(ε
′, εk) dε

′ ×

×
1∫

−1

f(r, p′, µ, t) dµ ≈ N0

υkp
2
k(pk+1/2−pk−1/2)

γ2k − 1
×

×
∞∫

2εk

(γ′2 − 1)σion(ε
′, εk) υ

′

p′2
2πp′2dp′ ×

×
1∫

−1

f(r, p′, µ, t) dµ. (16)

Здесь при получении последнего равенства мы учли,
что dε′ = υ′dp′ и 2εk ≫ εion. С учетом того, что по
определению

ni ≡ 2π

pi+1/2∫

pi−1/2

p2dp

1∫

−1

f (r, p, µ, t) dµ,

выражение (16) окончательно можно записать в ви-
де

Sion,k ≈ N0

υkp
2
k(pk+1/2 − pk−1/2)

γ2k − 1
×

×
N∑

i=ik

σion(εi, εk)υi(γ
2
i − 1)

p2i
ni =

= N0υk(pk+1/2 − pk−1/2)

N∑

i=ik

υiσion(εi, εk) , (17)

где ik — номер интервала [pi−1/2, pi+1/2], в кото-
ром лежит p(2εk). Аналогичным образом можно по-
лучить ионизационный член, входящий в уравне-
ние (13):

S
j
ion,k = 2π

pk+1/2∫

pk−1/2

υp2dp

1∫

−1

µ Stiondµ e =

= 2πN0

pk+1/2∫

pk−1/2

υ2p2

γ2 − 1
dp×

×
∞∫

2ε+εion

(γ′2 − 1)σion(ε
′, ε) µ0(ε

′, ε) dε′×

×
1∫

−1

µf(r, p′, µ, t) dµ e ≈ N0υ
2
kp

2
k(pk+1/2−pk−1/2)

γ2k − 1
×

×
∞∫

2εk

(γ′2 − 1)σion(ε
′, εk)µ0(ε

′, εk)

p′2
2πυ′p′2dp′ ×

×
1∫

−1

µf(r, p′, µ, t) dµ e. (18)

Учитывая, что

ji ≡ 2π

pi+1/2∫

pi−1/2

υp2dp

1∫

−1

µf (r, p, µ, t) dµ e,

окончательно имеем
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S
j
ion,k ≈ N0υ

2
k(pk+1/2 − pk−1/2)×

×
N∑

i=ik

σion(εi, εk)µ0(εi, εk) ji. (19)

Выпишем теперь полную систему ГУ для двух
первых моментов релятивистской ФРЭ — баланса
концентрации и плотности потока электронов:

∂nk

∂t
+(∇r · jk) =

〈µ〉k−1/2qeE − FD(pk−1/2)

pk − pk−1
nk−1/2 −

−
〈µ〉k+1/2qeE − FD(pk+1/2)

pk+1 − pk
nk+1/2 +

+

N∑

i=ik

sikυini,

∂jk
∂t

+ (∇r · uk) jk =

=
〈µ〉k−1/2qeE − FD(pk−1/2)

pk − pk−1
jk−1/2 −

−
〈µ〉k+1/2qeE − FD(pk+1/2)

pk+1 − pk
jk+1/2+

+

[〈µ〉kqeE−FD(pk)

γ2k
−
(
〈µ〉kqeE+

(Z+4)FD(pk)

4γk

)]
×

× jk
pk

− υknk

pk
qeE+

N∑

i=ik

sikµ0(εi, εk)υkji, (20)

где

sik = N0υk(pk+1/2 − pk−1/2)σion(εi, εk).

Следует отметить главный недостаток данной
системы ГУ. В исходном кинетическом уравнении
(3) полагалось, что ФРЭ не зависит от азимуталь-
ного угла ϕ в пространстве импульсов, поэтому сис-
тема (20) не описывает диффузию электронов в на-
правлении, ортогональном вектору напряженности
поля. В дальнейших расчетах для зависимости от
импульса энергетических потерь электрона FD ис-
пользуется формула Бете [19], а для дифференци-
ального сечения ионизации σion — формула Мёлле-
ра [19].

При решении системы уравнений (20) необходи-
мо также вычислять величины nk−1/2 и nk+1/2, для
этого используется следующая процедура:

nk+1/2 =

=

{
nk, [〈µ〉k+1/2eE − FD(pk+1/2)] > 0,

nk+1, [〈µ〉k+1/2eE − FD(pk+1/2)] < 0.
(21)

Аналогично рассчитываются jk−1/2 и jk+1/2. Вели-
чина 〈µ〉k+1/2 вычисляется путем линейной интер-
поляции значений 〈µ〉k и 〈µ〉k+1.

Рис. 1. Нормированное на единицу энергетическое рас-

пределение электронов для δ = 2, 5, 8 в момент времени

t = 849 нс, 167 нс, 88 нс соответственно. Результаты ре-

шения системы ГУ и расчет по УМК

3. СРАВНЕНИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ
ГРУППОВЫХ УРАВНЕНИЙ С

РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ МЕТОДОМ
МОНТЕ-КАРЛО

Для того чтобы продемонстрировать точность
предложенного метода ГУ, был выполнен расчет
развития ЛРУЭ в однородном электрическом поле
с напряженностью E = Fminδ, где δ — параметр пе-
ренапряжения величины напряженности поля отно-
сительно минимума силы Бете Fmin. Система урав-
нений (20) решалась численно в диапазоне энергий
от 10 кэВ до 100 МэВ. Данный энергетический диа-
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Рис. 2. Нормированное на единицу распределение электро-

нов вдоль оси симметрии лавины для δ = 2, 5, 8. Резуль-

таты решения системы ГУ и расчет по УМК

пазон был разбит на Nε = 100 интервалов, границы
которых определялись по формуле

εj = εmin

(
qj−1 − 1

q − 1

)
,

где j = 1−Nε, и q есть решение уравнения

qNε−1 − 1

q − 1
=
εmax

εmin
.

Расчеты выполнены для воздуха (Z = 14.5, Fmin ≈
≈ 2.18 кВ/см) при нормальных условиях (N0 =

= 2.69 · 1025 м−3). Постановка задачи была следую-
щей: в начальный момент времени задавалось дель-

тообразное распределение электронов в пространст-
ве и гауссово по энергии со средней энергией 7 МэВ и
шириной распределения 0.1 МэВ. Данная постанов-
ка задачи близка к принятой в численном модели-
ровании ЛРУЭ методом МК [18, 20], что позволяет
выполнять прямое сравнение результатов.

В таблице приведены рассчитанные методом ГУ
характеристики ЛРУЭ: время усиления tre, т. е. вре-
мя, за которое число электронов увеличивается в
e раз; средняя энергия 〈εre〉 и направленная ско-
рость электронов ure. Для сравнения в таблице ука-
заны и значения, рассчитанные по МК-программе
ЭЛИЗА, отличающейся детальным описанием про-
цессов взаимодействия электронов, гамма-квантов и
позитронов с молекулами воздуха [18, 21], а также
по упрощенной МК-программе (УМК), аналогичной
описанной в [20]. Также для величины tre в табли-
це приведены значения, полученные путем числен-
ного решения КУ [20]. Как можно видеть, значе-
ния tre, вычисленные методом ГУ, наиболее близ-
ки именно к результатам решения КУ (отличия не
превышают 8 %), что естественно, поскольку систе-
ма ГУ непосредственно выведена из КУ. Значения
средней энергии электронов в лавине, полученные
методом ГУ, не более чем на 10 % отличаются от
значений, вычисленных по УМК-модели. Значения
же направленной скорости ure, полученные разны-
ми методами, очень близки между собой, здесь от-
личия не превышают 2 %.

На рис. 1 представлены нормированные на еди-
ницу энергетические распределения электронов, вы-
численные методом ГУ и методом УМК, для δ = 2,
5 и 8 в момент времени t = 5tre, когда достигается
равновесие электронов с полем. В целом наблюдает-
ся хорошее согласие распределений, полученных по
обеим методикам. На рис. 2 показана линейная кон-
центрация электронов вдоль оси симметрии лавины
в те же самые моменты времени. В целом наблюда-
ется нормальное согласие, хотя можно видеть, что
распределение, полученное методом УМК, не совсем
симметрично относительно максимума распределе-
ния, и сам максимум слегка опережает максимум
распределения, рассчитанного методом ГУ.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исходя из кинетического уравнения для реля-
тивистских электронов, выполнен вывод групповых
уравнений для плотности потока электронов. Сов-
местно с уравнениями баланса концентрации элек-
тронов, полученными ранее, мы имеем замкнутую
систему ГУ, позволяющих моделировать кинетику
электронов высоких энергий. Особенностью полу-
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Таблица. Время усиления tre, средняя энергия 〈εre〉 и направленная скорость ure электронов в лавине, вычислен-

ные разными методами для нормальных условий

δ tre, нс 〈εre〉, МэВ ure, 108 м/с

ГУ УМК
КУ
[20]

ЭЛИЗА
[17]

ГУ УМК
ЭЛИЗА

[21]
ГУ УМК

ЭЛИЗА
[21]

2 191 177 197 189.7 7.74 7.27 6.74 2.59 2.64 2.64

3 81.5 75.1 − 77.6 7.95 7.39 6.79 2.59 2.65 2.65

4 51.2 47.1 − 47.5 7.97 7.36 6.83 2.62 2.67 2.65

5 37.0 34.0 39.9 34.3 7.93 7.31 6.87 2.64 2.68 2.66

6 28.8 26.4 − 26.4 7.62 7.23 6.79 2.66 2.69 2.66

8 19.6 17.9 21.2 17.8 7.66 7.30 6.61 2.67 2.70 2.68

10 14.6 13.5 − 13.3 7.45 6.90 6.41 2.67 2.71 2.69

12 11.6 10.6 − 10.45 7.32 6.71 6.15 2.69 2.71 2.69

14 9.35 8.72 − 8.56 7.01 6.55 5.99 2.69 2.71 2.69

ченной системы является то, что в ней ионизаци-
онные члены были непосредственно выведены из
ионизационного интеграла, поэтому в представлен-
ном виде метод ГУ не требует задания априорной
зависимости от напряженности поля времени усиле-
ния лавины. Система предназначена для численного
моделирования газовых разрядов, развивающихся с
участием электронов высоких энергий, в том чис-
ле релятивистских убегающих электронов. Для де-
монстрации точности полученной системы ГУ для
моментов ФРЭ выполнено численное моделирова-
ние развития в однородном электрическом поле в
воздухе ЛРУЭ. Рассчитанные характеристики ла-
вины, вычисленные решением системы ГУ, близки
к полученным методом МК. Преимущество мето-
да ГУ состоит в том, что он позволяет рассчиты-
вать пространственные и энергетические распреде-
ления электронов за гораздо меньшее счетное вре-
мя, чем методы МК и КУ. Недостатком метода ГУ в
представленном виде является невозможность опи-
сывать поперечную относительно вектора электри-
ческой силы диффузию электронов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Наша работа относится к области теории прово-
димости нормальных металлов, берущей свое нача-
ло от работ И. М. Лифшица, М. Я. Азбеля, М. И. Ка-
ганова и В. Г. Песчанского, опубликованных в конце
1950-х–начале 1960-х гг. (см. [1–3]). Она интенсивно
развивалась в школе И. М. Лифшица и в последу-

* E-mail: maltsev@itp.ac.ru

ющие годы (см., например, [4, 5]). А именно, мы об-
суждаем вопросы, связанные с влиянием геометрии
квазиклассических электронных траекторий, лежа-
щих на сложных поверхностях Ферми, на поведение
проводимости металлов в сильных магнитных по-
лях.

Как хорошо известно, движение электронов на
поверхности Ферми в присутствии внешнего магнит-
ного поля может быть описано адиабатически и за-
дается квазиклассической системой

ṗ =
e

c
[vgr(p)×B] =

e

c
[∇ǫ(p)×B] (1.1)

в p-пространстве.
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B

Рис. 1. Траектории системы (1.1) в пространстве R
3 на

некотором уровне энергии ǫ(p) = const (схематически)

Рис. 2. Абстрактные поверхности рода 0, 1, 2, 3

Важную роль играет тот факт, что значение p,
т. е. квазиимпульс электрона, определяется с точно-
стью до векторов обратной решетки L∗ (где L —
кристаллическая решетка металла). Таким образом,
систему (1.1) можно рассматривать как систему на
трехмерном торе

T
3 = R

3/L∗,

или как систему в трехмерном пространстве с неко-
торой гладкой 3-периодической функцией ǫ(p). В
последнем случае мы должны помнить, что точки
пространства R

3, отличающиеся на векторы обрат-
ной решетки, фактически представляют одно и то
же физическое состояние.

В пространстве R
3 траектории системы (1.1) за-

даются пересечениями плоскостей, ортогональных
B, с периодическими поверхностями постоянной
энергии ǫ(p) = const. Геометрия таких пересечений
может быть достаточно сложной для периодических
функций ǫ(p) общего вида (рис. 1). При описании
гальваномагнитных явлений в металлах основную
роль играют траектории системы (1.1) на поверхнос-
ти Ферми ǫ(p) = ǫF .

Каждое из представлений поверхности Ферми
дает важную информацию о ней. Так, представле-

Рис. 3. Примеры поверхностей Ферми ранга 0, 1, 2 и 3

a) b)

B
B

Рис. 4. Замкнутые (a) и открытая периодическая (b) тра-

ектории системы (1.1) на поверхностях Ферми различной

формы

ние поверхности Ферми в виде компактной двумер-
ной поверхности, вложенной в трехмерный тор, поз-
воляет определить такую важную характеристику,
как ее род. А именно, каждая замкнутая ориентиру-
емая поверхность диффеоморфна двумерной сфере
с g-прикрепленными ручками, где g — род поверх-
ности (рис. 2).

С другой стороны, форма поверхности Ферми в
накрывающем трехмерном пространстве обнаружи-
вает важные особенности топологического вложе-
ния этой поверхности в трехмерный тор T

3. В част-
ности, это представление определяет такую важ-
ную характеристику вложения, как ранг поверхно-
сти Ферми. По определению, ранг поверхности Фер-
ми может принимать значения 0, 1, 2, 3 и определя-
ет число независимых направлений, вдоль которых
простирается поверхность Ферми в накрывающем
трехмерном пространстве (рис. 3). По топологичес-
ким причинам ранг поверхности Ферми не может
превышать ее род g.

Наиболее важным при описании гальваномаг-
нитных явлений в металлах является различие меж-
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ду замкнутыми и открытыми (незамкнутыми в
p-пространстве) траекториями системы (1.1). В ра-
боте [1] было показано принципиальное различие
вкладов замкнутых и открытых периодических тра-
екторий (рис. 4) в проводимость в пределе ωBτ →
→ ∞. Формулы для тензора проводимости, полу-
ченные в [1] для чистых монокристаллических об-
разцов при достаточно низких температурах, можно
записать в главном порядке в следующем виде:

σkl ≃

≃ ne2τ

m∗




(ωBτ)
−2 (ωBτ)

−1 (ωBτ)
−1

(ωBτ)
−1 (ωBτ)

−2 (ωBτ)
−1

(ωBτ)
−1 (ωBτ)

−1 ∗


 (1.2)

(для замкнутых траекторий, ωBτ → ∞),

σkl ≃

≃ ne2τ

m∗




(ωBτ)
−2 (ωBτ)

−1 (ωBτ)
−1

(ωBτ)
−1 ∗ ∗

(ωBτ)
−1 ∗ ∗


 (1.3)

(для открытых периодических траекторий, ωBτ →
→ ∞).

Формулы (1.2), (1.3) описывают только асимп-
тотическое поведение тензора проводимости в силь-
ных магнитных полях. Это означает, что каждый
матричный элемент определен в действительности с
точностью до множителя порядка единицы. Величи-
на n обозначает концентрацию электронов в метал-
ле, а величина m∗ определяет значение эффектив-
ной массы электрона в кристалле. Величина τ пред-
ставляет собой время свободного пробега электрона,
а величина ωB = eB/m∗c имеет смысл циклотрон-
ной частоты в металле. Отметим, что циклотронная
частота фактически определена только для замкну-
тых траекторий системы (1.1) и совпадает с ωB толь-
ко по порядку величины. В обоих случаях мы пред-
полагаем, что ось z направлена вдоль магнитного
поля, а во втором случае ось x совпадает со средним
направлением периодических траекторий в p-прост-
ранстве. Символы «∗» в обеих формулах обознача-
ют некоторые константы порядка единицы.

Видно, что основное отличие замкнутых тра-
екторий от периодических проявляется в проводи-
мости в плоскости, ортогональной B. А именно,
вклад замкнутых траекторий в проводимость до-
вольно быстро убывает во всех направлениях в этой
плоскости с ростом значения B, тогда как вклад пе-
риодических траекторий имеет сильную анизотро-
пию в пределе ωBτ → ∞. Направление, в котором

происходит наибольшее подавление проводимости в
плоскости, ортогональной B, во втором случае сов-
падает со средним направлением открытых траек-
торий в p-пространстве. Последнее обстоятельство
обусловлено известной связью между траектория-
ми электронов в координатном и (квази)импульсном
пространствах при наличии магнитного поля. А
именно, проекции траекторий в x-пространстве на
плоскость, ортогональную B, подобны соответству-
ющим траекториям в p-пространстве, повернутым
на 90◦. Описанные особенности проводимости позво-
ляют различать вклады замкнутых и открытых пе-
риодических траекторий, а также экспериментально
определять направление периодических траекторий
в p-пространстве.

Более детальное изучение системы (1.1) привело
также к открытию других важных примеров неза-
мкнутых электронных траекторий в p-пространст-
ве, более общих, чем периодические (см. [2–5]).
Открытые в этот период незамкнутые траектории
системы (1.1) также имели сильную анизотропию
(среднее направление) в плоскостях, ортогональных
B, и, как следствие, также вносили сильно ани-
зотропный вклад (1.3) в проводимость в пределе
ωBτ → ∞ (в главном порядке).

Отметим, что изучение геометрии траекторий
системы (1.1) является одним из важнейших мето-
дов изучения дисперсионных соотношений для ши-
рокого круга проводников (см., например, [4–8]).
Заметим также, что появление незамкнутых орбит
на достаточно сложных поверхностях Ферми игра-
ет важную роль и в магнитной проводимости по-
ликристаллов при достаточно низких температурах
(см. [9, 10]).

Проблема полной классификации траекторий
системы (1.1) для произвольного закона дисперсии
впервые была поставлена Новиковым в работе [11].
Эта проблема исследовалась в последующие десяти-
летия в его топологической школе (см. [12–18]), и к
настоящему времени получена качественная класси-
фикация траекторий (1.1), которые могут возникать
на произвольно сложных периодических поверхно-
стях. В этой классификации все замкнутые траек-
тории (в накрывающем p-пространстве) рассматри-
ваются как однотипные, поэтому только открытые
траектории (1.1), глобальные геометрические свой-
ства которых могут сильно различаться, подлежат
классификации.

Наиболее важным в классификации открытых
траекторий (1.1) является описание устойчивых от-
крытых траекторий этой системы. Здесь мы назы-
ваем устойчивыми такие открытые траектории сис-
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Рис. 5. Устойчивая открытая траектория в плоскости, ор-

тогональной B (схематично)

темы (1.1), которые не исчезают и существенно не
меняют свою форму при малых изменениях пара-
метров задачи (к которым относятся направление B
и дисперсионное соотношение ǫ(p)). Как следует из
работ [12,14,15], такие траектории всегда обладают
следующими двумя важными свойствами:

1) каждая устойчивая открытая траектория сис-
темы (1.1) лежит в прямой полосе конечной ширины
в плоскости, ортогональной B, и проходит через нее
насквозь (рис. 5);

2) все устойчивые открытые траектории имеют
при фиксированном направлении B и фиксирован-
ном законе дисперсии одно и то же среднее направ-
ление, которое задается пересечением плоскости, ор-
тогональной B, с некоторой целочисленной плоскос-
тью Γ, остающейся неизменной при малых измене-
ниях любых параметров задачи.

Целочисленность плоскости Γ в утверждении 2)
означает, что она порождается двумя неколлинеар-
ными векторами из обратной решетки в p-простран-
стве. Эквивалентно, плоскость Γ ортогональна неко-
торому ненулевому вектору прямой решетки. Та-
ким образом, среднее направление устойчивых от-
крытых траекторий в p-пространстве всегда орто-
гонально некоторому кристаллографическому век-
тору

m = m1e1 +m2e2 +m3e3,

где (e1, e2, e3) — некоторый фиксированный базис
прямой решетки L и m1, m2, m3 — некоторые целые
числа. Можно видеть также, что указанные выше
свойства определяют среднее направление l устой-
чивых открытых траекторий в p-пространстве со-
гласно формуле

l ∼ [B×m] .

Свойство 1) открытых траекторий системы (1.1)
общего положения было впервые сформулировано
Новиковым в виде гипотезы [11].

Рис. 6. Зоны устойчивости на единичной сфере (схематич-

но)

Вклад устойчивых открытых траекторий в про-
водимость в пределе ωBτ → ∞ также определяется
формулой (1.3) при соответствующем выборе сис-
темы координат. Как и прежде, направление мак-
симального подавления проводимости в плоскости,
ортогональнойB, совпадает со средним направлени-
ем устойчивых открытых траекторий в p-простран-
стве (ортогональным проекции среднего направле-
ния траекторий в x-пространстве на плоскость, ор-
тогональную B).

Величины (m1,m2,m3) имеют топологическую
природу и, как сказано выше, устойчивы при малых
вариациях параметров задачи. В частности, они ло-
кально устойчивы по отношению к малым поворо-
там направления B при фиксированном дисперси-
онном соотношении ǫ(p) и энергии Ферми ǫF . Как
следствие, на угловой диаграмме (единичной сфе-
ре), параметризующей направления B, возникает
семейство зон устойчивости Ωα, в каждой из ко-
торых тройка (m1

α,m
2
α,m

3
α) определена и постоян-

на. Из-за особого вклада в проводимость устойчи-
вых открытых траекторий как форму зон устой-
чивости, так и числа (m1

α,m
2
α,m

3
α) можно наблю-

дать экспериментально. Именно таким образом чис-
ла (m1

α,m
2
α,m

3
α) были введены в работе [19] (см. так-

же [20]) как топологические числа, наблюдаемые в
проводимости нормальных металлов. Зоны устойчи-
вости, как правило, представляют собой области с
кусочно-гладкими границами на единичной сфере
(рис. 6). Отметим, что топологические числа опреде-
ляют только геометрические свойства тензора про-
водимости, тогда как его аналитические свойства в
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пределе ωBτ → ∞ внутри и вблизи зон устойчивос-
ти могут быть весьма нетривиальными (см., напри-
мер, [21, 22]).

Что касается неустойчивых открытых траекто-
рий системы (1.1), то одним из важнейших примеров
таких траекторий являются периодические траекто-
рии на поверхностях Ферми ранга 1 (рис. 4). Од-
нако на достаточно сложных поверхностях Ферми
могут существовать и значительно более сложные
неустойчивые открытые траектории, существование
которых было обнаружено при изучении общей про-
блемы Новикова в последние десятилетия [13,16,17].
Эти траектории обладают значительно более слож-
ными геометрическими свойствами и неустойчивы
относительно любых малых поворотов направления
B (а также сколь угодно малых вариаций значе-
ния ǫF ). Геометрическая сложность таких траекто-
рий приводит и к более сложному поведению тен-
зора проводимости в пределе ωBτ → ∞ при нали-
чии таких траекторий на поверхности Ферми. Как
мы увидим, все такие траектории можно разделить
на два основных типа (типы Царева и Дынникова),
которые имеют существенно разные геометрические
свойства и вносят весьма разный вклад в проводи-
мость при ωBτ → ∞.

С момента своего открытия неустойчивые «хао-
тические» траектории системы (1.1) активно изуча-
лись с различных точек зрения. Наиболее значимые
результаты, связанные с предметом, приведены в
работах [13,16,17,23–46]. Это далеко не полный спи-
сок работ по теме, и в ближайшее время их ожидает-
ся больше. В данной работе мы делаем обзор состо-
яния этой области исследований на данный момент,
обращая внимание как на геометрические аспекты
возникновения и поведения открытых траекторий,
так и на физические следствия, вытекающие из их
геометрических свойств.

2. ТИПЫ ХАОТИЧЕСКИХ ТРАЕКТОРИЙ И
СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ИМ ОСОБЕННОСТИ

УГЛОВОЙ ДИАГРАММЫ

Опишем здесь сначала более простые с геометри-
ческой точки зрения хаотические траектории типа
Царева. Хаотические траектории Царева могут воз-
никать только тогда, когда направление магнитного
поля лишь частично иррационально, а именно, плос-
кость, ортогональнаяB, содержит ненулевой вектор
обратной решетки. Для описания основных особен-
ностей хаотических траекторий Царева можно ис-
пользовать следующий пример.

3a

3a C+

C

B

+

+

. a

δ

.

α̂

a 1

2

Рис. 7. Форма поверхности Ферми, несущей траекторию

царевского типа, и ее вертикальная проекция (для одной

зоны Бриллюэна, заштрихованная область соответствует

перескоку между плоскостями)

Рассмотрим периодическое семейство {Πi} го-
ризонтальных плоскостей в трехмерном простран-
стве с одинаковым расстоянием a3 между сосед-
ними плоскостями. Пронумеруем их последователь-
но, так что Πi+1 = Πi + a3. Выберем также два
(ортогональных) периода a1, a2 в горизонтальной
плоскости и соединим все пары соседних плоско-
стей 3-периодическим семейством одинаковых «на-
клонных» цилиндров, как показано на рис. 7. Осно-
вания цилиндров выровнены так, что прямая, про-
ходящая через центры верхнего основания цилин-
дра C и нижнего основания цилиндра C + a3, име-
ет иррациональное направление α̂ в горизонтальной
плоскости. Полученная поверхность снабжена ори-
ентацией и как ориентированная поверхность инва-
риантна относительно сдвигов на a1, a2 и 2a3. Мы
сглаживаем эту поверхность 3-периодическим обра-
зом, что приводит к поверхности вида ǫ(p) = ǫF для
гладкой 3-периодической функции ǫ и уровня ǫF .
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Пусть теперь направление B лежит в горизон-
тальной плоскости и ортогонально направлению α̂.
Рассмотрим траектории системы (1.1), соответству-
ющие такому направлению B. Эти траектории сле-
дуют прямым линиям направления α̂ до тех пор, по-
ка не наткнутся на один из цилиндров, и в этом слу-
чае они перепрыгивают с Πi на Πi+2 или Πi−2 в зави-
симости от четности i, далее по другой прямой с на-
правлением α̂ до следующего прыжка и т. д. Скачки
происходят с четко определенной частотой, поэто-
му траектории имеют асимптотическое направление
в накрывающем p-пространстве в обычном смысле.
Однако легко может случиться, что такая траекто-
рия не содержится ни в какой прямой плоской по-
лосе конечной ширины.

Описанный пример представляет довольно об-
щее явление. В некотором смысле, для частично ир-
рациональных направлений B хаотические траекто-
рии системы (1.1) всегда имеют описанные свойст-
ва. В частности, как показано в [17], в этом слу-
чае они всегда имеют асимптотическое направле-
ние. Это свойство позволяет также дать качествен-
ное описание вклада таких траекторий в проводи-
мость в пределе ωBτ → ∞. Этот вклад также имеет
сильно анизотропную форму в плоскости, ортого-
нальной B, что выявляет асимптотические направ-
ления таких траекторий в p-пространстве.

Формула (1.3), вообще говоря, уже неприменима
в случае общих траекторий этого типа; однако для
вклада таких траекторий в общий тензор проводи-
мости справедливо следующее:

σkl ≃ ne2τ

m∗




o(1) o(1) o(1)

o(1) ∗ ∗
o(1) ∗ ∗


 ,

ωBτ → ∞.

(2.1)

Здесь, как и в формуле (1.3), мы также предполага-
ем, что ось z направлена вдоль B, а ось x направле-
на вдоль асимптотического направления открытых
траекторий в p-пространстве.

Более точные аналитические свойства тензора
проводимости в этом случае, однако, сложнее, чем
в случае устойчивых открытых траекторий (1.1).

С точки зрения компактной версии поверхности
Ферми, вложенной в трехмерный тор T

3, поведение
хаотических траекторий типа Царева весьма специ-
фично. Каждая такая траектория всюду плотно за-
полняет половину всей поверхности (при условии,
что последняя имеет род 3, как в примере выше), от-
деленной от другой половины сепаратрисными цик-
лами, не гомологичными нулю в T

3.

Рис. 8. Хаотическая траектория Дынникова, возникающая

на поверхности cos px + cos py + cos pz = 0.

Более сложные хаотические траектории системы
(1.1) можно наблюдать, когда направление B имеет
максимальную степень иррациональности, т. е. ко-
гда плоскость, ортогональная B, не содержит век-
торов обратной решетки. Первые примеры таких
траекторий были построены Дынниковым в работах
[16, 17]. Хаотические траектории типа Дынникова
имеют гораздо более сложную геометрию в p-про-
странстве, так что соответствующая динамика чем-
то напоминает диффузию в плоскостях, ортогональ-
ных B (рис. 8). Как и траектории Царева, траекто-
рии Дынникова могут возникать только на поверх-
ностях Ферми ранга 3, и они также неустойчивы по
отношению к любым сколь угодно малым отклоне-
ниям направления B и изменениям величины ǫF .

Для объяснения возникновения траекторий типа
Дынникова полезно рассмотреть угловую диаграм-
му, связанную с произвольным дисперсионным со-
отношением ǫ(p). Под угловой диаграммой мы по-
нимаем сферическую карту, на которой для каж-
дой точки, рассматриваемой как направление B, мы
указываем тип динамики, определяемый соответ-
ствующими системами (1.1) согласно нашей класси-
фикации. Возможность использовать эту диаграм-
му исходит из следующих важных фактов о систе-
ме (1.1).

Рассмотрим произвольную гладкую 3-перио-
дическую функцию ǫ(p), принимающую значения
в некотором интервале [ǫmin, ǫmax]. Зафиксируем
некоторое направление B и рассмотрим соответ-
ствующую систему (1.1). Для простоты будем
считать, что направление B не является рациональ-
ным. Тогда верно следующее.
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1) Открытые траектории системы (1.1) присутст-
вуют либо в замкнутом интервале энергий

ǫmin < ǫ1(B) ≤ ǫ(p) ≤ ǫ2(B) < ǫmax

либо на одном энергетическом уровне ǫ0 = ǫ1(B) =

= ǫ2(B).
2) В случае ǫ1(B) < ǫ2(B) все открытые траекто-

рии в интервале [ǫ1(B), ǫ2(B)] лежат в прямых по-
лосах конечной ширины в плоскостях, ортогональ-
ных B, и имеют (на всех уровнях энергии) одно и
то же среднее направление, задаваемое пересечени-
ем плоскости, ортогональной B, и некоторой цело-
численной плоскости Γ в p-пространстве. Величины
ǫ1(B) и ǫ2(B) для направлений B общего положения
совпадают со значениями некоторых непрерывных
функций ǫ̃1(B) и ǫ̃2(B), определенных всюду на S

2.
Однако для направлений B, соответствующих воз-
никновению периодических открытых траекторий,
значения ǫ1(B) и ǫ2(B) имеют «скачки», при этом
всегда

ǫ1(B) ≤ ǫ̃1(B) ≤ ǫ̃2(B) ≤ ǫ2(B).

3) Свойство ǫ̃1(B) < ǫ̃2(B), так же как и цело-
численная плоскость Γ, локально устойчивы отно-
сительно малых поворотов B, поэтому каждая из
плоскостей Γα определяет некоторую зону устойчи-
вости Ω̂α в пространстве направлений B.

4) Если открытые траектории возникают только
на одном энергетическом уровне, то возможны два
случая: все они лежат в прямых плоских полосах
конечной ширины (это происходит на границах зон
Ω̂α) или все они хаотичны (это происходит, когда B

является точкой накопления бесконечного числа зон
Ω̂α, диаметр которых стремится к нулю).

Приведенное выше свойство 2) позволяет опре-
делить зоны устойчивости для всего дисперсионно-
го соотношения путем объединения зон устойчивос-
ти по всем ǫF ∈ [ǫ1, ǫ2]. Из свойства 1) следует, что
для каждого направления B открытые траектории
системы (1.1) присутствуют хотя бы на одном энер-
гетическом уровне. Такие траектории называются
«топологически регулярными», если направление B

принадлежит одной из зон устойчивости (включая
границы), и хаотическими в противном случае.

Какова общая картина распределения зон устой-
чивости на единичной сфере? Согласно [18], могут
возникнуть только две следующие ситуации.

1) Вся единичная сфера представляет собой
единственную зону устойчивости Ω̂, соответствую-
щую некоторой целочисленной плоскости Γ.

Рис. 9. Распределение зон устойчивости для дисперси-

онного соотношения ǫ(p) = cos px cos py + cos py cos pz +

+ cos pz cos px [44]

Рис. 10. Граница зоны устойчивости с прилегающими к

ней меньшими зонами в точках, соответствующих появле-

нию периодических открытых траекторий системы (1.1)

2) Угловая диаграмма содержит бесконечное
число зон устойчивости, объединение которых всю-
ду плотно в пространстве направлений B (см., на-
пример, рис. 9).

Случай 1) соответствует весьма специфическим
дисперсионным соотношениям (как в случае квази-
одномерных проводников), и для большинства дис-
персионных соотношений в реальных проводниках
имеет место случай 2). В частности, ситуация 1) не
может возникнуть при наличии какой-либо враща-
тельной симметрии кристалла, действие которой на
R

3 неприводимо.

Картина зон устойчивости, появляющаяся на уг-
ловой диаграмме в случае 2), в действительности
довольно сложна. В частности, как показано в [18],
граница каждой из зон устойчивости представля-
ет собой в этом случае множество скопления беско-
нечного числа других зон устойчивости, примыка-
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ющих к ней во всех точках, соответствующих воз-
никновению периодических открытых траекторий
(рис. 10). Легко видеть, что такие траектории возни-
кают в зоне Ω̂α всякий раз, когда пересечение плос-
кости, ортогональной B, и соответствующей плоско-
сти Γα задает целочисленное направление в p-про-
странстве. Соответствующие направления B не яв-
ляются направлениями общего положения; в то же
время они образуют всюду плотное множество на
границе любой из зон устойчивости в случае 2).

Дополнением к объединению зон устойчивости в
случае 2) является множество фрактального типа,
и это как раз множество направлений B, для кото-
рых возникают хаотические открытые траектории
(типа Царева или Дынникова). Согласно гипотезе
Новикова [30], для дисперсионного соотношения об-
щего положения это множество имеет нулевую ме-
ру и хаусдорфову размерность строго меньше 2. Ги-
потеза Новикова подтверждается серьезными чис-
ленными исследованиями, но пока еще не доказана
аналитически в общем виде. Совсем недавно, одна-
ко, Дынников, Юбер, Мерка и Скрипченко смогли
доказать утверждение о нулевой мере для дисперси-
онных соотношений, обладающих центральной сим-
метрией ǫ(−p) = ǫ(p)1).

В ситуации 2) множество «хаотических» направ-
лений B никогда не бывает пустым. Это означает,
что для определенных направлений B и значений ǫ0
хаотические траектории обязательно должны воз-
никать. В частности, каждая точка на границе лю-
бой из зон устойчивости Ω̂α является точкой накоп-
ления таких направлений B. В реальном проводни-
ке, конечно, можно наблюдать только те хаотиче-
ские траектории, которые возникают на уровне Фер-
ми ǫF .

Таким образом, каждая угловая диаграмма для
реального проводника (с фиксированным ǫF ) в дей-
ствительности вкладывается в угловую диаграмму
для всего дисперсионного соотношения. Это озна-
чает, в частности, что при фиксированном значе-
нии ǫF каждая зона устойчивости Ωα на угловой
диаграмме является подобластью зоны устойчиво-
сти Ω̂α на полной угловой диаграмме. При этом на
угловых диаграммах для фиксированных значений
ǫF обычно наблюдается только часть зон устойчи-
вости, определенных для всего дисперсионного со-
отношения, и большая часть такой диаграммы мо-
жет быть заполнена направлениями B, для кото-

1) Заметим, что при постановке общей задачи Новикова
требуется только периодичность дисперсионного соотноше-
ния ǫ(p).

рых на соответствующей поверхности уровня име-
ются только замкнутые траектории.

Нам будет полезно теперь посмотреть на угло-
вую диаграмму для каждого отдельного значения
ǫF . Рассмотрим снова 3-периодическую функцию
ǫ(p) (дисперсионное соотношение), принимающую
значения в интервале [ǫmin, ǫmax] и порождающую
бесконечное число зон устойчивости на полной угло-
вой диаграмме. Как указано в [47], для (реалистич-
ных) общих дисперсионных соотношений интервал
[ǫmin, ǫmax] естественным образом делится на семь
подынтервалов промежуточными точками

ǫmin < ǫA ′
1 < ǫA1 < ǫB1 < ǫB2 < ǫA2 < ǫA ′

2 < ǫmax,

согласно разным уровням сложности угловых диа-
грамм при соответствующих значениях ǫF , которые
заключаются в следующем.

Для ǫF , лежащих в интервалах (ǫmin, ǫ
A ′
1 ) и

(ǫA ′
2 , ǫmax), угловые диаграммы не содержат ника-

ких зон устойчивости, а все неособые траектории на
соответствующих поверхностях Ферми замкнуты.

Для значений ǫF , лежащих в интервалах
(ǫA ′

1 , ǫA1 ) и (ǫA2 , ǫ
A ′
2 ), открытые траектории системы

(1.1) присутствуют для некоторых B, но все они
являются периодическими и неустойчивыми. Соот-
ветствующие угловые диаграммы также достаточно
просты, так как содержат только дуги, соответст-
вующие наличию неустойчивых периодических
траекторий.

Весь интервал (ǫA1 , ǫ
A
2 ) состоит из значений ǫF ,

для которых существуют устойчивые открытые тра-
ектории на соответствующей поверхности Ферми
для некоторых направлений B, а соответствующая
угловая диаграмма содержит непустые зоны устой-
чивости Ωα. Этот интервал подразделяется на три
меньших интервала согласно разным уровням слож-
ности соответствующих угловых диаграмм.

А именно, в интервалах (ǫA1 , ǫ
B
1 ) и (ǫB2 , ǫ

A
2 ) все уг-

ловые диаграммы содержат лишь конечное число
зон устойчивости (диаграммы типа А), а открытые
траектории на соответствующих поверхностях Фер-
ми либо устойчивые, либо периодические. Здесь так-
же следует отметить, что угловые диаграммы про-
водимости, соответствующие интервалам (ǫA1 , ǫ

B
1 ) и

(ǫB2 , ǫ
A
2 ) на самом деле несколько отличаются друг от

друга. Их различие проявляется в поведении хол-
ловской проводимости для направлений B, соот-
ветствующих наличию лишь замкнутых траекторий
на поверхности Ферми. Так, во всех областях диа-
грамм, соответствующих наличию только замкну-
тых траекторий на поверхности Ферми, холловская
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Рис. 11. Угловые диаграммы типа А (схематично). Знаки

“e” и “h” показывают тип холловской проводимости в обла-

стях наличия лишь замкнутых траекторий на поверхности

Ферми

проводимость имеет электронный тип в интерва-
ле (ǫA1 , ǫ

B
1 ) и дырочный тип в интервале (ǫB2 , ǫ

A
2 )

2)

(рис. 11).

В интервале (ǫB1 , ǫ
B
2 ) в случае общего положения

для любого уровня энергии соответствующая уг-

2) Точнее, это верно для вклада в холловскую проводи-
мость от рассматриваемой связной компоненты поверхности
Ферми.

Рис. 12. Угловые диаграммы типа B (схематично). Знаки

“e” и “h” показывают тип холловской проводимости в обла-

стях наличия лишь замкнутых траекторий на поверхности

Ферми

ловая диаграмма содержит бесконечное количество
зон устойчивости (диаграммы типа В). Область, со-
ответствующая отсутствию открытых траекторий
на поверхности Ферми, несвязна и распадается на
части, характеризующиеся либо электронной, ли-
бо дырочной холловской проводимостью (рис. 12).
В интервале [ǫB1 , ǫ

B
2 ] почти на каждом уровне энер-

гии появляются хаотические траектории (типа Ца-
рева или Дынникова) для некоторых направлений
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Ω α

Ω α

^

Рис. 13. Зона Ωα (закрашена) внутри зоны Ω̂α для значе-

ния ǫF , лежащего в интервале [ǫB,α
1 , ǫB,α

2 ] (схематически)

B. Области на угловой диаграмме, соответствующие
разным типам холловской проводимости, разделе-
ны «цепочками», состоящими из бесконечного чис-
ла зон устойчивости и «хаотических» направлений
B (в ситуации общего положения).

Как следует из [18], мера Лебега «хаотических»
направлений B для фиксированной поверхности
Ферми общего положения равна нулю. Согласно ги-
потезе Новикова [31, 32], верхняя хаусдорфова раз-
мерность множества хаотических направлений B

(на S
2) для фиксированной поверхности Ферми об-

щего положения строго меньше единицы (хотя для
некоторых специальных поверхностей Ферми может
быть больше единицы).

В дополнение к интервалу [ǫB1 , ǫ
B
2 ], определен-

ному для всего дисперсионного соотношения, так-
же может быть полезно рассмотреть интервалы
[ǫB,α
1 , ǫB,α

2 ], связанные с каждой из зон Ω̂α. Интер-
вал [ǫB,α

1 , ǫB,α
2 ] можно рассматривать как энергети-

ческий интервал, где хаотические траектории возни-
кают для направлений B, накапливающихся вблизи
границы зоны Ω̂α. Его можно определить следую-
щим образом. Как мы отмечали выше, на границе
каждой из зон определена непрерывная функция

ǫ0(B) = ǫ̃1(B) = ǫ̃2(B).

Величины ǫB,α
1 и ǫB,α

2 определяются как значения
min ǫ0(B) и max ǫ0(B), взятые по границе Ω̂α.

Интервал [ǫB,α
1 , ǫB,α

2 ] может быть достаточно
большим для «больших» зон Ω̂α (при малых зна-
чениях (m1

α,m
2
α,m

3
α)) и стремится к нулю при

уменьшении зон (росте (m1
α,m

2
α,m

3
α)).

Для значений ǫF , лежащих в интервале
[ǫB,α
1 , ǫB,α

2 ], граница соответствующей зоны устой-
чивости Ωα имеет общие точки с границей зоны

Ω
α

..

..

...

...

e h

Рис. 14. Точка скопления «хаотических» направлений B

и уменьшающиеся зоны устойчивости на границе зоны Ωα

(схематично). Указан также тип холловской проводимости

в областях, где на поверхности Ферми присутствуют лишь

замкнутые траектории

Ω̂α (рис. 13), и именно эти граничные точки Ωα

являются точками накопления «хаотических» на-
правлений B на угловых диаграммах для таких ǫF
(рис. 14).

Как можно видеть, таким образом, наличие хао-
тических траекторий на поверхности Ферми должно
иметь место для определенных проводящих матери-
алов и специально выбранных направлений магнит-
ного поля. Насколько нам известно, однако, такие
траектории (как и угловые диаграммы типа В) пока
не были обнаружены в экспериментах по магнитной
проводимости в сильных магнитных полях. Одной
из основных причин этого, на наш взгляд, может яв-
ляться то, что в действительности интервал [ǫB1 , ǫ

B
2 ]

достаточно узок для большинства реальных диспер-
сионных соотношений, поэтому вероятность попада-
ния уровня Ферми в этот интервал довольно мала. С
другой стороны, большое разнообразие материалов,
доступных для создания на сегодняшний день, дает
надежду, что в достаточно точных экспериментах в
ряде проводников такие траектории могут быть об-
наружены. Напомним, что хаотические траектории
Царева или Дынникова могут возникать только на
поверхностях Ферми ранга 3.

В заключение данного раздела сделаем еще од-
но замечание. Приведенные выше формулировки от-
носятся к общей ситуации, когда законы диспер-
сии и поверхности Ферми не имеют дополнитель-
ных симметрий нефизического происхождения. Од-
нако некоторые полезные теоретические модели мо-
гут иметь такие симметрии, и в этом случае приве-
денные выше утверждения должны быть изменены.
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Рис. 15. Угловая диаграмма для поверхности cos px +

+ cos py + cos pz = 0 [44]

Например, рассмотрим дисперсионное соотношение

ǫ(p) = cos px + cos py + cos pz (2.2)

и поверхность Ферми

cos px + cos py + cos pz = 0. (2.3)

Легко видеть, что значение ǫ(p) меняется на про-
тивоположное при сдвиге на «полупериод»

px → px + π, py → py + π, pz → pz + π.

Поэтому, любая поверхность уровня ǫ(p) = −ǫ
получается из поверхности ǫ(p) = ǫ сдвигом в p-про-
странстве. Следовательно, любая пара противопо-
ложных уровней ǫ(p) = −ǫ и ǫ(p) = ǫ содержит тра-
ектории одинаковой геометрии, а поверхность (2.3)
должна содержать открытые траектории системы
(1.1) для любого направления B. То же самое можно
сказать о любом дисперсионном соотношении, фу-
рье-разложение которого содержит только нечетные
гармоники.

Таким образом, в приведенном примере угловая
диаграмма для поверхности Ферми (2.3) совпадает
с диаграммой для всего дисперсионного соотноше-
ния (рис. 15). Хаотические траектории для диспер-
сионного соотношения (2.2) возникают только на ну-
левом уровне энергии, и введенный выше интервал
[ǫB1 , ǫ

B
2 ] схлопывается здесь в одну точку ǫ = 0.

3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА
ХАОТИЧЕСКИХ ТРАЕКТОРИЙ И
ПОВЕДЕНИЕ ПРОВОДИМОСТИ В
СИЛЬНЫХ МАГНИТНЫХ ПОЛЯХ

Влияние геометрии траекторий системы (1.1) на
поведение проводимости в сильных магнитных по-
лях обусловлено, конечно, в первую очередь, свя-
зью формы траектории в координатном и импульс-
ном пространствах. Для описания гальваномагнит-
ных явлений в обсуждаемой ситуации удобнее всего
использовать кинетическое уравнение

ft +
e

c

3∑

l=1

[∇ǫ(p)×B]l
∂f

∂pl
+ e

3∑

l=1

El ∂f

∂pl
=

= I[f ](p, t),

где I[f ] представляет интеграл столкновений.
Как известно, электропроводность определяется

линейной поправкой к равновесной функции распре-
деления

f0(p) =
1

exp[(ǫ(p)− ǫF )/T ] + 1
,

удовлетворяющей соотношению

e

c

3∑

l=1

[∇ǫ(p)×B]
l ∂f(1)

∂pl
+ e

3∑

l=1

El ∂f0
∂pl

=

=
[
L̂[f0] · f(1)

]
(p), (3.1)

где L̂[f0] представляет линеаризацию функционала
I[f ](p) на функции f0.

После перехода к переменным, непосредственно
связанным с системой (1.1)

pz, s = teB/c, ǫ

(где t — время пробега по траекториям системы
(1.1)), уравнение (3.1) может быть записано в виде

eB

c

∂f(1)

∂s
+ e (E · vgr)

∂f0
∂ǫ

=

=
[
L̂[f0] · f(1)

]
(pz , s, ǫ). (3.2)

Анализ системы (3.2) является наиболее про-
стым, когда на поверхности Ферми присутству-
ют лишь замкнутые или периодические траектории
(1.1) (в обоих случаях траектории замкнуты на ком-
пактной поверхности Ферми в трехмерном торе). В
этом случае [1] функция f(1) имеет следующее раз-
ложение:

f(1) = f
(0)
(1) + f

(1)
(1) B

−1 + f
(2)
(1) B

−2 + . . . , (3.3)

286



ЖЭТФ, том 162, вып. 2 (8), 2022 Хаотические траектории на поверхностях Ферми. . .

и соответствующие тензоры проводимости имеют
вид

σkl(B) ≃ ne2τ

m∗




0 0 0

0 0 0

0 0 ∗


 +

+
ne2τ

m∗




0 ∗ ∗
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0


 (ωBτ)

−1 +

+
ne2τ

m∗




∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗


 (ωBτ)

−2 + . . . (3.4)

в случае замкнутых траекторий или

σkl(B) ≃ ne2τ

m∗




0 0 0

0 ∗ ∗
0 ∗ ∗


 +

+
ne2τ

m∗




0 ∗ ∗
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0


 (ωBτ)

−1 +

+
ne2τ

m∗




∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗


 (ωBτ)

−2 + . . . (3.5)

в случае открытых периодических траекторий.
Однако при наличии открытых траекторий более

общего вида разложения (3.3)–(3.5) уже непримени-
мы, что связано с наличием всюду плотных обмоток
части (компактной) поверхности Ферми такими тра-
екториями. В частности, даже для случая устойчи-
вых открытых траекторий выражение (1.3) задает
только главный член их вклада в проводимость, а
поправочные члены имеют более сложный вид (см.,
например, [21]).

Для упрощения анализа системы (3.2) можно ис-
пользовать τ -приближение и перейти к системе

eB

c

∂f(1)
∂s

+ e (E · vgr)
∂f0
∂ǫ

= − f(1)/τ, (3.6)

дающей аналогичные результаты более простым пу-
тем.

Решения системы (3.6) естественно представить
в виде

f(1)(pz, s, ǫ) = −∂f0(ǫ)
∂ǫ

3∑

l=1

El gl(pz , s, ǫ),

где

gl(pz, s, ǫ) =
c

B

s∫

−∞

vlgr (pz, s
′, ǫ) ec(s

′−s)/eBτ ds′

получены интегрированием по траектории, проходя-
щей через точку (pz , s, ǫ).

Легко видеть, что тогда тензор проводимости за-
дается следующим интегралом по поверхности Фер-
ми:

σkl(B) =
ec

B

∫∫

SF

dpz ds

(2π~)3
vkgr(pz, s)×

×
s∫

−∞

vlgr(pz , s
′)ec(s

′−s)/eBτ ds′. (3.7)

Можно также показать, что в этом случае сим-
метричная часть тензора проводимости дается фор-
мулой

skl(B) = e2 τ

∫∫

SF

〈vkgr〉B 〈vlgr〉B
dpz ds

(2π~)3
, (3.8)

где

〈vkgr〉B (pz , s) ≡

≡ c

eBτ

s∫

−∞

vkgr (pz , s
′)ec(s

′−s)/eBτ ds′. (3.9)

Из представлений (3.7)–(3.9) уже можно видеть,
что свойства проводимости в сильных магнитных
полях тесно связаны с геометрией соответствующих
траекторий системы (1.1). Действительно, величина
(3.9) может быть аппроксимирована выражением

〈vkgr〉B (pz , s) ≃
c

eBτ

s∫

s−eBτ/c

vkgr (pz , s
′) ds′,

которое пропорционально приращению k-й коорди-
наты вдоль траектории в x-пространстве. В то же
время, как мы отмечали выше, проекции электрон-
ных траекторий в x-пространстве на плоскость, ор-
тогональную B, подобны траекториям в p-прост-
ранстве, повернутым на 90◦. Таким образом, из фор-
мул (3.7), (3.8) следует, что проводимость в плоскос-
ти, ортогональной B, тесно связана с геометрией
траекторий электронов в p-пространстве.

Представления (3.7)–(3.9) особенно удобны для
оценки поведения проводимости при наличии хао-
тических открытых траекторий системы (1.1). Для
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полного описания тензора проводимости при этом
необходимо знать не только геометрию хаотических
траекторий в накрывающем p-пространстве, но и
их поведение на компактной поверхности Ферми (с
точки зрения общей теории динамических систем).
Заметим здесь, что для любой заданной поверхнос-
ти Ферми и направления B могут возникать хаоти-
ческие траектории только одного типа (Царева или
Дынникова). В случае наличия хаотических траек-
торий могут присутствовать и замкнутые траекто-
рии системы (1.1), и тогда поверхность Ферми раз-
деляется на части, заполненные хаотическими тра-
екториями, и части, заполненные замкнутыми. В
каждом конкретном случае все имеющиеся хаоти-
ческие траектории имеют при этом сходные геомет-
рические и динамические свойства.

Как упоминалось выше, хаотические траектории
типа Царева ведут себя на компактной поверхнос-
ти Ферми весьма специальным образом. В то же
время их геометрические свойства в накрывающем
p-пространстве гораздо проще, чем у хаотических
траекторий типа Дынникова. Как мы уже отме-
чали, вклад таких траекторий в проводимость в
сильных магнитных полях описывается формулой
(2.1). В этом случае асимптотика старшего члена
тензора проводимости отличается от (1.3) тем, что
компонента σxx затухает несколько медленнее, чем
(ωBτ)

−2 (не обязательно по степенному закону).
В случае хаотических траекторий типа Дынни-

кова как их геометрия в p-пространстве, так и их по-
ведение на компактной поверхности Ферми играют
важную и нетривиальную роль в их вкладе в прово-
димость в пределе ωBτ → ∞. Например, для связ-
ных физических поверхностей Ферми рода меньше
шести каждая из таких траекторий плотно запол-
няет часть поверхности Ферми, инвариантную от-
носительно отражения p → −p. Это обстоятельство
приводит к соотношению

〈vk〉tr = 0

для каждой из компонент групповой скорости
(включая компоненту вдоль направления B) для
таких траекторий. Вследствие этого вклад та-
ких траекторий в полный тензор проводимости в
пределе сильных магнитных полей имеет вид [26]

σkl ≃ ne2τ

m∗




o(1) o(1) o(1)

o(1) o(1) o(1)

o(1) o(1) o(1)


 , ωBτ,→ ∞.

Таким образом, траектории типа Дынникова от-
личаются от всех других типов траекторий тем, что

B

Рис. 16. Зависимость величин σxx и σyy, определяемых

вкладом хаотических траекторий Дынникова, от величи-

ны B в пределе сильных магнитных полей

они не дают никакого вклада в проводимость вдоль
направления B в пределе достаточно сильных маг-
нитных полей. В этой ситуации вклад в компоненту
σzz полного тензора проводимости вносят только за-
мкнутые траектории системы (1.1) на поверхности
Ферми.

При описании вклада траекторий типа Дынни-
кова в поперечную проводимость важную роль иг-
рает их блуждание по плоскостям, ортогональным
B. Первые примеры таких траекторий, построенные
в работе [17], обладали замечательным свойством
самоподобия. А именно, всегда существовали два
направления, ортогональные B, такие, что соответ-
ствующие траектории совпадали сами с собой пос-
ле растяжения по этим направлениям с некоторы-
ми растягивающими коэффициентами λ1 и λ2 и по-
следующей конечной деформации в плоскости. На
основе этого свойства в работе [26] было установ-
лено анизотропное поведение проводимости в плос-
кости, ортогональной B, описываемой некоторыми
«скейлинговыми» коэффициентами α и β. А именно,
при соответствующем выборе координатных осей в
плоскости, ортогональной B, компоненты σxx(B) и
σyy(B) подчиняются степенному закону:

σxx ∼ ne2τ

m∗
(ωBτ)

2α−2
,

σyy ∼ ne2τ

m∗
(ωBτ)

2β−2
,

(3.10)

0 < α, β < 1.
Вообще говоря, замечательное свойство самопо-

добия не выполняется для траекторий типа Дынни-
кова в общем случае. Тем не менее, как показано в
[43], соотношения (3.10) на самом деле носят более
общий характер и, вероятно, должны выполняться и
в общем случае хаотических траекторий типа Дын-
никова. Данное обстоятельство связано, в действи-
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тельности, с индексами Зорича – Концевича – Форни
для динамических систем на двумерных поверхнос-
тях (см. [23–25,27]).

Заметим, что выражения (3.10) не представляют
членов какого-либо разложения компонент проводи-
мости по величине B, а в действительности выража-
ют лишь «общий тренд» в затухании этих компо-
нент с увеличением напряженности магнитного по-
ля. Более точно, эти отношения имеют вид

lim sup
B→∞

lnσxx(B)

lnωBτ
= 2α− 2,

lim sup
B→∞

lnσyy(B)

lnωBτ
= 2β − 2,

а поведение σxx(B) и σyy(B) схематично показано
на рис. 16. Отметим также, что строгое обоснование
существования индексов Зорича – Концевича – Фор-
ни для модели хаотических траекторий типа Дын-
никова достаточно общего вида дано в работе [41].

При обсуждении индексов Зорича – Концеви-
ча – Форни следует отметить еще одну особенность
хаотических траекторий типа Дынникова. Всякий
раз, когда они возникают, имеет место один из
следующих двух взаимоисключающих случаев (см.
[36, 38–40]). В первом случае почти все плоскости,
ортогональные B, содержат только одну хаоти-
ческую траекторию. Во втором случае почти все
плоскости, ортогональные B, содержат бесконечное
число хаотических траекторий. Таким образом,
траектории в первом случае должны, вообще
говоря, «заполнять» соответствующие плоскости
«намного плотнее», чем во втором случае. В первом
случае можно ожидать выполнения соотношения
α + β = 1, а во втором — неравенства α + β > 1.
Соответственно, во втором случае проводимость
в плоскости, ортогональной B, должна, вероятно,
уменьшаться медленнее при B → ∞, чем в первом
случае.

Для вклада траекторий типа Дынникова в про-
дольную проводимость σzz(B) в работе [26] была
также предложена аналогичная формула:

σzz ∼ ne2τ

m∗
(ωBτ)

2γ−2 , ωBτ → ∞

(0 < γ < 1). Вероятно, это приближение (с уче-
том тех же замечаний, что и относительно σxx(B)

и σyy(B)) является наиболее подходящим в общей
ситуации.

Что касается вклада траекторий типа Дыннико-
ва в холловскую проводимость, то следует учиты-
вать [15, 17], что такие траектории распадаются на

Рис. 17. Расщепление траектории типа Дынникова (рис. 8)

на электронноподобные и дырочноподобные замкнутые

траектории при небольшом сдвиге энергии Ферми соот-

ветственно вниз или вверх

замкнутые траектории электронного типа при сколь
угодно малом понижении уровня Ферми, и на траек-
тории дырочного типа при сколь угодно малом по-
вышении уровня Ферми (рис. 17). Аналогично, на-
правления B на угловой диаграмме, для которых
возникают траектории типа Дынникова, принадле-
жат множеству, отделяющему области холловской
проводимости электронного типа от областей хол-
ловской проводимости дырочного типа (рис. 12), что
уже обсуждалось выше. Как следствие этого, вклад
таких траекторий в холловскую проводимость мо-
жет быть как электронным, так и дырочным; мож-
но только утверждать, что он убывает при B → ∞.
Заметим также, что теми же свойствами обладает и
вклад открытых траекторий любого другого типа в
холловскую проводимость.

В заключение этого раздела мы опишем специ-
фику некоторых квантовых явлений, связанных с
хаотическими траекториями типа Дынникова. Од-
но из важных свойств траекторий Дынникова состо-
ит в том, что они всегда содержат пары дуг, близ-

289



И. А. Дынников, А. Я. Мальцев, С. П. Новиков ЖЭТФ, том 162, вып. 2 (8), 2022

Рис. 18. Явление магнитного пробоя на участках хаоти-

ческой траектории типа Дынникова, близких друг к другу

(схематично)

ких в плоскости, ортогональной B, но далеких друг
от друга вдоль траектории. Беря все более и более
длинные участки хаотической траектории, мы мо-
жем найти пары, подходящие сколь угодно близ-
ко друг к другу. Можно поэтому ожидать, что в
пределе сильных магнитных полей и больших зна-
чений τ определенную роль может играть явление
магнитного пробоя, возникающее в таких областях
(рис. 18).

Как известно, явление магнитного пробоя может
возникать на траекториях систем (1.1) самой разной
геометрии (см., например, [48–53]). В нашем случае
мы можем наблюдать влияние этого явления на эф-
фективную длину свободного пробега. Как извест-
но, вероятность (внутризонного) магнитного пробоя
при заданном расстоянии между близкими участ-
ками траектории сильно зависит от величины маг-
нитного поля и стремится к 1/2 в пределе B → ∞.
В грубом приближении для заданного значения B

можно ввести характерное расстояние δp(B) между
сегментами, такое что вероятность пробоя близка к
1/2 при расстоянии между отрезками меньшем чем
δp(B), и близка к нулю при расстоянии большем чем
δp(B). По заданному значению δp(B) также можно
определить характерную длину l(B) участка траек-
тории в p-пространстве, на котором пара таких от-
резков оказывается на расстоянии порядка δp(B).
Легко видеть, что длина l(B) уменьшается с рос-
томB. Естественно также ввести характерное время
τ(1)(B) ∼ l(B)/B движения между двумя отрезка-
ми, находящимися на расстоянии δp(B) в плоскости
и далеко друг от друга по траектории. В рассматри-
ваемой ситуации время τ(1)(B) играет роль времени
свободного пробега, связанного с явлением магнит-
ного пробоя на хаотической траектории.

В этом же приближении естественно также ввес-
ти эффективное время свободного пробега τeff (B),
определяемое соотношением

τ−1
eff (B) = τ−1 + τ−1

(1) (B),

в уравнение (3.6).
Можно видеть, что явление магнитного пробоя

не оказывает существенного влияния на проводи-
мость при условии τ(1)(B) ≫ τ . В противоположной
ситуации (τ(1)(B) < τ) явление магнитного пробоя
очень важно и может существенно изменить пове-
дение тензора проводимости в пределе B → ∞ (в
частности, это может сказаться на скорости убыва-
ния компонент тензора проводимости в этом преде-
ле).

Надо сказать, что условия внутризонного маг-
нитного пробоя обычно достаточно жесткие и тре-
буют для его наблюдения очень сильных магнит-
ных полей и очень сильного сближения участков
траектории друг с другом. В целом, для наблюде-
ния описанного эффекта в любом случае требуются
сверхчистые материалы, очень низкие температуры
и чрезвычайно сильные магнитные поля (а также,
возможно, некоторые геометрические особенности
электронного спектра). Для большинства материа-
лов выполнение условий τ(1)(B) < τ , вероятно, при-
ближается к пределу экспериментальных возможно-
стей.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены результаты исследований
наиболее сложных квазиклассических траекторий
электронов, возникающих на поверхностях Ферми
в присутствии внешнего магнитного поля. Сущест-
вование траекторий этого типа пока доказано
теоретически, хотя их экспериментальное обна-
ружение еще предстоит осуществить. Геометрия
описанных траекторий соответствует хаотической
динамике в пространстве квазиимпульсов, что, в
свою очередь, приводит к весьма нетривиально-
му поведению магнитопроводимости в сильных
магнитных полях. В общем случае наличие таких
траекторий характерно для широкого класса дис-
персионных соотношений в кристалле; однако их
появление требует специального выбора значения
энергии Ферми и направления магнитного поля.
Сложность экспериментального поиска описанных
траекторий связана в основном с достаточно узким
энергетическим интервалом их возникновения
для большинства дисперсионных соотношений. В
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данном обзоре представлены результаты самых
последних исследований геометрии описанных
траекторий, особенностей диаграмм угловой про-
водимости, соответствующих возможности их
возникновения на поверхности Ферми, а также
особенностей электронных транспортных явлений
в пределе ωBτ → ∞ при наличии таких траекторий
на поверхности Ферми.
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