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В 1891 году профессор Джордж Х. Брайан продемонстрировал эффект прецессии
стоячей волны в упругой осесимметрической оболочке, вращающейся вокруг оси
симметрии. Для объяснения эффекта Брайан обратился к математическому описа-
нию упругих колебаний тонкого кругового кольца. В результате он получил форму-
лу, связывающую постоянную угловую скорость вращения кольца в своей плоско-
сти со скоростью прецессии относительно него стоячей волны упругих колебаний.
В дальнейшем эта формула была использована для объяснения эффекта поворотa
стоячей волны в полусферическом резонаторе при повороте самого резонатора во-
круг его оси симметрии. При этом угловая скорость поворота уже не предполагалась
постоянной, и соотношение Брайана между скоростями молчаливо распространя-
лось на соотношение между углами поворота. Фактически это означало открытие
эффекта инертности упругих волн. В настоящем исследовании рассматривается уже
полный сферический резонатор, и плоский поворот резонатора заменяется про-
странственным. Пространственным оказывается и обобщённый эффект Брайана.
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В 1891 году в докладе лондонскому королевскому обществу профессор университе-
та в Бангоре (Уэльс) Джордж Х. Брайан продемонстрировал эффект прецессии стоя-
чей волны в упругой осесимметрической оболочке, вращающейся вокруг оси симмет-
рии. Для объяснения эффекта Брайан обратился к математическому описанию упру-
гих колебаний тонкого кругового кольца. В результате он получил формулу,
связывающую постоянную угловую скорость  вращения кольца в своей плоскости
со скоростью прецессии относительно него стоячей волны упругих колебаний  [1].
В дальнейшем эта формула была использована для объяснения эффекта поворотa сто-
ячей волны в полусферическом резонаторе при повороте самого резонатора вокруг его
оси симметрии [2, 3]. При этом в отличие от [1] угловая скорость поворота уже не
предполагалась постоянной, и соотношение Брайана между скоростями молчаливо
распространялось на соотношение между углами поворота. Фактически это означало
открытие эффекта инертности упругих волн, что и было доказано в [4, 5].

В настоящем исследовании рассматривается уже полный сферический резонатор,
и плоский поворот резонатора заменяется пространственным. Пространственным
оказывается и обобщённый эффект Брайана.

ω
ωв
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4 ЖУРАВЛЁВ, КЛИМОВ

Уравнения колебаний упругого сферически симметричного тела. Рассмотрим упругое
сферически симметричное твердое тело со свободной границей, на которое действуют
массовые силы плотности f. Главный вектор сил, действующих на тело , без
ограничения общности будем полагать равным нулю. Под действием главного момен-
та  тело меняет свою ориентацию в пространстве (r – радиус-вектор произ-
вольной точки тела,  – элемент массы, V – область, занятая телом).

Для описания упругих деформаций введем систему координат , связанную с
телом так, чтобы выполнялись условия

(1)

где  – упругое смещение точки, в недеформированном состоянии зани-
мавшей положение r. Условия (1) характеризуют координатный трехгранник, относи-
тельно которого тело в среднем (по всем частицам) не перемещается и не поворачива-
ется.

Ставится следующая задача: зная абсолютную угловую скорость трехгранника
 в проекциях на его же оси – , определить, как ведут себя волны упругих де-

формаций.
Запишем принцип Даламбера–Лагранжа для рассматриваемого тела

(2)

Здесь  – плотность, зависящая лишь от ,  – градиент квадратичного функци-
онала линейной теории упругости.

Координаты, определяющие угловое положение тела как целого, не варьируются,
предполагается, что угловая скорость  – известная функция времени.

Для выбора обобщенных координат рассмотрим случай . В [6] показано, что
спектр собственных колебаний свободного твердого тела при условиях (1) дискретен.
Это означает, что возрастающая последовательность частот собственных колебаний

 ... неограниченна, а собственные элементы , , … соответствующие
этим частотам, образуют ортонормированную систему функций, полную в конфигу-
рационном пространстве задачи:

(3)

Это позволяет ввести независимые лагранжевы координаты, описывающие все сте-
пени свободы при деформировании тела, в общем случае  следующим обра-
зом:

(4)

Задача о собственных колебаниях сферически симметричного свободного тела до-
пускает группу SO(3), поэтому спектр собственных частот вырожден и состоит из по-
следовательности, по крайней мере, трехкратных частот:  =
=  конфигурационное пространство при этом представляет собой прямое
произведение трёхмерных собственных подпространств: 
Фиксируем номер m произвольного собственного подпространства и введем обозна-
чения для соответствующих обобщённых координат: , , 

V dmf

⋅V dmr f

dm

1 2 3x x x

= ⋅ = 0, 0
V V

dm dmx r x

= 1 2 3( )x x xx

1 2 3x x x ( )tω

 + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + ∇Π − δ = ρ 
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ν ≤ ν ≤1 2 1h (r) 2h (r)
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l

n l n
V

dmh (r)h (r)

≠( ) 0tω

∞

=
= 

1
n n

n
qx h (r)
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(m = 1, 2, …). Подставляя (4), а также  в (2) и приравнивая нулю коэф-

фициенты при независимых вариациях , получаем бесконечную систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений второго порядка относительно :

(5)

где L1, L2, L3 представляют собой линейные функции обобщённых координат, соот-
ветствующих другим собственным подпространствам, а скалярные коэффициенты
имеют вид

Присутствие L1, L2, L3 характеризует тот факт, что системы типа (5) для различных
подпространств не являются независимыми друг от друга.

При получении уравнений (5) было предположено для простоты, что массовые си-
лы ортогональны всем собственным функциям: . Это означает, что в f

присутствует лишь постоянная составляющая , обеспечивающая враще-
ние тела со скоростью .

Векторные коэффициенты имеют вид

В силу сферической симметрии выбор собственных векторов ( , , )
можно осуществить так, чтобы

(6)

Используя неравенство Коши–Буняковского для (6), получим .
Если ввести обозначения

то уравнения (5) можно переписать в векторной форме

(7)
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где A – симметрическая матрица позиционных сил, состоящая из коэффициентов
упругих сил , ,  и коэффициентов , , , , , f.

Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект
№ АААА-А20-120011).
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Спроектирован и изготовлен ряд образцов – перфорированных пластин с решетка-
ми неравных периодов и различных ориентаций. Проведены испытания образцов на
растяжение, получены их эффективные модули упругости. Построена и скорректи-
рована математическая модель, проведено успешное сравнение экспериментальных
и теоретических результатов.

Ключевые слова: перфорированная пластина, эффективные деформации, эффектив-
ные напряжения, эффективные модули упругости, испытания на растяжение
DOI: 10.31857/S0572329921020100

1. Введение. Сверхрешетки представляют собой двоякопериодические системы не-
однородностей (отверстий, пор, микротрещин, включений и т.д.). Характерный раз-
мер неоднородностей варьируется от нанометров (наномасштаб) до сотен нанометров
(мезомасштаб). Размеры промежутков между неоднородностями при этом, как прави-
ло, сравнимы с размерами неоднородностей.

Сверхрешетки возникают и в природе, естественным путем, и в технологических
процессах. Ярким примером являются фотонные кристаллы (ФК) – материалы, ко-
эффициент преломления которого меняется периодически в пространственных на-
правлениях [1, 2]. В качестве примеров естественного происхождения можно предста-
вить некоторые разновидности опалов (неорганические ФК) и чешуйки на крыльях
бабочек-парусников (органические ФК). При этом существуют технологии, позволя-
ющие создавать ФК искусственным путем, например, протравливанием системы по-
лостей в прозрачном материале. Другими примерами могут быть цеолиты (сверхре-
шетки естественного и искусственного типа) [3–5] и пористый кремний (сверхрешет-
ки искусственного типа) [6].

Сверхрешетки обладают уникальными свойствами – например, фотонные кристал-
лы могут действовать как фильтр для заданных частот. Свойства сверхрешеток обу-
славливаются их внутренней структурой. При разрушении ее они исчезают полностью
или частично. Кроме того, свойства могут зависеть от периодов двоякопериодической
структуры сверхрешетки, а значит и от деформации структуры, которая может возни-
кать из-за внешних и внутренних нагрузок.

Соответственно, корректная оценка напряженно-деформированного состояния
имеет существенное значение. Особенно важен расчет эффективных упругих характе-
ристик сверхрешетки, с учетом анизотропии структуры.

УДК 539.3



8 ЛАВРЕНТЬЕВ и др.

Характерные особенности механического поведения сверхрешеток описываются в
рамках плоской задачи теории упругости о плоскости, ослабленной двоякопериодиче-
ской системой отверстий. В работах [7, 8] с помощью аналитических расчетов получе-
ны эффективные модули упругости для перфорированных пластин, содержащих
квадратные решетки круглых отверстий. Отношение промежутка между отверстиями
к радиусу отверстий меняется от 0.1 до 10. Построены зависимости эффективных мо-
дулей от ориентации растягивающей силы. В работе [9] представлены результаты ис-
пытаний на растяжение перфорированных пластин, радиус отверстий 1 мм, промежу-
ток между отверстиями 1 мм. Решетки в пластинах сделаны под различными углами,
от 0 до 45°. Экспериментально полученные величины эффективных модулей подтвер-
дили аналитические оценки, выведенные в работе [7].

В данной работе рассмотрены аналитические оценки эффективных модулей для
прямоугольных решеток (т.е. наименьшая ячейка которых имеет взаимно перпенди-
кулярные стороны, и длины сторон не равны). Проведены испытания на растяжение
пластин с решетками, радиус отверстий которых 1 мм, с промежутками между отвер-
стиями 2 мм вдоль одной оси и 1 мм вдоль перпендикулярной. Ориентация решеток
меняется от 0° до 90°. Получены экспериментальные значения эффективных модулей,
проведено их сравнение с аналитическими оценками.

2. Аналитический расчет эффективных модулей упругости. Аналитическая оценка за-
висимости эффективного модуля от ориентации решетки рассчитывалась с помощью
метода мультипольных разложений, представленного в [7]. Метод заключается в том,
что в плоской задаче упругости поле напряжений в материале вокруг круглого отвер-
стия можно представить как линейную комбинацию сингулярных решений (ряд муль-
типолей):

(2.1)

где g(t) – аналитическая функция смещений, gn – коэффициенты при членах ряда
мультиполей, t – комплексная локальная координата точки на контуре отверстия.

Эффективные модули упругости определяются через обратную матрицу к матрице
эффективных податливостей. В свою очередь, эффективные податливости Sijkl опре-
деляются через соотношение

(2.2)

Здесь  – эффективная деформация, вызванная эффективным напряжением .
В работе [7] получены следующие выражения эффективных податливостей:

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

( )
∞

=−∞
= ' n

n
n

g t g t

ε = σ� �ij ijkl klS

ε� σ�

( )σ σ
− −

π= + − + −1111 2 0 2 0
1 21 (Im Im Im Im )s sS g g g g
E S

( )σ σ
− −

π= −ν + − − +1122 2 0 2 0
1 2 (Im Im Im Im )s sS g g g g
E S

τ τ
−

π= = −1112 1121 2 0
2 (Im Im )S S g g
ES

( )σ σ
− −

π= −ν − + + +2211 2 0 2 0
1 2 (Im Im Im Im )s sS g g g g
E S

( )σ σ
− −

π= − − + −2222 2 2 0 0
1 21 (Im Im Im Im )s sS g g g g
E S

τ τ
−

π= = − +2212 2221 2 0
2 (Im Im )S S g g
ES
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(2.9)

(2.10)

(2.11)

Здесь E, ν – упругие характеристики матрицы решётки,  – площадь
основного параллелограмма решетки.

Получив коэффициенты разложения ряда для элементарных эффективных нагру-

зок в решетке, – всестороннее растяжение ( ), чистый сдвиг ( ) и диагональный

сдвиг ( ), – рассчитываются эффективные податливости решетки, а отсюда матрицa
упругих модулей.

На рис. 1 представлены зависимости эффективных модулей упругости по отноше-
нию к модулю упругости материала. Сплошная и двойная линии соответствуют эф-
фективным модулям решетки с промежутками 2 и 1 мм (т.е. с периодами 4 и 3 мм), для
каждой из осей. Пунктирная линия соответствуeт эффективным модулям квадратной
решетки с промежутками 1 мм, штриховая – 2 мм, эти линии даны для сравнения.

3. Проведение экспериментов. Изготовлено 8 серий по 4 образца (всего 32 образца)
из полиэтилена, размером 180 × 40 × 0.65 мм. В первой серии образцы сплошные, в
остальных создана область, содержащая решетку отверстий (один из образцов в каче-
стве примера представлен на рис. 2). Периоды решеток 3 и 4 мм, радиус отверстий
1 мм, таким образом, промежутки между отверстиями 1 и 2 мм по каждой из осей. Ре-
шетки созданы с помощью лазерной резки.

Образцы были подвержены растяжению с нагрузкой до 340 Н для сплошных образ-
цов и до 230 Н для остальных.

4. Результаты экспериментов. Полученные значения эффективных модулей (ГПа)
представлены на рис. 3. Расчетные данные представлены сплошной линией, данные
экспериментов – маркерами “+”. Штриховая линия соответствует интерполирован-
ным усредненным экспериментальным данным.

σ
− −

π= = − +1211 2111 2 2
2 (Re Re )sS S g g
ES

σ
− −

π= = − −1222 2122 2 2
2 (Re Re )sS S g g
ES

( )τ
−

+ ν π= = = = −1212 1221 2112 2121 2
1 1 2 Re

2
S S S S g

E S
( )= ω ωIm I IIS

σ
ng s

ng
τ
ng

Рис. 1
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Обратим внимание, что полученная усредненная экспериментальная кривая по
форме достаточно близка к теоретической кривой, но она расположена выше прибли-
зительно на 20%. Подробное изучение образцов показало, что в процессе изготовле-
ния образцов при прожигании отверстий края отверстий оплавляются (отверстия ре-
шетки образца под увеличением представлены на рис. 4). Наплыв приводит к умень-
шению отверстий в среднем на 10% от запланированных размеров. Кроме того,
происходит утолщение образца в окрестностях краев отверстий максимально до
≈20%.

Математическая модель скорректирована с учетом обнаруженных эффектов. Преж-
де всего, в модели радиус отверстий уменьшен до 0.9 мм, соответственно, промежутки
между отверстиями увеличены до 1.2 и 2.2 мм.

Так как модель основана на плоской задаче теории упругости, утолщение образца в
окрестностях отверстий будем рассматривать как увеличение жесткости материала.
Поскольку модель предполагает однородность среды, увеличение жесткости в модели
необходимо заменить модуль Юнга на эффективный. Размер жестких колец наплыва
вокруг отверстий сравним с размерами промежутков между отверстиями, что позво-
ляет предположить, что эффективный модуль по отношению к реальному будет бли-

Рис. 2

40

40 15 70 15
2

3

3
2

4

40
36.9�

36
.9

36
.9

���

Рис. 3

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0 15 30 45 60 75 90



11ЭФФЕКТИВНЫЕ УПРУГИЕ МОДУЛИ 

зок к усредненной величине толщин образца по отношению к проектной толщине.
Таким образом, эффективный модуль увеличен на 10%. Экспериментальные данные и
скорректированная теоретическая кривая представлены на рис. 5.

5. Заключение. Спроектирован и изготовлен ряд образцов в виде пластин, содержа-
щих двоякопериодические решетки с периодами 3 и 4 мм (с промежутками 1 и 2 мм
между отверстиями радиусом 1 мм). Решетки имеют различные ориентации от 0° до
90°. Проведены испытания образцов на растяжение, получены их эффективные моду-
ли упругости.

Рис. 4

Рис. 5
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Проведенное сравнение полученных экспериментальных и теоретических (с учетом
коррекции) результатов показало хорошее совпадение (отклонение до 3%).

Можно заключить, что представленная численная модель может быть использована
для расчета эффективных упругих коэффициентов двоякопериодических систем круг-
лых отверстий с неравными периодами.
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Масштабный эффект прочности структурно-неоднородных материалов проявляет-
ся, в частности, в зависимости разрушающей нагрузки от размера зоны концентра-
ции напряжений, возникающей вблизи материальных или геометрических неодно-
родностей (включений, пор, вырезов, галтелей). Хотя размер зоны концентрации
напряжений определяется, в первую очередь, размерами и формой неоднородности,
определенное влияние оказывают также условия нагружения. Кроме этого, прогно-
стическая ценность теории разрушения определяется не только способностью учета
масштабного эффекта, но и возможностью распространения теории на возможно
более широкий круг краевых условий. Теоретически и экспериментально исследо-
вано влияние краевых условий и диаметра отверстия на возникновение трещин от-
рыва у кругового отверстия в квазихрупком геоматериале при неравномерно распре-
деленном сжатии с учетом масштабного фактора. На основе подхода механики ко-
нечных трещин предложен критерий квазихрупкого разрушения. Проведено
сопоставление результатов расчета критического напряжения с полученными экс-
периментальными данными.

Ключевые слова: квазихрупкое разрушение, геоматериал, масштабный эффект, отвер-
стие, механика конечных трещин
DOI: 10.31857/S0572329921020161

1. Введение. Для геоматериалов и горных пород характерно влияние масштабного
фактора на параметры прочности [1]. Наиболее сильно масштабный эффект проявля-
ется в условиях концентрации напряжений у отверстий, полостей, выработок, когда
характерный размер неоднородности напряжений сопоставим с размерами структур-
ных составляющих материала. Для оценки прочности и прогнозирования разрушения
структурно-неоднородных материалов используют различные нелокальные и гради-
ентные модели со структурным параметром [2–9]. В последнее время получили рас-
пространение нелокальные критерии разрушения, реализующие подходы и методы
теории критических расстояний и механики трещин [10–15].

Общим свойством нелокальных критериев является введение внутреннего размера
(константы) материала d0, характеризующего его структуру, что позволяет описать
масштабный эффект, свойственный структурно-неоднородным материалам. На прак-
тике это дает возможность прогнозировать наступление разрушения при варьирова-
нии размера зоны концентрации напряжений . При этом полагают, что за предела-
ми малой области (зоны предразрушения) возле наиболее напряженной точки мате-
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риал деформируется упруго. Размер этой области d0 определяется микроструктурой
материала и является малым по отношению к размерам деформируемого тела. Появ-
ление трещины в наиболее напряженной области и ее рост не сопровождаются сколь-
ко-нибудь заметными неупругими деформациями, поэтому говорят, что имеет место
хрупкое разрушение.

Применение подхода механики трещин (fracture mechanics) состоит в том, что зона
предразрушения моделируется трещиной длиной d0, которая предполагается изна-
чально существующей в теле. Такую трещину называют фиктивной или воображае-
мой. Для трещины, находящейся в неоднородном поле напряжений, рассчитывается
коэффициент интенсивности напряжений K, при достижении которым критического
значения  происходит страгивание трещины (разрушение).

На первый взгляд, модель твердого тела с распределенными в нем микротрещина-
ми (preexisting microcracks) выглядит вполне реалистичной и согласующейся с обще-
принятыми представлениями о реальном твердом теле, обладающем изначальной,
присущей ему дефектностью (эти микротрещины часто называют трещинами Гриф-
фитса). Но в действительности такая модель может быть использована только для
оценки прочности твердого тела, содержащего большой ансамбль гладких дефектов,
например, пор. Чтобы применить модель для оценки прочности однородного тела, со-
держащего одиночный дефект произвольного размера, трещины Гриффитса должны
заполнять объем всего тела, что физически абсурдно. Поэтому в рамках модели твер-
дого тела с распределенными микротрещинами могут рассматриваться только доста-
точно большие отверстия, вырезы или полости, размер которых намного превышает
размер микротрещин, а также расстояние между ними.

Проблема существования в твердом теле воображаемых микротрещин снимается в
механике конечных трещин (finite fracture mechanics) [16–18], получившей в послед-
нее время широкое распространение [19–24]. В настоящей работе подход механики
конечных трещин применяется для решения задачи о разрушении хрупкого или ква-
зихрупкого материала с круговым отверстием под действием двухосного нагружения
сжимающими и растягивающими усилиями.

2. Постановка задачи. Рассматривается пропорциональное нагружение изотропной
однородной линейно-упругой пластины из хрупкого или квазихрупкого материала
равномерно распределенными на бесконечности растягивающими  и сжима-
ющими  напряжениями. В центре пластины находится малое круговое отвер-
стие радиуса a (рис. 1). Требуется определить критическую нагрузку , при которой в
пластине будет достигнуто предельное состояние (образование трещин отрыва, исхо-
дящих от отверстия) в зависимости от диаметра отверстия.

Материал пластины характеризуется масштабным эффектом прочностных свойств.
В присутствии концентратора напряжений (отверстия) эффективный нагруженный
объем определяется размером зоны концентрации напряжений . Стандартные меха-
нические свойства материала пластины характеризуются предельным напряжением

, которое определяется при одноосном растяжении пластины без отверстия.

3. Критерий разрушения. В механике конечных трещин постулируется, что рост тре-
щины, включая момент ее возникновения у выреза, происходит скачкообразно. Раз-
рушение происходит, если энергия, высвобождаемая при скачкообразном изменении
длины трещины, достигнет критического значения. Для хрупких материалов конеч-
ный размер приращения длины трещины, характеризующий зону предразрушения,

cK

σ ≡1 1k p
σ ≡2 2k p

cp
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рассматривается в качестве константы материала: . Условие разрушения
имеет вид [10]:

(3.1)

Важным преимуществом инкрементального условия разрушения (3.1) перед обыч-
ным дифференциальным условием  является то, что оно может быть примене-
но не только в качестве условия роста уже существующей в теле трещины, но и для
предсказания появления трещины у гладкого выреза в теле, не содержащем началь-
ных трещин. Для этого в уравнении (3.1) достаточно принять l = 0. При этом не требу-
ется делать никаких дополнительных допущений о существовании в теле фиктивных
или воображаемых трещин, которые, как было показано выше, приводят к определен-
ным физическим противоречиям.

Чтобы применить критерий разрушения (3.1) необходимо сначала найти зависи-
мость коэффициента интенсивности напряжений от длины трещины, исходящей от
выреза. Для рассматриваемой задачи можно воспользоваться решением Бови [25], но
оно не обеспечивает сшивку с классической механикой сплошной среды при больших
диаметрах отверстия. Покажем это на примере одноосного растяжения пластины с от-
верстием усилиями . Представим коэффициент интенсивности напряжений в виде

Критическое напряжение

(3.2)

В отсутствии отверстия (a = 0) функция  принимает значение 1. Поскольку при
этом критическое напряжение характеризует не что иное, как прочность гладкого (без
отверстия) образца , то можно записать:

(3.3)

δ = = constl d

+

=
2 2

l d

c
l

K dl K d

= cK K
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= σ π1 ( / )K l f l a
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K
l f l a
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С учетом формулы (3.3) запишем выражение (3.2) в виде

(3.4)

Функцию  можно интерпретировать как эффективный коэффициент кон-
центрации напряжений, зависящий от радиуса отверстия и некоторого структурного
параметра. Было бы справедливо ожидать, что для очень больших отверстий эффек-
тивный коэффициент концентрации напряжений совпадет с теоретическим коэффи-
циентом Kt, рассчитанным по теории упругости. Однако в пределе  функция

 принимает значение 3.36, в то время как решение задачи Кирша о растяжении
бесконечной плоскости с круговым отверстием дает .

Следует подчеркнуть, что эта ситуация характерна для любых вырезов, а не только
для круговых отверстий. Действительно, в классическом пределе, когда размеры вы-
реза намного больше l, мы приходим к задаче о краевой трещине длиной l в однород-
ном поле растягивающих напряжений . Коэффициент интенсивности напряже-
ний для такой трещины [26]

Отсюда, с учетом формулы (3.3), для критического напряжения получим выраже-
ние  вместо ожидаемого по классической теории упругости  =
= σ0/Kt.

Чтобы обеспечить сшивку с классической механикой сплошной среды, воспользу-
емся приближенным способом вычисления коэффициента интенсивности напряже-
ний, предложенным Тирошем [27]. Он рассмотрел круговое отверстие с одной трещи-
ной, исходящей от контура, а для приближенного определения коэффициента интен-
сивности напряжений использовал известный прием [26], в соответствии с которым
исходная задача заменяется задачей о трещине, к берегам которой приложено распре-

σσ = 0

( / )c f l a

( / )f l a

→/ 0l a
( / )f l a

= 3tK

σ ⋅1 tK

= σ π11.12 tK K l

( )σ = σ0/ 1.12c tK σc

Рис. 2
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деленное давление  (рис. 2). Общее выражение для коэффициента интенсивно-
сти напряжений в этой задаче (K вычисляется в точке x = b) имеет вид [28]:

(3.5)

Напряжение  определяется из решения исходной задачи при отсутствии тре-
щины, т.е. в данном примере – из решения задачи Кирша, которое имеет вид [29]:

(3.6)

Подставив выражение (3.6) в формулу (3.5) и выполнив интегрирование, приняв
, получим:

(3.7)

Теперь подставим выражение (3.7) в левую часть уравнения (3.1) и выполним инте-
грирование в пределах :

(3.8)

где

В отсутствие отверстия выражение (3.1) определяет условие разрушение гладкого
образца. Отсюда, с учетом формулы (3.7), найдем связь между прочностными свой-
ствами материала в механике конечных трещин:

(3.9)

В классическом пределе  интегрирование дает следующий результат:

(3.10)

Подставив результат интегрирования (3.10) в условие разрушения (3.1), получим
выражение для критического напряжения:

(3.11)

Теперь подставим соотношение (3.9) в формулу (3.11) и убедимся в том, что σc =
, где Kt = 3 в соответствии с решением задачи Кирша. Таким образом, сшивка с

классической механикой сплошной среды обеспечивается.
С учетом (3.8) и (3.9) из уравнения (3.1) получим формулу для расчета критического

напряжения при произвольных значениях радиуса отверстия:

(3.12)

В отсутствие отверстия (a = 0) критическое напряжение ожидаемо равно пределу
прочности гладкого образца.
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При одноосном сжатии пластины по оси x распределение напряжения  вдоль ли-
нии y = 0 имеет вид [29]:

(3.13)

Здесь  – приложенное сжимающее напряжение, которое принято положитель-
ным. Подставив выражение (3.13) в формулу (3.5), получим:

(3.14)

Теперь подставим выражение (3.14) в левую часть уравнения (3.1) и выполним инте-
грирование в пределах [0, d]:

(3.15)

где

С учетом выражений (3.9) и (3.15) из уравнения (3.1) получим формулу для расчета
критического напряжения:

(3.16)

При  из формулы (3.16) следует , т.е. обеспечивается сшивка с клас-
сической механикой сплошной среды. При уменьшении радиуса отверстия критиче-
ская величина приложенного давления, при котором на контуре отверстия образуют-
ся трещины отрыва, стремится к неограниченному значению. В действительности,
это значение, очевидно, ограничено пределом прочности материала на сжатие, откуда
следует, что существует критическое значение размера отверстия, ниже которого тре-
щины отрыва на контуре отверстия не образуются.

При совместном действии растягивающей нагрузки  и сжимающей нагруз-
ки  коэффициент интенсивности напряжений

(3.17)
где K1 и K2 определяются по формулам (3.7) и (3.14), соответственно. Подставив фор-
мулу (3.17) в левую часть уравнения (3.1) и выполнив интегрирование в пределах [0, d],
получим:

(3.18)

где

С учетом (3.9) и (3.18) из уравнения (3.1) получим формулу для расчета критической
нагрузки :

(3.19)

где .
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4. Размер зоны предразрушения. Как уже было сказано, для хрупких материалов ко-
нечный размер приращения длины трещины, характеризующий размер зоны предраз-
рушения, рассматривается в качестве константы материала, определяемой его струк-
турой: . Для квазихрупких материалов в работе [30] предложено следую-
щее выражение для размера зоны предразрушения:

(4.1)
Здесь  – безразмерный параметр, характеризующий пластичность материала. Для

хрупких материалов β = 0, для пластичных материалов . При  ∼ 1 материал ха-
рактеризуется умеренными пластическими свойствами. Первое слагаемое в выраже-
нии (4.1) характеризует собственно структуру материала, а второе отражает вклад не-
упругих деформаций. Таким образом, пластические свойства материала начинают
проявляться при  и проявляются тем сильнее, чем больше d по отношению к d0.
Если  будем говорить о хрупком разрушении, если  – о квазихрупком раз-
рушении, которое в пределе  переходит в вязкое разрушение. При вязком раз-
рушении критическое напряжение не зависит от размера выреза, поэтому размер зо-
ны предразрушения пропорционален размеру выреза и, соответственно, размеру Le
(при неизменных граничных условиях). При хрупком разрушении, напротив, размер
зоны предразрушения не зависит от выреза и определяется структурой материала.

При одноосном сжатии поведение разрушающего напряжения, характеризующего
образование трещин отрыва у выреза, имеет вид, изображенный на рис. 3. В соответ-
ствии с современными представлениями о реальном твердом теле, обладающем изна-
чальной, присущей ему дефектностью малые искусственные дефекты, размеры кото-
рых сопоставимы с размерами структурных составляющих материала, не оказывают
влияния на его прочность до тех пор, пока их размеры не достигнут определенного
(критического) значения. Поэтому при малых значениях  материал не чувствует
присутствия концентратора напряжений и разрушается как гладкий образец при до-
стижении критическим давлением предела прочности при сжатии . После достиже-
ния критического размера концентратора разрушающее давление  уменьшается,
асимптотически приближаясь к напряжению , равному пределу прочности материа-
ла при растяжении в случае хрупкого разрушения (кривая 1), и к напряжению 
( ) в случае вязкого разрушения (кривая 2). Напряжение  связано с вели-
чиной параметра пластичности  в выражении (4.1).
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Для описания квазихрупкого разрушения размер d будем определять по фор-
муле (4.1), в которой размер зоны концентрации напряжений рассчитывается в точке
максимума эквивалентного напряжения  по формуле . В рассмат-

риваемой задаче  и . Соответственно выражение для параметра

γ в формуле (3.19) принимает вид:

(4.2)

При значении параметра  формула (3.19) дает расчет критического напряжения
согласно традиционному критерию разрушения.

Асимптотическое (при ) значение критического напряжения:

(4.3)

где ,  – асимптотическое значение критического напря-

жения для хрупкого материала. Для квазихрупких материалов, характеризующихся
умеренными пластическими свойствами, .

Проверку применимости критерия квазихрупкого разрушения проведем на экспе-
риментальных данных о разрушении плоских образцов с отверстием, подверженных
неравномерно распределенному сжатию.

5. Испытания образцов с круговым отверстием. Программа экспериментальных ис-
следований включала проведение двух серий испытаний образцов под действием сжи-
мающей нагрузки, которая распределялась неравномерно (ступенчато) по верхней и
нижней граням образца. Методика эксперимента описана в работе [31]. В качестве
модельного материала использовали дигидрат сульфата кальция (двухводный гипс),
приготовленный из водного раствора высокопрочного гипса марки ГВВС-16 (гипс 1)
и из водного раствора строительного гипса марки Г-5 (гипс 2). Образцы представляли
собой квадратные плиты размером 200 × 200 мм или 100 × 100 мм и толщиной 40 мм
(гипс 1) и 36 мм (гипс 2). Перед испытанием в центре образцов высверливали круго-
вые отверстия различного диаметра.

Для первой серии экспериментов было изготовлено по 5 образцов размером
200 × 200 мм с отверстиями каждого диаметра: 1, 2, 5, 10, 15 и 20 мм. Нагрузка p при-
кладывалась к образцу через жесткие вставки размером 120 мм, помещенные между
образцом и нагружающими плитами. При этом в центральной части образца (вне зо-
ны влияния отверстия) реализовывалось достаточно однородное двухосное напря-
женное состояние: растяжение по горизонтальной оси и сжатие по вертикальной оси
образца (рис. 1). В процессе испытания образцов в зонах концентрации растягиваю-
щих напряжений на контуре отверстия наблюдали внезапное образование трещин от-
рыва, которое сопровождалось локальной разгрузкой образца, что отражалось на диа-
грамме деформирования в виде появления зубца. Критическую нагрузку в момент об-
разования трещин определяли по вершине зубца на диаграмме.

Для определения прочности материала при одноосном сжатии использовали такие
же квадратные образцы размером 200 × 200 мм без отверстия, нагружение производи-
ли через вставки размером 200 мм. По результатам испытания 4 образцов из гипса 1
определено среднее значение предела прочности 34.11 МПа; по результатам испыта-
ния 7 образцов из гипса 2 определено среднее значение предела прочности 11.53 МПа.
Предел прочности материала при одноосном растяжении определяли прямым мето-
дом на образцах типа “dog-bone” (dog-bone shaped specimens). Было испытано по
10 образцов, изготовленных из гипса 1 и гипса 2. По результатам испытания образцов
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из гипса 1 определено среднее значение предела прочности 5.38 МПа; для гипса 2
среднее значение предела прочности составило 2.61 МПа.

Значения  и  рассчитывали методом конечных элементов в центре образцов, на-
груженных через вставки заданного размера и не содержащих отверстия. Для исполь-
зованных в первой серии экспериментов вставок , .

Во второй серии экспериментов испытывали образцы размером 100 × 100 мм с от-
верстиями диаметром 2 мм. Нагружение образцов производили через вставки разме-
ром 20, 40, 60 и 80 мм. Было испытано от 5 до 7 образцов со вставками каждого разме-
ра. Также как в первой серии испытаний, в зонах концентрации растягивающих на-
пряжений на контуре отверстия наблюдали образование трещин отрыва, которое
носило внезапный характер и сопровождалось локальной разгрузкой образца. Рассчи-
танные для испытанных образцов значения ,  и  приведены в таблице.

6. Результаты и обсуждение. На рис. 4 представлены экспериментальные данные
(точки) о величине нагрузки в момент образования трещин отрыва на контуре отвер-
стия в зависимости от его диаметра 2a [мм], полученные на образцах из гипса 1, и ре-
зультаты расчета критического давления (кривая) по формуле (3.19) при β = 0. Размер

 определялся исходя из наилучшего соответствия результатов расчета и эксперимен-
тальных данных. Он составил 0.6 мм и оказался сопоставимым с размером наиболее
крупных пор. Штриховая прямая рассчитана согласно традиционному критерию раз-
рушения при γ = 1.

На рис. 5 приведены экспериментальные данные (точки) и результаты расчета кри-
тического давления для гипса 2 при значениях β = 0 (кривая 1) и  (кривая 2).
Размер  составил 1.0 мм. В соответствии с формулой (4.3), напряжение  в первом
случае равно  (штриховая прямая), во втором случае  (сплошная прямая).

Рисунки 4, 5 иллюстрируют существенный масштабный эффект, т.е. влияние диа-
метра отверстия на локальную прочность материала. С его уменьшением критическое
давление возрастает, достигая предела прочности на сжатие, с увеличением – асимп-
тотически приближается к напряжению  для гипса 1 и к напряжению  для гипса 2.
Такое поведение хорошо описывается модифицированным нелокальным критерием
конечной трещины, в котором размер трещины d определяется по формуле (4.1).
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Результаты второй серии экспериментов удобно представить в виде зависимости
критической величины напряжения  от величины двухосности нагружения, харак-
теризуемой параметром . Из формулы (3.19) получим:

(6.1)

На рис. 6 представлены экспериментальные данные (точки) о величине напряже-
ния  в момент образования трещин отрыва на контуре отверстия в образцах из гипса
1 в зависимости от двухосности нагружения и результаты расчета критического на-
пряжения по формуле (6.1). Для выполнения расчетов использовали параметры мате-
риала  и , определенные по результатам первой серии испытаний. Штриховая кри-
вая рассчитана согласно традиционному критерию разрушения при γ = 1. Результаты,
полученные для гипса 2, представлены на рис. 7.

Как видно из рис. 4 хрупкое разрушение образцов из гипса 1, характеризующееся
внезапным образованием на контуре отверстия и быстрым распространением вдоль
оси сжатия трещин отрыва, может быть описано в рамках общепринятого подхода ме-
ханики конечных трещин. Критерий разрушения хорошо описывает зависимость
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критического давления от диаметра отверстия во всем исследованном диапазоне от 1
до 20 мм.

В то же время, его применение для описания экспериментальных данных, получен-
ных на образцах из гипса 2, позволяет получить удовлетворительные оценки величи-
ны критического давления только при малых (1–2 мм) диаметрах отверстия (рис. 5).
Результаты расчетов, выполненных для больших диаметров отверстия, дают занижен-
ные значения критического давления. Полученные экспериментальные данные сви-
детельствуют о том, что при увеличении диаметра отверстия критическое давление
асимптотически стремится к значению, превышающему на 30% значение, рассчи-
танное для упругого тела. При этом, как и в первом случае, разрушение образцов
из гипса 2 характеризуется внезапным образованием на контуре отверстия и быстрым
распространением вдоль оси сжатия трещин отрыва. Все это позволяет охарактеризо-
вать разрушение данного материала как квазихрупкое, с развитой зоной предразруше-
ния, размер которой значительно превышает характерный размер структуры материа-
ла d0. Такое поведение хорошо описывается модифицированным критерием конеч-
ной трещины, в котором структурный параметр определяется по формуле (4.1).

Из рис. 6, 7 видно, что модифицированный критерий конечной трещины также хо-
рошо описывает хрупкое и квазихрупкое разрушение материалов с круговым отвер-
стием при изменении условий нагружения (краевых условий).

7. Заключение. Теоретически и экспериментально исследовано хрупкое и ква-
зихрупкое разрушение геоматериалов с круговым отверстием различного диаметра
при неравномерно распределенном сжатии, и выполнен анализ возможности приме-
нения подхода механики конечных трещин для оценки разрушающей нагрузки. При
хрупком разрушении, когда размер зоны предразрушения является константой мате-
риала и определяется его структурой, общепринятый критерий конечной трещины
хорошо описывает масштабный эффект прочности, проявляющийся в зависимости
критической нагрузки от размера зоны концентрации упругих напряжений. Показа-
но, что применение подхода механики конечных трещин может быть распространено
на случай квазихрупкого разрушения с развитой зоной предразрушения. В модифици-
рованном критерии «структурный» параметр представляется в виде суммы двух слага-
емых. Первое их них характеризует собственно структуру материала и является кон-
стантой, а второе отражает формирование зоны неупругих деформаций, или зоны по-
врежденности, и зависит от пластических свойств материала, геометрии
концентратора напряжений (отверстия, полости, выработки) и условий нагружения
(краевых условий). На основе проведенных исследований установлены закономерно-
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сти образования трещин отрыва на контуре отверстия, и показано хорошее соответ-
ствие результатов расчета критической нагрузки по модифицированному критерию
конечной трещины и полученных экспериментальных данных.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект № 18-05-00323). Автор выражает благодарность А.И. Рука-
вишникову и Н.В. Попову за помощь в подготовке образцов и проведении испыта-
ний.
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Диагностика дефектов является первым шагом к их “залечиванию” – частичному
или полному устранению влияния дефектов на напряженно-деформированное со-
стояние конструкции. В работе рассмотрено “залечивание” полостных дефектов пу-
тем заполнения различными материалами. Оценка эффективности такого залечива-
ния производится по виброакустическим критериям на примерах кольцевых дефек-
тов в стержне и малого отверстия в пластине.
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1. Введение. Актуальным для разных областей техники является не только диагно-
стика дефектов в конструкциях, но и их “залечивание”, например, путем заполнения
различными материалами. Очевидно, что полноценное заполнение полостных дефек-
тов основным материалом не создает концентрации напряжений в месте залечивания,
однако некоторые способы такого заполнения, такие как сварка или наплавка, повре-
ждают окрестность исправляемого дефекта, создавая ослабленную зону и тем самым
фактически расширяя дефект. Ликвидировать ослабленную зону можно только при-
менив термическую обработку всей конструкции в целом. Более щадящие способы за-
полнения, такие как пайка и вклеивание, часто не позволяют использовать для запол-
нения основной материал конструкции. Подбор альтернативного материала должен
осуществляться с учетом условия минимизации концентрации напряжений после за-
лечивания. В статье рассматривается эффективность такого залечивания на примере
кольцевых дефектов в стержне и малого отверстия в пластине по виброакустическим
критериям на основе спектров частот продольных колебаний стержня и концентра-
ции напряжений по контуру дефекта в пластине при прохождении по ней плоской из-
гибной волны.

2. Дефекты в виде кольцевых проточек в стержне круглого поперечного сечения. В ка-
честве первой модели для залечивания дефектов рассмотрим металлический стержень
круглого поперечного сечения с искусственно созданными дефектами – кольцевыми
проточками малой протяженности и глубины. На рис. 1,a приведен эскиз этого стерж-
ня с размерами в мм и обозначениями мест расположения проточек, а на рис. 1,b –
фото одной из проточек протяженностью 0.6 мм и глубиной 1 мм.

УДК 539.3
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Возбуждение продольных колебаний стержня осуществлялось ударом шарика из
закаленной стали по одному из торцов подвешенного на двух нитях стержня. Реги-
страция колебаний производилась бесконтактно микрофоном по звукоизлучению с
другого торца стержня. Аналоговый сигнал с микрофона, пропорциональный средне-
му акустическому давлению на площади мембраны микрофона, подавался на спек-
троанализатор, а с него – в компьютер, где сохранялся в форме оцифрованных ампли-
тудно-временной и амплитудно-частотной зависимостей (АЧЗ). На рис. 2,а показана
схема экспериментальной установки (1 – стержень, 2 – шарик, 3 – нити подвесов, 4 –
измерительный микрофон, 5 – спектроанализатор A19-U2, 6 – персональный ком-
пьютер), а на рис. 2,b,c – графические отображения характерных временной (b) и ам-
плитудно-частотной (c) зависимостей колебаний стержня из алюминиевого сплава
Д16, построенные программным обеспечением ZETLAB спектроанализатора. Значе-
ния t по оси абсцисс на рис. 2,b – секунды, значения  f на рис. 2,c – в Гц; значения U
по осям ординат отложены в мВ электрического сигнала, передаваемого с микрофона.
На рис. 2,b виден момент начала регистрации сигнала после ударного воздействия и
фрагмент его в записи на протяжении 0.2 с. Из рис. 2,c видно, что расстояния между
пиками в спектре частот колебаний стержня практически одинаковы, что характерно
для спектра свободных продольных колебаний стержня [1].

При наличии небольших дефектов измеренный спектр продольных колебаний
стержня визуально повторяет картину, изображенную на рис. 2,c. Для оценки отличий
частот колебаний стержня с дефектами от частот бездефектного стержня приведена
табл. 1, в которой сопоставлены 14 первых, наиболее заметных, частот соответствую-
щих спектров. В первой строке табл. 1 приведены номера частот n в порядке возраста-
ния, во второй – значения частот бездефектного стержня, в третьей строке – значения
частот стержня с тремя парами кольцевых проточек протяженностью 0.6 мм, располо-
женных симметрично середины оси стержня на расстояниях 100, 500 и 900 мм от тор-
цов стержня. Проточки, находящиеся на расстояниях 100 и 900 мм от торцов стержня,
были сделаны глубиной 1 мм, а проточки, находящиеся на расстояниях 500 мм от тор-
цов стержня, – глубиной 1.5 мм. Такое расположение дефектов позволило из спектра
собственных частот стержня со свободными концами выделить собственные частоты
для свободного и жестко-свободного стержня половинной длины, используемые в
примененном методе диагностики множественных дефектов по двум спектрам про-
дольных колебаний стержня.

О наличии малых дефектов в стержне можно судить по присутствующим в табл. 1
небольшим отличиям в распределениях частот бездефектного стержня и стержня с де-
фектами. Так как эти отличия на фоне 10-килогерцовых частот малозаметны, то вве-
дены были их комбинации, показывающие, во-первых, отличие в распределении ча-
стот от равномерного с шагом, равным удвоенной первой частоте консольного стерж-
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Рис. 2
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ня половинной длины, а, во-вторых, изменения в этих отличиях, вызванные
наличием дефектов. Данные комбинации задавались формулами:

первая из которых характеризовала отличия в частотах консольного стержня половин-
ной длины, а вторая – в частотах стержня половинной длины со свободными краями.

−= − − = − = …1 2 1 2 2δ (2 1) , η , 1,2,k k k kf k f f k f k
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На рис. 3 показаны эти отличия (верхняя кривая на рис. 3 слева и пилообразная
кривая на рис. 3 справа – для консольного стержня, нижние кривые слева и справа –
для стержня со свободными краями): слева – для стержня без дефектов, справа – для
стержня с тремя дефектами. Видно, что на частотах консольного стержня наличие де-
фектов почти не отразилось, в то время как распределение частот стержня со свобод-
ными краями превратилось из гладкой функции в пилообразную.

Отмеченный признак характеризует только факт наличия дефектов. Для нахожде-
ния их положения вдоль оси стержня используется алгоритм, разработанный в [2].

Основные идеи предложенного алгоритма состоят в следующем. Рассматривается
конечно-элементная модель стержня. Предполагается, что дефект снижает жесткость
содержащего ее элемента, но не влияет на плотность. Такое предположение является
общепринятым в случае трещиноподобных и других локализованных дефектов [2].
Предполагается, что в результате эксперимента определены собственные значения 
и , , соответствующие свободным и жестко-свободным условиям на
концах стержня. Собственные значения связаны с круговой частотой  соотношени-

ем , где ρ – плотность,  – модуль Юнга материала стержня,  равно  или
 в зависимости от рассматриваемых условий на концах стержня. Стержень разбива-

ется на N элементов. Эти элементы могут не совпадать с конечными элементами, а со-
держать несколько конечных элементов. Модуль Юнга k-го элемента обозначим .

*λm

*μm = …1, ,m M
ω

= 2λ ρω /E E λ *λm

*μm

kE

Таблица 1

n 1 2 3 4 5 6 7

f0n/Гц 1297.8 2595.0 3893.2 5191.1 6488.5 7785.0 9080.9
fdn/Гц 1295.7 2591.8 3887.1 5188.6 6479.4 7765.9 9069.3

n 8 9 10 11 12 13 14

f0n/Гц 10377.1 11672.1 12965.3 14260.0 15551.0 16842.8 18133.0
fdn/Гц 10363.7 11658.8 12927.6 14242.5 15532.2 16821.3 18090.6

Рис. 3
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Далее рассматривается последовательность минимизационных задач с целевыми
функциями , где , , , .

Здесь  и  – собственные числа, получаемые в результате конечно-эле-
ментного расчета для стержня со свободными и жестко-свободными концами, соот-
ветственно.

Минимизация функции FN(p) осуществляется с помощью алгоритма Левенберга–

Марквардта. В качестве начального приближения берется , что соот-
ветствует неповрежденному стержню. Поврежденными считаются элементы, у кото-
рых полученные в результате минимизации значения pk оказываются меньше едини-
цы. Для уточнения положения дефектов количество элементов удваивается, но пере-
менными считаются только pk, относящиеся к новым элементам, находящимся
внутри старых элементов, которые на предыдущем шаге были определены как повре-
жденные. Процедура продолжается до стабилизации результатов по определению по-
ложения дефектов. В большинстве случаев при начальном количество элементов рав-
ном N = 10, процедура продолжалась до использования 80 элементов.

Для расчета использовались спектры продольных колебаний стержня длиной 1003
мм со свободно-свободными и свободно-закрепленными концами (табл. 1). Эти спек-
тры были извлечены из спектра колебаний стержня длиной 2006 мм со свободно-сво-
бодными концами. Как и ожидалось, численный расчет по алгоритму поиска дефек-
тов не выявил дефектов. По первой собственной частоте было определено отношение
модуля Юнга к плотности, которое использовалось в дальнейшем.

На рис. 4 представлены результаты идентификации описанных выше дефектов на
стержне половинной длины. По оси абсцисс отложены номера элементов, а по оси
ординат – величины , соответствующие податливостям элементов. Эти величи-
ны в местах обнаружения дефектов изображены черными столбиками. Помимо мест
нахождения дефектов, виден большой всплеск у правого (свободного) конца стержня
связанный со скачком жесткости на этом конце.

“Залечивание” дефектов состояло в закладке в проточки стального, алюминиевого
и медного колец, полученных расплющиванием проволок из этих материалов до тол-
щины 0.55 мм, затягиванием их в проточках и фиксацией эпоксидной смолой. На рис.
5 приведены фотографии “залеченных” дефектов.

По спектрам частот продольных колебаний стержня с “залеченными” дефектами
была проведена их идентификация на основе описанного выше алгоритма. Результа-
ты идентификации представлены на рис. 6. Видно, что крайние дефекты перестали
опознаваться.

Единственный всплеск на диаграмме рис. 6 сохранился у среднего, наиболее глубо-
кого дефекта, “залеченного” материалом с иными свойствами (медью), чем алюмини-
евый сплав Д16.

Таким образом, заполнение дефектов металлическими вставками оказалось доста-
точно эффективным средством “залечивания” дефектов с точки зрения акустической
регистрации изменений в спектре продольных колебаний стержня, вызванных дефек-
тами, и диагностики на их основе мест расположения дефектов.

2. Дефект в виде отверстия в пластине. Второй моделью дефекта и его залечивания
может служить задача о дефекте в виде отверстия в плоской пластине, заполняемого
упругим материалом с теми же, или отличными от пластины механическими характе-
ристиками. В статической постановке эта задача была рассмотрена в [3]. Задача о ди-

( )NF p ≤N M ( )= …1, , Kp pp = /k kp E E ≤K N

( ) ( ) ( )
=

    − −    = +
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фракции изгибной волны на круговом препятствии в пластине рассмотрена в [4]. Зву-
ковое поле в акустической среде, контактирующей с пластиной, восстановленное по
полю изгибных волн в пластине с включением, без учета обратной реакции среды на
колебания пластины, рассмотрена в [5].

Установившиеся изгибные колебания основной пластины и включения толщины h
описываются уравнениями

ρ ω
Δ − = = =

2
2 4 40, , 1, 2j

j j j j
j

h
W s W s j

D

Рис. 4
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где Δ – оператор Лапласа, ω – круговая частота, , ,  – соответственно, цилин-
дрическая жесткость, амплитуда прогиба и плотность основной пластины (j = 1) и за-
полнения (j = 2).

Пусть по основной пластине распространяется изгибная волна (рис. 7):

где r, ϕ – полярные координаты, A – заданная амплитуда.
Рассеянное поле ищется в виде суммы расходящихся и быстрозатухающих волн:

где  – функция Ханкеля 1-го рода,  – функция Макдональда n-го поряд-
ка.

Поле в упругом заполнителе представляется в виде

где ,  – соответственно, функция Бесселя и модифицированная функция
Бесселя n-го порядка.

Постоянные , , ,  определяются решением системы из четырех уравнений,
полученных из граничных условий при r = r0:

где  – суммарное поле вне включения,

jD jW ρ j

ϕ= 1 cos
0

is rW Ae
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Эти условия означают непрерывность функции прогиба, угла поворота, радиальной
компоненты изгибающего момента и приведенной перерезывающей силы на окруж-
ности контакта основной пластины и заполнения.

В качестве условия залечивания примем снижение концентрации напряжений во-
круг отверстия при его заполнении материалами с разными свойствами. Об этом мож-
но судить по величине коэффициента концентрации напряжений, равного отноше-
нию окружного момента

на кромке заполненного отверстия (при r = r0) к окружному моменту в том же месте
пластины без отверстия.

Расчеты проводились для случая пластины толщиной h = 1 мм с круглым отверсти-
ем радиуса r0 = 10 мм при падающей волне с частотой 1000 Гц. Длина изгибной волны
в пластине при этих параметрах составляет около 100 мм.

На рис. 8 представлены кривые распределения по контуру отверстия коэффициента
концентрации напряжений K при заполнении отверстия различными материалами:
для стальной пластины и пустого отверстия (сплошная линия), при заполнении ста-
лью (редкий пунктир), алюминием (частый пунктир), висмутом (штрих-пунктир),
пластиком (короткие штрихи) и медью (длинные штрихи).

Как видно из рис. 8, максимальные коэффициенты концентрации имеют место в
точках входа (ϕ = 0) и выхода падающей волны (ϕ = π). Численные значения приведе-
ны в табл. 2.

Как следует из табл. 2, при свободном отверстии максимум K = 2.3. Наименьшее
значение коэффициента концентрации напряжений (исключая заполнение сталью)
получается при заполнении отверстия в стали алюминием (K = 1.26) и медью (K = 1.4).
При заполнении висмутом концентрация напряжений даже усиливается (K = 2.5). За-
полнение легким материалом (пластик) влияет на концентрацию напряжений незна-
чительно.

 ∂ ∂ ∂= − + + ν ∂ ∂ϕ ∂ 
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На рис. 9 показано распределение коэффициента концентрации напряжений K для
аналогичной пластины из алюминия для тех же условий, что и на рис. 8. Обозначения
те же, что на рис. 8.

Численные значения максимальных коэффициентов концентрации напряжений
приведены в табл. 3.

Видно, что в случае алюминиевой пластины при свободном отверстии K = 2.2. Наи-
меньшее значение коэффициента концентрации напряжений (не считая заполнения
алюминием) получается при заполнении отверстия сталью (K = 1.37) и медью (K =
1.75). При заполнении висмутом и пластиком концентрация напряжений усиливается
(K = 2.64 для висмута и K = 2.45 для пластика).

Таким образом, подбирая физические и механические характеристики материала
заполнения – плотность, модуль Юнга и коэффициент Пуассона, можно значительно
снизить концентрацию напряжений в окрестности дефекта. При этом остается неко-
торая свобода в выборе типа материала, которую можно использовать для улучшения

Таблица 2

Материал заполнения
ϕ

0 π

Незаполненное отверстие 2.19 2.30

Сталь 1.00 1.00

Алюминий 1.12 1.26

Висмут 2.41 1.58

Пластик 2.25 2.12

Медь 1.40 1.25

Рис. 9
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технологической и эксплуатационной совместимости материалов основы и заполни-
теля.

Исследование И.М. Лебедевa, М.Н. Перельмутерa, А.Л. Поповa и Д.А. Челюбеева
выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 19-19-00616).
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Таблица 3

Материал заполнения
ϕ

0 π

Незаполненное отверстие 2.12 2.14

Сталь 1.37 1.17

Алюминий 1.00 1.00

Висмут 2.64 1.39

Пластик 2.45 1.87

Медь 1.75 1.34
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Изучается плоское движение твердого тела в однородном поле тяжести. Тело подве-
шено на невесомой нерастяжимой нити, которая во все время движения остается

натянутой. Предполагается, что длина нити имеет большую величину ( ), а
расстояние от точки подвеса тела до его центра тяжести является малым (~ε). Урав-
нения движения представлены как уравнения системы с одной быстро вращающей-
ся фазой. Эта система исследуется при помощи классической теории возмущений и
КАМ-теории. Показано, что для всех значений времени движение мало (на величи-
ны ~ε) отличается от медленных колебаний нити в окрестности нисходящей верти-
кали и вращения тела относительно точки подвеса с почти постоянной угловой ско-
ростью. Мера множества движений, отличных от упомянутых движений, оценивает-
ся сверху величиной порядка  (  – const).

Ключевые слова: система Гамильтона, маятник, колебания, вращения, устойчивость

DOI: 10.31857/S0572329921020124

Введение. Рассмотрим твердое тело весом , подвешенное при помощи невесомой
нерастяжимой нити длиной . Движение тела таково, что векторы скоростей всех его
точек параллельны неподвижной вертикальной плоскости , проходящей через
центр тяжести  тела и его точку подвеса  (см. рис. 1). Считаем, что во все время
движения нить натянута.

Рассматриваемая материальная система имеет две степени свободы. За обобщен-
ные координаты примем угол , который составляет направление нити  с вертика-
лью , и угол  между отрезком  и горизонтальной осью OY.

Целью статьи является исследование эволюции движения на бесконечном интерва-
ле времени при следующих двух предположениях: расстояние  от точки  до центра
тяжести  является малой величиной, длина нити  – большая величина. Анализ про-
водится при помощи классических и современных методов теории возмущений [1–4].

Динамика твердого тела на невесомой идеально гибкой нерастяжимой нити (стру-
не) к настоящему времени получила значительное развитие. Подробно исследован во-
прос о существовании, устойчивости и бифуркациях периодических, стационарных и
прецессионных движений, рассмотрен также случай, когда струна не является идеаль-

−ε 1/2~

( )− εexp /c > 0c

mg
�
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C A
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OX ψ AC

r A
C �
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ной [5–8]. В статьях [9, 10] исследованы некоторые задачи динамики твердого тела, в
которых нить рассматривается как идеальная неудерживающая связь.

1. Уравнения движения. Кинетическая и потенциальная энергия тела вычисляются
по формулам

(1.1)

(1.2)

Здесь точкой обозначается дифференцирование по времени t, а  – момент инерции
тела относительно оси, проходящей через его центр тяжести перпендикулярно плос-
кости .

Из (1.1) и (1.2) имеем выражение для функции Лагранжа :

В дальнейшем будет использоваться гамильтонова форма уравнений движения. Функ-
ция Гамильтона  задается равенством , в правой части которого величи-
ны  и  должны быть выражены через обобщенные импульсы , :

После несложных выкладок получаем функцию Гамильтона в следующем виде:

(1.3)

= + + ψ Π = −�� �

2 2 21 1( ) ,
2 2 c cT m x y J mgx

= θ + ψ = θ + ψ� �cos sin , sin cosc cx r y r

cJ

OXY
= − ΠL T

= + ψ − θ + ψ ψθ + θ + θ + ψ� �� �� � �
2 2 2 21 1( ) sin( ) ( cos sin )

2 2cL J mr mr m mg r

Γ Γ = + ΠT
ψ� θ� ψp θp

ψ θ
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∂ψ ∂θ��
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ψ ψ θ θ
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2. Малый параметр. Представление функции Гамильтона в виде ряда. Вместо , 
введем безразмерные импульсы ,  при помощи канонического (с валентностью

) преобразования вида

(2.1)

и перейдем к новой (безразмерной) независимой переменной τ:

(2.2)
Новым переменным отвечает функция G, вычисляемая по формуле

(2.3)

где  – функция (1.3), в которой сделана замена (2.1).
В соответствии с принятыми (см. Введение) предположениями введем в уравнения

движения малый параметр  ( ), положив

(2.4)

где a – величина порядка единицы, имеющая размерность длины.
Функция Гамильтона (2.3) представима в виде ряда по степеням параметра ε:

(2.5)

3. Упрощение функции Гамильтона. Система с функцией Гамильтона (2.5) имеет
быстро вращающуюся фазу χ. При помощи классической теории возмущений можно
построить близкое к тождественному каноническое преобразование χ, δ, pχ,

, px, py, которое исключает зависимость функции Гамильтона от быстрой фа-
зы в любом конечном приближении по ε. Приведем явный вид канонической замены,
исключающей быструю фазу в членах до второй степени ε включительно. Производя-
щую функцию  возьмем в виде

(3.1)
Из (3.1) и соотношений

следует, что

(3.2)

(3.3)

где  ( ).
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Подставив выражения (3.2) и (3.3) в правую часть равенства (2.5) и проведя неслож-
ные вычисления, получим, что для исключения быстрой фазы  из членов до второй
степени включительно в разложении новой функции Гамильтона  в ряд
по  функции  и  следует взять такими:

Новая функция Гамильтона записывается в следующем виде:

(3.4)

где введено обозначение

(3.5)

Структуру функции Гамильтона (3.4) можно упростить, если сделать унивалентное
каноническое преобразование  по формулам

(3.6)

Преобразование (3.6) уничтожает в функции (3.4) второе слагаемое, и в новых пере-
менных уравнения движения задаются функцией Гамильтона

(3.7)

Здесь  – функция из (3.4), в которой сделана замена (3.6).
Еще большего упрощения можно добиться, приняв в качестве независимой пере-

менной величину . Это приводит к делению функции Гамильтона (3.7) на .
Если еще вместо  ввести новый малый параметр  по формуле , то вместо

функции  из (3.7) получим функцию  вида

(3.8)

(3.9)

4. Анализ системы с функцией Гамильтона (3.8). В приближенной системе с функци-

ей  переменная I0 постоянна, а угловая координата  равномерно меняет-
ся со временем. Переменные же q,  отвечают движению математического маятника.
Будем предполагать, что реализуется колебательный режим его движения. Амплитуду
колебаний обозначим через  . Для описания колебаний введем пе-
ременные действие-угол I, . Переменная I вычисляется [11] по формуле

(4.1)
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Здесь и далее используются общепринятые обозначения для эллиптических интегра-

лов и функций. В (4.1)  ( ).
Каноническое преобразование  задается формулами [11]:

(4.2)

в которых  – функция, обратная функции (4.1).
Функцию Гамильтона (3.8) можно теперь записать в виде

(4.3)

Здесь функция , она представима сходящимся рядом по степеням I.

Переменные p и q в функции должны быть заменены по формулам (4.2).
Функция (4.3) аналитична по всем своим аргументам и  – периодична по  и .

При этом имеет место случай собственного вырождения [1], так как при μ = 0 в систе-
ме есть только одна отличная от нуля частота:

(4.4)

Для производных функции H(1) из (4.3) справедливы неравенства

(4.5)

Действительно,

Так как приближенная система с функцией Гамильтона  удовлетворяет
условиям (4.4), (4.5), то [2] в полной системе с функцией Гамильтона (4.3) перемен-
ные действия I0, I при всех значениях  остаются вблизи своих начальных значений и
отличаются от них на величины порядка  (или порядка , что одно и то же). При этом
мера инвариантных торов приближенной системы, разрушающихся при учете возму-

щения  в (4.3), имеет порядок  (  – const).
Основной результат анализа. Из сказанного следует, что при малых  движение

твердого тела, подвешенного на идеальной нити в однородном поле тяжести, устойчи-
во по отношению к возмущениям величин , , . В частности, если начальные зна-

чения θ и  имеют, например, порядок  ( ), то  и  при всех  остаются
малыми того же порядка.

Замечание. В статье [12], посвященной динамике маятника Максвелла, утверждает-
ся, что “отклонение маятника от вертикали имеют конечный размах при соответству-
ющих сколь угодно малых начальных значениях координат и скоростей нити.
Причиной этой неустойчивости является достаточно быстрое переходное движе-
ние маятника при перемене его движения снизу вверх”. В приведенной в статье
[12] попытке обоснования этого утверждения содержатся неточности, а само
утверждение ошибочно.

Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект № 19-11-
00116) в Московском авиационном институте (Национальном исследовательском
университете) и в Институте проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН.
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Разработана методика применения искусственных нейронных сетей для описания
нелинейной связи компонент напряжений и деформаций (тензорное уравнение со-
стояния) и начала пластического течения (гомогенная нуклеация дислокаций) в мо-
нокристаллах металлов на примере алюминия. Наборы данных для обучения ней-
ронных сетей генерируются при помощи молекулярно-динамического (МД) моде-
лирования однородной деформации репрезентативных объемов монокристалла.
Рассматриваются осесимметричные деформированные состояния, когда ось сим-
метрии совпадает с направлением [100] монокристалла. Обученные нейронные сети
используются в качестве аппроксимирующих функций в рамках модели дислокаци-
онной пластичности, обобщенной на случай конечных деформаций. С ее помощью
проводится моделирование распространения ударных волн, возникающих при со-
ударении пластин. В случае наноразмерных пластин проводится сравнение с пря-
мым МД-моделированием процесса. В идеальном монокристалле упругий предвест-
ник сохраняет постоянную амплитуду, соответствующую порогу гомогенной нукле-
ации дислокаций, в то время как в деформированном монокристалле он имеет
существенно меньшую амплитуду и быстро затухает с расстоянием.

Ключевые слова: ударные волны, уравнение состояния, пластическая деформация,
монокристалл, молекулярно-динамическое моделирование, искусственные нейрон-
ные сети, гомогенная нуклеация дислокаций
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1. Введение. Последнее десятилетие активно развивается экспериментальная мето-
дика исследования ударно-волновых процессов в тонких (порядка и меньше микро-
метра) пленках металлов под действием мощных фемтосекундных импульсов лазер-
ного излучения [1–8]. Уменьшение времени воздействия и дистанции распростране-
ния ударных волн позволяет получить сильно неравновесные состояния вещества [9].
Такие состояния характеризуются аномально высокой откольной и сдвиговой проч-
ностью [10]. Регистрируемые в экспериментах напряжения на упругом предвестнике
достигают 7.5–12.5 ГПа для алюминия [1, 2, 7], 23 ГПа для хрома [8], 28 ГПа для желе-
за [3] и даже 43 ГПа для тантала [6]. Столь высокие значения напряжений на предвест-
нике и соответствующей сдвиговой прочности объясняются сверхвысокими скоро-
стями деформации в этих экспериментах – порядка 109 с–1. Инерционность развития
пластической деформации позволяет материалу на короткое время зайти в область
больших сдвиговых напряжений. В большинстве металлов пластическая релаксация

УДК 539.3
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происходит за счет скольжения дислокаций, конечная плотность и скорость которых
ограничивает скорость релаксации.

Развитие методов математического моделирования актуально для более полного
понимания неравновесных ударно-волновых процессов, особенностей возникающего
метастабильного состояния и динамики выхода из него. На малых пространственных
и временных масштабах возможно непосредственное применение молекулярно-дина-
мического (МД) моделирования возникновения и распространения ударной волны.
Для исследования эволюции структуры волны в широком диапазоне пространствен-
ных масштабов необходимо развитие континуальных моделей.

Последовательная адаптация дислокационных моделей пластичности [11–14] на
случай сверхвысоких скоростей деформации требует учета двух важных факторов.
Первый фактор связан с большой по величине упругой деформацией, что приводит к
нелинейному росту напряжений на упругой стадии. Как следствие, необходимо учи-
тывать нелинейную зависимость давления и девиатора напряжений от деформации.
Для давления это можно осуществить с помощью хорошо разработанного аппарата
уравнений состояния, в том числе широкодиапазонных [15–17]. Для девиаторов такой
аппарат отсутствует и в большинстве моделей используется линейный закон Гука [11,
18, 19]. Согласно результатам МД-моделирования [20] сдвиговая деформация влияет
на давление, что не учитывается в существующих уравнениях состояния. Все это тре-
бует развития аппарата нелинейных тензорных уравнений состояния, связывающих
тензоры напряжений и деформаций на нелинейной упругой стадии.

Второй фактор – возможность гомогенной нуклеации как дополнительного источ-
ника дислокаций в материале [21–23]. В большинстве случаев этот процесс подавлен
по сравнению с размножением существующих дислокаций. В упругих предвестниках
большой амплитуды он может реализовываться за счет сверхвысокой скорости дефор-
мации, дефицита существующих дислокаций и, как следствие, высокого уровня сдви-
говых напряжений. Гомогенная нуклеация будет выступать ограничителем сдвиговых
напряжений и амплитуды упругого предвестника. Согласно результатам МД-исследо-
ваний [24–27] порог гомогенной нуклеации дислокаций сложным образом зависит от
характера нагружения, в частности от направления сдвиговой деформации относи-
тельно кристаллографических осей. Для ударно-волновых задач важно, что порог нук-
леации зависит от давления и температуры. Это требует нахождения порога нуклеа-
ции как функции тензора деформации и температуры.

В последние годы в механике материалов все более широкое распространение на-
ходит применение искусственных нейронных сетей [28–32] как мощного дополни-
тельного инструмента, позволяющего повысить точность используемых моделей.
Нейронные сети эффективны при анализе трендов данных и построении аппроксима-
ций сложных зависимостей, что позволяет использовать их при решении поставлен-
ных выше задач.

В данной работе мы используем МД-моделирование деформации репрезентативно-
го объема монокристалла алюминия для исследования связи деформаций и напряже-
ний и порога гомогенной нуклеации дислокаций. Рассматриваются осесимметричные
деформированные состояния, которые реализуются в плоских ударных волнах. Со-
стояние характеризуется двумя независимыми компонентами тензора деформаций.
Ось симметрии совпадает с направлением [100] монокристалла. Полученные данные
МД-моделирования используются для обучения нейронных сетей. Обученные ней-
ронные сети выступают в качестве тензорного уравнения состояния и функции поро-
га нуклеации (аппроксимируют эти сложные зависимости). Они используются в со-
ставе континуальной модели дислокационной пластичности. Результаты расчетов по
модели сравниваются с прямым МД-моделированием распространения ударной вол-
ны и используются для анализа затухания упругого предвестника в алюминии в зави-
симости от начальной плотности дислокаций.
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2. Континуальная модель. 2.1. Кинематика деформации. При высокоскоростном со-
ударении пластин металлов от плоскости соударения распространяется ударная вол-
на. За исключением краевых областей, в которых важна боковая разгрузка [33], удар-
ная волна является плоской и приводит к одноосной деформации материала вдоль
нормали к фронту волны (направим ось x1 вдоль этой нормали). За счет пластической
релаксации напряженное состояние меняется от того, что соответствует одноосной
упругой деформации, до состояния, близкого к гидростатическому случаю. Первое
реализуется на упругом предвестнике, а второе – за фронтом ударной волны. Чтобы
учесть этот переход будем рассматривать осесимметричный случай, когда упругие де-
формации в поперечных направлениях (вдоль x2 и x3) равны друг другу, но могут быть
отличны от нуля и от деформации в продольном направлении (вдоль оси x1).

Эксперименты [1–3] и расчеты [13] показывают, что упругий предвестник ударной
волны имеет большую амплитуду на малых расстояниях от плоскости соударения. Это
значит, что упругие деформации могут быть большими и необходимо использовать
формализм конечных деформаций. Также необходимо учитывать нелинейную зави-
симость давления и девиатора напряжений от деформации.

Рассмотрим деформацию, связанную с макроскопическим движением вещества. В
результате перемещения макроскопических частей вещества (содержащих много ато-
мов) точки с начальными координатами  заняли текущие положения x. Тензор гра-
диента макроскопической деформации  вводится как [34]

(2.1)

В начальном недеформированном состоянии этот тензор сводится к единичной
матрице  или , где  – символы Кронекера. При одноосной де-
формации в плоской ударной волне продольная компонента  может быть рассчита-
на через текущую  и начальную  плотности как , поперечные компонен-
ты остаются единичными, а недиагональные компоненты – нулевыми. Поэтому вме-
сто (2.1) запишем:

(2.2)

Макроскопическая деформация  представляется комбинацией упругой  и пла-

стической  частей [35]:

(2.3)

При известных  и  из (2.3) находится упругая часть деформации, определяющая
действующие в материале напряжения. В начальном недеформированном состоянии

, а его производная от времени определяется как [36]:

(2.4)

где  есть тензор скоростей пластической деформации за счет скольжения дислока-
ций. В осесимметричном случае с учетом того, что пластическая деформация за счет
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скольжения дислокаций не приводит к изменению объема, этот тензор сводится к
следующей диагональной матрице:

(2.5)

где  есть скорость пластической деформации, которая будет определена далее. Из

(2.4), (2.5) и начальных условий для  следует, что этот тензор остается диагональ-

ным, причем  и

(2.6)

С учетом диагональности  из (2.2) и (2.3) следует:

(2.7)

Таким образом, при известной  уравнения (2.6) и (2.7) позволяют найти компо-

ненты упругого градиента деформации  и . Саму упругую деформацию характе-
ризуем тензором конечных деформаций Грина [34]:

(2.8)

где т означает транспонирование. Из (2.7) и (2.8) получаем следующий диагональный
вид для тензора деформаций:

(2.9)

Выпишем основные уравнения, описывающие кинематику упругопластической де-
формации в плоской ударной волне:
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2.2. Напряжения и тензорное уравнение состояния. Напряженное состояние веще-
ства в текущей конфигурации характеризуем тензором напряжений Коши, который с
учетом осевой симметрии приобретает следующий вид:

(2.11)

где  – давление,  – девиатор напряжений. В случае малых деформаций применим
закон Гука, устанавливающий линейную связь между деформациями и напряжения-
ми [37]:

(2.12)

где  – объемный модуль упругости,  – модуль сдвига. В общем случае связь между
,  и ,  является нелинейной и зависит от температуры. При решении уравне-

ний механики сплошной среды из закона сохранения энергии вычисляется не темпе-
ратура, а внутренняя энергия E, поэтому удобно представить зависимости в следую-
щем виде:

(2.13)

Набор переменных  полностью характеризует термодинамическое со-
стояние элемента вещества. Поскольку функции (2.13) определяют не только давле-
ние, но и девиаторную часть напряжений, будем называть их тензорным уравнением
состояния. В рассматриваемом осесимметричном случае есть всего две независимых
компоненты тензора напряжений. В общем случае тензорное уравнение состояния
должно определять все шесть независимых компонент. Помимо самих напряжений
для замыкания модели и численного решения потребуются текущие значения упругих
модулей, которые, опираясь на (2.12), можно определить как

(2.14)

Полученные в соответствии с (2.14) производные также образуют зависимости

(2.15)

являющиеся частью тензорного уравнения состояния. Помимо напряжений (2.13) и
упругих модулей (2.15) уравнение состояния должно определять температуру  и теп-

лоемкость  при постоянном объеме и форме тела (при постоянных деформациях
 и ):

(2.16)

Совокупность зависимостей (2.13), (2.15) и (2.16) представляет собой тензорное
уравнение состояния. Для его построения было проведено МД-моделирование де-
формации репрезентативного объема монокристалла алюминия при различных тем-
пературах и траекториях изменения  и , выбрана упругая часть траекторий до
нуклеации дислокации и полостей (при растяжении). Далее эти упругие состояния
использовались для обучения искусственной нейронной сети: на вход сети подавался

набор , а на выход набор . После обучения нейронная сеть
использовалась как аппроксимирующая функция для зависимостей (2.13), (2.15) и
(2.16), то есть в качестве тензорного уравнения состояния. Подробнее структура, алго-
ритм обучения нейронной сети и его результаты описаны в разделе 3.
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2.3. Законы сохранения. Запишем законы сохранения массы, импульса и энергии в
лагранжевых переменных. Поле макроскопических скоростей имеет только одну ком-
поненту  вдоль оси . Закон сохранения массы приводит к уравнению непре-
рывности

(2.17)

Закон сохранения импульса приводит к уравнению движения

(2.18)

Закон сохранения энергии приводит к уравнению для внутренней энергии

(2.19)

В (2.19) E – удельная внутренняя энергия бездефектного кристалла,  – энергия

дислокаций в единице массы материала. Их сумма  – это полная внутренняя
энергия, ее изменение определяется работой механических напряжений на макроско-
пических деформациях. Пластическое течение переводит энергию упругих деформа-
ций в тепловую часть [13, 38], но полная внутренняя энергия при этом не меняется.
Отметим, что в (2.19) не учтена теплопроводность.

2.4. Модель дислокационной пластичности. На микроуровне пластическая деформа-
ция кристаллических материалов в большинстве случаев реализуется за счет скольже-
ния дислокаций. Полная дислокационная модель пластичности [11–13] включает
уравнение Орована, связывающее скорость пластической деформации  со скоро-
стью скольжения дислокаций и их плотностью. В [14] показано, что структура фронта
ударной волны может быть описана при помощи упрощенного подхода с использова-
нием релаксационной модели Максвелла. В рамках этого подхода скорость пластиче-
ской деформации определяется уравнением

(2.20)

где  – функция Хэвисайда. Статический предел текучести  зависит от плотно-

сти дислокаций  согласно закону упрочнения Тэйлора:

(2.21)

где  – предел текучести бездефектного материала,  – коэффициент упрочне-
ния,  – модуль вектора Бюргерса. Параметр “вязкости” , обратно пропорциональ-

ный времени релаксации [39], определяется текущей плотностью дислокаций  как

(2.22)

где B – коэффициент фононного трения дислокаций, температурная зависимость ко-
торого для алюминия найдена в [40] из результатов МД-моделирования.

Для определения  и  необходима текущая плотность дислокаций, которая нахо-
дится из модели кинетики дислокационного ансамбля [12–14]. Для простоты исполь-
зуем здесь уравнение только для подвижных дислокаций:
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Последнее слагаемое в правой части (2.23) отвечает за ограничение плотности дис-

локаций процессом аннигиляции, здесь  – коэффициент аннигиляции (без-
размерная величина). Второе слагаемое в правой части (2.23) описывает размножениe
существующих дислокаций, на что тратится определенная часть работы пластической
деформации. В общем случае эта доля может меняться и достигать единицы при боль-
шом дефиците дислокаций, то есть при больших действующих напряжениях сдвига,

которые необходимо снять за счет пластического течения. Здесь  – энергия едини-
цы длины дислокационной линии, которая включает энергию ядра и энергию окру-
жающего упругого поля [41], ограниченного характерным междислокационным рас-

стоянием :

(2.24)

где  – коэффициент Пуассона.
Первое слагаемое в правой части (2.23), , представляет собой скорость гомогенной

нуклеации дислокаций. Вероятность тепловой флуктуации, приводящей к нуклеации
дислокационной петли, тем больше, чем меньше работа ее образования. Анализ ре-
зультатов МД-моделирования показывает, что работа образования дислокационной
петли сложным образом зависит от деформации и резко уменьшается до определен-
ной величины вблизи порога нуклеации [42]. Поэтому будем использовать следующее
выражение для q:

(2.25)

где  – поперечная скорость звука, (ρ/m) – концентрация атомов, m – масса

одного атома,  – постоянная Больцмана,  эВ – характерная величина энер-
гетического барьера образования петли вблизи порога нуклеации. Функция Хэвисай-
да в (2.25) учитывает пороговый характер нуклеации, то есть резкий рост вероятности
нуклеации вблизи предельной упругой деформации. Функция  задает
порог нуклеации и представляет собой искусственную нейронную сеть, обученную
так, чтобы принимать значение 0 в упругой области и 1 за порогом нуклеации (см. раз-
дел 3).

Изменение энергии дислокаций связано с изменением их плотности:

(2.26)
Результаты МД-моделирования показывают, что при динамическом нагружении

пластическая деформация в ГЦК металлах связана с образованием и движением ча-
стичных дислокаций Шокли. Такие дислокации имеют меньшее значение модуля
вектора Бюргерса и меньшую энергию образования, см. (2.24). Поэтому они домини-
руют в дислокационном ансамбле, хотя их скольжение и приводит к образованию по-
верхностей дефекта упаковки. Для частичных дислокаций Шокли текущее значение
вектора Бюргерса может быть вычислено через плотность вещества как

(2.27)

Входящие в модель дифференциальные по времени уравнения решались явным ме-
тодом Эйлера с временным шагом, определяемым согласно условию Куранта–Фри-
дрихса–Леви. Для стабилизации решения использовалась искусственная вязкость в
форме, предложенной в [43].
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3. МД-моделирование и обучение нейронных сетей. 3.1. Структура нейронной сети и
алгоритм обучения. Искусственная нейронная сеть может рассматриваться как уни-
версальная функция (отображение). Она вычисляет выходной вектор (значение) по
входному вектору (аргументу). В рассматриваемом случае входной вектор – это набор

величин , а выходной вектор – набор  для тензорного урав-
нения состояния и одно значение  для функции порога нуклеации. Каждый
нейрон сети также является функцией, причем достаточно простой, и вычисляет
единственный выходной сигнал по нескольким входным сигналам. Под сигналом по-
нимается число, передаваемое от одного нейрона к другому. Нейроны упорядочены в
слои как показано на рис. 1. Первый слой j = 1 является входным и просто распреде-
ляет входные значения нейронам следующего слоя. Последний слой j = L является
выходным и окончательно формирует выходные значения. Число нейронов входного
и выходного слоя определяется размерностью входного и выходного вектора, соответ-
ственно. Промежуточные слои  называют скрытыми. Число скрытых слоев
(L – 2) и число нейронов в каждом из них в общем случае может быть произвольным.
В данной работе использовалось четыре (L = 6) скрытых слоя по 64 нейрона в каждом.
Сигналы передавались только в одном направлении – от нейронов предыдущего слоя
к нейронам последующего, такая структура называется искусственной нейронной се-
тью с прямой связью.
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Обозначим число нейронов в -м слое как , а сигнал, формируемый k-м нейро-
ном в -м слое как . Сигналы, формируемые нейронами всех слоев кроме входного
можно записать как:

(3.1)

где  (веса) и  (смещения) – параметры, подбираемые в ходе обучения сети;
 – передаточная функция j-го слоя. Мы используем ‘Leaky ReLU’ для нейронов

скрытых слоев :

(3.2)

и сигмоидальную функцию для выходного слоя:

(3.3)

Для ‘Leaky ReLU’ нейронов вычисление самих функций и их производных требует
минимум ресурсов. Вычислительно более емкие, но немногочисленные сигмоидаль-
ные нейроны выходного слоя сглаживают выходные значения.

Уравнение (3.1) демонстрирует, что нейронная сеть как функция является сложной
композицией простых передаточных функций отдельных нейронов. Каждый набор
параметров  определяет конкретное частное отображение. Большое количе-
ство параметров (порядка 13000 для рассматриваемых нейронных сетей) приводит к
чрезвычайной гибкости, практически универсальности задаваемого сетью отображе-
ния и широким возможностям ее использования для аппроксимации сложных зави-
симостей. Процесс обучения состоит в подгонке параметров так, чтобы задаваемое се-
тью отображение было максимально близко к ожидаемому отображению.

Обучающие данные можно представить как набор пар векторов , где
gβ есть входной вектор, а hβ – соответствующий ему выходной вектор. Текущее состо-
яние нейронной сети с текущим набором параметров отображает входной вектор в не-

который другой выходной вектор  для каждого . За текущую
ошибку аппроксимации обычно принимают сумму квадратов отклонений результатов
сети от ожидаемых выходных данных:

(3.4)

Обучение сети предполагает минимизацию ошибки (3.4) путем подбора параметров
. Для этого необходимо знать значения производных ошибки  по этим па-

раметрам. Дифференцирование (3.4) приводит к формулам:

(3.5)
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Используя правило дифференцирования композиции функций, находим произ-

водные выхода сети  по параметрам:

(3.6)

где вспомогательные матрицы  находятся через серию матричных перемножений
(алгоритм обратного распространения):

(3.7)

Для краткости за zjk обозначен аргумент передаточной функции соответствующего
нейрона:

(3.8)

Алгоритм обучения нейронной сети производит многократные последовательные
изменения случайно выбранной части параметров в направлении, обеспечивающем
уменьшение ошибки аппроксимации (3.4). Обычно шаг изменения параметров дела-
ют пропорциональным соответствующей производной (3.5). Такой алгоритм позволя-
ет замедлить и остановить изменение параметров вблизи минимума, когда производ-
ные стремятся к нулю. С другой стороны, он приводит к медленному схождению, если
начальное приближение попало в область плато. Более эффективным оказалось изме-
нение параметров с фиксированным малым шагом в направлении против градиента.
Параметр увеличивается на фиксированный шаг, если производная по нему отрица-
тельна, и наоборот. Проблема прохождения мимо минимума решалась сохранением
набора параметров, соответствующего минимальному значению ошибки. Три после-
довательных этапа минимизации с уменьшением шага изменения параметров на по-
рядок на каждом последующем этапе оказалось достаточным для достижения прием-
лемой точности аппроксимации (средняя ошибка менее 1%, максимальная ошибка
менее 10%). На последующих этапах обучения алгоритм стартовал с обеспечивающего
минимальную ошибку набора параметров предыдущих этапов. Алгоритм обучения
был написан на языке программирования FORTRAN. Обучение нейронной сети по
набору данных из 8 тысяч пар вход-выход требовало порядка 3 часов работы в однопо-
точном режиме.

3.2. МД-моделирование для создания обучающих данных. Чем более полный набор
данных используется для обучения нейронной сети, тем более детальным будет на-
строенное отображение, задаваемое сетью. МД-моделированиe является оптималь-
ным инструментом для генерации больших наборов обучающих данных. В свою оче-
редь, нейронные сети как очень гибкие отображения оптимальны для фиксации
сложных закономерностей, выявляемых при помощи МД-моделирования.

МД-моделирование проводилось при помощи пакета LAMMPS [44] с использова-
нием межатомного потенциала [45] типа EAM, учитывающего помимо парных взаи-
модействий также взаимодействие атомов с плотностью обобществленных свободных
электронов в металле. Компоненты тензора напряжений Коши рассчитывались через
кинетическую энергию атомов и вириал [46]. Визуализация МД-систем проводилась
при помощи программы OVITO [47], селекция дефектных областей осуществлялась
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по величине центрально-симметричного параметра [48], также применялся алгоритм
“DXA” для поиска дислокационных линий [49].

Начальный вид МД-системы показан на рис. 2,a. Она представляет собой кубиче-
ский образец (репрезентативный объем) монокристалла алюминия (ГЦК структура) с
кристаллографическими направлениями [100], [010] и [001], ориентированными вдоль
осей ,  и , соответственно. Расчетная область содержит полмиллио-
на атомов, на всех границах заданы периодические граничные условия. После началь-
ной термализации и релаксации напряжений к нулю МД-система подвергается одно-
родной изотермической деформации сжатия/растяжения вдоль осей координат с по-
стоянными инженерными скоростями деформации ,  и , причем , что
обеспечивает обсуждаемое выше осесимметричное деформированное состояние. Де-
формация осуществляется командой “deform” пакета LAMMPS, которая масштабиру-
ет координаты атомов. Таким образом, при фиксированной температуре справедливо
преобразование:

(3.9)

где  – время с начала деформации. При расчете тензора напряжений за недеформи-
рованное состояние принималось состояние без напряжений при температуре 300 K.
До образования дефектов и начала пластического течения упругие градиенты дефор-
мации можно вычислить как

(3.10)

где  – размер расчетной области без напряжений при температуре 300 K, а l(T) – ее
размер при температуре T. Отношение  учитывает тепловое расширение.

На определенной стадии деформации происходит образование дефектов – частич-
ных дислокаций Шокли со следами в виде поверхностей дефектов упаковки (см.
рис. 2,b для одноосного сжатия и рис. 2,c для одноосного растяжения – показаны
только дефектные атомы). При растяжении вскоре после начала пластического тече-
ния образуются и начинают расти полости. Для построения уравнения состояния не-
обходимы данные только об упругой стадии деформации. Для построения порога нук-
леации дислокаций нужно отделить упругую и пластическую стадии. В качестве инди-
катора начала пластического течения использовались всплески температуры. Во
время деформации температура системы контролируется термостатом Нозье–Гувера
[50], который на упругой стадии обеспечивает флуктуации в пределах десятых долей
Кельвина вблизи целевого значения. Начало пластического течения приводит к рез-
кому тепловыделению, термостат не справляется и температура растет на единицы
Кельвин при сжатии и даже десятки Кельвин при растяжении (за счет роста поло-
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стей). Анализ атомных конфигураций показывает, что момент начала всплеска темпе-
ратуры совпадает с образованием дефектов.

Скорости деформации по осям выбирались одного знака так, чтобы выполнялось
 нс–1 (знак “–” соответствует сжатию, знак “+” – расширению). Со-

отношение между  и  определяет траекторию деформации. Рассматривалось пять
различных траекторий, их список приведен в таблице, в которой значения  и  даны

в обратных наносекундах для случая растяжения; номера траекторий  совпадают с

обозначениями на рис. 3. Отметим, что траектория  соответствует одноосному

растяжению/сжатию, а траектория  – наиболее близка к всестороннему рас-
тяжению/сжатию. Исследованные траектории деформации в плоскости  для
всех температур представлены на рис. 3,a. Смещение траекторий одной группы для
разных температур связано с учетом в (3.10) теплового расширения. Границы приве-
денных траекторий соответствуют предельной упругой деформации, после которой
начинается пластическое течение.
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Для каждой траектории деформации расчеты проводились при целевых температу-
рах от 100 до 900 K с шагом 100 K. Всего было проведено 90 МД-расчетов: 5 траекто-
рий по 2 направления (сжатие/растяжение) и 9 температур. Термодинамические пара-
метры МД-систем записывались с временным шагом  пс, что соответствует

шагу объемной инженерной деформации . После отсечения пластических
участков траекторий на оставшихся упругих участках случайным образом равномерно
по длине выбиралось 5% точек (от 150 до 250 точек для каждой траектории и темпера-
туры), которые использовались в качестве обучающих данных. Использование допол-
нительно промежуточных точек увеличит время обучения, но в силу гладкости ап-
проксимируемых зависимостей не добавит новой информации. Примеры рассчитан-
ных в МД-моделировании зависимостей давления (в ГПа), девиатора напряжений (в
ГПа) и внутренней энергии (в Дж/г) для 300 K приведены на рис. 3,b–d. Видно, что не
только давление (рис. 3,b) но и девиатор напряжений (рис. 3,c) нелинейно зависит от
деформации на упругой стадии. Примечательна немонотонная зависимость девиатора
при сжатии для траекторий 1–3 вблизи границы упругой стадии. Зависимость внут-
ренней энергии от деформации (рис. 3,d) близка к квадратичной.

Полученный обучающий массив для тензорного уравнения состояния содержит

8300 пар: входной вектор  – выходной вектор . Результаты
обучения нейронной сети в сравнении с обучающими данными представлены на
рис. 4. На рис. 4,a, 4,c и 4,e приведено, соответственно, давление (в ГПа), девиатор на-
пряжений (в ГПа) и температура (в K) как функции продольной деформации L11; тем-
ные кружки – данные МД-моделирования, светлые крестики – результаты нейронной
сети для тех же входных векторов . На рис. 4,b, 4,d и 4,f светлыми кружками
приведена корреляция между данными МД-моделирования (горизонтальная ось) и
результатами обученной нейронной сети (вертикальная ось). Можно отметить прием-
лемую степень корреляции. В МД-моделировании контролируемым параметром яв-
ляется температура, но для более удобного использования в рамках континуальной
модели входным параметром уравнения состояния выбрана внутренняя энергия.

Для функции порога нуклеации обучающий набор строился следующим образом.
Вдоль каждой полутраектории (сжатие/растяжение) с равным шагом по деформации
записывалось 20 точек до определенного из МД-моделирования порога начала пла-
стического течения с парами: входной вектор  – выходной вектор {0}. Далее
с тем же шагом в том же направлении записывалось 11 точек (включая сам порог нуклеа-
ции и более сильные деформации) с парами: входной вектор  – выходной
вектор {1}. Получившийся набор из порядка 2800 точек использовался для обучения
нейронной сети, аппроксимирующей функцию , см. уравнение (2.25) и
комментарии. Как следует из определения, эта функция должна принимать значение
0 в упругой области и 1 за порогом нуклеации.

4. Ударные волны в монокристалле алюминия. 4.1. Сравнение континуальной модели и
прямого МД-моделирования. На основе континуальной модели и обученных нейрон-
ных сетей была написана программа на языке программирования FORTRAN. На пер-
вом этапе результаты континуальных расчетов сравнивались с данными прямого МД-мо-
делирования [38] симметричного соударения монокристаллов алюминия толщиной
0.5 мкм каждый с относительной скоростью 2 км/с. Скачек скорости на фронте удар-
ной волны составляет 1 км/с. В поперечных направлениях размер МД-системы со-
ставляет 0.02 мкм; в этих направлениях заданы периодические граничные условия,
что обеспечивает одноосную макроскопическую деформацию. МД-система содержит
26 миллионов атомов. Рисунок 5 показывает сечение МД-системы в моменты времени
10, 20, 30, 40 и 50 пс (сверху вниз). Раскраска атомов проведена в соответствии со зна-
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чением центрально-симметричного параметра [48], так что темные области обознача-
ют дефекты упаковки – следы скольжения дислокаций. Видно распространение по
изначально идеальному монокристаллу ударной волны, за фронтом которой образу-
ются дислокации.

Рис. 4
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Рис. 5
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На рис. 6 приведено сравнение пространственных распределений продольных на-
пряжений в ГПа (рис. 6,a), касательных напряжений в ГПа (рис. 6,b), температуры в
Кельвинах (рис. 6,c) и плотности дислокаций в мкм–2 (рис. 6,d), найденных из МД-моде-
лирования (темная сплошная линия с точками) и рассчитанных при помощи контину-
альной модели (светлая штриховая линия) для момента времени 50 пс с начала соуда-
рения. Координата  отсчитывается от плоскости соударения и приведена в микро-
метрах. Рассчитанные по континуальной модели распределения находятся в
соответствии с данными МД-моделирования. Перед основной ударной волной фор-
мируется упругий предвестник. Предвестник распространяется по идеальному моно-
кристаллу, и деформация в нем остается упругой вплоть до достижения порога гомо-
генной нуклеации дислокаций. Полученные в расчетах продольные напряжения на
предвестнике согласуются с экспериментальными оценками: от 7.5 ГПа [7] до
12.5 ГПа [1].

После достижения предельной упругой деформации начинается резкий рост плот-
ности дислокаций (рис. 6,d), как за счет нуклеации, так и за счет последующего их
размножения. При деформации плотность дислокаций может меняться на порядки
величины, поэтому полученное совпадение модели и МД (рис. 6,d) является хоро-
шим. Скольжение дислокаций приводит к релаксации сдвиговых напряжений (рис.
6,c). Далее следует фронт основной ударной волны, на котором деформация происхо-
дит уже в пластическом режиме. За фронтом ударной волны касательные напряжения
поддерживаются на уровне порядка 0.5 ГПа, определяемом статическим пределом те-
кучести, уравнение (2.21), который высок из-за крайне высокой плотности дислока-
ций – порядка 105 мкм–2 (рис. 6,c). Температура за фронтом волны составляет 500 K
по данным МД и порядка 535 K согласно континуальной модели; различие может
быть связано с конечной точностью аппроксимации нейронной сети (рис. 4,f).

4.2. Эволюция структуры ударной волны в идеальном и деформированном монокристал-
ле. С помощью континуальной модели проведено исследование эволюции предвест-
ника ударной волны. Распределения продольных напряжений в ГПа приведены на
рис. 7 для моментов времени (слева направо): 10, 20, 50, 100, 200 и 500 пс. Координата

 отсчитывается от плоскости соударения и приведена в микрометрах. Рассматривал-
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ся случай идеального монокристалла (рис. 7,a,b) и деформированного монокристалла
с начальной плотностью дислокаций 100 мкм–2 (рис. 7,c,d). Такая плотность дислока-
ций соответствует уже сильно деформированному материалу. При меньших плотно-
стях на рассматриваемых масштабах (от 0.1 мкм) нагружаемый объем может быть сво-
боден от дислокаций. Приведены результаты для ударных волн со скачками скорости
1 км/с (рис. 7,a,c) и 0.6 км/с (рис. 7,b,d).

Основная особенность структуры ударной волны в бездефектном монокристалле –
постоянная амплитуда упругого предвестника, не затухающего с удалением от плоско-
сти соударения (рис. 7,a,b). Амплитуда предвестника не зависит и от амплитуды по-
следующей ударной волны, если она достаточна для достижения порога гомогенной
нуклеации (скачек скорости более 0.47 км/с). Принципиально иное поведение демон-
стрирует деформированный монокристалл: упругий предвестник быстро затухает. В
то же время, на малых расстояниях от плоскости соударения амплитуда предвестника
близка к случаю идеального монокристалла.

5. Заключение. Разработана методика применения искусственных нейронных сетей
для описания нелинейной связи компонент напряжений и деформаций (тензорное
уравнение состояния) и начала пластического течения (гомогенная нуклеация дисло-
каций) в монокристаллах металлов на примере алюминия. Наборы данных для обуче-
ния нейронных сетей генерируются при помощи МД-моделирования однородной де-
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формации репрезентативных объемов монокристалла. Рассматриваются осесиммет-
ричные деформированные состояния, когда ось симметрии совпадает с направлением
[100] монокристалла. Обученные нейронные сети используются в качестве аппрокси-
мирующих функций в рамках модели дислокационной пластичности, обобщенной на
случай конечных деформаций. С ее помощью проводится моделирование распростра-
нения ударных волн, возникающих при соударении пластин. В случае наноразмерных
пластин проводится сравнение с прямым МД-моделированием процесса. Получен-
ные в расчетах продольные напряжения на упругом предвестнике согласуются с экс-
периментальными оценками: от 7.5 ГПа [7] до 12.5 ГПа [1]. Проведено исследование
эволюции предвестника ударной волны в идеальном и деформированном монокри-
сталле. В идеальном монокристалле упругий предвестник сохраняет постоянную ам-
плитуду, соответствующую порогу гомогенной нуклеации дислокаций; амплитуда
предвестника не зависит от амплитуды последующей ударной волны, если она доста-
точна для достижения порога гомогенной нуклеации (скачек скорости более
0.47 км/с). В деформированном монокристалле упругий предвестник имеет суще-
ственно меньшую амплитуду и быстро затухает с расстоянием.

Рис. 7
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Разработанная континуальная модель с использованием нейронных сетей позволя-
ет исследовать ударные волны в тонких пленках металлов с учетом конечности дефор-
маций и нелинейной связи тензора напряжений и деформаций, а также гомогенной
нуклеации дислокаций, как фактора, ограничивающего предельную упругую дефор-
мацию. Развитием работы может стать применение разработанной методики для дру-
гих металлов и сплавов, а также рассмотрение более общего случая деформации.

Благодарности. Описание гомогенной нуклеации дислокации на основе нейронной
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Методом математического моделирования исследуется флаттер пластины эллипти-
ческой формы в плане при разных направлениях угла атаки набегающего потока.
Для численного моделирования неустойчивых колебаний пластины предложен эф-
фективный численный алгоритм без насыщения, который позволяет на редкой сет-
ке получить приемлемую точность в приближенном решении. Численно исследова-
на зависимость критической скорости от безразмерной скорости звука в пластине,
толщины пластины и угла направления вектора скорости набегающего потока.

Ключевые слова: численные методы без насыщения, флаттер пластины
DOI: 10.31857/S0572329921020021

Введение. Рассматривается флаттер пластины, обтекаемой, с одной стороны, пото-
ком воздуха. Принята математическая модель флаттера пластины построена
А.А. Ильюшиным, И.А. Кийко [1]. Эффективный алгоритм решения задачи разрабо-
тан автором и Кийко И.А. [2]. Основу программы составляет построение дискретного
бигармонического оператора по методике [3]. Конформное отображение строится по
программе Э.П. Казанджана [4]. Программный комплекс устроен таким образом, что
если известны параметрические уравнения границы области, то возможно найти кри-
тическую скорость флаттера и построить соответствующую собственную форму.
Стандартно критическая скорость флаттера ищется на двух сетках 9 × 15 и 15 × 31;
критерием правильности расчета является близость полученных значений, возможно
задать произвольную сетку.

1. Математическая постановка задачи. Исследование устойчивости колебаний тон-
кой пластины произвольной формы в плане, которая в плоскости x, y занимает об-
ласть G с границей  и обдувается потоком газа, приводит к спектральной задаче [1]
для амплитудного значения прогибов , .

(1.1)

(1.2)

Здесь Е, ν – модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала пластины, h – ее
толщина, V = (Vx, Vy) – вектор скорости газа, р0, с0 – давление и скорость звука в не-
возмущенном потоке, k – показатель политропы газа.

∂G
=φ φ( , )x y ∈( , )x y G

Δ − = λ = =
− ν

3
2 0

2
0

φ β gradφ φ; , β
12(1 )

kpEhD V D
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∂ ∂= =φ 0, φ 0G GM
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Собственное число λ связано с частотой колебаний соотношением

(1.3)
в котором ρ – плотность материала пластины.

Оператор М в (1.2) – это известный в теории пластин дифференциальный оператор,
определяемый типом граничных условий. Методика решения спектральной задачи
(1.1)– (1.3) описана для произвольного оператора М.

Колебания пластины будут устойчивыми или нет в зависимости от того, будет ли
Reω < 0 или Reω > 0; если  – наименьшее по модулю собственное значе-
ние, то вследствие (1.3) выписанным неравенствам соответствуют  или

 < 0, где . Поскольку ,  уравнение
 = 0 определяет нейтральную кривую и соответствующую ей критическую

скорость флаттера. Речь идет, следовательно, о нахождении нулей функции
F(α1(V),  при заданном направлении вектора скорости потока.

Обозначим через l характерный размер области G и введем безразмерные (со штри-

хами) координаты и параметры: , , , , , ,

, .
Подставив в (1.1) (1.3), убеждаемся, что в безразмерной форме система сохраняет

свой вид, если параметр β заменить на безразмерный параметр k. В дальнейшем изло-
жении штрихи будем опускать.

Введем вместо декартовых координат х, у криволинейные координаты r, θ по фор-
мулам , ; если выполнены условия Коши–Римана

то система координат r, θ ортогональна. Выберем теперь функции , и  та-
ким образом, чтобы функция

задавала конформное отображение круга  на область G. Тогда в координатах
 уравнение (1.1) примет вид

(1.4)

граничные условия (1.2) преобразуются известным образом [6]. В дальнейшем изло-
жении область G предполагается односвязной, а контур  – кривой Ляпунова; это
обеспечивает выполнение основной теоремы Римана и теоремы о соответствии гра-
ниц. Обозначим

и запишем уравнение (1.4) в виде

(1.5)
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Теперь очевидно, что дискрeтизация краевой задачи (1.5), (1.2) вполне аналогична
описанной ранее [5] для бигармонического оператора.

2. Вычислительные эксперименты. Рассматривалась эллиптическая пластина с боль-
шой полуосью a = 1 и эксцентриситетом e = 0.7 для 4-х материалов: титан  = 14.773,
сталь , алюминий  и дюралюминий , где c2 – без-
размерная скорость звука в пластине (отношение скорости звука в пластине к скоро-

сти звука в воздухе). Величина  менялась от 1 до 5 с шагом 1, где h – толщина
пластины (безразмерная, a – характерный размер). Критическая скорость флаттера
ищется на двух сетках 9 × 15 и 15 × 31; критерием правильности расчета является бли-
зость полученных значений. Было произведено 80 расчетов. Проводились 4 серии рас-
четов (по 20 расчетов в серии):

Первая краевая задача (защемленная по контуру пластинка). Рассматривается случай
θ = 0, где θ – угол направления вектора потока с осью Ox. По результатам численных
расчетов подбиралась аналитическая зависимость критической скорости флаттера

, от двух безразмерных параметров  – безразмерная скорость звука в пла-

стине (отношение скорости звука в пластине к скорости звука в воздухе), ,
где h – толщина пластины (безразмерная, a – характерный размер) в результате полу-
чено:

(2.1)

Первая краевая задача (защемленная по контуру пластинка). Рассматривается случай
. Получена та же зависимость (2.1), где , , c =

= .
Вторая краевая задача (свободно опертая по контуру пластинка). Рассматривается

случай θ = 0. Получена та же зависимость (2.1), где , ,
.

Вторая краевая задача (свободно опертая по контуру пластинка). Рассматривается
случай θ = π/2. Получена та же зависимость (2.1), где , ,

.
Дальнейшие расчеты проводились для алюминиевой пластины с разными направ-

лениями вектора скорости потока.
В этих таблицах в левой колонке приведены углы  направления вектора потока с

осью Оx. Запись 9 × 15 означает сетку в круге из 9 окружностей по 15 точек на каждой
окружности и т.п. Число в круглых скобках указывает номер собственного значения,
по которому исследовалась устойчивость.

По таблицам 1, 3–6 подбиралась аналитическая зависимость критической скорости
флаттера от двух параметров h – толщина пластины и θ – направление вектора скоро-
сти с осью абсцисс. В приведенных формулах первый параметр x = h, а y – доля π в θ.
Например, для , .

3. Выводы. I. Во всех проведенных расчетах подтвердилось, что зависимость крити-
ческой скорости флаттера , от двух безразмерных параметров  – безраз-
мерная скорость звука в пластине (отношение скорости звука в пластине к скорости

звука в воздухе), , где h – толщина пластины (безразмерная, a – характер-

ный размер) есть . Это утверждение не противоречит ранее полученно-

му соотношению (2.1)  для алюминиевой пластины, т.е. когда варьирова-
лась только толщина пластины, bx – поправка на материал.

2(c
=2( 15.131)c =2( 15.214) c ( )=2 15.257c

× 310h

= vкрz = 2x c

= × 310y h

= + + 3z a bx cy

= = =0.045960572, 0.00347737188, 0.014473811a b c

= πθ /2 = 10.889836a = −0.71384416b
0.023068911

= 1.4538196a = −0.089596533b
= 0.011091714c

= 3.885002a = −0.25079837b
= 0.019491586c

θ

=θ π/8 = 1/8y

= vcrz = 2x с

= × 310y h

= + + 3z a bx cy

= + 3z a сy
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Таблица 1

(a = 1, e = 0.7); Al:  кгс/см2,  кг/м3

θ
1-я краевая задача 2-я краевая задача

9 × 15 15 × 31 9 × 15 15 × 31

0 0.3626 0.3622 0.2789 0.2783
π/16 0.3652 0.3652 0.2796 0.2796
π/8 0.3735 0.3742 0.2821 0.2833

3π/16 0.3873 0.3887 0.2867 0.2887
π/4 0.4061 0.4076 0.2925 0.2946

5π/16 0.4260 0.4280 0.2974 0.2992
3π/8 0.4432 0.4441 0.2994 0.3006
7π/16 0.4498 0.4502 0.2989 0.2996
π/2 0.4503 0.4505 0.2985 0.2987

= × 60.7 10E ρ = × 32.7 10

Таблица 2

a = 1, e = 0.7; Ti:  кгс/см2,  кг/м3

θ
1-я краевая задача 2-я краевая задача

9 × 15 15 × 31 9 × 15 15 × 31

0 0.4438 0.4434 0.3011 0.3005

π/16 0.4481 0.4478 0.3036 0.3032
π/8 0.4609 0.4611 0.3112 0.3115

3π/16 0.4829 0.4837 0.3241 0.3250
π/4 0.5144 0.5157 0.3419 0.3435

5π/16 0.5545 0.5559 0.3627 0.3646
3π/8 0.5980 0.5993 0.3884 0.3828
7π/16 0.6291 0.6298 0.3894 0.3902
π/2 0.6344 0.6346 0.3899(2) 0.3902(2)

= × 61.1 10E ρ = × 34.5 10

Таблица 3

a = 1, e = 0.7; Al:  кгс/см2,  кг/м3, h = 0.001

θ
1-я краевая задача 2-я краевая задача

9 × 15 15 × 31 9 × 15 15 × 31

0 0.0992046(3) 0.0906550(5) 0.0869917(2) 0.127044(4)

π/8 0.0752673(3) 0.0922430(5) 0.0699500(4) 0.108846(5)
π/4 0.0953305(5) 0.0948778(4) 0.125775(3) 0.137177(5)

3π/8 0.099404(4) 0.0979349(5) 0.129950(5) 0.164949(5)
π/2 0.137070(3) 0.122857(5) 0.127777(5) 0.175892(5)

= × 60.7 10E = × 3ρ 2.7 10

Можно сказать, что решена задача табулирования: вместо того, чтобы хранить гро-
моздкие таблицы со значениями критической скорости флаттера, зависящей от двух
параметров, достаточно воспользоваться простой формулой (2.1).
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II. Максимум критической скорости флаттера для алюминиевой пластины достига-
ется при обтекании вдоль малой полуоси эллипса, а минимум при обтекании вдоль
большой оси эллипса для обеих краевых задач: 1-я краевая задача – защемленная пла-
стинка; 2-я краевая задача – свободно опертая пластинка. В первом случае критиче-
ская скорость флаттера монотонно возрастает от значения 0.3622 до значения 0.4505
(при ). Во втором случае монотонного возрастания критической скорости
флаттера для алюминия нет, а для титана есть. Видимо это связано с тем, что первый
материал более мягкий.

Для алюминия зависимость критической скорости флаттера от двух параметров h –
толщина пластины и θ – направление вектора скорости с осью абсцисс представляет-
ся рациональной функцией (для обеих краевых задач):

= 0.003h

Таблица 4

a = 1, e = 0.7; Al:  кгс/см2, кг/м3, 

Θ
1-я краевая задача 2-я краевая задача

9 × 15 15 × 31 9 × 15 15 × 31

0 0.185628 0.185868 0.151815(2) 0.152090(2)

π/8 0.194063 0.190921 0.163442 0.155237(2)
π/4 0.206059 0.203922 0.168332 0.163886(2)

3π/8 0.215977 0.216651 0.175135(2) 0.176313(2)
π/2 0.220158 0.220423 0.184554 0.185116

= × 60.7 10E = × 3ρ 2.7 10 = 0.002h

Таблица 5

a = 1, e = 0.7; Al:  кгс/см2,  кг/м3, 

θ
1-я краевая задача 2-я краевая задача

9 × 15 15 × 31 9 × 15 15 × 31

0 0.647881 0.647201 0.904399 0.902115

π/8 0.673244 0.673408 1.24598 1.19275
π/4 0.752941 0.754649 1.38964(2) 1.55694(2)

3π/8 0.881436 0.883365 1.62488(3) 1.77013
π/2 0.945176 0.945504 1.82248(3) 1.75265(2)

= × 60.7   1  0  E = × 3ρ 2.7 10 = 0.004h

Таблица 6

a = 1, ; Al:  кгс/см2,  кг/м3, 

θ
1-я краевая задача 2-я краевая задача

9 × 15 15 × 31 9 × 15 15 × 31

0 1.14191 1.14054 1.76638 1.76194

π/8 1.18812 1.18791 2.09717(2) 2.32947
π/4 1.33485 1.33702 2.71417(2) 3.04075(2)

3π/8 1.58769 1.59103 3.01609(3) 3.37000(3)
π/2 1.77902 1.78041 3.43821(3) 3.41858(2)

= 0.7e = × 60.7 10E = × 3ρ 2.7 10 = 0.005h
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Первая краевая задача ,

Вторая краевая задача

Эти формулы содержат 8 параметров, которые могут быть определены в методиче-
ских расчетах (для других значений эксцентриситета).

Благодарность. Работа выполнена по теме государственного задания № АААА-А20-
120011690132-4.
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1. Описание модели и основные уравнения. Пусть гладкая поверхность, на которой
находится нерастяжимая тяжелая нить, задана уравнением . Натяжение в
точке нити с естественной координатой  обозначим через , внешние силы,
действующие на единицу длины нити, в проекциях на оси системы координат 
обозначим x, y, z. Тогда уравнения равновесия нити на указанной поверхности суть
(см. [1, 2, 9–16])

(1.1)

В (1.1) штрих “ ” означает производную по параметру  – длине дуги нити (есте-
ственная координата), а  – неопределенный множитель, характеризующий нор-
мальную реакцию поверхности (односторонней связи ). К уравнениям (1.1) сле-
дует добавить еще два уравнения

(1.2)

Первое из уравнений системы (1.2) характеризует свойство нерастяжимости нити
(неголономная связь). Пять скалярных уравнений систем (1.1) и (1.2) полностью опре-
деляют пять неизвестных функций ( , , , , ) параметра s, которые реализуются
при равновесии нити.

=( , , ) 0h x y z
s ≥( ) 0T s

Oxyz

∂ ∂ ∂+ + λ = + + λ = + + λ =
∂ ∂ ∂

( ')' 0, ( ')' 0, ( ')' 0h h hTx X Ty Y Tz Z
x y z

' s
λ > 0

≥ 0h

+ + = =2 2 2 1, ( , , ) 0' ' 'x y z h x y z

x y z T λ

УДК 531
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2. Формулировки и решения задач равновесия. Далее рассмотрим два случая: 1) по-
верхность – круговой конус, 2) поверхность – сфера.

2.1. Круговой конус. Рассмотрим круговой конус, ось симметрии которого верти-
кальна, а половина угла его раствора равна α. Пусть система координат  выбрана
так, что точка O совпадает с вершиной конуса, ось его симметрии совпадает с осью Oz,
которая направлена вертикально вниз (т.е. по направлению силы тяжести), а оси Ox и
Oy лежат в горизонтальной плоскости. Тогда уравнение поверхности конуса будет та-
ким

(2.1)

Пусть на этот конус (односторонняя связь) положена нерастяжимая тяжелая однород-
ная замкнутая нить плотности ρ. Исследуем возможность ее равновесия при отсут-
ствии сил трения.

В этом случае имеем X = 0, Y = 0, , и уравнения равновесия (1.1) принимают
вид

(2.2)

Система (2.2) имеет следующий интеграл натяжений (“энергии”)

(2.3)

Кроме того, (так как внешние силы, приложенные в каждой точке нити, создают ну-
левой момент относительно оси ) имеется следующий интеграл момента сил натяже-
ния в любой точке нити относительно оси Oz

(2.4)

Введем полярные координаты (r, ) в плоскости (x, y) следующим образом

(2.5)

Используя (2.4) и (2.5), получим

(2.6)

Из (2.1) имеем равенство , подставляя которое в (2.6), получим, с учетом
интеграла (2.3), соотношение

(2.7)

Используя последнее уравнение системы (2.5), соотношение (2.7) и равенство

r2 = , из первого уравнения системы (1.2) получим

Из последнего уравнения находим для  и  соотношения:

(2.8)

Oxyz

= + − α = >2 2 2 2( , , ) tg 0, 0h x y z x y z z

= ρZ g

+ λ = + λ = − λ α + ρ =2( ')' 2 0, ( ')' 2 0, ( ')' 2 (tg ) 0Tx x Ty y Tz z g

+ ρ = = >0 const 0T gz T

z

− = =( ' ' ) constT y x x y D

ϕ

= ϕ = ϕ
= ϕ − ϕ ϕ = ϕ + ϕ ϕ

+ = + ϕ2 2 2 2 2

cos , sin ,
' ' cos ' sin , ' ' sin ' cos ,

' ' ' '

x r y r
x r r y r r

x y r r

ϕ =2 'Tr D

= α2 2 2tgr z

γ α αϕ = = = > γ = = >
ρ ρ−

2
20

02
0

ctg ctg' , где const 0, const 0
( )

T Dz
g gz z z

α2 2tgz

γ+ α + =
−

4
2 2

2 2
0

(1 tg ) 1
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'z
z z z

= ( )z z s = ( )s s z

− − γ −= ± α = ±
− α − − γ

2 2 4
0 0

2 2 40 0

( ) ( )1cos ,
( ) cos ( )

z z z z z zdz ds
ds z z z dz z z z
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Далее, из третьего уравнения системы (2.2) находим  по формуле

В последней формуле использовано (2.8) и тождество .
Найдем квадратуру для функции . Умножая уравнение (2.7) на второе из ра-

венств (2.8), получим

(2.9)

Представим многочлен P(z) из (2.9) в виде

(2.10)

Многочлен  при  имеет еще вещественный положительный ко-

рень  < z2. Два других вещественных корня z3, 4 = 0.5z0 ±

 находятся вне (снаружи) интервала , причем , .
При  имеем . Нетрудно установить, что это единственный интервал
изменения , на котором существуют вещественные -периодические решения 
уравнения (2.9) для положения равновесия замкнутой нити. Этот интервал существует

только тогда, когда выполнено условие .

Отметим, что при условии  уравнение  имеет лишь два веще-

ственных корня , один из которых (корень ) отрицателен.
В этом случае будут соблюдаться неравенства

Тогда решения уравнения (2.9) существуют только при  и имеют асимптоти-
ческий характер: нить либо “спиралью навивается” вверх на конус к уровню  из
некоторого начального положения , либо же, “навиваясь спиралью”, уда-
ляется вниз по конусу от начальной точки , т.е. свойство замкнутости нити
при равновесии не может быть реализовано.

Таким образом, для существования решения представленных уравнений равнове-
сия замкнутой нити (цепочки) необходимо выполнение двух условий:

1. ; 2. При изменении z в пределах от  до  функция 
(решение уравнения (2.9)) изменяется ровно на  (это условие следует из симметрии и
требования замкнутости нити).

Следовательно, согласно (2.9), необходимо исследовать разрешимость уравнения

(2.11)

В (2.11) параметры {z0, γ2, α} изменяются в области

λ = λ( )z

 ρ + − − ρ γ αλ = = α + > 
α α − 
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Исследование разрешимости уравнения (2.11) в указанной области изменения пара-
метров проведем двумя независимыми методами.

1 метод. Использование эллиптических интегралов. Делаем в (2.11) замену

Тогда, используя (2.10), приходим к исследованию разрешимости следующего урав-
нения

Вводя обозначение  и преобразуя интеграл к пределам от 0 до π/2,
приходим к уравнению

(2.12)

Интеграл в (2.12) является полным эллиптическим интегралом 3-го рода, обозначае-

мым как . Используя формулы приведения из [3, см. формулы 413.01 на
стр. 228], имеем

(2.13)

В (2.13) фигурирует Heuman’s Lambda Function , которая дается следующей
формулой [3, формула 413 на стр. 228]

(2.14)

В (2.14) обозначены стандартным образом ,  полные эллиптические интегра-
лы, соответственно, 1-го и 2-го родов от модуля , а ,  – неполные эл-
липтические интегралы, соответственно, 1-го и 2-го родов с аргументом ξ от модуля

. В нашем конкретном случае, в соответствие с обозначениями из (2.12),

(2.13), имеем . Тогда, используя обо-
значения из (2.12), получим из (2.13)

Подставляя полученное выражение в (2.12), приходим к уравнению

(2.15)
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Функция , стоящая в правой части уравнения (2.15), является монотон-

ной по μ. Это следует из формулы для производной функции  по модулю k

(2.16)

(см. формулу 710.11 на стр. 283 книги [3]). Кроме того, так как , то

. Следовательно, используя (2.16), получаем

Итак, функция , фигурирующая в правой части уравнения (2.15), является
монотонно возрастающей по параметру μ. Следовательно, для разрешимости уравне-
ния (2.15) на интервале  необходимо и достаточно выполнения двойного не-
равенства

(2.17)
Далее, имеем

(2.18)

Формулы (2.18) следуют из известных соотношений

(см. формулы 151.01 на стр. 36 книги [3]). Отметим, что значение 
из (2.18) также может быть получено и непосредственно из (2.12) при μ = 1. Далее, ис-
пользуя (2.18), из (2.17) получаем неравенства

Последние неравенства эквивалентны следующим

Таким образом, для возможности равновесия замкнутой нити на конусе необходи-
мо выполнения неравенств

(2.19)

В (2.19)  – угол раствора конуса.
2 метод. Использование методов теории функций комплексной переменной. Вы-

числяем интеграл в формуле (2.11) при помощи контурного интегрирования (с ис-
пользованием теоремы Коши из теории функций комплексного переменного и тео-
рии вычетов). В рассматриваемой области изменения параметров ( ,  0 < γ2 <

< , ) подкоренное выражение под знаком интеграла в (2.11) является
полиномом 4-го порядка, который имеет 4 различных вещественных корня , , ,

, причем соблюдены следующие неравенства
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Тогда интеграл из (2.11) можно записать в виде

(2.20)

(2.21)

В первой из формул (2.21) верхний знак соответствует корню , а в последней фор-
муле из (2.21) верхний знак соответствует корню . Подынтегральное выражение в
(2.20) будем рассматривать как функцию комплексного переменного . Выбе-
рем стандартный контур интегрирования для однозначной ветви корня в подынте-
гральном выражении интеграла (2.20). Этот контур состоит из окружности  с цен-
тром в точке z = 0 достаточно большого радиуса  ( ), и двух сторон трех разре-
зов на действительной оси   , ( ). Точки ,

, ,  являются точками ветвления (устранимая особенность), а точка z = 0 – един-
ственным полюсом подынтегральной функции интеграла (2.20). Однозначную ветвь
корня мы выбираем так, что на верхнем береге разреза  корень отрицателен (на
нижнем береге – положителен), а тогда на верхних берегах разрезов ,  корень по-
ложителен (соответственно, на нижних берегах – отрицателен). Отметим, что для
этой ветви значение корня в точке z = 0 также следует выбирать со знаком минус, то
есть имеет место равенство

(2.22)

По теореме Коши интеграл от рассматриваемой однозначной ветви подынтегральной
функции по указанному замкнутому контуру равен вычету в точке , умноженно-
му на . Учитывая равенство (2.22), приходим к соотношению

(2.23)

где обозначено:  – интеграл от рассматриваемой функции, взятый по полной
окружности ,  – интеграл от рассматриваемой функции, взятый по действи-
тельной оси от точки  до точки  (верхний берег разреза ),  – инте-
грал от рассматриваемой функции, взятый по действительной оси от  до 
(верхний берег разреза ),  – искомый интеграл из (2.20). Устремляя в (2.23)

, несложно показать, что , и справедливы соотношения

(2.24)

В результате, из (2.23) и (2.24) получаем формулу
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Делаем в интегралах из (2.25) замену . Получим

Для упрощения выкладок введем обозначение  (так как в

рассматриваемой области параметров выполнено неравенство ).
Тогда получим

(2.26)

Для нижних пределов интегралов в (2.26) введены обозначения

(2.27)

В первом из интегралов в (2.26) делаем замену переменной . Получим

Окончательно получаем следующую формулу

(2.28)

Обозначим

(2.29)

Покажем, что функция  из (2.29) является монотонной по аргументу .
Действительно, сделаем в интеграле из (2.29) замену переменной

Тогда получим

(2.30)

Из (2.30) монотонное убывание по  функции  (при любом фиксированном
) становится очевидным. Следовательно, справедливы неравенства

(2.31)
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Из (2.30) получим

(2.32)

(2.33)

Используя соотношения (2.28)–(2.33), получим неравенства

(2.34)

Теперь вернемся к уравнению (2.11), которое с учетом наших обозначений, имеет
вид

Учитывая неравенства (2.34), можно утверждать, что разрешимость последнего
уравнения эквивалентна неравенствам

В последних формулах  – угол раствора конуса. Таким образом, метод 2 дал те же
самые результаты, что были получены выше методом 1.

Если неравенства (2.19) выполнены, то из уравнения (2.15) мы находим то един-
ственное значение , при котором возможно равновесие.

Предположим, что неравенства (2.19) выполнены, и соответствующее значение
 найдено. Рассмотрим второе из равенств формул (2.8), которое про-

интегрируем в пределах от  до . В силу симметрии конфигурации замкну-
той нити, слева должны получить её полудлину L/2. Тогда имеем равенство

(2.35)

Аналогично предыдущему, делаем в интеграле формулы (2.35) замену

Тогда уравнение (2.35) приобретает вид

(2.36)

Интеграл, фигурирующий в (2.36), может быть сведен к полному эллиптическому
интегралу 3-го рода и далее аналогично предыдущему вычислен через функцию

.

Из (2.36) мы находим постоянную величину , которая зависит от длины нити. Да-

лее, вспоминая обозначение для , находим соответствующее  по формуле
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. Используя обозначение из (2.7), находим в результате константу  по

формуле .
Таким образом, задача о равновесии замкнутой нити на конусе полностью разре-

шена. Решение этой задачи единственно, с точностью до поворотов вокруг оси сим-
метрии  (кроме горизонтальных положений равновесия, когда ).

Замечание 1. Отметим, что почти одновременно с публикацией автором результата
о равновесии нити на конусе при условии (2.19) в статье [7], аналогичный результат
(но другим методом) был получен также в работе [8]. Основной недостаток работы [8]
состоит в следующем. При нахождении равновесной конфигурации нити-цепочки на
конусе автор статьи [8] также пришел к условию разрешимости (2.11), где в правой ча-

сти стоит эллиптический интеграл , который зависит от парамет-

ра . Далее, автор статьи [8] отмечает, что можно показать монотонность этого инте-
грала по параметру , однако не делает этого и даже не указывает как это можно было
бы сделать.

В настоящей статье монотонность интеграла  по параметру  доказана матема-
тически строго двумя независимыми методами математического анализа. Как видим,
это требует немалых аналитических усилий и не является столь очевидным. Отметим,
что аналогичные исследования зависимости эллиптических интегралов от параметров
проводились также классиками теоретической механики при качественном анализе
результатов решения задачи о сферическом маятнике (см., например, учебник [1],
стр. 436–438). В статье [17] было показано (при помощи методов контурного интегри-
рования), что при любой (ненулевой) начальной окружной скорости сферического
маятника за время его прохода от максимального до минимального значений коорди-
наты z (т.е. за четверть периода по углу отклонения от вертикали) плоскость его кача-
ний поворачивается на угол больший прямого (π/2) и меньший развернутого (π). Из
результатов статьи [17], в частности, следует, что в пределе, при нулевой начальной
окружной скорости сферического маятника, он превращается в обычный (плоский)
математический маятник, а плоскость его качаний (за четверть периода по углу откло-
нения от вертикали) поворачивается ровно на 90 градусов, хотя при наблюдении нам
кажется, что она вообще не поворачивается.

2.2. Сфера. Рассмотрим в качестве поверхности сферу радиуса . Для упрощения
выкладок примем, что a = 1. Пусть система координат  выбрана так, что точка 
совпадает с центром сферической поверхности, ось  направлена вертикально вверх
(т.е. против силы тяжести), а оси  и  лежат в горизонтальной плоскости. Тогда
уравнение поверхности сферы будет таким

(2.37)
Пусть на эту сферу (односторонняя связь) положена нерастяжимая тяжелая однород-
ная замкнутая нить плотности . Исследуем возможность ее равновесия при отсут-
ствии сил трения. В этом случае имеем , , , и уравнения равнове-
сия (1.1) принимают вид

(2.38)

Система (2.38) имеет следующий интеграл натяжений (“энергии”)

(2.39)
Следуя [1, 9], используем еще интеграл момента натяжения относительно верти-

кальной оси . Вводя цилиндрические координаты ( , , ) по формулам
(2.40)
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Тогда имеем соотношение

(2.41)
Из (2.39) и (2.41) получим равенство

(2.42)
Уравнение сферы (2.37) в координатах (2.40) имеет вид

(2.43)
Первое уравнение системы (1.2) в цилиндрических координатах (2.40) и учетом со-

отношения (2.43), принимает вид

(2.44)
Используя (2.42) и (2.44), получим дифференциальное соотношение

(2.45)

Ясно, что при равновесии нити на сфере с односторонней связью  в (2.45) должно
соблюдаться условие . А из требования замкнутости и симметрии нити при рав-
новесии должно соблюдаться следующее условие: при изменении  от значения  до
значения  угол  должен измениться ровно на , где  – различные по-

следовательные корни уравнения . Таким образом, задача сводится к
решению уравнения

(2.46)

В (2.46) параметры  изменяются в допустимой области.
Область допустимого изменения параметров  находится из следующих сооб-

ражений. Так как натяжение нити положительно  при , то
необходимо должно соблюдаться условие . Далее, несложное исследование
функции  показывает, что для существования двух вещественных корней z1,

 уравнения  параметр A2 необходимо должен удовлетворять
следующим условиям:

(2.47)

В (2.47) обозначено

В разделе 3 данной статьи показано, что при всех допустимых значениях парамет-
ров  для интеграла из (2.46) справедлива оценка . Следовательно,
уравнение (2.46) не имеет решений.

Таким образом, негоризонтальные (т.е. с переменными значениями координаты z)
положения равновесия замкнутой тяжелой нерастяжимой нити-цепочки на гладкой
сфере невозможны.

Замечание 2. При исследовании задач равновесия, рассматриваемых в данной ста-
тье, использовались полные эллиптические интегралы Лежандра 3-го рода. Для вы-
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числения этих интегралов автор настоящей статьи обращался к книге [3] (к сожале-
нию, не переведенной на русский язык). Отметим, что в известном справочнике [4],
для рассматриваемого в статье случая эллиптического интеграла 3-го рода, содержит-
ся ошибка. Действительно, в справочнике [4] на стр. 28, формула (22), для приведения

интеграла 3-го рода в случае , такова (цитируем, сохранив обозначе-
ния оригинала):

(2.48)

В (2.48) обозначено , , ,  – полные эл-
липтические интегралы, соответственно, 1-го и 2-го родов, а ,  – непол-
ные эллиптические интегралы, соответственно, 1-го и 2-го родов (при ,

). Отметим, что в [4] для полного эллиптического интеграла 3-го рода (в отли-
чие от обозначений данной статьи в формуле (2.12)) принято следующее обозначение

Тогда в (2.48) положено , , 
Правильная формула в (2.48) должна быть такой

(2.49)

Справедливость соотношения (2.49) следует из формул, приведенных в книге [3] на
стр. 228, а также в классическом трактате Лежандра [6] на стр. 138. Неправильность
формулы (2.48) можно установить и непосредственно, рассматривая равенство (2.48)
сначала: 1) при k = 0 (так мы покажем, что в последнем слагаемом правой части равен-
ства (2.48) обязательно должно быть ), а потом 2), полагая в (2.48)  и за-
тем устремляя  (так мы получим, что правая часть равенства (2.48) в точности
равна π/4, а левая часть равенства (2.48) строго больше π/4).

Отметим, что неверное равенство (2.48) присутствует также и в источнике [5] – ан-
глийском оригинале книги [4].

3. Оценка интеграла  из уравнения (2.46) раздела 2. Рассмотрим функцию
, вычисляемую по формуле

(3.1)
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(2.47) раздела 2 статьи. Мы докажем это неравенство непосредственно, не используя
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корня в знаменателе подынтегральной функции. Это, как было указано в разделе 2
статьи, суть положительные вещественные корни уравнения 4-го порядка

(3.2)

Эти корни, как следует из условий (2.47) раздела 2 статьи, при  принадлежат
интервалу , а при  принадлежат интервалу (0, 1). Уравнение 4-го по-
рядка из (3.2), конечно, имеет еще два корня (возможно, комплексных), однако, не-
сложно показать, что эти два оставшихся корня расположены заведомо левее верти-
кальной прямой , , проведенной параллельно мнимой оси в
комплексной плоскости .

Вычисление интеграла из (3.1) будем производить при помощи контурного инте-
грирования. Контур интегрирования (см. рис. 1) состоит из трех частей и строится
следующим образом. Выберем достаточно большое число .

1-я часть контура – кривая . Это дуга (часть) окружности радиуса :

2-я часть контура – линия . Это вертикальный отрезок прямой

− − − =2 2 2
0(1 )( ) 0z z z A

∈0 (0, 1)z

0( ,1)z ∈ −∞0 ( ,0)z

= +0z z iy ∈ −∞ +∞( , )y
= +z x iy

( )> 0max 1,R z

1S R

+ = ∈ ∈ −2 2 2
0, ( , ), ( , )x y R x z R y R R

2S

= + ∈ − − + −2 2 2 2
0 0 0, ( , )z z iy y R z R z

Рис. 1. Контур интегрирования в комплексной плоскости  для вычисления эллиптического инте-

грала. Внешний контур: отрезок  прямой (параллельной мнимой оси Oy и проходящей через точку

 на вещественной оси Ox)  дуга  окружности радиуса  ( ), и внутренний контур

(разрез по отрезку ):  (верхний берег разреза)   (нижний берег разреза). Стрелки
указывают направление обхода внешнего контура. Внутренний и внешний контуры обходятся так, что об-

ласть , ограниченная внешним контуром, находится слева по ходу движения обхода. P – полюс.
В – точки ветвления (нули под корнем)
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K3z2z1z0 O x

y
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z = x + iy

= +z x iy

1 0 2K z K
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Этот отрезок спрямляет (замыкает) дугу окружности  до замкнутого контура
, который охватывает начало координат и точки

3-я часть контура – линия . Это граница отрезка разреза вещественной

оси , , состоящая из двух берегов: верхнего  ( ,

) и нижнего  ( , ).
Во внутренности области G, ограниченной указанными контурами  и , выбе-

рем однозначную ветвь квадратного корня подынтегрального выражения интеграла из

(3.1) так, что на верхней границе разреза  этот корень отрицателен, а на нижней гра-

нице этого разреза  он положителен. Тогда для этой ветви в точке полюса 
для корня в подынтегральном выражении в (3.1) имеем значение . А в точке по-
люса  для этого корня при  (когда, как указано было выше, два корня

уравнения  лежат в комплексной плоскости заведомо левее
этого полюса) имеем значение .

Ясно, что в области  эта однозначная ветвь подынтегральной функции является
аналитической, за исключением ее полюсов . Если , то область 
содержит только один полюс , а если , то область  содержит уже два
полюса . В связи с этим, рассмотрим раздельно два возможных случая: 1)

 и 2) .

1 случай . Тогда полюс только один – в точке . Вычет в этой точке,
умноженный на , равен

Интегрируем по контуру  так, что область  при обходе контура остается все
время слева по ходу движения. Применяя теорему Коши, получаем соотношение

(3.3)

В (3.3)  – интеграл по дуге окружности ,  – интеграл по вертикальному от-

резку S2,  – интеграл по двум берегам разреза . Переходя в соотно-
шении (3.3) к пределу при , получим . Для интеграла  получим
следующее предельное (когда ) значение

(3.4)

В (3.4) обозначено

(3.5)

Для интеграла  имеем равенство . Таким образом, из (3.3) по-
лучаем соотношение

1S
= ∪12 1 2S S S

= = = = +0 1 2, , , 1z z z z z z z
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Отсюда следует равенство

(3.6)

Преобразуем интеграл из (3.4), используя обозначения (3.5). Получим сначала

(3.7)

Для корней из комплексных чисел в знаменателях подынтегрального выражения (3.7)
имеем следующие формулы

(3.8)

Указанный выбор знаков для значений квадратных корней в (3.8) обусловлен тем, что

при ,  (нижний берег разреза  для числа ) должно, как это было
принято выше, получаться положительное вещественное число, а при , 

(верхний берег разреза  для числа ) должно, как это было принято выше, по-
лучаться отрицательное вещественное число. Введем обозначения

(3.9)

Тогда имеем из (3.8)

(3.10)

Используя (3.10), получим из (3.7)

(3.11)

Таким образом, интеграл  является вещественным.
Используя обозначения (3.5) и (3.9), из (3.11) получим

(3.12)

В (3.12) ,  даются формулами

(3.13)
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Оценим интеграл (3.12) сверху. Так как для рассматриваемого случая , то для

всех значений , согласно (3.13), имеем неравенства a > 0, , а из
первой формулы соотношений (3.13) следует, что . Тогда получим оценку

А так как справедливо неравенство , то имеем оценку

(3.14)

Интеграл  из (3.14) несложно подсчитать. Воспользуемся тождеством

Тогда получим

Следовательно, устремляя , получим . Это равенство справедливо
только при . Если , то непосредственно из (3.14) получим  =
= π/2. Отметим, что случай  не реализуется физически, так как в этом случае

функция  является монотонно убывающей на

отрезке , а значит, уравнение  имеет на этом отрезке
не более одного корня, что исключает наличие равновесных конфигураций. Случай
z0 = – 1 является особым, так как здесь построенный выше контур интегрирования
проходит через точку , являющейся полюсом. Тогда в правой части равенства
(3.3) следует добавить еще половину вычета в точке z = –1, умноженную на .

Подсчитаем полный вычет в точке z = –1, умноженный на , предполагая, что
. В этом случае, как это было отмечено выше, два оставшихся (помимо , )

корня уравнения  лежат левее полюса z = –1, и поэтому значе-

ние корня  в точке z = –1 будет равно  =
= –iA. Тогда получим следующее значение вычета в точке z = –1

(3.15)
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Таким образом, в случае  имеем, вместо (3.3), такое соотношение

Отсюда получаем

(3.16)

Выше мы доказали, что в случае z0 = –1 справедливо строгое неравенство
 = 0.5π, где  определено в (3.14). Тогда из (3.16) получим .

Если же , то мы используем равенство (3.6), где, как было показано выше,
должно соблюдаться строгое неравенство . Тогда опять же получаем

. Таким образом, показано, что в случае  справедливо строгое не-
равенство .

2 случай . В этом случае все рассуждения аналогичны предыдущему
пункту. Однако подынтегральная функция в интеграле из (3.1) имеет уже два полюса в
точках , z = –1. Вычеты в этих точках, умноженные на , как это было показано
выше, равны . Тогда вместо (3.3) имеем такое соотношение

Отсюда, аналогично предыдущему пункту, получим следующее соотношение
, в котором  дается формулами (3.12), (3.13). Покажем,

что в этом случае имеет место строгое неравенство , которое, согласно по-
следнему соотношению, влечет строгое неравенство . Действительно, вве-

дем обозначение , . Тогда из (3.12) имеем следующее неравенство

(3.17)

Покажем, что стоящий в правой части последнего неравенства (3.17) интеграл 
строго отрицателен для всех . Обозначим

(3.18)

Преобразуем интеграл  из (3.17) следующим образом:

В последнем интеграле делаем замену  и получаем следующую формулу

(3.19)

Для функции , даваемой формулой (3.18), справедливо неравенство

(3.20)

Отметим, что полное и строгое доказательство неравенства (3.20) достаточно гро-
моздко и приводится далее в разделе 4 данной статьи.
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Из (3.19) и (3.20) следует . А это, согласно (3.17), означает, что . Что
и требовалось доказать.

4. Доказательство неравенства (3.20) раздела 3. Покажем, что для функции  из
(3.18) справедливо следующее утверждение.

Утверждение. Функция  из (3.18) на интервале  ведет себя следую-
щим образом.

1. При   имеет в точности один максимум в точке, принадлежащей
интервалу . При этом выполнены неравенства , ,
F(0) > .

2. При   монотонно убывает (вплоть до нуля при ).
Качественно, график функции  представлен на рис. 2. Ясно, что из приведен-

ного утверждения будет следовать, как частный случай, неравенство (3.20). Действи-
тельно, в силу пункта 1 утверждения, справедливо неравенство ,

, а в силу пункта 2 утверждения выполнено неравенство ,
. Объединение этих неравенств приводит к неравенству (3.20).

Доказательство утверждения. Далее, для удобства записи, рассматриваем функцию

, и кроме того, в качестве независимой переменной рассматриваем  = y2.
Тогда имеем

(4.1)

Ясно, что достаточно доказать все свойства утверждения для функции , даваемой
формулами (4.1). Для производной функции  имеем следующее выражение

(4.2)
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Рис. 2. График функции F(y)
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Далее рассмотрим два случая: 1) , 2) .

1) . В этом случае имеем

Тогда из (4.2) получим

Таким образом, корень уравнения , а, следовательно, и уравнения  = 0,
наверняка есть на интервале . Покажем, что этот корень только один и на
всем интервале . Для этого достаточно показать, что  для всех

. Действительно, из (4.2) получим

Отбрасывая в правой части последнего равенства заведомо отрицательные слагаемые,
получим следующую оценку

(4.3)

Используя неравенства , , получим из (4.3) оценку

Справедливость последнего неравенства вытекает из неравенств

Последнее неравенство следует из очевидного неравенства

Таким образом, мы показали, что  для всех . Следовательно, функ-
ция  является монотонной на всем интервале , а значит корень уравне-
ния  (а, следовательно, и уравнения ) является единственным. Из до-
казанного свойства функции  следует справедливость пп. 1 и 2 утверждения. Не-
равенства , ,  устанавливаются непосредственной
проверкой.

2) . В этом случае функция  обращается в нуль в точках

(4.4)
Таким образом,

.

Здесь мы имеем следующие соотношения для функции 

(4.5)

Последнее неравенство в (4.5) справедливо, так как, согласно (4.4), имеем 
Из (4.5) следует, что функция , а значит, и производная , заведомо имеют
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нуль на интервале . Пусть  это первый нуль функции
. Ясно, что это точка максимума функции  и выполнены условия

Покажем, что этот нуль единственный. Для этого достаточно только показать, что
, . Действительно, если мы это установили, то при  

не может обратиться в нуль, а при  мы имеем  и можем показать
(точно также, как это мы сделали в случае 1), что . Следовательно, если 
обратится в нуль еще раз (после точки ), то это опять будет точка максимума,
что явно противоречиво.

Итак, пусть . Тогда . Обозначим a1(u) = –a(u) =

=  > 0 и перепишем выражение для  из (4.1) в следующем виде

(4.6)

Обозначим

(4.7)

Из (4.6), (4.7) имеем

(4.8)

Из (4.8) следует, что неравенство  эквивалентно неравенству . Ис-
пользуя (4.8), получим

(4.9)

Из последнего соотношения следует, что неравенство  эквивалентно нера-
венству . Введем еще обозначения

(4.10)

Тогда, используя (4.8) и (4.9), получим

(4.11)

Таким образом, неравенство  эквивалентно неравенству .
Итак, надо установить справедливость неравенства , при , где  да-

ется формулами из (4.11), (4.10). Здесь ,  – корни уравнения  = 0, ко-
торые даются формулами (4.4), причем , . Введем еще в рассмотре-

ние величины ,  – корни квадратного уравнения , которые

даются следующими формулами

(4.12)
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Отметим, что

Из (4.4), (4.12) и неравенства  следуют неравенства

(4.13)
Исходя из неравенств (4.13), имеем три возможных случая:

Далее, рассмотрим каждый из этих случаев в отдельности.
Случай 1. Здесь . Тогда имеем

Для  из (4.11) получим

т.е. неравенство  выполнено.
Случай 2. Здесь . В этом случае имеем неравенства

(4.14)

Обозначим . Тогда получим для Q(u) из (4.11)

Используя неравенства (34), из последнего соотношения получим оценку

(4.15)

Покажем, что . Сначала установим справедливость неравенства

Используя обозначения для μ, y0, получим, что последнее неравенство эквивалент-
но следующему

Последнее неравенство выполнено, так как квадратный трехчлен относительно 
не имеет вещественных корней. Далее, для доказательства неравенства  доста-
точно показать, согласно (4.15), справедливость неравенства

Возводя в квадрат левую и правую части этого неравенства можно убедиться в его
справедливости (мы не приводим подробных выкладок ввиду их громоздкости). Та-
ким образом, в этом случае доказано, что , т.е. неравенство  вы-
полнено.

Случай 3. Здесь . В этом случае мы имеем неравенство
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Тогда, согласно (4.11) имеем следующую оценку

Покажем, что . Имеем

Вспоминая формулу для , запишем последнее неравенство в следующем эквива-
лентном виде

Для доказательства неравенства  при , вычисляем производные

Несложно проверить, что  при . Тогда имеем на этом участке и
, так как несложно проверяется, что . Таким образом, для справед-

ливости неравенства  при  достаточно установить, что .
Вычисляем

Таким образом, установлено, что  при . Таким образом, не-
равенство  верно и в этом случае.

Утверждение полностью доказано.
5. Заключение. В статье рассмотрены задачи о поиске равновесных конфигураций

тяжелой нерастяжимой нити-цепочки на гладких поверхностях: конусе и сфере. Пол-
ное исследование таких задач сводится к аналитическому исследованию эллиптиче-
ских интегралов 3-го рода как функций некоторого числа параметров. Такие исследо-
вания, как показано в настоящей статье, наталкиваются на определенные математи-
ческие трудности, которые в случае конической или сферической поверхностей могут
быть преодолены. Для более сложных типов поверхностей, вероятно, потребуется ис-
пользование численных методов.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Аппель П. Теоретическая механика. Т. 1. М.: Государственное издательство физико-матема-
тической литературы. 1960. 515 с.

2. Меркин Д.Р. Введение в механику гибкой нити. М.: Наука. Главная редакция физико-мате-
матической литературы. 1980. 240 с.

3. Byrd Paul F., Morris Friedman. Handbook of Elliptic Integrals. Springer, 1954. 358 p.
4. Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функции. Эллиптические и автоморфные

функции. Функции Ламе и Матье. (Серия: справочная математическая библиотека). М.:
Издательство “НАУКА”, 1967. Главная редакция физико-математической литературы.
300 с.

5. Higher Transcendental Functions. V. 3. Based, in part, on notes left by Harry Bateman and com-
piled by the Staff of the Bateman Manuscript Project Director Arthur Erdelyi. New York, Toronto,
London: McGraw-Hill Book Company, Inc. 1955. 396 p.

6. Legendre A.M. Traite des Fonctions Elliptiques et des Integrales Euleriennes. V. 1. Paris. 1825.vii.
590 p.

7. Розенблат Г.М. О равновесии нерастяжимой тяжелой нити на конусе или сфере // Доклады
aкадемии наук. 2018. Т. 482. № 5. С. 521–526.

> = − − +2 3 2 2 3 2
1( ) ( )Q u Q u k u y y k u y

= − − + >2 3 2 2 3 2
1( ) 0Q u k u y y k u y

− − + > ↔ − > + ↔ >2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 20 3k u y y k u y k u y y k u y k u y
y

= + ε − ε + + > ∈ ε ε3/2 2 21( ) (2 1 ) ( ) 3 0, (0.5 , )
3

p u u u u A u

>( ) 0p u ∈ ε ε(0.5 , )u

+ ε= + ε − ε + = −1 3 1 2'( ) 3 1 ( 2 ), ''( )
3 2 3

p u u u p u
u

>''( ) 0p u ∈ ε ε(0.5 , )u
>'( ) 0p u ε >'(0.5 ) 0p

>( ) 0p u ∈ ε ε(0.5 , )u ε >(0.5 ) 0p

 εε = + ε − ε + > ε + ε − ε > 
 

3/2
2 2 3/2

3/2
3 1 3(0.5 ) 2 1 3 1 0

44 3 22
p A

> >1( ) ( ) 0Q u Q u ∈ ε ε(0.5 , )u
>( ) 0Q u



89О РАВНОВЕСИИ НЕРАСТЯЖИМОЙ ТЯЖЕЛОЙ НИТИ

8. Зубелевич О.Э. Задача о равновесии цепи на конусе // Сибирский журнал чистой и приклад-
ной математики. 2017. Т. 17. № 4. С. 57–63.

9. Якубовский Ю.В., Живов В.С., Коритысский Я.И., Мигушов И.И. Основы механики нити. М.:
Легкая индустрия, 1973. 271 с.

10. Appell P. Sur la chainette spherique // Bulletine de la S. M. F., tome 13 (1885). P. 65–71.
11. Пожарицкий Г.К. Устойчивость равновесий механических систем, включающих гибкую не-

растяжимую нить // ПММ. 1973. Т. 37. Вып. 4.
12. Минаков А.П. Основы механики нити. Научно-исследовательские труды Московского тек-

стильного института. 1941. Т. 9. Вып. 1.
13. Светлицкий В.А. Механика гибких стержней и нитей. М.: Машиностроение, 1978.
14. Щедров В.С. Основы механики гибкой нити. М.: Машгиз, 1961.
15. Алексеев Н.И. Статика и установившееся движение гибкой нити. М.: Легкая индустрия,

1970.
16. Лурье А.И. Аналитическая механика. М.: Физматгиз, 1961.
17. Weinstein A. The Spherical Pendulum and Complex Integration // Amer. Math. Monthly. 1942.

V. 49. P. 521–523.



ИЗВЕСТИЯ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 2021, 
№ 3, с. 90–99

ПЛАСТИЧЕСКОЕ КРУЧЕНИЕ ПРИ ВЫСОКОМ ДАВЛЕНИИ
С НЕОДНОРОДНЫМ НАПРЯЖЕННЫМ СОСТОЯНИЕМ

© 2021 г.   Г. М. Севастьянов

Хабаровский федеральный исследовательский центр ДВО РАН,
Комсомольск-на-Амуре, Россия

e-mail: akela.86@mail.ru

Поступила в редакцию 18.06.2020 г.
После доработки 04.07.2020 г.

Принята к публикации 13.08.2020 г.

Получено аналитическое решение для кручения при высоком давлении цилиндри-
ческого образца, помещенного в жесткую обойму. Деформируемый материал пола-
гается изотропным идеально пластическим. Учтена зависимость предела текучести
от давления. Используется модель неассоциированного пластического течения,
включающая пластический потенциал Треска и условие текучести Мора–Кулона.
Решение прогнозирует неоднородность тензора напряжений в образце. Напряжен-
ное состояние соответствует гипотезе Хаара–Кармана (условию полной пластично-
сти). Определены крутящий момент, среднее нормальное давление на торце цилин-
дрического образца, а также распределение среднего напряжения по радиусу образ-
ца. Указаны условия, при которых отсутствует проскальзывание на контактной
поверхности.

Ключевые слова: кручение при высоком давлении, интенсивная пластическая дефор-
мация, чувствительные к давлению материалы, неассоциированное пластическое те-
чение, неоднородные материалы, гипотеза Хаара–Кармана
DOI: 10.31857/S0572329921030119

Введение. Влияние высокого давления на способность материалов сопротивляться
пластическому сдвигу, вероятно, впервые было рассмотрено в работах Бриджмена
[1, 2]. Его опыты по кручению образцов, подвергнутых сильному сжатию, показыва-
ют, что для самых разных материалов (в том числе, металлических) кривые крутящего
момента и предельная разрушающая нагрузка зависят от величины приложенного
гидростатического давления. Дальнейшие экспериментальные исследования в этом
направлении проводились различными научными группами [3–5]. Достаточно пол-
ный исторический обзор представлен в работе [6]. В 1988 году группой профессора Ва-
лиева было сообщено о получении в алюминиевом сплаве размера зерна меньше
1 микрометра при обработке образца кручением под высоким давлением [5]. С этих
пор процессы кручения под высоким давлением (HPT – high-pressure torsion) интен-
сивно исследуются методами механики твердого тела, материаловедения и физики
материалов [7, 8]. Схемы деформирования при кручении под высоким давлением раз-
личаются по степени ограниченности течения образца [9] (рис. 1, U – неограниченная,
L – ограниченная, QL – квазиограниченная). Неограниченная схема никак не препят-
ствует радиальному течению материала, при этом образец в ходе деформирования су-
щественно изменяет толщину и диаметр. Квазиограниченная схема [10] допускает не-
которое радиальное течение, однако основной объем образца не слишком сильно из-
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меняет свою геометрию. При полностью ограниченной схеме деформирования
образец может менять свои размеры только за счет изменения плотности и деформи-
рования оснастки. Различные варианты деформирования, близкие к полностью огра-
ниченной схеме описаны, например, в работах [4, 11, 12]. Как правило, используются
цилиндрические образцы с достаточно большим отношением диаметра к толщине.
Процесс проводят в два этапа. На первом к образцу прикладывается начальное давле-
ние путем сведения наковален. При этом для ограниченных схем деформирования со-
здается начальное давление, близкое к однородному гидростатическому [9]. На вто-
ром этапе одна или обе наковальни сообщают образцу деформации кручения.

Для прогнозирования напряженного состояния образца и его итоговых свойств
широко используются различные аналитические и вычислительные модели. Отметим
здесь работу [13], в которой учитываются процессы фазовых превращений в материа-
лах, протекание которых связано с накоплением пластической деформации и зависит
от локальной величины давления, а также их влияние на механические характеристи-
ки образца. Также учитываются контактные условия между образцом и наковальня-
ми, деформирование оснастки. А, кроме того, в численных расчетах учтено влияние
давления на предел текучести образца при изохорной пластической деформации.
В ряде работ строятся жестко-пластические решения для различных постановок зада-
чи. В [14] для упрочняющегося по степенному закону материала рассмотрено круче-
ние, нелинейное по высоте образца, с учетом дополнительного кругового сдвига (упо-
мянем, что для комбинации кручения с круговым сдвигом есть точное нелинейно-
упругое решение [15]); модель [14] прогнозирует однородное распределение давления.
В [16] рассмотрено влияние сдвига в радиальном направлении, вызванного радиаль-
ным течением материала, и на основе упрощенного уравнения равновесия получено
неоднородное распределение давления в образце. Также упомянем некоторые резуль-
таты, связанные с использованием градиентных теорий пластичности [17, 18].

Следует отметить, что для полностью закрепленной схемы деформирования приня-
тие пластического потенциала Мизеса приводит к тому, что напряженное состояние
образца в цилиндрическом координатном базисе  представляется тензором
напряжений Коши вида

Здесь  – величина начального гидростатического давления в образце перед
фазой кручения. Таким образом, полагается, что давление в образце однородно и по-
стоянно в течение всего процесса деформирования.

( ), ,r φ ze e e

( )ϕ= − + σ ⊗ + ⊗0 zp φ z z φσ I e e e e

=0 constp

Рис. 1
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В экспериментах с использованием квазиограниченной схемы деформирования,
которые, как правило, проводятся при постоянном давлении, в фазе кручения наблю-
дается уменьшение толщины образца (по сравнению с гидростатически сжатым об-
разцом перед началом кручения) за счет радиального течения. Это дает основания
ожидать, что если в начале фазы кручения расстояние между наковальнями (и, следо-
вательно, высота образца) будет зафиксировано, то нормальное давление на нако-
вальни и среднее давление в образце будут снижаться, а радиальное течение материала
будет сведено к минимуму. Это ничего не говорит об однородности среднего давления
в образце, но, тем не менее, не соответствует указанному выше напряженному состоя-
нию, поскольку величина  остается неизменной в ходе деформирования. Отметим
также, что проведенные непосредственные измерения на контактной поверхности
между образцом и наковальней в ходе процесса [19] демонстрируют неоднородность
давления по радиусу образца. По косвенным данным, в частности, по распределению
микротвердости по радиусу обработанного образца, теоретически возможно оценить
степень неоднородности давления. Однако, при том условии, что ключевым механиз-
мом изменения твердости является выделение новых фаз материала, связанное с ло-
кальной величиной давления. Эта оценка, однако, представляет собой достаточно не-
тривиальную задачу. Кроме того, данные МКЭ-моделирования также говорят о доста-
точно сильной неоднородности давления в образце. В качестве причин называются:
радиальное течение материала, деформирование оснастки, фазовые превращения и
соответствующая им объемная деформация, а также изменение механических
свойств, начальная неоднородность давления и другие факторы. Тем не менее, кажет-
ся интересным, что даже на базе очень простой жестко-пластической модели можно
построить решение указанной проблемы, которое не приводит к однородности давле-
ния в образце.

Далее будет использована модель изотропного идеально-пластического несжимае-
мого материала. Это положение основывается на том, что заметное изменение преде-
ла текучести материалов из-за деформационного упрочнения (или разупрочнения)
прекращается после некоторой степени деформации (которая обычно имеет порядок
единицы) [20]. При обработке кручением при высоком давлении величины деформа-
ции могут превышать это значение на 1–2 порядка. В таком случае будет разумно ис-
пользовать в качестве предела текучести при чистом сдвиге его предельную величину.

В этих же условиях вызванная пластической деформацией анизотропия также не
проявляется при монотонном нагружении, если исходный (недеформированный) ма-
териал изотропен. Эти положения нашли подтверждение при деформировании самых
различных материалов [20]. Кроме этого, мы не рассматриваем процессы фазовых
превращений в материале, однако учитываем, что давление может оказывать суще-
ственное влияние на локальный предел текучести в образце. Последнее утверждение
верно в той или иной значимой степени для самых различных материалов – металли-
ческих стекол, полимеров, а также металлов в твердом состоянии. Для металлов зави-
симость предела текучести от величины всестороннего сжатия нехарактерна при
обычных условиях, однако отметим, что в случае рассматриваемого процесса речь мо-
жет идти о давлениях в десятки гигапаскаль. Пластическая несжимаемость компакт-
ных материалов в процессе интенсивной деформации является естественным допуще-
нием. Отметим, что для кручения с конечными деформациями изотропного неупроч-
няющегося несжимаемого материала нечувствительного к среднему напряжению
имеются аналитические упруго-пластические решения [21–23]. Также отметим недав-
нее исследование [24], в котором построено приближенное аналитическое решение,
которое учитывает зависимость предела текучести от давления.

0p
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1. Постановка задачи и уравнения модели. Рассмотрим изохорную деформацию кру-
чения цилиндрического образца высотой  и радиусом , подвергнутого начальному
однородному гидростатическому сжатию величиной . Будем рассматривать идеали-
зированный случай полностью ограниченного деформирования и пренебрегать обра-
тимыми деформациями. Тензор скорости (пластической) деформации имеет вид

(1.1)

Здесь вектор скорости , , t – время, θ(t) – угол кручения на едини-
цу высоты цилиндрического образца.

Напряженное состояние характеризуется тензором Коши вида

(1.2)

Условие равновесия  приводит к уравнению

(1.3)

Мы используем неассоциированную пластическую модель, которая включает усло-
вие текучести Мора–Кулона

(1.4)

и пластический потенциал Треска

(1.5)

Здесь ,  – наибольшее и наименьшее собственные значения тензора напряжений
Коши,  – параметр материала. Функция (1.5) дифференцируема везде, кроме

угловых точек [25] (рис. 2): , где Λ – скалярный пластический множитель.
Правило определения тензора скорости пластической деформации в угловых точках
функции пластического потенциала оговорим далее отдельно. Уравнение равнове-
сия (1.3), условие текучести (1.4) и ассоциированный с пластическим потенциалом (1.5)
закон должны исчерпывающе определять компоненты тензоров (1.1) и (1.2) с учетом
граничного условия .

2. Анализ напряженного состояния. Исходя из (1.2), собственные значения тензора
напряжений выражаются в следующем виде (нумерация произвольная):

(2.1)

Согласно правилу нормальности  и (9), из первого равенства в (2.1)
следует, что радиальная компонента тензора скорости пластической деформации мо-
жет быть нулевой, только если напряженное состояние соответствует либо стороне AB
с примыкающими узловыми точками (рис. 2), либо симметричной ей стороне. По-
следний случай исключен, поскольку . Будем полагать, что в пластическом со-
стоянии при достаточно большой величине деформации напряженное состояние всех
точек образца соответствует одной и той же точке на AB.

Для угловых точек пластического потенциала Койтер [26] ввел обобщенное пра-
вило нормальности, которое говорит о том, что собственный вектор тензора ско-
рости деформации принадлежит вееру, ограниченному нормалями к смежным сто-
ронам шестиугольника (рис. 2). В рассматриваемой задаче кинематические огра-
ничения (1.1) приводят к тому, что и в угловых точках A или B собственный вектор

h R
0p
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φ z z φε ε v v e e e e
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тензора скорости деформации ортогонален AB. Тогда тензор скорости деформации
имеет вид [27]

С учетом (2.1) и (1.2), имеем

(2.2)

Из (2.2) и (1.1) следует . Условие пластичности (1.4) с учетом  имеет
вид

(2.3)

Введем параметр напряженного состояния

(2.4)

Значение L = 1 соответствует точке H и состоянию гидростатического сжатия с на-
ложенной деформацией сдвига, значение L = 0 соответствует угловой точке B, значе-
ние  – угловой точке A. Из (2.4) следует

(2.5)

Из (2.3) и (2.5) следует

(2.6)

Тогда, согласно уравнению равновесия (1.3), при  , а также
 и , что не согласуется с расчетными и экспериментальными

( )∂ λ − λ  − λ− λ − λ= Λ = Λ − ∂ λ − λ λ − λ λ − λ 

1 3 32 1

1 3 1 2 2 3

p σ Iσ I σ Iε
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данными. Таким образом, мы будем рассматривать только напряженные состояния,
которым соответствуют точки из отрезка AH.

Поскольку параметр L неизвестен, промежуточное главное напряжение остается
неопределенным, система уравнений не имеет однозначного решения без принятия
дополнительных условий.

В качестве такого условия может выступать уже упомянутое предположение  =
= σϕϕ = σzz = –p0. В этом случае напряженное состояние однородно (соответствует
точке H на рис. 2):

(2.7)

Другой возможный вариант – принятие условия полной пластичности [28] (гипоте-
зы Хаара–Кармана). В этом случае напряженное состояние соответствует угловой
точке A ( ). Уравнение равновесия принимает вид

и интегрируется с краевым условием :

(2.8)

Напряженное состояние в этом случае неоднородно. Среднее напряжение согласно
(2.8) и (2.6) равно

(2.9)

На рис. 3 приведено распределение среднего напряжения при различных значениях
параметра ϑ, полученное по формуле (2.9) при ; кривая 1 соответствует
значению , кривая 2 значению , кривая 3 значению .

На рис. 4 приведено распределение среднего напряжения при различных значениях
параметра , полученное по формуле (2.9) при ; кривая 1 соответствует
значению , кривая 2 значению , кривая 3 значению .
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Касательное напряжение

(2.10)

Крутящий момент

(2.11)

Среднее осевое давление

3. Заключительные замечания. Соответствующее решению (2.8) напряженное состо-
яние следует трактовать как предельное при неограниченном росте пластической де-
формации. В таком случае сингулярность тензора напряжений в центре образца про-
сто отражает тот факт, что для упруго-пластического материала условие пластичности
никогда не выполнится в точке r = 0.

Предельный переход  в (2.9) дает . Интересно
вспомнить работу [29], в которой полученное напряженное состояние в задаче о кру-
чении материала, не чувствительного к среднему напряжению, также имеет логариф-
мическую сингулярность на оси симметрии.

Крутящий момент, согласно (2.11) несколько ниже, чем прогнозируется решением

с однородным напряженным состоянием ( ). Учет неоднородно-
сти напряженного состояния в частности может повлиять на результаты определения
величины  по экспериментальным данным крутящего момента. Среднее осевое дав-
ление ниже начального значения, причем снижение существеннее для материалов с
большим пределом текучести при чистом сдвиге . Локальная величина среднего на-
пряжения на периферии образца также может быть существенно ниже p0. Среднее на-
пряжение должно мало отличаться от p0 в средней зоне образца ( ) в достаточ-
но широком диапазоне используемых параметров материала.
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Приведенное аналитическое решение может реализоваться при ограничении на ве-
личину . Отношение локального касательного напряжения  к локальному осе-
вому давлению  согласно (2.6), (2.8) и (2.10) есть

Эта функция растет с ростом координаты , для отсутствия кругового сдвига, вы-
званного проскальзыванием между образцом и наковальнями, требуется, чтобы вы-
полнялось

где  – коэффициент трения покоя (для сухого трения без адгезии ). Следова-
тельно, принятая кинематика (1.1) не нарушается только если

Предельное (при неограниченном росте деформации кручения) напряженное со-
стояние в упруго-пластическом материале может существенно отличаться как от од-
нородного, так и от прогнозируемого решением (2.8). Отметим, что для материала не-
чувствительного к давлению с условием текучести Треска локальное значение пара-
метра напряженного состояния L в каждой точке образца не меняется после
прохождения упруго-пластической границы через эту точку [22]. При этом распреде-
ление параметра L однородно в пластической зоне, значение L конечно и больше еди-
ницы (то есть напряженное состояние соответствует некоторой точке между A и H,
рис. 2). В этой же задаче, но с учетом изменения свойств материала (из-за нагрева
вследствие пластической диссипации [23]) параметр L изменяется в ходе необратимо-
го деформирования. Вместе с тем, учет чувствительности материала к давлению при-
водит к практически стационарному, но неоднородному распределению параметра L
в пластической области [24].

Работа выполнена в рамках государственного задания ХФИЦ ДВО РАН.
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Получено точное аналитическое решение задачи о динамическом расширении сфе-
рической полости в упругой среде (грунте) с произвольной постоянной скоростью.
Допускается, что эта скорость может быть большой, вплоть до скорости распростра-
нения объемных волн в среде, и потому, краевые условия должны задаваться на по-
движной границе. Найденное решение позволяет судить о воздействии (или управ-
лять воздействием) подземных взрывов на объекты в “дальней” зоне, на расстояни-
ях, значительно превышающих размер полости. Исправлены некорректности в
приближенном решении этой задачи, данным Дж. Ахенбахом и С. Саном. Выясне-
но, что приближенное решение, полученное по методу Горна, требующим наличие
большого параметра в задаче, не справедливо в некоторых областях изменения ко-
эффициента Пуассона среды и скорости расширения полости. Показано, что при
тех значениях указанных параметров, при которых приближенное решение может
быть принято, оно согласуется с точным решением.

Ключевые слова: подземный взрыв, сферическая полость, динамическое расширение,
упругие волны, точное и приближенное решения
DOI: 10.31857/S0572329921030053

1. Введение. Работа посвящена исследованию нестационарных процессов, возника-
ющих в упругих средах, в частности, в грунтах под действием динамической нагрузки
(давления), приложенного на границе сферической полости. Считается, что полость
расширяется с течением времени с постоянной и произвольной по величине скоро-
стью, которая может принимать значения вплоть до скорости объемных упругих волн.
Если при этом поверхность полости идентифицируется с поверхностью раздавлива-
ния, дробления и обрушения грунта, то описанная задача служит в некоторых случаях
приемлемой моделью камуфлетного подземного взрыва, например, взрыва в скаль-
ных грунтах. В других случаях, эта задача является одним из важных этапов (элемен-
тов) в более сложной модели подземного взрыва и ее решение позволяет оценивать
действие взрыва в “дальней зоне”, на расстояниях, значительно превышающих перво-
начальный размер полости.

Практически во всех существующих постановках данной проблемы с динамиче-
ским расширением полости в упругой среде, когда отсутствуют или пренебрегается
наличием зон пластических деформаций вокруг полости, деформации считаются ма-
лыми и граничные условия с текущей поверхности полости сносятся на ее первона-

УДК 539.3:534.1
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чальное положение в момент возникновения ударной нагрузки от взрыва. Такая по-
становка сильно упрощает задачу, сводя ее к дифференциальному уравнению с посто-
янными коэффициентами. В настоящем исследовании допускается возможность
быстрого расширения полости с большими скоростями, когда краевые условия удо-
влетворяются на подвижной границе полости; снесение их на начальное положение
полости привело бы к значительным ошибкам. Формулировка краевых условий зада-
чи на движущейся границе приводит к необходимости интегрирования дифференци-
ального уравнения второго порядка с переменными коэффициентами. Дж. Ахенбах и
С. Сан [1] нашли приближенное решение этой задачи в случае присутствия большого
параметра в полученном дифференциальном уравнении с переменными коэффици-
ентами, когда возможно использование метода Горна для его интегрирования.

Однако, работа Дж. Ахенбаха и С. Сана содержит ряд существенных недостатков,
которые требуется исправить, ввиду практической важности данной задачи.

1. Рассматривая в качестве основного расчетного примера случай полости, расши-
ряющейся с постоянной скоростью, авторы не заметили, что в этом случае дифферен-
циальное уравнение с переменными коэффициентами, к которому они свели задачу,
является уравнением типа Эйлера, допускающем точное решение.

2. За большой параметр в дифференциальном уравнении принимается размерная
величина, а именно, скорость распространения в среде объемных упругих волн, что
некорректно и не позволяет судить о точности и границах применимости полученного
приближенного решения.

3. Для возможности применения метода Горна необходимо, чтобы введенный нами
ниже безразмерный параметр , равный отношению скорости объемных упругих волн
среды к “приведенной” скорости расширения полости, был хотя бы больше единицы
или, иначе, чтобы скорость расширения полости была меньше половины скорости
объемной упругой волны. Но даже если это условие ( ) выполнено, то, как мы по-
кажем, существует интервал изменения параметра Пуассона среды , примыкающий
к точке  (слабосжимаемые среды), на котором представление решения в форме
метода Горна не справедливо (на этом интервале решение имеет другой аналитиче-
ский вид). Правда при малых скоростях расширения полости этот интервал весьма
мал. Тем не менее из сказанного следует, что решение Дж. Ахенбаха и С. Сана не яв-
ляется полным.

2. Постановка задачи. 2.1. Физические предпосылки. Пусть в начальный момент вре-
мени (t = 0) в неограниченной изотропной упругой среде имеется сферическая по-
лость радиуса . Предполагается, что полость с течением времени расширяется и
имеет в текущий момент времени  радиус  в сферической системе координат
( , , ) с полюсом в центре полости. Рассматривается случай, когда расширяющаяся
граница полости является, подобно фронту волны, геометрической или нематериаль-
ной поверхностью в том смысле, что в разные моменты времени она состоит из раз-
ных физических частиц среды. К границе полости с момента времени t = 0 приложено
равномерное, т.е. не зависящее от координат  и , и переменное по времени давле-
ние . Задача состоит в исследовании возникающих в этом случае динамических
возмущений в среде или, иными словами, в нахождении волн, распространяющихся
по среде от расширяющейся нагруженной полости.

Физическим явлением, описываемым рассматриваемой задачей, служит, напри-
мер, камуфлетный подземный взрыв, когда под действием высокого давления в газо-
образных продуктах взрыва, возникающего при детонации взрывчатого вещества в
объеме , происходит раздавливание и обрушение грунта. Такая ситуация, когда в
результате взрыва образуется расширяющаяся до некоторого предела зона обрушения
(или разрушения), а вне этой зоны сохраняется область чисто упругих деформаций ха-
рактерна для взрывов в скальных грунтах или хрупких средах. При этом в самой упру-
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гой области к расширяющейся полости (зоне разрушения) может примыкать зона, в
которой после прохождения взрывной волны образовались микро- или макротрещи-
ны и дефекты, которые не приводят к макроразрушению. Будем считать также, что
эти трещины и дефекты не изменяют заметно упругие свойства грунта.

Представленная картина последствий подземного взрыва в общем случае для про-
извольных грунтов разумеется не является полной. Достаточно полное и основанное
на экспериментальных данных описание явлений, возникающих при подземных
взрывах, включая ядерные взрывы, можно найти в общирной литературе по данному
вопросу (см., например, обзорные работы [2–5]). Главное отличие результатов этих
исследований от представленной выше картины явления состоит в том, что за обла-
стью обрушения для многих грунтов имеется зона чисто пластических или упругопла-
стических деформаций. Однако, можно избежать решения этой более сложной зада-
чи, пренебрегая существованием пластической зоны, если интересоваться эффектом
подземного взрыва в “дальней зоне”, на расстояниях от места взрыва значительно (на
многие порядки) превышающих ширину пластической зоны. Очевиден и практиче-
ский интерес таких постановок задач в связи с вопросами обнаружения и оценок
мощности подземных взрывов.

Упомянем теперь и другое упрощающее предположение, которое принимается на-
ми в постановке задачи, – это то, что полость считается расширяющейся на бесконеч-
ном промежутке времени. В реальности при расширении полости давление во взрыв-
ных газах падает и при падении его до некоторого значения (своего для каждого типа
грунта) процесс дробления и обрушения грунта прекращается. Тем самым, полость
имеет максимальный размер или максимальный радиус (в предположении сфериче-
ской симметрии процесса). В силу сказанного, давление газов в полости принимает
максимальное значение в начальный момент времени при полной детонации к этому
моменту времени взрывчатого вещества, заложенного в объеме шара радиуса  (тогда
взрывные газы имеют минимально возможный объем), либо максимальное значение
давления достигается очень скоро после взрыва до момента “остановки” полости как,
например, в случае подземных ядерных взрывов [6, 7]. Таким образом, если интересо-
ваться максимальными напряжениями при подземном взрыве в дальней зoне упругой
области, то можно считать полость расширяющейся на всем рассматриваемом проме-
жутке времени. Что касается задачи с полостью, расширяющейся на конечном интер-
вале времени (задачи “с остановкой”), метод ее точного аналитического решения дан
в диссертации Х. Хамиду [8] (более полное и детальное изложение решения этой зада-
чи авторы намереваются опубликовать в скором времени).

2.2. Уравнения, начальные и краевые условия. Считая среду (грунт) линейно упругой,
перейдем к математической формулировке задачи. В этом случае предполагаются ма-
лыми деформации и перемещения (в сравнении, скажем, с первоначальным радиусом
полости ), а также скорости физических частиц (материальных точек) среды (в срав-
нении со скоростью распространения упругой волны от полости). Тогда лагранжевы и
эйлеровы координаты точек среды неразличимы и в выражении ускорения при запи-
си уравнений движения в эйлеровой (пространственной) системе координат можно
пренебречь конвективным членом, то есть считать, что ускорение материальных то-
чек дается, как и в лагранжевых координатах, частной производной вектора скорости
по времени. Что касается скорости нематериальной поверхности разрушения (грани-
цы полости) , то, как было сказано, мы не накладываем на ее величину
никаких ограничений, кроме естественного ограничения, что она должна быть мень-
ше скорости распространения объемных волн в среде: . В то время как в ра-
боте Дж. Ахенбаха и С. Сана [1] эта скорость считается малой, что связано с методом
решения задачи (максимальное значение ее в рассмотренных в [1] примерах составля-
ет ).
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В силу сферической симметрии задачи только одна (радиальная) компонента век-
тора перемещения точек среды отлична от нуля и она есть только функция координа-
ты  и времени , т.е.

(2.1)

Тензор малых деформации в криволинейной системе координат определяется теми
же формулами Коши, что и в декартовой системе координат, только необходимо в них
частные производные по координатам заменить на ковариантные производные (см.,
например, [9], Ch. III); по повторяющимся дважды латинским индексам принято, ес-
ли не оговорено противное, правило суммирования по всем значениям, принимае-
мым индексами):

(2.2)

Здесь (q1, q2, q3) – криволинейные координаты, а величины , называемые символа-
ми Кристоффеля, являются коэффициентами в выражениях производных по коорди-

нате от базисных векторов , т.е. в равенствах . При этом базисные
или координатные вектора в произвольной точке (q1, q2, q3) определяются как произ-

водные радиус-вектора  этой точки по криволинейным координатам, т.е. Gi = .
Не все из этих векторов являются единичными и безразмерными, и потому, не все
компоненты тензора деформаций, определенного формулой (2.2), будут безразмерны-
ми. Чтобы избавиться от этого неудобства, вводят в рассмотрение физические компо-
ненты тензора деформаций (аналогично и других тензоров второго порядка) равен-
ствами   (по индексам i и j не суммировать), где  и  есть квадраты
длин координатных векторов  и  или, иначе, компоненты метрического тензора,
определяемого как скалярное произведение координатных векторов: . Пе-
реход к физическим компонентам тензоров имеет еще и то преимущество, что кова-
риантные и контрвариантные физические компоненты совпадают друг с другом (и
потому, индексы у физических компонент можно всегда писать внизу), однако, есть и
неудобство, связанное с тем, что физические компоненты не образуют тензора, т.е.
они при переходе к новой системе координат не преобразуются по правилам преобра-
зования компонент тензора.

В случае сферической системы координат, пользуясь известными значениями для
символов Кристоффеля и ко- и контрвариантных компонент метрического тензора
(см., например, [10]), получаем из (2.2) следующие выражения для физических компо-
нент тензора деформаций:

(2.3)

Как легко показать, закон Гука, связывающий тензоры напряжений и дефор-
маций и записываемый в декартовой системе координат для изотропной упругой
среды в виде

(2.4)

в котором  и  – постоянные, называемые параметрами Ламе, будет иметь аналогич-
ный вид и в любой криволинейной ортогональной системе координат с заменой еди-
ничного тензора Кронекера  (принимающего значение 1 при i = j и 0 при ) на
метрический тензор Gij криволинейной системы (   ). Отсюда следует, что физи-
ческие компоненты тензора напряжений  и деформаций  (к которым, в силу ука-
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занных выше причин, удобно перейти в криволинейных координатах), связаны ровно
соотношением (2.4). На указанную разницу в написании закона Гука не всегда обра-
щается внимание; так, например, в книге В.Б. Поручикова [11] (с. 8) ошибочно пола-
гается, что соотношение между тензорами напряжений и деформаций в виде (2.4)
справедливо кроме декартовой и в любой ортогональной криволинейной систе-
ме координат.

В нашем случае, когда физические компоненты тензора деформаций определены
формулами (2.3), получаем из закона Гука (2.4), записанного в физических перемен-
ных

(2.5)

В соотношениях закона Гука (2.4), (2.5) величины  и  можно понимать как
компоненты и физические компоненты тензора условных напряжений, когда вектора
внутренних усилий (напряжений), возникающие на элементарных (т.е. бесконечно
малых) координатных площадках в текущем деформированном состоянии, отнесены
к соответствующим площадкам до деформации, поскольку в случае малых деформа-
ций (и малых перемещений) физических частиц эти компоненты мало отличаются от
компонент тензора истинных напряжений, в котором вектора внутренних усилий от-
несены к деформированным площадкам, т.е. к площадкам, на которых эти усилия
возникают.

Дифференциальные уравнения движения (или равновесия) сплошной среды в кри-
волинейных, в частности, сферических эйлеровых координатах, вытекающие из зако-
на сохранения или изменения количества движения любого объема тела и выражен-
ные через физические компоненты тензора напряжений, получены в курсах по меха-
нике сплошной среды и теории упругости (см., например, [12, 13]. Легко проверить,
что при отсутствии массовых сил, наличии сферической симметрии и равенстве нулю
касательных напряжений (2.5), два из этих уравнений тождественно выполнены, а
остающимся является уравнение

(2.6)

где  – плотность среды.
Подставляя в (2.6) выражения (2.5), следующие из закона Гука, приходим для ради-

ального перемещения точек упругого грунта к уравнению

(2.7)

в котором через  обозначена скорость распространения в среде объем-
ных волн.

Уравнение (2.7) решается в области , т.е. во внешности полости переменно-
го радиуса, при нулевых начальных условиях

(2.8)

К уравнению (2.7) и начальным условиям (2.8) необходимо присоединить краевое
условие
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означающее, что на расширяющейся полости задано давление P(t) (знак минус харак-
теризует то обстоятельство, что сила  и внешняя по отношению к области 
нормаль n к границе полости направлены в разные стороны).

Используя выражение для  из закона Гука (2.5), можно переписать краевое усло-
вие в терминах функции перемещения u:

(2.9)

Некоторые авторы [14, 15] сносят краевое условие (2.9) на начальное положение по-
лости , что существенно упрощает задачу в математическом отношении. Одна-
ко, в большинстве случаев при сильных взрывах область разрушения значительна, ра-
диус полости заметно увеличивается и снесение краевого условия на начальное поло-
жение полости может привести к не приемлемым ошибкам.

2.3. Приведение краевой задачи (2.7)–(2.9) к задаче Коши для обыкновенного дифферен-
циального уравнения. Если ввести в рассмотрение потенциал перемещений по формуле

(2.10)

то, как нетрудно видеть, уравнение (2.7) сведется к уравнению сферических волн

(2.11)

Как известно, общее решение волнового уравнения (2.11) дается формулой

(2.12)

в которой произвольные функции f и  являются дважды непрерывно дифференциру-

емыми функциями в случае классического решения (f, ) или дважды кусочно
непрерывно дифференцируемыми функциями, если рассматриваются решения с раз-
рывами (волны).

Если функции  и ,  таковы, что они равны тождественно ну-
лю при отрицательных значениях аргументов , то первое слагаемое в (2.12) есть
волна уходящая на бесконечность, а вторая – идущая из бесконечности. Тогда, в силу
начальных условий (2.8), решение краевой задачи (2.7)–(2.9) должно быть представи-
мо в виде волны, уходящей от полости на бесконечность, т.е. в виде первого слагаемо-
го в (2.12). Выполняя в этом слагаемом сдвиг по времени на величину , чтобы
волна зарождалась на границе полости в тот же момент времени t = 0, с которого дей-
ствует давление , получим решение указанной выше краевой задачи в виде

(2.13)

Подставляя это решение в краевое условие (2.9), приходим после ряда элементар-
ных преобразований к обыкновенному дифференциальному уравнению для неизвест-
ной функции f:

в котором ,  означают производные функции f по аргументу.
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Обозначим в этом уравнении аргумент неизвестной функции через

(2.14)

Поскольку функция , определенная равенством (2.14), есть непрерывная моно-
тонно возрастающая функция , то существует однозначная непрерывная обратная
функция . Тогда, вводя обозначения   и
константу

 (2.15)

перепишем полученное выше уравнение для  в виде

(2.16)

В уравнении (2.16)  (что соответствует моментам времени ) и для выделе-
ния единственного его решения нужно поставить два начальных условия. В работе
Дж. Ахенбаха и С. Сана и многочисленных работах с полостью постоянного радиуса
(когда уравнение подобное (2.16) является уравнением с постоянными коэффициен-
тами) в качестве начальных условий для функции  ставятся однородные условия

(2.17)

ограничиваясь замечанием, что они следуют из нулевых начальных условий (2.8),
означающих, что среда в момент времени t = 0 (и в более ранние моменты времени)
находилась в состоянии покоя. Однако, этот вывод не столь очевиден и требует разъ-
яснений. Для этого от функции f вернемся к функции, имеющей физический смысл,
а именно к функции перемещений точек среды по формуле (2.10), в которую подста-
вим выражение (2.13). Тогда имеем

(2.18)

где .
Заметим, что значению аргумента s = 0 соответствует, в силу определения  в (2.13),

значение функции на фронте волны. Следовательно, условие непрерывности переме-
щений в упругой области при переходе через фронт волны (условие сплошности под-
разумевается), согласно первому начальному условию в (2.8) и (2.18), записывается в
виде

(2.19)

Здесь и далее за  и  принимаются предельные значения этих функций при
, т.е. их значения за фронтом волны; соответствующие значения перед фрон-

том тождественно равны нулю, поскольку перед фронтом среда находится в состоя-
нии покоя (условия (2.8)).

Получим теперь второе начальное условие. Нужно ожидать, что потенциал переме-
щений , а значит и f, более гладкие функции, чем перемещение . Действительно,
равенство (2.10), используя (2.13), можно переписать в виде
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или, интегрируя по s, в виде ( )

(2.20)

При этом, константа интегрирования в (2.20) положена равной нулю, поскольку
потенциал перемещений (2.10) определен с точностью до константы.

Из (2.20) следует, что при s = 0 (на фронте волны) . Объединяя этот резуль-
тат с условием (2.19), получаем, что функция f должна удовлетворять однородным на-
чальным условиям (2.17). Таким образом, краевая задача (2.7)–(2.9) сведена к задаче
Коши (2.16), (2.17) для линейного обыкновенного дифференциального уравнения с
переменными коэффициентами.

3. Точное решение задачи в случае полости, расширяющейся с постоянной скоростью.
3.1. Преобразование уравнения и сведение проблемы к задаче Коши для уравнения с посто-
янными коэффициентами. В уравнении (2.16) перейдем к новой независимой перемен-
ной , задаваемой равенствами

(3.1)

Тогда

и уравнение (2.16) переписывается в виде

(3.2)

Уравнение (3.2) будет уравнением с постоянными коэффициентами, если величина

 есть константа. Последнее имеет место при равномерном расширении

полости (расширении с постоянной скоростью). Действительно, пусть

(3.3)

В этом случае, в силу (2.14),

(3.4)

Следовательно,

(3.5)

Кроме того, когда переменные t, τ и переменный радиус полости a(t) связаны соот-
ношениями (3.3)–(3.5), закон преобразования (3.1) может быть выражен в явном виде.
Для этого первое соотношение из (3.5) подставим во второе равенство в (3.1). Тогда
приходим к равенству
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интегрирование которого дает явное выражение между переменными  и :

(3.6)

Заметим, что здесь константа интегрирования выбрана равной нулю, чтобы значе-
нию τ = 0 соответствовало значение η = 0. Видно также, что  при .

Обозначая правую часть уравнения (3.2) через , выразим ее через переменную
; имеем в соответствии с (3.5) и (3.6)

(3.7)

В частном случае, когда давление в полости постоянно, т.е. ,
 (  – единичная функция Хевисайда, равная 1 при  и 0 при )

(3.8)

Следовательно, при расширении полости с постоянной скоростью уравнение (3.2)
принимает вид

(3.9)

в котором правая часть  определена выражением (3.7) (или (3.8)), а безразмерная

приведенная скорость расширения полости  определена равенством

(3.10)

Наконец, поскольку значению переменной τ = 0 соответствует значение η = 0, то
при переходе к новой независимой переменной начальные условия остаются одно-
родными и совпадают с (2.17). Таким образом, наша задача с полостью, расширяю-
щейся с постоянной скоростью, свелась к задаче Коши (3.9), (2.17) для обыкновенного
линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами.

3.2. Точное решение задачи Коши. Известно (см., например, [16]), что общее решение
 линейного неоднородного уравнения (3.9) легко выписывается, если известна

фундаментальная система решений соответствующего (3.9) однородного уравнения,
состоящего из двух линейно независимых решений  и . Тогда

(3.11)

где через  обозначен вронскиан функций , т.е. определитель (штрих у
функций означает производную по аргументу)

Последнее слагаемое в (3.11) есть частное решение неоднородного уравнения (3.9),
а два первых слагаемых, содержащие произвольные константы D1 и D2, образуют об-
щее решение соответствующего (3.9) однородного уравнения.

τ η

    = = + = −   +    


1

0
η

0 01

1 0 1 0 1

τη ln 1 τ , τ 1
1 ( )τ

V
aa aVd e

V a V a V

→η τ →1 0V
(η)F

η

[ ] { }
  +   = − = − − 

    

1 1

0 0

3 3 η η
0 1 0 0

2
10

τ(η)
(η) τ(η) 1

ρρ

V V
a aa V a aF P e P e

Va

= 0( ) ( )P t P H t
=0 constP ( )H t > 0t < 0t

= −
1

0
3 η

0 0(η)
ρ

V
aa PF e

 ∗+ − + = 
 

2
1 1

ηη 1 η
0 0

'' '(η) (2β ) (η) 2β (η) (η)c cf V f f F
a a

(η)F
∗

1V

∗ ∗= = < < +∞
−

11
1 1

1 1
, 0

1
V cVV V

c V c

(η)f

1(η)f 2(η)f

= + − 
η

1 2
1 1 2 2

1 2 1 20

(η) (η) 1(η) (η) (η) (η') η'
(η') (η') ( (η'), (η'))

f f
f D f D f F d

f f W f f

1 2( , )W f f { }1 2,f f

=
1 2

1 2
1 2

( , )
' '

f f
W f f

f f



109ДЕЙСТВИЕ ПОДЗЕМНОГО ВЗРЫВА

Легко показать, что решение (3.11) удовлетворяет нулевым начальным условиям
(2.17) когда . Следовательно, последнее слагаемое в (3.11) является реше-
нием сформулированной в предыдущем пункте задачи Коши. Для явного выражения
этого решения найдем фундаментальную систему решений  уравнения (3.9) с
нулевой правой частью.

Вид функций  и  зависит от корней характеристического уравнения

(3.12)

Корни уравнения (3.12) даются формулой

(3.13)

где обозначено

(3.14)

В зависимости от значения величины Δ имеем случаи, когда корни (3.13) являются
комплексными и сопряженными (Δ < 0), оба корня совпадают и являются действи-
тельными (Δ = 0) и случай двух различных действительных корней (Δ > 0).

Соответствующие этим корням фундаментальные решения имеют следующий вид
( ):

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Подставляя найденные фундаментальные системы решений (3.15)–(3.17) в (3.11) и
проводя элементарные вычисления, получаем решение исходной задачи Коши в каж-
дом из возникающих здесь случаев, а именно

(3.18)

(3.19)

(3.20)

В формулы (3.18)–(3.20) необходимо подставить значение правой части уравнения
(3.9), выраженное формулой (3.7) при произвольном давлении на поверхности поло-
сти и (3.8), если это давление постоянно.

Условия наличия разных типов корней характеристического уравнения и различ-
ного представления решения задачи Коши, выраженные выше через равенство нулю
или знак величины , полезно представить в виде условий на величину скорости рас-
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ширения полости. Подставляя в (3.14) выражение (3.10) для  и затем (2.15) для ,
легко установить эквивалентность следующих неравенств:

(3.21)

где

(3.22)

На рис. 1 представлен график функции , задаваемой формулой (3.22), в
зависимости от коэффициента Пуассона грунта , изменяющегося на интервале от
нуля до 0.5. Графиком является кривая, проходящая через точки  0.82
и . Если относительная скорость расширения полости принадлежит об-
ласти под кривой , то имеется два комлексно-сопряженных корня характеристи-
ческого уравнения (3.12), в точках самой кривой имеется один кратный действитель-
ный корень этого уравнения и в точках области между кривой  и горизонтальной
прямой , определяющей предельное значение скорости расширения полости,
существуют два различных действительных корня уравнения (3.12). Как видно из рис.
1, неверно считать, что при малых отношениях  имеются только комплексные
корни: при коэффициенте Пуассона среды  близких к 0.5 (слабо сжимаемые среды) и
при малых значениях  существуют действительные корни уравнения (3.12). Отме-
тим здесь сразу же, что в силу особенности использованного метода, Дж. Ахенбах и
С. Сан [1] при приближенном рассмотрении данной задачи смогли выписать только
решение, соответствующее комплексным корням. Потому полученное ими решение
не является полным даже для малых значений . Это обстоятельство тем более важ-
но, поскольку динамический коэффициент Пуассона (при вибрациях) для песчаных и

∗
1V β

< < = = > >
1 1 1

(a) Δ 0 ~ (ν), (b) Δ 0 ~ (ν), (c) Δ 0 ~ (ν)V V Vg g g
c c c

−+     − − − −= ≡ + ⋅ + +    − − − −+ +     

12(β 2β) 1 2ν 1 2ν 1 2ν 1 2ν(ν) 2 2 1 2 2
1 ν 1 ν 1 ν 1 ν1 2(β 2β)

g

=1 (ν)V c g
ν

= − ≈(0) 2( 2 1)g
=(0.5) 0g 1V c

(ν)g

(ν)g
=1 1V c

1V c
ν

1V c

1V c

Рис. 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
v

0.2

0.4

0.6

0.8

V/
c 1

1.0

DD

g(v)



111ДЕЙСТВИЕ ПОДЗЕМНОГО ВЗРЫВА

глинистых грунтов оказывается несколько большим, чем при статических испытаниях
и для глинистых грунтов он может принимать значения из интервала  ([17],
с. 354).

Чтобы найти окончательную форму решений необходимо в формулы (3.18)–(3.20)
подставить выражение (3.7) (или (3.8)) для правой части  и вернуться от перемен-
ной  и функции  к переменной s и функции (потенциалу перемещений среды)

, определенными формулами (2.13).

В некоторых частных случаях задания закона изменения давления P(t) на границе
полости интегралы в (3.18)–(3.20) вычисляются в конечном виде, что приводит к про-
стым аналитическим решениям, удобным для исследования. Имея ввиду сравнение
точного решения с приближенным решением Дж. Ахенбаха и С. Сана [1], ниже мы
получим окончательную форму решения для случая, когда давление P(t) в полости яв-
ляется постоянным, т.е. . Тогда правая часть в уравнении (3.9) , входящая
в решения (3.18)–(3.20), определена формулой (3.8). Подставляя это выражение для

 в (3.18) и интегрируя, получаем в области (а), определенной в (3.21),

(3.23)

Используя формулы (3.14), введем обозначения

(3.24)

Возвращаясь теперь в решении (3.23) от переменной  к переменной τ по формуле
(3.6), а затем и к переменной s и потенциалу перемещений , определенными соотно-
шениями (2.13), имеем окончательно

(3.25)

Заметим здесь же, что в случае полости постоянного радиуса (V = 0) корни характе-
ристического уравнения (3.12) являются комплексно сопряженными и преобразова-
ние (3.6) является тождественным, т.е.  при  .

Следовательно, решение задачи с полостью постоянного радиуса получается непо-
средственно из решения (3.23), полагая в нем  и . В результате приходим к
известному результату [18] (  такое же, как и в (3.24)).
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Таким же образом, вычисляя интегралы, входящие в решения (3.19), (3.20) при
, определяемом выражением (3.8), получаем в замкнутой форме решения и для

случаев (b) и (с) из (3.21), а именно

(3.26)

(3.27)

4. О приближенном решении задачи по методу Горна. Сравнение с точным решением.
4.1. Преобразование уравнения к виду, пригодному для применения схемы Горна, недо-
статки метода. Дж. Ахенбах и С. Сан [1] также, используя автомодельность, сводят
проблему о динамическом расширении сферической полости в упругой среде к задаче
Коши для уравнения (2.16) при начальных условиях (2.17). Однако, решение послед-
ней предлагается искать путем, отличным от предложенного нами в п. 3. Этот путь со-
стоит в переходе в уравнении (2.16) к новой неизвестной функции , определяемой
преобразованием

(4.1)

Здесь и далее, если обозначения работы Дж. Ахенбаха и С. Сана не совпадают с на-
шими, то они заменены на обозначения, принятые в настоящей работе. Напомним,
что переменная τ определена равенством (2.14) и что 

В результате перехода к новой неизвестной функции по формуле (4.1) уравнение
(2.16) сводится к следующему

(4.2)

Проблема состоит в нахождении фундаментальной системы решений однородного
уравнения (4.2), с правой частью равной нулю. Когда эта система решений найдена,
решение задачи Коши для неоднородного уравнения (4.2) выписывается так, как ука-
зано выше в п. 3.2 (формулой (3.11)).

Целью преобразования уравнения (2.16) к виду (4.2) является использование для его
решения метода асимптотического интегрирования, предложенного Горном [19] и по-
лучившего дальнейшее развитие в ряде статей [20] и монографии [21]. Как следует из
этих работ, метод применим к уравнениям типа (4.2) без правой части, когда коэффи-
циент при  (выражение в квадратных скобках) содержит большой параметр  и
имеет форму

(4.3)
Дж. Ахенбах и С. Сан приняли в своей работе за большой параметр скорость рас-

пространения объемных волн c1. Формально это приводит в данной задаче к правиль-
ному результату (в области  рис. 1, как будет установлено ниже), однако, принятие за
большой параметр размерной величины не является корректным и не выявляет обла-
сти применимости метода.

Хотя безразмерный параметр  (который при определенных условиях может рас-
сматриваться как большой) может быть введен строго и при произвольном законе рас-
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ширения полости, мы ограничимся случаем полости, расширяющейся с постоянной
скоростью, когда имеется возможность сравнения приближенных результатов, полу-
чаемых по методу большого параметра с точным решением, представленным в преды-
дущих разделах.

В случае линейно расширяющейся полости в уравнении (4.2) нужно положить

(4.4)

в силу соотношений (3.3)–(3.5). Тогда, выполняя в уравнении (4.2) замену ,

,  приводим однородное уравнение (4.2) к виду

(4.5)

В этом месте, прежде всего, отметим следующее. Хотя авторы работы [1] рассмотре-
ли подробно случай линейного расширения полости в качестве основного примера на
приложение метода Горна, они, однако, не заметили, что соответствующее линейно-
му расширению однородное уравнение (4.5) (которое в работе [1] не выписано) явля-
ется уравнением типа Эйлера, допускающим точное решение (см., например, [22],
часть 2, уравнение 2.148). Кроме того, из вида коэффициента перед  в уравнении
(4.5) следует, что большой параметр при расширении полости с постоянной скоро-
стью может быть введен строго как отношение

(4.6)

т.е. как отношение скорости распространения объемных волн в грунте к приведенной
скорости расширения полости (4.4), вместо некорректного принятия за большой па-
раметр размерной скорости распространения упругих волн c1. Это позволило бы опре-
делить область применимости приближенного метода, о чем Дж. Ахенбах и С. Сан ни-
чего не смогли сказать в своей работе. При введении большого параметра формулой
(4.6), коэффициент при w записывается в виде

(4.7)

имеющим форму (4.3) с  и уравнение (4.5) подпадает под тип, к которому можно
применить метод Горна (при ). Однако использование данного метода в нашей
задаче имеет следующие ограничения, которые заслуживают быть отмеченными.

1. Точное решение уравнения (4.5) имеет (три) различные формы в случаях, когда

(4.8)

Эти формы как раз соответствуют решениям (3.15)–(3.17), полученным в п. 3 в слу-
чаях комплексных и действительных корней характеристического уравнения, а усло-
вия (4.8) совпадают с условиями существования таких корней. Между тем метод
Горна позволяет выписать только решение, соответствующее случаю (a) из (4.8),
что и выполнено в работе [1]. Однако, сколь бы большим ни был параметр h, в си-
лу определения функции  формулой (4.7), существует, хотя и весьма малая,
левая полуокрестность точки , в которой  и на левой границе ко-
торой  = 1/4; на рис. 2, где изображены функции ,  и  на-
званная окрестность определяется интервалами, на которых графики этих функций
лежат ниже пунктирной прямой. На этих интервалах и в их левых концах решение
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имеет другие представления и метод Горна не применим (т.е. решения (3.26), (3.27)
не могут быть получены по методу Горна).

2. В области, где решение в форме метода Горна правомерно (т.е. там, где функция
 принимает значения большие, чем 0.25), использование метода ограничено

другим условием, а именно требованием, что параметр h должен быть большим или,
по крайней мере, большим единицы. Таким образом, метод Горна применим и при-
ближенное решение Дж. Ахенбаха и С. Сана для полости, расширяющейся с постоян-
ной скоростью, справедливо, когда  и  определены точками заштрихованной на
рис. 1 области .

Имея ввиду эти ограничения, изложим в краткой форме способ получения реше-
ния и приведем полученный в [1] результат для линейного расширения полости. Ре-
шение уравнения (4.5) с коэффициентом при , определенным формулой (4.7) и со-
держащим большой параметр , в методе Горна разыскивается в форме [21]

(4.9)

Подстановка представления (4.9) в уравнение (4.5) и приравнивание членов при
одинаковых степенях , приводит к уравнениям для неизвестных функций, содержа-
щихся в этом представлении. В частности, приравнивание коэффициентов при h2 и 
дает следующие уравнения для первого приближения с Ψ = 1:

(4.10)
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Уравнение (4.11) есть линейное уравнение относительно . Интегрируя это уравне-
ние с учетом алгебраического уравнения (4.10) для  и подставляя результат в (4.9),
получаем общее решение уравнения (4.5) в первом приближении

(4.12)

где  и  определены в (4.10) и (4.11).
Находя теперь, пользуясь (4.11), общее решение неоднородного уравнения (4.2)

(так же, как и в п. 3) и константы ,  из однородных начальных условий, приходим
в случае постоянного давления на границе полости к результату Дж. Ахенбаха и С. Са-
на [1], который в наших обозначениях имеет вид

(4.13)

Все величины здесь имеют те же значения, что и в полученном в п. 3 точном реше-
нии (3.25), а через B1 обозначена величина

(4.14)

4.2. Сравнение приближенного решения с точным. Как видно, приближенное выраже-
ние (4.13) для потенциала перемещений, полученное по методу Горна, отличается в
области его справедливости D (рис. 1) от точного решения (3.25) только тем, что в него
входит величина , определенная формулой (4.14), вместо  в точном решении.

При сравнении точного и приближенного решений примем для коэффициента
Пуассона грунта численное значение ; тогда параметры  и , от которых зави-
сят константы в уравнениях (3.25) и (4.13), принимают численные значения

(4.15)

Близость приближенного и точного решений демонстрируют графики радиальных
и окружных напряжений, представленные на рис. 3, 4. Напряжения вычисляются в
точке с координатой  по формулам (2.5), (2.10) путем вполне элементар-
ных, но довольно длинных выкладок, и даны как функции от аргумента :

где  есть безразмерное время, отнесенное к времени прохождения

первоначального радиуса полости объемной упругой волной и отсчитываемое от мо-

мента времени  прибытия волны в точку  до момента  по-

глощения этой точки фронтом разрушения (расширяющейся полостью).
Изображенные на рис. 3, 4 графики радиальных и окружных напряжений относятся

к значению параметра h = 1 (или , ), т.е. к случаю, когда h не являет-
ся большим параметром и формально метод Горна не применим. При этом, сплош-
ные линии соответствуют точному решению, а штриховые – приближенному. Тот
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факт, что даже в этом случае приближенное решение весьма близко к точному объяс-
няется тем, что, согласно формулам (3.24) и (4.14),  и  служит приближением

для Φ, если  или . Последнее условие приводит к тому, что для чис-
ленных значений параметров (4.15) близость решений, на самом деле, имеет место при

 или при  в силу определения (4.6), а не только когда  и

≈ 1B B �Φ

<2β α 1h > 2β αh

> ≈0.7h < ≈1 0.58V c <1 0.5V c
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метод Горна применим (рис. 1). Как показывают расчеты, для больших значений па-
раметра h решения в напряжениях еще меньше отличаются друг от друга.

Работа является частью материала, доложенного на семинаре “Лаборатории проч-
ности и разрушения материалов и конструкций” в Институте проблем механики РАН
и семинаре по “Механике деформируемого твердого тела” в Институте механики
Московского университета. Авторы выражают благодарность участникам этих семи-
наров, в особенности академику РАН Горячевой И.Г., профессору Шифрину Е.И. и
профессору Тарлаковскому Д.В. за полезные замечания.
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Разработан метод решения краевой задачи релаксации остаточных напряжений в
поверхностно упрочненном сплошном цилиндре в условиях ползучести при жестко
зафиксированных первоначально заданных осевой деформации и угле закручива-
ния, включающий феноменологическую методику реконструкции напряженно-де-
формированного состояния после упрочнения и его кинетику на фоне релаксации
осевой нагрузки и крутящего момента вследствие ползучести. В качестве иллюстра-
ции метода рассмотрен цилиндрический образец из сплава ЖС6КП после пневмо-
дробеструйной обработки. Выполнено детальное исследование релаксации остаточ-
ных напряжений для различных комбинаций первоначально заданных и зафиксиро-
ванных осевой и угловой деформаций при температуре 900°C. Приведены
результаты сравнительного анализа полученных данных с данными по релаксации
остаточных напряжений в условиях чисто температурного нагружения при отсут-
ствии механических нагрузок.

Ключевые слова: остаточные напряжения, поверхностное пластическое упрочение,
сплошной цилиндрический образец, первоначальные осевые и угловые деформации,
жесткое защемление, ползучесть, релаксация
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Введение. Поверхностное упрочнение деталей, являющееся штатной технологией в
авиадвигателестроении, энергетическом машиностроении, самолетостроении и дру-
гих отраслях, является одним из методов повышения показателей надежности изде-
лий (предела сопротивления усталости, износостойкости, микротвердости и других
характеристик). Положительное влияние поверхностного пластического деформиро-
вания связывают с созданием в тонком приповерхностном слое сжимающих остаточ-
ных напряжений (ОН), с которыми и связывают повышение ресурса упрочненных де-
талей по сравнению с неупрочненными. Это показано в необозримом количестве пуб-
ликаций отечественных и зарубежных исследователей, например, в [1–4] и многих
других.

Одной из важных задач является реконструкция напряженно-деформированного
состояния после процедуры упрочнения, поскольку эта информация является решаю-
щей при разработке методов решения краевых задач для упрочненных элементов кон-
струкций в условиях ползучести. Различные экспериментальные методы примени-
тельно к цилиндрическим и призматическим деталям позволяют определить распре-

УДК 539.376:539.4.014.13
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деление лишь одной или двух компонент тензора ОН по глубине упрочненного
слоя [2], но не позволяют установить распределение компонент тензора остаточных
пластических деформаций (ПД).

Развитие теоретических методов реконструкции полей ОН и ПД на основе непо-
средственного моделирования конкретного технологического процесса, в первую оче-
редь, связано с появлением мощных вычислительных комплексов, что и стимулиро-
вало появление ряда работ, в которых рассмотрено решение контактных динамиче-
ских и квазистатических упругопластических задач [5–7]. Однако учесть в полном
объеме все параметры технологий упрочнения поверхности деталей практически не-
возможно. Поэтому полученные результаты носят преимущественно качественный
характер.

Второй важной проблемой является оценка кинетики наведенных остаточных на-
пряжений в поле температурно-силовых (эксплуатационных) нагрузок, поскольку
вследствие деформации ползучести происходит релаксация ОН. Как следствие, воз-
никает необходимость разработки методов решения краевых задач с начальным на-
пряженно-деформированным состоянием в условиях ползучести. Анализ публикаций
свидетельствует, что данная тематика находится в стадии становления и развивается в
основном в научной школе Самарского государственного технического университета
при участии авторов настоящей статьи. Выделим здесь работу [8], в которой реализо-
ван метод решения краевой задачи релаксации ОН в упрочненном цилиндре при дей-
ствии растягивающей осевой нагрузки и крутящего момента. Однако в прикладных
исследованиях возникают задачи и другого рода, когда поверхностно упрочненные
стержни в начальный момент получают осевые и окружные деформации, которые в
дальнейшем жестко фиксируются. Техническим примером такого режима эксплуата-
ции являются бандажированные рабочие лопатки компрессора и турбины авиацион-
ного двигателя (разумеется, с более сложной геометрической конструкцией). В связи
с вышеизложенным целью настоящей работы является обобщение метода, предло-
женного в [8], на случай релаксации ОН в сплошном поверхностно упрочненном ци-
линдрическом образце в условиях ползучести при жестких (зафиксированных) огра-
ничениях на линейные и угловые деформации.

1. Постановка задачи. Рассматривается сплошной цилиндрический образец радиуса
R, в поверхностном слое которого методом поверхностного пластического деформи-
рования наведены ОН и ПД при нормальной (“комнатной”) температуре . На
первом этапе решается обратная краевая задача реконструкции полей ОН и ПД по ча-
стично известной (экспериментальной) информации об одной или двух (в зависимо-
сти от технологии упрочнения) компонентах тензора ОН. Далее происходит измене-
ние температуры до рабочей ; прикладываются осевая растягивающая
нагрузка F0 и крутящий момент M0, приводящие к линейной однородной осевой и уг-
ловой деформациям (соответственно), которые в дальнейшем жестко фиксируются.
Затем решается краевая задача о релаксации усилий  ( ) и 
( , на фоне которой происходит релаксация ОН в приповерхностном слое
цилиндра вследствие ползучести материала. Рассматривается осесимметричная по-
становка в цилиндрической системе координат , поэтому все компоненты тен-
зоров напряжений и деформаций зависят лишь от координаты .

2. Реконструкция напряженно-деформированного состояния в сплошном цилиндре по-
сле процедуры упрочнения. Первый этап решения поставленной задачи состоит в ре-

конструкции полей ОН и ПД после упрочнения. Обозначим через , ,  ради-
альную, окружную и осевую компоненты тензора ОН, а через , ,  соответствую-
щие компоненты тензора ПД. Для определения ОН и ПД воспользуемся
феноменологическим методом [9], исходной информацией для которого в зависимо-
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сти от технологии упрочнения являются одна ( ) или две (  и ) эксперимен-
тально определенные эпюры ОН по глубине упрочненного слоя.

Как и для любой обратной краевой задачи, необходимо ввести ряд ограничений на
компоненты тензоров ОН и ПД для получения единственного решения. В данном ме-
тоде вводятся следующие гипотезы: 1) недиагональные компоненты тензоров ОН и
ПД на порядок и более меньше (по модулю) нормальных компонент [10], поэтому ими
можно пренебречь; 2) осевая и окружная компоненты тензора ПД пропорциональны:

, где α – феноменологический параметр анизотропии упрочнения [9];
3) в области сжатия материала вторичные пластические деформации отсутствуют. То-
гда для компонент тензоров ОН и ПД справедливы следующие соотношения [9]:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

где E0 – модуль Юнга материала при температуре упрочнения T0, μ – коэффициент
Пуассона.

Искомые компоненты тензоров ОН и ПД в поверхностно упрочненном сплошном
цилиндре определяются в следующей последовательности:

(2.6)

здесь над стрелками указаны номера формул, по которым рассчитываются соответ-
ствующие величины.

Исходной информацией для применения схемы (2.6) являются зависимость для

окружной компоненты тензора остаточных напряжений  и параметр ани-
зотропии упрочнения α.

Экспериментальными методами распределение компоненты  можно
определить лишь в тонком поверхностном слое. Для получения непрерывных полей
ОН и ПД по схеме (2.6) эту информацию необходимо экстраполировать на всю об-
ласть интегрирования . Для этого предлагается следующая аппроксимация:

(2.7)

где , , h*, b – параметры, подлежащие определению.
Методика идентификации параметра α также изложена в работе [9], причем для ме-
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 практически совпадают, а для методов анизотропного упрочнения (об-
катка роликом, алмазное выглаживание и др.) параметр α ≠ 1 и наблюдается суще-
ственное различие эпюр осевой и окружной компонент тензора ОН в упрочненном
слое [9].

3. Определение характеристик напряженно-деформированного состояния в поверх-
ностно упрочненном сплошном цилиндре при температурно-силовом нагружении. Вначале
рассмотрим режим температурного нагружения цилиндрического образца с темпера-
туры при упрочнении T0 (как правило, “комнатная” температура), при которой мо-
дуль Юнга материала равен E0, до температуры “эксплуатации” , при кото-
рой в материале развиваются деформации ползучести и которой соответствует значе-
ние модуля Юнга .

Предполагая, что при температурном нагружении дополнительных пластических
деформаций не возникает, а, следовательно, величина  не зависит от темпе-
ратуры, запишем соотношение (2.2) для момента полного прогрева образца до темпе-
ратуры T1 в виде

(3.1)

Соотношение (3.1) по форме будет аналогично (2.2), если все эпюры ОН после про-
цедуры упрочнения умножить на коэффициент E1/E0. Таким образом, получаем рас-
пределения ОН при температуре T1. Отметим, что температурные деформации здесь
не учитываются, поскольку мы условно считаем, что прогрев образца выполнился
мгновенно, а однородное температурное поле приводит лишь к объемному измене-
нию геометрии образца и не влияет на напряженное состояние.

Теперь рассмотрим нагружение упрочненного цилиндра в момент времени  = 0 + 0
осевой силой F0 и крутящим моментом M0. Предполагается, что при повторной на-
грузке цилиндрического образца (после упрочнения) его материал находится в упру-
гой области. При этом происходит ступенчатое изменение осевого и касательного на-
пряжений на величину “рабочих” напряжений, возникающих за счет внешних нагру-
зок, и напряженное состояние задается соотношениями:

(3.2)
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инерции сечения относительно оси цилиндра, G1 – модуль сдвига материала при тем-
пературе T1.

Для описания процесса релаксации остаточных напряжений, осевой силы и крутя-
щего момента необходимо решить краевую задачу ползучести поверхностно упроч-
ненного цилиндра при температуре T1 в режиме жесткого ограничения на осевую де-
формацию и угол поворота с начальным напряженно-деформированным состоянием,
определяемым напряжениями (3.2) и деформациями (3.3).

4. Методика решения краевой задачи ползучести поверхностно упрочненного сплошно-
го цилиндра, нагруженного осевой силой и крутящим моментом, в режиме жесткого огра-
ничения на линейные и угловые деформации. Опишем процесс релаксации остаточных
напряжений, осевой силы  и крутящего момента  в процессе ползу-
чести поверхностно упрочненного сплошного цилиндра в режиме жесткого нагруже-
ния, когда заданы полная осевая деформация  и от-
носительный угол закручивания . Постановка соответ-
ствующей краевой задачи ползучести включает в себя следующие соотношения:

– уравнения равновесия:

(4.1)

(4.2)

(4.3)

– уравнение совместности деформаций:

(4.4)

– гипотеза плоских сечений:

(4.5)

– гипотеза прямых радиусов:

(4.6)

где ;
– краевые условия:

(4.7)

Поскольку время t входит в соотношения (4.1)–(4.7) параметрически, здесь и в
дальнейшем для производных компонент тензоров напряжений и деформаций по r
используется оператор полной производной.

Опишем процесс релаксации остаточных напряжений вследствие ползучести при
температуре . Запишем соотношения для компонент тензора полных деформа-
ций в виде
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где ez, , er,  – компоненты тензора упругих деформаций; pz, , pr,  – компоненты
тензора деформаций ползучести. При этом в начальный момент времени компоненты
тензора деформаций ползучести равны нулю для всех :

Задача сводится к разрешению системы (4.8), (4.9) относительно компонент тензо-
ра напряжений.

Запишем закон Гука для упругих деформаций:

(4.10)

(4.11)

где .
Подставляя (4.5) и (4.10) при i = z в соотношение (4.8) при i = z, находим зависи-

мость для осевой компоненты тензора напряжений:

(4.12)

Применяя далее методику работы [8], в которой реализован метод решения краевой
задачи релаксации ОН в упрочненном цилиндре при действии растягивающей осевой
нагрузки и крутящего момента, с использованием (4.1), (4.4), (4.5), (4.12) в системе
уравнений (4.8), (4.9) последовательно исключаются компоненты тензора напряже-
ний  и . В итоге получаем неоднородное дифференциальное уравнение второго
порядка относительно :

(4.13)

с правой частью

Решение уравнения (4.13) при граничных условиях (4.7) записывается следующим
образом:

При известном  из уравнения (4.1) находим зависимость для окружной компо-
ненты тензора напряжений:

Зная величины  и  можно определить  по формуле (4.12) и далее – значение
F(t) из уравнения (4.2).

Подставляя (4.11) в соотношение (4.9) с учетом (4.6), получаем распределение каса-
тельной компоненты тензора напряжений:

после чего определяем величину M(t) из соотношения (4.3).
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5. Результаты расчетов и их анализ. В модельных расчетах использовались цилин-
дрические образцы из сплава ЖС6КП радиуса  мм (r ∈ [0, 3.76] мм), упроч-
ненные пневмодробеструйной обработкой поверхности, которая является штатной
технологией упрочнения деталей из этого сплава, например, в двигателестроении.

В расчетах полагалось , ,  МПа,  МПа,
μ = 0.3. В качестве исходной информации использовались экспериментальные дан-

ные для компоненты  в поверхностном слое, приведенные в работе [8]. При
пневмодробеструйной обработке поверхности коэффициент анизотропии упрочне-
ния α = 1 и эпюры для окружных и осевых ОН близки. Поэтому для идентификации
параметров аппроксимации (2.7) в первом приближении использовались эксперимен-
тальные данные для осевой компоненты тензора ОН (точки на рис. 1). Затем парамет-
ры ,  и b в (2.7) варьировались, и для каждого набора значений реализовывался
алгоритм (2.6) до достижения минимума функционала среднеквадратического откло-

нения расчетных данных для  от экспериментальных значений. В результате полу-

чены следующие значения параметров аппроксимации (2.7) для :  МПа,
 МПа и  × 10–2 мм. Величина h* = 0 изначально, поскольку

 только в случае, если экстремум зависимости  находится не на по-
верхности, а в подповерхностном слое [9]. На рис. 1 сплошной линией показана зави-

симость для  (МПа).

Для моделирования процесса релаксации ОН и усилий  и  ис-
пользовалась теория установившейся ползучести:

(5.1)

где S – интенсивность напряжений; c, m – константы материала. Для сплава ЖС6КП

при температуре  имеем [8]:  (МПа)–m ч–1, .
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Отметим, что задача ползучести решалась численно известным методом – “шагами
по времени” [8], при этом соотношения (5.1) интегрировались по методу Эйлера.

Расчеты выполнены при различных комбинациях первоначальных растягивающей
нагрузки  и закручивающего момента M0. На рис. 2 приведена типичная картина ре-
лаксации осевого усилия  (  ч) при фиксированном значении пер-
воначального угла закручивания моментом  Н · мм. Сплошные линии 1, 2,
3 соответствуют значениям  при первоначальных значениях ,
8882.9} Н соответственно.

На рис. 3 в качестве иллюстрации результатов расчетов сплошными линиями при-
ведено типичное распределение  (МПа) при  Н, 
Н·мм в различные моменты времени. Цифра 1 соответствует исходному состоянию
после упрочнения ( ), цифра 2 – температурному нагружению, цифра 3 – си-
ловому нагружению ( ), цифры 4 и 5 – моментам времени t = 20 ч и t = 100 ч
соответственно. Здесь же штриховыми линиями показано распределение этой же
компоненты тензора ОН в условиях чистой термоэкспозиции при .

На рис. 4 сплошными линиями приведены зависимости для напряжения (R, t)
(МПа) на поверхности цилиндра после температурно-силового нагружения при

 ч (цифры 1, 2, 3 соответствуют режимам нагружения на рис. 2). Здесь же
для сравнения штриховой линией показана зависимость для этого же напряжения в
условиях термоэкспозиции (чисто температурное нагружение при ,  и

). Отметим, что для окружной компоненты происходит ступенчатое изме-
нение ее величины лишь вследствие изменения температуры, а при приложении
внешних силовых возмущений ступенчатого изменения  не происходит, в
отличие от компоненты .

Детально выполненное параметрическое исследование задачи релаксации ОН ,
,  показало несущественное влияние первоначально заданных (и жестко зафикси-
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рованных) упругих осевой и угловой деформаций на кинетику всех компонент тензо-
ра ОН.

Выводы. Разработана методика решения краевых задач релаксации ОН в поверх-
ностно упрочненных сплошных цилиндрах в условиях ползучести с начальным на-
пряженно-деформированным состоянием (НДС), вызванным заданными (и жестко
зафиксированными) осевой и угловой деформациями. Анализ модельных расчетов
для упрочненных образцов из сплава ЖС6КП при  показал несущественное
влияние первоначального НДС на процесс релаксации ОН по отношению к случаю
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чистой термоэкспозиции, что является позитивным фактором в прикладном плане с
точки зрения инженерной практики, например, в авиадвигателестроении, где поверх-
ностное пластическое упрочнение является штатной технологической операцией.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-
ект № 19-19-00062).
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Рассматривается механическая система с двумя вращательными степенями свободы.
Математическая модель представлена в форме динамической системы четвертого
порядка. Предложен численно-аналитический итерационный метод поиска близких
к периодическим решений, соответствующих режимам авторотации механической
системы. В качестве нулевого приближения используются неподвижные точки (в
том числе седла) системы, усредненной по двум углам. На каждой итерации числен-
но строятся периодические решения двух вспомогательных подсистем с использова-
нием подхода, родственного методу Андронова–Понтрягина. При условии сходи-
мости метода получается набор периодических функций, которые предположитель-
но приближенно описывают близкие к периодическим траектории, в частности,
квазипериодические. Обсуждаются условия применимости подхода. Предложенный
метод проиллюстрирован на примере отыскания авторотационных режимов двух
взаимодействующих роторов Савониуса.

Ключевые слова: усреднение по двум углам, метод Андронова–Понтрягина, числен-
но-аналитический метод, квазипериодическое решение, авторотация, тело в потоке
среды
DOI: 10.31857/S0572329921030065

1. Введение. Рассмотрим автономную механическую систему с двумя вращательны-
ми степенями свободы. В частности, такие системы возникают при моделировании
двухроторных ветроэнергетических установок. Существенную фундаментальную и
прикладную значимость имеет описание установившихся движений таких систем.

Пусть требуется найти режимы движения, при которых по обеим угловым коорди-
натам происходит авторотация. Под авторотацией будем подразумевать режим движе-
ния, на котором обе угловые скорости сколь угодно долго не меняют знак (для систе-
мы с одной степенью свободы термин “авторотация” введен, например, в [1]).

Рассмотрим случай, когда обе угловые координаты явно входят в уравнения движе-
ния. Соответствующая автономная динамическая система имеет четвертый порядок.
Режимам авторотации могут отвечать периодические, а также близкие к периодиче-
ским решения динамической системы.

Для поиска периодических решений можно принять за новое время одну из угло-
вых координат и рассмотреть задачу поиска периодического (по этой координате) ре-
шения неавтономной динамической системы. Тогда в случае наличия соответствую-
щего малого параметра можно использовать классический метод усреднения [2]. Если

УДК 531.36
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же малый параметр отсутствует, можно использовать, например, обобщение [3] мето-
да усреднения [2] или другие методы поиска периодических решений неавтономных
динамических систем: метод пристрелки с применением прямого численного инте-
грирования, проекционные методы, методы, основанные на продолжении по пара-
метру решений порождающей системы, и другие подходы [4–8].

В данной работе остановимся на задаче поиска режимов авторотации, которым от-
вечают не периодические, а в некотором смысле близкие к периодическим, например,
квазипериодические решения динамической системы. Если при этом обе угловые
скорости можно считать медленными переменными, а углы – быстрыми, то есте-
ственно в качестве первого приближения для авторотаций рассмотреть неподвижные
точки системы, усредненной по двум углам (как, например, в [9] для задачи о враще-
нии тела в среде). Тем самым, на первом этапе задача сводится к рассмотрению “по-
рождающей системы”, в которой обе координаты циклические. Подробно такой под-
ход описан в работах [2, 10–14].

При отсутствии малого параметра можно попытаться использовать неподвижные
точки “порождающей” системы, чтобы при помощи численно-аналитических мето-
дов искать установившиеся решения полной системы “вблизи” таких точек. На прак-
тике этот подход хорошо работает для многих задач. Например, в работе [15] он реали-
зован на основе продолжения по параметру и метода сечений Пуанкаре. При этом об-
наружены не только аттракторы, но и такие квазипериодические решения, которые
соответствуют седловым точкам усредненной системы и не являются притягивающи-
ми ни в прямом, ни в обратном времени.

Отметим, что систематизированный анализ методов поиска квазипериодических
решений и описание соответствующих исторических фактов приведены в [16]. При
этом выделены такие направления, как метод спектрального баланса [17, 18], который
расширяет метод гармонического баланса (Фурье–Галеркина); метод обобщенных се-
чений Пуанкаре [19]; подходы, опирающиеся на вычисление инвариантных торов, в
том числе метод ускоренной сходимости [20, 21], непрерывная по Липшицу аппрок-
симация нормального расслоения [22], естественная параметризация [16, 23]. Помимо
этого можно привести примеры относительно новых подходов: метод гармонического
баланса с переменными коэффициентами [24]; комбинация метода гармонического
баланса и продолжения по длине дуги [25]; комплексификация c выделением быстрой
и медленной компонент и усреднением [26], продолжение по параметру порождаю-
щего решения усредненной системы [15], комбинаторно-топологический анализ [27],
численные алгоритмы построения седловых инвариантных торов [28].

В настоящей работе предлагается метод поиска близкого к периодическому реше-
ния, “порожденного” неподвижной точкой усредненной системы, но при этом ис-
пользуется не численное продолжение по параметру, а процедура, сочетающая усред-
нение и итерационный алгоритм построения периодических решений, предложен-
ный в [29]. Наличие малого параметра не предполагается. В результате применения
метода формируется набор торов в фазовом пространстве; около каждого такого тора
можно ожидать существования близкой к периодической траектории.

Метод отличается простотой численной реализации по сравнению с перечислен-
ными выше подходами. Но при этом он применим только к системам определенного
вида.

Рассматривается пример применения предложенной методики для отыскания ав-
торотаций в модели ветроэнергетической установки, состоящей из двух соосных рото-
ров Савониуса. При этом для описания зависимости аэродинамического момента,
действующего на ротор Савониуса, от угла поворота ротора используется функция,
построенная на основе аппроксимации экспериментальных данных [30]. Найдены
приближения для режимов авторотации ветротурбины. Дана оценка скорости сходи-
мости метода.
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2. Постановка задачи. Рассматривается автономная неконсервативная механиче-
ская система с двумя вращательными степенями свободы. Пусть в безразмерных пере-
менных динамика системы описывается уравнениями следующего вида (точкой обо-
значена производная по безразмерному времени):

(2.1)

Здесь ϕi – обобщенные координаты (углы),  – соответствующие обобщенные ско-
рости (угловые скорости);  – параметр, характеризующий инерционные свойства,
который рассматривается как бифуркационный параметр модели и не предполагается
малым. Все функции в правой части -периодические по переменным ϕi. Дополни-
тельно предположим, что  при .

Уравнения вида (2.1) возникают, например, в некоторых задачах ветроэнергетики.
Одна из таких задач будет рассмотрена подробно далее в примере реализации метода.

Задача состоит в том, чтобы приближенно описать посредством периодических
функций те траектории системы (2.1), которые в некотором смысле близки к периоди-
ческим, например, являются квазипериодическими. Будем рассматривать систему
(2.1) в области  фазового пространства, где ,  –
некоторые положительные значения. Случаи, когда обе или одна из переменных ωi
отрицательны, можно рассмотреть аналогично. Близким к периодическим траектори-
ям, расположенным в области G, отвечают авторотации механической системы.

Будем искать траектории близкие к периодическим, но не являющиеся периодиче-
скими.

3. Система нулевого приближения. Рассмотрим вспомогательную усредненную си-
стему вида:

(3.1)

Здесь  отвечают переменным ωi системы (2.1). Функции  и  – усред-
ненные по соответствующим углам слагаемые правой части системы (2.1).

Отметим, что, по крайней мере, при  можно установить соответствие между
поведением переменных ωi в системе (2.1) и переменных  в системе (3.1). При 
в области  оба угла ϕi являются быстрыми переменными, а безразмерные угловые
скорости ωi – медленными. Формальное усреднение по быстрым переменным (без
учета влияния резонансов) приводит к системе (3.1). Более того, и в окрестности резо-
нансного соотношения частот усреднение тоже приводит к системе (3.1). Это легко
показать, следуя методике, описанной в [10, 13]: в окрестности резонанса можно вве-
сти дополнительную медленную переменную и усреднить систему по единственной
быстрой переменной ([2]), при этом потребуется использовать то, что каждое слагае-
мое в правой части системы (2.1) зависит не более чем от одной из переменных .
В работе [31] приведены соответствующие выкладки для частного случая системы (2.1).

В силу вышесказанного для системы (2.1) при  и начальных условиях из обла-
сти  вид усредненной системы вдали от резонансов и вблизи резонансов совпадает с
(3.1). Следовательно, если для системы (2.1) выполнены условия теоремы [10], то на
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интервале времени порядка a–1 отличие между решением  системы (2.1) и реше-
нием  системы (3.1) с аналогичными начальными условиями имеет порядок a.

Вопрос о соответствии между решениями систем (2.1) и (3.1) на бесконечном ин-
тервале времени в общем случае остается открытым. Однако естественно рассмотреть
неподвижные точки системы (3.1) в качестве нулевого приближения для периодиче-
ских и близких к периодическим траекторий системы (2.1). Например, подобный под-
ход используется в работах [9, 15].

4. Описание метода построения приближенного решения. Предложим метод построе-
ния приближения для близкого к периодическому решения  си-
стемы (2.1), если такое решение существует.

Метод состоит из трех этапов:
1) построение вспомогательных систем, отыскание -периодических по ϕi траек-

торий этих систем;
2) выбор тех периодических траекторий вспомогательных систем, которым могут

соответствовать близкие к периодическим решения системы (2.1);
3) проверка наличия соответствия между найденными периодическими траекто-

риями вспомогательных систем и близкими к периодическим траекториями
системы (2.1).

Опишем каждый этап подробно.
4.1. Вспомогательные системы и их периодические траектории. Рассмотрим вспомо-

гательную систему вида:

(4.1)

Здесь значение  – константа (параметр). Система (4.1) относится к классу, рас-
смотренному в [29]. При изменении параметра  происходит поворот векторного по-
ля системы (4.1) (используем определение поворота поля, данное в [1, 32]). Будем рас-
сматривать различные начальные значения  переменной , лежащие на отрезке

.
Для заданного значения  будем искать такое значение , при кото-

ром система (4.1) имеет -периодическую по  траекторию , проходящую
через точку , . В силу свойств поворота векторного поля такое значение

, если существует, единственно. Для отыскания  можно восполь-
зоваться разнообразными методами (в том числе методом стрельбы, методом гармо-
нического баланса, методом [3]). В настоящей работе используем метод [29], который
основан на построении последовательности “порождающих” гамильтоновых систем.
На нулевой итерации метода [29] приближение для  задается следующим обра-
зом:

На каждой итерации алгоритма [29] приближение для значения  определя-
ется как явная функция от . Если для некоторых  не удалось построить 
(не сошелся итерационный процесс, примененный для поиска), то при таких значе-
ниях аргумента функция  не определена.

В результате выполнения итерационной процедуры [29] для каждого , при кото-
ром найдена , будет построена соответствующая -периодическая по углу 
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траектория  системы (4.1). Вычислим среднее по времени за период значе-
ние переменной  вдоль этой траектории (отметим, что это значение в общем случае
отличается от среднего по углу):

Итак, пусть на отрезке  построены функции  и  (возмож-
но, не везде определены). Рассмотрим на плоскости  кривую Γ1 =
= , , заданную параметрически. В силу свойств по-
ворота векторного поля кривую  можно представить в виде некоторой явной функ-
ции , при этом каждому значению аргумента  отвечает не более одного
значения  (доказательство аналогично утверждению из [33]).

Аналогично рассмотрим различные начальные значения  переменной
. Построим функции  и , вводя для переменных  и  систему, ана-

логичную (4.1), и используя для нее метод [29]. На плоскости  эти функции за-
дают параметрически кривую , которая мо-
жет быть описана явной однозначной функцией .

4.2. Выбор “особых” траекторий. Каждая точка  пересечения кривых  и ,
полученных в результате решения подзадачи, определяет пару :

(4.2)

Пусть значения  удовлетворяют системе (4.2). Тогда можно ожидать, что в
системе (2.1) существует близкая к периодической траектория ,
проекции которой на плоскости  расположены в окрестностях кривых

.

Рассмотрим некоторую пару , для которой определены функции ,

 и при этом точка  не является общей точкой кривых  и  (при
 это означает, что точка  не является неподвижной точкой системы

(3.1)). Можно ожидать, что в системе (2.1) отсутствует близкая к периодической траек-
тория, на которой средние по времени значения переменных  и  равны  и .
Это предположение основано на том, что соответствующее значение  приво-
дит во вспомогательной системе вида (4.1) к росту/убыванию среднего значения 
переменной .

Замечание 1. Предложенный алгоритм не предназначен для отыскания периодиче-
ских траекторий системы (2.1), поскольку учитывает только усредненные перевязки
между уравнениями без учета согласованного изменения фазовых координат, свой-
ственного периодическим решениям.

Замечание 2. Отметим, что в случае  алгоритм [29] сводится только к нулевой
итерации, которая представляет собой не что иное, как применение метода Андроно-
ва–Понтрягина [1, 34]. В результате при  получаем: ,  и
аналогично для . Таким образом, в случае  кривая  представляет собой кри-
вую, на которой обращается в нуль правая часть -го уравнения системы (3.1). Тем са-
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мым, при  предложенный алгоритм сводится к поиску неподвижных точек си-
стемы (3.1).

Замечание 3. Пусть в точке  определены значения производных α1 =
= , . Если выполнено , , , то будем условно

называть такую точку  “притягивающим узлом”. При , , 
будем условно называть такую точку  “неустойчивым узлом” (замена времени
 на  делает эту точку “притягивающим узлом”). При  будем условно назы-

вать точку  “седлом”. В случае  таким точкам отвечают неподвижные
точки системы (3.1), в прямом смысле являющиеся точками соответствующих типов.
Нетрудно показать, что неподвижные точки типа центра и фокуса в системе (3.1) от-
сутствуют.

4.3. Этап проверки. Пусть построены траектории  систем вида (4.1). Про-
верим численно, существует ли в системе (2.1) притягивающее близкое к периодиче-
скому решение, проекции которого на фазовые плоскости расположены в окрестно-

стях кривых . Выполним прямое численное интегрирование системы (2.1) с
начальными условиями ,  на относительно большом интервале вре-
мени T. Проверим, остаются ли проекции решения вблизи кривых .

Для проверки наличия в системе (2.1) близкой к периодической траектории, притя-
гивающей в обратном времени, можно выполнить аналогичную процедуру, заменив в
системе (2.1) время t на .

Отметим, что особый интерес представляет вопрос о решениях, “порожденных”
седловыми точками усредненной системы (подобно [15]). Естественно предположить,
что в полной системе соответствующее близкое к периодическому решение, если су-
ществует, не является притягивающим ни в прямом, ни в обратном времени. Непо-
средственно наблюдать такое решение при численном интегрировании полной систе-
мы в общем случае не представляется возможным. В данной работе используем следу-
ющий подход: если для пары  не обнаружена соответствующая ей близкая к
периодической траектория системы (2.1), притягивающая в прямом/обратном време-
ни, то проверим, проходит ли в окрестности тора  граница меж-
ду областями притяжения различных аттракторов. Для этого выполним прямое чис-
ленное интегрирование системы (2.1) с различными начальными условиями, располо-
женными в окрестности кривых .

5. Пример применения алгоритма (поиск авторотаций ветротурбины). Проиллюстри-
руем возможности предложенного алгоритма на примере задачи отыскания авторота-
ций ветротурбины, состоящей из двух соосных роторов Савониуса. Математическая
модель такой системы построена по аналогии с моделями [35–39] для однороторных
ветроэнергетических устройств и моделями [31, 40] для двухроторных ветротурбин
других типов.

5.1. Описание механической системы, уравнения движения. Рассмотрим механиче-
скую систему, которая состоит из двух вертикально-осевых роторов Савониуса. Схема
системы представлена на рис. 1. Валы роторов соосны. Лопасти ориентированы так,
чтобы воздействие потока поддерживало вращение роторов в противоположных на-
правлениях. Система помещена в поток воздуха постоянной скорости V. На оси одно-
го ротора Савониуса жестко закреплен статор электрогенератора ветроустановки, на
оси другого – ротор того же электрогенератора. Генератор подключен к локальной
электрической цепи с внешним сопротивлением R.

Ось вращения роторов обозначим Oz. Положительные направления отсчета углов
 и  поворота роторов выберем противоположными друг другу в соответствии с
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ожидаемыми направлениями вращения роторов. Оба угла отсчитываются от направ-
ления скорости V ветра, как показано на рис. 1.

Будем считать, что геометрические размеры и форма роторов одинаковы. Радиус
каждого ротора обозначим r. Пусть  и  – моменты инерции роторов относительно
оси Oz.

Будем считать, что аэродинамическое воздействие на каждый из роторов определя-
ется текущими значениями угла поворота и угловой скорости этого ротора и не зави-
сит напрямую от характеристик движения другого ротора. Аэродинамический момент

 (i = 1, 2), действующий на ротор Савониуса, будем описывать при помощи подхода
[39], основанного на квазистатической модели:

Здесь  – плотность воздуха, S – площадь, ометаемая ротором,  – быстроход-
ность ротора (безразмерная угловая скорость). Функция  – безразмерный
коэффициент аэродинамического момента, -периодический по переменной . Эта
функция может быть идентифицирована по экспериментальным данным. Соответ-
ствующие эксперименты были проведены в НИИ механики МГУ. Результаты экспе-
риментов описаны и проанализированы в статье [30], где построена кусочно-гладкая
аппроксимация для функции  аэродинамического момента в широком диа-
пазоне . В настоящей статье для того, чтобы избежать необходимости работать с ку-
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сочно-гладкими (хотя и непрерывными) функциями, упростим аппроксимационные
формулы. Построим гладкую функцию, которая может быть использована для при-
ближенного описания аэродинамического момента при :

Электромагнитные процессы в генераторе приводят к тому, что на его ротор и ста-
тор действуют равные по величине противоположно направленные моменты. Величи-
на  каждого из этих моментов описывается следующим выражением (следуя моде-
ли [36]):

Здесь K – коэффициент электромеханического взаимодействия,  – внутреннее
сопротивление генератора (положительные константы, определяемые характеристи-
ками генератора).

Введем безразмерное время  и запишем уравнения движения системы в
безразмерной форме (точкой обозначена производная по безразмерному времени):

(5.1)

Уравнения движения имеют форму системы (2.1). В данном примере f1 =
= , , , . Отметим, что при физи-
чески осмысленных значениях параметров выполнено a < 1. Параметр b характеризует
внешнюю электрическую нагрузку в цепи генератора.

Если значение p близко к единице, то можно ожидать проявления эффектов син-
хронизации, поскольку при p = 1 система состоит из двух идентичных подсистем.
Предложенный метод не предназначен для описания таких эффектов, для этого суще-
ствуют специальные подходы (например, [41]). Для иллюстрации работы метода поло-
жим p = 0.8.

5.2. Анализ системы нулевого приближения. Система (3.1) нулевого приближения
имеет в данной задаче вид:

(5.2)

График функции  усредненного аэродинамического момента приведен на
рис. 2; точки соответствуют экспериментальным данным для ротора радиуса  м
при скоростях ветра 6 и 8 м/с [30].

У системы (5.2) для каждой неподвижной точки  существует симметричная
ей: . Таким образом, достаточно описать неподвижные точки, в которых

. Зависимости  при  представлены на рис. 3. Пунктиром
обозначены семейства седловых точек, сплошной кривой – семейство устойчивых уз-
лов. Черным цветом обозначено семейство неподвижных точек, для которых .
Серым цветом – семейство, на котором . Для него существует симметричное
семейство с .
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При  у системы (5.2) есть только одна неподвижная точка в области  > 0}, и
это седло с . При уменьшении параметра b до значения  0.2611
происходит бифуркация: седло распадается на три неподвижные точки: устойчивый
узел с  и два седла. Эти седла на плоскости  расположены сим-
метрично друг другу относительно прямой . При  существуют три
неподвижные точки в области . При уменьшении параметра b до значения  обе
седловые точки выходят из области  (для одной из них обращается в нуль , для
симметричной ей: ).

При  у системы (5.2) в области  есть единственная неподвижная точ-
ка – седло с  – и, соответственно, отсутствуют циклы, расположен-
ные целиком в . Таким образом, при таком b и достаточно малом a можно ожидать,
что у системы (5.1) нет аттракторов в области, где  положительны и отделены от ну-
ля.

5.3. Поиск авторотаций при конечных значениях a. Далее будем рассматривать систе-
му (5.1) при . Применим предложенный итерационный метод. Начнем с рас-
смотрения относительно небольших конечных значений параметра a. При  по-
лучаем одну точку  пересечения кривых  и  на плоскости : ,

= 0.48. В этом случае для определения  с точностью до второго знака после запя-
той достаточно одной итерации метода [29], применяемого на этапе построения пери-
одических траекторий вспомогательных систем (п. 4.1). Найденная точка “седловая”
(в терминах Замечания 3). Численное интегрирование (этап проверки п. 4.3)
системы (5.1) показывает, что при небольших отклонениях начальных значе-
ний  от  в ту или иную сторону реализуется один из двух сценариев: или

 значительно возрастает, при этом  убывает до нуля, или наоборот. Продолжать
численное интегрирование в области, где угловая скорость хотя бы одной турбины от-
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рицательна, нецелесообразно, поскольку используемая функция аэродинамического
момента хорошо согласуется с экспериментальными данными только в области

.
При увеличении параметра a возникают и начинают “расходиться” друг от друга

еще две точки  и  пересечения кривых  и . Эти “дополнительные” точки появ-
ляются при  около точки ; при этом точка  примерно описывается
координатами (0.36, 0.50).

Рассмотрим подробно случай . В этом случае на плоскости  есть три
точки :  – “седло”,  – “устойчивый узел”,  =
= (0.50, 0.37) – “седло” (для получения этих значений выполнено 10 итераций на эта-
пе поиска периодических решений вспомогательных систем). Здесь и далее одинаково
обозначены точки, которые непрерывно переходят друг в друга при изменении пара-
метра a.

Для точки  =  на рис. 4 черным показаны проекции на плоскость
 найденного приближения  для близкой к периодической траекто-

рии. Прямое численное интегрирование системы (5.1) с начальными условиями
,  показывает наличие аттрактора “близкого к периодическому”,

проекции которого на соответствующие плоскости показаны на рис. 4 серым цветом.
Из рис. 4 видно, что при  = (0.46, 0.42) построенные итерационным мето-

дом кривые  позволяют достаточно точно описать местоположение аттрак-
тора, который представляет собой близкую к периодической траекторию.

Несоизмеримость значений  приводит к тому, что на плоскости 
близкое к периодическому решение “заполняет” единичный квадрат.

Отметим, что при ,  поведение решений системы (5.2) и перемен-
ных  полной системы (5.1) принципиально отличается: в последней существует ат-

ω >{ 0}i

2P 3P Γ1 Γ2

≈ 0.3a (0.47,0.40) 1P

= 0.5a Ω Ω1 2( , )
Ω Ω1 2* *( , ) =1 (0.36,0.51)P =2 (0.46,0.42)P 3P

Ω Ω1 2* *( , ) (0.46,0.42)
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трактор, не имеющий аналога в системе (5.2). Этот аттрактор удается найти и описать
предложенным методом.

Рассмотрим поведение системы (5.1) в окрестности тора , со-
ответствующего “седловой” точке  пересечения кривых  и , “ана-
лог” которой отсутствует в системе (5.2). На рис. 5 показаны зависимости , полу-
ченные путем прямого численного интегрирования системы (5.1) методом Рунге–

Кутты с начальными условиями ,  (кривые ) и с начальными

условиями , ,  (кривые ).

С течением времени решение  системы (5.1), представлен-

ное на рис. 5 кривыми , выходит на близкое к периодическому решение, соответ-

ствующее точке  (оно было рассмотрено выше). Решение ,

изображенное кривыми , пересекает гиперплоскость . Далее расчет не про-
водился, поскольку вне области  правая часть системы (5.1) не задана. При
численном интегрировании в обратном времени в окрестности тора, отвечающего
“седловой” точке , были обнаружены начальные условия, при которых обе угловые
скорости неограниченно возрастают, а также начальные условия, при которых обе уг-
ловые скорости убывают к нулю. Таким образом, в указанной окрестности проходит
граница областей притяжения различных аттракторов системы (5.1) и в прямом, и в
обратном времени.

При увеличении параметра a точки  и  сближаются и при  исчезают око-
ло точки (0.42, 0.45) (когда координаты точки  примерно равны (0.50, 0.38)).

6. Обсуждение результатов. При помощи предложенного метода описаны близкие к
периодическим траектории системы (5.1). В том числе не только решения, которые
при уменьшении параметра a непрерывно переходят в неподвижные точки системы
(5.2), но и “дополнительные” решения – такие, которые при уменьшении параметра a
разрушаются, сливаясь друг с другом.

Отметим, что ряд известных методов поиска квазипериодических траекторий (на-
пример, [15]) основан на продолжении по параметру решений, порожденных непо-
движными точками усредненной системы. Наличие/введение нескольких параметров

ω ϕ ω × ω ϕ ω� �

1 1 10 2 2 20* *( ; ) ( ; )
=3 (0.50,0.37)P Γ1 Γ2

ω ( )i t

ϕ =(0) 0i ω = ω 0*(0)i i ω1( )i t

ϕ =(0) 0i ω = ω +1 10(0) 0.002* ω = ω −2 20(0) 0.002* ω2( )i t

ϕ ϕ ω ω1 1 1 1
1 2 1 2( ( ), ( ), ( ), ( ))t t t t

ω1( )i t

2P ϕ ϕ ω ω2 2 2 2
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(в рассмотренном примере: a и b) позволяет организовать продолжение по парамет-
рам так, чтобы отследить эволюцию “дополнительных” близких к периодическим
траекторий. Так, например, в [15] помимо параметра, аналогичного a, используются
еще два параметра.

Возникновение “дополнительных” близких к периодическим траекторий при уве-
личении параметра a можно рассматривать в контексте эволюции диаграммы  с
ростом параметра a. Так, в представленном примере траектории, возникающие в слу-
чае  при , можно рассматривать как “продолжение” по параметрам a и
b неподвижных точек усредненной системы (5.2), существующих при меньших значе-
ниях b: . Отметим, что при  “дополнительные” траектории обнару-
жены не были.

Диапазон значений параметров a и b, при которых обнаружен “дополнительный”
аттрактор рассмотренной системы, очень узкий. Тем не менее, предложенный метод
позволил его отыскать.

Помимо возможности описания “дополнительных” решений, к преимуществам
предложенного метода можно отнести то, что он не зависит от свойств притяжения
искомого решения. В частности, он позволяет выявлять траектории, являющиеся ат-
тракторами (в прямом или обратном времени), а также порожденные седловыми точ-
ками усредненной системы кривые, расположенные вблизи границы областей притя-
жения различных аттракторов. Более того, метод, в отличие от прямого численного
интегрирования, не использует область притяжения аттракторов. В частности трудо-
емкость предложенного алгоритма не зависит от того, содержит ли область притяже-
ния неподвижные точки системы.

Предложенный метод можно распространить на системы более общего вида, чем
(2.1). Для этого на этапе построения вспомогательных систем можно ввести дополни-
тельные слагаемые, отвечающие за поворот векторного поля, в методе [29]. Однако
это обобщение выходит за рамки данной работы. Помимо этого, среди путей развития
предложенного метода можно выделить создание алгоритма для поиска автоколеба-
ний в системах вида (2.1), а также режимов, при которых по одному из углов происхо-
дит ротация, а по другому углу – колебания. В этом случае на начальном этапе алго-
ритма (п. 4.1) можно применить итерационные методы поиска автоколебаний, пред-
ложенные в работах [42, 43].

Ω*( )i b

= 0.262b ≈ 0.3a

< 0.261b ≥ 0.264b

Рис. 5
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Возможно развитие метода в направлении отыскания режимов, которым на плос-
кости  усредненных скоростей отвечают не точки, а замкнутые кривые.

7. Заключение. Для механических систем с двумя угловыми координатами предло-
жен метод отыскания авторотаций, основанный на усреднении и применении итера-
ционной процедуры [29].

Метод родственен подходам, использующим в качестве нулевого приближения для
режимов авторотации неподвижные точки системы, усредненной по двум углам.

Приведен пример применения метода к математической модели двухроторной вет-
ротурбины Савониуса. Описаны некоторые тенденции эволюции режимов авторота-
ции при изменении параметров модели. В частности, обнаружен аттрактор, которому
не отвечает ни одна неподвижная точка усредненной системы. Помимо этого, постро-
ены кривые, расположенные вблизи границы областей притяжения различных ат-
тракторов. Такие кривые можно взять за основу при построении границы областей
притяжения аттракторов методом продолжения по начальным условиям.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ: гранты № 18-31-20029,
19-31-90073.
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В статье предлагается новая интерпретация основной геометрической концепции
общей теории относительности, согласно которой гравитация ассоциируется не с
кривизной порождаемого ей риманова пространства, а с деформациями этого про-
странства. При такой формулировке линеаризованные уравнения общей теории от-
носительности для пустого пространства оказываются аналогичными уравнениям
совместности деформаций линейной теории упругости. Существенно, что операто-
ры уравнений, соответствующих этим двум теориям, обладают одним и тем же свой-
ством – их дивергенция тождественно равна нулю. В теории относительности это
свойство уравнений порождает одну из основных проблем теории – система уравне-
ний, описывающих гравитационное поле, оказывается неполной, так как обраще-
ние в нуль дивергенции операторов этих уравнений снижает число взаимно незави-
симых уравнений поля, которое оказывается меньше числа неизвестных компонен-
тов метрического тензора. Общая форма уравнений, которыми следует дополнить
уравнения поля для получения полной системы, в общей теории относительности до
настоящего времени неизвестна. Однако в теории упругости такие уравнения из-
вестны – это уравнения равновесия, представляющие собой равенство нулю дивер-
генции тензора напряжений, линейно связанного с тензором деформаций. Предла-
гается использовать отмеченную аналогию для получения уравнений, дополняющих
уравнения поля в общей теории относительности. В качестве приложения рассмат-
ривается задача со сферической симметрией. Полученное решение не совпадает с
известным решением Шварцшильда. Оно не является сингулярным и определяет
критический радиус, составляющий 2/3 гравитационного радиуса.
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метричная задача
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1. Введение – уравнения общей теории относительности. В настоящей работе общая
теория относительности (ОТО) рассматривается как феноменологическая теория, ос-
нованная на изотропной и однородной модели среды, не учитывающей ее возможную
внутреннюю структуру. В рамках этой модели задача общей теории относительности
заключается в определении метрического тензора, входящего в метрическую форму

(1.1)= =2 ( , 1, 2, 3, 4)i j
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четырехмерного риманова пространства, моделирующего среду, из системы уравне-
ний, связывающей тензор Эйнштейна  c тензором энергии-импульса 

(1.2)

Здесь тензор

(1.3)

выражается через тензор кривизны Риччи  ( ). В уравнение (1.2) входит гра-
витационная постоянная ОТО

(1.4)

выражающаяся через классическую гравитационную постоянную  и скорость света c.
Согласно законам сохранения, дивергенция материального тензора  равна нулю.
В силу соотношения (1.2) аналогичным свойством обладает и тензор Эйнштейна,
то есть

(1.5)

Для пустого пространства (вне источника гравитации)  и уравнение (1.2)
принимает вид

(1.6)

Десять уравнений (1.6) включают в качестве неизвестных десять компонентов мет-
рического тензора . Однако в силу того, что операторы  связаны четырьмя урав-
нениями (1.5), из этих десяти уравнений только шесть являются взаимно независимы-
ми. Проблема неполноты системы (1.6) известна и широко обсуждается в литературе
по ОТО [1–6]. Систему (1.6) предлагается дополнить так называемыми координатны-
ми условиями. В частности, известны гармонические координатные условия [3], на-
кладываемые на метрический тензор

(1.7)

где d – определитель метрического тензора. Несмотря на наличие математического
обоснования существования решения уравнений ОТО, дополненных условиями (1.7)
[7] и полученного решения внешней сферически симметричной задачи [8], широкого
признания условия (1.7) в качестве дополнительных уравнений к уравнениям (1.6)
не получили. При решении конкретных задач число неизвестных, как правило, при-
водится к числу уравнений (1.6) приравниванием части компонентов метрического
тензора соответствующим компонентам тензора для эвклидова пространства.

В настоящей работе предлагается новая форма дополнительных уравнений, следу-
ющая из аналогии между уравнениями теории упругости и линеаризованными урав-
нениями ОТО. Предварительно вводится новая геометрическая интерпретация грави-
тации в рамках ОТО. Согласно традиционной интерпретации ОТО, гравитация ассо-
циируется с кривизной риманова пространства. Однако для пространств с
размерностью больше двух кривизна пространства не имеет физического содержания.
Вводятся деформации пространства как разности между метрическими коэффициен-
тами, соответствующими риманову пространству, порождаемого гравитацией, и ис-
ходного евклидова пространства. Таким образом, считается, что гравитация вызывает
деформации пространства, которые представляются более наглядными чем кривиз-
ны.
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2. Линеаризованные уравнения ОТО. Рассмотрим линеаризованную задачу статики
для пустого пространства, отнесенного к декартовым координатам  Вводя деформа-
ции по Коши и считая их малыми, запишем компоненты метрического тензора для
риманова пространства

(2.1)

Подставляя равенства (2.1) в уравнения (1.6) и осуществляя линеаризацию по де-
формациям, получим следующие уравнения для гравитационного поля:

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Здесь символ  обозначает круговую перестановку индексов. В соответствие с
уравнениями (1.5), шесть операторов уравнений (2.2) и (2.3) удовлетворяют уравнени-
ям

(2.5)

Как и в общем случае, только три уравнения из шести уравнений (2.2) и (2.3) являются
взаимно независимыми, что не позволяет найти деформации.

3. Уравнения теории упругости. В теории упругости деформации  ( ) удо-
влетворяют следующим шести уравнениям совместности деформаций, обеспечиваю-
щим непрерывность деформированного пространства:

(3.1)

(3.2)

Непосредственной проверкой можно установить, что операторы уравнений (3.1) и
(3.2) удовлетворяют уравнению аналогичному уравнению (2.5), то есть

(3.3)

Таким образом, в силу уравнений (3.3) только три из шести уравнений (3.1) и (3.2),
включающих шесть упругих деформаций, являются взаимно независимыми. Однако в
теории упругости, в отличие от ОТО, уравнения, которыми следует дополнить уравне-
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ния (3.1) и (3.2), для получения физически обусловленного решения известны. Этими
уравнениями являются уравнения равновесия, которые имеют вид

(3.4)

Напряжения σij связаны с упругими деформациями законом Гука. Рассматривая
изотропный материал с модулем сдвига G и равным нулю коэффициентом Пуассона,
имеем

(3.5)

Подставляя равенства (3.5) в уравнения (3.4), получим

(3.6)

Заметим, что это уравнение совпадает с уравнением (3.3), которому удовлетворяют
операторы уравнений (3.1) и (3.2). В теории упругости доказываются теоремы суще-
ствования и единственности решения системы (3.1), (3.2) и (3.6) [9].

Установим аналогию между уравнениями ОТО и теории упругости. Сопоставляя
уравнения (2.2), (2.3) и уравнения (3.1), (3.2), можно заключить, что уравнения ОТО
формально совпадают с уравнениями теории упругости, если принять в уравнениях
(3.1) и (3.2)

(3.7)

Подставляя равенства (3.7) в уравнения (3.6), получим

(3.8)

Этими уравнениями и предлагается дополнить уравнения ОТО (2.2)–(2.4). Уста-
новленная аналогия используется далее для решения сферически симметричной зада-
чи ОТО, которая допускает точное решение.

4. Сферически симметричная задача. Рассмотрим изотропное твердое сплошное
сферическое тело (далее – сфера) с радиусом R и с постоянной плотностью , отне-
сенное к сферическим координатам , , . Радиальная и кольцевая деформации сфе-
ры связаны с радиальным перемещением известными соотношениями

(4.1)

Из геометрического вывода этих соотношений следует, что они справедливы при
любых величинах перемещения и деформаций. Исключая перемещение из равенств
(4.1), получим уравнение совместности деформаций

(4.2)

где . В теории упругости уравнение (4.2) решается совместно с уравне-
нием равновесия

(4.3)
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в котором  и  – радиальные и кольцевые напряжения. Для материала с нулевым

коэффициентом Пуассона имеем  где  – модуль упругости. Таким обра-
зом, уравнение (4.3) принимает вид

(4.4)

Это уравнение аналогично уравнению (3.6).

Рассмотрим статическую задачу ОТО. В сферических координатах метрическая
форма (1.1) имеет вид

(4.5)

где t – время, а коэффициенты g, ρ, h зависят только от радиальной координаты. Для
пустого пространства, окружающего сферу ( ), уравнения гравитационного
поля (1.6) записываются следующим образом [2]:

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Здесь используются смешанные компоненты тензоров так как для сферически сим-
метричной задачи они совпадают с физическими компонентами. Индекс “ ” соответ-
ствует наружному пространству. Найдем решение уравнений (4.6)–(4.8) [10]. Уравне-
ние (4.8) можно преобразовать следующим образом:

и его общее решение имеет вид

Подставляя это решение в уравнение (4.6) и интегрируя, получим

Постоянные интегрирования  и  определяются из асимптотических условий, со-
гласно которым при  полученное решение должно совпадать с решением, сле-
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дующим из теории Ньютона [1]. Полагая, что  получим  и
, где

(4.9)

– так называемый гравитационный радиус, который зависит от массы шара  и клас-
сической гравитационной постоянной . Окончательно имеем

(4.10)

Подставив решение (4.10) в уравнение (4.7), можно убедиться в том, что оно тожде-
ственно удовлетворяется при любой функции . Таким образом, для продолжения
решения необходимо еще одно уравнение. Для получения этого уравнения воспользу-
емся аналогией, которая обсуждается в разделе 3. Введем деформации пространства,
порождаемые гравитацией, представив метрические коэффициенты в виде

(4.11)

где  – деформация времени. Из уравнений (4.10) следует, что

(4.12)

Подставляя равенства (4.11), получим

(4.13)

Это уравнение совпадает с уравнением совместности деформаций (4.2) если ввести
условные деформации

(4.14)

Как следует из теории упругости, для получения физически обусловленного решения
к уравнению (4.12) следует добавить уравнение (4.4), которое с учетом равенств (4.14)
принимает вид

Используя равенства (4.11), исключим из этого уравнения деформации. В результа-
те получим

Отсюда с учетом уравнения (4.12) имеем

(4.15)

Решение этого уравнения имеет вид

Из асимптотического условия при  найдем . Коэффициенты  и 
определяются из равенств (4.10). Вводя безразмерные переменные

(4.16)
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и новую постоянную , окончательно получим

(4.17)

При  это решение совпадает с решением Шварцшильда

(4.18)

полученным при координатном условии  [2]. Особенностью этого решения явля-
ется наличие радиуса  при котором  обращается в бесконечность и который
называется радиусом горизонта событий черной дыры. В отличие от решения (4.17),
решение (4.18) не содержит постоянной интегрирования и определяет геометрию
внешнего пространства независимо от решения уравнений ОТО для внутренней обла-
сти шара. Это связано с условием , при котором уравнение (4.8), имеющее вто-
рой порядок, вырождается в уравнение первого порядка. Решение этого уравнения
содержит только одну произвольную постоянную, которая определяется из асимпто-
тического условия при . Деформации пространства, соответствующие решению
Шварцшильда, определяются из равенств (4.11) и имеют вид

Отсюда следует, что кольцевая деформация отсутствует, а радиальная деформация
при  оказывается бесконечно большой и пространство теряет непрерывность.

Постоянная C в решении (4.17) определяется из граничного условия на поверхности
сферы. С этой целью получим решение для внутреннего пространства сферы
( ). Для сплошного твердого сферического тела уравнения поля (1.2), (1.3)
имеют вид [10]

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Индекс “i” соответствует внутреннему пространству. Напряжения удовлетворяют
уравнению, следующему из уравнений (1.2) и (1.5), то есть

(4.22)

В силу уравнения (4.22), которому тождественно удовлетворяют операторы, запи-
санные в левых частях уравнений (4.19)–(4.21), только два из этих уравнений являют-
ся линейно независимыми. Таким образом, как и для внешнего пространства, для
трех метрических коэффициентов имеется только два уравнения, т.е. система являет-
ся неполной. Более того, для двух напряжений имеется только одно уравнение (4.22).
Недостающее уравнение для напряжений получено в работе [11]. Однако для опреде-
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ления метрических коэффициентов напряжений не требуется, поэтому продолжим
анализ. Уравнение (4.21) можно привести к виду [10]

Для постоянной плотности  его общее решение можно записать следующим обра-
зом:

Здесь следует принять , так как в противном случае метрический коэффици-
ент оказывается сингулярным в центре сферы независимо от ее размера и уровня гра-
витации. В результате имеем

(4.23)

Введем деформации пространства в соответствие с равенствами (4.11).
Тогда из равенства (4.23) получим

Это уравнение приводится к уравнению совместности деформаций (4.2) если вве-
сти условные деформации

Подставляя эти выражения в уравнение (4.4) и выражая деформации через метри-
ческие коэффициенты с помощью равенств (4.11), имеем

Исключая из этого уравнения gi с помощью равенства (4.23), окончательно получим
уравнение

(4.24)

совпадающее с уравнением (4.15) для внешней задачи. Регулярное решение уравнения
(4.24) имеет вид . Используя безразмерные переменные (4.16) и вводя новую
постоянную, окончательно получим

(4.25)

Преобразуем выражение (4.25) для α. Используя равенства (1.4) и (4.9) для χ и ,
найдем

(4.26)
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Здесь,  – масса сферы с постоянной плотностью, соответствующая евклидову
внутреннему пространству, а  – масса сферы, соответствующая риманову простран-
ству с метрическими коэффициентами (4.25), которая имеет вид

Используя равенства (4.26), окончательно получим

(4.27)

Это уравнение связывает параметр  и постоянную B с безразмерным гравитацион-
ным радиусом .

Для определения постоянных  и B, входящих в решения (4.17) и (4.25), воспользу-
емся условиями непрерывности метрических коэффициентов на поверхности шара,
то есть

Подставляя равенства (4.17) и (4.25), получим

(4.28)

Исключая из второго уравнения , окончательно имеем

(4.29)

Таким образом, решение сводится к уравнениям (4.27) и (4.29), которые определя-
ют  и α в зависимости от параметра . Результаты численного решения этих уравне-
ний представлены в табл. 1.

Рассмотрим предельные случаи. При отсутствии гравитации имеем  и .
В этом случае из уравнений (4.27) и (4.29) следует ,  и , , что соот-
ветствует евклидову пространству.

При относительно низком уровне гравитации можно считать, что параметры  и 
много меньше единицы. Тогда уравнения (4.27) и (4.29) дают ,  и из ра-
венств (4.10), (4.17) и (4.25) следует

Это известное линеаризованное решение сферически симметричной задачи ОТО, ко-
торое согласуется с экспериментальными результатами.

При высоком уровне гравитации уравнения (4.27) и (4.29) имеют действительное
решение при . В предельном случае имеем  и . При этом числи-
тель и знаменатель в левой части уравнения (4.29) обращаются в ноль. Получаемая не-
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определенность раскрывается с помощью правой части уравнения (4.29), которая дает
2.841. Таким образом, предельные параметры сферы оказываются следующими:

(4.30)

Рассмотрим решение Шварцшильда. Как следует из равенства (4.18), для получения
соответствующего внешнего решения необходимо принять . Тогда из первого
уравнения (4.18) следует  и внутреннее решение (4.25) принимает вид

Согласно равенству (4.18), граничное условие на поверхности шара  вы-
полняется, если , что не соответствует первому равенству (4.26). Таким образом,
граничное условие для радиального метрического коэффициента в решении Шварц-
шильда не выполняется. При минимально возможном для внешнего решения (4.18)
радиусе , т.е. на поверхности сферы, внешнее решение является сингулярным и
радиальная деформация внешнего пространства оказывается бесконечно большой.
Заметим, что в полученном варианте решения Шварцшильда горизонт событий рас-
полагается на поверхности сферы.
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Таблица 1

0.0001 1.000000 0.000000001 0.000100 1.000003
0.001 1.000000 0.000000050 0.001000 1.000300
0.01 1.000005 0.00000505 0.010000 1.003022
0.1 1.000550 0.000555 0.096861 1.032406
0.2 1.002433 0.002433 0.186819 1.070556
0.3 1.006078 0.006078 0.268762 1.116228
0.4 1.012048 0.012048 0.341337 1.171861
0.5 1.021066 0.021066 0.402966 1.240801
0.6 1.034036 0.034036 0.451942 1.327604
0.7 1.052032 0.052032 0.486659 1.438378
0.8 1.076246 0.076246 0.505978 1.581095
0.9 1.107872 0.107872 0.509678 1.765822
1.0 1.147970 0.147970 0.498788 2.004859
1.1 1.197356 0.197356 0.475585 2.312940
1.2 1.256611 0.256611 0.443158 2.707836
1.3 1.326234 0.326234 0.404756 3.211779
1.4 1.406922 0.406922 0.363199 3.854631
1.42 1.424487 0.424487 0.354706 4.003317
1.44 1.442558 0.442558 0.346184 4.159643
1.46 1.461153 0.461153 0.337643 4.324091
1.48 1.480293 0.480293 0.329094 4.497191
1.49 1.490073 0.490073 0.324819 4.587168
1.499999 1.499999 0.499999 0.320545 4.679526

gr B C α 0/m m
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Рассмотрим проблему распространения света от сферы с параметрами (4.30). Тра-
ектория света в экваториальной плоскости  определяется следующими уравне-
ниями [12]:

(4.31)

здесь  и  определяются равенствами (4.10), а через q обозначена постоянная инте-
грирования, которая определяется из начального условия. Физические компоненты
скорости имеют вид

(4.32)

и . Предположим, что свет распространяется от поверхности шара 
по направлению, составляющему угол  с радиусом. Тогда начальные условия запи-
сываются следующим образом: ,  и из равенств (4.32) следует

sinβ, где , . Рассмотрим случай , для которого
 = c, . Отсюда следует, что в радиальном направлении свет распространяется

со скоростью c для любой сферы. Теперь рассмотрим случай . Используя уравне-
ния (4.10), (4.31) и обозначения (4.16), получим

(4.33)

Для сферы с предельными характеристиками (4.30) имеем . В результа-
те первый член в правой части этого уравнения обращается в ноль и оно не имеет дей-
ствительного решения. Таким образом, при  свет не распространяется с поверх-
ности сферы с предельными характеристиками. Аналогичным свойством обладает
черная дыра, следующая из решения Шварцшильда для которой . Однако в от-
личие от решения Шварцшильда полученное решение не является сингулярным и
предельные характеристики шара определяются равенствами (4.30).

В заключение, с целью дальнейшего анализа решения Шварцшильда рассмотрим
сферически симметричную задачу динамики. Предположим, что в метрической фор-
ме (4.5) коэффициенты , ,  являются функциями  и . Тогда статические уравне-
ния (4.6)–(4.8) обобщаются следующим образом:

(4.34)

(4.35)

(4.36)

и дополняются еще двумя уравнениями

(4.37)
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Здесь  ( ) определяются равенствами (4.6)–(4.8), штрих обозначает, как и
ранее, производную по r, а точка – производную по . Решение Шварцшильда получе-
но при координатном условии . Поскольку r является независимой переменной,

 и уравнения (4.34) и (4.35) совпадают со статическими уравнениями (4.6) и
(4.8). Решение этих уравнений при  определяется равенствами (4.18), а уравнения
(4.7), (4.35) и (4.37) удовлетворяются тождественно. Таким образом, динамическое ре-
шение совпадает со статическим. Этот результат известен как теорема Биркгофа [2],
согласно которой внешняя сферически симметричная задача имеет только статиче-
ское решение. Как следует из изложенного выше, такая формулировка неполна – тео-
рема справедлива только при координатном условии . Если , динамическая
задача не вырождается в статическую. Координатное условие , используемое
в решении Шварцшильда, представляется не вполне обоснованным – функция двух
переменных приравнивается одному из аргументов.

5. Заключение. На основе новой интерпретации гравитации в ОТО, ассоциируемой
не с кривизной а с деформацией пространства, порождаемой гравитацией, установле-
на аналогия между линеаризованными статическими уравнениями ОТО и уравнения-
ми теории упругости, позволяющая использовать аппарат теории упругости для полу-
чения полной системы уравнений ОТО для метрического тензора. С использованием
этой аналогии получено новое решение сферически симметричной статической зада-
чи ОТО, не совпадающее с решением Шварцшильда. Решение предсказывает теоре-
тическую возможность существования сплошного твердого сферического тела с по-
стоянной плотностью, аналогичного черной дыре, но характеризуемого ограничен-
ным уровнем гравитации и обладающего радиусом поверхности, составляющим 2/3
гравитационного радиуса.

В настоящей статье представлен новый подход к общей теории относительности.
Редакция полагает, что он должен быть обсужден специалистами в данной области.
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Исследовали термомеханические свойства образцов полиэтилена высокой плотно-
сти (Тmlt = 142°С) подвергнутых пластическому деформированию под давлением
0.5–1.0–2.0 ГПа при комнатной температуре на аппарате высокого давления типа
наковален. Уменьшение толщины деформированных образцов при нагревании за-
висит от давления обработки и состояния сжимающих наковален – заземленные
или изолированные. УФ-облучение и хранение образцов при комнатной температу-
ре уменьшало эффект вызванный деформированием. Установленные эффекты свя-
зывали с существенным влиянием на термомеханические свойства деформирован-
ных образцов зарядов, захваченных структурными дефектами, образовавшимися
при пластическом деформировании полимера.

Ключевые слова: пластические деформации, высокое давление, полиэтилен высокой
плотности
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1. Введение. При пластическом деформировании под давлением 0.5–4.0 ГПа на
аппарате высокого давления типа наковален Бриджмена в полиэтилене (ПЭ) реги-
стрировали изменения как в кристаллической фазе, так и в аморфной. По данным
ИК-спектроскопии [1] деформирование под давлением приводило к переходу орто-
ромбической структуры ПЭ в триклинную; этот переход был зарегистрирован и рент-
геноструктурным методом [2]. По данным ДСК при деформировании в полимере
формируются сверхмелкие кристаллиты [3]. О возможности протекания процесса
кристаллизации в деформируемом под давлением ПЭ указывают результаты по изуче-
нию вязкоупругих свойств полимера [4]. Полное восстановление кристаллической
структуры деформированного ПЭ происходило при нагреве до 100°С.

В работе [5] при изучении молекулярной подвижности в деформированных под
давлением образцах ПЭ использовали метод спинового зонда и ЯМР-анализ формы
спадов свободной индукции. Было установлено общее снижение молекулярной по-
движности в аморфной фазе, а также образование областей, плотность которых была
выше плотности аморфной фазы в исходном полимере. Такие изменения в аморфной
фазе связывали с формированием упорядоченных областей.

УДК 541.64:532.13:537.3
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Важной характеристикой твердого тела, связанной с процессом пластического де-
формирования в микрообластях, является микротвердость. Для материалов с одно-
родной структурой она не зависит от глубины вдавливания индентора в образец.
В случае неоднородных образцов, например, слоистых структур это правило наруша-
ется. Микротвердость существенно зависит от структуры твердого тела – рост количе-
ства структурных дефектов в металлах приводит к увеличению микротвердости.

В работе [6, 7] измеряли микротвердость образов ПЭВП, деформирование которых
под давлением проводили с наложением магнитного поля направленного перпенди-
кулярно плоскости течения. Оказалось, что микротвердость таких образцов была су-
щественно меньше, чем в образцах, обработанных под давлением без приложения
магнитного поля. В работе [8] образцы ПЭВП деформированные под давлением на
несколько минут помещали в постоянное магнитное поле. После такой “магнитной
обработки” величина микротвердости образцов была существенно ниже, чем в исход-
ном образце. Магнитное поле по своему энергетическому воздействию не может ока-
зать прямого влияния на структуру твердого тела, а только на поведение зарядов в
твердом теле.

Структурные дефекты в твердых телах являются ловушками для электронов. При
пластическом деформировании количество структурных дефектов в твердых телах
увеличивается. В то же время воздействие высокого давления усиливает инжекцию
электронов из металла наковален в деформируемый полимер, увеличивая, таким об-
разом, число зарядов, которые могут быть захвачены структурными дефектами [9, 10].
По завершению деформирования и снятия давления часть структурных дефектов с за-
хваченными электронами выйдет из материала образца, а часть останется. Это под-
тверждают проведенные в работах [11, 12] измерения термостимулированных токов на
образцах ПЭВП деформированных под давлением.

Ячейка высокого давления по сути дела является конденсатором – между двумя ме-
таллическими наковальнями (обкладки конденсатора) помещен диэлектрик (поли-
этилен). Процессы, протекающие в таком конденсаторе, будут зависеть о того, в ка-
ком состоянии находятся обкладки – заземленном, когда заряды могут стекать, или
изолированном, когда заряды сохраняются.

Таким образом, имеющиеся данные свидетельствуют о том, что при пластическом
деформировании под высоким давлением в ПЭ происходит перестройка, как в
кристаллических, так и в аморфных областях. Наряду с изменениями в надмолеку-
лярной структуре происходит захват инжектированных электронов структурными
дефектами – это приводит к существенным изменениям электрофизического состоя-
ния полимера. При нагревании в полимере протекают релаксационные процессы,
приводящие как к восстановлению надмолекулярной структуры, так и к изменению
электрофизического состояния полимера.

Представляет интерес изучение физико-механических свойств ПЭСВМ деформи-
рованного под высоким давлением при нагревании таких образцов в зависимости от
условий обработки.

2. Экспериментальная часть. В качестве объекта исследования был выбран порош-
кообразный сверхвысокомолекулярный полиэтилен (ПЭСВМ) с температурой
плавления Тm = 141°С и энтальпией плавления 170 Дж ⋅ г–1. Обработке под давлени-
ем подвергали также смеси ПЭСВМ-10 мас. % антрацена, янтарной кислоты, медно-
го комплекса фталоцианина, адамантана, пентаэритрита, ацетиленовой сажи; смеси
ПЭСВМ-10 мас. % низкомолекулярного компонента готовили в ступке. Для получе-
ния пленки исходного полимера порошкообразный полимер прессовали при темпе-
ратуре 180°С в течение 10 мин, а охлаждали при комнатной температуре. Деформиро-
ванию под давлением 0.5–2.0 ГПа и комнатной температуре в ячейке высокого давле-
ния типа наковален подвергали порошкообразный полимер и порошкообразные
смеси ПЭСВМ-низкомолекулярный компонент. Обработку под давлением проводи-
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ли на наковальнях из каленой стали ХВГ и твердого сплава ВК6. Образцы после обра-
ботки под давлением представляли собой прозрачные диски диаметром 20 мм (кроме
смеси с сажей); для термомеханического исследования выбирали полимер из кольца
10–20 мм. Термомеханические измерения проводили на анализаторе TMA Q 400 фир-
мы Intertech Corporation с расширительным микрозондом диаметром 2.54 мм; нагруз-
ка на зонд составляла 2 г; измерения проводили в температурном диапазоне 35–140°С,
а скорость подъема температуры составляла 20 град ⋅ мин–1.

3. Результаты и их обсуждение. На зависимости толщины образца от температуры
(термограмме) исходного ПЭСВМ монотонное снижение толщины начиналось при
35°С, продолжалось до 140°С и достигало 15% (рис. 1). Известно, что при нагревании
образцов полиэтилена высокой плотности в диапазоне 0–150°С происходит монотон-
ное снижение как плотности [13], так и модуля упругости [14].

После пластического деформирования под давлением 1 ГПа все образцы были на-
электризованы и прилипали к рукам. Термограмма деформированного ПЭСВМ шла
значительно ниже термограммы исходного полимера, а уменьшение толщины при
140°С достигало 48–49%. При повторном нагреве деформированного образца, следо-
вавшем сразу после охлаждения до комнатной температуры, термограмма до 120°С
шла выше, чем в исходном образце; уменьшение толщины (ΔL) в деформированном
образце при 120°С составило 9%, а в исходном – 15%. При дальнейшем увеличении
температуры снижение толщины ускорялось, и при 140°С достигало 28%.

При хранении деформированного образца при комнатной температуре в течение
суток в материале протекали релаксационные процессы, приводившие к тому, что
термограмма такого образца располагалась выше термограммы образца, полученной
сразу после деформирования (рис. 1).

В деформированных образцах и при комнатных условиях и, тем более, при нагреве
протекают процессы, приводящие к восстановлению надмолекулярной структуры.
Релаксационные процессы приведут к уменьшению числа электронов в структурных

Рис. 1. Уменьшение толщины образцов (ΔL, %) при нагревании: исходный полимер (1); после
пластического деформирования под давлением 1 ГПа (2), повторный нагрев деформированного образца (3),
нагрев деформированного образца через сутки (4)
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Рис. 2. Уменьшение толщины образцов (ΔL, %) при нагревании после деформирования под давлением
0.5 ГПа (1), 1.0 ГПа (2), 2.0 ГПа (3); под давлением 1.0 ГПа на наковальнях ХВГ-ХВГ (2), ВК6-ВК6 (4),
ХВГ-ВК6 (5); деформирование под давлением 1 ГПа на наковальнях ХВГ-ХВГ в изолированном режиме (6)
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Рис. 3. Уменьшение толщины образцов (ΔL, %) при нагревании в смесях содержащих 10 масс. % добавок
после деформирования под давлением 1 ГПа: полимер без добавок (1), антрацен (2), янтарная кислота (3),
фталоцианиновый комплекс меди (4), углерод (5), фенолфталеин (6), адамантан (7), пентаэритрит (8),
исходный ПЭСВМ (9), повторный нагрев образца с углеродом (9)
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ловушках. Таким образом, уменьшение ΔL в образцах как при хранении при комнат-
ных условиях, так и при отжиге может быть связано как с изменениями в надмолеку-
лярной структуре (кристаллической и аморфной фазах), так и в электронной подси-
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стеме деформированного полимера. Для того, чтобы разделить влияние этих двух
факторов на исследуемый процесс, деформированный образец подвергли УФ-облуче-
нию с энергией 2.5 эВ в течениe 10 мин так как согласно данным работ [15, 16] при
УФ-облучении полимеров происходит выбивание электронов из ловушек.

Термограмма УФ-облученного образца проходила лишь несколько ниже термо-
граммы исходного ПЭСВМ. Следует также обратить внимание на то, что в диапазоне
35–100°С, термограмма деформированного полимера через сутки хранения совпадала
с термограммой деформированного УФ-облученного полимера. УФ-облучение по
уровню своего энергетического воздействия на вещество не может изменить надмоле-
кулярную структуру полимера, но оказывает влияние на количество и поведение за-
хваченных зарядов в деформированном полимере. Таким образом, оказывая влияние
на электронную подсистему, удается изменить свойство, которое обычно связывают с
состоянием надмолекулярной структуры.

При нагревании полимера до температур близких к Тm происходит восстановление
надмолекулярной структуры. При этом из материала образца выходят структурные де-
фекты с захваченными зарядами. При повторном нагреве такого образца значения ΔL
в диапазоне температур 80–130°С были даже меньше, чем в исходном полимере.

Описанные результаты были получены на образцах, обработку которых под давле-
нием проводили на заземленных наковальнях. Для сравнения обработку под давлени-
ем 1 ГПа на паре стальных наковален провели в изолированном режиме. Для этого на-
ковальни изолировали от массы пресса с помощью листов бумаги толщиной
0.5‒1.0 мм. Термограмма такого образца лежала значительно выше термограммы об-
разца, обработанного на заземленных наковальнях (рис. 2). Таким образом, состояние
“обкладок конденсатора” (заземленные-изолированные) оказывает сильное влияние
на физико-механические свойства деформированного полимера.

На рис. 2 приведены термограммы образцов ПЭСВМ деформированных при раз-
ных давлениях. Наибольшие значения ΔL = 60–61% были зарегистрированы уже при
80–100°С в полимере, обработанном под давлением 0.5 ГПа. После обработки под
давлением 2.0 ГПа значение ΔL при 100°С составило 20%; т.е. при увеличении давле-
ния обработки значение ΔL приближалось к значению в исходном полимере.

Термограммы образцов, обработанных при всех выбранных давлениях на изолиро-
ванных наковальнях, лежали выше термограмм образцов обработанных на заземлен-
ных наковальнях. Значения ΔL при 100°С после обработки при разных давлениях в
изолированном варианте в 3.5–5 раз меньше, чем при обработке на заземленных на-
ковальнях (табл. 1).

В табл. 1 приведены значения –ΔL для образцов ПЭСВМ деформированных при
разных давлениях (Р, ГПа) в заземленном и изолированном режимах; после хранения
при комнатных условиях (‒ΔL, % – tхранения в сутки), а также после УФ-облучения.

Данные таблицы  свидетельствуют о том, что в образцах при комнатной температу-
ре протекают релаксационные процессы, приводящие к уменьшению ΔL; относитель-
ные изменения ΔL практически совпадают для разных давлений обработки (0.5 ГПа –

Таблица 1 

P, ГПа
–ΔL, %

заземленные изолирован-
ные –ΔL, % t УФ

0.5 61 12 35 1 30
1.0 36 8 21 10 19
2.0 20 6 13 30 10
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61/35 = 1.7; 1.0 ГПа – 36/21 = 1.7; 2.0 ГПа – 20/13 = 1.5). Такое совпадение величин ΔL
может быть связано с тем, что основные релаксационные процессы протекают в де-
формированных образцах уже в течение первых суток после завершения обработки
под давлением.

Релаксационные процессы при УФ-облучении приводят к двукратному снижению
ΔL по сравнению со свежеприготовленным образцом – эти изменения немного боль-
ше, чем при релаксации в комнатных условиях.

Следует отметить, что различие в величинах ΔL при 100°С для образцов, обработку
которых под давлением 0.5 и 2.0 ГПа проводили на заземленных наковальнях, а затем
такие образцы выдерживали при комнатной температуре, а также подвергали УФ-об-
лучению, составило 2.7–3.0 разa. В то же время для образцов, обработанных при раз-
ных давлениях на изолированных наковальнях, разница составила 2 раза.

Таким образом, релаксационные процессы в деформированном полимере протека-
ют как при нагревании, так и при комнатной температуре при длительном хранении, а
также при УФ-облучении.

При совместном воздействии высокого давления и сдвиговых деформаций на твер-
дые тела с разным типом химической связи в образцах увеличивается количество
структурных дефектов, являющихся ловушками зарядов. По данным рентгенострук-
турного анализа это проявляется в уменьшении размеров областей когерентного рас-
сеяния (ОКР). Минимальное значение ОКР в наших условиях достигается при углах
поворота наковален 400–500 град. Увеличении давления деформирования также при-
водит к уменьшению размеров ОКР; наиболее сильно этот эффект проявляется при
давлениях обработки до 2 ГПа. Наряду с этим при увеличении давления обработки
усиливается процесс инжекции электронов из металла наковален в диэлектрик. Та-
ким образом, при пластическом деформировании под высоким давлением увеличива-
ется как количество структурных ловушек для носителей тока, так и количество ин-
жектированных электронов, часть из которых может быть захвачена структурными
ловушками.

Представлял интерес вопрос о том, можно ли в условиях данной методики изме-
нить и количество структурных дефектов, и количество инжектированных электро-
нов, и как это отразится на величине ΔL. Для ответа на этот вопрос образцы полимера
начинали деформировать под давление 2 ГПа и при угле поворота наковален 300 град,
не прекращая деформирования, начинали снижать давление (режим “деформирова-
ние при снижении давления”). По мере снижения давления из образца выходили
структурные дефекты с большим количеством захваченных электронов; при этом сни-
жалось количество дефектов, а также количество захваченных зарядов из-за ослабле-
ния процесса инжекции. Суммарный угол поворота при такой обработке не превышал
600–700 град, а значение ΔL в диапазоне 80–120°С составило 14%, т.е. мало отлича-
лось от величины в исходном полимере.

Известно, что физико-механические свойства полимеров возрастают при увеличе-
нии молекулярной массы до определенного предела и после этого не меняются. В ра-
боте [17] было показано, что деформирование под давлением приводит к снижению
молекулярной массы полимера: если в исходном полиэтилене молекулярная масса со-
ставляла 106.7, то после обработки под давлением 0.5 ГПа она снижалась до 106.6, а по-
сле 2.0 ГПа – до 106.4. Такие изменения молекулярной массы вряд ли могут суще-
ственно повлиять на физико-механические свойства полимера.

Описанные выше результаты были получены на образцах, обработку которых под
давлением проводили на наковальнях из стали ХВГ. Для изучения влияния материала
наковален (материала “обкладок конденсатора”) на свойства деформированного по-
лимера обработку под давлением 1 ГПа провели на наковальнях из твердого сплава
ВК6 и на паре разнородных наковален – ХВГ-ВК6. Сплав ВК6 превосходит по твердо-
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сти сталь ХВГ и, кроме того, работа выхода электрона для твердого сплава выше, чем
для стали.

Как видно из данных приведенных на рис. 2 термограмма полимера, обработанного
на твердосплавных наковальнях, идет несколько ниже термограммы образца, обрабо-
танного на стальных наковальнях. В то же время термограмма образца, обработанного
на паре разнородных наковален (сталь ХВГ–твердый сплав ВК6), в диапазоне
80‒140°С лежит значительно выше термограмм образов, обработанных на однород-
ных наковальнях.

Таким образом, величина ΔL в деформированных образцах ПЭСВМ зависит от ма-
териала наковален, давления обработки, процедуры обработки (снижение давления
при деформировании).

Повлиять на заряды в полимере можно, вводя в него различные добавки. При пла-
стическом деформировании под высоким давлением в смесях уменьшаются размеры
гетерогенных областей. Этот процесс сопровождается формированием протяженной
межфазной границей, на которой локализуются заряды – образуются двойные элек-
трические слои. Кроме того, согласно данным работы [18] межфазные границы, обла-
дают повышенной атомарно-молекулярной подвижностью.

На рис. 3 приведены термограммы смесей ПЭСВМ с 10 мас. % различных органи-
ческих соединений и углерода (ацетиленовая сажа) после деформирования под давле-
нием 1 ГПа. Для всех выбранных добавок Тm были значительно выше 140°С. Значения
ΔL в смесевых образцах лежали в широких пределах: от 42–44% в смесях с антраценом
и янтарной кислотой до 9% в смеси с пентаэритритом. Представляет интерес сопоста-
вить результаты, полученные для смесей, с результатами для ПЭСВМ: пентаэритрит –
исходный ПЭСВМ = 9–13%; адамантан – ПЭСВМ после 2 ГПа = 19–20%; фенолфта-
леин, сажа – ПЭСВМ наковальни ХВГ-ВК = 29–31%–29%; медный комплекс фтало-
цианина – ПЭСВМ после 1 ГПа = 35–36%; антрацен, янтарная кислота – ПЭСВМ
наковальни ВК-ВК = 42–44%–42%.

Образец смеси с углеродом подвергали повторному нагреву. В этом случае термо-
грамма лежала выше термограммы исходного ПЭСВМ (рис. 3).

Химические соединения, выбранные в качестве добавок к ПЭСВМ, в обычных
условиях различаются по строению и химическим свойствам. Так пентаэритрит – это
четырехатомный спирт, гидроксильные группы которого, образуют водородные свя-
зи. Близкий к нему по величине ΔL малоактивный адамантан имеет сферически сим-
метричную молекулу. Двухосновная янтарная кислота в ряду органических кислот яв-
ляется одной из наиболее активных и образует водородные связи. Антрацен – устой-
чивое химическое соединение, значение ΔL для смесей которого мало отличается от
ΔL для смеси с янтарной кислотой, сильно электризуется при перетирании в ступке.
Сажа является электропроводящим материалом. Близким компонентом к саже по ве-
личине ΔL является фталоцианин меди, электропроводность которого при деформи-
ровании под давлением 1 ГПа возрастает в 106 раз, приближаясь по проводимости к
хорошим металлам [19].

Следует также отметить, что все вещества, выбранные в качестве добавок, при об-
работке под давлением 1 ГПа не испытывают химических превращений.

При нагревании исходного ПЭСВМ происходит уменьшение толщины полимер-
ной пленки, которое при 100°С составляет ΔL = 13%. В результате деформирования
под давлением в полимере формируются дефекты, способные захватывать электроны,
как инжектированные в полимер из металла наковален, так и образовавшиеся при де-
струкции полимера. Таким образом, в определенной мере пластические свойства де-
формированного полимера могут определяться структурными дефектами с захвачен-
ными электронами. Пластическое деформирование полимера под давлением 1 ГПа на
заземленных наковальнях приводит к возрастанию ΔL до 36% – образец становится
как бы более пластичным. УФ-облучение выбивает из образца может быть только
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часть захваченных структурными дефектами зарядов. При этом значение ΔL уменьша-
ется до 19%, т.е. образец теряет часть своих пластических свойств, приближаясь к ис-
ходному полимеру.

При нагреве до 140°С в деформированном образце происходит восстановление над-
молекулярной структуры. При повторном нагрева такого образца (отожженное состо-
яние) значение ΔL при 100°С составило 7% – это меньше, чем в исходном образце.

Разница между ΔL = 36% в образце, обработанном под давлением 1 ГПа и ΔL = 7% в
отожженном образце составляет 29%. Увеличение ΔL в результате УФ-облучения со-
ставляет 17%. Таким образом, можно сказать, что вклад в увеличение пластичности в
деформированном образце на 58.6% связан с присутствием в образцах локализован-
ных зарядов. Разница между ΔL в облученных образцах и в отожженном состоянии со-
ставляет 12% – это может означать, что увеличение пластичности деформированного
образца на 41.4% связано со структурными изменениями.

Заключение. Для понимания процессов проходящих в смесевых образцах при де-
формировании под давлением и приводящих к изменениям термомеханических
свойств, необходимо принимать во внимание ряд факторов. В деформированных би-
компонентных смесях количество структурных дефектов в каждом из компонентов
значительно больше, чем при деформировании индивидуальных веществ. В смесевых
образцах при деформировании возникает разветвленная межфазная граница, на кото-
рой формируются двойные электрические слои. Разноименные заряды на противопо-
ложных поверхностях могут приводить к усилению межмолекулярного взаимодей-
ствия, оказывая, таким образом, влияние на термомеханические свойства образцов.
Компоненты, способные образовывать водородные связи, также могут оказать влия-
ние на межмолекулярные связи. Образующиеся при деформировании активные све-
жевскрытые поверхности на частицах органической добавки могут оказать влияние на
процесс формирования надмолекулярной структуры полимера – эпитаксиальный
рост кристаллитов. Необходимо также учитывать, что добавки могут при пластиче-
ском деформировании менять свои электрофизические и химические свойства.

Работа выполнена за счет субсидии, выделенной ИХФ РАН на выполнение госу-
дарственного задания; тема 0082-2019-0003 “Разработка методологии синтеза новых
высокополимеров, олигомеров и макромономеров и изучение влияния структуры по-
лимеров на их свойства”; АААА-А17-117032750201-9.
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