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В тематическом выпуске представлены избранные статьи 20-й Всероссий
ской конференции с международным участием «Математические методы рас
познавания образов» (ММРО), прошедшей с 7 по 10 декабря 2021 г. в Москве. 

Конференция впервые прошла в 1983 г. и с тех пор проводится один раз 
в два года, что позволяет считать ее старейшим российским форумом в об
ласти интеллектуального анализа данных, машинного обучения, искусствен
ного интеллекта, включающим как теоретические, так и прикладные сферы 
указанных областей. 

Конференция ММРО неразрывно связана с именами ее создателей — двух 
выдающихся ученых академика РАН Юрия Ивановича Журавлева (1935– 
2022 гг.) и его ученика академика РАН Константина Владимировича Рудако
ва (1954–2021 гг.). Их вклад в развитие математических методов классифи
кации, распознавания образов, прогнозирования и методов машинного обу
чения — основных тематик конференции ММРО — трудно переоценить. 

Ю.И. Журавлев организовал первую конференцию ММРО в Звенигороде 
и был бессменным руководителем организационного комитета всех следую
щих конференций, которые проходили в Дилижане (1985), Звенигороде (1983, 
1991, 1993, 2001, 2005), Казани (2013), Львове (1987), Москве (2019, 2021), 
Петрозаводске (2011), Пущино (1995, 2003), Риге (1989), Санкт-Петербурге 
(2007), Светлогорске (2015), Суздале (2009), Таганроге (2017), Тверской об
ласти (1997, 1999). 

К.В. Рудаков в 1983 г., тогда еще будучи молодым кандидатом физико-ма
тематических наук, участвовал в организации первой конференции ММРО. 
Подготовка всех последующих конференций также проводилась при актив
ном участии Константина Владимировича. В 2001 г. был создан программный 
комитет конференции, а К.В. Рудаков стал его председателем. Программным 
комитетом ММРО в 2021 г. руководили профессор РАН Константин Вячесла
вович Воронцов и доктор физико-математических наук Вадим Викторович 
Стрижов, также отдавшие десятки лет организации конференции. 

На протяжении почти четырех десятилетий работы конференции органи
заторы включали в тематику актуальную научную повестку, сохраняя при 
этом неизменным требования к глубокой математической проработке пред
ставляемых результатов. Отдавалось предпочтение исследованиям, направ
ленным на развитие фундаментального теоретического аппарата их получе
ния и оценки. В первые годы конференция была в большей степени ориен
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Рис. 1. Ю.И. Журавлев и К.В. Рудаков на 12-й конференции ММРО в 2005 г. 
(Звенигород, Московская область). 

Рис. 2. К.В. Рудаков ведет заседание на 12-й конференции ММРО в 2005 г. 
(Звенигород, Московская область). 
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Рис. 3. Ю.И. Журавлев комментирует выступления на 12-й конференции 
ММРО в 2005 г. (Звенигород, Московская область). 

Рис. 4. Выступление Юрия Ивановича Журавлева с пленарным докладом на 
19-й конференции ММРО. По информации авторов — последнее выступление 
Ю.И. Журавлева с научным докладом. 
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тирована на проблематику задач распознавания образов, классификации и 
регрессии, имеющую отправную точку в анализе изображений и сигналов и 
опирающуюся на алгебраические и статистические методы. Нельзя не упомя
нуть научную дискуссию по обсуждению статистической теории надежности 
алгоритмов Вапника–Червоненкиса с участием одного из ее авторов Влади
мира Наумовича Вапника, развернувшуюся на первой конференции ММРО 
в 1983 г. 

На конференции уделялось внимание комбинаторному подходу к оценке 
надежности алгоритмов, методам прогнозирования временных рядов, мето
дам оптимизации, задачам и методам анализа медицинских данных, биоин
форматике, экспертным системам. Затем тематика расширилась на область 
интеллектуального анализа данных (data mining) и машинного обучения (ma
chine learning). В последние годы произошли значительные изменения, свя
занные в первую очередь с бурным развитием методов глубокого обучения 
(deep learning), методов обработки текстов на естественных языках (natural 
language processing), методов анализа больших разнородных данных (big da
ta), области компьютерного зрения (computer vision). 

При этом конференция не оставляла без внимания и решение приклад
ных задач. В последние годы растет интерес к ММРО представителей самых 
разных направлений российской и зарубежной IT-индустрии. 

На конференции ММРО уделялось значительное внимание участию моло
дых ученых. ММРО дала им возможность узнать о результатах новых иссле
дований, получить представление о тенденциях развития области и, конечно, 
впервые представить свои результаты научному сообществу. Для многих ак
тивно работающих ученых конференция ММРО стала отправной точкой в их 
научной карьере. 

В 2021 г. конференция ММРО проводилась в смешанном формате в Вычис
лительном центре им. А.А. Дородницына Федерального исследовательского 
центра РАН. В рамках открытия было проведено мемориальное заседание, 
посвященное Константину Владимировичу Рудакову, на котором выступали 
ученики и близкие коллеги К.В. Рудакова. Всего в конференции приняли 
участие 215 человек, было сделано 105 докладов по следующим основным 
научным направлениям: 

• Интеллектуальный анализ данных 

• Нейронные сети и глубокое обучение 

• Методы оптимизации для интеллектуального анализа данных 

• Вычислительная сложность и приближенные методы 

• Обработка и анализ изображений и сигналов, компьютерное зрение 

• Информационный поиск и анализ текстов 

• Анализ данных веба и социальных сетей 

• Индустриальные приложения науки о данных 

• Анализ биомедицинских данных, биоинформатика 

• Методы математического моделирования в интеллектуальном анализе 
данных 

• Интеллектуальный анализ геопространственных данных 
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• Интеллектуальная оптимизация и эффективный менеджмент. 

По результатам обсуждения сделанных докладов были отобраны работы 
для публикации в специальном выпуске журнала «Автоматика и телемеха
ника» № 10 от 2022 г. В настоящем 10-м номере журнала представлены ра
боты, посвященные распознаванию изображений, клонированию и конверсии 
голоса, реконструкции поверхности для движения марсохода и ряду фунда
ментальных математических задач. 

Значительная часть работ посвящена тематике распознавания изображе
ний. В работе Е.Ю. Минаева, Л.А. Жердевой и В.А. Фурсова «Визуальная 
одометрия по изображениям опорной поверхности с малыми межкадровыми 
поворотами» показывается решение задачи визуальной одометрии по после
довательности видеокадров, которые формируются с использованием каме
ры, направленной перпендикулярно вниз на опорную поверхность. В работе 
А.С. Маркова, Е.Ю. Котлярова, Н.П. Аносовой, В.А. Попова, Я.М. Каранда
шева и Д.Е. Апушкинской «Использование нейронных сетей для выявления 
аномалий на рентгеновских снимках, полученных на сканерах персонального 
досмотра» изучается выявление аномалий на рентгеновских снимках, пока
заны предварительные результаты использования нейронной сети для выде
ления аномалий. В работе Д.В. Свитова и С.А. Алямкина «Дистилляция мо
делей для распознавания лиц, обученных с применением функции Софтмакс 
с отступами» предлагается метод дистилляции, который использует центры 
классов сети-учителя для инициализации сети-ученика, а затем сеть-ученик 
обучается производить биометрические вектора, углы от которых до центров 
классов равны углам в сети-учителе. В работе А.И. Базаровой, А.В. Грабово
го и В.В. Стрижова «Анализ свойств вероятностных моделей в задачах обу
чения с экспертом» решается задача аппроксимации набора фигур на контур
ном изображении, вычисления проводятся на примере задачи аппроксимации 
радужной оболочки глаза на контурном изображении. В статье А.А. Захаро
ва «Метод сопоставления изображений с использованием тепловых ядер на 
графах» представлен метод сопоставления изображений на основе тепловых 
ядер, который позволяет выделять на начальном этапе с помощью тепловых 
ядер на графах наиболее устойчивые особенности изображений для после
дующего сопоставления. В работе М. Горпинич, О.Ю. Бахтеева и В.В. Стри
жова «Градиентные методы оптимизации метапараметров в задаче дистил
ляции знаний» предлагается обобщение задачи дистилляции на случай оп
тимизации метапараметров градиентными методами, предложенный подход 
проиллюстрирован с помощью вычислительного эксперимента на выборках 
CIFAR-10 и Fashion-MNIST, а также на синтетических данных. 

Две работы данного номера посвящены исследованию не менее интерес
ных практических задач. В работе Д.С. Обухова «Клонирование и конвер
сия произвольного голоса с использованием генеративных потоков» предло
жен подход на основе потоковых генеративных моделей, который позволяет 
решать задачи клонирования голоса за счет использования полученных из 
внешней системы вещественных векторов фиксированной размерности, со
держащих информацию о спикере, благодаря которому система синтезирует 
более естественную речь голосом, похожим на заданный целевой голос, как 
в задаче клонирования голоса, так и в задаче конверсии голоса. В статье 
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А.В. Бобкова и И. Дай «Методы 3D-реконструкции поверхности в задаче ав
тономной навигации робота-марсохода» рассмотрены алгоритмы и методы 
трехмерной реконструкции поверхности, которые могут быть использованы 
для обеспечения автономной навигации робота-марсохода, приведены класси
фикация методов, сравнение их свойств и оценка технической реализуемости. 
Также несколько статей в журнале посвящены фундаментальным математи
ческим исследованиям. В работе Е.А. Карацубы «Быстрый алгоритм вычис
ления пси-функции» рассматривается быстрый алгоритм вычисления пси
функций, подробно исследуется механизм построения быстрого вычисления 
Е-функций, приведены и доказаны соответствующие теоремы. В исследова
нии А.Ю. Горнова, А.С. Аникина, Т.С. Зароднюк и П.С. Сороковикова «Мо
дификация алгоритма доверительного бруса, основанного на аппроксимации 
главной диагонали матрицы Гессе, для решения задач оптимального управ
ления» предложен подход решения задачи оптимального управления, осно
ванный на использовании редукции к конечномерной задаче оптимизации с 
последующим использованием аппроксимации главной диагонали гессиана 
на примере задач оптимизации сепарабельных, квазисепарабельных функ
ций и функций Розенброка–Скокова. В работе Н.А. Драгунова и Е.В. Дю
ковой «Об одном подходе к расшифровке монотонной логической функции» 
рассматривается задача расшифровки двузначной монотонной функции f , 
определенной на k-значном n-мерном кубе, предложен и исследован подход, 
основанный на применении асимптотически оптимального алгоритма дуали
зации над произведением k-значных цепей, выявлены условия применимости. 
В статье А.Н. Тырсина «Энтропийное моделирование сетевых структур» рас
смотрены вопросы использования дифференциальной энтропии для сетевых 
структур, представленных в виде связных графов с корреляционными свя
зями, предложены новые характеристики, которые расширяют возможности 
энтропийного моделирования для исследования сетевых структур. В статье 
З.М. Шибзухова «Об одной робастной схеме градиентного бустинга на ос
нове агрегирующих функций, нечувствительных к выбросам» предложена 
новая робастная схема построения алгоритмов градиентного бустинга, осно
ванная на применении дифференцируемых оценок среднего значения, нечув
ствительных или малочувствительных к выбросам, для задания робастного 
функционала эмпирического риска, которая позволяет находить искомую за
висимость по данным, содержащим относительно большую долю выбросов. 

Каждая рукопись прошла слепое рецензирование как минимум двумя ре
цензентами, была одобрена к публикации программным комитетом конфе
ренции и редколлегией журнала. 

Воронцов К.В., Громов А.Н., Забежайло М.И., Инякин А.С., 

Лазарев А.А., Лемтюжникова Д.В., Соколов И.А., 

Стрижов В.В., Чехович Юл.В., Чехович Ю.В. 
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ВИЗУАЛЬНАЯ ОДОМЕТРИЯ ПО ИЗОБРАЖЕНИЯМ 
ОПОРНОЙ ПОВЕРХНОСТИ С МАЛЫМИ 

МЕЖКАДРОВЫМИ ПОВОРОТАМИ 

В работе рассматривается задача визуальной одометрии по последова
тельности видеокадров, которые формируются с использованием камеры, 
направленной перпендикулярно вниз на опорную поверхность. Задача ре
шается в предположении, что частота съемки велика, поэтому параметры 
межкадрового поворота и сдвига невелики. Технология реализуется в ви
де последовательности следующих этапов: определение сдвига и поворота 
с точностью до целого числа пикселей с использованием корреляционно
го метода, уточнение параметров сдвига и поворота методом оптического 
потока и коррекция ошибок оценивания, связанных с неравномерностью 
движения и флуктуациями расстояния камеры до опорной поверхности 
путем оценки отклонений локальных калибровочных характеристик от 
их средних значений. Приводятся результаты экспериментальных иссле
дований технологии на тестовых траекториях, полученных путем моде
лирования движения аппарата по опорной поверхности. 

Ключевые слова: визуальная одометрия, опорная поверхность, последо
вательность кадров, моделирование. 

DOI: 10.31857/S0005231022100026, EDN: AJTRMC 

1. Введение 

Системы визуальной одометрии [1–4], в которых последовательность ви
деокадров формируется с использованием камеры, направленной перпенди
кулярно вниз (на опорную поверхность) в последние годы завоевывает все 
большую популярность [5–10]. Возможно, это связано с тем, что не всегда 
есть надежные ориентиры в окружающих сценах, в то время как опорная по
верхность наблюдается непрерывно. Например, в работе [11] приведен пример 
удачной реализации системы, основанной на корреляционном методе. 

В [12] авторы настоящей работы предложили технологию визуальной одо
метрии по последовательности изображений опорной поверхности, регистри
руемых БПЛА с малой высоты. Технология включает три этапа: определение 
сдвига и поворота с использованием корреляции фрагментов (1), уточнение 
параметров сдвига и поворота методом оптического потока (2) и коррекция 
ошибок оценивания траекторий, связанных с неравномерностью движения и 
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флуктуациями высоты (3). Предполагалось, что камера установлена в гиро
подвесе и сохраняет ориентацию относительно глобальной системы координат 
в течение всего полета. 

Эксперименты подтвердили эффективность предложенной технологии. 
Однако попытка реализации этой технологии в случае жестко закрепленной 
на корпусе аппарата камеры натолкнулась на принципиальные трудности. 
Дело в том, что в этом случае необходимо оценивать не только межкадровый 
сдвиг, но и параметры поворота. Для их определения обычно строят после
довательные оценки матриц сдвига и поворота по соответствующим точкам 
соседних кадров. Для этого кадры должны иметь значительные перекрытия, 
что достигается увеличением частоты съемки. 

Известны различные подходы к решению задачи определения матрицы 
сдвига и поворота. В частности, непрямые методы визуальной одометрии 
[13–15] используют анализ соответствующих ключевых точек. По координа
там этих точек определяется фундаментальная матрица и затем формируется 
матрица сдвига и поворота. Известны также алгоритмы построения матри
цы сдвига и поворота непосредственно по ключевым точкам. Этот подход в 
рамках технологии, основанной на использовании изображений опорной по
верхности, иногда оказывается неработоспособным, так как эти изображения 
часто представляют собой некоторую текстуру без выделяющихся оригиналь
ных ключевых точек. 

В рамках прямых методов одометрии [16–18] параметры сдвига и поворо
та определяются путем анализа плотного поля соответствий между кадрами 
изображений. В рамках этого подхода наиболее популярным является метод 
экстремальной корреляции. Исследования [12] также подтвердили эффектив
ность этого метода в задаче оценивания траектории аппарата, у которого ори
ентация камеры относительно глобальной системы координат не изменяется 
в течение всего времени движения. 

В случае жесткого закрепления камеры на аппарате реализация этого ме
тода существенно усложняется. В данном случае для каждой пары кадров 
нормированный коэффициент корреляции необходимо рассчитывать как для 
всех возможных сдвигов, так и для различных относительных углов поворо
та. При этом, если для повышения точности уменьшать шаг дискретизации, 
существенно возрастает вычислительная сложность, что ставит под сомне
ние возможность реализации такой системы оценки текущей траектории в 
реальном времени. 

В настоящей работе предлагается технология визуальной одометрии, 
принципиальное отличие которой от системы, описанной в работе [12], состо
ит в реализации метода корреляции на этапе определения межкадровых сдви
гов и поворотов. Идея состоит в том, что для определения сдвига и поворо
та используются два фрагмента изображения, находящиеся на значительном 
удалении от центра изображения. Размеры фрагментов и их расстояния от 
центра выбираются так, чтобы при максимально возможном относительном 
повороте разность координат соответствующих точек не превышала полови
ны межпиксельного расстояния. Вид сверху на аппарат при его движении по 
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движения 

Камера 
Y 

X 

а б 

Рис. 1. Схема движения аппарата (а) и схема расположения фрагментов на 
кадре (б ). 

траектории и схема расположения фрагментов на одном кадре изображения 
показаны на рис. 1,а и 1,б соответственно. 

В рамках описанной схемы съемки реализация основных этапов техно
логии, применявшихся в работе [12], существенно изменена. Теперь первый 
этап — экстремальной корреляции и второй этап — уточнение сдвигов мето
дом оптического потока выполняются для каждого из указанных фрагментов 
отдельно. Появляются также новые этапы — оценка межкадрового и теку
щего накопленного углов поворота аппарата, а также формирование оценок 
траектории с использованием текущих оценок накопленного угла поворота. 
Кроме того, на завершающем этапе технологии коррекция оценок траектории 
осуществляется только по одной координате (OX) в направлении текущего 
вектора скорости аппарата (см. рис. 1,а). Подчеркнем, что указанные новые 
решения связаны с тем, что последовательность изображений формируется 
камерой, жестко связанной с корпусом аппарата. 

Цель настоящего исследования состоит в разработке методов и алгорит
мов, реализующих перечисленные этапы технологии, а также в эксперимен
тальной проверке достижимой точности сквозной технологии в целом, вклю
чающей все указанные этапы. 

2. Описание технологии 

2.1. Основные предположения и обозначения 

Рассматривается задача автономной навигации аппарата, движущегося по 
земной (далее опорной) поверхности, с использованием последовательности 
изображений этой поверхности. Изображения формируются камерой, направ
ленной перпендикулярно вниз. Задача состоит в том, чтобы в каждой точке 
траектории определить относительный сдвиг и поворот соседних кадров. По
скольку расстояние от камеры до поверхности невелико, при определении 
межкадровых сдвигов и поворотов можно пренебречь проективными иска
жениями. 

Для каждого кадра последовательности будем задавать локальную систе
му координат. Для определенности примем, что прямоугольная система ко

Траектория 

Текущее 
изображение X 

Фрагмент 1 

Y 

Фрагмент 2 

L 
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Y 

n(y,1)-n(y,2) 

n(y,2) 

O 

n(y,1) 
2,1 

2,2 

1,2 

2,m 

1,m 1,1

a

a

2 

1 

Рис. 2. Локальная система координат. 

ординат связана с первым (по времени регистрации) изображением. Точка O
(начало системы координат) находится в центре кадра, а положительное на
правление оси Ox совпадает с направлением движения аппарата (см. рис. 1). 
На рис. 2 показана схема взаимного расположения двух кадров изображений, 
обозначенных 1 и 2 (в кружках) в локальной системе координат, связанной с 
первым изображением. Первая цифра в обозначениях точек означает номер 
кадра, а вторая — номер фрагмента в соответствии с нумерацией, показанной 
на рис. 1. Например, 1.1 означает фрагмент 1 на первом кадре, 2.1 — фраг
мент 1 на втором кадре и т.д. Центральные точки кадров изображений 1 и 2 
обозначены «1.m» и «2.m» соответственно. 

2.2. Алгоритм экстремальной корреляции 

Используется двухпозиционный алгоритм корреляции по двум фрагмен
там с центрами в точках 1.1 и 1.2 на первом изображении и в точках 2.1 
и 2.2 на втором изображении (см. рис. 2). Сдвиги определяются для пары 
фрагментов 1.1–2.1 и для пары 1.2–2.2. 

Для того, чтобы обеспечить возможность применения стандартной про
цедуры корреляции на фрагментах, формулируется следующее требование. 
Координаты соответствующих точек фрагментов, используемых для вычис
ления нормированного коэффициента корреляции, должны различаться ме
нее чем на половину межпиксельного расстояния при предельно возможных 
относительных межкадровых поворотах. Ясно, что это требование будет вы
полняться для всех точек фрагмента, если оно выполняется для точки наибо
лее удаленной от центра фрагмента. Если фрагмент квадратный с размера
ми N ×N , достаточно сформулировать это условие для одной угловой точки 
внешнего контура фрагмента. 

На рис. 3 приведена схема взаимного положения угловых точек одноимен
ных фрагментов на соседних изображениях. Эта схема иллюстрирует связь 
размеров фрагмента с максимально допустимым относительным углом пово
рота изображений. Здесь α — угол межкадрового поворота, l — дуга, соеди
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Рис. 3. К обоснованию размеров фрагментов. 

няющая наиболее удаленные (угловые) точки (1 и 2) фрагментов соседних 
изображений; R — расстояния от центральной точки совмещенных фрагмен
тов до точек 1 и 2. 

Длина дуги l не может быть меньше расстояния между точками 1 и 2. 
Тогда полагая, что tgα ∼ α, для квадратной N ×N -области можно записать = 
условие, при котором это расстояние будет меньше половины межпиксельно
го расстояния: 

∆pix
(1) N ≤ √ ,

2 2 · α

где α — угол относительного поворота (в радианах), ∆pix— масштабный ко
эффициент, зависящий от выбранной единицы измерения сдвига (∆pix = 1, 
если сдвиг измеряется целым числом пикселей). 

В таблице приведены предельные значения относительных поворотов для 
некоторых широко используемых размеров областей, используемых при вы
числении нормированного коэффициента корреляции. Заметим, что указан
ные значения предельных углов обычно не создают проблем. Даже при срав
нительно малой скорости регистрации 30 кадров в секунду и ограничении 3◦ 

угловая скорость аппарата на поворотах может достигать скорости 90 град/c, 
т.е. четверть полного оборота за одну секунду. При этом область корреляции 
11× 11 содержит 121 точку, что вполне достаточно для получения надежного 
результата. 

Таким образом, первый этап технологии сводится к следующей последова
тельности шагов. На соседних кадрах изображений задаются два фрагмента 
(на рис. 2 центры этих фрагментов на первом кадре обозначены 1.1 и 1.2), раз
несенные по возможности на достаточно большое расстояние L, при котором 
фрагменты «видны» на обоих изображениях. Размеры фрагментов задаются 
в соответствии с условием (1), при выполнении которого сдвиг одноименных 
пикселей, соответствующих фрагментов на двух видах (здесь 1 и 2) не превы
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Предельные углы относительных поворотов 

Размеры 
фрагмента 

Предельный 
угол (рад.) 

Предельный 
угол (град.) 

5×5 0,1750 10,0250 

7×7 0,1173 6,7213 

9×9 0,0882 5,0511 

11×11 0,0589 3,3723 

шает половины межпиксельного расстояния при максимальном возможном 
межкадровом повороте. 

Далее задавая центры областей поиска в точках 2.1 и 2.2 второго кадра, 
с использованием процедуры экстремальной корреляции, определяем цело
пиксельные координаты сдвига точки 2.1 по отношению к точке 1.1 

(2) m1, n1 

и точки 2.2 по отношению к точке 1.2 

(3) m2, n2.

Полученные методом корреляции сдвиги выражаются целыми числами пик
селей. В задачах визуальной одометрии даже малые ошибки в пределах долей 
пикселя вследствие накопления на длинных участках траектории могут при
водить к значительным ошибкам в конечной точке. Поэтому важным этапом 
технологии является субпиксельное уточнение полученных оценок. 

2.3. Уточнение оценок сдвига методом оптического потока 

Для уточнения оценок в пределах одного пикселя так же, как в [12], при
меняется метод оптического потока. Важным отличием в данном случае яв
ляется то, что уравнения оптического потока должны применяться отдельно 
для каждого фрагмента. Таким образом, формируются две независимые си
стемы 

(4) I1 x,y∆1 = I1 t ,

(5) I2 ∆2 = I2 x,y t ,

[ ] [ ]
где I1 = I1 , I1 , I2 = I2 , I2 — N × 2-матрицы для фрагментов 1 и 2 соx,y x y x,y x y

ответственно, а фигурирующие здесь N × 1-матрицы I1 x, I
1 
y, I

2 
x, I

2 
y, I

1 
t , I

2 
t — 

определяются как 

[
∂I1 ∂I1 ∂I1 

]T [
∂I1 ∂I1 ∂I1 

]T 
1 2 N 1 2 NI1 = , , . . . , , I1 = , , . . . , ,x ∂x ∂x ∂x y ∂y ∂y ∂y(6) 

[ ]T 
I1 = − ∂I1

1 ,−∂I21 , . . . ,−∂I1 ,t N
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[ ] [ ]

√[

∂I2 ∂I2
T 

∂I2 ∂I2 ∂I2
T 

I2 
∂I1

2 
2 N I2 1 2 N= , , . . . , , = , , . . . , ,x ∂x ∂x ∂x y ∂y ∂y ∂y(7) 

[ ]T 
I2 = − ∂I1

2 ,−∂I22 , . . . ,−∂I2 .t N

Размеры фрагментов, из отсчетов которых формируются уравнения 
(4), (5), задаются так, что эти системы являются переопределенными, поэто
му вычисляются параметры сдвига, оптимальные в среднеквадратическом 
смысле: 

[ ]T [ ]−1 
T T(8) ∆1 = = I1 I1 I1 I1∆x,1,∆y,1 x,y x,y x,y t ,

[ ]T [ ]−1 
I2 TI2 I2 TI2(9) ∆2 = ∆x,2,∆y,2 = x,y x,y x,y t .

Полученные субпиксельные смещения добавляются к найденным ранее 
корреляционным методом целопиксельным относительным смещениям (2) 
и (3): 

(10) mx,1 = m1 +∆x,1, ny,1 = n1 +∆y,1,

(11) mx,2 = m2 +∆x,2, ny,2 = n2 +∆y,2.

Следует напомнить, что уравнения оптического потока формируются по 
данным, которые являются линейными членами разложения функции яр
кости в малой окрестности. Поэтому точность оценок существенным обра
зом зависит от интервала аппроксимации. С учетом этого для повышения 
точности оценок предварительно совмещаются соответствующие пары фраг
ментов с использованием результатов определения целопиксельных сдвигов, 
полученных методом корреляции. При этом оценки (8), (9) не могут превы
шать одного межпиксельного расстояния. Указанное свойство может исполь
зоваться в качестве одного из признаков плохой обусловленности или даже 
вырожденности задачи. Здесь не затрагиваются эти проблемы, являющиеся 
предметом специальных исследований. 

2.4. Формирование текущих оценок координат траектории 

В предположении, что камера жестко закреплена на корпусе аппарата, 
далее вычисляем координаты центральных точек mx,0 и ny,0 обоих изобра
жений: 

(12) mx,0 = (mx,1 + mx,2) /2,

(13) ny,0 = (ny,1 + ny,2) /2 

и определяем общий межкадровый сдвиг S центральных точек кадров 1 и 2 
как евклидову норму сдвигов в направлении осей Ox, Oy локальной системы 
координат: 

(14) S = W ∗ m2 n2 x,0 + y,0,

15 



где W — коэффициент («цена» пикселя), определяемый на этапе калибровки 
в метрических единицах. 

Угол ∆α межкадрового поворота в локальной системе координат, в соот
ветствии с принятыми обозначениями, определяется как 

(15) ∆α = arcsin (ny,1 − ny,2) /L,

а текущее направление движения аппарата для любой точки траектории в 
глобальной системе координат (далее угол α) является суммой углов ∆αi, 
i = 1, 2, . . . локальных межкадровых поворотов всех предшествующих данной 
точке пар кадров. 

Для вычисленного в каждой точке траектории угла α, характеризующего 
текущее направление движения аппарата, определяются приращения коор
динат в глобальной системе координат: 

(16) ∆x = S∗ cosα,

(17) ∆y = S∗ sinα.

Текущие координаты траектории в любой точке, как и текущий угол, явля
ются суммой приращений, вычисленных в соответствии с (15), (16) на всех 
предшествующих точках. Знаки приращений определяются текущими значе
ниями накопленного угла α. Ясно, что координаты x0, y0 и угол α0 в началь
ной точке глобальной системы координат, с которых «стартует» алгоритм 
формирования текущих оценок параметров движения, должны быть заданы 
точно. 

2.5. Алгоритмы коррекции текущих оценок и общая схема технологии 

Точность оценивания траектории в значительной степени зависит от ка
чества калибровки. Если задана эталонная траектория, калибровка может 
быть выполнена точно. Однако это не гарантирует высокого качества оцени
вания траектории, так как параметры движения и установки камеры могут 
отличаться от эталонных. Если эталонной траектории нет, «цена пикселя» 
определяется путем расчета по заданным параметров движения и конструк
ции аппарата. Ясно, что в этом случае, тем более, возможны отличия от 
заданных значений. Средние калибровочные характеристики можно коррек
тировать по результатам предыдущих проездов. Однако кратковременные 
отклонения вследствие неравномерности движения носят случайный харак
тер и могут корректироваться только в процессе движения. 

Здесь используется алгоритм эпизодической коррекции траектории по на
блюдениям текущих отклонений калибровочных характеристик от средних 
значений на коротких отрезках траектории. В отличие от [12] в данном случае 
коррекции подвергается только составляющая перемещения в направлении 
движения аппарата (в направлении оси Ox локальной системы координат). 
Алгоритм корректировки оценок траектории состоит из следующих шагов. 

С использованием найденных по формуле (14) межкадровых сдвигов цен
тральных точек Sk, k = 1,K (здесь K — число точек на отрезке коррекции) 
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Рис. 4. Связь основных блоков системы визуальной одометрии, осуществляю
щих вычисление: межкадровых сдвигов методом корреляции (1), субпиксель
ных оценок методом оптического потока (2), координат центральных точек 
кадров изображений (3), локального угла межкадрового поворота ∆α (4), ло
кального межкадрового сдвига центров кадров (5), угла α текущего направ
ления в глобальной системе координат (6), локальных приращений коорди
нат (7), текущих оценок координат траектории (8), суммарного приращения 
координат на малом отрезке (9), корректирующих добавок координат (10). 

определяем общий сдвиг SΣ на заданном локальном отрезке траектории: 

K

(18) SΣ = Sk.
k=1 

Далее определяем отношение отклонения общего сдвига от эталонного зна
чения (вычисленного на этапе калибровки) к общему сдвигу на локальном 
участке: 

(19) ∆Srelate = (SΣ − Setal) /SΣ.

Решающее правило корректировки состоит в проверке условий: 

(20) ∆Srelate < thr∆Srelat 
и |∆SΣ >| thr∆SΣ

,

, thr∆SΣ 
— заданные пороговые значения. Если оба неравенства где thr∆Srelat

выполняются, вычисляется корректирующая добавка 

(21) ∆xkor = par∆Srelatesign(∆SΣ),

которая на следующем такте оценки траектории суммируется с текущей оцен
кой. 

Общая структурная схема описанной системы визуальной одометрии пред
ставлена на рис. 4. Здесь в блоках 1–8 реализуется технология оценки те
кущих координат траектории, включающая следующие этапы: определение 
целопиксельных сдвигов методом экстремальной корреляции, субпиксельное 
уточнение оценок методом оптического потока по соотношениям (4)–(11) 
и формирование текущих оценок координат траектории по соотношениям 
(12)–(17). Блоки 9, 10 реализуют алгоритм коррекции текущих оценок в со
ответствии с соотношениями (18)–(21). 
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3. Экспериментальные исследования 

3.1. Моделирование тестовых траекторий 

К сожалению, в настоящее время в открытом доступе пока отсутствуют 
тестовые последовательности изображений опорной поверхности, соответст
вующие изучаемой схеме съемки. Поэтому первая часть экспериментов со
стояла в моделировании эталонных траекторий для различных типов опор
ных поверхностей. Моделирование проводилось на плоских горизонтальных 
поверхностях. Это не является серьезным недостатком, так как траекторию 
движения по заданному рельефу всегда можно восстановить по локальным 
проекциям отрезков траектории на плоскость, касательную к каждой точке 
рельефа. 

Технология моделирования последовательностей изображений опорных 
поверхностей строилась следующим образом. На основе игрового движка Un
real Engine 4 [19] проектировалась виртуальная сцена с имитацией различного 
типа подстилающей поверхности, в нулевых координатах которой располага
лась модель робота с установленной камерой регистрации. В момент стар
та симуляции робот проходил заданные траектории (прямая, окружность, 
квадрат, восьмерка, не пересекающаяся и пересекающаяся поверхность) с за
данной скоростью перемещения (2, 8 и 15 км/ч), повторяя итерацию для 
каждого типа подстилающей поверхности. Камера, закрепленная на роботе 
и направленная вниз, записывала изображения с частотой 60 кадров в секун
ду. Последовательности изображений опорных поверхностей сформированы 
для следующих типов поверхности: древесное, каменистое (гравий), почвен
ное, бетонное и металлическое покрытия, а также песок, грязь и уличная 
плитка. Последовательности изображений различной длины для указанных 
типов опорных поверхностей размещены на сайте [20]. 

3.2. Эксперимент по оценке точности технологии 

Для проверки качества разработанной технологии визуальной одометрии 
использовалась тестовая траектория, включающая 2111 изображений опор
ной поверхности типа гравий на отрезке времени 35,18 с и соответствующий 
этой последовательности файл точных координат траектории. 

На рис. 5 приведены тестовая (отмечена символом *) и оцененная (сим
вол о) траектории, полученные при следующих значениях параметров алго
ритмов: размеры фрагментов — 9×9; расстояние от центра кадра до фраг
мента — L/2 = 100 (пикселей), соответственно расстояние между фрагмен
тами L = 200 (пикселей); среднее значение калибровочного коэффициента 
W = 0,0782, длина участка для вычисления локальных калибровочных ко
эффициентов — 25 точек. 

Тестовая траектория строилась по значениям, взятым из файла точных 
координат. За время между соседними точками на траекториях обрабаты
валось 25 кадров последовательности изображений. Координаты начальных 
точек тестовой и оцененной траектории совпадали (точка — 0). 

На рис. 6 приведены графики ошибок оценивания угла (в рад.) и теку
щих координат траектории (в см), полученные при указанных выше условиях 
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Рис. 5. Тестовая (*) и оцененная (o) траектории (общая точка старта — 0). 
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Рис. 6. Графики изменения во времени текущего угла α (×) (рад.) и евкли
довой ошибки оценивания траектории (см): без коррекции (+), с коррекцией 
оценок (*). 

эксперимента и значениях параметров алгоритмов. При этом были получены 
следующие относительные значения СКО: 

— по координате X — 0,0647, 

— по координате Y — 0,0491, 

— по евклидовой метрике — 0,0569. 
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На графиках видно, что при отсутствии коррекции оценок (+) ошибка 
одометрии возрастает при быстром изменении (возрастании) текущего уг
ла (×). Ошибка существенно снижается в результате коррекции оценок тра
ектории (*). Относительные ошибки в конечной точке траектории составили 
менее 0,02 и 0,04 для координат X и Y соответственно. 

4. Заключение 

Предложена новая технология прямой визуальной одометрии по после
довательности изображений опорной поверхности, регистрируемых камерой, 
жестко закрепленной на корпусе аппарата. Технология включает следующие 
основные этапы: определение межкадровых (целопиксельных) сдвигов мето
дом экстремальной корреляции (1); субпиксельное уточнение оценок сдви
га методом оптического потока (2); определение локальных межкадровых и 
накопленного углов поворота аппарата (3); формирование текущих оценок 
координат траектории с использованием локальных межкадровых сдвигов 
и текущего угла поворота (4); коррекция текущих оценок координат путем 
вычисления локальных тарировочных характеристик в процессе движения. 

Важной особенностью разработанной технологии является определение 
межкадровых сдвигов, как целопиксельных, так и субпиксельных отдельно на 
двух разнесенных фрагментах каждого кадра. Для реализации этого подхо
да наложены ограничения на размеры этих фрагментов, при которых сдвиг 
соответствующих точек фрагментов не превышает половины межпиксель
ного расстояния. Выполнение указанного требования позволило независимо 
определить локальные межкадровые повороты, используя уже найденные ко
ординаты центров фрагментов. Это обеспечило повышение точности оценок 
траектории и существенное сокращение объема вычислений, так как отпала 
необходимость на каждом такте вычислять матрицу поворота. 

В рамках предложенной технологии реализован алгоритм коррекции те
кущих оценок траектории путем вычисления отклонений локальных тариро
вочных характеристик от их заданных средних значений. В данном случае 
для жестко закрепленной камеры особенность состоит в том, что коррекция 
осуществляется только в направлении оси OX локальной системы координат. 
Приведенные результаты показывают возможность оценивания траектории в 
реальном времени с высокой точностью. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ ДЛЯ ВЫЯВЛЕНИЯ
АНОМАЛИЙ НА РЕНТГЕНОВСКИХ СНИМКАХ,

ПОЛУЧЕННЫХ НА СКАНЕРАХ
ПЕРСОНАЛЬНОГО ДОСМОТРА

В данной работе рассматривается решение задачи выявления анома
лий на рентгеновских снимках, полученных сканерами персонального до
смотра (СПД). В работе описана последовательность и описание методов 
предобработки изображений, с помощью которых оригинальные изобра
жения, полученные на СПД, преобразуются к изображениям с визуально 
различимыми аномалиями. Приведены примеры обработанных снимков. 
Показаны первые (предварительные) результаты использования нейрон
ной сети для выделения аномалий. 

Ключевые слова: сканеры персонального досмотра, рентгеновские сним
ки, выделение аномалий, выравнивание гистограммы изображения, ней
ронные сети, U-2-Net. 

DOI: 10.31857/S0005231022100038, EDN: AJXBSP 

1. Введение 

На объектах, требующих повышенного контроля безопасности, часто ис
пользуются сканеры персонального досмотра. Они позволяют быстро сделать 
снимок человека в рентгеновском диапазоне излучения, на котором оператор 
сканера персонального досмотра (СПД) может увидеть все объекты на теле 
человека и визуально подтвердить или опровергнуть наличие запрещенных 
среди них. 

Процесс обладает рядом существенных недостатков, в том числе связан
ных с человеческим фактором: для качественного анализа снимка требуются 
существенное время и повышенное внимание, что приводит к быстрой утом
ляемости оператора СПД и может негативно сказаться на качестве анализа 
снимков. В данный процесс можно внести существенную долю автоматиза
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ции, сделав его более дешевым для организации и более комфортным для 
человека. 

Для решения поставленной задачи использовались глубокие нейронные се
ти. В этой работе представлены способы предобработки данных и применение 
сети U-2-Net, а также анализ результатов. 

2. Постановка задачи 

Требуется разработать решение, ставящее в соответствие каждому рент
геновскому снимку булеву маску, единичные значения которой соответство
вали бы пикселям, на которых присутствовали инородные объекты, такие 
как телефоны, оружие, металлические предметы и прочее. Эти объекты в 
дальнейшем будем называть аномалиями. 

Набор данных, предоставленный компанией, специализирующейся на раз
работке сканеров персонального досмотра, состоит из оригинальных снимков 
людей, полученных с аппарата персонального досмотра человека «Express 
inspection» в рентгеновском спектре волн. Всего предоставлено четыре набо
ра данных с различных сканеров персонального досмотра. Каждый снимок 
представляет из себя одноканальное 16-битное изображение в формате tiff 
размера 1600× 500 пикселей. На снимках присутствуют различные анома
лии, такие как: элементы одежды, аксессуары, оружие, протезы и прочее. 
Всего набор данных содержит 1654 снимка. 

Выделим две проблемы с данными: 

1. На оригинальных снимках аномалии визуально не различимы, что за
трудняет их визуальный анализ. 

2. Различные аппараты выдают снимки с различным распределением зна
чений интенсивности пикселей. По этой причине исходные данные не подхо
дят для автоматической обработки нейронной сетью. 

Таким образом, во-первых, необходимо было разработать алгоритм для 
предобработки снимков, который решает обе поставленные задачи. После 
этого требовалось осуществить разметку аномалий на снимках. Наконец, для 
автоматизации этого процесса нужно было обучить нейронную сеть выделе
нию аномалий. 

3. Методы 
3.1. Существующие подходы 

Сегментация объектов на рентгеновских снимках является весьма распро
страненной задачей. Сначала эта задача решалась с помощью классических 
методов обработки изображений [1, 2]. Но со временем эта задача стала ре
шаться преимущественно с помощью сверточных нейронных сетей. 

В [3] произведена модификация архитектуры SegNet [4], упрощающая ори
гинальную сеть и позволяющая проводить обучение на небольшом наборе 
данных. Дальнейшее развитие сети SegNet — архитектура XNet [5], специа
лизирующаяся на сегментации рентгеновских изображений, а именно на раз
делении мягкий тканей и костей. 

Задача сегментации получила особое распространение в сфере медицины. 
Огромное количество работ было посвящено сегментации клеточных струк
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тур [6–8]. Среди множества подобных работ выделяется сеть U-Net [6], под
ходящая для более широкого класса задач. Эта сеть входит в число базовых 
архитектур для сегментации. В ней используются только сверточные слои, 
что позволяет подавать на вход изображения произвольного размера и полу
чать маску с классами на выходе. 

Следующем этапом развития U-Net является нейронная сеть U-2-Net [9]. 
Она показывает лучшие результаты на различных наборах данных по сравне
нию с U-Net. При этом она так же осталась применима для весьма широкого 
спектра задач, в том числе для анализа рентгеновских снимков. В данной 
работе использовалась именно эта архитектура. 

3.2. Предобработка изображений 

Для исправления описанных выше недостатков данных требовалось со
здать алгоритм предобработки снимков, состоящий из последовательности 
преобразований, решающий обе поставленные задачи. 

В рамках этого направления произведена поэтапная обработка снимков, 
в результате которой снимки приведены к единому формату. Использова
ны алгоритмы увеличения контрастности снимков и удаления аномальных 
значений интенсивности пикселей. В частности, для повышения визуальной 
видимости применены методы трансформации гистограммы распределений 
пикселей к более светлым тонам, что позволяет оставить на снимке только 
самые темные объекты. 

Для начала посмотрим, как выглядит гистограмма распределений пиксе
лей в оригинальном изображении. Значение 0 — это черный цвет пикселя, 
255 — белый (в дальнейшем для улучшения визуализации все гистограммы 
нормализуются от 0 до 255). 

Из рис. 1 видно, что большинство пикселей оригинального изображения 
имеют яркость в окрестности значений 25 (черный цвет — человек) и 240 (бе
лый цвет — фон). Цель состоит в уменьшении количества темных пикселей 

Рис. 1. Гистограмма оригинального изображения. 
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Рис. 2. Гистограмма после ThreshTrunc. 

Рис. 3. Гистограмма после EqualizeHist. 

так, чтобы менее темные участки (мягкие ткани) перешли в более светлый 
цвет, а самые темные участки (кости и металлические объекты) оставались 
темными. К оригинальным снимкам применяется следующая последователь
ность процедур обработки: 

1) ThreshTrunc (обрезание по порогу)

2) EqualizeHist (выравнивание гистограммы)

3) ThreshTrunc

4) EqualizeAdapthist (адаптивное выравние гистограммы)

5) ThreshTrunc.

Ниже каждая из этих операций описана подробнее. 

3.2.1. ThreshTrunc. ThreshTrunc [10] — операция изменения гистограм
мы распределения таким образом, что значения интенсивности всех пиксе
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Рис. 4. Гистограмма после EqualizeAdapthist. 

Рис. 5. Итоговая гистограмма. 

лей, большие среднего значения интенсивности на снимке, заменяются на это 
среднее значение. Это влечет за собой смещение гистограммы распределения 
интенсивности пикселей в более светлую часть. 

{[
src (x, y), если src (x, y) < treshold,

ThreshTrunc (x, y) = 
treshold, если src (x, y) > treshold,

где threshold — порог, равный среднему значению интенсивности всех пик
селей снимка, src (x, y) — значение интенсивности пикселя с координата
ми (x, y). 

3.2.2. EqualizeHist. EqualizeHist — процедура выравнивания гистограм
мы [11], позволяющая увеличить общий контраст изображения. Данное пре
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образование особенно эффективно, когда изображение представлено узким 
диапазоном значений интенсивности. Благодаря этому преобразованию мож
но лучше распределить интенсивности на гистограмме, равномерно исполь
зуя весь диапазон кодирования интенсивности цвета. 

H(i) — гистограмма для значения интенсивности каждого пикселя. Нахо
дим кумулятивное распределение 

H ′ (i) = H(j).
06j<i

Затем заменяем значения интенсивности пикселя в изображении на получив
шееся значение из распределения: 

EqualizeHist (x, y) = H ′ (src (x, y)).

3.2.3. EqualizeAdapthist. EqualizeAdapthist — адаптивное выравнивание 
гистограммы. В отличие от EqualizeHist, данный метод вычисляет несколь
ко гистограмм, каждая из которых соответствует отдельному участку изоб
ражения, и использует их для перераспределения значений интенсивности 
(по алгоритму EqualizeHist). Поэтому он подходит для улучшения локально
го контраста и улучшения четкости краев в каждой области изображения. 

Для применения функций ThreshTrunc, EqualizeHist и EqualizeAdapthist 
использовался язык программирования Python3 и библиотека OpenCV [12]. 

Проведя все преобразования, мы получаем распределение пикселей, пред
ставленное на рис. 5. Как следует из этой гистограммы, большинство пиксе
лей являются светлыми (т.е. фоном и участками мягких тканей), а осталь
ные участки снимка распределены по градациям интенсивности более равно
мерно. 

После применения всех преобразований металлические объекты на сним
ке становятся визуально различимы. Это позволяет выделять инородные те
лу объекты, не прибегая к специализированному программному обеспечению 
для индивидуальной предобработки каждого изображения. На рис. 6 показан 
процесс улучшения снимка после каждого этапа обработки. 

До обработки средние значения интенсивности пикселей на разных ска
нерах сильно различаются (см. таблицу). После обработки средние значения 
становятся практически равными, т.е. изображения приводятся к единому 
формату, и их можно подавать на вход нейронной сети для выделения ано
малий. 

Таким образом, применение данного алгоритма предобработки изображе
ний позволяет нивелировать различия в конструкции и настройках сканеров 
персонального досмотра. 

Средние значения интенсивности пикселей 

Набор A Набор B Набор C Набор D 

До обработки 176,71 180,41 173,61 158,81 

После обработки 201,36 201,16 203,36 201,62 
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3.3. Разметка

После обработки набора данных аномалии стали визуально различимы
ми. Благодаря этому с помощью программы labelme [13] на снимках вруч
ную были выделены инородные объекты. Ручная разметка производилась в 
том числе с помощью сервиса Yandex Toloka [14]. Всего было выделено около 
18 000 аномалий на 1654 изображениях. В результате были получены обрабо
танные изображения и маски инородных объектов для них (пример приведен 
на рис. 7). 

Рис. 7. Пример размеченной вручную маски. 
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3.4. Нейронная сеть

Для решения задачи выявления аномалий использовалась сеть U-2-Net [9], 
которая была представлена в 2020 г. Для реализации нейронной сети исполь
зовались язык программирования Python и фреймворк PyTorch. Архитекту
ра использовалась без дополнительных модификаций. В качестве оптимиза
тора был выбран алгоритм Adam [15] с параметром скорости обучения (learn
ing rate), равным 0,001. Обучение проводилось на графическом процессоре 
Nvidia gtx 1080ti с 11гб памяти. Размер изображений на входе сети составля
ет 512×512 пикселей типа float32. В связи с ограничением памяти и большим 
количеством слоев нейронной сети размер батча был выбран равным десяти. 

На вход модели подавались одноканальные снимки с указанной выше 
предобработкой. В процессе аугментации для увеличения вариативности дан
ных использовалась операция случайной обрезки изображения (cropping), что 
позволило сгенерировать большое количество изображений, содержащих раз
личные части тела. Модель отображает снимок в матрицу, характеризующую 
вероятности нахождения аномалий в соответствующих участках снимка. Да
лее матрица вероятностей приводится к бинарному виду. Таким образом, на 
выходе имеем булеву маску. В качестве функции потерь была использована 
функция 

L(A,B) = 1− IoU (A,B),

где A — оригинальная маска, B — маска, полученная из нейронной сети. 

В качестве метрики была выбрана функция IoU (intersection over union) 
[16], которая характеризует, насколько предсказанная маска покрывает на
стоящую маску: 

A ∩B
IoU (A,B) = .

A ∪B
Обучение проводилось на 1454 снимках. Тестовый набор данных содержал 
200 изображений. 

4. Заключение 

В результате проведенной на первом этапе работы разработан универсаль
ный алгоритм, который позволяет обрабатывать снимки и приводить их к 
виду, подходящему для обучения нейронной сети. Была обучена нейронная 
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Рис. 8. Значение функции потерь на тестовой выборке в процессе обучения. 
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Original Mask Result 

Рис. 9. Слева оригинальный снимок, в центре маска, полученная с помощью 
нейронной сети, справа маска, наложенная на обработанный снимок. 

Рис. 10. Детальное рассмотрение полученной маски. 
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сеть (см. рис. 8), выполняющая поставленную задачу. В результате проверки 
модели на тестовом наборе данных с помощью метрики IoU сеть показала 
точность в 0,838. 

Результаты работы этой модели приведены ниже (см. рис. 9 и 10). Можно 
видеть, что нейронная сеть научилась выделять большие инородные объек
ты, но границы этих объектов пока выделяются плохо. Получение маски на 
выходе нейронной сети одного снимка на CPU в среднем занимает 4 с. 

Обычно сети типа U-2-net используются для сегментации цветных фото
графий и выделения объектов на них [9]. К сожалению, не удалось найти от
крытых источников, где бы подобные сети применялись для рентгеновских 
снимков. По этой причине нет возможности сравнить качество полученной 
модели. 

5. Выводы 

Предложена универсальная схема предобработки изображений, которая 
позволяет приводить данные с различных аппаратов персонального досмотра 
(или с различными настройками излучения) к нормализованному формату, 
в котором средние значения интенсивности пикселей совпадают, и при этом 
все объекты становятся различимы человеком. 

С использованием предложенного подхода обработки из четырех различ
ных наборов данных сформирована обучающая выборка. На основе получен
ной выборки обучена нейронная сеть U-2-net. Качество сегментации обучен
ной модели позволяет распознавать аномалии большого и среднего разме
ра. На объектах сравнительно меньшего размера качество сегментации су
щественно снижается. Несмотря на это, модель может быть использована на 
промышленных объектах, в качестве средства автоматизации работы СПД 
для поиска объектов среднего размера, таких как оружие, телефоны, слитки 
металлов и прочее, значительно увеличивая скорость работы оператора. 
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ДИСТИЛЛЯЦИЯ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ РАСПОЗНАВАНИЯ ЛИЦ,
ОБУЧЕННЫХ С ПРИМЕНЕНИЕМ ФУНКЦИИ

СОФТМАКС С ОТСТУПАМИ

Использование сверточных нейронных сетей в сочетании с функцией 
Софтмакс (анг. softmax) с отступами позволяет достичь наибольшей точ
ности в задаче распознавания лиц. Развитие встраиваемых систем, таких 
как умные домофоны, породило интерес к легковесным нейронным се
тям. Так были предложены облегченные нейросетевые модели, обученные 
с применением функции Софтмакс с отступами, для задачи идентифика
ции по лицу. В данной работе предлагается метод дистилляции, который 
позволяет получить большую точность, чем другие методы для задачи 
распознавания лиц на наборах данных LFW, AgeDB-30 и Megaface. Основ
ная идея предлагаемого подхода заключается в использовании центров 
классов сети-учителя для инициализации сети-ученика. Затем сеть-уче
ник обучается производить биометрические вектора, углы от которых до 
центров классов равны углам в сети-учителе. 

Ключевые слова: сверточные нейронные сети, дистилляция, биоиденти
фикация. 

DOI: 10.31857/S000523102210004X, EDN: AJXJDG 

1. Введение 

В недавнее время большой интерес получила разработка систем распо
знавания лиц, требующих малых вычислительных ресурсов. Это вызвано 
широким распространением встраиваемых систем, таких как домофоны с 
функцией доступа по лицу и камеры наружного наблюдения. Такие систе
мы распознавания лиц основываются на нейросетевых моделях для мобиль
ных вычислителей. Во время работы нейросетевая модель получает на вход 
изображение лица и восстанавливает по нему вектор фиксированной длины. 
В таком векторе закодирована информация о лице на изображении, и он на
зывается биометрическим. Чем дальше вектора для различных людей друг 
от друга в векторном пространстве и ближе для различных изображений 
одного человека, тем выше качество работы нейронной сети. Близость векто
ров определяется согласно выбранной метрике, в рассматриваемых в данной 
работе моделях это косинусное расстояние. 

К таким моделям относится архитектура MobileFaceNet [1], разработанная 
специально для распознавания лиц на устройствах с малой вычислительной 
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Рис. 1. Гиперсфера нормированных биометрических векторов. Различными 
цветами обозначены разные классы из обучающего набора данных: больши
ми кругами обозначены центры классов, меньшими — изображения, относя
щиеся к классу. Для вычисления близости изображения к классу необходимо 
вычислить угол θ между векторами. 

мощностью. В свою очередь использование функции Софтмакс с отступа
ми [3–5] для обучения таких моделей позволяет достичь наибольшую точ
ность в задачах идентификации и верификации по лицу. Нейросетевые моде
ли для биоидентификации обучаются на классификацию с функцией Софт
макс большого количества классов, затем вектор, получаемый на предпослед
нем слое, используется для кодирования и сравнения новых изображений. 
Добавление отступов в функцию Софтмакс в процессе обучения сети добав
ляет дополнительный отступ для векторов, относящихся к одному классу, 
что вынуждает сеть минимизировать угол от вектора до центра класса. Та
ким образом, сеть обучается минимизировать косинусное расстояние между 
изображениями одного человека (рис. 1). 

Быстрые и компактные мобильные нейросетевые архитектуры достига
ют меньшей точности, чем серверные решения. В задачах биометрическо
го доступа такое снижение точности может играть критическую роль. Для 
увеличения точности мобильных нейросетевых архитектур используется ди
стилляция [9]. Дистилляция нейронной сети — это метод передачи знаний 
от сети-учителя с большим числом обучаемых параметров в сеть-ученика 
с малым числом обучаемых параметров. В данной работе предлагается но
вый подход дистилляции, позволяющий сократить разницу в точности между 
сетью-учителем и сетью-учеником. 

Идея предложенного подхода заключается в копировании последнего слоя 
сети, содержащего обученные центры классов обучающего набора данных, из 
сети-учителя в сеть-ученика и заморозке этого слоя во время всей процеду
ры дистилляции. Дистилляция заключается в обучении сети-ученика воспро
изводить углы между центрами классов и биометрическими векторами для 
лиц, равные углам между соответствующими векторами и центрами классов 
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в сети-учителе. Такой подход позволяет сети-ученику лучше воспроизводить 
результат работы сети-учителя. 

Основной вклад данной работы заключается в следующем: 

1) предлагается новый метод для дистилляции нейронных сетей, обучен
ных с применением функции Софтмакс с отступами; 

2) предложенный метод позволяет сократить разницу в точности меж
ду сетью-учителем и сетью-учеником. Использование предложенного метода 
позволило для мобильной нейросетевой архитектуры получить наибольшую 
точность в сравнении с другими методами дистилляции для наборов данных 
LFW [6], AgeDB-30 [7] и MegaFace [8]; 

3) в данной работе производится прямое сравнение различных мето
дов дистилляции. Программный код с реализацией рассматриваемых ме
тодов и проводимых экспериментов доступен в открытом доступе на сайте 
github.com [27]. 

2. Обзор литературы 
2.1. Функция Софтмакс с отступами 

Существует несколько вариаций функции Софтмакс (анг. softmax) с от
ступами, используемых при обучении нейронных сетей для систем распозна
вания лиц. Они включают подходы Cosface [5], Sphereface [4] и Arcface [3]. 
Все три подхода могут быть описаны общей формулой, задающей функцию 
ошибки классификации изображений лиц: 

N s(cos(θyim1+m2)−m3)1 ∑[ e
(1) L = − log .nN s(cos(θyim1+m2)−m3) 

∑[
s cos θji=1 e + e

j=1,j 6=yi

Данные подходы могут быть получены из представленной формулы (1) 
подстановкой значений параметров m1, m2, m3. Подход Sphereface получа
ется приm1 = 4, m2 = m3 = 0; подход Cosface получается приm1 = 1;m2 = 0; 
m3 = 0,35; подход Arcface получается при m1 = 1; m2 = 0,5; m3 = 0. В пред
ставленной формулеN — это количество изображений, используемых на каж
дом шаге стохастического градиентного спуска; θj — угол между векторами, 
соответствующими обучающему примеру с индексом i и центру класса с ин
дексом j; yi — соответствует индексу класса, к которому относится пример с 
индексом i согласно разметке; s— константа масштабирования, во всех случа
ях имеющая значение 64. Детальный анализ представленной формулы можно 
найти в статье Arcface [3]. Из рассмотренных подходов Arcface демонстрирует 
наибольшую точность на наборах данных LFW, AgeDB-30 и MegaFace. 

2.2. Дистилляция 

Дистилляция знаний от сети-учителя к сети-ученику была впервые пред
ложена в [9]. Данный подход заключается в обучении сети-ученика с малым 
числом обучаемых параметров за счет передачи знаний от сети-учителя с 
большим числом обучаемых параметров. Под передачей знаний понимается 
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передача некоторой информации от обученной более точной модели для улуч
шения сходимости обучаемой малой модели. Ключевая идея подхода, пред
ложенного в [9], заключается в передаче знаний через приближение сглажен
ного вероятностного распределения на выходе сети-учителя. Это достигалось 
за счет добавления делителя в формулу функции Софтмакс. 

Некоторые исследования продолжают развивать идею использования 
сглаженного распределения вероятности в качестве разметки для обучения 
сети-ученика. Так, например, в [10] был предложен подход к дистилляции 
ансамбля нейронных сетей в одну сеть-ученика, используя данный метод. 
В [11] предложен подход к обучению сети-ученика с помощью сети-учителя, 
подверженной зашумленности выхода. В [12] сеть-ученик и сеть-учитель обу
чались с одинаковой параметризацией. В [25] предлагается механизм дистил
ляции через задание априорного распределения сети-ученика на основе апо
стериорного распределения сети-учителя с измененной структурой модели 
для совпадения пространства параметров. Также делаются шаги в сторону 
теоретического обоснования методов дистилляции через вероятностную ин
терпретацию [25, 26]. 

Другой подход к дистилляции — это дистилляция через скрытые слои ней
ронной сети. В [13] предлагается обучать сеть-ученика копировать распреде
ление весов на скрытых слоях сети-учителя. В [14] промежуточные слои се
тей ученика и учителя используются для регуляризации обучения. В [15] для 
регуляризации во время дистилляции используется ограничение на сохране
ние взаимоотношения между локальными объектами. Для этого L2 расстоя
ние между биометрическими векторами для сети-ученика минимизируется 
на основе информации от сети-учителя. В [16] предлагается относительная 
дистилляция знаний, которая штрафует за структурные различия во взаи
моотношении между обучающими примерами. 

Для дистилляции легковесных нейронных сетей для задачи распознава
ния лиц, обученных с применением функции Софтмакс с отступами, приме
няются следующие подходы: триплетная дистилляция [17], дистилляция по 
углу [18] и дистилляция на основе отступа [19]. 

В триплетной дистилляции сеть-ученик обучается с триплетной функ
цией ошибки, отступ в которой вычисляется основываясь на расстоянии меж
ду якорным и негативным примерами и якорным и позитивным примерами, 
предсказанными сетью-учителем. 

В дистилляции по углу минимизируется угол между биометрическими 
векторами сетей ученика и учителя для каждого примера в обучающей вы
борке. 

В дистилляции на основе отступа предлагается производить дистилля
цию через сглаженное распределение вероятности. Для этого в формулу (1) 
добавляется деление на параметр T по аналогии с [9]. 

3. Предлагаемый подход 

3.1. Описание сети-учителя и сети-ученика 

В качестве сети-учителя рассматривалась нейронная сеть с архитек
турой ResNet100 [20]. Выбор данной архитектуры был обусловлен тем, 
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Таблица 1. Сравнение параметров рассматриваемых нейросетевых 
архитектур. Время работы сетей замерялось для входного изобра
жения размерностью 112×112× 3 на процессоре Intel Xeon(R) CPU 
E3-1270 v3 @ 3,50GHz×8 

ResNet100 MobileFaceNet 

Число операций с плавающей точкой / 109

Размер / Мегабайт 
Число обучаемых параметров / 106

Время работы / Миллисекунд 

24,2 
261,2 
52,56 

401± 25, 7 

0,44 
5,3 
1,19 

42, 2± 5, 48 

что она содержит большое число обучаемых параметров и, следователь
но, позволяет достигать высокой точности в задаче распознавания лиц. 
В качестве сети-ученика была выбрана недавно предложенная архитекту
ра MobileFaceNet(ReLU) [1], содержащая менее 1 млн параметров и разра
ботанная специально для решения задачи распознавания лиц на мобиль
ных процессорах. Данная архитектура состоит из блоков предложенных 
в MobileNetV2 [2], но позволяет обрабатывать изображения вдвое быстрее 
за счет уменьшения пространственной размерности изображения на ранних 
слоях и использования меньшего числа фильтров на промежуточных слоях 
блоков. В описываемых экспериментах была сделана следующая модифика
ция данной архитектуры: размерность выходного биометрического вектора 
была увеличена с 256 до 512 элементов для совпадения с размерностью ар
хитектуры ResNet100. В табл. 1 приводится сравнение рассматриваемых ар
хитектур. 

3.2. Описание метода 

Обозначим биометрический вектор сети-ученика для изображения с ин
дексом i как xSi

∈ RD, где D — размерность вектора. И обозначим через 
xTi ∈ RD биометрический вектор соответствующего изображения для сети
учителя. Матрицы весов последнего слоя для сетей ученика и учителя будем 
обозначать соответственно WS ∈ RD×n и WT ∈ RD×n, где n — количество 
классов в обучающем наборе данных. Столбец матрицы с индексом j, соответ
ствующий центру класса yi, к которому относится изображение с индексом i
из обучающего набора данных, обозначается как WSj

∈ RD для сети-ученика 

и WTj ∈ RD для сети-учителя. 

Подходы, основанные на добавлении отступа m в функцию Софтмакс, 
производят нормировку столбцов матрицы весов и биометрических векторов 
на 1: ||Wj|| = 1 и ||xi|| = 1, где Wj — это j-й столбец матрицы W , а xi — это 
биометрический вектор, соответствующий i-му обучающему примеру. Такая 
нормировка позволяет рассматривать результаты произведений векторов на 
последнем слое сети как косинусные расстояния cos(θj) между биометриче

Tскими векторами и соответствующими центрами классов: Wj xi = ||Wj ||× 
×||xi|| cos(θj) = cos(θj) (рис. 1), где θj — угол между векторами, соответст
вующими обучающему примеру с индексом i и центру класса с индексом j. 
Далее в качестве частного случая обучения с использованием функции Софт
макс с отступами рассматривается метод Arcface [3], задаваемый формулой, 
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подробно описанной в разделе “Обзор литературы”:

N s(cos(θyi+m)) 1 ∑[ e
(2) LArcFace = − log .nN s(cos(θyi+m)) 

∑[
s cos θji=1 e + e

j=1,j 6=yi

Данный метод был выбран для рассмотрения, так как позволяет полу
чать наибольшую точность среди методов обучения с применением функции 
Софтмакс с отступами. В подходе Arcface значение отступа m фиксируется 
равным 0,5, как предложено в [3]. В данной работе предлагается производить 
дистилляцию знаний от сети-учителя через вычисление значения отступа m
для каждого изображения i. Предлагаемый метод дистилляции содержит две 
основные идеи: 

— Центры классов, найденные сетью-учителем, используются в сети-уче
нике: WS = WT . Так как центры классов обучаемые параметры, более глубо
кая сеть способна сформировать более хорошее их положение на гиперсфере. 
Такое положение, при котором относящиеся к этим центрам кластеры векто
ров будут разделимы с большей точностью. 

— Для дистилляции знаний используются вычисляемые значения mi для 
каждого изображения. Они явным образом контролируют расстояние меж
ду биометрическими векторами xSi

и соответствующими центрами клас
сов WSj

. Большее значение mi способствует приближению вектора xSi
к цен

тру класса. 

Отступ mi вычисляется, основываясь на угле между биометрическим век
тором сети-учителя xTi ∈ RD и соответствующим вектором WTj ∈ RD центра 
класса, задаваемого как yi. Отступ m для изображения с индексом i вычис
ляется аналогично отступу в триплетной дистилляции: 

−mmax mmin 
(3) mi = f(ai) = ai + mmin,

amax 

WTxTiTj(4) ai = ,||WTj || · ||xTi ||
где параметры mmax = 0,5 и mmin = 0,2 задают максимальное и минимальное 
значение отступа, по аналогии с формулой триплетной дистилляции, пред
ложенной в [17]. А значение параметра amax вычисляется как максимальное 
значение угла a в мини-пакете изображений на каждом шаге обучения. 

Формула (4) используется для вычисления углов ai между центрами 
классов WTj и биометрическими векторами xTi сети-учителя (рис. 2,a). Уг
лы ai, получаемые от сети-учителя, используются для вычисления отступа 
mi = f(ai) по формуле (3). Чем меньше значение угла между биометрическим 
вектором и центром класса, к которому он относится, тем больший отступ mi

используется для этого вектора при обучении сети-ученика (рис. 2,б ). Боль
шее значение отступа вынуждает сеть минимизировать угол от биометриче
ского вектора до центра класса, чтобы компенсировать эффект от отступа. 
Тем самым векторы, которые были близки к центру класса в сети-учителе, 
будут близки к центру класса в сети-ученике. 
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Рис. 2. а — Гиперсфера векторов сети-учителя. б — Вычисление сдвига для 
векторов на гиперсфере сети-ученика на основе углов до центра класса в 
сети-учителе. 

Интуиция, лежащая в основе предлагаемого подхода, заключается в том, 
чтобы изменять биометрический вектор сети-ученика для уменьшения рас
стояния до центра класса, если соответствующий вектора сети-учителя на
ходится близко к центру класса. Это позволяет осуществлять передачу зна
ний от сети-учителя к сети-ученику более эффективно потому, что сеть-уче
ник концентрируется на более уверенно классифицированных сетью-учите
лем изображениях. 

Предлагаемый подход к дистилляции позволяет передавать информацию 
об относительном положении векторов на гиперсфере, не вводя явных огра
ничений на биометрические векторы сети-ученика. 

4. Эксперименты 

4.1. Детали реализации 

Предобработка данных. Для обнаружения и выравнивания лиц на 
изображениях применялся метод MTCNN [21]. В качестве обучающего на
бора данных использовался набор данных для классификации по лицу 
MS1MV2 [3]. Данный набор данных — это очищенный в полуавтоматическом 
режиме набор данных MS-Celeb-1M [22], предложенный в работе, посвящен
ной Arcface. Рассматриваемый набор данных содержит 5,8 млн изображений 
для 85 тыс. классов. 

После процедуры выравнивания лиц, выполненной с применением клю
чевых точек найденных MTCNN, получаются изображения размером 
112×112 пикселей. Значения яркости пикселей полученных изображений за
тем нормируются до диапазона [−1, 1]. 

Процедура обучения. В качестве сети-учителя была обучена нейронная 
сеть с архитектурой ResNet100 и функцией Arcface. Сравнение всех методов 
дистилляции проводилось в одинаковых условиях, где передача знаний осу
ществлялась от ResNet100 к MobileFaceNet(ReLU). Дистилляция производи
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лась со следующими значениями гиперпараметров: размер мини-пакета изоб
ражений равнялся 512, шаг обучения равнялся 0,1 и увеличивался в 10 раз 
после 10 000, 160 000 и 200 000 итераций. Оптимизация обучаемых параметров 
выполнялась алгоритмом SGD [24] со значением моментов, равным 0,9. Ко
эффициент регуляризации обучаемых параметров равнялся 5e− 4. Значения 
максимального и минимального возможных значений отступа фиксировались 
равными mmax = 0,5 и mmin = 0,2. Значение параметра s метода Arcface не 
изменялось и равнялось 64. Описанные далее эксперименты основываются на 
официальной реализации Arcface авторами на фреймворке MXNet. 

Для сравнения предложенного метода дистилляции с существующими 
подходами были реализованы триплетная дистилляция [17], дистилляция по 
углу [18] и дистилляция на основе отступа [19] на фреймворке MXNet. Ней
ронные сети дистиллировались с помощью этих методов с указанными в опор
ных статьях параметрами. Реализация этих методов на MXNet доступна в 
репозитории данной работы на GitHub [27]. 

Процедура тестирования. Обученные с помощью дистилляции нейрон
ные сети для распознавания лиц тестировались на задачах верификации и 
идентификации. 

Верификация. Для замеров точности обученных нейронных сетей на за
даче верификации использовались наборы данных LFW и AgeDB-30. Каж
дый набор данных содержит порядка 3000 позитивных и 3000 негативных пар 
изображений. В процедуре тестирования обученная нейронная сеть использо
валась для получения биометрических векторов для пары изображений лиц. 
Верификация производилась основываясь на косинусном расстоянии между 
векторами. Точность измерялась как процент верно верифицированных пар 
изображений. 

Идентификация. Наиболее представительным и сложным протоколом те
стирования для задачи идентификации лиц является MegaFace. В набор дан
ных MegaFace входит миллион изображений лиц для 690 000 человек для 
формирования негативных примеров. И 100 000 изображений для 530 людей 
из набора данных FaceScrub [23], идентификацию которых по базе лиц необ
ходимо произвести. Значением метрики качества является топ-1 точность для 
задачи идентификации по базе лиц с миллионом негативных примеров. 

4.2. Результаты тестирования 

Как показано в табл. 2, обученная с функцией Arcface, сеть-учитель до
стигает точности 99,76% для набора данных LFW и 98,21% для AgeDB-30. 
сеть-ученик, обученная с функцией Arcface, достигает 99,51% для набора дан
ных LFW и 96,13% для AgeDB-30. Предложенный подход позволяет сокра
тить разницу в точности сильнее, чем остальные рассмотренные подходы: до 
99,61% для LFW и 96,55% для AgeDB-30. 

В табл. 3 представлены результаты замеров точности для задачи иденти
фикации по протоколу MegaFace c миллионом негативных примеров в базе 
лиц. Для данного протокола тестирования сеть-учитель достигает точности 
98,35%, а сеть-ученик 90,62%. Предложенный подход позволяет увеличить 
точность идентификации до 91,70%. Также для задачи идентификации бы
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Таблица 2. Точность верификации на наборах данных LFW и AgeDB-30. В экс
периментах использовалась версия MobileFaceNet с функцией активации ReLU 

Архитектура Метод обучения LFW % AgeDB-30 % 

ResNet100 
(сеть-учителя) 

MobileFaceNet 
(сеть-ученик) 

ArcFace [3] 

ArcFace [3] 

99,76 

99,51 

98,21 

96,13 

MobileFaceNet 
MobileFaceNet 
MobileFaceNet 
MobileFaceNet 

Триплетная дистилляция по L2 [17] 
Триплетная дистилляция по cos [17] 
Дистилляция с отступом для T=4 [19] 
Дистилляция по углу [18] 

99,56 
99,55 
99,41 
99,55 

96,23 
95,60 
96,01 
96,01 

MobileFaceNet Предлагаемый метод 99,61 96,55 

Таблица 3. Точность идентификации с использованием протокола MegaFace c 1 
млн негативных примеров. В экспериментах использовалась версия MobileFaceNet 
с функцией активации ReLU 

Архитектура Метод-обучения MegaFace % 

ResNet100 
(сеть-учитель) 

MobileFaceNet 
(сеть-ученик) 

ArcFace [3] 

ArcFace [3] 

98,35 

90,62 

MobileFaceNet 
MobileFaceNet 
MobileFaceNet 
MobileFaceNet 

Триплетная дистилляция по L2 [17] 
Триплетная дистилляция по cos [17] 
Дистилляция с отступом для T=4 [19] 
Дистилляция по углу [18] 

89,10 
86,52 
90,77 
90,73 

MobileFaceNet Предлагаемый метод 91,70 

ло замечено уменьшение точности для метода триплетной дистилляция, но 
данный метод показал хорошую точность для задачи верификации. 

5. Оценка метода 

Для более детального анализа предлагаемого подхода была проведена его 
оценка методом удаления различных элементов. При удалении элементов 
подхода оценивалось их влияние на точность верификации на наборе дан
ных LFW. В табл. 4 оценивается влияние следующих аспектов метода: 

— Копирование центров — копирование центров классов, представленных 
обучаемыми параметрами последнего слоя нейронной сети, от сети-учителя 
к сети-ученику: WS = WT . 

— Использование mi вместо m-использование вычисляемых mi для ди
стилляции через Arcface вместо фиксированного m = 0,5. 

— Фиксирование центров — пометка центров классов сети-ученика WS

как необучаемые параметры. Чтобы в процессе дистилляции они оставались 
равными центрам классов сети-учителя WT . 

Наибольший прирост в точности в 0,9% вызван копированием центров 
классов сети-учителя в сеть-ученика и дальнейшая пометка их как необуча
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Таблица 4. Оценка точности метода на наборе данных LFW удалением 
различных его элементов 

Копирование 
центров 

Использование mi

вместо m
Фиксирование 

центров 
LFW % 

√ √ √ 
99,61 

√ √ 
98,31 

√ 
99,55 

√ 
99,43 

√ √ 
99,60 

емые параметры. Самостоятельное обучение сетью-учеником центров клас
сов WS во всех сценариях ведет к уменьшению точности на наборе данных 
LFW. Соответственно ключевую роль в предложенном методе дистилляции 
играет копирование центров классов. Использование адаптивного отступа mi

позволяет дополнительно увеличить точность получаемой модели. 

6. Заключение 

В данной работе был предложен подход к дистилляции нейронных сетей, 
обученных для задачи распознавания лиц с функцией Софтмакс с отступа
ми. Была продемонстрирована эффективность использования центров клас
сов сети-учителя в сети-ученике. Было проведено сравнение предложенного 
метода с другими методами дистилляции для нейронных сетей, использую
щих Софтмакс с отступами. Описанный в данной работе подход позволяет 
получить лучшую точность на наборах данных LFW и AgeDB-30 для задачи 
верификации и для MegaFace для задачи идентификации. 

Предложенный метод дистилляции может применяться для увеличения 
точности нейросетевых моделей с малым числом параметров для встраивае
мых устройств. Таких, например, как камеры наружного наблюдения или 
домофоны с функцией доступа по лицу. 
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АНАЛИЗ СВОЙСТВ ВЕРОЯТНОСТНЫХ МОДЕЛЕЙ 
В ЗАДАЧАХ ОБУЧЕНИЯ С ЭКСПЕРТОМ1

Работа посвящена построению интерпретируемых моделей машинного 
обучения. Решается задача аппроксимации набора фигур на контурном 
изображении. Вводятся предположения, что фигуры являются кривыми 
второго порядка. При аппроксимации фигур используются информация о 
типе, расположении и форме кривых, а также о множестве их возможных 
преобразований. Такая информация называется экспертной, а метод ма
шинного обучения, основанный на экспертной информации, называется 
обучение с экспертом. Предполагается, что набор фигур аппроксимиру
ется набором локальных моделей. Каждая локальная модель, основанная 
на экспертной информации, аппроксимирует одну фигуру на контурном 
изображении. Для построения моделей предлагается отображать кривые 
второго порядка в пространство признаков, в котором каждая локаль
ная модель является линейной. Таким образом, кривые второго порядка 
аппроксимируются набором линейных моделей. В вычислительном экс
перименте рассматривается задача аппроксимации радужной оболочки 
глаза на контурном изображении. 

Ключевые слова: смесь экспертов, экспертное обучение, линейные модели, 
интерпретируемые модели. 

DOI: 10.31857/S0005231022100051, EDN: AKCUFQ 

1. Введение 

Современные решения задачи классификации изображений на основе се
тей глубокого обучения ResNet, VGG, Intercept [1] представляют собой плохо 
интерпретируемые модели [2]. В [3, 4] показано, что сети глубокого обучения 
являются не устойчивыми даже к небольшому шуму в данных [5]. 

В данной работе предлагается метод обучения с экспертом. Метод предпо
лагает использование экспертной информации для повышения качества ап
проксимации, а также для получения интерпретируемых моделей машинно
го обучения. Предметные знания экспертов о данных называются эксперт
ная информация. Предполагается, что использование экспертной информа
ции позволяет аппроксимировать выборку простыми интерпретируемыми мо

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундамен
тальных исследований в рамках научных проектов 20-37-90050, 19-07-01155 и проекта На
циональной технологической инициативы 13/1251/2018.
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Рис. 1. Визуализация экспертной информации в случае с двумя экспертами. 
Слева направо: экспертная информация первого эксперта; исходные данные; 
экспертная информация второго эксперта. 

делями, такими как линейные модели. Метод машинного обучения, учиты
вающий экспертные знания при построении моделей, называется обучение с 
экспертом. В данной работе решается задача аппроксимации кривых вто
рого порядка на контурном изображении. В работе анализируются кривые 
второго порядка, так как они описываются линейными моделями. Парамет
ры кривых второго порядка необходимо восстановить в задаче распознавания 
радужной оболочки глаза [6–8], в задаче описания трека частицы в адронном 
коллайдере [9]. Экспертная информация о кривой второго порядка отобража
ет точки на плоскости в новое признаковое описание объекта. Каждая кри
вая аппроксимируется одной линейной моделью. Модель, аппроксимирующая 
кривую, называется локальной моделью. Для аппроксимации всего контурно
го изображения требуется аппроксимация нескольких кривых второго поряд
ка с использованием локальных моделей. Вводятся следующие ограничения 
на изображения: а) изображение состоит только из кривых второго порядка; 
б) изображение аппроксимируется небольшим числом кривых второго поряд
ка; в) известно число и тип кривых на изображении. 

На рис. 1 показан пример кривых второго порядка, а также экспертная 
информация о кривых. Рассматривается пример двух кривых, которые зада
ются своим цветом. На центральном изображении показаны точки, лежащие 
на кривых, а на рисунках справа и слева представлены экспертные признако
вые описания рассмотренных кривых. В каждом из экспертных признаковых 
описаний получаем, что одна из кривых аппроксимируется линейной моде
лью, а вторая является шумом относительно построенной линейной модели. ( ) ( ) ( ) ( )
Отображение K1 

x c ,K2 
x c ,K1 

y c ,K2 
y c описываeтся на основе экспертной

информации. На рис. 1 слева показана экспертная информация о первом экс
перте. С использованием этой информации первая кривая аппроксимируется 
линейной моделью, а вторая кривая представляет собой шум. На рис. 1 справа 
показана экспертная информация второго эксперта. С использованием этой 
информации вторая кривая аппроксимируется линейной моделью, а первая 
кривая представляет собой шум. 
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Внутренняя окружность 

Внешняя окружность 

Рис. 2. Пример изображения радужной оболочки глаза и его контурное пред
ставление. Слева: изображение радужной оболочки глаза. Справа: контурное 
изображение радужной оболочки и аппроксимирующие заданное изображение 
окружности. 

При аппроксимации нескольких кривых на одном контурном изображе
нии строится мультимодель. Примером мультимоделей является случайный 
лес [10], бустинг деревьев [11], смесь экспертов [12]. В данной работе в ка
честве мультимодели рассматривается смесь экспертов. Смесь экспертов — 
это мультимодель, которая линейно взвешивает локальные модели, аппрок
симирующие часть выборки. Значения весовых коэффициентов зависят от 
объекта, для которого делается прогноз. Для решения задачи используется 
вариационный EM-алгоритм [13–16]. Смесь экспертов имеет множество при
менений в ряде приложений. В [17] решается задача классификации текстов. 
В [18–24] смесь экспертов используется для прогнозирования временных ря
дов, для распознавания речи, распознавания повседневной деятельности че
ловека и прогнозирования стоимости ценных бумаг. В [14] рассматривалась 
смесь экспертов для решения задачи распознавания рукописных цифр на 
изображениях. 

В качестве примера рассматривается задача аппроксимации изображения 
радужной оболочки глаза. На рис. 2 показан пример изображения, которое 
необходимо аппроксимировать. В данной работе рассматривается обработан
ное изображение в виде контурного изображения. 

Для задачи аппроксимации радужной оболочки используется экспертная 
информация: радужная оболочка глаза аппроксимируется двумя концентри
ческими окружностями. Экспертная информация используется для построе
ния описания признаков точек плоскости, а также для построения регуляри
затора в функции оптимизации. Часть функции ошибок для оптимизации, 
использующая экспертную информацию, называется регуляризатором. Та
ким образом, информация о том, что изображение является окружностями, 
задается видом признакового описания, а информация о том, что окружности 
концентрические, задается с помощью специального регуляризатора. 
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Вычислительный эксперимент анализирует качество аппроксимации кон
турного изображения в зависимости от экспертной информации и уровня 
шума в синтетически сформированных данных. Проведен анализ качества 
аппроксимации радужной оболочки в зависимости от объема экспертной ин
формации, которая использовалась для построения модели. Каждое аппрок
симированное изображение представляет собой отдельный набор точек, ко
торые необходимо аппроксимировать. 

2. Постановка задачи восстановления параметров 
кривых второго порядка на изображении 

Задано бинарное изображение 

M ∈ {0, 1}m1×m2 ,

где 1 соответствует черной точке изображения, а 0 соответствует белой точке 
фона. С использованием изображения M строится выборка C, элементами 
которой являются координаты (xi, yi) черных точек: 

R
N×2C ∈ .

Каждый эксперт предполагает, что изображение состоит из кривой второго 
порядка Ω. Пусть для множества точек C ∈ RN×2, образующих кривую Ω,
задана экспертная информация о фигуре E(Ω). Множество E(Ω) состоит из 
ожидаемого экспертом образа Ω и множества его допустимых преобразова
ний. На основе экспертного описания введем отображения в задачу аппрок
симации: 

( )[ ( )
(1) Kx E(Ω) : R2 → Rn, Ky E(Ω) : R2 → R,

где Kx — отображение объектов в признаковое описание объектов, n — число 
признаков, а Ky — отображение в целевую переменную для аппроксимации. 
Применяя отображения Kx,Ky для выборки C поэлементно, получаем: 

( ) ( )
(2) Kx E(Ω , c) = x, Ky E(Ω), c = y,

где c = (xi, yi) — точка из множества точек C. 

Применяя отображения (2) к исходному множеству точек C, получаем 
выборку 

(3) D = {(x, y) | ∀c ∈ C x = Kx(c), y = Ky(c)} .

Получаем, что исходная задача аппроксимации кривой Ω сводится к ап
проксимации выборки D. В работе предполагается, что выборка D аппрок
симируется линейной моделью: 

Tg(x,w) = x w,

где w — вектор параметров для аппроксимации. 
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Для нахождения оптимального вектора параметров ŵ решается оптими
зационная задача 

ŵ = arg min ‖g(x,w) − y‖22.
w∈Rn

(x,y)∈D

Задача аппроксимации исходной кривой Ω сводится к решению задачи 
линейной регрессии, т.е. к нахождению компонент вектора ŵ. 

В случае, когда на изображении K кривых второго порядка Ω1, . . . ,ΩK , 
где для каждой задана экспертная информация Ek = E(Ωk), k ∈ {1, . . . ,K}
получаем задачу построения мультимодели, которая называется смесью K
экспертов. 

Опр е д е л е н и е 1. Назовем мультимодель f смесью K экспертов 

K K

f = πk(x,V)gk(wk), πk(x,V) : Rn×|V| → [0, 1], πk(x,V) = 1,
k=1 k=1 

где gk — локальная модель, называемая экспертом. Вектор x — признако
вое описание объекта, πk — шлюзовая функция, вектор wk — параметры 
локальной модели, V являются параметрами шлюзовой функции. 

Для каждой кривой второго порядка Ωk заданы отображения (1). Вве( )[ ( ) ( )[ ( )
дем обозначения: Kx

k c = Kx Ωk, c иKy
k c = Ky Ωk, c . Используя локаль

ные линейные модели gk, строим мультимодель f , описывающую кривые 
Ω1, . . . ,ΩK на изображении M: 

K

(4) f = πk(c,V)gk(K
k c),wk),x

c∈C k=1 

где πk — шлюзовая функция. В работе рассматривается случай, когда x = ( (
= K1 c) = . . . = KK c). В этом случае выражение (4) переписывается в x x
виде 

K

f = πk(x,V)gk(x,wk),
c∈C k=1 

где шлюзовая функция πk имеет вид 

K

πk(x,V) : Rn×|V| → [0, 1], πk(x,V) = 1,
k=1 

где V — параметры функции шлюза, а gk — локальная модель. 
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В работе рассматривается следующий вид шлюзовой функции:

( )
π(x,V) = softmax V1 

T
σ(VTx) ,2 

R
p×kгде V = {V1,V2} — параметры шлюзовой функции, V1 ∈ , V2 ∈ R

n×p. 

Для нахождения оптимальных параметров мультимодели решается опти
мизационная задача 

K∑ ∑[
T

( )
(5) L = πk(x,V)(y −wkx)

2 + R V,W, E(Ω) → min ,
V,W

(x,y)∈D k=1 

( )
где W = [w1, . . . ,wk] — параметры локальных моделей, R V,W, E(Ω) — 
параметры регуляризации, основанные на экспертной информации. 

3. Построение признакового описания фигур 

Единое пространство для кривых второго порядка. Произвольная 
кривая второго порядка, главная ось которой не параллельна оси ординат, 
задается уравнением 

2 ′ 2 ′ x = B′ xy +C y + D′ x+ E′ y + F ,

′ где на коэффициенты B′ , C накладываются ограничения, зависящие от типа 
кривой. Выражение (2) для кривой второго порядка принимает вид 

( )[ [
2 

][ ( )[
2Kx ci = xiyi, yi , xi, yi, 1 , Ky ci = xi ,

откуда получаем задачу линейной регрессии для восстановления параметров 
′ B′ , C ′ ,D′ , E′ , F по заданой выборке. 

Окружность. В качестве частного случая кривой второго порядка рас
смотривается окружность. Пусть (x0, y0) — центр окружности, которую тре
буется восстановить на бинарном изображении M, а r — ее радиус. Элементы 
выборки (xi, yi) ∈ C представляют собой геометрическое место точек, кото
рое аппроксимируется уравнением окружности: 

(
2 2

)[
2 2(2x0)xi + (2y0)yi + r2 − x0 − y = xi + yi .0

Тогда выражение (2) принимает следующий вид: 

2 2Kx(ci) = [xi, yi, 1] = x, Ky(ci) = xi + yi = y.

Получаем задачу линейной регрессии (3). Компоненты вектора w = 
= [w0, w1, w2]

T восстанавливают параметры окружности: 

w0 w1 
x0 = , y0 = , r = w3 + x0

2 + y0
2 .

2 2 
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4. Композиция фигур

Для построения композиции фигур используется уравнение (5), которое 
принимает вид 

K∑∑[ ( ( )[
T

( ))2 ( )
L = πk(c,V) Kk c −wkK

k c + R V,W, E(Ω) → min ,y x
V,W

c∈C k=1 

где Kk,Kk — экспертное представление k-го эксперта. Предполагая, что x y
все кривые на изображении описываются одним признаковым описани( )[ ( ) ( )[ ( )
ем x = K1 c = . . . = KK c , x = K1 c = · · · = Ky

K c , получаем оптимизаx x y
ционную задачу: 

K ( )2∑ ∑[
T

( )
(6) L = πk(x,V) y −wk x + R V,W, E(Ω) → min ,

V,W
(x,y)∈D k=1 

где регуляризатор R учитывает дополнительные ограничения параметров ло
кальных моделей. Для решения задачи оптимизации (6) используется EM-ал
горитм, описанный в [16]. 

5. Вычислительный эксперимент 

Проведен вычислительный эксперимент по анализу качества аппрокси
мации кривых второго порядка на изображении. Эксперимент разделен 
на несколько частей. Первая часть описывает эксперимент с несколькими 
окружностями на изображении. Во второй части анализируется сходимость 
метода в зависимости от уровня шума в данных и от заданной экспертной 
информации. В третьей части проводится эксперимент по аппроксимации ра
дужной оболочки глаза. 

5.1. Эксперимент по восстановлению параметров окружности 

В этой части эксперимента анализируется аппроксимация нескольких кри
вых второго порядка предложенной мультимоделью. Аппроксимируется сге
нерированная синтетическая выборка. Выборка состоит из трех произволь
ных непересекающихся окружностей. К окружностям добавлен шум. Шум 
добавлялся к каждой точке окружности в отдельности, а также в выборку 
добавлялись случайные точки, не относящиеся к окружности. 

На рис. 3 показан результат построения ансамбля локальных аппроксими
рующих моделей. Каждая локальная модель аппроксимирует одну окруж
ность. Видно, что при добавлении шума качество аппроксимации падает. 
На рис. 4 показан график зависимости радиуса окружностей r и их цен
тров (x0, y0) от номера итерации. 

5.2. Анализ качества аппроксимации 
для выборки с разным уровнем шума 

В этой части эксперимента анализируется качество аппроксимации S в 
зависимости от уровня шума β в данных и от параметра априорных рас
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Рис. 3. Мультимодель в зависимости от уровня шума в выборке. Слева напра
во: окружности без шума; шум в радиусе круга; шум в радиусе круга, шум по 
всему изображению. 

4,0 4,0

3,5 w0 w0 
w1 

3,5
w1 

З
н
а
ч
е
н
и
е 3,0 w2 

2,5

2,0

З
н
а
ч
е
н
и
е w23,0

2,5

2,0

1,5 1,5

1,0 1,0

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Итерация Итерация

4,5

4,0

3,5 w0 
w1

З
н
а
ч
е
н
и
е

3,0 w2 

2,5

2,0

1,5

1,0

0 20 40 60 80 100
Итерация

Рис. 4. Зависимость параметров r, x0 и y0 от номера итерации в зависимости от 
уровня шума в выборке. Слева направо: окружности без шума; шум в радиусе 
круга; шум в радиусе круга, шум по всему изображению. 

пределений γ. Выборка сгенерирована в таком виде: сначала случайным об
true trueразом выбираются два вектора параметров w и w — коэффициенты 1 2 

true trueдвух парабол. Векторы w1 и w2 используются для генерации точек xi( )
и yi с добавлением нормального шума ε ∼ N 0, β . При обучении мультимо

(
true

)
дели учитывается априорное распределение параметров w1 ∼ N w1 , γI , 

(
true

)
w2 ∼ N w2 , γI . 
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Рис. 5. Зависимость моделей от уровня шума β в данных, а также от 
дисперсии априорного распределения γ. 

Рис. 6. Результат аппроксимации данных с разным уровнем шума β
и по дисперсии априорного распределения γ. 
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2 

Рассматривается критерий качества:

pred true pred trueS = ||w −w ||22 + ||w −w ||22,1 1 2 2 

где w1 
pred — аппроксимация вектора параметров первой локальной модели, 

predа w — аппроксимация вектора параметров второй локальной модели. 

На рис. 5 показана зависимость критерия качества S от уровня шума β и 
параметра априорного распределения γ. Из графика видно, что при малом 
уровне шума β качество аппроксимации не зависит от параметра γ, а при 
увеличении шума β качество аппроксимации S уменьшается. 

На рис. 6 показан пример работы алгоритма с разными параметрами β
и γ. Видно, что в отсутствие шума β обе локальные модели аппроксимируют 
выборку корректно. С ростом уровня шума качество аппроксимации падает: 
при β = 0,2 с ростом γ первая локальная модель из параболы преобразовыва
ется в эллипс; для β = 0,4 с ростом γ первая локальная модель из параболы 
преобразовывается в эллипс, а вторая модель — из параболы в гиперболу. 

5.3. Аппроксимация радужки глаза 

Анализ качества аппроксимации проводится для задачи аппроксимации 
радужной оболочки глаза на изображении. Радужная оболочка глаза состо
ит из двух концентрических окружностей, поэтому рассматривается муль
тимодель, состоящая из двух экспертов: каждый эксперт аппроксимирует 
одну из окружностей. В вычислительном эксперименте сравнивается каче
ство аппроксимации окружностей в случае задания разных регуляризато( )
ров R0, R1, R2. Регуляризатор R0 V,W, E(Ω) = 0, что соответствует отсут
ствию регуляризатора. Регуляризатор 

K
( ) ∑[

TR1 V,W, E(Ω) = − wkwk

k=1 

способствует околонулевым параметрам локальных моделей. Регуляризатор 

K K K 2 ( )2( ) ∑[
T

∑∑∑[
j ′jR2 V,W, E(Ω) = − wkwk + w − wk k

k=1 k=1 k′ =1 j=1 

способствует совпадению центров окружностей и близким к нулю параметрам 
локальных моделей. 

Рисунок 7 показывает результат аппроксимации радужной оболочки глаза 
после 10 итераций. Видно, что при отсутствии регуляризатора одна из окруж
ностей находится некорректно. В случае задания регуляризатора R1 модель 
аппроксимирует обе окружности, но окружности неконцентричны. В случае 
задания регуляризатора R2 получаем концентрические окружности на изоб
ражении. 

На рис. 8–10 показан процесс сходимости мультимоделей в случае указа
ния разных регуляризаторов R0, R1, R2. Видно, что модели с регуляризато
ром типа R1 и R2 аппроксимируют обе окружности, а мультимодель с регу
ляризатором R0 аппроксимирует только большую окружность. 
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6. Заключение

В статье предлагается метод построения интерпретируемых моделей ма
шинного обучения на основе экспертной информации. В качестве задачи рас
сматривается задача аппроксимации кривых второго порядка: параболы, ги
перболы, эллипса. Аппроксимация кривых второго порядка применяется в 
задаче об аппроксимации радужной оболочки. 

Проведен эксперимент, в ходе которого анализируется качество аппрокси
мации кривых второго порядка в зависимости от начального уровня шума в 
данных, а также в зависимости от регуляризатора функции ошибки. В ходе 
эксперимента показано, что с увеличением уровня шума в исходных данных 
точность аппроксимации снижается: при большом шуме форма аппроксими
руемой фигуры меняется с параболы на гиперболу. Проведен вычислитель
ный эксперимент по аппроксимации радужной оболочки глаза двумя концен
трическими окружностями. Эксперимент показывает, что регуляризация на 
основе экспертной информации улучшает качество аппроксимации. 
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В работе представлен метод сопоставления изображений на основе теп
ловых ядер. Метод позволяет выделять на начальном этапе с помощью 
тепловых ядер на графах наиболее устойчивые особенности изображений 
для последующего сопоставления. Для этого могут использоваться попу
лярные дескрипторы. При использовании метода значительно сокраща
ется количество ложных соответствий по сравнению с традиционными 
подходами. 
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1. Введение 

Методы сопоставления изображений часто используются в системах тех
нического зрения. На точность сопоставления изображений влияют ракурс 
съемки, особенности датчиков, освещенность сцены, взаимное перекрытие 
объектов, наличие однородных объектов и поверхностей. При сопоставлении 
изображений важны следующие показатели: скорость сопоставления; автома
тизация процесса; робастность к помехам, перекрытиям, эффектам освеще
ния; инвариантность к изменению ракурса и масштабированию сцены и т.д. 

Дескрипторы описывают особенности изображений в некоторой области с 
использованием конкретных признаков. Было разработано большое количе
ство дескрипторов изображений. Все дескрипторы изображений можно раз
делить на группы: локальные двоичные дескрипторы [1–5], спектральные де
скрипторы [6–11], дескрипторы базового пространства [12, 13], дескрипторы 
формы полигона [14, 15]. Локальные двоичные дескрипторы основаны на би
нарном сравнении пикселей. Спектральные дескрипторы используют широ
кий диапазон характеристик: интенсивность света, цвет, градиенты локаль
ной области, статистические характеристики, моменты локальной области, 
нормали поверхности и т.д. Дескрипторы базового пространства кодируют 
вектор признаков в набор базовых функций. Дескрипторы формы полигона 
используют такие характеристики, как площадь, периметр, центр тяжести и 
т.д. Был разработан метод RANSAC, который позволяет уменьшать количе
ство ошибок [16]. Также в последнее время стали применяться методы глубо
кого обучения [17, 18] для сопоставления изображений. Слабыми сторонами 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего обра
зования РФ (Госзадание ВлГУ № ГБ-1187/20).
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методов с использованием глубокого обучения являются высокие вычисли
тельные затраты, необходимость обучения, высокие требования к качеству и 
объему обучающего набора. 

Разработаны методы для сопоставления изображений на основе сравнения 
структур с применением графов [19–25]. Методы основаны на использовании 
спектральной теории графов [26]. Ограничением подобных методов является 
то, что часто не принимаются во внимание признаки локальных окрестностей 
изображений. 

К одним из недостатков методов и алгоритмов нахождения соответствий 
можно отнести то, что сопоставления находятся между всеми наборами обна
руженных особенностей. При этом не учитывается то, что многие особенно
сти могут пропадать при изменении ракурса, наличии взаимных перекрытий, 
бликов. Это обстоятельство увеличивает вероятность нахождения ложных со
ответствий. 

В работе для сопоставления изображений предлагается использовать де
скриптор SURF и тепловые ядра (heat kernel) на графах. Тепловые ядра опи
сываются в рамках спектральной теории графов, которая часто используется 
при разработке методов компьютерного зрения: сегментации изображений, 
обнаружении объектов, распознавании сцен и т.д. [27–30]. 

В статье представлен новый метод сопоставления изображений, который 
позволяет выделять и сопоставлять наиболее устойчивые особенности, при
сутствующие на снимках. Это позволяет значительно снизить количество 
ложных соответствий при сопоставлении снимков. 

2. Метод сопоставления изображений 

При сопоставлении снимков угол поворота сцены относительно наблюда
теля может существенно меняться. При этом в сопоставлении могут участво
вать множества особенностей, которые значительно отличаются. Это приво
дит к увеличению количества неправильных соответствий. Для устранения 
проблемы предлагается выделять на изображениях только самые устойчи
вые особенности, которые с большей вероятностью будут присутствовать на 
снимках. 

На основе детектора SURF на сопоставляемых изображениях находятся 
точечные особенности. Эти особенности используются для построения графа 
Делоне. Для выделения устойчивых особенностей изображений используются 
тепловые ядра на графах [31]. 

Тепловое ядро представляет собой изменение температуры в области во
круг вершины с начальной тепловой энергией в момент времени t = 0. Для 
графа G(V,E) тепловое ядро показывает, как информация проходит через 
ребра с течением времени. 

Нормализованная матрица Лапласа записывается в следующем виде [26]: 

1, если x = 0, 

Ln = −√ wuv , если u 6= v и (u, v) ∈ E,
du, dv

0, иначе. 

[

[
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Рис. 1. Изменение количества устойчивых вершин от времени. 

Ln можно разложить на ΦΛΦT , где Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λ|V |) — диагональ
ная матрица, содержащая упорядоченные собственные значения, и Φ = 
= (Φ1|Φ2| . . . |Φ|V |) — квадратная матрица с упорядоченными собственными 
векторами в столбцах. 

Уравнение теплопроводности, связанное с Ln, имеет вид [31, 32]: 

dHt
= −LnHt,

dt
где t — время, а тепловое ядро Ht — решение уравнения теплопроводности. 

Выражение теплового ядра имеет вид 
−tLnHt = e .

Тепловое ядро можно также представить следующим образом: 
−tΛΦTHt = Φe .

Тепловое ядро для вершин u и v графа G описывается выражением 

|V | 

Ht(u, v) = e−λitΦi(u)Φi(v).
i=1 

На основе предыдущего выражения определяются устойчивые вершины 
графа. Вершина считается устойчивой, если Ht(u, v) > σ, где σ — минималь
ное значение из p наибольших элементов матрицы Ht. Между особенностями 
снимков, которые определены устойчивыми вершинами, будут находиться со
ответствия. 

При увеличении времени t количество устойчивых вершин k уменьшается 
(рис. 1). При проведении исследований выбиралось значение t = 10. 

Таким образом, алгоритм сопоставления изображений состоит из следую
щих шагов: 

Ш аг 1. Выделяются особенности на сопоставляемых изображениях на 
основе детектора SURF. 

Ш аг 2. По выделенным особенностям строится граф Делоне. 
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Ш аг 3. На основе тепловых ядер определяются устойчивые вершины. 

Ш аг 4. На основе дескриптора SURF находятся соответствия между 
устойчивыми особенностями сопоставляемых изображений. 

3. Исследование разработанного метода 

Эксперименты проводились с наборами снимков CMU, COIL-100, MIT
CBCL. Разработанный метод сравнивался с методом SURF, который часто 
используется при сопоставлении изображений и включен в различные биб
лиотеки компьютерного зрения. При проведении исследований вычислялось 
количество «выбросов» (неправильных соответствий) при изменении ракур
са одного из изображений. При использовании метода SURF сопоставляется 
большее количество особенностей изображения, чем при применении пред
ставленного в работе метода. Это объясняется тем, что в разработанном ме
тоде в сопоставлении участвуют только самые устойчивые особенности изоб
ражения. Подобные особенности практически всегда выделяются при измене
нии ракурса изображения. На рис. 2 и 3 представлены результаты сопостав
ления изображений с использованием метода SURF и разработанного метода. 
Неправильные соответствия представлены красными линиями. 

При проведении исследований выявлено, что при увеличении угла пово
рота объекта α количество верных соответствий q сокращается. Это про
исходит как при использовании разработанного метода, так и при исполь
зовании метода SURF. Однако при сопоставлении изображений с помощью 
SURF количество «выбросов» значительно больше. При использовании ме

a b 

Рис. 2. Сопоставление изображений (CMU, COIL-100): a — метод SURF, b — 
разработанный метод. 
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a b 

Рис. 3. Сопоставление изображений (MIT-CBCL): a — метод SURF, b — раз
работанный метод. 
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Рис. 4. Зависимость количества верных сопоставлений от ракурса изображений. 

тода SURF количество неправильных соответствий может превосходить 40% 
(рис. 4). При использовании предложенного в работе метода с изменением 
ракурса на угол 45◦ количество «выбросов» не превышает 10%. 

4. Заключение 

Таким образом, в работе предложен метод сопоставления изображений с 
использованием тепловых ядер на графах. Метод позволяет значительно сни
жать количество ложных соответствий при изменении ракурса изображения. 
Также метод не требует этапа предварительного обучения. Метод можно ис
пользовать при решении различных задач компьютерного зрения: поиска и 
отслеживания объектов, реконструкции трехмерных сцен, создания мозаик 
и т.д. 
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ГРАДИЕНТНЫЕ МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ 
МЕТАПАРАМЕТРОВ В ЗАДАЧЕ ДИСТИЛЛЯЦИИ ЗНАНИЙ1

В работе исследуется задача дистилляции моделей глубокого обуче
ния. Дистилляция знаний — это задача оптимизации метапараметров, в 
которой происходит перенос информации модели более сложной структу
ры, называемой моделью-учителем, в модель более простой структуры, 
называемой моделью-учеником. В работе предлагается обобщение зада
чи дистилляции на случай оптимизации метапараметров градиентными 
методами. Метапараметрами являются параметры оптимизационной за
дачи дистилляции. В качестве функции потерь для такой задачи высту
пает сумма слагаемого классификации и кросс-энтропии между ответами 
модели-ученика и модели-учителя. Назначение оптимальных метапара
метров в функции потерь дистилляции является вычислительно сложной 
задачей. Исследуются свойства оптимизационной задачи с целью предска
зания траектории обновления метапараметров. Проводится анализ тра
ектории градиентной оптимизации метапараметров и предсказывается 
их значение с помощью линейных функций. Предложенный подход про
иллюстрирован с помощью вычислительного эксперимента на выборках 
CIFAR-10 и Fashion-MNIST, а также на синтетических данных. 

Ключевые слова: машинное обучение, дистилляция знаний, оптимизация 
метапараметров, градиентная оптимизация, назначение метапараметров. 

DOI: 10.31857/S0005231022100075, EDN: AKGKQX 

1. Введение 

В работе рассматривается задача дистилляции моделей глубокого обуче
ния. Оптимизация модели глубокого обучения является вычислительно слож
ной задачей [12]. В работе исследуется частный случай задачи оптимизации, 
называемый дистилляцией знаний. Он позволяет использовать одновременно 
обучающую выборку и информацию, содержащуюся в предобученных моде
лях. Дистилляцией знаний [5] назовем задачу оптимизации параметров моде
ли, в которой учитывается не только информация, содержащаяся в исходной 

1 Работа выполнена при поддержке Научной академической стипендии имени К.В. Ру
дакова.
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Таблица 1. Сложность различных методов оптимизации метапараметров и ги
перпараметров. Здесь |w| является числом параметров модели, |λ| — числом ме
тапараметров, r — это количество запусков стохастических методов оптимизации, 
s — сложность порождения из вероятностных моделей 

Метод Тип метода 
оптимизации 

Сложность 

Случайный поиск [2] Стохастический O(r · |w|) 
Основанный на вероятностных 
моделях [3] 

Стохастический O (r · (|w|+ s)) 

Жадный градиентный [8] Градиентный O(|w| · |λ|) 
Жадный градиентный 
с разностной аппроксимацией [7] 

Градиентный O(|w| + |λ|) 

выборке, но также и информация, содержащаяся в модели-учителе. Модель
учитель имеет высокую сложность. В ней содержится информация о выборке, 
а также о распределениях параметров модели, перенос которых будет осу
ществлен. Модель более простой структуры, называемая моделью-учеником, 
оптимизируется путем переноса знаний модели-учителя. 

Исследуется процедура оптимизации метапараметров в задаче дистилля
ции знаний. Метапараметрами являются параметры оптимизационной зада
чи. Корректное назначение метапараметров может существенно повлиять на 
качество итоговой модели [11]. В отличие от [9, 11], в данной работе учи
тывается различие между гиперпараметрами, вероятностными параметрами 
априорного распределения [4] и метапараметрами. Несмотря на количество 
методов оптимизации метапараметров и гиперпараметров, использующихся 
в глубоком обучении, таких как случайный поиск [2] или модели, основанные 
на использовании вероятностных моделей [3], во многих подходах предлага
ется последовательно порождать случайное значение метапараметров и оце
нивать качество модели, обученной при данных значениях гиперпараметров. 
Данный подход может не подойти в случае обучения моделей, требующих зна
чительных временных затрат для обучения. В табл. 1 содержатся сложности 
различных подходов к оптимизации метапараметров. Видно, что в случае, 
если оптимизация параметров занимает значительное время, подходы, тре
бующие несколько запусков оптимизации, являются неэффективными. 

Предлагается рассматривать задачу оптимизации метапараметров как 
двухуровневую задачу оптимизации. На первом уровне оптимизируются па
раметры модели, на втором — метапараметры [1, 8, 9]. Жадный градиентный 
метод для решения двухуровневой задачи описан в [8]. В [1] проанализиро
ваны различные градиентные методы и случайный поиск. В данной работе 
анализируется подход к оптимизации и предсказанию метапараметров, полу
ченных после применения градиентных методов. Из табл. 1 можно увидеть, 
что для больших задач предпочтительны градиентные методы оптимизации 
метапараметров. Тем не менее, даже с применением жадного алгоритма оп
тимизации метапараметров с разностной аппроксимацией, оптимизация ме
тапараметров становится значительно требовательнее к вычислительным ре
сурсам, что было продемонстрировано в [7]. Для уменьшения затрат на оп
тимизацию в настоящей работе проводится анализ траектории оптимизации 
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Рис. 1. Схема работы предложенного метода: вместо непосредственной опти
мизации значений метапараметра λ предлагается аппроксимировать траекто
рию оптимизации с помощью линейных моделей для достижения минимума 
функции потерь на валидационной части выборки Lval. Случайные метапара
метры не являются точками минимума функции Lval и доставляют субопти
мальное качество модели. 

метапараметров и предсказывается ее значение с помощью линейных моде
лей. Этот метод проиллюстрирован на рис. 1. Данный метод оценивается и 
сравнивается с другими методами оптимизации метапараметров на выборках 
изображений CIFAR-10 [6], Fashion-MNIST [14] и синтетической выборке. 

2. Постановка задачи 

Решается задача классификации вида 

R
n

D = {(xi,yi)}im=1 , xi ∈ , yi ∈ Y = {ek|k = 1,K},

где ek — k-й столбец единичной матрицы, yi — вектор с единицей на месте 
класса xi. 

Разделим выборку на два подмножества D: D = Dtrain ⊔Dval. Подмноже
ство Dtrain будем использовать для оптимизации параметров модели, а под
множество Dval — для оптимизации метапараметров. 

Рассмотрим модель-учителя f(x), которая была обучена на выборке 
Dtrain. Оптимизируем модель-ученика g(x,w), w ∈ Rs путем переноса зна
ний модели-учителя. Определим данную задачу формально. 

Опр е д е л е н и е 1. Пусть функция D : Rs → R+ задает расстояние 
между моделями g и f . Назовем D-дистилляцией модели-ученика такую 
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задачу оптимизации параметров модели-ученика, которая минимизирует 
функцию D. 

Определим функцию потерь Ltrain, которая учитывает перенос знаний от 
модели f к модели g: 

K g(x,w)keLtrain(w,λ) = −λ1 yk log − 
K

k=1 (x,y)∈Dtrain

︸

e
j=1 

g(x,w)j

︸

слагаемое классификации

K f(x)k/T g(x,w)k/Te e− (1− λ1) log ,
KK∑[
eg(x,w)j/Tef(x)j/Tk=1 (x,y)∈Dtrain

j=1 j=1 

слагаемое дистилляции

︸ ︸

где yk — это k-я компонента вектора ответов, T — параметр температуры в 
задаче дистилляции. Температура T имеет следующие свойства: 

[

 g(x,w)k/Te

[



K

1) если T → 0, то получаем единичный вектор ;
K eg(x,w)j/T


j=1 k=1 

2) если T → ∞, то получаем вектор с равными вероятностями. 

Покажем, что оптимизация Ltrain является D-дистилляцией при λ1 = 0. 

Предл ожени е 1. Если λ1 = 0, то оптимизация функции потерь (1), 
является D-дистилляцией с D = DKL (σ (f(x)/T ) , σ (g(x,w)/T )), где σ — 

eэто функция softmax = ∑K

xi

xj
, DKL — дивергенция Кульбака–Лейблера. 

j=1 e

Дока з а т е л ь с т в о. При λ1 = 0 имеем: 

K f(x)k/T g(x,w)k/Te e
(1) Ltrain(w,λ) = log = 

K K
k=1 (x,y)∈Dtrain ef(x)j/T eg(x,w)j/T

j=1 j=1 

= DKL (σ(f(x)/T ), σ(g(x,w)/T )) − C.

Получаем, что Ltrain(w,λ) равняется DKL (σ(f(x)/T ), σ(g(x,w)/T )) с точ
ностью до константы C, не влияющей на оптимизацию. Константа является 
энтропией от σ(f(x)/T ). Функция DKL (σ (f/T ) , σ (g/T )) определяет расстоя
ние между логитами модели f и модели g. Получаем, что определение D-ди
стилляции выполняется. 

Определим множество метапараметров λ как вектор, компонентами кото
рого являются коэффициент λ1 перед слагаемыми в Ltrain и температура T : 

λ = [λ1, T ].
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Определим двухуровневую задачу

ˆ(2) λ = arg min Lval(ŵ,λ),
λ∈R2 

(3) ŵ = arg min Ltrain(w,λ),
w∈Rs

где Lval — это функция потерь на валидации: 

K
eg(x,w)k/Tval

Lval(w,λ) = − yk log ,
K

(x,y)∈Dval k=1 eg(x,w)j/Tval

j=1 

метапараметр Tval определяет температуру в валидационной функции потерь. 
Его значение выбрано вручную и не является предметом оптимизации. 

3. Градиентная оптимизация метапараметров 

Одним из методов оптимизации метапараметров является использование 
градиентных методов. Ниже приведены схема их применения и подход к оп
тимизации траектории метапараметров. 

Опр е д е л е н и е 2. Определим оператор оптимизации как алгоритм U , 
который выбирает вектор параметров модели w′ , используя значения пара
метров на предыдущем шаге w. 

Оптимизируем параметры w, используя η шагов оптимизации: 

ŵ = U ◦ U ◦ · · · ◦ U(w0,λ) = Uη(w0,λ),

где w0 — начальное значение вектора параметров w, λ — множество метапа
раметров. 

Переформулируем оптимизационную задачу, используя определение опе
ратора U : 

( )
λ̂ = arg min Lval U

η(w0,λ) .
λ∈R2 

Решим оптимизационную задачу (2) и (3) с помощью оператора градиент
ного спуска: 

U(w,λ) = w − γ∇Ltrain(w,λ),

где γ — длина шага градиентного спуска. Для оптимизации метапараметров 
используется жадный градиентный метод, который зависит только от зна
чения параметров w на предыдущем шаге. На каждой итерации получим 
следующее значение метапараметров: 

(4) λ
′ = λ− γλ∇λLval(U(w,λ),λ) = λ− γλ∇λLval(w − γ∇Ltrain(w,λ),λ).
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Рис. 2. Схема оптимизации метапараметров. 

В данной работе используется численная разностная аппроксимация для 
данной процедуры оптимизации [7]: 

′ dLval(w ,λ) ′ ′ ′ = ∇λLval(w ,λ)− γ∇2 
λ,w′ Lval(w ,λ)∇w′ Lval(w ,λ),

dλ

′ ′ ∇λLval(w
+ ,λ)−∇λLval(w

− ,λ)∇2 
λ,w′ Lval(w ,λ)∇w′ Lval(w ,λ)≈ ,

2ε
+ − 

′ ∇λLval(w ,λ)−∇λLval(w ,λ)
λ
′ ≈ λ− γλ∇λLval(w ,λ) + γ ,

2ε
′ ± ′ ′ где w = w − γ∇Ltrain(w,λ), w = w ± ε∇w′ Lval(w ,λ), ε — некоторая за

данная константа. 

Для дальнейшего уменьшения стоимости оптимизации предлагается 
аппроксимировать траекторию оптимизации метапараметров. Траектория 
предсказывается с помощью линейных моделей, которые используются пе
риодически после заданного числа итераций e1. После этого линейная модель 
используется для предсказания метапараметров на протяжении e2 итераций: 

z⊤(5) λ
′ = λ+ c ,

1 

где c — это вектор параметров линейной модели, оптимизированный с помо
щью метода наименьших квадратов, z — число итераций оптимизации. 

Диаграмма на рис. 2 описывает полученный метод оптимизации. Пара
метры модели оптимизируются на первом уровне двухуровневой оптимиза
ционной задачи с помощью подмножества Dtrain и функции потерь Ltrain. 
Метапараметры оптимизируются на втором уровне с помощью подмноже
ства Dval и функции потерь Lval. На протяжении e1 итераций метапарамет
ры оптимизируются с помощью метода стохастического градиентного спуска. 
На протяжении e2 итераций предсказываются с помощью линейных моделей. 

72 



Алгоритм 1. Оптимизация метапараметров

Require: число e1 итераций с использованием градиентной оптимизации 
Require: число e2 итераций с предсказанием λ линейными моделями 
1: while нет сходимости do 
2: Оптимизация λ и w на протяжении e1 итераций, решая двухуровневую 

задачу 
3: traj =траектория (∇λ) изменяется во время оптимизации; 
4: Положим z = [1, . . . , e1]

T

5: Оптимизация c с помощью МНК: 
ĉ = arg min ||traj − z · c1 + c2||2 2 

c∈R2 

6: Оптимизация w и предсказание λ на протяжении e2 итераций с помо
щью линейной модели с параметрами c. 

7: end while 

Алгоритм для предложенного метода 

Следующая теорема доказывает корректность предложенной аппроксима
ции для простого случая: когда параметры w модели g достигли оптимума 
задачи (3), гессиан H = ∇w

2 Ltrain является единичной матрицей, и оптими
зация метапараметров ведется в области, в которой градиент метапарамет
ров можно аппроксимировать константой. Отметим, что в общем случае дан
ные условия при оптимизации моделей глубокого обучения не выполняются. 
В [8, 13] было показано, что использование методов нормализации проме
жуточных представлений выборки под действием нелинейных функций, вхо
дящих в модель глубокого обучения, приближает гессиан функции потерь к 
единичному. Анализ качества градиентной оптимизации метапараметров для 
случая, когда параметры модели не достигли оптимума, приведен в [11]. 

Те ор ем а 1. Если функция Ltrain(w,λ) является гладкой и выпуклой, и 
ее гессиан H = ∇2 является единичной матрицей, H = I, а также wLtrain

∗если параметры w равны w∗, где w — точка локального минимума для те
кущего значения λ, тогда жадный алгоритм (4) находит оптимальное ре
шение двухуровневой задачи. Если существует область D ∈ R2 в простран
стве метапараметров, такая что градиент метапараметров может быть 
аппроксимирован константой, то оптимизация является линейной по ме
тапараметрам. 

Дока з а т е л ь с т в о. В работе [11] была выведена формула для ∇λLval = 
= ∇λLval(U(w,λ)) в случае, если Ltrain(w,λ) является гладкой и выпуклой, 

∗и найдена w — точка локального минимума для текущего значения λ: 

ww
∇λLval − (∇2 

,λLtrain)
⊤(∇2 

Эта формула упрощается исключением первого слагаемого, так как функ
ция Lval явно не зависит от метапараметров: 

Ltrain)
−1∇∇λLval(λ) Lval.= w

ww
−(∇2 Ltrain)

⊤(∇2 

Ltrain равен единичной матрице, то жадный алгоритм дает опти

Ltrain)
−1∇∇λLval(λ) Lval.= ,λ w

Если ∇2 
w

мум двухуровневой задачи в том случае, если его шаг выражается следующей
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([ )[

([ )[

формулой [8]: 

λt+1 = λt + η1(∇2 Ltrain)
⊤∇wLval.w,λ

Также заменим ∇2 
w
Ltrain на единичную матрицу. 

Вернемся к упрощенной формуле градиента: 

∇λLval(λ) = −(∇2 Ltrain)
⊤∇wLval.w,λ

Предположим, что существует область D, в которой ∇λLval(λ) равен кон
стантному вектору 

∇λLval(λ)≈ a1 .
a2 

Тогда в D шаг оптимизации можно представить в виде 

a1
λt+1 = λt − γλ ,

a2 

и имеет вид, аналогичный (5). 

4. Вычислительный эксперимент 

Целью эксперимента являются оценка качества предложенного мето
да дистилляции и анализ полученных моделей и их метапараметров. Ме
тод оценивался на синтетической выборке, а также выборках CIFAR-10 и 
Fashion-MNIST. На выборке CIFAR-10 было проведено два вида эксперимен
тов: на всей выборке, |Dtrain| = 50000, и на уменьшенной обучающей выборке, 
|Dtrain| = 12800. 

Были проанализированы следующие методы оптимизации метапарамет
ров: 

1) оптимизация без дистилляции; 

2) оптимизация со случайной инициализацией метапараметров. Метапара
метры порождаются из равномерного распределения 

λ1 ∼ U(0; 1), T ∼ U(0,1, 10).
3) оптимизация с “наивным” назначением метапараметров: 

λ1 = 0,5, T = 1; 

4) градиентная оптимизация; 

5) предложенный метод с e1 = e2 = 10.

6) оптимизация с помощью вероятностной модели. Для данного типа оп
тимизации использовалась библиотека hyperopt [3], в которой реализована 
оптимизация с помощью метода парзеновского окна. Для этого метода про
водилось 5 запусков перед итоговым предсказанием метапараметров. 

Для методов 1–3 использовалась вся обучающая выборка D. Для ме
тодов 4–6 выборка разбивалась на обучение, валидацию, контроль D = 
= Dtrain ⊔Dval ⊔Dtest.
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Рис. 3. Точность модели на выборках: a – синтетической, б – уменьшенной 
CIFAR-10. Здесь и далее точки незначительно смещены относительно оси абс
цисс для лучшей читаемости графиков. 

В качестве внешнего критерия качества была использована метрика 
accuracy: 

m
1 ∑[

accuracy = [g(xi,w) = yi] .
m

i=1 

Для всех экспериментов порождение начальных значений метапараметров 
происходило следующим образом: 

λ1 ∼ U(0, 1), log10 T ∼ U(−1, 1).

Для каждого эксперимента проводилось 10 запусков, затем результаты 
усреднялись. Код эксперимента доступен в [15]. 

Итоговые результаты представлены в табл. 2. Зависимость точности от 
номера итерации на синтетической выборке и уменьшенной версии CIFAR-10 
изображена на рис. 3. 

Таблица 2. Результаты эксперимента. Числа в скобках являются максимальным 
полученным значением точности в конкретном эксперименте 

Метод Синтетическая 
выборка 

Fashion-MNIST Уменьшенный 
CIFAR-10 

CIFAR-10 

Без дистилля
ции 

0,63 (0,63) 0,87 (0,88) 0,55 (0,56) 0,65 (0,66) 

Наивные мета
параметры 

0,63 (0,63) 0,87 (0,88) 0,55 (0,56) 0,66 (0,67) 

Случайные ме
тапараметры 

0,64 (0,72) 0,79 (0,88) 0,54 (0.57) 0.64 (0.67) 

Градиентная 
оптимизация 

0.77 (0,78) 0,88 (0,89) 0,57 (0,61) 0,70 (0,72) 

Hyperopt 0,77 (0,78) 0,87 (0,88) 0,55 (0,58) 0,65 (0,69) 

Предложенный 
метод 

0,76 (0,78) 0,88 (0,89) 0,57 0,70 (0,72) 
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4.1. Эксперимент на синтетической выборке

Для оценки полученного метода был проведен эксперимент на синтетиче
ской выборке: 

D = {(xi, yi)}m xij ∈ N (0, 1), j = 1, 2, xi3 = [sign(xi1) + sign(xi2) > 0],i=1 ,

yi = sign(xi1 · xi2 + δ),

где δ ∈ N (0, 0,5) — это шум. Размер выборки модели-ученика значительно 
меньше размера выборки модели-учителя и Dtrain. Для корректной демон
страции предложенного метода в этом эксперименте выборка была поделена 
на 3 части: обучающая выборка для модели-учителя, состоящая из 200 объ
ектов; обучающая выборка для модели-ученика, состоящая из 15 объектов; и 
валидационная выборка, которая также является тестовой, Dval = Dtest. Она 
также состоит из 200 объектов. Визуализация выборки изображена на рис. 4. 
Модель-учитель была обучена на протяжении 20 000 итераций методом стоха
стического градиентного спуска с длиной шага, равной 10−2 . Для ее обучения 
было использовано модифицированное признаковое пространство: 

xi3 = [sign(xi1) + sign(xi2) + 0,1 > 0].

Данная модификация не позволяет модели-учителю безошибочно предска
зывать обучающую выборку. В данном случае, для обучения модели-учени
ка предпочтительно использование только слагаемого дистилляции, λ1 = 0. 
Обучение модели-ученика происходило на протяжении 2000 итераций мето
дом стохастического градиентного спуска с длиной шага, равной 1,0 и Tval = 
= 0,1. 

Была проведена серия экспериментов для определения наилучших значе
ний e1 и e2. На рис. 5,а приведен график точности для различных e1 с e2 
равным 10. На рис. 5,б изображена точность для различных значений e2. 
Можно заметить, что с возрастанием e1 и e2 качество аппроксимации траек
тории обновления метапараметров уменьшается. 

На рис. 3,а изображена точность модели для различных методов. Наи
лучшие результаты были получены для оптимизированных значений ме
тапараметров и предложенного метода. Можно заметить, что предложен
ный метод хорошо аппроксимирует оптимизацию метапараметров в данном 
эксперименте. 
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Рис. 4. Визуализация выборки для a – модели-учителя; б – модели-ученика; 
в – тестовой выборки. 
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Рис. 5. Точность модели со значениями e1 и e2: a – e1 = e2; б – подбор e2 при 
e1 = 10. 

4.2. Эксперименты на выборках CIFAR-10 и Fashion-MNIST 

Обе выборки были разделены в пропорции 9:1 для обучения и валидации. 
Для оптимизации параметров модели был использован метод стохастическо
го градиентного спуска с начальной длиной шага, равной 1,0. Длина шага 
умножалась на 0,5 каждые 10 эпох. Значение Tval задано равным 1,0. 

Для эксперимента на выборке CIFAR-10 была использована предобучен
ная модель ResNet из [10] в качестве модели-учителя. В качестве модели
ученика была использована модель CNN с тремя сверточными слоями и дву
мя полносвязными слоями. 

Для экспериментов на уменьшенной выборке длина шага для оптимизации 
метапараметров была равна 0,25 и модель обучалась 50 эпох. Для экспери
мента на полной выборке была использована дина шага, равная 0,1. Модель 
обучалась 100 эпох. 

Для эксперимента на выборке Fashion-MNIST использовались архитекту
ры модели-ученика и модели-учителя, аналогичные архитектурам в экспери
менте на выборке CIFAR-10. Для оптимизации метапараметров была исполь
зована длина шага, равная 0,1, и модель обучалась 50 эпох. 

Из результатов в табл. 2 видно, что предложенный метод и градиентные 
методы дают высокое значение точности. Однако недостаток градиентных 
методов заключается в «застревании» в точках локального минимума, из-за 
чего дисперсия результатов получается гораздо выше, чем у остальных ме
тодов. Этот эффект можно заметить на рис. 3 и в табл. 2. 

5. Заключение 

Была исследована задача оптимизации параметров модели глубокого обу
чения. Было предложено обобщение методов дистилляции, заключающееся 
в градиентной оптимизации метапараметров. На первом уровне оптимизиру
ются параметры модели, на втором — метапараметры, задающие вид опти
мизационной задачи. Был предложен метод, уменьшающий вычислительную 
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сложность оптимизации метапараметров для градиентной оптимизации. Бы
ли исследованы свойства оптимизационной задачи и методы предсказания 
траектории оптимизации метапараметров модели. Под метапараметрами мо
дели понимаются параметры оптимизационной задачи дистилляции. Предло
женное обобщение позволило производить дистилляцию модели с лучшими 
эксплуатационными характеристиками и за меньшее число итераций оптими
зации. Данный подход был проиллюстрирован с помощью вычислительного 
эксперимента на выборках CIFAR-10 и Fashion-MNIST, и на синтетической 
выборке. Вычислительный эксперимент показал эффективность градиентной 
оптимизации для задачи выбора метарапараметров функции потерь дистил
ляции. Проанализирована возможность аппроксимировать траекторию опти
мизации метапараметров локально-линейной моделью. Планируются даль
нейшее исследование оптимизационной задачи и анализ качества аппрокси
мации траектории оптимизации метапараметров более сложными прогности
ческими моделями. 
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КЛОНИРОВАНИЕ И КОНВЕРСИЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО 
ГОЛОСА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ГЕНЕРАТИВНЫХ ПОТОКОВ 

С целью повышения качества формируемого речевого сигнала в дан
ной работе предложен способ учета переменной во времени информации о 
спикере. Благодаря этой технике система синтезирует более естественную 
речь голосом, похожим на заданный целевой голос, как в задаче клони
рования голоса, так и в задаче конверсии голоса. 

Ключевые слова: клонирование голоса, конверсия голоса, синтез речи, по
токовые генеративные модели, эмбеддинги спикера, частота основного 
тона. 

DOI: 10.31857/S0005231022100087, EDN: AKGYHA 

1. Введение 

В настоящее время сфера применения синтеза речи стремительно расши
ряется и уже нашла свое применение в области медицины [1, 2], в голосовых 
колонках, умных ассистентах и других окружающих человека умных устрой
ствах [3, 4], а также в различных задачах бизнеса [5, 6]. Одним из актуаль
ных направлений развития синтеза речи сегодня является синтез голосом 
произвольного человека [7]. Умение генерировать речь с заданным голосом 
является необходимым требованием для ряда задач, например, диалоговых 
систем. 

Современные подходы на основе глубокого обучения позволили эффектив
но и качественно формировать естественную речь голосом одного заданного 
диктора, представленного в наборе данных обучения. Предложенные недав
но техники позволяют учитывать несколько дикторов при обучении, одна
ко множество голосов, которыми формируется речь, по-прежнему остается 
ограниченным. Построение систем клонирования и конверсии произвольно
го голоса становится следующим вызовом в области формирования речевых 
сигналов. 

Задача клонирования голоса подразумевает использование заданного об
разца речи человека для синтеза таким же голосом речевого сигнала с произ
вольным содержанием, заданным текстом [8]. Важной отличительной чертой 
клонирования голоса от обычного синтеза речи является то, что обученная 
модель может синтезировать речь голосами даже тех спикеров, которые не 
были представлены в наборе данных обучения. 

Задача конверсии голоса заключается в преобразовании аудиосигнала с 
голосом исходного спикера в аудиосигнал с тем же лингвистическим содер
жанием, т.е. произнесенным текстом, но с произношением голосом целевого 
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спикера [9]. В зависимости от того, с какими голосами система может рабо
тать, конверсия голоса подразделяется на: один к одному, несколько к одному, 
несколько к нескольким, много к нескольким, много ко многим. Наибольший 
интерес представляет конверсия много ко многим, поскольку при таком типе 
конверсии происходит преобразование аудиосигнала с произвольными исход
ным и целевым голосами. 

В совокупности задачи клонирования и конверсии голоса обеспечивают 
полный набор возможностей по преобразованию голоса речи — как для слу
чая, когда исходная речь имеет текстовое представление, так и для случая, 
когда исходная речь задана в виде аудиосигнала. 

За счет техники, предложенной в [10], которая заключается в использо
вании открытых представлений, так называемых эмбеддингов спикера, со
держащих информацию о скрытых характеристиках спикера, многоголосый 
синтез речи можно обобщить на клонирование голоса. Современные системы 
синтеза речи имеют нейросетевую архитектуру [11], как правило, на основе 
трансформеров [12–14] и генеративных потоков [15–17]. Модели на основе ге
неративных потоков ко всему прочему позволяют выполнять задачу конвер
сии голоса за счет применения обратимых преобразований. Для построения 
системы, способной выполнять и синтез речи, и конверсию голоса, в настоя
щей работе предлагается использовать нейросетевую архитектуру на основе 
генеративных потоков с использованием открытых эмбеддингов спикера. 

В [16, 17] авторы также используют генеративные потоки и обращают 
внимание на возможность выполнения конверсии голоса. Модели с исполь
зованием генеративных потоков недавно показали впечатляющие результаты 
в области синтеза речи, позволяя формировать разнообразные произнесения 
заданного текста. Однако в этих работах авторы делают основной акцент на 
качественный синтез речи голосом одного заданного диктора. Кроме того, 
работы [16, 17] без дополнительных модификаций не предусматривают воз
можность клонирования голоса. В отличие от [16, 17] решение, предложенное 
в настоящей работе, позволяет выполнять и клонирование голоса, и конвер
сию голоса. 

Одним из недостатков моделей на основе генеративных потоков [16, 17] яв
ляется монотонность синтезированной речи. Ранее в [12] было показано, что 
учет основного тона позволяет добиться более совершенного произношения 
заданным голосом. Частота основного тона является характеристикой спике
ра, которая, будучи переменной во времени и зависящей от лингвистического 
содержания речи, дополняет эмбеддинги спикера. В архитектурах моделей 
синтеза речи, предложенных в [12, 14], используется информация о частоте 
основного тона. Однако [12, 14] это трансформерные архитектуры, которые 
лишены возможности конверсии голоса, поэтому предложенный в этих рабо
тах подход хоть и может быть реализован в решениях на основе генеративных 
потоков, но не позволяет учитывать питч сигнала при выполнении конверсии 
голоса. 

Предложенный в данной работе подход на основе потоковых генеративных 
моделей позволяет выполнять задачу клонирования голоса за счет исполь
зования полученных из внешней системы вещественных векторов фиксиро
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ванной размерности, содержащих информацию о спикере, т.н. эмбеддингов 
спикера. За счет своих архитектурных возможностей генеративные потоки 
позволяют одновременно с этим решать задачу конверсии голоса, таким об
разом обеспечивая полный набор возможностей по преобразованию голоса 
речи — как для случая, когда исходная речь имеет текстовое представление, 
так и для случая, когда исходная речь задана в виде аудиосигнала. С целью 
улучшения конверсии голоса в настоящей работе предложен новый способ 
учета частоты основного тона. 

Таким образом, вклад автора в данной работе следующий: 

— объединены предложенные техники использования внешних эмбеддин
гов спикера и декодировщика на основе генеративных потоков для со
здания модели, способной одновременно выполнять задачи синтеза речи 
несколькими голосами, клонирования голоса и конверсии голоса; 

— предложен новый способ учета информации о частоте основного тона 
для задач синтеза речи, клонирования и конверсии голоса для решений 
на основе генеративных потоков. 

Структура работы следующая: во втором разделе приведена архитектура 
предложенной модели и описан процесс ее обучения, также описана матема
тическая модель, которая лежит в основе генеративных потоков. В третьем 
разделе описан процесс выполнения клонирования голоса. В четвертом раз
деле описан процесс выполнения задачи конверсии голоса. В пятом разделе 
описаны возможные техники и предложен новый подход для учета инфор
мации о частоте основного тона. В шестом разделе приведены результаты 
экспериментов. Заключение дано в седьмом разделе. 

2. Архитектура модели 

Предложенная система для выполнения синтеза речи, а также клонирова
ния и конверсии голоса схематично изображена на рис. 1. На этом рисунке 
синим цветом показан сценарий синтеза речи и клонирования голоса, оранже

Целевое Исходное Синтез.Текст
Аудио Аудио Аудио

Нормализация, 
Фонемизация

Модель
эмбеддингов
спикера

Short-time
Fourier
transform

Вокодер

Двунаправленный
декодировщик

Кодировщик

Внутреннее
представление

Рис. 1. Архитектура предложенной системы для выполнения синтеза речи, 
клонирования и конверсии голоса. 
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вым цветом показан сценарий конверсии голоса, красным цветом обозначены 
преобразования, относящиеся ко всем сценариям. 

Технически, в предложенном подходе синтез речи и клонирование голо
са выполняются одинаково, разница лишь в том, что при выполнении кло
нирования голоса для получения эмбеддинга спикера используется целевое 
аудио с голосом спикера, который не встречался в данных обучения модели. 
Таким образом, при выполнении сценария синтеза речи и клонирования го
лоса, текст нормализуется, т.е. приводится к упрощенному формату за счет 
раскрытия чисел, сокращений и пр., и фонемизируется, т.е. преобразуется 
в последовательность звуков, соответствующих произнесению этого текста. 
Затем последовательность фонем подается на вход в кодировщик, после чего 
полученное внутреннее представление декодируется с использованием эмбед
динга, полученного из целевого аудиосигнала. На последнем шаге полученная 
спектрограмма преобразуется в аудиосигнал. Подробнее сценарий клониро
вания голоса описан в разделе 3. 

Сценарий конверсии голоса выполняется другим образом. Спектрограмма 
исходного аудиосигнала декодируется в обратном направлении с использо
ванием эмбеддинга спикера, полученного из этого же сигнала, а затем по
лученное внутреннее представление декодируется в прямом направлении с 
использованием эмбеддинга, полученного из целевого сигнала. Полученная 
спектрограмма преобразуется в аудиосигнал. Подробнее сценарий конверсии 
голоса описан в разделе 4. 

Два важных свойства обеспечивают выполнение описанного сценария. Во
первых, внутреннее представление не зависит от характеристик спикера, а 
зависит только от лингвистического содержания. Во-вторых, декодировщик 
является двунаправленным. Это означает, что в прямом направлении деко
дировщик преобразует внутреннее представление в спектрограмму, а в обрат
ном направлении, наоборот, преобразует спектрограмму во внутреннее пред
ставление, причем эти преобразования происходят без потерь. Далее по ходу 
этого раздела будет показано, за счет чего данные свойства достигаются. 

На приведенной схеме верхние четыре блока не являются обучаемыми. 
Это либо детерминированные преобразования, как в случае с нормализацией 
текста и преобразованием Фурье, либо преобразования, выполненные предоб
ученными моделями. Для корректной работы предложенной системы требу
ется обучить центральную часть — акустическую модель, которая включает 
кодировщик и декодировщик, а также несколько дополнительных модулей. 

Предложенная акустическая модель состоит из нескольких основных мо
дулей: текстовый кодировщик, потоковый декодировщик и модуль предска
зания продолжительностей произнесения фонем. На рис. 2 приведена схема 
взаимодействия этих компонент во время обучения системы. В описанной 
схеме обучения рассматривается случай, когда дополнительная информация 
о частоте основного тона не используется. Подходы учета этой информации 
описаны в разделе 5. 

Текстовый кодировщик отображает последовательность токенов фонем 
x = x1:Ttext в скрытое векторное представление h = h1:Ttext. После тексто
вого кодировщика два линейных слоя используются для получения стати
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Рис. 2. Схема обучения предложенной модели. 

стик µ = µ1:Ttext и σ = σ1:Ttext априорного распределения потокового деко
дера. В настоящей работе архитектура текстового кодировщика состоит из 
прямо направленных трансформер блоков. Заметим, что такая архитектура 
идентична предложенной в [16] за исключением того, что скрытая размер
ность и число фильтров в слоях были увеличены. 

По аналогии с [16] в данной работе моделируется условное распределение 
спектрограмм Py(y | t, s) путем преобразования условного априорного распре
деления Pz(z | t, s) через потоковый декодер fdec : z → y, где y, t и s обознача
ют входную спектрограмму, текстовую последовательность и информацию о 
спикере соответственно. 

Потоковый декодировщик представляет из себя последовательность пото
ковых слоев, которые применяют обратимые преобразования. Такие обрати
мые преобразования гарантируют важное свойство потокового декодировщи
ка — его двунаправленность. На рис. 2 направление работы декодировщика 
обозначено от спектрограммы y к внутреннему представлению z. В разде
лах 3 и 4 при выполнении клонирования и конверсии голоса будет показано, 
как декодировщик работает в обратном направлении. 

Генеративные потоки позволяют оценить правдоподобие данных и обуча
ются так, чтобы максимизировать это правдоподобие. Используя замену пе
ременных, можно вычислить логарифм правдоподобия данных следующим 
образом: 

(1) log Py(y | c) = log Pz(z | c) + log det
∂f−1(x)dec

∂x
.

Априорное распределение Pz в (1) является изотропным многомерным рас
пределением Гаусса, и процесс обучения выстраивается так, чтобы его стати
стики соответствовали статистическим данным априорного распределения, 
µ и σ, полученным из текстового кодировщика fenc. 
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Таким образом, априорное распределение можно выразить следующим об
разом: 

Tmel

(2) log Pz(z | c; θ,A) = logN zj ;µA(j), σA(j) ,
j=1 

где Tmel обозначает продолжительность спектрограммы. 

На этапе обучения параметры модели подбираются так, чтобы максими
зировать логарифм правдоподобия: 

(3) max L(θ,A) = max logPy(y | c; θ,A).
θ,A θ,A

Для обучения предложенной модели по формулам (2) и (3) статисти
ки априорного распределения потокового декодера требуется выровнять по 
фреймам спектрограммы, т.е. сопоставить индексы этих двух последователь
ностей. На схеме рис. 2 этот блок обозначен как регуляция длины. Индек
сы статистик соотносятся со спектрограммой за счет выравнивания A, по
лученного из внешней системы. A(j) = i, если j-я фонема произносится на 
i-м фрейме спектрограммы: 

Tmel

(4) di = 1A(j)=i, i = 1, . . . , Ttext.
j=1 

Значения d можно интерпретировать как продолжительности фонем, по
скольку до регуляции длины векторы статистик имеют такую же длину, как 
и последовательность токенов фонем, которая подается на вход в текстовый 
кодировщик. 

По аналогии с системами FastPitch [12], FastSpeech [13], FastSpeech 2 [14] 
для того, чтобы предсказывать продолжительности фонем при выполнении 
клонирования голоса, обучается дополнительный модуль — предсказатель 
продолжительностей фонем, рис. 2,б. Для каждого токена входной последо
вательности данный модуль предсказывает число log d — логарифм количе
ства фреймов, на протяжении которых будет длиться соответствующая фо
нема. Для получения продолжительности фреймов d округляется до бли
жайшего целого. Обучение модуля предсказания продолжительностей фо
нем достигается за счет минимизации среднеквадратичной ошибки между 
продолжительностями, полученными из выравниваний внешней системы и 
предсказанными: 

(5) Ldur = MSE(d, d).

Модуль предсказания продолжительности фонем аналогичен предложен
ному в [13]. 

Заметим, что хоть на рис. 2 есть другие входы, помимо токенов тексто
вой последовательности x и спектрограммы y, а именно продолжительности 
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фонем d и эмбеддинги спикера s, однако для их получения требуется только 
аудио и текст. 

Для построения продолжительностей фонем по формуле (4) используют
ся выравнивания, полученные также из внешней системы. В рамках данной 
работы обучена собственная модель для построения выравниваний на основе 
смеси гауссовских моделей, на базе Kaldi Speech Recognition Toolkit [18]. 

Построение эмбеддингов спикера осуществляется за счет сторонней моде
ли ECAPA-TDNN [19], так как имеет минимальную ошибку на задаче вери
фикации спикера. Поскольку для построения эмбеддингов спикера исполь
зуется предобученная модель, постольку по тексту настоящей работы они 
называются внешними. Для построения такого эмбеддинга необходим только 
аудиосигнал. 

3. Клонирование голоса 

Задача клонирования голоса заключается в том, чтобы синтезировать ре
чевой сигнал образцом голоса, который не присутствовал в тренировочных 
данных модели синтеза речи. Образец с речью целевого голоса обычно при
лагается в виде аудиофайла. 

Предложенный подход позволяет использовать эмбеддинг спикера, полу
ченный из аудиофайла с образцом целевого голоса, для синтеза речи задан
ным голосом. За счет того, что модель ECAPA-TDNN не ограничена никаким 
фиксированным набором спикеров, возможно получить эмбеддинг для голоса 
любого произвольного спикера. 

Более подробно процедура клонирования голоса изображена на рис. 3. 

Сначала для заданного речевого сигнала с голосом целевого спикера стро
ится вектор с характеристиками этого спикера, эмбеддинг спикер s. Текст, 

Потоковый
декодировщик 

Модуль предсказания 
продолжительностей 

фонем 

m, sa
N(m, s)a

z 

x ys 

h 

d 
~ 

Текстовый 
кодировщик 

Проекция 
статистик 

Регуляция длины 

Рис. 3. Схема выполнения клонирования голоса. 
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который требуется озвучить, представляется в виде последовательности то
кенов x и направляется в текстовый кодировщик, как и во время обучения.
Выход текстового кодировщика h используется в двух местах. Во-первых,
вместе с эмбеддингом спикера s для предсказания продолжительностей d. Во
вторых, для построения статистик µ и σ, длина которых регулируется за счет
продолжительностей d. Направление действия потокового декодировщика во 
время работы клонирования голоса меняется на противоположное относи
тельно обучения. Случайная величина из гауссовского распределения N(µ, σ) 
проходит через потоковый декодировщик, а эмбеддинг спикера учитывается 
в нем как дополнительное глобальное условие. Выходом декодировщика яв
ляется спектрограмма y. Для того чтобы получить аудиосигнал из спектро
граммы, в настоящей работе во всех экспериментах был использован вокодер 
HiFi-GAN [20]. 

4. Конверсия голоса 

Задача конверсии голоса заключается в преобразовании аудиосигнала с 
голосом исходного спикера в аудиосигнал с тем же лингвистическим содер
жанием, но произношением голосом целевого спикера. При этом конверсия 
голоса позволяет копировать естественную интонацию и тембр голоса исход
ного диктора. Образцы исходного аудиосигнала и сигнала с речью целевого 
голоса обычно прилагаются в виде аудиофайла. 

Схема выполнения конверсии голоса изображена на рис. 4. 

Модель ECAPA-TDNN позволяет получить эмбеддинги спикеров с исход
ным и целевым голосами ssource, starget. За счет двунаправленности потоково
го декодера не составляет труда получить представление z для первоначаль
ного аудиосигнала x, в котором содержится речь исходного спикера ssource: 

(6) z = f−1 (y | ssource) .dec

Это представление не зависит от спикера, поскольку при обучении тре
бовалось, чтобы апостериорное распределение являлось изотропным много
мерным распределением Гаусса со статистиками, полученными из текстового 

Рис. 4. Схема выполнения конверсии голоса. 
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энкодера. В свою очередь, эти статистики не зависят от спикера, а зависят 
лишь от лингвистического содержания. Таким образом, применение прямого 
прохода по декодировщику с условием, заданным в виде эмбеддинга целевого 
спикера starget, позволяет получить аудиосигнал, с голосом целевого спикера 
и исходным лингвистическим содержанием: 

(7) ytarget = fdec(z | starget).

Поскольку в процессе выполнения этих преобразований не происходит из
менений продолжительностей фонем, постольку целевой голос сохранит темп 
речи, близкий к темпу речи исходного диктора. 

Как уже упоминалось выше, модель ECAPA-TDNN позволяет получить 
эмбеддинги даже для спикеров, не представленных в данных обучения пред
ложенной модели. За счет этого предложенный подход позволяет выполнять 
конверсию любого произвольного голоса в произвольный целевой голос, даже 
если образцы речи с этими голосами не встречались в данных обучения. 

5. Учет частоты основного тона 

В описанном выше подходе вся информация, специфичная для спикера, 
сосредоточена в одном эмбеддинге спикера. Однако это представление фик
сированного размера и не зависящее от времени. Такое поведение не является 
достаточным для описания всей вариативности человеческой речи, посколь
ку в естественной речи присутствует и переменная во времени, специфичная 
каждому голосу информация. 

Частота основного тона является характеристикой переменной во времени 
и специфичной для заданного спикера. Поэтому учет частоты основного тона 
должен дополнить информацию из эмбеддинга спикера и сделать синтезируе
мую речь более естественной. 

В настоящей работе рассматриваются три следующие стратегии учета ча
стоты основного тона: 

— не учитывать; 
— добавлять к выходам энкодера, по аналогии с подходами FastPitch [12] 

и FastSpeech2 [14]; 
— добавлять как локальное условие в декодер (предложенный подход). 
Первая стратегия является базовым вариантом для сравнения. 

Вторая стратегия используется в работах FastPitch [12] и FastSpeech2 [14]. 
Идея заключается в том, чтобы добавлять нормализованные значения ча
стоты основного тона, либо полученные из них векторные представления, к 
выходам энкодера h. На этапе инференса при таком подходе требуется пред
сказывать значения частоты основного тона, для этого обучается дополни
тельный модуль предсказания частоты основного тона. 

Недостатком такого подхода в предложенной архитектуре на основе гене
ративных потоков является то, что статистики µ и σ, полученные из пред
ставления h, становятся зависимыми от частоты основного тона, а значит и 
от переменных во времени характеристик спикера. Это не только нарушает 
базовую идею, заложенную в подход, так как представление z перестает быть 
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независимым от спикера, но и ограничивает возможности эффективного вы
полнения конверсии голоса. 

Поэтому в настоящей работе предложена третья стратегия учета частоты 
основного тона спикера. Вместо того, чтобы учитывать ее на выходе коди
ровщика, здесь предполагается учитывать частоту основного тона в декодере 
как дополнительное локальное условие [21]. На этапе инференса по-прежнему 
потребуется предсказывать значения частоты основного тона, и для этого, 
как и во втором подходе, необходимо обучить дополнительный модуль пред
сказания частоты основного тона. Однако принципиальное отличие в том, 
что статистики µ и σ априорного распределения потокового декодера, как и 
внутреннее представление z, больше не зависят от характеристик спикера. 

6. Эксперименты и результаты 

Во всех экспериментах для обучения использованы открытые англоязыч
ные данные. В табл. 1 приведена информация по каждому используемому 
набору данных. 

Все эксперименты были проведены на машине со следующей конфигура
цией: CPU: AMD Ryzen Threadripper 2950X 16-Core Processor; GPU: 3x NVidia 
GeForce RTX 2080 Ti. 

На предварительном этапе до начала обучения тексты из набора данных 
были нормализованы и фонемизированы. Нормализация включала раскры
тие сокращений, чисел, аббревиатур и специальных знаков. Фонемизация тек
ста заключается в преобразовании заданного текста в последовательность 
фонем с учетом фонетических, морфологических и грамматических особен
ностей языка. В данной работе нормализация и фонемизация выполнялись с 
использованием инструмента Kyubyong/g2p [27]. Инструмент [27] также поз
воляет расставлять ударения в словах. 

Для обучения рассмотренных моделей для каждого из спикеров было ис
пользовано не более двух часов данных. В обучающую выборку были вклю
чены только спикеры, для которых имелось не менее 30 минут записанной 
речи. Обучение каждой модели длилось три дня. 

Для оценки предложенного подхода на задаче клонирования речи был про
веден MOS (mean opinion score, усредненная оценка опрашиваемых) тест на 
естественность речи и похожесть голоса. 

В рамках MOS теста на естественность речи асессору предлагалось про
слушать аудиозапись и оценить их по шкале от 1 до 5, где 1 — это речь 

Таблица 1. Используемые для обучения датасеты 

Набор данных Количество 
записей 

Количество 
часов обучения 

Среднее количество 
часов на спикера 

Blizzard 2013 [22] 147 249 198,2 4,4 

HiFi-TTS dataset [23] 323 978 291,7 29,2 

LibriTTS [24] 375 086 585,8 0,26 

LJSpeech [25] 13 100 23,9 23,9 

M AI Labs [26] 69 853 143,6 35,9 
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Таблица 2. Сравнение предложенных систем на задаче клонирования голоса 

Естественность 
речи 

Похожесть голоса 

Оригинальная речь 3,969±0,034 4,037±0,043 

Без учета частоты основного тона 3,711±0,045 3,101±0,053 

Учет частоты основного тона сразу после 
кодировщика 

3,745±0,043 3,237±0,058 

Учет частоты основного тона как локальное 
условие в декодировщике 

3,795±0,04 3,306±0,062 

Таблица 3. Анализ MOS теста по оценке качества клонирования голоса 
предложенного решения по категориям 

Естественность речи Похожесть голоса 

Детские голоса 3,94± 0,081 3,24±0,144 

Женские голоса 3,883± 0,082 3,433±0,121 

Мужские голоса 3,64± 0,099 3,167±0,152 

совершенно неестественная, 5 — речь не отличима от человеческой. Каждую 
из записей оценивали по 20 раз. Всего в оценке принимало участие 75 записей 
для каждой из моделей, по 3 записи для каждого из 5 мужских, 5 женских 
и 5 детских голосов. 

В рамках MOS теста на похожесть голоса асессору требовалось оценить, 
насколько голос в двух предложенных записях похож. Одна из предложен
ных записей являлась целевой записью с речью человека. Оценивание также 
происходило по шкале от 1 до 5, и каждая из тех же 75 записей сравнивалась 
с записями из оригинальной речи по 20 раз. 

В табл. 2 приведено сравнение предложенных систем на задаче клониро
вания голоса. 

В первой строке табл. 2 приведена оценка для оригинальной человеческой 
речи. В последующих строках приведены оценки для синтезированных запи
сей в зависимости от способа учета в обученной модели частоты основного 
тона. Во второй строке оценивались записи, полученные из модели, которая 
не учитывает частоту основного тона никаким образом. В третьей строке 
приведена оценка для модели, в которой частота основного тона учитывает
ся в представлениях, полученных из текстового кодировщика. В четвертой 
строке приведена оценка для модели, в которой учет частоты основного тона 
происходит в потоковом декодировщике. 

Анализ результатов этого MOS теста показал, что система работает ху
же для голосов, которые в меньшем объеме были представлены в данных 
обучения акустической модели, табл. 3. Так, для мужских и детских голо
сов результаты похожести голоса ниже, чем для женских голосов, которые 
присутствовали в данных обучения в большей степени. Интересно, что для 
детских голосов естественность речи при этом высока, но это достигается за 
счет того, что эти голоса больше звучат как женские, чем детские. 
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Таблица 4. Результаты MOS теста по оценке качества многоголосого син
теза речи 

Естественность речи Похожесть голоса 

Оригинальная речь 4,163± 0,067 3,872±0,05 

Предложенное решение 3,859± 0,076 3,751±0,053 

Модель FastPitch [12] 3,556± 0,084 3,785±0,058 

Модель FastSpeech 2 [14] 3,965± 0,065 3,701±0,067 

Модель Glow-TTS [16] 3,639± 0,056 3,639±0,056 

Кроме того, было проведено сравнение с другими решениями на задаче 
синтеза речи. В табл. 4 приведены результаты MOS теста на задаче синтеза 
речи. Помимо предложенного решения, в сравнении рассматривались упомя
нутые модели из [12, 14, 16]. Поскольку результаты при учете частоты основ
ного тона в декодировщике оказались лучше, постольку далее в сравнении с 
другими системами рассматривался именно этот подход. 

Несмотря на то что на задаче синтеза речи предложенное решение не явля
ется лучшим по всем критериям, работы [12, 14, 16] не позволяют выполнять 
клонирование голоса и работы [12, 14], не позволяют выполнять конверсию 
голоса. 

7. Заключение 

В данной работе была предложена архитектура, позволяющая выполнять 
задачи синтеза речи, клонирования и конверсии голоса. За счет использо
вания внешних эмбеддингов спикера, предложенная архитектура, единожды 
обучившись, позволяет выполнять данные задачи даже с голосами спикеров, 
которые не встречались при обучении. Также предложена техника учета ча
стоты основного тона, за счет которой удалось повысить естественность син
тезированной речи и синтезировать речь, более похожую на заданный голос. 
Несмотря на это, результаты показывают, что речь человека звучит более 
естественно, а степень клонирования голоса остается недостаточно высокой. 

Подход, предложенный в данной работе, является вычислительно эффек
тивным, поскольку использует не авторегрессионный метод генерации по
следовательности, за счет чего асимптотика генерации аудиосигнала отно
сительно входной последовательности является линейной. За счет того, что 
предложенная система требует однократного обучения, она является простой 
в использовании и внедрении в другие продукты. 

В будущем можно улучшить качество клонирования и конверсии голоса за 
счет использования дополнительной информации из аудио, например, энер
гии сигнала, а также за счет увеличения объема данных обучения, в том 
числе и за счет данных из разных языков. 
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ЧЕЛОВЕКА
ПО ВИДЕОИЗОБРАЖЕНИЮ В РЕАЛЬНОМ ВРЕМЕНИ

НА ОСНОВЕ СЕТЕЙ YOLOv2 И VGG 16

Данная работа посвящена задаче распознавания лиц по видео. На сего
дняшний день методы распознавания лиц сделали большой шаг вперед, 
однако распознавание видео с его низким качеством, сложными усло
виями освещенности и требованиями работы в реальном времени по
прежнему остается сложной и до конца нерешенной задачей. 

В работе используется аппарат сверточных сетей для различных эта
пов обработки: для захвата и обнаружения лица, для построения вектора 
признаков, и наконец, для распознавания. Все алгоритмы реализованы и 
исследованы в среде Matlab для упрощения их дальнейшего экспорта во 
встраиваемые приложения. 

Ключевые слова: сверточная нейронная сеть VGG16, распознавание лиц, 
алгоритм обнаружения объектов YOLOv2, глубокое обучение, база дан
ных лиц. 

DOI: 10.31857/S0005231022100099, EDN: AKSNXL 

1. Введение 

Задача распознавания лиц — одна из наиболее интересных тем в области 
компьютерного зрения. Это способность распознавать или идентифицировать 
личность человека, анализируя различные черты лиц. Система распознава
ния лиц обеспечивает огромные преимущества по сравнению с другими ре
шениями биометрической безопасности, такими как распознавание радужной 
оболочки глаза и отпечатков пальцев. Система фиксирует биометрические 
измерения человека с определенного расстояния, не взаимодействуя с ним. 
В приложениях для сдерживания преступности эта система может помочь 
многим организациям идентифицировать человека, у которого есть какое-ли
бо уголовное прошлое или другие юридические проблемы. 

В последние годы задача распознавания лиц оставалась крайне популяр
ной и актуальной темой исследований, и в этом направлении было разработа
но значительное количество методов, которые обеспечивают очень высокую 
точность распознавания и которые можно использовать на практике [1, 2]. Из 
классических методов машинного обучения наиболее широкое распростра
нение получили фильтр Виолы–Джонса и его модификация, использующая 
гистограмму направленности градиента. Основным направлением развития 
исследований сегодня остается поиск эффективных подходов с использова
нием сверточных сетей и глубокого обучения. 
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Современный подход к распознаванию лиц связан с построением сетей со 
сложной топологией и большим числом сверточных слоев, что обеспечива
ет возможность высокоточной классификации при наличии смены ракурса, 
мимики, маскирующих признаков и т.д. Это такие сети, как VGG-Face [11], 
Google FaceNet [12], Facebook DeepFace [13], FaceID и другие. Однако попытки 
применять их распознаванию лиц на видеоизображении дают низкие резуль
таты из-за низкой скорости работы и низкого качества изображения. Попыт
ки же использовать более быстрые и менее точные сети, такие как OpenFace 
на основе MobieNet [14], сразу ведут к резкому снижению точности распозна
вания. 

При распознавании лиц на видео, помимо высокой точности, также требу
ется обеспечить высокую скорость обработки больших массивов информации, 
причем, как правило, качество изображения достаточно низкое из-за воздей
ствия шума и ракурса съемки. Тем не менее видео несет в себе гораздо боль
ше информации о лице, нежели одиночная фотография. Все это заставляет 
искать новые методы для распознавания лиц по видео. Особенности зада
чи распознавания по видео не позволяют решить задачу каким-либо одним 
инструментом, например, обучив нейронную сеть, как во многих других за
дачах: такое решение будет либо слишком громоздко и неспособно работать 
в режиме реального времени, либо, наоборот, будет быстрым, но неспособ
ным решать задачу с требуемой точностью. Решением здесь будет являться 
использование совокупности сетей, каждая со своими свойствами, для наи
более качественного решения задач каждого из этапов распознавания. 

В данной работе рассматривается подход, связанный с обнаружением и 
отслеживанием области интереса при помощи быстродействующей поисковой 
сети. Наличие области интереса позволяет распознавать не все изображение 
во все моменты времени, а лишь отдельные фрагменты наиболее удачных 
кадров. Потенциально такой подход позволяет повышать качество распозна
вания, собирая более качественное изображение по последовательности кад
ров, с коррекцией ракурса съемки и восстановлением трехмерной формы, но 
в данной работе данная задача не ставилась. 

Методы детектирования лиц традиционно делятся на методы жестких 
шаблонов и методы деформируемых моделей. 

Методы деформируемых моделей строят модель лица на основе деформи
руемых частей [15–17] для моделирования потенциальной деформации между 
элементами лица. Методы также могут сочетать обнаружение всего лица и 
локализацию его элементов [18]. 

Методы с использованием жестких шаблонов, в свою очередь, делятся на 
следующие группы: 

— каскадные фильтры и вариации бустинга; к основным представителям 
этого семейства алгоритмов относятся алгоритм распознавания лиц Виолы– 
Джонса и его варианты [1, 19]; 

— методы на основе обобщенного преобразования Хафа и его вариации 
[20, 21]; 

— алгоритмы, основанные на сверточных нейронных сетях и сетях глубо
кого обучения [22, 23–25]. 
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Сети глубокого обучения в последнее время показывают очень высокую 
точность, поэтому в настоящее время именно они рассматриваются как наи
более перспективный подход для поиска лиц. 

В данной статье используется аппарат сверточных сетей с отдельным де
тектором общих признаков, детектором лиц и классификатором лиц. 

В роли детектора признаков выступает относительно небольшая и произ
водительная сеть ResNet-18 с редуцированными верхними слоями, предвари
тельно обученная на большом количестве классов объектов. 

В качестве быстродействующего детектора лиц выбрана модифицирован
ная сеть YOLOv2 [5] (You Only Look Once — посмотри на изображение только 
один раз). Сеть YOLO обладает очень высокой производительностью и широ
ко применяется, например, в задачах распознавания дорожных сцен, однако 
ее применение для идентификации лиц затруднено низкой точностью клас
сификации. 

Для решения задачи окончательного высокоточного распознавания лица в 
найденном положении использовалась предварительно обученная сверточная 
сеть VGG16 [10] без последних слоев многослойного классификатора. Эта 
сеть обеспечивает построение вектора признаков, устойчивого к изменениям 
освещенности и к небольшим изменениям ракурса, что является важным для 
рассматриваемой задачи. 

Наконец, для поиска наилучшего совпадения с параметрами лиц из ба
зы использовалась косинус-метрика, величину которой удобно рассматривать 
как вероятность совпадения лиц. 

Для упрощения экспорта полученных алгоритмов на целевую вычисли
тельную платформу решено было использовать среду MATLAB. Данная сре
да, с одной стороны, содержит библиотеки с открытым исходным кодом, до
ступным для изучения и воспроизведения, а с другой — позволяет непосред
ственно переносить написанный код на другие языки программирования. 

Использование среды MATLAB потребовало создания интерактивной сре
ды для исследования алгоритмов и методов распознавания. Для этого ис
пользовался дизайнер приложений MATLAB, который представляет собой 
интерактивную среду разработки для проектирования макета приложения и 
программирования его поведения. 

Исследование, проведенное в статье, направлено на изучение работоспо
собности, тестирование производительности и сравнение точности резуль
татов обнаружения и распознавания лица комбинации методов YOLOv2 и 
VGG16 с другими известными методами. Эксперименты показали как высо
кую производительность подхода, позволяющего работать в режиме реаль
ного времени, так и высокую точность, позволяющую использовать подход в 
реальных практических задачах. 

2. Обнаружение лиц с использованием метода YOLOv2 
на базе ResNet-18 

Сеть ResNet — это одна из самых мощных глубоких нейронных сетей, ко
торая достигла прорывных результатов в классификации ILSVRC 2015 [7]. 
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Таблица 1. Архитектура ResNet-18 для извлечения признаков 

Имя слоя Размер фильтра Размер выхода 

Входной слой изображения 224×224×3 224×224×3 

Conv_1 7×7×64 
Maxpool 3×3 112×112 

Conv_2 [3×3×64]×2 56×56 

Conv_3 [3×3×128]×2 28×28 

Conv_4 [3×3×256]×2 14×14 

Входной слой признаков 14×14 14×14 

ResNet добилась отличных результатов обобщения по другим задачам рас
познавания и заняла первое место по обнаружению ImageNet, локализации 
ImageNet, обнаружению COCO и сегментации COCO в конкурсах ILSVRC и 
COCO 2015. Существует много вариантов архитектуры ResNet: это одна и та 
же структура, но с разным количеством слоев. Различные версии ResNet — 
это ResNet-18, ResNet-34, ResNet-50, ResNet-101, ResNet-110 и т.д. 

В данной работе использовалась предварительно обученная сеть ResNet-18 
только для извлечения признаков изображений. Размер входного изображе
ния составляет 224×224 c RGB. После того, как изображение прошло через 
сеть, на выходе получается отклик размером 14×14, т.е. сеть осуществляет 
16-кратную понижающую дискретизацию. Это достаточно для извлечения 
признаков лица (табл. 1). 

Выход алгоритма обнаружения объектов YOLO v2 — отклик размера S×S, 
где S — количество ячеек сетки. Каждая ячейка содержит пять параметров 
(x, y, w, h) и Pr(obj), где x, y — координаты центра ограничивающей рам
ки, w, h — ее ширина и высота, Pr(obj) — вероятность нахождения объекта 
внутри рамки. Показатель достоверности отражает вероятность включения 
в модель целевого объекта и точность блока обнаружения предсказания. По
казатель C(obj) достоверности определяется так: 

C(obj) = Pr(obj) ∗ IoU(Pred,Gtruth).

Если искомый объект отсутствует в ячейке, то Pr(obj) будет равен нулю, 
а доверительный балл должен быть равен нулю: C(obj) = 0. 

IoU — это величина перекрытия найденной ограничивающей рамки и рам
ки из обучающей выборки, т.е. отношение их пересечения и объединения: 

IoU(Pred,Gtruth) = (перекрывающаяся область предсказанной рамки и 
рамки обучающей выборки)/(вся область предсказанной рамки и рамки обу
чающей выборки). 

После получения достоверности каждой рамки, рамки с низкой достовер
ностью удаляется путем сравнения с пороговым значением, а затем выпол
няется удаление оставшихся рамок, отклик которых не является локальным 
максимумом. 

Метод YOLO v2 использует суммарную квадратическую ошибку в каче
стве функции потерь. Метод пытается оптимизировать следующие многосо
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Рис. 1. Схема процесса обнаружения лиц предлагаемой модели. 
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obj noobjCi − Ĉi Ci − Ĉi+ λnoobj1 1+ +ij ij

i=0 j=0 i=0 j=0 

S2 
( )2∑[

obj
∑[

Pi(c)− P̂i(c)+ 1 ,i
i=0 C∈classes

objгде 1 = 1 если j-й граничный прямоугольник в i-й ячейке сетки отвечает ij
за обнаружение объекта, то в противном случае 0; 

λcoord = увеличение веса для потери в координатах граничного поля, по 
умолчанию 5, 

λnoobj = 0,5; 
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(x, y, w, h) = потери локализации между обучающей выборкой и предска
занной рамкой; 

C — потери достоверности обнаружения и P (c) — вероятности принад
лежности к классу. На рис. 1 представлена схема процесса обнаружения лиц 
предлагаемой модели. 

3. Распознавание лиц с использованием предварительно 
обученной модели VGG16 

Для распознавания лиц использовалась предварительно обученная модель 
сети VGG16. Модель VGG16 имеет большое количество гиперпараметров. 
Размер входного изображения первого слоя составляет 224×224 с кодирова
нием RGB. Изображение пропускается через последовательность сверточных 
слоев, в которых использовался сверточный фильтр размером 3×3 с шагом 1, 
и всегда используется один и тот же слой субдискретизации maxpool 2×2 с 
шагом 2. Расположение слоев в этой архитектуре выглядит следующим об
разом: сверточные слои, слои ReLU и слои субдискретизации. В конце моде
ли есть два полносвязных слоя, за которыми следует слой классификатора 
softmax для вывода данных. Эта сеть VGG16 является довольно большой 
сетью и имеет около 138 млн обучаемых параметров (рис. 2). При предъяв
лении сети изображения лица на выходе сети появляется его описание в виде 
вектора признаков. При этом одинаковые лица будут иметь схожие признаки, 
а разные соответственно несхожие, даже при наличии мешающих факторов: 
изменения ракурса, освещенности и т.д. Это позволяет распознавать лица, 
заранее неизвестные сети, путем сравнения вектора признака, сгенерирован
ного сетью, с ранее заданным образцом. 

224 ´ 224 ´ 64 

112 ´ 112 ´ 128 

56 ´ 56 ´ 256

28 ´ 28 ´ 512 7 ´ 7 ´ 512 1 ´ 1 ´ Количество классов 
14 ´ 14 ´ 512 

4096 

Сonvolution + ReLU 

Max pooling 

Fully connected + ReLU 

Softmax 

Рис. 2. Предварительно обученная сетевая модель VGG16. 
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Рис. 3. Сравнение результатов по различным критериям понижающей дис
кретизацией. 

Рис. 4. Сравнение результатов на основе других предварительно обученных 
сетевых моделей. 
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Таблица 2. Сравнение результатов по различным критериям 
понижающей дискретизации 

Понижающая дискретизация Средняя точность 

8-кратная 0,978% 

16-кратная 0,980% 

32-кратная 0,945% 

Таблица 3. Сравнение результатов на основе других предва
рительно обученных сетевых моделей 

Архитектура Средняя точность набора 
тестовых изображений 

Alexnet+YOLOv2 0,86% 

Googlenet+YOLOv2 0,95% 

Mobilenet+YOLOv2 0,97% 

Resnet18+YOLOv2 
(предлагаемая модель) 

0,98% 

Таблица 4. Точность распознавания лиц с использованием сети VGG 16 

Сеть База данных FEI База данных Face94 

VGG16 98% 98,5% 

4. Результаты экспериментов 

В табл. 2 и на рис. 3 представлены результаты экспериментов по обнару
жению лиц сетями с различной кратностью понижающей дискретизации. Из 
таблицы видно, что 16-кратная понижающая дискретизация более эффек
тивна для извлечения признаков лица: на тестовых данных была получена 
средняя точность 98%. В табл. 3 и на рис. 4 представлено сравнение результа
тов на основе других предварительно обученных сетевых моделей. На рис. 5 
представлены примеры работы предлагаемой модели системы обнаружения 
лиц. 

В табл. 4 представлены результаты исследования точности распознавания 
лица с использованием VGG16. Здесь использовались две различные базы 
данных (FEI и Face94) и получили точность распознавания более 98%. На 
рис. 6 представлены примеры работы полученного алгоритма поиска и рас
познавания лиц, реализованного в виде приложения MATLAB. 

Для реализации системы, способной работать в режиме реального време
ни, был использован тулбокс App designer среды MATLAB. App designer поз
воляет инженерам и исследователям легко создавать профессиональные при
ложения, не требуя специализированных навыков программирования. App 
designer объединяет две основные задачи создания приложений: создание ви
зуальных компонентов графического пользовательского интерфейса (GUI) и 
программирование поведения приложения. App designer также предоставляет 
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Detected image Detected image Test image Test image 

Test image Detected image Test image Detected image 

Рис. 5. Пример работы предлагаемой модели обнаружения лиц. 

Рис. 6. Общий вид интерфейса системы распознавания лиц по видеоизображению. 

различные библиотеки компонентов, такие как кнопки, флажки, оси пользо
вательского интерфейса, раскрывающиеся списки и т.д. Используя его, была 
создана система распознавания лиц, общий вид интерфейса которой показан 
на рис. 6. 

5. Заключение 

Эксперименты показали, что система обнаружения лиц на базе YOLOv2 
обладает не только высокой точностью, но и позволяет находить лицо на 
видео в режиме реального времени, с высокой скоростью обнаружения. Для 
этапа распознавания лиц использовалась предварительно обученная сетевая 
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модель VGG16, перенесенная в MATLAB. Для 101 разной персоны и общего 
количества изображений 5050 получена точность более 98%. Это довольно 
хороший результат, достаточный для работы многих приложений захвата и 
распознавания изображения с видеокамеры в реальном времени. 
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БЫСТРЫЙ АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПСИ-ФУНКЦИИ1

Памяти Константина Владимировича Рудакова 

Построен быстрый алгоритм вычисления логарифмической производ
ной гамма-функции Эйлера, основанный на БВЕ методе. Сложность ал
горитма близка к оптимальной. Структура алгоритма допускает его рас
параллеливание. 

Ключевые слова: быстрые алгоритмы, пси-функция, гамма-функция 
Эйлера, сложность вычисления, метод БВЕ. 
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1. Введение. Быстрые алгоритмы. Метод БВЕ 

Быстрые алгоритмы предназначены для оптимизации высокоточных вы
числений. Основным критерием оценки быстрых алгоритмов является слож
ность вычисления. Первые задачи по оценке (битовой) сложности вычисления 
функции/арифметической операции с точностью до n знаков были сформу
лированы А.Н. Колмогоровым в 1950-х гг. (см. [1, 2]), первый быстрый ал
горитм (алгоритм умножения n-значных чисел) был найден А.А. Карацубой 
в 1960 г. (см. [1–3]), что привело в дальнейшем к созданию серии алгорит
мов быстрого вычисления различных функций (алгоритм умножения эквива(

1+ε
)

лентен алгоритму вычисления функции y = x2) со сложностью O n для 
(

2+ε
)

любого ε > 0 и n > n1(ε) (вместо O n — лучшей сложности вычисления 
функций до эры быстрых алгоритмов). 

Далее считаем, что числа записаны в двоичной системе счисления, знаки 
которой 0 и 1 называются битами. 

Опр е д е л е н и е 1. Запись знаков 0, 1, плюс, минус, скобка; сложение, 
вычитание и умножение двух битов назовем одной элементарной или би
товой операцией. 

Опр е д е л е н и е 2. Вычислить (вещественную) функцию y = f(x) в точ
ке x = x0 с точностью до n знаков, значит найти такое число A, что 
|f(x0)−A| 2−n. 

Опр е д е л е н и е 3. Количество битовых операций, достаточное для вы
числения функции f(x) в точке x0 с точностью до n знаков посредством 
данного алгоритма, называется сложностью вычисления f(x) в точке x0 и 
обозначается sf (n) = sf,x0(n). 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 22-21-00727).
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Будем далее предполагать, что для сложности умножения двух n-значных 
чисел справедлива оценка 

(
1+ε
)

(1) M(n) = O n ,

т.е. сложность используемого алгоритма умножения не хуже, чем M(n) = 
= O(n logC n), где C — константа (см. алгоритмы из [4, 5]). 

Опр е д е л е н и е 4. Будем называть быстрыми такие алгоритмы вы
числения функции f, что для этих алгоритмов 

(
1+ε
)

sf (n) = O n для любого ε > 0 и n > n1(ε).

В теории быстрых алгоритмов основным растущим параметром является точ
ность вычисления n, n→ ∞. Поскольку только запись некоторого числа с 
точностью до n знаков требует не менее, чем n+ 1 операций, из определе
ния 4 следует, что быстрым вычислительным алгоритмам соответствует пра
вильный порядок оценки сверху сложности вычисления sf (n) по n, n→ ∞,

n < sf (n) < n1+ε.

В 1975 г. были предложены первые алгоритмы быстрого вычисления эле
ментарных алгебраических функций [6]. Например, самый простой алгоритм 
деления числа a на число b заключается в вычислении методом Ньютона об
ратной величины 1 

b с точночтью до n знаков с последующим умножением 
на a по алгоритму быстрого умножения. 

В 1976 г. (см., например, [7]) были предложены первые быстрые алгорит
мы вычисления константы π, а затем и простейших трансцендентных функ
ций, основанные на АГС-методе Гаусса (см., например, [8]). В [9], кроме ал
горитмов вычисления простейших трансцендентных функций, основанных 
на АГС-методе Гаусса, содержатся также алгоритмы вычисления некоторых 
высших трансцендентных функций (гамма-функции Эйлера, например). Од
нако сложность этих алгоритмов несколько хуже определенной выше слож
ности быстрых алгоритмов и оценивается как 

3/2+εO n .

В 1991 г. автором был построен новый быстрый метод — метод Быстрого 
Вычисления Е-функций (БВЕ) (см. [10], см. также [11, 12], о E-функциях — 
см. [13]). 

В настоящее время известны два быстрых метода вычисления простейших 
трансцендентных функций — метод АГС и метод БВЕ. При этом с помощью 
БВЕ удается построить быстрые алгоритмы и для вычисления некоторых 
высших трансцендентных функций. 

Иногда метод БВЕ по ошибке принимают за вариант метода Байнэри 
Сплиттинг (Binary Splitting). В 2010 г. Билл Роско (Andrew William Roscoe) 
глава факультета информатики Оксфордского университета (Department of 
Computer Science, University of Oxford), ученик Тони Хоара (Charles Antony 
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Richard Hoare) ученика Андрея Николаевича Колмогорова протестировал оба 
метода — БВЕ и Байнэри Сплиттинг и, отметив, что ошибки от шага к шагу 
в этих методах “копятся” по-разному, сделал объективный вывод о том, что 
это разные методы. С другой стороны, ни в одной из публикаций до 1991 г. 
не содержалось ни одного быстрого алгоритма вычисления какой-либо транс
цендентной функции или классической константы, основанного на Байнэри 
Сплиттинг. Похоже, метод Байнэри Сплиттинг был неудачной попыткой вос
пользоваться методом А.А. Карацубы (изложен в [1–3]) для получения ал
горитмов эффективного вычисления трансцендентных функций. При этом 
только ошибки в сложности вычисления могли неправильно соориентировать 
тех, кто решил, что Байнэри Сплиттинг является быстрым методом вычис
ления трансцендентных функций. 

Метод БВЕ — это метод суммирования рядов специального вида. С помо
щью БВЕ можно вычислить любую элементарную трансцендентную функ
цию для любого аргумента, классические константы e, π, постоянную Эйле
ра γ, постоянные Апери и Каталана, такие высшие трансцендентные функ
ции как гамма-функцию Эйлера, гипергеометрические функции, сфериче
ские функции, цилиндрические функции и т.д. для алгебраических значений 
аргумента и параметров, такие специальные интегралы, как интеграл вероят
ности, интегралы Френеля, интегральную экспоненциальную функцию, ин
тегральные синус и косинус и т.д. с оценкой сложности 

( ) (
1+ε
)

sf (n) = O M(n) log2 n = O n ,

для любого ε > 0 и n > n1(ε). Структура метода БВЕ дает возможность рас
параллеливания основанных на БВЕ алгоритмов. 

В 2008 г. профессор Эрик Бах (Eric Bach, Univ. of Wisconsin, Madison) 
в письме заметил, что никто не знает, как быстро вычислить пси-функцию 
(про ψ-функцию см., например, [14]). Алгоритм вычисления пси-функции, 
основанный на БВЕ-методе, казался мне достаточно очевидным, но посколь
ку за эти годы никто его не описал, настоящая статья призвана восполнить 
это упущение. 

2. Гамма-функция и пси-функция 

Одна из самых широко распространенных в анализе и математической 
физике высших трансцендентных функций гамма-функция Эйлера опреде
ляется соотношением (см., например, [14]) 

+∞ 

tz−1(2) Γ(z) = e−tdt, Γ(z + 1) = zΓ(z), Re z > 0,

0 

Γ(N + 1) = N !, где N — натуральное число. Логарифмическая производная 
гамма-функции называется пси-функцией 

d 1 
(3) ψ(z) = log Γ(z), ψ(z + 1) = + ψ(z).

dz z
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Представление пси-функции в виде ряда

∞ ∑[ 1 1 
(4) ψ(z) = −γ + − , z 6= 0,−1,−2, . . . ,

k + 1 z + k
k=0 

где γ есть константа Эйлера 

1 1 1 
γ = lim 1 + + + · · · + − log n ,

n→∞ 2 3 n

не дает возможности быстро вычислить эту функцию ввиду медленной сходи
мости ряда из правой части (4) (о быстром алгоритме вычисления константы 
Эйлера см. [10, 15]). 

Далее для простоты будем рассматривать лишь случаи вещественного ар
гумента (для комплексного аргумента все рассуждения нужно проводить от
дельно для каждой из частей — вещественной и мнимой). 

Так же, как и асимптотическое выражение для гамма-функции, получае
мое потенциированием ряда Стирлинга (см., например, [14]), асимптотиче
ское выражение для пси-функции (см. доказательство в [15]) 

1 1 1 θ
ψ(x) = log x− − + − , 0 θ = θ(x) 1,

2 4 62x 12x 120x 126x

не может служить основой для построения быстрого процесса. 

Быстрый алгоритм вычисления ψ-функции можно построить, воспользо
вавшись уже существующим БВЕ-алгоритмом вычисления гамма-функции и 
построив БВЕ-алгоритм вычисления производной (обычной, не логарифми
ческой) гамма-функции. Из формулы (3) легко видеть, что 

Γ ′ (x)
(5) ψ(x) = .

Γ(x) 

Таким образом, вычислив значения Γ ′ (x) и Γ(x) в точке x = x0 с точностью 

2−(n+1) за O
(

1+ε
)

n операций, а затем разделив одно число на другое с точ
ностью 2−n методом Ньютона за 

(6) O (M(n) log n) 

операций, получим с учетом (1) значение пси-функции, вычисленное в точке (
1+ε
)

x = x0 с точностью 2−n за O n операций. 

В настоящее время как для гамма-функции, так и для пси-функции быст
рые алгоритмы на основе метода БВЕ можно построить только для алгеб
раического аргумента. Как правило, задача изучения, а также уменьшения 
константы в знаке O в сложности вычисления (что приводит к практическому 
улучшению эффективности вычисления в частных случаях) редко рассмат
ривается в теории быстрых алгоритмов (см. [16]), однако по построению алго
ритма можно заметить, что алгоритм для алгебраического нерационального 
аргумента предполагает гораздо большую константу “в O”, чем алгоритм для 
рационального аргумента. Поэтому, хотя рациональные числа являются под
множеством алгебраических, отдельно строится алгоритм для рационального 
аргумента. 
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3. БВЕ алгоритмы вычисления гамма-функции

На основе применения метода БВЕ можно доказать следующие утвержде
ния относительно сложности вычисления гамма-функции Эйлера (рассмот
рим для простоты случай вещественного аргумента, для комплексного аргу
мента соответствующие теоремы доказываются отдельно для вещественной 
и мнимой частей аргумента). 

Те ор ем а 1. Пусть y = Γ(x0); x0 = p/q; p, q — целые, (p, q) = 1. Тогда 

( )
(7) sΓ(p/q)(n) = O M(n) log2 n .

Те ор ем а 2. Пусть y = Γ(x0); x0 = α; α — алгебраическое число, которое 
является корнем многочлена с целыми (заранее известными) коэффициен
тами. Тогда 

( )
(8) sΓ(α)(n) = O M(n) log2 n .

Для удобства читателя напомним основные моменты доказательства теоре
мы 1 из [10]. Вычисляем значение Γ(x0), предполагая сначала, что 0 < x0 < 1,
т.е. что 0 < p < q. Воспользовавшись представлением гамма-функции в виде 
интеграла из (2) и тем, что в разложении этого интеграла на сумму двух 
интегралов 

+∞ a +∞ 

−t −t −te tx0−1dt = e tx0−1dt+ e tx0−1dt,

0 0 a

для последнего интеграла при a = n, 0 < x0 < 1, справедлива оценка 

+∞ +∞ 
1 

θ12
−n−te tx0−1dt

1−x0 
e−tdt = , 0 < θ1 < 1,

a
a a

получаем отсюда, что 

n

−t(9) Γ(x0) = e tx0−1dt+ θ12
−n = nx0S + θ22

−n, |θ1| 1, |θ2| 1,

0 

где 

r j∑[ n
(10) S = (−1)j , r + 1 > 4n, n > 8.

j!(x0 + j)
j=0 

Будем вычислять Γ(x0) = Γ(p/q) по формулам (9)–(10). Заметим, что для 
x0 = p/qвычисления n n , с точностью до n знаков достаточно O(M(n) log n) = 

= O(n log2 n log log n) операций (методом Ньютона (см. [6]) при выполнении 
умножения методом Шенхаге–Штрассена (см. [4])). Чтобы вычислить S, 
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возьмем в (10) r + 1 = 2k, 2k−1 < 4n 2k, k > 1. Вычисляем сумму S с по
мощью БВЕ-процесса за k шагов, имея на j-м шаге (j k) 

r + 1 
S = S1(j) + S2(j) + · · · + Srj−1(j) + Srj(j), rj = ,

2j

где Srj−ν(j); ν = 0, 1, . . . , rj − 1; определяются равенствами 

r−(2jν+2j−1) n prj−ν(j)Srj−ν(j) = Srj−1−2ν(j − 1) + Srj−1−2ν−1(j − 1) = .
(r − 2jν)! qrj−ν(j) 

При этом на 1-м шаге (j = 1) вычисляются целые числа 

pr1−ν(1) = −qn(qr − 2qν − q + p) + (qr − 2qν)(qr − 2qν + p); 

qr1−ν(1) = (qr − 2qν + p)(qr − 2qν − q + p); 

ν = 0, 1, . . . ,
r + 1 − 1; r + 1 = 2k, k > 1; 
2 

а на j-м шаге (1 < j k) вычисляются целые числа 

prj−ν(j) = n2
j−1 
prj−1−2ν(j − 1)qrj−1−2ν−1(j − 1) + 

(r − 2jν)! 
+ prj−1−2ν−1(j − 1)qrj−1−2ν(j − 1); 

(r − 2j−1(2ν + 1))!

qrj−ν(j) = qrj−1−2ν(j − 1)qrj−1−2ν−1(j − 1); 

ν = 0, 1, . . . , rj − 1; rj = (r + 1)/2j ; r + 1 = 2k, k > 1.

На k-м (последнем) шаге вычисляются целые числа prk(k) = p1(k), qrk(k) = 
= q1(k), r! и производится одно деление с точностью до 2−2n знаков по фор
муле 

prk(k) 1 S = S1(k) = ,
qrk(k) r!

что дает сумму S с точностью 2−n−1 , а следовательно и значение Γ(x0) = 
= Γ(p/q) с точностью 2−n+1 , n > 1. Сложность такого вычисления есть 
(см. [10]) 

( )
(11) sΓ(p/q)(n) = O M(n) log2 n .

Представим доказательство теоремы 2 и алгоритм быстрого вычисления 
гамма-функции Эйлера при алгебраическом аргументе α в виде, удобном для 
его применении для быстрого вычисления пси-функции. 

Дока з а т е л ь с т в о. Как и для случая рационального аргумента, в со
ответствии с замечанием 1 сведем вычисление Γ(x0) при алгебраическом x0 
к вычислению Γ(α), 0 < α < 1, где α есть алгебраическое число степени N,
N > 2. Для простоты рассмотрим случай, когда α является вещественным 
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числом. Предполагается, что известен многочлен g(x), наименьшей степени 
с целыми коэффициентами, корнем которого является число α, т.е. 

N N−1(12) g(x) = gNx + gN−1x + · · · + g1x+ g0; g(α) = 0; 

gN , gN−1, . . . , g0 — целые числа, N > 2. Как и в случае рационального ар
гумента, воспользуемся формулами (9), (10). Отметим, что вычисление nα

α α lognс точностью 2−2n по формуле n = e требует O(M(n) log2 n) операций. 
Сумма S из (10) принимает вид 

r j∑[ n
(13) S = (−1)j ,

j!(j + α)
j=0 

и 

(14) S = S1(0) + S2(0) + · · · + Sr+1(0),

где 

r−νn
(15) Sr+1−ν(0) = (−1)r−ν ; ν = 0, 1, . . . , r.

(r − ν)!(r − ν + α)

Вычисление S выполняется за k шагов, r + 1 = 2k; 2k−1 < 4n 2k; k > 1,
БВЕ процесса для “алгебраического случая”, особенностью которого являет
ся использование основного свойства алгебраических чисел для ограничения 
роста сложности вычисления. 

До шага i, где i определяется условиями 1 i k; 2i−1 < N 2i, произво
дим с суммой (14), (15) действия, аналогичные описанным выше для случая 
рационального аргумента. Однако, группируя слагаемые суммы (14) таким 
же образом, теперь вычисляем на каждом шаге не числитель и знаменатель 
дробей, находящихся в скобках, а лишь целые коэффициенты при степенях α,
многочленов, находящихся в числителе и знаменателе дробей “из скобок”. 

На 1-м шаге в скобках находятся дроби 

α(r − 2ν − n) + (r − 2ν)2 − n(r − 2ν − 1) 
βr1−ν(1) = ,

α2 + α(2r − 4ν − 1) + (r − 2ν)(r − 2ν − 1)

r + 1 
ν = 0, 1, 2, . . . ; − 1; 

2 

вычисляются числа 

δr1−ν(0, 1) = (r − 2ν)2 − n(r − 2ν − 1); δr1−ν(1, 1) = r − 2ν − n; 

ρr1−ν(0, 1) = (r − 2ν)(r − 2ν − 1); ρr1−ν(1, 1) = 2r − 4ν − 1.

На i-м шаге (1 < i k) в скобках находятся дроби 

δri−ν(i)(16) βri−ν(i) = ,
ρri−ν(i)
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∑ ∑[

([

)[

∑[

где

2i−1 2i

(17) δri−ν(i) = δri−ν(m, i)α
m; ρri−ν(i) = ρri−ν(l, i)α

l; 
m=0 l=0 

вычисляются числа 

∑[
2i−1 

δri−ν(m, i) = n δri−1−2ν(m1, i− 1)ρri−1−2ν−1(m2, i− 1) + 
m1+m2=m

06m162i−1
−1 

06m262i−1 

(r − 2iν)! 
+ δri−1−2ν−1(m1, i− 1)ρri−1−2ν(m2, i− 1) ;

(r − 2iν − 2i−1) 

ρri−ν(l, i) = ρri−1−2ν(l1, i− 1)ρri−1−2ν−1(l2, i− 1); 
l1+l2=l

06l162i−1

06l262i−1

r + 1 
m = 0, 1, 2, . . . , 2i − 1, l = 0, 1, 2, . . . , 2i, ν = 0, 1, 2, . . . , − 1.

2i

Заметим, что умножение на степень α и вычисление δ и ρ, так же как и 
деление δ на ρ, не производится до последнего шага. Перед i+ 1-м шагом 
(1 i k, 2i−1 < N 2i) многочлены (17) редуцируются по модулю много
члена g(x) из (12) при x = α. Таким образом, если 

N−1 N−2δri−ν(i) = P (x) = pN−1x + pN−2x + · · · + p1x+ p0,
N N−1ρri−ν(i) = Q(x) = qNx + qN−1x + · · · + q1x+ q0,

где pN−1, . . . , p0; qN , . . . , q0 — целые, N = 2i, то мы делим P (x) и Q(x) на g(x) 
с остатками: 

P (x) = g(x)P0(x) + P1(x), Q(x) = g(x)Q0(x) +Q1(x),

где P1(x) и Q1(x) есть многочлены с рациональными коэффициентами, и 
при этом степени многочленов P1(x) и Q1(x) не превышают N − 1. Отсюда и 
из (12) получаем 

P (α) = P1(α), Q(α) = Q1(α),

т.е. в (16) имеем 

P1(α)
(18) βri−ν(i) = .

Q1(α) 

Домножая, если нужно, числитель и знаменатель дроби (18) на целый общий 
множитель, получаем в числителе и знаменателе дробей “из скобок” много
члены с целыми коэффициентами степени не большей, чем N − 1. 
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∫[

Начиная с шага i, на каждом шаге i, i+ 1, . . . , k, производится редукция 
многочленов от α, расположенных в числителе и знаменателе βµ(j), по моду
лю g(x). Поскольку коэффициенты g(x), так же как и степень g(x) являются 
абсолютными постоянными, то значения этих коэффициентов, участвующие 
в представленных выше редукциях, могут возрасти лишь не более чем в gN

раз, где 

g = max |gi|,
0 i N

что не влияет на оценку сложности проводимых вычислений. На последнем 
k-м шаге такого процесса получаем 

βrk(k) δrk(k)S = S1(k) = = ,
r! r!ρrk(k)

где 

δrk(k) = δrk(0, k) + δrk(1, k)α + · · · + δrk(j, k)α
j ,
ˆ

ρrk(k) = ρrk(0, k) + ρrk(1, k)α + · · · + ρrk(ĵ, k)α
j ; 

j, ĵ N − 1, и вычисляем δrk(k), ρrk(k) и S, и следовательно, Γ(α) с точно
стью 2−n+1 .

Следовательно, сложность вычисления 

( )
sΓ(α)(n) = O M(n) log2 n .

Что и требовалось доказать. Из (1) и оценок (7), (8) следует, что 

(
1+ε
)

sΓ(x0)(n) = O n ,

для любого ε > 0 и n > n1(ε), и любого алгебраического аргумента x0. 

Зам е ч а ни е 1. Мы вычислили Γ(x0), предполагая, что 0 < x0 < 1.
Если x0 > 1, то пользуясь соотношением Γ(x+ m) = x(x+ 1)(x + 2) . . .
. . . (x+ m− 1)Γ(x), сводим вычисление в нужной точке к вычислению в точ
ке из интервала (0, 1) и вычислению фиксированного (константа) числа пе
ремножений, что, хотя и увеличивает константу в O из оценок (7), (8), сами 
оценки не меняет. 

4. БВЕ-алгоритмы вычисления производной гамма-функции 

При вещественном x, x > 0, дифференцируя (2) по параметру x, получаем 

+∞ 

x−1(19) Γ ′ (x) = t e−t log tdt.

0 
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∫[ ∫[

∫[ ∫[ ∫[

∫[

∫[

∫[

∫[ ∫[

Далее считаем, что 0 < x < 1. Представим интеграл (19) в виде суммы двух 
интегралов 

a +∞ 

x−1 x−1(20) Γ ′ (x) = t e−t log tdt+ t e−t log tdt, a > 1.

0 a

Оценим последний интеграл в (20). Так как при t > 1, t > log t, то 

+∞ +∞ +∞ 

x−1 x −a(21) t e−t log tdt < t e−tdt te−tdt (a+ 1)e .

a a a

Рассмотрим теперь первый интеграл правой части формулы (20): 

a

tx−1(22) I = e−t log tdt.

0 

Разложим функцию e−t в знакопеременный ряд Тейлора по степеням t. Для 
0 t a, m > a,

t2m t2m−t t t2 t3 
(23) e = 1− + − + · · · + + θ , |θ| 1.

1! 2! 3! (2m)! (2m)!

Подставляя разложение (23) в (22), находим 

(24) I = I1 + R(a),

где 

2m a
∑[(−1)j

(25) I1 = tj+x−1 log tdt,
j! 

j=0 0 
a∫[
t2m+x−1 

(26) R(a) = θ log tdt, |θ| 1.
(2m)! 

0 

Оценим остаточный член R(a). Имеем из (26) 

a
t2m+x−1| log t|

(27) |R(a)| dt = 
(2m)! 

0

1 a
t2m+x−1 log t t2m+x−1 log t a2m+x log a

= − dt+ dt .
(2m)! (2m)! (2m)!(2m + x) 

0 1 
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∑

∑

a
tj+x−1 log tdt по частям, поРассмотрим интеграл I1 из (25). Интегрируя 0 

лучаем 

2m 2m
(−1)j aj+x (−1)j aj+x

= ax log aG1 − axG2,−(28) I1 = log a
x)2j! j + x j! (j +

j=0 j=0 

где 

2m
(−1)j aj

(29) G1 = ,
j! j + x

j=0 

2m
(−1)j aj

(30) G2 = .
x)2j! (j + 

j=0 

Из (20), (21), (24), (27)–(30) находим, что

a2m+x log a
+ O

(
(a+ 1)e−a

)[

n, n > 8, имеем следующее приближение для произ

,(31) Γ ′ (x) = ax log aG1 − axG2 + O
(2m)!(2m + x)

откуда при m = 2n, a =
водной гамма-функции в точке x = x0: 

4n∑ jn

j!(j + x0)
(32) Γ ′ (x0) = nx0 log n (−1)j −

j=0 

4n jn
(−1)j + θ02

−n− nx0 |θ0| 1.,
j!(j + x0)2 j=0 

Легко видеть из (13), (32), что сумма (29) совпадает с суммой (13) и поэтому 
вычисляется быстро с помощью БВЕ процесса для любого алгебраического 
аргумента в соответствии с теоремами 1 и 2. Заметим, что как и ранее, быст

x0 =рое вычисление функций log n и n ex0 logn требует не более O(M(n) log2 n) 
операций, что не ухудшает общую оценку сложности вычисления первого сла
гаемого в (32), которая совпадает с оценкой (8). 

Вычислим сумму (30), сначала предполагая, что x0 = p/q, (p, q) = 1. За
пишем эту сумму в виде (r = 2m > 4n) 

r jn
(−1)j(33) S = .

j!(j + p/q)2
j=0 

Возьмем 

(34) r + 1 = 2k, 2k−1 < 4n 2k, k > 1; 

членов ряда, из которого выделена сумма S. Пусть 

r−νn
Sr+1−ν(0) = (−1)r−ν ; ν = 0, 1, 2, . . . , r.

(r − ν)!(r − ν + p/q)2
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Тогда (33) можно записать в виде 

S = S1(0) + S2(0) + · · · + Sr+1(0).

Вычислим сумму S с помощью БВЕ-процесса за k шагов, объединяя на каж
дом шаге слагаемые S последовательно попарно и вынося за скобки “оче
видный” общий множитель. При этом на каждом шаге будут вычисляться 
целый числитель и целый знаменатель дроби, стоящей в скобках (деление не 
производится до последнего шага). 

На 1-м шаге имеем 

r + 1 
S = S1(1) + S2(1) + · · · + Sr1(1); r1 = ,

2 

r−2ν−1 pr1−ν(1) Sr1−ν(1) = Sr+1−2ν(0) + Sr−2ν(0) = (−1)r−1 n = 
(r − 2ν)! qr1−ν(1) 

r−2ν−1n pr1−ν(1) = .
(r − 2ν)! qr1−ν(1) 

На 1-м шаге вычисляем целые числа 

(35) pr1−ν(1) = q2 
(
−n(qr − 2qν − q + p)2 + (r − 2ν)(qr − 2qν + p)2

)[
,

(36) qr1−ν(1) = (qr − 2qν + p)2(qr − 2qν − q + p)2 ,

ν = 0, 1, . . . ,
r + 1 − 1; r + 1 = 2k, k > 1.
2 

На j-м шаге (j k) имеем 

r + 1 
S = S1(j) + S2(j) + · · · + Srj−1(j) + Srj(j); rj = ;

2j

где Srj−ν(j); ν = 0, 1, . . . , rj − 1; определяются равенствами 

r−(2jν+2j−1) n prj−ν(j)Srj−ν(j) = Srj−1−2ν(j − 1) + Srj−1−2ν−1(j − 1) = .
(r − 2jν)! qrj−ν(j) 

На j-м шаге (j k) вычисляем целые числа 

(37) prj−ν(j) = n2
j−1 
prj−1−2ν(j − 1)qrj−1−2ν−1(j − 1) + 

(r − 2jν)! 
+ prj−1−2ν−1(j − 1)qrj−1−2ν(j − 1),

(r − 2j−1(2ν + 1))!

(38) qrj−ν(j) = qrj−1−2ν(j − 1)qrj−1−2ν−1(j − 1),

ν = 0, 1, . . . , rj − 1; rj = (r + 1)/2j . И так далее. 
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На k-м (последнем) шаге вычисляем целые числа prk(k) = p1(k), qrk(k) = 

= q1(k), r! и производим одно деление с точностью до 2−2n знаков по формуле 

prk(k) 1 S = S1(k) = ,
qrk(k) r!

что дает сумму S с точностью 2−n−1 . Следовательно, значение Γ ′ (x0) = 
= Γ ′ (p/q) вычислено с точностью 2−n+1, n > 1. 

При алгебраическом x0 = α первая сумма из (32) совпадает с суммой (13) 
и вычисляется так же. Вычисление суммы 

r j∑[ n
(39) S = (−1)j

j=0 
j!(j + α)2 

проводится аналогично. 

5. Сложность вычисления пси-функции 

Оценим сложность вычисления Γ ′ (x0), если x0 = p/q. Подсчитаем слож
ность вычисления суммы (33). Сначала, пользуясь формулами (37), (38), под
считаем количество операций, достаточное для вычисления на j + 1-м шаге, 
j + 1 k, чисел prj+1−ν(j + 1), qrj+1−ν(j + 1); ν = 0, 1, 2, . . . , rj+1 − 1, rj+1 = 

= (r + 1)/2j+1, предполагая при этом, что числа pµ1(j), qµ2(j); µ1 = 1, 2, . . . ,
k − 1, µ2 = 1, 2, . . . , k − 1; уже вычислены. Для этого, прежде всего, оценим 
сверху разрядность чисел, с которыми проводятся вычисления на j + 1-м ша
ге. Пусть 

p(j) = max pµ1(j), q(j) = max qµ2(j).µ1 µ2 

Поскольку 

(r − 2j+1ν)! 2jr
(r − 2j+1ν − 2j)! 

из (37), (38) находим 

2j 2jp(j + 1) p(j)q(j)(n + r ) p(j)q(j)(nr)2
j

; q(j + 1) (q(j))2 .

Отсюда и из (36), (38) получаем 

p (j + 1) 
q (j) q (j − 1) . . . q (1) (nr)2

j+2j−1+···+2 

p (1) 

+···+1 (nr)2
j+1−2(q (1))2

j−1+2j−2

.

Следовательно, 

(40) p(j + 1) p(1)(q(1))2
j−1(nr)2

j+1−2 , q(j + 1) (q(1))2
j

.
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Учитывая, что из (35), (36) 

4 3 2 4 4 4 p(1) q r p , q(1) q r p ,

из (40) имеем 

3(2j+1−1) (41) p(j + 1) (nqp)2
j+2 
r (qprn)2

j+3 
, q(j + 1) (qpr)2

j+2 
.

Рассмотрим формулу (37). Сложность вычисления значений произведений 

(r − 2j+1ν)! r + 1 
; ν = 0, 1, 2, . . . , rj+1 − 1, rj+1 = ,

(r − 2j+1ν − 2j)! 2j+1 

составляет 
([

j
)[

(42) O M(2τ log r) 
τ=1 

операций. Из (41), (42) получаем, что для вычисления prj+1−ν(j + 1) доста
точно O(B(j + 1)) операций, где 

j

B(j + 1) = M(2τ log r) +M 2j+3 log qprn .
τ=1 

Чтобы вычислить все αrj+1−ν(j + 1), которых ровно rj+1 = 2−(j+1)(r + 1), до
статочно O(rj+1B(j + 1)) операций. Предполагая для сложности умноже
ния M(µ) оценку Шенхаге–Штрассена (см. [4]), получаем, что для вычис
ления α1(k) на последнем шаге достаточно 

 [
k−1 

O[ rj+1B(j + 1) [= 
j=1 

[
k−1 j

= O[ (r + 1)2−(j+1) 2τ log r(τ + log log r) log(τ + log log r)+ 
j=1 τ=1 

[
k−1 

+ (r+1)2−(j+1)2j+3 log qprn(j+3+log log qprn) log(j+3+log log qprn)[= 
j=1 

 [
k−1 

= O[ r log qprn(j + log log qprn) log(j + log log qprn)[= 
j=1 

(43) = O(r log2 r log qprn log log qprn) 

операций. Учитывая, что q и p — это фиксированные константы, а параметр r
удовлетворяет условиям (34), получаем из (43) оценку сложности вычисления 
суммы S

(44) sS(n) = O(n log3 n log log n).
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Сложность вычисления суммы (30) при алгебраическом аргументе x = α до 
момента редукции по модулю многочлена (12), скажем до шага i, оценивается 
так же, как и в изложенном выше случае рационального аргумента. Затем, 
как и ранее, на каждом шаге: i, i + 1, i + 2, . . . ; проводится редукция мно
гочленов от α, стоящих в числителе и знаменателе дробей “в скобках” по 
модулю g(x) при x = α. Поскольку коэффициенты в g(x) являются абсолют
ными постоянными, степень g(x) также абсолютная постоянная, при таких 
редукциях значения участвующих в вычислениях коэффициентов могут уве
личиваться лишь в постоянное число раз, что не меняет оценку сложности 
вычисления. 

Тем самым, учитывая (8), (10), (32), (33), (44), для сложности вычисления 
производной гамма функции при любом алгебраическом аргументе справед
лива оценка 

(
1+ε
)

(45) sΓ′ (α)(n) = O(n log3 n log log n) = O n .

Зам е ч а ни е 2. Мы вычисляли Γ ′ (x0), предполагая, что 0 < x0 < 1. Если 
x0 > 1, то пользуясь соотношением 

Γ ′ (x+ m) = ((x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ m− 1) + x(x+ 2) . . . (x+ m− 1) + . . . + 

+ x(x+ 1) . . . (x+ m− 2)) Γ(x) + x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ m− 1)Γ ′ (x),

сводим вычисление производной гамма функции в нужной точке к вычис
лению в точке из интервала (0, 1) и вычислению фиксированного (констан
та) числа произведений, вычислению гамма-функции и произведению гамма 
функции на сумму произведений фиксированных чисел, что, хотя и увели
чивает константу в O из оценки (45), саму оценку не меняет. 

Таким образом, доказаны следующие утверждения 

Те ор ем а 3. Пусть y = Γ ′ (x0); x0 = p/q; p, q – целые, (p, q) = 1. Тогда 

( )
sΓ′ (p/q)(n) = O M(n) log2 n .

Те ор ем а 4. Пусть y = Γ ′ (x0); x0 = α; α — алгебраическое число, кото
рое является корнем многочлена с целыми (заранее известными) коэффици
ентами. Тогда 

( )
sΓ′ (α)(n) = O M(n) log2 n .

На основе формулы (5) и теорем 1, 2, 3, 4, а также оценки (8) получаем 
доказательство следующего утверждения 

Те ор ем а 5. Пусть y = ψ(x0); x0 = α; α — алгебраическое число. Тогда 

( )
(46) sψ(α)(n) = O M(n) log2 n .
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6. Заключение

Отметим, что аналогичные быстрые алгоритмы можно построить для ло
гарифмических производных гамма функции любого порядка. Например, для 
производной пси-функции находим 

Γ ′′ (x) 
)2d Γ ′ (x) 

(
Γ ′ (x)

(47) = − .
dx Γ(x) Γ(x) Γ(x) 

Легко видеть, что для второй производной гамма функции 

+∞ 

Γ ′′ (x) tx−1 = e−t log2 tdt,

0 

можно построить БВЕ-процесс, аналогичный представленному выше. Другие 
функции и другое слагаемое из (47) у нас уже вычислены со сложностью (46). 
Таким образом, последовательно вычислив все производные до порядка K и 
переходя к порядку K + 1, можно вычислять логарифмические производные 
любого порядка со сложностью (46). Поскольку K здесь константа, общая 
сложность вычисления не изменится, обеспечивая тем самым справедливость 
утверждения 

Те ор ем а 6. Пусть F (z0) = d
K

log Γ(z0); z0 = α; α — алгебраическое 
dzK

число. Тогда 

( )
sF (α)(n) = O M(n) log2 n .
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ДИАГОНАЛИ МАТРИЦЫ ГЕССЕ, ДЛЯ РЕШЕНИЯ

ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ1

В работе предложен подход к исследованию стандартной задачи опти
мального управления, основанный на использовании редукции к конечно
мерной задаче оптимизации с последующим использованием аппроксима
ции главной диагонали гессиана. Приведены результаты вычислительных 
экспериментов по решению вспомогательных задач оптимизации сепара
бельных, квазисепарабельных функций и функций Розенброка–Скокова. 

Ключевые слова: алгоритм доверительного бруса, квазисепарабельная 
функция, матрица Гессе, задача оптимального управления. 

DOI: 10.31857/S0005231022100117, EDN: ALGZQW 

1. Введение 

Задачи оптимального управления (ЗОУ) возникли из стремления учесть 
ограничения на управляющие воздействия и фазовые координаты объек
тов, динамика которых описывается системами обыкновенных дифферен
циальных уравнений. Эта область исследований, подобно другим направле
ниям теории экстремальных задач, возникла в связи с запросом со сторо
ны приложений: появление постановок задач автоматического регулирова
ния с ограничениями на управления (А.А. Фельдбаум [15], Д.В. Бушау [3]), 
которые уже не укладывались в теорию вариационного исчисления. Хотя 
первые подобные постановки точечно возникали и ранее (например, задача 
Р. Годдарда (1919 г.) о подъеме ракеты на заданную высоту с минимальны
ми затратами топлива), активное развитие этого направления традиционно 
связывают с появлением фундаментальных принципов теории оптимального 
управления: принципа максимума [14] и метода динамического программиро
вания [7]. Сейчас теория оптимального управления активно развивается как 
в связи с наличием трудных и интересных математических постановок, так и 
с обилием приложений, в том числе и в таких областях, как космонавигация, 

1 Работа выполнена за счет субсидии Минобрнауки России в рамках проекта «Теория
и методы исследования эволюционных уравнений и управляемых систем с их приложе
ниями» (№121041300060-4).
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робототехника, динамика полета, экономика, биология, медицина, ядерная 
энергетика, нанофизика и других. 

Несмотря на активные исследования этой области стандартная ЗОУ с па
раллелепипедными ограничениями на управление по-прежнему довольно ча
сто возникает на практике и может характеризоваться наличием особенно
стей, требующих использования специализированных подходов к их рассмот
рению. 

2. Задачи оптимального управления: 
стандартная постановка 

Разбиение переменных на фазовые и ограниченное управление, при на
личии связывающих их дифференциальных уравнений — стандартная мо
дель для процесса, развивающегося по законам природы, но испытывающе
го управляющие воздействия, стремящиеся сделать его в некотором смысле 
оптимальным. Наличие параллелепипедных ограничений на управления воз
никает естественным образом в силу ограниченности имеющихся ресурсов 
и присутствует в стандартной постановке задачи оптимального управления. 
Управляемая динамическая система с начальными условиями описывается 
дифференциальными уравнениями в нормальной фоме Коши: 

0(1) ẋ = f(x(t), u(t), t), x(t0) = x , t ∈ [t0, t1] ,

где t — независимая переменная (время), x(t) — вектор фазовых координат 
размерности n, ẋ = dx/dt — производная фазовой траектории, u(t) — r-вектор 
управляющих воздействий, x0 — вектор начального состояния системы. До
пустимые управления — это вектор-функции, определенные на временном 
отрезке T и удовлетворяющие ограничениям: 

(2) u(t) ∈ U = {u(t) ∈ Rn : u u(t) u} .

Задача состоит в поиске допустимого управления u∗(t), доставляющего ми
нимум терминальному функционалу, зависящему от траектории системы (1) 
в конечный момент времени t1 

(3) I(u) = ϕ(x(t1)) → min .

Допустимый процесс (u, x), u = u(t) ∈ U , на котором функционал минимален, 
∗называется оптимальным — (u , x∗). Вектор-функция f(x(t), u(t), t) и скаляр

ная функция ϕ(x) предполагаются непрерывно дифференцируемыми по всем 
аргументам, кроме t. Постановки с интегральными и смешанными функцио
налами (задачи Больца и Лагранжа) путем введения дополнительных фазо
вых координат могут редуцироваться к представленной задаче Майера. Для 
подобных детерминированных задач, в которых уравнения движения, крите
рий качества и ограничения известны точно, оптимальное значение критерия 
качества (3), реализуемое в классе программных управлений и управлений 
по принципу обратной связи, является одним и тем же. ЗОУ в данной фор
мулировке считается классической [12, 16] и часто встречается в различных 
приложениях. 
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3. Традиционные подходы к исследованию
стандартной ЗОУ

В теории оптимального управления принято различать два типа числен
ных подходов: прямые (direct) и непрямые (indirect). Прямые методы заклю
чаются в дискретизации состояния и управления и тем самым сводят исход
ную задачу к задаче нелинейной оптимизации с ограничениями. Непрямые 
методы состоят из численного решения краевой задачи, вытекающей из при
менения принципа максимума Понтрягина, и приводят к методам стрельбы 
(или методам пристрелки — shooting methods). В связи со значительными 
трудностями построения аналитического решения прикладных задач опти
мального управления ключевое значение приобрели различные приближен
ные и численные методы их исследования. В зависимости от алгоритмической 
основы метода он может быть отнесен к той или иной группе. 

3.1. Методы, основанные на использовании 
принципа максимума Понтрягина 

В непрямых методах вместо предварительной дискретизации, как в пря
мых методах, сначала применяется принцип максимума Понтрягина (ПМП) 
как условие первого порядка к задаче оптимального управления. Согласно 
этому принципу оптимальную траекторию следует искать среди соответст
вующих экстремалей, для которых он выполняется. Подобные подходы могут 
опираться на сведение исходной задачи к краевой задаче нахождения экстре
мального решения сопряженной системы. Решить такую нелинейную систему 
из n уравнений с n неизвестными на практике можно, например, с помощью 
методов ньютоновского типа. Таким образом, ПМП является универсальным 
необходимым условием оптимальности первого порядка в стандартной ЗОУ. 
Традиционно он наиболее эффективен в системах управления с максималь
ным быстродействием и минимальным расходом энергии, где применяются 
управления релейного типа, принимающие крайние, а не промежуточные зна
чения на допустимом интервале управления. 

Построение вычислительных схем, основанных на применении ПМП, мо
жет опираться на следующие этапы: а) формируется и решается систе
ма уравнений из условия равенства нулю градиента функции Понтрягина; 
б) в критических точках исследуется на знакоопределенность матрица вто
рых производных, в случае ее положительной определенности получается 
точка строгого локального минимума, отрицательно определенная матри
ца характеризует локальный максимум; в) анализируются критические точ
ки, в которых матрица вторых производных не является знакоопределенной; 
г) найденные точки локальных экстремумов исследуются на глобальный экс
тремум, если это возможно. 

Для линейно-выпуклых задач оптимального управления выполнение усло
вия максимума функции Понтрягина является и достаточным условием оп
тимальности, и может быть использовано для нахождения глобального ми
нимума функционала. В общем случае, когда правые части системы и подын
тегральная функция критерия качества дифференцируемы по управлениям, 
может использоваться линеаризованный или дифференциальный принцип 
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максимума [8, 9], часто применяемый в вычислительных схемах для проверки 
оптимальности полученного в результате итерационного процесса решения. 
Методы последовательных приближений для поиска управлений, удовлетво
ряющих линеаризованному ПМ, опираются на использование информации 
о градиенте функции Понтрягина и применяются, фактически, для реше
ния конечномерных задач максимизации гамильтониана в заданных точках 
временного отрезка. Важно помнить, что принцип максимума как необхо
димое условие оптимальности, вообще говоря, порождает не оптимальные 
траектории, а экстремали, для которых требуется отдельно обосновывать оп
тимальность. Для этой цели могут быть использованы достаточные условия 
оптимальности. 

3.2. Методы, опирающиеся на дискретизацию ЗОУ 

Для использования многочисленных существующих прямых методов необ
ходимо выбирать конечномерные представления управления и состояния, 
а затем дискретно выражать дифференциальные уравнения, описывающие 
динамическую систему, критерий минимизации и присутствующие в зада
че ограничения. После того, как все статические и динамические ограни
чения редуцированы к задаче с конечным числом переменных, необходимо 
решить полученную задачу оптимизации, используя какой-либо адаптиро
ванный метод. 

В качестве примера можно привести самый простой способ дискретизации, 
основанный на равномерном разбиении временного отрезка на подынтервалы. 
Управления дискретизированы таким образом, чтобы являться кусочно-по
стоянными на каждом подынтервале и удовлетворять заданным ограниче
ниям. Самым простым методом дискретизации обыкновенных дифференци
альных уравнений для численной реализации (в том числе для организа
ции параллельных вычислений) является стандартный явный метод Эйлера. 
Множество допустимых управлений можно также дискретизировать, напри
мер, кусочно-постоянными функциями или сплайнами, а обыкновенные диф
ференциальные уравнения аппроксимировать дискретными соотношениями с 
использованием методов типа Рунге–Кутты различных порядков. В результа
те из непрерывной задачи оптимального управления получаем задачу конеч
номерной минимизации, в которой переменные подчиняются ограничениям, 
вытекающим из дифференциальной системы и ограничений на управления. 

В плане соответствия редуцированной задачи исходной можно утверждать 
следующее: стандартная задача оптимального управления характеризует
ся управляющими воздействиями кусочно-непрерывного типа, соответствую
щая фазовая траектория является кусочно-гладкой и при выполнении усло
вия роста с учетом ограничений на управления можно с уверенностью счи
тать, что соответствующая конечномерная задача, полученная путем дискре
тизации, будет поддаваться численному решению с использованием методов 
конечномерной оптимизации при небольших размерностях. Это связано с на
личием дифференциальной связи фазовых координат и управляющих воз
действий, которая позволяет получать редуцированные конечномерные за
дачи с адекватными свойствами. Непрерывная дифференцируемость правых 
частей системы дифференциальных уравнений по фазовым переменным и 
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выполнение соответствующего условия Липшица позволяют обеспечить су
ществование и единственность решения в задаче Коши для любого допусти
мого управления. 

4. Модификация алгоритма доверительного бруса 
Предлагаемый алгоритм основан на использовании информации о главной 

диагонали матрицы Гессе. Потому как использование полного гессиана при 
реализации алгоритмов может оказаться не слишком рентабельной операци
ей. Помимо большого объема памяти, требуемой для размещения матрицы 
Гессе, вычисление информации второго порядка может оказаться достаточно 
трудоемкой задачей — при недоступных аналитических формулах для вторых 
производных. В такой ситуации обычно используются варианты разностных 
схем — либо второго порядка, опирающихся на алгоритм вычисления функ
ции, либо первого порядка, основанных на вычислении вектора градиентов. 

В отличие от классических методов ньютоновского типа в реализованном 
алгоритме используются элементы только главной диагонали матрицы Гессе 
и для нахождения направления движения на каждой итерации формулиру
ется и решается задача квадратичного программирования на брусе. Решение 
этой вспомогательной задачи, в данном случае сепарабельной, тривиальное и 
получается в замкнутом виде, что позволяет достичь как хорошей скорости, 
так и достаточно высокой точности. Заметим, что от классических методов 
доверительного интервала (см., например, [6]) реализованный подход отлича
ется способом ограничения вариации на каждой итерации: вместо эллипсои
дального ограничения в данном случае применяется брусовое. Это влечет за 
собой другую постановку вспомогательной задачи и, очевидно, другие свой
ства общего алгоритма. 

Реализованные варианты алгоритма используют аппроксимацию диагона
ли с помощью двух градиентов (V ar1, [11]) и классическую аппроксимацию 
по разностной схеме второго порядка (V ar2, см., например, [13]). Помимо оп
тимизации памяти такой подход существенно ускоряет решение внутренней 
задачи линейной алгебры, которая в таком случае становится тривиальной. 
Для обеспечения способности алгоритма генерировать улучшающие итера
ции с любой начальной точки, в конструкции используется техника криво
линейного шага поиска [11]. Алгоритм позволяет быстро находить решение в 
классе квазисепарабельных функций, особенно на функциях с диагональным 
преобладанием в матрице Гессе [1]. 

Для вспомогательной процедуры одномерного поиска в зависимости от 
трудоемкости обработки матрицы Гессе может использоваться как грубый 
алгоритм одномерного поиска, начинающий итерации с единичного шага, 
и дробящий шаг до достижения релаксирующего приближения, так и спе
циализированный высокоточный алгоритм локального одномерного поиска 
(в разработанном подходе — комбинация методов золотого сечения и обрат
ной параболической интерполяции (см., например, [2, 10]). В обоих реализо
ванных вариантах алгоритма вспомогательные поисковые методы опираются 
на использование квадратичной вариационной конструкции, приводящей к 
аппроксимации «ньютоновской» точки при единичном шаге и приближаю
щейся к направлению антиградиента при малых шагах (см. алгоритм 1). 
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Алгоритм 1. Алгоритм доверительного бруса
0Require: Задаются алгоритмические параметры, выбираются x , δK = δstart. 

1: for K = 0, . . . , Tout do 
2: if ∥∇f(xK)∥[<= εng then 

∗ K3: x = x
4: brake 
5: end if 
6: if V ar1 then 
7: Вычисляется аппроксимация ZK диагонали гессиана

с помощью алгоритма, основанного на градиентах
с шагом сдвига αD

8: end if 
9: if V ar2 then 

10: Вычисляется аппроксимация ZK диагонали гессиана 
с использованием алгоритма, основанного на разностной схеме 
с шагом Stdif

11: end if [
K − δK K + δK

[
12: BK = x ,x

k13: p = argmin pZKp−∇f(xK)p, p ∈ BK

K14: x(α) = x + α2pK − α(1 − α)∇f(xK). 

15: αK = argminα∈[0,1] f(x(α)). 
K+1 K + α2K16: x = x pK − αK(1− αK)∇f(xK). 

17: if αK < 0,5 then 
δK 0,9δK18: = 

19: if δK < δmin then 
20: δK = δstart
21: end if 
22: end if 
23: if αK > 0,5 then 
24: δK = 1,1δK

25: if δK > δmax then 
26: δK = δstart
27: end if 
28: end if 
29: end for 

∗Выход: x если было достигнуто условие досрочного завершения, иначе 
xTout+1. 

Влиять на вычислительные свойства программной реализации предло
женного алгоритма можно путем изменения значений алгоритмических па
раметров. К общим алгоритмическим параметрам для двух реализован
ных вариантов относятся: εng — точность критерия остановки по нор[ ]
ме градиента — 10−12 , 100 , в качестве стандартного значения выбирает

ся 10−5; α0 — начальный шаг одномерного поиска, принимающий на стар
[ ]

те наибольшее значение из интервала 10−10 , 1 ; toln — точность одномер
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∑[ ∑[

[ ]
ного поиска выбирается из интервала 10−12 , 0,1 и задается равной 10−4; 

[ ]
εfi — точность критерия остановки по релаксации ∈ 10−15 , 100 и выбира

ется по умолчанию равной 10−6; δstart — начальный размер доверительных [ ]
брусов — 0,1, — из интервала 10−6 , 10 ; δmin — минимальный размер довери

[ ]
тельных брусов — 10−4 , 10−12 , 1 ; δmax — максимальный размер доверитель

ных брусов выбирается из интервала 
[
10−6 , 103

][
равным 10. 

К специализированным алгоритмическим параметрам для первого вари
анта относится шаг сдвига от точки первого градиента до второго αd = 0,1 ∈ [ ]
∈ 10−6 , 1 . Для второго варианта алгоритма – шаг численного дифференци

[ ]
рования Stdif , принимающий значение из интервала 10−12 , 1 , стандартное 

значение равно 10−10. Настройка значений алгоритмических параметров мо
жет повысить эффективность программной реализации алгоритма для вы
бранного класса задач. 

5. Вычислительные эксперименты 

Расчеты проводились на персональном компьютере, тактовая частота про
цессора 2.8GHz, Intel Core i7. Использован компилятор BCC 5.5 под управле
нием виртуальной машины MaC OS, Windows XP. Для исследования свойств 
реализованного алгоритма сформирована небольшая коллекция тестовых за
дач, включающая: тестовые примеры cепарабельных и квазисепарабельных 
функций, а также функции Розенброка–Скокова [5], ориентированные на 
сравнение и исследование свойств программных реализаций предложенного 
алгоритма. 

5.1. Результаты решения вспомогательной задачи 
конечномерной оптимизации 

5.1.1. Сепарабельная функция. Наиболее простая по структуре функ
ция — это первая тестовая функция, на которой можно проверить работо
способность алгоритмов оптимизации и сравнить их свойства (рис. 1). Раз
мерность данной задачи легко изменяется (вычислительные эксперименты 
проводились в том числе для Large-size problem (табл. 1). 

n
2 0f(x) = xi → min, xi = 0,5 + i · 10−6 , i = 1, n.

i=1 

5.1.2. Квазисепарабельная функция. Сложность квазисепарабельных 
функций при изменении значения множителя, входящего в состав второго 
слагаемого, может возрастать. Функции данного типа также являются попу
лярными для проведения вычислительных экспериментов по исследованию 
алгоритмов оптимизации (см., например, [4]). 

n n−1 
2 0f(x) = xi + 0,001 i(xi − xi+1)

2 → min, x = 1,0 + i · 10−7 , i = 1, n.i

i=1 i=1 
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Рис. 1. Линии уровня тестовых сепарабельной, квазисепарабельной функций 
и функции Розенброка–Скокова. 

5.1.3. Функция Розенброка–Скокова. 
n

2 0f(x) = (1−x1)
2 +100 (xi−xi−1)

2 →min, x = −2,0+ i · 10−7 , i= 1, n.i

i=2 

Сравнение работоспособности предложенного алгоритма с авторской биб
лиотекой алгоритмов оптимизации, включающей программные реализа
ции методов Ньютона, Барзилаи–Борвейна, Поляка, Бройдена–Флетчера– 

Таблица 1. Результаты вычислительных экспериментов для семейства сепара
бельных функций. Здесь V ar1 — результаты расчетов для первого варианта ал
горитма, V ar2 — для второго варианта алгоритма, frec — наилучшее достигнутое 
значение функции, ng — достигнутое значение нормы градиента, iter — число 
итераций алгоритма 

n 5 50 5 · 102 5 · 103 5 · 104 5 · 105
V ar1 frec 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

V ar1 iter 8 8 8 8 8 8 

V ar1 ng 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

V ar2 frec 1,34 · 10−15 1,33 · 10−11 9,94 · 10−31 2,64 · 10−15 — — 

V ar2 iter 8 8 9 9 — — 

V ar2 ng 7,3 · 10−8 7,0 · 10−6 3,0 · 10−15 2,0 · 10−7 — — 
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Method 
BFGS (v1) 
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Рис. 2. Результаты вычислительных экспериментов для библиотеки методов 
оптимизации на сепарабельной функции возрастающих размерностей. 

Гольдфарба–Шанно и других, отображено на рис. 2. В данном случае тести
рование проводилось с использованием сепарабельной функции размерности 
от 5 до 5 · 105 переменных (табл. 1). Видно, что с использованием предложен
ной модификации метода доверительных брусов удается решить задачу для 
всех рассматриваемых размерностей сепарабельной функции. 

5.2. Результаты решения задачи оптимального управления 

Приведем пример модельной тестовой задачи оптимального управления 
с невыпуклым множеством достижимости, характеризующимся малой обла
стью притяжения глобального экстремума. 

(4) ẋ1(t) = u(t)− sin |x1(t)|, ẋ2(t) = u(t) + cos |x1(t)|,

(5) x1(t0) = 1, x2(t0) = 1, u(t) ∈ [−0,45, 0,45] , t ∈ T = [0, 27] ,

(6) I(u) = (x1(t1) + 3)2 + (x2(t1) + 0,5)2 ↓ .

Данная тестовая задача позволяет смоделировть вычислительные труд
ности, характерные для рассматриваемых задач оптимального управления 
с нелинейными системами дифференциальных уравнений и невыпуклыми 
функционалами. На рис. 3 представлено множество достижимости в при
веденной тестовой задаче с выделенной экстремальной точкой, в которой до
стигается наименьшее значение целевого функционала на соответствующих 
оптимальных траекториях и управлении (рис. 3). 
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Рис. 3. Множество достижимости и экстремальная точка (слева), оптималь
ные траектории и управление (справа) в представленной модельной задаче. 

6. Заключение 

Проведенные эксперименты подтвердили теоретический вывод о непри
емлемости использования разностных схем для решения задач размерности 
более 103 . Время, необходимое для получения информации о матрице Гес
се (точнее, только о ее диагонали), становится совершенно неприемлемым. 
Это продемонстрировано в табл. 2 и 3 соотношением производительности 
вариантов алгоритма, второй из которых основан на разностной схеме для 
аппроксимации диагонали гессиана. 

К достоинствам предложенного алгоритма следует отнести его способ
ность решать задачи существенно больших размерностей, чем любые методы, 
требующие полной квадратичной памяти, в том числе, методы ньютоновско
го типа, квазиньютоновские методы, метод Пауэлла и другие. Наблюдение 
графиков сходимости (значений функций с ростом числа итераций) показы
вает, что, к сожалению, эффект ускорения за счет информации второго по
рядка в данной конструкции алгоритмов оказывается существенным только 
на начальных стадиях расчетов, позволяя очень быстро получить неплохие 
результаты. Далее проявляется «эффект малых вариаций», что объясняется, 
очевидно, переходом алгоритма в режим «почти градиентного» метода. 

Данный алгоритм может использоваться для решения стандартной зада
чи оптимального управления, которая на практике характеризуется наличи
ем нелинейных систем дифференциальных уравнений и невыпуклых функ
ционалов, что, как правило, приводит к неединственности решения и необхо
димости разрабатывать специализированные вычислительные технологии их 
исследования. С другой стороны, рост вычислительных мощностей современ
ных компьютеров позволяет повышать эффективность алгоритмов поиска ре
шения в задачах оптимизации, в том числе за счет использования технологий 
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Таблица 2. Результаты вычислительных экспериментов для семейства квазисепа
рабельных функций 

n 5 50 5 · 102 5 · 103 5 · 104 5 · 105
V ar1 frec 4,29 · 10−21 2,99 · 10−19 1,55 · 10−7 1,05 · 10−11 1,29 · 10−11 1,36 · 10−11

V ar1 iter 10 10 10 121 1413 17 231 

V ar1 ng 1,3 · 10−10 1,1 · 10−9 8,6 · 10−9 9,0 · 10−6 9,9 · 10−6 1,0 · 10−5

V ar2 frec 1,07 · 10−12 9,09 · 10−12 1,11 · 10−11 7,69 · 10−12 — — 

V ar2 iter 11 13 24 149 — — 

V ar2 ng 2,1 · 10−6 6,0 · 10−6 6,7 · 10−6 9,0 · 10−6 — — 

Таблица 3. Результаты вычислительных экспериментов для семейства функций 
Розенброка–Скокова 

n 5 50 5 · 102 5 · 103 5 · 104 5 · 105
V ar1 frec 1,03 · 10−9 2,6 · 10−13 2,51 · 10−13 2,5 · 10−13 1,17 · 10−12 — 

V ar1 iter > 6,3 · 106 13 587 43 997 139 219 > 0,2 · 106 — 

V ar1 ng 1,0 · 10−5 1,0 · 10−5 1,0 · 10−5 1,0 · 10−5 2,2 · 10−5 — 

V ar2 frec 1,06 · 10−9 2,6 · 10−13 2,51 · 10−13 — — — 

V ar2 iter > 6,6 · 106 13 596 43 999 — — — 

V ar2 ng 1,0 · 10−5 1,0 · 10−5 1,0 · 10−5 — — ——— 

параллельного запуска однородных процессов. Проведенные вычислительные 
эксперименты продемонстрировали возможность использования предложен
ного алгоритма для решения вспомогательных задач больших размерностей, 
возникающих при редукции исходной задачи на мелкой сетке к последова
тельности конечномерных в рамках стандартной идеологии использования 
прямых методов для решения задач оптимального управления. 
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МОНОТОННОЙ ЛОГИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ 

Рассматривается задача расшифровки двузначной монотонной функ
ции f , определенной на k-значном n-мерном кубе. Традиционным под
ходом к решению данной задачи является построение оптимального по 
Шеннону алгоритма. Оптимальный по Шеннону алгоритм расшифров
ки имеет минимальную сложность в «худшем случае» (эффективен для 
наиболее трудного варианта задачи). Авторами предложен и исследован 
подход к задаче расшифровки, основанный на применении асимптотиче
ски оптимального алгоритма дуализации над произведением k-значных 
цепей. Асимптотически оптимальная расшифровка функции f нацелена 
на «типичный случай» (на типичный вариант задачи). Экспериментально 
выявлены условия применимости традиционного и нового подходов. 
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1. Введение 

Расшифровка двузначной монотонной функции, определенной на k-знач
ном n-мерном кубе, — одна из важнейших задач дискретной математики. 
Задача формулируется следующим образом. 

Положим 

Enk = {(α1, . . . , αn) |αi ∈ {0, 1, . . . , k − 1} при i = 1, 2, . . . , n, k ≥ 2}.

Множество Enk называется k-значным n-мерным кубом. На Enk устанавлива
ется частичный порядок, согласно которому элемент β = (β1, . . . , βn) из Enk
следует за элементом α = (α1, . . . , αn) из Enk (α предшествует β), если βi ≥ αi
при i = 1, 2, . . . , n. Для обозначения того, что β ∈ Enk следует за α ∈ Enk , ис
пользуется запись α 4 β или β < α.

Функция f , определенная на Enk и принимающая два значения 0 и 1, на
зывается монотонной, если для любых двух элементов α и β из Enk таких,
что α 4 β, выполнено f(β) ≥ f(α). Функция f задается при помощи некото
рого оператора B, который для любого x ∈ Enk выдает значение f(x). Если
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f (x) = 0, то элемент x называется нулем функции f , если же f (x) = 1, то 
элемент x называется единицей функции f . Требуется путем «минимально
го» числа обращений к оператору B найти множество всех нулей функции f
и множество всех ее единиц. 

Традиционный подход к решению задачи расшифровки основан на по
строении оптимального по Шеннону алгоритма (предложен В.К. Коробковым 
в 1965 г. в [1]). Согласно данному подходу, сложность алгоритма расшифров
ки следует оценивать числом обращений к оператору B в худшем случае. 
Это означает следующее. Пусть V — множество всех двузначных монотон
ных функций, определенных на Ek

n. Пусть A — некоторый алгоритм, вы
полняющий расшифровку функций из V . Под сложностью алгоритма A по
нимается максимум числа обращений к оператору B, где максимум берется 
по всем функциям из V . Алгоритм A называется оптимальным по Шенно
ну на множестве V , если его сложность минимальна среди всех алгоритмов, 
выполняющих расшифровку функций из V . 

Оптимальный по Шеннону алгоритм расшифровки монотонной булевой 
функции построен Ж. Анселем в 1968 г. [2]. В 1976 г. В.Б. Алексеевым пред
ложен алгоритм расшифровки функции из V , который является оптималь
ным в случае k = 2 и близок по сложности к оптимальному в случае k > 2 [3]. 

Введем понятия верхнего нуля и нижней единицы функции f , f ∈ V . Эти 
понятия являются центральными для рассматриваемой задачи расшифров
ки. Ноль функции f называется верхним, если он не предшествует никакому 
другому нулю этой функции. Единица функции f называется нижней, если 
она не следует ни за какой другой единицей этой функции. Очевидно, что 
для расшифровки f достаточно найти все ее верхние нули и все ее нижние 
единицы. 

Пусть D — произвольная совокупность элементов из Ek
n, x ∈ Ekn, s ∈ [0, 1]. 

Элемент x называется s-частым, если доля элементов в D, следующих за x, 
не меньше s, иначе x — s-нечастый элемент. Элемент x называется макси
мальным s-частым, если x — s-частый элемент и любой другой следующий 
за ним элемент является s-нечастым. Элемент x называется минимальным 
s-нечастым, если x — s-нечастый элемент и любой другой предшествующий 
ему элемент является s-частым. 

Пусть Xmax и Ymin — множества, состоящие соответственно из всех мак
симальных s-частых и минимальных s-нечастых элементов множества Enk . 
На множестве En определим монотонную функцию fD,s, которая принимает k
значения 0 и 1 соответственно на s-частых элементах и s-нечастых элемен
тах этого множества. Фактически fD,s задается при помощи оператора BD, 
который для произвольного x из En выдает значение fD,s(x) путем вычислеk
ния частоты встречаемости x в D. Таким образом, для расшифровки функ
ции fD,s могут применяться методы поиска множеств Xmax и Ymin, и наоборот, 
для поиска Xmax и Ymin применимы методы расшифровки fD,s. 

Следует отметить, что основным приложением методов поиска частых и 
нечастых элементов в данных, в том числе частично упорядоченных, явля
ются вопросы построения ассоциативных правил, впервые возникшие в связи 
с задачей анализа потребительской корзины [4]. В машинном обучении логи
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ческий анализ признаковых описаний прецедентов фактически основан на 
поиске в этих описаниях часто и нечасто встречающихся фрагментов [5]. 

В [6] анонсирована идея последовательно-совместного перечисления Xmax 

и Ymin, основанная на решении задачи дуализации над произведением 
k-значных цепей, и приведены результаты тестирования последовательно
совместного поиска Xmax и Ymin на случайных модельных данных, показав
шие его эффективность в случае, когда мощности Xmax и Ymin примерно 
равны. 

В настоящей работе проведено экспериментальное сравнение двух методов 
расшифровки функции fD,s. Первый метод — это упомянутый выше алго
ритм расшифровки В.Б. Алексеева. Второй метод основан на предложенной 
в [6] идее последовательно-совместного перечисления Xmax и Ymin с приме
нением асимптотически оптимального алгоритма дуализации над произведе
нием k-значных цепей RUNC-M+ [7]. Задача дуализации относится к чис
лу труднорешаемых дискретных задач и асимптотически оптимальные алго
ритмы дуализации лидируют по скорости счета. На случайных модельных 
данных для каждого тестируемого метода расшифровки оценивалось время 
работы и число обращений к оператору BD. Показано, что асимптотически 
оптимальная расшифровка функции fD,s, нацеленная на типичный вариант 
задачи, в определенных случаях имеет лучшие результаты по сравнению с 
оптимальной по Шеннону расшифровкой, ориентирующейся на самый слож
ный вариант задачи. 

2. Традиционный подход к расшифровке монотонной 
логической функции. Алгоритм Алексеева 

В настоящем разделе рассматривается алгоритм Aopt расшифровки функ
ции f из V , описанный в [3]. Как уже было отмечено во введении, этот алго
ритм является оптимальным по Шеннону в случае k = 2 и близок по слож
ности к оптимальному в случае k > 2. 

Алгоритм Aopt работает в два этапа. На первом этапе куб En разбивается k
на непересекающиеся подмножества, каждое из которых является цепью. На 
втором этапе выполняется расшифровка f на каждой построенной цепи с 
помощью хорошо известного алгоритма двоичного поиска. 

Пусть i ∈ {2, . . . , n}, r ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. Положим 

Si
{ }[

= (α1, . . . , αi−1, r) | (α1, . . . , αi−1) ∈ Ei−1 .r k

Процесс разбиения куба Ek
n на непересекающиеся цепи происходит путем 

последовательного построения разбиений на непересекающиеся цепи кубов 
меньшей размерности. 

На первом шаге рассматривается куб E1, представляющий собой цепь соk
гласно установленному частичному порядку. 

Пусть на шаге i — 1, 2 ≤ i ≤ n, куб Ek
i−1 разбит на непересекающиеся це

пи. Тем самым, очевидным образом на непересекающиеся цепи разбито каж
дое из множеств Si , r ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. Далее построенные разбиения мноr
жеств S0

i , . . . , Si изменяются. Сначала в S0 
i добавляются все максимальные k−1 
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элементы цепей из построенных разбиений для множеств S1
i , . . . , Si , при k−1

этом все добавленные к S0 
i элементы удаляются из множеств S1

i , . . . , Sk
i
−1. 

Затем аналогичная процедура проводится для измененной последовательно
⋃k−1сти S1

i , . . . , Si и т.д. В результате, учитывая, что Ei = Si , получается k−1 k r=0 r

требуемое разбиение для куба Ek
i . 

Построенные на первом этапе работы алгоритма цепи просматриваются 
в порядке не убывания их мощности. Пусть Ci — очередная цепь. Если для 
некоторого элемента x ∈ Ci известно, что x y, где y — ноль, принадлежа
щий ранее просмотренной цепи Cj (j < i), то x — ноль цепи Ci. Аналогично, 
если для некоторого элемента x ∈ Ci известно, что y x, где y — единица, 
принадлежащая ранее просмотренной цепи Cj (j < i), то x— единица цепи Ci. 
Таким образом, цепь Ci делится на три отрезка: сначала следуют найденные 
нули, затем следуют элементы, на которых значение функции f неизвестно, 
после чего следуют найденные единицы. Для расшифровки цепи Ci на втором 
отрезке запускается алгоритм двоичного поиска. При этом для определения 
значения функции f происходит обращение к оператору B. 

Пусть tA(f) — общее число обращений к оператору B алгоритма A, вы
полняющего расшифровку функции f из V . Сложностью алгоритма A по 
Шеннону (сложностью в худшем случае) называется величина max[tA(f)], 
где максимум берется по всем функциям из V . Пусть A0 — любой ал
горитм расшифровки функций из V с наименьшей сложностью. Тогда 

(f) /tA0 (f) ≤ 0,5 (log2 (k) + 1).tAopt 

3. Новый подход к расшифровке монотонной логической 
функции. Асимптотически оптимальная расшифровка 

В данном разделе описывается подход к задаче расшифровки монотонной 
логической функции, базирующийся на применении алгоритмов дуализации 
над произведением k-значных цепей. 

3.1. Дуализация над произведением k-значных цепей 

Задача дуализации над произведением k-значных цепей относится к числу 
труднорешаемых перечислительных задач дискретной математики и ставит
ся следующим образом. 

Представим множество Ek
n в виде декартова произведения n цепей мощ

ности k, положив Ek
n = E1 × E2 × . . . ×En, где каждое Ei = {0, 1, . . . , k − 1}. 

Считается, что элемент β = (β1, . . . , βn) из En следует за элементом α = k
= (α1, . . . , αn) из En (α предшествует β), если βi ≥ αi при i = 1, 2, . . . , n.k

Элемент x ∈ E, E ⊂ Ek
n, называется минимальным элементом множе

ства E, если не существует другого элемента множества E, предшествую
щего x. Элемент x ∈ E, E ⊂ Ek

n называется максимальным элементом мно
жества E, если не существует другого элемента множества E, следующего 
за x. 

Пусть E ⊂ Ek
n. Введем обозначения: — множество всех элементов E+ 

из Ek
n, каждый из которых следует хотя бы за одним элементом из E; E− — 
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множество всех элементов из Ek
n, каждый из которых предшествует хотя бы 

одному элементу из E; Q(E) — множество, состоящее из минимальных эле
ментов множества En\E− (здесь и далее обозначение A\B используется для k
разности множеств A и B); G(E) — множество, состоящее из всех максималь
ных элементов множества Ek

n\E+ . 

Каждая из задач построения множества Q(E) или G(E) называется зада
чей дуализации над произведением k-значных цепей. 

Если k = 2, то к построению Q(E) сводится задача поиска нижних единиц 
монотонной булевой функции, заданной множеством нулей E, называемая за
дачей монотонной дуализации. В матричной формулировке монотонная дуа
лизация — это задача построения неприводимых покрытий булевой матрицы, 
строками которой являются элементы из E. Эквивалентной задачей является 
перечисление минимальных вершинных покрытий гиперграфа. 

Если k ≥ 2 и множество E состоит из попарно несравнимых элементов, то 
к построению Q(E) сводится поиск нижних единиц двузначной монотонной 
функции k-значной логики, заданной множеством верхних нулей E. Анало
гично к построению G(E) сводится поиск верхних нулей двузначной моно
тонной функции k-значной логики, заданной множеством нижних единиц E. 

В теории алгоритмической сложности дискретных задач эффективность 
алгоритмов для перечислительных задач принято оценивать временем вы
полнения одного шага, т.е. временем нахождения очередного нового решения. 
Наиболее эффективными считаются алгоритмы с полиномиальными вре
менн´ ´ыми оценками. Такие алгоритмы имеют временные оценки вида O(N), 
где N — полином от размера входа задачи, и называются алгоритмами с 
полиномиальными задержками. Причем временны́е оценки даются для са
мой сложной индивидуальной задачи. Полиномиальные алгоритмы удалось 
построить для немногих частных случаев монотонной дуализации [8]. Наи
лучший теоретический результат получен в [9]. Предложенный в [9] инкре
ментальный квазиполиномиальный алгоритм монотонной дуализации имеет 
временную оценку вида No(logN), где N — полином не только от размера вхо
да задачи, но и от числа решений, найденных на предыдущих шагах, т.е. N — 
полином от размера входа и выхода задачи. 

В [10] предложен подход к построению асимптотически оптимальных алго
ритмов монотонной дуализации. Эти алгоритмы имеют теоретическое обосно
вание эффективности и показывают хорошие результаты по скорости счета. 
Асимптотически оптимальный алгоритм отличается от алгоритма с полино
миальной задержкой тем, что имеет лишние полиномиальные шаги. Это ша
ги, на которых не строятся новые решения. Основное требование: для почти 
всех индивидуальных задач число лишних шагов алгоритма должно быть 
мало по сравнению с числом всех решений задачи. При этом проверка того, 
является ли шаг лишним, должна происходить за полиномиальное от размера 
входа время. Данный подход к задаче монотонной дуализации значительно 
позже был продемонстрирован в работе [11] на примере задачи построения 
минимальных вершинных покрытий гиперграфа. 
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3.2. Последовательно-совместное перечисление верхних нулей 
и нижних единиц монотонной логической функции 

Алгоритм последовательно-совместного перечисления верхних нулей Xup 

и нижних единиц Ylow функции f , f ∈ V , заданной при помощи оператора B, 
основан на решении задачи дуализации над произведением k-значных цепей. 
Рассматриваемый алгоритм является синтезом последовательного и совмест
ного подходов к поиску Xup и Ylow, которые подробно описаны в разделе 3.3. 
Метод базируется на приведенных ниже утверждениях 1–3. 

У тв е ржд е ни е 1. Если X ⊂Xup, то Q(X) содержит хотя бы один 
ноль функции f . 

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть X ⊂Xup, x ∈ Xup\X. Из того, что x не срав
ним ни с одним другим элементом множества Xup, следует, что x ∈ Ekn\X− . 
Таким образом, в Q(X) существует элемент q такой, что q x и f (q) = 0. 

У тв е ржд е ни е 2. Если X ⊂Xup, а элемент y ∈ Q(X) является едини
цей функции f , то y — нижняя единица функции f . 

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть y /∈ Q(Xup) = Ylow. Тогда, так как y — единица 
функции f , то в En\X− найдется нижняя единица z такая, что z 6 y, z= y.k up 

\X− )⊆ (EnИз (En up k \X−), следует, что z ∈ En\X−, что противоречит условию k k
y ∈ Q(X). 

У тв е ржд е ни е 3. Пусть X ⊆Xup, Y ⊆ Ylow. Тогда Q(X) = Y в том и 
только в том случае, если X = Xup, Y = Ylow. 

Дока з а т е л ь с т в о. ПустьX ⊂Xup. Из утверждения 1 следует, что Q(X) 
содержит хотя бы один ноль f . Однако в множестве Y нет нулей функции f , 
следовательно Q(X) 6 Ylow. Если же X = Xup, то Q(X) = Ylow. Таким обра= 
зом, Q(X) = Y тогда и только тогда, когда X = Xup, Y = Ylow. 

Последовательно-совместный алгоритм работает следующим образом. По
ложим X0 = ∅. Строится последовательность X1 ⊂X2 ⊂ . . .⊂Xup. 

Ш аг 1. Рассматривается множество X1 = {x}, где x — произвольный 
верхний ноль f . 

Ш аг i+1 (i ≥ 1). Решается задача дуализации множества Xi\Xi−1. Пусть 
множество Z есть результат дуализации Xi\Xi−1. Согласно утверждению 1, 
множество Z содержит хотя бы один ноль функции f . Для каждого нуля 
из Z находится один содержащий его верхний ноль. Все найденные верхние 
нули, которые не содержатся в множестве Xi, добавляются к Xi, формируя 
в результате множество Xi+1. Если же все найденные верхние нули уже со
держатся в Xi, то происходит дуализация множества Xi, в результате чего 
формируется множество Q(Xi). Если в Q(Xi) нет нулей, то, согласно утвер
ждению 3, следует, что Q(Xi) = Ylow, Xi = Xup, и алгоритм завершает свою 
работу. Иначе для каждого нуля из Q(Xi) находится один содержащий его 
верхний ноль, который пополняет множество Xi, формируя в результате мно
жество Xi+1. 
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3.3. Последовательный и совместный поиск Xup и Ylow 

Достаточно очевидным является поиск Xup и Ylow функции f , f ∈ V , за
данной при помощи оператора B, путем последовательного построения этих 
множеств. Сначала строится множество Xup, например, алгоритмом Apri
ori [4, 12], модифицированным на случай произведения k-значных цепей. За
тем используется свойство двойственности Q (Xup) = Ylow. Аналогично мож
но сначала строить Ylow модифицированным алгоритмом Apriori, а затем ис
кать Xup путем дуализации множества Ylow. 

В [13] предложена идея совместного перечисления множеств Xmax и Ymin, 
которая в применении к задаче построения Xup и Ylow заключается в сле
дующем. 

Выбирается произвольный элемент q из En. Если q — ноль функции f , то k
ищется верхний ноль, следующий за q. Если же q — единица функции f , то 
ищется нижняя единица, предшествующая q. Пусть на очередной итерации 
построены множества X ⊆Xup и Y ⊆ Ylow. Если X 6= ∅ и Y = ∅, то выби
рается любой x ∈ X и ищется элемент q, который не предшествует x. Если 
X = 6 ∅, то выбирается любой y ∈ Y и ищется элемент q, который ∅ и Y = 
не следует за y. Если же X 6 ∅ и Y = ∅, то ищется элемент q, который не 
предшествует x и не следует за y. Затем аналогичным образом в зависимо
сти от значения элемента q находится верхний ноль или нижняя единица 
функции f . 

Алгоритм, основанный на описанной выше идее совместном пере
числении множеств Xup и Ylow, строит вложенные последовательности: 
X1 ⊂X2 ⊂ . . . ⊂Xup и Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . .⊂ Ylow. 

Ш аг 1. X1 = {x}, Y1 = {y}, где x и y находятся модифицированным ал
горитмом Apriori. 

Ш аг i + 1 (i ≥ 1). Строится либо Q(Xi), либо G(Yi). Пусть построено 
множество Q(Xi). Если Q(Xi) не содержит нулей функции f , то, согласно 
утверждению 3, оно совпадает с множеством Ylow (в этом случае Xi = Xup 

и алгоритм заканчивает работу). Согласно утверждению 2, каждая едини
ца из множества Q(Xi) является нижней единицей. Эти единицы пополняют 
множество Yi, формируя в результате множество Yi+1. Для каждого нуля 
из Q(Xi) находится один содержащий его верхний ноль элемент путем после
довательного увеличения текущего нуля согласно заданному порядку, кото
рый затем пополняет множество Xi, формируя в результате множество Xi+1. 

В [6] приведены результаты тестирования последовательного, совместного 
и последовательно-совместного поиска Xmax и Ymin на случайных модельных 
данных. Согласно этим результатам, последовательно-совместное перечисле
ние наиболее эффективно, когда мощности множеств Xmax и Ymin примерно 
равны, иначе более эффективным является последовательное перечисление. 
Наихудшие показатели у совместного перечисления множеств Xmax и Ymin. 

4. Эксперименты

Проведено экспериментальное сравнение двух алгоритмов расшифровки 
функции fD,s, описанных в разделах 3.2 и 3.3. Алгоритмы реализованы 
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Зависимость времени работы алгоритмов от n в секундах (при различных k и s). 

на языке C++. При реализации последовательно-совместного перечисления 
верхних нулей и нижних единиц функции fD,s использовался асимптотически 
оптимальный алгоритм над произведением k-значных цепей RUNC-M+ [7]. 

Эксперименты проведены для случайных множеств D, D ⊂ Ek
n, с числом 

элементов m = 100. Данные выбирались из равномерного распределения. Ре
зультаты усреднялись по 20 независимым запускам. 

Из представленных на рисунке графиков следует, что при s = 0,3 и n > 5 
независимо от значения k последовательно-совместный алгоритм (ПС алго
ритм) работает быстрее алгоритма Алексеева. Алгоритм Алексеева более эф
фективен при s = 0,1, k = 2, но при этом время его работы растет быстрее 
с ростом n. В случае k = 5, n > 7 последовательно-совместный алгоритм на 
порядки быстрее алгоритма Алексеева. 

Таблица 1. Среднее число обращений к оператору BD, m = 100 

n; k; s Алгоритм Алексеева ПС алгоритм 

5; 3; 0,1 111 529 

5; 3; 0,3 56 343 

5; 20; 0,3 25 484 3039 
10; 3; 0,1 2709 10 172 

10; 3; 0,3 323 3111 

10; 5; 0,1 45 528 31 791 
15; 3; 0,3 1142 13 940 

9 
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Как видно из табл. 1, в случае небольших значений k, независимо от значе
ния n, наилучший результат по числу обращений к оператору BD показыва
ет алгоритм Алексеева. Заметим, что при небольших значениях k сложность 
этого алгоритма почти оптимальна. При значениях k ≥ 5 лучший результат 
по числу обращений к оператору BD показывает последовательно-совместная 
расшифровка функции fD,s. 

5. Заключение 

Исследованы актуальные вопросы уменьшения временных затрат, возни
кающие при логическом анализе частично упорядоченных данных. Разра
ботан и исследован новый подход к задаче расшифровки двузначной моно
тонной функции, определенной на k-значном n-мерном кубе, основанный на 
последовательно-совместном перечислении верхних нулей и нижних единиц 
этой функции. Экспериментальное исследование предлагаемого подхода про
ведено с использованием авторской идеи последовательно-совместного поис
ка максимальных частых и минимальных нечастых элементов произведения 
k-значных цепей, базирующейся на решении задачи дуализации над произве
дением k-значных цепей. Показана целесообразность применения асимптоти
чески оптимальных алгоритмов дуализации над произведением k-значных 
цепей для рассматриваемой задачи расшифровки монотонной логической 
функции. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Коробков В.К. О монотонных функциях алгебры логики // Сб. Проблемы ки
бернетики. Вып. 13. М.: Наука, 1965. С. 5–28. 

2. Ансель Ж. О числе монотонных булевых функций n переменных // Кибернетич. 
сб. Нов. сер. Вып. 5. М.: Мир, 1968. С. 53–57. 

3. Алексеев В.Б. О расшифровке некоторых классов монотонных многозначных 
функций // Журн. вычисл. матем. и матем. физики. 1976. Т. 16. № 1. С. 189– 
198. 

Alekseev V.B. Deciphering of some classes of monotonic many-valued functions // 
Zh. vychisl. Mat. mat. Fiz. 1976. V. 16. No. 1. P. 189–198. 

4. Agrawal R., Imielinski T., Swami A. Mining association rules between sets of items in 
large databases // Proceedings of the 1993 ACM SIGMOD International Conference 
on Management of Data. 1993. P. 207–216. 

5. Журавлев Ю.И., Рязанов В.В., Сенько О.В. Распознавание. Математические 
методы. Программная система. Практические применения. М.: ФАЗИС, 2006. 
Т. 176. 

6. Драгунов Н.А., Дюкова Е.В. Поиск минимальных нечастых и максимальных 
частых наборов в частично упорядоченных данных // Математические мето
ды распознавания образов: Тезисы докладов 9-й Всероссийской конференции с 
международным участием, 2019. С. 10–12. 

7. Дюкова Е.В., Масляков Г.О., Прокофьев П.А. Дуализация над произведени
ем цепей: асимптотические оценки числа решений // ДАН. 2018. Т. 483. № 2. 
С. 130–133. 

8. Johnson D.S., Yannakakis M., Papadimitriou C.H. On general all maximal indepen
dent sets // Inform. Proc. Lett. 1988. V. 27. Iss. 3. P. 119–123. 

142 



9. Fredman M.L., Khachiyan L. On the complexity of dualization of monotone disjunc
tive normal forms // J. Algorithms. 1996. No. 21. P. 618–628. 

10. Дюкова Е.В. Об асимптотически оптимальном алгоритме построения тупиковых 
тестов // ДАН СССР. 1977. Т. 233. № 4. С. 527–530.

Djukova E.V. On an asymptotically optimal algorithm for constructing irredundant
tests // DAN SSSR. 1977. V. 233. No. 4. P. 423–426.

11. Murakami K., Uno T. Efficient algorithms for dualizing large-scale hypergraphs // 
Discr. Appl. Math. 2014. V. 170. P. 83–94. 

12. Aggarwal C. Frequent Pattern Mining. Springer International Publishing. Switzer
land, 2014. 

13. Elbassioni K. On Finding Minimal Infrequent Elements in Multidimensional Data 
Defined Over Partially Ordered Sets. 2014. arXiv:1411.2275. 

Статья представлена к публикации членом редколлегии А.А. Лазаревым. 

Поступила в редакцию 01.02.2022

После доработки 27.03.2022

Принята к публикации 29.06.2022

143 



Автоматика и телемеханика, № 10, 2022

c А.Н. ТЫРСИН, д-р техн. наук (at2001@yandex.ru) © 2022 г. 
(Уральский федеральный университет, Екатеринбург; 

Научно-инженерный центр 
«Надежность и ресурс больших систем и машин» 

УрО РАН, Екатеринбург) 

ЭНТРОПИЙНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
СЕТЕВЫХ СТРУКТУР1

В настоящее время довольно часто используется энтропия для описа
ния сложных систем в различных областях. Рассмотрены вопросы ис
пользования дифференциальной энтропии для сетевых структур, пред
ставленных в виде связных графов с корреляционными связями. Извест
но, что энтропию непрерывного случайного вектора можно разложить 
на две составляющие: энтропию случайности и энтропию самоорганиза
ции. Для сетевых структур наряду с оценкой самой энтропии предложены 
другие полезные характеристики — энтропийная мера взаимосвязи меж
ду несколькими подсистемами и энтропия системы в отдельной вершине, 
которые расширяют возможности энтропийного моделирования для ис
следования сетевых структур: позволят оценить взаимосвязанность раз
ных участков между собой и определить, как изменяется энтропия внутри 
таких систем. Рассмотрены примеры на модельных данных. 

Ключевые слова: сетевая структура, случайный вектор, дифференциаль
ная энтропия, граф, система, подсистема, взаимозависимость. 
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1. Введение 

Структура — это совокупность устойчивых связей между элементами 
системы, обеспечивающих воспроизводимость при изменяющихся услови
ях [1]. В холистическом понимании структура вместе с элементами образует 
систему. 

Сетевая структура рассматривается как децентрализованный комплекс 
взаимосвязанных элементов, способный расширяться путем включения но
вых звеньев, что придает сети гибкость и динамичность [2]. В сетевых струк
турах потенциально могут существовать связи между всеми элементами, при
чем эти связи могут быть разнонаправленными, т.е. могут быть и двойное 
подчинение, и межуровневое взаимодействие [3]. Также в системе могут быть 
подсистемы, что тоже должно отражаться в сетевой структуре как взаимо
связи на уровне подсистем. Поведение реальных систем часто обладает сто
хастичностью, а связи между их элементами можно адекватно описывать 
как корреляционные. Модели таких систем обычно акцентируют внимание 
на явном количественном описании вероятностных характеристик тех или 
иных ситуаций в жизненном цикле системы [4–7]. Однако такие модели не 

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундамен
тальных исследований (проект № 20-51-00001).
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позволяют учесть системные характеристики сетевых структур, что может 
ограничить возможности выработки эффективных управленческих решений. 

Энтропия является универсальным параметром, позволяющим объеди
нять различные проявления физического мира в единое целое, т.е. может 
служить системной характеристикой. В настоящее время достаточно распро
странено использование энтропии для описания поведения открытых стоха
стических систем в различных областях [8–11]. Общим в этих работах явля
ется использование введенной К. Шенноном информационной энтропии [12] 

L

(1) H(D) = − pi ln pi,
i=1 

где p1, . . . , , pL — вероятности того, что система принимает конечное число 
соответствующих состояний Di, т.е. pi = P (S ∈ Di). 

Согласно (1) модель системы представляется как функция от множества 
ее состояний D. Однако использование информационной энтропии в качестве 
модели такой системы имеет существенные недостатки: 

1. Требуется оценить вероятности pi. Это требует больших выборок, для 
некоторых состояний статистику получить практически невозможно. 

2. Некоторые состояния систем заранее могут быть вообще не известны. 

3. Затруднено моделирование взаимосвязей между элементами многомер
ных систем. 

4. Не учитывается изменение дисперсии. 

5. Основные системные закономерности не учитываются. 

6. Адекватные энтропийные модели разработаны только для частных за
дач. 

Поэтому актуальна задача поиска более информативных энтропийных ха
рактеристик, описывающих поведение сетевых структур. 

2. Постановка задачи энтропийного моделирования 
сетевых структур 

Более адекватным подходом к описанию стохастических систем является 
выделение не отдельных состояний, а ее элементов, которые всегда можно за
дать для конкретной системы. Представим систему в виде непрерывного слу
чайного вектора Y = (Y1, . . . , Ym) с взаимосвязанными компонентами. Плот
ность вероятности pY(x1, . . . , xm) полностью описывает распределение веро
ятностей многомерной случайной величины Y. Поэтому вместо информаци
онной энтропии будем использовать дифференциальную энтропию [12], яв
ляющуюся функционалом от плотности вероятности случайного вектора Y, 

+∞ +∞ 

(2) H(Y) = − . . . pY(x1, . . . , xm) ln pY(x1, . . . , xm)dx1 . . . dxm.

−∞ −∞ 

Формула (2) была предложена К. Шенноном как формальный аналог по
нятия информационной энтропии (энтропия непрерывного распределения) 
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для m-мерного непрерывного случайного вектора Y. Эта величина впослед
ствии А.Н. Колмогоровым совместно с И.М. Гельфандом и А.М. Ягломом 
была исследована и названа дифференциальной энтропией [13]. 

В [14] доказано, что если все компоненты Yi имеют дисперсии σY
2 
i
, то 

дифференциальная энтропия (далее, энтропия) H(Y) случайного вектора Y 
равна 

m m m
1

1−R2 
Yk|Y1...Yk−1

(3) H(Y) = lnσYi + κi + ln ,
2

i=1 i=1 k=2 

⌢
где κi = H(Yi/σYi) = H(Y i) = −

∫[+∞ 
p⌢ (x) ln p⌢ (x)dx — дифференциаль−∞ Y i Y i

ные энтропии по плотностям с единичными дисперсиями; R2 = Yk|Y1...Yk−1 

σ2 Yk|Y1...Yk−1 = — индекс детерминации в общем случае нелинейной ре
σ2 Yk

грессионной зависимости случайной величины Yk, от случайных вели
чин Y1, . . . , Yk−1, (доля дисперсии Yk, объясняемая изменением переменных 
Y1, . . . , Yk−1). При неизвестном виде зависимости для определения R2 

Yk|Y1...Yk−1 
можно воспользоваться методами непараметрического регрессионного анали
за [15]. 

m m m

Первые два слагаемых HV (Y) = lnσYi + κi = H(Yi) равны сумме 
i=1 i=1 i=1 

энтропий элементов H(Yi), что соответствует случаю, когда элементы Yi си
стемы Y взаимно независимы. Величина HV (Y) равна предельной энтропии, 
соответствующей взаимной независимости элементов системы, и характери
зует рассмотрение целостного объекта как состоящего из частей (аддитив
ность системы). Поэтому HV (Y) назовем «энтропией хаотичности». 

Возьмем третье слагаемое в (3) со знаком «−»: 

m m

−GR(Y) = 
1 

ln 1−R2 , т.е. GR(Y) = − 1 ln 1−R2 .Yk|Y1...Yk−1 Yk|Y1...Yk−12 2 
k=2 k=2 

Назовем GR(Y) энтропийной «мерой самоорганизации». Она отражает сте
пень взаимосвязи между элементами системы Y, характеризуя свойства си
стемы как целого (целостность системы): при полной взаимной независимо
сти между элементами системы GR(Y) = 0; при строгой функциональной за
висимости между хотя бы двумя элементами системы GR(Y) → +∞. Отме
тим, что в случае двухкомпонентного вектора Y = (Y1, Y2) величина GR(Y) 
определяется средней взаимной информацией между Y 1 и Y 2, которая всегда 
неотрицательна [16]. 

Если Y◦ — гауссов случайный вектор, тогда 

m √ 1 
= lnσYi + m ln 2πe,HV (Y

◦) GR(Y
◦) = −(4) ln |RY| ,

2
i=1 

корреляционная матрица случайного вектора Y◦где RY◦ = ρY ◦Y ◦ — .
i j m×m
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В рамках энтропийного моделирования сетевыми структурами будем на
зывать системы, каждый из элементов которой связан хотя бы с одним из 
других элементов системы. Они могут быть представлены в виде связных 
графов, в которых связь между элементами (вершинами) задается в виде 
тесноты корреляционной связи. 

Физические компоненты инфраструктуры моделируются как связный 
граф, где узлы представляют собой такие компоненты, как районы, развяз
ки автодорог, железнодорожные депо, генераторы, телефонные коммутато
ры, резервуары воды и т.д. Дуги графа характеризуют взаимосвязи между 
элементами. В рамках энтропийного моделирования эти взаимосвязи будем 
описывать теснотой корреляционной связи между элементами системы (уз
лами графа). Для сетевых структур недостаточно ограничиться только моде
лью (2)–(3), так как наряду с оценкой самой энтропии (2) и ее составляющи
ми HV (Y) и GR(Y) необходимо оценивать энтропийные характеристики как 
взаимодействие между собой подсистем, так и для каждого элемента сетевой 
структуры. 

Цель статьи — предложить дополнительный инструментарий, который бы 
позволил в рамках энтропийного моделирования учесть системные свойства 
сетевых структур для задач принятия решений. 

3. Энтропийная мера взаимосвязи между несколькими 
подсистемами сетевой структуры 

Пусть заданы n подсистем Y(j) системы Y = (Y1, . . . , Ym), таких что 

Y(j) = (Yj,1, . . . Yj,mj
)⊂Y, j = 1, . . . , n, n ∈ {2, 3, . . . ,m}, любая компонента Yi

входит в состав только одной подсистемы (случайного вектора) Y(j). Так
же считаем, что все компоненты Yi имеют дисперсии. Определим «энтро
пийную меру взаимосвязи» между подсистемами (случайными векторами) 

Y(1), . . . ,Y(n) как разность между суммой энтропий подсистем и энтропией 
n⋃[

Y(j)системы (объединения подсистем) Y = = (Y1, . . . , Ym)
j=1 

 [  [
n n n⋂ ∑[ ⋃[

Y(j) Y(j) Y(j)(5) G [= H −H [.
j=1 j=1 j=1 

Те ор ем а 1. Энтропийная мера взаимосвязи между несколькими подси
n

стемами Y(1), . . . ,Y(n) сетевой структуры Y = 
⋃[

Y(j) равна 
j=1 

n⋃[
Y(j) [ 1− den⋂[ 1 j=1 

Y(j)(6) G [= − ln n ,
2 ∏ ( (

Y(j)
))[

j=1 1− de
j=1 

m ( )[ mj ( )[

где de(Y) = 1 − ∏[ 1−R2 , de(Y
(j)) = 1 − ∏[ 1−R2 — Yk |Y1...Yk−1 Yj,k|Yj,1...Yj,k−1 

k=2 k=2 
коэффициенты тесноты корреляционной связи между компонентами слу
чайных векторов Y, Y(j) соответственно. 
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Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.

Зам е ч а ни е 1. Энтропийная мера взаимосвязи (6), как видно из (5), 
не содержит компоненты, характеризующей хаотичность подсистем. Ес
ли все элементы подсистем между собой взаимно независимы, то (⋂n )[

Y(j)G = 0. В случае, когда хотя бы два элемента разных подсистем 
j=1 (⋂n )[

Y(j)между собой строго функционально зависимы, то G → +∞. 
j=1 

Зам е ч а ни е 2. Рассмотрим частные случаи: 
(
Y(1) ∪Y(2)

)

1 1− de(
Y(1) ∩Y(2)

)
1. Для n = 2 G = − ln 1− .( ) ( )

2 1− de(Y(1)) 1− de(Y(2))

2. Пусть U и V — непрерывные случайные величины, у которых суще
ствуют дисперсии. Пусть X — случайный вектор, у всех компонент которого 
существуют дисперсии. Тогда энтропийные меры взаимосвязи между X и U 
и между U и V равны 

1− de(X ∪ U)
(7) G(X ∩ U) = 1− ,

1− de(X) 

1 ( )[ 1 ( )[

(8) G(U ∩ V ) = − ln 1−R2 = − ln 1−R2 ,V |U U |V2 2 

где RU |V , RV |U — теоретические корреляционные отношения между U и V. 

3. Если Y◦ — гауссов случайный вектор, то 
 [

n ∣
R⋃n

Y(j)◦ 
∣[

⋂[

Y(j)◦ 1 ∣
j=1 

∣[

(9) G [= − ln .n2 
j=1 |RY(j)◦ |

j=1 

4. Энтропия в отдельном узле сетевой структуры 

Пусть Y = (Y1, . . . , Ym) — сетевая структура. Определим «энтропию сете
вой структуры в узле Yl» как разницу между энтропией всей Y системы и 
энтропией системы без элемента Yl

(10) H (Yl(Y)) = H(Y)−H (Y\Yl) .

Поскольку нумерация элементов в системе не влияет на ее энтропию, то 
без потери общности считаем, что l = m. Тогда выражение (10) примет вид 

m m m
1 ( )[

H(Y)−H (Y\Ym) = lnσYi + κi + ln 1−R2 −Yk|Y1...Yk−12 
i=1 i=1 k=2 

m−1 m−1 m−1 ∑ ∑[ 1 ∑[

− lnσYi − κi − ln 1−R2 = Yk|Y1...Yk−12 
i=1 i=1 k=2 

1 ( )[

= lnσYm + κm+ ln 1−R2 .Ym|Y1...Ym−12 
H(Ym) 
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Поэтому для произвольного номера l элемента в сетевой структуре имеем

1
1−R2 

Yl|Y1...Yl−1Yl+1...Ym
(11) H (Yl(Y)) = H (Yl) + ln .

2

С учетом (11) можно указать на теоретико-информационную интерпре
тацию формулы (10) как энтропию в узле сети в виде условной энтропии 
H(Y)− I (Yl;Y\Yl), где I (Yl;Y\Yl) — неотрицательная средняя взаимная ин
формация между вершиной Yl и сетью Y\Yl, выраженная через коэффици
енты корреляции. 

Таким образом, справедлива следующая 

Лемма 1. Энтропия сетевой структуры Y = (Y1, . . . , Ym) в узле Yl

определяется по формуле (11). 

Зам е ч а ни е 3. Энтропию сетевой структуры в узлеH (Yl(Y)) можно раз
ложить на «энтропию хаотичности» H (Yl(Y))R и «энтропийную меру само
организации» H (Yl(Y))V в узле Yl как 

(12) H (Yl(Y)) = HV (Yl(Y))−GR (Yl(Y)) ,

где HV (Yl(Y)) = H(Yl) = lnσYl + κl — дифференциальная энтропия элемен

−1 
2 1−R2та (случайной величины) Yl, GR (Yl(Y)) ln= —Yl|Y1...Yl−1Yl+1...Ym

энтропийная мера взаимосвязи между случайной величиной Yl и случай
ным вектором Y\Yl (при отсутствии корреляционной связи между Yl и слу
чайным вектором Y\Yl GR (Yl(Y)) = 0, при строгой функциональной зави
симости между Yl и хотя бы двумя элементами случайного вектора Y\Yl
GR (Yl(Y)) → +∞). 

Зам е ч а ни е 4. Если Y◦ — гауссов случайный вектор, то 

√ 1 |RY◦ |
(13) H (Y ◦(Y◦)) = lnσY ◦ + ln 2πe +l l

ln .
2 RY◦\Y ◦ 

l

(

5. Примеры реализации. Обсуждение результатов 

Выражения (5)–(13) позволят исследовать сетевые структуры: оценивать 
взаимосвязанность меду собой различных участков, а также оценивать, как 
меняется энтропия внутри таких систем. Рассмотрим примеры. Для упроще
ния интерпретации результатов рассмотрим гауссовы сетевые структуры. 

Прим ер 1. Пусть дана гауссова система X, граф которой приведен на 
и X(2) рис. 1. Она состоит из двух подсистем X(1) = (X1,X2,X3,X4,X5) = 

= (X6,X7,X8,X9,X10). 

В табл. 1, 2 приведены значения среднеквадратических отклонений и кор
реляционной матрицы случайного вектора X. 

Выполним вспомогательные расчеты: |RX(1) |= 0,30920, |RX(2) |= 0,017723, 
|RX(1)∪X(2) | = |RX| = 2,6472 · 10−6 . Отсюда энтропийная мера взаимосвязи 

X(1) ∩X(2)
)

H = 3,82. 
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Рис. 1. Граф сетевой структуры X, состоящей из двух подсистем. 

Выполнив расчеты по формулам (12), (13), получим значения энтропий в 
узлах сетевой структуры X, которые приведены в табл. 3. Видим, что наи
большие значения энтропийной меры самоорганизации находятся в вершинах 
X 5, X 6, X 7, которые расположены на границе между подсистемами. Самые 
высокие значения энтропии хаотичности наблюдаются в вершинах, имеющих 
наибольшие дисперсии. 

Таблица 1. Среднеквадратические отклонения элементов 
случайного вектора X 
X 1 X 2 X 3 X 4 X 5 X 6 X 7 X 8 X 9 X 10

1,53 1,08 2,00 1,23 1,21 1,84 1,34 1,78 1,00 1,54 

Таблица 2. Корреляционная матрица случайного вектора X 
X 1 X 2 X 3 X 4 X 5 X 6 X 7 X 8 X 9 X 10

X 1 1,00 0,41 –0,13 0,21 0,04 0,05 –0,01 –0,04 –0,05 0,07 

X 2 0,41 1,00 0,08 0,35 0,00 –0,04 –0,01 0,03 0,00 –0,01 

X 3 –0,13 0,08 1,00 0,60 0,41 0,23 –0,12 0,04 0,00 –0,01 

X 4 0,21 0,35 0,60 1,00 0,46 0,58 0,02 0,05 0,01 0,14 

X 5 0,04 0,00 0,41 0,46 1,00 0,40 –0,34 0,01 0,02 –0,02 

X 6 0,05 –0,04 0,23 0,58 0,40 1,00 0,59 0,18 0,02 0,63 

X 7 –0,01 –0,01 –0,12 0,02 –0,34 0,59 1,00 0,59 0,33 0,45 

X 8 –0,04 0,03 0,04 0,05 0,01 0,18 0,59 1,00 0,74 –0,28 

X 9 –0,05 0,00 0,00 0,01 0,02 0,02 0,33 0,74 1,00 –0,58 

X 10 0,07 –0,01 –0,01 0,14 –0,02 0,63 0,45 –0,28 –0,58 1,00 

Таблица 3. Значения энтропий в вершинах сетевой структуры X 
Xl X 1 X 2 X 3 X 4 X 5 X 6 X 7 X 8 X 9 X 10

H (Xl(X)) 1,17 –0,35 0,21 –1,34 –1,72 –1,74 –2,18 –1,02 –0,11 0,08 

HV (Xl(X)) 1,84 1,50 2,11 1,63 1,61 2,03 1,71 2,00 1,42 1,85 

GR(Xl(X)) 0,67 1,85 1,90 2,97 3,33 3,76 3,89 3,02 1,53 1,77 
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Рис. 2. Граф гауссовой системы V, состоящей из трех подсистем. 

Прим ер 2. Имеем гауссову систему V, состоящую из подсистем 
X = (X1,X2), Y = (Y1, Y2), Z = (Z1, Z2), т.е. 

V = X ∪Y ∪ Z = (X1,X2, Y1, Y2, Z1, Z2).

Граф системы приведен на рис. 2. 

Зададим дисперсии всех шести элементов равными 1. Корреляционная 
матрица системы V приведена в табл. 4. 

Найдем по формулам (12), (13) энтропию во всех шести узлах системы. 
Результаты расчетов приведены в табл. 5. Самая высокая энтропия наблю
дается в узлах Y 1 и Z 1, а самая низкая — в вершинах X 2 и Z 2. 

Изменим значения парных корреляций. 

Случай 1. Коэффициенты парной линейной корреляции приведены в 
табл. 4. 

Таблица 4. Исходная корреляционная матрица 

Элемент X1 X2 Y1 Y2 Z1 Z2

X 1 1 0,5 0,5 0,7 0,3 0,5 

X 2 0,5 1 0,5 0,5 0,2 –0,3 

Y 1 0,5 0,5 1 0,7 0,6 0,3 

Y 2 0,7 0,5 0,7 1 0,5 0,5 

Z 1 0,3 0,2 0,6 0,5 1 0,5 

Z 2 0,5 –0,3 0,3 0,5 0,5 1 

Таблица 5. Значения энтропии в вершинах системы V 
Вершина X1 X2 Y1 Y2 Z1 Z2

Энтропия в узле 0,66 0,47 0,95 0,72 0,97 0,40 
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Таблица 6. Значения энтропийной меры взаимосвязи 
между подсистемами X, Y, Z 

Случаи 1 2 3 

Энтропия взаимосвязи 1,52 1,76 1,68 

Случай 2. Значение коэффициента парной линейной корреляции между 
элементами Y 1 и Z 2 изменим с 0,3 на 0,45. 

Случай 3. Значение коэффициента парной линейной корреляции между 
элементами Z 1 и Z 2 изменим с 0,5 на 0,1. 

Результаты расчета энтропийной меры взаимосвязи между подсистемами 
X, Y, Z для трех случаев приведены в табл. 6. 

Результаты в табл. 6 говорят о следующем: 

1. Увеличение тесноты корреляции между элементами разных подсистем 
приводит к росту тесноты взаимосвязи в целом между подсистемами. 

2. Уменьшение тесноты корреляции между элементами в отдельной подси
стеме приводит к росту тесноты взаимосвязи в целом между подсистемами. 

6. Заключение 

В рамках векторной энтропийной модели введены новые энтропийные ха
рактеристики — энтропийная мера взаимосвязи между несколькими подси
стемами и энтропия системы в отдельном узле. Эти характеристики рас
ширяют возможности исследования сетевых структур: позволят оценивать 
взаимосвязанность между собой различных участков, а также определять, 
как меняется энтропия внутри таких систем. 

Предложенный подход рассчитан на сетевые структуры, представимые в 
виде корреляционных графов. Например, он может применяться для иссле
дования городских систем, транспортных систем, систем связи, систем про
мышленной безопасности и т.д. Представляет интерес связать векторное эн
тропийное моделирование с методами риск-анализа. Из-за ограниченности 
объема статьи был рассмотрен частный случай гауссовой сетевой структу
ры. Для него определение введенных энтропийных характеристик сводится 
к определению средних квадратических отклонений компонент системы и 
определителей корреляционных матриц подсистем и всей системы (сетевой 
структуры). В дальнейшем планируется рассмотреть применение метода для 
практических задач. 

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.

Зададим n непрерывных случайных векторов произвольных размерно
стей, у которых нет совпадающих компонент. Обозначим их как Y(1) = 

(1) (1) 
, Y(2) (2) (2) 

, Y(n) (n) (n)
= Y , . . . , Ym1 = Y , . . . , Ym2 , . . . = Y , . . . , Ymn . Ком1 1 1 

поненты в любом из случайных векторов Y(l) могут быть корреляционно 
взаимно зависимыми. Для этого множества случайных векторов введем их 
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︸[ ︷︷[ ︸[︸[ ︷︷[ ︸[ ︸[ ︷︷[ ︸[

([ )[

объединение в виде вектора

n⋃[

Y(j)(Π.1) Y = = 
j=1 

= (Y1, . . . , Ym1 ,Ym1+1, . . . , Ym1+m2 , . . . , Ym1+...+mn−1+1, . . . , Ym1+...+mn).

Y (1) Y(2) Y(n) 

Поскольку 

 [
n⋃[

Y(j)H [= H(Y),
j=1 

то 
 [

n ( )[ n∑[

Y(j)
⋃[

Y(j)HV = HV  [= HV (Y).
j=1 j=1 

Поэтому формула (5) с учетом (3) примет вид 

 [
n n ( )⋂[

Y(j) 
∑[

Y(j)(Π.2) G [= GR(Y)− GR .
j=1 j=1 

j

Пусть Mj = 
∑[

mk, j = 1, . . . , n, M0 = 0, Mn = m1 + . . .+ mn = m. В [17] 
k=1 

показано, что 

mj([

Y(j)
)[ 1 ∑[

(Π.3) GR = − ln 1−R2 
(j) (j) (j) ,

2 Y
k

|Y1 ...Y
k−1

k=2 

Mn1 ∑ ([ )[

(Π.4) GR(Y) = − ln 1−R2 .Yk|Y1...Yk−12 
k=2 

(
Y(j)

)
Очевидно, что если mj = 1, то GR = 0. С учетом (П.1)–(П.4) имеем 

n Mj
( )[

∏ ∏[
∑n 1−R2 

(j) (j) (j)−2 j=1 GR(Y(j)) Y |Y1 ...Y⋂n e j=1 k=Mj−1+2 k k−12G( Y(j))j=1 =e = = 
−2GR(Y)e Mn

( )
∏[

1−R2 
Yk|Y1...Yk−1 

k=2 


([ )[ 1−R2 
[

n−1 Mj+1∏ ∏[ Yk|Y1...Yk−1= 1−R2 .[
YMj+1|Y1...YMj

[

1−R2 
j=1 k=Mj+2 Yk|YMj+1YMj+2...Yk−1 
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([ )[

([ )[

([ )[ ([ )[

([ )[

Далее умножим слева и справа последнее выражение на 

n−1 Mj+1 ∏ ∏[

1−R2 
Yk|YMj+1YMj+2...Yk−1 

j=1 k=Mj+2 

Mj
(
Y(j)

) ∏[

и учтем, что ∀j 1− de = 1−R2 :Yk|YMj−1+1YMj−1+2...Yk−1 

k=Mj−1+2 

n⋂n
Y(j))

∏([ )[

e2G( j=1 1− de(Y
(j)) =

j=2

n−1 Mj+1 

= 
∏[

1−R2 
∏[

1−R2 .YMj+1|Y1...YMj
Yk|YMj+1YMj+2...Yk−1 

j=1 k=Mj+2 

Умножив и разделив последнее выражение справа на 

M1 ∏[

1−R2 
Yk|Y1...Yk−1 

k=2 

M1 
(
Y(1)

) ∏[

и учтя, что 1− de = 
([

1−R2 
)[

, получим Yk|Y1...Yk−1 

k=2 

n m
n Y(j) ) 

∏([ ( ))[ ∏ ([ )[

e 2G(
⋂

j=1 1− de Y(j) = 1−R2 = Yk|Y1...Yk−1 

j=1 k=1 

 [
n⋃[

Y(j)= 1− de [.
j=1 

Следовательно, 
 [

n⋃[

Y(j)
 [ 1− de [

n⋂[ 1 j=1 
Y(j)G [= − ln ,n2 ∏([ )[

j=1 1− de(Y
(j)) 

j=1 

что и требовалось доказать. 
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ОБ ОДНОЙ РОБАСТНОЙ СХЕМЕ ГРАДИЕНТНОГО 
БУСТИНГА НА ОСНОВЕ АГРЕГИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ, 

НЕЧУВСТВИТЕЛЬНЫХ К ВЫБРОСАМ1

Предложена одна новая робастная схема построения алгоритмов гра
диентного бустинга. Она основана на применении дифференцируемых 
оценок среднего значения, нечувствительных или малочувствительных к 
выбросам, при построении робастного функционала эмпирического рис
ка. Это позволило применить метод итеративного перевозвешивания для 
для поиска очередной базовой функции и ее веса. Такая процедура гра
диентного бустинга позволяет находить искомую зависимость по данным, 
которые содержат относительно большую долю выбросов. 

Ключевые слова: градиентный бустинг, робастная оценка, регрессия, 
классификация. 

DOI: 10.31857/S0005231022100142, EDN: ALQEEL 

1. Введение 

Методы бустинга [1] являются разновидностью методов машинного обу
чения для построения ансамблей базовых алгоритмов. Модель базовых ал
горитмов позволяет строить слабые алгоритмы, которые имеют относитель
но небольшую сложность и заведомо не являются переобученными. Модель 
базовых алгоритмов также может позволять строить сложные алгоритмы 
с высокими показателями качества, но склонные к переобучению. В таких 
случаях в методах бустинга они, как правило, используются с ограничения
ми на сложность, которые позволяют исключить переобучение базовых ал
горитмов, но в то же время делают их более слабыми. Целевой алгоритм, 
как правило, строится в виде линейной комбинации базовых алгоритмов. Та
кой подход к построению алгоритмов машинного обучения позволяет строить 
сильные алгоритмы машинного обучения из более слабых алгоритмов. 

Метод градиентного бустинга направлен на решение задачи построения 
линейной композиции некоторого заранее неизвестного количества базовых 
алгоритмов, которые минимизируют оценку эмпирического риска на обучаю
щем множестве примеров. В классической схеме построения алгоритмов ма
шинного обучения для решения задач регрессии и классификации эмпириче

1 Работа выполнена при поддержке научного проекта №АААА-А20-120122190034-9 Мос
ковского педагогического государственного университета.
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∑[

ский риск оценивается как среднее арифметическое от потерь:

N
1 ∑[

(1) Q(w) = ℓ(f(x̃k;w), ỹk),
N

k=1 

где f(x;w) — параметризованная зависимость, {x̃1, . . . , x̃N} ⊂ R
n — обучаю

щие входы, {ỹ1, . . . , ỹN} — ожидаемые значения на выходе, ℓ(y, ỹ) – неотри
цательная дифференцируемая функция потерь. Например: 

1) в задаче регрессии ℓ(y, ỹ) = ̺(y− ỹ), где ̺(r) — квазивыпуклая функция 
с минимумом в нуле, например ̺(r) = r2; 

2) в задаче классификации для двух классов ℓ(y, ỹ) ̺(1− yy), где ̺(r) —= ˜
монотонно убывающая функция, строго положительная при r < 0 и стремя
щаяся к нулю при r → +∞, например, ̺(r) = yy) (функция Хинmax(0, 1 − ˜
жа). 

Требуется найти 

⋆w = argmin Q(w).
w

Для повышения робастности ранее предлагалось использовать более ро
бастные функции потерь [2]. Например, в задаче регрессии: √ 

1) ̺(r) = ε2 + r2 − ε (̺′ (r) ограничена); 
22) ̺(r) = ln(a + r2)− 2 ln a (̺′ (r) → 0 при r → ±∞); √ 

3) ̺(r) = |r| / ε2 + r2 (̺(r) — ограничена), 

а в задаче классификации: 

1) ̺(r) = ln (1 + max(0, 1 − r)) (̺′ (r) → 0 при r → ±∞); 

2) ̺(r) = η (max(0, 1 − r)), где η(s) монотонно возрастающая ограниченная 
функция при s > 0. 

Для поиска w⋆, которая минимизирует Q(w) с более “робастными” функ
циями потерь, применяется метод итеративного перевзвешивания [3, 4]. На
пример, 

1) в случае робастной регрессии решение задачи 

N
1 ∑⋆w = argmin ̺ (f(x̃k;w)− ỹk) 

w N
k=1 

сводится к решению цепочки задач: 

N
t+1 t(2) w = argmin vk (f(x̃k;w)− ỹk)

2 ,
k=1 

где 

t
( )

v = ϕ f(x̃k;w
t)− ỹk , ϕ(r) = ̺′ (r)/r;k
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∑[

2) в случае задачи классификации решение задачи

N
1 ∑⋆w = argmin ̺ (max (0, 1− ỹkf(x̃k;w))) 

w N
k=1 

сводится к решению цепочки задач: 

N
t+1 t(3) w = argmin vkmax (0, 1− ỹkf(x̃k;w)) ,

k=1 

где 

t
( )

v = ϕ 1− ỹkf(x̃k;w
t) , ϕ(r) = ̺′ (r)/r при r < 0 и ϕ(r) = 0 при r > 0.k

Здесь на каждом шаге процедуры итерационного перевзвешивания мини
мизируется взвешенная сумма квадратов ошибки (в задаче регрессии) или 
взвешенная сумма отступов с обратным знаком (в задаче классификации). 
Подобные схемы хорошо известны. Однако если обучающие данные содер
жат выбросы, из-за которых распределение значений потерь неизбежно бу
дет содержать выбросы, то такой подход сталкивается с трудностями из-за 
неустойчивости среднего арифметического. Поэтому для преодоления этой 
проблемы было предложено использовать оценки среднего значения, кото
рые нечувствительны или малочувствительны к выбросам [4, 5]. В этом слу
чае робастная оценка средних потерь имеет вид 

Q(w) = M {ℓ(f(x̃1;w), ỹ1), . . . , ℓ(f(x̃N ;w), ỹN )} ,

где M{z1, . . . , zN} — усредняющая агрегирующая функция. В [6, 7] было пред
ложено использовать дифференцируемые оценки среднего, которые являют
ся сглаженными вариантами известных робастных оценок среднего — медиа
ны, α-квантиля и винзоризированного среднего арифметического. Это поз
воляет тоже применить метод итеративного перевзвешивания, но с другой 
схемой пересчета весов в (2) и (3). В настоящей работе эта робастная схема 
распространяется на метод градиентного бустинга. Далее сначала опишем 
классическую схему градиентного бустинга, а затем — робастную. 

2. Классическая схема градиентного бустинга 

Классическую схему метода градиентного бустинга [8] можно описать 
следующим образом. Рассмотрим класс функций L(H), состоящий из линей
ных комбинаций базовых функций из некоторого класса функций H 

p

H(x) = αjhj(x),
j=1 

где αj ∈ R, hj ∈ H, x ∈ Rn. 
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∣
∣

∣
∣

∑

∑

В классе L(H) ищется оптимальная функция H∗, которая доставляет ми
нимум 

H∗ = arg min Q(H) 
H∈L(H)

функционалу Q(H): 

N

(4) QV (H) = vkℓ(H(x̃k), ỹk),
k=1 

где V = {vk : k = 1, . . . , N}, vk > 0 — веса примеров, такие что v1+· · ·+vN = 1. 
Например, vk = 1/N . 

Для произвольных α ∈ R и h ∈ H рассматривается функционал 

N

(5) QV

(
h, α

)
= QV

(
H + αh

)
= 

k=1 

vkℓ(H̃k + αh(x̃k), ỹk),

где H̃k = H(x̃k). 

Функция h и параметр α в (5) выбираются в результате решения задачи 
минимизации: 

(6) h⋆, α⋆ = argmin QV (h, α).
h,α

Для поиска минимума QV (h, α) можно применить процедуру поиска h и α
из известных алгоритмов градиентного бустинга, которые основаны на мини
мизации взвешенной суммы потерь. Для нахождения экстремума QV будем 
применять итеративный метод поочередной минимизации (alternating mini
mization) [9] 

hp+1 = argmin QV (h, α
p) 

h
(7)

αp+1 = argminQV (h
p+1, α).

α

На каждом шаге итерации сначала решается первая задача для поиска hp+1 , 
а затем вторая задача для поиска αp+1. Итерационный процесс завершается, 

Q(hp+1, αp+1)−Q(hp, αp)
максимальное число шагов итерации. Для упрощения вычислений 

если < ε для заданного ε > 0, или если t = tmax, 
где tmax — 
иногда в алгоритмах градиентного бустинга выполняется только один шаг 
метода (7). Практика также показала, что достаточно использовать неболь
шое число таких шагов. В некоторых случаях αp+1 можно вычислить явно 
(опираясь на необходимое условие экстремума QV по α), например 

11) для задачи регрессии с ℓ(y, ỹ) = 2 (y − ỹ)2 следующим образом: 

N

vk(Hk − ỹk)h
p+1(x̃k) 

αp+1 k=1 = ;
N

2 vk (hp+1(x̃k))
k=1 

159 



∑[

{ }[

{[ }[

2) для задачи классификации с ℓ(y, ỹ) max(0, 1−˜= yy) следующим образом: 

ṽk(1− ỹkHk)ỹkh
p+1(x̃k) 

k∈Ip
αp+1 = ,∑[

ykhp+1(˜ṽk (˜ xk))
2 

k∈Ip

где 

vk
ṽk = ,

1− ỹkHk − αpỹkhp+1(x̃k)

а 

Ip = k : 1 − ỹkHk − αpỹkh
p+1(x̃k) > 0 .

В целом алгоритм градиентного бустинга можно выразить при помощи 
следующего псевдокода: 

def gb_fit(M,V ): 

| H0 = 0 

| for j in [1, . . . ,M ]: 

| | hj, αj = argmin QV

(
Hj−1 + αh

)
.

h,α

| | Hj = Hj−1 + αjhj(x) 

| return HM

3. Робастная схема градиентного бустинга 

Эмпирическое распределение значений 

zk = zk(h, α) = ℓ(H̃k + αh(x̃k), ỹk) : k = 1, . . . , N

может содержать выбросы из-за искажений в данных или неадекватности 
части данных по отношению к выбранной модели зависимости, особенно на 
начальной стадии градиентного бустинга. Так как среднее арифметическое 
чувствительно к выбросам, то в результате минимизации (5), как правило, 
получаются искаженные h и α. 

Проблему выбросов можно было бы решить путем подбора набора ве
сов v1, . . . , vN , так чтобы для индексов k, соответствующих выбросам, зна
чения vk были достаточно малы, чтобы невелировать их влияние. Однако за
дача поиска таких значений весов по сложности сопоставима с задачей иден
тификации выбросов. Ниже сформулируем подход, который может позволить 
преодолеть влияние выбросов, а также найти соответствующие значения ве
сов v1, . . . , vN . 

Для этого сформулируем более робастную постановку задачи: 

(8) h⋆, α⋆ = argmin QM(h, α),
h,α
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где 

QM(h, α) = M{z1(h, α), . . . , zN (h, α)},

где M{z1, . . . , zN} — дифференцируемая усредняющая агрегирующая функ
ция, более устойчивая к выбросам в данных [10]. 

Необходимое условие экстремума дает систему уравнений 

N

vk(h, α)∇h,αℓ(H̃k + αh(x̃k), ỹk) = 0,
k=1 

где 

∂M{z1(h, α), . . . , zN (h, α)}
(9) νk(h, α) = .

∂zk

Дифференцируемые усредняющие агрегирующие функции M{z1, . . . , zN}, по 
построению, такие что ∂M/∂zk > 0 для всех k = 1, . . . , N и 

∂M/∂z1 + · · · + ∂M/∂zN = 1.

Для поиска оптимальных значений h⋆ и α⋆ (решения задачи (8)) будем 
применять процедуру итеративного перевзвешивания, следуя [11]: 

N

νk
(
ht−1, αt−1

)[
ℓ(H̃k + αh(x̃k), ỹk).(10) ht, αt = argmin 

h,α
k=1 

Данная схема итеративного перевзвешивания возникает в результате при
менения общего метода Якоби для решения системы нелинейных уравнений 

[



∂M{z1(h, α), . . . , zN (h, α)}
vk = 

∂zk
N

 vk∇h,αℓ(H̃k + αh(x̃k), ỹk) = 0,
k=1 

которая возникает из необходимого условия экстремума для (8). 

В этой итеративной схеме на шаге t осуществляется минимизация взве
шенной суммы потерь 

N

Qt
Vt(h, α) = vtkℓ(H̃k + αh(x̃k), ỹk),

k=1 

где 

Vt = vt = νk(h
t−1, αt−1) :k k = 1, . . . , N .
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def gb_fit_step_M(H, tmax): 

| инициализация h0 , α0 

˜| Hk = H(x̃k), k = 1, . . . , N

| for t = 1, . . . , tmax: 

| | ht, αt = argmin Qt (h, α).Vth,α

| | if выполнено условие останова: 

| | | break 
| return ht, αt

def gb_fit_M(M): 

| H0 = 0 

| for j = 1, . . . ,M : 

| | hj, αj = gb_fit_step_M(Hj−1, tmax) 

| | Hj = Hj−1 + αjhj(x) 

| return HM

Для поиска решения задачи минимизации Qt (h, α) будем применять про-Vt
цедуру альтернативной минимизации (alternating minimization) [9] 

N
thtp = argmin vkℓ(H̃k + αt−1h(x̃k), ỹk)p−1

h
k=1 

N
tαt = argmin vkℓ(H̃k + αht (x̃k), ỹk),p pα

k=1 

где ht−1 = ht−1 , α0 
t−1 = αt−1 .0 

Для решения приведенных задач минимизации использовался метод гра
диентного спуска с применением схемы ADAM [12]. 

Рассмотрим отдельно некоторые варианты реализации метода робастного 
градиентного бустинга для задачи регрессии и задачи классификации, кото
рые можно получить в рамках предложенной выше схемы. 

3.1. Задача регрессии 

В задаче регрессии функция потерь, как правило, имеет вид: ℓ(y, ỹ) = 
= ̺(y − ỹ), где ̺ — неотрицательная дифференцируемая квазивыпуклая уни
модальная функция, 0 ∈ argmin ̺(r). 

Итерационная схема (10) принимает вид: 

N∑ ([
˜

)
ht, αt = argmin νk(h

t−1, αt−1)̺ Hk − ỹk + αh(x̃k) ,
h,α

k=1 

где H̃k − ỹk + αh(x̃k) — величина ошибки для k-го прецедента. 
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Типичный пример ̺(r) = r2. В рамках классической схемы построения ро
бастной регрессии [13] можно построить следующую процедуру итеративного 
перевзвешивания: 

N ( )2 
ht = argmin vk(h

t−1, αt−1) H̃k − ỹk + αt−1h(x̃k) 
h∈H 

k=1 

N ( )2 
αt = argmin vk(h

t−1, αt−1) H̃k − ỹk + αht(x̃k) ,
α

k=1

([
˜

)
где vk(h, α) = νk(h, α)ϕ Hk−ỹk+αh(x̃k) , ϕ(r) = ̺′ (r)/r, νk(h, α) вычисляется 
по формуле (9). 

Величину αt в данной схеме можно вычислить явно 

N

vk(h
t−1, αt−1)(ỹk − H̃k)h

t(x̃k) 

αt k=1 = .
N

vk(ht−1, αt−1) (ht(x̃k))
t

k=1 

3.2. Задача классификации 

В задаче классификации для двух классов функция потерь может иметь 
вид ℓ(y, ỹ) = ̺(1− yỹ), где ̺(r) — неотрицательная монотонно возрастающая 
функция, lim ̺(r) = +∞, ̺(r) > 0 при r < 0. 

r→+∞ 

Итерационная схема (10) принимает вид: 

N

ht, αt = argmin νk(h
t−1, αt−1)̺ 1− ỹkH̃k − αỹkh(x̃k) ,

h,α
k=1 

˜где ỹkHk + αỹkh(x̃k) — величина отступа для k-го прецедента. 

Приведем примеры: 

1) ̺(r) = max(0, r); 

2) ̺(r) =
1
ln(1 + eλr); 

λ
1( √[

2
)

3) ̺(r) = −r + ε2 + r .
2

В рамках классической схемы построения робастной регрессии [13] постро
им следующую процедуру итеративного перевзвешивания: 

N ( )2 
ht = argmin vk(h

t−1, αt−1) 1− ỹH̃k − αt−1ỹkh(x̃k) 
h∈H 

k=1 

N ( )2 
αt = argmin vk(h

t−1, αt−1) 1− ỹkH̃k − αỹkh
t(x̃k) ,

α
k=1 
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где

vk(h, α) = νk(h, α)ϕ

при 

(
1− ỹkH̃k − αt−1ỹkh

t−1(x̃k)

r < 0

)
,

ϕ(r) = ̺′ (r)/r

и 

ϕ(r) = 0 при r > 0.

Величину αt можно вычислить явно: 

N

vk(h
t−1, αt−1)(1− ỹkH̃k)ỹkh

t−1(x̃k) 

αt k=1 = .
N

vk(ht−1, αt−1) (ỹkht−1(x̃k))
2 

k=1 

4. Иллюстративные примеры 

В следующих примерах будет использоваться робастная оценка среднего 

N
1

WMα{z1, . . . , zN} = min(zk, z̄α),
N

k=1 

где 

N

z̄α = Mα{z1, . . . , zN} = argmin ρα(zk − u),
u

k=1 

{[
αρ(r), если r > 0

ρα(r) = ρ(r) = ε2 + r2 − ε.
(1− α)ρ(r), если r < 0,

Здесь Mα — «гладкий вариант» α-квантиля, ε = 0,001. Робастная оценка 
WMα — среднее арифметическое предварительно отцензурированных неот
рицательных значений при помощи порогового значения z̄α. В качестве функ
ции потерь в задачах регрессии будет выступать ℓ(y, ỹ) = 1 (y − ỹ)2 — квадрат 2 
ошибки. 

Функции h(x,w) выбираются из класса сигмоидальных нейронов 

h(x,w) = σ(w0 + w1x1 + · · · + wnxn),

где σ(s) = thλs (по умолчанию λ = 1, если не оговорено иное). Таким об
разом, класс функций L(H) описывает функции преобразования нейронной 
сети со скрытым слоем из сигмоидальных нейронов. Количество нейронов в 
скрытом слое относительно небольшое во избежание переобучения. 

Все вычисления выполнены с помощью языка программирования python и 
библиотеки mlgrad (https://bitbucket.org/intellimath/mlgrad). 
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Рис. 1. Графики восстановленных функций для примера с линей ной регрессией.

1. Наглядный пример с линейной регрессией. В этом примере вы-
бран набор точек на плоскости, расположенных вдоль некотор ой прямой ли-

ены кучно
по разные стороны от прямой линии, так чтобы при восстановлении линей-
ной функции при помощи метода наименьших квадратов найденная прямая
линия сильно поворачивалась, притягиваясь к выбросам. Выбр осы состав-
ляют 44% выборки. Параметр λ = 0,5 в σ(s ). На рис. 1 приведены графики
восстановленных функций.

2. Набор данных breast_cancer. 2 Ко входным векторам предвари-
тельно была применена процедура стандартного масштабиров ания при по-
мощи преобразования { x k } → x k − x̄

σ , где x̄
σ ов ко взаимно
сопоставимым масштабам значений. Для этого набора строили сь два вари-
анта функции H (x ), которые содержат небольшое число слагаемых ( m = 20
и m = 30). В робастном варианте α = 0,95. На рис. 3 построены кривые рас-
пределения абсолютных значений ошибок в логарифмических к оординатах.
Нетрудно увидеть, что применение более робастной функции оценки средне-
го значения может позволить уменьшить абсолютную величину ошибок для
подавляющего большинства примеров.

3. Сгенерированная однослойная нейронная сеть с одним скры-
тым слоем. Это искусственно сгенерированный набор данных на основе
функции

H (x ) =
m

k=1

αj σ(wj, 0 + wj, 1x 1 + w j, 2x 2), m = 40,

в которой значения весов wj, 0, wj, 1, wj, 2 и коэффициентов αj для простоты
выбраны случайно из равномерного распределения на [−1, 1] (то, что значе-
ния выбраны из равномерного распределения принципиального значения не

2 https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Breast+Cancer
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Рис. 2. Графики распределения абсолютных значений ошибок в примере 2.

100 101 102

Ранг

Распределение ошибок

(m = 40, выбросы: 0.40)

100

102

104

10-2

10-4

10-6

А
б

с
о

л
ю

т
н

а
я

 о
ш

и
б

к
а

100 101 102

Ранг

Распределение ошибок

(m = 40, выбросы: 0.30)

100

102

10-2

10-4А
б

с
о

л
ю

т
н

а
я

 о
ш

и
б

к
а

Рис. 3. Графики распределения абсолютных значений ошибок в примере 3.

имеет). Аналогично случайно выбирается набор входов {xk : k = 1, . . . , 100}⊂
⊂ [−3, 3]2. Для всех k вычисляются значения yk = H(xk). Из этого набора
данных создаются два набора с долями выбросов M = 30% и M = 40%. Зна-
чение ỹk в точке выбросов увеличивается в 10 раз. На рис. 3 построены кри-
вые распределения абсолютных значений ошибок в логарифмических коор-
динатах. На рисунках сплошная кривая соответствует робастному вариан-
ту градиентного бустинга. Нетрудно увидеть, что применение более робаст-
ной функции среднего значений может позволить ощутимо уменьшить абсо-
лютную величину ошибок практически для всех выбросов. При применении
стандартной процедуры градиентного бустинга в точках, которые не являют-
ся выбросами, наблюдаются очень большие значения ошибок. В результате
применения робастной процедуры градиентного бустинга ошибки для нор-
мальных точек могут стать достаточно малы.
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5. Заключение

Предложенный в данной статье подход сравним с известным подходом
к повышению робастности алгоритмов регрессии и классификации, основан-
ным на применении более робастных функций потерь. Существенное отличие
предложенной выше робастной схемы состоит в способе пересчета весов при-
меров в процедуре итеративного перевзвешивания. В случае применения в (5)
с vk = 1/N более робастных функций потерь веса примеров вычисляются по
формуле вида

vk = ϕ(zk),

где ϕ(z) — неотрицательная, как правило, убывающая функция от z или |z|.
Эффект снижения влияния выбросов достигается за счет малости весов при-
меров, которые являются выбросами (как правило, с большими значениями z
или |z|). В нашем подходе веса пересчитываются по формуле вида:

vk = ψ(zk − z̄),

где ϕ(z) — тоже неотрицательная убывающая функция от z, z̄ — величина
робастной оценки среднего значения z1, . . . , zN , которая нечувствительна или
малочувствительна к выбросам. Отличие состоит в том, здесь вес примера яв-
ляется функцией отклонения zk от среднего значения. Так, в задаче регрес-
сии, когда значения zk соответствуют ошибкам, в ситуации, со значением z̄
существенно отличающимся от нуля, значения весов примеров в предложен-
ном робастном подходе оказываются существенно меньше. Это получается
потому, что когда все ошибки существенно отделены от нуля, они оказыва-
ются в области значений z, где значение функции ϕ (в (2) и (3)) убывает
медленнее, чем около нуля. В предложенном робастном подходе случае раз-
ность zk − z̄ оказывается ближе к нулю и поэтому происходит более быстрое
падение значений весов примеров по мере удаления zk от z̄. В результате в
рамках предложенного здесь метода примеры, соответствующие выбросам,
получают такие малые значения весов (по сравнению с весами примеров, ко-
торые не являются выбросами), достаточные для того, чтобы преодолеть их
влияние.
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