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Предлагается альтернативный способ описания рентгеновских линий Косселя, основанный на теории ло-
кализованных конических рентгеновских мод, существующих в совершенных кристаллах. Теория линий
Косселя изложена в рамках приближения двуволновой динамической теории дифракции. Теоретические
результаты сравниваются с известными экспериментальными данными и демонстрируют хорошее общее
согласие с экспериментом. Обсуждается влияние на форму линий Косселя существенных параметров
кристалла (совершенства, размера, эффекта Бормана и т. д.). Для доказательства прямой связи линий
Косселя с локализованными коническими рентгеновскими модами предлагается использовать рентге-
новскую технику задержанного временного детектирования.

DOI: 10.31857/S0044451021030019

1. ВВЕДЕНИЕ

Существующие в дифракции рентгеновского из-
лучения на совершенных монокристаллах линии
(рис. 1) были обнаружены Косселем [1] и названы
его именем. Подобные линии, наблюдаемые в ди-
фракции электронов на совершенных монокристал-
лах, также наблюдались авторами работы [2] и бы-
ли названы линиями Кикучи. Сравнительно недав-
но подобные линии были обнаружены в дифрак-
ции нейтронов [3]. Природа линий Косселя (Кику-
чи) была понята весьма быстро. Их возникновение
обусловлено некогерентным процессом в акте рассе-
яния (обычно инициированным дифракцией рент-
геновского излучения). Этим процессом оказыва-
ется испускание излучения отдельным атомом, на-
ходящимся в узле кристаллической решетки [4, 5].
Оно приводит к существенному угловому перерас-
пределению выходящего из кристалла рентгенов-
ского излучения, по сравнению со случаем одно-
родной изотропной среды, для направлений излу-
чения, близких к направлениям, для которых вы-
полняется условие Брэгга. Как правило, ответствен-

* E-mail: bel@landau.ac.ru

ным за линии Косселя (KL) является рентгеновское
излучение флюоресценции, выступающее в качестве
некогерентного канала рассеяния в ходе дифракции
рентгеновского излучения. Разумеется, в общем слу-
чае нет необходимости в дифракции рентгеновского
излучения и KL возникают в результате взаимодей-
ствия с монокристаллом различных видов излуче-
ния, например, быстрых протонов [6, 7].

Теоретическое описание KL представляется до-
статочно сложной проблемой, так как эксперимен-
тально наблюдаемое излучение в каждой точке KL
представляет собой некогерентную сумму излуче-
ния от всех участвующих в процессе атомов моно-
кристалла. Решение теоретической проблемы было
предложено Лауэ, показавшим, что для описания
KL может быть использована теорема взаимности
[8]. Тем не менее описание KL в рамках теоремы вза-
имности сохраняет необходимость выполнения сум-
мирования излучения от всех участвующих в про-
цессе атомов монокристалла.

В поисках альтернативных путей теоретического
описания KL полезно обратить внимание на следу-
ющие относящиеся к ним наблюдения. Во-первых,
вид KL очень слабо зависит от расположения излу-
чающих атомов в образце [4]. Во-вторых, картина
KL (в основном интенсивность) сильно зависит от
толщины образца [9]. Оба эти наблюдения указыва-
ют на сильное влияние параметров образца на фор-
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Рис. 1. Линии Косселя для монокристалла германия
(рис. 14.4 из работы [4])

мирование KL. Здесь следует напомнить, что рас-
пространение испущенного в образце излучения от-
личается от его распространения в вакууме (или в
однородной изотропной среде) и происходит соглас-
но правилам распространения собственных волн в
этом образце. Поэтому характеристики выходящего
из образца излучения (в том числе и KL) зависят от
свойств собственных волн в этом образце. А именно,
эти характеристики могут зависеть от локализован-
ных собственных мод образца, в частности, от лока-
лизованных рентгеновских мод [10]. В случае KL со-
ответствующими собственными модами оказывают-
ся локализованные конические рентгеновские моды
(XRCEM) [11,12]. Отметим, что в оптике локализо-
ванные оптические моды хорошо известны, обнару-
жены и объяснены [12], поэтому, в силу общей при-
роды оптических и рентгеновских локализованных
мод, некоторые результаты, полученные для опти-
ческих мод, могут быть легко воспроизведены для
XRCEM.

Основные наблюдаемые свойства KL можно опи-
сать, предполагая, что точечный рентгеновский
источник в монокристалле возбуждает XRCEM.

Последующий распад XRCEM (утечка рентгенов-
ских фотонов через поверхность образца) описыва-
ет свойства KL. В частности, наблюдаемая сильная
зависимость интенсивности KL от толщины образ-
ца связана с тем, что помимо утечки фотонов суще-
ствует еще один канал затухания XRCEM, а именно,
их поглощение внутри образца, которое сильно за-
висит от его толщины.

В настоящей работе представлена теория
XRCEM [10,11] в рамках приближения двуволновой
динамической теории дифракции для неколлине-
арной геометрии, неоднократно использовавшейся
в приложении к рентгеновским KL (см., напри-
мер, [4, 5, 7, 13]). Приложение этой теории к KL
обсуждается для различных интервалов значений
параметров образцов: непоглощающие кристаллы,
кристаллы с изотропным поглощением, образцы
с сильным проявлением эффекта Бормана и мно-
гослойные искусственно выращенные структуры,
широко используемые в качестве рентгеноских
зеркал.

2. РЕНГЕНОВСКИЕ СОБСТВЕННЫЕ
ВОЛНЫ

Как хорошо известно (см., например, [14, 15]),
в условиях дифракции рентгеновские собственные
волны в кристалле в приближении двуволновой ди-
намической теории дифракции представимы в виде
следующей суперпозиции двух плоских волн:

E(r, t) = exp(iωt)×

×
[
E+ exp(iK+ · r) +E− exp(iK− · r)

]
, (1)

K+ −K− = τ , K+
j = τ/2± q±,

где E+ и E− — амплитуды электрического поля
в отдельных плоских волнах этой суперпозиции,
q± — обусловленные дифракцией добавки к волно-
вым векторам, волновые векторы K± связаны по-
средством условия Брэгга c вектором обратной ре-
шетки кристалла τ , соответствующим рассматрива-
емому дифракционному условию. Амплитуды E+ и
E− в суперпозиции (1) определяются системой ли-
нейных уравнений

(ε0 −K+2/κ2)E+ + ετE
− = 0,

ε−τE+ + (ε0 −K−2/κ2)E− = 0,
(2)
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где выражения для амплитуд фурье-разложения
тензора диэлектрической проницаемости кристалла
ε0 и ετ оказываются различными для различных пе-
риодических структур, κ = ωε

1/2
0 /c вне кристалла.

В случае достаточно жесткого рентгеновского излу-
чения и обычных кристаллов эти величины выража-
ются через рентгеновскую структурную амплитуду
рассеяния (см., например, [14, 15]):

ε0 = (4π/V k2)F0,

ετ = (4π/V k2)Fτ ,
(3)

где Fτ — рентгеновская структурная амплитуда рас-
сеяния на угол, определенный рефлексом, соответ-
ствующим τ , F0 — та же амплитуда рассеяния на
нулевой угол, а V — объем элементарной ячейки.

Решение системы (2) показывает, что собствен-
ными поляризациями являются π- и σ-поляризации,
так что векторная система (2) разделяется на две
скалярных системы для скалярных амплитуд E+ и
E−, относящихся к π- и σ-поляризациям собствен-
ных волн, соответственно. Поэтому амплитуды и
другие параметры, входящие в (1)–(3), будут запи-
сываться как K±

p и E±
p , т. е с добавленным поляри-

зационным индексом «p», принимающим два значе-
ния π и σ, относящихся к π- и σ-поляризациям соб-
ственных волн, соответственно. В результате реше-
ния системы (2) для каждой собственной поляриза-
ции находятся две собственные волны с различными
дифракционными добавками к волновым векторам
q±, сильно зависящие от величины отклонения вол-
новых векторов (или частоты) от точного условия
Брэгга.

Отношение E+ к E− в двух найденных собствен-
ных волнах дается следующей формулой:

ξ± =

(
E−

E+

)
±
=

ετ
α±[α2 − (ετ )2]1/2

, (4)

где α = τ (τ + 2k)/k2 — параметр, определяющий
отклонение от точного условия Брэгга.

Чтобы найти XRCEM, требуется решить гра-
ничную задачу (отдельную для собственной π- и
σ-поляризаций). Поскольку соответствующие реше-
ния отличаются только благодаря поляризационно-
му фактору, ниже будет рассмотрен только случай
σ-поляризации. Случай π-поляризации описывается
теми же формулами при замене в них величин Fστ
на Fπτ .

Рис. 2. Схема граничной задачи для рентгеновских лока-
лизованных конических мод

3. ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА

Начнем рассмотрение граничной задачи в фор-
мулировке, предлагающей, что плоская вона дифра-
гирующей σ-поляризации наклонно падает на пла-
нарный кристаллический слой (см. рис. 2). Амп-
литуды двух собственных волн E+ и E−, возбуж-
денных в кристаллическом слое падающей волной с
волновым вектором k (предполагается, что ампли-
туда падающей волной равна единице, а направле-
ние распространения близко к направлению, удовле-
творяющему условию Брэгга), определяются урав-
нениями

E+
+ + E+

− = 1,

exp[iKt−
+ L]ξ+E+

+ + exp[iKt−
− L]ξ−E+

− = 0,
(5)

где L — толщина слоя, а Kt−
+ и Kt−

− — компоненты
волновых векторов, параллельные вектору τ .

Амплитудные коэффициенты отражения Ra и
прохождения Ta для дифрагирующей σ-поляриза-
ции принимают вид

Ra = −iετ
sin qL

(4q/τ) cos qL− iα sin qL
,

Ta =
4q

τ

exp[iτL/2]

(4q/τ) cos qL− iα sin qL
,

(6)

где q = (τ/4)[(bα)2+b(ετ )
2]1/2, а геометрический па-

раметр b = cos(K−, s)/ cos(K+, s) зависит от взаим-
ной ориентации τ , нормали к образцу s и волнового
вектора K+ (или K−) следующим образом:
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b = − tg2(τ , s) + tg2(K−, s)− cosec2(τ , s)− cosec2(K−, s)− 2 cosϕ tg(τ , s) tg(K−, s)
tg2(τ , s) + tg2(K−, s)− cosec2(τ , s)− cosec2(K−, s)− 2 cos(ϕ− π) tg(τ , s) tg(K−, s)

. (7)

Отметим, что уравнение (6) описывает отражение
и прохождение в случае как непоглощающих, так и
поглощающих кристаллов. В частности, изотропное
поглощение может быть учтено путем мнимой до-
бавки к компоненте амплитуды фурье-разложения
тензора диэлектрической проницаемости кристалла
ε0, а специфика поглощеня, связанная с дифракци-
ей, учитывается путем мнимой добавки к ετ .

Коэффициенты отражения R = |Ra|2 и про-
хождения T = |Ta|2 испытывают осцилляции как
функции частот вне области селективного отраже-
ния (BSR). Для непоглощающих слоев соотношение
R + T = 1 выполняется для всех частот. При q =

= nπ/L, где n — целое число, R = 0, а T = 1.
На частотной границе BSR коэффициент отра-

жения R = |Ra|2 равен

R =
1

1 + (2/ετLτ)2
. (8)

Точно на частотной середине BSR коэффициент от-
ражения R = |Ra|2 равен

R =
(sh ετLτ)

2

(ch ετLτ)2
. (9)

Для простоты изложения граничная задача для
рентгеновских локализованных конических мод бы-
ла сформулирована выше для симметричного слу-
чая Брэгга (b = −1).

4. РЕНТГЕНОВСКИЕ КРАЕВЫЕ МОДЫ

Существует полная аналогия между оптикой
рентгеновского излучения и оптикой видимого све-
та, поэтому подобно хорошо известным в фотон-
ных кристаллах оптическим локализованным крае-
вым модам на дискретных частотах вне BSR долж-
ны также существовать XRCEM на дискретных час-
тотах вне BSR. Так же, как в оптическом случае,
изученном в работе [12], дисперсионное уравнение
для XRCEM может быть получено как условие раз-
решимости однородного уравнения, получаемого из
уравнения (5). Отметим, что, как следует из реше-
ния однородного уравнения, краевая мода является
линейной суперпозицией двух собственных волн с
отношением амплитуд

E+
−

E+
+

= −1.

Условие разрешимости требует обращения в нуль
детерминанта уравнения (5) и приводит к следую-
щему дисперсионному уравнению для XRCEM:

tg(qL) = −4i(q/τ)/α. (10)

В общем случае решение уравнения (10), опре-
деляющего частоты XRCEM (ωXREM ), могут быть
найдены только численно. Частоты XRСEM ωXREM
оказываются комплексными величинами, которые
могут быть представлены в виде

ωXREM = ω0
EM (1 + Δi),

где Δ оказывается малым параметром в реальных
ситуациях. Таким образом, XRСEM оказываются
слабо затухающими во времени, т. е. они являют-
ся квазистационарными модами. К счастью, для
некоторого предельного случая может быть найдено
аналитическое решение для достаточно малого зна-
чения параметра Δ, обеспечивающего выполнение
условия

(qL) Im(q/τ) � 1.

В этом случае значения действительной части
ωXREM , т. е. ω0

XREM , оказываются совпадающими
с частотами нулевого значения коэффициента отра-
жения R для непоглощающего слоя и комплексная
частота XRCEM определяется соотношением

Lq = nπ,

Δ = −1

2

ετ (nπ)
2

[(ετLτ/4)]2
,

(11)

где n — целое число, нумерующее XRCEM.
Время жизни XRCEM, зависящее от мнимой час-

ти частоты (Δ), в этом предельном случае оказыва-
ется пропорциональным третьей степени толщины
образца L и дается выражением

τXREM ≈ (Lε
1/2
0 /c)[L(ετ )τ/πn]

2. (12)

Свойства XRCEM подобны свойствам оптических
краевых мод, а их детальное описание можно найти
в работе [12], поэтому ниже мы обсудим только ос-
новные свойства XRCEM, без их подробного вывода.
XRCEM нумеруются целым числом n (n = 1 соот-
ветствует XRCEM с частотой ближайшей к частот-
ной границе BSR), электромагнитное поле XRCEM
локализовано внутри слоя и промодулировано в про-
странстве на толщине слоя с числом периодов моду-
ляции, совпадающим с номером XREM n. В непо-
глощающем слое конечное время жизни XRCEM
обусловлено утечкой излучения через поверхности
слоя, поэтому время жизни возрастает с увеличени-
ем толщины слоя L в рассматриваемом предельном
случае как третья степень L, что приводит к бес-
конечному времени жизни XRCEM для бесконечно-
го L.
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5. СПЕКТРАЛЬНОЕ (УГЛОВОЕ)
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ В ЛИНИИ КОССЕЛЯ

Рассматривая характеристики выходящего из
образца рентгеновского излучения (в нашем случае
линий Косселя), которые зависят от свойств соб-
ственных волн в образце, мы видим, что в случае ли-
ний Косселя соответствующими собственными мо-
дами оказываются XRСEM. В рентгеновской опти-
ческой задаче, соответствующей граничной задаче,
схематически показанной на рис. 2 (как раз к ко-
торой относится рассматриваемая ниже задача ис-
пускания фотона точечным рентгеновским источни-
ком, помещенным в совершенный кристалл), долж-
но быть исследовано уравнение вида

rot rotE− c−2ε(r)∂2E/∂t2 = F(r, t), (13)

где E — электрический вектор, ε(r) — тензор
диэлектрической проницаемости слоя на рис. 2,
F(r, t) — векторная функция, явный вид которой
определяется конкретным изучаемым физическим
процессом. Это может быть задача нелинейного пре-
образования частоты или задача об излучении дви-
жущейся заряженной частицы и т. д. [12]. Общим
результатом названных конкретных случаев явля-
ется нахождение амплитуд собственных волн, воз-
буждаемых в слое благодаря неоднородности F(r) в
(13). В рассматриваемом здесь случае линий Кос-
селя [1, 4, 5] (излучение точечного рентгеновского
источника, помещенного в совершенный кристалл)
в качестве неоднородности в (13) должна быть ис-
пользована функция F(r), соответствующая точеч-
ному рентгеновскому источнику и отличающаяся
от нуля только внутри слоя. Известно, что влия-
ние кристалла проявляется в подавлении испуска-
ния фотонов в направлении, соответствующем BSR
(для фиксированной частоты рентгеновского излу-
чения), и в существенном перераспределении угло-
вого распределения рентгеновского излучения вбли-
зи границы BSR (как раз это перераспределение и
создает линию Косселя). Для направлений испуска-
ния, далеких от границы BSR, периодичность кри-
сталла практически не влияет на угловое распре-
деление рентгеновского излучения. Таким образом,
проявляется тонкая угловая структура распределе-
ния рентгеновского излучения вблизи границы BSR.
Наряду с подавлением испускания в направлениях,
соответствующих BSR, возникают максимумы ис-
пускания вне BSR для направлений, определяемых
XRCEM с различными номерами n, также вне BSR,
однако близких к направлениям, соответствующим
границам BSR.

Если для начала пренебречь поглощением рент-
геновского излучения в образце, амплитуды XREM
для различных n могут быть найдены из реше-
ния системы (5). Как было показано в работах
[12, 16], найденные из решения системы (5) на час-
тоте XRCEM величины E+

+ и E+
− при выполнении

соотношений

Lq = nπ,

q = (τ/2)[(αp)
2 − (Fp)

2]1/2,
(14)

практически совпадают с соответствующими ам-
плитудами XRCEM, возбужденными в образце. Та-
ким образом, для фиксированного направления ис-
пускания существует тонкая частотная структу-
ра линии эмиссии, определяемая различием час-
тот XRCEM, соответствующих различным n. По-
скольку существуют направления испускания, экви-
валентные рассматриваемому, они (на обсуждаемых
частотах) формируют так называемый конус Кос-
селя с осью, совпадающей с направлением τ . Гео-
метрия конуса Косселя приведена на рис. 3. Углы
между векторами K− и s (нормаль к поверхности
образца), (K−, s), и между векторами τ и s, (τ , s),
а также угол ϕ в выражении (7) совместно с соот-
ветствующими векторами представлены на рис. 3).
В случае, если векторы τ и s параллельны (сим-
метричный случай Брэгга), параметр b = −1 (см.
рис. 3a) и не зависит от азимутального угла ϕ.

В эксперименте обычно наблюдается сечение ко-
нуса Косселя поверхностью образца (линии Коссе-
ля, см. рис. 1). Поэтому наблюдаемые линии Коссе-
ля — это либо окружности (для векторов τ , перпен-
дикулярных поверхности образца), либо эллипсы (в
эксперименте типична только частичная регистра-
ция названных фигур, как на рис. 1).

В двуволновом приближении динамической
теории дифракции явные выражения для частот
XRCEM с различными номерами n, следующие из
(14) в первом порядке дифракции, и соответствен-
но, положения частотных максимумов в спектре
линии Косселя (KL) определяются выражением

±(ω − ωB)/ωB = (1/2)[ε2τ + (2πn/τL)2]1/2,

n = 1, 2, 3, . . . ,
(15)

где брэгговская частота равна

ωB = (cτ/2ε
1/2
0 )/ sin θ.

Таким образом, существует тонкая структура линии
эмиссии, определяемая разностью частот XRCEM, с
различными номерами n. На рис. 4 и 5 представлены
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Рис. 3. Схема геометрии линий Косселя (к определению углов в (7)): a — τ перпендикулярен к поверхности образца, б —
τ под углом к поверхности образца, отличным от π/2. Представлено сечение конуса Косселя плоскостью, перпендикуляр-
ной к τ , на расстоянии от вершины конуса, равном τ/2, сплошная линия на этой плоскости — ее пересечение с плоскостью
(τ s), штриховая линия — ее пересечение с плоскостью (τK−), ϕ — азимутальный угол вектора K− относительно τ

результаты расчетов, выполненных путем решения
системы (5), для квадрата амплитуд XRCEM для
нескольких первых XRCEM (n = ±1,±2,±3). Мож-
но видеть, что спектр линии Косселя симметричен
относительно BSR, если в образце отсутствует по-
глощение. На рис. 4 и 5 видно, что положение ча-
стотных максимумов амплитуд XRCEM совпадает с
положением частотных нулей коэффициента отра-
жения R.

На рис. 4 и 5 также видна сильная зависимость
спектрального положения и интенсивности линий
Косселя от толщины образца.

6. ПОГЛОЩАЮЩИЕ КРИСТАЛЛЫ

Спектральное распределение KL, которое мы об-
суждали выше, в пренебрежении поглощением в
образце имеет ограниченное применение для опи-
сания реального эксперимента. Оно может соот-
ветствовать очень тонким образцам или монокри-
сталлам, образованным легкими химическими эле-
ментами. Однако, как правило, поглощение опре-
деляет существенные черты эксперимента. Поэто-
му ниже к рассмотрениям предыдущего раздела
мы добавим учет поглощения рентгеновского излу-
чения, начиная со случая изотропного поглощения
рентгеновского излучения. Изотропное поглощение
рентгеновского излучения можно учесть введением
небольшой мнимой части в изотропную составля-
ющую ε0 рентгеновского тензора диэлектрической
проницаемости, т. е., полагая ε = ε0(1 + iγ), где γ —
небольшой положительный параметр. На рис. 6 и 7

Рис. 4. Зависимости коэффициента отражения от безраз-
мерной частоты ωd = ετ [2(ω − ωB)/(ωBετ − 1)] для раз-
личных значений мнимой части диэлектрической воспри-
имчивости γ = 0, 0.00001 и 0.00002, где γ определяет-
ся соотношением ε = ε0(1 + iγ) (чем больше поглоще-
ние γ, тем тоньше линия) (a). Квадрат амплитуды XRCEM
(здесь и на рисунках далее в произвольных единицах) при
γ = 0 для трех первых XRCEM (n = ±1, ±2, ±3) (б).
ετ = 0.0001, толщина образца в числе периодовN = 20000
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Рис. 5. То же, что на рис. 4, для N = 12 000

Рис. 6. Рассчитанные зависимости квадрата амплитуды
XRCEM от частоты для изотропно поглощающего кристал-
ла при γ = 0.00002 для трех первых XRCEM (n = ±1, ±2,
±3). ετ = 0.0001, толщина в числе периодов N = 20 000

представлены результаты расчетов тех же величин,
что и на рис. 4 и 5, но для изотропно поглощающего
образца.

Как видно из рис. 4–8, изотропное поглощение не
изменяет спектральную форму спектрального рас-
пределения КL, сохраняя, в частности, симметрию
спектра относительно BSR и уменьшая при этом ам-
плитуды XRCEM для всех номеров n.

Рис. 7. То же, что на рис. 6, для увеличенного поглощения
(γ = 0.00004)

Рис. 8. То же, что на рис. 6, для дальнейшего увеличения
поглощения (γ = 0.00005)

В случае изотропного поглощения интенсивность
излучения из образца в KL на один акт испускания
уменьшается по сравнению со случаем непоглоща-
ющего кристалла, причем это уменьшение растет с
увеличением толщины образца. Физическая интер-
претация этого явления выглядит следующим об-
разом. С увеличением толщины образца L время
жизни фотона, находящегося в состоянии XRCEM,
растет (как третья степень L), следовательно, вре-
мя его взаимодействия с кристаллом также растет,
приводя к увеличению его поглощения в состоянии
XRCEM.

В непоглощающих кристаллах утечка фотонов
через поверхности образца является единственным
процессом, определяющим интенсивность KL и за-
тухание (время жизни) XRCEM. В поглощающих
кристаллах существует дополнительный процесс,
влияющий на затухание (время жизни) XRCEM.
Это — поглощение фотонов внутри слоя, которое
приводит к уменьшению утечки фотонов через по-
верхности и, следовательно, к уменьшению интен-
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сивности KL. Количественно влияние поглощения
на интенсивности KL можно описать, вводя време-
на жизни XRCEM по отношению к утечке фотонов
через поверхности τl и по отношению к поглоще-
нию фотонов в слое τa. Отношение доли фотонов,
«вытекших» из слоя, к доле фотонов, поглощенных
в слое, равно τa/τl. Время утечки τl определяется
выражением (12). Как показано в работе [16], по-
глощение фотонов в слое, зависящее от γ, увели-
чивается на частоте XRCEM, что означает умень-
шение времени жизни XRCEM τa по отношению к
поглощению в слое при росте γ и, соответственно,
к уменьшению доли фотонов, «вытекших» из слоя.
Для слабого поглощения уменьшение доли фотонов,
«вытекших» из слоя, на частоте XRCEM при усло-
вии (πn)2 > γa3 по сравнению со случаем непогло-
щающих кристаллов может быть представлено ана-
литическим выражением:

R+ T = 1− 2γa3/(πn)2, (16)

где a = τLετ/4. Поскольку, согласно (12), время
жизни XRCEM по отношению утечке фотонов через
поверхности τl растет как куб толщины образца L,
утечка фотонов через поверхности образца в общем
случае для совершенного поглощающего слоя ста-
новится слабой для достаточно большой толщины
L. Этот вывод объясняет очень старое наблюдение
уменьшения интенсивности линий Косселя при уве-
личении толщины образца L (см., например, рис. 1.6
в работе [5]).

Изменение утечки фотонов в KL при вариаци-
ях толщины образца может быть оценено путем вы-
числения величины T +R для изменяемых толщин
образца L. Минимумы величины R+T , расположен-
ные на частотах XRCEM, дают оценку уменьшения
утечки фотонов в XRCEM при увеличении погло-
щения и толщины слоя L. На рис. 9 и 10 показано,
как убывает утечка фотонов в KL с увеличением L

и γ (растет глубина минимумов величины R+ T на
частотах XREM).

Отметим, что значения минимумов величины
T + R на рис. 9 и 10 согласуются с их значениями,
следующими из формулы (16).

Зависимости, рассчитанные для значений пара-
метров образца, допускающих экспериментальное
разрешение индивидуальных компонент KL (раз-
личных n), дают частотное (угловое) положение ин-
дивидуальных компонент и их относительные ин-
тенсивности. Следующее общее, но не очевидное
утверждение «интенсивность KL на индивидуаль-
ный акт эмиссии уменьшается с увеличением тол-
щины образца», относящееся к KL в образцах с

Рис. 9. Значения T+R, вычисленные для частотного ин-
тервала, содержащего три первые XRCEM (n = ±1, ±2,
±3) для высокочастотной (б) и низкочастотной (a) гра-
ниц BSR при различных значениях параметра поглощения
γ = 0.00001 (жирные линии) и γ = 0.00002. ετ = 0.0001,

толщина образца в числе периодов N = 20000

изотропным поглощением, следует из выполненных
расчетов, а также из приведенных выше рассужде-
ний.

Что касается достаточно толстых образцов, в
которых из-за очень малых частотных (угловых)
интервалов между индивидуальными компонента-
ми они не разрешаются экспериментально, измерен-
ные экспериментально спектры KL состоят только
из двух непрерывных компонент.

На рис. 11 и 12 представлены спектры KL для
толстых поглощающих образцов (на рис. 12а для бо-
лее сильного, чем на рис. 11). Сравнение спектров,
приведенных на рис. 12б, позволяет сделать вывод
о том, насколько сильно однородное и изотропное
поглощения влияет на спектр KL для толстых по-
глощающих образцов.
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Рис. 10. Значения T +R, вычисленные для частотного ин-
тервала, содержащего три первые XRCEM (n = ±1, ±2,
±3), для высокочастотной (б) и низкочастотной (a) гра-
ниц BSR при различных значениях параметра поглощения
γ = 0.00001 (жирные линии) и γ = 0.00002. ετ = 0.0001,

толщина образца в числе периодов N = 12000

Рис. 11. Спектр линии Косселя, вычисленный для тол-
стого поглощающего образца, ετ = 0.0001, γ = 0.00001,

N = 100000

Рис. 12. Спектр линии Косселя, вычисленный для толстого
поглощающего (более сильно, чем на рис. 11) образца (a).
Иллюстрация степени зависимости спектра от величины
поглощения для толстого образца (б). Кривые представ-
лены в одном масштабе, γ = 0.00001 (жирная линия) и

0.00002. ετ = 0.0001, γ = 0.00002, N = 100000

7. ВЛИЯНИЕ ЭФФЕКТА БОРМАНА НА
СПЕКТРЫ

Как известно, в совершенных поглощающих мо-
нокристаллах процесс дифракции может быть под-
вержен сильному влиянию эффекта Бормана [4,5,7].
В узком угловом интервале проявление эффекта
Бормана может приводить к ослаблению поглоще-
ния рентгеновского пучка, тогда как для узкого уг-
лового интервала в близком направлении пучка эф-
фект Бормана приводит к усилению поглощения
рентгеновского пучка. Другими словами, эффект
Бормана проявляет себя уменьшением или увеличе-
нием поглощения рентгеновского излучения в усло-
виях дифракции в совершенных поглощающих мо-
нокристаллах.

На рис. 13 показано, как эффект Бормана влия-
ет на спектры отражения. Как известно, влияние
эффекта Бормана в рамках двуволновой динами-
ческой теории дифракции описывается добавлением
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Рис. 13. Влияние эффекта Бормана на спектр отражения
рентгеновского излучения для случаев разной силы его
проявления при Re ετ = 0.0001, γ = 0, Im ετ = 0, 0.00001,
0.00002, N = 20000. Чем больше величина эффекта Бор-

мана, тем толще линия

Рис. 14. Влияние эффекта Бормана на спектр линии Кос-
селя при Re ετ = 0.0001, γ = 0, Im ετ = 0.00001,

N = 20000

к рентгеновской структурной амплитуде рассеяния
(ετ ) мнимой добавки [14], т. е. разной силе прояв-
ления эффекта Бормана в приведенных на рис. 13
рассчитанных зависимостях соответствуют различ-
ные величины мнимых добавок к ετ . Очевидно, что
эффект Бормана [4, 5, 7] влияет на спектр KL. Как
будет показано ниже, влияние эффекта Бормана на
спектры KL естественно описывается в рамках раз-
виваемого здесь подхода, основанного на XRСEM.

Влияние эффект Бормана на спектр KL для тол-
стых поглощающих образцов при низком частотном
(угловом) экспериментальном разрешении XRCEM
для различных n показано на рис. 16 и 17.

На рис. 14–17 видно, что эффект Бормана нару-
шает симметрию KL относительно BSR (поглощение
на низкочастотной границе BSR меньше, чем на вы-

Рис. 15. Влияние эффекта Бормана на спектр линии Кос-
селя при Re ετ = 0.0001, γ = 0, Im ετ = 0.00002,

N = 20000

Рис. 16. Влияние эффекта Бормана на спектр линии Кос-
селя при Re ετ = 0.0001, γ = 0.00002, Im ετ = 0.00001,

N = 45000

Рис. 17. Влияние эффекта Бормана на спектр линии Кос-
селя при Re ετ = 0.0001, γ = 0.00002, Im ετ = 0.00002,

N = 45000
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сокочастотной ее границе), причем это нарушение
сильно возрастает с увеличением толщины образца.
Для достаточно толстых образцов отдельные моды
XRCEM оказываются неразрешенными в экспери-
менте и спектр KL выглядит как сглаженные кри-
вые на рис. 16 и 17. Рисунки 14 и 15 соответствуют
эффекту Бормана в отсутствие изотропного погло-
щения (γ = 0). Однако при наличии изотропного
поглощения (γ > 0) проявление эффекта Бормана
может усилиться (ср. рис. 16, 17 и рис. 14, 15), при
этом XRCEM могут быть практически полностью
подавлены на высокочастотной границе BSR.

8. ОБСУЖДЕНИЕ

Результаты выполненного выше изучения линий
Косселя в рамках теории XRCEM находятся в хо-
рошем общем согласии с известными эксперимен-
тальными данными. Тем не менее, не все теорети-
ческие предсказания по причине современных огра-
ничений возможностей рентгеновской техники уже
наблюдены (по сравнению с более продвинутой тех-
никой оптического эксперимента). Эти ограничения
для рентгеновских длин волн, в частности, относят-
ся к спектральному разрешению и поляризацион-
ным измерениям. Поэтому спектральные (угловые)
вариации интенсивности KL, соответствующие раз-
личным номерам XRCEM n, будучи порядка 10−5,
как видно на рис. 4–10 и рис. 13–17, оказываются
обычно вне экспериментального разрешения рент-
геновской техники. Разрешение дополнительно по-
нижается в связи с типичным отсутствием рент-
геновских поляризационных измерений. Напомним,
что наблюдаемая интенсивность в случае низкого
разрешения соответствует суперпозиции двух кону-
сов Косселя, относящихся к π- и σ-поляризации с
угловым различием в доли 10−4 радиана. Тем не
менее, нет сомнений, что названные спектральные
(угловые) вариации KL будут наблюдаться по ме-
ре улучшения рентгеновской техники (современный
прогресс рентгеновской техники очень впечатляющ
[17] и вселяет надежды на достижение ее необходи-
мого улучшения уже в ближайшем будущем).

Здесь надо также принять во внимание, что спек-
тральные зависимости, вычислявшиеся выше, от-
носятся к источнику с «плоским» спектром, одна-
ко для рентгеновской флюоресценции конечная ча-
стотная ширина источника ограничивает спектраль-
ную ширину наблюдаемых KL.

В качестве дополнительного аргумента в под-
держку сказанного можно назвать недавний про-

гресс в наблюдении и интерпретации явления той
же природы, а именно, оптических линий Косселя
[18–21]. В экспериментальных статьях по оптичес-
ким линиям Косселя в фотонных жидких кристал-
лах [18–20] были наблюдены вариации интенсивнос-
ти линий Косселя, относящихся к различным номе-
рам n оптических аналогов XRCEM, в частности,
был наблюден оптический аналог эффекта Борма-
на [20], подобный эффекту, демонстрируемому на
рис. 14–17.

Что касается измерений рентгеновских KL без
разрешения индивидуальных максимумов, относя-
щихся к XRCEM с различными номерами n, то со-
ответствующие спектры должны состоять из двух
непрерывных линий с их частотным (угловым) рас-
положением вне высокочастотной и низкочастотной
границ BSR (см. рис. 11, 12 и рис. 16, 17). Если по-
глощение оказывается изотропным и однородным,
то линии оказываются симметричными относитель-
но BSR с сильной зависимостью их интенсивности
от толщины образца (см. рис. 11, 12). Однако ес-
ли KL подвержена действию эффекта Бормана, то
симметрия спектра относительно BSR нарушается
и интенсивности двух линий оказываются различ-
ными, вплоть до того, что интенсивность одной из
них может быть исчезающе малой для достаточно
толстых образцов (см. рис. 16, 17). Эти качествен-
ные заключения развиваемой здесь теории находят
свое подтверждение на рис. 1, на котором представ-
лены результаты наблюдения рентгеновских KL в
совершенном монокристалле германия, в котором
разрешенные двойные линии состоят из двух разде-
ленных линий различных интенсивностей. Другой
общий вывод теории о понижении интенсивностей
рентгеновских KL с увеличением толщины образца
также находит свое экспериментальное подтвержде-
ние (см. рис. 1.6 в работе [5], на котором показано
понижение интенсивностей KL и даже исчезновение
некоторых из них с ростом толщины образца).

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результатом выполненной работы является фор-
мирование ясной физической картины рентгеновс-
ких линий Косселя (и их возникновения в рамках
единого подхода, основанного на теории XRСEM),
существующих в совершенных монокристалличес-
ких слоях (прежде всего, соответствующие резуль-
таты относятся к особенностям рентгеновской флю-
оресценции в совершенных кристаллах). Развитый
подход дает аналитический метод для описания ре-
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зультатов измерений, относящихся к упомянутым
особенностям рентгеновской флюоресценции в со-
вершенных кристаллах (рентгеновские линии Кос-
селя) для каждого конкретного эксперимента. Что
касается поляризационных свойств рентгеновской
флюоресценции в совершенных кристаллах в лини-
ях Косселя, то они определяются поляризационны-
ми свойствами XRCEM и оказываются двух типов,
с π- и σ-поляризаций (в соответствии с двумя типа-
ми конусов Косселя, π- и σ-поляризованных). Поло-
жение максимумов интенсивности флюоресценции в
спектре KL совпадает с последовательными часто-
тами XREСM для последовательных n, которые ну-
меруют XRCEM. Спектр KL для пренебрежимо ма-
лого поглощения в кристаллическом слое является
симметричным относительно области селективного
отражения, в то время как для достаточно сильно-
го поглощения эта симметрия может быть нарушен-
ной из-за эффекта Бормана. В результате выпол-
ненного исследования может быть сформулировано
следующее нетривиальное утверждение. Интенсив-
ность линии Косселя в поглощающем кристалличес-
ком слое для отдельного акта эмиссии уменьшается
с увеличением толщины образца, однако это умень-
шение может отсутствовать или быть уменьшенным
на частоте флюоресценции, для которой реализует-
ся эффекта Бормана.

Однако существует вопрос, который выходит за
рамки проведенного рассмотрения. Это — вычисле-
ние абсолютной интенсивности эмиссии рентгенов-
ской флюоресценции, выходящей из слоя в конусе
Косселя. В эксперименте детектируемая интенсив-
ность рентгеновской флюоресценции представляет
собой результат некогерентного суммирования мно-
гих актов эмиссии, происходящих в различных по-
ложениях эмитирующих атомов внутри кристалли-
ческого слоя. Выше мы рассматривали эмиссию (за-
тухание) XRCEM, существующую в кристалличе-
ском слое. В нашем подходе конус Косселя флюорес-
ценции в кристаллическом слое возникает в резуль-
тате затухания (эмиссии) XRCEM. Очевидно, что
для вычисления абсолютной интенсивности эмиссии
в конус Косселя необходимо знать, как вероятность
возбуждения XRCEM в отдельном акте эмиссии за-
висит от положения эмитирующего атома в кристал-
лическом слое. Естественно, например, что вероят-
ность возбуждения XRCEM актом эмиссии вблизи
поверхности и в середине слоя должны быть различ-
ными. Поэтому выше приводилась интенсивность
рентгеновской флюоресценции, испускаемой в конус
Косселя, в произвольных единицах, что вполне при-
емлемо, поскольку соответствующее спектральное

распределение отличается от распределения абсо-
лютной интенсивности только некоторым множите-
лем, определяемым зависимостью вероятности воз-
буждения XRCEM в акте эмиссии от положения
эмитирующего атома в кристаллическом слое.

Представленные выше соображения относитель-
но абсолютной интенсивности на конусе Косселя не
имеют отношения к частотным (угловым) положе-
ниям на конусе Косселя максимумов интенсивности
(которые, согласно теории, одни и те же независимо
от положения эмитирующего атома в кристалличе-
ском слое). Этот теоретический результат находится
в полном согласии с упомянутым во Введении экс-
периментальным фактом очень слабой зависимости
наблюдаемой картины зависимости линий Косселя
от расположения эмитирующих атомов в кристал-
лическом слое.

Экспериментальное наблюдение KL с характери-
стиками, согласующимися с представленной здесь
теорией XRCEM, само по себе может рассматри-
ваться как наблюдение XRCEM. Тем не менее, пря-
мым доказательством связи KL с XRСEM может
быть их подтверждение в измерениях с примене-
нием рентгеновской техники временной задержки
детектирования. Если образование конуса Косселя
рентгеновской флюоресценции при эмиссии отдель-
ного атома происходит посредством возбуждения
XRCEM, то эмиссия фотона рентгеновской флюо-
ресценции из кристаллического слоя будет задержа-
на относительно момента эмиссии отдельным ато-
мом на временной интервал, определяемый време-
нем жизни XRCEM. Для достаточно толстых и
совершенных кристаллических слоев соответству-
ющее время задержки может превосходить вре-
мя флюоресценции отдельного атома. Таким обра-
зом, наблюдение временной задержки рентгенов-
ской флюоресценции в конус Косселя может рас-
сматриваться как прямое доказательство физиче-
ского механизма флюоресценции в конус Косселя
как процесса, осуществляющегося через возбужде-
ние XRСEM.

Выше были изучены рентгеновские KL в обыч-
ных кристаллах с величинами периодичности
порядка 10−8 см (и, следовательно, с величинами
длин волн в XREM того же порядка). Заметим, что
существуют искусственно выращенные структуры
существенной прикладной важности с величина-
ми периодичности, соответствующими мягкому
рентгеновскому излучению. Это — многослойные
рентгеновские зеркала (см., например, [22]), где
мягкие рентгеновские линии Косселя наблюдаются
в рентгеновской флюоресценции на характеристи-
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ческих линиях, определяемых химическим составом
соответствующих слоев [23]. Детектирование KL в
этих многослойных рентгеновских зеркалах может
быть применено для изучения совершенства этих
зеркал. Однако эта проблема выходит за рамки
настоящей статьи. Отметим, что наблюдавшиеся
сравнительно недавно нейтронные линии Косселя
[3], как и для случая рентгеновских KL, могут быть
описаны в рамках теории нейтронных локализован-
ных мод [24].

Финансирование. Работа выполнена в рамках
государственного задания Министерства науки и
высшего образования России №0033-2019-0001.
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Экспериментально и численно исследованы особенности спектрального уширения фемтосекундных опти-
ческих вихрей при самовоздействии в среде с аномальной дисперсией групповой скорости. Установлено,
что уширение частотно-углового спектра сопровождается появлением в окрестности нелинейного фокуса
локализованных максимумов в стоксовой и антистоксовой областях, которые имеют полосатую структу-
ру. Показано, что в условиях аномальной дисперсии групповой скорости при одинаковом превышении
мощности выше критического значения уширение спектра в оптическом вихре меньше, чем в гауссовом
пучке.

DOI: 10.31857/S0044451021030020

1. ВВЕДЕНИЕ

Интерес к распространению лазерного излуче-
ния в режиме филаментации во многом обуслов-
лен тем, что он может рассматриваться как осно-
ва новых лазерных технологий и приложений, свя-
занных с передачей световой энергии на большие
расстояния, созданием удаленных источников бело-
го света в атмосфере, использованием наведенных
плазменных каналов филаментов, включая разра-
ботку элементов микрофотоники [1,2]. Основой для
зарождения филаментов служит самофокусировка
излучения в кубической среде [3, 4], которая сов-
местно с другими конкурирующими механизмами,
в частности, ионизацией среды, обеспечивает под-
держание высокой плотности энергии изучения на

* E-mail: shlenov@physics.msu.ru
** E-mail: vasilev.evgeniy@physics.msu.ru

расстояниях, существенно больших дифракционной
(рэлеевской) длины. При этом происходит сильное
уширение частотного спектра импульса. В средах с
аномальной дисперсией групповой скорости (ДГС)
вследствие одновременной пространственной само-
фокусировки и временной самокомпрессии импуль-
са возможно формирование квазиустойчивых экс-
тремально сжатых во времени волновых пакетов с
высокой локализацией светового поля — так назы-
ваемых световых пуль [5, 6].

Физическая картина фемтосекундной филамен-
тации и сопутствующая ей генерация суперконти-
нуума достаточно хорошо исследованы на примере
гауссовых пучков. Однако в последнее время появ-
ляется все больше исследований, посвященных фи-
ламентации пучков более сложной формы [7], в том
числе, кольцевым пучкам с вихревой дислокацией
фазы на оси — оптическим вихрям или вортексам
[8]. Вихревые пучки обладают орбитальным угло-
вым моментом и винтовым фазовым фронтом [8,9],
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который препятствует «затеканию» поля на оптиче-
скую ось, где интенсивность излучения обращается
в нуль. В условиях самовоздействия излучения эта
особенность сохраняется, тем самым поддерживает-
ся кольцевая форма вихревых пучков [10].

Наряду с пространственно-временными характе-
ристиками, в настоящее время исследованы спек-
тральное уширение и генерация суперконтинуума
при самовоздействии оптических вихрей в средах с
нормальной дисперсией групповой скорости. В част-
ности, во фториде кальция наблюдалась интерфе-
ренционная картина пучка в коротковолновой обла-
сти спектра, которая обусловлена когерентным сло-
жением спектральных компонент суперконтинуума
от нескольких филаментов на кольцевой структу-
ре исходного вортекса [10]. В сравнении с гауссовым
пучком уширение спектра вихревого пучка в услови-
ях нормальной ДГС оказывается больше. Это пока-
зано численно для импульсов, распространяющихся
в воздухе [11] и в кварце [12].

Распространение фемтосекундных оптических
вихрей в условиях филаментации в среде с аномаль-
ной дисперсией групповой скорости исследовано в
осесимметричном приближении в [13,14]. Показано,
что при самовоздействии кольцевых пучков с фазо-
вой дислокацией с топологическим зарядом m = 1 в
плавленом кварце на центральной длине волны λ0 =

= 1800 нм образуется последовательность кольце-
вых световых пуль длительностью около 10 фс и ра-
диусом не менее 10 мкм. При этом излучение имеет
многофокусную структуру с наиболее сильным по-
следним нелинейном фокусом, где достигаются гло-
бальные по трассе максимумы интенсивности и кон-
центрации плазмы.

В настоящей работе экспериментально и числен-
но исследованы особенности спектрального ушире-
ния фемтосекундных оптических вихрей при само-
воздействии в среде с аномальной дисперсией груп-
повой скорости.

2. ПОЛУЧЕНИЕ ОПТИЧЕСКОГО ВИХРЯ
ФЕМТОСЕКУНДНОГО ИК-ИЗЛУЧЕНИЯ С
ПОМОЩЬЮ ФАЗОВОГО ТРАНСПАРАНТА

Для формирования оптического вихря из гаус-
сового пучка фемтосекундного излучения использо-
вался специальный фазовый транспарант со спира-
левидной рельефной поверхностью. Такие транспа-
ранты были изготовлены для формирования волно-
вого фронта излучения с топологическим зарядом
m = 1 на длине волны λ = 1800 нм, лежащей в

Рис. 1. Схема эксперимента по преобразованию гауссового
пучка фемтосекундного ИК-излучения в оптический вихрь
с кольцевым распределением интенсивности с помощью
фазового транспаранта (V) и собирающей кварцевой лин-
зы (L). CVF — ослабитель энергии, BS — делитель пучка.
Штриховыми линиями выделены опциональные элементы

схемы, описанные в тексте

области аномальной дисперсии групповой скорости
в плавленом кварце. Предварительные численные
расчеты показали, что рассогласование длин волн
пучка и фазового транспаранта в 2.5% практиче-
ски не влияет на формирование оптического вих-
ря [15]. Качественно эволюция гауссового пучка за
фазовым транспарантом меняется при рассогласо-
вании по длинам волн более 20%. Это позволяет, во-
первых, использовать фазовый транспарант для по-
лучения оптических вихрей в фемтосекундных им-
пульсах, типичная ширина спектра которых состав-
ляет около 100 нм, и во-вторых, допускает возмож-
ность варьировать центральную длину волны излу-
чения, не меняя транспарант.

Лучевая стойкость использованного фоторезис-
та соответствует лучевой стойкости оргстекла. Вы-
полненные ранее эксперименты показали, что сфор-
мированная фоторезистом структура не поврежда-
ется при импульсном лазерном облучении на длине
волны 1064 нм импульсами длительностью 5 нс с
энергией 20 мкДж при ширине пучка 4 мм. Плот-
ность потока энергии при этом составляет около
160 мкДж/см2. Эти данные и результаты экспе-
риментов [16] позволили прогнозировать сохран-
ность структуры поверхности в экспериментах с по-
лучением в плавленом кварце филаментов фемто-
секундным лазерным излучением на длине волны
1800–1900 нм, когда при аналогичном размере пучка
на фазовом транспаранте энергия импульса должна
составлять порядка 10 мкДж.

Для получения из гауссового пучка оптическо-
го вихря с кольцевым распределением интенсивно-
сти использована схема, приведенная на рис. 1. Экс-
периментальная установка была создана на основе
лазерного комплекса, который позволяет генериро-
вать фемтосекундные лазерные импульсы с пере-
страиваемой частотой в широком диапазоне длин
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волн при частоте повторения 1 кГц [17]. Измеренная
одноимпульсным автокоррелятором ASF длитель-
ность гауссового импульса в диапазоне 1800–1900 нм
составила 56 фс по уровню e−1. Ширина спектра
при этом составляет 80 нм по полувысоте. Мате-
риальная дисперсия в кварцевой линзе и фазовом
транспаранте на кварцевой основе (рис. 1) увеличи-
вает длительность импульса еще примерно на 10% в
каждом элементе. Таким образом, после прохожде-
ния этих двух оптических элементов длительность
импульса увеличивается до 67 фс.

Фемтосекундное излучение с перестраиваемого
параметрического усилителя TOPAS-C после про-
хождения регулируемого ослабителя энергии CVF
и делителя пучка BS c дихроическим интерферен-
ционным фильтром с максимумом разделения на
длине волны 1900 нм попадало на фазовый транс-
парант V. Потери энергии при прохождении фазо-
вого транспаранта составляют около 7%. При необ-
ходимости уширения пучка перед фазовым транс-
парантом монтировался отражательный телескоп с
коэффициентом увеличения ×2. Через 3 см после
фазового транспаранта пучок проходил собираю-
щую линзу L, в окрестности фокальной плоскости
которой формировалась кольцевая пространствен-
ная мода с дислокацией фазы на оси (оптический
вихрь). В зависимости от целей эксперимента вих-
ревой оптический пучок подавался либо на профи-
лометр BP с целью его характеризации, либо на об-
разец плавленого кварца Si для исследования спек-
тральных характеристик излучения при самовоз-
действии в среде с аномальной дисперсией группо-
вой скорости. Эта же схема без фазового транспа-
ранта позволяла получать филаменты в гауссовом
пучке.

Фокусное расстояние используемой в экспери-
менте собирающей линзы L составляло 15.8 см. При
диаметре исходного гауссового пучка 5.1 мм по уров-
ню e−2 диаметр пучка в фокальной плоскости линзы
L на длине волны 1800 нм составляет около 80 мкм,
что меньше размера пикселя инфракрасного про-
филометра Pyrocam III (Spiricon), который равен
124 мкм. Поэтому для характеризации пучка на вхо-
де в профилометр устанавливался телескоп с коэф-
фициентом увеличения ×12.

На кадрах с профилометра поперечного сечения
видно (рис. 2), что с помощью фазового транспаран-
та в пределах перетяжки удалось получить коль-
цевой пучок фемтосекундного излучения на длине
волны 1800 нм с глубоким минимумом интенсивно-
сти на оси. Однако азимутальная симметричность,
характерная для идеального оптического вихря, в

Рис. 2. Визуализация гауссового (а, без фазового транс-
паранта) и вихревого пучка (б–г) на длине волны 1800 нм
в окрестности фокальной плоскости собирающей линзы с
F = 158 мм: а,б— в фокусе, в — перед фокусом, г — после

фокуса

пучке отсутствует. Наблюдаемая несимметричная
кольцевая структура обычно содержит два ярких
пятна, которые в фокальной плоскости линзы рас-
полагаются на диаметре. Такой профиль оптическо-
го вихря может быть связан как с пространственной
неоднородностью входного гауссового пучка, так и с
радиальной неоднородностью используемого транс-
паранта.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ
ИССЛЕДОВАНИЕ СПЕКТРОВ ВИХРЕВОГО
ПУЧКА В РЕЖИМЕ ФИЛАМЕНТАЦИИ

Для исследования спектральных характеристик
импульса в режиме филаментации в фокусе собира-
ющей линзы L располагалась передняя грань образ-
ца плавленого кварца длиной 3 см. При изменении
энергии импульса по появлению излучения видимой
части суперконтинуума в кварце фиксировался мо-
мент старта филаментации. При этом также регист-
рировалась люминесценция плазменных каналов и
рассеянное излучение суперконтинуума при помощи
фотокамеры с макрообъективом (рис. 3).

В оптическом вихре старт режима филамента-
ции наблюдался при увеличении энергии в импуль-
се на входе в образец до 4.6 мкДж, что в три с
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Рис. 3. Расходящееся излучение видимой части суперкон-
тинуума оптического вихря в образце плавленого кварца
длиной 3 см. Импульс распространяется слева направо

лишним раза превышает критическую мощность са-
мофокусировки гауссова пучка излучения такой же
длительности. Полученная величина близка к ана-
литической оценке, согласно которой критическая
мощность самофокусировки P (1)

V аксиально симмет-
ричного оптического вихря с топологическим заря-
дом m = 1 выше критической мощности самофоку-
сировки гауссового пучка PG в 4 раза [18].

Для измерения частотно-углового спектра супер-
континуума на выходе из образца в ИК-диапазоне от
1200 до 2600 нм использовался спектрометр ASP-IR,
установленный на подвижке с микрометрическим
винтом. Спектрометр размещался в дальней зоне
на расстоянии 30 см от выходной грани образца
плавленого кварца, где видимый диаметр расходя-
щегося пучка суперконтинуума составлял порядка
1 см. Входная щель спектрометра смещалась в по-
перечном сечении от оси пучка с шагом 20 мкм, что
соответствует изменению угла прихода излучения
на 0.029◦. Полученная серия частотных спектров
для набора различных углов преобразовывалась в
тоновые изображения частотно-угловых спектров
(рис. 4а). При обработке все частотные спектры
были нормированы на глобальный максимум в се-
рии, сглажены с помощью гауссового окна шириной
10 нм и приведены в логарифмическом масштабе с
отсечкой на уровне −2. Изображения для отрица-
тельных углов были получены симметричным отра-
жением спектра.

Частотные спектры измерялись в начале устой-
чивого режима филаментации импульсов на цент-
ральной длине волны 1850 нм, что явилось комп-
ромиссом между оптимальной для фазового транс-
паранта длиной волны 1800 нм и на оптимальной
для дихроического фильтра длиной волны 1900 нм.
Сравнительный анализ частотно-угловых спектров
оптического вихря и гауссового пучка (рис. 4аI, aII)
показал, что уширение спектров носит, в целом,
близкий характер. В частности, в частотно-угловом
спектре обоих пучков можно наблюдать отчетливо

выделенные центральную, стоксову и антистоксову
области. При этом в гауссовом пучке стоксова об-
ласть спектра имеет большую относительную ин-
тенсивность и ширину как по углу, так и по длине
волны, чем в вихревом пучке, и в ней наблюдает-
ся максимум в области длин волн больше 2 мкм.
Большее по сравнению с оптическим вихрем спек-
тральное уширение гауссового пучка связано с тем,
что его самофокусировка происходит на оси, где воз-
никают существенно большие градиенты интенсив-
ности, и в условиях аномальной дисперсии груп-
повой скорости сильнее растет крутизна волнового
фронта импульса, чем при кольцевой самофокуси-
ровке оптического вихря. В условиях нелинейности
такая временная динамика импульса сопровождает-
ся более сильным по сравнению с оптическим вих-
рем уширением не только частотного, но и углового
спектра гауссова пучка.

В то же время спектр вихревого пучка имеет ряд
особенностей. Прежде всего, это отсутствие компо-
ненты, распространяющейся вдоль оптической оси
(темная горизонтальная полоса в частотно-угловом
спектре), во всем диапазоне длин волн, что харак-
терно для пучков с фазовой дислокацией. При уши-
рении спектра в процессе самовоздействия эта тем-
ная полоса воспроизводится для всех длин волн.
Важной особенностью частотно-углового спектра
вихревого пучка является появление дополнитель-
ных (к нулевому углу) темных горизонтальных по-
лос, свидетельствующих об отсутствии (или суще-
ственном ослаблении) излучения под определенны-
ми углами. В центральной области спектра можно
наблюдать от двух до трех таких полос с характер-
ной шириной около 0.12 рад (рис. 4aII).

Для измерения частотного спектра интегрально-
го по углу излучения в схему дополнительно стави-
лась собирающая линза, которая фокусировала из-
лучение на входную щель спектрографа. Измерен-
ные и построенные в логарифмическом масштабе
эти спектры содержат те же особенности частотного
уширения, которые были отмечены ранее (рис. 4б).
В частности, на графиках хорошо видны пики, со-
ответствующие центральной, стоксовой и антисток-
совой областям спектра. Можно отметить, что до-
полнительный пик на длине волны больше 2 мкм
наблюдается и в спектре оптического вихря, но су-
щественно меньшей амплитуды, чем в спектре гаус-
сового пучка. В целом, ширина частотного спектра
гауссового пучка больше, чем оптического вихря, в
1.4 раза по уровню 10−1 и в 2 раза по уровню 10−2.
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Рис. 4. Экспериментальные частотно-угловые (а) и частотные (б) спектры суперконтинуума филамента, в плавленом
кварце фемтосекундного излучения на центральной длине волны 1850 нм для гауссового пучка (I) и оптического вихря
(II). Спектры получены при небольшом превышении критической мощности в начале устойчивого режима филаментации

4. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ФИЛАМЕНТАЦИИ ОПТИЧЕСКОГО ВИХРЯ

В ПЛАВЛЕНОМ КВАРЦЕ

Численное моделирование самовоздействия фем-
тосекундных вихрей в образце плавленого кварца
проводилось с помощью решения замкнутой систе-
мы нелинейных уравнений относительно медлен-
но меняющейся комплексной амплитуды A(r, t, z) и
концентрации электронов плазмы Ne(r, t, z) c уче-
том оператора волновой нестационарности T̂ [13,19]:

2ik0
∂A(r, t, z)

∂z
=

= T̂−1

[
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− m2

r2

]
A(r, t, z)+

+ T̂−1 1

2π

+∞∫
−∞

(
k2(ω0 +Ω)− (k0 + k1Ω)

2
)
×

× Ã(r,Ω, z) exp{iΩt} dΩ+2k20
n0

T̂ΔnkA(r, t, z)+

+
2k20
n0

T̂−1ΔnplA(r, t, z) + iT̂−2σA(r, t, z)−

− ik0(α+ δ)A(r, t, z),

∂Ne(r, t)

∂t
= RE(N0 −Ne(r, t))+

+ νiNe(r, t)− βNe(r, t),

(1)

где в правой части (1) присутствуют слагаемые, от-
ветственные за дифракцию, дисперсию, керровскую
и плазменную нелинейности, а также поглощение
излучения. Комплексная амплитуда светового по-
ля вихря задавалась в виде A(r, t, z) exp

{
imϕ

}
, что

предполагает сохранение топологического заряда m
при распространении импульса. При описании ди-
фракции вихря в осесимметричном приближении
появляется слагаемое −m2/r2, которое возникает
при записи лапласиана в цилиндрических коорди-
натах. Материальная дисперсия описывалась эмпи-
рической формулой Селлмейера для k(ω) [20] без
дополнительных приближений, ω0 — несущая час-
тота импульса, Ω = ω− ω0. Приращение показателя
преломления Δnk, вызванное керровской нелиней-
ностью, учитывает как мгновенную, так и инерцион-
ную составляющие. Плазменная добавка к показате-
лю преломления Δnpl зависит от концентрации сво-
бодных электронов Ne. В свою очередь, кинетичес-
кое уравнение для расчета Ne учитывает полевую
ионизацию согласно модели Келдыша [21], лавин-
ную ионизацию и рекомбинацию, которые описыва-
ются соответственно коэффициентамиRE(I), νi(I) и
β. Коэффициенты σ, α и δ в (1) учитывают соответ-
ственно обратное тормозное, нелинейное и линейное
поглощения.

Предполагалось, что оптический вихрь на входе
в среду имеет вид
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Рис. 5. Частотно-угловые спектры (a–д) и пиковая интенсивность (e) при распространении оптического вихря в плавленом
кварце. Численный расчет: а — на входе в образец при z = 0 см, б — до нелинейного фокуса на расстоянии z = 0.13 см,

в, д — после прохождения образца при z = 3 см, г — экспериментальный спектр на выходе из образца

A(m)(x, y, z = 0, t) = A0

(
r

r0

)m
exp

{
− r2

2r20

}
×

× exp

{
− t2

2t0

}
exp
{
imϕ(x, y)

}
, (2)

где ϕ(x, y) = arctg 2(x, y), r =
√
x2 + y2. Рассматри-

вался гауссов импульс с параметрами, близкими к
экспериментальным: длительностью t0 = 67 фс на
центральной длине волны λ0 = 1850 нм (дисперси-
онный коэффициент k2 = −71.5 фс2/мм [20]). Про-
странственный размер кольцевого пучка, формиру-
емого после прохождения фазового транспаранта и
собирающей линзы, на входной грани образца плав-
леного кварца равнялся r0 = 28 мкм, топологиче-
ский заряд m = 1. Превышение мощности над кри-
тической составляло R = P0/P

(1)
cr = 1.5, максималь-

ная начальная интенсивность при этом составляет
Imax0 = 9.0 · 1011 Вт/см2. При такой пиковой мощ-
ности образование филамента происходило, как и в
эксперименте (рис. 3), на расстоянии 0.5 см от вход-
ной плоскости образца.

Частотно-угловой спектр вихря на входе в среду
имеет бимодальную структуру с отсутствующей ну-
левой пространственной гармоникой, что объясня-
ется наличием фазовой сингулярности на оси пучка
(рис. 5а). В ходе распространения оптического вих-
ря самофокусировка и самокомпрессия приводят к
уширению частотно-углового спектра излучения по
обеим координатам. Приблизительно на расстоянии
z = 0.06 см уширение спектра по углу достигает 0.05
рад и в нем можно наблюдать дополнительные тем-
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Рис. 6. Распределения интенсивности I(x, y) (а), фазы
θ(x, y) (б) и углового спектра S(kx, ky) (в) вихревого пуч-
ка при самофокусировке на расстоянии, соответствующем

образованию нескольких колец в спектре

ные полосы вдоль оси частот (длин волн). При при-
ближении к нелинейному фокусу наблюдается уве-
личение числа таких полос, т. е. фактически мини-
мумов спектральной интенсивности под определен-
ными углами (рис. 5б). Чередование максимумов и
минимумов по угловой координате означает форми-
рование структуры излучения в виде вложенных ко-
нусов.

В окрестности первого нелинейного фокуса (z =
= 0.5 см) радиус кольцевого распределения интен-
сивности начинает уменьшаться, энергия излучения
перетекает по направлению к оптической оси. Пи-
ковая интенсивность в фокусе достигает значений
2.0 · 1013 Вт/см2 (рис. 5е). Заметим, что наиболее
четкая полосатая картина в частотно-угловом спек-
тре наблюдается до нелинейного фокуса (рис. 5б),
пока характер изменения кольцевых распределений
интенсивности в пространстве одинаков в каждом
временном слое импульса.

Объяснить формирование полосатой структуры
спектра можно, рассматривая стационарную само-
фокусировку оптических вихрей. В процессе рас-
пространения при возрастании пиковой интенсивно-
сти импульса во временном слое формируются два
пространственных кольца — одно представляет со-
бой самофокусирующуюся моду, которая постепен-
но уменьшается в радиусе и ширине, а другое — рас-
ходящееся на периферию излучение. Первая мода
является высокоинтенсивной. На рис. 6а ее макси-
мальные значения представлены красным цветом.
Вторая — гораздо менее интенсивная с максимумом
синего цвета в той же шкале, ее радиус составляет
приблизительно 1.5r0. Угловой спектр каждой моды
представляет собой кольцевую структуру из эквиди-
стантно расположенных колец.

При наложении этих мод в результирующем уг-
ловом спектре возникает система колец (рис. 6в).
Наиболее четкой картина колец в спектре становит-

ся на тех расстояниях z, когда в распределении фа-
зы пучка за счет дополнительного нелинейного на-
бега образуются несколько областей, соответствую-
щих вложенным друг в друга по апертуре спираль-
ным «фазовым пластинкам», сдвинутых друг отно-
сительно друга на π. На рис. 6б можно увидеть три
такие области, которые имеют криволинейные ли-
нии скачка фазы. Граница центральной области рас-
положена на расстоянии около 0.7r0 от оси, вторая
граница примерно в два раза дальше. Расстояния
между кольцами в спектре, а также их характер-
ная толщина, определяются параметрами кольце-
вой структуры каждой моды, которые, в свою оче-
редь, нелинейно меняются в процессе самовоздей-
ствия. Так, на рис. 6в высокоинтенсивное кольцо в
спектре генерируется самофокусирующейся модой,
внутреннее слабоинтенсивное кольцо — модой, ухо-
дящей на периферию, а внешнее слабоинтенсивное
кольцо — суперпозицией вторичных максимумов, ге-
нерируемых указанными модами.

Описанная динамика формирования углового
спектра не зависит от длины волны, поэтому в
частотно-угловом спектре образуются горизонталь-
ные полосы (рис. 5б). После прохождения образца
(рис. 5в) полосатая структура спектра замывается.
Уширение как в коротковолновую, так и в длинно-
волновую части, становится больше, чем в первом
нелинейном фокусе, при этом максимум спектраль-
ных компонент смещается в антистоксову область,
что отчетливо видно на рис. 5д, где изображена цен-
тральная часть спектра.

В сравнении с экспериментальным (рис. 5г) сред-
нее уширение углового спектра в расчетах почти в
два раза больше, что, по всей видимости, связано
с более высоким превышением критической мощ-
ности. В обоих спектрах отсутствует нулевая про-
странственная гармоника, что подтверждает нали-
чие сингулярности фазы на оси. Как в эксперимен-
тальном, так и в расчетном спектрах можно вы-
делить три достаточно хорошо локализованные ча-
стотные области: одна — вблизи центральной дли-
ны волны λ0 = 1850 нм, другая — коротковолно-
вая часть (антистоксова), и третья — длинноволно-
вая область (стоксова). Однако в численном расчете
большая часть энергии импульса трансформирова-
лась в антистоксову область. В целом, наблюдает-
ся качественное сходство картины уширения спект-
ра в обоих случаях. Отметим, что для количест-
венного сравнения результатов численных расчетов
с выполненными экспериментами следует перейти к
моделированию самовоздействия аксиально-несим-
метричных оптических вихрей.
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Рис. 7. Частотный спектр импульса на выходе из образца гауссового пучка (а) и оптического вихря (б). Численный
эксперимент

На рис. 7 изображены частотные спектры опти-
ческих вихрей на выходе из образца, которые пред-
ставляют собой проинтегрированные по углу час-
тотно-угловые спектры. Видно, что численные спек-
тры на рис. 7 качественно соответствуют экспери-
ментальным (рис. 4б) при заметном в расчетах сме-
щении «центра тяжести» спектрального распреде-
ления в антистоксову область. Характерная ширина
спектров по уровню 10−2 составляет около 400 нм.
При этом, как в численных расчетах, так и в экс-
перименте, ширина спектра оптического вихря на
выходе из образца плавленого кварца меньше, чем
у гауссового пучка.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполненные экспериментальные и численные
исследования самовоздействия оптического вихря
на центральной длине волны 1850 нм при распрост-
ранении в образце плавленого кварца выявили
характерные особенности трансформации его час-
тотно-углового спектра. Установлено, что уширение
спектра сопровождается появлением в окрестности
нелинейного фокуса локализованных максимумов
в стоксовой и антистоксовой частях. В уширен-
ном спектре наблюдается полосатая структура —
дополнительные темные полосы вдоль частотной
координаты. Численные эксперименты позволили
в рамках простой модели качественно объяснить
появление этих полос, которые свидетельствуют
о формировании структуры излучения в виде
вложенных конусов. Показано, что в условиях
аномальной дисперсии групповой скорости при
одинаковом превышении критической мощности
уширение спектра в оптическом вихре меньше, чем

в гауссовом пучке, так как фазовая дислокация
препятствует самофокусировке излучения на оси и,
соответственно, достижению больших градиентов
интенсивности.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект №18-02-00624).
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Представлены результаты экспериментов по реализации однокубитовых квантовых операций с одиноч-
ным атомом 87Rb в оптической дипольной ловушке с длиной волны 850 нм. Ловушка сформирована длин-
нофокусным объективом, расположенным снаружи вакуумной камеры магнитооптической ловушки. Реги-
страция атома осуществлялась по сигналу резонансной флуоресценции с помощью sCMOS-видеокамеры.
В экспериментах были реализованы захват и удержание одиночного атома на временах до 50 с, оптиче-
ская накачка поляризованным лазерным излучением, СВЧ-переходы между двумя сверхтонкими подуров-
нями основного состояния и измерение квантового состояния атома методом выталкивания из ловушки.
Получены осцилляции Раби на «часовом» СВЧ-переходе 5S1/2(F = 2,MF = 0) → 5S1/2(F = 1,MF = 0)

между двумя рабочими уровнями кубита с частотой до 4.2 кГц, контрастом до 95% и временем когерент-
ности до 3 мс. Данные осцилляции соответствуют реализации двух базовых однокубитовых квантовых
операций (вентиля Адамара и вентиля NOT) из различных начальных состояний кубита со средней
точностью 95.2 ± 3%.

DOI: 10.31857/S0044451021030032

1. ВВЕДЕНИЕ

Одним из перспективных вариантов построе-
ния квантового компьютера является использование
одиночных нейтральных атомов в качестве кван-
товых битов (кубитов) [1–3]. Такие атомы, захва-
ченные с помощью лазерного излучения в масси-
вы оптических дипольных ловушек с периодом в
несколько микрон [4–9], образуют квантовый ре-
гистр. В случае атомов щелочных металлов рабо-
чими уровнями кубитов являются два сверхтонких
подуровня основного состояния. Инициализация ку-
битов осуществляется с помощью метода оптиче-

* E-mail: ryabtsev@isp.nsc.ru

ской накачки. Однокубитовые операции выполня-
ются на основе СВЧ или рамановских переходов
между уровнями кубита. Выполнение двухкубито-
вых операций, требующих управляемого включения
и выключения взаимодействия между кубитами, до-
стигается путем кратковременного лазерного воз-
буждения атомов в высоковозбужденные (ридбер-
говские) состояния, для которых характерно силь-
ное диполь-дипольное взаимодействие между ато-
мами [10]. Квантовые алгоритмы должны выпол-
няться в виде последовательности одно- и двухку-
битовых квантовых операций.

Для формирования оптических дипольных ло-
вушек и последующей регистрации одиночных ато-
мов в них по резонансной флуоресценции обычно
применяются многолинзовые объективы или асфе-
рические линзы с большой числовой апертурой
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(NA > 0.5). Они обеспечивают фокусировку лазер-
ного луча в пятно малого радиуса (∼ 1 мкм) для
хорошей локализации атомов и их захвата в режи-
ме столкновительной блокады [11], когда загрузка
более одного атома в ловушку подавляется. Кроме
того, линзы с большой числовой апертурой имеют
большую эффективность сбора фотонов резонанс-
ной флуоресценции, что обеспечивает уверенную ре-
гистрацию одиночных атомов с помощью счетчи-
ка фотонов (без пространственного разрешения) за
время в несколько миллисекунд или высокочувстви-
тельной охлаждаемой EMCCD-видеокамеры за вре-
мя в несколько десятков миллисекунд.

Недостатком асферических линз с большой чис-
ловой апертурой является короткое фокусное рас-
стояние (5–10 мм), поэтому их приходится разме-
щать внутри вакуумной камеры магнитооптической
ловушки (МОЛ) [4, 9]. При долговременной работе
МОЛ на поверхностях линз постепенно осаждаются
рабочие атомы (обычно Rb или Cs), что приводит
к формированию паразитных зарядов и электриче-
ских полей. На атомы в основном состоянии эти по-
ля влияют слабо. Но при выполнении двухкубито-
вых квантовых операций с возбуждением атомов в
ридберговские состояния их влияние очень велико,
так как поляризуемости ридберговских состояний с
ростом главного квантового числа n увеличиваются
как n7. В результате нарушается когерентность вза-
имодействия ридберговских атомов [12] и сущест-
венно снижается точность выполнения двухкубито-
вых операций [3].

Чтобы частично решить эту проблему, можно
использовать не асферические линзы, а многолин-
зовые объективы с рабочим расстоянием 20–40 мм
и размещать их снаружи вакуумной камеры МОЛ.
Но это также существенно ограничивает возможные
размеры и расстояния между атомами и поверхно-
стями, поскольку вместо вакуумной камеры прихо-
дится применять малогабаритные стеклянные ячей-
ки, загружаемые атомами из МОЛ [13–15]. Отме-
тим, что при реализации обычных оптических ди-
польных ловушек для захвата больших ансамблей
атомов применяются длиннофокусные объективы с
малой числовой апертурой [16–20], поэтому для них
таких проблем не возникает.

В нашей недавней работе [21] мы реализовали оп-
тическую дипольную ловушку для одиночного ато-
ма Rb на основе длиннофокусного объектива с чис-
ловой апертурой NA = 0.172 и фокусным расстоя-
нием 119 мм, расположенного снаружи вакуумной
камеры МОЛ. Были продемонстрированы захват и
удержание одиночного атома на временах до 50 с.

При этом для регистрации атома применялась циф-
ровая sCMOS-видеокамера FLIR Tau CNV. Такая
камера значительно дешевле EMCCD-камер. В то
же время, она обеспечивает малые шумы регистра-
ции и считывания. Мы показали, что она пригодна
для регистрации одиночных атомов при временах
экспозиции 50–200 мс. Это время в несколько раз
больше, чем для EMCCD-камер, но оно достаточ-
но коротко для выполнения квантовых операций с
одиночным атомом.

Целью настоящей работы была демонстрация ба-
зовых однокубитовых квантовых операций (вентиля
Адамара и вентиля НЕ) с одиночным атомом Rb в
имеющейся экспериментальной установке с длинно-
фокусным объективом и sCMOS-видеокамерой. Ни-
же представлены описание и результаты этих экспе-
риментов.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА

Для выполнения однокубитовых квантовых опе-
раций с одиночными атомами Rb в одиночной опти-
ческой дипольной ловушке необходимо обеспечить
ряд последовательных стадий их реализации: 1) за-
хват одиночного атома Rb в одиночную ловушку;
2) контроль наличия атома в ловушке; 3) опти-
ческую накачку атома на определенный зееманов-
ский подуровень одного из сверхтонких подуров-
ней основного состояния (инициализация кубита);
4) управляемое изменение населенностей сверхтон-
ких подуровней основного состояния на основе маг-
нитодипольных СВЧ-переходов или рамановских
переходов в двухчастотном лазерном поле с осцил-
ляциями населенностей Раби (вращение вектора со-
стояний кубита на заданный угол); 5) измерение ко-
нечного состояния кубита по сигналу резонансной
флуоресценции на CCD-камере.

Принципиальная оптическая схема используе-
мой экспериментальной установки приведена на
рис. 1. Первоначально атомы Rb охлаждаются
и захватываются в магнитооптическую ловушку
(МОЛ) в вакуумной камере, в центре которой фор-
мируется облако холодных атомов с температу-
рой 80–100 мкК. Затем для захвата атомов из
МОЛ в оптическую дипольную ловушку использу-
ется излучение лазерной системы с длиной волны
850 нм на основе задающего DFB-лазера Eagleyard
EYP-DFB-0852 и полупроводникового усилителя
Toptica Boosta Pro с выходной мощностью 1.4 Вт.
Оно может модулироваться с помощью акустоопти-
ческого модулятора (АОМ). Излучение заводится в
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки для захвата одиночных атомов Rb в оптическую дипольную ловушку, их
регистрации, оптической накачки и выполнения однокубитовых квантовых операций на основе СВЧ-перехода

оптическую систему по оптоволокну, служащему в
качестве пространственного фильтра. Отраженное
от дихроичного зеркала лазерное излучение фоку-
сируется в облако холодных атомов Rb объективом
с фокусным расстоянием f = 119 мм и числовой
апертурой 0.172. Данный объектив был сконструи-
рован и впервые применен в работе [22]. Перед объ-
ективом установлен телескоп из двух линз с фокус-
ными расстояниями f = 25 мм и f = 150 мм для
расширения лазерного пучка и увеличения степе-
ни фокусировки. Оптическая система настраивается
до получения диаметра пучка в перетяжке по уров-
ню интенсивности e−2 менее 10 мкм, чтобы обеспе-
чить загрузку преимущественно одиночных атомов
за счет эффекта светоиндуцированной столкнови-
тельной блокады.

Для визуализации изображения захваченных
атомов Rb используется резонансная флуоресцен-
ция, индуцированная охлаждающими лазерами
с длиной волны 780 нм (не показаны на рис. 1).
Спонтанно испускаемые фотоны собираются тем
же объективом f = 119 мм, проходят через теле-
скоп, дихроичное зеркало и фокусируются линзой
f = 25 мм на цифровую sCMOS-видеокамеру FLIR
Tau CNV. Для устранения влияния паразитных за-
светок на длине волны лазера дипольной ловушки
перед видеокамерой установлены два интерферен-
ционных фильтра, пропускающих излучение только
на длине волны 780 нм. Изображение с видеока-
меры передается на компьютер через интерфейс
CameraLink.

При выполнении однокубитовых операций рама-
новские переходы имеют преимущество прямой ин-
дивидуальной адресации к отдельным кубитам с по-
мощью сфокусированного лазерного излучения, по-
этому они выглядят более предпочтительными для
атомов в массивах ловушек, чем СВЧ-переходы. Од-
нако в эксперименте с одиночным кубитом более
простым является применение СВЧ-перехода, обес-
печивающего большее время когерентности при ос-
цилляциях Раби. Кроме того, как было продемон-
стрировано в работах [23, 24], адресацию к отдель-
ным кубитам в массивах ловушек можно осуществ-
лять с помощью сфокусированного лазерного излу-
чения, подстраивающего за счет светового сдвига
уровни этого кубита в резонанс с СВЧ-излучением,
тогда необходимость в рамановских переходах отпа-
дает.

В настоящем эксперименте демонстрация одно-
кубитовой квантовой операции с одиночным ато-
мом 87Rb в одиночной оптической дипольной ло-
вушке осуществлялась на основе магнитодиполь-
ного СВЧ-перехода 5S1/2(F = 2,MF = 0) →
→ 5S1/2(F = 1,MF = 0) на частоте 6.834 ГГц меж-
ду сверхтонкими подуровнями основного состояния,
служащими рабочими уровнями кубита. Для этого в
схему на рис. 1 добавлен лазер накачки для накачки
атомов на определенный зеемановский подуровень
(инициализация кубита), выталкивающий лазер для
измерения состояния кубита и СВЧ-генератор с ру-
пором для индуцирования осцилляций Раби между
двумя рабочими уровнями кубита (вращение векто-
ра состояний кубита на заданный угол).
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Излучения всех лазеров модулируются АОМ
для формирования импульсов нужной длительно-
сти. Излучение выталкивающего лазера подмеши-
вается к излучению лазера дипольной ловушки с
помощью оптоволоконного светоделителя СД10/90,
что обеспечивает автоматическое совмещение его
луча с атомами в ловушке и значительно облег-
чает настройку оптической схемы. Излучение ла-
зера накачки заводится ортогонально лучу лазе-
ра дипольной ловушки. В качестве лазера накачки
на определенный сверхтонкий подуровень основно-
го состояния могут также использоваться охлажда-
ющий либо перекачивающий лазеры МОЛ (не пока-
заны на рис. 1), освещающие атомы Rb в ловушке
с шести сторон. Однако они не обеспечивают опти-
ческую накачку на определенный магнитный под-
уровень и применяются только в предварительных
экспериментах для проверки эффективности диа-
гностики сверхтонких подуровней выталкиванием и
СВЧ-спектроскопии.

Временная диаграмма выполнения эксперимента
по захвату одиночного атома 87Rb, оптической на-
качке и реализации однокубитовой квантовой опера-
ции представлена на рис. 2. Эксперимент проводит-
ся в импульсном режиме. Атомы Rb первоначально
загружаются в МОЛ в течение 0.1–5 с и одновремен-
но загружаются в оптическую дипольную ловушку.
При этом излучение лазера дипольной ловушки мо-
дулируется прямоугольными импульсами с частотой
1 МГц, чтобы в отсутствие излучения лазера ловуш-
ки избежать влияния световых сдвигов на регистра-
цию, накачку и выталкивание (световой сдвиг уве-
личивает отстройку оптических переходов на десят-
ки мегагерц и уменьшает сигнал флуоресценции в
несколько раз), а в течение импульсов удерживать
атомы в ловушке. Цифровая sCMOS-видеокамера
FLIR Tau CNV регистрирует атомы последователь-
ностью снимков со временем экспозиции 100–150 мс
до момента загрузки одиночного атома и появления
первого сигнала резонансной флуоресценции.

По факту загрузки одиночного атома запуска-
ется процедура измерений. Охлаждающие лазеры
и градиентное магнитное поле МОЛ выключают-
ся. Атомы удерживаются в дипольной ловушке в
течение 10–15 мс, в то время как атомы в МОЛ
разлетаются. Затем включаются лучи охлаждаю-
щих лазеров и видеокамера для первой регистра-
ции сигнала флуоресценции от захваченного ато-
ма. После этого охлаждающий лазер выключает-
ся и включается постоянное магнитное поле вели-
чиной 2–5 Гс для снятия вырождения по магнит-
ным подуровням и задания оси квантования. Затем

включается лазер накачки с линейной поляризацией
излучения, который действует на атомы в течение
0.1–2 мс и накачивает их на зеемановский подуро-
вень 5S1/2(F = 2,MF = 0) в присутствии излучения
лазера перекачки.

Затем лазеры накачки и перекачки выключают-
ся, и включается импульс СВЧ-излучения. СВЧ-пе-
реходы между двумя сверхтонкими подуровнями
основного состояния изменяют их населенности.
После этого включается выталкивающий лазер, с
помощью которого определяется конечное состоя-
ние атома. В отсутствие излучения лазера накачки
и без СВЧ-импульса оно может быть случайным, а
в присутствии накачки должно быть всегда одним
и тем же. Например, для изотопа 87Rb состоянию
5S1/2(F = 2) будет соответствовать отсутствие сиг-
нала, так как выталкивающий лазер настроен на
замкнутый переход 5S1/2(F = 2) → 5P3/2(F = 3)

и выталкивает из ловушки атомы в состоянии
5S1/2(F = 2). Состоянию 5S1/2(F = 1) будет соот-
ветствовать максимальный сигнал, так как вытал-
кивающий лазер не воздействует на атомы в этом со-
стоянии. Окончательное измерение конечного состо-
яния одиночного атома осуществляется путем вклю-
чения охлаждающих лазеров и второй регистрации
сигнала флуоресценции на цифровой видеокамере.
При обработке данных проводится пост-селекция
только тех событий, когда после загрузки в диполь-
ную ловушку был зарегистрирован один атом, в том
числе исключаются редкие двухатомные события.

Во всей процедуре измерения излучения лазеров
охлаждения, перекачки, накачки и выталкивания
модулируются на частоте 1 МГц в противофазе с
модуляцией излучения лазера дипольной ловушки.
Это позволяет значительно снизить влияние пара-
зитных процессов во включенной ловушке, особенно
в процессе выталкивания.

Экспериментальная демонстрация захвата оди-
ночного атома Rb и его регистрация согласно вре-
менной диаграмме рис. 2 (без накачки, СВЧ-им-
пульса и выталкивания) были представлены ранее в
работе [21]. Изображение одиночного атома проеци-
ровалось на один пиксель видеокамеры согласно схе-
ме рис. 1. Из видеосигнала этого пикселя вычитал-
ся средний уровень шумов и засветок, поэтому из-
меряемый сигнал был пропорционален интенсивно-
сти резонансной флуоресценции одиночного атома.
Временная зависимость видеосигнала имела харак-
тер хаотических импульсов длительностью 1–50 с,
соответствующих наличию или отсутствию разного
числа атомов в ловушке (обычно от 0 до 2). Это так
называемый «телеграфный» сигнал, имеющий сту-
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Рис. 2. Временная диаграмма выполнения эксперимента по захвату одиночного атома 87Rb, оптической накачке и реа-
лизации однокубитовой квантовой операции

пенчатый характер в зависимости от числа захва-
ченных атомов на фоне шумов видеокамеры. Если
шумы достаточно низки, то такая видеокамера при-
годна для регистрации одиночных атомов. В гисто-
грамме распределения амплитуд видеосигнала име-
лись три пика. Первый пик — темновой шум видео-
камеры, второй пик — излучение от одного атома,
третий пик — излучение от двух атомов. Согласно
этой гистограмме, можно было проводить селекцию
событий только с одиночными атомами.

В представленных ниже экспериментах все изме-
рения выполнялись в импульсном режиме с селек-
цией по величине видеосигнала. Из них выбирались
события, соответствующие присутствию только од-
ного атома в ловушке. При этом среднее время удер-
жания одиночного атома в ловушке составляло де-
сятки секунд, что обеспечивало высокую точность
измерений.

3. ОПТИЧЕСКАЯ НАКАЧКА ОДИНОЧНОГО
АТОМА 87Rb

Схема переходов для оптической накачки атомов
87Rb в состояние 5S1/2(F = 2) с проекцией полного
момента MF = 0 приведена на рис. 3а. При вклю-
чении излучения лазера накачки с линейной поля-
ризацией вдоль внешнего магнитного поля индуци-
руются переходы 5S1/2(F = 2) → 5P1/2(F = 2) в
возбужденное состояние 5P1/2(F = 2) на магнит-
ные подуровни без изменения проекции момента,
кроме перехода между магнитными подуровнями с
проекцией полного момента MF = 0, матричный
элемент которого равен нулю. В присутствии излу-
чения лазера перекачки, настроенного на переход
5S1/2(F = 1) → 5P3/2(F = 2), вся населенность по-
степенно скапливается на зеемановском подуровне
5S1/2(F = 2) с проекцией полного момента MF = 0

вследствие спонтанного распада возбужденного со-
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Рис. 3. Схема переходов для оптической накачки атомов
87Rb на переходе 5S1/2(F = 2) → 5P1/2(F = 2) в состо-
яние 5S1/2(F = 2) с проекцией полного момента MF=0

при линейной поляризации лазерного излучения

стояния. Это состояние будет служить начальным
состоянием кубита при выполнении однокубитовой
квантовой операции. Конечным состоянием куби-
та является состояние 5S1/2(F = 1) с проекцией
полного момента MF = 0, отстроенное на частоту
6.834 ГГц от начального состояния. Переход в ко-
нечное состояние можно вызвать с помощью резо-
нансного СВЧ-излучения.

Поскольку методом выталкивания измеряется
вероятность одиночному атому остаться в состоя-
нии 5S1/2(F = 1), а атомы в состоянии 5S1/2(F = 2)

выталкиваются независимо от их проекции момен-
та, зарегистрировать оптическую накачку именно
на зеемановский подуровень 5S1/2(F = 2,MF = 0)

методом выталкивания невозможно. Это можно сде-
лать только путем СВЧ-спектроскопии переходов
5S1/2(F = 2) → 5S1/2(F = 1) между подуровня-
ми с различными проекциями момента в магнитном
поле, когда присутствует зеемановское расщепление
отдельных СВЧ-резонансов.

Для такой спектроскопии необходимо сначала
перекачать населенность в один из сверхтонких под-
уровней 5S1/2(F = 2) или 5S1/2(F = 1) без селекции
по магнитным подуровням. Осуществить полную
перекачку населенности в состояние 5S1/2(F = 2)

можно излучением лазера перекачки в произволь-
ном магнитном поле. Осуществить полную перекач-
ку населенности в состояние 5S1/2(F = 1) можно
излучением лазера накачки, но в отсутствие допол-
нительного магнитного поля. В этом случае пре-
цессия магнитного момента вокруг произвольно на-
правленного слабого лабораторного магнитного по-
ля приведет постепенно к перемешиванию магнит-
ных подуровней и полному опустошению состояния
5S1/2(F = 2) под действием лазера накачки.

На основе этого эффекта можно также кос-
венно оценивать качество накачки в состояние
5S1/2(F = 2,MF = 0) после одновременного дей-
ствия лазеров накачки и перекачки в магнитном
поле. Если после этого включить только излуче-
ние лазера накачки, оно не должно приводить к
перекачке населенности в состояние 5S1/2(F = 1),
если его поляризация строго совпадает с магнит-
ным полем и идут только переходы без изменения
проекции момента. Если же присутствует по-
грешность в установке поляризации относительно
магнитного поля, задающего ось квантования, то
лазером накачки также возбуждаются переходы
с изменением проекции момента. В результате
населенность будет постепенно перекачиваться в
состояние 5S1/2(F = 1), но гораздо медленнее, чем
в лабораторном магнитном поле, так как прецессия
в лабораторном поле будет значительно подавлена.

Исходя из сказанного выше, эксперименты по из-
мерению зависимости от времени для населенности
состояния 5S1/2(F = 1) после действия оптической
накачки и выталкивания выполнялись не по вре-
менной диаграмме рис. 2, а по модифицированным
диаграммам, представленным справа на рис. 4. Ла-
зер накачки имел интенсивность 6 мВт/см2, суммар-
ная интенсивность лучей лазера перекачки состав-
ляла 40 мВт/см2, а лучей охлаждающего лазера —
55 мВт/см2. Лучи лазера перекачки и охлаждения
освещали атом изотропно с шести сторон во избежа-
ние светового давления этих лучей на атом, их по-
ляризацию можно также считать изотропной. Луч
лазера накачки заводился через окно вакуумной ка-
меры МОЛ ортогонально лучу оптической диполь-
ной ловушки и имел линейную поляризацию в го-
ризонтальной плоскости, совпадающую с направле-
нием дополнительного однородного магнитного по-
ля величиной 4–5 Гс с точностью лучше 5◦. Луч
выталкивающего лазера имел интенсивность свыше
100 Вт/см2, благодаря жесткой фокусировке, и уда-
лял из ловушки атомы в состоянии 5S1/2(F = 2) с
эффективностью выше 97%, что было определено в
отдельных измерениях.

На рис. 4а приведена измеренная зависи-
мость (синие кружки) населенности состояния
5S1/2(F = 1) от времени T при первоначальной
оптической накачке на переходе 5S1/2(F = 2) →
→ 5P1/2(F = 2) под действием лазеров накачки и
перекачки в течение 2 мс, и последующем действии
одного только лазера накачки в течение варьиру-
емого времени T , согласно временной диаграмме
справа на рис. 4а. Дополнительное однородное маг-
нитное поле при этом не прикладывалось, поэтому
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Рис. 4. а) Измеренная зависимость населенности состояния 5S1/2(F = 1) от времени T при первоначальной оптической
накачке на переходе 5S1/2(F = 2) → 5P1/2(F = 2) под действием лазеров накачки и перекачки в течение 2 мс и последу-
ющем действии одного только лазера накачки в течение варьируемого времени T согласно временной диаграмме справа.
Дополнительное однородное магнитное поле при этом не прикладывалось. б) То же самое с приложением дополнительно-
го магнитного поля. в) Измеренная зависимость населенности состояния 5S1/2(F = 1) от времени T при первоначальной
полной перекачке населенности в состояние 5S1/2(F = 1) излучением лазера накачки, а затем в состояние 5S1/2(F = 2)

излучением лазера перекачки в течение варьируемого времени T согласно временной диаграмме справа

атомы находились в остаточном лабораторном
магнитном поле (∼ 10 мГс согласно отдельным
измерениям). При T = 0 населенность состояния

5S1/2(F = 1) равна 1.5 ± 1%, что говорит о том,
что вся остальная населенность (98.5%) приходится
на состояние 5S1/2(F = 2) и оптическая накачка
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работает. При увеличении T под действием лазера
накачки происходит перекачка населенности в со-
стояние 5S1/2(F = 1) с постоянной времени 0.1 мс,
которая найдена из аппроксимации эксперимента
экспоненциальной кривой насыщения (красная
кривая на рис. 4а). Населенность выходит на ста-
ционарное значение около 98± 2% за время 0.3 мс.
Таким образом, в отсутствие дополнительного
магнитного поля происходит быстрое (за время
∼ 0.1 мс) перемешивание магнитных подуровней
состояния 5S1/2(F = 2) в лабораторном магнитом
поле, которое разрушает оптическую накачку.

На рис. 4б приведена аналогичная зависимость,
измеренная в присутствии дополнительного одно-
родного магнитного поля величиной 4–5 Гс. При
T = 0 населенность состояния 5S1/2(F = 1) со-
ставила 2.7 ± 1%. При увеличении T под действи-
ем лазера накачки происходит перекачка населен-
ности в состояние 5S1/2(F = 1) с постоянной вре-
мени 2.2 мс. Населенность выходит на стационарное
значение около 97 ± 2% за время 6 мс. Таким об-
разом, в присутствии дополнительного магнитного
поля перемешивание магнитных подуровней состоя-
ния 5S1/2(F = 2) происходит в 20 раз медленнее,
чем в лабораторном магнитом поле. Отсюда мож-
но сделать вывод, что погрешность оптической на-
качки не превышает 5%, а свыше 95% населеннос-
ти накачивается в состояние 5S1/2(F = 2,MF = 0).
Точность ограничена погрешностью установки по-
ляризации лазера накачки по отношению к однород-
ному магнитному полю (1–2%), а также погрешно-
стью определения состояния одиночного атома при
его регистрации методом выталкивания (2–3%).

С точки зрения скорости выполнения проб-
ных экспериментов по СВЧ-спектроскопии, может
быть полезна также быстрая накачка в состояние
5S1/2(F = 1) излучением лазера накачки по схе-
ме рис. 4а. Атомы в состоянии 5S1/2(F = 2) каж-
дый раз удаляются выталкивающим лазером, поэто-
му для следующего измерения необходимо каждый
раз загружать новый атом, в то время как атомы в
состоянии 5S1/2(F = 1) можно использовать в адап-
тивной схеме измерений (запуск по факту загрузки
одиночного атома) несколько раз.

Осуществлять быструю оптическую накачку
сверхтонкого состояния 5S1/2(F = 2) без селекции
по магнитным подуровням можно также излуче-
нием одного лишь лазера перекачки. На рис. 4в
приведена измеренная зависимость населенности
состояния 5S1/2(F = 1) от времени при первона-
чальной полной перекачке населенности в состояние
5S1/2(F = 1) излучением лазера накачки, а затем

в состояние 5S1/2(F = 2) излучением лазера пере-
качки в течение варьируемого времени T согласно
временной диаграмме на рис. 4в справа. На ней
видно, что перекачка в состояние 5S1/2(F = 2)

лазером перекачки происходит с постоянной вре-
мени 1.1 мкс, и при времени 6 мкс в состоянии
5S1/2(F = 1) остается всего 1.5± 1% населенности.

Таким образом, нами была успешно реализова-
на оптическая накачка как на сверхтонкий подуро-
вень 5S1/2(F = 2), так и на сверхтонкий подуровень
5S1/2(F = 1) с точностью свыше 95%, достаточно
высокой для выполнения однокубитовых квантовых
операций с одиночным атомом Rb в одиночной ло-
вушке. В идеале точность оптической накачки мо-
жет быть близка к 100% [3], поэтому в настоящее
время ведутся работы по дальнейшему улучшению
накачки путем подбора различных параметров экс-
перимента.

4. СВЧ-ПЕРЕХОД В ОДИНОЧНОМ
АТОМЕ 87Rb

В атомах 87Rb СВЧ-поле на частоте 6.834 ГГц
вызывает магнитодипольные переходы меж-
ду сверхтонкими зеемановскими подуровнями
5S1/2(F = 2,MF = 0) → 5S1/2(F = 1,MF = 0)

основного состояния (рис. 3а). СВЧ-переходы
соответствуют вращению вектора состояний ку-
бита на заданный угол и представляют собой
однокубитовую операцию. Демонстрация на-
личия СВЧ-перехода проводится путем записи
зависимости населенности конечного состояния
5S1/2(F = 1) от времени (фактически, от площа-
ди СВЧ-импульса). При когерентных переходах
должны наблюдаться осцилляции населенностей
Раби. Мощность СВЧ-излучения подбирается для
достижения максимальной вероятности перехода за
время менее 10 мс. При обработке сигналов прово-
дится пост-селекция событий, когда в дипольную
ловушку был загружен один атом.

Для наблюдения СВЧ-переходов в одном ато-
ме 87Rb по схеме рис. 1 была реализована времен-
ная последовательность рис. 2. В качестве источ-
ника СВЧ-излучения использовался широкополос-
ный перестраиваемый генератор Agilent E8257D-567
UNT1E 1007, имеющий максимальную выходную
мощность 25–28 дБм, фазовый шум −143 дБм/Гц
на частоте 1 ГГц и разрешающую способность пе-
рестройки частоты 0.01 Гц при ширине линии око-
ло 100 Гц. Генератор позволяет осуществлять им-
пульсную модуляцию СВЧ-излучения с фронта-
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ми менее 100 нс. Излучение с генератора пода-
ется на рупорную антенну, установленную вплот-
ную к одному из окон вакуумной камеры МОЛ.
Линейно-поляризованная магнитная составляющая
СВЧ-излучения на выходе антенны была сориенти-
рована вдоль однородного магнитного поля, чтобы
индуцировать СВЧ-переходы без изменения проек-
ции полного момента атома.

Целью эксперимента было наблюдение «часо-
вого» СВЧ-перехода 5S1/2(F = 2,MF = 0) →
→ 5S1/2(F = 1,MF = 0) в присутствии однородно-
го магнитного поля величиной 2–5 Гс. Естественная
ширина этого перехода практически близка к нулю,
так как радиационное время жизни рабочих уровней
близко к бесконечности. Если СВЧ-импульс имеет
конечную длительность, то ширина спектра перехо-
да будет целиком определяться фурье-шириной им-
пульса и частотой Раби. Этот переход не подвер-
жен линейному эффекту Зеемана и имеет только
квадратичный сдвиг +575 Гц/Гс2 в магнитном по-
ле. В отсутствие магнитного поля частота «часово-
го» перехода известна с высокой точностью и равна
6834.682611 МГц. При калиброванной частоте гене-
ратора «часовой» переход должен обнаруживаться
путем сканирования частоты и измерения населен-
ностей, при этом шаг сканирования должен быть не
более 1 кГц, так как ожидаемая ширина резонан-
са составляет такую же величину при длительности
СВЧ-импульса 1 мс.

Другие возможные СВЧ-резонансы на рис. 3а
(между состояниями с разными проекциями момен-
та) имеют высокую чувствительность к магнитно-
му полю (±0.7 МГц/Гс) и большую ширину. Благо-
даря этому их легче обнаружить и идентифициро-
вать. Даже в отсутствие дополнительного однород-
ного магнитного поля они могут существенно сдви-
гаться лабораторным магнитным полем и иметь ча-
стоту, значительно отличающуюся от частоты «ча-
сового» перехода. Этот эффект был обнаружен на-
ми в первых экспериментах по СВЧ-спектроскопии.
Атом 87Rb накачивался на подуровень 5S1/2(F = 1)

излучением охлаждающего лазера. Как уже упоми-
налось, работа с атомами в этом состоянии значи-
тельно увеличивает скорость выполнения экспери-
ментов, так как атомы не удаляются выталкиваю-
щим лазером и их можно использовать многократ-
но.

На рис. 5а представлены обзорные спектры СВЧ-
переходов в атоме 87Rb из состояния 5S1/2(F = 1) в
состояние 5S1/2(F = 2) при использовании охлажда-
ющего лазера в качестве лазера накачки. При та-
кой накачке селективность по магнитным подуров-

ням не обеспечивается, поэтому возможно наблю-
дение различных переходов. Первоначальный по-
иск «часового» перехода 5S1/2(F = 2,MF = 0) →
→ 5S1/2(F = 1,MF = 0) проводился вблизи расчет-
ной частоты 6834.6826 МГц согласно имеющейся ка-
либровке частоты СВЧ-генератора (зеленая стрелка
на рис. 5а), при этом дополнительное магнитное по-
ле не включалось.

На этой частоте был действительно обнаружен
СВЧ-резонанс (правый синий провал на рис. 5а)
в отсутствие внешнего магнитного поля. Однако
он исчезал при приложении однородного магнит-
ного поля величиной более 200 мГс. При измене-
нии магнитного поля даже на небольшую величину
(∼ 20 мГс) этот резонанс заметно сдвигался (пра-
вый красный провал на рис. 5а), что говорит о том,
что это на самом деле не «часовой» переход. Был
сделан вывод, что калибровка частоты используе-
мого СВЧ-генератора по неизвестной причине сбита
на некоторую величину при частоте 6.834 ГГц. Впо-
следствии была выполнена дополнительная калиб-
ровка с использованием стандарта частоты на ато-
мах Rb, которая обнаружила неточность установки
частоты величиной около 100 кГц.

После этого были выполнены эксперименты со
сканированием частоты СВЧ-генератора в более
широких пределах. Сначала был обнаружен срав-
нительно широкий дополнительный СВЧ-резонанс
на частоте 6834.48 МГц (левый синий провал
на рис. 5а). При изменении магнитного поля на
20–30 мГс он заметно сдвигался (левый красный
провал на рисунке рис. 5а). Это оказался также
не «часовой» переход. Только после этого стало
понятно, что «часовой» переход должен лежать
посредине между правым и левым синими пиками
на рис. 5а.

Далее были выполнены эксперименты со ска-
нированием СВЧ-генератора вблизи центральной
частоты 6834.57 МГц между двумя крайними
резонансами. При уменьшении шага сканирования
до 400 Гц был обнаружен «часовой» переход, не
сдвигающийся в магнитном поле (центральный
синий провал на рис. 5а). Его частота 6834.574 МГц
сдвинута на 112 кГц относительно расчетной
(зеленая стрелка на рис. 5а). На рис. 5б при-
веден полученный спектр «часового» перехода
5S1/2(F = 2,MF = 0) → 5S1/2(F = 1,MF = 0),
записанный с высоким разрешением. При дли-
тельности СВЧ-импульса 2 мс ширина резонанса
составляет 600 Гц, что близко к фурье-ширине
импульса. На крыльях спектра видны признаки ос-
цилляций Раби. Поскольку в этом эксперименте для
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Рис. 5. а) Обзорные спектры СВЧ-переходов в атоме 87Rb из состояния 5S1/2(F = 1) в состояние 5S1/2(F = 2) при
использовании охлаждающего лазера в качестве лазера накачки. В центре наблюдается «часовой» переход, не сдвигаю-
щийся в магнитном поле, однако его частота сдвинута на 112 кГц относительно расчетной (зеленая стрелка). б) Спектр
«часового» перехода 5S1/2(F = 1,MF = 0) → 5S1/2(F = 2,MF = 0), записанный с высоким разрешением. При дли-
тельности СВЧ-импульса 2 мс ширина перехода составляет 600 Гц, что близко к фурье-ширине импульса. На крыльях

спектра видны признаки осцилляций Раби

увеличения скорости записи не была реализована
оптическая накачка на определенный зеемановский
подуровень, амплитуда резонанса составляла около
40% от максимально возможной.

Другие переходы, наблюдаемые на рис. 5а, от-
строены по частоте от «часового» перехода пример-
но на ±100 кГц. В схеме на рис. 3а они соответст-
вуют переходам с изменением проекции полного
момента на ±1. Их линейный зеемановский сдвиг
в магнитном поле составляет ±0.7 МГц/Гс, поэто-
му сдвиг резонансов на ±100 кГц означает при-
сутствие нескомпенсированного лабораторного маг-
нитного поля величиной 140 мГс. Для обеспечения
оптической накачки с высокой точностью оно бы-
ло скомпенсировано компенсирующими катушками
МОЛ до величины менее 10 мГс путем подбора тока
в этих катушках, сдвигающих дополнительные резо-
нансы ближе к «часовому» переходу. Компенсация
магнитного поля также должна уменьшать темпе-
ратуру атомов в МОЛ.

После этого стало возможным проведение экс-
периментов по наблюдению высококонтрастных ос-
цилляций Раби на «часовом» переходе в присутст-
вии однородного магнитного поля величиной 4–5 Гс.
Благодаря большому зеемановскому сдвигу дру-
гих переходов в таком поле можно было настроить
СВЧ-излучение в резонанс только с «часовым» пе-
реходом. «Часовой» переход в идеальных условиях
(без паразитных внешних полей) представляет со-

бой идеальную двухуровневую систему без релак-
сации населенностей и фаз. Вероятность СВЧ-пе-
рехода в ней описываются простой формулой, ко-
торую можно получить путем решения уравнения
Шредингера:

ρ(t) ≈ Ω2/2

Ω2 + δ2

[
1− cos

(
t
√
Ω2 + δ2

)]
, (1)

где Ω — частота Раби магнитодипольного «часово-
го» перехода, а δ — отстройка от точной частоты
«часового» перехода с учетом возможного светово-
го сдвига частоты под действием лазера дипольной
ловушки, если измерение проводится во включенной
ловушке. При точном резонансе (δ = 0) населен-
ность осциллирует между начальным и конечным
состоянием на частотеΩ (осцилляции Раби). Форму-
ла (1) также дает спектр перехода при сканировании
δ для фиксированного времени взаимодействия t0.

В формуле (1) осцилляции Раби происходят бес-
конечно долго. Однако на практике всегда присут-
ствуют паразитные процессы (флуктуации частоты
и мощности СВЧ-генератора, шумы магнитного по-
ля, переходы под действием фонового теплового из-
лучения, флуктуации точной частоты резонанса из-
за световых сдвигов под действием лазера диполь-
ной ловушки), которые приводят к затуханию ос-
цилляций Раби и выходу населенностей на некото-
рые стационарные значения. В этом случае времен-
ная эволюция населенностей двухуровневой систе-
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Рис. 6. Экспериментально полученные осцилляции Раби на «часовом» переходе 5S1/2(F = 2,MF = 0) →
→ 5S1/2(F = 1,MF = 0) (синие кружки) и их сравнение с теоретическим расчетом по формуле (2) (красные пунктирные
кривые): а — при мощности СВЧ-генератора 23 дБм и дипольной ловушке, модулированной на частоте 1 МГц; б — при
увеличении мощности до 24 дБм; в — после подстройки поляризации СВЧ-излучения; г — без модуляции дипольной

ловушки

мы описывается более сложной формулой, которую
мы получили в работе [25] на основе решения урав-
нений для матрицы плотности в присутствии релак-
сации населенностей и фаз со скоростью γ:

ρ(t) ≈ Ω2

2Ω2+γ2+4δ2

[
1− exp

(
−2Ω2+δ2

4Ω2+δ2
γt

)]
+

+
Ω2/2

Ω2 + δ2

[
exp

(
−2Ω2 + δ2

4Ω2 + δ2
γt

)
−

− exp

(
−6Ω2 + δ2

4Ω2 + δ2
γt/2

)
cos
(
t
√

Ω2 + δ2
)]
. (2)

Эта формула справедлива при Ω > 3γ, когда час-
тота Раби заметно превышает скорость релаксации.
При γ = 0 она совпадает с формулой (1). Время
когерентности (затухания) осцилляций Раби можно
определить как τ = 1/γ и измерять его путем про-

ведения сравнения между экспериментом и форму-
лой (2).

На рис. 6 приведены записи осцилляций Раби,
полученных на «часовом» переходе в различных
условиях при первоначальной оптической накачке
атомов в состояние 5S1/2(F = 2,MF = 0). Часто-
та СВЧ-излучения настраивалась на центр перехода
с учетом погрешности установки частоты генерато-
ра, квадратичного зеемановского сдвига в магнит-
ном поле и светового сдвига под действием лазера
дипольной ловушки. В первых записях (рис. 6а) при
выходной мощности СВЧ-генератора 23 дБм наблю-
дались осцилляции Раби (синие кружки) с частотой
3 кГц и временем когерентности 1.2 мс. Время коге-
рентности приближенно определялось из сравнения
с теоретической кривой (красная штриховая линия
на рис. 6а), полученной согласно формуле (2). Мак-
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симальная амплитуда и контраст первой осцилля-
ции составляли 78 ± 2%. Увеличение мощности до
24 дБм (рис. 6б) привело к увеличению частоты Ра-
би до 3.4 кГц и амплитуды до 83± 2%.

Поскольку увеличение мощности увеличило
амплитуду осцилляций, представлялось целесооб-
разным дальнейшее увеличение мощности. Однако
мощность 24 дБм была ограничена предельным
паспортным значением генератора на данной час-
тоте. Поэтому дальнейшее увеличение амплитуды
осцилляций было достигнуто путем подстройки по-
ляризации СВЧ-излучения. Как было видно ранее
на рис. 5а, поляризация была не точно выставле-
на вдоль магнитного поля, так как возбуждались
СВЧ-переходы как без изменения, так и с изменени-
ем проекции магнитного момента. Несмотря на то,
что ориентация СВЧ-рупора должна была задавать
строго горизонтальную магнитную составляющую
СВЧ-поля на входе в вакуумную камеру МОЛ, в
центре камеры, где находится дипольная ловушка,
поляризация оказывается повернутой на десятки
градусов. По-видимому, это является результатом
многократных переотражений СВЧ-волны от сте-
нок камеры. Этот поворот был скомпенсирован
путем вращения рупора вокруг продольной оси.
Подбор ориентации рупора позволил увеличить
частоту осцилляций Раби до 4.2 кГц и амплитуду
до 92± 2% (рис. 6в), при этом время когерентности
возросло до 1.5 мс.

Наконец, было высказано предположение, что
контраст осцилляций Раби может быть ограничен
вследствие модуляции лазера дипольной ловушки
на частоте 1 МГц. Модуляция может приводить к
частичной потере когерентности в течение лазерных
импульсов, когда световой сдвиг «часового» перехо-
да изменяется в процессе модуляции. Поэтому бы-
ло выполнено дополнительное измерение осцилля-
ций Раби при непрерывно включенной дипольной
ловушке (рис. 6г). В этом режиме частота Раби сни-
зилась до 4 кГц, но увеличилось время когерентно-
сти до 3 мс, что привело к увеличению амплитуды
первой осцилляции до 94 ± 2%. С учетом погреш-
ности измерений такой контраст позволяет выпол-
нять однокубитовые квантовые операции с точнос-
тью до 95%.

Для рис. 6в и 6г были также исследованы спек-
тры «часового» перехода 5S1/2(F = 2,MF = 0) →
→ 5S1/2(F = 1,MF = 0) с высоким разрешением.
На рис. 7 приводятся их экспериментальные запи-
си (синие кружки) и теоретический расчет по фор-
муле (1) (красные штриховые кривые) при време-
ни взаимодействия t0 = 0.12 мс, соответствующем

первому максимуму осцилляций Раби. Формула (1)
здесь применима благодаря короткому времени вза-
имодействия. Рисунок 7а соответствует спектру при
включенной модуляции дипольной ловушки и час-
тоте Раби 4.2 кГц, а рис. 7б — без модуляции ди-
польной ловушки и частоте Раби 4 кГц. Формы резо-
нансов близки к теоретическим. Ширины резонан-
сов составляют около 7 кГц и обусловлены в основ-
ном фурье-шириной СВЧ-импульса.

Обращает на себя внимание сдвиг центральной
частоты резонанса около 8 кГц между двумя запи-
сями на рис. 7. Он вызван разницей в среднем све-
товом сдвиге при модуляции ловушки и без моду-
ляции, так что частота резонанса зависит от мощ-
ности лазера ловушки. Поэтому небольшое расхож-
дение теории и эксперимента на вершинах резонан-
сов предположительно связано с медленными дрей-
фами мощности дипольной ловушки в процессе за-
писи, который занимает длительное время (около
1 ч). Наблюдаемая разница световых сдвигов соот-
ветствует расчетной при мощности излучения лазе-
ра дипольной ловушки 250 мВт на входе в вакуум-
ную камеру МОЛ и радиусе пятна в фокусе ловуш-
ки 5 мкм по уровню интенсивности e−2.

5. ОДНОКУБИТОВЫЕ КВАНТОВЫЕ
ОПЕРАЦИИ НА СВЧ-ПЕРЕХОДЕ В
ОДИНОЧНОМ АТОМЕ 87Rb

Базовыми однокубитовыми квантовыми опера-
циями являются вентиль Адамара Н, который со-
здает когерентную суперпозицию двух состояний
кубита, и вентиль инверсии NOT, который ин-
вертирует состояние кубита. В нашем эксперимен-
те их выполнение осуществляется путем экспери-
ментального наблюдения осцилляций населенностей
Раби на СВЧ-переходе и построения таблиц ис-
тинности при вращении вектора состояний куби-
та на угол π для вентиля NOT и на угол π/2

для вентиля Н при различных начальных состояни-
ях (логические «0» и «1»). В качестве логического
«0» выбирается начальное состояние СВЧ-перехода
5S1/2(F = 2,MF = 0), а в качестве логической
«1» — конечное состояние 5S1/2(F = 1,MF = 0).
Для приготовления начального состояния «1» сна-
чала используется операция NOT, которая объеди-
няется с последующим вращением кубита. Заверше-
ние каждой однокубитовой операции соответствует
заданным площадям СВЧ-импульсов, показанным
на рис. 8а.
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Рис. 7. Экспериментальные записи спектра «часового» перехода 5S1/2(F = 2,MF = 0) → 5S1/2(F = 1,MF = 0) (синие
кружки) и их сравнение с теоретическим расчетом по формуле (1) (красные пунктирные кривые) при времени взаимодей-
ствия t0 = 0.12 мс и частоте Раби: а — 4.2 кГц при включенной модуляции дипольной ловушки; б — 4 кГц без модуляции

дипольной ловушки

Рис. 8. а) Идеальные осцилляции Раби на «часовом» СВЧ-переходе 5S1/2(F = 2,MF = 0) → 5S1/2(F = 1,MF = 0)

между сверхтонкими подуровнями основного состояния атома 87Rb для выполнения однокубитовых квантовых операций
на их основе. Точками обозначены конечные фазы осцилляций Раби, использующиеся для различных однокубитовых
операций. б) Экспериментальная запись осцилляций Раби, соответствующая рис. 6г. Вертикальные линии задают точки
пересечения площадей импульсов π/2, π, 3π/2, 2π с экспериментальными осцилляциями Раби для определения точности

выполнения однокубитовых операций

На рис. 8б представлена экспериментальная за-
пись осцилляций Раби из рис. 6г, приведенная к
масштабамшкал образцового рис. 8а. Вертикальные
линии задают точки пересечения площадей π/2, π,
3π/2, 2π с экспериментальными осцилляциями для
определения точности выполнения однокубитовых
операций.

В случае начального состояния «0» вентилю
Адамара соответствует поворот на угол π/2, при
этом СВЧ-импульс завершается в момент 1 (им-
пульс площадью π/2). После вращения на угол
π/2 населенность в точке 1 на рис. 8б составля-

ет 0.489 ± 0.02 вместо идеального значения 0.5 на
рис. 8а. Таким образом, точность выполнения вен-
тиля Адамара из начального состояния «0» равна
97.8± 4%.

В случае начального состояния «0» вентилю
NOT соответствует поворот на угол π, СВЧ-импульс
завершается в момент 2 (импульс площадью π). На
рис. 8б после вращения на угол π населенность в
точке 2 составляет 0.935 ± 0.02 вместо идеально-
го значения 1 на рис. 8а. Таким образом, точность
выполнения вентиля NOT из начального состояния
«0» равна 93.5± 2%.
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Таблица истинности для каждой из однокубитовых операций по результатам измерений с различными начальными
состояниями кубита

Начальное
состояние
кубита

Результат
выполнения
операции Н

Точность
выполнения
операции Н

Результат
выполнения

операции NOT

Точность
выполнения

операции NOT

0 0.489± 0.02 97.8± 4% 0.935± 0.02 93.5± 2%

1 0.465± 0.02 93± 4% 0.035± 0.02 96.5± 2%

Для построения таблиц истинности, соответству-
ющих начальному состоянию «1», предварительно
выполняется приготовление этого состояния пово-
ротом кубита на угол π. На рис. 8а такое приго-
товление соответствует точке 2. Тогда на экспери-
ментальной записи рис. 8б точность приготовления
состояния «1» равна 93.5± 2%.

Для выполнения вентиля Адамара из состояния
«1» происходит дополнительный поворот на угол
π/2, что соответствует завершению СВЧ-импульса
в момент 3. На рис. 8б после вращения из точ-
ки 2 на угол π/2 населенность в точке 3 составля-
ет 0.465 ± 0.02 вместо идеального значения 0.5 на
рис. 8а. Таким образом, точность выполнения вен-
тиля Адамара из начального состояния «1» равна
93± 4%.

Для выполнения вентиля NOT из состояния «1»
происходит дополнительный поворот на угол π, что
соответствует завершению СВЧ-импульса в момент
4. На рис. 8б после вращения из точки 2 на угол π
населенность в точке 4 составляет 0.035± 0.02 вме-
сто идеального значения 0 на рис. 8а. Тогда точность
выполнения вентиля NOT из начального состояния
«1» равна 96.5± 2%.

По результатам этих измерений была составлена
таблица истинности для каждой из однокубитовых
операций (таблица). Из нее можно определить, что
средняя точность выполнения однокубитовых кван-
товых операций с одиночным атомом Rb состави-
ла 95.2 ± 3%. В работах других групп была про-
демонстрирована точность однокубитовой операции
с нейтральными атомами на основе СВЧ-перехода
выше 99% [26], поэтому в настоящее время ведутся
работы по дальнейшему улучшению точности путем
варьирования различных параметров эксперимента.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Наши эксперименты с одиночным атомом 87Rb
в оптической дипольной ловушке диаметром менее

10 мкм, сформированной длиннофокусным объекти-
вом с малой числовой апертурой и расположенным
снаружи магнитооптической ловушки, показали,
что выполнение захвата, удержания и управления
квантовым состоянием одиночного атома возмож-
но с точностью, достаточной для выполнения од-
нокубитовых квантовых операций. Более того, оди-
ночный атом может регистрироваться sCMOS-ви-
деокамерой вместо EMCCD-камер, которые обычно
используются для этой цели. Такая sCMOS-камера
значительно дешевле EMCCD-камер, и в то же вре-
мя она обеспечивает малые шумы регистрации и
считывания. Мы показали, что sCMOS-камера при-
годна для регистрации одиночных атомов при вре-
менах экспозиции 50–200 мс. Это время в несколько
раз больше, чем для EMCCD-камер, но оно доста-
точно коротко для выполнения квантовых операций
с одиночным атомом.

В такой экспериментальной схеме нам удалось
осуществить оптическую накачку, наблюдать «часо-
вой» СВЧ-переход между двумя сверхтонкими под-
уровнями одиночного атома 87Rb и продемонстри-
ровать на нем осцилляции населенностей Раби с кон-
трастом до 95%. Это эквивалентно выполнению ба-
зовых однокубитовых квантовых операций (венти-
лей Адамара и NOT) из различных начальных со-
стояний кубита с точностью до 95%. При дальней-
шем совершенствовании экспериментальной уста-
новки точность может быть увеличена свыше 99%,
а сами эксперименты могут выполняться с масси-
вом оптических дипольных ловушек, представляю-
щих собой квантовый регистр. Отметим, что экспе-
рименты в этом направлении, но с асферическими
линзами внутри вакуумной камеры, выполняются
также в Московском государственном университе-
те, где была продемонстрирована загрузка одиноч-
ных атомов Rb в массив ловушек [9] и реализованы
однокубитовые операции с одиночным атомом.
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Исследуется динамика поля в тонком волноводе, окруженном спирально расположенными двухуровне-
выми атомами. Взаимодействие индуцированных поляризаций атомов с полем, распространяющимся
внутри волновода, описывается системой редуцированных уравнений Максвелла –Блоха в приближении
однонаправленного распространения поля. Нелокальное диполь-дипольное взаимодействие поляризаций
атомов в спирали описывается в приближении взаимодействия ближайших соседей в криволинейной
среде. Методом, основанном на задаче Римана с нулями, найдены солитонные решения интегрируемой
редукции системы уравнений, описывающие несимметричное распространение импульсов поля в вол-
новоде в прямом и обратном направлениях. Показано, что в зависимости от знака хиральности или
направления распространения импульс поля в волноводе может иметь форму либо острого пика, либо
близкую прямоугольной. Решения, описывающие эволюцию импульсов поля на ненулевом пьедестале,
показывают, что форма и амплитуда импульсов поля могут контролироваться параметрами внешней
накачки.

DOI: 10.31857/S0044451021030044

1. ВВЕДЕНИЕ

Асимметричное распространение волн, вызван-
ное нелинейностью, возникает в различных облас-
тях физики, включая нелинейную оптику. Элект-
ронный диод, основанный на эффекте Фарадея, яв-
ляется ключевым компонентом в оптических и мик-
роволновых системах [1–3]. Так называемый полно-
стью оптический диод был предсказан в [4–8], а за-
тем реализован экспериментально в [9]. В качест-
ве основы диода предлагалось использовать лево-
сторонние метаматериалы [10], квазипериодические
системы [11], связанные линейные и нелинейные
резонаторы [12–14]. Асимметричное пропускание в
структурах метаматериалов возникает, если распро-
странение сопровождается преобразованием поля-
ризации [6, 8]. В оптике простейший изолятор, ис-
пользующий невзаимное пропускание циркулярно
поляризованного света, состоит из пары поляриза-
торов и вращателя Фарадея и для него требуется
статическое магнитное поле. Аналогичный подход
используется и для микроволновых устройств [1].

* E-mail: zabolotskii@iae.nsk.su

Изучение нелинейных невзаимных эффектов
представляет как теоретический, так и прикладной
интерес, поскольку формирование ультрокоротких
импульсов поля в несимметричных, хиральных и
криволинейных средах может существенно отли-
чаться от случаев однородных и симметричных
сред. Аналитическую информацию об эволюции
оптических и других импульсов в нелинейных
средах можно получить, решая начально-краевые
задачи для полностью интегрируемых уравнений
[15–17]. Первые полностью интегрируемые уравне-
ния Максвелла –Блоха, описывающие эволюцию
электромагнитных волн в двухуровневой системе
(ДУС), были выведены Лэмбом [18] в рамках
приближения медленно меняющейся огибающей.
Позже были найдены интегрируемые обобще-
ния этих уравнений, описывающие эволюцию
электромагнитных импульсов как с применением
приближения медленной огибающей, так и вне его,
см. обзоры [16,17]. Различие нелинейных эффектов,
определяющих эволюцию возбуждений в прямо-
линейных и изогнутых молекулярных цепочках, в
рамках интегрируемых моделей показано в [19, 20].

Если расстояние между атомами намного мень-
ше резонансной длины волны, то нелокальное ди-
поль-дипольное взаимодействие (ДДВ) может ока-
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зывать существенное влияние на формирование воз-
буждений в дипольных средах и на многие другие
линейные и нелинейные процессы [21–29]. В прибли-
жении взаимодействия ближайших соседей взаимо-
действие диполей, расположенных на искривленных
поверхностях, описывается лапласианом в криволи-
нейных координатах [30]. В двумерных и трехмер-
ных структурах, например, в магнитах и жидких
кристаллах, эффекты, связанные с ДДВ и геометри-
ческими факторами, играют решающую роль. Оп-
тические хиральные среды могут быть сформиро-
ваны из спирально расположенных атомов, см., на-
пример, [20].

В настоящей работе интегрируемая модель при-
меняется для описания влияния хиральности и
нелинейной обратной связи на распространение им-
пульсов поля. В следующем разделе статьи пред-
ставлена базовая система редуцированных уравне-
ний Максвелла –Блоха (РУМБ), описывающая ди-
намику ультракоротких импульсов поля в волново-
де, окруженном спиралями с ДУС. В разд. 3 при-
ведено ее представление нулевой кривизны. Свойст-
ва симметрии описаны в разд. 4. Метод, основан-
ный на решении задачи Римана с нулями [15], опи-
сан в разд. 5. Солитонные решения представлены в
разд. 6. Выводы даны в Заключении.

2. ВЫВОД УРАВНЕНИЙ МОДЕЛИ

Хиральная среда, изучаемая в данной работе,
показана на рис. 1. Атомы или молекулы, модели-
рованные ДУС, имплантированы в кривые, образу-
ющие спирали. Осциллирующие дипольные момен-
ты переходов в атомах создают электромагнитное
поле Ẽ, которое распространяется вдоль и против
направления оси z в волноводе. Для цепочки ато-
мов, расположенных на кривой γ(s), энергия взаи-

Рис. 1. Вид хиральной среды. Направление распростра-
нения импульсов параллельно оси z показано стрелками.
Сферы обозначают атомы, расположенные на спиралях

модействия поля Ẽ(s) с поляризацией среды P̃(s) =

=
∑

n gd(s − sn)ρ̃(sn) пропорциональна −Ẽ · P̃m,
где sn = an, n = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , — коорди-
наты атомов на кривой, ρ̃ — индуцированная по-
ляризация одного атома, gd — коэффициент взаи-
модействия. Знак тильда над функциями означает,
что они определены в точке на кривой s ∈ γ(s).
Для расстояний, много меньших длины волны, поле
диполя убывает как куб расстояния, поэтому для
упрощения модели используем приближение взаи-
модействия только с ближайшими соседями, кото-
рое ранее успешно применялось к аналогичным мо-
лекулярным цепочкам, см., например, [21,24]. С уче-
том полей поляризаций только ближайших соседей
нелокальная поляризация имеет вид

P̃(sn) ≈ gd(0)ρ̃(γ(sn))+

+ gd(sn − sn−1)ρ̃(γ(sn−1))+

+ gd(sn − sn+1)ρ̃(γ(sn+1)). (1)

В декартовых координатах ex,y,z спираль γ(s) имеет
вид

γ(s) = R [ex cos(φ) + ey sin(φ)] + ezCφP . (2)

Здесь φ = s/L,L =
√
P2 +R2, R и P — соответ-

ственно радиус и шаг спирали, C = ±1 — хираль-
ность спирали. Для рассматриваемых здесь симмет-
ричных спиралей кривизна Ch = R/L2, а также кру-
чение Th = CP/L2 — константы. Мы предполагаем,
что sn − sn−1 � R,P . Разность между проекция-
ми спиральных положений атомов на продольную
координату z имеет вид

zn − zn−1 = (sn − sn−1) CP/L ≡ aCP/L. (3)

Тангенциальный T = ∂sγ(s), нормальный N и би-
нормальный B векторы образуют базис Френе –
Серре [30]. Для простоты полагаем, что Ch →
→ 0. В итоге движение возбуждения по спирали
сводится к вращению нормального и бинормаль-
ного векторов вокруг оси z. Чтобы учесть влия-
ние полей наведенных диполей соседних атомов,
перейдем к вращающейся системе координат ρ̃ =

= M̂(Ch → 0)P, Ẽ = M̂(Ch → 0)E , где P =

= {Px, Py, Pz}T , E = {Ex, Ey, Ez}T . Здесь и ниже
функции без тильды определены на оси z. При сме-
щении s→ s±a вектор поляризации P⊥ = {Px, Py}T
вращается P⊥(s) → M̂⊥(s)−1M̂⊥(s ± a)P⊥(s ± a) =

= M̂⊥(±a)P⊥(s±a). Это вращение описывается мат-
рицей M̂⊥(±a):

M̂⊥(s) =

⎡⎣ − cosφ − sinφ

sinφ − cosφ

⎤⎦ . (4)
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В этом приближении находим из (1) с учетом про-
екции на ось z

M̂⊥(a)P⊥(s+ a) + M̂⊥(−a)P⊥(s− a) =

= 2ÎP⊥(s)− 2a2Th

[
0 1

−1 0

]
∂zP⊥(z)+

+ a2Î∂2sP⊥(s) +O(a3), (5)

где Î — единичная 2×2-матрица. Во втором члене в
правой части уравнения (5) использована проекция
на ось z с учетом (3).

Интегрируемость модели позволяет выявить
определяющие нелинейные эффекты, проанализи-
ровать начальные условия и провести сравнение с
результатами численного анализа исходной более
общей модели. Чтобы найти полностью интегриру-
емую модель, мы предполагаем помимо стандарт-
ных условий, таких как отсутствие потерь и одно-
мерность волновода, что второй производной по s в
правой части уравнения (5) можно пренебречь. Это
условие обсуждается в разд. 5. Уравнения Макс-
велла, описывающие эволюцию двухкомпонентного
электрического поля в прямолинейном волноводе,
распространяющегося в направлении оси z или про-
тив нее, см. рис. 1, с учетом поляризаций спирально
расположенных атомов имеют вид

[
∂2z −

1

c2
∂2t

]
E⊥ =

4πNada
c2

×

× ∂2t

[
(1 + 2g0) + γc

(
0 1

−1 0

)
∂z

]
P⊥, (6)

где g0 = gd(±a), gd(0) = 1, γc = −g02a2CP/L,
c — фазовая скорость поля в среде и E⊥ =

= {Ex(z, t), Ey(z, t)}T . Второй матричный член в пра-
вой части уравнений (6) обусловлен влиянием кри-
волинейного расположения атомов вокруг волново-
да.

При условии 4πNad
2
a/�ωa ≤ 1, где Na, da, ωa —

плотность ДУС, дипольный момент и частота пере-
хода соответственно, применимо приближение одно-
направленного распространения волновых пакетов
[31]. Для оптических полей приближение выполни-

мо для Na � 10−18 см−3. Формально условие можно
представить в виде

∂z + ε∂ct � ∂t, ∂z, (7)

где ε = 1 соответствует направлению распростране-
ния поля слева направо, а ε = −1 — противополож-
ному направлению.

При условиях (7) уравнения (6) принимают вид

∂Ex
∂χ

=
∂Px
∂τ

+ b
∂2Py
∂τ2

, (8)

∂Ey
∂χ

=
∂Py
∂τ

− b
∂2Px
∂τ2

. (9)

Здесь Ex,y = d0Ex,y/(�ω), τ = tω, ε = εC = ±1 и

b =
−εg0ω

(1 + 2g0)Lc
= εf2, (10)

∂

∂χ
=

−�c2

4πNad2aω0 (1 + 2g0)

(
∂

∂z
− ε

∂

c∂t

)
. (11)

Для диполь-дипольного взаимодействия g0 < 0 и,
считая, что 1 + 2g0 > 0, полагаем b = εf2, f ∈ R.
Знак ε определяется как хиральностью спирали, так
и направлением распространения импульсов поля.

В безразмерных переменных уравнения, описы-
вающие динамику ДУС во внешнем поле вращени-
ем вектора Блоха S = {S1, S2, S3}, [32] совместно с
уравнениями (8), (9) представим в виде

∂τS = iS − iES3, (12)

∂τS3 =
i

2
(ES∗ − E∗S) , (13)

∂xE = ∂τ
(
S − iεf2∂τS

)
. (14)

Здесь E = Ex+ iEy, S = S1+ iS2, S1 = Px, S2 = Py и
S3 — нормированная разность населенностей уров-
ней энергетического перехода ДУС.

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НУЛЕВОЙ КРИВИЗНЫ

Система (12)–(14) является условием совместно-
сти следующих линейных систем:

∂tΦ = Lψ ≡ ε

f2 − ζ2

[
−i ζU

−εζU∗ i

]
Φ, (15)

∂zΦ = AΦ ≡ ε

f2 − ζ2 + 2ε

⎡⎢⎢⎣ i
f2 + ζ2

f2 − ζ2
S3 ζ

√
cS − ε δ(ζ)f2US3

−εζ
√
cS∗ + δ(ζ)f2U∗S3 −i f

2 + ζ2

f2 − ζ2
S3

⎤⎥⎥⎦Φ, (16)
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где U = E/
√
c, c = 1 + εf2 и

δ(ζ) = ζ
f2 − ζ2 + 2ε

f2 − ζ2
. (17)

Существует бесконечное количество интегрируе-
мых уравнений, отличающихся калибровочными
преобразованиями представления нулевой кривиз-
ны. Система (15), (16) подобрана с целью удобства
применения метода решения с использованием
задачи Римана с нулями [15].

Для анализа аналитических свойств функций
Йоста представим компоненты первого столбца
функции Φ в виде

φ1 = exp

⎛⎝−iλτ +
τ∫

−∞
ρ(ζ, t) dt

⎞⎠ , (18)

φ2 = φ0 exp

⎛⎝−iλτ +
τ∫

−∞
ρ(ζ, t) dt

⎞⎠ , (19)

где λ(ζ) = ε
(
f2 − ζ2

)−1 и φ0 не зависит от ζ. Счита-
ем, что λ лежит в верхней полуплоскости комплекс-
ной плоскости. Подставляя (18), (19) в систему (15),
получаем

ζF∂τ

(
Γ

ζU

)
= λ

(
2iΓ− ζ2|U |2 − Γ2

)
, (20)

где Γ = ζUφ2/φ1. Пусть разложение Γ по степеням
iλ имеет вид

Γ =

∞∑
n=1

γk (iλ)
−k
. (21)

Подставив (21) в уравнение (20), получаем рекур-
сию

2iγn − ikf2|U |2δk0 +
k∑

n=0

γk−nγn =

= iU∂τ

(γk−1

U

)
. (22)

Отсюда находим интегральную плотность

γ0 = i
(
1±
√
1 + εf2|U |2

)
. (23)

Сравнивая с разложением ρ по степеням iλ

ρ =

∞∑
n=1

ρk (iλ)
−k
, (24)

находим из уравнения (20)

ρn = −iγn+1. (25)

Таким образом, асимптотика вектор-функции при
λ→ ∞ (ζ → ±f) имеет вид

φ =

⎛⎝ 1
iρ−1

fU

⎞⎠ e−iλu(τ)+O(1) +O
(
1

λ

)
, (26)

где

u = τ +

τ∫
−∞

(√
1 + εf2|U |2 dt− 1

)
. (27)

Из (26), (27) следует, что вместо τ удобно ввести
новую переменную u. При этом спектральная проб-
лема (15) принимает вид

∂Φ

∂u
=

ε

f2 − ζ2

[
−iV3 ζV

−εζV ∗ iV3

]
Φ, (28)

где V = {V1, V2, V3}, V = V1 + iV2 и

V3 =
1√

1 + εf2|U2|
, V =

U√
1 + εf2|U2|

. (29)

4. СВОЙСТВА СИММЕТРИИ

Перечислим свойства симметрии линейных си-
стем (16), (28) и соответствующих матричных функ-
ций Φ:

I)

L∗(ζ∗) =M(ζ)L(ζ)M−1(ζ), (30)
A∗(ζ∗) =M(ζ)A(ζ)M−1(ζ), (31)
Φ∗(ζ∗) =M(ζ)Φ(ζ)M−1(ζ), (32)

M(ζ) =

(
0 1

−1 0

)
; (33)

II)

σ−1
3 L(−ζ)σ3 = L(ζ), (34)
σ−1
3 A(−ζ)σ3 = A(ζ), (35)
σ−1
3 Φ(−ζ)σ3 = Φ(ζ), (36)

σi — матрицы Паули;
III)

MH(ζ)L
†(ζ∗)M−1

H (ζ) = −L(ζ), (37)

MH(ζ)A
†(ζ∗)M−1

H (ζ) = −A(ζ), (38)

MH(ζ) =

(
1 0

0 ε

)
. (39)
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Свойства симметрии I определяют вид функции
Φ(ζj) = Φj ,

Φ±
j =

(
ψj1 −εψ∗

j2

ψj2 ψ∗
j1

)
. (40)

5. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Будем строить N -солитонное решение методом
решения задачи Римана с нулями [15]. Считаем,
что все полюсы простые. Функция Йоста JN (ζ) —
решение системы (16), (28) — строится «одевани-
ем» исходного решения J0(ζ), которое определяется
начально-краевыми условиями:

JN (ζ) = GN (ζ)J0(ζ), (41)

где GN (ζ) — мероморфная функция с 2N полюсами
со свойствами симметрии I и II, см. разд. 4:

J∗
N (ζ∗) =MJN(ζ)M

−1, (42)
JN (−ζ) = σ3JN (ζ)σ−1

3 , (43)
G∗
N (ζ∗) =MGN(ζ)M

−1, (44)
GN (−ζ) = σ3GN (ζ)σ−1

3 . (45)

Если ζn — простой полюс GN (ζ), то из-за сим-
метрии (34), (35) −ζn тоже простой полюс GN (ζ),
т. е.

GN (ζ) = CNHN (ζ), (46)

HN (ζ) = I +

N∑
n=1

[
An

ζ − ζn
+

Ãn
ζ + ζn

]
. (47)

Здесь CN — 2× 2-матрица, не зависящая от ζ. Мат-
рицы CN , HN обладают той же симметрией, что
и GN :

CN = σ3CNσ
−1
3 , HN (−ζ) = σ3HN (ζ)σ−1

3 , (48)

где

Ãn = −σ3Anσ−1
3 . (49)

Для определения CN рассмотрим предел ζ → ∞ в
системах (16) и (28):

∂τ,xCNHN (∞) = ∂τ,xCN → 0. (50)

Из (48), (50) следует, что CN — действительная
постоянная диагональная матрица, которая может
быть устранена калибровочным преобразованием.

Из (34), (35) и (16), (28) следует, что
J†(ζ∗)MH(ζ)−1J(ζ)MHζ) — постоянная матрица и,
как следует из асимптотики ζ → ∞, единичная:

JN (ζ)MH(ζ)J†(ζ∗)MH(ζ)−1 = 1. (51)

Из условия отсутствия сингулярностей в (51) при
ζ → ζk находим систему линейных уравнений:

AkMH

{
I +

N∑
n=1

[
A†
n(ζ

∗
n)

ζk − ζ∗n
− Ã†

n(ζ
∗
n)

ζk + ζ∗n

]}
M−1
H =

= 0. (52)

Обозначим xn = x(ζn), βn = β(ζn), . . . ,etc, n = 1,
2, . . . , N и представим матрицы An в виде

An =

(
xnβn xnαn

ynβn ynαn

)
. (53)

Подстановка в (63) дает систему уравнений

βk +
2

ζ2k − ζ∗2n
Bknx

∗
n = 0, (54)

εαk +
2

ζ2k − ζ∗2n
Akny

∗
n = 0, (55)

где

Bkn = (βkβ
∗
nζ

∗
n + ε αkζkα

∗
n) , (56)

Akn = (βkζkβ
∗
n + ε αkα

∗
nζ

∗
n) . (57)

Подставляя решения систем (54), (55), которые
можно найти с помощью формул Крамера, в выра-
жение (47), находим матричную функцию

HN = I −
N∑
n=0

N∑
k=0

ζ∗2k − ζ2n
f2
0 − ζ2n

×

×
[
ζnβn(B

∗
nk)

−1β∗
k f0αn(B

∗
nk)

−1β∗
k

εf0βn(A
∗
nk)

−1α∗
k εζnαn(A

∗
nk)

−1α∗
k

]
. (58)

Для определения функций αn, βn перейдем к
пределу ζ → ζn в линейных системах (16), (28):

∂x (CNAnJ0(ζn)) = LCNAnJ0(ζn), (59)
∂t (CNAnJ0(ζn)) = ACNAnJ0(ζn). (60)

Поскольку detAn = 0, находим, что

{βn, αn}J0(λn) = {bn, an}, (61)

где an, bn — произвольные константы, задаваемые
начально-краевыми условиями. Без потери общнос-
ти достаточно найти
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ρn =
βn
αn

=
J
(0)
12 − J

(0)
11 rn

εJ
(0)∗
12 + J

(0)∗
11 rn

, (62)

где rn = bn/an и J (0)
ij — элементы матрицы J0.

Преобразование решения Йоста, относящегося к
N−1-солитонному решению, в решение GN , отвеча-
ющее N -солитонному решению, удовлетворяет сис-
теме уравнений

∂xGN = LNGN −GNLN−1, (63)
∂tGN = ANGN −GNAN−1. (64)

Повторяя это преобразование, получаем уравнения,
связывающие GN и G0. Переходя к пределу ζ → ±f
в уравнении (63), находим в итоге связь между
N -солитонным (2N -полюсным) решением VN и ис-
ходным решением V0:

(VN · σ) = CNHN (±f) (V0 · σ)H−1
N (±f)C−1

N . (65)

6. СОЛИТОННЫЕ РЕШЕНИЯ

Для начально-краевых условий U(0, τ) = 0,
S(0, χ) = 0 с точностью до сдвигов переменных на-
ходим

J0(ζ, u, χ) = eσ3Θ, (66)

где

Θ =
−iε
f2−ζ2

⎡⎣u− f2 + ζ2

f2−ζ2+2ε

χ∫
−∞

S3(0, s) ds

⎤⎦ . (67)

Найдем решения для N = 1. Используя (58),
(65), находим для ε = 1

V3 = 1− 16f2η2ξ2

[(f − ξ)2 + η2] [(f + ξ)2 + η2] [−η2 + ξ2 + (η2 + ξ2) ch(4θ)]
, (68)

V =
2fξe−2θ−2iψ

{
ηe4θ(η − iξ)

[
f2 + (η + iξ)2

]
− η(η + iξ)

[
f2 + (η − iξ)2

]}
[(f − ξ)2 + η2] [(f + ξ)2 + η2] [ξ ch(2θz) + iη sh(2θ)]

2 ; (69)

и для ε = 1

V3 = 1 +
16f2η2ξ2

[(f − ξ)2 + η2] [(f + ξ)2 + η2] [(η2 + ξ2) ch(4θ) + η2 − ξ2]
, (70)

V =
16fηξe4θ−2iψ

[
η ch(2θ)

(
f2 + η2 + ξ2

)
+ iξ sh(2θ)

(
−f2 + η2 + ξ2

)]
[(f − ξ)2 + η2] [(f + ξ)2 + η2] [e4θ(η − iξ) + η + iξ]

2 . (71)

Здесь θ = ImΘ, ψ = ReΘ.

Зависимость E от τ представлена в неявном ви-
де:

U(τ) =
V (u)

V3(u)
, τ = τ0 +

u∫
−∞

V3(χ, u
′) du′. (72)

На рис. 2 и 3 показаны формы импульсов для
разных значений f .

Для исследования новых механизмов управле-
ния ипульсами поля в невзаимных системах рас-
смотрим случай ненулевого пьедестала фонового ре-
шения U0 �= 0, S(χ) = 0, S3(χ) = const. Простейшее
решение отвечает вращающейся поляризации поля
в волноводе:

Ub(z) = U0e
−2iΘ0z/v. (73)

В рамках приближения однонаправленного распро-
странения (7) Ub(z) = Ub(vτ), где v — фазовая ско-
рость поля в волноводе. Решение линейных систем
(16), (28) имеет вид

{φ1, φ2} =
{
1,
√
ε
}
eσ3(θ+iψ), (74)

где θ = ImΘ0, ϑ = −ReΘ0,

Θ0 =
ε

f2 − ζ2

[ (
G0 +

√
−εU0ζ

)
u −

− S3

(
f2 + ζ2

f2 − ζ2 + 2ε
−
√
−ε ζU0

)
χ

]
, (75)

U0 = E0/
√
c.
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Рис. 2.Форма солитонов для ε = 1, η = 1, ξ = 1 и нулевого
пьедестала в безразмерных переменных. Значения f = 0.2,
0.55, 0.666 отвечают сплошной (красной), штриховой (си-
ней) и штрихпунктирной (черной) линиям соответственно

Рис. 3. Форма солитонов для ε = −1, η = 0.2, ξ = 1.5

и нулевого пьедестала в безразмерных переменных. Зна-
чения f = 0.2, 0.666, 1 отвечают сплошной (красной),
штриховой (синей) и штрихпунктирной (черной) линиям

соответственно

Решение для V3 = Y−/Z1, V = X−/Z2, F = U0f ,
G− =

√
1 + f2U2

0 и ε = −1 имеет вид

Y− = 2e4θ
{
8fFηξ

[
ξ sin(4ψ)

(
η2 + ξ2 − f2

)
sh(2θ) −

− η cos(4ψ)
(
f2 + η2 + ξ2

)
ch(2θ)

]
+

+G−
[
f4(η − ξ)(η + ξ) + 2f2

(
η4 + 6η2ξ2 + ξ4

)
+

+ (η − ξ)(η + ξ)
(
η2 + ξ2

)2]
+G−

(
η2 + ξ2

)
×

×
[
f4+2f2(η−ξ)(η+ξ)+

(
η2+ξ2

)2]
ch(4θ)

}
, (76)

Z1 =
(
(f − ξ)2 + η2

) (
(f + ξ)2 + η2

)
×

×
[
η2
(
e4θ + 1

)2
+ ξ2

(
e4θ − 1

)2]
; (77)

X− = −e−2iψ
{
8f2Fη2ξ2e−4iψ +

+ 4iηξ
(
−f2 + η2 + ξ2

)
sh(2θ) ×

×
[
−2fG−ξ + Fe4iψ

(
f2 + η2 + ξ2

)
ch(2θ)

]
+

+ Fe4iψ
[
f2(η + ξ) + (η − ξ)

(
η2 + ξ2

)]
×

×
[
f2(η − ξ) + (η + ξ)

(
η2 + ξ2

)]
ch(4θ)−

− 8fη2G−ξ
(
f2 + η2 + ξ2

)
ch(2θ) +

+ Fe4iψ
(
η2+ξ2

) (
(f−ξ)2+η2

) (
(f+ξ)2+η2

)}
, (78)

Z2 = 2
[
f4 + 2f2(η − ξ)(η + ξ) +

(
η2 + ξ2

)2] ×
× (η ch(2θ)− iξ sh(2θ))2. (79)

Решение для V3 = X+/Z3, V = Y+/Z4, G+ =

=
√
1− f2U2

0 , ε = 1 записывается как

Y+ = G
[
f4
(
ξ2 − η2

)
− 2f2

(
η4 + 6η2ξ2 + ξ4

)
−

− (η2 − ξ2)
(
η2 + ξ2

)2]
+G

(
η2 + ξ2

)
ch(4θ)×

×
(
(f − ξ)2 + η2

) (
(f + ξ)2 + η2

)
+

+ 8fηHξ
[
η sh(2θ) cos(4ψ)

(
f2 + η2 + ξ2

)
−

− ξ ch(2θ) sin(4ψ)
(
−f2 + η2 + ξ2

)]
, (80)

Z3 = 2
[
f4 + 2f2(η − ξ)(η + ξ) +

(
η2 + ξ2

)2] ×
×
[
η2 sh2(2θ) + ξ2 ch2(2θ)

]
, (81)

X+ = e−2iψ
{
−Hξ2e4iψ ch2(2θ)

(
f4 +

(
η2 + ξ2

)2) −

− 4f2η2Hξ2e−4iψ − 4fη2Gξ sh(2θ)
(
f2 + η2 + ξ2

)
−

− 2iηξ ch(2θ)
[
2fGξ

(
−f2 + η2 + ξ2

)
+

+ He4iψ sh(2θ)
(
f4 −

(
η2 + ξ2

)2)]
+

+ He4iψ
[
η2 sh2(2θ)

(
f4 +

(
η2 + ξ2

)2)
+

+ f2
(
−η4 + ξ4 +

(
η2 + ξ2

)2
ch(4θz)

)]}
, (82)
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Рис. 4. Форма солитонов для ε = −1, η = 0.2, ξ = 1.5,
f = 1.5 и ненулевого пьедестала в безразмерных перемен-
ных. Графики для U0f = 0.5, 0, 2 показаны сплошной
(красной), штриховой (синей) и штрихпунктирной (чер-

ной) линиями соответственно

Рис. 5. Форма солитонов для ε = 1, η = 1, ξ = 1, f = 0.55

и ненулевого пьедестала в безразмерных переменных. Гра-
фики для U0f = 0.5, 0, 1 показаны сплошной (красной),
штриховой (синей) и штрихпунктирной (черной) линиями

соответственно

Z4 = f4 + 2f2(η2 − ξ2) +
(
η2 + ξ2

)2
. (83)

Формы солитонов для различных значений ам-
плитуды поля фона U0 показаны на рис. 4 и 5. Об-
наружено, что в случае ε = 1 увеличение |U0| при-
водит к значительному росту амплитуды импульса.
В случае ε = −1 рост |U0| приводит к увеличению
ширины как светлого, так и темного импульсов.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Интегрируемая система уравнений (12)–(14),
описывающая невзаимное распространение элект-
ромагнитных импульсов в нелинейной среде,
выведена с использованием приближения однона-
правленного распространения. Это приближение
позволяет использовать РУМБ для моделирования
процессов, происходящих на расстояниях порядка
длины волны. Пространственная анизотропия в
исследуемой системе — следствие спирального
положения ДУС вокруг волновода. Эффект невза-
имного распространения возникает из-за локальной
анизотропии и взаимодействия импульса поля
с наведенной поляризацией ДУС. При выводе
уравнений для сохранения полной интегрируемо-
сти члены дисперсии второго порядка в правых
частях уравнений (5) (∝ ∂2zP⊥) были отброшены.
Эти члены возникают из-за ДДВ в приближении
сильной связи. Ими можно пренебречь при усло-
вии, что ∂z � 2Th или 2λlight � L, где λlight —
длина волны света, соответствующая энергии
перехода ДУС. Последнее неравенство означает,
что количество спиральных колец, расположенных
на расстоянии длины волны, больше единицы.
Таким образом, интегрируемая система РУМБ
может быть использована для анализа экситонных
возбуждений в спиральных молекулах. Эффекты,
связанные с хиральностью длинных молекулярных
систем, состоящих из молекул белка или ДНК,
изучены недостаточно полно. В то же время их
роль важна при описании спинтроники и близких
явлений. Сложные молекулярные среды, такие как
J-агрегаты красителей, могут образовывать длин-
ные пучки из нитей, закрученных в виде спирали
вокруг оси [28]. Приближения двухуровневых сред
нередко используются для описания возбуждений в
агрегатах на масштабах порядка длины волны. Эво-
люция экситонных импульсов в такой среде может
также быть описана в рамках близкой модели.

Как показано в настоящей работе, хиральность
среды может критическим образом влиять на фор-
му и динамику импульсов поля. Анализ получен-
ных решений показал, что формой ипульсов можно
управлять, создавая фоновое поле U0, т. е. основа-
ние, на фоне которого импульсы распространяются.
Решения идеализированной модели хиральной нели-
нейной среды, изученные в настоящей работе, де-
монстрируют дополнительные возможности управ-
ления импульсами, которые дают искривленные и
хиральные среды вместо прямолинейных.
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Цель статьи — вывод на простом эвристическом и понятном на физическом интуитивном уровне фор-
мул пропускных способностей для классически-квантового канала связи с гауссовским шумом, которые
являются аналогами классических пропускных способностей и которые возникают во многих задачах
квантовой теории информации. Классическая пропускная способность классического канала связи с огра-
ниченной частотной полосой и гауссовскими информационными состояниями при стремлении шума к
нулю имеет расходимость. При последовательном квантовом рассмотрении расходимость устраняется,
что является следствием фундаментального физического принципа тождественности частиц — бозонов
в информационных состояниях.

DOI: 10.31857/S0044451021030056

1. ВВЕДЕНИЕ

Определение условий для безошибочной пере-
дачи информации при помощи классических сиг-
налов через канал с шумом является фундамен-
тальным результатом теории информации Шеннона
[1–3]. В квантовой области существует также зна-
чительное количество разнообразных задач, связан-
ных с передачей и обработкой информации [4–6].
Одной из таких задач является передача класси-
ческой информации при помощи квантовых состоя-
ний. Верхняя граница безошибочной передачи клас-
сической информации при помощи квантовых со-
стояний в асимптотическом пределе длинных после-
довательностей дается фундаментальной величиной
(информацией) Холево [4–6]. Квантовая теория ин-
формации является достаточно обширной и разра-
ботанной теорией, которая использует специфиче-

* E-mail: sergei.molotkov@gmail.com

ский для данной области математический аппарат,
для понимания и освоения которого требуется опре-
деленное время и усилия. В классической теории
информации для многих результатов имеется каче-
ственная интерпретация, тогда как в квантовой об-
ласти часть фундаментальных понятий и результа-
тов не может быть в принципе интерпретирована в
классических терминах. К ним можно отнести поня-
тие запутанности и результаты, связанные с пере-
дачей информации при помощи запутанных состо-
яний, поскольку само явление запутанности отсут-
ствует в классической области. Тем не менее, при
исследовании некоторых понятий, таких как про-
пускная способность классически-квантового кана-
ла связи или скорость безошибочной передачи клас-
сической информации при помощи квантовых со-
стояний, можно провести аналогию с соответствую-
щими классическими величинами, несмотря на то,
что полное сведение к классическому случаю невоз-
можно. Для осмысленной постановки и проведения
экспериментальных исследований часто необходи-
ма простая и интуитивно понятная на физическом
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уровне интерпретация используемых теоретико-ин-
формационных конструкций, не перегруженная ма-
тематическим аппаратом. Цель данной заметки —
дать простой эвристический вывод квантового ана-
лога формулы Шеннона для пропускной способно-
сти классического канала с непрерывной перемен-
ной. При выводе используются привычная в физике
интерпретация вероятности как предела частоты со-
бытий при большом числе испытаний (измерений), а
также стандартная борновская интерпретация мат-
рицы плотности как ансамбля квантовых состояний.
Речь пойдет о пропускной способности канала связи
в единицу времени (бит/с) с непрерывными сигнала-
ми, имеющими конечную частотную полосу Ω (Гц)
и наблюдаемыми на фоне белого гауссовского шума
[1–3]:

C =
1

2
Ω log

(
1 +

S

N0Ω

)
, (1)

где

1

T

T/2∫
−T/2

x2(t) dt

— ограничение на мощность (дисперсию) случайно-
го сигнала x(t),N0Ω — мощность (дисперсия) белого
шума в полосе [0,Ω]1), log ≡ log2.

Неформальный смысл (1) состоит в определении
верхней границы числа битов информации в едини-
цу времени, которые можно передать безошибочно
при помощи сигналов с ограниченной полосой Ω и
мощностью S через канал связи с гауссовским бе-
лым шумом, имеющим постоянную одностороннюю
(для положительных частот) спектральную плот-
ность N0. Отношение сигнал/шум S/N0Ω в том или
ином контексте возникает во многих физических си-
туациях. Для самодостаточности и связности изло-
жения, а также для того, чтобы проследить ана-
логии с классическим случаем, приведем эвристи-
ческий вывод формулы для пропускных способно-
стей дискретного классического канала без памяти,
а также непрерывного классического канала с гаус-
совским белым шумом. Этот вывод потребуется для
получения формулы в квантовом случае. В опреде-
ленном смысле вывод формулы для пропускной спо-
собности в квантовом случае может быть основан на

1) Отметим, что для ширины частотной полосы ω исполь-
зуется условие |ω| ≤ W . Поскольку для физической устойчи-
вой системы отрицательные частоты невозможны, использу-
ем для ширины полосы 0 ≤ ω ≤ Ω (положение интервала на
оси частот несущественно), поэтому ширина полосы в наших
обозначения вдвое больше по сравнению, например, с шири-
ной полосы в [3].

выводе формулы для пропускной способности дис-
кретного канала связи в классическом случае.

2. КЛАССИЧЕСКИЙ ДИСКРЕТНЫЙ КАНАЛ
СВЯЗИ

Каждому физическому сигналу, передаваемому
через канал связи, сопоставляется символ алфави-
та xi ∈ X = {xi}Ni=1. При передаче информации
каждый символ (сигнал) посылается в канал с ве-
роятностью PX(xi). Канал используется n раз, каж-
дая посылка независима от предыдущих. На прием-
ной стороне принимаются искаженные состояния —
один из символов алфавита yi ∈ Y = {yi}Ni=1. Раз-
мерности N и сами алфавиты (множества) на при-
емной и передающей сторонах не обязательно сов-
падают. Размерности считаем одинаковыми, чтобы
не загромождать выкладки несущественными дета-
лями.

Физические свойства канала c искажениями (шу-
мом) формализуются заданием переходных вероят-
ностей PY |X(y|x) — послан символ x, принят сим-
вол y. Совместное распределение символов на входе
и выходе канала,

PXY (x, y) = PX(x)PY |X(y|x) =
= PY (y)PX|Y (x|y), (2)

— это вероятность обнаружить пару (x, y), если од-
новременно имеется доступ ко входу и выходу.

Вероятность получить последовательность Yn =

= (yi1 , . . . , yin) при условии переданной последова-
тельности (сообщения) Xn = (xi1 , . . . , xin) равна

P (Yn|Xn) =

n∏
j=1

PY |X(yij |xij ). (3)

Тем самым задается стационарный дискретный ка-
нал связи с искажениями (шумом) без памяти. За-
метим, что вероятность сообщения P (Xn) на пере-
дающей стороне, в соответствии с независимым вы-
бором символов, имеет вид

P (Xn) =

n∏
j=1

PX(xij ) =

= (PX(x1))
n(x1) . . . (PX(xn))

n(xn), (4)

где (n(x1), . . . , n(xn)) — частота появления символов
в сообщении Xn, 0 ≤ n(x1) ≤ n, . . . , 0 ≤ n(xn) ≤ n и
n(x1) + . . .+ n(xn) = n.

В асимптотическом пределе длинных последова-
тельностей, при n → ∞, частоты n(xi) появления
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символов стремятся к своим математическим ожи-
даниям: n(xi) ≈ nPX(xi).

Тогда можно сказать, что при больших n прак-
тически все последовательности (сообщения) имеют
одинаковую вероятность:

P (Xn) =

n∏
j=1

PX(xij ) =

= (PX(x1))
nPX (x1) . . . (PX(xn))

nPX (xn) =

= 2−nH(X), (5)

H(X) = −
N∑
i=1

PX(xi) log(PX(xi)). (6)

Число таких типичных последовательностей [2] рав-
но 2nH(X), H(X) — энтропия Шеннона.

Аналогичным образом на приемной стороне
вероятность типичной последовательности равна
P (Yn) = 2−nH(Y ), их число равно

2nH(Y ), H(Y ) = −
N∑
i=1

PY (yi) log(PY (yi)). (7)

Неформально (5) и (7) означают, что при использо-
вании источника n раз на передающей и принима-
ющей сторонах с вероятностью практически едини-
ца возникнет одна из типичных последовательнос-
тей (5).

Энтропии Шеннона H(X), H(Y ) имеют смысл
числа битов — бинарных разрядов, минимально
необходимых для записи типичных последователь-
ностей (5), (7).

Для анализа процесса передачи информации
требуется знать, как каждая последовательность
на передающей стороне переходит в последователь-
ность на приемной стороне.

Пусть задана типичная последовательность
Xn = (xi1 , . . . , xin), где частоты появления симво-
лов равны

n(x1) = nPX(x1), . . . , n(xn) = nPX(xn).

Там, где был символ, скажем, x1, появление на
выходе символов yk (k = 1, . . . , N) происходит в со-
ответствии с условными вероятностями

PY |X(y1|x1), PY |X(y2|x1), . . . , PY |X(yN |x1). (8)

Число входных символов x1 (длина последователь-
ности из символов x1) равно nPX(x1). Тогда при
nPX(x1) → ∞, в соответствии со сказанным выше,

вероятность любой части выходной последователь-
ности, порождаемой частью входной типичной по-
следовательности, состоящей только из x1, равна

(PY |X(y1|x1))nPX (x1)PY |X(y1|x1) . . .

. . . (PY |X(yN |x1))nPX (x1)PY |X(yN |x1) =

=

N∏
i=1

(PY |X(yi|x1))nPX (x1)PY |X(yi|x1) =

= 2−PX(x1)H(Y |x1), (9)

где

H(Y |x1) = −
N∑
i=1

PY |X(yi|x1) log(PY |X(yi|x1))

— условная энтропия выхода при условии входа x1.
Собирая все входные символы вместе, получаем,

что любая последовательность на выходе, порожда-
емая отдельной типичной последовательностью на
входе, имеет вероятность

N∏
k=1

N∏
i=1

(PY |X(yi|xk))nPX (xk)PY |X (yi|xk) =

= 2−nH(Y |X), (10)

где

H(Y |X) =

N∑
k=1

PX(xk)H(Y |xk) = −
N∑
k=1

PX(xk)×

×
N∑
i=1

PY |X(yi|xk) log(PY |X(yi|xk) (11)

— средняя условная энтропия выхода.
Таким образом, каждая типичная последова-

тельность на передающей стороне порождает мно-
жество последовательностей мощности 2nH(Y |X).

Для того чтобы группы порождаемых последо-
вательностей на выходе канала связи не перекрыва-
лись и, следовательно, не возникало ошибки на при-
емной стороне, передаваемых последовательностей
должно быть не более

2nH(Y )

2nH(Y |X)
= 2nI(X,Y ),

I(X,Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(X)−H(X |Y ),

(12)

I(X,Y ) — взаимная информация между входом и
выходом канала.

Переходные вероятности задаются физически-
ми свойствами канала, поэтому единственной пе-
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ременной величиной является распределение веро-
ятностей PX(x) на входе канала связи и, следова-
тельно, максимального значения взаимной инфор-
мации I(X,Y ) можно добиться выбором распреде-
ления PX(x).

Тогда пропускная способность канала связи рав-
на

C = max
PX (x)

I(X,Y ) (13)

и имеет смысл числа битов информации на одну по-
сылку, которые можно безошибочно передать через
канал связи с шумом.

Таким образом, чтобы различить каждую пере-
даваемую последовательность, их должно быть не
более 2nC .

Более точно, утверждение о кодировании в ка-
нале с шумом [1–3] говорит о существовании набо-
ра последовательностей размером 2n(C−ε), ошибка
различения которых при любом сколь угодно ма-
лом ε > 0 стремится к нулю. Соответственно число
битов информации в пересчете на одну посылку, ко-
торое безошибочно можно передать через канал свя-
зи с шумом, не превосходит C. Данное утверждение
есть теорема существования, поскольку не дает ал-
горитмически эффективного построения набора по-
следовательностей — кодовых слов на передающей
стороне, которые можно безошибочно различить на
приемной стороне.

3. КЛАССИЧЕСКИЕ КАНАЛЫ С
НЕПРЕРЫВНЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ

Дальнейшая цель — вывести формулы для про-
пускной способности канала с непрерывными пере-
менными сначала в классическом случае, а затем и в
квантовом, используя интуитивно понятные на фи-
зическом уровне результаты для дискретного клас-
сического канала связи.

Пусть имеется один классический канал с непре-
рывной случайной величиной (сигналом) x — сигна-
лом на входе канала — с плотностью распределения
вероятностей fX(x), а также с ограничением на вто-
рой момент

Ex2 =

∞∫
−∞

x2fX(x) dx ≤ S (14)

и дифференциальной энтропией

Hd(X) =

∞∫
−∞

fX(x) log(fX(x)) dx. (15)

Шум в канале представим в виде гауссовской слу-
чайной величины z, независимой от x, c нулевым
средним и дисперсией σ2

noise, плотностью вероятнос-
ти

ϕ(z, σ2
noise) =

1√
2πσ2

noise

exp

(
− z2

2σ2
noise

)
, (16)

и дифференциальной энтропией

Hd(Z) =

∞∫
−∞

ϕ(z, σ2
noise) log(ϕ(z, σ

2
noise)) dz =

=
1

2
log(2πeσ2

noise). (17)

Отметим, что дифференциальная энтропия Hd(Z)

гауссовского распределения определяется только
его дисперсией и не зависит от математического
ожидания (сдвига) — «центра» распределения веро-
ятностей.

Наблюдения на выходе канала связи — это сумма
сигнала и шума y = x + z с плотностью распреде-
ления вероятностей fY (y) и дифференциальной энт-
ропией

Hd(Y ) = −
∞∫

−∞
fY (y) log(fY (y)) dy. (18)

Для использования результатов предыдущего раз-
дела представим алфавит на входе и выходе канала
связи как разбиение числовой прямой на совпада-
ющие интервалы Δxi, Δyi одинаковой малой дли-
ны Δ.

Соответствующие вероятности PX(xi), PY (yi)

определим как

PX(xi) = fX(xi) ·Δ, xi ∈ (xi, xi +Δ),

PY (yi) = fY (yi) ·Δ, yi ∈ (yi, yi +Δ).
(19)

После такого разбиения канал с непрерывным ал-
фавитом на входе и выходе превращается в дис-
кретный канал с распределением вероятности сим-
волов на входе и на выходе (19). После дискретиза-
ции можно напрямую воспользоваться результатами
разд. 2 для дискретного канала связи.

Забегая вперед, отметим, что, как будет видно
ниже, «мелкость» дискретизации не входит в от-
вет — формально сокращается, однако это не сни-
мает вопроса о нижней границе дискретизации сиг-
нала. В классическом случае нет ограничений на
нижнюю границу дискретизации, что в итоге приво-
дит к расходимости пропускной способности канала
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в классическом случае в пределе нулевого шума в
канале. Этот вопрос последовательно разрешается
только в квантовом случае (см. ниже).

Заметим, что при любом фиксированном x наб-
людение y = x + z имеет гауссовское распределение
с дисперсией σ2

noise. Тогда с учетом (19) и свойст-
ва независимости энтропии гауссовского распреде-
ления от сдвига, при малых Δ можно проследить
цепочку приближенных равенств:

I(X,Y ) = H(Y )−H(Y |X) =

= −
N∑
i=1

PY (yi) log(PY (yi))−
(
−

N∑
k=1

PX(xk) ×

×
N∑
i=1

PY |X(yi|xk) log(PY |X(yi|xk))
)

≈

≈

⎛⎝−
∞∫

−∞
fY (y) log(fY (y)) dy − log(Δ)

⎞⎠ −

−

⎛⎝ ∞∫
−∞

fX(x)

⎛⎝− ∞∫
−∞

fY |X(y|x) log(fY |X(y|x)) dy

⎞⎠ dx −

− log(Δ)

⎞⎠ = Hd(Y )− 1

2
log(2πeσ2

noise). (20)

Пропускная способность представляется как

C = max
fX (x)

(
Hd(Y )− 1

2
log(2πeσ2

noise)

)
. (21)

Ограничение (14), (16) на сигнал x дает ограничение
на y вида

Ey2 = E(x + z)2 ≤ S + σ2
noise. (22)

Максимум дифференциальной энтропии при огра-
ничении (22) достигается на гауссовском распреде-
лении с дисперсией σ2 = S + σ2

noise [1–3], поэтому

max
fX (x)

Hd(Y ) =
1

2
log(2πe(S + σ2

noise)) (23)

и, следовательно,

C =
1

2
log(2πe(S + σ2

noise))−
1

2
log(2πeσ2

noise) =

=
1

2
log

(
1 +

S

σ2
noise

)
. (24)

При наличии L независимых каналов с ограни-
чениями на входе S1, . . . , SL и дисперсиями шума
σ2
noise,1 . . . σ

2
noise,L пропускная способность представ-

ляет собой сумму [1–3]:

CL =
1

2

L∑
m=1

log

(
1 +

Sm
σ2
noise,m

)
. (25)

В частном случае нескольких независимых каналов
с одинаковыми дисперсиями шума σ2

noise и общим
ограничением

Ex12 + . . .+Ex2L ≤ S (26)

пропускная способность достигается на «равномощ-
ных» входах и выходах:

CL =
L

2
log

(
1 +

S

σ2
noiseL

)
. (27)

Как видно из (27), при стремлении шума к ну-
лю, σ2

noise → 0, пропускная способность — скорость
передачи информации стремится к бесконечности,
это означает, что через канал без шума можно пе-
редать сколь угодно много информации в единицу
времени, причем энергия сигнала ограничена (26),
что является физическим абсурдом. Данный факт
в скрытом виде есть следствие отсутствия нижней
границыΔ— дискретизации сигнала в классической
области.

4. КЛАССИЧЕСКИЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ
КАНАЛЫ

Следующий шаг, который нам потребуется,
прежде чем перейти к рассмотрению классичес-
ки-квантового канала с ограниченной частотной
полосой и гауссовским шумом, — рассмотреть
классический канал с ограниченной частотной
полосой и гауссовским шумом. Эти результаты
будут использованы ниже.

Рассмотрим каналы, в которых сигналы на входе
x(t) и выходе y(t) являются случайными процессами
или случайными функциями времени.

Мы дадим простой интуитивно понятный вывод
формулы для пропускной способности (в единицу
времени) канала связи. Пусть вход — приготовле-
ние сигнала на передающей стороне — имеет вид

y(t) = x(t) + n(t), (28)

сигнал x(t) задан (приготавливается) на интерва-
ле времени [−T/2, T/2], имеет ограниченную частот-
ную полосу Ω и наблюдается (измеряется на прием-
ной стороне) на фоне белого гауссовского шума n(t)
с постоянной спектральной плотностью N0/2.

Формула (28) имеет асимптотический характер
при ΩT → ∞ в следующем смысле. Функции с огра-
ниченным частотным спектром Ω не могут быть
строго локализованы на конечном временном интер-
вале T , однако, как будет видно ниже, существует
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набор функций с ограниченным частотным спект-
ром, которые экспоненциально сильно по парамет-
ру ΩT локализованы в интервале T . То есть весь
сигнал x(t) сосредоточен в окне T , кроме «хвостов»,
которые выходят за интервал T лишь с вероятно-
стью ≈ exp(−ΩT ). Число ортогональных функций
с ограниченным частотным спектром, экспоненци-
ально локализованных в окне T , есть NΩ ≈ ΩT , дан-
ные функции используются как базисные, по кото-
рым разлагается сигнал x(t). Неформально говоря,
сказанное означает, что сигнал с ограниченным ча-
стотным спектром может быть сколь угодно точно
приготовлен передатчиком во временном окне T .

Перейдем к более точным формулировкам. Сле-
дуя [3], мы используем представление любой задан-
ной действительной или комплексной функции с по-
мощью разложения в ряд по ортонормальнымфунк-
циям. При этом случайная функция описывается с
помощью совместного распределения коэффициен-
тов такого разложения.

Любая (интегрируемая с квадратом) функция
x(t), заданная на интервале [−T/2, T/2], может быть
представлена в виде разложения по системе ортого-
нальных функций {ϕm(t)}∞m=1:

x(t) =

∞∑
m=1

xmϕm(t), xm =

T/2∫
−T/2

x(t)ϕm(t) dt. (29)

Ограничение по частоте Ω можно представить как
прохождение функции x(t) через фильтр с частот-
ной характеристикой

H(ω) =

{
1, 0 ≤ ω ≤ Ω,

0, ω ≥ Ω,
(30)

или импульсной переходной функцией

h(t) =
sin(2πΩt)

πt
. (31)

Тогда для любой функции с ограничением Ω имеет
место представление

x(t) =

∞∑
m=1

h(t− τ)ϕm(τ) dτ, t ∈
[
−T

2
,
T

2

]
. (32)

Можно выбрать систему {ϕm(t)}∞m=1 исходных
функций не произвольно, а как решения интеграль-
ного уравнения [7–9]

T/2∫
−T/2

K(τ1, τ2)ϕm(τ2) dτ2 = λmϕm(τ1), (33)

где

K(τ1, τ2) = h∗(t, τ1)h∗(t, τ2) dt, (34)

h∗(t, τ) =

⎧⎨⎩ h(t− τ), |t| ≤ T

2
, |τ | ≤ T

2
,

0 в других точках.
(35)

Тогда

x(t) =

∞∑
m=1

xm

T/2∫
−T/2

h(t− τ)ϕm(τ) dτ =

=

∞∑
m=1

xm
√
λmϕm(t), t ∈

[
−T

2
,
T

2

]
. (36)

Здесь {ϕm(t)} — система волновых функций вытя-
нутого сфероида [7–9], ортогональных на всей чис-
ловой прямой (−∞,∞) и ортогональных на интер-
вале [−T/2, T/2]. Данное свойство ортогональности
позволит аккуратно осуществить предельный пере-
ход T → ∞ при вычислении скорости в единицу вре-
мени безошибочной передачи информации.

Собственные числа λ1 > λ2 > . . . > 0 отвечают
за долю энергии — степени локализации функций
θm(t) в интервале [−T/2, T/2]:

T/2∫
−T/2

ϕ2
m(t) dt = λm. (37)

Имеет место следующее свойство функций вытяну-
того сфероида [7–9]: при ΩT → ∞ и для любых
сколь угодно малых значений ε ≈ ln(ΩT )/(ΩT ) соб-
ственные числа λm → 1 для всех m ≤ ΩT (1 − ε) и
λm → 0 для всех m ≥ ΩT (1 + ε). При этом стрем-
ление собственных чисел λm к единице при m ≤
≤ ΩT (1− ε) определяется параметром exp(−ΩT ).

Отсюда следует, что функция x(t) с ограничен-
ным по частоте спектром, представленная в (36),
определяется, по существу, только первыми NΩ =

= ΩT коэффициентами x1, . . . , xNΩ :

x(t) =

NΩ∑
m=1

= xmϕm(t), (38)

функции ϕm(t) ортонормированы на интервале
[−T/2, T/2]. При этом ϕm(t), m = 1, . . . , NΩ прак-
тически полностью локализованы на интервале
[−T/2, T/2].
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Раскладывая по системе {ϕm(t)} реализацию бе-
лого гауссовского шума, получаем коэффициенты —
случайные величины:

nm =

T/2∫
−T/2

n(t)ϕm(t) dt, m = 1, . . . , NΩ. (39)

Коэффициенты nm при разных m статистически
независимы друг от друга и от xm, и

En2
m = N0. (40)

Таким образом, канал связи с непрерывным време-
нем

y(t) = x(t) + n(t) (41)

представляем в виде дискретного по времени канала

(y1, . . . , yNΩ) = (x1 + n1, . . . , xNΩ + nNΩ) (42)

с независимыми компонентами шума (n1, . . . , nNΩ),
имеющими гауссовское распределение. Предполо-
жим, что мощность на входе канала ограничена
[1, 3]:

1

T

T/2∫
−T/2

Ex2(t) dt ≤ S. (43)

С учетом ортогональности {ϕm(t)} отсюда получа-
ем соотношение

NΩ∑
m=1

Ex2M ≤ ST. (44)

Передача информации в многомодовом случае
осуществляется аналогично передаче информации в
случае одной моды. После дискретизации передат-
чик выбирает в соответствии с вероятностью, анало-
гичной (19), в каждой моде символ алфавита (уро-
вень сигнала) на входе. Фактически такой выбор от-
вечает выбору амплитуды сигнала в каждой моде.
На принимающей стороне приемник определяет вы-
ходной символ — уровень сигнала в каждой неза-
висимой моде. Именно ортогональность сигналов в
каждой моде — ортогональность базисных функций,
по которым разлагается сигнал, позволяет это сде-
лать.

Далее, используя свойство энтропийной функ-
ции и соотношение (27) предыдущего раздела для
пропускной способности независимых гауссовских
каналов, окончательно получаем выражение для

пропускной способности дискретного по времени ка-
нала:

CL(T ) = max
fY1,...,YNΩ

(y1,...,yNΩ
)
(Hd(Y1, . . . , YNω) −

− Hd(Y1, . . . , YNΩ |X1, . . . , XNΩ)) =

=

NΩ∑
m=1

(
max
fY (y)

Hd(Y )− 1

2
log (2πeN0)

)
=

=
NΩ

2
log

(
1+

ST

NΩN0

)
=

1

2
ΩT log

(
1+

S

N0Ω

)
. (45)

Для пропускной способности в единицу времени по-
лучаем

C = lim
T→∞

CL(T )

T
=

1

2
Ω log

(
1 +

S

N0Ω

)
. (46)

Как видно из (46), расходимость пропускной способ-
ности при нулевом шуме в канале (N0 → 0) сохра-
няется и в многомодовом случае.

5. КВАНТОВЫЙ КАНАЛ, ОДНОМОДОВЫЙ
СЛУЧАЙ

Перейдем к обсуждению квантового случая. Рас-
смотрим классически-квантовый канал. Целью яв-
ляется передача классической информации при по-
мощи квантовых состояний. Данную задачу мож-
но свести в определенном смысле к эффективно-
му классическому каналу связи, чтобы можно бы-
ло провести аналогию с соответствующими класси-
ческими величинами, несмотря на то, что полное
сведе́ние к классическому случаю невозможно.

В классически-квантовом канале связи на пере-
дающей стороне символам классического алфави-
та — классической информации — сопоставляют-
ся квантовые состояния, которые передаются че-
рез квантовый канал с шумом. На приемной сто-
роне посредством измерений квантовых состояний,
искаженных шумом в канале связи, требуется полу-
чить классическую информацию, закодированную в
квантовые состояния. Аналогом непрерывной клас-
сической переменной является когерентное состоя-
ние |ζ〉j , которое при большом среднем числе фото-
нов |ζ|2 � 1 переходит в классический сигнал. Ин-
декс j отвечает за пространственную моду состоя-
ния.

Аналогично предыдущим разделам будем рас-
сматривать пространственные моды с конечной час-
тотной полосой, и в качестве базисных одночастич-
ных функций выберем волновые функции вытяну-
того сфероида. Операторы рождения в различных
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модах коммутируют (базисные состояния ортого-
нальны),

[a(ϕj), a
†(ϕi)] = (ϕj , ϕi) = δji,

(ϕj , ϕi) =

∫
Ω

ϕj(ω)ϕ
∗
i (ω) dω = δji,

(47)

(ϕj , ϕi) =

∫
Ω

ϕj(ω)ϕ
∗
i (ω) dω = δji, ϕj =

1√
λj
ϕj ,

где ϕj(ω) — j-я функция вытянутого сфероида,
нормированная на единицу во временном окне
[−T/2, T/2], ϕj(ω) — функция, нормированная на
интервале (−∞,∞), λj — собственное число (см.
(37)).

Для связи с предыдущими разделами удобнее
рассмотреть сначала случай одной моды j. Любое
многочастичное квантовое состояние тождествен-
ных частиц бозонов [10] может быть представлено
как

|Φ〉j =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Φ0j

Φ1j(ω1, ω2)

. . .

Φnj(ω1, ω2, . . . , ωn)

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

∞∑
n=0

1√
n!

×

×
∫
Ω

. . .

∫
Ω

dω1dω2 . . . dωnΦnj(ω1, ω2, . . . , ωn)×

× (a†(ϕj))n|vac〉j , (48)

где Φnj(ω1, ω2, . . . , ωn) — амплитуды состояний с
разными фоковскими числами фотонов в моде j.
Одномодовое когерентное состояние, локализован-
ное во временном окне T , имеет вид

|ζ〉j = exp

(
−|ζ|2

2

) ∞∑
n=0

ζn√
n!
(a†(ϕj))n|vac〉j =

= exp

(
−|ζ|2

2

) ∞∑
n=0

ζn√
n!
|n(ϕj)〉, (49)

где |n(ϕj)〉 — фоковское состояние с n фотонами
в моде j. Аналогично классическому одномодово-
му случаю кодирование осуществляется в энергию
сигнала — амплитуду (x, x + dx), которая выби-
рается в соответствии с распределением вероятно-
стей PX(x) dx. В квантовом случае аналогом энер-
гии является среднее число фотонов |α|2, которое
при кодировании выбирается случайно в соответ-
ствии с распределением вероятностей P (α) dα, где

dα = dαRedαIm — вещественная и мнимая части па-
раметра α. По этой причине число степеней свобо-
ды в когерентном состоянии в два раза больше, чем
в классическом сигнале (см. ниже). Пусть на пе-
редающей стороне задана интенсивность когерент-
ного состояния α. После прохождения через канал
связи чистое когерентное состояние превращается
в матрицу плотности, искаженную гауссовским шу-
мом. Искаженную матрицу плотности можно пред-
ставить в виде

ρj(α) =
1

2πNnoise

∫
dζ|ζ〉j j〈ζ| ×

× exp

(
−|ζ − α|2
2Nnoise

)
, (50)

здесь Nnoise — дисперсия среднего числа фотонов в
j-моде шума, имеет размерность числа фотонов, по-
скольку |ζ−α|2 — среднее число фотонов. Распреде-
ление вероятностей числа фотонов μ = |α|2 в кван-
товых сигнальных состояниях аналогично классиче-
скому случаю имеет гауссовский вид:

P (α) =
1

2πM
exp

(
−|α|2
2M

)
, (51)

где M — дисперсия среднего числа фотонов в ин-
формационных состояниях — аналог энергии в клас-
сическом случае (см. формулы (8), (19)). Формулу
(51) нужно понимать как

P (αRe, αIm) =
1√
2πM

1√
2πM

exp

(
−α

2
Re+α

2
Im

2M

)
,

где αRe, αIm — независимые классические гауссовс-
кие случайные величины с одной и той же диспер-
сией, dα = dαRedαIm.

Непрерывный диапазон изменений α разбивает-
ся на дискретные интервалы (αk, αk + dα), вероят-
ность α из этого интервала равна P (αk) dα, анало-
гично классическому случаю. После этого источник
становится дискретным, число интервалов разбие-
ния k есть N . Каждому классическому символу αk,
выбираемому с вероятностью P (αk) dα, сопоставля-
ется когерентное квантовое состояние, которое по-
сле прохождения через канал связи становится рав-
ным (50). Итак, сигнальные состояния — набор с
разными энергиями ρj(α) — выбираются с вероят-
ностями P (α) dα. На приемной стороне возникают
последовательности ρj(k) = ρj(αk)P (αk) dα. После-
довательность посылок длины n в полной аналогии
с дискретным классическим источником (4) имеет
вид

(ρj(k1))
⊗nk1⊗(ρj(k2))

⊗nk2⊗ . . .⊗(ρj(kn))
⊗nkn ,

nk1 + nk2 + . . .+ nkn = n,
(52)
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где nk1 — число вхождений символа αk1 , nk2 — число
вхождений символа αk2 и т. д. Все последовательно-
сти (52) получаются как результат разложения

(ρj(α1)P (α1) dα+ ρj(α2)P (α2) dα +

+ . . .+ ρj(αN )P (αN ) dα)
⊗n

=

=

(∑
k

ρj(αk)P (αk) dα

)⊗n
→ ρ⊗nj , (53)

ρj =

∫
ρj(α)P (α) dα. (54)

Диагонализуем матрицу плотности ρj в (53), (54),
получаем

ρj =

∞∑
K=0

Λj(K)|K(ϕj)〉〈K(ϕj)|,

Λj(K) =
1

Nnoise+M+1

(
Nnoise +M

Nnoise+M+1

)K
,

(55)

где Λj(K), |K(ϕj)〉 — собственные числа и векторы,
которые нумеруем буквой K. После диагонализа-
ции задача становится эффективно «классической».
Собственные векторы (состояния) матрицы плотно-
сти (53)–(55) являются ортогональными, достоверно
различимыми — в этом смысле классическими. По-
этому состояния на передающей стороне выглядят
как состояния классического источника, который ге-
нерирует символы классического алфавита (индекс
K) с вероятностями Λj(K), равными собственным
числам матрицы плотности (53)–(55).

В асимптотическом пределе длинных последо-
вательностей число вхождений каждого состояния
|K(ϕj)〉〈K(ϕj)| определяется соответствующим соб-
ственным числом — вероятностью Λj(K). Число
вхождения дается математическим ожиданием ана-
логично классическому случаю (4), (5): nΛj(Ki).
На приемной стороне имеются последовательности
квантовых состояний:

|K1(ϕj)〉〈K1(ϕj)| ⊗ |K2(ϕj)〉×
× 〈K2(ϕj)| ⊗ . . .⊗ |Kn(ϕj)〉〈Kn(ϕj)|, (56)

число таких типичных последовательностей и их ве-
роятности равны

2nH(ρj),

∞∏
K=0

Λj(K)nΛj(K) = 2−nH(ρj),

H(ρj) = −Tr{ρj log(ρj)} =

= −
∞∑
K=0

Λj(K) log(Λj(K)).

(57)

Все типичные последовательности (57) равновероят-
ны, квантовые состояния последовательностей ор-
тогональны, т. е. достоверно различимы. Для их
различения, чтобы выяснить, какая последователь-
ность была передана с приемной стороны, нужно де-
лать квантовомеханические измерения на приемной
стороне. Такие измерения даются набором проекто-
ров

I =

2nH(ρj)∑
�=1

P� + Pnontyp, (58)

где I — единичный оператор, проектор на все по-
следовательности, P� — проектор на типичную по-
следовательность, сумма проекторов есть проек-
тор на пространство типичных последовательнос-
тей, Pnontyp — проектор на пространство нетипич-
ных последовательностей, вероятность «попасть» в
это подпространство стремится к нулю в асимптоти-
ческом пределе. Измерение (58) проводится во вре-
менном окне T — проекторы «локализованы» в этом
окне.

Важно отметить, что измерение является кол-
лективным — отвечает проекциям не на индивиду-
альные состояния в каждой посылке, а проекциям
сразу на состояния всей последовательности дли-
ны n.

При вычислении энтропии фон Неймана удобно
воспользоваться соотношением

x

(1 − x)2
=

∞∑
k=1

k · xk,

получаем

H(ρj) = (Nnoise +M + 1) log(Nnoise +M + 1)−
− (Nnoise +M) log(Nnoise +M). (59)

Дадим физическую интерпретацию формул (57),
(59). Неформально, все последовательности на при-
емной стороне занимают объем (57) в пространстве
состояний, пространство натянуто на состояния ти-
пичных последовательностей (57).

Если целью было бы различить каждую типич-
ную последовательность, то она достигнута: измере-
ние (58) позволяет достоверно (в асимптотике) раз-
личить каждую типичную последовательность (57).
Однако целью является не просто различить типич-
ные последовательности, а установить, из какой ти-
пичной последовательности на передающей стороне
возникла та или иная последовательность на прием-
ной стороне. То есть цель — определить информа-
ционную последовательность (αk1 , αk2 , . . . , αkn) сим-
волов по результатам измерения на приемной сто-
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Рис. 1. Схематически показаны множества последовательностей на передающей и приемной сторонах. Число типичных
классических последовательностей 2(1/2) log(2πeS), множество типичных классических последовательностей на приемной
стороне 2(1/2) log(2πe(S+σ2

noise)). Каждая последовательность на приемной стороне «размазывается» в 2(1/2) log(2πeσ2
noise)

последовательностей. В квантовом случае число различимых последовательностей на приемной стороне 2H(ρj), это мно-
жество также показано на передающей стороне. Каждая последовательность из данного множества переходит в множество
на приемной стороне 2H(ρ(α)). Множество последовательностей, передаваемых с приемной стороны — кодовые последо-
вательности (показаны черными точками). Число последовательностей, которые могут быть безошибочно различимы на

приемной стороне, есть 2nχj = 2H(ρj)/2H(ρ(α))

роне. Матрица плотности в каждой посылке «за-
нимает» некоторый объем пространства состояний,
каждая последовательность на передающей стороне
переходит в некоторое количество последовательно-
стей на приемной стороне, каждая последователь-
ность на передающей стороне будет занимать неко-
торый объем пространства состояний на приемной
стороне, аналогично классическому случаю. Шум в
канале размазывает каждую последовательность в
некоторый объем (см. рис. 1 и пояснения к нему).

Матрица плотности в каждой посылке «име-
ет объем», который не зависит от индекса k (это
справедливо только для гауссовского распределения
среднего числа фотонов в сигнале и шуме). Диаго-
нализуя матрицу плотности в (50), получаем

ρj(αk) =
∞∑
k=0

λj(k)|k(ϕj)〉〈k(ϕj)|,

λj(k) =
1

Nnoise + 1

(
Nnoise

Nnoise + 1

)k
,

(60)

где λj(k), |k(ϕj)〉 — собственные числа и векторы
ρj(αk). Отметим, что собственные числа и векторы
(60) не зависят от индекса разбиения k и опреде-
ляются только шумом в канале. Неформально го-
воря, внутри типичных последовательностей имеют

место внутренние типичные последовательности —
каждая типичная последовательность на передаю-
щей стороне в среднем превращается в одинаковый
набор внутренних типичных последовательностей,
число которых и вероятность есть

2nH(ρj(α)),
∞∏
k=0

λj(k)
nλj(k) = 2−nH(ρj(α)), (61)

для энтропии частичной матрицы плотности полу-
чаем

H(ρj(αk)) = −
∞∑
n=0

λj(n) log(λj(n)) = (Nnoise+1)×

× log(Nnoise + 1)−Nnoise log(Nnoise). (62)

Для того чтобы различить при помощи измерений
(58) каждую передаваемую последовательность со
стороны передатчика, число таких последователь-
ностей на передающей стороне должно быть таково,
чтобы образы от них на приемной стороне не пере-
крывались. При выборе числа последовательностей
на передающей стороне в асимптотическом пределе
равным

2nχj =
2nH(ρj)

2nH(ρj(α))
, χj = H(ρj)−H(ρj(α)), (63)
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приемник сможет безошибочно различить данное
число последовательностей. Естественно, набор
этих последовательностей — кодовая таблица —
оговаривается заранее. Приемник точно знает, что
будет послана одна из последовательностей из
кодовой таблицы, только заранее неизвестно, какая
именно. Измерение позволяет отличить каждую
последовательность из кодовой таблицы. Величина
C = χj = H(ρj)−H(ρj(α)) представляет собой фун-
даментальную величину Холево [4–6] — пропускную
способность классически-квантового канала свя-
зи с гауссовским шумом. Данная величина дает
верхнюю фундаментальную границу безошибочной
передачи классической информации при помощи
квантовых состояний, т. е. числа битов информации
в пересчете на посылку.

Данная величина достижима на коллективных
измерениях (58) (см. также [4–6]).

Обратим внимание, что «размазка» состояний на
приемной стороне определяется только интенсивно-
стью шума (в (62) входит только Nnoise и не входит
энергия/число фотоновM информационного сигна-
ла, в полной аналогии с классическим случаем (см.
формулу (17)).

6. КВАНТОВЫЙ КАНАЛ, МНОГОМОДОВЫЙ
СЛУЧАЙ

В многомодовом случае имеется NΩ параллель-
ных независимых классически-квантовых каналов.
Сигнальные состояния ρj(α) (j = 1, 2, . . . , NΩ) в
независимых каналах выбираются с вероятностя-
ми P (αk) dα в каждой моде. Каждая мода j выби-
рается независимо. Последовательности в каждой
посылке во всех модах могут быть представлены
аналогично предыдущему случаю с одной модой,
ρ(k, j) = ρj(αk)P (αk) dα (индекс k нумерует интер-
валы разбиения, число интервалов N). Все последо-
вательности имеют вид

ρ(k1, j1)
⊗n(k1,j1) ⊗

⊗ ρ(k2, j2)
⊗n(k2,j2) ⊗ . . .⊗ ρ(kn, jn)

⊗n(kn,jn), (64)

где n(k1, j1) — число вхождений в последователь-
ность состояний ρ(k1, j1) с k1, j1 с энергией αk1 в
моде j1 и т. д. Все последовательности длины n мо-
гут быть представлены как результат разложения:

NΩ∏
j=1

(ρj(α1)P (α1) dα +

+ ρj(α2)P (α2) dα+ . . .+ ρj(αN )P (αN ) dα)
⊗n

=

=

NΩ∏
j=1

(∫
ρj(α)P (α) dα

)⊗n
=

NΩ∏
j=1

ρ⊗nj . (65)

Число типичных последовательностей и их вероят-
ности по всем каналам (модам) равны

2nNΩH(ρj),

NΩ∏
j=1

( ∞∏
K=0

Λj(K)nΛj(K)

)
=

= 2−nNΩH(ρj). (66)

Аналогично одномодовому случаю каждая ти-
пичная последовательность в каждом канале (мо-
де) на передающей стороне в среднем превращается
в одинаковый набор внутренних типичных последо-
вательностей, число которых и вероятность есть

2NΩnH(ρj (α)),

NΩ∏
j=1

( ∞∏
k=0

λj(k)
nλj(k)

)
=

= 2−NΩnH(ρj(α)). (67)

При выборе числа последовательностей на переда-
ющей стороне в асимптотическом пределе равным

2NΩnχj =
2NΩnH(ρj)

2nH(ρj(α))
,

χ =

NΩ∑
j=1

(
H(ρj)−H(ρj(α))

)
=

= NΩ

(
H(ρj)−H(ρj(α))

)
,

(68)

приемник сможет безошибочно различить их все.
Для скорости безошибочной передачи информации
в многомодовом случае с учетом (67), (68) получаем

CQ = lim
T→∞

χ

T
=

= Ω([(Nnoise +M + 1) log(Nnoise +M + 1) −
− (Nnoise +M) log(Nnoise +M)] −
− [(Nnoise + 1) log(Nnoise + 1) −

− Nnoise log(Nnoise)]) . (69)

Зависимости пропускных способностей в квантовом
и классическом случаях от M приведены на рис. 2.
Как видно из рис. 2, с ростом интенсивности шума и
при одном и том же отношении M/Nnoise пропуск-
ная способность в квантовом случае CQ стремится
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Рис. 2. Зависимости пропускных способностей в класси-
ческом случае (штриховые линии) и квантовом случае
(сплошные линии) как функции среднего числа фотонов
в моде M (энергии S → M в формуле (1)) при различных
значениях интенсивности шума Nnoise(N0) = 0.1 (1, 1 ′),

1.0 (2, 2 ′), 10.0 (3, 3 ′)

к классическому значению 2C (множитель 2 возни-
кает из удвоенного числа степеней свободы в кван-
товом случае — комплексности параметра α в ко-
герентном состоянии). При большой интенсивности
сигнала и шума пропускная способность в кванто-
вом и классическом случаях практически совпада-
ют (кривые 3, 3 ′ на рис. 2).

7. СРАВНЕНИЕ ПРОПУСКНОЙ
СПОСОБНОСТИ В КЛАССИЧЕСКОМ И

КВАНТОВОМ СЛУЧАЯХ

Как было отмечено выше, формула для пропуск-
ной способности Шеннона для частотно-ограничен-
ного канала расходится при нулевом шуме в канале:

C =
1

2
Ω log

(
1 +

S

N0Ω

)
→ ∞, N0 → 0. (70)

Данный факт свидетельствует об ограниченности
классического подхода.

Отметим, что подозрение о том, что форму-
лу (70) нужно модифицировать, высказывались
еще в классических работах по теории инфор-
мации [3] R. G. Gallager, Information Theory and
Reliable Communication, p. 390 (формула (8.3.23)):
“Physically, of course, the problem can be easily
resolved by observing that N0 cannot be strictly

zero. To put it another way, when an analysis of
a mathematical model of a physical problem is
indeterminate, it means that the model has been
over-idealized and the model must be changed”.

В квантовом случае при большом числе фотонов
пропускная способность частотно-ограниченного
классически-квантового канала (69) имеет вид

CQ = Ω log (1 +M) = Ω log
(
1 +

m

Ω

)
,

Nnoise = 0.
(71)

Удобно ввести обозначение M = m/Ω, где m име-
ет смысл числа фотонов в состоянии в единичной
частотной полосе. Как видно из (71), при нулевом
шуме расходимость отсутствует.

Формула (70) является чисто классической [3],
при стремлении энергии шума к нулю (Nnoise → 0)
скорость передачи информации расходится. Для то-
го чтобы явно локализовать причину расходимости,
рассмотрим пример.

Действительно, разобьем диапазон изменений
непрерывной случайной величины (энергии сигна-
ла) на интервалы Δ таким образом, чтобы вероят-
ности попадания в каждый интервал были одина-
ковыми. Передача информации осуществляется вы-
бором энергии сигнала в том или ином интервале.
Припишем каждому интервалу его номер в лексико-
графическом порядке, начиная с 0. Бинарное пред-
ставление номера (энергии сигнала) и будет переда-
ваемой информацией — блоком 0 и 1. Очевидно, что
при стремлении масштаба дискретизации к нулю,
Δ → 0, за одну посылку и один акт измерения энер-
гии сигнала приемником (канал идеальный) можно
получить сколь угодно много информации — сколь
угодно большой блок 0 и 1.

Для того чтобы устранить данное противоречие
со здравым смыслом, часто произносятся слова, что
процесс измерений сам вносит шум, поэтому интер-
вал дискретизации нельзя выбирать меньше ампли-
туды шума. С логической точки зрения такой под-
ход непоследователен, поскольку измеряется общее
значение переменной, которое содержит вклад от
всех процессов, включая шум, и процесс дискрети-
зации не зависит от шума — является внешним.

Неформально говоря, количество передаваемой
информации за одну посылку зависит от волевого
решения по дискретизации.

Физически ясно, что любой физический сигнал
нельзя дискретизировать до бесконечности в сто-
рону уменьшения интервала Δ. На каком-то эта-
пе неизбежно возникнут ограничения, диктуемые
квантовой природой сигнала. Причем нижняя гра-
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ница дискретизации диктуется квантовой механи-
кой и не зависит от интенсивности сигнала. Нельзя
дискретизировать сигнал до «масштабов, меньших
отдельного фотона». Любой интенсивный сигнал со-
держит хоть и макроскопически большое, но все же
конечное число фотонов.

Квантовая природа микромира должна огра-
ничивать степень дискретизации, что неизбежно
должно приводить к конечности энтропии сигна-
ла, соответственно, накладывать фундаментальные
ограничения на скорость передачи информации.
Для того чтобы выяснить фундаментальные огра-
ничения на скорость передачи информации, необхо-
димо сразу рассматривать сигнал как квантовое со-
стояние, которое может содержать любое число фо-
тонов. Чтобы прояснить глубокую физическую при-
чину, стоящую за устранением расходимости в клас-
сической формуле, рассмотрим вывод пропускной
способности классически-квантового канала связи в
идеальном случае — канала без шума, где интенсив-
ность шума Nnoise сразу равна нулю.

8. ПРОПУСКНАЯ СПОСОБНОСТЬ
ИДЕАЛЬНОГО

ЧАСТОТНО-ОГРАНИЧЕННОГО
КЛАССИЧЕСКИ-КВАНТОВОГО КАНАЛА
СВЯЗИ И ПРИНЦИП ТОЖДЕСТВЕННОСТИ

ЧАСТИЦ

Как сейчас покажем, за отсутствием расходимос-
ти при нулевом шуме в формуле (71) стоит фун-
даментальный физический принцип тождественно-
сти частиц — бозонов. Вычисление пропускной спо-
собности для идеального канала связи сводится к
подсчету скорости генерации энтропии источником
информационных состояний. Формально отсутствие
шума означает, что распределение сигнальных кван-
товых состояний в (50) сконцентрировано в окрест-
ности числа фотоновM во всех состояниях, которые
становятся равновероятными.

В этом случае задача вычисления скорости ге-
нерации энтропии сводится к подсчету числа кван-
товых состояний с M фотонами, локализованных в
интервале времени [−T/2, T/2].

Пусть квантовое состояние поля содержит M

фотонов — бозе-частиц. Состояние имеет носитель
в конечной частотной полосе Ω. В качестве одно-
частичных базисных состояний выберем волновые
функции вытянутого сфероида ϕn(ω). Таких функ-
ций NΩ = ΩT . Число многочастичных ортогональ-
ных векторов состояний с M фотонами, локализо-
ванных во временном окне T , равно числу способов

размещения M фотонов по NΩ одночастичным со-
стояниям. Число размещений бозе-частиц по NΩ со-
стояниям равно

CMNΩ−1+M =
(NΩ − 1 +M)!

(NΩ − 1)!M !
. (72)

Вектор состояния, отвечающий размещению — раз-
биению числа n1 + n2 + . . .+ nNΩ =M , имеет вид

|Φn1,n2,...,nNΩ
〉 =
∫
Ω

. . .

∫
Ω

dω1dω2 . . . dωn1dωn1+1 ×

×dωn1+2 . . . dωn2 . . . dωnNΩ−1+1dωnNΩ−1+2 . . . dωnNΩ
×

× ϕ1(ω1)ϕ1(ω2) . . . ϕ1(ωn1)ϕ2(ωn1+1)×
× ϕ2(ωn1+2) . . . ϕ2(ωn2) . . . ϕNΩ(ωnNΩ−1+1)×

× ϕNΩ(ωnNΩ−1+2) . . . ϕNΩ(ωnNΩ
)×

× |ω1, ω2, . . . , ωn1 , ωn1+1, ωn1+2, . . . , ωn2 ,

. . . , ωnNΩ−1+1, ωnNΩ−1+2, . . . , ωnNΩ
〉. (73)

Дальнейшая логика рассуждений следующая. При
заданном числе фотонов в состоянииM имеется (72)
ортогональных, а значит достоверно различимых,
квантовых состояний на интервале [−T/2, T/2], ко-
торые локализованы почти целиком в этом окне.
Измерения во временном окне позволяют разли-
чить все ортогональные состояния. Максимальная
энтропия источника достигается в том случае, когда
источник генерирует равновероятно все CMNΩ−1+M

ортогональных различимых состояний. Состояния
(73) ортогональны, поэтому достоверно различимы.
Передатчик посылает состояния (73) равновероят-
но. Приемник использует измерения, сводящиеся к
проекции на набор состояний (73). В каждом акте
измерения во временном окне [−T/2, T/2] возника-
ет случайно один из CMNΩ−1+M исходов.

Вероятность каждого состояния, генерируемого
передатчиком, есть 1/CMNΩ−1+M , соответственно, эн-
тропия источника, генерируемая за время T , есть

HT = log
(
CMNΩ−1+M

)
. (74)

Поскольку NΩ � 1, воспользовавшись формулой
Стирлинга для значения факториала в главном при-
ближении, получаем

CMNΩ−1+M ≈ (NΩ +M)NΩ(NΩ +M)M

NNΩ

Ω MM
=

=

(
1 +

M

NΩ

)NΩ
(
1 +

NΩ

M

)M
, (75)

где M — число фотонов во временном окне [0, T ].
Удобно для дальнейшего ввести обозначение M =

= mT , где m имеет смысл числа фотонов в единицу
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времени и имеет такую же размерность, как часто-
та Ω [1/с], поэтому отношениеm/Ω является безраз-
мерным.

Используя (74), (75), находим, что энтропия, ге-
нерируемая источником в единицу времени (про-
пускная способность) равна

CQ = lim
T→∞

HT

T
=

= Ω

[
log
(
1 +

m

Ω

)
+
m

Ω
log

(
1 +

Ω

m

)]
. (76)

При малых числах фотонов (предельно квантовый
сигнал), m/Ω � 1, выражение для скорости генера-
ции энтропии принимает вид

CQ = m, (77)

она пропорциональна числу фотонов в единичной
частотной полосе. Скорость генерации энтропии
фактически определяется частотной полосой сигна-
ла. Формально ширина частотной полосы в формуле
(78) сокращается, скорость генерации энтропии про-
порциональна числу фотонов. При большом числе
фотонов, m/Ω � 1, (классический предел) второе
слагаемое в правой части (76) остается конечным и
стремится к

m

Ω
log

(
1 +

Ω

m

)
→ 1

ln(2)
,

m

Ω
→ ∞. (78)

Первое слагаемое в (76) логарифмически растет с
увеличением числа фотонов (интенсивности сигна-
ла):

CQ = Ω log
(
1 +

m

Ω

)
, (79)

что совпадает с пропускной способностью (71) ка-
нала с гауссовскими информационными состояния-
ми после устремления к нулю интенсивности шума
в канале.

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение отметим, что при выводе про-
пускной способности канала с гауссовскими инфор-
мационными состояниями и шумом предыдущим
способом (разд. 5–7) за кадром остается фунда-
ментальный факт — устранение расходимости,
фактически невозможность дискретизировать
сигнал до сколь угодно малых масштабов. Ниж-
няя граница дискретизации ограничивается числом

ортогональных различимых квантовых состояний
при заданном числе фотонов M (в классическом
случае интенсивностью), которые можно сформиро-
вать в данной частотной полосе. Число различных
способов размещенияM бозонов при использовании
NΩ одночастичных базисных состояний диктуется
фундаментальным физическим принципом тожде-
ственности частиц — бозонов, формула (72). При
квантовом рассмотрении проблема дискретизации
сигнала отсутствует, при заданном количестве
частиц M число состояний определяется числом
способов размещения тождественных частиц по NΩ

уровням — набору одночастичных состояний.
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GRAVITATIONAL COLLAPSE OF A FLUID WITH TORSION

INTO A UNIVERSE IN A BLACK HOLE

N. Poplawski

Рассмотрен гравитационный коллапс в черную дыру для сферически-симметричной жидкой сферы со
спином и кручением. Используются метрика Толмана и уравнения Эйнштейна –Картана с релятивист-
ской спиновой жидкостью в качестве источника. Показано, что гравитационное отталкивание за счет
кручения препятствует появлению сингулярности, а вместо нее возникает несингулярный отскок. Рожде-
ние квантовых частиц во время сжатия способствует преобладанию кручения над сдвигами. Рождение
квантовых частиц во время расширения может привести к конечному времени инфляции и к образованию
очень большого количества материи. Получающаяся в результате по другую сторону горизонта событий
замкнутая вселенная может испытать несколько отскоков. Такая вселенная является осциллирующей,
при этом каждый цикл оказывается больше предыдущего, до тех пор пока космологическая постоянная
не возрастет настолько, что расширение станет неограниченным. Поэтому может оказаться, что наша
вселенная родилась в черной дыре.

DOI: 10.31857/S0044451021030068

1. ВВЕДЕНИЕ

Тензор кручения представляет собой антисим-
метричную часть аффинной связности [1]. Общая
теория относительности (ОТО) предполагает, что
этот тензор обращается в нуль [2, 3]. Однако за-
кон сохранения полного (орбитального и спинового)
момента импульса дираковской частицы в искрив-
ленном пространстве-времени не должен противо-
речить уравнению Дирака, разрешающему спин-ор-
битальные взаимодействия. Для выполнения этого

* E-mail: NPoplawski@newhaven.edu

условия согласованности необходимо, чтобы на тен-
зор кручения не накладывалось требование равен-
ства нулю [4]. Наиболее простой и естественной тео-
рией гравитации, обобщающей ОТО за счет круче-
ния в пространстве-времени, является теория Эйн-
штейна –Картана (ЭК) [5–8]. В этой теории, раз-
витой Шьямой и Кибблом, плотность лагранжиана
для гравитационного поля пропорциональна скаля-
ру Риччи, как и в ОТО. Кручение определяется с
помощью полевых уравнений, полученных варьиро-
ванием действия для гравитации и материи по тен-
зору кручения [5–8]. Тензор кручения оказывается
алгебраически пропорционален спиновому тензору
фермионной материи, так что кручение оказывает-
ся нединамическим. Тогда уравнения ЭК можно пе-
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реписать как уравнения ОТО с симметричной связ-
ностью Леви –Чивита, где тензор энергии-импульса
материи приобретает дополнительные члены, квад-
ратичные по спиновому тензору. Поэтому в теории
ЭК нет духов, которые могут проявляться в других
теориях с кручением, в которых кручение является
распространяющимся [9]. Мультипольное разложе-
ние закона сохранения для спинового тензора в тео-
рии ЭК приводит к представлению фермионной ма-
терии как спиновой жидкости (идеальной жидкости
со спином) [10].

Кручение может порождать гравитационное
отталкивание и препятствовать возникновению
космологической сингулярности в однородной и
изотропной вселенной, описываемой метрикой
Фридмана –Леметра –Робертсона –Уокера (ФЛРУ)
[2, 3, 5, 11], когда спины фермионов сонаправлены,
что было показано в работах [12–14]. Сингу-
лярность может отсутствовать и для случайно
ориентированных спинов, поскольку макроско-
пическое усреднение спиновых членов в тензоре
энергии-импульса дает ненулевое значение, что
было получено в работе [15]. Выражения для эф-
фективных плотности энергии и давления спиновой
жидкости имеют вид

ε̃ = ε− αn2
f , p̃ = p− αn2

f , (1)

где ε и p — термодинамические плотность энергии
и давление, nf — численная плотность фермионов,
а α = κ(�c)2/32 [15–18], κ = 8πG/c4. При низких
плотностях влиянием кручения можно пренебречь,
и теория ЭК эффективно сводится к ОТО. При
очень высоких плотностях, существенно больших,
чем ядерная плотность, отрицательные поправки
в выражениях (1), обусловленные взаимодействи-
ем спин–кручение, нарушают сильное энергетиче-
ское условие и действуют как отталкивающая гра-
витация, что может препятствовать возникновению
космологической сингулярности [17–20]. Аналогич-
но, коллапсирующая материя в черной дыре, кото-
рую можно представить с помощью метрики ФЛРУ,
также должна препятствовать появлению сингуляр-
ности, вместо этого возникает несингулярный от-
скок, после которого должна возникнуть новая рас-
ширяющаяся замкнутая вселенная [17–20], полная
энергия которой равна нулю [21].

Если в черной дыре по другую сторону горизон-
та событий возникает новорожденная вселенная, то
она должна быть связана с породившей ее вселенной
через мост Эйнштейн –Розена [22]. Возникновение
и последующую динамику такой вселенной невоз-
можно наблюдать снаружи черной дыры из-за бес-

конечной величины красного смещения на горизон-
те событий. Тогда, если наша вселенная является
замкнутой [23], то она могла возникнуть как ново-
рожденная вселенная при отскоке внутри родитель-
ской черной дыры, существующей в другой вселен-
ной [17,19,22,24]. Рождение квантовых частиц после
отскока может способствовать тому, что экспонен-
циальная инфляция должна закончиться в течение
конечного периода времени [17], что подтверждает-
ся наблюдениями космического микроволнового фо-
на с помощью телескопа «Планк» [25]. Несингуляр-
ный отскок также возможен, если спиновый тензор
полностью антисимметричен [26].

Эффекты кручения в теории ЭК очень слабы
и играют существенную роль в астрофизике толь-
ко для черных дыр или для очень ранней вселен-
ной. Например, кручением можно объяснить асим-
метрию количества материи и антиматерии во все-
ленной [27]. В квантовой теории поля с помощью
кручения можно подвергнуть фермионы простран-
ственному расширению [7] (вероятно, в будущем это
можно будет исследовать) и исключить ультрафио-
летовую расходимость из радиационных поправок,
представленных петлевыми диаграммами Фейнма-
на [28].

В настоящей работе в рамках теории ЭК мы рас-
сматриваем гравитационный коллапс сферы, состо-
ящей из однородной спиновой жидкости, исходно
находящейся в состоянии покоя. Такой коллапс ис-
следовался в работе [29] в предположении, что ин-
тервал внутри коллапсирующей жидкости задает-
ся метрикой ФЛРУ. В этой работе, как и в рабо-
тах [19,20], было показано, что можно избежать воз-
никновения сингулярности в пространстве-времени
с метрикой в присутствии спиновой жидкости. Од-
нако там не были рассмотрены эффекты сдвига,
действующие противоположно кручению [14], пре-
пятствующему возникновению сингулярности. Кро-
ме того, в работе [29] не было исследовано, что про-
исходит со спиновой жидкостью после отскока, ко-
гда формируется горизонт событий, а был рассмот-
рен только случай без горизонта, который реализу-
ется, когда исходная масса жидкой сферы меньше
некоторого порога (такое заключение было сдела-
но ранее в работе [7]). Когда формируется горизонт
событий, жидкость не может попасть обратно в об-
ласть пространства снаружи горизонта, поскольку
материя проходит через горизонт только в одном
направлении [3]. Более того, она не может достичь
статического состояния, потому что пространство-
время внутри горизонта событий является неста-
ционарным. Поэтому спиновая жидкость по дру-

5 ЖЭТФ, вып. 3
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гую сторону горизонта событий должна расширять-
ся как новая, растущая вселенная [19].

Чтобы рассмотреть гравитационный коллапс
сферы, состоящей из спиновой жидкости, в черную
дыру, воспользуемся подходом, предложенным в
работе [3] для детального анализа коллапса пыле-
видной сферы, который в свою очередь, основан
на работах [30] и [31]. Этот формализм связывает
исходный масштабный множитель вселенной внут-
ри черной дыры с исходными радиусом и массой
черной дыры. В отсутствие градиентов давления
такой коллапс можно описывать в системе отсчета,
являющейся одновременно синхронной и сопутству-
ющей [3]. Будем использовать метрику Толмана
[30, 31] и полевые уравнения ЭК с релятивистской
спиновой жидкостью в качестве источника. Будем
также использовать температуру для описания
энергии, давления и плотности числа фермионов в
релятивистской жидкости [17]. Мы покажем, что
после формирования горизонта событий гравита-
ционное отталкивание препятствует возникновению
сингулярности, вместо нее возникает несингуляр-
ный отскок. Образующаяся в результате по другую
сторону горизонта событий вселенная является
замкнутой и может испытать бесконечное число
отскоков и циклов. В отсутствие кручения должна
возникать сингулярность, а метрика должна описы-
ваться внутренним решением Шварцшильда, при
этом она эквивалентна метрике Кантовски – Закса,
описывающей анизотропную вселенная с тополо-
гией R × S2 [32]. Благодаря кручению вселенная
внутри черной дыры становится замкнутой с
топологией S3 (3-сфера).

Поскольку наличие сдвигов может помешать
кручению избегнуть сингулярности [14], мы будем
учитывать рождение квантовых частиц, которое
происходит в изменяющихся гравитационных полях
[33], и покажем, что при этом проявляются два эф-
фекта. Во время сжатия рождение частиц и кру-
чение, действуя совместно, изменяют на противопо-
ложное гравитационное притяжение, порожденное
сдвигами, и препятствуют возникновению сингуляр-
ности. Во время расширения то же рождение частиц
может привести к конечному времени инфляции и
к образованию очень большого количества материи.
Соответственно, при этом каждый цикл оказыва-
ется больше и длиннее предыдущего [17, 34]. Чис-
ло отскоков и циклов конечно, поскольку вселен-
ная в конце концов достигает размера, при котором
космологическая постоянная (которую также мож-
но объяснить кручением [35]) возрастет настолько,
что расширение станет неограниченным.

2. ГРАВИТАЦИОННЫЙ КОЛЛАПС
ОДНОРОДНОЙ СФЕРЫ

Для сферически-симметричного гравитационно-
го поля в пространстве-времени, заполненном иде-
альной жидкостью, геометрия определяется метри-
кой Толмана [3, 30]:

ds2 = eν(τ,R)c2dτ2 − eλ(τ,R)dR2 −
− eμ(τ,R)(dθ2 + sin2 θ dφ2), (2)

где ν, λ и μ — функции временной координаты τ и
радиальной координаты R. Можно применить пре-
образование координат τ → τ ′(τ) и R → R′(R), кото-
рое не меняет вид метрики (2). Компоненты тензора
Эйнштейна, соответствующие (2) и не обращающи-
еся в нуль, имеют вид [3, 30]

G0
0 = −e−λ

(
μ′′ +

3μ′2

4
− μ′λ′

2

)
+

+
e−ν

2

(
λ̇μ̇+

μ̇2

2

)
+ e−μ,

G1
1 = −e

−λ

2

(
μ′2

2
+ μ′ν′

)
+

+ e−ν
(
μ̈− μ̇ν̇

2
+

3μ̇2

4

)
+ e−μ,

G2
2 = G3

3 = −e
−ν

4
(λ̇ν̇ + μ̇ν̇ − λ̇μ̇− 2λ̈−

− λ̇2 − 2μ̈− μ̇2)− e−λ

4
×

× (2ν′′ + ν′2 + 2μ′′ + μ′2 − μ′λ′ − ν′λ′ + μ′ν′),

G1
0 =

e−λ

2
(2μ̇′ + μ̇μ′ − λ̇μ′ − μ̇ν′),

(3)

где точка обозначает дифференцирование по cτ , а
штрих — дифференцирование по R.

В сопутствующей системе отсчета пространст-
венные компоненты 4-скорости uμ обращаются в
нуль. Тогда ненулевые компоненты тензора энер-
гии-импульса для спиновой жидкости,

Tμν = (ε̃+ p̃)uμuν − p̃gμν ,

имеют вид
T 0
0 = ε̃,

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = −p̃.

Полевые уравнения Эйнштейна

Gμν = κT μν

в такой системе отсчета принимают вид

G0
0 = κε̃, G1

1 = G2
2 = G3

3 = −κp̃, G1
0 = 0. (4)
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Ковариантное сохранение тензора энергии-импуль-
са дает

λ̇+ 2μ̇ = − 2 ˙̃ε

ε̃+ p̃
, ν′ = − 2p̃′

ε̃+ p̃
, (5)

где постоянные интегрирования зависят от допусти-
мых преобразований

τ → τ ′(τ)

и
R → R′(R).

Если давление однородно (отсутствуют градиен-
ты давления), то p′ = 0 и p = p(τ). В этом случае
второе уравнение в (5) дает ν′ = 0. Поэтому ν = ν(τ)

и преобразование τ → τ ′(τ) делает ν равным нулю,
а g00 = eν равным единице. Система отсчета стано-
вится синхронной [3]. Если положить

r(τ, R) = eμ/2,

то (2) примет вид

ds2 = c2dτ2 − eλ(τ,R)dR2 −
− r2(τ, R)(dθ2 + sin2 θ dφ2). (6)

Уравнения Эйнштейна (3) принимают вид

κε̃ = −e
−λ

r2
(2rr′′+r′2−rr′λ′)+ 1

r2
(rṙλ̇+ṙ2+1),

− κp̃ =
1

r2
(−e−λr′2 + 2rr̈ + ṙ2 + 1),

− 2κp̃ = −e
−λ

r
(2r′′−r′λ′)+ ṙλ̇

r
+λ̈+

1

2
λ̇2+

2r̈

r
,

2ṙ′ − λ̇r′ = 0.

(7)

Интегрируя последнее уравнение в (7), получаем

eλ =
r′2

1 + f(R)
, (8)

где f — функция R, удовлетворяющая условию
1 + f > 0 [3]. Подстановка (8) во второе из урав-
нений (7) дает

2rr̈ + ṙ2 − f = −κp̃r2,

откуда

ṙ2 = f(R) +
F (R)

r
− κ

r

∫
p̃r2dr, (9)

где F — положительная функция R. Подстановка
(8) в третье из уравнений (7) не приводит к новым

соотношениям. Подставляя (8) в первое из уравне-
ний (7) и используя (9), получаем

κ(ε̃+ p̃) =
F ′(R)
r2r′

. (10)

Комбинируя (9) и (10), получаем

ṙ2 = f(R) +
κ

r

R∫
0

ε̃r2r′dR. (11)

Каждая частица в коллапсирующей жидкой
сфере представляется радиальной координатой R,
изменяющейся от 0 (в центре сферы) до R0 (на по-
верхности сферы). ЕслиM — масса сферы, то ради-
ус формирующейся из сферы черной дыры Шварц-
шильда, rg = 2GM/c2, равен [3]

rg = κ

R0∫
0

ε̃r2r′dR. (12)

Уравнения (11) и (12) дают

ṙ2(τ, R0) = f(R0) +
rg

r(τ, R0)
. (13)

Если r0 = r(0, R0) — начальный радиус сферы и
сфера исходно находилась в состоянии покоя, то

ṙ(0, R0) = 0.

Тогда (13) определяет значение R0:

f(R0) = −rg
r0
. (14)

3. БЕССПИНОВАЯ ПЫЛЕВИДНАЯ СФЕРА

Прежде, чем обратиться к гравитационному кол-
лапсу сферы, состоящей из спиновой жидкости, по-
лезно рассмотреть бесспиновую пылевидную сферу,
для которой давление обращается в нуль и поэтому
p̃ = 0. Подставляя (10) в (12), получаем

rg = F (R0)− F (0) = F (R0), (15)

откуда можно определить R0. Если f < 0, то урав-
нение (9) имеет решение

r = − F

2f
(1 + cos η),

τ − τ0(R) =
F

2(−f)3/2 (η + sin η),

(16)

где η — параметр, а τ0(R) — функция R [3, 30]. Вы-
бирая
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f(R) = − sin2R, F (R) = a0 sin
3R,

τ0(R) = const,
(17)

получаем

r =
a0
2

sinR(1+ cos η), τ − τ0 =
a0
2
(η+ sin η), (18)

где a0 — постоянная [3]. Изначально, при τ = τ0
и η = 0, сфера находится в состоянии покоя, ṙ = 0.
Очевидно, что через конечное время все частицы до-
стигнут сингулярности при r = 0. Значения a0 и R0

можно определить из (14), (15) и (17):

sinR0 =

(
rg
r0

)1/2

, a0 =

(
r30
rg

)1/2

. (19)

Горизонт событий для всей сферы формируется,
когда

r(τ, R0) = rg,

т. е. при
cos(η/2) = sinR0.

Подставляя (17) и (18) в (8), получаем

eλ(τ,R) = a20(1 + cos η)2/4.

Если определить

a(τ) =
a0
2
(1 + cos η), (20)

то квадрат инфинитезимального интервала внутри
коллапсирующей пылевидной сферы (6) становится
равен [3]

ds2 = c2dτ2 − a2(τ)dR2 −
− a2(τ) sin2R(dθ2 + sin2 θ dφ2). (21)

Начальное значение a равно a0. Такая метрика явля-
ется замкнутой метрикой ФЛРУ и описывает часть
замкнутой вселенной при 0 ≤ R ≤ R0.

4. СФЕРА ИЗ СПИНОВОЙ ЖИДКОСТИ

Перейдем к основной части работы и рассмотрим
гравитационный коллапс сферы, состоящей из спи-
новой жидкости, чтобы показать, как формируется
несингулярная вселенная. Подставляя r = eμ/2 и (8)
в первое из уравнений (5), получаем уравнение

d

dτ
(ε̃r2r′) + p̃

d

dτ
(r2r′) = 0, (22)

которое имеет вид первого закона термодинамики
для плотности энергии и давления (1) [17]. Если
предположить, что спиновая жидкость состоит из

ультрарелятивистской материи в состоянии кинети-
ческого равновесия, то

ε = h�T
4,

p = ε/3

и
nf = hnfT

3,

где T — температура жидкости,

h� = (π2/30)(gb + (7/8)gf)k
4
B/(�c)

3

и
hnf = (ζ(3)/π2)(3/4)gfk

3
B/(�c)

3,

см. [17,18]. Для частиц в рамках Стандартной Моде-
ли gb = 29 и gf = 90. Поскольку p′ = 0, температура
не зависит от R, T = T (τ). Подставляя эти соотно-
шения в (22), получаем

r2r′T 3 = g(R), (23)

где g — функция R. Подставляя это уравнение в
(11), получаем

ṙ2 = f(R) +
κ

r
(h�T

4 − αh2nfT
6)

R∫
0

r2r′dR. (24)

Уравнения (23) и (24) определяют функцию r(τ, R),
которая с учетом (8) дает λ(τ, R). Интегрирова-
ние уравнения (24) также дает начальное значение
τ0(R). Таким образом, метрика (6) зависит от трех
произвольных функций: f(R), g(R) и τ0(R).

Будем искать решение уравнений (23) и (24) в
виде

f(R) = − sin2 R, r(τ, R) = a(τ) sinR, (25)

где a(τ) — неотрицательная функция τ . Такой вы-
бор аналогичен случаю пылевидной сферы: первое
из уравнений (17), первое из уравнений (18) и урав-
нение (20). Тогда из уравнения (23) получаем

a3T 3 sin2R cosR = g(R), (26)

где разделение переменных τ и R дает

g(R) = const · sin2R cosR, a3T 3 = const. (27)

Отсюда находим

aT = a0T0,
Ṫ

T
+
H

c
= 0, (28)

где a0 = a(0), T0 = T (0), а H = cȧ/a — параметр
Хаббла. Подставляя (25) в (24), получаем
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ȧ2 + 1 =
κ

3
(h�T

4 − αh2nfT
6)a2. (29)

Используя (28), из (29) получаем

ȧ2 = −1 +
κ

3

(
h�T

4
0 a

4
0

a2
−
αh2nfT

6
0 a

6
0

a4

)
. (30)

Подставляя (25) в (8), получаем

eλ(τ,R) = a2.

Тогда квадрат инфинитезимального интервала
внутри коллапсирующей сферы из спиновой жид-
кости (6) также определяется выражением (21).

Значения a0 и R0 можно определить из (14) и
(25), что также дает выражения (19). Подставляя
их и ȧ(0) = 0 в (29), где можно пренебречь вторым
членом в правой части, получаем

Mc2 = (4π/3)r30h�T
4
0 .

Это соотношение указывает на эквивалентность
массы и энергии жидкой сферы радиуса r0 и с опре-
деленным значением T0. Горизонт событий для пол-
ной сферы формируется, когда r(τ, R0) = rg, что
эквивалентно a = (rgr0)

1/2. Уравнение (30) имеет
две точки поворота, ȧ = 0, при условии [18]

r30
rg

>
3πG�4h4nf

8h3�
∝ l2Planck, (31)

которое выполнено для астрофизических систем,
формирующих черные дыры.

5. ИЗБЕГАНИЕ СИНГУЛЯРНОСТИ

Уравнение (30) можно решить аналитически в
терминах эллиптических интегралов второго рода
[18], задавая функцию a(τ), тогда

r(τ, R) = a(τ) sinR.

Значение a никогда не становится равным нулю, по-
скольку a убывает, при этом правая часть уравне-
ния (30) становится отрицательной, что противоре-
чит тому, что левая часть неотрицательна. Смена
знака происходит при

a < (rgr0)
1/2,

т. е. после формирования горизонта событий. Поэто-
му все частицы с R > 0 падают на горизонт событий,

но никогда не достигают значения r = 0 (единствен-
ная частица в центре — это частица, которая исход-
но находилась в центре, при R = 0). Это препятству-
ет возникновению сингулярности. Ненулевые значе-
ния a в выражении (21) задают конечные значения
T и, соответственно, конечные значения ε, p и nf .

Вселенная, образующаяся в результате по дру-
гую сторону горизонта событий, имеет замкнутую
геометрию (постоянную положительную кривизну).
Величина a(τ) является масштабным множителем
для этой вселенной. Вселенная является осциллиру-
ющей: значения a осциллируют между двумя точка-
ми поворота. Значения R0 не меняются. Точка пово-
рота, в которой ä > 0, соответствует отскоку, а точка
поворота, в которой ä < 0 — схлопыванию. Поэтому
вселенная испытывает бесконечное число отскоков
и схлопываний, и это происходит в каждом цикле.

Уравнение Райчаудхури для конгруенции геоде-
зических без 4-ускорения и вращения имеет вид

dθ/ds = −θ2/3− 2σ2 −Rμνu
μuν ,

где θ — скаляр расширения, σ2 — сдвиговый ска-
ляр, а Rμν — тензор Риччи [8]. Для спиновой жид-
кости последнее слагаемое в этом уравнении равно
−κ(ε̃+3p̃)/2. Поэтому необходимым и достаточным
условием избегания сингулярности в черной дыре
является следующее:

−κ(ε̃+ 3p̃)/2 > 2σ2.

Для случая релятивистской спиновой жидкости, p =
= ε/3, это условие эквивалентно следующему:

2καn2
f > 2σ2 + κε. (32)

В отсутствие кручения левая часть неравенства (32)
также отсутствует, поэтому оно не может быть удо-
влетворено, в результате образуется сингулярность.
Поэтому наличие кручения является обязательным
условием для предотвращения возникновения син-
гулярности. В отсутствие сдвигов это условие явля-
ется также достаточным.

Случай наличия сдвигов противоположен слу-
чаю наличия кручения. Сдвиговый скаляр σ2 растет
с уменьшением a как ∝ a−6, т. е. по тому же степен-
ному закону, что и n2

f . Поэтому, если в начальный
момент времени в неравенстве (32) слагаемое, соот-
ветствующее сдвигам, преобладало над слагаемым,
соответствующим кручению, то оно будет преобла-
дать и на более поздних временах во время сжатии,
в результате возникнет сингулярность. Для предот-
вращения возникновения сингулярности при нали-
чии сдвигов величина n2

f должна расти быстрее, чем
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∝ a−6. Поэтому в черной дыре во время сжатия
должны рождаться фермионы.

6. РОЖДЕНИЕ ЧАСТИЦ

Во время сжатия или расширения вселенной
темп рождения частиц [33] можно описать феноме-
нологически:

1

c
√−g

d (
√−g nf )
dt

=
βH4

c4
, (33)

где g = −a6 sin4R sin2 θ — определитель метриче-
ского тензора в (21), а β — безразмерный темп рож-
дения частиц [17]. При рождении частиц второе из
уравнений (28) принимает вид

Ṫ

T
=
H

c

(
βH3

3c3hnfT 3
− 1

)
. (34)

Число рожденных частиц nf (a) описывается степен-
ным законом:

nf ∝ a−(3+δ), (35)

где δ зависит от τ . Подставляя это соотношение в
(33), получаем

δ ∝ −aδȧ3. (36)

Во время сжатия ȧ < 0, поэтому δ > 0. Слагае-
мое

n2
f ∝ a−6−2δ

растет быстрее, чем

σ2 ∝ a−6,

что препятствует возникновению сингулярности.
Рождение частиц и кручение, действуя совместно,
обращают знак эффектов сдвига, что приводит к
несингулярному отскоку. Динамика формирования
несингулярной, релятивистской вселенной в черной
дыре описывается уравнениями (29) и (34) с началь-
ными условиями

a(0) = (r30/rg)
1/2

и
ȧ(0) = 0,

откуда мы получаем функции a(τ) и T (τ). Сдвиги
должны входить в правую часть уравнения (29) как
дополнительное положительное слагаемое, пропор-
циональное a−4. Когда вселенная становится нере-
лятивистской, слагаемое h�T 4 в уравнении (29) ста-
новится положительным и пропорциональным a−1.
Космологическая постоянная входит в уравнение

(29) в виде положительного слагаемого, пропорцио-
нального a2.

Рождение частиц увеличивает максимальный
размер масштабного множителя, который дости-
гается при схлопывании. Поэтому каждый новый
цикл больше и длительнее, чем предыдущий. Со-
гласно (19), R0 имеет вид

sin3R0 =
rg
a(0)

, (37)

где a(0) — исходный масштабный множитель, рав-
ный максимальному масштабному множителю в
первом цикле. Поскольку максимальный масштаб-
ный множитель в следующем цикле больше, значе-
ние sinR0 убывает. По мере развития циклов значе-
ние R0 приближается к π.

7. ИНФЛЯЦИЯ И КОНЕЦ ОСЦИЛЛЯЦИЙ

Во время сжатия H отрицательно, а температу-
ра T возрастает. Во время расширения, если β слиш-
ком велико, то правая часть уравнения (34) должна
стать положительной. В этом случае температура
должна увеличиваться с ростом a, что должно при-
водить к постоянной инфляции [17]. Поэтому име-
ется верхний предел скорости рождения частиц, а
именно, максимум функции (βH3)/(3c3hnfT

3) дол-
жен быть меньше 1.

Если после отскока функция (βH3)/(3c3hnfT
3) в

уравнении (34) возрастает до значения чуть меньше
1, то температура T должна оставаться практически
постоянной. Соответственно,H также должна быть
практически постоянной, а масштабный множитель
a должен экспоненциально расти, что соответству-
ет инфляции. Поскольку плотность энергии также
должна быть практически постоянной, во вселен-
ной должно образовываться очень большое количе-
ство материи и энтропии. Такое расширение долж-
но закончиться, когда правая часть уравнения (34)
станет меньше 1. Поэтому инфляция должна закон-
читься в течение конечного периода времени. По-
сле этого влияние кручения ослабевает и вселенная
гладко входит в период расширения с преобладани-
ем излучения, за которым следует период с преоб-
ладанием материи.

Если вселенная во время расширения не дости-
гает критического размера, при котором космологи-
ческая постоянная становится значительной, то она
снова коллапсирует до другого отскока и начинается
новый цикл осцилляций [36]. Новый цикл оказыва-
ется больше и длительнее, чем предыдущий [17,34].
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После конечной последовательности циклов вселен-
ная достигает критического размера, после которо-
го невозможно следующее сжатие, и входит в пе-
риод расширения с доминированием космологиче-
ской постоянной, во время которого она расширя-
ется неограниченно. Значение R0 асимптотически
стремится к π, что соответствует максимальному
значению R в замкнутой изотропной вселенной в
соответствии с выражением (21). Последний отскок,
называемый большим отскоком, представляет собой
большой взрыв.

8. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Если наша вселенная является замкнутой, то
она могла возникнуть как новорожденная вселен-
ная при отскоке внутри родительской черной дыры,
существующей в другой вселенной. Эту гипотезу
подтверждает проведенный в настоящей работе ана-
лиз гравитационного коллапса объекта, состоящего
из спиновой жидкости, при наличии кручения и
рождения частиц. Более реалистичный сценарий
гравитационного коллапса должен рассматривать
неоднородную и вращающуюся жидкую сферу. Ес-
ли давление в сфере неоднородно, то система от-
счета не может быть сопутствующей и синхронной
[3, 37]. Поэтому ν и температура могут зависеть от
R, и тогда уравнения, описывающие коллапс и по-
следующую динамику вселенной, будут более слож-
ными. Для случая вращающейся сферы возникают
дополнительные сложности [38], и для формирую-
щейся черной дыры Керра, помимо массы, нужно
вводить еще один параметр, а именно, момент им-
пульса [39]. Тем не менее, общий характер влияния
кручения и рождения частиц на избегание сингу-
лярности и возникновение отскока в черной дыре
остается обоснованным.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке University Research Scholar
Program, University of New Haven.
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STABILITY AND DYNAMICS

OF REGULAR THIN-SHELL GRAVASTARS

M. Sharif, F. Javed

Исследуются устойчивые и динамические конфигурации гравастаров с тонкой оболочкой на основе сши-
вания внешнего (черные дыры Хейворда и черные дыры Хейворда – анти-де Ситтера) и внутреннего
(черные дыры де Ситтера) пространства-времени. На тонкой оболочке эти два пространства-времени
связываются с помощью “cut and paste” техники Виссера. Плотность поверхностной энергии, материя и
давление описываются уравнениями Ланцоша. Для исследования устойчивости гравастаров рассмотрены
экранированные области, для этого использовалось радиальное возмущение для равновесного радиуса
оболочки. Динамика на тонкой оболочке рассмотрена как для безмассовых, так и для массивных скаляр-
ных полей с использованием уравнений движения и уравнений Клейна – Гордона. В случае скалярного
поля гравастары с тонкой оболочкой могут демонстрировать коллапс и расширение в зависимости от
радиуса оболочки, скорости его изменения и эффективного потенциала. Оказалось, что устойчивые об-
ласти оболочки гравастара уменьшаются, при этом динамические конфигурации (коллапс и расширение)
увеличиваются с ростом космологической постоянной.

DOI: 10.31857/S004445102103007X

1. ВВЕДЕНИЕ

Черная дыра (ЧД) образуется в результате гра-
витационного коллапса массивной звезды под дейст-
вием ее гравитационных сил. Такие области про-
странства-времени нельзя в полной мере наблю-
дать из-за существования горизонта событий и цен-
тральной сингулярности. В центральной сингуляр-
ности массовая плотность и кривизна пространства-
времени становятся бесконечными, поэтому общая
теория относительности не описывает геометриче-

* E-mail: msharif.math@pu.edu.pk
** E-mail: faisalrandawa@hotmail.com

ской структуры черных дыр. В работе [1] получе-
но точное решение полевых уравнений, представля-
ющее ЧД с регулярным центром, названное регу-
лярной ЧД. В работе [2] концепция регулярных ЧД
была расширена введением нелинейного электриче-
ского поля. Некоторые другие модели регулярных
ЧД также были предложены в работах [3–6]. Для
более полного исследования ЧД требуется альтер-
нативая модель, в которой отсутствовали бы цент-
ральная сингулярность и горизонт событий и была
бы получена устойчивая конфигурация для некото-
рого конкретного выбора распределения материи.

В 2001 г. Мазур и Моттола в работе [7] предпо-
ложили, что фазовый переход предотвращает кол-
лапс звезды, а также предложили концепцию звез-
ды гравитационного вакуума (гравастара). Грава-
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стары являются аналогами ЧД, однако они не име-
ют ни сингулярности, ни горизонта событий. Такие
звездные объекты можно было бы использовать для
описания той роли, которую темная энергия играет
в ускорении расширения вселенной. Кроме того, это
могло бы объяснить, почему некоторые галактики
имеют низкую или высокую концентрацию темной
материи. Модель гравастара можно описывать с по-
мощью трех различных областей с соответствующи-
ми уравнениями состояния (УС), а именно, внешняя
область (r2 < r) с p = 0 = σ, внутренняя область
(0 ≤ r < r1) с σ = −p > 0 и промежуточная область
(r1 < r < r2) с p = σ, где σ, p и r1 − r2 — плотность
поверхностной энергии, давление и толщина оболоч-
ки, соответственно. Как можно видеть, внутренняя
область соответствует геометрии де Ситтера (DS)
с материей, имеющей постоянную положительную
плотность энергии и отрицательное давление, что
связано с вакуумым решением Шварцшильда через
промежуточную область.

Промежуточная область, толщина которой опре-
деляется тонким слоем материальной поверхности,
существенно влияет на динамическую конфигура-
цию. Эта область, также известная как тонкая обо-
лочка, состоит из жестко распределенной материи.
Существование материальной поверхности, образу-
ющей оболочку определенного радиуса, имеет боль-
шое значение для поддержания устойчивой конфи-
гурации тонкой оболочки, при этом возникает силь-
ное давление, достаточное для того, чтобы преодо-
леть влияние гравитационных сил. Компоненты тен-
зора энергии-импульса можно получить, используя
формализм, предложенный в работе [8]. Метод “cut
and paste” Виссера предлагает общий формализм,
позволяющий соединять внешнюю и внутреннюю
геометрию на тонкой оболочке. Мазур и Мотто-
ла также использовали этот подход для построе-
ния гравастаров с тонкой оболочкой, сшивая внеш-
нее пространство-время в виде ЧД Шварцшильда
и внутреннее в виде многообразия DS. Этот под-
ход очень полезен, если нужно избежать возникно-
вения горизонта событий и сингулярности в геомет-
рии гравастаров [9]. В работах [10–16] метод “cut and
paste” использовался для объяснения кротовых нор
с тонкой оболочкой, образованных из двух эквива-
лентных копий ЧД.

Новые результаты по исследованию граваста-
ров, полученные с использованием различных под-
ходов, представлены в целом ряде работ. В рабо-
те [17] исследовалась динамическая устойчивость
гравастаров с тонкой оболочкой с использованием
метода “cut and paste” для внешней и внутренний

геометрии. Было получено, что гравастары с тон-
кой оболочкой становятся устойчивыми при под-
ходящем выборе УС для переходных слоев. В ра-
боте [18] были построены гравастары для случая
ЧД DS или анти-DS (ADS) в качестве внутренне-
го пространства-времени и ЧД Шварцшильда–ADS
или Райснера –Нордстрема (РН) в качестве внешне-
го. В этой работе также исследовались устойчивые
решения для гравастаров с использованием УС. В
работе [19] были введены два типа теоретических
гравастаров для пространства-времени РН и иссле-
довалась роль заряда в устойчивости конфигурации
гравастаров. В работе [20] исследовались граваста-
ры с тонкой оболочкой в присутствии электромаг-
нитного поля и была определена их энтропия. В ра-
боте [21] рассматривался гравастар с использовани-
ем ЧД в мире на бране в качестве внешнего много-
образия.

В работе [22] была построена динамическая мо-
дель прототипа гравастаров, заполненных фантом-
ной энергией. В этой работе исследовались грава-
стары с тонкой оболочкой с внешним пространст-
вом-временем Вайдьи, заполненные идеальной жид-
костью. Было получено, что при различных распре-
делениях материи на тонкой оболочке такая струк-
тура может представлять собой ЧД, а также устой-
чивый или неустойчивый гравастар или частичный
(“bounded excursion”) гравастар. В работе [23] в рам-
ках подхода Чандрасекара исследовались граваста-
ры с непрерывным давлением, а также было получе-
но УС для статического случая. В работе [24] было
предложено существование гравастара с тонкой обо-
лочкой в размерности (2 + 1) и исследована его эн-
тропия, длина, а также различные энергетические
условия. В работе [25] исследовалось влияние раз-
личных физических характеристик на точные реше-
ния для некоммутативных гравастаров и анализиро-
вались устойчивые конфигурации переходого слоя.
В этой работе было показано, что тонкая оболоч-
ка является устойчивой вблизи ожидаемого гори-
зонта событий. В работе [26] с использованием ра-
диальных возмущений исследовалась устойчивость
некоммутативных гравастаров с тонкой оболочкой и
были получены области устойчивости. Недавно ав-
торами настоящей работы были исследованы грава-
стары с тонкой оболочкой, получающиеся при сши-
вании внутреннего пространства-времени ЧД DS с
внешним пространством-временем ЧД Бардина и
Бардина–DS [27]. Оказалось, что области устойчи-
вости увеличиваются при увеличении космологиче-
ской постоянной и убывают при возрастании заряда
во внешнем пространстве-времени.
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Скалярное поле играет важную роль при иссле-
дованиях различных астрофизических явлений, ди-
намики кластеров и вообще в теоретической физике.
В работе [28] была введена концепция электромаг-
нитно-гравитационной сущности, названной геоном.
В этой работе было предложено частице-подобное
решение на основе взаимодействия гравитационно-
го и классического электромагнитного поля, удер-
живаемое в ограниченной области гравитационным
притяжением энергии своего собственного поля. В
работе [29] исследовались решения полевых урав-
нений для ЧД Шварцшильда в случае скалярного
поля. В работе [30] исследовались геометрические
характеристики комплексного массивного скаляр-
ного поля. В работе [31] рассматривалась динами-
ка и устойчивость бозонных звезд и были получены
устойчивые решения для различных значений ска-
лярного поля. В работе [32] исследовалась сфери-
ческая геометрия в случае безмассового скалярного
поля.

В работе [33], с использованием метода “cut and
paste” для двух эквивалентных копий ЧД Шварц-
шильда, обсуждалась динамика тонких оболочек в
случае безмассового и массивного скалярных полей.
Было получено, что в безмассовом случае тонкая
оболочка демонстрирует коллапс, расширение и сед-
ловые точки, в то время как в случае массивно-
го скалярного поля оболочка демонстрирует толь-
ко коллапс. В работе [34] рассматривались тонкие
оболочки в случае безмассового и массивного ска-
лярных полей для черных дыр РН и было показано,
что коллапс оболочки имеет место только в случае
массивного скалярного поля. В работе [35] обсужда-
лись расширение и коллапс тонкой оболочки в слу-
чае скалярного поля для регулярных ЧД. Недавно
авторы исследовали динамическую эволюцию тон-
кой оболочки в случае скалярного поля для раз-
личных вращающихся регулярных ЧД и ЧД BTZ
(Bañados, Teitelboim, Zanelli). Кроме того, рассмат-
ривались тонкие оболочки для d-мерных ЧД в слу-
чае безмассового и массивного скалярых полей [36].
В работе [37] в случае скалярного поля рассматри-
валась динамика тонкой оболочки, сформированной
внутренней и внешней копиями черных дыр в мире
на бране.

В настоящей работе рассмотрены стабильные и
динамические конфигурации гравастаров с тонкой
оболочкой для многообразий Хейворда и Хейвор-
да–ADS в качестве внешнего пространства-времени
и многообразия DS в качестве внутреннего прост-
ранства-времени. Работа построена следующим об-
разом. В разд. 2 предлагается общий метод иссле-

дования гравастаров с тонкой оболочкой. В разд. 3
рассматривается устойчивость тонкой оболочки при
наличии радиального возмущения. В разд. 4 рас-
сматривается динамическая эволюция тонкой обо-
лочки в случае безмассового и массивного скаляр-
ных полей. В последнем разделе обобщаются полу-
ченные результаты.

2. ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАВАСТАРОВ С
ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО

ФОРМАЛИЗМА

В данном разделе представлен общий подход к
исследованию гравастаров с использованием метода
“cut and paste”. Пусть внешняя геометрия соответ-
ствует ЧД Хейворда–ADS, а внутренняя — много-
образию DS. Используя формализм Израэля и урав-
нения Ланцоша, получим уравнения движения для
случая тонкой оболочки. Соответствующий линей-
ный элемент для внешней (Υ+) и внутренней (Υ−)
геометрий имеет вид [5]

ds2± = −Π±(r±)dt2± +Π−1
± (r±)dr2± +

+ r2±(dθ
2
± + sin2 θ±dφ2±), (1)

где Π−(r−) = 1 − r2−/α
2, α — ненулевая посто-

янная. Явный вид внешней метрической функции
определяет различные регулярные ЧД. Метричес-
кая функция ЧД Хейворда–ADS равна [5]

Π+(r+) = 1− 2r2+m

r3+ +Q3
− Λr2+

3
,

где m — масса ЧД, а Λ — космологическая постоян-
ная. Физический параметр Q связан с полным маг-
нитным зарядом ЧД. В отсутствие Λ получаем ЧД
Хейворда, метрическая функция которой равна [2]

Π+(r+) = 1− 2r2+m

r3+ +Q3
,

при этом, если и Q, и Λ становятся равными нулю,
мы получаем метрическую функцию ЧД Шварц-
шильда.

Чтобы построить геометрию гравастаров с тон-
кой оболочкой, требуется сшить внешнее и внутрен-
нее пространство-время на гиперповерхности

∂Υ = r = h = η,

используя метод “cut and paste”. Таким образом, мы
получим новое многообразие

Υ = Υ− ∪Υ+
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с минимальной площадью поверхности ∂Υ. Сшива-
ние внешнего и внутреннего пространства-времени
для минимальной площади поверхности соответ-
ствует случаю тонкой оболочки. Радиус оболоч-
ки (h = h(τ), где τ — собственное время) дол-
жен быть больше горизонта событий rh, чтобы рас-
сматриваемая структура не ушла за горизонт собы-
тий, а также чтобы не возникло сингулярности в
пространстве-времени. Координаты ∂Υ можно опре-
делить как

ξi = (τ, θ, φ),

тогда соответствующий линейный элемент имеет
вид

ds2 = −dτ2 + h(τ)2dθ2 + h(τ)2 sin2 θdφ2.

Векторы nα±, нормальные к Υ±, определяются как

nμ+ =

⎛⎜⎜⎝ ḣ

1− 2h2m

h3 +Q3
− Λh2

3

,

√
1− 2h2m

h3 +Q3
− Λh2

3
+ ḣ2, 0, 0

⎞⎟⎟⎠ , (2)

nμ− =

⎛⎜⎝ ḣ

1− h2

α2

,

√
1− h2

α2
+ ḣ2, 0, 0

⎞⎟⎠ , (3)

где ḣ = dh/dτ .
Материальная поверхность на оболочке данного

радиуса обуславливает разрыв внешней кривизны
Ki±
j . Математически компоненты внешней кривиз-

ны для обеих геометрий записываются следующим
образом:

Kτ+
τ =

2mh
(
h3 − 2Q3

)
(Q3 + h3)2

+
16πΛh

3
+ 2ḧ√

1− 2h2m

h3 +Q3
− Λh2

3
+ ḣ2

, (4)

Kθ+
θ =

1

h

√
1− 2h2m

h3 +Q3
− Λh2

3
+ ḣ2, (5)

Kτ−
τ =

−2h

α2
+ 2ḧ√

1− h2

α2
+ ḣ2

, (6)

Kθ−
θ =

1

h

√
1− h2

α2
+ ḣ2, (7)

Kφ±
φ = sin2 θKθ±

θ . (8)

Если

K+
ij −K−

ij �= 0,

то на ∂Υ присутствует тонкий слой материи. Ком-
поненты тензора энергии-импульса Sij такой мате-
риальной поверхности определяются уравнениями
Ланцоша. Их можно выразить как

Sij = − 1

8π
{[Ki

j ]− δijK}, (9)

где [Ki
j ] = K+i

j −K−i
j и K = tr[Kij ] = [Ki

j]. Приве-
денное выше уравнение в терминах распределения
идеальной жидкости принимает вид

Sij = vivj (p+ σ) + pδij, (10)

где vi — компоненты скорости изменения радиу-
са тонкой оболочки, σ — плотность поверхностной
энергии, а p — поверхностное давление. Радиус-
вектор на гиперповерхности можно выразить как

xi = (τ, θ, φ),

а скорость — как

vi =
dxi

dτ
= (1, 0, 0).

Пусть r = h(τ) — радиальная координата
пространства-времени ЧД на гиперповерхно-
сти. Тогда радиус оболочки зависит от собственного
времени τ и можно записать

ḣ =
dh

dτ
.

Это — производная радиуса горловины по собствен-
ному времени, которая обычно определяет устойчи-
вые и динамические конфигурации тонкой оболоч-
ки. Не имеется прямого соотношения, связывающе-
го между собой vi и ḣ. Здесь ḣ — скорость изменения
радиуса горловины по отношению к собственному
времени, а vi — скорость частицы, движущейся над
гиперповерхностью.

Из уравнений(3) и (4) получаем выражения для
σ и p:

σ = − 1

4πh

{√
ḣ2 + 1− 2h2m

h3 +Q3
− Λh2

3
−

−
√
ḣ2 + 1− h2

α2

}
, (11)
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p =
1

8πh
×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2ḣ2+2hḧ−

2mh2
(
4Q3 + h3

)
(Q3 + h3)

2 +
32

3
πΛh2+2√

ḣ2 + 1− 2h2m

h3 +Q3
− Λh2

3

−

−
2ḣ2 + 2hḧ+ 2− 4h2

α2√
ḣ2 + 1− h2

α2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
. (12)

Уравнение движения, описывающее динамиче-
ские и устойчивые конфигурации гравастаров с тон-
кой оболочкой, можно получить, перегруппировав
уравнение (5). Его можно записать в виде

ḣ2 +Ω(h) = 0, (13)

где Ω(h) — потенциальная функция рассматривае-
мой структуры:

Ω(h) = − χ(h)2

64π2h2σ2
+

1

2
λ(h)− 4π2h2σ2, (14)

для простоты мы ввели обозначения χ(h) и λ(h):

χ(h) = Π−(h)−Π+(h), λ(h) = Π−(h) + Π+(h).

Теперь предположим, что ḣ и ḧ обращаются в нуль
для равновесного радиуса оболочки, h0, тогда при
h = h0 движение оболочки в радиальном направле-
нии прекращается. Соответствующие значения по-
верхностного напряжения при h = h0 принимают
вид

σ0 = − 1

4πh0

{√
1− 2h20m

h30+Q
3
−Λh20

3
−
√
1−h

2
0

α2

}
, (15)

p0 =
1

8πh0

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−
2mh20

(
4Q3 + h30

)
(Q3 + h30)

2 +
32

3
πΛh20 + 2√

1− 2h20m

h30 +Q3
− Λh20

3

−

−
2− 4h20

α2√
1− h20

α2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
. (16)

В следующем разделе мы рассмотрим влияние
физических параметров на области устойчивости
оболочки гравастара при линеаризованном радиаль-
ном возмущении. Кроме того, мы рассмотрим влия-
ние скалярного поля на динамическую конфигура-
цию оболочки.

3. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ

В данном разделе мы рассмотрим устойчивые
конфигурации гравастаров с тонкой оболочкой с
возмущением вдоль радиального направления отно-
сительно равновесного радиуса оболочки h = h0. За-
кон сохранения в терминах σ и p принимает вид

p
d

dτ
(4πh2) +

d

dτ
(M) = 0, (17)

где M = 4πh2σ — распределение полной массы
на тонкой оболочке. Приведенное выше уравнение
можно переписать как

σ′ = − 2

h
(p(σ) + σ). (18)

Для исследования устойчивых конфигураций с
возмущением вдоль радиального направления ис-
пользуем разложение Ω(h) в ряд Тейлора вблизи
равновесного радиуса оболочки h0:

Ω(h) = Ω(h0) + Ω′(h0)(h− h0)+

+
1

2
Ω′′(h0)(h− h0)

2 +O[(h− h0)
3].

Получаем
Ω(h0) = 0 = Ω′(h0),

тогда приведенное выше уравнение принимает вид

Ω(h) =
1

2
(h− h0)

2Ω′′(h0). (19)

Соответственно, вторая производная Ω(h) при h =

= h0 равна

Ω′′(h0) =
2M(h0)M′(h0)

h30
− h20χ(h0)χ

′′(h0)
2M(h0)2

+

+
2h20χ(h0)M′(h0)χ′(h0)

M(h0)3
−M′(h0)2

2h20
−h

2
0χ

′(h0)2

2M(h0)2
−

− 3h20χ(h0)
2M′(h0)2

2M(h0)4
− 2h0χ(h0)χ

′(h0)
M(h0)2

+

+
λ′′(h0)

2
− 3M(h0)

2

2h40
+
h20χ(h0)

2M′′(h0)
2M(h0)3

−

− M(h0)M′′(h0)
2h20

− χ(h0)
2

2M(h0)2
+

+
2h0χ(h0)

2M′(h0)
M(h0)3

. (20)

Для исследования областей устойчивости рас-
сматриваемой структуры мы использовали общее
представление для поверхностного давления как
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Рис. 1. Области устойчивости для гравастаров с тонкой оболочкой для ЧД Хейворда при различных значениях Q

функции плотности поверхностной энергии, это так-
же было рассмотрено в работах [25–27]. Для иссле-
дования устойчивости гравастаров с тонкой оболоч-
кой полезно также выбрать конкретный вид УС.
Здесь мы рассмотрим зависимость поверхностного
давления от плотности поверхностной энергии для
оболочки гравастара только в общем виде, т. е. p =

= p(σ). Параметр в уравнении состояния для равно-
весного радиуса оболочки можно выразить как

η20 = dp/dσ|h=h0 .

Соответственно, первая и вторая производные пол-
ной массы по h при h = h0 имеют вид

M′(h0) = −8πh0p0,

M′′(h0) = −8πp0 + 16πη20(σ0 + p0).

Поскольку эти выражения зависят от параметра
УС, вторая производная потенциальной функции по
радиусу оболочки также зависит от η20 .

Будем исследовать устойчивость гравастаров с
тонкой оболочкой, используя вторую производную
эффективного потенциала при h = h0. Известно,
что если Ω′′(h0) < 0, то тонкая оболочка облада-
ет неустойчивой конфигурацией, если Ω′′(h0) > 0 —
устойчивой, а если Ω′′(h0) = 0, то об устойчивости
ничего сказать нельзя [38]. Поскольку мы исследуем
области устойчивости с помощью второй производ-
ной Ω′′(h0), уравнение (16) можно записать как

Ω′′(h0) > 0 ⇒ Υ(h0)η
2
0 −B(h0) > 0. (21)

Здесь B(h0) = B0 и Υ(h0) = Υ0 обозначают выра-
жения, в которые не входит параметр УС η20 . Что-
бы охарактеризовать области устойчивости грава-
старов с тонкой оболочкой, можно записать

(i) Если Υ0 < 0, то η20 < B0/Υ0.
(ii) Если Υ0 > 0, то η20 > B0/Υ0.
Здесь

Υ0 = (4σ0p0 + 4σ2
0)×

×
(
−256π4h0 + (Π−(h0)−Π+(h0))

2)4σ4
0

)
,

B0 = −
(
4p20 + 6p0σ0 + 3σ2

0

)
256π4h40σ

4
0 +

+ h0σ0
(
h0σ0

(
Π−(h0)′′

(
16π2h20σ

2
0 −

− Π−(h0) + Π+(h0)) + Π+(h0)
′′ ×

×
(
Π−(h0) + 16π2h20σ

2
0 −Π+(h0)

))
+

+ 2Π−(h0)′ (h0σ0Π+(h0)
′−2(Π−(h0)−Π+(h0)) ×

× (2p0+σ0))− h0σ0 (Π−(h0)′)
2 −h0σ0 (Π+(h0)

′)2 +

+ 4Π+(h0)
′(2p0 + σ0) (Π−(h0) − Π+(h0))) −

−
(
12p20 + 10p0σ0 + σ2

0

)
Π−(h0)2 + 2Π−(h0)×

×
(
12p20 + σ2

0 + 10p0σ0)Π+(h0)−Π+(h0)
2 ×

×
(
12p20 + 10p0σ0 + σ2

0

)
.

Для исследования областей устойчивости рас-
сматриваемых структур проанализируем графики
зависимостейB0/Υ0 и η20 . Области устойчивости для
гравастаров с тонкой оболочкой при различных зна-
чениях физических параметров показаны на рис. 1
и 2 темным цветом, при этом светлые области соот-
ветствуют неустойчивым конфигурациям. Как вид-
но на рис. 1 и 2, размер областей устойчивости для
гравастаров с тонкой оболочкой в случае ЧД Хей-
ворда увеличивается как с ростом заряда, так и с
ростом массы ЧД. Изменение физических парамет-
ров внутреннего пространства-времени DS оказыва-
ет существенное влияние на области устойчивости
гравастаров с тонкой оболочкой. Оказалось, что чем
больше значение α, тем больше области устойчивос-
ти (см. рис. 3). При этом для гравастаров с тонкой
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Рис. 2. Области устойчивости для гравастаров с тонкой оболочкой для ЧД Хейворда при различных значениях m

Рис. 3. Области устойчивости для гравастаров с тонкой оболочкой для ЧД Хейворда при различных значениях α

Рис. 4. Области устойчивости для гравастаров с тонкой оболочкой для ЧД Хейворда при различных значениях Λ

оболочкой для ЧД Хейворда–ADS при возрастании
Λ области устойчивости уменьшаются (см. рис. 4).
Можно сказать, что для гравастаров с тонкой обо-
лочкой области устойчивости различны для различ-
ных случаев внешнего пространства-времени, облас-

ти устойчивости для ЧД Шварцшильда больше об-
ластей устойчивости для ЧД Шварцшильд ADS, а
области устойчивости для ЧД Хейворда больше об-
ластей устойчивости для ЧД Хейворда ADS (см.
рис. 5).
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Рис. 5. Области устойчивости для гравастаров с тонкой оболочкой при различном выборе внешнего пространства-времени
при m = 0.5

4. ДИНАМИКА ГРАВАСТАРОВ С ТОНКОЙ
ОБОЛОЧКОЙ

В данном разделе мы исследуем эффективный
потенциал и скорость изменения радиуса оболочки
рассматриваемой структуры, которые обеспечивают
динамику в виде коллапса, расширения и седловых
точек. Ниже мы получим соответствующие выраже-
ния для скорости и эффективного потенциала для
гравастаров с тонкой оболочкой для случаев ЧД
Хейворда и ЧД Хейворда ADS в терминах массы
оболочки.

A. Черная дыра Хейворда

Скорость изменения радиуса оболочки (уравне-
ние движения) для гравастаров с тонкой оболочкой
для случая ЧД Хейворда имеет вид

ḣ = ±

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
M2

4h2
+

h6
(

6m

h3 +Q3
− 3

α2

)2

36M2
+

+
h2

2

(
2m

h3 +Q3
+

1

α2

)
− 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
1/2

. (22)

Соответствующая потенциальная функция матери-
альной поверхности на тонкой оболочке имеет вид

Ωh(h) = 1− M2

4h2
−
h6
(

6m

h3 +Q3
− 3

α2

)2

36M2
−

− h2

2

(
2m

h3 +Q3
− 1

α2

)
. (23)

B. Черная дыра Хейворда ADS
Скорость изменения радиуса оболочки (уравне-

ние движения) для гравастаров с тонкой оболочкой
для случая ЧД Хейворда–ADS имеет вид
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Рис. 6. Динамика гравастаров с тонкой оболочкой, а именно, расширение (левая панель) и коллапс (правая панель) при
различном поведении скорости изменения радиуса оболочки для различных значений M

Рис. 7. Динамика гравастаров с тонкой оболочкой, а именно, зависимости радиуса оболочки h от τ при h(0) = 1 для
различных значений M (левая панель) и Λ (правая панель)

ḣ = ±

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
M2

4h2
+

h6
(

6m

h3 +Q3
− 3

α2
+ Λ

)2

36M2
+

+
h2

6

(
6m

h3 +Q3
+

3

α2
+ Λ

)
− 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
1/2

. (24)

Соответствующая потенциальная функция матери-
альной поверхности на тонкой оболочке имеет вид

Ωhads(h) = 1−M2

4h2
−
h6
(

6m

h3 +Q3
− 3

α2
+Λ

)2

36M2
−

− h2

6

(
6m

h3 +Q3
+

3

α2
+ Λ

)
. (25)

Динамика гравастаров с тонкой оболочкой при
различных значениях физических параметров, а
именно, скорости изменения радиуса оболочки, ра-
диуса оболочки и эффективного потенциала, пока-
зана на рис. 6, 7 и 8. Если скорость изменения ра-
диуса оболочки возрастает, то оболочка гравастара
демонстрирует расширение, в противном случае —
коллапс (см. рис. 6). Левый рисунок соответствует
расширению, а правый — коллапсу тонкой оболоч-
ки. На рисунке видно, что с ростом массы оболоч-
ки динамика замедляется. Оказалось, что при соот-
ветствующем собственном времени тонкая оболочка
может одновременно демонстрировать как расшире-
ние, так и коллапс (см. рис. 7). На рисунке видно,
что скорости как коллапса, так и расширения обо-
лочки гравастаров больше для больших значений Λ.

Потенциальная функция демонстрирует осцил-
ляции при изменении радиуса оболочки граваста-

6 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 8. Осцилляции потенциальной функции при изменении радиуса оболочки для различных значенийM (левая панель)
и Λ (правая панель)

ров при различных значениях физических парамет-
ров, см. рис. 8. Значения потенциальной функции
осциллируют между двумя вещественными корня-
ми, h1, h2, при Ω(h1) = 0 = Ω(h2). Локальные ми-
нимумы или локальные максимумы потенциальной
функции получены в открытом интервале (h1, h2).
На рис. 8 показаны различные пары вещественных
корней потенциальной функции с локальными ми-
нимумами и локальными максимумами. Если потен-
циальная функция имеет локальный минимум меж-
ду своими вещественными корнями, то она демон-
стрирует устойчивое поведение, в противном слу-
чае — неустойчивое. Оболочка демонстрирует кол-
лапс при Ω(h) → −∞ при h → 0 или h → ∞, если
h > 1.5. Оказалось, что скорость расширения и кол-
лапса оболочки гравастаров зависит от космологи-
ческой постоянной и массы оболочки. Приведенным
зависимостям потенциальной функции соответству-
ют области устойчивых и неустойчивых осцилляций
оболочки гравастаров. Для двух значений радиусов
оболочки h1, h2, скорость ее изменения обращается
в нуль, ḣ(τ) = 0, что означает, что оболочка пере-
стает двигаться и возвращается к прежнему состоя-
нию. Как можно видеть, при Ω(h) > 0 оболочка гра-
вастара демонстрирует расширение, при Ω(h) > 0 —
коллапс, а Ω(h) = 0 соответствует седловым точкам.
Поверхностное давление оболочки максимально при
минимальном значении радиуса оболочки и имеет
минимальное значение при его максимальном зна-
чении. Это означает, что гравитационное притяже-
ние заставляет оболочку сжиматься, что приводит к
осцилляциям. Оказалось, что из-за осцилляций обо-
лочка гравастара может иметь как устойчивые, так
и неустойчивый конфигурации при разных значени-
ях радиуса.

4.1. Гравастары с тонкой оболочкой в случае
скалярного поля

Рассмотрим движение гравастаров с тонкой обо-
лочкой в случае вещественного скалярного поля.
Они полезны для понимания динамической кон-
фигурации скалярных тел. Для этого рассмотрим
преобразование, связывающее уравнения движения
тонкой оболочки, состоящей из идеальной жидко-
сти, в случае скалярного поля. Рассмотрим преоб-
разование

ua =
ψ,a√
ψ,bψ,b

,

устанавливающее линейную зависимость между
компонентами тензора энергии-импульса идеальной
жидкости с производной скалярного поля ψ по
собственному времени, а также скалярной потенци-
альной функцией Ω(ψ) [33–35]. С помощью этого
преобразования в случае скалярного поля для
гравастаров с тонкой оболочкой можно получить
уравнения движения, которые описывают поведе-
ние оболочки как аналитически, так и численно. В
случае скалярного поля соответствующий тензор
энергии-импульса имеет вид [33]

Sij = ∇iψ∇jψ − ηij

(
1

2
(∇ψ)2 − Ω(ψ)

)
.

Соответствующие компоненты можно выразить как
[33, 34]

2σ = ψ,bψ
,b + 2Ω(ψ), 2p = ψ,bψ

,b − 2Ω(ψ), (26)

откуда получаем

σ =
1

2

(
ψ̇2 + 2Ω(ψ)

)
, p =

1

2

(
ψ̇2 − 2Ω(ψ)

)
. (27)
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Тогда масса оболочки в случае скалярного поля рав-
на

M = 4πh2σ = 2πh2(ψ̇2 + 2Ω(ψ)). (28)

Используя уравнения (24) и (25), из (17) получаем

ψ̈ +
2ḣ

h
ψ̇ +

∂Ω

∂ψ
= 0. (29)

Приведенное выше уравнение называется уравнени-
ем Клейна–Гордона (КГ). Для ЧД Хейворда и для
ЧД Хейворда–ADS потенциальная функция грава-
старов с тонкой оболочкой в случае скалярного поля
соответственно принимает вид

Ωh(h) = 1− π2h2
(
2Ω(ψ) + ψ̇2

)2
+

+
1

6
h2
(
− 6m

h3 +Q3
− 3

α2

)
−

− h2

144π2

(
6m

h3 +Q3
− 3

α2

)2 (
2Ω(ψ) + ψ̇2

)−2

,

Ωhads(h) = 1− π2h2
(
2Ω(ψ) + ψ̇2

)2
+

+
1

6
h2
(
− 6m

h3 +Q3
− 3

α2
− Λ

)
−

− h2

144π2

(
6m

h3 +Q3
− 3

α2
+ Λ

)2 (
2Ω(ψ) + ψ̇2

)−2

.

Для исследования тонкой оболочки в случае ска-
лярного поля нам необходимо соотношение между
плотностью поверхностной энергии σ и давлением
p. Однако нет такого УС, которое связывало бы
потенциал скалярного поля и кинетические энер-
гии. Поэтому мы будем использовать частный вид
Ω(ψ) с определенным набором физических парамет-
ров, что позволяет получить выражения для эф-
фективной массы и напряженности скалярного по-
ля. Чтобы исследовать динамику гравастаров с тон-
кой оболочкой, рассмотрим два типа скалярного по-
ля, а именно, безмассовое (Ω(ψ) = 0) и массивное
(Ω(ψ) = m2ψ2) скалярные поля.

4.1.1. Безмассовое скалярное поле

В этом случае мы получаем прямое соотношение
между компонентами тензора энергии-импульса,
т. е. p = σ при Ω(ψ) = 0. Соответствующее уравне-
ние КГ можно записать как

ψ̈ +
2ḣ

h
ψ̇ = 0.

Решение этого уравнения имеет вид

ψ̇ =
ξ

h2
,

где ξ — вещественная константа. Эффективные
потенциалы для гравастаров с тонкой оболоч-
кой в случае безмассового скалярного поля для
пространства-времени ЧД Хейворда и ЧД Хейвор-
да–ADS принимают вид

Ωh(h) = 1− π2ξ4

h6
−
h10
(

6m

h3 +Q3
− 3

α2

)2

144π2ξ4
+

+
1

6
h2
(
− 6m

h3 +Q3
− 3

α2

)
,

Ωhads(h) = 1− π2ξ4

h6
−
h10
(

6m

h3 +Q3
− 3

α2
+ Λ

)2

144π2ξ4
−

− h2

6

(
6m

h3 +Q3
+

3

α2
+ Λ

)
.

Проанализируем расширение и коллапс грава-
старов с тонкой оболочкой в случае безмассового
скалярного поля с помощью графиков зависимо-
стей радиуса оболочки и эффективного потенциала
при различных конкретных значениях физических
параметров. Видно, что зависимости радиуса тон-
кой оболочки указывают как на расширение, так
и на коллапс (рис. 9), причем скорость динамиче-
ских процессов больше для больших значений ξ.
Анализируя поведение функции эффективного по-
тенциала в случае безмассовой скалярной оболочки,
можно сделать вывод, что при выборе в качестве
внешнего многообразия пространства-времени ЧД
Хейворда–ADS оболочка демонстрирует менее вы-
раженную динамику, чем при выборе пространства-
времени ЧД Хейворда (рис. 10). Зависимости эф-
фективного потенциал указывают на то, что в слу-
чае безмассового скалярного поля тонкая оболоч-
ка демонстрирует только коллапс, причем скорость
коллапса больше для больших значений ξ (рис. 11).

4.1.2. Массивное скалярное поле

Рассмотрим динамику гравастаров с тонкой обо-
лочкой в случае массивного скалярного поля,

Ω(ψ) = M2ψ2.

В этом случае соответствующие потенциальная
функция и производная по собственному времени в
выражениях для σ и p имеют вид

2Ω(ψ) = σ − p, ψ̇2 = σ + p. (30)
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Рис. 9. Динамика гравастаров с тонкой оболочкой в случае безмассового скалярного поля, а именно, зависимости радиуса
оболочки h от τ при h(0) = 1

Рис. 10. Динамические конфигурации гравастаров с тонкой оболочкой, а именно, зависимости эффективного потенциала
от h и Q для Λ = 0 (левая панель) и Λ = 1.2 (правая панель) при ξ = 1, α = 1.5, m = 0.5

Рис. 11. Динамические конфигурации гравастаров с тонкой оболочкой, а именно, зависимости эффективного потенциала
от h и Q для ξ = 5 (левая панель) и ξ = 10 (правая панель) при Λ = 0.5 = m, α = 1.5
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Будем считать, что поверхностное давление являет-
ся явной функцией от h, т. е.

p = p0e
−ζh,

где p0 и ζ — вещественные постоянные. Подставив
это выражение для поверхностного давления в урав-
нение (18), получим выражение для плотности по-
верхностной энергии:

σ =
1

ζ2h2
(
2 (1 + ζh) p0e

−ζh + ζ2η
)
, (31)

где η — постоянная интегрирования. Подставляя вы-
ражения для σ и p в уравнение (30), получим

ψ̇2 =
1

h2ζ2
(
ηζ2+p0e

−ζh (ζ2h2+2 (1+ζh)
))
, (32)

Ω(ψ) =
1

2h2ζ2
(
ηζ2−p0e−ζh

(
ζ2h2−2(1+ζh)

))
. (33)

Заметим, что приведенные выше выражения согла-
суются с уравнением КГ. Используя уравнения (32)
и (33), для гравастаров с тонкой оболочкой в случае
массивного скалярного поля можно получить

Ω(h) = −h
2χ(h)2

4M2
− M2

4h2
+
λ(h)

2
, (34)

где

M =
4π

ζ2
(
ηζ2 + 2p0e

−ζh (1 + ζh)
)
. (35)

Проанализируем динамику гравастарров с тон-
кой оболочкой в случае массивного скалярного поля
с помощью графиков зависимостей радиуса оболоч-
ки и эффективного потенциала. На рисунках видно,
что радиус оболочки может как возрастать (расши-
рение), так и убывать (коллапс) с изменением соб-
ственного времени (см. рис. 12). На графиках зави-
симостей эффективного потенциала видно, что ско-
рость коллапса уменьшается как с ростом η, так и
с ростом ζ (см. рис. 13). На графиках зависимостей
радиуса оболочки видно, что скорость коллапса уве-
личивается после перехода через горизонт событий,
т. е. при h = 1.48 (левая панель на рис. 14) и h = 4

(правая панель на рис. 14).

5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

В настоящей работе с использованием уравне-
ний движения исследованы устойчивые и динамиче-
ские конфигурации гравастаров с тонкой оболочкой.

Геометрическая структура гравастаров получает-
ся сшиванием внешнего регулярного пространства-
времени (ЧД Хейворда и ЧД Хейворда–ADS) с
внутренним многообразием DS с использованием
метода “ cut and paste”. Характеристики образован-
ной материей поверхности получены с использова-
нием формализм Израэля и уравнений Ланцоша.
Получено, что оболочка гравастара может иметь
как устойчивые и неустойчивые конфигурации, а
также демонстрировать динамику. В работе полу-
чены следующие результаты.

Во-первых, проанализирована устойчивость рас-
сматриваемых структур в рамках подхода, исполь-
зующего регулярные ЧД с радиальным возмуще-
нием на оболочке с равновесным радиусом. Для
исследования устойчивости тонкой оболочки рас-
смотрены экранированные области. Оказалось, что
области устойчивости зависят от физических па-
раметров, а именно, они увеличиваются с ростом
Q, m и α и убывают с ростом Λ (см. рис. 1–
4). Гравастары с тонкой оболочкой Хейворда яв-
ляются более устойчивыми, чем гравастары с тон-
кой оболочкой Шварцшильда, Шварцшильда–ADS
и Хейворда–ADS (см. рис. 5).

Во-вторых, исследована динамика рассматрива-
емых структур в случае вещественного скалярно-
го поля, а именно, для безмассового и массивно-
го скалярных полей. В зависимости от скорости
оболочки и ее радиуса гравастары демонстрируют
как коллапс, так и расширение. Скорость динами-
ческих процессов уменьшается с ростом массы обо-
лочки. При изменении радиуса оболочки для кон-
кретных значений физических параметров потен-
циальная функция демонстрирует осциллирующее
поведение (см. рис. 6–8). С использованием урав-
нений КГ получены и проанализированы графиче-
ски динамические уравнения для тонкой оболочки
в случае безмассового и массивного скалярных по-
лей. Для всех значений физических параметров от-
носительно собственного времени радиус оболочки
демонстрирует как коллапс, так и расширение. В то
же время зависимости эффективного потенциала в
обоих случаях указывают на то, что оболочка кол-
лапсирует (см. рис. 9–14).

Исследованию устойчивости и динамики грава-
старов с тонкой оболочкой в случае скалярного по-
ля посвящено множество работ [33–37]. В настоя-
щей работе рассмотрены расширение и коллапс гра-
вастаров с тонкой оболочкой, заполненных безмас-
совыми и массивными скалярными полями. Полу-
чено, что тонкая оболочка, построенная из двух
эквивалентых копий ЧД, демонстрирует как рас-
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Рис. 12. Динамика гравастаров с тонкой оболочкой в случае массивного скалярного поля, а именно, зависимости радиуса
оболочки h от τ при h(0) = 1

Рис. 13. Динамика гравастаров с тонкой оболочкой, а именно, зависимости эффективного потенциала от h и Q для
η = 1 = ζ (левая панель) и η = 5 = ζ (правая панель) при Λ = 0.5 = m, α = 1.5

Рис. 14. Динамика гравастаров с тонкой оболочкой, а именно, зависимости эффективного потенциала от ξ и η для
Λ = 0.05 (левая панель) и Λ = 1.5 (правая панель) при Q = 0.5 = m, α = 1.5
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ширение, так и коллапс для обоих случаев ска-
лярного поля. Для гравастаров с тонкой оболоч-
кой отмечено, что эффективный потенциал рассмат-
риваемой структуры, полученной сшиванием внут-
реннего пространства-времени ЧД DS и внешне-
го пространства-времени ЧД Хейворда–ADS, для
всех значений физических параметров демонстри-
рует только коллапс. Поэтому в зависимости от
выбора пространства-времени ЧД рассматриваемые
структуры ведут себя по-разному. Эти результаты
могут оказаться полезными для будущих исследова-
ний динамики гравастаров с тонкой оболочкой при
различном выборе внутренней и внешней геометрий.

Следует отметить, что гравастары должны быть
устойчивыми вблизи ожидаемого горизонта собы-
тий [25–27]. Наличие безмассового и массивного
скалярных полей на тонкой оболочке для случая
эквивалентных копий черных дыр обуславливает
как расширение, так и коллапс для различных зна-
чений физических параметров. [33–37]. В настоящей
работе на основании зависимостей эффективного
потенциала мы получили только коллапсирующее
поведение оболочки для всех значений физических
параметров как для безмассового, так и для мас-
сивного поля. Скорость коллапса уменьшается при
увеличении космологической постоянной. Поэтому
теоретическая модель гравастара могла бы быть
полезной для лучшего понимания устойчивых и
динамических конфигураций астрономических
компактных объектов.
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Методом акустической эмиссии найдена функция распределения плотности вероятности длин полос сдви-
га в металлическом стекле и показана ее независимость от стехиометрического состава стекла и условий
эксперимента. Ее степенной вид приводит к независимому подтверждению наблюдаемого квадратичного
скейлинга в зависимости скорости сдвиговых процессов в металлическом стекле от времени.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Масштабная инвариантность (или скейлинг),
свидетельствующая об общности физических яв-
лений на разных масштабных уровнях, вызывает
несомненный интерес в различных областях есте-
ствознания [1–4]. При масштабной инвариантности
рассматриваемое явление проявляет свойство ав-
томодельности, т. е., изменяясь в пространстве
и времени, явление воспроизводит само себя в
изменяющихся пространственных или временных
масштабах. С математической точки зрения это вле-
чет за собой существование степенного соотношения
между основными характеристиками рассматривае-
мого явления [4]. Самовоспроизведение физических
явлений при масштабной инвариантности позволяет
моделировать и изучать их в лабораторных услови-
ях на малых масштабах и расширять полученные
результаты на подобные крупномасштабные явле-
ния. В частности, в монографии [5] с точки зрения
механики сплошных сред было обосновано, что
фронт полосы сдвига при формировании разлома
земной коры представляет собой макроскопическую

* E-mail: yasnikov@phystech.edu

сейсмодислокацию с соответствующим дальнодей-
ствующим полем напряжений. В свою очередь, в
работе [6], аналогичные выводы были сделаны для
фронта полосы сдвига в металлическом стекле.
Несмотря на разномасштабность рассматриваемых
явлений, вполне естественно выдвинуть гипотезу
об их масштабной инвариантности и, изучая ки-
нематику полос сдвига в металлических стеклах,
расширять полученные результаты на описание
сдвиговых процессов в земной коре.

Самоорганизованная критичность в поведении
металлических стекол, аналогичная таковой в гра-
нулярных средах и тектонических процессах, от-
мечалась в ряде работ на основании исследований
сбросов напряжения, сопровождающих процесс рас-
пространения полос сдвига (сброса) [7–9]. Однако
этот процесс состоит из двух частей – быстрого фор-
мирования фронта полосы и последующего относи-
тельно медленного сдвига одной части образца от-
носительно другой по полосе [10, 11].

В частности, в работах [12–14] в экспериментах
по изучению кинетики зарождения и дальнейшего
эволюционного роста полосы сдвига в металличе-
ском стекле в реальном времени (in-situ) было вы-
явлено, что зависимость скорости фронта полосы
сдвига от времени имеет асимметричный импульс-
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ный характер и условно состоит из двух этапов: (i)
быстрое, за время τi (менее 30 мкс), нарастание ско-
рости фронта от нуля до некоторого максимального
значения Vmax (не менее 5 м/с), а затем (ii) медлен-
ное (около 300 мкс) затухание. При этом было об-
наружено, что скорости сдвиговых процессов в ме-
таллическом стекле на этапе условного торможения
от максимальной скорости до ее финализации име-
ют степенной характер распределения средней (или
мгновенной в пределах погрешности измерения вре-
мени) в виде

〈V (ξ)〉 ∝ 1

ξα

(ξ — время в момент измерения), где α ∼ 2, что
и подтвердилось многочисленными эксперименталь-
ными данными [13,14].

Выявленная в работе [13] степенная зависимость
скорости полосы сдвига (и, соответственно, длины
без учета постоянного слагаемого) свидетельствует
о масштабной инвариантности процесса распростра-
нения полосы сдвига на этапе условного торможе-
ния. Следствия и пролонгации трактовок выявлен-
ной инвариантности также подробно обсуждались
в работе [14]. Кроме того, было предложено ана-
литическое описание наблюдаемого скейлинга, ко-
торое хоть и носит оценочный характер, но облада-
ет универсальностью приложения к любым сдвиго-
вым процессам в механике сплошных сред, посколь-
ку в качестве управляющего параметра использует
лишь показатель степени в функции плотности ве-
роятности степенного распределения по длинам по-
лос сдвига. Данный факт может быть использован,
в частности, при оценке скорости и времени сдвиго-
вых процессов в земной коре, что играет существен-
ную роль при оценке динамики возможных земле-
трясений.

Получая в работе [14] вид функции распреде-
ления по длинам полосы сдвига на этапе распро-
странения от максимальной скорости до ее финали-
зации, мы использовали факт пропорциональности
между длиной полосы сдвига и локальным сбросом
нагрузки [15, 16], и, в этом смысле, функция рас-
пределения по длинам полос сдвига должна повто-
рять функцию распределения по сбросам нагрузки с
точностью до постоянного нормировочного множи-
теля. Такой подход хотя и правомерен, но является
косвенным. Поскольку временная эволюция длины
полосы сдвига происходит непрерывным образом,
функция распределения по длинам полос сдвига не
должна менять свой вид как на первом (нараста-
ние скорости), так и на втором этапе (уменьшение
скорости до финализации полосы сдвига). Однако

получение аналогичного распределения по длинам
полосы сдвига на первом этапе, а именно быстрое
(менее 30 мкс) нарастание скорости фронта полосы
сдвига от нуля до некоторого максимального значе-
ния (не менее 5 м/с), осталось вне зоны нашего вни-
мания, поскольку данный быстропротекающий про-
цесс требует совершенно иного экспериментального
подхода.

В качестве такого подхода при регистрации на-
растания скорости фронта полосы сдвига от нуля до
некоторого максимального значения авторами дан-
ной работы предлагается метод акустической эмис-
сии, основанный на регистрации упругих колебаний
(акустических волн), которые будут генерироваться
при инициации полосы сдвига [17–20].

Метод акустической эмиссии прекрасно зареко-
мендовал себя как мощный диагностический ин-
струмент для интерпретации особенностей эволю-
ции дислокационной структуры материала при де-
формации, в том числе и металлического стекла.
Прогнозирующая способность этого инструмента в
отношении появления особенностей пластического
течения и наступления критического состояния яв-
ляется весьма перспективной как для лаборатор-
ных исследований, так и для практического при-
менения в мониторинговых и диагностических си-
стемах в промышленности. В данной работе, на ос-
нове амплитудного распределения сигналов акусти-
ческой эмиссии, предлагается метод восстановления
распределения по длинам полос сдвига и показыва-
ется наличие скейлинговых эффектов в формиро-
вании и распространении полос сдвига в металличе-
ских стеклах.

2. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

В качестве объектов исследований были вы-
браны несколько стеклообразующих сплавов
на основе Zr, Ni и Pd, а именно Zr60Cu30Al10,
Zr52.5Ti5Cu17.9Ni14.6Al10, Zr64.13Cu5.75Ni10.12Al10,
Ni40Cu10Ti33Zr17, Pd40Cu30Ni10P20, которые были
изготовлены методом литья под давлением в мед-
ную форму как описано в работе [21]. Образцы
3×3×6 мм3 испытывались на сжатие с одновремен-
ной регистрацией сигнала акустической эмиссии.
Детали методики можно найти в работе [21].
Сплавы Zr64.13Cu5.75Ni10.12Al10 испытывались со
скоростями 10−2, 10−3, 10−5 с−1, остальные — со
скоростью 10−3 с−1. Запись сигнала акустической
эмиссии велась непрерывно с 18 бит разрешением
и частотой дискретизации 2 МГц. Использовался
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Рис. 1. Экспериментальные механического напряжения (черный цвет) и амплитуды сигналов акустической эмиссии (зе-
леный цвет) в зависимости от времени, полученные при нагружении сжатием образца объемного металлического стекла
Zr60Cu30Al10 при скорости нагружения 1 ·10−3 c−1 [21]. На вставке показан фрагмент потока сигнала акустической эмис-
сии, иллюстрирующий синхронное появление импульсов акустической эмиссии и скачков напряжения из-за образования

и распространения макроскопических полос сдвига, которые также показаны на микроскопическом изображении

широкополосный датчик AE900S-WB. Сигнал был
усилен на 60 дБ и записан при помощи системы
PCI-2 (Physical Acoustic Corp., США).

В результате проведения механических испыта-
ний вышеуказанных образцов были получены экс-
периментальные зависимости механического напря-
жения и амплитуды сигналов акустической эмиссии
в зависимости от времени. В качестве примера на
рис. 1 представлены данные зависимости, которые
были получены при нагружении сжатием образца
объемного металлического стекла Zr60Cu30Al10 при
скорости нагружения 1 · 10−3 с−1 [21]. На вставке
рис. 1 показан фрагмент потока сигнала акустиче-
ской эмиссии, иллюстрирующий синхронное появ-
ление импульсов акустической эмиссии и скачков
напряжения из-за образования и распространения
макроскопических полос сдвига, которые также по-
казаны на микроскопическом изображении, полу-
ченном на сканирующем электронном микроскопе.

Типичное амплитудное распределение сигна-
лов акустической эмиссии и его приближение
степенной функцией распределения, полученное

Рис. 2. Типичное амплитудное распределение сигналов
акустической эмиссии и его приближение степенной функ-
цией распределения, полученное при нагружении образца

металлического стекла Zr64.13Cu5.75Ni10.12Al10

при нагружении образца металлического стекла
Zr64.13Cu5.75Ni10.12Al10 представлено на рис. 2.
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Рис. 3. Нормализованная по амплитуде функция распре-
деления плотности вероятности амплитуд сигнала акусти-

ческой эмиссии в исследованных сплавах

Проведенный далее анализ показал, что нормали-
зованная по амплитуде функция распределения
вероятности амплитуд сигнала акустической эмис-
сии в исследованных сплавах (рис. 3) представляет
собой степенную функцию и в логарифмических
координатах все экспериментальные данные хо-
рошо ложатся на единую прямую независимо
от стехиометрического состава металлического
стекла и скорости нагружения при механических
испытаниях.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Таким образом, из рис. 3 непосредственно сле-
дует, что амплитуда сигналов акустической эмиссии
при инициации полос сдвига является случайной ве-
личиной с плотностью распределения вероятности
подчиняющейся степенному закону:

ϕ(UAE) ∝
1

UNAE
, где N = 2.03± 0.12. (1)

Мгновенная мощность акустической эмиссии
при инициации полосы сдвига оценивается как
мгновенная релаксация упругой энергии:

PAE ≈ d

dt

(
kL2

2

)
≈ kLL̇ ≈ kLV, (2)

где L и V — текущая длина и скорость фронта по-
лосы сдвига. Максимальная мощность сигнала аку-
стической эмиссии на этапе инициации полосы сдви-
га соответствует моменту достижения максималь-
ной скорости и соответствующей ей длине:

PmaxAE ≈ kLVmax. (3)

С другой стороны, мощность сигнала акустиче-
ской эмиссии за время инициации τi определяет-
ся среднеквадратичной амплитудой сигнала следу-
ющим соотношением:

PmaxAE =
1

τi

τi∫
0

U2
AE(t)dt ≈ U2

AE . (4)

С учетом равноускоренного зарождения полосы
сдвига, имеем

L = L(Vmax) =
1

2
Vmaxτi. (5)

Учитывая (5), формулу (3) можно преобразовать
к виду

PmaxAE ≈ kLVmax ≈ kL2. (6)

А с учетом (4) получаем

U2
AE ≈ kL2 или UAE ≈ kL. (7)

Поскольку плотность распределения вероятно-
сти инварианта к нормировке по аргументу:∫

ϕ(UAE)dUAE =

∫
ϕ(L) dL (8)

отсюда легко получить, что для двух пропорцио-
нальных друг другу аргументов вид функции плот-
ности распределения вероятности совпадает. Непо-
средственно из формулы (1) сразу следует

ϕ(L) ≈ 1

Ln
, где n = 2.03± 0.12. (9)

В работе [14] была получена формула для скей-
линга средней скорости полосы сдвига на этапе ее
торможения в виде

〈V (ξ)〉 ∝ 1

ξα
, (10)

где

α =
n

n− 1
.

С учетом (9) немедленно получаем

〈V (ξ)〉 ∝ 1

ξ
n

n−1
≈ 1

ξ2
. (11)

Таким образом, нами получен степенной харак-
тер распределения средней (или мгновенной в пре-
делах погрешности измерения времени) скорости
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сдвиговых процессов в металлическом стекле на эта-
пе условного торможения от максимальной скорости
до ее финализации в виде

〈V (ξ)〉 ∝ 1

ξα
,

что подтверждается не только многочисленными
экспериментальными данными (n ≈ 2.2, . . . , 2.8, α ≈
≈ 1.6, . . . , 1.8, работа [14]), но и прецизионными дан-
ными, полученными методом акустической эмиссии
на этапе нарастания фронта полосы сдвига (n = α =

= 2.03± 0.12, настоящая работа).
C учетом

〈V (τi)〉 = Vmax

немедленно получаем

〈V (ξ)〉 = Vmaxτ
2
i

ξ2
. (12)

Интегрируя последнее соотношение с учетом
условия

L(ξ → ∞) = LS,

где LS — длина образца, получаем

L(ξ) = LS − Vmaxτ
2
i

ξ
. (13)

Соотношения (12) и (13) описывают масштабную
инвариантность процесса распространения полосы
сдвига на этапе условного торможения в перемен-
ных (ξ; LS − L(ξ)) и (ξ; 〈V (ξ)〉), соответственно.

В качестве дополнительной аргументации приве-
денного подхода, который связан с формулой (2),
можно провести параллель между сейсмическими
сдвиговыми процессами в земной коре и эволюци-
ей полос сдвига в металлических стеклах. В част-
ности, в работе [25] указывается, что величина сей-
смического момента M0 и масштаб землетрясения
длины L (аналог длины полосы сдвига, но только
в случае длины сейсмодислокации) связаны соотно-
шением M0 ∝ L2. В работе [26] на основе анализа
1308 сейсмических событий была установлена взаи-
мосвязь между излученной сейсмической энергией
и величиной сейсмического момента в виде

ES = 2.33 · 10−6M1.04
0 . (14)

Или, с учетом M0 ∝ L2, немедленно получаем

ES ∝M1.04
0 ∝ L2.08 ≈ L2, (15)

что полностью соответствует формуле (2), которую
мы использовали для того, чтобы описать мгновен-
ную релаксацию упругой энергии в металлическом
стекле. Это лишний раз подчеркивает возможность
использования предложенного подхода также и
при описании сдвиговых процессов в земной коре.
Однако стоит отметить, что, несмотря на то, что
масштабная инвариантность физических величин
описывающих сдвиговые процессы в земной коре
подтверждена многочисленными работами (напри-
мер, [27, 28]), она до сих пор является предметом
дискуссий и нуждается в критическом анализе
в силу неоднозначности численных параметров
скейлинга.

Финансирование. Исследование выполнено
при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований в рамках научного
проекта №18-08-00327.

ЛИТЕРАТУРА

1. J. P. Sethna, Statistical Mechanics: Entropy, Order
Parameters and Complexity, Clarendon Press, Oxford
(2017), 371 p.

2. G. B. West and J. H. Brown, Physics Today 57, 9,
36 (2004).

3. M. Zaiser, Advances in Physics 55, 185 (2006).

4. G. I. Barenblatt, Scaling, Cambridge University
Press, Cambridge (2003).

5. Keiiti Aki and P. G. Richards, Quantitative
Seismology: Theory and Methods, W. H. Freeman and
Co., San Francisco (1980), volumes I and II.

6. A. Vinogradov, M. Seleznev, and I. S. Yasnikov,
Scripta Materialia. 130, 138 (2017).

7. K. A. Dahmen, Y. Ben-Zion, and J. T. Uhl, Nature
Physics 7, 554 (2011).

8. J. Antonaglia, W. J. Wright, X. Gu, R. R. Byer,
T. C. Hufnagel, M. LeBlanc, J. T. Uhl, and
K. A. Dahmen, Phys. Rev. Lett. 112, 155501 (2014).

9. G. Wang, K. C. Chan, L. Xia, P. Yu, J. Shen, and
W. H. Wang, Acta Materialia 57, 6146 (2009).

10. T. C. Hufnagel, C. A. Schuh, and M. L. Falk, Acta
Materialia 109, 375 (2016).

477



И. С. Ясников, А. Ю. Виноградов ЖЭТФ, том 159, вып. 3, 2021

11. D. Klaumünzer, A. Lazarev, R. Maaß, F. H. Dalla
Torre, A. Vinogradov, and J. F. Löffler, Phys. Rev.
Lett. 107, 185502 (2011).

12. A Vinogradov, Scripta Materialia 63, 89 (2010).

13. M. Seleznev, I. S. Yasnikov, and A. Vinogradov,
Materials Lett. 225, 105 (2018).

14. И. С. Ясников, М. Н. Селезнев, А. В. Данюк,
А. Ю. Виноградов, Письма в ЖЭТФ 110, 421
(2019) [I. S. Yasnikov, M. N. Seleznev, A. V. Danyuk,
and A. Yu. Vinogradov, JETP Lett. 110, 436 (2019)].

15. R. T. Qu, Z. Q. Liu, G. Wang, and Z. F. Zhang, Acta
Materialia 91, 19 (2015).

16. P. Thurnheer, R. Maaß, K. J. Laws, S. Pogatscher,
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В рамках многоэлектронной модели магнитных диэлектриков с двумя спиновыми термами на каждом
катионе и со спиновым кроссовером при высоком давлении с помощью релаксационного уравнения для
матрицы плотности исследована временная динамика внезапно возбужденного неравновесного спиново-
го состояния. Получены различные времена релаксации намагниченности, чисел заполнения высокоспи-
нового (HS) и низкоспинового (LS) состояний, а также длины связи металл–кислород для различных
значений внешнего давления. Для каждого значения давления и температуры равновесное стационарное
состояние согласуется с фазовыми диаграммами, полученными в рамках теории среднего поля. Началь-
ное неравновесное состояние формируется под действием внезапного возмущения импульсом света и со-
ответствует взаимной замене заселенностей HS- и LS-термов. Обнаружены различия времен релаксации
для магнитных и упругих степеней свободы. При малом давлении для основного высокоспинового состо-
яния, кроме стандартной экспоненциальной релаксации всех характеристик к равновесному состоянию,
мы получили долгоживущие осцилляции намагниченности. Вблизи критического давления кроссовера
плавная релаксация сопровождается набором высокочастотных нелинейных колебаний намагниченности
и чисел заполнения HS- и LS-состояний, вызванных резонансами Франка –Кондона.

DOI: 10.31857/S0044451021030093

1. ВВЕДЕНИЕ

Сверхбыстрый магнетизм — очень активная
область современной физики конденсированных
сред [1–11]. С помощью метода фемтосекундной
накачки-зондирования было получено множест-
во захватывающих результатов для различных
магнитных материалов, включая металлы и изоля-
торы, в том числе сверхбыстрое размагничивание
и долгоживущая прецессия намагниченности.
Подобная динамика наблюдается, например, в
экспериментах по накачке-зондированию [1, 5, 12]
в виде долгоживущих периодических колебаний

* E-mail: jso.krasn@mail.ru

намагниченности после оптической накачки FeBO3.
В настоящей работе рассматривается сверхбыстрая
квантовая динамика релаксации фотовозбужденно-
го состояния в магнитоупорядоченных веществах
со спиновым кроссовером под давлением с уче-
том электронно-колебательного взаимодействия
(за рамками адиабатического приближения) и
спин-орбитального взаимодействия между высокос-
пиновым (HS) и низкоспиновым (LS) состояниями.
Мы рассмотрели такую динамику не только при
нормальных условиях, но и с повышением давле-
ния, поскольку во многих магнитных оксидах с
ростом давления наблюдается спиновый кроссовер
из высокоспинового в низкоспиновое состояние.
Эксперименты под давлением с оптической накач-
кой еще не ставились. Поэтому наши результаты
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дают предсказания для будущих экспериментов.
Мы обсудим здесь материалы, в которых переклю-
чение между высокоспиновым и низкоспиновым
состояниями вызвано некоторым внешним воз-
действием, таким как высокое давление (обычно
оксиды железа) или температура (обычно комп-
лексы металл–лиганд в органической матрице)
[13–15]. Переход HS–LS был обнаружен также
при облучении светом и назван эффектом LIESST
(Light-Induced Spin State Trapping) [13, 14]. Эффект
LIESST в Fe(phen)2(NCS)2 недавно был изучен
с помощью XANES с временным разрешением и
оптической спектроскопии на XPP LCLS XFEL
(рентгеновская установка накачки-зондирования в
линейном источнике когерентного света) в Стэн-
форде [16]. Индуцированное светом переключение
LS–HS и последующая релаксация выявили ло-
кальную деформацию и вибронные колебания
лигандов.

Другая группа материалов, в которых переходы
HS–LS вызваны высоким давлением, — это оксиды
на основе железа с ионами Fe3+ или Fe2+ [17–22] с
основным HS-состоянием и спиновым кроссовером
при PC , близком к 50–60 ГПа. Эти оксиды пред-
ставляют собой типичные изоляторы Мотта –Хаб-
барда с электронной структурой и свойствами, опре-
деляемыми сильными электронными корреляциями
[23,24]. Есть еще одна уникальная группа 3d-оксидов
с основным LS-состоянием, демонстрирующая спи-
новый кроссовер при нагревании, — редкоземельные
кобальтиты LnCoO3. LaCoO3 — один из ярких при-
меров, когда сильное взаимодействие зарядовых,
спиновых и решеточных степеней свободы приводит
к низкотемпературному спиновому переходу и высо-
котемпературному переходу полупроводник–металл
[25]. Недавно была обнаружена сверхбыстрая метал-
лизация в LaCoO3 с помощью экспериментов по от-
ражению мягкого рентгеновского излучения с вре-
менным разрешением [26]. Процесс металлизации в
этом кобальтите сопровождается переходом LS–HS
ионов Co3+ [27].

Концептуально довольно простая картина спи-
нового кроссовера основана на ансамбле невзаимо-
действующих 3d-ионов в кристаллическом поле ли-
гандов. Внутриатомное кулоновское взаимодействие
приводит к образованию электронной HS-конфигу-
рации (правило Хунда) с выигрышем энергии хун-
довского обменного взаимодействия JH . Тем не ме-
нее в кристалле большое значение кубического кри-
сталлического поля 10Dq может стабилизировать
LS-состояние. Существует конкуренция между об-
меном Хунда и кристаллическим полем. Из диа-

грамм Танабэ –Сугано ясно, что спиновый кроссо-
вер может иметь место для ионных dn-соединений
с n = 4–7 [28]. В рамках модели невзаимодейству-
ющих ионов спиновый кроссовер при T = 0 пред-
ставляет собой квантовый фазовый переход, а фа-
за типа Берри является параметром порядка [29].
Такая простая одноионная модель качественно объ-
ясняет природу кроссовера, но не может ответить
на несколько важных вопросов. Является ли спи-
новый кроссовер термодинамическим фазовым пе-
реходом при ненулевой температуре или нет? Ка-
кие эффекты кооперативности могут быть вызваны
межатомным обменным взаимодействием или взаи-
модействием с решеткой в состоянии равновесия и
сверхбыстрой динамикой возбужденных состояний?

В литературе есть несколько упрощенных мо-
делей, учитывающих эффекты кооперативности и
влияние давления, температуры и излучения на спи-
новые кроссоверы [30–39]. Вибронная модель комп-
лексов металл–лиганд [40] рассматривает спиновый
кроссовер и изменение локальных колебаний в ком-
плексах в рамках неадиабатической теории элект-
рон-вибронного взаимодействия. Расчеты молеку-
лярной динамики с использованием стохастическо-
го подхода Монте-Карло [41, 42] позволяют опи-
сать фотоиндуцированный переход за пределами
приближения Борна –Оппенгеймера [43]. Для маг-
нитных оксидов важны оба механизма коопера-
тивности: межатомное обменное взаимодействие и
кооперативность магнитных катионов посредством
электронно-колебательного взаимодействия. В дан-
ной статье мы исследуем влияние обоих механизмов
кооперативности на спиновый кроссовер.

Мы рассматриваем многоэлектронную модель
магнитного оксида с двумя локальными dn-термами
(HS и LS) и межатомным обменом между катио-
нами. Электрон-вибронное взаимодействие в этом
случае особенно важно из-за большой (около 10%)
разницы ионных радиусов в HS- и LS-состояниях.
Переход из состояния HS в состояние LS и обрат-
но приводит к сильному сокращению/увеличению
длины связи Me–O. Также необходимо учитывать
спин-орбитальное взаимодействие, которое приво-
дит к смешиванию HS- и LS-состояний. В рамках
данной модели мы изучаем как равновесную термо-
динамику, так и неравновесную динамику системы.

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 мы описываем модель и выводим систе-
му уравнений среднего поля для намагниченности
антиферромагнитной подрешетки m, заселенности
HS-состояния n и длины связи Me–O q. Фазовые
диаграммы в координатах давление–температура и
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влияние кооперативности обсуждаются в разд. 3.
Раздел 4 содержит результаты использования основ-
ного кинетического уравнения для рассматривае-
мых динамических величин. Результаты численных
расчетов динамики системы при различных давле-
ниях анализируются в разд. 5. Обсуждение резуль-
татов приведено в разд. 6.

2. ЭФФЕКТИВНЫЙ ГАМИЛЬТОНИАН
МАГНИТНЫХ ДИЭЛЕКТРИКОВ СО
СПИНОВЫМ КРОССОВЕРОМ

Рассмотрим трехмерную решетку с 3dn-ионами
в каждом узле, окруженными z лигандами, с рав-
новесной длиной связи Me–O l0. В дальнейшем мы
будем использовать термин — комплекс со спиновым
кроссовером (СК-комплекс). Вместо полного набора
многоэлектронных термов мы рассматриваем толь-
ко два из них (HS и LS с энергиями EHS и ELS).
Согласно одноионной модели, энергии этих термов
за счет роста кристаллического поля с давлением
становятся равны при некотором давлении PC0, что
и приводит к спиновому кроссоверу.

Для определенности ограничимся случаем
3d6-ионов (FeO и Mg1−xFexO), для которых
SHS = S = 2 и SLS = 0. Для описания возможного
сосуществования различных катионных термов спи-
новые переменные неудобны, так как они действуют
только в подпространстве спиновых подуровней
данного спина. Более адекватен язык операто-
ров Хаббарда, которые могут быть построены на
базисе собственных состояний катиона с учетом
нескольких термов. В данном случае X-операторы
Хаббарда построены на HS-состояниях с различной
проекцией спина |σ〉 (σ = −S,−S + 1, . . . ,+S)
и синглетном LS-состоянии |s〉. Эффективный
гамильтониан для описания влияния обменного
взаимодействия между HS-состояниями с учетом
вибронного и спин-орбитального взаимодействий
может быть записан в виде

Ĥeff = Ĥ(S) + Ĥ(e,q) + Ĥ(ex). (1)

Здесь первое слагаемое

Ĥ(S) = J
∑
〈i,j〉

(
ŜiŜj −

1

4
n̂in̂j

)
+

+ ELS
∑
i

Xs,s
i + EHS

+S∑
i,σ=−S

Xσ,σ
i (2)

содержит антиферромагнитное обменное взаимо-
действие J и энергии ELS и EHS электронных кон-

фигураций соответственно LS- и HS-состояний. Ана-
лиз негейзенберговских эффектов, обусловленных
вкладом немагнитных LS-состояний в (2) приведен в
нашей работе [44], ΔS = ELS−EHS — величина спи-
новой щели (энергетический интервал между LS- и
HS-состояниями). В дальнейшем мы будем предпо-
лагать зависимость кристаллического поля и ΔS от
давления линейной, при этом PC0 — величина кри-
тического давления, при котором ΔS сменяет знак
в отсутствие кооперативных эффектов, Ŝi — опера-
тор спина. Для S = 2 в представлении операторов
Хаббарда [45, 46]:

Ŝ+
i = 2X−1,−2

i +
√
6X0,−1

i +
√
6X+1,0

i + 2X+2,+1
i ,

Ŝ−
i = 2X−2,−1

i +
√
6X−1,0

i +
√
6X0,+1

i + 2X+1,+2
i ,

Ŝzi = −2X−2,−2
i −X−1,−1

i +X+1,+1
i + 2X+2,+2

i ,

n̂i = 6

+S∑
σ=−S

Xσ,σ
i + 6Xs,s

i

— оператор числа частиц на узле i. С учетом усло-
вия полноты для X-операторов Хаббарда

+S∑
σ=−S

Xσ,σ +Xs,s = 1, 〈n̂i〉 = 6.

Эффективный гамильтониан (1) был получен в ра-
боте [47] из микроскопической многозонной p–d-мо-
дели с помощью техники проекционных операто-
ров в рамках многоэлектронного метода LDA+GTB
[48,49].

Второе слагаемое в гамильтониане (1) содер-
жит энергию локальных полносимметричных ко-
лебаний катион-анионного комплекса (который мы
рассматриваем как элементарную ячейку и называ-
ем СК-комплексом, имея в виду возможность засе-
ленности либо HS-, либо LS-состояний при спиновом
кроссовере), электронно-колебательное (вибронное)
взаимодействие [50,51] и упругое взаимодействие ка-
тионов на соседних узлах решетки

Ĥ(e,q) =
∑
i

(
1

2
kq̂2i +

p̂2i
2M

)
−

−
∑
i

(
g1q̂i + g2q̂

2
i

)(
−Xs,s

i +

+S∑
σ=−S

Xσ,σ
i

)
−

− 1

2
Vq
∑
〈i,j〉

q̂iq̂j , (3)

где g1 и g2 — константы электронно-колебательного
взаимодействия, k — константа упругой связи, q̂ —
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оператор нормальной координаты, соответствую-
щий дыхательной моде колебаний лигандов и сопря-
женный ему оператор импульса p̂, Vq — константа
упругого межмолекулярного взаимодействия, M —
эффективная масса осциллятора. Поскольку ион-
ные радиусы катионов в LS- и HS-состояниях раз-
личаются достаточно сильно (разница около 10%),
в электронно-колебательном взаимодействии необ-
ходимо учитывать не только линейные, но и квад-
ратичные по q̂ слагаемые. Это приводит к перенор-
мировке констант упругой связи в LS- и HS-состоя-
ниях: kLS = k + 2g2, kHS = k − 2g2. Длину свя-
зи металл–лиганд можно представить в виде l =

= l0 + 〈q̂〉, где l0 — регулярная составляющая, а
〈q̂〉 — аномальный вклад, возникающий из-за сме-
щений ионов кислорода.

Третье слагаемое в гамильтониане (1)

Ĥ(ex) = Jx
∑
i

+S∑
σ=−S

(Xs,σ
i +Xσ,s

i ) (4)

смешивает HS- и LS-состояния за счет спин-орби-
тального взаимодействия [52].

В общем, гамильтониан (1) включает в себя взаи-
модействия спиновых, зарядовых и решеточных сте-
пеней свободы, что представляет собой очень слож-
ную многочастичную задачу. По этой причине мы
используем приближение среднего поля для упру-
гого и обменного межъячеечных взаимодействий, но
все взаимодействия внутри СК-комплекса учитыва-
ем точно. Тогда эффективный гамильтониан имеет
вид

Ĥeff = −B
∑
i

Ŝzi +ΔS

∑
i

Xs,s
i +

+
∑
i

(
1

2
kq̂2i +

p̂2i
2M

)
−
∑
i

(
g1q̂i + g2q̂

2
i

)
×

×
(
−Xs,s

i +

+S∑
σ=−S

Xσ,σ
i

)
− Vqz 〈q̂〉

∑
i

q̂i+

+ Jx
∑
i

+S∑
σ=−S

(Xs,σ
i +Xσ,s

i ) +

+
1

2
JzNS2m2 +

1

2
VqzN 〈q̂〉2 . (5)

Здесь B = zJSm — поле Вейсса, где z = 6 — число
ближайших соседей, m =

〈
Ŝz
〉
/S — намагничен-

ность подрешетки; N — число узлов кристалличес-
кой решетки.

Рассмотрим представление оператора эффектив-
ного гамильтониана в матричной форме, используя
ортонормированный базис функций в виде прямо-
го произведения собственных состояний операторов
проекции спина |α, sz〉, sz = −S, (−S + 1), . . . ,+S в
случае HS-состояния (α = 1) и sz = 0 для LS-состоя-
ния (α = 2), и гармонического осциллятора |nph〉:
|α, sz , nph〉 = |α, sz〉 |nph〉, nph = 0, 1, 2, . . . Для это-
го удобно воспользоваться выражениями операто-
ров смещения

q̂i =

√
�

2Mω

(
ai + a†i

)
и импульса

p̂i =
1

i

√
�Mω

2

(
ai − a†i

)
в представлении вторичного квантования, тогда

|nph〉 =
1√
nph!

(
a†
)nph |0, 0, . . . , 0〉 .

Такое представление соответствует введению ло-
кальных поляронов.

В этом базисе гамильтониан можно записать в
матричном виде:

H
α′s′zn

′
ph

αsznph =

{[
−ΔS

2
− g2�ω

2k
(2nph + 1)

]
λα +

+ �ω

(
nph+

1

2

)
− (zJSm) sz

}
δszs′zδλαλα′ δnphn′

ph
+

+
1

2

(
zJS2m2 + Vqz〈q̂〉2

)
δszs′zδλαλα′ δnphn′

ph
+

+ Jxδλα,−λα′ δnphn′
ph

− λαg1

√
�ω

2k
×

×
(√
nphδnph−1,n′

ph
+
√
nph + 1δnph+1,n′

ph

)
×

× δλαλα′ δszs′z − Vqz 〈q̂〉
√

�ω

2k
×

×
(√
nphδnph−1,n′

ph
+
√
nph + 1δnph+1,n′

ph

)
×

× δλαλα′ δszs′z −

− λαg2
�ω

2k

(√
nph (nph − 1)δnph−2,n′

ph
+

+
√
(nph + 2) (nph + 1)δnph+2,n′

ph

)
δλαλα′ δszs′z , (6)

где λα = 1, если α = 1 и λα = −1, если α = 2.
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Набор собственных волновых функций можно
представить в виде

|ϕk〉 =
Nph∑
nph=0

[
anph,k |2, 0, nph〉 +

+

+S∑
sz=−S

bnph,sz,k |1, sz, nph〉
]
, (7)

где Nph — максимальное число фононов, подбира-
емое из следующего условия: начиная с этого чис-
ла добавка еще одного фонона при заданной ве-
личине электронно-колебательного взаимодействия
перестает менять энергию основного состояния |ϕ0〉
(E0 (Nph + 1) ≈ E0 (Nph), погрешность вычисления
меньше 1%) и весовые коэффициенты

anph,0 (Nph + 1) ≈ anph,0 (Nph) ,

bnph,sz,0 (Nph + 1) ≈ bnph,sz,0 (Nph) ;

при рассмотрении различных температурных эф-
фектов необходимо отслеживать неизменность энер-
гии Ek ближайших к основному возбужденных со-
стояний |ϕk〉 и весовых коэффициентов

anph,k (Nph + 1) ≈ anph,k (Nph) ,

bnph,sz,k (Nph + 1) ≈ bnph,sz,k (Nph) .

Другими словами, Nph определяет число фононов,
которое необходимо учесть при данной величине
электронно-колебательного взаимодействия, чтобы
сформировалась «фононная шуба» основного и бли-
жайших возбужденных состояний (хвост фононной
шубы не превышал 0.01 от максимума шубы, т. е. от-
носительная погрешность вычислений так же мень-
ше 1%). В наших расчетах Nph = 300–500 в зависи-
мости от значений используемых параметров и ве-
личины давления и температуры. Для 3d6-ионов в
HS-состоянии электронная t42ge2g-конфигурация име-
ет трехкратное орбитальное вырождение, которое
для простоты не показано в (7), но учитывает-
ся в численных расчетах. Многофононные вклады
в волновой функции (7) приводят к резонансам
Франка –Кондона при возбуждении таких состоя-
ний [53]. Тогда квантовомеханические средние опе-
раторов заселенности HS-состояния n̂HS , смещения
q̂ и проекции спина Ŝz будут равны

〈n̂HS〉k =

〈
ϕk

∣∣∣∣∣
+S∑

σ=−S
Xσ,σ

∣∣∣∣∣ϕk
〉

=

=

Nph∑
nph=0

+S∑
sz=−S

∣∣bnph,sz,k

∣∣2, (8)

〈q̂〉k = 〈ϕk |q̂k|ϕk〉 =
√

�

2Mω

Nph∑
nph=0

√
nph×

×
(
anph,kanph−1,k+

+S∑
sz=−S

bnph,sz,kbnph−1,sz ,k

)
+

+
√
nph + 1

(
anph,kanph+1,k +

+

+S∑
sz=−S

bnph,sz,kbnph+1,sz ,k

)
, (9)

〈
Ŝz
〉
k
=
〈
ϕk

∣∣∣Ŝz∣∣∣ϕk〉 =

=

Nph∑
nph=0

+S∑
sz=−S

sz
∣∣bnph,sz,k

∣∣2. (10)

Их квантовостатистические средние равны

n = 〈n̂HS〉 =
∑
k

〈n̂HS〉ke−Ek/kBT

Z
, (11)

q = 〈q̂〉 =
∑
k

〈q̂〉ke−Ek/kBT

Z
, (12)

m =

〈
Ŝz
〉

S
=

1

S

∑
k

〈
Ŝz
〉
k
e−Ek/kBT

Z
, (13)

где Z =
∑
k e

−Ek/kBT — статистическая сумма. На-
личие LS-терма не позволяет записать намагничен-
ность в виде функции Бриллюэна. Здесь проявляет-
ся отличие от модели Гейзенберга, где намагничен-
ность уменьшается с ростом температуры за счет
выравнивания чисел заполнения состояний с проти-
воположными проекциями спина. В нашем случае
(и всегда при учете возбужденных состояний) появ-
ляется дополнительный канал подавления намагни-
ченности, связанный с постепенным заселением низ-
коспинового состояния. Такое поведение мы называ-
ем негейзенберговским.

Прежде чем перейти к численному моделирова-
нию, мы хотели бы обсудить типичные для 3d-ок-
сидов параметры. Наиболее изученными при высо-
ком давлении являются Fe2O3 и некоторые другие
оксиды с 3d5-(Fe3+) ионом со значением S = 5/2

(HS) и S = 1/2 (LS) и PC = 47 ГПа для FeBO3 [21].
В этой статье мы рассматриваем спиновый кроссо-
вер в оксидах с 3d6-ионами, которые имеют S = 2

(HS) и S = 0 (LS), примером является FexMg1−xO
с PC = 55 ГПа [54]. Значения спиновой щели для
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всех 3dn-ионов приведены в [55]. Для Fe2+ выра-
жение для спиновой щели может быть записано
в виде ΔS = 2 (2JH − 10Dq), где JH — интеграл
внутриатомного обменного взаимодействия Хунда,
стабилизирующий HS-состояние, а 10Dq — пара-
метр кубического кристаллического поля, стабили-
зирующий LS-состояние. С увеличением давления и
уменьшением межатомного расстояния кристалли-
ческое поле и эффективное межатомное обменное
взаимодействие линейно возрастают как 10Dq (P ) =

= 10Dq (0) + αΔP [54] и J (P ) = J0 + bP [54]. Из-за
линейного увеличения кристаллического поля с рос-
том давления выражение для спиновой щели может
быть записано в виде ΔS = a (PC0 − P ) с a = 2αΔ

и критическим значением давления PC0, которое
определяло бы кроссовер при отсутствии эффек-
тов кооперативности. Из-за наличия этих эффектов
критическое давление PC , при котором происходит
кроссовер, отличается от PC0, что будет показано в
разд. 3. Для ионов железа типичными значениями
являются JH = 0.8 эВ и ΔS ∼ 1 эВ. Например, кри-
сталлическое поле при нулевом давлении 10Dq (0) =

= 1.57 эВ для FeBO3 было определено из оптических
спектров [56–58].

Значение параметра Jx, приводящего к смеши-
ванию HS- и LS-состояний из-за спин-орбитального
взаимодействия, мы можем оценить, зная энергию
магнитной анизотропии. HS-терм иона Fe3+ име-
ет нулевой орбитальный момент. Энергия анизотро-
пии, индуцированная спин-орбитальным взаимодей-
ствием, появляется во втором порядке теории воз-
мущений Ea = J2

x/ΔS . Для иона Fe2+ учет спин-ор-
битального взаимодействия в первом порядке тео-
рии возмущений приводит к расщеплению HS-терма
на подуровни с полным эффективным угловым мо-
ментом J̃ = 1, 2, 3, но не смешивает HS-и LS-со-
стояния [59]. Параметр перемешивания (4) появля-
ется во втором порядке теории возмущений. Типич-
ное значение энергии анизотропии около 1 мэВ. Для
спиновой щелиΔS ∼ 1 эВ мы получаем Jx = 30 мэВ.
Ниже мы рассмотрим несколько значений парамет-
ра перемешивания Jx в диапазоне 10–50 мэВ.

Остальные параметры были фиксированы следу-
ющим образом: z = 6, J0 = 28 K, PC0 = 55 ГПа,
a = 80 K/ГПа, b = 0.5 K/ГПа [54], ω = 0.05 эВ,
k = 7.5 эВ/Å2 , g1 = 0.8 эВ/Å, g2 = 0.75 эВ/Å2,
Vq = 0.2 эВ/Å [40]. Еще два параметра, связанные с
релаксацией возбуждений, будут введены в разд. 4
после формулы (23).

Из-за ангармонизма в электрон-фононном взаи-
модействии (3) частоты локальных колебаний раз-
личаются в HS- и LS-состояниях ωHS =

√
kHS/M

и ωLS =
√
kLS/M . Для выбранных значений пара-

метров ωHS = 0.045 эВ, ωLS = 0.055 эВ. Рост час-
тоты при переходе в более плотную низкоспиновую
решетку очевиден. В отсутствие спин-орбитального
взаимодействия равновесные положения лигандов,
соответствующие минимумам потенциальной энер-
гии, в LS- и HS-состояниях определяются выраже-
ниями

q0LS = −g1/kLS, q0HS = g1/kHS .

Для выбранных значений параметров

q0LS = −0.09 Å, q0HS = 0.13 Å,

Δq0 = q0HS − q0LS = 0.22 Å.

Поскольку длина связи l0 при T = 0 порядка 2 Å,
Δq0 составляет 10% от этой величины. Это чис-
ло согласуется с известной разностью ионных ра-
диусов в LS- и HS-состояниях. Видно, что в от-
сутствие электронно-колебательного взаимодейст-
вия q0LS(HS) = 0 изменение объема системы с ростом
температуры возможно только из-за ангармонизма
колебаний кристаллической решетки.

Объем элементарной ячейки как функцию дав-
ления и температуры можно представить как

V (P, T ) = Vr (P, T ) + ΔV (P, T ) ,

где Vr (P, T ) — регулярная составляющая, обу-
словленная ангармонизмом колебаний решетки, и
ΔV (P, T ) ∼ q3 — аномальный вклад, возникающий
из-за вибронного взаимодействия. Кроме того,
в случае материалов со спиновым кроссовером
большой вклад в аномалию теплового расширения
вносит перераспределение концентрации ионов
в HS-, LS-состояниях из-за большой разницы в
ионных радиусах [60].

3. ФАЗОВАЯ ДИАГРАММА P–T

Рассмотрим сначала самосогласованное решение
уравнений (6)–(8) в отсутствие обменного взаимо-
действия при J = 0. В этом случае будем иметь
m = 0 для намагниченности и резкий скачок за-
селенности HS-состояния n и смещения q (объема
элементарной ячейки) в точке кроссовера PC0 при
T = 0, соответствующий квантовому фазовому пе-
реходу. При J = 0 и T = 0 спиновый кроссовер явля-
ется квантовым фазовым переходом, который с рос-
том температуры размывается в плавный кроссовер
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Рис. 1. Фазовые диаграммы P − T для заселенности HS-состояния n (а,в) и смещения q (б,г) в отсутствие обменного
взаимодействия J = 0. На рис. в и г показана увеличенная область вблизи критической точки, где хорошо виден резкий

спиновый переход при низких температурах

между HS- и LS-состояниями (рис. 1а,б). Тем не ме-
нее, даже при J = 0 мы имеем другой тип коопера-
тивности, обусловленный электрон-вибронным вза-
имодействием. На рис. 1в,г мы видим небольшой
но конечный температурный диапазон резкого крос-
совера вблизи критического давления. При J = 0

кроссовер от парамагнитного состояния HS к немаг-
нитному LS сопровождается изоструктурным фазо-
вым переходом с изменением объема (рис. 1г). Для
удобства сравнения случаев J = 0 и J �= 0 здесь
и ниже внешнее давление и температура приведены
соответственно в единицах PC0 и обменного взаимо-
действия J0.

На рис. 2 в координатах давления и темпера-
туры представлены диаграммы заселенности HS-со-
стояния n (а), намагниченности m (б) и смещения
q (в) при J �= 0. Для заданных значений темпе-

ратуры и давления возможно появление несколь-
ких решений для параметров m, n и q, из которых
мы выбираем решения, соответствующие миниму-
му свободной энергии Гельмгольца F = −kBT lnZ.
Видно, что из-за наличия кооперативного обмен-
ного взаимодействия J в системе сохраняется ос-
новное магнитоупорядоченное антиферромагнитное
HS-состояние (AFM (HS)) вплоть до P = PC > PC0

(рис. 2б), несмотря на то, что в одноионной кар-
тине при P > PC0 основным является LS-состояние.
Сдвиг критического давления PC за счет коопера-
тивных эффектов вполне понятен, так как обмен-
ное взаимодействие больше стабилизирует HS-со-
стояние. При P > PC основное антиферромагнит-
ное HS-состояние сменяется диамагнитным LS-со-
стоянием (DM (LS)) (рис. 2б), а объем испытывает
скачок в точке перехода P = PC (рис. 2в).
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Рис. 2. Диаграммы заселенности HS-состояния n (а), на-
магниченности m (б) и смещения q (в), соответствующие

минимуму свободной энергии F , для Jx = 0.01 эВ

В области давлений P < PC (рис. 2б) с рос-
том температуры система испытывает фазовый пе-
реход второго рода из AFM (HS) в парамагнитное
состояние, если P < P ∗, и первого рода, если P ∗ <
< P < PC . В первом случае наблюдается плав-
ное изменение объема, а во втором, наоборот, рез-
кое (рис. 2в). На P–T -диаграммах хорошо видно
существование особой точки, так называемой три-
критической точки (T ∗ и P ∗ на рис. 2б), в которой
линия фазовых переходов второго рода непрерыв-
но переходит в линию фазовых переходов первого
рода. При PC < P ≤ P ′ основное состояние систе-
мы является немагнитным, но с ростом температу-
ры заселяется магнитное HS-состояние, и в системе
путем фазового перехода первого рода восстанавли-
вается дальний магнитный порядок (рис. 2б), как
энергетически более выгодный, объем системы ме-
няется скачком (рис. 2в). Таким образом, благодаря
антиферромагнитному обменному взаимодействию
J в окрестности кроссовера возможно существова-
ние возвратной намагниченности. При дальнейшем
увеличении температуры система переходит в пара-

магнитное состояние путем фазового перехода вто-
рого рода, если PC < P ≤ P ∗, и первого рода близ-
кого ко второму, если P ∗ < P ≤ P ′. С ростом дав-
ления при P > PC увеличивается энергетический
интервал между основным немагнитным LS- и бли-
жайшим возбужденным магнитным HS-состоянием
и при P > P ′ (рис. 2б) тепловая энергия, необхо-
димая для заселения HS-состояния в нужной степе-
ни, становится сопоставимой с величиной обменно-
го взаимодействия J — дальний магнитный порядок
не возникает. В области давлений P > P ′ с ростом
температуры система испытывает плавный переход
(кроссовер) из DM (LS) в парамагнитное состояние.

Кроме существования возвратной намагниченно-
сти по температуре при PC < P ≤ P ′, с учетом
увеличения обменного интеграла с ростом давления
становится возможным существование возвратной
намагниченности по давлению при T0 < T ≤ T ′,
где T0 — температура Нееля при P = 0, а T ′ — мак-
симально возможное значение температуры Нееля
при увеличении давления. Так, при T0 < T ≤ T ′

(рис. 2б) система из парамагнитного состояния при
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Рис. 3. Диаграммы заселенности HS-состояния n (а), на-
магниченности m (б) и смещения q (в), соответствующие

минимуму свободной энергии F , для Jx = 0.05 эВ

увеличении давления сначала переходит в магнито-
упорядоченное антиферромагнитное состояние пу-
тем фазового перехода второго рода, а потом в па-
рамагнитное путем фазового перехода второго рода,
если T ∗ < T0 и либо первого рода, если T ∗ > T0 и
T0 < T < T ∗, либо второго рода, если T ∗ > T0, но
T ∗ < T < T ′. В нашем случае для используемого на-
бора параметров T ∗ > T0. При 0 ≤ T ≤ T ∗ с ростом
давления объем системы меняется скачком, а при
T > T ∗ — непрерывным образом (рис. 2в).

Увеличение спин-орбитального параметра Jx
сильно влияет на намагниченность и уменьша-
ет температуру Нееля с увеличением давления.
Одновременно зависимости n(P ) и q(P ) показы-
вают незначительные изменения, проявляющиеся
в основном в более плавном кроссовере. Причи-
ну такого сильного подавления намагниченности
можно легко понять, если посмотреть на струк-
туру гамильтониана (4), в котором оператор Xs,σ

переводит HS-состояние со спином σ в синглетное

LS-состояние |s〉, т. е. спин-орбитальное взаимо-
действие перемешивает HS/LS-состояния. Фазовая
диаграмма для Jx = 0.05 эВ представлена на рис. 3.

Температура Нееля при нулевом давлении
T0/J0 ∼ 12 является одинаковой для обоих слу-
чаев (рис. 2, 3), но температурная зависимость
намагниченности существенно изменяется с увели-
чением величины Jx. Хорошо видно существование
возвратной намагниченности по температуре и
давлению (рис. 3б), но в отличие от предыдущего
случая (Jx = 0.01 эВ) уменьшается область суще-
ствования дальнего магнитного порядка. Так, на
рис. 3 наблюдается значительное уменьшение PC
(PC < PC0). Кроме того, существенным отличием
является плавное изменение намагниченности m

при T = 0, отсутствие термодинамических фазовых
переходов первого рода и трикритической точки на
фазовой диаграмме. Заселенность HS-состояния n

и смещение q плавно меняются во всем диапазоне
давлений, что хорошо видно на рис. 3а,в. Все
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характеристики системы изменяются непрерывным
образом (без скачков).

4. НЕРАВНОВЕСНАЯ КВАНТОВАЯ
ДИНАМИКА И РЕЛАКСАЦИОННЫЕ

ПРОЦЕССЫ

Для исследования процессов релаксации необхо-
димо учесть взаимодействие системы с некоторой
внешней средой. Рассмотрим релаксацию СК-комп-
лекса, помещенного в равновесную среду (термостат
или резервуар R), при внезапном возбуждении све-
том из HS- в LS-состояние и наоборот, в зависимости
от величины внешнего давления P . Гамильтониан
полной системы запишем в виде

Ĥ = Ĥ0 + ĤR + V̂ . (14)

Здесь
Ĥ0 = ĤMF =

∑
k

Ek |ϕk〉 〈ϕk|

— гамильтониан СК-комплекса в приближении
среднего поля;

ĤR =
∑
q

�ωqb
†
qbq

— гамильтониан термостата R, где b†q (bq) — опера-
торы рождения (уничтожения) фононов термостата
с волновым вектором q; V̂ = V̂υ−ph + V̂s−ph — га-
мильтониан взаимодействия между СК-комплексом
и термостатом, где

V̂υ−ph =
∑
q

(
gυ−ph,qb†qa+ g∗υ−ph,qbqa

†),
V̂s−ph =

∑
q

(
gs−ph,qb†qŜ

+ + g∗s−ph,qbqŜ
−
)
,

где a† (a) — операторы рождения (уничтожения)
квантов локальных колебаний анионов СК-комп-
лекса, gυ−ph и gs−ph — константы соответственно
виброн-фононного и спин-фононного взаимодейст-
вия.

Рассмотрим динамику системы в терминах ре-
дуцированной матрицы плотности (РМП) ρ̂0 (t), ис-
пользуя уравнение

dρ̂0
dt

= −i
[
Ĥ0 (t) , ρ̂0

]
+ V̂ ρ̂0. (15)

Влияние системы на термостат пренебрежимо мало,
поэтому последний все время находится в состоянии
теплового равновесия. Термостат имеет так много
степеней свободы, что результат взаимодействия с

системой быстро исчезает и не оказывает сколько-
нибудь значительной обратной реакции на систему,
поэтому R всегда описывается с помощью теплового
равновесного распределения при постоянной темпе-
ратуре независимо от количества энергии, перешед-
шей в него из системы. Другими словами, мы пред-
полагаем, что можно пренебречь реакцией системы
на термостат и корреляциями между рассматрива-
емой системой и термостатом R, вызванными взаи-
модействием.

Взаимодействие наблюдаемой системы с резер-
вуаром приводит к уничтожению информации о ее
поведении в прошлом. Движение системы демпфи-
руется за счет ее связи с термостатом [61–64]. По-
этому можно считать, что изменение ρ̂0 (t) в каж-
дый момент времени зависит только от ее текущего
значения (марковское приближение). Если корреля-
ционное время резервуара много меньше характер-
ного времени, требуемого для заметного изменения
ρ̂0 (t), то марковское приближение справедливо.

В базисе собственных функций гамильтониана
подсистемы Ĥ0 уравнение (15) после некоторых пре-
образований и перехода от представления взаимо-
действия к представлению Шредингера принимает
вид уравнения Редфилда [65]:

d

dt
ρ0kl = −iωklρ0kl −

∑
m,n

ρ0mnRklmn. (16)

Первое слагаемое в (16) описывает обратимые про-
цессы в терминах частот переходов

ωkl =
Ek − El

�

между уровнями энергии системы, а второе слагае-
мое — процессы релаксации. Отметим, что прибли-
жение Редфилда справедливо на временах Δt� τc,
где τc есть корреляционное время резервуара, и вто-
рым одновременным условием является требование
RklmnΔt � 1 [62]. Уравнение Редфилда (16) — это
основное уравнение квантовой теории диссипации
в приближении слабой связи «система–термостат».
Оно описывает необратимое поведение системы и
этим коренным образом отличается от точных урав-
нений движения — Шредингера и Лиувилля –фон
Неймана. Для СК-системы с двумя каналами взаи-
модействия с резервуаром тензор релаксации (тен-
зор Редфилда)

Rklmn =
∑
p

δnlΓ
+
kppm+

∑
p

δkmΓ−
nppl−Γ+

nlkm−Γ−
nlkm.
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Здесь величины Γklmn даются выражениями

Γ+
mkln =

1

�2

∞∫
0

dt exp (−itωln) ×

×TrR (Vmk (t)Vln (0) ρR (0)) ,

Γ−
mkln =

1

�2

∞∫
0

dt exp (−itωmk) ×

×TrR (Vmk (0)Vln (t) ρR (0)) ,

(17)

где Vmk (t) — матричные элементы оператора V̂

в представлении взаимодействия. Разные элементы
тензора Редфилда дают неодинаковый вклад в ди-
намику матрицы плотности. Влияние многих из них
становится пренебрежимо малым при усреднении
по некоторому промежутку времени. Роль элемента
Rklmn (ωkl �= ωmn) является существенной только
на временах t < (ωkl − ωmn)

−1. Это служит основой
секулярного приближения, в котором в уравнении
Редфилда учитывают только слагаемые, удовлетво-
ряющие условию

Ek − Em + En − El = 0.

В этом приближении уравнение Редфилда (16) при-
обретает следующий вид:

∂

∂t
ρ0kl = −iωklρ0kl + δkl

∑
n�=l

ρ0nnWln − γklρ
0
kl, (18)

где
Wln = Γ+

nlln + Γ−
nlln,

γkl =
∑
n

(
Γ+
knnk + Γ−

lnnl

)
− Γ+

llkk − Γ−
llkk.

В таком виде уравнение движения для РМП на-
зывают обобщенным основным кинетическим урав-
нением. Для диагональных элементов РМП оно при-
нимает вид

∂

∂t
ρ0kk (t) =

∑
n�=k

ρ0nn (t)Wkn − ρ0kk (t)
∑
n�=k

Wnk, (19)

где коэффициенты Wkn имеют смысл вероятностей
перехода между состояниями системы, вызванны-
ми взаимодействием с термостатом. Уравнение (19)
часто называют основным кинетическим уравнени-
ем Паули.

Если Q̂0 — оператор, действующий на перемен-
ные только интересующей нас подсистемы (в нашем
случае в качестве Q̂0 выступают операторы m̂, n̂, q̂),

тогда среднее значение некоторой величины, опре-
деляемой этим оператором, запишется в виде〈

Q̂0

〉
= Tr Q̂0ρ̂

0 (t) .

Перейдем к конкретным приложениям теории
Редфилда. Оператор взаимодействия представим в
виде суммы произведений операторов, действующих
на переменные соответственно динамической подси-
стемы и термостата:

V̂υ−ph =
∑
q

⎛⎝gυ−ph,qb†q∑
ij

|ϕi〉 〈ϕi |a|ϕj〉 〈ϕj | +

+ g∗υ−ph,qbq
∑
ij

|ϕi〉
〈
ϕi
∣∣a†∣∣ϕj〉 〈ϕj |

⎞⎠ ,

V̂υ−ph =
∑
ij,q

(
gυ−ph,qb†qaij+g

∗
υ−ph,qbqa

∗
ji

)
|ϕi〉 〈ϕj | =

=
∑
ij

B̂υ−phij Q̂ij ,

где
〈ϕi |a|ϕj〉 = aij , Q̂ij = |ϕi〉 〈ϕj |

и
B̂υ−phij =

∑
q

(
gυ−ph,qb†qaij + g∗υ−ph,qbqa

∗
ji

)
.

Аналогично для спин-фононного взаимодейст-
вия

V̂s−ph =
∑
ij

B̂s−phij Q̂ij ,

где

B̂s−phij =
∑
q

(
gs−ph,qb†qsij + g∗s−ph,qbqs

∗
ji

)
,〈

ϕi

∣∣∣Ŝ+
∣∣∣ϕj〉 = sij .

Окончательно

V̂ =
∑
ij

(
B̂υ−phij + B̂s−phij

)
Q̂ij =

∑
ij

B̂ijQ̂ij ,

B̂ =
(
B̂υ−ph + B̂s−ph

)
.

Матричные элементы тензоров релаксации при-
мут вид

Γ+
mkln =

∞∫
0

dτe−iωlnτ
〈
B̂mkB̂ln (τ)

〉
R
,

Γ−
mkln =

∞∫
0

dτe−iωmkτ
〈
B̂mk (τ) B̂ln

〉
R
,

(20)

где B̂ (τ) = eiĤphτ B̂e−iĤphτ .
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Для виброн-фононного канала релаксации пря-
мые вычисления приводят к

Γ
(υ−ph)+
nlln =

= |aln|2
∞∫
0

∑
q

|gυ−ph,q|2〈n̂q〉Re
i(ωq−ωln)τdτ +

+ |aln|2
∞∫
0

∑
q

|gυ−ph,q|2
(
〈n̂q〉R + 1

)
e−i(ωq−ωnl)τdτ

или приближенно

Γ
(υ−ph)+
nlln = γυ−ph0

[
|aln|2nBE (ωln) +

+ |aln|2 (nBE (ωnl) + 1)
]
, (21)

где nBE — функция распределения Бозе –Эйнштей-
на.

Аналогично для спин-фононного канала релак-
сации будем иметь

Γ
(s−ph)+
nlln = γs−ph0

[
|sln|2nBE (ωln) +

+ |sln|2 (nBE (ωnl) + 1)
]
. (22)

Смешанные произведения типа Vυ−ph (t)
Vs−ph (0) в выражениях (17) дают значительно
меньший вклад, и соответствующими слагаемыми
можно пренебречь по сравнению с выражениями
(21), (22).

Окончательно

Γ+
nlln ≈ Γ

(υ−ph)+
nlln + Γ

(s−ph)+
nlln . (23)

В нашем случае Γ+
nlln = Γ−

nlln, Γ
+
llkk = Γ−

llkk = 0.
Коэффициенты γυ−ph0 и γs−ph0 в уравнениях (21),

(22), характеризующие динамику системы и отвеча-
ющие за виброн-фононную и спин-фононную связи
системы с резервуаром, определяются соответствен-
но константами gυ−ph и gs−ph. В качестве типичного
значения этих коэффициентов используем

τυ−ph0 ∼ 1/γυ−ph0 ∼ 1 пс, τs−ph0 ∼ 1/γs−ph0 ∼ 1 пс,

соответствующие экспериментам [26] по возбужде-
ниям Co(LS)–O2p–Co(HS), а также [66–68] по воз-
буждениям спиновых термов через промежуточ-
ные 2p-состояния кислорода в металлоорганических
комплексах. Для сокращения числа эмпирических
параметров мы полагаем эти два параметра одина-
ковыми. Тем не менее, как будет показано ниже, вре-
мена релаксации для магнитной и упругой систем
оказываются разными, что определяется различием
матричных элементов в формулах (21), (22).

С помощью уравнений (21), (22) вычислялись ко-
эффициенты Γ и их линейные комбинацииWln и γkl,
входящие в уравнения (18). Рисунок 4 дает пред-
ставление о структуре этих коэффициентов.

Для двух значений давления на рис. 4 можно
увидеть формирование системы ненулевых матрич-
ных элементов в виде кластеров, содержащих по 16
уровней энергии. Природу формирования этих клас-
теров можно легко понять, если рассмотреть струк-
туру гамильтониана (1): 15 собственных состояний
у высокоспинового терма (с учетом трехкратного
орбитального вырождения) плюс одно синглетное
состояние низкоспинового терма. При нулевой тем-
пературе можно видеть только матричные элемен-
ты, находящиеся под диагональю (рис. 4а,б), что со-
ответствует возбуждениям с занятых состояний на
свободные уровни. При T = 300 К матрица более
симметричная относительно диагонали (рис. 4в,г),
что указывает на наличие прямых и обратных пере-
ходов.

5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИНАМИКИ
СИСТЕМЫ ПРИ РАЗЛИЧНОМ ДАВЛЕНИИ

Мы предполагаем, что основное при P < PC
HS-состояние может быть внезапно переведено
(например, ультракоротким электромагнитным
импульсом) в LS-состояние или при P > PC ос-
новное LS-состояние может быть возбуждено в
HS-состояние. Таким образом, в качестве началь-
ного фотовозбужденного состояния |ψ0〉 задавалось
состояние, которое получается из основного равно-
весного:

|ϕ0〉 =
Nph∑
nph=0

[
anph,0 |2, 0, nph〉 +

+

+S∑
sz=−S

bnph,sz ,0 |1, sz, nph〉
]

путем переключения квантовых чисел α и sz. Так,
если основным при малых давлениях является маг-
нитное HS-состояние, то

|ψ0〉 =
Nph∑
nph=0

[
anph,0 |2, 0, nph〉 +

+
+S∑

sz=−S
bnph,sz,0 |2, 0, nph〉

]
,

при этом упругая (фононная) система оставалась
неизменной, т. е. сохранялась в исходном, соответ-
ствующем электронной HS-конфигурации d-иона,
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Рис. 4. Структуры релаксационных матричных элементов Wij из уравнения (18) для набора из 169 низкоэнергетических
уровней при P/PC0 = 0.1 (основное HS-состояние) для T = 0 (a) и 300 K (в) и для 130 уровней энергии при P/PC0 = 1.5

(основное LS-состояние) для T = 0 (б) и 300 К (г). Параметр спин-орбитального взаимодействия Jx = 50 мэВ

состоянии. И наоборот, если при высоком давлении
основным является немагнитное LS-состояние, то

|ψ0〉 =
Nph∑
nph=0

[
anph,0 |1,+2, nph〉 +

+

+S∑
sz=−S

bnph,sz ,0 |1,+2, nph〉
]
,

при этом упругая система также оставалась неиз-
менной, т. е. сохранялась в исходном, но уже соот-
ветствующем электронной LS-конфигурации d-ио-
на, состоянии. Тем самым такое переключение со-
стояний меняет электронное состояние иона, остав-

ляя при этом неизменным состояние лигандов. Дру-
гими словами, такое переключение состояний реа-
лизует динамический кроссовер катиона, оставляя
при этом неизменным начальное состояние лиган-
дов, и оправдано тем, что в эксперименте [16] фото-
возбуждение системы из основного, например, вы-
сокоспинового 1A1g-состояния происходит сначала в
некоторое промежуточное 1T2g, 1T1g или состояние
с переносом заряда, из которого система достаточ-
но быстро может вернуться обратно в основное или
каскадным образом свалиться в возбужденное виб-
ронное HS-состояние и в дальнейшем из-за фононно-
го демпфирования уже гораздо медленнее релакси-
рует к основному состоянию. В случае же основно-
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го низкоспинового 5T2g-состояния в качестве проме-
жуточного выступает 5Eg-терм, из которого система
достаточно быстро каскадным образом сваливается
в возбужденное вибронное, но уже LS-состояние и в
дальнейшем также из-за фононного демпфирования
гораздо медленнее релаксирует к основному HS-со-
стоянию [66, 68]. Характерное время каскадных пе-
реходов меньше 100 фс, а релаксации через фонон-
ную систему около 3 пс [66,68], поэтому в настоящей
работе мы не рассматриваем первичные каскадные
процессы в системе, и в качестве начального состо-
яния при t = 0 в случае малых давлений берется
немагнитное вибронное LS-состояние.

Фотовозбужденное состояние может быть разло-
жено по базису собственных состояний гамильтони-
ана изолированной подсистемы

|ψ0〉 =
∑
k

C0k |ϕk〉, C0k = 〈ϕk | ψ0〉 .

Начальная матрица плотности имеет вид

ρ0kk′ (0) = C0kC
∗
0k′ .

При конечных температурах подсистема находится
в состояниях |ϕk〉 с вероятностью

pk = exp

(
− Ek
kBT

)
Z−1,

поэтому начальный оператор плотности имеет вид

ρ̂0 (0) =
∑
k

pk |ψk〉 〈ψk| =
∑
k

∑
ii′
pkCikC

∗
i′k |ϕi〉 〈ϕi′ |,

|ψk〉 =
∑
i

Cki |ϕi〉, Cki = 〈ϕi | ψk〉 .

Ниже показаны временные зависимости намаг-
ниченности подрешетки m, заселенности HS-состоя-
ния n и длины катион-анионной связи q при вне-
запном возмущении. На рис. 5 параметр спин-орби-
тальной связи был мал, Jx = 0.01 эВ, а на рис. 7
Jx = 0.05 эВ. В расчетах мы фиксировали темпера-
туру T = 100 К и варьировали давление от 0.1PC0

до 1.5PC0.
Для определения характерного времени зату-

хания (релаксации) фотовозбужденных состояний
использовалась экспоненциальная аппроксимация
yi = y0i + ηie

−ξit зависимости от времени намагни-
ченности (i = m), заселенности HS-состояния (i =
= n) и смещения (i = q), где ηi и ξi — подго-
ночные параметры, а равновесное значение y0i бра-
лось из стационарного самосогласованного решения
уравнений в приближении среднего поля (11)–(13).

На рис. 6 и 7 представлены результаты такой ап-
проксимации для случая низкого P/PC0 = 0.1 (верх-
ний ряд) и высокого P/PC0 = 1.5 (нижний ряд) дав-
ления соответственно при Jx = 0.01 и Jx = 0.05 эВ.

Как видно из сравнения рис. 5 и рис. 6, выведен-
ные из состояния равновесия намагниченность m,
заселенность HS-состояния n и смещение q возвра-
щаются к своим равновесным значениям за разные
времена, причем для намагниченности свое время
релаксации τm, а для n и q времена практически сов-
падают. Это совпадение неудивительно, поскольку
изменение длины связи q пропорционально ионному
радиусу катиона. Времена релаксации и их анализ
приведены ниже в табл. 1.

Сильное изменение магнитной динамики, замет-
ное на рис. 8б, в по сравнению с рис. 5б,в, свя-
зано с сильным подавлением критического давле-
ния (рис. 3б). Для Jx = 0.05 эВ и P/PC0 = 0.5

m (T = 0) = 0, но для этого давления появляется
возвратная намагниченность в интервале темпера-
тур 4 < T/J0 < 10. Эта возвратная намагниченность
также проявляется и в динамике с максимальным
значением при t = 0.25 (рис. 8б). Тем не менее, в
соответствии с фазовой диаграммой равновесное со-
стояние немагнитно. На рис. 8в мы видим большую
амплитуду начальных колебаний заселенности HS-
состояния n. На фазовой диаграмме (рис. 3а) видно,
что при P/PC0 = 1 и T = 0 величина n ∼ 0.8 и плав-
но изменяется от n = 1 при P/PC0 = 0.8 до n = 0

при P/PC0 = 1.2. Такая широкая область изменения
n проявляется также и во временной зависимости.

Сравнение рис. 8а с рис. 8г показывает, что для
HS-состояния n и q релаксируют быстрее, чем на-
магниченность m, имеющая долгоживущие колеба-
ния. Для LS-состояния, наоборот, m и q затухают
быстрее, а n более медленно. Так, при t = 5 величи-
на n остается достаточно большой (n = 0.2) вместо
ожидаемого n = 0. Вообще говоря, при определен-
ных динамических режимах нагрузки стационарное
состояние может быть смесью HS- и LS-состояний
[69], поэтому мы специально рассмотрели поведение
системы при P/PC0 > 1 на больших временах до
80 пс и увидели, что при большом давлении воз-
бужденное HS-состояние при T = 300 К медленно,
но все-таки релаксирует к стационарному LS-состоя-
нию (рис. 9).

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Значения времен релаксации и частот колебаний
из рис. 5, 8 приведены в табл. 1, 2. Из табл. 1 следует,
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Рис. 5. Квантовая динамика релаксации фотовозбужденных франк-кондоновских состояний в магнитоупорядоченных ве-
ществах со спиновым кроссовером при T = 100 K при давлениях P/PC0 = 0.1 (а), 0.5 (б), 1 (в) и 1.5 (г) при Jx = 0.01 эВ.
В правом столбце приведены результаты анализа фурье-зависимостей намагниченности m, заселенности HS-состояния
n и смещения q от времени для определения интенсивности и частоты спектральных составляющих полученных решений
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Рис. 6. Экспоненциальная аппроксимация функцией y = y0 + ηe−ξt зависимостей намагниченности m, заселенности
HS-состояния n и смещения q от времени для случая низкого P/PC0 = 0.1 (верхний ряд) и высокого P/PC0 = 1.5

(нижний ряд) давления при Jx = 0.01 эВ: а — m = 1.00 − 1.17e−0.85t, n = 1.00 − 1.06e−0.94t , q = 0.14 − 0.24e−0.94t ;
б — m = 0 + 0.95e−1.94t, n = 0 + 1.07e−1.06t, q = −0.09 + 0.24e−1.05t

Таблица 1. Времена релаксации намагниченности
(τm), заселенности HS-состояния (τn) и искаже-
ния решетки (τq) при различном давлении и спин-

орбитальном взаимодействии Jx

Jx, мэВ P/PC0 τm, пс τn, пс τq, пс

10
0.1 1.18 1.06 1.06

1.5 0.52 0.94 0.95

50
0.1 0.40 0.18 0.18

1.5 0.33 0.93 0.95

что все времена релаксации уменьшаются с увели-
чением спин-орбитального взаимодействия Jx, и это
довольно очевидно. Мы получили противоположное
соотношение для времен магнитной/немагнитной
релаксации при малых и высоких давлениях. Дей-
ствительно, когда P/PC0 = 0.1 и HS-состояние явля-
ется равновесным, время релаксации намагниченно-
сти τm больше, чем время релаксации заселенности
HS-состояния τn и решеточной релаксации τq для
обоих значений спин-орбитальной связи. Напротив,
когда основным состоянием является немагнитное

LS-состояние при P/PC0 = 1.5, релаксация намаг-
ниченности происходит быстрее, чем релаксация за-
селенности HS-состояния и решеточная релаксация.
Из табл. 2 следует, что частоты колебаний практиче-
ски не зависят от давления и спин-орбитального вза-
имодействия. Что касается колебаний намагничен-
ности и заселенности HS-состояния, которые демон-
стрируют мультимодальное поведение, можно заме-
тить, что они имеют высокочастотные составляю-
щие для некоторых значений давления помимо ос-
новной частоты колебаний.

Из спектрального анализа, приведенного на
рис. 5 и 8, следует, что можно выделить несколько
временных масштабов сложной динамики систе-
мы. Заметна существенная разница временной
динамики системы в случае слабого и сильного
спин-орбитальных взаимодействий. Так, например,
при Jx = 0.05 эВ в зависимостях m(t) и n(t) можно
выделить ряд возмущений с перерывами между
ними (волновой пакет или цуг высокочастотных
волн с энергией колебаний около 1 эВ). Узкие пики
в фурье-спектре этого цуга высокочастотных волн
(рис. 8) разделены интервалом частот Δω = 58 мэВ,
что практически совпадает с энергией колебаний
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Рис. 7. Квантовая динамика релаксации фотовозбужденных франк-кондоновских состояний в магнитоупорядоченных ве-
ществах со спиновым кроссовером при T = 100 K при давлениях P/PC0 = 0.1 (а), 0.5 (б), 1 (в) и 1.5 (г) при Jx = 0.05 эВ.
В правом столбце приведены результаты анализа Фурье зависимости намагниченности m, заселенности HS-состояния n

и смещения q от времени для определения интенсивности и частоты спектральных составляющих полученных решений
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Рис. 8. Медленная релаксация возбужденного HS-состояния при P/PC0 = 1.5, Jx = 0.05 эВ и T = 300 K к стационар-
ному LS-состоянию, показанному для переменных n и q штриховыми линиями. Для намагниченности асимптотическое

равновесное значение m = 0

Рис. 9. Экспоненциальная аппроксимация функцией y = y0 + ηe−ξt зависимостей намагниченности m, заселенности
HS-состояния n и смещения q от времени для случая низкого P/PC0 = 0.1 (верхний ряд) и высокого P/PC0 = 1.5

(нижний ряд) давления при Jx = 0.05 эВ: а — m = 0.84 − 0.92e−2.51t, n = 0.98 − 0.88e−5.76t , q = 0.13 − 0.19e−5.45t ;
б — m = 0 + 0.95e−1.94t, n = 0 + 1.07e−1.06t, q = −0.09 + 0.24e−1.05t

решетки ωLS = 55 мэВ и позволяет отождествить
цуг высокочастотных колебаний, коррелирующих
с минимумами и максимумами осцилляций q(t), c
резонансами Франка –Кондона. Эти возмущения
затухают за время порядка τq, после чего при малых

давлениях P/PC0 = 0.1 наблюдаются долгоживу-
щие периодические колебания намагниченности
с периодом 140 фс и энергией 35 мэВ. Такие же
частоты видны и для Jx = 0.01 эВ по результатам
фурье-анализа (рис. 5), но амплитуды колебаний в
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Таблица 2. Частоты колебаний намагниченности, заселенности HS-состояния и длины связи для различных дав-
лений и спин-орбитального взаимодействия Jx. Слабый/сильный означает малую/большую амплитуду. FCR 675

представляет собой набор узких эквидистантных резонансов Франка –Кондона с центром около 675 мэВ

Jx, мэВ P/PC0 ωm, мэВ ωn, мэВ ωq, мэВ

10

0.1 FCR 1100 c Δω = 55 55 слабый, FCR 1100 с Δω = 27.5 55 сильный
0.5 55 слабый, FCR 675 с Δω = 55 55 сильный, FCR 675 с Δω = 27.5 55 сильный
1.0 250± 100 250± 100 47

1.5 FCR 500 с Δω = 45 45

50

0.1 29, FCR 1100 с Δω = 55 55 слабый, FCR 1100 с Δω = 27.5 55 сильный
0.5 55, FCR 723 с Δω = 57 55

1.0 56, FCR 400 с Δω = 60 56 слабый

1.5
широкий FCR 84 с Δω = 48 45 слабый, FCR 600 с Δω = 45 45

FCR 515 с Δω = 45

этом случае много меньше, чем на рис. 8. Подобные
низкочастотные колебания намагниченности при
фемтосекундной накачке скошенного антиферро-
магнетика FeBO3 при нормальном давлении были
обнаружены экспериментально в работах [70, 71].
В этих работах исходное HS-состояние (S = 5/2)
иона Fe3+ возбуждалось в промежуточно спино-
вое состояние Fe3+ со спином S = 3/2, и спустя
примерно 4 пс после возбуждения наблюдались
периодические колебания намагниченности с пери-
одом около 2 фс. В наших расчетах периодические
колебания намагниченности устанавливались после
возвращения электронной и упругой системы к
равновесным HS-значениям за время порядка 2 пс
и имели период 0.14 пс. Поскольку в этой работе
мы не рассматривали модель, соответствующую
схеме уровней иона Fe3+ и адекватную FeBO3,
претендовать на количественные совпадения с
экспериментом не имеет смысла. В то же время
качественная картина наблюдаемых в работах
[70, 71] осцилляций вполне соответствует описанной
нами теории.

Заметим, что при низком давлении P/PC0 = 0.1

и P/PC0 = 0.5 в случае основного HS-состояния по-
сле резкого возбуждения электронной и магнитной
систем в LS-состояние без изменения окружающих
анионов релаксация длины связи характеризуется
частотой 55 мэВ, что соответствует частоте LS-ко-
лебаний ωLS. И наоборот, при давлении P/PC0 =

= 1.5, когда электронная и магнитная системы ос-
новного LS-состояния резко возбуждаются в исход-
ное HS-состояние релаксация характеризуется час-
тотой ωHS = 45 мэВ. Этот факт демонстрирует,

что электронные, магнитные и упругие подсистемы
в материалах со спиновым кроссовером настолько
сильно коррелированы, что колебания в одной из
них приводят к аналогичным колебаниям других.

7. ВЫВОДЫ

В магнитных материалах со спиновым кроссо-
вером переключение между HS- и LS-состояниями
сильно связано с взаимодействием с решеткой и
межатомным обменным взаимодействием, что и
обеспечивает эффекты кооперативности. До сих
пор большая часть экспериментальных исследова-
ний сверхбыстрой динамики спинового кроссовера
проводилась с немагнитными материалами. В этой
статье мы обнаружили колебания намагниченности
и сложную многомасштабную динамику магнитной
релаксации, заселенности HS-состояния и длины
связей Me–O в сильнокоррелированной электрон-
ной системе с дальним магнитным порядком. Мы
надеемся, что наша теория может стимулировать
новые экспериментальные исследования сверх-
быстрой магнитной динамики с переключением
различных спиновых состояний многоэлектронных
катионов при облучении световыми импульсами.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского научного фонда
(грант №18-12-00022).
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Экспериментально изучены спонтанные и индуцируемые магнитным полем фазовые переходы в жесткой
решетке полосовой доменной структуры одноосной феррит-гранатовой пленки. Показано, что темпера-
турный и полевой интервалы устойчивости решетки полосовых доменов зависят от структуры доменных
границ и магнитостатической энергии. Проведено сравнение особенностей решетки полосовых доменов
и решетки цилиндрических магнитных доменов при изменении температуры и магнитного поля.

DOI: 10.31857/S004445102103010X

1. ВВЕДЕНИЕ

Доменные структуры магнетиков в течение мно-
гих лет являются объектом интенсивных экспе-
риментальных и теоретических исследований, вы-
званных интересами как прикладной науки, так и
фундаментальной. Основы теории доменных струк-
тур (ДС) ферромагнетиков были заложены работой
Ландау и Лифшица [1], в которой авторы показали,
что возникновению ДС в кристалле соответствует
уменьшение общей энергии образца за счет умень-
шения энергии магнитного дипольного взаимодей-
ствия, и установили связь размеров доменов с гео-
метрическими и магнитными параметрами образца.

Особое место среди магнетиков занимают эпи-
таксиальные пленки ферритов-гранатов, большое
разнообразие ДС которых обусловлено как физи-
ческими свойствами материала пленки, так и воз-
действием магнитных полей и температуры. Пленки
ферритов-гранатов привлекают внимание исследо-
вателей, во-первых, из-за оптической прозрачности
и, во-вторых, из-за высокой чувствительности ДС к

* E-mail: juliasiryuk@gmail.com
** E-mail: a.bezus@donnu.ru

воздействию внешних факторов: магнитных полей,
температуры, механических напряжений, лазерного
излучения и т. д.

Первые систематические исследования ДС в тон-
ких пленках, помещенных во внешнее магнитное по-
ле, были выполнены Коем и Энцом [2]. В этой работе
показано, что под действием внешнего магнитного
поля полосовая ДС становится неустойчивой и до-
мены, в которых намагниченность направлена про-
тив поля, распадаются на «капли» круговой формы.

Эпитаксиальные пленки ферритов-гранатов об-
ладают малым количеством дефектов, поэтому яв-
ляются уникальным объектом для изучения дина-
мических свойств ДС [3–5]. После того как Бобек
предложил использовать цилиндрические магнит-
ные домены (ЦМД) в устройствах вычислительной
техники для записи и хранения информации [6], на-
чался этап бурных исследований ДС разных ма-
териалов — носителей ЦМД. Впоследствии выяс-
нилось, что чисто одноосная анизотропия, обеспе-
чивая статическую устойчивость ЦМД, оказалась
неспособной поддерживать динамическую устойчи-
вость доменных границ при больших скоростях дви-
жения доменов, что ограничивало скорость записи
информации. ЦМД-устройства утратили свою акту-
альность.
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Тем не менее интерес к исследованию пленок
ферритов-гранатов остался устойчивым до насто-
ящего времени. Это объясняется тем, что степень
проявления различных эффектов в таких пленках
гораздо выше, чем у объемных монокристаллов то-
го же свойства. В результате появились работы
по изучению спонтанных и индуцируемых магнит-
ным полем фазовых переходов в пленках ферритов-
гранатов [7–11]. В работах [7, 8] определено поло-
жение границ устойчивости для основных типов
доменов: для простой полосовой ДС, для полосо-
вой ДС с периодическими изгибными поверхност-
ными искажениями профиля доменных границ и
для гексагональных решеток ЦМД. В работе [9]
изучены фазовые переходы между монопериодичес-
кими и синфазными бипериодическими ДС. В ра-
ботах [10, 11] исследовано поведение динамической
магнитной восприимчивости квазиодноосных пле-
нок феррита-граната при спонтанных фазовых пе-
реходах в окрестности точки Кюри. Эксперимен-
тально исследовано влияние монопериодических и
бипериодических полей подмагничивания на про-
цессы зарождения ДС. В работах [12, 13] теорети-
чески и экспериментально изучены спин-переориен-
тационные фазовые переходы, построена теория ди-
намической спиновой переориентации в антиферро-
магнетике под действием фемтосекундного лазерно-
го импульса. Показано, что даже слабый разогрев
спиновой подсистемы может существенно усилить
эффект переориентации. В пленках с разной вели-
чиной одноосной анизотропии изучены особенности
доменных границ при спиновой переориентации пер-
вого и второго рода [14, 15].

В работе [16] изучены свойства эпитакси-
альных пленок феррита-граната с ориентацией
(210). Показано, что в таких пленках проявляется
магнитоэлектрический эффект. В случае одноос-
ных феррит-гранатовых пленок действие внешних
магнитных полей в первую очередь сказывается на
структуре доменных границ.

В научной литературе появилось большое число
работ, в которых изучаются нелинейные процессы,
наблюдающиеся в пленках ферритов-гранатов, про-
водится анализ возникновения блоховских домен-
ных стенок. В работе [17] рассмотрены эксперимен-
тальные исследования индуцированного доменными
стенками магнитоэлектричества.

Из перечня приведенных работ видно, что ис-
следователей интересуют фазовые переходы в ДС
и поведение доменных границ при изменении тем-
пературы и внешних магнитных полей.

В последнее время свойства полосовых ДС и
решеток ЦМД используют при создании устройств
транспортировки магнитомаркированных микро-
биологических частиц [18, 19].

В большинстве исследований ДС была получе-
на из размагниченного состояния. Чаще всего та-
кая ДС не является равновесной. Она находится в
метастабильном состоянии. Нами разработан спо-
соб получения ДС путем действия монополярным
импульсным магнитным полем Himp, перпендику-
лярным плоскости пленки. Поскольку ДС являет-
ся термодинамической системой, импульсным полем
создается такое количество доменов, при котором
энергия структуры является минимальной. Такая
ДС является равновесной при сохранении условий
формирования [20, 21].

Мы изучаем ДС в пленках, выращенных мето-
дом жидкофазной эпитаксии на гадолиний-галлие-
вом гранате. В этих пленках ось легкого намагничи-
вания перпендикулярна плоскости пленки и колли-
неарна кристаллографическому направлению 〈111〉
(что проверялось на рентгеновской установке), т. е.
это пленки с перпендикулярной анизотропией.

В эпитаксиальных пленках с осью легкого на-
магничивания, перпендикулярной развитой поверх-
ности пленки, доменная граница Блоха наблюдается
в широком температурном интервале вплоть до тем-
пературы Нееля. И только при приближении к точке
компенсации, где растут константа кубической ани-
зотропии и характеристическая длина пленки, до-
менная граница Блоха переходит в доменную грани-
цу Нееля. Если в пленке формировать ДС импульс-
ным магнитным полем, перпендикулярным плоско-
сти пленки, то создается доменная граница, имею-
щая сложную структуру. В границе создается боль-
шое число поворотов спинов двух направлений (по-
лярностей): как левовинтовых, так и правовинто-
вых. Линия, разделяющая два участка стенки Блоха
с различными полярностями, проходит вертикаль-
но через пленку, и такую структуру назвали верти-
кальной линией Блоха. Лучше всего изучена струк-
тура доменных границ в ЦМД-материалах [22]. Чис-
ло линий Блоха в ЦМД должно быть четным, т. е.
в стенке ЦМД могут находиться только пары ли-
ний Блоха. Длина окружности ЦМД представляет
собой граничное условие, которое заставляет линии
Блоха сближаться до интервала s = πd/2N , где d —
диаметр ЦМД, N — число оборотов спинов, s — рас-
стояние между вертикальными линиями Блоха. Для
ЦМД диаметром 4–13 мкм получено максимальное
значение N = 90, что соответствует 180 вертикаль-
ным линиям Блоха [22].
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Решетки ЦМД, сформированные под действием
монополярного импульсного магнитного поля, име-
ют сложную доменную границу. Они более устойчи-
вы при изменении температуры или магнитного по-
ля смещения по сравнению с решетками, получен-
ными иным путем, например, из размагниченного
состояния. Такие решетки мы назвали жесткими.

В наших работах [23–25] изучены спонтанные
фазовые переходы в ДС феррит-гранатовой плен-
ки в широком температурном интервале от точки
магнитной компенсации до температуры Нееля. По-
казано, что при изменении температуры или маг-
нитного поля фазовые переходы в доменной границе
вызывают фазовые переходы в решетке ЦМД, а тем-
пературные интервалы устойчивости решетки ЦМД
зависят от структуры доменных границ.

В настоящее время перед нами стоит задача ис-
следовать возможность транспортировки магнито-
маркированных биологических частиц как жестки-
ми решетками полосовой ДС, так и жесткими ре-
шетками ЦМД. Экспериментальных исследований
по влиянию температуры и магнитного поля на
свойства решетки полосовой ДС было проведено ма-
ло, поскольку, во-первых, не было практического
интереса к таким исследованиям, а во-вторых, из-за
экспериментальных трудностей. Полосовая ДС яв-
ляется неустойчивой структурой, подвергается из-
гибным деформациям. Что касается жесткой решет-
ки полосовой ДС, то ее свойства в широком темпе-
ратурном интервале не исследованы.

Теоретические исследования полосовой ДС про-
ведены в работе [26]. В ней определено влияние
внешнего магнитного поля на полосовую ДС и вы-
числена плотность энергии этой структуры:

W = 2πM2
s

{
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[
2ν0 arctg

1

ν0
+ ν20 ln ν0 −

− ν20−1

2
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h

]
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(
1−2

xs
z

)}
, (1)

где xs = ds/h, ds — ширина полосового домена, в ко-
тором вектор намагниченности ориентирован про-
тивоположно направлению поля, z = P/h, P — пе-
риод полосовой ДС, h — толщина пленки, 4πMs —
намагниченность насыщения,
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z

π
cos

π

2

(
1− 2

xs
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)
.

Выражение (1) справедливо при z � 1.
Из выражения для плотности энергии полосовой

ДС видно, что при постоянной температуре плот-
ность энергии зависит от периода этой структуры,

т. е. чем больше период, тем больше плотность энер-
гии.

В работе [27] экспериментально изучены фазо-
вые переходы из полосовой ДС в волновую ДС
при изменении температуры. В работе [28] вычис-
лено магнитостатическое давление решетки полосо-
вых доменов и развита термодинамическая теория,
позволяющая описать спонтанные фазовые перехо-
ды в полосовой ДС. Но в работах [26–28] не учиты-
валась роль доменных границ в фазовых переходах
ДС. Доменные границы, благодаря своей структу-
ре, очень чувствительны к изменению температуры
или магнитного поля.

Цель настоящей работы — изучить влияние тем-
пературы и магнитного поля на решетку жестких
полосовых доменов, на домены и доменные грани-
цы.

Актуальность этой работы в том, что исследо-
вания, проведенные в ней, могут быть использова-
ны при создании устройств транспортировки магни-
томаркированных микробиологических частиц. Эти
устройства можно использовать для сортировки при
разных температурах химических частиц по их раз-
мерам.

2. СПОНТАННЫЕ ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ В
РЕШЕТКЕ ПОЛОСОВЫХ ДОМЕНОВ

В работе исследовалась пленка состава
(TmBi)3(FeGa)5O12, выращенная методом жид-
кофазной эпитаксии на гадолиний-галлиевой
подложке. Ориентация оси легкого намагничивания
пленки перпендикулярна развитой поверхности
образца и коллинеарна кристаллографическому
направлению 〈111〉, т. е. это пленка с перпенди-
кулярной анизотропией. Характеристики пленки:
температура Нееля TN = 437 K, температура
магнитной компенсации Tc = 120 K, толщина
пленки h = 8.4 мкм. Пленка имеет при комнат-
ной температуре фактор качества Q > 5. При
такой величине фактора качества в доменной
границе под действием импульсного магнитно-
го поля, перпендикулярного плоскости пленки,
создаются вертикальные блоховские линии [22].
Благодаря магнитооптическому эффекту Фарадея
наблюдается ДС.

Для измерения поля коллапса на пленку дейст-
вуют полем смещения (H > 0). Под действием поля
ширина полосового домена с антипараллельной по-
лю намагниченностью уменьшается, и при достиже-
нии критической величины поля, равной полю кол-
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лапса Hc полосовой ДС, полосовой домен исчеза-
ет. Диаметр d ЦМД при воздействии поля H > 0

уменьшается, и при d = 3 мкм (для пленок тол-
щиной 4–10 мкм) решетка ЦМД коллапсирует. Это
происходит при поле коллапса Hc решетки ЦМД.
При коллапсе равновесной решетки ЦМД исчезает
каждый центральный домен гексагональной упаков-
ки. При дальнейшем увеличении поля коллапсиру-
ют и ЦМД. Соотношение между величинами полей
коллапса ДС: поле Hc полосовой ДС меньше поля
Hc решетки ЦМД, которое, в свою очередь, меньше
поля Hc ЦМД.

Температура Нееля TN определяется визуально:
несколько раз определяется температура, при ко-
торой исчезает ДС. Кроме того, TN можно уточ-
нить, экстраполируя кривую Hc(T ) на ось темпера-
тур. Период P полосовой ДС определяется визуаль-
но с помощью мерной шкалы. Толщина пленки h

измеряется методом оптической интерференции.
Наиболее распространенный метод определения

характеристической длины пленки l был получен
путем минимизации энергии полосовой ДС в раз-
магниченном состоянии по толщине пленки [29]:

l
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где n — нечетные числа. Величина намагниченно-
сти насыщения 4πMs определяется из соотношения,
полученного в работе [30]:
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Поверхностная плотность энергии доменных границ
σ = 4πM2

s l.
Погрешности вычислений величин l, 4πMs и σ

зависят от погрешности измерений P , Hc и h.
При погрешности измерений ΔP = ±0.7 мкм,

ΔHc = ±4 Э и Δh = ±0.4 мкм погрешности измеря-
емых величин составляютΔl = ±0.1 мкм, Δ4πMs =

= ±4 · 10−4 Tл и Δσ = ±5 · 10−3 Дж/м2.
Пленка имеет сильную одноосную анизотропию,

вследствие чего в широком температурном интер-
вале при T > Tc наблюдается осевая фаза, т. е. со-
здаются ЦМД. Особенности жесткой полосовой ДС
при изменении магнитного поля или температуры
мы исследуем таким же образом, как исследова-
ли в этой же пленке особенности жесткой решет-
ки ЦМД [23]. Решетка полосовой ДС формирует-
ся монополярным импульсным магнитным полем,

Рис. 1. Температурные зависимости параметров пленки:
1 – намагниченности насыщения 4πMs; 2 – характеристи-
ческой длины l; 3 – периода решетки ЦМД; Tf – темпера-
тура формирования равновесной решетки ЦМД; T1–T2 –
температурный интервал устойчивости неравновесной ре-
шетки ЦМД; TK1, TK2 – температуры фазовых переходов,

где TK2 = 0.98TN

перпендикулярным плоскости пленки, в отсутствие
поля смещения. Частота и длительность импульса
подбираются экспериментально. Затем поле выклю-
чается. Действием импульсного магнитного поля в
пленке с перпендикулярной анизотропией создает-
ся такое количество доменов, при котором магни-
тостатическая энергия ДС пленки оказывается ми-
нимальной. Такая решетка полосовой ДС являет-
ся равновесной при температуре формирования [25].
В эксперименте в качестве критерия равновесности
применяются два фактора: 1) решетка сохраняется
неограниченное время при температуре формирова-
ния; 2) ее можно вновь создать с теми же параметра-
ми (шириной домена и периодом решетки). На рис. 1
приведены температурные зависимости магнитных
характеристик пленки (намагниченности насыще-
ния 4πMs и характеристической длины l), а также
периода неравновесной решетки ЦМД. Это дает воз-
можность сравнить особенности решетки полосовой
ДС и решетки ЦМД и выявить в них подобия и раз-
личия. На рис. 2 приведены температурные зависи-
мости поля коллапса ЦМД и периода полосовой ДС.

2.1. Формирование равновесной решетки
полосовой доменной структуры

При формировании равновесной решетки поло-
совых доменов необходимо выбрать величину на-
пряженности импульсного магнитного поля, по-
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Рис. 2. Температурные зависимости поля коллапса
ЦМД (1) и периода полосовой ДС (2)

Рис. 3. Зависимости периода решетки P и ширины до-
мена d от напряженности импульсного магнитного поля,

формирующего ДС при T = 300 K

скольку с увеличением напряженности поля увели-
чивается и период решетки (рис. 3). Для начала
применим поле, равное 0.5Hc, где Hc — поле кол-
лапса ЦМД при данной температуре (см. рис. 2 и
рис. 4а). Формируя ДС при разных температурах,
получаем температурную зависимость периода рав-
новесной решетки полосовых доменов. Она подоб-
на температурной зависимости характеристической
длины пленки (см. рис. 1, кривая 2 и рис. 5, кри-
вая 1). Решетка полосовой ДС формируется в ши-
роком температурном интервале от TK2 = 0.98TN
до T2 (рис. 5, кривая 1). При T � 0.98TN равновес-
ная ДС не формируется [23], при этой температуре
в ДС наблюдается простая блоховская стенка [25].
Вблизи T2 период равновесной полосовой ДС значи-
тельно больше толщины пленки (рис. 5, кривая 1),
а следовательно, увеличивается ширина доменной
границы. Поэтому блоховская доменная граница пе-

реходит в более выгодное энергетическое состояние,
т. е. в границу Нееля.

Как было уже сказано, при формировании ре-
шетки полосовых доменов с увеличением напряжен-
ности импульсного поля увеличивается период ре-
шетки полосовых доменов (рис. 3). Таким образом,
увеличивая напряженность импульсного поля, мы
можем получить температурные зависимости цело-
го ряда равновесных решеток полосовой ДС с раз-
ными периодами. Но существует предельная вели-
чина напряженности импульсного поля, при кото-
рой еще можно создать решетку полосовой ДС:
H = 1.5Hc (рис. 3, рис. 4б). При этой напряжен-
ности мы получаем при 300 K решетку полосовой
ДС с периодом P = 1.75 мкм (см. рис. 4б и рис. 5,
точка L). Это неустойчивая полосовая ДС, которая
существует только в присутствии импульсного маг-
нитного поля. После выключения поля она перехо-
дит в равновесную волновую ДС (рис. 4в, рис. 5).
В некотором роде этот процесс перехода из поло-
совой в волновую ДС можно назвать индуцирован-
ным фазовым переходом первого рода. Поскольку
в этом случае решетку полосовых доменов мы со-
здавали импульсным полем большой напряженно-
сти, ДС получила большую энергию, в ее доменной
границе создано большое количество вертикальных
линий Блоха [22]. ДС является термодинамической
системой, поэтому она переходит в энергетически
более выгодное состояние с меньшей энергией, т. е.
происходит фазовый переход из полосовойДС в вол-
новую. Поскольку этот переход происходит без из-
менения температуры, т. е. не изменяется ни намаг-
ниченность насыщения, ни характеристическая дли-
на пленки, период ДС и количество вертикальных
линий Блоха в доменной границе сохраняются. Вер-
тикальные блоховские линии плотно распределяют-
ся в синусоидальной границе волновой ДС подобно
размещению вертикальных линий Блоха в круглых
границах ЦМД [22].

Повторяя процесс формирования волновой ДС
из полосовой ДС при разных температурах, полу-
чаем температурную зависимость периода равновес-
ной волновой ДС (рис. 5, кривая 2). При T > 300 K
волновая ДС формируется до TK2 = 0.98TN . При
температурах T < 300 K формирование волновой
ДС происходит иначе. В интервале температур 270–
250 K период ДС, длина волны и амплитуда волно-
вой ДС увеличиваются, т. е. система переходит в бо-
лее энергетически выгодное состояние, так как энер-
гия волновой ДС уменьшается с увеличением дли-
ны волны и амплитуды [28] (рис. 6, 7). В работе [28]
приведены теоретические кривые зависимости плот-
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Рис. 4. Виды доменных структур пленки при T = 300 K: а – решетка полосовой ДС, сформированная импульсным
полем H = 0.5Hc; б – решетка полосовой ДС, сформированная полем H = 1.5Hc; в – волновая ДС после выключения
импульсного поля; г – волновая ДС в интервале температур TK1–TK2; д – решетка полосовой ДС при TK2 = 0.98TN

Рис. 5. Температурные зависимости периодов ДС: 1 – рав-
новесная решетка полосовых доменов; 2 – равновесная
волновая ДС. Tf – температура формирования решетки
полосовой ДС; T1, T2, TK1, TK2 – температуры фазовых

переходов

ности энергии волновой ДС от периода структуры,
длины волны и амплитуды при 300 K. В нашем слу-
чае P/h = 2–3 при 300 K (рис. 6, 7).

Поскольку с понижением температуры период
ДС и ширина доменной границы увеличиваются,
число вертикальных линий Блоха в доменной гра-

Рис. 6. Зависимость плотности энергии волновой ДС от пе-
риода структуры для различных значений λ/h (λ — длина
волновой ДС): 1 – λ/h = 4; 2 – λ/h = 8; 3 – λ/h = 16

(l/h = 0.1, A/h = 2.0) при 300 K [28]

нице уменьшается путем раскручивания, и при T =

= 250 K формируется полосовая ДС с доменной гра-
ницей Нееля.

Таким образом, изменяя величину напряженнос-
ти импульсного магнитного поля при отсутствии
внешнего магнитного поля смещения, можно соз-
дать целый ряд равновесных жестких решеток по-

505



Ю. А. Сирюк, А. В. Безус, Р. А. Капшуков, В. В. Кононеко ЖЭТФ, том 159, вып. 3, 2021

Рис. 7. Плотности энергии размагниченной волновой ДС
как функция амплитуды A изгиба доменной границы для
различных λ/h: 1 – λ/h = 4; 2 – λ/h = 8; 3 – λ/h = 16

(l/h = 0.1, P/h = 7.0) при 300 K [28]

лосовой ДС с разными периодами. Это отличает
решетку равновесной полосовой ДС от равновес-
ной решетки ЦМД. Гексагональную решетку ЦМД
можно создать таким образом только одну и с
вполне определенными параметрами [23]. Такое раз-
личие объясняется разной геометрией двух сравни-
ваемых ДС.

2.2. Температурные устойчивости решеток
полосовых и волновых доменных структур

Рассмотрим решетку полосовой ДС, сформиро-
ванную импульсным магнитным полем напряжен-
ностью H = 0.5Hc при Tf = 300 K (см. рис. 4а
и рис. 5, точка A). Это равновесная решетка при
температуре формирования. Если изменять темпе-
ратуру пленки, то решетка полосовой ДС1 (см. ни-
же разд. 2.3) сохраняется в широком температурном
интервале T1–T2, хотя является уже неравновесной
(рис. 5 отрезок B1B2). При T1 происходит фазовый
переход первого рода из полосовой ДС1 в волновую
ДС1 с уменьшением периода (см. рис. 4г, рис. 5, от-
резок B1C). При этом происходит фазовый переход
первого рода и в доменной границе. С уменьшени-
ем ширины домена (d = P/2) уменьшается и ши-
рина доменной границы, поэтому число вертикаль-
ных блоховских линий уменьшается путем анниги-
ляции. Общая энергия ДС уменьшается. Неравно-
весная решетка полосовых доменов перешла в рав-
новесную решетку волновой ДС1. При дальнейшем
нагревании пленки период волновой ДС1 сохраня-
ется до TK2, но вид ДС, начиная с TK1, изменяет-
ся: увеличиваются длина волны и амплитуда. При

этом уменьшается энергия волновой ДС (см. рис. 6,
7), а количество вертикальных линий Блоха умень-
шается путем аннигиляции. В доменной границе и в
волновой ДС происходят фазовые переходы второ-
го рода в интервале температур TK1–TK2. На при-
веденном выше рис. 1 (кривая 3) видно, что темпе-
ратурный интервал TK1–TK2 совпадает с областью
температур, в которой происходит фазовый переход
первого рода в решетке ЦМД. Но в решетке ЦМД
фазовый переход происходит при определенной тем-
пературе, а в волновой ДС фазовый переход растя-
нут по температуре. Это можно объяснить и тем,
что в доменной границе волновой ДС нет ограниче-
ния, связанного с длиной доменной границы, какой
есть в ЦМД. Кроме того, волновая ДС характери-
зуется еще большей неустойчивостью, чем даже по-
лосовая ДС. Все это связано с геометрией ДС.

При TK2 в доменной границе происходит фазо-
вый переход первого рода в простую блоховскую
границу. Волновая ДС переходит скачком в решетку
полосовых доменов ДС2 (см. рис. 4д и рис. 5, отре-
зок DK1). Это фазовый переход первого рода. При
этом период полосовой ДС2 соответствует периоду
равновесной полосовой ДС при TK2.

При охлаждении пленки до T2 вертикальные
блоховские линии в доменной границе решетки по-
лосовой ДС1 исчезают путем раскручивания, и бло-
ховская доменная граница переходит в доменную
границу Нееля. Это фазовый переход первого рода
в доменной границе. При этом решетка полосовой
ДС1 скачком переходит в новую полосовую ДС с
большим периодом, т. е. в решетке происходит фа-
зовый переход первого рода.

Решетка полосовой ДС2, полученная при TK2 =

= 0.98TN , сохраняется в широком температурном
интервале TK2–T2 (см. рис. 5, отрезок K1K2). Эта
решетка имеет минимальный период, максималь-
ную плотность и простую блоховскую границу. Из
всех решеток полосовой структуры решетка полосо-
вой ДС2 наиболее устойчива и сохраняется в мак-
симальном температурном интервале. При этом на-
блюдаются одинаковые особенности решетки поло-
совой ДС2 и решетки ЦМД, полученной при T =

= 0.98TN : максимальная плотность упаковки, ми-
нимальный период и простая блоховская граница.

Если увеличить температуру формирования Tf
полосовой ДС, то увеличивается и температура фа-
зового перехода из полосовой в волновую ДС (рис. 8,
отрезки AB, A1B1). Нетрудно видеть, что с увеличе-
нием температуры формирования уменьшается пе-
риод полосовой ДС и число вертикальных линий
Блоха в ее доменной границе.
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Рис. 8. Температурные зависимости параметров ДС: 1 –
равновесная решетка полосовых доменов; 2 – равновесная
волновая ДС. Зависимость температуры фазового перехо-
да из полосовой в волновую ДС от температуры форми-

рования решетки полосовой ДС

Из приведенных результатов эксперимента вид-
но, что температурный интервал устойчивости ре-
шетки полосовой ДС увеличивается с уменьшением
периода и уменьшением количества вертикальных
блоховских линий в доменной границе.

При анализе полученных результатов следует
учесть, что при формировании ДС количество вер-
тикальных блоховских линий в доменной грани-
це зависит от величины напряженности импульсно-
го магнитного поля и намагниченности насыщения
пленки при данной температуре, а их плотность за-
висит от длины доменной границы. Если в решетке
ЦМД длина доменной границы ограничена диамет-
ров ЦМД, то в полосовой ДС такого ограничения
нет. Длина полосовых доменов практически безгра-
нична. Мы гипотетически можем считать, что коли-
чество вертикальных блоховских линий можно со-
здать большое, но и здесь есть ограничение: шири-
на домена. При большой ширине домена, а следо-
вательно, большой ширине доменной границы ко-
личество вертикальных блоховских линий должно
уменьшаться путем раскручивания. Но для этого
нужна энергия. Если нет изменения внешних пара-
метров (температуры, а следовательно, и намагни-
ченности), то при большом количестве вертикаль-
ных блоховских линий в доменной границе проис-
ходит фазовый переход первого рода. Полосовая
ДС переходит в волновую ДС, магнитостатическая
энергия которой меньше, чем у полосовой ДС, а вер-
тикальные блоховские линии плотно размещаются
по изгибам синусоидальной границы волновой ДС.

Таким образом, из экспериментальных результа-
тов видно, что механизм формирования равновес-
ных решеток полосовой и волновой ДС и механизм
спонтанных фазовых переходов обусловлены струк-
турой доменных границ и зависимостью магнито-
статической энергии ДС от ее периода. Что касает-
ся особенностей решетки полосовой ДС и решетки
ЦМД, то в их подобии и различиях значительную
роль играет геометрия ДС.

2.3. Влияние внешнего магнитного поля на
температурную устойчивость решеток

полосовой доменной структуры

В работе рассматривается влияние магнитно-
го поля смещения на температурную устойчивость
двух видов жестких решеток полосовой ДС. Пер-
вая — полосовая ДС1 — формируется импульс-
ным магнитным полем, перпендикулярным плоско-
сти пленки, в отсутствие поля смещения; вторая —
полосовая ДС2 — формируется импульсным полем в
присутствии поля смещения. Затем импульсное по-
ле выключается. Величина напряженности импульс-
ного поля равна H = 0.5Hc. Обе решетки являют-
ся равновесными, но при наложении поля смещения
полосовая ДС1 оказывается неравновесной, а поло-
совая ДС2, формируемая при разных полях смеще-
ния, является равновесной [23].

Под действием импульсного магнитного поля
создаются жесткие доменные границы с большим
количеством вертикальных блоховских линий. В
жестких доменах имеются две силы (сила отталки-
вания вертикальных блоховских линий и магнито-
статическая сила), которые уравновешиваются сжи-
мающими силами поверхностного натяжения стенки
Блоха. Стенка Блоха и поле смещения дают стати-
чески устойчивый домен.

При T = 300 K и H = 0 создана решетка по-
лосовой ДС1. При формировании полосовой ДС1

импульсное поле создает такое количество доменов,
при котором общая энергия решетки оказывается
минимальной. Плотность упаковки такой решетки
y = d/P = 0.5, где d — ширина домена. При наложе-
нии поля смещения к магнитостатической энергии
решетки добавляется зеемановская энергия, плот-
ность которой различна внутри и вне домена, что
приводит к изменению ширины домена. Но эти энер-
гии не могут изменить количество доменов, поэтому
период P1 решетки полосовой ДС1 остается посто-
янным при наложении поля смещения. Таким обра-
зом, с увеличением поля ширина домена d1 с анти-
параллельной полю намагниченностью уменьшает-
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Рис. 9. Полевые зависимости периода P полосовой ДС и
ширины d домена: P1, d1 – неравновесной полосовой ДС1;

P2, d2 – равновесной полосовой ДС2 при 300 K

ся, период полосовой ДС1 остается постоянным, а
плотность решетки уменьшается (рис. 9).

На формирование решетки полосовой ДС2 в при-
сутствии поля смещения влияние оказывает баланс
двух энергий — зеемановской и магнитостатической.
С увеличением поля смещения вклад зеемановской
энергии в общую энергию решетки растет. Поэтому
при формировании равновесной полосовой ДС2 (с
минимумом общей энергии) импульсное поле созда-
ет меньшее количество доменов, что приводит к уве-
личению периода решетки P2. Полевые зависимости
ширины домена d2 и периода P2 решетки полосовой
ДС2 представлены на рис. 9. На рис. 9 видно, что
при увеличении магнитного поля смещения в нерав-
новесной решетке полосовой ДС1 период остается
постоянным, а ширина домена с антипараллельной
полю намагниченностью уменьшается. В равновес-
ной решетке полосовой ДС2 при увеличении поля
смещения период увеличивается, а ширина домена
уменьшается. Такие же изменения происходят при
увеличении магнитного поля смещения в подобных
решетках ЦМД. При увеличении поля в неравновес-
ной решетке ЦМД1 период остается постоянным, а
диаметр ЦМД уменьшается. В равновесной решет-
ке ЦМД2 с увеличением поля период увеличивает-
ся, диаметр ЦМД уменьшается [23]. Схожее влияние
поля смещения на решетки ЦМД и решетки полосо-

Рис. 10. Влияние магнитного поля смещения на темпера-
турную устойчивость решеток полосовой ДС: 1 – неравно-
весной полосовой ДС1; 2 – равновесной полосовой ДС2 и
температурные зависимости поля коллапса: 3 — Hc ЦМД,

4 — Hc решетки ЦМД, 5 — Hc полосового домена

вой ДС обусловлено одинаковым влиянием магни-
тостатической и зеемановской энергий.

С увеличением температуры пленки решетка
полосовой ДС1, сформированная при нулевом по-
ле смещения, сохраняется в интервале температур
Tf–T1. При T1 происходит фазовый переход первого
рода из полосовой ДС1 в волновую ДС1 с уменьше-
нием периода доменной структуры (см. рис. 4а,г и
рис. 10). При увеличении поля смещения темпера-
турный интервал устойчивости решетки полосовой
ДС1 увеличивается (рис. 10, кривая 1). Максималь-
ный интервал устойчивости решетки полосовой ДС1

наблюдается при поле смещенияH = 50 Э. При этом
поле решетка сохраняется до температурного кол-
лапса.

Полевая зависимость температурной устойчиво-
сти полосовой ДС2, формируемой в присутствии по-
ля смещения, представлена на рис. 10 (кривая 2).
Видно, что при поле смещения 0 < H < 0.5Hc тем-
пературный интервал устойчивости решетки умень-
шается. При небольших полях, в которых фор-
мируется решетка полосовых доменов, нарушается
баланс между магнитостатической и зеемановской
энергиями. Решетка оказывается неустойчивой, и
происходит фазовый переход первого рода из поло-
совой ДС2 в волновую ДС2 при температурах, мень-
ших T1. С увеличением поля до H � 50 Э действие
зеемановской энергии увеличивается и температур-
ный интервал устойчивости решетки полосовых до-
менов растет вплоть до температуры коллапса.
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3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Экспериментально изучено влияние температу-
ры и магнитного поля смещения на жесткую решет-
ку полосовых доменов и на доменные границы.

Трудности, связанные с экспериментальными ис-
следованиями свойств жесткой решетки полосовых
доменов, обусловлены неустойчивостью полосовой
ДС при влиянии внешних факторов. Поэтому при
исследовании проводится сравнительная характери-
стика особенностей решетки полосовой ДС и решет-
ки ЦМД. Наблюдаемые различия в их свойствах
объясняются разной геометрией ДС.

Равновесная решетка полосовых доменов форми-
руется монополярным импульсным магнитным по-
лем, перпендикулярным плоскости пленки, при от-
сутствии поля смещения. Затем импульсное поле
выключается. Обнаружено, что период решетки по-
лосовой ДС зависит от величины напряженности
импульсного поля. Получен целый ряд равновесных
решеток полосовой ДС, сформированных при T =

= 300 K импульсным магнитным полем напряжен-
ностью 0.5Hc � H � 1.5Hc. Решетка, сформирован-
ная полем напряженностью H = 1.5Hc, имеет мак-
симальный период и является неустойчивой. При
выключении поля она переходит в равновесную вол-
новую структуру, т. е. происходит индуцированный
полем фазовый переход первого рода.

Получены температурные зависимости парамет-
ров равновесных решеток полосовой и волновой ДС.
Гипотетически можно предположить, что, подобно
происходящему в жесткой решетке ЦМД [23], при
изменении температуры в доменной границе поло-
совых доменов происходит фазовый переход первого
рода, который вызывает спонтанный фазовый пере-
ход первого рода в жесткой решетке полосовых до-
менов.

Механизмы фазовых переходов в доменной гра-
нице при нагревании и охлаждении пленки имеют
существенные различия. Число вертикальных бло-
ховских линий в доменной границе уменьшается при
нагревании путем аннигиляции, а решетка полосо-
вой ДС переходит в волновую ДС. При охлажде-
нии число вертикальных блоховских линий домен-
ной границы уменьшается путем раскручивания, а
решетка полосовых доменов переходит в новую ре-
шетку полосовых доменов с большим периодом и до-
менной границей Нееля.

При T = 0.98TN происходит фазовый переход
первого рода волновой ДС в решетку полосовой ДС
с минимальным периодом, максимальной плотно-
стью упаковки и простой блоховской границей. Из

всех решеток полосовой ДС эта решетка наиболее
устойчива и сохраняется в максимальном темпера-
турном интервале.

Изучено влияние магнитного поля смещения на
температурную устойчивость двух видов решеток
полосовых доменов: полосовая ДС1 формируется
импульсным магнитным полем при отсутствии по-
ля смещения; полосовая ДС2 формируется импульс-
ным магнитным полем в присутствии поля смеще-
ния. При формировании обе решетки являются рав-
новесными. Но при наложении поля первая решет-
ка является неравновесной, вторая, формируемая в
присутствии поля смещения, является равновесной.
При постоянной температуре формирования маг-
нитное поле смещения оказывает разное влияние на
параметры этих решеток, что сказывается и на их
температурной устойчивости.

В первом случае магнитное поле оказывает вли-
яние на уже сформированную с определенным чис-
лом доменов решетку. Поле уменьшает ширину до-
мена с антипараллельной магнитному полю намаг-
ниченностью и не изменяет периода решетки. Стен-
ка Блоха и магнитное поле дают статически устой-
чивый домен, что приводит к увеличению темпера-
турной устойчивости решетки полосовых доменов.
Во втором случае магнитное поле смещения участ-
вует в формировании решетки полосовых доменов.
Баланс магнитостатической и зеемановской энергий
приводит к уменьшению числа доменов в решет-
ке, т. е. к увеличению периода и уменьшению шири-
ны домена с антипараллельной полю намагниченно-
стью. Температурный интервал устойчивости этой
решетки зависит от соотношения магнитостатиче-
ской и зеемановской энергий. При магнитном поле
смещения величиной H � 0.5Hc (Hc — поле коллап-
са ЦМД) в доменной границе обеих решеток проис-
ходит резкое уменьшение количества вертикальных
блоховских линий путем аннигиляции. В результате
обе решетки достигают максимального температур-
ного интервала устойчивости.
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Представлены данные магнитных и мессбауэровских измерений на ядрах зондовых атомов 57Fe в струк-
туре замещенных манганитов CaCuxMn6.96−x

57Fe0.04O12 (0 ≤ x ≤ 1), измеренных в магнитоупорядо-
ченной области температур T ≤ TN,C . На основании полученных результатов проведен анализ обмен-
ных взаимодействий и возможных конфигураций магнитного упорядочения катионов c октаэдрической
(Mn3+/Mn4+) и квадратной (Cu2+/Mn3+) кислородными координациями. Рассмотрены также причины
немонотонного изменения температуры магнитного упорядочения TN,C(x) медь-замещенных манганитов
в зависимости от состава x.

DOI: 10.31857/S0044451021030111

1. ВВЕДЕНИЕ

Представленная работа является продолжением
опубликованных нами ранее исследований сверхтон-
ких взаимодействий зондовых атомов 57Fe в серии
манганитов CaCuxMn6.96−x57Fe0.04O12 (0 ≤ x ≤ 1),
проведенных в парамагнитной (T > TN,C) облас-
ти температур [1]. Было показано, что параметры
сверхтонких взаимодействий атомов 57Fe оказыва-
ются очень «чувствительными» к особенностям ло-
кальной структуры этих манганитов, которые непо-
средственно связаны с процессами орбитального и
зарядового упорядочений в октаэдрической подре-
шетке марганца. В настоящей публикации пред-
ставлены результаты мессбауэровского исследова-
ния зондовых атомов 57Fe в структуре мангани-
тов тех же медь-содержащих составов, но проведен-
ного в магнитоупорядоченной области температур
(T ≤ TN,C).

* E-mail: janglaz@bk.ru

Большой интерес к изучению медь-замещенных
манганитов CaCuxMn7−xO12 (0 ≤ x ≤ 3) свя-
зан с проявляемыми ими необычными и важными
для практического применения электрофизически-
ми свойствами [2], а также зависящими от состава
(x) сложными магнитными конфигурациями кати-
онов c квадратной {Cu2+/Mn3+}sq и октаэдричес-
кой {Mn3+/Mn4+}oct кислородными координациями
[3]. Несмотря на большое число работ, посвященных
этим соединениям, основная их часть относится к
составам с высоким содержанием меди (x ≥ 1) [4].
Одним из основных результатов цитируемых иссле-
дований является вывод о том, что при формирова-
нии магнитной структуры этих соединений наиболь-
шее влияние оказывают конкурирующие друг с дру-
гом сильные межподрешеточные {Cu}sq–O–{Mn}oct
и внутриподрешеточные {Mn}oct–O–{Mn}oct обмен-
ные взаимодействия [5]. Кроме того, предполагает-
ся, что для составов x ≥ 1 магнитные моменты ка-
тионов Cu2+ выстраиваются антипараллельно отно-
сительно момента октаэдрической подрешетки мар-
ганца; магнитные моменты катионов Mn3+ c квад-
ратной кислородной координацией повернуты отно-
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сительно моментов атомов {Mn3+/Mn4+}oct на угол
(α < 180◦), величина которого зависит от соста-
ва манганитов CaCuxMn7−xO12 [3]. Следует, однако,
отметить, что в литературе отсутствует какая-либо
информация о характере трансформации магнитной
структуры от антиферромагнитной (x = 0) до фер-
римагнитной (x > 0) для составов с небольшим со-
держанием меди (x < 1).

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Синтез и результаты структурных исследований
допированных зондовыми атомами 57Fe (1 ат.% по
отношению к атомам Mn в октаэдрической подре-
шетке) образцов CaCuxMn6.96−x57Fe0.04O12 (0 ≤ x ≤
≤ 1) подробно были описаны в предыдущей работе
[1]. Рентгеновские дифрактограммы синтезирован-
ных образцов показали отсутствие каких-либо по-
сторонних примесных фаз.

Мессбауэровские спектры на ядрах 57Fe измеря-
лись на спектрометре MS-1104Em, работающем в ре-
жиме постоянных ускорений. Для обработки и ана-
лиза мессбауэровских данных были использованы
методы модельной расшифровки и восстановления
распределения сверхтонких параметров спектров,
которые реализованы в программе SpectrRelax [6,7].
Изомерные сдвиги мессбауэровских спектров ядер
57Fe приведены относительно α-Fe при комнатной
температуре.

Измерения магнитной восприимчивости осу-
ществлялись на магнитометре типа SQUID
Quantum Design MPMS 1T в интервале темпе-
ратур от 2 K до 300 K в режиме ZFC (охлаждение
образца в отсутствие внешнего магнитного поля).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Магнитные измерения

На рис. 1 показаны температурные зависимости
магнитной восприимчивости χ и ее обратной вели-
чины χ−1 для образцов CaCuxMn6.96−x57Fe0.04O12

составов x = 0, 0.2, 0.5 и 0.7. Диапазоны изменения
магнитной восприимчивости и характерные особен-
ности профилей кривых χ−1(T ) и χ(T ) практически
полностью совпадают с соответствующими зависи-
мостями для тех же составов c медью, не допиро-
ванных железом. Таким образом, введение в струк-
туру манганитов микроколичеств катионов железа
существенно не повлияло на макроскопические маг-
нитные характеристики исследуемых соединений.

Рис. 1. Температурные зависимости магнитной воспри-
имчивости χ(T ) (а) и обратной величины (χ − χ0)−1(T )

(б) для манганитов CaCuxMn6.96−x
57FexO12 (x = 0,

0.2, 0.5, 0.7). Прямыми линиями показана экстраполяция
(χ−χ0)−1(T → 0) при оценке значений константы Вейсса

Описание экспериментальных зависимостей
χ−1(T ) в рамках закона Кюри –Вейсса χ = χ0 +

+ C/(T + Θ) (рис. 1б) позволило оценить значения
эффективных моментов μeff ≈ 2.83

√
C, прихо-

дящихся на формульную единицу, и значения
констант Вейсса (Θ) (табл. 1). Полученные зна-
чения μeff очень близки к соответствующим
величинам, рассчитанным исходя из катионного
состава рассматриваемых соединений. Все составы
характеризуются положительными значениями
Θ, возрастающими по мере увеличения содержа-
ния меди. Этот результат свидетельствует о том,
что введение в квадратную подрешетку ян-тел-
леровских катионов Cu2+ приводит к усилению
ферромагнитных взаимодействий. Из получен-
ных нами зависимостей χ(T ) и χ−1(T ) трудно
достоверно определить температуры магнитного
упорядочения манганитов (температура Нееля
(TN ) — для x = 0; температура Кюри (TC) — для
составов 0 < x ≤ 1). В том числе поэтому были
предприняты низкотемпературные мессбауэровские
измерения при T < TN,C .
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Таблица 1. Результаты обработки температурных зависимостей χ−1(T ) манганитов CaCuxMn6.96−x
57Fe0.04O12

(x = 0.2, 0.5, 0.7)

x
Диапазон

температур, K
C Θ, K f = Θ/TC (μeff )

exp, μB (μeff )
calc, μB∗

0.2 246–297 17.44 13 0.17 11.79 12.37

0.2 198–243 16.42 27 0.36 11.44 12.37

0.5 246–297 15.23 122 1.22 11.05 12

0.7 249–297 15.16 147 1.13 11.00 11.75

Примечание. ∗ Значения рассчитывались в предположении g = 2
(
μeff = g

√
S(S + 1)μB

)
.

3.2. Мессбауэровские измерения

В мессбауэровских спектрах ядер 57Fe в мангани-
тах CaCuxMn6.96−x57Fe0.04O12, измеренных в магни-
тоупорядоченной области температур, наблюдает-
ся широкое резонансное поглощение, что свидетель-
ствует о появлении на ядрах зондовых атомов 57Fe
непрерывного распределения p(Hhf ) сверхтонких
магнитных полей Hhf . В качестве примера на рис. 2
и 3 представлены спектры и соответствующие им
распределения p(Hhf ) для составов x = 0.2 и 0.5

при разных температурах. Как следует из получен-
ных распределений, повышение температуры снача-
ла приводит к уширению p(Hhf ), а затем появлению
узкого пика в области нулевых полей Hhf → 0, что
фактически можно трактовать как начало перехо-
да в немагнитное состояние. При дальнейшем повы-
шении температуры наблюдается увеличение интен-
сивности «парамагнитного» пика вплоть до полно-
го исчезновения магнитоупорядоченной фазы (ши-
рокой области распределения p(Hhf )).

Из анализа температурных зависимостей сред-
него значения сверхтонкого поля 〈Hhf 〉 и диспер-
сии Dp(H) =

〈
(Hhf – 〈Hhf 〉)2

〉
распределения p(Hhf )

(рис. 4) для каждого состава были определены
температуры перехода образцов манганитов в маг-
нитоупорядоченное состояние. Полученная зависи-
мость TN,C = f(x) показана на рис. 5, на котором
также приведены значения температур магнитно-
го упорядочения для недопированных 57Fe образцов
CaCuxMn7−xO12, определенные из магнитных изме-
рений [3, 8]. Отметим, что для составов 0 ≤ x ≤ 0.3

зондовые атомы 57Fe не оказывают заметного вли-
яния на значения TN и TC . В то же время, для со-
ставов 0.4 ≤ x ≤ 1 введение даже микроколичеств

атомов железа приводит к существенному уменьше-
нию значений TC по сравнению с недопированными
образцами.

В соответствии с полученной зависимостью
TN,C = f(x) (рис. 5) увеличение содержания меди
вызывает сначала постепенное уменьшение (0 ≤
≤ x ≤ 0.3), а затем довольно заметное увеличение
(0.4 ≤ x ≤ 1) значения TC . Важно также отметить,
что минимальное значение TC ≈ 50 K приходится
как раз на состав x ≈ 0.4, начиная с которого в
парамагнитных спектрах 57Fe присутствует единст-
венная компонента — квадрупольный дублет [1].
Как было показано в нашей предыдущей рабо-
те [1], данная компонента соответствует катионам
Fe3+, в окружении которых находятся катионы
марганца, участвующие в «быстром» электронном
перескоке Mn3+ ↔ Mn4+ («усредненное» локальное
окружение Fe3+). Таким образом, можно предпо-
ложить, что наблюдаемое немонотонное изменение
TN,C = f(x) связано со спецификой динамики элек-
тронного перескока Mn3+ ↔Mn4+ в октаэдрической
подрешетке для двух областей составов манганитов.
Первая область (0 ≤ x ≤ 0.3) соответствует заря-
довому упорядочению, т. е. стабилизации марганца
в двух различимых состояниях, Mn3+ и Mn4+

(«замороженный» электронный обмен). Во второй
области составов (0.4 ≤ x ≤ 1) происходит заря-
довое разупорядочение, в результате которого все
катионы марганца октаэдрической подрешетки име-
ют одинаковое «усредненное» зарядовое состояние
Mn(3+σ)+ (величина σ зависит от содержания меди
в образцах). Далее мы отдельно обсудим особен-
ности сверхтонкой магнитной структуры спектров
для манганитов CaCuxMn6.96−x57Fe0.04O12 с малым
(0 ≤ x ≤ 0.3) и высоким (0.4 ≤ x ≤ 1) содержанием
меди.

9 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 2. Мессбауэровские спектры ядер 57Fe в манганите CaCu0.2Mn6.7657Fe0.04O12 (левая панель) и соответствующие
им распределения p(Hhf ) сверхтонкого магнитного поля Hhf (правая панель)

a) Составы 0 ≤ x ≤ 0.3

Анализ распределения p(Hhf ) для манганита
CaMn6.9657Fe0.04O12 при T = 4.6 K (рис. 6) показы-
вает, что зондовые катионы Fe3+ находятся в неэк-

вивалентных магнитных позициях (как минимум, в
четырех). Изменение с температурой профиля спек-
тра демонстрирует релаксационный характер, что
часто наблюдается в случае примесных ионов Fe3+ в
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Рис. 3. Мессбауэровские спектры ядер 57Fe в манганите CaCu0.5Mn6.4657Fe0.04O12 (левая панель) и соответствующие
им распределения p(Hhf ) сверхтонкого магнитного поля Hhf (правая панель)

магнитоупорядоченных матрицах с конкурирующи-
ми (фрустрированными) обменными взаимодейст-
виями [9–12]. В магнитной области температур (T �

� TN) на катион Fe3+ действует «эффективное мо-
лекулярное поле» Hmol, пропорциональное сумме
обменных интегралов (Jk) с магнитным окружени-
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Рис. 4. Температурные зависимости дисперсии Dp(H)

функции распределения p(Hhf ) и среднего значения сверх-
тонкого магнитного поля 〈Hhf 〉 на ядрах 57Fe в манганитах

составов с x = 0.2 и 0.5

ем этого катиона: Hmol,Fe(T ) ∝ JkSz,k(T ) [13], где
Sz,k — проекция спина соседнего k-го магнитного
соседа. Если обменные интегралы Jk близки друг к
другу по величине и противоположны по знаку, то
связь примесного иона с его магнитными соседями
будет значительно ослабленной, что, как правило, и
приводит к релаксационным мессбауэровским спек-
трам даже при низких температурах [9–12]. В на-
шем случае подтверждением подобного поведения
может служить необычная температурная зависи-
мость приведенного среднего значения сверхтонко-

Рис. 5. Зависимости температуры магнитного упорядоче-
ния (TN,C) и константы Вейсса (Θ) от содержания меди в
манганитах CaCuxMn7−xO12 [3–8] и допированных желе-
зом образцах CaCuxMn6.96−x

57Fe0.04O12 (0 ≤ x ≤ 1)

Рис. 6. Мессбауэровский спектр манганита
CaMn6.9657Fe0.04O12, измеренный при T = 4.6 K (a), и
соответствующее ему распределение p(Hhf ) сверхтонких

магнитных полей Hhf (б)

го поля σFe(T ) = 〈Hhf (T )〉 / 〈Hhf (4.6 K)〉 (рис. 7),
полученного из распределений p(Hhf ). Эксперимен-
тальный профиль σFe(T ) существенно отличается от
полученной в работе [14] зависимости приведенной
намагниченности σMn(T ), которая хорошо описыва-

516



ЖЭТФ, том 159, вып. 3, 2021 Магнитные сверхтонкие взаимодействия зондовых атомов. . .

Рис. 7. Температурные зависимости приведенного
среднего значения сверхтонкого поля σFe(T ) =

= 〈Hhf (T )〉 / 〈Hhf (4.6)〉 на ядрах 57Fe в структуре
CaMn6.9657Fe0.04O12 (сплошная линия) и приведенной
намагниченности (σMn) октаэдрической марганцевой
подрешетки, которая описывается уравнением (T–TN )β

для β = 0.314 и TN = 90 K [14] (штриховая линия)

ется степенной функцией (T –TN)β , где β = 0.314

[14]. Для описания σFe(T ) мы воспользовались сле-
дующим уравнением [13]:

σFe(T ) =
〈Hhf (T )〉

〈Hhf (4.6 K)〉 =

= BS

(
ξ

SFe

〈SMn〉+ 1

(
TN
T

)
σMn(T )

)
, (1)

где BS(. . .) — функция Бриллюэна для спина SFe =

= 5/2 катионов Fe3+(d5); 〈SMn〉 = 3.5 — среднее
значение спина катионов марганца в октаэдричес-
кой подрешетке; ξ = JFeMn/JMnMn — варьируемый
параметр, равный отношению обменного интеграла
катионов железа с соседними катионами марганца
(JFeMn) и обменного интеграла между самими кати-
онами марганца (JMnMn).

Полученная в результате описания эксперимен-
тальной зависимости σFe(T ) (рис. 7) небольшая ве-
личина параметра ξ = 0.46(1) действительно указы-
вает на ослабление взаимодействия зондовых катио-
нов Fe3+ с подрешеткой марганца, что равносильно
уменьшению действующего на них молекулярного
поля Hmol,Fe � Hmol,Mn (Hmol,Mn — молекулярное
поле, действующее на катионы марганца). В свою
очередь, уменьшение Hmol,Fe приводит к росту за-
селенности p(T ) ∼ exp(–2βeHmol,Fe/kT ) возбужден-
ных состояний катионов Fe3+ с различными значе-
ниями проекции спина SZ,Fe на направлениеHmol,Fe,
проявляясь в мессбауэровских спектрах в виде рез-

Таблица 2. Сверхтонкие параметры парциаль-
ных спектров Fe(i) ядер 57Fe в манганитах
CaCu0.7Mn6.2657Fe0.04O12 при T = 4.6 К

Парциальный
спектр

δ, мм/с ε, мм/с Hhf , кЭ I, %

Fe(1) 0.48(1)* 0.05(1)* 529.2(1) 19(3)
Fe(2) 0.48(1)* 0.05(1)* 519.1(1) 37(2)
Fe(3) 0.48(1)* 0.05(1)* 506.9(2) 23(1)
Fe(4) 0.48(1)* 0.05(1)* 495.9(1) 12(1)
Fe(5) 0.48(1)* 0.05(1)* 483.7(3) 6(1)
Fe(6) 0.48(1)* 0.05(1)* 468.8(7) 3(1)

Примечание. ∗ При обработке спектров соответ-
ствующие параметры принимались равными друг

другу.

кой температурной зависимости сверхтонкого маг-
нитного поля Hhf (T ).

Аналогичная сверхтонкая магнитная струк-
тура с уширенными зеемановскими компонен-
тами, которые не могут быть описаны в виде
суперпозиции конечного числа парциальных спек-
тров, наблюдалась нами для других составов
CaCuxMn6.96−x57Fe0.04O12 с малым содержани-
ем меди (0 ≤ x ≤ 0.3). Детальная модельная
расшифровка сверхтонкой магнитной структуры
спектров манганита CaMn6.9657Fe0.04O12, а также
изоструктурных ему соединений AMn7O12 (A = Sr,
Pb, Cd), допированных 57Fe, — предмет отдельного
рассмотрения.

б ) Составы 0.4 ≤ x ≤ 1

Мессбауэровский спектр ядер 57Fe образца
CaCu0.7Mn6.2657Fe0.04O12 (T = 4.6 К), являю-
щийся типичным для всех манганитов составов
0.4 ≤ x ≤ 1, представляет собой зеемановскую
структуру с уширенными компонентами (рис. 8a).
Модельная расшифровка показала, что данный
спектр может быть описан в виде суперпозиции
четырех зеемановских секстетов Fe(i), параметры
которых приведены в табл. 2. Максимальное из
полученных значений Hhf(i) сверхтонкое поле
Hhf(1) оказывается довольно близким к соответ-
ствующим значениям Hhf = 522–531 кЭ (при
T = 4.2 К) для ферромагнитных манганитов
La1−xAxMn0.9957Fe0.01O3 (A = Ca, Sr; x = 0.17 [15],
0.25 [16, 17], 0.30 [18], 0.33 [19]), обладающих при
T < TC металлическим типом проводимости. Как
было показано в [15–19], высокая проводимость
этих манганитов связана с участием разновалент-
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Рис. 8. Модельная расшифровка мессбауэровского спек-
тра ядер 57Fe в образце CaCu0.7Mn6.2657Fe0.04O12, изме-
ренного при T = 4.6 К (а); относительные интенсивности
(I) парциальных спектров Fe(i) в зависимости от числа
катионов Cu2+ в ближайшем катионном окружении зон-
довых катионов железа (б). Точки, соединенные сплошной

линией, — биномиальное распределение

ных катионов марганца в «быстром» электронном
перескоке Mn3+ ↔ Mn4+ (двойной обмен Зине-
ра). Важно отметить, что для всех этих составов
измерения мессбауэровских спектров во внешнем
магнитном поле [16,19] показали антиферромагнит-
ное упорядочение магнитных моментов зондовых
катионов Fe3+ относительно намагниченности
подрешетки марганца. Согласно опубликованным
нами ранее [1] результатам измерения спектров
манганитов CaCuxMn6.96−x57Fe0.04O12, в парамаг-
нитной области температур, начиная с состава
x = 0.4, зондовые катионы Fe3+ «чувствуют» в
своем локальном окружении из октаэдрической
подрешетки лишь усредненное валентное состояние
катионов Mn(3+σ)+. Это означает, что магнитное
окружение атомов 57Fe также должно быть одно-
родным. Присутствие же в спектрах нескольких
зеемановских секстетов с практически эквиди-
стантными значениями сверхтонких полей Hhf(i)

(Hhf = Hhf(i)–Hhf(i−1) ≈ 11 кЭ) связано с образо-
ванием в окружении железа разных конфигураций
{(6 − n)Mn3+;nCu2+}sq из катионов меди и мар-

ганца, принадлежащих подрешетке с квадратным
кислородным окружением. Экспериментальные
значения парциальных вкладов (Ii) зеемановских
секстетов Fe(i) в общий экспериментальный спектр
хорошо описываются биномиальным распределени-
ем (рис. 8б):

P (n, y) =

[
6!

n!(6− n)!

]
yn(1− y)6−n, (2)

где y(= x/3) — мольная доля катионов Сu2+ в
квадратной подрешетке. Полученный результат сви-
детельствует о статистическом распределении ка-
тионов меди и марганца. В рамках данной мо-
дели зеемановский секстет с наибольшей величи-
ной Hhf(1) ≈ 529 кЭ соответствует позиции катио-
нов Fe3+, имеющих в своем ближайшем окруже-
нии только марганец, т. е. локальной конфигурации
{6Mn3+; 0Cu2+}sq. Замещение одного катиона Mn3+

на Cu2+ приводит к уменьшению сверхтонкого поля
Hhf , в среднем, на величинуΔHhf ≈ 11 кЭ (табл. 2).

Для того чтобы получить информацию о ха-
рактере обменных взаимодействий между зондовы-
ми катионами Fe3+ и окружающими их катиона-
ми Cu2+ и Mn3+ в квадратной кислородной коор-
динации, нами была предпринята попытка оценки
вклада этих катионов в экспериментальную величи-
ну Hhf на ядрах 57Fe. Для этого мы воспользова-
лись результатами ранее проведенных мессбауэров-
ских измерений на ядрах диамагнитных зондовых
атомов 119Sn в манганите CaCu3Mn3.96119Sn0.04O12

[20]. В цитируемой работе было показано, что пар-
циальный вклад в величину Hhf на ядрах олова от
катиона Cu2+ с квадратной кислородной координа-
цией составляет hSn ≈ 22 кЭ [20]. Воспользовав-
шись этим значением, можно оценить аналогичный
вклад от катиона Cu2+ в сверхтонкое поле Hhf на
ядрах 57Fe3+ в исследуемых медь-замещенных ман-
ганитах:

h
(Cu)
Fe ≈

≈ h
(Cu)
Sn

−
3∑

n=1

snsϕns,Fe(0) + b4s,Feϕ4s,Fe(0)

−
4∑

n=1

snsϕns,Sn(0) + b5s,Snϕ5s,Sn(0)

×

×
(
cosϑ′

cosϑ

)2

, (3)

где ϕns(0) — значения волновых функций ns-орби-
талей на ядрах катионов Sn4+ и Fe3+; sns — пар-
ные интегралы перекрывания ns-орбиталей катио-
нов металлов и 2pσ-орбиталей анионов кислорода
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Рис. 9. Схематическое изображение одноэлектронных
энергий 3d-орбиталей катионов Cu2+,Mn3+ иMn4+ в кис-
лородном окружении квадратной {Cu2+,Mn3+}sq (а) и ок-
таэдрической {Mn4+, Mn3+}oct (б) координациями. в) Со-
членение кислородных полиэдров квадратной и октаэдри-

ческой подрешеток

(O2−); b5s,Sn и b4s,Fe — парные интегралы вирту-
ального электронного переноса 2p6(O2−) → ns0 для
катионов Sn4+ и Fe3+; ϑ и ϑ′ — углы обменных
связей соответственно Cu–O–Sn и Cu–O–Fe. В на-
ших более ранних работах [20–22] было показано,
что для оксидных фаз, в которых примесные кати-
оны Sn4+ и Fe3+ занимают позиции с октаэдриче-
ской кислородной координацией, значения интегра-
лов переноса составляют b5s,Sn ≈ 0.16 и b4s,Fe ≈ 0.17.
Подстановка этих значений, а также значений вол-
новых функций ϕns(0) для Sn4+ и Fe3+, взятых
из [23–25], в уравнение (3) дает оценочное значе-
ние h(Cu)

Fe ≈ ±5 кЭ, которое заметно отличается от
ΔHhf = 11 кЭ (табл. 2).

Ключевым моментом при объяснении различия
экспериментального (ΔHhf ) и оценочного (h(Cu)

Fe )
значений парциальных вкладов в Hhf служит пред-
положение о взаимной ориентации магнитных мо-
ментов (μμμi) катионов Cu2+ (μμμCu) и Mn3+ (μμμMn)
из «квадратной» подрешетки и зондовых катио-

нов железа Fe3+ (μμμFe), находящихся в октаэдри-
ческой кислородной координации. Если допустить,
что оба магнитных момента μμμCu и μμμMn направле-
ны антипараллельно относительно μμμFe, то наблю-
даемое соотношение ΔHhf ≈ 2h

(Cu)
Fe можно объяс-

нить лишь более высоким парциальным вкладом
(h(Mn)

Fe ) от катионов Mn3+ в Hhf по сравнению с
рассчитанным нами вкладом h

(Cu)
Fe ≈ 1

2h
(Mn)
Fe . Од-

нако данная ситуация маловероятна из-за специфи-
ки электронного строения ян-теллеровских катио-
нов Mn3+(d4) и Cu2+(d9) в кристаллическом поле
с квадратной точечной симметрией D4h (рис. 9).
Согласно схеме на рис. 9а, в случае катионов
Cu2+ магнитоактивной (т. е. наполовину заполнен-
ной) является dx2−y2-орбиталь, образующая проч-
ные σ-связи с 2pσ-орбиталями ионов O2−, через ко-
торые осуществляются сверхобменные взаимодей-
ствия {Сu}sq–O–{Fe/Mn}oct (рис. 9б). Для катио-
нов Mn3+ магнитоактивными являются dxz-, dyz-,
dxy-орбитали, которые образуют слабые π-связи с
2pπ-орбиталями кислорода (рис. 9a). Орбиталь dz2
также заполнена наполовину, но поскольку ее элек-
тронная плотность сконцентрирована вдоль локаль-
ной оси C4, перпендикулярной плоскости квадратов
(MnO4), она не может эффективно участвовать в
сверхобменных связях {Mn}sq–O–{Fe}oct (рис. 9б).
Поскольку π-связи Mn–O намного слабее σ-связей
Cu–O, логично предположить, что обменные взаи-
модействия с участием катионов Mn3+, даже если
и оказываются соизмеримыми по силе, никак не мо-
гут превышать взаимодействия с участием катионов
Cu2+ той же подрешетки. Поскольку в основе меха-
низмов индуцирования полей h

(Mn)
Fe и h

(Cu)
Fe лежат

те же представления о сверхобменных взаимодей-
ствиях {Mn/Cu}sq-O-{Fe}oct, становится очевидной
ошибочность исходного допущения о противополож-
ной взаимной ориентации магнитных моментов ка-
тионов квадратной (μμμCu/Mn) и октаэдрической (μμμFe)
подрешеток.

Если допустить, что для рассматриваемой серии
составов твердых растворов 0 < x ≤ 1 магнитные
моменты (μμμCu) катионов Cu2+ ориентируются фер-
ромагнитно, а катионов Mn3+ — антиферромагнит-
но относительно магнитных моментов (μμμFe), то ин-
дуцируемые катионами Fe3+ парциальные вклады
h
(Mn)
Fe (> 0) и h

(Cu)
Fe (< 0) должны иметь противопо-

ложные знаки (рис. 10). В этом случае замещение
катионов Mn3+ на катионы Cu2+ в «квадратной»
подрешетке будет приводить к уменьшению поля
Hhf на величину:

ΔHhf ≈ |h(Cu)
Fe |+ |h(Mn)

Fe |.
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Рис. 10. Схематическое представление индуцирования
сверхтонкого магнитного поля Hhf на ядрах 57Fe катио-
нами меди h

(Cu)
Fe и марганца h

(Mn)
Fe «квадратной» подре-

шетки

Подстановка в данное выражение значений ΔHhf =

= 11 кЭ и h
(Cu)
Fe = –5 кЭ, дает оценку величи-

ны вклада марганцевой подрешетки h
(Mn)
Fe = 6 кЭ.

На первый взгляд может показаться неожиданным,
что вклад |h(Cu)

Fe |, обусловленный σ-связями орби-
талей dx2−y2(Cu) и pσ(O), соизмерим по величине
с соответствующим вкладом |h(Mn)

Fe |, возникающим
за счет значительно более слабого π-перекрывания
орбиталей dxz,yz(Mn) и pπ(O) (рис. 10). Причиной
этого может являться разная угловая зависимость
этих вкладов: h(Cu)

Fe ∝ cos2 ϑ и h
(Mn)
Fe ∝ sin2 ϑ [20].

Поскольку угол обменных связей {Mn/Cu}sq–O–
{Fe}oct составляет ϑ ≈ 107–109◦, то, несмотря на
существенное различие параметров связей Cu–O и
Mn–O [20], сами вклады |h(Cu)

Fe | и |h(Mn)
Fe | оказывают-

ся близкими друг другу по величине.

Согласно правилам Канамори – Гуденафа –Ан-
дерсона (КГА) [26], магнитные взаимодействия обо-
их ян-теллеровских катионов Cu2+ и Mn3+ с высо-
коспиновыми катионами Fe3+, имеющими ровно на-
половину заполненные 3d-орбитали, должны носить
антиферромагнитный характер. Однако наши рас-
четы и экспериментальные данные свидетельству-
ют о том, что только катионы {Mn3+}sq образуют
с катионами {Fe3+}oct антиферромагнитные связи,
в то время как {Cu2+}sq с более сильными σ-свя-
зями Cu–O выстраивают свои магнитные момен-
ты μμμCu параллельно магнитным моментам зондов
μμμFe (рис. 10). Причина такого, на первый взгляд,
неожиданного поведения становится понятной, ес-

ли учесть межподрешеточные {Cu}sq–O–{Mn}oct и
внутриподрешеточные {Fe}oct–O–{Mn}oct обменные
взаимодействия. Как мы уже отмечали, проведен-
ные ранее мессбауэровские измерения во внеш-
нем магнитном поле легированных 57Fe манганитов
La1−x(Ca,Sr)xMnO3 [15–19] показали, что моменты
μμμFe выстраиваются антипараллельно намагниченно-
сти октаэдрической марганцевой подрешетки. На ос-
новании этих результатов мы можем предположить,
что и в случае CaCuxMn7−x57Fe0.04O12 магнитные
моменты катионов Fe3+ ориентируются антипарал-
лельно подрешетке {Mn3+/Mn4+}oct. В этом случае
магнитные моменты μμμCu также будут антипарал-
лельны намагниченности октаэдрической подрешет-
ки марганца.

3.3. Магнитные взаимодействия в системе
CaCuxMn7−xO12 (0 ≤ x ≤ 1)

Из представленной в предыдущем разделе схе-
мы обменного взаимодействия зондовых катионов
Fe3+ со своим магнитным окружением следует,
что: (i) магнитные моменты катионов {Mn3+}sq
имеют то же направление, что и подрешетка ка-
тионов с октаэдрическим кислородным окруже-
нием {Mn3+/Mn4+}oct; (ii) моменты μμμCu антипа-
раллельны той же подрешетке {Mn3+/Mn4+}oct;
(iii) магнитные моменты ян-теллеровских катионов
{Mn3+}sq и {Cu2+}sq направлены антиферромаг-
нитно по отношению друг к другу. Интересно, что
предложенная нами взаимная ориентация магнит-
ных моментов согласуется с результатами расчетов
ab initio для двух крайних представителей медь-за-
мещенных твердых растворов СaMn7O12 [27, 28] и
CaCu3Mn4O12 [29]. Было показано [27–29], что в со-
ответствии с правилами КГА [26] основной вклад
в ферромагнитное взаимодействие между катиона-
ми Mn3+ октаэдрической и квадратной подреше-
ток связан со спиновым переносом между напо-
ловину заполненными dx2−y2-орбиталями катионов
{Mn3+}oct и пустыми орбиталями той же симметрии
катионов {Mn3+}sq (рис. 11). В то же время, сильное
антиферромагнитное взаимодействие между катио-
нами подрешеток {Mn3+}oct и {Cu2+}sq обусловлено
спиновым переносом между наполовину заполнен-
ными dx2−y2-орбиталями обоих переходных метал-
лов (рис. 11).

Согласно результатам измерения магнитной вос-
приимчивости исследуемых составов (рис. 1б), уве-
личение содержания меди приводит к росту положи-
тельной величины константы Вейсса Θ, т. е. усиле-
нию ферромагнитных взаимодействий. Данный вы-
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Рис. 11. Схема, поясняющая происхождение различных
вкладов (ФМ — ферромагнитные и АФМ — антиферро-
магнитные) в обменные взаимодействия между катионами

марганца в октаэдрической подрешетке

вод согласуется с отмечавшимся в наших преды-
дущих исследованиях [1] постепенным увеличением
степени делокализации eg-электронов в подрешет-
ке {Mn3+}oct с последующим переходом в режим
быстрого электронного перескока Mn3+ ↔ Mn4+

(для составов x ≤ 0.3). Косвенным подтверждени-
ем того, что при x ≥ 0.4 основной ферромагнитный
вклад связан с включением механизма двойного об-
мена Зинера, является наблюдаемое нами именно
для этих составов значительное понижение темпе-
ратуры магнитного упорядочения (рис. 5). Появле-
ние в кристалле примесных центров Fe3+, способных
рассеивать свободные носители заряда, может при-
водить к образованию областей с пониженной по-
движностью электронов. Это, в свою очередь, ослаб-
ляет ферромагнитный вклад, связанный с двойным
электронным обменом, проявляясь, в частности, в
заметном понижении температуры магнитного упо-
рядочения (TC). Для составов (x ≤ 0.3) с преиму-
щественно локализованными зарядами Mn3+/Mn4+

введение небольшого количества легирующих ато-
мов 57Fe не должно заметным образом ослабить
обменные взаимодействия в октаэдрической подре-
шетке, а значит, существенно повлиять на значение
TC (рис. 5).

Наконец, следует обратить внимание на немоно-
тонное изменение с составом температуры магнит-
ного упорядочения манганитов (рис. 5). Мы предпо-
лагаем, что одной из основных причин такой немо-
нотонной зависимости TC = f(x) является конку-
ренция различных по знаку и величине вкладов в
обменные взаимодействия между разновалентными
катионами марганца октаэдрической подрешетки.

Прежде всего отметим, что при гетеровалентном
замещении Cu2+ → Mn3+ в октаэдрической под-

Рис. 12. Температурная зависимость среднего значения
сверхтонкого поля 〈Hhf 〉 на ядрах 57Fe в манганите
CaCu0.5Mn6.4657Fe0.04O12. На вставке вверху показано из-
менение температуры Tf при увеличении содержания ме-
ди в образцах CaCuxMn6.96−x

57Fe0.04O12. Вставка справа
схематично демонстрирует вклад поперечной (St) и про-
дольной (Sz) составляющих электронного спина (SSSFe) ка-
тионов Fe3+ (z — ось квантования). При T < Tf (крас-
ная область) происходит «замораживание» составляющей
St(t) и Hhf ∝ SFe; при T > Tf (зеленая область) — быст-
рая прецессия составляющей 〈St(t)〉 = 0, следовательно,

Hhf (T ) ∝ Sz(T )

решетке образуется эквивалентное количество ка-
тионов Mn4+. Увеличение же концентрации ионов
Mn4+ приводит к росту числа обменных связей
Mn3+(↑)–O–Mn4+(↑), в которых ферромагнитный

(ФМ) обмен (J
eg/e

′
g

σ ) реализуется за счет перекры-
вания пустых eg(dx2−y2/dz2)-орбиталей и наполо-
вину заполненных dx2−y2 -орбиталей соответствен-
но катионов Mn4+ и Mn3+ (рис. 11). Ферромагнит-
ный вклад конкурирует с сильным антиферромаг-
нитным (АФМ) обменом (J t2g/t2gπ ) с участием напо-
ловину заполненных t2g-орбиталей катионов Mn4+ и
Mn3+ (рис. 11). Видимо, для составов x ≤ 0.3 преоб-
ладает АФМ-вклад, влияние которого ослабевает по
мере увеличения содержания меди, что проявляется
в виде уменьшения TC (рис. 5). Как уже отмечалось,
увеличение TC для образцов составов 0.4 ≤ x ≤ 1

обусловлено включением механизма двойного обме-
на Зинера (JDEσ ), влияние которого заметно усили-
вается при увеличении степени делокализации eg-
электронов катионовMn3+ (уменьшение энергии ян-
теллеровского расщепления εJT (рис. 11); см. детали
в работе [1]).
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В заключение отметим, что для составов манга-
нитов (0.5 ≤ x ≤ 0.7) с наиболее высокими значе-
ниями параметров фрустрации f = Θ/TC (табл. 1)
на температурных зависимостях среднего сверхтон-
кого поля 〈Hhf (T )〉 на ядрах 57Fe отчетливо виден
характерный излом при Tf < TC (рис. 12). При уве-
личении содержания меди значение точки Tf сме-
щается в область более высоких температур (верх-
няя вставка на рис. 12). Ранее подобные зависи-
мости наблюдались для фрустрированных магнит-
ных систем, проявляющих свойства «возвратных»
спиновых стекол (reentrant spin-glass) [30–34]. В ци-
тируемых работах было высказано предположение,
что переход в область температур T < Tf обуслов-
лен «замораживанием» поперечной составляющей
(St) электронного спина катионов Fe3+ (SSSFe) (пра-
вая вставка на рис. 12), что приводит к более рез-
кому возрастанию экспериментальной зависимости
〈Hhf (T )〉 при понижении температуры измерения
[30–34]. Следует, однако, отметить, что вопрос о
том, в какой степени данная модель применима для
зондовых атомов 57Fe в CaCuxMn7−xO12 требует
дальнейшего более всестороннего эксперименталь-
ного подтверждения и детального анализа.

4. ВЫВОДЫ

Проведено исследование магнитных сверхтонких
взаимодействий на ядрах зондовых атомов 57Fe в си-
стеме твердых растворов CaCuxMn6.96−x57Fe0.04O12

(0 ≤ x ≤ 1). На основании сравнительного ана-
лиза результатов магнитных измерений и данных
мессбауэровских спектров были определены темпе-
ратуры (TN,C) перехода образцов в магнитоупоря-
доченное состояние, а также константы Вейсса (Θ).
Для всей исследуемой серии составов увеличение
содержания меди приводит к росту положитель-
ной величины Θ, т. е. к усилению ферромагнитных
взаимодействий. Напротив, изменение TN,C = f(x)

демонстрирует немонотонный характер. Для первой
группы составов (0 ≤ x ≤ 0.3) происходит уменьше-
ние, а для второй группы (0.4 ≤ x ≤ 1) — увели-
чение значений TC по мере увеличения содержания
меди. Показано, что причина такого немонотонного
изменения TC может быть связана с конкуренци-
ей различных по знаку вкладов в обменные вза-
имодействия между разновалентными катионами
марганца в октаэдрической подрешетке. Полуколи-
чественный анализ значений парциальных вкладов
в величину сверхтонкого поля Hhf на ядрах 57Fe
от катионов Mn3+ и Cu2+ позволил установить, что

магнитные моменты μμμMn катионов {Mn3+}sq име-
ют то же направление, что и моменты катионов
{Mn3+/Mn4+}oct с октаэдрическим кислородным
окружением; магнитные моменты μμμCu антипарал-
лельны моментам катионов {Mn3+/Mn4+}oct. По-
лученные данные показывают, что из-за различия
электронного строения ян-теллеровских ионов Cu2+

и Mn3+, а также геометрических параметров свя-
зей {Cu,Mn}sq–O–{Mn}oct, взаимодействие между
разными подрешетками имеет неоднородный и, воз-
можно, фрустрированный характер.
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Проведены измерения упругопластического ударного сжатия, разгрузки, а также ступенчатого ударного
сжатия титана при комнатной температуре и в окрестности 600 ◦C. Определены зависимости динамиче-
ского предела текучести от температуры и давления ударного сжатия, получены зависимости скорости
деформации в ударных волнах в диапазоне 105–107 с−1 от величины сдвигового напряжения и темпера-
туры. В противоположность данным для металлов со структурой ГЦК обнаружено уменьшение предела
текучести титана за ударной волной. Обсуждается возможное объяснение уменьшения предела текучести
уменьшением напряжения пластического течения по мере роста двойников и их обратимостью.

DOI: 10.31857/S0044451021030123

1. ВВЕДЕНИЕ

В исследованиях последних лет было экспери-
ментально обнаружено явление аномального тер-
мического упрочнения металлов, т. е. возрастание
напряжения пластического течения с увеличением
температуры при высоких скоростях деформации
[1–5]. Этот эффект был обнаружен в эксперимен-
тах с ударными волнами при субмикросекундных
длительностях действия нагрузки и скоростях де-
формации больших примерно 104 с−1. Его проявле-
ние иллюстрируется на рис. 1, где представлены ре-
зультаты измерений профилей скорости свободной
тыльной поверхности пластин стали [6], меди [7] и
титана [8] в процессе выхода на нее упругопласти-
ческих волн ударного сжатия при нормальной и по-
вышенных температурах. На представленных вол-
новых профилях регистрируется упругий предвест-
ник с напряжением сжатия за его фронтом, рав-
ным динамическому пределу упругости в этих усло-

* E-mail: kanel@ficp.ac.ru
** E-mail: savas@ficp.ac.ru

*** E-mail: garkushin@ficp.ac.ru
**** E-mail: razsv@ficp.ac.ru

виях HEL (Hugoniot elastic limit), и следующая за
ним пластическая ударная волна. Аномальное по-
ведение проявляется в росте динамического преде-
ла упругости при увеличении температуры испыта-
ний, а также в увеличении времени возрастания па-
раметров в пластической ударной волне, т. е. вре-
мени релаксации напряжений или характерной вяз-
кости материала. Видно, что динамический предел
упругости стали [6] с увеличением температуры по-
нижается, т. е. ее поведение (как и других метал-
лов с объемно-центрированной кубической структу-
рой [4]) подобно имеющему место в обычных услови-
ях. С увеличением температуры сокращается также
время релаксации напряжений в пластической удар-
ной волне. В опытах с медью [7] и другими металла-
ми с гранецентрированной кубической (ГЦК) струк-
турой [4], напротив, динамический предел упругос-
ти и время релаксации напряжений в пластической
ударной волне с увеличением температуры аномаль-
но возрастают. В случае титана скорость сжатия в
пластической ударной волне с увеличением темпе-
ратуры остается практически неизменной. Ампли-
туда упругого предвестника в титане при нагреве
немного увеличивается, но этот рост почти полно-
стью определяется уменьшением модуля сдвига [8].
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Рис. 1. Профили скорости свободной тыльной поверхности
образцов стали [6], меди [7] и титана [8] в процессе выхо-
да на нее упругопластических волн ударного сжатия при
нормальной и повышенных температурах. Значения тем-
пературы и толщины образцов указаны у профилей

Аномальное термическое упрочнение связывает-
ся со сменой преобладающих механизмов торможе-
ния дислокаций при переходе от низкоскоростно-
го деформирования к высокоскоростному. В част-
ности, при высоких скоростях деформации домини-
рующим механизмом торможения дислокаций ста-
новится фононная вязкость или фононное трение,
а роль тепловых флуктуаций в движении дисло-
каций уменьшается. Поскольку фононная вязкость
пропорциональна температуре, увеличение послед-
ней должно сопровождаться увеличением напряже-
ния пластического течения при высоких скоростях
деформации. Это обстоятельство уже учитывает-
ся при развитии физической теории пластичности
и построении определяющих соотношений и моде-
лей высокоскоростной деформации (см., например,
[9–13]), но ряд аспектов явления остается еще неяс-
ным. Обсуждаются и другие интерпретации ано-
мального термического упрочнения, но недостаток
экспериментальных данных затрудняет достижение
более определенных заключений. В частности, оста-
ется пока неясным, как изменяется напряжение вы-
сокоскоростного пластического течения при нор-
мальной и повышенных температурах с возраста-
нием величины деформации. Неопределенность вы-
звана тем, что деформация сопровождается размно-
жением дислокаций, что, с одной стороны, долж-
но облегчать пластическую деформацию, а с дру-
гой — приводить к деформационному упрочнению
вследствие их взаимной блокировки. В эксперимен-
тах с ударными волнами начальные значения напря-
жения течения в упругом предвестнике относятся
практически к нулевой пластической деформации,

а в пластических ударных волнах с измеримым вре-
менем возрастания деформация меньше 5%.

Для расширения диапазона пластических де-
формаций в работах [7, 14–16] предложены и опро-
бованы постановки экспериментов, доступные для
регистрации и анализа температурных эффектов, а
также обеспечивающие включение в рассмотрение
квазиупругой части разгрузки из ударно-сжатого
состояния и организацию ступенчатого ударного
сжатия. В экспериментах с ГЦК-металлами (алю-
минием и медью) найдено, что, в то время как при
комнатной температуре напряжение течения моно-
тонно возрастает с увеличением давления ударного
сжатия, при высоких температурах даже небольшая
пластическая деформация в ударной волне сопро-
вождается резким уменьшением напряжения тече-
ния и уменьшением или даже исчезновением эффек-
та аномального термического упрочнения. Умень-
шение эффекта аномального термического упроч-
нения трактуется как результат более интенсивного
размножения дислокаций при высоких температу-
рах.

В данной работе аналогичная серия ударно-
волновых экспериментов выполнена для технически
чистого титана ВТ1-0. В отличие от алюминия и
меди пластическое деформирование титана сопря-
жено с интенсивным двойникованием [17], тем бо-
лее интенсивным, чем выше скорость деформации.
Упругопластические и прочностные свойства тита-
на в условиях ударно-волнового нагружения иссле-
довались в работах [8,18–23], в том числе при повы-
шенных температурах в [8, 19, 21]. Аномальное тер-
мическое упрочнение регистрировалось в высокочи-
стом титане, имеющем в нормальных условиях низ-
кий предел текучести, а для более твердых сплавов
имеет место убывание динамического предела теку-
чести с увеличением температуры, тем более быст-
рое, чем выше предел текучести сплава в нормаль-
ных условиях [3].

Для прояснения основных аспектов представля-
емой работы на рис. 2 представлен пример измерен-
ного профиля импульса сжатия в титане в сопостав-
лении с волновым профилем, полученным в резуль-
тате численного моделирования этого же экспери-
мента. Расчет проведен конечно-разностным мето-
дом в лагранжевых координатах с использованием
модели идеального упругопластического тела (т. е.
без учета упрочнения и релаксации напряжений)
и в предположении неограниченной прочности ма-
териала на растяжение. Помимо расщепления вол-
ны сжатия на упругий предвестник и пластичес-
кую ударную волну оба волновых профиля демонст-
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Рис. 2. Измеренный (сплошная линия) и рассчитанный
(штриховая линия) профили скорости свободной поверхно-
сти титановой пластины толщиной 2.28 мм при ударе мед-
ной пластиной толщиной 0.46 мм со скоростью 645 м/с.
Расчет в рамках модели идеального упругопластического

тела

рируют упругопластический характер волны разре-
жения. В модельном упругопластическом матери-
але девиаторная компонента напряжения в упру-
гой волне разрежения сначала уменьшается до ну-
ля, а по мере дальнейшей разгрузки достигает зна-
чения 2/3 предела текучести с обратным знаком.
В результате амплитуда упругой части волны раз-
режения равна удвоенному значению динамическо-
го предела упругости HEL. Определение предела
текучести ударно-сжатого материала в таком слу-
чае не представляло бы затруднений. Скорость рас-
пространения возмущений в упругой части волны
в упругопластическом материале равна продольной
скорости звука cl =

√
(K + 4G/3)ρ, а после дости-

жения предела текучести уменьшается до объемной
скорости cb =

√
K/ρ. Здесь K и G — соответствен-

но модуль объемной упругости и модуль сдвига, ρ —
плотность. Перегиб на начальном участке расчет-
ной упругой волны разрежения связан с упругоплас-
тическими свойствами медного ударника. Второй
подъем скорости на измеренном волновом профи-
ле образовался в результате релаксации растягива-
ющих напряжений при откольном разрушении внут-
ри пластины, которое не учитывалось при расчете.

На измеренном волновом профиле четкого вы-
деления в волне разрежения упругого предвестника
конечной амплитуды не наблюдается. Вместо это-
го формируется так называемая квазиупругая вол-
на разгрузки, в которой скорость распространения
возмущения плавно уменьшается от cl до cb. В этом

Рис. 3. К пояснению определения сдвиговых напряжений
в ударной волне

случае определение предела текучести ударно-сжа-
того материала уже не столь очевидно. В рабо-
тах [7, 15, 16] предложен и реализован упрощенный
способ оценки, который основан на приближении
простой волны и включает аппроксимацию квази-
упругой части волны прямой линией 1–2, как пока-
зано на рис. 2, предположение о постоянстве коэф-
фициента Пуассона и линейное соотношение между
скоростью звука в лагранжевых координатах и мас-
совой скоростью. Последнее следует из совпадения
ударной адиабаты и римановой изэнтропы в коор-
динатах давление — массовая скорость.

Вторым источником информации является непо-
средственно пластическая ударная волна. Полная
скорость деформации ε̇x в стационарной ударной
волне определяется из профиля скорости свободной
поверхности ufs(t) как ε̇x = u̇fs/2US, где US — ско-
рость ударной волны. Максимальная скорость сдви-
говой деформации при одноосном сжатии γ̇ = ε̇x/2

есть сумма упругой компоненты γ̇e = τ̇ /2G и скоро-
сти пластической деформации сдвига γ̇p:

γ̇p =
ε̇x
2

− τ̇

2G
. (1)

Определение сдвиговых напряжений в ударной
волне иллюстрируется на рис. 3. В стационарной
плоской волне изменение состояния вещества про-
исходит вдоль линии Рэлея, представляющей со-
бой прямую линию σx = −ρ20U2

S(V − V0), соединяю-
щую состояния перед волной и за ней. Девиаторная
компонента напряжения в волне представляет собой
разность между напряжением σx на линии Рэлея и
давлением p на ударной адиабате вещества при той
же степени сжатия [24, 25]. При этом напряжение
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сдвига τ = (3/4)(σx − p) по мере сжатия проходит
через максимум в некоторой промежуточной точке.
В точке максимума τ̇ = 0 и γ̇p = ε̇x/2. Сама удар-
ная адиабата твердого тела отклоняется вверх от
соответствующей кривой всестороннего сжатия на
2/3 предела текучести σT [26], как это показано на
рис. 3.

2. МАТЕРИАЛ И ПОСТАНОВКА
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Образцы для экспериментов вырезались из прут-
ка титана ВТ1-0 диаметром 40 мм. Согласно ма-
рочнику сталей и сплавов титан ВТ1-0 аналогичен
титану Grade 2 США и содержит до 0.18% Fe, до
0.07% C, до 0.1% Si, до 0.12% O и до 0.3% прочих
примесей при содержании титана не менее 99.24%.
Поскольку измерения проводились при нормальной
температуре и с предварительным нагревом, перед
разделением на образцы заготовка подвергалась от-
жигу в вакууме при температуре 700 ◦C, которая до-
стигалась в течение 70 мин, чтобы снять деформа-
ционное упрочнение и быть уверенными, что мате-
риал имеет одну и ту же структуру при комнатной
и повышенных температурах. После выдержки в те-
чение одного часа заготовки охлаждались вместе с
печью. Отожженная заготовка разрезалась элект-
роэрозионным способом на плоские дискообразные
образцы толщиной 2.25± 0.06 мм. Твердость образ-
цов после отжига по Роквеллу составляла 99.6 HRF.
Перед проведением измерений поверхности образ-
цов шлифовались, полировались и протравливались
для удаления поверхностных дефектов и обеспече-
ния необходимой отражательной способности. При
обработке экспериментальных данных при комнат-
ной температуре использовались ударная адиабата
титана в виде US [км/с] = 4.94 + 1.15up, построен-
ная для диапазона малых скоростей по данным ра-
бот [27,28], продольная скорость звука cl = 6.21 км/с
и плотность ρ0 = 4.53 г/см3. При температуре
600 ◦C использовались ударная адиабатаUS = 4.71+

+ 1.15up, плотность ρ0 = 4.49 г/см3 и продольная
скорость звука cl = 5.68 км/с. Высокотемператур-
ные значения продольной и объемной (первый член
в выражении для ударной адиабаты) скоростей зву-
ка взяты из работ [21,29]. Оценки показали, что воз-
можные вариации коэффициента при массовой ско-
рости не оказывают большого влияния на результа-
ты обработки волновых профилей.

Ударно-волновые эксперименты проведены на
пневматической ствольной установке — газовой

пушке калибром 50 мм. Однократное ударное
сжатие реализовывалось ударом медной пласти-
ны-ударника толщиной 0.465 ± 0.005 мм, разогнан-
ной до скорости 345 ± 5 м/с или 645 ± 10 м/с.
Соотношение толщин ударника и образца выбрано
таким малым для того, чтобы параметры волны
разрежения, регистрируемой на профиле скорости
свободной поверхности, определялись свойствами
образца, а вклад материала ударника был незначи-
телен. Для того чтобы исключить прогиб ударника
в процессе разгона, он наклеивался на диск из поли-
метилметакрилата толщиной 5 мм, располагаемый
на торце метаемого пустотелого алюминиевого или
магниевого цилиндрического снаряда.

Ступенчатое ударное сжатие проводилось с при-
менением ударника, составленного из медной осно-
вы толщиной 5.5 мм и, со стороны образца, проклад-
ки из алюминия толщиной 0.705±0.015 мм. Ступен-
чатое ударное сжатие реализовывалось в результа-
те многократных отражений ударной волны в про-
кладке между образцом и медной основой состав-
ного ударника. Толщина прокладки выбиралась та-
кой, чтобы, с одной стороны, вторая волна не могла
догнать первую на расстоянии, меньшем толщины
образца, а с другой стороны, результат отражения
первой волны сжатия от свободной поверхности не
мог приводить к существенным искажениям второй
волны. Скорость удара в этих опытах составляла
330± 10 м/с или 550± 10 м/с.

В опытах при высокой температуре использова-
лись резистивные нагреватели, устанавливаемые у
тыльной поверхности образца. Температура контро-
лировалась двумя термопарами хромель–алюмель.
В экспериментах регистрировалась скорость свобод-
ной тыльной поверхности образца как функция вре-
мени, ufs(t), в процессе выхода на поверхность волн
сжатия. Измерения проводились с использовани-
ем лазерного доплеровского интерферометрическо-
го измерителя скорости VISAR [30] с наносекунд-
ным временным разрешением.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

На рис. 4, 5 представлены профили скорости сво-
бодной поверхности титановых образцов, измерен-
ные в условиях однократного ударного сжатия при
комнатной температуре и при 605–613 ◦C, а на рис. 6
и 7 — результаты опытов по ступенчатому ударному
сжатию при нормальной и повышенной температу-
рах.
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Рис. 4. Профили скорости свободной поверхности образ-
цов титана ВТ1-0 толщиной 2.3 ± 0.02 мм после удара
медной пластиной 0.467 ± 0.004 мм со скоростью 345 м/с

(нижняя кривая) и 645 м/с (верхняя кривая)

Рис. 5. Результаты опытов с однократным ударным сжа-
тием титана ВТ1-0 при температуре 609 ± 4 ◦C

При непосредственном сопоставлении волновых
профилей каких-либо явных отличий в них в за-
висимости от температуры не видно. С увеличе-
нием температуры несколько уменьшился времен-
ной интервал между упругой и пластической вол-
нами как результат уменьшения разности между
продольной и объемной скоростями звука. Несколь-
ко уменьшилась также величина откольной прочно-
сти, которая пропорциональна декременту скорости
перед выходом на поверхность откольного импуль-
са [5]. Амплитуда и форма упругого предвестника
изменились незначительно. Скорость поверхности в
упругом предвестнике uHEL при комнатной темпе-

Рис. 6. Результаты измерений профилей скорости свобод-
ной поверхности титановых пластин при ступенчатом удар-

ном сжатии в опытах при комнатной температуре

Рис. 7. Результаты экспериментов со ступенчатым удар-
ным сжатием при температуре 604–611 ◦C

ратуре составляет 90–92 м/с. На фронтальном пи-
ке она достигает 108 м/с, но этот пик не вполне
воспроизводим и в расчет не принимался. Соответ-
ственно, динамический предел упругости σHEL =

= ρ0cluHEL/2 при комнатной температуре равен
1.28 ГПа, а динамический предел текучести σT =

= (3/2)σHEL(1− c2b/c
2
l ) = 0.7 ГПа. При температуре

в районе 600 ◦C uHEL = 106± 5 м/с, σHEL = 1.35±
± 0.06 ГПа, σT = 0.65 ± 0.03 ГПа. Иными словами,
динамический предел текучести в этом температур-
ном диапазоне остается неизменным.
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Рис. 8. Результаты оценки предела текучести титана в
упругом предвестнике и в ударно-сжатом состоянии при
нормальной (кружки) и повышенной (ромбы) температу-

рах

4. РЕЗУЛЬТАТЫ АНАЛИЗА
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

На рис. 8 значения пределов текучести в упру-
гом предвестнике сопоставлены со значениями на-
пряжения пластического течения в волне разгруз-
ки, полученными из анализа ее квазиупругой части.
Разность величин сдвиговых напряжений, соответ-
ствующих значениям массовой скорости на фрон-
те квазиупругой волны разгрузки, up1 (точка 1 на
рис. 2), и в ее конце, up2 (точка 2), в приближении
простой волны описывается соотношением [31]

τ(up1)− τ(up2) =

=
3

4
ρ0

up1∫
up2

[
a2(up)− a2b(up)

] dup
a(up)

. (2)

Здесь ρ0 — плотность вещества в исходном состо-
янии при нулевом давлении, скорость распростра-
нения возмущений в квазиупругой волне a берется
в координатах Лагранжа (т. е. отнесена к началь-
ной плотности материала ρ0), ab — объемная ско-
рость звука также в координатах Лагранжа. Так как
при разгрузке из ударно-сжатого состояния сдвиго-
вое напряжение переходит через нуль и выходит на
напряжение пластического течения с обратным зна-
ком, соотношение (2) фактически определяет пре-
дел текучести ударно-сжатого материала.

В описываемых простых оценках зависимости
ab(up) и a(up) представлены линейными соотноше-
ниями [5, 32]:

ab = c0 + 2bup, a = ce + 2beup, (3)

где c0, b— коэффициенты линейного выражения для
ударной адиабаты, связывающего скорость ударной
волны US и массовую скорость: US = c0 + bup;
ce, be — коэффициенты линейной аппроксимации за-
висимости лагранжевой скорости возмущений в ква-
зиупругой волне разгрузки, уменьшающейся от про-
дольной скорости звука на фронте в точке 1 до объ-
емной скорости звука в конце в точке 2. При таких
допущениях соотношение (2) принимает вид

τ(up1)− τ(up2) =

=
3

4
ρ0

up1∫
up2

(cx + 2bxup)
2 − (c0 + 2bup)

2

cx + 2bxup
dup. (4)

Скорость фронта волны разрежения, равная
продольной скорости звука в координатах Лагран-
жа, al, определялась в предположении постоянства
коэффициента Пуассона как al(up1) = ab(up1)cl/c0
[5, 32].

Результаты оценок, приведенные на рис. 8, де-
монстрируют значительное уменьшение предела те-
кучести за ударной волной в титане. Впрочем, из
сопоставления волновых профилей на рис. 2 и без
дополнительного анализа видно, что изменение де-
виаторной компоненты напряжения при разгрузке
из ударно-сжатого состояния намного меньше, чем
в случае неизменного предела текучести. Различие
между напряжениями пластического течения тита-
на при нормальной и повышенной температурах по-
сле ударного сжатия остается незначительным.

На рис. 9 суммированы результаты оценки ско-
рости сжатия в пластической ударной волне в за-
висимости от нормального напряжения сжатия за
ударной волной при нормальной и повышенной тем-
пературах. На график нанесены результаты дан-
ной работы, полученные в опытах с однократным и
ступенчатым ударным сжатием образцов толщиной
2.3 мм, а также данные предыдущих [33] измере-
ний на образцах толщиной 4 мм. Из данных опытов
со ступенчатым ударным сжатием взяты парамет-
ры только первой пластической ударной волны. Все
точки на графике, за исключением одной нижней,
в пределах погрешности соответствуют полученной
ранее [33] единой зависимости

ε̇x = −dV/dt = 2700(σshock/σ0)
3.43 с−1. (5)

Отклонение нижней точки от общей зависимо-
сти означает, что расстояние в 2.3 мм недостаточ-
но для установления стационарности пластической

10 ЖЭТФ, вып. 3
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Рис. 9. Зависимость скорости сжатия титана в пластичес-
кой ударной волне от конечного напряжения сжатия за вол-
ной. Кружки — данные работы [5], полученные на образцах
толщиной 4 мм; треугольники — результаты данных изме-
рений при комнатной температуре, ромбы — результаты

обсуждаемых измерений при 600 ◦C

ударной волны. Отметим еще раз, что высокотемпе-
ратурные точки на рис. 9 лежат на общей зависимо-
сти.

Для физической интерпретации и дальнейшего
использования результатов измерений сжатия веще-
ства в ударных волнах необходимо их представить
в виде зависимостей скорости пластического сдвига
от величины сдвигового напряжения. Соответству-
ющий способ интерпретации волновых профилей по-
яснен во Введении и на рис. 3. Для ударной адиаба-
ты в виде US = c0 + bu величина отклонения линии
Рэлея, описывающей изменение состояния в стацио-
нарной ударной волне, от ударной адиабаты без уче-
та предела текучести выражается как

ρ0U
2
S

(
1− V

V0

)
− p = ρ0U

2
Sεx −

ρ0c
2
0εx

(1− bεx)2
. (6)

В данной работе величина напряжения сдвига,
соответствующая максимальной скорости сжатия,
оценивалась как его значение в точке максимально-
го отклонения линии Рэлея от «гидростатической»
(без учета вклада девиаторных компонент напряже-
ния) ударной адиабаты τmax плюс средняя величина
сдвигового напряжения перед волной и за ней. Сдви-
говое напряжение перед волной определено по зна-
чению напряжения сжатия в упругом предвестнике,
сдвиговое напряжение за волной определено как 1/2

величины предела текучести, полученной из анали-
за квазиупругой разгрузки. При максимальном от-

Рис. 10. Результаты оценки соотношения между скоростью
пластического сдвига и величиной сдвигового напряжения
в ударной волне в титане при 20 ◦C (зеленые треугольни-
ки) и 600 ◦C (красные ромбы). Светлыми символами по-
казаны параметры в первой пластической ударной волне
однократного или ступенчатого сжатия, закрашенными —
параметры во второй пластической ударной волне ступен-

чатого сжатия

клонении скорость пластической деформации сдви-
га определяется как γ̇p = ε̇x/2.

Найденные таким образом значения скорости
пластической деформации и напряжения сдвига
в средней части ударной волны суммированы на
рис. 10. Анализ ступенчатого ударного сжатия про-
веден на основе предположения о совпадении (или
зеркальной симметрии) ударных адиабат для па-
дающих и отраженных волн в координатах давле-
ние–массовая скорость [5, 7]. Точки, описывающие
состояния во второй волне на рис. 10, соответствуют
опытам при скорости удара 550± 10 м/с. При мень-
шей скорости ударная волна в проведенных экспери-
ментах явно не достигала стационарности, что сле-
дует, в частности, из графика на рис. 9.

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ И
ВЫВОДЫ

Предел текучести титана ВТ1-0 в стандартных
условиях составляет примерно 380 МПа и возрас-
тает до 530 МПа при увеличении скорости дефор-
мации до 103 с−1 [34]. Согласно данным предыду-
щих измерений [23] скорость пластической деформа-
ции титана в упругом предвестнике на расстоянии
2.3 мм составляет примерно 104 с−1, т. е. получен-
ное значение динамического предела текучести при
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комнатной температуре σT = 710МПа вполне согла-
суется с имеющимися данными. С увеличением тем-
пературы до 600 ◦C предел текучести титана ВТ1-0
при низкоскоростной деформации уменьшается бо-
лее чем втрое — до 120 МПа, в то время как по
результатам обсуждаемых измерений его уменьше-
ние в субмикросекундном диапазоне длительностей
нагрузки не выходит за пределы погрешности из-
мерений. Иными словами, аномальная зависимость
напряжения высокоскоростного пластического тече-
ния от температуры для титана имеет место.

Неожиданным оказалось резкое уменьшение
предела текучести непосредственно за ударной
волной. Это следует из анализа квазиупругой
разгрузки, но видно также непосредственно из
сопоставления волновых профилей на рис. 2. При
этом высокотемпературный предел текучести удар-
но-сжатого титана, найденный равным 190 МПа,
все же значительно превышает его значение при
низкоскоростной деформации (примерно 120 МПа).
В аналогичных опытах с алюминием [16] и медью [7]
при комнатной температуре получено монотонное
возрастание предела текучести ударно-сжатого
материала с увеличением давления ударного сжа-
тия. Можно было бы связать уменьшение предела
текучести с эффектом Баушингера, но, судя по
данным испытаний титана при циклических на-
грузках [35], а также по результатам оценки вклада
предварительного ударно-волнового упрочнения
[20], эффект Баушингера не должен быть столь
значительным.

С учетом низкой теплопроводности титана и
склонности более твердых титановых сплавов к ло-
кализации деформации в полосах адиабатического
сдвига полученные здесь результаты дают основа-
ние вернуться к обсуждавшимся ранее [36] гетеро-
генным механизмам пластичности металлов с обра-
зованием локальных микросдвигов, в которых мате-
риал в адиабатических условиях высокоскоростной
деформации разогревается вплоть до плавления.
Такой механизм пластичности позволил бы так-
же объяснить и практическое отсутствие влияния
температуры на напряжение пластического течения
в ударных волнах, демонстрируемое данными на
рис. 10. Однако металлографический анализ образ-
цов титана после высокоскоростной деформации [17]
и после ударно-волнового воздействия [18,22] не вы-
явил признаков локального плавления в полосах
сдвига, но продемонстрировал интенсивное двойни-
кование в этих условиях. Поскольку двойникование
в титане может до некоторой степени быть обрати-
мым [37], можно предположить, что образовавшие-

ся двойники обеспечивают подвижность структуры
материала в той же мере, что и прослойки расплава.
Отметим, что обратимое двойникование непосред-
ственно в процессе ударного сжатия и последующей
разгрузки наблюдалось в экспериментах с магни-
ем [38], также имеющим гексагональную плотноупа-
кованную кристаллическую структуру.

Интенсивность двойникования тем выше, чем
выше скорость деформации [17] и, следовательно,
больше величина действующих напряжений, что,
очевидно, объясняется наличием некоего порогово-
го напряжения, необходимого для инициирования
двойникования. С точки зрения механики твердого
тела двойник подобен трещине второго типа — тре-
щине сдвига. Это означает, что концентрация напря-
жений в кончике двойника, вызывающих его рост,
тем выше, чем больше длина двойника. Иными сло-
вами, для того, чтобы началась пластическая де-
формация путем двойникования, требуется гораздо
большее напряжение, чем для ее продолжения — по
крайней мере на начальном этапе, пока взаимодей-
ствие двойников не стало препятствовать их росту.
В проведенных экспериментах деформация сжатия
не превышала 7.2%. Релаксация напряжений по ме-
ре роста двойников может быть одной из причин
формирования пика на фронте упругого предвест-
ника в титане.

Таким образом, впервые получены экспери-
ментальные данные о напряжении пластического
течения титана в процессе ударного сжатия со
скоростью до 107 с−1 и при разгрузке из удар-
но-сжатого состояния. В противоположность
данным для металлов со структурой ГЦК обна-
ружено уменьшение предела текучести титана за
ударной волной. Наиболее вероятным объяснением
уменьшения предела текучести представляется
уменьшение напряжения пластического течения по
мере роста двойников и их обратимость.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (грант №19-02-00416А). Экс-
перименты проведены с использованием оборудо-
вания Московского регионального взрывного цен-
тра коллективного пользования Российской акаде-
мии наук.
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Исследованы зависимости турбулентной скорости пламени в случайном потоке от турбулентной интен-
сивности в рамках модели нелинейности Колмогорова –Петровского –Пискунова в одномерном случае.
В работе показано, что для статической случайной среды турбулентная скорость убывает и стремится
к нулю с ростом турбулентной интенсивности. Это объясняется тем, что скорость случайного потока
является градиентом случайного потенциала, что приводит к ловушкам и замедлению диффузии. Види-
мо, это общий факт: случайное градиентное поле скоростей в двумерном и трехмерном случаях должно
давать тот же эффект. Возможно, что это верно не только для нелинейности Колмогорова –Петровско-
го – Пискунова. Аналитически показано, что введение случайного поля скоростей ненулевого среднего
значения, ускоряющего движение пламени, позволяет пламени легче преодолевать барьеры. Для дина-
мической среды в некоторых областях масштабов по пространству и времени возможен начальный рост
скорости при росте турбулентности. Рассмотрен пример двумерного случайного бездивергентного поля,
для которого численный счет показал рост турбулентной скорости пламени.

DOI: 10.31857/S0044451021030135

1. ВВЕДЕНИЕ

Бегущие волны появляются в различных прило-
жениях, таких как химическая кинетика, горение,
биология, процессы переноса в пористых средах. Все
они могут возникать как решения нелинейных урав-
нений в частных производных. Важная задача —
учет случайной среды и ее влияния на характери-
стики бегущих волн, в частности, на зависимость
скорости волны от статистики случайной среды.

При численных расчетах турбулентного горения
часто используется метод «синтетической» турбу-
лентности, когда турбулентное поле скоростей мо-
делируется, например, гауссовым однородным слу-
чайным полем и добавлением в уравнения реак-
ция–диффузия членов первого порядка со случай-
ными коэффициентами, что отвечает конвективно-
му переносу потоком со случайной скоростью. Тогда

* E-mail: medvsn@gmail.com
** E-mail: oseled@gmail.com

скорость турбулентного пламени зависит от статис-
тики этого случайного поля. Одна из важных за-
дач теории турбулентного горения — выяснить, как
турбулентная скорость горения зависит от статисти-
ки турбулентного конвективного потока. Отметим,
что в обзоре [1] по турбулентному горению предва-
рительно перемешанных смесей рассмотрены в том
числе нерешенные фундаментальные задачи, имею-
щие практический интерес. В этом обзоре говорится
о необходимости изучения идеализированных моде-
лей, для того чтобы уточнить теорию и, возможно,
добиться лучшего согласия с экспериментами.

Мы будем изучать такую зависимость в рамках
одномерной модели с нелинейностью Колмогоро-
ва –Петровского –Пискунова (КПП) из их знамени-
той работы [2], поскольку в этом случае есть строгие
результаты и эффективный вариационный принцип
для вычисления турбулентной скорости горения.

Краткий обзор строгих результатов
В одномерном случае уравнение реакция–диф-

фузия, которое возникает в теории горения, имеет
вид
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∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
+ f(u), (1)

где u — относительная концентрация, k — безраз-
мерный коэффициент диффузии. Здесь и далее по
тексту все уравнения записаны в безразмерном ви-
де. Так, если f(u) = u(1− u), что соответствует ки-
нетической реакции второго порядка, то уравнение
(1) описывает процесс распространения цепного изо-
термического пламени [3].

Это уравнение впервые было выписано Фишером
[4] в 1937 г. независимо от Колмогорова, Петровско-
го, Пискунова [2]. Фишер изучал распространение
мутантного гена в популяции. Он исследовал ста-
ционарную задачу и провел тот же анализ, что и в
работе [2]. В работе [2] изначально рассматривалась
двумерная и одномерная постановки задачи. При-
мер из работы [2],

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
+ u(1− u)2, (2)

имеет биологическую трактовку и отвечает распро-
странению доминантного гена в популяции. Также
это уравнение может быть представлено для описа-
ния распространения цепного изотермического пла-
мени. Для этих примеров нелинейность f(u) удов-
летворяет условиям КПП [2]:

f(0) = f(1) = 0, f(u) > 0, 0 < u < 1,

max
0≤u≤1

f ′(u) = f ′(0) . (3)

Сейчас такую нелинейность называют КПП-нели-
нейностью.

В работе [2] было доказано, что при c ≥ 2
√
kf ′(0)

и КПП-нелинейности уравнение (1) имеет решение
в виде бегущей волны u(t, x) = g(x+ct). Для случая

u(0, x) = 1, x ≥ 0,

u(0, x) = 0, x < 0
(3′)

в работе [2] было доказано, что такое решение
u(t, x) при больших t сближается с решением вида
g(x + cmint), где cmin = 2

√
kf ′(0). Величина cmin и

есть «истинная», или ламинарная скорость пламе-
ни, если думать о нелинейности f(u) как о скорости
химической реакции.

При учете синтетической турбулентности вида
δv(t, x) уравнение (1) заменяется на уравнение

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
+ δv(t, x)

∂u

∂x
+ f(u) (4)

с начальным условием (3′). Здесь v(t, x) — случай-
ное поле, а δ — ненулевой параметр. В этом случае
скорость распространения фронта будет зависеть от
параметра δ. Турбулентная скорость по определе-
нию равна

c∗(δ) = lim
t→∞

E|x(t)|
t

, u(t, x(t)) =
1

2
, (5)

где x(t) — положение фронта, E — математическое
ожидание, т. е. усреднение по реализациям поля v.

Мы предположили, что v(t, x) — однородное эр-
годическое поле и v(t,−x) имеет то же распределе-
ние в пространстве реализаций, что и v(t, x). Это
условие отвечает изотропной турбулентности.

Предложенное определение годится для более
общих нелинейностей, а не только для КПП-случая.
Случай v(t, x) = v(x) рассматривался в работе Но-
лина и Ксина [5]. В этой работе сформулирован ва-
риационный принцип для вычисления турбулентной
скорости для КПП-нелинейности. Нолен и Ксин ис-
пользовали вероятностный подход Фрейдлина [6].
Они дали другое определение турбулентной скорос-
ти. Можно показать, что в нашем случае оба опре-
деления совпадают.

Если X(t) — диффузионный процесс с произво-
дящим оператором

k
∂2

∂x2
+ v(x)

∂

∂x

и T1 — время первого достижения значения 1 про-
цессом X(t), X(0) = 0, то определим функцию

μ(λ) = −Ev [lnEX [exp(−λT1)]] , (6)

где EX — усреднение, связанное с процессом X(t)

при фиксированной реализации поля v(x), а Ev —
усреднение по реализациям поля v(x).

Выпишем вариационный принцип для турбу-
лентной скорости:

c∗(δ) = min
λ>0

λ+ f ′(0)
μ(λ)

. (7)

В эту формулу нелинейность входит только через
f ′(0). Это уникальное свойство КПП-нелинейности.

Нолен и Ксин [5] доказали вариационный прин-
цип при довольно слабых условиях для v(x). Но
не все эти условия выполняются для случая, когда
v(x) — процесс Орнштейна –Уленбека (ОУ). Именно
для него был проведен наш численный счет.

Автокорреляционная функция ОУ равна

K(x) = e−θ|x|,

где 1/θ — пространственный масштаб корреляции.
Можно показать, что вариационный принцип верен
и для процесса ОУ. В работе [5] дана оценка скорос-
ти для больших δ:

0 <
A

δ
≤ c∗(δ) ≤ 1

δρ
, 0 < ρ < 1 , (8)
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где A — положительная константа, ρ — любое. Из
выражения (8) следует, что c∗(δ) → 0 с ростом тур-
булентной интенсивности δ. Без сомнения эти оцен-
ки верны и для процесса ОУ.

Мы рассмотрели также случай, когда v(x) =

= −W ′(x) — белый гауссов шум, W (x) — стандарт-
ный винеровский процесс. Тут возникает задача о
диффузионном процессе с производящим операто-
ром L, отвечающим линейному оператору из правой
части уравнения реакция–диффузия. Оператор L в
форме Феллера [7] записывается в следующем виде:

Lu = k exp

[(
δ

k
W

)
d

dx
exp

(
− δ

k
W

)
d

dx

]
u. (9)

В этой ситуации диффузионный процесс строится
как диффузия в броуновском потенциале, и функ-
цию μ(λ) можно вычислить явно, используя лемму
японского математика Котани (см., например, ра-
боту [8]). В итоге получается почти явная формула
для случая броуновского потенциала:

c∗(δ) = min
x>0

(
kx+

f ′(0)
x

) K0

(
4x/δ

2
)

K1

(
4x/δ

2
) , (10)

где δ = δ/k, Ki — модифицированная функция Бес-
селя индекса i. Численный счет показал хорошее со-
гласие с этой формулой.

При введении постоянного смещения ka/2 в кон-
вективной составляющей, т. е. при замене белого шу-
ма δv(x) на δv(x)+ka/2, формула для турбулентной
скорости приобретет вид

c∗(δ) = min
x>0

(
kx+

f ′(0)
x

) Kν

(
4x/δ

2
)

K1−ν
(
4x/δ

2
) , (11)

где ν = a/δ
2
, Kν — модифицированная функция

Бесселя индекса ν. Для фиксированного значения
ν = q турбулентная скорость не зависит от δ при
q = 0.5 и равна ламинарной, а при q > 0.5 тур-
булентная скорость растет с ростом δ и убыва-
ет при q < 0.5. Заметим, что к пульсационной
скорости δv(x) здесь добавлена средняя скорость
ka/2 = qδ2/2k, которая быстро растет с ростом δ,

что позволяет пламени быстрее преодолевать бро-
уновские ловушки.

Мы рассмотрели также случай динамического
поля ОУ, т. е. однородного гауссова поля v(t, x) со
средним значением E[v(t, x)] = 0 и ковариационной
функцией (4/τθ) exp(−τ |t|− θ|x|), где 1/τ — времен-
ной масштаб корреляции.

Можно показать, что при ограничении поля ОУ
на решетку, оно удовлетворяет регрессионному со-
отношению поля Хабиби [9], которое используется
при обработке изображений.

Обнаружены три типа поведения скорости c∗(δ):
убывающее (как в статике); возрастающее, а затем
убывающее; возрастающее. Возможен ли здесь рост
до бесконечности осталось невыясненным. В работе
[10] рассматривали одномерную модель турбулент-
ного высокотемпературного горения, распространя-
ющегося в динамическом поле синтетической турбу-
лентности. В работе получено ускорение пламени с
ростом интенсивности турбулентности.

Уменьшение скорости пламени в статическом од-
номерном случае связано с тем, что поле скорости —
градиентное поле, и большое значение δ дает более
глубокие ловушки. Такая картина должна иметь ме-
сто и в многомерном случае для градиентных полей.
Это предположение подтверждает наш численный
счет для двумерного поля ∇Ψ(x, y), где Ψ(x, y) —
скалярное двумерное поле ОУ.

Нами было рассмотрено поле вида
(−∂Ψ/∂y, ∂Ψ/∂x) с нулевой дивергенцией по скорос-
ти. В двумерном поле синтетической турбулентнос-
ти счет показал рост турбулентной скорости. Такая
постановка задачи вызывает большой физический
интерес, так как дополнительное условие бездивер-
гентного поля определяет выполнение уравнения
неразрывности в несжимаемых средах. Этот пример
приведен для КПП-нелинейности, но скорее всего
будет верен и для других нелинейностей. Главным
критерием является бездивергентное поле. Этот
аспект заслуживает дальнейших исследований. В
работах, например [11, 12], рассмотрены двумерные
постановки распространения турбулентного пла-
мени в водородно-воздушных и метано-воздушных
смесях с учетом детальной химической кинетики
в поле «синтетической» турбулентности и получе-
но качественное согласие с экспериментальными
данными.

2. ОРГАНИЗАЦИЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Все расчеты проводились только для случая
f(u) = u(1 − u). Для численного решения системы
уравнений использовали программный пакет Open-
FOAM (ver. 6) [13]. Рассматривалась эйлерова систе-
ма с равномерной сеткой. Система записана в неяв-
ном виде, источниковые члены линеаризованы. Рас-
четная область определена пространством [0, Lx].
Начальные условия имеют вид
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u(0, x) =

{
1, Lx − L∗ < x ≤ Lx,

0, 0 ≤ x ≤ Lx − L∗,
(12)

где L∗ — положение фронта пламени в начальный
момент. Согласно постановке задачи, пламя движет-
ся «налево». Граничные условия:

u(0) = 0,
∂u(Lx)

∂x
= 0 . (13)

Расчеты проведены для размера ячейки Δx =

= 0.125 или Δx = 0.25 в соответствии со сходимо-
стью задачи. Численные схемы определены вторым
порядком точности по времени и пространству. Шаг
по времени подбирался в соответствии с условием
Куранта для диффузионного и конвективного чле-
нов. Для всех значений параметров проводили от
50 до 100 реализаций в зависимости от разброса ре-
зультатов.

Роль ловушек (барьеров) хорошо видна на рис. 1.
На этом рисунке представлено движение фронта
x(t) для уравнения (4) в области x ∈ [0, 2000]. При
этом v(t, x) = 0 всюду, а на отрезке x ∈ [1000, 1100]

заданы значения v(x) = −1, δ = δb. Значения δb вы-
бирали от 0 до 5. Волна движется справа налево.
Сначала фронт движется со скоростью c∗ = −2, но
как только фронт достигает точки x = 1100, волна
встречает барьер и фронт останавливается (попада-
ет в ловушку). В случае, когда скорость потока в
ловушке |δbv(x)| < 2, фронт продолжает движение
с меньшей скоростью, а если |δbv(x)| ≥ 2, то фронт
некоторое время стоит на месте, а затем, благодаря

Рис. 1. Профили t–x положения фронта пламени в зави-
симости от времени при расчете области x ∈ [0, 2000]. В
расчетной области определен один скачок скорости v(x)

шириной 100 (на отрезке [1000, 1100]) и величиной δb. Во
всем остальном поле x скорость δv(x) = 0. Представлены
кривые: 1 — δb = 0; 2 — δb = 1; 3 — δb = 1.5; 4 — δb = 3;

5 — δb = 5

диффузии и КПП-нелинейности, возобновляет дви-
жение. При этом волна, как бы наверстывая упу-
щенное, начинает двигаться с большей скоростью, а
затем снова выходит на величину c∗ = −2.

Стохастическая форма уравнения КПП в
форме Феллера

Начальная форма уравнения КПП (4) со стохас-
тической частью в конвективном члене может быть
заменена на форму без конвективной составляю-
щей [7]:

∂u

∂t
= k exp

(
δ

k
W

)
∂

∂x

[
exp

(
− δ

k
W

)
∂u

∂x

]
+

+ f(u). (14)

Представленная форма записи является аналогом
первоначального уравнения с различием в знаке в
конвективном члене. Белый шум выражается про-
изводной винеровского процесса, который описыва-
ется уравнением

W (x) = −
x∫

0

v(ξ) dξ . (15)

При генерации случайного поля задаем поле по
следующему алгоритму:

Wi =Wi−1 + dWi, dW ∈ N(0,Δx) , (16)

где dW — гауссова случайная величина с парамет-
рами 0 и Δx, а первый элемент равенW0 = dW0, т. е.
на расстоянии x для поля будет справедливо прави-
ло W (x) ∈ N(0, x).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

3.1. Расчеты КПП для белого шума

Проведены численные расчеты распространения
фронта пламени в статическом поле ОУ. На рис. 2
приведены данные аналитического решения по фор-
муле (10) и два варианта численной реализации: по
уравнению (4) и в форме Феллера (14). Проведено
по 50 реализаций для каждого значения δ. Усредне-
ние проводится по оценочной средней скорости для
каждой реализации. Для значений δ > 1.0 пламя
на некоторое время останавливается в части реа-
лизаций и продолжительное время находится в од-
ном положении. По результатам расчетов видно, что
форма записи (14) дает лучшее согласие с анали-
тической кривой при бо́льших значениях амплиту-
ды δ. Но так же, как и в случае с использованием
уравнения (4), при больших значениях δ пламя оста-
навливается в процессе счета. Обе результирующие
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Рис. 2. Среднее значение скорости в зависимости от амп-
литуды возмущений δ. Сравнение расчета по уравнению
(14) с полем винеровского процесса (кривая 1, значения
отмечены квадратами) и расчета по уравнению (4) в поле
белого шума (кривая 2 со значениями, отмеченными круж-
ками). При больших δ наблюдаются различия в поведении
кривых. Штриховая кривая 3 — аналитическое решение

(10) уравнения КПП в поле белого шума

кривые дают хорошее согласие с аналитическим ре-
шением для δ < 2.5.

3.2. Расчеты КПП для поля ОУ

Далее проведены расчеты для стохастического
поля ОУ. Процесс ОУ удовлетворяет уравнению

vi = rxvi−1 + σ
√

(1− r2x)ξi , (17)

где rx = exp (−θΔx), переменная θ определена об-
ратным интегральным масштабом по пространству,
σ — дисперсия и ξi — нормальное гауссово распре-
деление со средним 0 и дисперсией 1. Для первого
элемента в пространственной сетке (индекс i = 0)
определено решение

v0 ∈ N(0, σ2) . (18)

Значение дисперсии σ подбирается из условия, что
интеграл ковариационнойфункции должен быть ра-
вен 1. Тогда

σ =

√
θ

2
. (19)

Проведено сравнение средних значений скоростей
при различных значениях амплитуды возмущений
δ
√
θ/2 для поля ОУ при разных значениях θ = 0.01,

1, 100 (рис. 3). При первых двух значениях θ реше-
ние приближается к аналитическому решению за-
дачи с белым шумом. Стоит отметить, что во всех
рассмотренных вариантах скорость уменьшается.

Рис. 3. Среднее значение скорости в зависимости от ам-
плитуды возмущений δ

√
θ/2. Расчеты проведены для поля

ОУ с различными значениями θ. Кривая 1 — θ = 0.01, кри-
вая 2 — θ = 1, кривая 3 — θ = 100. Штриховая кривая 4 —

аналитическое решение с белым шумом

3.3. Определение системы КПП для поля
ОУ в динамическом поле

Рассмотрим однородное гауссово поле v(t, x)

со средним 0 и ковариационной функцией
σ2exp(−τ |t| − θ|x|). Для этого поля справедливо
регрессионное соотношение Хабиби [9] на решетке:

vi,j = rxvi−1,j + rtvi,j−1 − rxrtvi−1,j−1 +

+ σ
√
(1− r2x)(1− r2t ) ξi,j , (20)

где rt = exp (−τΔt) и rx = exp (−θΔx) — перемен-
ные корреляционной зависимости по времени и про-
странству. Переменные θ и τ определены обратными
интегральными масштабами соответственно по про-
странству и времени. При генерации поля обход на-
чинается с угла и идет сначала по пространству, за-
тем переходит на следующий временной слой. Гра-
ничные элементы для vi,j определены по зависимо-
стям

vi,j =

⎧⎪⎨⎪⎩
rtv0,j−1+σ

√
(1−r2t )ξ0,j , i = 0,

rxvi−1,0+σ
√
(1−r2x)ξi,0, j = 0,

ξ0,0, i = j = 0 .

(21)

Дисперсия динамического поля ОУ определяет-
ся формулой

σ2 =
1

4
τθ. (22)

На рис. 4 показаны расчетные кривые для ди-
намического поля ОУ с интегральными значения-
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Рис. 4. Зависимости скорости фронта пламени в динами-
ческом поле ОУ по уравнению (4). Размеры расчетных об-
ластей Lx = 2000 или Lx = 6000 в зависимости от ампли-
туды δ. Рассмотрены следующие комбинации: τ = 0.01,
θ = 0.01 (кривая 1); τ = 100, θ = 0.01 (2); τ = 0.01,
θ = 100 (3) и τ = 100, θ = 100 (4); кривая 5 — аналитиче-

ское решение задачи (10) в статическом поле

ми τ и θ. При больших значениях τ = 100 ско-
рость пламени c∗ растет с увеличением амплитуды
δ. При τ = 0.01 скорость снижается: для θ = 100

скорость убывает монотонно с увеличением δ, а для
θ = 0.01 наблюдается начальный рост до значений
δ ≈ 100 с последующим уменьшением при увеличе-
нии δ. Для последней кривой проблема расчетов со-
стояла в том, что положение фронта пламени сильно
отклонялось от средней траектории движения, что
требовало увеличения количества реализаций и уве-
личения размеров расчетной области Lx. Основным
отличием динамического поля от статического, где
скорость фронта замедляется ловушками, состоит
в том, что в динамическом поле эти ловушки дви-
жутся, т. е. локально меняется закон диффузии. Мы
предполагаем, что этот фактор приводит к росту
скорости пламени при определенных комбинациях
интегральных масштабов. Сменится ли рост скоро-
сти ее уменьшением при больших интенсивностях
осталось невыясненным.

3.4. Двумерные расчеты

Для проверки предположения, что градиентные
случайные поля могут только замедлять скорость
распространения пламени, были проведены двумер-
ные расчеты. Общую форму уравнения КПП (4)
расширили для многомерного случая:

Рис. 5. Профили x–t положения фронта пламени в зави-
симости от времени при распространении пламени в дву-
мерной постановке. Рассмотрены три варианта: кривая 1—
градиентное поле с параметрами θ = 0.01, δ = 100 дает
среднюю скорость пламени 1.5; кривая 2 — градиентное
поле с θ = 100, δ = 0.2 имеет результирующую скорость
1.95; кривая 3 — безградиентное поле с θ = 0.01, δ = 100

со скоростью 3.4

∂u

∂t
= kΔu+ δv(x, y)∇u + f(u) . (23)

Функция скорости v(x, y) выражается градиента-
ми потенциала v = ∇Ψ = (∂Ψ/∂x; ∂Ψ/∂y). Ска-
ляр Ψ генерируется аналогично динамическому по-
лю по модели Хабиби в уравнениях (20)–(22), толь-
ко вместо времени используется вторая простран-
ственная координата. Модель изотропна, т. е. харак-
терный размер возмущений по осям одинаков и вы-
ражается переменной θ. Также рассмотрен случай
бездивергентного поля, когда скорость описывается
выражениями ∇v = 0, v = (−∂Ψ/∂y; ∂Ψ/∂x).

Построено двумерное поле размерами 1000 на
250 со структурированной сеткой размером 0.25.
Фронт пламени движется слева направо. На верх-
них и нижних границах определены условия нуле-
вого градиента для скорости v и переменной u. На
боковых границах условия остались прежними (13).
Генерируем поле Ψ с параметрами θ = 0.01, δ = 100.
Для анализа результатов на рис. 5 представлены
x–t-диаграммы усредненного по y-координате фрон-
та пламени для трех случаев. В градиентном поле
скорость фронта убывает и составляет в среднем 1.5

(кривая 1), а в бездивергентном поле достигает 3.4

(кривая 3), что на 75% превышает скорость в невоз-
мущенной среде. Кривая 2 воспроизводит практи-
чески ламинарное течение с параметрами θ = 100,
δ = 0.2.
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Рис. 6. Профиль фронта горения в градиентном поле (кри-
вая 1) в момент времени 450 и в бездивергентном поле
(кривая 2) при t = 150. Пламя распространяется снизу

вверх

На рис. 6 показаны профили фронтов пламени.
Кривой 1 представлен профиль фронта в градиент-
ном поле, а кривой 2 — в бездивергентном. В послед-
нем варианте наблюдается сильное развитие поверх-
ности и выделение «языков» пламени. Данная кар-
тина развития пламен наиболее похожа на задачи
распространения турбулентных пламен, где учиты-
вается множество уравнений: уравнение неразрыв-
ности, уравнение сохранения количества движения
и уравнение сохранения энергии.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено исследование зависимости турбулент-
ной скорости изотермического пламени в случайном
потоке от интенсивности турбулентности для одно-
мерного случая и КПП-нелинейности. Для статичес-
кой случайной среды турбулентная скорость убыва-
ет и стремится к нулю с ростом турбулентной ин-
тенсивности. Такое поведение турбулентной скорос-
ти получено как для белого шума, так и для процес-
са ОУ. Мы объясняем это тем, что скорость случай-
ного потока есть градиент случайного потенциала,
что приводит к ловушкам и замедлению диффузии.

Аналитически показано, что при наличии спут-
ного потока — добавлении средней скорости к пуль-
сационной δv(x) — фронт пламени легче преодоле-

вает ловушки, что приводит к росту скорости. Ес-
ли рассмотреть поле δv(x) + ka/2, q = a/δ

2
, то при

q > 0.5 скорость растет, при q < 0.5 убывает, а при
q = 0.5 скорость остается постоянной. Такой мощ-
ный поток, порядка δ2, позволяет пламени преодо-
левать ловушки.

Проведенные численные эксперименты для по-
ля ОУ динамической среды показали, что учет ди-
намического поля δv(t, x) может приводить к росту
турбулентной скорости. Оказалось, что для динами-
ческой среды в некоторых областях масштабов по
пространству и времени возможен начальный рост
скорости при росте турбулентности. Отметим, что
в статическом поле движение частиц замедляется
глубокими ловушками. Мы предполагаем, что в ди-
намическом поле глубокие ловушки движутся, ме-
няется закон диффузии, что, возможно, приводит к
росту скорости пламени. Сменится ли рост скорос-
ти падением при больших интенсивностях осталось
невыясненным.

Нами проведен двумерный расчет для статичес-
кого градиентного поля. Получено, что турбулент-
ная скорость пламени убывает. Видимо, это общий
факт для градиентных полей. Случайное градиент-
ное поле скоростей в двумерном и трехмерном слу-
чаях должно давать тот же эффект. Возможно, что
это верно не только для КПП-нелинейности.

В работе был рассмотрен пример двумерного
бездивергентного поля, для которого численный
счет показал рост турбулентной скорости. Предпо-
лагается, что это имеет место для широкого класса
задач.
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Обнаружено, что в ванадии критическая температура поверхностной сверхпроводимости Tcs на 0.04 К
превышает критическую температуру сверхпроводимости объема Tcv. Незатухающие токи поверхностной
сверхпроводимости могут эффективно обеспечить захват магнитного потока. Оценка плотности крити-
ческого тока поверхностной сверхпроводимости дает величину порядка js = 5 · 106 А/см2 при T = Tcv.

DOI: 10.31857/S0044451021030147

1. ВВЕДЕНИЕ

Явление поверхностной сверхпроводимости из-
вестно давно, и его теоретическое описание, данное
Де Женом [1], можно найти практически во всех
посвященных сверхпроводимости книгах. При этом
совпадение критических температур объема и по-
верхности принимается как постулат. Кроме того,
нигде не обсуждаются такие вопросы, как возмож-
ность захвата магнитного потока токами поверх-
ностной сверхпроводимости и каковы критические
значения этих токов.

Исследованиям сверхпроводимости в ванадии
посвящено удивительно мало работ. В качестве при-
мера можно указать на работы [2,3]. Из них извест-
но, что ванадий является сверхпроводником второ-
го рода с параметром Гинзбурга –Ландау 1.8 [2] или
0.78 [3]. Критическая температура Tc ванадия счи-
тается равной 5.45 К.

Известны также работы по исследованию сверх-
проводящих свойств малых частиц и пленок вана-
дия, например [4, 5].

Целью настоящей работы являлось магнитомет-
ричекое исследование сверхпроводящих свойств ва-
надия вблизи его критической температуры.

* E-mail: KHLY@kapitza.ras.ru

2. ОБРАЗЕЦ И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Исследовавшийся образец ванадия был сфери-
ческой формы. При его изготовлении из исходно-
го монокристалла вначале вырезался кубик, кото-
рый затем был обточен в вихревой воздушной ячей-
ке, внутренняя поверхность которой была выложе-
на мелкой шкуркой. Поврежденный поверхностный
слой удалялся химическим травлением. Диаметр из-
готовленного образца ванадия составил 1 мм.

Такой форме образцов соответствует точно опре-
деленное значение размагничивающего фактора
1/3. Кроме того, сфера очень привлекательна для
бесконтактных магнитометрических исследований
поверхностной сверхпроводимости. На «экваторе»
образца, все точки которого эквивалентны друг
другу, внешнее приложенное магнитное поле везде
касательно к поверхности шара. Соответственно,
вблизи экватора следует ожидать возникновения
четко локализованных замкнутых сверхпрово-
дящих контуров, порожденных поверхностной
сверхпроводимостью.

Измерения проводились при помощи SQUID-
магнитометра [6], который позволяет регистриро-
вать зависимости M(H) (магнитного момента об-
разца от внешнего магнитного поля) при фиксиро-
ванной температуре, а также зависимостиM(T ) при
фиксированном внешнем поле.

(H,T )-область проведенных исследований бы-
ла ограничена конечным динамическим диапазоном
системы регистрации магнитного момента. Отноше-
ние (максимальный регистрируемый сигнал)/(уро-
вень шума) составило порядка 107.
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Рис. 1. а — Начальная часть записи зависимости M(H) при развертке приложенного к образцу поля от нуля. Темпера-
тура близка к критической. Штрихи — результат измерений при низких температурах. На врезке — результат численного
дифференцирования. б — Эволюция петель гистерезиса при приближении к критической температуре. Стрелки — на-

правление обхода петель

Измерения проводились при температурах от
4.2 К до температур, примерно на 1 К превышаю-
щих критические температуры ванадия. Температу-
ра определялась по показаниям термопары медь–зо-
лото, а малые смещения по температуре — по изме-
нению режима нагревателя.

Дополнительная калибровка установки проводи-
лась по магнитному моменту одиночного витка, че-
рез который пропускался хорошо контролируемый
ток. Виток из медной проволоки 0.01 мм был намо-
тан на кварцевый каркас диаметром 1.6 мм.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

При низких температурах, в пределах доступной
области наблюдений −2 Э < H < 2 Э, зависимости
M(H) оказались линейными и полностью обрати-
мыми, без каких-либо признаков гистерезиса.

При несколько более высоких температурах,
вблизи критической, начальный участок зависимо-
стей M(H) остается точно таким же, как и при
низких температурах, полностью обратимым. Одна-
ко при дальнейшем увеличении приложенного поля
зависимости M(H) отклоняются от линейных, что

указывает на то, что магнитное поле начинает про-
никать в образец (рис. 1a). Представленная на ри-
сунке экспериментальная запись и аналогичные ей
были сделаны после предварительных нагревов об-
разца до его нормального состояния и охлаждений
до выбранной температуры при H = 0.

Поскольку размагничивающий фактор образца
точно известен, представляется обоснованным свя-
зать наблюдаемое поле излома H∗ с критическим
полем объемной сверхпроводимости Hc1 = (3/2)H∗.

При развертке внешнего поля до величин, пре-
восходящих поле H∗, зависимостиM(H) становятся
гистерезисными (рис. 1б). Обычно подобное поведе-
ние зависимостей M(H) связывают с проявлением
пиннинга.

В силу жесткой связи между Hc1 и H∗ темпера-
турная зависимость критического поля H∗(T ) поз-
воляет определить критическую температуру для
объема образца Tcv, как показано в правой части
рис. 2.

На этом же рисунке показаны результаты изме-
рений магнитного момента образца при его охла-
ждении в постоянном, не изменяющемся магнитном
поле и без него. Следует особо подчеркнуть, что в
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Рис. 2. Температурные зависимости критического поляH∗

и магнитного момента образца при его охлаждении в неиз-
менном внешнем поле

обоих случаях никакого заметного магнитного мо-
мента не возникает вплоть до температуры Tcv. Сле-
довательно, есть все основания утверждать, что при
температурах выше Tcv никакой сверхпроводимости
в объеме образца не существует.

Неожиданный результат появляется при раз-
вертке внешнего поля, если температура превыша-
ет Tcv. Зависимости M(H) остаются гистерезисны-
ми. Наличие гистерезиса на зависимостяхM(H) од-
нозначно свидетельствует, что и при температурах
больших Tcv остается возможность захвата образ-
цом магнитного потока. Важно также, что при оста-
новке развертки поля магнитный момент остается
неизменным, т. е. индуцированный изменяющимся
внешнем полем ток не затухает.

Кроме регистрации частных петель удается по-
казать существование предельной петли, на кото-
рую зависимости M(H) выходят при достаточно
широком диапазоне развертки прикладываемого по-
ля (рис. 3a). Эта предельная петля оказывается од-
ной и той же независимо от того, в нулевом или ко-
нечном поле производилось предварительное охла-
ждение образца.

При увеличении температуры амплитуда наблю-
даемой предельной петли гистерезиса, как показано
на рис. 3б, уменьшается. При этом все ее характер-
ные черты полностью сохраняются.

Принципиальное отличие полученных зависимо-
стей M(H) на предельной петле гистерезиса от по-
хожих зависимостей, обусловленных пиннингом, за-
ключается в том, что экстремальные величины маг-

нитного момента наблюдаются ДО, а не ПОСЛЕ
прохождения внешнего поля через нуль. Еще одной
важной чертой предельной петлиM(H) является ее
симметрия. И верхняя, и нижняя ветви петли четны
относительно поля наблюдения экстремума магнит-
ного момента.

Температурные зависимости амплитудной вели-
чины магнитного момента на предельной петле ги-
стерезиса представлены на рис. 4. При температу-
рах выше Tcs зависимости M(H) становятся линей-
ными и полностью обратимыми. Состояние образца
в этих условиях следует считать нормальным. Раз-
ность температур Tcs и Tcv составила 0.04 К.

Зарегистрированные зависимости магнитного
момента образца и характерный ромбообразный
вид предельной петли гистерезиса однозначно
свидетельствуют о существовании в образце при
температурах между Tcv и Tcs тонкого сверхпрово-
дящего контура. Этот контур может располагаться
только на поверхности образца. Более того, можно
утверждать, что он локализован вблизи «экватора»
образца, поскольку нормальная компонента маг-
нитного поля подавляет поверхностную сверхпрово-
димость. Таким образом, диаметр захватывающего
магнитный поток контура равен диаметру образца.
Подобный вывод подтверждается также тем, что на
начальном этапе записи частной петли, сразу после
изменения направления развертки приложенного
поля, величина производной dM/dH соизмерима с
восприимчивостью образца в заведомо сверхпрово-
дящем состоянии.

Отсюда, используя проведенные калибровки, по-
лучается, что критический ток Ic (контурный ток на
предельной петле гистерезиса) при Tcv может дости-
гать величин 50 мА. Координатная ось в единицах
тока также показана в правой части рис. 4.

Смещение экстремальных значений магнитного
момента на предельной петле гистерезиса относи-
тельно нуля внешнего поля вызывается индуциро-
ванным в контуре током. Поле этого тока снаружи
образца направлено против разворачиваемого поля,
соответственно, нулевые значения на поверхности
реализуются раньше, чем внешнее поле становится
равным нулю. В проведенных экспериментах смеще-
ние максимумаM относительно нуля приложенного
поля составило примерно 1 Э (см. рис. 3). Это поз-
воляет сделать оценку протяженности сверхпрово-
дящего токонесущего контура вдоль «меридиана».
Она составила 0.2 мм (при токе 50 мA поле в 1 Э
на поверхности проволоки возникает при ее диамет-
ре 0.2 мм).
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Рис. 3. a — Выход зависимости M(H) на предельную петлю гистерезиса при последовательном увеличении амплитуды
развертки поля. Начальная точка – в начале координат. б — Изменение (уменьшение) предельной петли гистерезиса при

повышении температуры. Стрелки — направление обхода петель

Рис. 4. Температурные зависимости H∗(T ) и амплитудной
величины магнитного момента на предельной петле гисте-

резиса

Считая, что наблюдаемые поверхностные токи
текут в слое порядка глубины проникновения (500–
1000 Å), можно также дать оценку средней плотно-
сти протекающего по контуру тока jс = 5 ·106 А/см2

при T = Tcv. Такая величина плотности тока, пре-
восходящая параметры технических сверхпроводни-
ков при самых низких температурах, достигается
всего на 1% ниже критической температуры пере-
хода поверхности образца в сверхпроводящее состо-
яние. Следовательно, характерным масштабом для
зарегистрированных контурных токов поверхност-
ной сверхпроводимости являются «токи распарива-
ния».

Следует также отметить, что эта оценка нахо-
дится в полном согласии с результатами компьютер-
ного моделирования [7].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, полученные экспериментальные
результаты показывают, что поверхностную сверх-
проводимость никак нельзя считать пренебрежимо
малым, «слабым» эффектом. Поверхностная сверх-
проводимость заметно экранирует внешнее магнит-
ное поле, а плотность зарегистрированных, возбуж-
даемых в поверхностном слое, незатухающих элект-
рических токов соизмерима с плотностью «токов
распаривания» сверхпроводимости объема.

Кроме того, показано, что существует конечный
интервал температур, в котором реализуется толь-
ко поверхностная сверхпроводимость. При охлажде-
нии сначала при температуре Tcs возникает поверх-
ностная сверхпроводимость, и только при дальней-
шем охлаждении до температур меньших Tcv появ-
ляется сверхпроводимость объема. Аналогичная си-
туация наблюдалась ранее при исследовании образ-
цов свинца [8].

Полученные экспериментальные результаты по-
казывают, что поверхностную сверхпроводимость
следует рассматривать как самостоятельное явле-
ние, сверхпроводимость в «двумерной» системе.
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В широком температурном интервале, включающем мартенситный переход, исследованы магнитные и
магнитотранспортные свойства тонких пленок сплавов Гейслера Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7, осажденных на
подложках MgO(100). Для данного состава мартенситный переход не сопровождается магнитным фазо-
вым переходом, так как мартенситная и аустенитная фазы являются ферромагнетиками с близкими зна-
чениями намагниченности. Сопротивление не испытывает резких изменений при мартенситном переходе.
Магнитосопротивление отрицательно, уменьшается по величине при увеличении температуры в диапа-
зоне 100–250 К, соответствующем мартенситному переходу, а затем увеличивается до −1 %. Полевые
зависимости сопротивления Холла имеют характерный вид для однородных ферромагнитных сплавов.
Определены коэффициенты нормального и аномального эффектов Холла. Показано, что коэффициент
аномального эффекта Холла описывается зависимостью Rs = αρ + βρ2, где ρ — сопротивление и вто-
рой член меньше первого, что указывает на важную роль интерференционного примесного-фононного
механизма рассеяния.
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практических применений свойствами, что и опре-
деляет непрерывно возрастающий интерес к этим
системам [1, 2]. Сплавы семейства Ni–Mn–X, где
Х = Ga, In, Sb, определенного концентрационного
состава испытывают мартенситный переход (MП) из
высокотемпературной кубической фазы (аустенит)
в низкотемпературную фазу с тетрагональными ис-
кажениями (мартенсит) при характерной темпера-
туре TM и обратно, при повышении температуры,
при температуре TA, что сопровождается темпера-
турным гистерезисом. Этот переход ответствен за
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многие свойства, в частности за гигантские дефор-
мации [3], гигантский магнитокалорический эффект
[4], гигантский аномальный эффект Холла [5], маг-
нитный эффект памяти формы [6] и др. Недавно
в сплавах семейств Ni–Mn–Ga и Ni–Mn–In обнару-
жены скирмионы [7, 8] и соответствующий им то-
пологический эффект Холла [9]. Принято считать,
что МП связан с действием коллективного эффек-
та Яна –Теллера, при котором выигрыш в энергии
за счет понижения симметрии решетки компенсиру-
ется проигрышем в энергии электронной подсисте-
мы. Хотя ряд экспериментальных фактов (cм., на-
пример, работу [10]) и теоретические расчеты (см.,
например, работу [11]) подтверждают эту концеп-
цию, существуют данные, ей противоречащие. Так,
пропорциональный плотности состояний на уровне
Ферми электронный вклад в теплоемкость в спла-
вах Ni–Mn–In незначительно меняется при МП [12],
также малы изменения магнитооптического эффек-
та Керра [13], не найден электронный вклад в магни-
токалорический эффект [4]. Это указывает на доста-
точно сложный и до конца не понятый характер пе-
рестройки электронной структуры при МП. Одними
из наиболее эффективными зондами-индикаторами
фазовых переходов и изменений электронной и маг-
нитной структур являются магнитотранспортные
эффекты, такие как магнитосопротивление и эф-
фект Холла. Эти явления, особенно эффект Холла
с выделением нормальной и аномальной составляю-
щих, были изучены только для единичных составов
сплавов Гейслера, испытывающих ярко выражен-
ный МП. Были выявлены изменение типа носителей
при MП [14], перераспределение d-состояний со спи-
нов вдоль и против намагниченности [15], сильные
антиферомагнитные корреляции [16]. Изучение ано-
мального эффекта Холла, являющегося централь-
ным в группе спонтанных гальваномагнитных явле-
ний и ярким представителем спин-зависящих явле-
ний переноса, в сплавах Гейслера имеет и самостоя-
тельное значение, так как до сих пор продолжаются
дискуссии о роли различных механизмов в форми-
ровании этого эффекта [17]. Например, недавно в
работе [18] утверждалось, что аномальный эффект
Холла в сплавах Ni–Mn–Ga связан с асимметрич-
ным рассеянием, тогда как в работах [14–16] пока-
зано, что ни асимметричное рассеяние, ни механизм
бокового смещения или собственный механизм не
позволяют объяснить эксперимент для сплавов на
основе Ni–Mn–In и сплава Ni47.3Mn30.6Ga22.1.

В настоящей работе в широком интервале тем-
ператур, включающем область МП, исследованы
магнитные свойства, сопротивление, магнитосо-

противление, сопротивление Холла тонких пленок
Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7. Выбор данного состава
сплавов, принадлежащего к классу магнитных
сплавов с эффектом памяти формы, определя-
ется следующими факторами. Во-первых, для
этого состава детально исследованы структурные
свойства [19, 20]. Во-вторых, МП в этих сплавах
выражен не так ярко, как для сплавов Ni–Mn–In
или Ni–Mn–Ga, для которых ранее изучались
транспортные свойства. Более того, МП в этом
сплаве происходит в ферромагнитной фазе, т. е. при
МП нет резких изменений намагниченности или
сопротивления, и можно сказать, что это пример
«скрытого» МП. В-третьих, высокая температура
Кюри, обусловленная наличием кобальта, и темпе-
ратурный интервал МП выше азотной температуры
позволяют исследовать аномальный эффект Холла
в широкой области температур. Нами показано, что
поведение магнитосопротивления, сопротивления
Холла, коэффициентов нормального и аномального
эффектов Холла в пленках Ni–Fe(Co)–Ga карди-
нально отличается от имеющих место в сплавах
Ni–Mn–In и Ni–Mn–Ga.

2. МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ И ОБРАЗЦЫ

2.1. Образцы

Поликристаллические пленки сплава Гейслера
Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7 (ат.%) толщиной 1 мкм бы-
ли получены распылением исходной мишени на под-
ложки MgO(001), нагретые до температуры 773 K.
Детали изготовления пленок и их структурные свой-
ства описаны в работах [19,20]. На основе структур-
ных измерений методами рентгеновского структур-
ного анализа. рентгеновской фотоэлектронной спек-
троскопии и магнитного кругового дихроизма, фер-
ромагнитного резонанса [19, 20] было получено, что
в пленках происходят прямой и обратный МП без
изменения типа магнитного упорядочения (т. е. МТ
происходит внутри ферромагнитной фазы) и пленки
характеризуются тремя ферромагнитными фазами:
кубической L21-упорядоченной аустенитной, тетра-
гональной мартенситной и неупорядоченной куби-
ческой γ-фазой.

2.2. Магнитные и транспортные измерения

Измерения намагниченности выполнены на виб-
рационном магнитометре Lake Shore VSM при тем-
пературе 80–400 К в магнитных полях до 16 кЭ.
Ниже мы определяем намагниченность M как маг-
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нитный момент холловского образца в виде полоски
размерами 2 × 6 мм. Магнитное поле прикладыва-
лось перпендикулярно плоскости тонкопленочного
образца, т. е. в холловской геометрии.

Магнитотранспортные свойства измерялись
стандартным четырехзондовым методом в маг-
нитных полях до 21 кЭ при 80–400 K. Для
исключения четных по намагниченности эффектов
при определении коэффициентов Холла измерения
сопротивления Холла при каждой температуре про-
водились при двух противоположных направлениях
поля и тока.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Намагниченность

Температурные зависимости намагниченности
M(T ) в магнитных полях 50 Э и 16 кЭ приведены
на рис. 1а и хорошо коррелируют с результатами
предыдущих исследований этих пленок (см. рис. 3
в работе [19]). MП начинается при 250 K (рис. 1а),
намагниченность изменяется при МП незначитель-
но и монотонно. Завершение МП происходит при
T < 80 K, что также согласуется с результатами
работы [19]. MП проявляется только в слабых
магнитных полях. Следует отметить, что величина
намагниченности при низких температурах почти
в два раза больше при 16 кЭ, чем при 50 Э, что
указывает на наличие при низких температурах
в слабых полях неколлинеарных структур, обу-
словленных конкуренцией ферромагнитного и
антиферомагнитного обменных взаимодействий.

Полевые зависимости намагниченности пред-
ставлены на рис. 1б. Эти данные используются
для определения коэффициентов нормального и
аномального эффектов Холла.

3.2. Электрическое сопротивление и
магнитосопротивление

На рис. 2 показана температурная зависимость
сопротивления при нагреве и охлаждении.

MП очень слабо проявляется в температурной
зависимости сопротивления. Расхождение кривых
при нагреве и охлаждении происходит приблизи-
тельно при 250 К, т. е. при той же температуре, что
и в температурной зависимости намагниченности.
Отметим две особенности поведения сопротивления.
Во-первых, оно мало: меньше, чем 150 мкОм · см при
всех температурах, т. е. эти сплавы, несмотря на то

Рис. 1. (В цвете онлайн) Зависимости намагниченности
тонких пленок Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7 от a) температуры
при нагреве (кривая 1) и охлаждении (кривая 2) в магнит-
ном поле 50 Э (на вставке то же при 16 кЭ) и при нагреве
после охлаждения в нулевом поле (кривая 3); б) от маг-

нитного поля при температурах 150, 225, 340 К

что они поликристаллические, четырехкомпонент-
ные и многофазные, являются низкорезистивными.
Во-вторых, температурный коэффициент сопротив-
ления практически постоянен во всем исследован-
ном интервале температур.

На рис. 3 показана температурная зависимость
магнитосопротивления MR = (ρ(H)− ρ(H))/ρ(0).

Mагнитосопротивление отрицательно и меньше
1%, при повышении температуры сначала уменьша-
ется, а затем выше 250 K увеличивается, демонст-
рируя широкий минимум. Такое поведение явля-
ется необычным, так как магнитосопротивление в
окрестности структурных фазовых переходов, как
правило, имеет четко выраженные экстремумы в
той же области, где происходит переход.
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Рис. 2. Температурная зависимость электрического сопро-
тивления пленок Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7 при нагреве (кри-

вая 1) и охлаждении (кривая 2)

Рис. 3. Температурная зависимость магнитосопротивле-
ния пленок Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7

3.3. Эффект Холла

На рис. 4 показаны полевые зависимости со-
противления Холла ρH при температурах 150, 225,
340 К, т. е. в окрестности МП и в аустенитной фазе
выше МП. Поведение сопротивления Холла типично
скорее для однородных ферромагнетиков, чем для
многофазных образцов или сплавов Гейслера с яр-
ко выраженным МП. Сначала сопротивление Холла
возрастает при увеличении поля, следуя изменению
намагниченности, а затем насыщается в тех же по-
лях, что и намагниченность.

Рис. 4. Полевые зависимости сопротивления Холла пленок
Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7 при 150, 225, 340 K

Начнем обсуждение экспериментальных данных
с сопротивления. Сопротивление образцов пример-
но той же величины, что и для кристаллических
сплавов на основе Ni и Fe [20]. Сильная температур-
ная зависимость сопротивления, которая определя-
ется рассеянием на фононах и магнитных неодно-
родностях, близка к линейной. Как хорошо извест-
но, фононный и магнитный вклады в сопротивление
ферромагнетиков линейны по температуре в обла-
сти температур выше дебаевской и ниже темпера-
туры Кюри. Для нашего состава температура Кюри
составляет около 400 К (см. рис. 1а), а температуру
Дебая по аналогии с данными для сплавов Ni2MnGa

и Ni2MnIn (см. табл. 6 в работе [21]) можно оценить
как 200–250 К. Наиболее важным фактом являет-
ся весьма слабое изменение сопротивления при МП.
Если МП связан с изменением электронной структу-
ры, то плотность состояний на уровне Ферми, g(EF ),
должна изменяться, что подтверждается теорети-
ческими расчетами [22]. Но это не проявляется в
сопротивлении, зависящем от плотности состояний,
согласно выражению Мотта [23], как

∣∣V 2
∣∣ /g(EF )3,

где V — потенциал рассеяния. По-видимому, изме-
нение плотности состояний компенсируется измене-
нием потенциала рассеяния. К сожалению, расче-
ты электронной структуры выполнены только для
T = 0, и поэтому прямое сопоставление теории с экс-
периментом, не учитывающее температурные изме-
нения плотности состояний, невозможно. Отметим,
что поскольку намагниченность изменяется незна-
чительно, трансформация d-cостояний должна быть
незначительной, а значит, s–d-рассеяние принципи-

549



М. И. Блинов, В. А. Черненко, В. Н. Прудников и др. ЖЭТФ, том 159, вып. 3, 2021

ально не изменяется при МП в рассматриваемом
случае.

Отрицательное магнитосопротивление связано с
подавлением магнитным полем спиновых флукту-
аций и магнитного беспорядка. В соответствии с
этим механизмом этот вклад в магнитосопротивле-
ние растет при приближении к температуре Кюри
(400 K) в аустенитной фазе, т. е. выше 250 К. Умень-
шение же магнитосопротивления при 100–250K, т. е.
в области МП, выглядит неожиданным. Обраща-
ет на себя внимание также тот факт, что величи-
на магнитосопротивления при низких температурах
того же порядка, что и при высоких, хотя для рас-
сеяния на магнонах должна быть много меньше.
Мы связываем такое поведение магнитосопротивле-
ния с наличием антиферромагнитных корреляций,
приводящих к неколлинеарным локальным струк-
турам. Рассеяние на таких структурах подавляется
в сильном магнитном поле, поэтому магнитосопро-
тивление достаточно велико при низких температу-
рах, где конкуренция между антиферромагнитным
и ферромагнитным взаимодействиями существенна.
При повышении температуры такие неколлинеар-
ные образования постепенно исчезают в силу об-
разования аустенитной фазы и кубической γ-фазы
[19], что и приводит к уменьшению магнитосопро-
тивления.

Сопротивление Холла в общем случае описыва-
ется соотношением

ρH = R0Bz + 4πRsMz +ΔρH , (1)

Здесь первый член описывает нормальный эффект
Холла, обусловленный действием силы Лоренца,
R0 — коэффициент нормального эффекта Холла и
Вz — z-компонента магнитной индукции. Второй
член в (1) характеризует аномальный эффект Хол-
ла, который возникает за счет спин-орбитального
взаимодействия, Rs — коэффициент аномального
эффекта Холла. Третий член описывает возможный
топологический и антиферромагнитный эффекты
Холла (см., например, работу [16]). Полевая зависи-
мость сопротивления Холла (рис. 4) имеет стандарт-
ный вид для ферромагнитных сплавов, хорошо кор-
релирует с полевой зависимостью намагниченности
без каких-либо признаков топологического эффек-
та Холла или антиферромагнитного эффекта Хол-
ла, и далее этот вклад не рассматривается. Тогда,
аппроксимируя данные для полевой зависимости со-
противления Холла (рис. 5) зависимостью намагни-
ченности от магнитного поля (см. рис. 1б) и сле-
дуя определению сопротивления Холла (1) без по-
следнего члена, можно определить коэффициенты

Рис. 5. Температурные зависимости коэффициен-
тов нормального R0 и аномального Rs эффектов
Холла пленок Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7. Штриховая
линия — аппроксимация с помощью соотношения Rs =

= αρ + βρ2, α [Гс−1] = 4.92 · 10−8 + 2.34 · 10−22,
β [(Ом · см · Гс)−1] = 4.48 · 10−9 + 4.52 · 10−25

нормального R0 и аномального Rs эффектов Холла.
Такая методика разделения вкладов этих эффектов
описана в работе [14]. Результат такого разделения
коэффициентов нормального и аномального эффек-
тов Холла показан на рис. 5.

Коэффициент нормального эффекта Холла от-
носительно слабо зависит от температуры по срав-
нению с ранее исследованными сплавами Гейсле-
ра, испытывающими МП [14,16]. Коэффициент ано-
мального эффекта Холла монотонно растет при по-
вышении температуры, как и в низкорезистивных
металлах и сплавах. Для Ni коэффициент аномаль-
ного эффекта Холла отрицателен, но в сплавах с
другими металлами меняет знак в области средних
концентраций [24], так что положительный знак это-
го коэффициента в рассматриваемом случае с со-
держанием Ni 49.7% не противоречит этой тенден-
ции. Для температурной зависимости Rs соотноше-
ния вида Rs ∝ ρn, где n = 1 для асимметричного
рассеяния и n = 2 для собственного механизма и
механизма бокового смещения [25], не применимы.
Для рассматриваемого случая процедура аппрокси-
мации приводит к n = 0.7, что подтверждает непри-
менимость соотношения вида Rs ∝ ρn для описания
температурной зависимости Rs. Для температурной
зависимости Rs в ферромагнитных сплавах в работе
[26] была предложена зависимость вида

Rs = αρ+ βρ2. (2)
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Здесь первый член описывает асимметричное рассе-
яние на примесях и интерференционный вклад при-
месного-фононного рассеяния, и он больше второго
члена, описывающего рассеяние на фононах и вкла-
ды механизма бокового смещения и собственного ме-
ханизма. Учет магнитного рассеяния, т. е. рассеяния
на температурных флуктуациях магнитного момен-
та, при повышенных температурах не меняет вида
зависимости (2). На рис. 5 показано, что соотноше-
ние (2) хорошо описывает экспериментальные дан-
ные и второй член действительно меньше первого.
Таким образом, приходим к выводу, что при «скры-
том» МП в низкорезистивных сплавах Гейслера ано-
мальный эффект Холла ведет себя аналогично одно-
родным ферромагнитным сплавам и температурная
зависимость коэффициента Rs определяется асим-
метричным рассеянием и интерференционным рас-
сеянием на фононах и примесях.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мартенситный переход в пленках
Ni49.7Fe17.4Co4.2Ga28.7 является скрытым, так как
происходит в широком диапазоне температур, не
сопровождается магнитным фазовым переходом, а
намагниченности мартенситной и аустенитной фаз
различаются незначительно. Тем не менее мартен-
ситный переход явно проявляется в поведении маг-
нитосопротивления, которое уменьшается в диа-
пазоне 100–250 K при повышении температуры в
мартенситной фазе, а затем возрастает в аустенит-
ной фазе. Такое поведение связывается с подав-
лением антиферромагнитных корреляций при низ-
ких температурах и рассеянием на флуктуациях
магнитных моментов. Коэффициент аномального
эффекта Холла хорошо описывается соотношени-
ем Rs = αρ + βρ2, характерным для однородных
ферромагнитных сплавов. Второй член в этом вы-
ражении, соответствующий механизмам рассеяния
на фононах, собственному механизму и механиз-
му бокового смещения, существенно меньше перво-
го члена. Это указывает на доминирующую роль
асимметричного рассеяния и интерференционного
примесного-фононного рассеяния для рассматри-
ваемого низкорезистивного состава. Полученные в
совокупности экспериментальные данные указыва-
ют на незначительные изменения как в суммарной
плотности состояний на уровне Ферми, так и в рас-
пределении d-состояний с противоположными ин-
дексами спина при мартенситном переходе.
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Рассмотрена проводимость двумерной модели Рэлея (изотропной матрицы с периодическим располо-
жением круговых включений) при критической концентрации — пороге протекания. В рамках бинарного
приближения вычислена эффективная проводимость модели с фазовым переходом металл–идеальный
проводник. Для альтернативной модели с фазовым переходом металл–диэлектрик соответствующая эф-
фективная проводимость определена соотношением взаимности Келлера –Дыхне.

DOI: 10.31857/S0044451021030160

1. ВВЕДЕНИЕ

Двумерная модель композита с регулярным рас-
положением включений круговой формы впервые
рассмотрена Рэлеем в работе [1]. Для эффектив-
ной проводимости σe этой модели в [1] были вы-
числены первые члены разложения соответствую-
щего вириального ряда по степеням малой концент-
рации включений. Впоследствии решение, позволя-
ющее найти произвольный член этого ряда, было
дано разными методами в работах [2, 3] (см. также
[4]). Согласно [2, 3] для вычисления проводимости
двумерной модели Рэлея необходимо разрешить бес-
конечную систему алгебраических уравнений. Как
показал численный анализ [3], для определения ве-
личины σe в достаточно широком диапазоне изме-
нения входящих в задачу параметров достаточно
ограничиться рассмотрением конечной подсистемы
уравнений небольшого размера. В то же время для
модели с фазовым переходом этот размер может
быть неограниченно большим. Это обстоятельство
серьезно затрудняет исследование обсуждаемой за-
дачи численным методом.

В предыдущей работе [5] обсуждаемая задача о
проводимости двумерной модели Рэлея с фазовым
переходом типа металл–идеальный проводник рас-
смотрена аналитическим методом в рамках бинар-

* E-mail: balagurov@deom.chph.ras.ru, byabalagurov@mail.ru

ного приближения. В этом приближении исходная
проблема сводится к изучению протекания тока че-
рез пару соседних круговых включений. При этом
потенциал задачи выражается через электростати-
ческую функцию Грина для «тела», состоящего из
двух кругов. Для вычисления функции Грина в [5]
определена система собственных функций (см. [6,7])
для упомянутого «тела». Использование полученно-
го таким образом потенциала позволило определить
эффективную проводимость рассматриваемой моде-
ли. Следует отметить, что использованное в рабо-
те [5] бинарное приближение тем точнее описыва-
ет проводимость рассмотренной двумерной модели,
чем ближе она к точке фазового перехода.

В настоящей работе рассмотрена задача о про-
водимости двумерной модели Рэлея при критичес-
кой концентрации (пороге протекания), когда про-
исходит соприкосновение соседних кругов. В том
же бинарном приближении потенциал выражен че-
рез функцию Грина, а та, в свою очередь, — че-
рез систему собственных функций для пары сопри-
касающихся включений. Спецификой этого случая
является непрерывность спектра собственных зна-
чений и дельта-функционный вид соотношения ор-
тонормированности для поляризационных собствен-
ных функций. С помощью найденного потенциа-
ла вычислена эффективная проводимость модели
в точке фазового перехода типа металл–идеальный
проводник. Для альтернативной модели с фазовым
переходом типа металл–диэлектрик соответствую-
щая эффективная проводимость определена из со-
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отношения взаимности Келлера –Дыхне [8,9]. Срав-
нение полученного результата с гипотезой подобия
[10,11] позволяет определить соответствующий кри-
тический индекс проводимости.

Знание системы собственных функций для како-
го-либо макроскопического тела позволяет не толь-
ко находить соответствующую электростатическую
функцию Грина, но и давать решение, например,
краевых задач Дирихле и Неймана, а также вычис-
лять поляризуемость этого тела. В качестве приме-
ра в Приложении найден тензор дипольной поляри-
зуемости двух соприкасающихся кругов (параллель-
ных круговых цилиндров для трехмерной задачи).

2. БИНАРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Двумерная модель Рэлея представляет собой
изотропную матрицу проводимости σ1 c системой
включений круговой формы радиуса R и проводи-
мости σ2. Центры кругов расположены в узлах квад-
ратной решетки с периодом 2a. При критической
концентрации a = R — пороге протекания — каж-
дое из включений касается четырех ближайших со-
седей. При σ2 � σ1 в подобном двумерном компо-
зите происходит фазовый переход типа металл–иде-
альный проводник. В этом случае проводимость мо-
дели в целом определяется областью контакта сосед-
них включений, где ток должен преодолевать низко-
проводящую прослойку. Следует ожидать при этом,
что ток протекает через эту прослойку в виде узко-
го канала возле точки соприкосновения включений.
Для оценки вклада области контакта в эффектив-
ную проводимость воспользуемся, как и в [5], би-
нарным приближением — рассмотрим пару соседних
кругов (см. рис. 1), помещенную в неограниченного
размера матрицу. Входящий в эту пару и исходя-
щий из нее токи, расположенные «вдали» от области
контакта, представим в виде точечных источника и
стока.

Рис. 1

В данном случае уравнение сохранения тока при-
нимает вид

div j = I
{
δ(r − ρ2)− δ(r− ρ1)

}
. (1)

Здесь j — плотность тока

j = −σ(r)∇ϕ(r), (2)

σ(r) — проводимость среды, ϕ(r) — электрический
потенциал. Положим

σ(r) = σ1[1− (1− h)v(r)], h = σ2/σ1, (3)

где v(r) = 1 внутри включения и v(r) = 0 вне его.
В этом случае уравнение для потенциала принимает
вид

∇
{
[1− (1− h)v(r)

]
∇ϕ(r)

}
=

=
I

σ1

{
δ(r− ρ1)− δ(r− ρ2)

}
. (4)

Введем, следуя ссылкам [6, 7], функцию Грина
G(r, r′), подчиняющуюся уравнению

∇r

{
[1− (1− h)v(r)]∇r G(r, r

′)
}
= δ(r− r′). (5)

С учетом формулы (5) для потенциала ϕ(r) из урав-
нения (4) получаем следующее выражение:

ϕ(r) =
I

σ1

{
G(r,ρ1)−G(r,ρ2)

}
. (6)

Величина G(r, r′), подчиняющаяся уравнению
(5), определена в [6, 7] с помощью метода собствен-
ных функций. Для функции Грина G(r,ρ), где ρ

принадлежит поверхности тела, имеет место следу-
ющее выражение согласно [6, 7]:

G(r,ρ) = −
∑
ν

1 + εν
h+ εν

Ψν(ρ)ψν(r)−

−
∑
k

Ψ̄k(ρ) ψ̄k(r). (7)

Здесь вектор r произволен и может принадлежать
как телу, так и пространству вне его.

В выражении (7) ψν(r) и ψ̄k(r) — регулярные
и обращающиеся в нуль при r → ∞ собственные
функции, а Ψν(ρ) и Ψ̄k(ρ) — их значения на по-
верхности тела при r = ρ. Поляризационные функ-
ции ψν(r), обладающие мультипольной асимптоти-
кой, удовлетворяют уравнению Лапласа внутри (i)

и вне (e) тела:

∇2 ψ(i)
ν (r) = 0, ∇2 ψ(e)

ν (r) = 0. (8)
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На поверхности S тела (при r = ρ) для функции
ψν(r) имеем следующие граничные условия:

ψ(e)
ν

∣∣∣
S
= ψ(i)

ν

∣∣∣
S
,

∂ψ
(e)
ν

∂n
= −εν

∂ψ
(i)
ν

∂n
. (9)

Здесь ∂/∂n — нормальная производная, εν > 0 —
собственное значение для поляризационного состо-
яния. Система {ψν(r)} ортонормирована по соотно-
шению ∫ (

∇ψμ(r) · ∇ψν(r)
)
dr = δμν , (10)

где интегрирование распространяется на все прост-
ранство, или∫ (

∇ψμ(r) · ∇ψν(r)
)
[1− v(r)] dr =

εν
1 + εν

δμν . (11)

Здесь интеграл берется по области вне тела.
Функции зарядовых состояний ψ̄k(r) вне тела

также подчиняются уравнению Лапласа и облада-
ют монопольной асимптотикой. Им отвечает одно и
то же собственное значение ε̄k = ∞. Для монолит-
ного (неразъемного) тела зарядовая функция ψ̄(r)

одна. На поверхности тела она принимает постоян-
ное значение

ψ̄(e)(r)
∣∣
S
= Ψ̄ = const. (12)

В то же время ψ̄(i)(r) = Ψ̄ в любой точке внутри
тела.

Разъемному «телу», состоящему из n частей, от-
вечает n зарядовых функций ψ̄k(r), где k = 1,
2, . . . , n. Каждая из них принимает постоянные (во-
обще говоря, разные) значения на поверхностях час-
тей этого тела.

Функции ψ̄k(r) ортонормированы согласно∫ (
∇ψ̄k(r) · ∇ψ̄k′(r)

)
[1− v(r)] dr = δkk′ . (13)

Подсистемы поляризационных {ψν(r)} и зарядовых
{ψ̄k(r)} функций взаимно ортогональны:∫ (

∇ψν(r) · ∇ψ̄k(r)
)
[1− v(r)] dr = 0. (14)

Таким образом, совокупность {ψν(r), ψ̄k(r)} пред-
ставляет собой ортонормированную систему функ-
ций. Заметим, однако, что эта совокупность полной
системой не является (см. [6, 7]). Отметим также,
что в рассматриваемой в работе двумерной задаче
функции с монопольной асимптотикой логарифми-
чески расходятся при r → ∞. В этом случае на за-
рядовые функции накладывается условие ψ̄k(r) =

= 0 на окружности достаточно большого радиу-
са. Как будет видно ниже, для соприкасающихся

Рис. 2

кругов собственные значения образуют непрерыв-
ный спектр, а соотношение ортонормированности
для поляризационных собственных функций имеет
дельта-функционный вид. В этом случае сумму в
формуле (7) следует заменить на соответствующий
интеграл.

3. КООРДИНАТНАЯ СИСТЕМА

Задачу определения собственных функций для
«тела» в виде соприкасающихся кругов будем ре-
шать в биполярной системе координат, соответству-
ющим образом преобразованной. Согласно [12] би-
полярные координаты (ξ, θ) связаны с декартовыми
(x, y) с помощью соотношения

x+ iy = c th
ξ + iθ

2
, (15)

здесь −∞ � ξ � +∞, 0 � θ � 2π. Из (15) следует,
что

ξ =
1

2
ln

(x+ c)2 + y2

(x− c)2 + y2
, tg θ =

2cy

c2 − x2 − y2
(16)

и

θ = π − arctg
2cy

r2 − c2
(17)

при r =
√
x2 + y2 > c. В ситуации, изображенной на

рис. 2, имеем

c =
√
a2 − R2, ξ0 = ln

a+
√
a2 −R2

R
. (18)

При a→ R (c→ 0) из (16) и (17) следует

ξ �
2cx

x2 + y2
, θ � π − 2cy

x2 + y2
(19)

и

ξ0 � c/R. (20)
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Рис. 3

(Здесь и далее символом � обозначается асимптоти-
ческое выражение.)

Положим

ξ = ξ0 η, θ = π + ξ0 β, (21)

тогда из (15) получаем

x+ iy = c cth
ξ0 (η + iβ)

2
. (22)

Отсюда в пределе c→ 0 находим

x+ iy =
2R

η + iβ
, (23)

так что

x = 2R
η

η2 + β2
, y = − 2R

β

η2 + β2
(24)

и, соответственно,

η = 2R
x

x2 + y2
, β = − 2R

y

x2 + y2
. (25)

Введенные в (23)–(25) величины η и β являются
координатами вырожденной биполярной системы.

Координаты η и β изменяются в пределах от −∞
до +∞. При этом η → 0, β → 0 при r → ∞ и η →
→ ±∞, β → ±∞ при r → 0. Значениям η > 0 отве-
чает правая полуплоскость x > 0, а η < 0 — левая
(x < 0). В то же время значению β > 0 соответству-
ет нижняя полуплоскость (y < 0), а β < 0 — верхняя
(y > 0).

Координатные линии вырожденной биполярной
системы представляют собой два набора взаимно ор-
тогональных окружностей, соприкасающихся в точ-
ке x = 0, y = 0 (см. рис. 3). Действительно, ис-
ключая из равенств (24) величину β при η = const,
получим уравнение(

x− R

η

)2

+ y2 =

(
R

η

)2

. (26)

Согласно (26) постоянным значениям η = ±η0 отве-
чает пара соприкасающихся окружностей радиуса
R/η0 с центрами в точках ±R/η0 на оси x. Анало-
гичным образом постоянным β = ±β0 отвечает пара
соприкасающихся окружностей радиуса R/β0 с цен-
трами в точках ±R/β0 на оси y.

В вырожденной системе биполярных координат
для градиента потенциала ϕ имеем следующее вы-
ражение:

∇ϕ =
eη
Hη

∂ϕ

∂η
+

eβ
Hβ

∂ϕ

∂β
, (27)

где

Hη = Hβ = H(η, β) =
2a

η2 + β2
(28)

— коэффициент Ламе. В (27) eη и eβ — орты норма-
лей к координатным линиям η = const и β = const:

eη = − ix
η2 − β2

η2 + β2
+ iy

2ηβ

η2 + β2
, (29)

eβ = − ix
2ηβ

η2 + β2
− iy

η2 − β2

η2 + β2
. (30)

Здесь ix и iy — орты декартовых осей x и y соответ-
ственно. Отметим, что eη является единичным век-
тором внутренней к границе правого круга нормали
и внешней — к границе левого.

Уравнение Лапласа в координатах (η, β) прини-
мает вид

∂2ϕ

∂η2
+
∂2ϕ

∂β2
= 0. (31)

В данном случае при решении этого уравнения мето-
дом разделения переменных отсутствует, в отличие
от работы [5], требование периодичности по одной
из координат. Поэтому соответствующая константа
разделения принимает произвольные значения, об-
разуя непрерывный спектр.

Регулярные частные решения уравнения (31)
для правого включения, конечные при x→ +0 (η →
→ +∞), имеют следующий вид:

e−νη sin νβ, e−νη cos νβ. (32)
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Здесь величина ν положительна и меняется в преде-
лах от 0 до ∞. Для левого включения аналогичные
решения отличаются от (32) заменой e−νη на eνη.

Для исчезающих при r → ∞ (η → 0, β → 0) ре-
гулярных решений с мультипольной асимптотикой
имеем соответственно

sh νη sin νβ, sh νη cos νβ,

ch νη sin νβ, ch νη cos νβ − 1
(33)

с тем же параметром ν.
Отметим, наконец, что решением уравнения (31)

с монопольной (логарифмической) асимптотикой
является функция

ln(η2 + β2), (34)

или 2 ln(2R/r), где r =
√
x2 + y2, в декартовых ко-

ординатах.

4. СИСТЕМА СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

С рассматриваемым включением в виде пары
соприкасающихся кругов связаны четыре типа по-
ляризационных собственных функций ψλν(r) =

= ψλν(η, β) (λ = 1, 2, 3, 4), которым отвечают дву-
кратно вырожденные собственные значения ε1ν =

= ε3ν и ε2ν = ε4ν .
Нормированные функции первого типа ψ1ν(r) с

собственными значениями

ε1ν = th ν (35)

имеют вид

ψ
(e)
1ν (r) = Aν ch νη sin νβ, |η| � 1, (36)

вне включения и

ψ
(1)
1ν (r) = Aν ch ν e− νη sin νβ, η � 1, (37)

ψ
(2)
1ν (r) = Aν ch ν eνη sin νβ, η � − 1, (38)

внутри правого (1) и левого (2) кругов соответствен-
но. Здесь

Aν =

√
1− ε1ν
2πν

=

√
1

2πν

e− ν

ch ν
. (39)

Функции ψ1ν(r) симметричны по координате x и ан-
тисимметричны по y.

Функции второго типа ψ2ν(r), которым отвечают
собственные значения

ε2ν = cth ν, (40)

антисимметричны по x и симметричны по y:

ψ
(e)
2ν (r) = Bν sh νη cos νβ, |η| � 1, (41)

ψ
(1)
2ν (r) = Bν sh ν e− ν(η−1) cos νβ, η � 1, (42)

ψ
(2)
2ν (r) = −Bν sh ν eν(η+1) cos νβ, η � − 1, (43)

где

Bν =

√
ε2ν − 1

2πν
=

√
1

2πν

e− ν

sh ν
. (44)

Функции третьего типа ψ3ν(r) с собственными
значениями ε3ν = ε1ν = th ν симметричны и по x,
и по y:

ψ
(e)
3ν (r) = Aν (ch νη cos νβ − 1), |η| � 1, (45)

ψ
(1)
3ν (r) = Aν

[
ch ν e−ν(η−1) cos νβ−1

]
, η � 1, (46)

ψ
(2)
3ν (r) = Aν

[
ch ν eν(η+1) cos νβ−1

]
, η � −1. (47)

Нормировочный коэффициент Aν определен в фор-
муле (39).

Функции четвертого типа с собственными значе-
ниями ε4ν = ε2ν = cth ν антисимметричны и по x, и
по y:

ψ
(e)
4ν (r) = Bν sh νη sin νβ, |η| � 1, (48)

ψ
(1)
4ν (r) = Bν sh ν e− ν(η−1) sin νβ, η � 1, (49)

ψ
(2)
4ν (r) = −Bν sh ν eν(η+1) sin νβ, η � −1. (50)

Коэффициент Bν определен в формуле (44).
Зарядовая собственная функция одна:

ψ̄(e)(r) = Ā

⎧⎨⎩2 ln
L

2a
+ ln

(
η2 + β2

)
+

+ 2

∞∫
0

e−ν
ch νη cos νβ − 1

ch ν

dν

ν

⎫⎬⎭ , (51)

где

Ā =
1

2
√
2π

[
ln
L

2a
+ I

]−1/2

, (52)

J =

∞∫
0

e− ν ch ν − 1

ch ν

dν

ν
. (53)
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Выражение (51) принимает постоянное значение
при η = ±1, в чем можно убедиться, используя со-
отношение

ln
η2 + β2

η2
= 2

∞∫
0

e− ν|η| (1− cos νβ )
dν

ν
(54)

при η = ±1. Функция ψ̄(r) обращается в нуль при
r = L, где L� R. Действительно, в случае больших
r имеем

r � R : ψ̄(e)(r) � 2 q̄ ln
L

r
. (55)

Здесь

q̄ = Ā (56)

— полный заряд рассматриваемого включения.

5. ПОВЕРХНОСТНЫЕ СОБСТВЕННЫЕ
ФУНКЦИИ

1. Как отмечено в работах [6, 7], собственные
функции образуют полную систему на поверхности
S соответствующего тела. Для формулировки соот-
ношения полноты наряду с поверхностным значени-
ем функций (аналогами потенциалов)

Ψν(ρ) = ψ(e)
ν (r)

∣∣∣
r=ρ

, Ψ̄k(ρ) = ψ̄
(e)
k (r)

∣∣∣
r=ρ

(57)

необходимо ввести сопряженные с ними величины

Φν(ρ) =
(
n∇ψ(e)

ν (r)
)∣∣∣

r=ρ
,

Φ̄k(ρ) =
(
n∇ψ̄(e)

k (r)
)∣∣∣

r=ρ
,

(58)

имеющие смысл плотности поверхностного заряда.
В формуле (58) n — орт внешней к поверхности тела
нормали.

Введение системы поверхностных функций поз-
воляет, прежде всего, упростить соотношения орто-
нормированности:∫

S

Ψν(ρ)Φν′(ρ) dρ = − εν
1 + εν

δνν′ , (59)

∫
S

Ψν(ρ) Φ̄k(ρ) dρ = 0, (60)

∫
S

Ψ̄k(ρ)Φν(ρ) dρ = 0, (61)

∫
S

Ψ̄k(ρ) Φ̄k′(ρ) dρ = − δkk′ . (62)

Здесь dρ = dS — элемент площади, а интегрирова-
ние в (59)–(62) проводится по всей поверхности S

тела.
Соотношение полноты для системы поверхност-

ных функций имеет вид∑
ν

1 + εν
εν

Ψν(ρ)Φν(ρ
′) +

∑
k

Φ̄k(ρ) Φ̄k(ρ
′) =

= −δ(ρ− ρ′). (63)

Отметим, что в случае непрерывного спектра соб-
ственных значений εν в правой части равенства (59)
символ Кронекера δνν′ заменяется на дельта-функ-
цию δ(ν− ν′), а сумма по ν в соотношении (63) — на
соответствующий интеграл.

2. Для рассматриваемого в работе включения по-
ляризационные поверхностные функции выражают-
ся через ψ(e)

λν (η, δ) следующим образом:

Ψ
(1)
λν (β) = ψ

(e)
λν (+ 1, β), Ψ

(2)
λν (β) = ψ

(e)
λν (− 1, β), (64)

Φ
(1)
λν (β) = − 1

H0

∂ψ
(e)
λν

∂η

∣∣∣∣∣
η=+ 1

,

Φ
(2)
λν (β) =

1

H0

∂ψ
(e)
λν

∂η

∣∣∣∣∣
η=−1

,

(65)

где H0 = H(1, β) — коэффициент Ламе. Выбор зна-
ков в (65) обусловлен тем, что единичный вектор
eη является ортом внутренней нормали для пра-
вой окружности и внешней для левой. Зарядовые
поверхностные функции Ψ̄(1)(β), Ψ̄(2)(β), Φ̄(1)(β) и
Φ̄(2)(β) выражаются через ψ̄(e)(η, β) аналогичным
образом.

Используя приведенные в предыдущем разделе
выражения для функций ψ(e)

λν (η, β) и ψ̄
(e)(η, β), най-

дем

Ψ
(1)
1ν (β) = Ψ

(2)
1ν (β) = Aν ch ν sin νβ, (66)

Ψ
(1)
2ν (β) = −Ψ

(2)
2ν (β) = Bν sh ν cos νβ, (67)

Ψ
(1)
3ν (β) = Ψ

(2)
3ν (β) = Aν

(
ch ν cos νβ − 1

)
, (68)

Ψ
(1)
4ν (β) = −Ψ

(2)
4ν (β) = Bν sh ν sin νβ ; (69)

Φ
(1)
1ν (β) = Φ

(2)
1ν (β) = − ν Aν

H(1, β)
sh ν sin νβ, (70)
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Φ
(1)
2ν (β) = −Φ

(2)
2ν (β) = − ν Bν

H(1, β)
ch ν cos νβ, (71)

Φ
(1)
3ν (β) = Φ

(2)
3ν (β) = − ν Aν

H(1, β)
sh ν cos νβ, (72)

Φ
(1)
4ν (β) = −Φ

(2)
4ν (β) = − ν Bν

H(1, β)
ch ν sin νβ. (73)

Зарядовые функции равны

Ψ̄ = 2 Ā

[
ln
R

2a
+ I

]
, (74)

Φ̄(β) = − Ā

H(1, β)

π

ch
πβ

2

(75)

с коэффициентом Ā из формулы (52) и величиной
J из (53). При выводе выражения (75) использовано
равенство

∞∫
0

cos bx

chax
dx =

π

2a ch
πb

2a

. (76)

Найденная система поверхностных функций
(66)–(75) ортонормирована по соотношениям

2∑
σ=1

+∞∫
−∞

Ψ
(σ)
λν (β)Φ

(σ)
λ′ν′(β)H(1, β) dβ =

= − ελν
1 + ελν

δλλ′ δ(ν − ν′), (77)

2∑
σ=1

+∞∫
−∞

Ψ̄(σ) Φ
(σ)
λν (β)H(1, β) dβ = 0, (78)

2∑
σ=1

+∞∫
−∞

Ψ
(σ)
λν (β) Φ̄

(σ)(β)H(1, β) dβ = 0, (79)

2∑
σ=1

+∞∫
−∞

Ψ̄(σ) Φ̄(σ)(β)H(1, β) dβ = − 1. (80)

Из равенств (77) и (80) определялись нормировоч-
ные коэффициенты Aν , Bν и Ā, приведенные в
предыдущем разделе.

Соотношение полноты в данном случае прини-
мает вид

4∑
λ=1

∞∫
0

1 + ελν
ελν

Ψ
(σ)
λν (β)Φ

(σ′)
λν (β′) dν +

+ Ψ̄(σ)(β) Φ̄(σ′)(β′) = − δσσ′
δ(β − β′)
H(1, β)

. (81)

Нетрудно убедиться, что подстановка выражений
(66)–(75) обращает это равенство в тождество.

6. ПОТЕНЦИАЛ

1. Искомый потенциал ϕ(r) рассматриваемой за-
дачи находим подстановкой общего выражения для
функций Грина G(ρ, r), имеющей в данном случае
вид

G(ρ, r) = −
4∑

λ=1

∞∫
0

dν
1 + ελν
h+ ελν

Ψλν(ρ)ψλν(r)−

− Ψ̄(ρ) ψ̄(r), (82)

в формулу (6). В результате получаем

ϕ(r) = −2
I

σ1

∞∫
0

dν
1 + ε2ν
h+ ε2ν

Ψ2ν(ρ1)ψ2ν(r). (83)

Здесь вектор r — любой, а вектор ρ1 равен (2R, 0)

в декартовых координатах и (1, 0) в вырожденных
биполярных.

Для потенциалов вне включений (|η| � 1) и внут-
ри правого круга (η � 1) имеем соответственно

ϕ(e)(r) = − I

πσ1

∞∫
0

dν

ν

1

h+ cth ν

sh νη

sh ν
cos νβ, (84)

ϕ(1)(r) = − I

πσ1

∞∫
0

dν

ν

e− ν(η−1)

h+ cth ν
cos νβ. (85)

Как следует из формул (84), (85), потенциал непре-
рывен на границе (η = +1) правого круга. Кроме
того, выполняется граничное условие

∂ϕ(e)

∂η

∣∣∣∣
η=+ 1

− h
∂ϕ(1)

∂η

∣∣∣∣
η=+ 1

= − I

σ1
δ(β), (86)

следующее из уравнения (4).
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2. Используя формулу (84), для плотности тока
на оси y (при η = 0) имеем

j(0, y) = −σ1
[

1

H(η, β)

∂ϕ(1)

∂η

]
η=0

. (87)

С учетом H(0, β) = 2R/β2 из (87) получим выраже-
ние

j(0, y) =
I

2πR
β2

∞∫
0

dν
cth ν

h+ cth ν
cos νβ. (88)

При h� 1 в интеграле из (88) существенны ν �
� 1:

j(0, y) =
I

2πR
β2

∞∫
0

dν
cos νβ

1 + hν
. (89)

Представим это выражение в следующем виде:

j(0, y) = 〈j〉 h

π
g(γ), 〈j〉 = I

2R
, (90)

где

j(γ) = γ2
∞∫

0

cos γt

1 + t
dt, γ =

2R

hy
. (91)

Здесь 〈j〉 — средняя плотность тока и учтено, что
при η = 0 величина β = − 2R/y.

Для упрощения анализа выражения (91) преоб-
разуем величину g(γ) следующим образом. Введем
функцию

F (γ) = γ2
∞∫

0

cos γt

1 + t
e− x(1+t) dt, (92)

так что

F (0) = g(γ), F (∞) = 0. (93)

Для производной F ′(x) соответствующий интеграл
может быть вычислен в явном виде:

F ′(x) = − γ2 e− x x

x2 + γ2
, (94)

откуда с учетом определений (93) находим

g(γ) = γ2
∞∫

0

e− x xdx

x2 + γ2
. (95)

Отсюда при больших значениях параметра γ полу-
чаем

γ � 1 : g(γ) � 1− 6

x2
+ . . . (96)

При малых значениях γ проведем в выражении (95)
интегрирование по частям. В результате получим

g(γ) = γ2

⎧⎨⎩ ln
1

γ
+

1

2

∞∫
0

e− x ln(x2 + γ2) dx

⎫⎬⎭ , (97)

откуда следует

γ � 1 : g(γ) � ln
1

γ
− C, (98)

где

C = −
∞∫

0

e− x lnx dx = 0.577 . . . (99)

— постоянная Эйлера.
Согласно (96)–(98) при рассматриваемых значе-

ниях h� 1 плотность тока имеет острый пик высо-
той j(0, 0) = 〈j〉 ḣ/π � 〈j〉 (в точке контакта вклю-
чений) шириной приблизительно R/h� R.

Этот результат подтверждает справедливость
обсуждавшейся в разд. 2 картины протекания то-
ка в модели с фазовым переходом типа металл–
идеальный проводник. При этом в пределе h → ∞
плотность тока j ≈ h → ∞ при y = 0 и j = 0

при y �= 0. Следовательно, величина j в этом пре-
деле принимает дельта-функционный вид: j(0, y) =
= const·δ(y). Определяя обычным образом эту конс-
танту, получим, что

j(0, y) = I δ(y) (100)

в пределе h → ∞. Последний результат означает,
что использованное в работе бинарное приближение
в пределе h→ ∞ становится точным.

7. ЭФФЕКТИВНАЯ ПРОВОДИМОСТЬ

Так как эффективная проводимость σe модели в
целом совпадает с проводимостью отдельной ячей-
ки, то

σe =
I

U
. (101)

Здесь I — полный ток, текущий через ячейку, U —
приложенная к ней разность потенциалов и учтено,
что a ≈ R. В соответствии с рис. 2 величина U выра-
жается через потенциал ϕ(r) следующим образом:

U = ϕ(2)(r2)− ϕ(1)(r1) = − 2ϕ(1)(r1) (102)

с ϕ(1)(r) из формулы (85) при r = r1 = (R, 0). Точке
x = R, y = 0 соответствуют вырожденные биполяр-
ные координаты (η1, 0), где, как следует из опреде-
лений (25), η1 = 2.
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Вычисляя с помощью выражения (85) для ϕ(1)(r)

разность потенциалов U , найдем величину σe, кото-
рую представим в виде

1

σe
=

2

πσ1

∞∫
0

dν

ν

e− ν

h+ cth ν
. (103)

Выражением (103) для σe, справедливым при
h = σ2/σ1 � 1, дается эффективная проводи-
мость исследуемой модели с фазовым переходом
металл–идеальный проводник при критической
концентрации — пороге протекания.

Величину σe как функцию ее аргументов запи-
шем в виде

σe = σe(p;σ1, σ2), (104)

где p — безразмерная концентрация (доля занима-
емой площади) первой компоненты матрицы, σ1 и
σ2 — проводимости матрицы и включений соответ-
ственно. Отметим, что в выражении (103) концент-
рация p равна критической pc = 1 − π/4. Эффек-
тивная проводимость альтернативной модели с фа-
зовым переходом типа металл–диэлектрик может
быть найдена из полученных выше результатов с
помощью так называемого соотношения взаимности
Келлера –Дыхне [8,9]. Как отмечено в этих работах
(см. также книгу [4]), в двумерном случае имеет ме-
сто соотношение, связывающее эффективные про-
водимости взаимных, отличающихся друг от друга
заменой σ1 � σ2, систем:

σe(p;σ1, σ2)σe(p;σ2, σ1) = σ1σ2. (105)

Введя безразмерную эффективную проводимость f
согласно

σe(p;σ1, σ2) = σ1 f(p, h), h =
σ2
σ1
, (106)

приведем равенство (105) к следующему виду:

f(p, h) f(p, 1/h) = 1. (107)

Из этого соотношения, используя выражение (103),
после замены h → 1/h находим безразмерную эф-
фективную проводимость модели с фазовым перехо-
дом типа металл–диэлектрик при критической кон-
центрации:

f(pc, h) =
2

π
h

∞∫
0

dν

ν

th ν

h+ th ν
e− ν . (108)

Выражение (108) справедливо при h� 1.

Для оценки f(pc, h) при малых h разобьем инте-
грал из (108) на две части, введя величину ν0 такую,
что h � ν0 � 1:

f(pc, h) =
2

π
h

⎧⎨⎩
ν0∫
0

dν

ν

th ν

h+ th ν
e− ν +

+

∞∫
ν0

dν

ν

th ν

h+ th ν
e− ν

⎫⎬⎭ . (109)

Для первого интеграла имеем

ν0∫
0

dν

ν

th ν

h+ th ν
e− ν �

ν0∫
0

dν

h+ ν
� ln

ν0
h
. (110)

Для второго интеграла получаем

∞∫
ν0

dν

ν

th ν

h+ th ν
e− ν �

∞∫
ν0

e− ν dν

ν
. (111)

Отсюда, интегрируя по частям, находим

∞∫
ν0

e− ν dν

ν
= e− ν ln ν

∣∣∣∞
ν0

+

+

∞∫
ν0

e− ν ln ν dν � − ln ν0 − C, (112)

где C — постоянная Эйлера, определенная согласно
(99). В результате получаем окончательно

f(pc, h) =
2

π
h

(
ln

1

h
− C

)
. (113)

В соответствии со сказанным в предыдущем разде-
ле, следует ожидать, что в пределе h → 0 выраже-
ние (113) является точным.

В рамках гипотезы подобия [10, 11] величина
f(pc, h) описывается степенно́й функцией:

f(pc, h) ∼ hs, (114)

где s — второй критический индекс проводимости.
В выражении (114) пренебрегается возможной
логарифмической зависимостью. Поэтому следует
считать, что в (113) s = 1. Отметим, что численные
исследования проводимости двумерной модели
Рэлея [3] дает оценку s ≈ 0.95.

Благодарности. Автор выражает благодар-
ность Д. А. Головневой и Н. А. Хлопотуновой за
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Знание системы собственных функций для неко-
торого макроскопического тела дает возможность
определить его дипольную поляризуемость.

В случае тела, помещенного в однородное элект-
рическое поле напряженности E0, соответствую-
щий потенциал ϕ(r) имеет следующую асимптотику
(двумерный случай):

r → ∞ : ϕ(r) � −
(
E0 · r

)
+ 2

(
p · r

)
r2

+ . . . (A.1)

Здесь

p = Λ̂E0 (A.2)

— дипольный момент тела, Λ̂ — его тензор диполь-
ной поляризуемости. Для составляющих этого тен-
зора согласно [6, 7] имеем

Λαβ = −4π(1− ε)
∑
ν

dνα dνβ
ε+ εν

, (A.3)

где dν — аналог дипольного момента в асимптотике
поляризационной собственной функции:

r → ∞ : ψν(r) � 2

(
r · dν

)
r2

+ . . . (A.4)

В формуле (A.3) ε — диэлектрическая проницае-
мость тела. В случае непрерывного спектра соб-
ственных значений εν в (A.3) вместо суммы должен
стоять интеграл.

Для пары соприкасающихся кругов дипольным
поведением при r → ∞ обладают функции ψ(e)

2ν (r) и
ψ
(e)
1ν (r). Для соответствующих дипольных моментов

имеем

d2ν = ν Bν Ri̇x, d1ν = ν Aν Ri̇y. (A.5)

Для составляющих тензора дипольной поляризуе-
мости Λ̂ получаем

Λxx = − 2R2

∞∫
0

1− ε

ε+ cth ν

e− ν

sh ν
ν dν, (A.6)

Λyy = − 2R2

∞∫
0

1− ε

ε+ th ν

e− ν

ch ν
ν dν. (A.7)

Отметим, что выражения (A.6), (A.7) удовлетворя-
ют равенствам

Λxx(ε) = −Λyy(1/ε), Λyy(ε) = −Λxx(1/ε), (A.8)

являющихся следствием соотношения взаимности
(см. [4]).

В двух частных случаях, используя формулы

∞∫
0

x dx

ex − 1
=
π2

6
,

∞∫
0

x dx

ex + 1
=
π2

12
, (A.9)

получим

Λxx = − π2R2

12
, Λyy = − π2R2

6
(A.10)

при ε = 0 и

Λxx =
π2R2

6
, Λyy =

π2R2

12
(A.11)

при ε = ∞.
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Квадратичная зависимость сопротивления от температуры в металлах при низких температурах обуслов-
лена релаксацией импульса при межэлектронных столкновениях, сопровождаемых процессами переброса
или рассеянием на примесях. В металлах без центра инверсии спин-орбитальное взаимодействие элект-
ронов с кристаллической решеткой снимает спиновое вырождение состояний и расщепляет каждую энер-
гетическую зону на две зоны. Температурная зависимость скорости релаксации за счет электрон-элект-
ронных столкновений определятся из матричного кинетического уравнения, включающего внутризонные
и межзонные процессы рассеяния электронов на примесях и электронов на электронах. Показано, что в
достаточно чистом случае, когда расщепление зон превосходит скорость рассеяния электронов на при-
месях и в то же время мало по сравнению с энергией Ферми, квадратичная зависимость сопротивления
от температуры остается справедливой.

DOI: 10.31857/S0044451021030172

1. ВВЕДЕНИЕ

Низкотемпературная зависимость сопротивле-
ния нормальных металлов,

ρ = ρ0 +AT 2, (1)

определяется рассеянием электронов на электронах,
сопровождаемым процессами переброса со скорос-
тью релаксации [1, 2]

1

τee
∝ V 2

ε2F

T 2

εF
. (2)

Здесь V — амплитуда экранированного потенциа-
ла межэлектронного взаимодействия, εF — энергия
Ферми. Обычно величина 1/τee весьма мала, и тем-
пературная зависимость (1) наблюдается лишь в ме-
таллах с очень узкой зоной проводимости и в соеди-
нениях с тяжелыми фермионами с малой энергией

* E-mail: vladimir.mineev@cea.fr

Ферми. В отсутствие процессов переброса в метал-
лах и полупроводниках с единственной зоной про-
водимости электрон-электронное рассеяние не дает
вклада в сопротивление, и оно целиком определяет-
ся рассеянием на примесях [3]. Однако в многозон-
ных металлах вклад от столкновений электронов из
разных зон выживает [4–7] и определяет темпера-
турную зависимость сопротивления согласно урав-
нению (1).

Квадратичная температурная зависимость воз-
никает, поскольку из-за принципа Паули электроны
могут рассеиваться друг на друге лишь в узком слое
шириной порядка температуры вблизи поверхности
Ферми. Это свойство сохраняется также в металлах
с несколькими зонами проводимости.

В металлах без центра инверсии спин-орбиталь-
ное взаимодействие расщепляет поверхность Ферми
каждой из зон проводимости на две поверхности с
разными импульсами Ферми. Найденная в работе [8]
скорость релаксации импульса благодаря электрон-
электронным столкновениям равна

1

τee
∝ (2πT )2 + (vFΔkF )

2

εF
. (3)
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Здесь vF — скоростьФерми,ΔkF = kF+−kF− — раз-
ность импульсов Ферми. Выражение (3) фактически
означает, что в металлах без центра инверсии оста-
точное сопротивление при T = 0 сильно увеличива-
ется из-за расщепления зон спин-орбитальным взаи-
модействием. Однако вычисления в работе [8] были
проделаны с использованием интеграла электрон-
электронного рассеяния в форме, неприменимой в
металлах, не обладающих пространственной четно-
стью. Правильный интеграл столкновений был най-
ден в следующей работе [9], где был подтвержден
результат (3). И в той, и в другой работе вычисле-
ния были проведены с использованием законов дис-
персии ξ±(k) = vF (k−kF±) электронов в двух энер-
гетических зонах, расщепленных спин-орбитальным
взаимодействием. Каждое из этих выражений вер-
но вблизи соответствующей поверхности Ферми с
импульсами Ферми kF+ и kF−. Но выражение для
ξ+(k) неверно вблизи поверхности Ферми с импуль-
сом kF−, равно как и выражение для ξ−(k) неверно
вблизи поверхности Ферми с импульсом kF+. Эта
ошибка исправлена в настоящей работе.

Аналитический вывод зависимости (2) в случае
поверхности Ферми произвольной формы невозмо-
жен даже в однозонном металле с центром инверсии.
Дело в том, что длина импульса Ферми меняется от
точки к точке на поверхности Ферми. Все извест-
ные выводы сделаны при явном или неявном пред-
положении, что изменение длины импульса Ферми
значительно меньше его средней длины. В дополне-
ние к этому условию мы будем также предполагать
малость энергии расщепления зон по сравнению с
энергией Ферми:

εF � vFΔkF . (4)

Кинетические явления в металле без центра ин-
версии описываются кинетическим уравнением для
матричной функции распределения. Пренебрежение
недиагональными матричными элементами возмож-
но, когда энергия расщепления зон велика по срав-
нению со скоростью рассеяния электронов на приме-
сях, на электронах и т. д. Скорость электрон-элект-
ронного рассеяния всегда мала по сравнению со ско-
ростью рассеяния электронов на примесях, 1/τi. Та-
ким образом, мы будем предполагать выполнение
условия

vFΔkF � 1

τi
. (5)

Статья организована следующим образом. В сле-
дующем разделе приведены кинетические уравне-
ния для электронного газа в металлах без центра

инверсии. Расчеты, представленные в третьем раз-
деле, показывают, что при выполнении условий (4)
и (5) низкотемпературная зависимость скорости ре-
лаксации импульса в металлах без центра инверсии
дается уравнением (2).

2. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ В
МЕТАЛЛАХ БЕЗ ЦЕНТРА ИНВЕРСИИ

Спектр невзаимодействующих электронов в ме-
таллах без центра инверсии имеет вид

ε̂(k) = ε(k)σ0 + γ(k) · σ. (6)

Здесь ε(k) — не зависящая от спина часть спект-
ра, σ0 — единичная матрица 2 × 2 в спиновом про-
странстве, σ = (σx, σy, σz) — матрицы Паули. Вто-
рое слагаемое в уравнении (6) описывает спин-орби-
тальное взаимодействие, соответствующее симмет-
рии данной кристаллической структуры. Псевдовек-
тор γ(k) — периодическая функция волнового век-
тора, такая что γ(−k) = −γ(k) и gγ(g−1k) = γ(k),
где g — любая из операций симметрии точечной
группы G кристалла. Вблизи точки Γ в случае ку-
бической симметрии имеем

γ(k) = γk. (7)

Здесь γ — постоянный множитель. В случае тетра-
гональной точечной группы G = C4v антисиммет-
ричное спин-орбитальное взаимодействие,

γ(k) = γ(kyx̂− kxŷ) + γ‖kxkykz(k2x − k2y)ẑ, (8)

в чисто двумерном случае (при γ‖ = 0) известно как
взаимодействие Рашба [10].

Собственные значения и собственные векторы
матрицы (6) имеют вид

ε±(k) = ε(k)± |γ(k)|, (9)

Ψ+
σ (k) = Ck

(
γ̂kz + 1

γ̂kx + iγ̂ky

)
,

Ψ−
σ (k) = Ck

(
−γ̂kx + iγ̂ky

γ̂kz + 1

)
,

(10)

где Ck = (2(γ̂kz + 1))−1/2, γ̂k = γ(k)/|γ(k)|. Собст-
венные векторы удовлетворяют соотношениям орто-
гональности:

Ψα∗
σ (k)Ψβσ(k) = δαβ, Ψασ1

(k)Ψα∗σ2
(k) = δσ1σ2 . (11)

Здесь и во всех последующих формулах подразуме-
вается суммирование по повторяющимся спиновым
σ =↑, ↓ и зонным α = +,− индексам.
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Имеются две поверхности Ферми c различными
импульсами Ферми kF±, определяемые уравнения-
ми

ε±(k) = μ, (12)

где μ — химический потенциал. В случае двумерной
модели Рашба и в трехмерном изотропном случае

kF± = ∓mγ +
√
2mμ+ (mγ)2, (13)

а скорости Ферми на двух поверхностях Ферми сов-
падают:

vF± =
∂(ε±(k))

∂k

∣∣∣∣
k=kF±

= k̂

√
2μ

m
+ γ2. (14)

Здесь k̂ — единичный вектор вдоль импульса k.
Равенство скоростей на разных поверхностях Фер-
ми — специфическое свойство модели с изотропным
спин-орбитальным взаимодействием (7) в трехмер-
ном случае и модели Рашба в двумерном.

Матрица равновесного распределения электро-
нов имеет вид

n̂ =
n(ε+) + n(ε−)

2
σ0 +

n(ε+)− n(ε−)
2|γ| γ · σ. (15)

Здесь

n(ε) =
1

exp

(
ε− μ

T

)
+ 1

(16)

— функция Ферми.
Эрмитовы матрицы неравновесных распределе-

ний в зонном и спиновом представлениях связаны
друг с другом преобразованием

fαβ(k) = Ψα∗σ1
(k)nσ1σ2Ψ

β
σ2
(k). (17)

В зонном представлении матрица равновесного
распределения диагональна:

nαβ = Ψα∗σ1
(k)nσ1σ2Ψ

β
σ2
(k) =

=

(
n(ε+) 0

0 n(ε−)

)
αβ

. (18)

Недиагональные элементы f+−(k) и f−+(k) отлич-
ны от нуля только в неравновесных состояниях.

Кинетическое уравнения для матричной функ-
ции распределения электронов в металлах без цен-
тра инверсии выведено в работе [9]. Соответствую-
щее условие стационарности во внешнем электриче-
ском поле E имеет вид

e

⎛⎜⎜⎝ (v+ ·E)
∂n(ε+)

∂ε+
(v± · E)(n(ε−)− n(ε+))

(v∓ · E)(n(ε+)− n(ε−)) (v− · E)
∂n(ε−)
∂ε−

⎞⎟⎟⎠ +

+

(
0 i(ε− − ε+)f±(k)

i(ε+ − ε−)f∓(k) 0

)
= Îi + Îee. (19)

Здесь

vα(k) =
∂εα
∂k

, v±(k) = Ψ+∗
σ (k)

∂Ψ−
σ (k)

∂k
,

v∓ = −v∗
±.

(20)

В борновском приближении интеграл столкновений
Iiαβ электронов с примесями имеет вид

Iiαβ(k) = 2πnimp

∫
d3k′

(2π)3
|V (k− k′)|2 ×

× {Oαν(k,k′)[fνμ(k′)Oμβ(k′,k)−
−Oνμ(k

′,k)fμβ(k)]δ(ε′ν − εβ)+

+ [Oαν(k,k
′)fνμ(k′)− fαν(k)Oνμ(k,k

′)]×
×Oμβ(k

′,k)δ(ε′μ − εα)}. (21)

Здесь введены обозначения εα = εα(k), ε
′
μ = εμ(k

′)
и т. д. Функции

Oαβ(k,k
′) = Ψα∗σ (k)Ψβσ(k

′) (22)

удовлетворяют соотношениямOαβ(k,k′) = O∗
βα(k

′,k).
Интеграл межэлектронных столкновений в борнов-
ском приближении дается выражением [9]

Îee(k) = 2π

∫
d3k′′

(2π)3
d3k2
(2π)3

F̂ (k,k2,k
′,k′′), (23)

где k′ = k+ k2 − k′′ −Q и Q — вектор обратной ре-
шетки. Здесь и во всех остальных формулах мы ра-
ботаем в системе единиц с постоянной Планка � = 1.
Матрица F̂ есть
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Fαβ(k,k2,k
′,k′′) =

1

2
W1{[Oαν(k,k′)fνμ(k′)×

×Oμλ(k′,k)(δλβ−fλβ(k))(δξη−fξη(k2))Oηζ (k2,k
′′)×

× fζρ(k
′′)Oρξ(k′′,k2)−Oαν(k,k

′)(δνμ − fνμ(k
′))×

×Oμλ(k′,k)fλβ(k) fξη(k2)Oηζ(k2,k
′′)(δζρ−fζρ(k′′))×

×Oρξ(k
′′,k2)]δ(ε

′
ν − εβ − ε2ξ + ε′′ζ )+

+ [(δαν − fαν(k))Oνμ(k,k
′)fμλ(k′)Oλβ(k′,k)×

× (δξη − fξη(k2))Oηζ(k2,k
′′)fζρ(k′′)Oρξ(k′′,k2)−

− fαν(k))Oνμ(k,k
′)(δμλ − fμλ(k

′))×
×Oλβ(k

′,k)fξη(k2)Oηζ(k2,k
′′)(δζρ − fζρ(k

′′))×
×Oρξ(k

′′,k2)]δ(εα − ε′μ + ε2ξ − ε′′ζ )}+

+
1

2
W2{[Oαν(k,k′)fνμ(k′)Oμλ(k′,k2)×

× (δλξ − fλξ(k2))Oξζ(k2,k
′′)fζρ(k′′))Oρω(k′′,k)×

× (δωβ−fωβ(k)Oαν (k,k′)(δνμ−fνμ(k′))Oμλ(k′,k2)×
× fλξ(k2)Oξζ(k2,k

′′)(δζρ − fζρ(k
′′))Oρω(k′′,k)×

× fωβ(k]δ(ε
′
ν − εβ − ε2ξ + ε′′ζ )+

+ [(δαν − fαν(k)Oνμ(k,k
′)fμλ(k′)Oλξ(k′,k2)×

× (δξζ − fξζ(k2))Oζρ(k2,k
′′)fρω(k′′))Oωβ(k′′,k)−

− fαν(k)Oνμ(k,k
′)(δμλ−fμλ(k′))Oλρ(k′,k2)fρξ(k2)×

×Oξζ(k2,k
′′)(δζω − fζω(k

′′))×
×Oωβ(k

′′,k)]δ(εα − ε′μ + ε2ξ − ε′′ζ )}. (24)

Здесь W1 и W2 — зависящие от импульсов ампли-
туды кулоновского и обменного взаимодействий. В
металле, благодаря экранировке заряда, их можно
считать постоянными.

Недиагональные члены в левой части матрич-
ного кинетического уравнения (19) пропорциональ-
ны энергии расщепления зон, в то время как инте-
гральные члены в правой части пропорциональны
различным внутризонным и межзонным скоростям
релаксации при рассеянии электронов на приме-
сях и из-за электрон-электронного рассеяния. Ско-
рость электрон-электронного рассеяния всегда мала
по сравнению со скоростью электронного рассеяния
на примесях. Следовательно, если энергия расщеп-
ления зон превышает скорость рассеяния электро-
нов на примесях,

vF (kF− − kF+) � 1/τi, (25)

то можно пренебречь интегралами столкновений в
недиагональных слагаемых матричного кинетиче-
ского уравнения (19) и использовать бесстолкнови-
тельные решения для недиагональных членов функ-
ции распределения:

f± =
e(v± · E)(n− − n+)

i(ε− − ε+)
, (26)

f∓ =
e(v∓ · E)(n+ − n−)

−i(ε+ − ε−)
. (27)

В стационарном случае вклад этих недиагональных
членов в электрический ток равен нулю [9]. С дру-
гой стороны, подстановка этих выражений в диа-
гональную часть матричных интегралов столкнове-
ний (21) и (24) позволяет пренебречь в них всеми
членами, содержащими недиагональные элементы
матричной функции распределения, поскольку они
будут в γkF τi � 1 раз меньше, чем члены с диаго-
нальными элементами.

Тогда система уравнений (19) для функции

fαβ(k) =

(
f+(k) 0

0 f−(k)

)
αβ

(28)

приобретает следующий вид:

(v+ ·E)
∂n(ε+)

∂ε+
= Ii+ + Iee+ , (29)

(v− · E)
∂n(ε−)
∂ε−

= Ii− + Iee− , (30)

где

Ii+ = 4πni

∫
d3k

2π3
|V (k−k′)|2O++(k,k

′)O++(k
′,k)×

× [f+(k
′)−f+(k)]δ(ε′+−ε+)+O+−(k,k′)O−+(k

′,k)×
× [f−(k′)− f+(k))]δ(ε

′
− − ε+)}, (31)

Iee+ = 2π

∫
d3k′′

(2π)3
d3k2
(2π)3

{W1[O+ν(k,k
′))Oν+(k′,k))×

×Oξζ(k2,k
′′)Oζξ(k′′,k2)]+W2[O+ν(k,k

′))Oνξ(k′,k2))×
×Oξζ(k2,k

′′)Oζ+(k′′,k)]}{fν(k′)(1 − f+(k))×
× (1− fξ(k2))fζ(k

′′)− (1− fν(k
′))f+(k)fξ(k2)×

× (1− fζ(k
′′))}δ(ε′ν − ε+ − ε2ξ + ε′′ζ ). (32)

Соответствующие выражения для Ii− и Iee− получа-
ются заменой зонных индексов («+»↔ «−»).

Таким образом, мы пришли к системе двух урав-
нений с интегралами столкновений, включающими
как внутризонные, так и межзонные электронные
процессы рассеяния.

3. СКОРОСТЬ РАССЕЯНИЯ ЭЛЕКТРОНОВ
НА ЭЛЕКТРОНАХ

Решение уравнений такого рода с учетом процес-
сов переброса является трудной задачей. Даже для
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однозонного металла с центром инверсии и сфери-
ческой поверхностьюФерми аналитическое решение
может быть найдено только путем применения ва-
риационной процедуры [11]. В отсутствие процессов
переброса, k′ = k + k2 − k′′, решить эту проблему
можно так, как это было сделано в работе [7] для
двухзонного металла с центром инверсии.

Левые части уравнений (29) и (30) ведут себя
как дельта-функции вблизи поверхности Ферми со-
ответствующей зоны. Таким образом, следуя обыч-
ной процедуре линеаризации, можно искать реше-
ние для отклонений функций распределения от рав-
новесной в виде

δfα(k) = fα(k)− n(εα) = cα(vα · E)
∂n(εα)

∂εα
, (33)

δfα(k2) = fα(k2)−n(ε2α) = cα(v2α ·E)
∂n(ε2α)

∂ε2α
(34)

и т. д. Затем, умножая уравнение (29) и уравнение
(30) соответственно на v+ и v− и интегрируя по k,
мы придем к системе двух линейных алгебраичес-
ких уравнений для коэффициентов c+ и c−. Однако
для установления температурной зависимости вре-
мени электронно-электронной релаксации нет необ-
ходимости воспроизводить эти громоздкие расчеты.
Для этого достаточно в уравнениях (29) и (30) оста-
вить только члены с δfα(k) = fα(k) − n(εα), пре-
небрегая остальными членами, пропорциональными
δfα(k2), и т. д. Конечно, этот трюк отнюдь не дает
решений кинетических уравнений. Но, ввиду одина-
ковой зависимости от энергии всех членов в подын-
тегральном выражении, полный расчет дает ту же
температурную зависимость электронно-электрон-
ной релаксации, что и в результате применения ука-
занного приема. Таким образом, игнорируя не зави-
сящий от температуры вклад от рассеяния электро-
нов на примесях, получаем

(v+ ·E)
∂n(ε+)

∂ε+
= −2πδf+(k)

∫
d3k′′

(2π)3
d3k2
(2π)3

×

× {W1[O+ν(k,k
′))Oν+(k′,k))Oξζ (k2,k

′′)×
×Oζξ(k

′′,k2)] +W2[O+ν(k,k
′))Oνξ(k′,k2))×

× Oξζ(k2,k
′′)Oζ+(k′′,k)]}{n(ε′ν)(1− n(ε2ξ))n(ε

′′
ζ )+

+ (1− n(ε′ν))n(ε2ξ)(1− n(ε′′ζ ))}×
× δ(ε′ν − ε+ − ε2ξ + ε′′ζ ), (35)

(v− ·E)
∂n(ε−)
∂ε−

=

= −2πδf−(k)
∫

d3k′′

(2π)3
d3k2
(2π)3

× {+ −→ −} . (36)

Чтобы принять во внимание сохранение энергии,
необходимо перейти от интегрирования по импуль-
сам к интегрированию по энергиям. Даже для одно-
зонного металла с центром инверсии эту процедуру
можно выполнить аналитически только в случае по-
чти сферической формы поверхности Ферми. Для
металла без центра инверсии с изотропным спект-
ром

ε±(k) =
k2

2m
± γk, (37)

следуя процедуре, разработанной в работе [12] и вос-
произведенной несколько иным образом в работе
[13], в пренебрежении членами порядка γkF /εF по-
лучаем

d3k′′d3k2 = m3 sin θ dθ dφ dφ2
2 cos(θ/2)

×

×
[
1 +O

(
γkF
εF

)]
dε′′ζdε2ξdε. (38)

Здесь θ — угол между k и k2, φ — азимутальный
угол k2 вокруг направления k, а φ2 — угол между
плоскостями (k,k2) и (k′,k′′). С такой же точнос-
тью можно считать множители Oαβ(k,k′) функци-
ями, зависящими только от углов между векторами
k,k2,k

′,k′′.
Интегрирование по ε′ν сводится к замене ε′ν =

= ε++ ε2ξ− ε′′ζ . Затем, выполняя интегрирование по
ε′′ζ и ε2ξ, получаем

(v+ ·E)
∂n(ε+)

∂ε+
=

= −m3[(πT )2 + (ε+ − μ)2]I+δf+(k), (39)

(v− ·E)
∂n(ε−)
∂ε−

=

= −m3[(πT )2 + (ε− − μ)2]I−δf−(k), (40)

где

I+ =

∫
sin θ dθ dφ dφ2
2(2π)5 cos(θ/2)

{W1[O+ν(k,k
′))Oν+(k′,k))×

×Oξζ(k2,k
′′)Oζξ(k′′,k2)]+W2[O+ν(k,k

′))Oνξ(k′,k2))×
×Oξζ(k2,k

′′)Oζ+(k′′,k)]}, (41)

I− получается из I+ заменой + → −. Подставляя
δf+(k) и δf−(k) в выражение для плотности тока

j = e2
∫

d3k

(2π)3
{v+δf+(k) + v−δf−(k)} (42)

и выполняя интегрирование, мы приходим к выра-
жению
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j =
e2v2F

3π2m3T 2

{
N0+

I+
+
N0−
I−

}
E, (43)

где N0± = mkF±/2π2 — плотности состояний в зо-
нах ±. Таким образом, при условии выполнения сде-
ланных при выводе ограничений, скорость релакса-
ции импульса, определяемая рассеянием электронов
на электронах, и сопротивление в металлах без цен-
тра инверсии при низких температурах имеют обыч-
ную температурную зависимость, соответствующую
формулам (2) и (1).

Упомянутый выше полный вывод с учетом всех
членов в уравнениях (29)–(32), включая и рассеяние
на примесях, приводит к такой же температурной
зависимости проводимости.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано, что в металлах без центра ин-
версии электронно-электронные столкновения дают
тот же вклад в низкотемпературную зависимость
сопротивления, что и в обычных металлах без на-
рушения пространственной четности. Предыдущие
вычисления [8, 9], посвященные той же задаче, при-
вели к неверному результату (3) из-за использова-
ния неправильных формул для законов дисперсии
электронов.

Настоящие вычисления были выполнены в пред-
положении, что расщепление зон спин-орбитальным
взаимодействием велико по сравнению со скорос-
тью рассеяния электронов на примесях и в то же
время мало по сравнению с энергией Ферми. При
этих условиях электронно-электронное рассеяние
порождает обычную квадратичную температурную
зависимость удельного сопротивления при низких
температурах и не вносит дополнительного вклада
в остаточное удельное сопротивление металла при
T = 0.

Как и в обычных металлах с центром инверсии,
квадратичная температурная зависимость, опреде-

ляемая электронно-электронными столкновениями,
может быть подавлена из-за существенной анизот-
ропии поверхности Ферми.
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Показано, что все нетривиальные нули дзета-функции Римана расположены на линии z = 1/2 + it0 и
могут быть поделены на две группы: нормальные, номер которых однозначно восстанавливается по вели-
чине корня, и аномальные номера, для однозначного восстановления номера которых требуется знание
величины еще двух соседних корней (левого и правого). Использованные методы анализа могут быть
полезны при исследовании физики явлений, связанных с проскальзыванием фазы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Дзета-функция Римана возникает во многих за-
дачах физики низких температур, связанных с ана-
литическим продолжением с целочисленных точек
в температурной технике (техника Мацубары) [1],
а также при исследовании динамических процес-
сов, приводящих к проскальзыванию фазы (эффект
Джозефсона, диссипация тока в квазиодномерных
сверхпроводниках). Поведение дзета-функции в по-
лосе 0 < x < 1 весьма сложное и используемые ме-
тоды исследования могут быть полезны во многих
физических задачах. Равно как и при рассмотре-
нии физических задач могут возникнуть нетриви-
альные соотношения между функциями Эйлера и
дзета-функцией Римана [2]. Возможность установ-
ления точного номера любого нетривиального кор-
ня дзета-функции по его значению означает силь-
ную корреляцию нулей на больших расстояниях при
сохранении сравнительно больших отклонений рас-
стояний между соседними нулями от квазисреднего.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Для исследования мы воспользуемся методом,
изложенным в работе [3]. Следуя ему, мы определя-

* E-mail: ovc@itp.ac.ru

ем аналитические функции {φ, η}, связанные с дву-
мя функциями: гамма-функцией Эйлера Γ(z) и дзе-
та-функцией Римана ζ. Положим

z = 1/2 + it = 1/2 + ν + it0. (1)

Аналитическая функция φ в полосе |ν| < 1/2,
t0 � 1 имеет следующее асимптотическое разложе-
ние [3]:

φ(t) =
t

2

(
ln
t

2
− lnπ − 1

)
− π

8
+

1

48t
. (2)

На линии Стокса (ν = 0) выполняется уравне-
ние [3]

2e−η2(t0) cos(φ(t0) + η1(t0)) =

= eiφ(t0)
D1 + iD2

1−
√
2 cos(t0 ln 2) + i

√
2 sin(t0 ln 2)

+

+ e−iφ(t0)
D1 − iD2

1−
√
2 cos(t0 ln 2)− i

√
2(t0 ln 2)

, (3)

где

η = η1 + iη2,

D1 = (1− 2−1/2−ν cos(t0 ln 2))+

+

∞∑
k=2

(
cos(t0 ln(2k − 1))

(2k − 1)1/2+ν
− cos(t0 ln(2k))

(2k)1/2+ν

)
,

D2 = 2−1/2−ν sin(t0 ln 2)−

−
∞∑
k=2

(
sin(t0 ln(2k − 1))

(2k − 1)1/2+ν
− sin(t0 ln(2k))

(2k)1/2+ν

)
.

(4)
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На линии Стокса функция η1 удовлетворяет
условию

|η1| < π. (5)

В нуле дзета-функции с номером N на линии
Стокса выполняются следующие два уравнения:

1

π
(φ(t

(N)
0 ) + η1(t

(N)
0 )) = N − 3

2
, (6)

∂η1(t0)

∂t0

∣∣∣∣
t
(N)
0

= 0. (7)

Из уравнений (3), (6) находим значение функции
η2 в нулях дзета-функции t(N)

0 :

η2(t
(N)
0 ) = − ln

(
(−1)(N+1) ∂μ

∂t0

/
∂φ

∂t0

)∣∣∣∣
t
(N)
0

, (8)

где

μ(t0) =

=
1

2

{
eiφ(t0)

D1 + iD2

1−
√
2 cos(t0 ln 2)+i

√
2 sin(t0 ln 2)

+

+ e−iφ(t0)
D1 − iD2

1−
√
2 cos(t0 ln 2)−i

√
2 sin(t0 ln 2)

}
. (9)

Уравнения (5), (6) существенно улучшают клас-
сический результат, приведенный в [4]. Неравенство
(5) позволяет разделить все нетривиальные нули
дзета-функции на два подмножества: нормальные
нули, если |η1| < π/2, и аномальные при π/2 < η1 <

< π. Слева и справа от аномального нуля находят-
ся нормальные нули, поэтому легко установить, яв-
ляется ли данный нуль нормальным или нет. Для
этого достаточно найти номера левого (правого) ну-
лей в приближении |η| < π/2. Если номера левого
(правого) нуля окажутся равными {N − 2, N} или
{N,N +2}, то данный нуль является аномальным и
имеет номер {N − 1} в первом случае и {N + 1} во
втором. В противном случае данный номер является
нормальным и имеет номер {N}.

Значения функций (η1, η2)|t0 �=t(N)
0

могут быть
найдены из уравнения

tg(φ(t0) + η1(t0)) =
∂μ/∂t0
μ∂φ/∂t0

− 1

∂φ/∂t0
×

×
[
∂η2
∂t0

+
∂η1
∂t0

exp(−η2)
sin(φ+ η1)

μ

]
. (10)

Используя банк данных для нулей дзета-функ-
ции Римана, мы приводим в таблице значения функ-
ций η1, η2, δ, где δ — расстояние между нулями с но-
мерами {N − 1, N}.

Рис. 1. Функции {η1(t0), η2(t0)} — решения уравнений (3),
(10) в интервале 0 ≤ T1 ≤ 17.7; t0 = 9860.360205325 + T1.
Точки с одиночными звездочками указывают положение
нулей дзета-функции с номерами N = {9980–10000}.

Крестики указывают положение аномальных нулей

Рис. 2. Функции {η1(t0), η2(t0)} в интервале 0 ≤ T1 ≤ 5.6;
t0 = 9882.192215966+T1 . Точки с одиночными звездочка-
ми указывают положение нулей дзета-функции с номера-
ми N = {10005–10012}. Все нули являются нормальными.
Номера двух нулей N = {10007, 10009} являются просты-

ми числами

Существуют точная верхняя и точная нижняя
границы функции η1 на множестве {t(N)

0 }. Их зна-
чения неизвестны. Неизвестно также, достигаются
они или нет.

На рис. 1 мы приводим функции
{η1(t0), η2(t0)} — решения уравнений (3), (10) в
интервале 0 ≤ t0 − 9860.360205325 ≤ 17.8, получен-
ные по теории возмущений относительно второго
члена в правой части уравнения (10). Все номера
нулей дзета-функции на этом интервале не явля-
ются простыми числами. Аномальными являются
нули с номерами N = {9986, 9992, 9995}. На рис. 1
они отмечены крестиками.

На рис. 2 приведены графики функций
{η1(t0), η2(t0)} в интервале 0 ≤ t0−9882.192215966≤
≤ 5.6, полученные в том же приближении, что и на
рис. 1. Все нули дзета-функции в этом интервале

570



ЖЭТФ, том 159, вып. 3, 2021 Нули дзета-функции Римана на линии z = 1/2 + it0 II

Таблица. Номера N нулей; значения корней t0 дзета-функции из банка данных; значения функций η1, η2; рассто-
яние δ между нулями с номерами {N − 1, N}. Номера аномальных нулей помечены звездочкой

N t0 η1 η2 δ

995 1413.843148788569 −0.3347787 −1.439698

996∗ 1415.585784795495 −1.913157 0.7729658 1.742636

997 1415.781581303283 0.6981624 0.8390399 0.1957965

998 1417.102822933823 0.2604094 −0.7057182 1.32124163

999 1418.696963852452 −0.9173339 −0.2697894 1.5941409

1000 1419.422480945996 0.2581943 −2.734378 · 10−2 0.7255171

9995* 9873.802220903648 −1.622723 −0.2933259

9996 9874.323957629064 −0.4010518 8.274927 · 10−2 0.5217367

9997 9875.218994098847 −0.554381 0.5169054 0.8950364

9998 9875.600956248757 1.182915 0.4075229 0.3819621

9999 9876.479017063784 1.092085 −0.7418838 0.8780608

10000 9877.782654005501 −0.5631968 −0.8569397 1.3036369

99995 74 917.71941582848 −0.8112433 −0.7327937

99996 74 918.37058022667 −0.7321506 0.3116081 0.6511644

99997 74 918.69143345370 0.909442 0.6422741 0.3208532

99998* 74 919.07516112077 2.238535 −0.2387409 0.3837276

99999 74 920.25979325889 −0.1823727 −1.530978 1.1846321

100000 74 920.82749899419 0.30297 −1.534634 0.5677057

999995* 600 267.1935613822 −1.766762

999996 600 267.5137087857 −0.3751698 0.3201474

999 997 600 267.9045547598 0.5164229 0.39084598

999 998 600 268.4774001423 0.4080155 0.5728454

999 999 600 269.0055602490 0.5496082 0.5281601

1000000 600 269.6770124450 −0.3087992 0.6714522

9 999 995 4.992378736958099 · 106 0.1155457

9 999 996 4.992379318476746 · 106 −0.7428616 0.58151865

9 999 997* 4.992380078878498 · 106 −1.601269 0.76040175

9 999 998 4.992380229898413 · 106 −0.4596763 0.1510199

9 999 999 4.992380724410680 · 106 −1.318084 0.49451227

10 000 000 4.992381014003179 · 106 −0.1764911 0.2895925
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являются нормальными. Номера двух нулей с
N = {10007, 10009} являются простыми числами.
Они обозначены крестиками. Рассматривая рис. 1,
2 данной работы и рис. 5 из работы [3], можно
предположить, что существует корреляция между
формой функции {η1, η2} и наличием близкого нуля
с номером, являющимся простым числом.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Распределение нулей дзета-функции представ-
ляет собой хороший пример системы, в которой име-
ется дальний порядок при отсутствии ближнего по-
рядка. В результате оказывается возможным уста-
новить номер любого заданного нуля с точностью
±1. Если известно положение трех нулей подряд,
то их номера восстанавливаются однозначно с ука-
занием, к какому подмножеству (нормальному или
аномальному) принадлежит каждый из этих нулей.
При этом даже на больших расстояниях общие фор-

мулы восстановления положения хотя бы ближай-
шего нуля к данному неизвестны. Вполне возможно,
что разбиение задачи на две: установление дальне-
го порядка (нумерация с установлением интервалов
без перекрытия) при отсутствии ближнего, может
быть эффективным и в других задачах как физичес-
ких, так и математических.
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