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Для конечных произведений Бляшке B степени , , , установлены точная верх-
няя граница минимальных модулей критических значений и точная нижняя граница максимальных
модулей критических значений этих произведений. Указанные оценки зависят только от  и .
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DOI: 10.31857/S2686954321040056

≥ 2n (0) = 0B ≠'(0) 0B

n '(0)B

Полиномы и рациональные функции играют
важную роль в различных областях математики.
Тем удивительнее наличие нерешенных задач для
этих классов функций, формулируемых простым
и естественным образом. К такого рода задачам
относятся, например, знаменитые гипотезы Сен-
дова о расположении нулей и критических точек
комплексного полинома и Смейла об отношении
критического значения полинома к соответству-
ющей его критической точке (гипотеза о среднем
значении) (см. [1]). Класс рациональных функ-
ций, наиболее близких по своей структуре к по-
линомам степени , составляют конечные произ-
ведения Бляшке той же степени:

где  и комплексные числа  лежат в
единичном круге . Такие произведения и их
приложения изучались многими авторами (см.,
например, работы [2–5] и библиографию в них).
В то же время задачи, связанные с критическими
значениями произведений Бляшке, мало изуче-
ны [1, 4]. Справедлива следующая

Т е о р е м а  1. Пусть B – конечное произведение
Бляшке степени , , ,  < 1.
Тогда

n

−α ∈ =
−∏

=1
( ) = , : { : < 1},

1

n
k

k k

z zB z z U z z
z z

α = 1 …1, , nz z
U

≥ 2n (0) = 0B '(0) =B c 0 < c

(1)

где

(2)

Нетрудно видеть, что функция B1 является
произведением Бляшке. Критические точки B1
заданы уравнением

а критические значения , реализующие ми-
нимум в правой части (1), расположены на одинако-
вом расстоянии от начала координат симметрич-
ным образом. Из теоремы 1 легко вытекает соответ-
ствующее утверждение о критических значениях
комплексных полиномов вида  + ... + cz [6]:

где . Последнее неравенство дает
ответ на один из вопросов Смейла (см. [7, с. 3; 6]).
Заметим, что полином P* является также экстре-
мальным и в знаменитой гипотезе Смейла о сред-
нем значении, согласно которой предполагается
существование критической точки , удовлетво-
ряющей неравенству

(3)

[7, с. 33]. Шейл–Смолл поднял вопрос о получе-
нии аналогичной (3) оценки, где полином P заме-
няется на конечное произведение Бляшке ,

ζ ζ ≤ ζ ζ1 1'min{ ( ) : '( ) = 0} min{ ( ) : ( ) = 0},B B B B

−

−
−

−

1

1 1( ) = .
1

n

n
z cB z z

cz

− −ζ + − − ζ +2 2 1(( 2) / ) 1 = 0,n nn c n c

ζ1( )B

=( ) nP z z

{ }

{ } ( ) −

ζ ζ ≤

≤ ζ ζ −
/( 1)

min ( ) : '( ) = 0

min *( ) : *'( ) = 0 = ( 1) ,
n n

P P

cP P n
n

= −*( ) nP z z cz

ζ

ζ −≤
ζ
( ) 1P n
c n

B
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ДУБИНИН

,  [1, с. 366]. Некоторый прогресс
в этом направлении достигнут в работе Нг и Жан-
га [4]. Учитывая вышесказанное, естественно
предположить, что экстремальным произведени-
ем Бляшке в гипотезе, аналогичной (3), будет
функция  из теоремы 1.

При доказательстве теоремы 1 существенно
используется симметрия римановой поверхности
R1 функции, обратной произведению . Эту по-
верхность можно представить следующим обра-
зом. Пусть  – модуль наименьшего критическо-
го значения функции  и пусть λk = [σexp(2πi(k –
– 1) , , 

U0 =  Поверхность R1 полу-

чается приклеиванием ”крест-накрест” к области
U0 листов  по берегам совпа-
дающих разрезов единичного круга, .
Следуя методике [6], мы рассматриваем симмет-
ричный конденсатор, заданный на поверхности
R1 [8], который затем преобразуется в конденса-
тор меньшей емкости, расположенный на по-
верхности функции, обратной исходному произ-
ведению  из теоремы 1. Ключевую роль в этом
преобразовании играет диссимметризация веще-
ственнозначных функций [8].

В решении ряда задач экстремальной функци-
ей является так называемое произведение Чебы-
шева–Бляшке [3]. Нас интересует функция ,
которая с точностью до дробно-линейной замены
аргумента совпадает с таким произведением. Для
фиксированного целого  и вещественного ,

, рассмотрим рациональную функцию
, заданную параметрически:

где модуль  определяется равенством

 и  – полные эллиптические интегралы
первого рода [9]. Функцию , а также суперпози-
ции этой функции с дробно-линейными отображе-
ниями как в области определения, так и в области
значений, принято называть дробями Золотарева
[10]. Хорошо известна роль дробей Золотарева в
теории рациональной аппроксимации и некото-
рых вопросах электротехнических расчетов [9].
Конечное произведение Бляшке  определяется
следующим образом:

где

(0) = 0B '(0) =B c

1B

1B

σ
1B

−/( 1))n ( )π − −exp 2 ( 1)/( 1) ]i k n = −…1, , 1k n
−

=

  < ∉ λ 
  

∪
1

1

: 1, .
n

k
k

w w w

{ }= < ∉ λ: 1,k kU w w w
= −…1, , 1k n

B

2B

≥ 2n κ
κ0 < < 1

( )≡ ζ κ;nZ Z

 κκ = κ ∈ 
 

K( )(sn( ; ); ) : sn ; , ,
K( )nZ u k u u

k
C

k

κ κK K K K'( ) ( ) = '( ) ( ), 0 < < 1,k n k k

⋅K( ) ⋅K'( )
Z

2B

β −  κ ∈ τ ∞  +  
2

(1 )( ) = Φ ; , , 1 < < ,
1

zB z Z z U
z

 – наибольший корень уравнения .

Функция  отображает единичный круг  на
риманову поверхность R2, расположенную над
кругом  и допускающую следующее геомет-
рическое представление. Пусть  есть круг 

с разрезом вдоль отрезка , и пусть
 – копии круга  с разрезами вдоль

отрезков  и . Наконец, обозначим

через  круг  с разрезом , если  четное и

 в противном случае. Поверхность R2 получает-
ся склеиванием областей , . Область

 приклеена к области  “крест-накрест” по
берегам -разрезов. Область  приклеена к 
по берегам -разрезов и т.д. Область  приклее-
на к области  по берегам -разрезов, если  чет-
ное, и по берегам -разрезов, если  нечетное.

Т е о р е м а  2. В условиях теоремы 1 справедливо
неравенство

где  – единственный корень уравнения 
на промежутке .

Как следствие из теоремы 2, заключаем, что
при всех t, , лемниската 
не является связным множеством.

Доказательство теоремы 2 опирается на метод
симметризации [11], при котором результат сим-
метризации расположен на римановой поверхно-
сти функции, обратной полиному Чебышева пер-
вого рода.
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НОВЫЙ КЛАСС ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ
НА УСТОЙЧИВОСТЬ ВЫРОЖДЕННЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ. 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ p-РЕГУЛЯРНОСТИ
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Предлагается новый подход для исследования на устойчивость динамических систем в случае, когда
традиционные функции Ляпунова не эффективны или вообще не применимы для исследования.
Основное аппаратное средство, которое используется для анализа вырожденных систем, это так на-
зываемая p-фактор функция Ляпунова, позволяющая сводить исходную задачу к новой на основе
конструкций теории p-регулярности. Приводится пример содержательного применения рассмат-
риваемого в статье метода.

Ключевые слова: динамические системы, устойчивость, вырожденность, особенность, p-фактор
функция Ляпунова

DOI: 10.31857/S2686954321040068

Рассматривается автономная система обыкно-
венных дифференциальных уравнений вида

(1)

где вектор-функция . При этом на-
чальное условие  определяет единствен-
ное решение системы (1). Предполагаем, что

, т.е. точка решения  является по-
ложением равновесия системы (1), и будем изу-
чать вопрос асимптотической устойчивости этого
решения, а также возможность модификации си-
стемы (1) в случае неусточивости таким образом,
чтобы получить новую систему с тем же положе-
нием равновесия, но уже устойчивого.

= ,�( ) ( )x t f x

+∈ �
1( )p nf C

=0 0( )x t x

=(0) 0f ≡*( ) 0x t

О п p е д е л е н и е  1. Будем говорить, что ре-
шение  системы (1) у с т о й ч и в о , или
у с т о й ч и в о  п о  Л я п у н о в у , если 

 такое, что   при
.

О п p е д е л е н и е  2. Будем говорить, что ре-
шение  системы (1) является а с и м т о -
т и ч е с к и  у с т о й ч и в ы м  в  о к р е с т н о с т и

, если оно устойчиво по Ляпунову и

(2)

Для изучения вопроса устойчивости является
весьма эффективным аппарат функций Ляпунова
(см., например, [1–11, 13]). Далее для простоты
считаем .

О п p е д е л е н и е  3. Непрерывно дифференци-
руемая функция  называется ф у н к ц и е й

Л я п у н о в а , если  > 0 и 

, .
Для анализа устойчивости системы (1) приме-

нима классическая теорема Ляпунова [13], кото-
рую мы сформулируем в следующем виде.

Т е о p е м а  1 (Ляпунова). Если для системы (1)
существует функция Ляпунова, то тривиальное ре-
шение  асимптотически устойчиво.

≡*( ) 0x t
∀ε > 0

∃δ = δ ε( ) ≤ ε0( ( ))x x t ∀ ≥ 0t t
≤ δ0x

=*( ) 0x t

( *)U x

→∞
= .0lim ( ( )) 0

t
x x t

=0 0t

ν( )x

ν( )x ν <( ) 0d x
dt

∀ ∈ ( *)\{ *}x U x x ν =( *) 0x

=*( ) 0x t
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Традиционно используются следующие функ-
ции Ляпунова:

(3)

Если матрица  отрицательно определена, то

очевидно , .

Существует обширный класс систем вида (1), в
которых отображение  вырождено в точке

, т.е. f '(x*) вырождено, и строить функцию
Ляпунова затруднительно. Например, для систем
вида , , ,  или ,

,  и т.д. В этом случае матрица
 вырождена в точке x* = 0 и применить клас-

сическую функцию Ляпунова типа (3) невозмож-
но. Оказывается, для вырожденных систем (1) эф-
фективным методом исследования устойчивости
является аппарат теории p-регулярности, описание
и основные конструкции которого можно найти,
например, в [12].

1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 
p-РЕГУЛЯРНОСТИ

Пусть отображение  достаточно
гладкое (по крайней мере до порядка p + 1), X,  –
банаховы пространства. Считаем при этом в точ-
ке , . Для нас интересен случай
вырождения  в точке , т.е. .
Пусть пространство Y разложимо в прямую сумму
подпространств

(4)

где ,  и пусть  – замкнутое
дополнение пространства  до Y (мы предполага-
ем, что такое существует). Обозначим через

 оператор проектирования на  па-
раллельно . Тогда через  обозначим замыкание
линейной оболочки образа квадратичной формы

. Далее определим индуктивно

где  – замкнутое дополнение к .
Окончательно, . При этом число 
выбирается как минимальный номер, для кото-
рого (4) имеет место. Определим отображения

(5)

где  – оператор проектирования на 
параллельно  … , и
обозначим , .

ν = , ν = − .2 2( ) ( ) ( ) *x f x x x x

'( *)f x
ν <( ) 0d x
dt

∈ ( *)\{ *}x U x x

( )f x
=* 0x

=�

2 px x ≥ 1p ∈ �p ∈ �x = +�1 1 1 2x x xx
= +�

2 3
2 1 2x x x ∈ �

2x
'( *)f x

⋅ →( ):f X Y
Y

∈*x X =( *) 0f x
⋅( )f *x ≠Im '( *)f x Y

= ⊕ ⊕ ,…1 pY Y Y

=1 Im '( *)Y f x =1Z Y 2Z

1Y

→
2 2:ZP Y Z 2Z

1Y 2Y

⋅
2

(2) 2( *)[ ]ZP f x

= ⋅ ⊆ ,( )spanIm ( *)[]
i

i i
i Z iY P f x Z

iZ −⊕ ⊕…1 1( )iY Y
=p pY Z ∈ �p

= → , = , , ,…( ) ( ): 1
ii Y if x P f x X Y i p

→:
iY iP Y Y iY

− +⊕ ⊕ ⊕ ⊕…1 1 1( i iY Y Y ⊕ )pY
=

ii YP P = , ,…1i p

О п p е д е л е н и е  4. Линейный оператор
, , ,

(6)

называется -ф а к т о р  о п е р а т о р о м  о т о б -
р а ж е н и я   в точке x, а 

 – -фактор
функция.

О п p е д е л е н и е  5. Будем говорить, что отоб-
ражение  -р е г у л я р н о  в  т о ч к е  x* на
элементе , если матрица  не вырождена,
т.е.  = Y.

Пусть  есть k-ядро k-формы
, т.е.

Через  обозначим 

Hp(x*) = .

Одним из основных результатов теории p-ре-
гулярности является теорема о неявной функции
в вырожденном случае, которую мы представим в
следующем виде [14].

Т е о p е м а  2. Пусть ,
, ,  и  – банаховы пространства

и отображения , , определены в со-
ответствии с (5). Предположим, что  и

 – -регулярна по переменной  на элементе

, , , т.е.

Тогда существует независимая константа
, достаточно малое  и отображение ϕ(u) =

=  такие, что для  и u = u* + +
имеем  = 0,  и

||ϕ(u) – x*|| ≤ .

2. -ФАКТОР ФУНКЦИЯ ЛЯПУНОВА
И УСТОЙЧИВОСТЬ ВЫРОЖДЕННЫХ 

СИСТЕМ
Рассмотрим систему (1), в которой отображе-

ние  вырождено в точке равновесия ,
т.е. .

Ψ , ∈ , ⊕ ⊕…1( ) ( )p px h L X Y Y ∈h X ≠ 0h

−Ψ , = + + +…

( ) 1
1 2' ''( ) ( ) ( ) ( )[ ]p p

p px h f x f x h f x h

p
⋅( )f Ψ , =( )p x h

− −= + + +…

( 1) 1
1 2'( ) ( ) ( )[ ]p p

pf x f x h f x h p

⋅( )f p
h Ψ ,( * )p x h

Ψ ,Im ( * )p x h
( )Ker ( *)k k

kf x
( )( *)k

kf x

= ξ ∈ | ξ =( ) ( )( *) { ( *)[ ] 0}.Ker
k k kk

k kf x X f x

( *)pH x

=
∩

( )

1

Ker ( *)
p

k k
k

k

f x

+, ∈ ,1( ) ( )pg u x C U X
× →:g U X Z U X Z

,( )ig u x = , ,…1i p
, =( * *) 0g u x

g p x

=
∈ ,∩

( )

1

( * *)Ker
p

kk
k

k

h g u x = ,( 0)h u ≠ 0u

−

, + , + +
+ , ⋅ × = .

…1 2
( ) 1

{ ( * *) ( * *)[ ]' ''
( * *)[ ] } ({0} )p p

p u

g u x g u x h

g u x h X Z

> 0c ε > 0
+ ω* ( )x u α ∈ , ε[0 ] αu

, ϕ( ( ))g u u ω = α( ) ( )u o

/

=
,

1

1
( *)

p
k

k
k

c g u x

p

( )f x =* 0x
=det '( *) 0f x



10

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 499  2021

ЕВТУШЕНКО, ТРЕТЬЯКОВ

Система (1) в этом случае может и не быть
устойчива, и построение на основе системы (1)
новой системы, но уже устойчивой и с тем же по-
ложением равновесия x*, является весьма важной
проблемой. В свою очередь, ответ на вопрос об
устойчивости решения x* системы (1) с использо-
ванием обычной функций Ляпунова вида (3) не
всегда возможен, см., например, случай, когда

, и др.
Покажем, как можно с использованием ре-

зультатов теории p-регулярности построить на
основе системы (1) новую систему, но уже асимп-
тотически устойчивую по отношению к тому же
решению . Введем так называемую p-фак-
тор функцию Ляпунова.

О п p е д е л е н и е  6. Функцию νp(x, h) =

= , где

будем называть p-ф а к т о р  ф у н к ц и е й  Л я -
п у н о в а  для системы (1).

Т е о p е м а  3. Пусть  и существу-
ет такой элемент , , что матрица

 отрицательно опредена.
Тогда система

(7)

будет асимптотически устойчива в окрестности
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство данной
теоремы аналогично доказательству теоремы 1 с
использованием p-фактор функции Ляпунова

 и с учетом того, что

При этом  . Поэтому
выполняются условия теоремы 1, из которой сле-
дует нужный результат.

П р и м е р  1. Рассмотрим пример, когда p = 2

(8)

Очевидно, что условия теоремы 1 для классиче-
ской функции Ляпунова  не вы-
полнены.

Однако из теоремы 3 следует, что модифици-
рованная система

= 2( )f x x

=* 0x

Φ , 2( )p x h

− −

− −

Φ , = +
+ + + =

= + + +
…

…

1
( 1) 1

2
( 1) 1

1 2

( ) ( )

'( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( )[ ] ,

p
p p

p
p p

p

x h P f x

P f x h P f x h

f x f x h f x h

+∈ �
1( )p nf C

∈ �
nh ≠ 0h

Ψ , <( * ) 0p x h

= Φ , , =� 0( ) ( * ) (0)px t x h x x

( *)U x

ν ,( )p x h

ν ,
= Ψ , Φ , ,Φ , <

∀ ∈ .

( )
2 ( ) ( ) ( ) 0

( *)\{ *}

p
p p p

d x h
x h x h x h

dt
x U x x

Φ , ≠( ) 0p x h ∀ ∈ ( *)\{ *}x U x x

= , = , = .2
0(0) * 0dx x x x x

dt

= =v
2 4( ) ( )x f x x

с 2-фактор функцией Ляпунова 
будет асимптотически устойчива при .
Здесь , .

Что касается асиптотической устойчивости
исходной системы (1), то в случае вырождения

 ситуация может быть различная. Однако при
предположении так называемой сильной p-регу-
лярности отображения  в точке x* будет верен
результат, приводимый ниже в теореме 4.

З а м е ч а н и е  1. В силу того, что  =
= f '(x*), мы также будем использовать модифика-
цию p-фактор функции Ляпунова при

и соответственно модификацию -фактор опера-
тора

и модификацию p-фактор функции .

Опpеделение 7. Будем говорить, что отображе-
ние  удовлетворяет условию сильной p-
регулярности в точке , если 

,  такие, что выполнено неравенство

(9)

где  – достаточно малое.

П р и м е р  1 (продолжение). Для функции
 условие сильной 2-регулярности в точке

 выполнено. Действительно, здесь ,
, ,  и

, где , если  и ,

если  и выполнено (9).

Т е о p е м а  4. Пусть .

Тогда если отображение  – сильно -регулярно
в точке x*, то тривиальное решение  системы (1)
асимптотически устойчиво.

= + =1 2( ) '( ) 2dx P f x P f x h xh
dt

ν , = 2
2( ) (2 )x h xh

= −1h
=1 0P =2 1P

'( *)f x

⋅( )f

1 '( *)P f x

− −Φ , = + + +…

( 1) 1
2( ) ( ) '( )[ ] ( )[ ]p p

p px h f x P f x h P f x h

p

−Ψ , = + + +…

( ) 1
2( ) '( ) ''( )[ ] ( )[ ] .p p

p px h f x P f x h P f x h

Ψ ,( * )p x h

+∈ �
1( )p nf C

*x δ∀ ∈ ( *)\{ *}x U x x
∃ ∈ �

nh ≤ 1h

Ψ , Φ , , < ,( ) ( ) ( ) 0p px h x h f x

δ > 0

= 2( )f x x
=* 0x = 2p
=* 0x =1 0P =2 1P

Φ , = +
Ψ , = + = +

2
2

2 2

( ) 2 ,
( ) '( ) ''( )[ ] 2 2 ,

x h x xh
x h f x P f x h x h

Ψ , Φ , , = + + <2 2
2 2( ) ( ) ( ) 2( )( 2 ) 0x h x h f x x h x xh x

δ∀ ∈ (0)\{0}x U = 1h < 0x − < < −
2
xx h

> 0x

+∈ �
1( )p nf C

f p
*x
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что p-фактор
функция Ляпунова  является
искомой функцией Ляпунова для применения
теоремы 1 при  и  достаточно
малом. Имеем

Последнее выражение согласно (9) отрицательно
. При этом  равномер-

но по , так как  . Поэтому дока-
зательство теоремы 1 не изменится (см., напри-
мер, [13]), при использовании функции  на
траектории решений уравнения (1), хотя в неко-
торых точках траектории  векторы , вообще
говоря, могут быть разные и зависеть от , но это
не влияет на анализ устойчивости.

Однако при исследовании на устойчивость в
общем случае ситуация зависит от начальной точ-
ки  и при различных точках  траекто-
рия  может как сходиться к x*, так и не схо-
диться к x*. Ответ на этот вопрос весьма сложен и
связан с существованием решения краевых задач.
Поясним это.

Заменим переменные  и пусть в точке

 соответственно . Тогда система (1)
перепишется следующим образом:

(10)

Обозначив , можем иссле-
довать, при каких начальных значениях x0 урав-
нение  имеет в окрестности точки 
решение . Частично ответ на этот вопрос
может дать теорема 2, которая гарантирует суще-
ствование устойчивого решения, если при началь-
ных значениях x0 выполняется условие p-регуляр-
ности отображения  на элементе , а
значит, существование решения  при

 (или соответственно ).
П р и м е р  1 (продолжение). Таким образом,

из теоремы 4 следует асимптотическая устойчи-
вость системы (8) с использованием модифи-
кации -фактор-функции Ляпунова

Отметим также, что для системы (8) примене-
ние модифицированной -фактор функции

 в теореме 3 также дает новую устойчивую
динамическую систему

при .
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ЕВТУШЕНКО, ТРЕТЬЯКОВ

NEW CLASS OF LYAPUNOV’S FUNCTIONS FOR SINGULAR DYNAMIC 
SYSTEMS STABILITY ANALYSIS. ELEMENTS OF p-REGULARITY THEORY

Yu. G. Evtushenkoa,b and A. A. Tret’yakova,c,d

a Dorodnicyn Computing Centre, Federal Research Center “Computer Science and Control” of Russian Academy of Sciences, 
Moscow, Russian Federation

b Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation
c System Research Institute, Polish Academy of Sciences, Warsaw, Poland

d Siedlice University, Faculty of Sciences, Siedlice, Poland

The article proposes a new approach for studying the stability of dynamic systems in the case when the tradi-
tional Lyapunov functions are ineffective or generally not applicable for research. The main tool used for the
analysis of degenerate systems is the so-called p-factor Lyapunov function, which makes it possible to reduce
the original problem to a new one based on the constructions of the p-regularity theory. An example of a
meaningful application of the method considered in the article is given.

Keywords: dynamic systems, stability, degeneration, singular, p-factor Lyapunov function
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Рассматриваются регуляризированная система Эйлера с трением в двумерной и трехмерной поста-
новке. Доказано существование глобального аттрактора и получены явные оценки его фрактальной
размерности. В случае периодических краевых условий как в двумерном, так и в трехмерном случае
доказывается, что полученные оценки сверху точны в пределе , где  – параметр, описыва-
ющий сглаживание векторного поля в нелинейном члене.

Ключевые слова: невязкая модель Эйлера–Бардины, аттракторы, фрактальная размерность, потоки
Колмогорова
DOI: 10.31857/S2686954321040160

+α → 0 α

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

В работе изучается асимптотическое поведе-
ние решений регуляризированной системы
Эйлера [1]

(1)

с правой частью g и диссипацией, описывающей-
ся однородным трением . Параметр α > 0, име-
ющий размерность квадрата длины, является ма-
лым параметром, так что  – это сглаженное век-
торное поле c отфильтрованными высокими
гармониками по пространству.

С точки зрения аттракторов система (1) пред-
ставляет интерес и в двумерном случае, посколь-
ку при α = 0 в естественном энергетическом про-
странстве (2) решение существует, но его един-
ственность неизвестна. Одна из возможных
регуляризаций с помощью добавления в правую
часть малой вязкой диссипации  была

∂ + ,∇ + γ + ∇ = ,
= , = , = − αΔ ,0

( )
div 0 (0) (1 )

t x x

x

u u u u p g
u u u u u

γu

u

νΔxu

подробно рассмотрена в [2], где были получены
точные оценки размерности аттрактора при .

В размерности три система интересна прежде
всего как подсеточная модель турбулентности и
известна в литературе под названием невязкая
модель Эйлера–Бардины [1]. Анализ асимптоти-
ческого поведения решений и оценки числа сте-
пеней свободы для этой модели и очень близкой к
ней системы Навье–Стокса–Войта содержится в
работах [3, 4] (см. также цитированную там лите-
ратуру).

В нашей работе система изучается в размерно-
сти d = 2 и d = 3. Каждый случай, в свою очередь,
рассматривается для трех типов краевых условий.

1. Периодические краевые условия .
При этом налагается стандартное условие

 = 0.

2. Во всем пространстве .

3. В ограниченной области . Тогда  есть
решение задачи Дирихле для оператора Стокса

Фазовое пространство по  есть пространство
Соболева H1 с условием бездивергентности, точнее

+ν → 0

∈ = ,[0 ]d dx LT

, , ( )
d

u u g dx
T

d
R

Ω ⊂ d
R u

∂Ω

− αΔ + ∇ = ,
= , = .

(1 )
div 0 0

x xu q u
u u |

u
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(2)

а по , соответственно,  =
= .

Исключая давление, запишем систему (1) как
эволюционное уравнение в :

(3)

где

 – ортогональный проектор Гельмгольца–Ле-
ре, а  – оператор Стокса. Из эллиптической
регулярности оператора Стокса и теорем вложе-
ния Соболева следует, что билинейный оператор
B является ограниченным (сглаживающим) опе-
ратором в :

Таким образом, уравнение (3) является эволюци-
онным уравнением с ограниченным нелинейным
оператором в гильбертовом пространстве, поэто-
му существование локального по времени реше-
ния следует из принципа сжимающих отображе-
ний, а глобальное по времени решение существу-
ет в силу следующей диссипативной оценки:

где

Итак, уравнению (3) соответствует полугруппа раз-
решающих операторов , ,
где  – решение уравнения (3).

О п р е д е л е н и е  1. Пусть , , – полу-
группа непрерывных операторов в банаховом
пространстве H. Множество  называется
г л о б а л ь н ы м  а т т р а к т о р о м  , если:

1) множество  компактно в H;
2) оно строго инвариантно: ;

∈ :=
 , ∈ , = ,

:= , ∈ ,
 Ω , ∈ Ω,


= ,

�

1

1

1

1
0

( ) ( ) 0

( )

( )

div 0

d

d d

d d

u

x u x dx

x

x

u

H

H

H

H

T

T T

R R

u −∈ := − Δ1 1(1 )xu H H
− ∩ =1 {div 0}uH

1H

∂ + , + γ = ,
= , = , = − αΔ ,0

( )
div 0 (0) (1 )

t

x

u B u u u g
u u u uu

−

−

, = − αΠΔ ,∇ ,
= − αΠΔ ,

v v
1

1

( ) (1 ) (( ) )

(1 )
x x

x

B u u

g g

Π
ΠΔx

1H
−ε

/

: × → , ε > , = ,
: × → , = .

1 1 2

1 1 3 2

0 2

3

B d

B d

H H H

H H H

−γ
α α≤ + ,

γ
2

2 2 2
2

1( ) (0) t
Lu t u e g

α := + α ∇ .2 2
2 2 2

xL Lu u u

: →1 1( )S t H H =0( ) ( )S t u u t
( )u t

( )S t ≥ 0t

⊂ H!

( )S t
!

=( )S t ! !

3)  притягивает ограниченные множества в H
при , т.е. для любого ограниченного 
и любой окрестности  множества  в H су-
ществует , для которого при 

При этом аттрактор A имеет следующую структуру:

(4)

где  есть семейство всех полных тра-
екторий  полугруппы , которые
ограничены при всех .

Сформулируем основной результат.
Т е о р е м а  1. Пусть d = 2. Для каждого из трех

видов краевых условий система (1) обладает гло-
бальным аттрактором , фрактальная размер-
ность которого конечна и допускает следующую яв-
ную оценку сверху:

В трехмерном случае d = 3 все три оценки формаль-
но выглядят одинаково:

Наконец, для периодических краевых условий, как
для , так и для , оценки сверху точны при

.
Оценки сверху основаны на получении мажо-

рант глобальных показателей Ляпунова [5, 6] в
фазовом пространстве H1 со скалярным произве-
дением (10). Получение их в явном виде возмож-
но благодаря неравенствам из теоремы 3.

2. ОЦЕНКИ СНИЗУ
Оценки снизу размерности аттракторов осно-

ваны на анализе неустойчивости обобщенных по-
токов Колмогорова. Пусть

(5)

правые части в системе (1) на  и
 соответственно. Здесь , , а

– параметр, выбор которого указан ниже. Этим
правым частям соответствуют стационарные ре-
шения

!

→ ∞t ⊂B H
( )2 ! !

= ,( )T T B 2 ≥t T

⊆ .( ) ( )S t B 2 !

== ,0|t! _

∞⊂ ,( )L H_ R

: →u HR ( )S t
∈t R

!

≤ ×
π

  
, , ∈ , ∈ ,   ααγ  × 

 , ∈ Ω ⊂ . α γ

2

2

2

2
2 2 2

4

2
2

2 4

1dim
8

1 min rot
2

2

F

L
L

L

g
g x x

g
x

!

T R

R

/≤ .
πα γ

2
2

5 2 4
1dim

12
L

F
g

!

2
T

3
T

+α → 0

= γλ , ,
= γλ , ,

2 2

3 3

( ) ( ( )sin 0)

( ) ( ( )sin 0 0)

T
s

T
s

g x s sx

g x s sx

= , π2 2[0 2 ]T

= , π3 3[0 2 ]T ∈s N 1s @
λ
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(6)

Т е о р е м а  2. При , где

(7)

и где здесь и далее ci – абсолютные эффективно вы-
числяемые постоянные, стационарные решения (6)
неустойчивы, и размерность неустойчивого много-
образия  около них не менее чем

(8)

С л е д с т в и е  1. Пусть правая часть в системе
(1) задана в (5), и  определена в (7). Тогда раз-
мерность соответствующего аттрактора 
допускает следующую оценку снизу:

(9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку из представ-
ления глобального аттрактора (4) следует, что не-
устойчивое многообразие любого стационарного
решения лежит в глобальном аттракторе [5, 6], то
надо лишь выразить оценки (8) в терминах безраз-
мерных чисел в правой части (9). Рассмотрим трех-
мерный случай. Система изучается при .
Параметр s в нашем распоряжении, и мы полагаем

Тогда  в (7) и  в (5) становятся

и мы в результате получаем

что и доказывает оценку (9) для .

Для двумерного тора заметим, что  и
 и, как и раньше, . Дей-

ствуя аналогично, получаем (9) для .

3. НЕРАВЕНСТВА
Получение в явном виде оценок сверху раз-

мерности аттракторов основано на следующих

= λ , ,
= λ , , .

2 2

3 3

( ) ( ( )sin 0)

( ) ( ( )sin 0 0)

T
s

T
s

u x s sx

u x s sx

λ ≥ λ( )s

+ αλ = γ ,
2 2

1
(1 )( ) ss c

s

un
}
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un 2
2

un 3
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dim ( ) 2

dim ( ) 3
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s

u c s d
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}

}
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= s! !

/

  
, , ∈ , 

 αγ α γ  ≥ 


, ∈ .α γ

2 2

2

2 2
2

4 2 4

6 2
3

5 2 4
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max

dim

s sL L

F

s L
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x

c
g

x

!

T

T

+α → 0

= .
α

1s

λ 2
2

s Lg

λ = γ α, = γ α,2
2 4

4 5s Lc g c

/ //

α α
≥ = = = ,

α α αγα
2 2

2

2 2
3

3 3 3 33 2 2 5 2 45 2
5

1dim s sL L
F

s L

g g
c s c c c

cg
!

3
T

λ γ α∼

γ∼2
2 4rot s L

g γ α∼2
2 4

s Lg
2

T

неравенствах для бездивергентных вектор-функ-
ций с ортонормированными производными.

Т е о р е м а  3. Пусть система  орто-
нормирована в смысле скалярного произведения

(10)

Тогда функция

удовлетворяет неравенству

(11)

З а м е ч а н и е  1. Полученные оценки верны,
разумеется, и для семейств скалярных функций

 с ортонормированными производны-
ми в смысле (10). А именно, функция ρ(x) =

=  удовлетворяет оценкам

(12)

которые выполняются для всех трех типов крае-
вых условий  (с условием нулевого средне-
го),  и , где в последнем случае
функции обращаются в ноль на границе области.

Неравенства (11) и (12) играют в оценке раз-
мерности аттракторов в задаче (1) ту же роль, что
и неравенствами Либа–Тирринга [7] в теории ат-
тракторов классических уравнений Навье–Сток-
са [5, 6].

Доказательство неравенств (11) состоит в обоб-
щении метода и результатов работы [8] на бездивер-
гентный векторный случай и (что более сложно тех-
нически) на случай тора . Для периодического
случая основная техническая сложность заключа-
ется в получении точных оценок функции Грина
оператора  на  и . Соответствую-
щие ряды по  и  при этом точно оцениваются
чисто аналитически без привлечения вычисле-
ний, что часто приходится делать в аналогичных
случаях, как, например, в [9].

Подробные доказательства изложенных здесь
результатов в двумерном периодическом случае
содержатся в [10].

=θ ∈ 1
1{ }n
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θ , θ + α ∇θ ,∇θ = δ .2 2( ) ( )i j i j ijL L

=
ρ = θ

2

1
( ) ( )

n

j
j

x x

/

/

/

/

ρ ≤ , = ,
πα

ρ ≤ , = .
πα

2

2

1 2

1 2

1 2

3 4

1 2
2

1 3
2

L

L

n d

n d

=θ ∈ 1
1{ }n

i i H

=
θ 1

( )
n

ii
x

/

/

/

/

ρ ≤ , = ,
πα

ρ ≤ , = ,
πα

2

2

1 2

1 2

1 2

3 4

1 2
2

1 3
8

L

L

n d

n d

Ω = d
T

Ω = d
R Ω ⊂ d

R

d
T

−Δ + 2 2( )x m 2
T

3
T

2
Z

3
Z



16

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 499  2021

ЗЕЛИК и др.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Bardina J., Ferziger J., Reynolds W. Improved subgrid
scale models for large eddy simulation / Proc. 13th
AIAA Conference on Fluid and Plasma Dynamics,
1980.

2. Ilyin A.A., Miranville A., Titi E.S. Small viscosity sharp
estimates for the global attractor of the 2-D damped-
driven Navier–Stokes equations // Commun. Math.
Sci. 2004. V. 2. P. 403–426.

3. Cao Y., Lunasin E.M., Titi E.S. Global well-posedness
of the three-dimensional viscous and inviscid simpli-
fied Bardina turbulence models // Commun. Math.
Sci. 2006. V. 4. P. 823–848.

4. Kalantarov V.K., Titi E.S. Global attractors and deter-
mining modes for the 3D Navier–Stokes–Voight equa-
tions // Chin. Ann. Math. 2009. V. 30B. P. 697–714.

5. Бабин А.В., Вишик М.И. Аттракторы эволюцион-
ных уравнений. M.: Наука, 1989. 296 с.

6. Temam R. Infinite Dimensional Dynamical Systems in
Mechanics and Physics, 2nd ed. N.Y.: Springer-Verlag,
1997.

7. Lieb E., Thirring W. Inequalities for the moments of the
eigenvalues of the Schrödinger Hamiltonian and their
relation to Sobolev inequalities / Studies in Mathemat-
ical Physics. Essays in honor of Valentine Bargmann.
Princeton NJ: Princeton University Press, 1976.
P. 269–303.

8. Lieb E.H. An  bound for the Riesz and Bessel poten-
tials of orthonormal functions // J. Func. Anal. 1983.
V. 51. P. 159–165.

9. Ильин А.А., Лаптев А.А. Магнитное неравенство
Либа–Тирринга для периодических функций //
УМН. 2020. Т. 75. Вып. 4. С. 89–90.

10. Ilyin A.A., Zelik S.V. Sharp dimension estimates of the
attractor of the damped 2D Euler-Bardina equations /
Partial Differential Equations, Spectral Theory, and
Mathematical Physics. Berlin: EMS Press, 2021.
P. 209–229.

SHARP DIMENSION ESTIMATES FOR THE ATTRACTORS
OF THE REGULARIZED DAMPED EULER SYSTEM

S. V. Zelikb,c, A. A. Ilyina, and A. G. Kostiankoc

a Keldysh Institute of Applied Mathematics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
b Department of Mathematics, University of Surrey, Guildford, UK

c School of Mathematics and Statistics, Lanzhou University, Lanzhou, P.R. China
Presented by Academician of the RAS B.N. Chetverishkin

A regularized damped Euler system in two-dimensional and three-dimensional setting is considered. The ex-
istence of a global attractor is proved and explicit estimates of its fractal dimension are given. In the case of
periodic boundary conditions both in two-dimensional and three-dimensional cases, it is proved that the ob-
tained upper bounds are sharp in the limit , where α is the parameter describing smoothing of the vec-
tor field in the nonlinear term.

Keywords: inviscid Euler–Bardina model, attractors, fractal dimension, Kolmogorov f lows

pL

α → 0



17

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 499,
с. 17–19

АСИМПТОТИКА ЧИСЛА НЕЗАВИСИМОСТИ 
СЛУЧАЙНОГО ПОДГРАФА ГРАФА G(n, r, < s)
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Рассматривается вопрос о вероятностной версии классической проблемы экстремальной комбина-
торики. Представлены обобщения на случай непостоянных параметров и на случай различных ве-
роятностей ребра для теоремы устойчивости, утверждающей, что число независимости случайного
подграфа графа  асимптотически не изменяется при независимом удалении ребер.

Ключевые слова: асимптотика, число независимости, случайный подграф, граф 
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, , <( )G n r s

, , <( )G n r s

ВВЕДЕНИЕ 
И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА

В данном сообщении речь пойдет о вероят-
ностной версии классической задачи экстремаль-
ной комбинаторики, изучение которой было
инициировано более полувека назад П. Эрдешем,
Ч. Ко и Р. Радо. В своей работе упомянутые авто-
ры доказали следующую замечательную теорему.

Т е о р е м а  1 (П. Эрдеш, Ч. Ко, Р. Радо).
Пусть даны натуральные числа  и s, . Пусть

 – множество из  элементов. Обо-
значим  максимальную мощность такой со-
вокупности -элементных подмножеств множе-
ства , что любые два подмножества в этой со-
вокупности имеют не менее s общих элементов
(такая совокупность называется s-пересекающей-
ся). Тогда найдется такое , что при всех

 выполнено .

Отметим, что оценка  практиче-
ски очевидна: достаточно зафиксировать какие-

r <s r
= , , ,…{1 2 }n n5 n

, ,( )m n r s
r

n5

,0( )n r s
≥ ,0( )n n r s −

−, , =( ) r s
n sm n r s C

−
−, , ≥( ) r s

n sm n r s C

либо s элементов  и рассмотреть
все -элементные подмножества, которые их со-
держат. В мировой литературе такую “тривиаль-
ную” s-пересекающуюся конструкцию принято
называть звездой.

Ввиду своей исключительной значимости, ре-
зультат теоремы 1 неоднократно обобщался и
уточнялся. В частности, был получен ряд утвер-
ждений о своеобразной устойчивости результата
Эрдеша–Ко–Радо. Ярким примером является, в
первую очередь, так называемая граница Франк-
ла, представленная последним в следующей фор-
мулировке.

Т е о р е м а  2 (П. Франкл). Пусть даны нату-
ральные числа  и s, . Пусть  – произвольная
s-пересекающаяся совокупность -элементных
подмножеств множества . Тогда найдется та-
кое , что при всех  либо  – это
часть некоторой звезды, либо мощность  не пре-
восходит величины

Важно сказать, что наименьшее  было
определено Франклом и Уилсоном для любых r, s:
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КАРАСЬ и др.

О современном состоянии исследований в об-
ласти см. [1]. Мы же перейдем к версии устойчи-
вости, которая изучалась в серии недавних работ
(см. [2–9]).

Рассмотрим граф , E(n, r, s)):

Напомним, что числом независимости  гра-
фа  называют размер максимального множества
его вершин, попарно не соединенных ребрами
(сами такие множества называются независимы-
ми). Очевидно, что , а лю-
бая s-пересекающаяся совокупность -элементных
множеств взаимно однозначно отвечает некоторо-
му независимому множеству вершин графа

. Графы такого типа активно изучаются
в теории кодирования, в теории Рамсея, в теории
гиперграфов, в комбинаторной геометрии (см.
[10–24]).

Теперь введем понятие случайного подграфа гра-
фа . Пусть . Тогда  –
это случайный элемент со значениями во множе-
стве всех остовных подграфов  гра-
фа  и с биномиальным распределением:

В работе [2] была доказана следующая теорема
об устойчивости.

Т е о р е м а  3 (М.М. Пядеркин, А.М. Райго-
родский). Для любых фиксированных  и 

Нам удалось доказать аналогичное утверждение
для неконстантных параметров  и .

Т е о р е м а  4. Утверждение теоремы 3 верно
для ,  при условии, что

Отметим, что в доказательстве теоремы 4
очень существенно используется теорема 2, в ко-
торой присутствует неулучшаемое условие

 < n. В частности, это условие озна-
чает, что . Таким образом, ограничение ви-
да , которое имеется по сути в теореме 4,
вряд ли в рамках текущего метода удастся значи-
тельно ослабить. Иными словами, с точки зрения
условий, теорема достаточно близка к оптимуму.

Также нам удалось перенести результат теоре-
мы 3 на случай различных вероятностей ребра.

Т е о р е м а  5. Справедливы следующие две асимп-
тотики.
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1. Для любых констант  и  таких, что  и
, при вероятности сохранения ребра

имеем

2. Для любого  и для любых констант r и s
таких, что , при вероятности сохранения
ребра

имеем

При текущих ограничениях на  и  (нет зави-
симости от n) результат теоремы 5 практически
неулучшаем.
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In this paper, we deal with a probabilistic version of a classical problem of extremal combinatorics. An exten-
sion to the case of non-constant parameters and to the case of different probabilities of edges is established
for a stability theorem asserting that the independence number of a random subgraph of a graph 
does not change asymptotically, provided the initial edges are destroyed independently.
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Рассматривается оператор Купмана, который порождается обратимым преобразованием простран-
ства с конечной счетно-аддитивной мерой. Если квадрат этого преобразования эргодичен, то орто-
гональный оператор Купмана будет симплектическим преобразованием на вещественном гильбер-
товом пространстве квадратично суммируемых функций с нулевым средним значением. Указан
бесконечный набор квадратичных инвариантов оператора Купмана, которые находятся попарно в
инволюции относительно соответствующей симплектической структуры. Для преобразований с
дискретным спектром и лебеговским спектром эти квадратичные инварианты функционально не-
зависимы и образуют полный инволютивный набор, что свидетельствует о свойстве полной инте-
грируемости преобразования Купмана.

Ключевые слова: оператор Купмана, эргодичность, симплектическая структура, квадратичные инва-
рианты, дискретный спектр, лебеговский спектр
DOI: 10.31857/S268695432104010X

1. ОПЕРАТОР КУПМАНА

Пусть (M, μ) – пространство с конечной счет-
но-аддитивной мерой μ, а  – обрати-
мое сохраняющее меру преобразование. Пусть

 – гильбертово пространство веществен-
ных функций на M, интегрируемых по мере μ со
своим квадратом. Скалярное произведение функ-
ций f,  определяется по обычному правилу

Оператор Купмана  переводит
функцию  в функцию

Как известно, этот оператор ортогональный:

(1)

или, что то же самое, . Ясно, что λ = 1
всегда будет его собственным значением. Нену-
левые постоянные функции на M будут соответ-
ствующими собственными векторами.

: →T M M

,μ2( )L M

g

, = μ .( ) ( ) ( ) ( )
M

f g f x g x d x

: →2 2U L L
� ( )x f x

.� ( ( ))x f T x

= = ,* *U U UU I

− =1 *U U

Для нас существенное значение имеет след-
ствие (1): оператор  допускает квадратичный
инвариант . Другими словами,

Далее в качестве иллюстрации будут рассмат-
риваться два примера. Пусть  – -мерный тор

, а  – стандартная мера Ле-
бега на .

П р и м е р  1. , . В нерезо-
нансном случае (когда соотношение ,

,  влечет , ) отображение T
эргодично (теорема Г. Вейля). Соответствующую
дискретную динамическую систему часто назы-
вают каскадом Кронекера–Вейля.

П р и м е р  2. , где  – унимодуляр-
ная матрица с целочисленными элементами. Ес-
ли ни одно из собственных значений A не лежит
на единичной окружности комплексной плоско-
сти, то отображение T заведомо будет перемеши-
ванием. Классический пример: n = 2 и

Следует иметь в виду, что для преобразований из
примера 2 эргодичность эквивалентна переме-
шиванию.

U
= ,( )F f f
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В примере 1 функции , ,
являются собственными для соответствующего
оператора Купмана:

Они составляют ортогональный базис в .
Это простое наблюдение подразумевает рассмот-
рение пространства квадратично интегрируемых
функций с комплексными значениями. В веще-
ственном случае оператор Купмана имеет дву-
мерные инвариантные плоскости, натянутые на
векторы sin(m, x) и  ( ).

Если отображение T является перемешиванием
(или даже слабым перемешиванием), то спектр опе-
ратора Купмана “непрерывный” (более точно,
единственным собственным значением является

 и это собственное значение простое).
Основные факты спектральной теории опера-

тора Купмана содержатся, например, в [1, 2].

2. СИМПЛЕКТИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА
Перейдем к рассмотрению более общей ситуа-

ции. Пусть  – вещественное гильбертово про-
странство (случай  не исключается) со
скалярным произведением ( , ) и  – орто-
гональный оператор. Отображение , оче-
видно, допускает квадратичный инвариант  =
= (x, x).

Введем оператор

(2)

С учетом условий ортогональности (1)

Следовательно,  – кососамосопряженный опе-
ратор. Ввиду (1) его также можно представить в
виде

(3)

Оператору (2) отвечает билинейная кососим-
метрическая форма

(4)

Напомним, что эта форма называется невырож-
денной, если из  для всех  вытекает,
что x = 0. При условии невырожденности 2-фор-
ма (4) задает симплектическую структуру в  (ее
саму обычно называют симплектической струк-
турой).

Как известно, спектр ортогонального преоб-
разования лежит на единичной окружности. Из
(2) и (3) вытекает вырожденность оператора ,
если  является собственным значением
оператора U. Отметим простое

ϕ = ,exp[ ( )]m i m x ∈ nm Z

,αϕ = λ ϕ , λ = .( )i m
m m m mU e

2( )nL T

,cos( )m x ≠ 0m

λ = 1

*

< ∞dim*

: →U * *

�x Ux
( )F x

Ω = + − .( * )( )U I U I

Ω = − *.U U

Ω

Ω = − + = − − + .( )( * ) ( * )( )U I U I U I U I

, = Ω , = − , Ω .[ ] ( ) ( )x y x y x y

, =[ ] 0x y ∈y *

*

Ω
λ = ±1

П р е д л о ж е н и е  1. Если оператор U2 не име-
ет ненулевых собственных векторов с единичным
собственным значением, то 2-форма [ , ] невырож-
дена.

Действительно, пусть [ , ] вырождена и пусть
 для всех . Тогда  хотя бы

для одного . Это означает, что . Но
это эквивалентно равенству .

Т е о р е м а  1. Оператор U сохраняет 2-форму [ , ].
Надо доказать, что

С учетом (1) левая часть равна

Что и требовалось.
Таким образом, если 2-форма [ , ] невырожде-

на, то  – симплектическое пространство и
(по теореме 1) оператор  будет симплектиче-
ским. В конечномерном случае этот факт отмечен
в [3]. В частности,  четно.

Если  – оператор Купмана из п. 1, то 2-форма
[ , ] вырождена: оператор  оставляет на месте
постоянные функции. Чтобы поправить дело, надо
рассмотреть гильбертово пространство ,
ортогональное одномерному подпространству,
состоящему из постоянных функций. Другими
словами,  составляют квадратично суммируе-
мые функции с нулевым средним значением. Яс-
но, что оператор  отображает  в .

В частности, справедливо
П р е д л о ж е н и е  2. Пусть отображение

 эргодично. Тогда 2-форма [ , ] невы-
рождена на .

Действительно, тогда λ = 1 является простым
собственным значением соответствующего опе-
ратора Купмана . Значит, оператор U2

в  не имеет ненулевых собственных векторов с
собственным значением λ = 1. Остается восполь-
зоваться предложением 1.

Не стоит думать, что квадрат эргодического
преобразования всегда эргодичен. Однако в двух
примерах из п. 1 это заведомо так.

Итак, в общем случае (для каскадов с эргодиче-
ским квадратом) оператор Купмана  бу-
дет симплектическим оператором. Правда, инвари-
антная симплектическая структура зависит от
этого оператора.

Хорошо известно, что вещественный ортого-
нальный оператор, который одновременно явля-
ется симплектическим преобразованием, будет
унитарным оператором. Это означает, что в веще-

Ω , =( ) 0x y ∈y * Ω = 0x
≠ 0x −= 1Ux U x

=2U x x

Ω = Ω.*U U

− + = − + = Ω.* ( )( * ) ( *)( )U U I U I U I U I U

, ,( [ ])*

U

dim*

U
U

⊂2 2L̂ L

2̂L

U 2̂L 2̂L

: →2T M M

2̂L

: →2
2 2U L L

2̂L

: →2
2 2

ˆ ˆU L L
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ственном  можно ввести комплексную структуру
так, что действие U будет эквивалентно действию
унитарного оператора в комплексном пространстве

. Такая конструкция особенно просто выглядит
для операторов с дискретным спектром. Этот круг
вопросов обсуждается в [4] для вещественных ли-
нейных систем дифференциальных уравнений с
квадратичным инвариантом в гильбертовом про-
странстве с целью их представления в виде урав-
нения Шрёдингера.

3. КВАДРАТИЧНЫЕ ИНВАРИАНТЫ

Квадратичная форма ,  – инвари-
ант линейного отображения  тогда и толь-
ко тогда, когда

Оказывается, кроме исходного квадратичного
инварианта (когда ), это отображение до-
пускает целую серию квадратичных инвариантов,
которые находятся попарно в инволюции отно-
сительно симплектической структуры из п. 2.

Невырожденная кососимметрическая 2-фор-
ма  позволяет ввести скобку Пуассона на век-
торном пространстве непрерывных квадратич-
ных форм. Пусть

суть две такие формы (самосопряженные опера-
торы  и  ограничены). Их скобкой Пуассона

 называется квадратичная форма

(5)

Оператор  (как и операторы  и ) самосопря-
женный (симметрический и ограниченный). В част-
ности, квадратичная форма  также будет непре-
рывной.

Скобка { , } билинейна, кососимметрична и
удовлетворяет тождеству Якоби. В работах [5, 6]
скобка Пуассона определяется при более общих
предположениях.

Введем самосопряженные операторы

Т е о р е м а  2. Непрерывные квадратичные формы

(6)

суть инварианты отображения , причем

(7)

для всех .
Для доказательства инвариантности Fn надо

проверить равенство , или

2̂L

2̂L

,( )Bx x =*B B
�x Ux

= .*U BU B

=B I

,[ ]

= , = ,( )/2 и ( )/2f Fx x g Gx x

F G
{ , }f g

= , , = Ω − Ω .( )/2 гдеh Hx x H F G G F

H F G

h

= + + = + + ,
≥ .

[( )( * )] ( ) ( * )
0

n n n
nB U I U I U I U I

n

= ,( )/2n nF B x x

�x Ux

={ , } 0k lF F

, ≥ 0k l

=* n nU B U B

(8)

Действительно, ввиду ортогональности ,

Следовательно, левая часть (8) равна

Для доказательства инволютивности этих ин-
вариантов надо проверить равенство

(9)

Так как операторы ,  и  комму-
тируют между собой, то обе части равенства (9)
симметричны относительно  и . Что доказывает
равенства (7).

Квадратичные инварианты Fn могут оказаться
зависимыми. Вот простой пример: если U = I, то
все они пропорциональны .

Пусть  конечна и ортогональный
оператор U не имеет собственных значений .
Тогда  четно. Кроме того, как отмечено в [3],
если среди собственных чисел оператора  нет
кратных, то квадратичные формы 
функционально независимы. Поскольку они на-
ходятся попарно в инволюции, то их непустые
совместные уровни

для почти всех значений  будут торами
размерности N/2, инвариантными относительно
действия оператора U. Далее, на этих торах можно
так ввести угловые координаты

что действие оператора  сводится к отображе-
нию Кронекера–Вейля

В силу линейности оператора  числа {αj} не ме-
няются от тора к тору.

Отметим, что полная интегрируемость линей-
ного симплектического отображения имеет место
и без предположения о простоте спектра. Этот ре-
зультат выводится из теории нормальных форм
Вильямсона [7]. Однако в случае простого спектра
полный набор инволютивных инвариантов предъ-
является без предварительного решения алгебраи-
ческой задачи о собственных значениях и собствен-
ных векторах симплектического оператора.

В бесконечномерном случае ситуация более
сложная. Мы рассмотрим два (в определенном

+ + = + + .* ( ) ( * ) ( ) ( * )n n n nU U I U I U U I U I

U
+ = + , + = + .* ( ) * ( * )U U I U I U I U U I

− −+ + + + =
= + + .

1 1( * )( ) ( * ) ( )

( ) ( * )

n n

n n

U I U I U I U I

U I U I

+ + + + ×
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k
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k

U I U I U I U I
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= dimN *

λ = ±1
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U
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/ϕ ϕ + α , α , ,α = .� 1 2 constj j j N…
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смысле противоположных) случая, когда опера-
тор U имеет простой дискретный спектр и когда
его спектр непрерывный.

4. ДИСКРЕТНЫЙ СПЕКТР
Хорошо известно, что спектр ортогонального

оператора лежит на единичной окружности ком-
плексной плоскости. Мы исключаем возмож-
ность наличия двух вещественных точек спектра

.
Итак, пусть

(10)

где ,  – векторы из вещественного гильбертова
пространства , а . Равенство (10) эк-
вивалентно двум вещественным соотношениям

Следовательно, вещественная плоскость , натя-
нутая на векторы , , будет инвариантной отно-
сительно действия ортогонального оператора U.
Легко показать, что при этом

Так что можно считать векторы  и  единичной
длины; они составляют ортонормированный ба-
зис на плоскости .

Пусть

суть точки инвариантной плоскости  и x' = Ux =
= . Тогда

(11)

суть ортогональное преобразование плоскости ;
это поворот на угол

Ясно, что линейное преобразование допускает
квадратичный инвариант

(12)
Последнему наблюдению можно придать инва-

риантный смысл, если ввести оператор ортогональ-
ного проектирования P гильбертова пространства
на плоскость . Это ограниченный самосопряжен-
ный оператор:  и . Инвариант (12)
представляется в следующем виде:

Предположим теперь, что оператор U имеет бес-
конечно много различных собственных значений

с собственными векторами

λ = ±1

ξ + η = α + β ξ + η ,( ) ( )( )U i i i

ξ η
* α + β =2 2 1

ξ = αξ − βη, η = βξ + αη.U U

π
ξ η

ξ, ξ = η, η ξ,η = .( ) ( ) и ( ) 0

ξ η

π

= ξ + η, , ∈x p q p q R

π
ξ + η' 'p q

= α + β , = −β + α' 'p p q q p q

π

βϕ = .
α

arctg

+ .2 2p q

π
=*P P =2P P

= , , ∈ .( )f Px Px x *

α + β , α + β ,1 1 2 2i i …

Двумерные плоскости

снова будут инвариантными для оператора .
Можно показать, что плоскости  и  ортого-
нальны, если, конечно,  (см., например, [6]).

Таким образом, в  имеется ортонормирован-
ная система векторов

(13)
Кроме того, оператор U допускает бесконечно
много квадратичных инвариантов

(14)

где  – оператор ортогонального проектирова-
ния на .

С другой стороны, плоскости  инвариантны
также относительно действия кососамосопряжен-
ного оператора . На инвариантной плоскости 
он представляется кососимметрической матри-
цей

Все эти матрицы невырождены, поскольку .
В противном случае оператор  будет иметь соб-
ственные значения ±1.

Т е о р е м а  3. Предположим, что ортонормиро-
ванная система векторов (13) полна. Тогда

a) квадратичные формы (14) составляют пол-
ный набор независимых квадратичных инвариантов
оператора , находящихся попарно в инволюции
относительно симплектической структуры в ,
которая задается кососамосопряженным операто-
ром ,

б) совместные уровни этих инвариантов

будут бесконечномерными торами

в) на этих торах можно выбрать угловые пере-
менные  так, что в этих переменных
действие оператора U на  задается формулами

(15)

Это утверждение указывает на свойство пол-
ной интегрируемости отображения  (как и
в конечномерном случае, о котором упоминалось
в п. 3). Полнота семейства инволютивных инва-
риантов (14) означает, что к этому набору нельзя

ξ + η , ξ + η ,1 1 2 2i i …

π = ∈ : = ξ + η ∈{ , , }n n nx x p q p q* R

U
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добавить еще одну квадратичную форму, которая
была бы независима от набора (14) и находилась
бы с ними в инволюции. Отображение (15) – это
бесконечномерный вариант отображения Кроне-
кера–Вейля. Его свойства вполне аналогичны эр-
годическим свойствам непрерывных потоков
Кронекера–Вейля на бесконечномерных торах
(они обсуждаются в [8, 9]; там же можно найти
дальнейшие ссылки).

5. ЛЕБЕГОВСКИЙ СПЕКТР
Случай непрерывного спектра более сложный.

Ограничимся рассмотрением каскадов с так на-
зываемым лебеговским спектром. Сюда, в част-
ности, относятся автоморфизмы тора из примера 2
(п. 1). Такие системы заведомо обладают переме-
шиванием. Для простоты ограничимся случаем
однократного лебеговского спектра.

В этом случае в  имеется полный орто-
нормированный базис ,  такой, что

(16)
В определенном смысле общий случай сводится к
этому частному (см., например, [2]).

Пусть , . Тогда

Таким образом, если отождествить  с l2 (про-
странство бесконечных в обе стороны последова-
тельностей  с условием ), то действие
оператора U сводится к сдвигу элементов на едини-
цу влево. При таком сдвиге, конечно, сохраняется
скалярный квадрат . Теорема 2 дает бес-
конечный набор квадратичных инвариантов:

(17)

Более точно, инварианты (6) сводятся к конечным
линейным комбинациям квадратичных форм (17).

Далее, , . Значит,

(18)

Соответствующая 2-форма  будет
невырожденной. Действительно, пусть 
для всех . Положим . Тогда из (18) вытека-
ет, что . Следовательно, элементы век-
тора x с четными (нечетными) номерами равны
между собой. Но тогда они все равны нулю, иначе
будет расходиться ряд . Поэтому .

Значит, кососамосопряженный оператор Ω за-
дает симплектическую структуру в . Из фор-
мулы (18) вытекает инвариантность этой структуры
относительно преобразования U. Из теоремы 2

также следует инволютивность квадратичных ин-
вариантов (17) относительно скобки Пуассона,
порожденной этой симплектической структурой.

Нетрудно показать, что квадратичные формы
 независимы: их градиенты (как векто-

ры из ) линейно независимы (хотя бы в одной
точке ). Далее, можно показать, что любая не-
прерывная квадратичная форма на , инвари-
антная относительно действия оператора U, пред-
ставляется в виде

с некоторыми постоянными , . Все это
свидетельствует о свойстве полной интегрируе-
мости оператора Купмана для систем с лебегов-
ским спектром. Однако вопрос о строении сов-
местных уровней квадратичных инвариантов (17)
остается открытым. Сводится ли действие опера-
тора Купмана на этих бесконечномерных много-
образиях к отображению Кронекера–Вейля?
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THE SYMPLECTIC GEOMETRY OF THE KOOPMAN OPERATOR
Academician of the RAS V. V. Kozlova,b
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b P.G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russian Federation

We consider the Koopman operator, which is generated by an invertible transformation of a space with a finite
countably additive measure. If the square of this transformation is ergodic, then the orthogonal Koopman op-
erator will be a symplectic transformation on the real Hilbert space of quadratically summable functions with
zero mean value. An infinite set of quadratic invariants of the Koopman operator, which are pairwise in the
involution with respect to the corresponding symplectic structure, is specified. For transformations with a
discrete spectrum and a Lebesgue spectrum, these quadratic invariants are functionally independent and
form a complete involutive set, which indicates that the Koopman transform has the property of complete in-
tegrability.

Keywords: Koopman operator, ergodicity, symplectic structure, quadratic invariants, discrete spectrum,
Lebesgue spectrum
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Мы получаем усиление теоремы В.Ю. Шаврукова о неизоморфизме алгебр доказуемости двух Σ1-кор-
ректных теорий, основываясь на результатах, полученных Г. Адамссоном. Усиленное достаточное усло-
вие неизоморфизма позволяет построить новые примеры пар теорий с неизоморфными алгебрами.
В частности, мы доказываем отсутствие эпиморфизмов из алгебры  на алгебру .
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,� �( )T T TL ,�( )T TL

Эквациональный класс алгебр Магари был
введен Р. Магари [5] для изучения понятия дока-
зуемости в данной формальной теории в более
общем алгебраическом контексте. Алгебра Мага-
ри – это булева алгебра  с унарным оператором

, которая удовлетворяет следующим тождествам:
,  и

, где  есть единица алгебры .
С данной формальной теорией T (в рамках ко-

торой можно выразить синтаксические понятия,
связанные с языком этой теории, и, в частности,
понятие доказуемости) можно связать конкрет-
ную алгебру Магари , называемую алгеброй
доказуемости теории , которая определяется
как , где  есть алгебра Линденбаума тео-
рии , а  есть унарный оператор, индуцируе-
мый предикатом доказуемости  в теории ,
т.е. формулой в языке теории , выражающей,
что формула с гёделевым номером  является тео-
ремой теории , следующим образом

где .
Формальное изучение понятия доказуемости

как оператора (или модальности) традиционно
относят к области, известной как логика доказуе-

,�( )@

�

→ → → =� � �( ) ( )a b a b � → → =� � �( )a a a �
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T
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x
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ϕ = ϕ
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� [ ] [Pr ( )] ,
T TT T � �

ϕ ψ ⇔ ϕ ↔ ψ∼T T �

мости. Алгебры доказуемости позволяют взгля-
нуть на вопросы, изучаемые в рамках этой обла-
сти, с алгебраической точки зрения. Одним из
центральных результатов в логике доказуемости
является знаменитая теорема Р. Соловея об ариф-
метической полноте [11], которая может быть пере-
формулирована на алгебраическом языке следую-
щим образом: для каждой -корректной теории T
эквациональная теория алгебры  аксиоматизи-
руется пропозициональной модальной логикой
Гёделя–Лёба .

Наиболее сильные результаты об алгебрах до-
казуемости формальных теорий были получены
В.Ю. Шавруковым [7–10]. Среди них неарифме-
тичность полной первопорядковой теории 
алгебры доказуемости любой -корректной теории

 и неразрешимость ее -фрагмента, пол-
ное описание рекурсивно перечислимых подалгебр

 (впоследствии Д. Замбелла распространил
этот результат на произвольные подалгебры), су-
ществование нетривиальных автоморфизмов ал-
гебры . Шавруковым также были получены
несколько важных результатов об изоморфизмах
алгебр доказуемости [7, 9]. Именно эти результа-
ты, формулируемые ниже, являются объектом
исследований данной работы.

Первый из них – это достаточное условие от-
сутствия элементарной эквивалентности (а зна-
чит, и изоморфизма) алгебр доказуемости двух

-корректных теорий (см. [7] и [10, Theorem 2.11]).
В частности, отсюда вытекает неизоморфизм ал-
гебр доказуемости арифметики Пеано и теории
множеств Цермело–Френкеля.
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Т е о р е м а  1. Если теория  доказывает схему
 равномерной -рефлексии для теории S,

то . Более того, в этом случае  и 
не являются элементарно эквивалентными.

Отметим, что в силу результата Крипке и Пур-
Эль [6] для достаточно широкого класса теорий T
и S алгебры Линденбаума  и  рекурсивно
изоморфны. Второй важный результат Шавруко-
ва [9] – это достаточное условие существования
(рекурсивного) изоморфизма между  и ,
точную формулировку которого мы здесь не при-
водим.

Впоследствии Г. Адамссон усилил теорему 1 и
получил следующий результат [1] (мы приводим
другую, но, в силу результатов [1, Theorem 17], эк-
вивалентную формулировку). Здесь  есть
функция -рефлексии теории T, которая опреде-
ляется следующим образом. Значение  есть
наименьшая верхняя граница для минимальных
свидетелей -предложений, которые доказуемы
в T доказательствами с гёделевыми номерами, не
превосходящими x.

Т е о р е м а  2. Если существует эпиморфизм из
 на , то существует элементарная функция
 такая, что неравенство

имеет место для бесконечно многих .
Отметим, что это усиливает теорему Шавруко-

ва о неизоморфизме в двух направлениях. Во-
первых, ослаблено само достаточное условие не-
изоморфизма, что позволило построить примеры,
демонстрирующие, что алгебра  действительно
зависит от конкретного выбора предиката доказуе-
мости для теории T. В частности, Адамссон устано-
вил [1, Corollary 21], что , где 
есть 6-кратная итерация оператора . Во-вто-
рых, это условие гарантирует отсутствие эпимор-
физма (а не просто изоморфизма). В своей работе
Адамссон отмечает, что полученное им условие
не является оптимальным и возможны более точ-
ные оценки.

Настоящая работа является продолжением ис-
следований в этом направлении. Наш основной
результат (теорема 3) усиливает приведенный вы-
ше результат Адамссона. Мы доказываем не-
сколько свойств функции рефлексии  для
теории T, которые затем используются для полу-
чения более точных оценок в условии неизомор-
физма, а также вводим классы функций ,
которые являются обобщениями класса доказуе-
мо тотальных вычислимых функций  и поз-
воляют обобщить основной результат. Используя
усиленный результат о неизоморфизме, мы дока-

T
Σ1

RFN ( )S Σ1

≅/T SD D TD SD

TL SL

TD SD

( )T x5

Σ1

( )T x5

Σ1

TD SD

( )t x

≤ (4)( ) ( ( ))T Sn t n5 5

∈ �n

TD

, ≅ ,/� �
(6)( ) ( )T T T TL L �

(6)
T

�T

( )T x5

( )k
T U^
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зываем , что подтверждает од-
ну из гипотез из работы [1], а также получаем се-
рию новых примеров пар теорий с неизоморфны-
ми алгебрами доказуемости, но совпадающими
классами доказуемо тотальных вычислимых
функций.

В настоящей работе мы рассматриваем теории
первого порядка в языке арифметики. Базовой
арифметической теорией является элементарная
арифметика EA, т.е. теория первого порядка в язы-
ке , расширенном одноместным функци-
ональным символом  для функции 2x. Теория
EA задается стандартным набором аксиом, опре-
деляющих эти символы, и схемой индукции для
всех элементарных формул (или -фор-
мул), т.е. формул в языке с экспонентой, все
вхождения кванторов в которые ограничены тер-
мами в этом языке. Через EA+ обозначается тео-
рия, расширяющая EA аксиомой, выражающей
тотальность суперэкспоненциальной функции

. Классы арифметической иерархии  и  в
чисто арифметическом языке без экспоненты ре-
курсивно определяются стандартным образом
для всех . Для заданного класса формул 
две теории T и  называются -эквивалентными,
если они доказывают одни и те же формулы из .

Мы предполагаем фиксированной стандарт-
ную арифметизацию синтаксиса. В частности, 
обозначает гёделев номер формулы . Все теории,
рассматриваемые в этой работе, предполагаются
элементарно аксиоматизируемыми -коррект-
ными расширениями теории . Напомним, что

-корректность означает истинность любого
-предложения, доказуемого в T. Каждая теория

T задается элементарной формулой , опре-
деляющей множество (гёделевых номеров) акси-
ом теории T в стандартной модели арифметики

. Эта формула используется в построении (упо-
мянутых выше) стандартного предиката доказа-
тельства  и связанного с ним предиката
доказуемости , который мы обознача-
ем через . Конечные итерации предиката 
обозначаются через . Стандартный предикат до-
казуемости  удовлетворяет условиям Лёба и обла-
дает свойством доказуемой -полноты, что гаран-
тирует истинность тождеств, задающих класс ал-
гебр Магари, в определенной выше алгебре
доказуемости  (см. [4]).

Среди расширений заданной теории T мы рас-
сматриваем так называемые схемы рефлексии.
Схема локальной -рефлексии  задается
множеством формул вида , для каждого
предложения . Схема равномерной -ре-
флексии  задается множеством формул
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вида , для каждой формулы
. Обычно класс  есть один из классов ариф-

метической иерархии.

Функция  называется доказуемо то-
тальной вычислимой функцией в теории T, если
существует -формула , определя-
ющая график функции f в стандартной модели,
такая, что

Класс доказуемо тотальных вычислимых функ-
ций теории T обозначается через . Известно,
что  есть класс функций элементар-
ных по Кальмару. Будем говорить, что функция

 мажорирует функцию , если неравенство
 выполнено только для конечного мно-

жества натуральных чисел . Выражение
 обозначает -кратную композицию функ-

ции  с собой, и .

В работе [1] вводится несколько функций, свя-
занных с “ускорением” доказательств при добав-
лении к теории T некоторых допустимых правил
вывода (и других принципов), например, правила
Париха (из  вывести ), и доказывается, что
они имеют одинаковую скорость роста. В исход-
ной формулировке теоремы 2 фигурирует другая
функция, но как было упомянуто выше, исполь-
зование функции -рефлексии  приводит
к эквивалентной формулировке.

Поскольку теория T является -корректной,
функция  тотальна и вычислима. Как отме-
чается в [1], функция  близка к тому, чтобы
быть доказуемо тотальной вычислимой функцией
теории T, хотя и не является таковой (см. утвержде-
ние 1). Определение следующих классов функций

 базируется на этом наблюдении. Обозначим
через  класс всех функций  таких,
что

для некоторой -формулы , опре-
деляющей график функции f в стандартной моде-
ли. Аналогично определяются классы  при

, где используется итерированный предикат
доказуемости  вместо . Мы также пишем

 вместо , хотя , вообще говоря,
не является формулой. Тогда естественно опреде-
лить  как . В силу доказуемой -пол-
ноты имеют место следующие включения:

( )∀ γ → γ� ( ) ( )Tx x x
γ ∈ Γ Γ

→� �: kf
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(0)( )T x

0 ( )T U^ ( )U^ Σ1

а также , поскольку  →
→ . Таким образом, мы получаем рас-
ширяющуюся цепочку классов, которые, вообще
говоря, не замкнуты относительно суперпозиции
(в отличие от класса  доказуемо тотальных
вычислимых функций). Однако имеет место сле-
дующее свойство замкнутости.

Л е м м а  1. Если теория  содержит U, то для
всех  и  имеет место

 для всех .
Следующее утверждение является переформу-

лировкой упомянутого выше утверждения про
функцию , доказанного в [1].

У т в е р ж д е н и е  1. Для всех ,  ∈
∈ .

Ниже мы приводим без доказательства не-
сколько фактов о свойствах функции рефлексии

 и о классах , которые используются в
доказательстве основной теоремы настоящей ра-
боты для получения более точных оценок в усло-
вии неизоморфизма Адамссона.

Л е м м а  2. Существует строго монотонная
элементарная функция  такая, что для всех ,

 и , если существует -вывод формулы
 с гёделевым номером, не превосходящим ,

то либо существует -вывод , либо существует
S-вывод  с гёделевым номером, не превосходящим

.
Л е м м а  3. Существует элементарная функция

 такая, что для любой  суще-
ствует  такое, что 
имеет место для всех .

С л е д с т в и е  1. Существует строго монотон-
ная элементарная функция  такая, что для лю-
бых  и  неравенство

выполнено для почти всех .
Следующая теорема является основным ре-

зультатом нашей работы и усиливает теорему 2.
Т е о р е м а  3. Пусть  и  – теории со стан-

дартными предикатами доказуемости  и . Если
существует эпиморфизм алгебры  на алгебру

, то существует элементарная функция 
такая, что для всех  и для любой функции

 неравенство  вы-
полнено для бесконечно многих .
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Мы не приводим здесь доказательства этой
теоремы. Отметим лишь, что оно во многом сле-
дует доказательству Адамссона [1] (которое, в
свою очередь, следует исходному доказательству
Шаврукова [7]), а сформулированные выше лем-
мы позволяют получить более точные оценки и
более общий результат. Теорема 3 дает несколько
достаточных условий неизоморфизма алгебр до-
казуемости, которые приводятся ниже.

С л е д с т в и е  2. Каждое из следующих условий
влечет отсутствие эпиморфизмов из  на :

(i)  для некоторого ;

(ii)  для некоторого ;

(iii)  для некоторого
.

Отметим, что пункты (ii) и (iii) этого следствия
также применимы к алгебрам для теорий с нестан-
дартными предикатами доказуемости (например,

) при условии, что эти предикаты могут быть
заменены стандартными предикатами, которые
эквивалентны исходным, и эта эквивалентность
доказуема в теории EA.

Рассмотрим несколько применений теоремы 3
для получения новых примеров пар теорий с не-
изоморфными алгебрами. Для доказательства не-
изоморфизма (и отсутствия эпиморфизмов) мы
будем пользоваться следствием 2 и замечанием
относительно нестандартных предикатов доказу-
емости, приведенным выше.

С л е д с т в и е  3. Для всех , если
, то не существует эпиморфизма из

 на .
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу доказуемой

-полноты и , в EA выводимо  ∈
∈ , откуда, в силу пункта (iii)
следствия 2 при  и возможности заменить
итерированные предикаты доказуемости на

-эквивалентные стандартные предикаты, вы-
текает требуемый результат.

В частности, при n = 2, m = 1 мы получаем, что не
существует эпиморфизма из алгебры  на
алгебру , что подтверждает гипотезу из [1].

Хотя достаточное условие Шаврукова из тео-
ремы 1 строго сильнее условия из теоремы 2, оно
имеет более теоретико-доказательственную фор-
му, и поэтому более удобно при применении к
конкретным парам теорий. Применение условия
Адамссона требует более тщательного анализа
длины доказательств -предложений в рассмат-
риваемых теориях для получения точных оценок
на скорость роста функций  и , но оно
также позволяет получить новые примеры неизо-

TD SD

+ ∈( 1)( ) ( )k k
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+ ⊆1(EA) ( )k k
S T T^ ^ ∈ �k
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S TT �
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� �T T

, ∈ �n m
> ≥ 1n m
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T TL ,�( )( )m

T TL

Σ1 + ≤1m n ∀σ
+ ⋅ ⋅Σ σ → σ� �

(( 1) ) ( )
1( )m m m n

T

=k m

EA

,� �( )T T TL

,�( )T TL

Σ1

( )T x5 ( )S x5

морфизма в тех случаях, когда теорема 1 не при-
менима.

Следующая теорема (вместе с пунктом (iii)
следствия 2) показывает, что условие Шаврукова
может быть существенно ослаблено с сохранени-
ем его теоретико-доказательственной формы.

Т е о р е м а  4. Если теория  доказывает схему
 и этот факт формализуется в виде

, то не существует эпи-
морфизма из  на .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя данное
в формулировке теоремы условие и доказуемую

-полноту, получаем .
Требуемый результат тогда вытекает из пункта (iii)
следствия 2 при .

Как следствие доказанной теоремы мы полу-
чаем семейство пар теорий с одинаковыми клас-
сами доказуемо тотальных вычислимых функ-
ций, но неизоморфными алгебрами доказуемо-
сти.

С л е д с т в и е  4. Ни для какого  не суще-
ствует эпиморфизма из  на , где  есть
теория .

Следующее утверждение дает другой пример
подобного рода. Оно вытекает из следствия 4 и
теоремы об изоморфизме [9] (с использованием
результатов [3, Proposition 5.4] и [2, Corollary 5.2]).

У т в е р ж д е н и е  2. Для теорий ,
 и  имеет место

, но .
Отметим, что во всех рассмотренных примерах

теорий с неизоморфными алгебрами, теории не
были доказуемо равнонепротиворечивыми. Сле-
дующая теорема дает естественный пример се-
мейства доказуемо -эквивалентных (а значит, и
равнопротиворечивых) теорий с неизоморфными
алгебрами. Напомним, что теория  есть расши-
рение теории T утверждениями  для всех

. По теореме Горячева теории  и
 являются -эквивалентными, и

этот факт доказуем в EA (см. [3, Proposition 6.1]).
Т е о р е м а  5. Не существует эпиморфизма из
 на , где  есть теория .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся пунктом
(i) следствия 2. В силу утверждения 1 имеем

, где равенство имеет
место, поскольку  есть -расширение теории T.
Откуда, в силу леммы 1, получаем  ∈
∈ , где включение вытекает из дока-
зуемости в EA предложения .

T
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В рамках теории операторных косинус-функций и ее приложения находится решение и устанавли-
вается корректная разрешимость граничной задачи Дирихле для обобщенного уравнения Гельм-
гольца в полосе. Устанавливается критическая ширина полосы в зависимости от граничных усло-
вий. Применение этого результата к задаче по распространению тепла в двугранном углу позволяет
определить угол корректности этой задачи и указать закон распространения тепла в рассматривае-
мой области.

Ключевые слова: сильно непрерывные косинус-функции и полугруппы преобразований, краевые
задачи, корректная разрешимость
DOI: 10.31857/S2686954321040093

Как известно [1–3], уравнение

(1)

, , называется в матема-
тической физике уравнением Гельмгольца.

Уравнение (1) занимает важное место в изуче-
нии физических процессов, причем в их описа-
нии существенную роль играет знак параметра .
Так, диффузии с реакцией распада молекул газа
соответствует . Случаю  соответствует
процесс с наличием размножения диффузионных
частиц.

С математической точки зрения свойства ре-
шения уравнений (1) также существенно зависят
от знака  при постановке краевых задач. Так, при

 имеет место однозначная разрешимость
уравнения (1) в классе непрерывных в замкнутой
области  функций, принимающих на грани-
це Σ заданное значение . Если же , то
единственности может не быть. Этот факт приво-
дит к задаче определения размеров области  (см.
[1, с. 462]).

∂ , ∂ ,+ + β , = ,
∂ ∂

2 2

2 2
( ) ( ) ( ) 0u x t u x t u x t
t x

β ∈ = −∞, ∞( )R , ∈ ×x t R R

β

β < 0 β > 0

β
β ≤ 0

Ω + Σ
ΣΣ =u u β > 0

Ω

В настоящем сообщении исследуется коррект-
ная разрешимость задачи Дирихле для обобщен-
ного уравнения Гельмгольца, с применением ре-
зультатов к задаче (1), в интервале .

1. ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ 

ГЕЛЬМГОЛЬЦА

Рассматривается уравнение

(2)

где A – линейный замкнутый оператор, действу-
ющий в банаховом пространстве E, с областью
определения , плотной в E.

Ставится задача отыскания функции , со
значениями в , дважды непрерывно диффе-
ренцируемой, удовлетворяющей уравнению (2)
на отрезке [0, l] и условиям

(3)

О п р е д е л е н и е  1 [4–6]. Задача (2)–(3) на-
зывается к о р р е к т н о й, если она однозначно
разрешима для любых  и существует
константа , такая, что для всех решений
уравнения (1) справедливо неравенство

(4)

∈ ,[0 ]t l
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КОСТИН и др.

Для  в [7] показано, что если оператор 
является генератором сильно непрерывной коси-
нус-функции , удовлетворяющей условиям

(5)

то задача (2)–(3) корректно разрешима в интерва-
ле 

(6)

В настоящем сообщении рассматривается слу-
чай  и доказывается

Т е о р е м а  1. Если в уравнении (1) оператор A
является генератором -косинус-функции с оцен-
кой (5), то на интервале , где  задается услови-
ями

(7)

задача (2)–(3) корректно разрешима и ее решение
имеет вид

(8)

где , I – тождественный оператор в E,

(9)

 – модифицированная функ-

ция Бесселя 1-го рода.

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Для доказательства теоремы достаточно полу-
чить представление (9).

Так как A – генератор сильно непрерывной ко-
синус–функции, то для его резольвенты справед-
ливо представление через преобразование Лапла-
са  ([8, с. 177])

(10)
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Из (10) следует равенство

(11)

где  – обратное преобразование Лапласа.

Применяя (11) к , получаем

Пользуясь таблицей преобразования Лапласа,
получаем соотношение

После дифференцирования получаем соотно-
шение (9).

Для определения порядка роста  сделаем

замену  под знаком интеграла в (9) и оценим

(12)

Если , то из (12) следует неравенство
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Если , то очевидна оценка

(14)

Применение неравенства (5), (13), (14) в пред-
ставлении (9) дает оценку

(15)

Таким образом, порядок роста косинус-функ-
ции  равен . И, следовательно, поль-
зуясь (13), (14) для оператора , получаем оценку
(15) в случае .

Соответствующая оценка для  получается

аналогично, с учетом неравенства .
Это завершает доказательство теоремы.

З а м е ч а н и е  1. Для частного случая  и
оператора , где  порождает сильно непре-
рывную группу операторов , представление
(9) получено в [8] другим способом.

3. ПРИМЕНЕНИЕ 
К УРАВНЕНИЯМ ГЕЛЬМГОЛЬЦА

Рассмотрим граничную задачу Дирихле для
уравнения Гельмгольца в следующей постановке.

Ищется решение уравнения

(16)

, , ,
удовлетворяющее граничным условиям

(17)

 и  являются элементами банахова простран-
ства  равномерно непрерывных и ограни-

ченных с весом   функций с нормой

(18)

Зададим оператор A дифференциальным вы-

ражением  с областью определения D(A) =

=  и приведем задачу (16)–

(17) к виду (3)–(4).
Так, определенный оператор A является гене-

ратором косинус-функции
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(19)

с оценкой

(20)

показывающий выполнение условия (5) с поряд-
ком роста , равным .

Следовательно, задача (16)–(17) корректно
разрешима в пространствах  на интер-
вале ,

(21)

З а м е ч а н и е  2.
1. Если , , то (21) совпадает с анало-

гичным неравенством в [1, с. 462].
2. Если , , то интервал корректности

сужается в зависимости от увеличения концен-
трации вещества на границе.

3. Если , , то интервал корректности
может быть неограниченным, что совпадает с из-
вестными результатами.

4. О СТАЦИОНАРНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИИ 
ТЕМПЕРАТУРЫ ВНУТРИ ДВУГРАННОГО 

УГЛА. УГОЛ КОРРЕКТНОСТИ
Применим полученные результаты к задаче о

распределении тепла внутри двугранного угла ([9,
с. 133]), нахождения функции , ,

, являющейся решением уравне-
ния

(22)

удовлетворяющей граничным условиям

(23)

, ,  – действительные константы.
Замена ,  приводит (22)–(23) к виду

(24)

(25)

Применяя соотношение (8) к (24)–(25) и воз-
вращаясь к переменным r,  с ограничениями
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(26)

получаем решение задачи (22)–(23) в виде

(27)

В силу теоремы 1, отсюда следует, что задача
(24)–(25), а вместе с ней и задача (22)–(23) кор-
ректны на интервале , который удовлетво-
ряют условиям (26).

Назовем его углом корректности. Интересно,
что увеличение параметра σ на границе влечет
уменьшение угла корректности. Так, при σ = 2 угол

корректности не должен превосходить .

Далее заметим, что если , , то имеют
место оценки

(28)

Таким образом, угол между гранями должен
удовлетворять условиям корректности, завися-
щим от граничных данных. В этом случае макси-
мум температуры аккумулируется на середине уг-
ла корректности и изменяется в зависимости от
расстояния  в соответствии с формулой (28), по-
казывающей, что при возрастании  угол между
гранями уменьшается.
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PROBLEM FOR THE GENERALIZED HELMHOLTZ EQUATION IN A STRIP

V. A. Kostina, D. V. Kostina,b, and A. V. Kostina

a Voronezh State University, Voronezh, Russian Federation
b Voronezh State Pedagogical University, Voronezh, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.P. Maslov

Within the framework of the theory of operator cosine functions and its application, a solution is found and
the correct solvability of the Dirichlet boundary value problem for the generalized Helmholtz equation in the
band is established. The critical bandwidth is set depending on the boundary conditions. Applying this result
to the problem of heat propagation in a dihedral angle allows us to determine the angle of correctness of this
problem and specify the law of heat propagation in the considered region.
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Изучается нелинейное интегральное уравнение, возникающее в некоторой модели пространствен-
ной логистической динамики. Вопрос разрешимости данного уравнения исследуется с помощью
введения специальных пространств функций, интегрируемых с точностью до константы. Устанав-
ливаются достаточные условия на биологические характеристики, а также параметры замыкания
третьего пространственного момента, гарантирующие существование решения описанного выше
уравнения в некотором шаре с центром в нуле. Кроме того, показывается, что данное решение
единственно в рассматриваемом шаре и не является нулевым. Это означает, что при соответствую-
щих условиях состояние равновесия популяции некоторого вида существует и не совпадает с состо-
янием вымирания.

Ключевые слова: функциональный анализ, нелинейные интегральные уравнения, математическая
биология
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Основным предметом изучения в данной ра-
боте является параметрическое семейство нели-
нейных интегральных уравнений, возникающее
при замыкании третьего момента в простран-
ственной логистической модели У. Дикмана и
Р. Лоу [1, 2]. Краткое описание данной модели, а
также математическая постановка рассматривае-
мой задачи приведены в первой части нашей рабо-
ты. Во втором разделе вводится специальное
функциональное пространство и приводятся не-
которые операторы, действующие в нем. В третьей
части рассмотренные операторы используются
для построения параметрического отображения,

действующего в обозначенном ранее пространстве
функций, неподвижные точки которого совпада-
ют с решениями исследуемых уравнений. Кроме
того, указываются достаточные условия суще-
ствования неподвижных точек данного отобра-
жения и их единственность в некотором шаре при
различных наборах параметров.

1. ОПИСАНИЕ ЗАДАЧИ
1.1. Модель биологических сообществ

Рассмотрим некоторую популяцию неподвиж-
ных организмов, обитающих в пространстве .
Модель характеризуется следующими гомогенны-
ми в пространстве биологическими параметрами:

1) естественная смертность ( ),
2) агрессивность индивидов ( ),
3) интенсивность рождения новых особей (b > 0),
4) ядро движения ( ),
5) ядро конкуренции ( ).
При этом ядра движения и конкуренции явля-

ются неотрицательными, радиально-симметрич-
ными, интегрируемыми функциями, с L1-нормой
равной 1, которые исчезают на бесконечности. Яд-
ро движения представляет собой плотность веро-

k
R

≥ 0d
≥' 0d

= ( )m m x
= ( )w w x
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ятности случайной величины, определяющей по-
ложение потомков относительно своих родителей.
Ядро конкуренции описывает пространственную
структуру конкуренции между индивидами.

В каждый момент времени состояние изучае-
мой популяции характеризуется пространствен-
ными моментами, которые являются усреднени-
ем некоторых статистических характеристик. Мы
будем рассматривать первые три момента:

1)  – средняя плотность особей,
2)  – средняя плотность пар особей, в ко-

торых сдвиг второго индивида относительно пер-
вого равен x,

3)  – средняя плотность троек особей, в
которых сдвиг второго и третьего индивидов от-
носительно первого равен  и y соответственно.

В настоящей статье мы будем работать с состо-
янием равновесия популяции, которое характери-
зуется отсутствием динамики моментов во времени
(таким образом, моменты перестают зависеть от t).
Оно описывается следующей системой интеграль-
ных уравнений (подробнее см. в [2]):

(1)

1.2. Уравнение равновесия

В работе рассматривается трехпараметриче-
ское семейство замыканий третьего момента вида

(2)

где , при этом . Оно использу-
ется с целью уменьшения количества неизвест-
ных в системе (1) (подробнее о методе замыканий
см. [3]). После подстановки замыкания (2) в си-
стему (1) и некоторых преобразований, получим

(3)

где , , . Для сокращения
записи все аргументы у функций опущены. Нота-
ция  здесь обозначает интеграл следующего
вида:

Будем называть уравнение (3) уравнением равно-
весия. Отметим, что

(4)

поскольку в [3] было показано, что

2. ПРОСТРАНСТВО 
2.1. Определение

Прежде чем приступать к дальнейшему иссле-
дованию уравнения равновесия, рассмотрим не-
которое специальное пространство функций, ко-
торому, как будет показано далее, принадлежит
решение уравнения (3).

Рассмотрим множество функций вида ,
где , а . Будем в дальнейшем назы-

вать функцию F функциональной частью элемен-
та f и обозначать , а n – числовой частью и
обозначать . Очевидно, что рассмотренное мно-
жество линейно относительно операций сложения
и умножения на число. Введем на вышеупомянутом
множестве структуру нормированного простран-
ства, определив норму по правилу

Полученное пространство обозначим за
.

З а м е ч а н и е  1. Элементы f и g пространства
 равны тогда и только тогда, когда равны

их функциональные и числовые части соответ-
ственно.

Л е м м а  1. Пространство  банахово.

2.2. Некоторые операторы в 
Рассмотрим некоторые операторы, действую-

щие в , которые представляют наибольший
интерес в данной работе.

Определим сверточный оператор , действу-

ющий на функции из  по правилу
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где .
Л е м м а  2. Оператор  является ограничен-

ным линейным оператором, действующим в ,
норма которого равна .

Введем вспомогательное пространство функ-
ций

обозначая

Определим оператор самосвертки , действую-

щий на функции из  по правилу

где . Можно показать, что этот опера-
тор действует в . Более того, верно следую-
щее утверждение.

Л е м м а  3. Для любой пары элементов f,
 имеет место неравенство

Определим оператор произведения на свертку
, действующий из  по правилу

где . Данный оператор также действу-
ет в  и верно следующее утверждение, кото-
рое аналогично лемме 3.

Л е м м а  4. Для любой пары элементов
 имеет место неравенство

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ

3.1. Оператор равновесия
Теперь мы готовы приступить к дальнейшему

исследованию уравнения равновесия (3). Далее
будем дополнительно считать, что ядра рождения
и конкуренции почти всюду ограничены. В таком
случае они принадлежат классу .

Будем искать решение уравнения (3) в про-
странстве . Условие (4) позволяет нам ска-
зать, что в таком случае . Учитывая это,
перепишем уравнение в операторной форме

(5)

где оператор  действует из  по правилу

(6)

С помощью введенных ранее операторов, представление (6) может быть переписано в виде

(7)

Отметим, что  действует в , поскольку
операторы ,  и  действуют в этом про-
странстве. Фактически мы свели задачу о реше-
нии уравнения (3) к задаче нахождения непо-
движной точки оператора (7). Будем называть
этот оператор оператором равновесия.

3.2. Неподвижная точка оператора равновесия
С учетом рассмотренных выше лемм 2–4, можно

оценить, насколько сильно меняется расстояние

между двумя элементами пространства  под
действием операторов ,  и . Исходя из это-
го нетрудно найти достаточные условия сжимаемо-
сти оператора  в некотором шаре  простран-
ства . Проводя оценку величин  при

, можно выявить замкнутый шар ,
инвариантный относительно оператора равнове-
сия. Однако замкнутый шар полного метрическо-
го пространства сам является полным метриче-
ским пространством. Это позволяет нам, вос-
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НИКОЛАЕВ и др.

пользовавшись принципом Банаха, доказать, что
оператор  будет иметь в  единственную непо-
движную точку.

Данные рассуждения приводят нас к следую-
щей теореме.

Т е о р е м а  1. Если выполнены условия

а положительное число R удовлетворяет системе
неравенств

(8)

где

то оператор равновесия (6) имеет в шаре радиуса R
с центром в нуле единственную неподвижную точку.

З а м е ч а н и е  2. В условиях теоремы 1 непо-
движная точка оператора равновесия ненулевая,
так как образ нулевого элемента пространства

 под действием оператора  не является ну-
левым.

Приведем пример параметров модели, удовле-
творяющих условиям вышеуказанной теоремы.
Пусть , , а , тогда

Если выбрать b = 1 и , то

Выберем ядро конкуренции в виде плотности
нормального распределения с нулевым матема-
тическим ожиданием и стандартным отклонени-
ем равным , т.е.

а также возьмем s = 1, тогда . Поэтому
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Значение величины D при таком выборе будет
равно 331/100, значит,

При этом

т.е.

(9)

С другой стороны,

а

значит,

(10)

Из (9) и (10) следует, что система (8) разрешима.
Если теперь выбрать R, например, равным 2/5, то
все условия теоремы 1 будут выполнены.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе был поставлен вопрос о

существовании и единственности решения зада-
чи о нахождении состояния равновесия некото-
рой популяции организмов. Было показано, что
решение системы уравнений (1) можно искать в
виде неподвижной точки некоторого оператора,
действующего в специальном функциональном
пространстве. С помощью принципа Банаха бы-
ли найдены достаточные условия, накладывае-
мые на биологические параметры модели и пара-
метры замыкания третьего пространственного
момента, гарантирующие существование и един-
ственность неподвижной точки этого оператора в
некотором шаре с центром в нуле. При этом по-
казано, что данное состояние нетривиально.

Отметим, что ранее проводился лишь числен-
ный анализ нелинейных интегральных уравне-
ний, получающихся после замыканий третьего
момента. Аналитическое исследование подобных
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уравнений при трехпараметрическом замыка-
нии (2) в случае ненулевых α, β и γ проводится
впервые. Кроме того, результаты данной работы
иллюстрируют важность подбора параметров замы-
кания (2), поскольку в статьях [4, 5] было показано,
что при α = 1,  нетривиальное состояние
равновесия существует исключительно при d = 0.
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In this paper, we study a nonlinear integral equation that arises in a model of spatial logistic dynamics. The
problem of this equation’s solution’s existence is investigated by introducing special spaces of functions that
are integrable up to a constant. Sufficient conditions are established for the biological characteristics and the
parameters of the third spatial moment closure, that guarantee the existence of the solution of the equation
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Пусть . Рассмотрим следующее се-
мейство графов:

т.е. вершины графа – это всевозможные r-эле-
ментные подмножества , а ребрами
мы соединяем пары множеств, пересекающихся
ровно по s элементам. Эти графы называются гра-
фами Джонсона и играют важную роль в задачах
теории кодирования (см. [1]), теории Рамсея (см.
[2–4]), комбинаторной геометрии (см. [5–11]),
теории гиперграфов (см. [12–19).

Напомним, что независимое множество вер-
шин графа – это любое такое множество его вер-
шин, в котором нет ни одного его ребра, а число
независимости графа G – это величина , рав-
ная мощности любого из максимальных по числу
вершин независимых множеств в G. Классиче-
ская проблематика теории графов, восходящая к
Турану, состоит в отыскании величины , рав-
ной минимальному количеству ребер графа G,
попадающих внутрь его множества вершин мощ-
ности l. Конечно, если , то . По-
этому интересны лишь случаи .

> >n r s
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Классическая теорема Турана утверждает, что
на множестве всех графов следующая оценка не-
улучшаема:

(1)

В частности, если  – последовательность гра-
фов с растущими к бесконечности числами вер-
шин, а ,  и , то

(2)

Однако для графов  картина меняется,
и именно она интересует нас в этой работе. Во-
первых, в серии статей первого автора (см. [6])
подробно исследованы графы , для
которых, среди прочего, доказано, что в обозна-
чениях и условиях оценки (2)

(3)

Иными словами, нижняя оценка в (3) втрое боль-
ше оценки (2), которая неулучшаема в общем слу-
чае.

Для произвольных графов  оценок ра-
нее не было. Однако это дистанционные графы,
т.е. их вершины можно считать точками в  (это
n-мерные векторы с r единицами и n – r нулями),
а ребра тогда – это пары точек на расстоянии

. Для графов такого типа в работе [20] дока-
зана следующая оценка. Пусть условия те же, что в
неравенстве (2), и, более того, . Тогда
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(4)

Таким образом, оценка (4) вдвое сильнее
оценки (2).

Прежде всего мы докажем следующую не-
сложную теорему.

Т е о р е м а  1. Пусть даны числа r, s. Пусть
. Пусть . Тогда

Чтобы сравнить теорему 1 с оценками (1)–(4),
надо напомнить, как ведут себя числа независи-
мости графов . В работе [21] доказана

Т е о р е м а  2. Пусть даны числа r, s. Тогда
1. Если , то при достаточно больших n

2. Если  и  – степень простого чис-
ла, то

3. Для любых  существуют  и , с
которыми

Из теоремы 2 сразу следует, что новая теорема 1
дает лучшую из ранее известных верхних оценок
для случая параметров n, 3, 1 – оценку (3). Более
того, при  получаем, что порядок новой

верхней оценки из теоремы 1 совпадает с поряд-
ком классических нижних оценок, ведь у них в
знаменателе стоит число независимости, которое
в данном режиме имеет порядок ns. И только при

 имеется серьезный зазор по порядку.
Особенно любопытно выглядит случай с s = 0.
Это случай так называемых кнезеровских графов
(см. [2]). Получается, что в его рамках новая верх-
няя оценка из теоремы 1 тривиальна, ибо асимп-

тотически равна , а это асимптотика числа ре-
бер полного графа на l вершинах! Как ни странно,
это не свидетельство слабости новой оценки.
Имеет место

Т е о р е м а  3. Пусть . Пусть l >
> . Тогда

Видно, что если l сильно больше числа независи-
мости, т.е. , то оценка в теореме 3 асимпто-

тически равна . Действительно, разность 

имеет порядок .

Есть, наконец, интересный режим, в котором
теорема 3 не работает. Это режим, когда .
В таком случае оценка теоремы 3 становится от-
рицательной. Здесь удается доказать следующую
теорему.

Т е о р е м а  4. Пусть . Пусть l >
> . Тогда

Например, если , то все клас-
сические оценки принимают значение 1. Однако
здесь мы имеем значительное усиление. В самом
деле, если , то первая величина из двух
под знаком максимума имеет порядок не ниже nr.
При больших β уже вторая величина имеет поря-
док, как минимум, . Можно и аккуратнее оце-
нить, но суть ясна и так.

В следующем разделе мы приведем схемы до-
казательств теорем 1, 3, 4.

СХЕМЫ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ
1. Схема доказательства теоремы 1

Рассмотрим множество всех индуцированных
подграфов графа , имеющих l вершин.
Для каждого графа H из этого множества и каждо-
го ребра графа  рассмотрим индикатор
вхождения этого ребра в H. Просуммируем инди-
каторы по всем ребрам и по всем графам двумя
способами. С одной стороны, получится произ-
ведение числа ребер и числа графов, содержащих
данное ребро:
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С другой стороны, получится сумма по H чисел
ребер в H. Таким образом, минимальное число
ребер не меньше, чем

Теорема доказана.

2. Схема доказательства теоремы 3

Пусть W – некоторое множество вершин гра-
фа , имеющее мощность . Тогда для лю-
бой вершины  имеем

Суммирование по всем вершинам завершает до-
казательство.

3. Схема доказательства теоремы 4

Пусть H – подграф графа , имеющий 
вершин. Пусть  – максимальная мощность неза-
висимого множества вершин в H. Очевидно,

. Пусть B – любое независи-
мое множество вершин H мощности . С одной
стороны, имеет место рассуждение, которое вос-
ходит к Турану и дает оценку (1) с заменой  на .
Именно она и стоит первой под знаком максиму-
ма. С другой стороны, как и в начале турановско-
го рассуждения, отметим, что каждая вершина H,
не принадлежащая , отправляет хотя бы одно
ребро в B. Если на этом остановиться, то получит-
ся оценка , которая намного слабее туранов-
ской, ибо входит лишь как одно из слагаемых в
турановское неравенство. Однако вид второй ве-
личины под знаком максимума в теореме 4 под-
сказывает, что можно значимо усилить утвержде-
ние о хотя бы одном ребре, идущем в B. Действи-
тельно, покажем, что таких ребер не меньше, чем

. Пусть , а  – ее гарантированный
сосед из B. Пусть  и . Разумеется, ,
ведь  – независимое множество. Получается,
что r-элементные подмножества  множества
[n], отвечающие вершинам , не пересекаются
(вершины образуют ребро), а -элементное под-
множество T, отвечающее z, пересекает и  и .
Таких множеств T не больше, чем . Следова-
тельно, не более  вершин из B не соединены с
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, откуда число вершин в B, являющихся соседками
с , не меньше . Теорема доказана.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть F – произвольное ограниченное множе-
ство на плоскости, . Определим следующую
величину:

Другими словами, среди всех покрытий мно-
жества F некоторыми  множествами  мы
хотим выбрать покрытия, состоящие из множеств
как можно меньшего диаметра.

Заметим, что величина  не изменится, ес-
ли потребовать, чтобы все множества покрытия
были выпуклыми и замкнутыми. Это следует из
того, что диаметр замыкания выпуклой оболочки
произвольного множества F совпадает с диамет-
ром F.

Заметим, что для произвольного F последова-
тельность  является невозрастающей, по-
скольку в классе всех покрытий n + 1 множества-
ми существует подкласс, для которого ,
совпадающий с классом всех покрытий  множе-
ствами.

Определим величину , где супре-
мум берется по всем множествам F единичного
диаметра на плоскости. Из сделанного выше за-

∈n N
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n n n

i

d F x F F F F F
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+ = ∅1nF
n

= sup ( )n nd d F

мечания ясно, что последовательность dn не воз-
растает.

Исследование величин dn глубоко мотивиро-
вано классической проблемой Борсука о разбие-
нии множеств на части меньшего диаметра (см.
[1–4]). В разные годы Х. Ленц (см. [5]), М. Дем-
биньски и М. Лассак (см. [6]), В. Филимонов (см.
[7]), Д. Белов и Н. Александров (см. [8]), В. Ко-
валь (см. [9]) оценивали величину dn для различ-
ных значений . Нам удалось существенно уси-
лить многие из предшествующих результатов.
Новые результаты мы приведем в разделе 2, а ни-
же дадим еще несколько определений, важных
для формулировок и их доказательств.

О п р е д е л е н и е  1. Множество  назы-
вается у н и в е р с а л ь н о й  п о к р ы ш к о й, ес-
ли любое плоское множество  единичного диа-
метра может быть полностью накрыто  (т.е. на
плоскости существует множество , конгруэнт-
ное , такое что ).

В 1920 г. Й. Пал доказал [10], что правильный

шестиугольник со стороной  является универ-

сальной покрышкой. Введем для него обозначе-
ние . Приведем еще одно определение.

О п р е д е л е н и е  2. Система множеств S =
=  называется у н и в е р с а л ь н о й  п о -
к р ы в а ю щ е й  с и с т е м о й, если любое плос-
кое множество F единичного диаметра может быть
полностью накрыто одним из множеств . Здесь

 – некоторый (возможно, бесконечный) набор
индексов.

Рассмотрим произвольное множество F еди-
ничного диаметра. Накроем его множеством  и

n
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проведем все шесть прямых, которые перпенди-
кулярны отрезкам, соединяющим центр шести-
угольника со всеми его вершинами, и отстоят от

центра на расстояние . Эти прямые отсекают от

 шесть треугольников. Очевидно, для каждой
пары треугольников, содержащих противопо-
ложные вершины, хотя бы один из них не содер-
жит внутренних точек F (поскольку расстояние
между этими треугольниками равно единице).
Назовем такой треугольник отсеченным. Далее
покрышку с тремя подряд такими отсеченными
уголками обозначим , а покрышку с тремя от-
сеченными через один уголками обозначим .
Несложно видеть, что  – универсальная
покрывающая система.

Заметим, что правильный шестиугольник со

стороной  (т.е. покрышка ) с двумя отсечен-

ными указанным выше способом уголками при
вершинах, идущих через одну, тоже является уни-
версальной покрышкой, потому что им можно
накрыть и , и . Обозначим такую универ-
сальную покрышку .

Кроме того, будем рассматривать величину

где  – произвольное ограниченное множество
на плоскости, . Другими словами,  –
инфимум по всем таким x, что  можно правиль-
но покрасить в  цветов, если  считать за величину
запрещенного расстояния. Таким образом, величи-
на  мотивирована классической проблемой
Нелсона–Хадвигера о раскраске плоскости (см.
[11–17]).

Далее определим величину , где
супремум берется по всем множествам F единично-
го диаметра на плоскости. Ясно, что последователь-
ность  невозрастающая. Более того,  при
всех натуральных  как следствие известной
оценки  для хроматического числа плос-
кости (см. [11]).

В следующем разделе мы приведем формули-
ровки новых результатов и их сопоставление с ра-
нее известными, а также вкратце обсудим идеи
доказательств.

2. УЛУЧШЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
2.1. Формулировки

Приведем таблицу улучшенных результатов для
элементов последовательности  при 
(табл. 1). В столбце “комментарий” указано, на

1
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сколько процентов уменьшился “зазор” между
верхней и нижней оценкой в результате предло-
женных в данной работе улучшений. В последнем
столбце указан список фигур, рассматриваемых в
качестве универсальной покрывающей системы
для доказательства оценки сверху.

На рис. 1 изображены все покрывающие мно-
жества, используемые для получения верхних оце-
нок. Разбиения для доказательства верхних оценок
приведены в [18]. В доказательствах нижних оце-
нок величин ,  и  в качестве множества диа-
метра 1 был рассмотрен круг единичного диаметра.

Все константы приведены с четырьмя верны-
ми знаками после запятой. Кроме улучшений,

показанных в таблице, доказаны оценки  и

2.2. Идеи доказательств

Для доказательства того, что , где  – не-
которое фиксированное число, рассмотрим неко-
торую универсальную покрывающую систему  и
разобьем каждое из множеств, входящих в нее, на
n частей, диаметр каждой из которых не превос-
ходит . В табл. 1 в столбце “используемая УПС”
приведена универсальная покрывающая система,
используемая в доказательстве указанной верх-
ней оценки величины dn для соответствующего
значения .

Разбиения элементов универсальной покры-
вающей системы на n частей диаметра ρ для всех
улучшенных оценок мы не будем подробно опи-
сывать в данной работе, однако рассмотрим одно
из наиболее красивых разбиений, которое значи-
тельно улучшает верхнюю оценку величины .

Положим  и будем дока-

зывать, что . Рассмотрим универсальную
покрывающую систему S, состоящую из одного
множества – универсальной покрышки .

На рис. 2 правильный шестиугольник  со

стороной  соответствует покрышке . Окруж-

ность  вписана в этот шестиугольник. Отрезок
AO пересекает окружность  в точке N, а перпен-
дикуляр к прямой AO, проходящий через точку N,
пересекает отрезки AB и AF в точках  и  соот-
ветственно. Аналогично получим точки , ...,
F1, F2. Можно показать, что двенадцатиугольник

 является правильным. Тогда разо-
бьем исходный шестиугольник на 6 равных четы-
рехугольников , , …, . Рас-
смотрим один из этих четырехугольников и пока-
жем, как его разбить на три части диаметра в
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точности, , откуда будет следовать, что исход-
ный шестиугольник можно разбить на 18 частей
диаметра . Без ограничения общности будем
рассматривать четырехугольник , кото-
рый является вписанным, так как  и

. Пусть  – описанная около
 окружность, а  – центр . Можно пока-

ρ

ρ
2 2OD DE

∠ = °2 2 60E OD
∠ = °2 2 120E DD γ

2 2OD DE S γ

зать, что радиус окружности  равен в точности

. Окружность радиуса  с центром в точ-

ке  пересекает отрезки  и  вточках U и V
соответственно. Тогда четырехугольник 
разбивается на два четырехугольника ,

 и один пятиугольник , диаметр

γ

−ρ = 2 3
3

ρ

1D 2OE 2OD

2 2OD DE
OUSV

1 2USD E 1 2DD SVD

Таблица 1. Полученные результаты

n
Новая оценка 

снизу
Старая оценка 

снизу
Старая оценка 

сверху
Новая оценка 

сверху
Коммен-

тарий Используемая УПС 

1 – 1.0000 1.0000 – точная –
2 – 1.0000 1.0000 – точная –
3 – 0.8660 0.8660 – точная –
4 – 0.7071 0.7071 – точная –
5 – 0.5877 0.6020 0.5953 47%  
6 – 0.5051 0.5344 – – –
7 – 0.5000 0.5000 – точная –
8 – 0.4338 0.4456 – – –
9 – 0.3826 0.4047 – – –

10 0.3667 0.3420 0.4012 – 41% –
11 0.34201) 0.3333 0.3970 0.3942 19%

12 – 0.3333 0.3660 – – –
13 – 0.3333 0.3660 0.3550 33%

14 – 0.3090 0.3324 – – –
15 – 0.2928 0.3324 0.3226 24%

16 – 0.2817 0.3324 0.3191 26%

17 – 0.2701 0.3324 0.3010 48%

18 – 0.2588 0.3324 0.29892) 46%

19 – 0.2500 0.2857 – – –
20 – 0.2500 0.2857 – – –
21 – 0.2393 0.2857 0.2723 29%

22 – 0.2323 0.2857 0.2650 39%

23 – 0.2225 0.2857 0.2650 33%

24 – 0.2167 0.2849 0.2610 35%

25 – 0.2079 0.2776 0.2610 24%

26 – 0.2030 0.2709 0.2610 15%

27 – 0.2000 0.2646 0.2610 5%

28 – 0.2000 0.2587 0.2500 15%

29 – 0.1950 0.2531 0.2500 5%

30 – 0.1939 0.2479 – – –
1) Точное значение полученной нижней оценки для d11 равно sin(π/9).

2) Точное значение полученной верхней оценки для d18 равно .
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каждого из которых равен . На рис. 2 длины отрез-
ков, выделенных жирным пунктиром, равны . Тем
самым показано, что шестиугольник 
можно разбить на 18 частей, диаметр каждой из ко-
торых равен . На рис. 2 выделены части данного
разбиения.

ρ
ρ

ABCDEF

ρ

Выше мы показали, как получается верхняя
оценка на примере оценки величины d18. Также
важно отметить, что эта оценка – единственная, ко-
торую удалось точно выразить в радикалах среди
всех полученных в данном исследовании оценок.
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n
R

Рассматривается на конечном промежутке вре-
мени управляемая система в пространстве , зави-
сящая от параметра. Изучается зависимость от па-
раметра множеств достижимости и интегральных
воронок соответствующего системе дифферен-
циального включения.

При исследовании множеств достижимости, их
конструировании и оценивании применяются раз-
личные теоретические подходы и методы [1–7], со-
провождаемые, как правило, разработкой вычис-
лительных алгоритмов и программ. В многочис-
ленных задачах теории динамических систем, и в
том числе – теории управления динамическими
системами, множества достижимости и интеграль-
ные воронки играют ключевую роль, являя собой
базу для построения разрешающих управлений и
стратегий [8–14]. Так, в задачах оптимального
управления и дифференциальных играх множества
разрешимости можно трактовать и конструировать
как интегральные воронки управляемых систем,
соответствующих исходным системам [1–5, 12, 13].
Кроме того, многие из задач теории управляемо-
сти динамических систем органически связаны с
понятиями множеств достижимости и интеграль-
ных воронок [15].

В настоящей работе при определенных усло-
виях на управляемую систему выводятся оценки,

n
R

характеризующие зависимость от параметра мно-
жеств достижимости и интегральных воронок со-
ответствующего дифференциального включения.

1. УПРАВЛЯЕМАЯ СИСТЕМА 
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ВКЛЮЧЕНИЕ, 

ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА

На промежутке времени , , зада-
на управляемая система

(1)

здесь t – время;  – фазовый вектор системы
(1);  – управляющее воздей-
ствие;  – параметр,  – компакт в метриче-
ском пространстве  с метрикой ,  и  из ;

 – пространство компактов в  с хаус-
дорфовой метрикой 

,  – хаусдорфо-

во отклонение  от X*, где  =
= .

Предполагается, что система (1) удовлетворяет
условиям:

A. Функция  определена на [t0, ϑ] ×

×  и для любой ограниченной и за-
мкнутой области  найдутся такие
функция ,  ( , ) и не-
прерывная функция , , что

,ϑ0[ ]t < ϑ < ∞0t

α= , , ;( )dx f t x u
dt

∈ nx R

∈ ∈ comp( )pu P R

α ∈ + +

E α,β( )r α β E

comp( )k
R

k
R

, = , ,( *) max( ( *)* *d X X h X X
,( * ))*h X X

∈ ∗∗
, = ρ ,( *) max ( *)* *x X

h X X x X

*X ρ ,( *)*x X

∈
−

* *
min **x X

x x

α , ,( )f t x u

× ×n PR +

⊂ , ϑ ×0[ ] nD t R

ω ξ*( ) ξ ∈ , ∞(0 ) ω ξ ↓*( ) 0 ξ ↓ 0
∈ , ∞( ) (0 )L t ∈ ,ϑ0[ ]t t
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Б. Найдется такое , что

Введем многозначное отображение на [t0, ϑ] × 

Отображение  удо-
влетворяет условиям, индуцируемым условиями
А, Б.

А*. Для любой ограниченной и замкнутой об-
ласти  и функций  и  вы-
полняются соотношения

(2)

(3)

Б*. Справедливо неравенство

Введем дифференциальное включение (д.в.)

(4)

Пусть  и t* из  ( ) , ,

, . Полагаем

 – множество достижимости д.в. (4)
в момент t* с начальной точкой ,

 – множество достижимости д.в. (4)
в момент t* с начальным множеством .

Известно, что , отобра-
жение  непрерывно по t*
на  при фиксированных  и непрерывно
зависит от  при фиксированных , t*. Также
отображение  непрерывно на .

α β, , − τ, , ≤ ω − τ + α,β ,( ) ( ) * ( ( ))f t x u f x u t r

, τ, , α β , ∈ ;( ) и ( ) из и изt x x D u P+

α α, , − , , ≤ − ,( ) ( ) ( )f t x u f t y u L t x y

, , , α ∈ , ∈ .( ) и ( ) изt x t y D u P+

γ ∈ ,∞(0 )

α , , ≤ γ ⋅ + ,
, , , α ∈ ,ϑ × × × .0

( ) (1 )

( ) [ ] n

f t x u x

t x u t P +R

n
R

α α

α α

, , = , ,
, = ∈ , α ∈

�( ) ( ) co ( )
( ) { ( , , ) : } .

t x F t x t x
t x f t x u u P

^

^ +

α, , ∈�( ) ( ) comp( )nt x F t x R

⊂ ,ϑ ×0[ ] nD t R ω* ( )r ( )L t

α β, , τ, ≤ ω − τ + α,β ,
, τ, , α β ;

( ( ) ( )) * ( ( ))
( ) и ( ) из и из

d F t x F x t r
t x x D +

α α, , , ≤ − ,
, , , α ∈ .

( ( ) ( )) ( )
( ) и ( ) из

d F t x F t y L t x y
t x t y D +

α , , ≤ γ ⋅ + ,
, ,α ∈ ϑ × × .0

( ( ) {0}) (1 )

( ) [ , ] n

h F t x x

t x t +R

α∈ , , , ∈ ,ϑ × , α ∈ .0( ) ( ) [ ] ndx F t x t x t
dt

+R

*t ,ϑ0[ ]t ≤ < ≤ ϑ0 **t t t ∈*
nx R

∈ comp( )*
nX R α ∈ +

α , ,( * )* *X t t x
=( )* *x t x

α , ,( * )* *X t t X

*X

α , , ∈( * ) comp( )* *
nX t t X R

α, , , ,�( * ) ( * )* * * *t t X X t t X
, ϑ[ ]*t ,( )* *t X

*X *t
αα , ,� ( * )* *X t t X +

2. О ЗАВИСИМОСТИ МНОЖЕСТВ 
ДОСТИЖИМОСТИ И ИНТЕГРАЛЬНЫХ 

ВОРОНОК ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
ВКЛЮЧЕНИЯ ОТ ПАРАМЕТРА

Уточним зависимость  от α: оце-
ним сверху величину

(5)

как функцию от .
Для этого введем разбиение Γ = {τ0 =

= , ..., τN = t*} промежутка 

(  = ) и систему

множеств , отвечающую этому раз-
биению:

где обозначено  = {x* ∈  =
= , , ,  <

< , .

Множества  и  при
условиях A*, B* стеснены равенством

(6)

здесь имеется в виду сходимость множеств в хаус-
дорфовой метрике.

Равенством (6) воспользуемся при выводе оцен-
ки величины (5). Учитывая условия, наложенные
на систему (1), можем указать ограниченную и за-
мкнутую область D в , которая заключает в
себе все множества, участвующие в последующих
выкладках. Считаем, что в этих выкладках задей-
ствованы функции ,  и , ,
отвечающие этой области.

Вывод оценки величины (5) сначала проведем для
одноточечного множества , .
При этом практикуем пошаговую схему рассуж-
дений, продвигаясь в выводе оценки последова-
тельно по шагам  разбиения .

На начальном шаге рассмотрим промежуток
. Оценим сверху хаусдорфово отклонение

, α и  из ; здесь  =

= , .

В  выберем точку , где ρ(x(τ1),

. Точка  представи-
ма в виде , .

α , ,( * )* *X t t X

α β, , , , , α β ,( ( * ) ( * )) и из* * * *d X t t X X t t X +

α,β( )r

, τ , ..., τ1* it ,[ *]*t t

+τ − τ = Δ = Δ = Δ Γ1 ( )i i i
− −1( * )*N t t

Γ
α τ : τ ∈ Γ�{ ( ) }i iX

Γ Γ Γ
α α + α + ατ = , τ = τ , τ , τ ,

= , − ,

� � � �

0 1 1( ) ( ) ( ( ))*
0 1,..., 1

i i i iX X X X X
i N

α τ , τ ,� ( * )* *X Y : *n xR

+ τ − τ( * )* * *y f ∈* *y Y α∈ τ ,( )}* * *f F y ≤ τ* *t

τ ≤* *t ∈ comp( )*
nY R

α , ,( * )* *X t t X Γ Γ
α α= τ� �( *) ( )NX t X

Γ
α αΔ=Δ Γ ↓

, , = ;�

( ) 0
( * ) lim ( *)* *X t t X X t

, ϑ ×0[ ] nt R

ω*( )r ∈ ,∞(0 )r ( )L t ∈ ,ϑ0[ ]t t

= { }* *X x , ∈∗ ∗( )t x D

+τ , τ 1[ ]i i Γ

τ , τ0 1[ ]
Γ Γ
α βτ , τ� �

1 1( ( ) ( ))h X X β +
Γ
α τ�

1( )X

α τ , τ ,�

1 0( )*X x Γ
β βτ = τ , τ ,� �

1 1 0( ) ( )*X X x

Γ
α τ�

1( )X τ1( )x
Γ Γ Γ
β α βτ = τ , τ� � �

1 1 1( )) ( ( ) ( ))X h X X τ1( )x

ατ = + Δ τ1 0( ) ( )*x x f α ατ ∈ τ ,0 0( ) ( )*f F x
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Вектор , ближайший к  в ,
удовлетворяет неравенству ||fα(τ0) – fβ(τ0)|| ≤
≤ h(Fα(τ0, .

Точка  удовлетворя-
ет неравенству . Из

определения точки  и включения 
следует

(7)

Обратимся теперь к промежутку  разбие-
ния  и множествам ,

.

В  выберем точку , где

(8)

Справедливо представление для x(τ2): x(τ2) =

= , , fα(τ1) ∈ Fα(τ1,
.

В  выберем точку , ближайшую к

: . Справед-
лива оценка

(9)

В  выберем вектор , ближай-
ший к . Справедливо неравенство ||fα(τ1) –
‒ fβ(τ1)|| ≤  ≤ ω*(r(α,

, согласно (2) и (3).
Введем точку ,  ∈

∈ , .

Точки x(τ2) и  стеснены неравенством

(10)

Принимая во внимание (8) и включение
, получаем

(11)

Из (10), (11) следует

(12)

Рассмотрим следующий промежуток  раз-
биения  и множества  = ,

.

β τ0( )f α τ0( )f β τ ,0( )*F x

β, τ , ≤ ω α,β0) ( )) * ( ( ))* *x F x r
Γ

β βτ = + Δ τ ∈ τ�

1 0 1( ) ( ) ( )*y x f X
τ − τ ≤ Δω α,β1 1( ) ( ) * ( ( ))x y r

τ1( )x Γ
βτ ∈ τ�

1 1( ) ( )y X

Γ Γ
α βτ = τ , τ ≤ Δω α,β .� �

1 1 1( ) ( ( ) ( )) * ( ( ))h h X X r

τ , τ1 2[ ]
Γ Γ Γ

α α ατ = τ , τ , τ� � �

2 2 1 1( ) ( ( ))X X X
Γ Γ
β β βτ = τ , τ , τ� � �

2 2 1 1( ) ( ( ))X X X
Γ
α τ�

2( )X τ2( )x
Γ Γ Γ
β α βρ τ , τ = τ , τ .� � �

2 2 2 2( ( ) ( )) ( ( ) ( ))x X h X X

ατ + Δ τ∗ 1 1( ) ( )x f Γ
ατ ∈ τ∗ �

1 1( ) ( )x X
τ∗ 1( ))x

Γ
β τ�

1( )X τ1( )*y

τ1( )*x Γ
βτ − τ = ρ τ , τ�

1 1 1 1( ) ( ) ( ( ) ( ))* * *x y x X

τ − τ ≤ τ .1 1 1( ) ( ) ( )* *x y h

β τ , τ1 1( ( ))*F y β τ1( )f

α τ1( )f
α βτ , τ , τ , τ1 1 1 1( ( ( )) ( ( )))* *h F x F y

β + τ τ1 1)) ( ) ( )L h

βτ = τ + Δ τ2 1 1( ) ( ) ( )*y y f τ1( )*y
Γ
β τ�

1( )X β βτ ∈ τ , τ1 1 1( ) ( ( ))*f F y

τ2( )y

α β
τ Δ

τ − τ ≤ τ − τ +
+ Δ τ − τ ≤ τ + Δ ω α,β +
+ τ τ ≤ Δω α,β + ⋅ τ .1 1

2 2 1 1

1 1 1
( )

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )* *
( ) ( ) ( ) ( * ( ( ))

( ) ( )) * ( ( )) ( )L

x y x y
f f h r

L h r e h

Γ
βτ ∈ τ�

2 2( ) ( )y X

Γ Γ
α βτ , τ ≤ τ − τ .� �

2 2 2 2( ( ) ( )) ( ) ( )h X X x y

Γ Γ τ Δ
α βτ , τ ≤ Δω α,β + τ .� �

1 1( )
2 2 1( ( ) ( )) * ( ( )) ( )Lh X X r e h

τ , τ2 3[ ]
Γ Γ

α τ�

3( )X Γ
α ατ , τ , τ� �

3 2 2( ( ))X X
Γ Γ
β β βτ = τ , τ , τ� � �

3 3 2 2( ) ( ( ))X X X

Оценим сверху . Для этого вы-

берем точку x(τ3) в :

(13)

Точка  представима в виде

Выберем в  точку , ближайшую к
:

Выполняется .

Выберем в  вектор , ближай-
ший к , и получаем оценку

Рассмотрим точку y(τ3) =  + Δfβ(τ2) ∈

∈ .
Точки  и  удовлетворяют неравенству

(14)

Учитывая (13) и , имеем

(15)
Из оценок (7), (14), (15) получаем

(16)

Анализируя оценки (12), (16), заключаем, что ве-
личина  стеснена неравенством

(17)

Оценка (17) обосновывается с помощью мето-
да математической индукции.

Γ Γ
α βτ , τ� �

3 3( ) ( ))h X X
Γ
α τ�

3( )X
Γ Γ Γ
β α βρ τ , τ = τ , τ .� � �

3 3 3 3( ( ) ( )) ( ( ) ( ))x X h X X

τ3( )x
Γ

α α

α α

τ = τ + Δ τ , τ ∈ τ ,
τ ∈ τ , τ .

�

3 2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
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x x f x X
f F x
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Γ
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β τ , τ2 2( ( ))*F y β τ2( )f

α τ2( )f

α β α βτ − τ ≤ τ , τ , τ , τ ≤
≤ ω α,β + τ ⋅ τ − τ .

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ( ( )) ( ( )))* *
* ( ( )) ( ) ( ) ( )* *

f f h F x F y

r L x y

τ2( )*y
Γ
β τ�

3( )X

τ3( )x τ3( )y

τ − τ ≤ τ − τ +3 3 2 2( ) ( ) ( ) ( )* *x y x y

+ Δ ω α,β + τ τ − τ ≤
≤ Δ ⋅ ω α − β +
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*( )
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τ Δ τ Δ+ Δω α,β + τ2 2 1 1( ) ( )
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Γ
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Γ Γ
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3 3
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τ Δ τ Δ
Γ Γ
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τ Δ τ Δ


τ , τ ≤ + + +




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

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 
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УШАКОВ, ЕРШОВ

Очевидно, что оценка сверху величины
,  аналогична

оценке (17). Учитывая это, сформулируем утвер-
ждение.

Л е м м а  1. Пусть , ,
 (  = Δi = Δ,

) и  – система мно-
жеств (5), аппроксимирующая множество дости-
жимости ,  д.в. (4). Справедлива
оценка

(18)

 и  из , .
Представим некоторые загрубления этой

оценки, более простые по форме.

Заменив в (18) единицу и экспоненты ,

, большей экспонентой , полу-
чаем оценку

(19)

В частности, справедлива оценка

(20)

Заменив в оценке (20) числа , k =
= , каким-либо L, удовлетворяющим
неравенству , получаем более
грубую оценку

(21)

Мы изучили случай, когда , ,
и для него получили оценки (18)–(21). Эти оцен-
ки справедливы и в общем случае ,

.
В общем случае выделим из (18)–(21) для по-

следующих выкладок оценку (20). Наряду с мно-
жествами  и , входящими в (20), рас-
смотрим множества достижимости Xα(t*) =
=  и  д.в. (4).

Γ Γ
β + α +τ , τ� �

1 1( ( ) ( ))i ih X X = , −0 1,..., 1i N

, ⊂ ,ϑ0[ *] [ ]*t t t ∈comp( )*
nX R

Γ = τ = τ τ τ =0 1{ , ,..., ,..., *}* i Nt t +τ − τ1i i

= , −0 1,..., 1i N Γ
α τ τ ∈ Γ�{ ( ) : }i iX

α , ,( * )* *X t t X α ∈ L

−

= −

Γ Γ
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− τ Δ

=

τ , τ ≤
 
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s
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e
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τ Δ
0
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e

=
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τ Δ

+

τ , τ ≤
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0

1 1
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e r

−

=

Γ Γ
α β

τ Δ
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≤ ⋅ − ω α,β .

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1

0
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L

d X t X t
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τ( )kL
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∈ ,ϑ
≤ < ∞

0[ ]
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t t

L t L

⋅ −Γ Γ ∗
α β, ≤ ⋅ − ω α,β .� �

( * )
( ( *) ( *) ( * ) * ( ( ))*

L t t
d X t X t e t t r

= { }* *X x , ∈( )* *t x D

∈ comp( )*
nX R

, ⊂( )* *t X D

Γ
α
� ( *)X t Γ

β
� ( *)X t

α , ,( * )* *X t t X β β= , ,( *) ( * )* *X t X t t X

Можно показать, что справедливы оценки

(22)

здесь K = ,
.

Принимая во внимание (21), (22), получаем

Так как эта оценка имеет место при любых раз-
биениях Γ промежутка , то устремив 
к нулю, получаем

(23)

здесь  – интеграл Римана функции  на

отрезке .
В результате справедливо следующее утвер-

ждение.

Л е м м а  2. Пусть , 
и L(t),  – функция, удовлетворяющая усло-
вию A. Тогда множество 
и  = ,  и  из  стеснены оцен-
кой (23).

Обратимся теперь к промежутку , на кото-
ром изначально рассматриваем систему (1) и д.в. (4).
Полагая в предыдущих выкладках ,

, , ,
получаем для множества достижимости Xα(t) =

=  и  оценку

(24)

, α и β из .
Наряду с множествами достижимости ,

,  рассмотрим интегральные ворон-
ки ,  д.в. (4).

Γ
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Из определения интегральных воронок и
оценки (24) следует

(25)
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REACHABLE SETSA AND INTEGRAL FUNNELS
OF DIFFERENTIAL INCLUSIONS DEPENDING ON THE PARAMETER
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a N.N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, 
Yekaterinburg, Russian Federation

A parameter-dependent control system is considered in the Euclidean space . The dependence on the pa-
rameter of the reachable sets and integral funnels of the differential inclusion corresponding to the system is
investigated. Estimates are obtained that characterize this dependence.
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Рассмотрена спектральная задачи типа Стеклова для лапласиана в неограниченной области с глад-
кой границей. Условие Стеклова быстро чередуется с однородным условием Дирихле на части гра-
ницы. Получены операторные оценки, с помощью которых изучено асимптотическое поведение
собственных элементов исходной задачи при стремлении малого параметра к нулю. Малый пара-
метр характеризует размер участков границы с условием Дирихле, расстояние между которыми
имеет порядок логарифма малого параметра в отрицательной степени.
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Большой интерес последнее время вызывает
задача Стеклова, зависящая от малого параметра
(см., например, [1–5]). Предполагается, что микро-
неоднородность сосредоточена на границе, ана-
логичные задачи см. [6–9]. В этой работе рассмат-
ривается задача в неограниченной области, у ко-
торой условие Стеклова быстро чередуется с
условием Дирихле на границе. Мы получаем опе-
раторные оценки для этой задачи, а также и для
аналогичной задачи в ограниченной области. Не-
которые интегральные оценки для подобных за-
дач см. в [10, 11].

Отметим, что техника операторных оценок,
впервые появившаяся в работах М.С. Бирмана,
Т.А. Суслиной, В.В. Жикова, С.Е. Пастуховой и
G. Griso (см. работы [12, 13], а также ссылки в
них), позволяет получать значительно более стро-
гие результаты (сходимость резольвент в соответ-
ствующих нормах) по сравнению с результатами,
получаемыми в теории сингулярных возмущений
и теории усреднения. Слабая и сильная сходи-
мость решений (из теории возмущений и теории
усреднения) влечет только частичные результаты
о сходимости спектра.

В настоящей работе рассмотрена задача в не-
ограниченной области, что приводит к суще-
ственному усложнению структуры спектра зада-

чи, при этом получены точные по порядку оцен-
ки скорости сходимости, которые позволяют с
помощью стандартных результатов спектральной
теории самосопряженных операторов в гильбер-
товых пространствах доказать результат о сходи-
мости спектра и соответствующих спектральных
проекторов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Пусть связная область  с непустой границей
лежит в пространстве  с локальными коорди-
натами . Предполагается, что граница
области  имеет гладкость  и равномерно огра-
ниченную кривизну. Отметим еще раз, что огра-
ниченность области  не предполагается.

Выберем на границе  точку  и назовем 
множество точек  таких, что , где s –
длина дуги от  до данной точки. Пусть sk =

=  , где δ ∈ (0, 1), , а  –
положительный малый параметр. Обозначим

.

Таким образом,  – часть границы  длины 2.
Обозначим оставшуюся часть границы за , т.е.

. Мы предполагаем, что  имеет в
окрестности  гладкость C3. При этом  состоит
из двух быстро чередующихся частей (см. рис. 1):
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 где , . Длина  = ε,

, .
Рассмотрим следующую сингулярно возму-

щенную спектральную задачу с краевым услови-
ем Стеклова:

(1)

где

Здесь , ,  – дей-
ствительнозначные функции, определенные в ,
а i – мнимая единица. Предполагаем, что Aij и

, ,  и все эти функции
равномерно ограничены на ,

где  – фиксированная константа. Через 
обозначена конормальная производная:
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где  – единичная внешняя нормаль к .

Основное требование к области  следующее.
В пространстве  введем полуторалинейную
форму:

Предполагается, что существуют такие констан-
ты  и , что для всех  верна
оценка

(2)

Имеет место
Л е м м а  1. Полуторалинейная форма

  :=  
определяет эквивалентное скалярное произведе-
ние в .

Обозначим через  пространство следов
функций из  на . Определим норму в

 как

Эта норма естественно возникает, если рассмат-

ривать пространство  как факторпро-
странство , где  – подпро-

странство , состоящее из функций с нуле-
вым следом на границе .

Для функций  неравенство (2) при-
нимает форму

и, следовательно, краевая задача

(3)

имеет единственное решение для каждого

.
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Рис. 1. Область Ω.
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ЧЕЧКИНА

Обозначим через :  опера-

тор, отображающий функцию  в ре-
шение U задачи (3). Можно заметить, что

Это дает возможность определить скалярное

произведение в пространстве .
Рассмотрим краевую задачу

(4)

где  – заданная функция. Задачу (4)
мы понимаем в обощенном смысле, решения
ищутся в соболевском пространстве , со-

стоящем из функций пространства  с нуле-
вым следом на . Решение задачи (4) – функция

, удовлетворяющая интегральному
тождеству

(5)

для любого . Имея в виду тождество
(5) и предположение (2), получаем, что задача (4)
имеет единственное решение.

Обозначим оператор в , отображаю-

щий каждую функцию  в след реше-
ния задачи (4) на границе , через . Ясно, что
эти следы равны нулю на . Тогда задача нахож-
дения собственных значений задачи (1) может
быть записана в виде

где  – след  на , а . В дан-
ной работе изучается спектр оператора .

Пусть  – тот же оператор, что и , но в слу-
чае , . Ясно, что оба этих опе-
ратора,  и  ограничены.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Первая теорема – об операторной сходимости.
Т е о р е м а  1. Операторы  и  являются

самоcопряженными в пространстве . Име-
ет место оценка
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где  – норма ограниченного оператора в про-

странстве , , .
Следующий результат — о сходимости спектра

оператора .
Т е о р е м а  2. Спектр оператора  сходится к

спектру . Спектральные проекторы оператора
 сходятся к спектральным проекторам операто-

ра . А именно, если  – дискретное собственное
значение оператора  кратности  при , то
существует ровно  собственных значений опера-
тора  с учетом кратности, сходящихся к  при

. И полный проектор этих собственных значе-
ний сходится в норме ограниченных операторов в

 к проектору на собственное подпростран-
ство, порожденное .
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In the paper one considers a spectral problem of the Steklov type for the Laplacian in an unbounded domain
with a smooth boundary. The Steklov condition rapidly alternates with the homogeneous Dirichlet condition
on a part of the boundary. There are obtained operator estimates with the help of which the asymptotic be-
havior of the eigenelements of the original problem is studied as the small parameter tends to zero. The small
parameter characterizes the size of the part of the boundary with the Dirichlet condition, the distance be-
tween which is of the order of the logarithm of the small parameter in the negative power.
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Предложен алгоритм решения задачи определения коэффициента теплопроводности вещества по
результатам наблюдения за динамикой температурного поля. Эффективность предлагаемого под-
хода базируется на применении современной методологии быстрого автоматического дифференци-
рования. Искомый коэффициент теплопроводности определяется из решения сформулированной
в работе задачи оптимального управления.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

При экспериментальном исследовании тепло-
вых процессов нередко возникают ситуации, ко-
гда невозможно определить требуемую физиче-
скую величину путем проведения прямых изме-
рений. В таких случаях прибегают к решению
обратных задач, и интересующие характеристики
восстанавливаются по результатам косвенных из-
мерений [1, 2].

Рассматриваемая в работе обратная задача по-
священа определению зависящего от температу-
ры коэффициента теплопроводности вещества по
результатам экспериментального наблюдения за
динамикой температурного поля в объекте и
(или) теплового потока на поверхности объекта.
Предложен новый эффективный алгоритм реше-
ния этой обратной задачи, одним из важных эле-
ментов которого является методология быстрого
автоматического дифференцирования (БАД-ме-
тодология).

Рассматривается область  с кусочно-
гладкой границей , заполненная исследуемым
веществом. Динамика температурного поля в ве-

⊂ nQ R
S

ществе описывается решением следующей на-
чально-краевой задачи:

(1)

(2)

(3)

Здесь  – декартовы координаты; t –
время;  – температура вещества в точке с
координатами x в момент времени t;  – объ-
емная теплоемкость вещества;  – коэффици-
ент теплопроводности;  – заданная темпера-
тура вещества в начальный момент времени t = 0;

 – заданная температура на границе обла-
сти. Объемная теплоемкость  считается из-
вестной функцией координат.

Если коэффициент теплопроводности 
известен, то, решив прямую задачу (1)–(3), най-
дем распределение температуры  в .
Если же функция  неизвестна, то ее определе-
ние представляет большой интерес. Обратная ко-
эффициентная задача сводится к следующей вариа-
ционной задаче: требуется найти такую зависи-
мость коэффициента теплопроводности вещества

 от температуры T, при которой температурное

поле  и потоки тепла  на

границе объекта, полученные в результате реше-
ния прямой задачи (1)–(3), мало отличаются от
температурного поля  и потока тепла ,

( )∂ = ∇ ∈
∂

( ) div ( ) , ,x
TC x K T T x Q
t

= ∈0( ,0) ( ), ,T x w x x Q
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полученных экспериментально. Мерой отклоне-
ния этих функций может служить величина

(4)

где ,  и  – заданные весо-
вые параметры;  – заданное температурное
поле;  – заданный тепловой поток на грани-

це  области ,  – производная температуры

по направлению внешней нормали к границе 
области .

2. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Подобные задачи оптимального управления
обычно решаются численно с помощью некото-
рого метода спуска, который требует знания гра-
диента функционала. При этом крайне важно
определять точное значение этого градиента. Бы-
ло получено аналитическое выражение градиента
целевого функционала для сформулированной
здесь задачи в -мерной постановке. Однако ис-
пользовать это аналитическое выражение при
численном решении задачи практически невоз-
можно в силу его сложности. В предлагаемом ал-
горитме для вычисления градиента функционала
использовалась эффективная БАД-методология.
Эффективность этой методологии обеспечивает-
ся использованием решения сопряженной зада-
чи. Основным достоинством БАД-методологии
является автоматическое построение такой ап-
проксимации сопряженной задачи, которая со-
гласованна с выбранной аппроксимацией пря-
мой задачи.

Важным элементом алгоритма решения обрат-
ной коэффициентной задачи является решение
прямой задачи (1)–(3). От эффективности ее ре-
шения зависит эффективность решения обрат-
ной задачи в целом. Для аппроксимации уравне-
ния теплопроводности в одномерном случае при-
менялась двухслойная неявная схема с весами.

При использовании БАД-методологии ап-
проксимация сопряженной задачи однозначно
определяется выбором аппроксимации прямой
задачи, и при переходе от одномерного случая к
многомерному влияние этого выбора становится
более весомым. Так, если начально-краевая зада-
ча в двумерном случае аппроксимируется неяв-
ной схемой с весами, аппроксимация сопряжен-
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ной задачи будет представлять собой линейную
систему алгебраических уравнений, для разреше-
ния которой (в силу двумерности по простран-
ству) также требуется строить итерационный
процесс. Поэтому для решения прямой задачи в
многомерном случае рекомендуется использо-
вать схемы переменных направлений [3, 4]. При
дискретизации двумерной начально-краевой за-
дачи была выбрана безусловно устойчивая (n = 2)
схема Писмена–Рекфорда [5].

Алгоритм решения прямой задачи в трехмер-
ном случае заметно усложняется и требует боль-
ших затрат машинного времени. В [6] на примере
ряда нелинейных задач для трехмерного уравне-
ния теплопроводности проводится сравнитель-
ный анализ нескольких схем переменных направ-
лений. При сравнении методов принимались во
внимание точность получаемого решения и вре-
мя достижения требуемой точности.

Сопряженные уравнения и формула для вычис-
ления градиента целевого функционала, исполь-
зовавшиеся при решении обратной задачи в трех-
мерном случае, получены для случая работы с ло-
кально-одномерной схемой. Для других схем эти
формулы можно получить аналогичным образом.

Для численного решения задачи вводилась
временнáя и пространственная сетки. В каждом
сеточном узле расчетной области  все
функции определялись своими точечными значе-
ниями. Отрезок [a, b], на котором идентифици-
ровалась функция , определялся как множе-
ство значений заданных функций  и .
Этот отрезок разбивался точками , ,

, …,  = b на  частей. Каждой из точек 
( , ..., M) ставилось в соответствие число

. Искомая функция  аппроксими-
ровалась непрерывной кусочно-линейной функ-
цией с узлами в точках , так что 

K(T) = km – 1 +  

при  (m = 1, ..., M).
Целевой функционал (4) аппроксимировался

функцией  конечного числа пере-
менных с помощью метода прямоугольников.
Минимизация этой функции проводилась чис-
ленно с помощью градиентных методов. Исполь-
зование БАД-методологии позволило добиться
того, что градиент целевой функции в предло-
женном алгоритме вычислялся с машинной точ-
ностью, что увеличивало скорость минимизации
функционала.

Проведенные численные эксперименты показа-
ли, что качество восстановления коэффициента
теплопроводности сильно зависит от распределе-
ния “экспериментальных” данных. Бывают случаи,

× Θ[0, ]Q
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когда на некоторых участках отрезка  слиш-
ком мало данных, необходимых для идентифика-
ции коэффициента теплопроводности. Для ана-
лиза распределения экспериментальных данных
по интервалам отрезка температур [a, b] вводится
функция  – относительная мера той под-
области области , температура в точках
которой меньше T. При решении конкретных за-
дач необходимо предварительно проанализиро-
вать плотность распределения функции .

Было выявлено, что коэффициент теплопро-
водности не идентифицируется регулярным спо-
собом для тех значений T, при которых плотность
распределения экспериментальных данных мала.
Для его определения в таких точках требуется
проведение дополнительных исследований или
введение дополнительных предположений.

Отметим также, что в многомерном случае
градиент целевого функционала распределен по
температуре сильно неравномерно. Это приводит
к ухудшению сходимости итерационного процес-
са в целом. Для ускорения итерационного про-
цесса предложен подход, основанный на после-
довательном увеличении числа M разбиений от-
резка [a, b] [5]. Начинать процесс желательно с
M = 1. Полученное решение следует использовать
в качестве начального приближения для варианта
с M = 2 и т.д.

Задача оптимального управления (1)–(4) мо-
жет быть рассмотрена в двух крайних постанов-
ках. Если в целевом функционале , то в
качестве экспериментальных данных в задаче вы-
ступает заданное температурное поле (функцио-
нал “поле”). Если в (4) , то в качестве
экспериментальных данных выступает заданный
тепловой поток на поверхности рассматриваемо-
го объекта (функционал “поток”).

При исследовании обратной задачи с 
(функционал “поле”) большое внимание уделялось
практически важному случаю, когда температурное
поле задано только в части рассматриваемого объ-
екта. Анализ результатов решения большого числа
обратных коэффициентных задач показал, что при
использовании функционала “поле” обратная зада-
ча может иметь неединственное решение. Будет ре-
шение обратной задачи единственным или нет –
существенно зависит от заданного эксперимен-
тального поля . Ответ на вопрос, в каких слу-
чаях возможно появление неединственности реше-
ния сформулированной обратной коэффициент-
ной задачи, может дать следующее утверждение.

Л е м м а. Пусть функция Y(x, t) ∈  ∩ 
является решением прямой задачи (1)–(3) при двух
допустимых коэффициентах теплопроводности

 и , .
Тогда

[ , ]a b

( )*W T
× Θ(0, )Q

( )*W T

β =( , ) 0x t

μ =( , ) 0x t

β =( , ) 0x t

( , )Y x t

2,1
, ( )x tC G 1( )C G

∈ 1
1( ) ([ , ])K T C a b ( )∈ 1

2( ) [ , ]K T C a b ∈ [ , ]T a b

а) найдется функция  такая, что

б) при такой функции  решений  об-
ратной задачи бесконечно много.

Доказательство этого утверждения в n-мерном
случае аналогично тому, которое приводится в [5]
для двумерного случая.

В этом случае рекомендуется решать задачу
идентификации коэффициента теплопроводно-
сти несколько раз, выбирая в качестве начального
приближения каждый раз новую функцию. Если
при этом получается одно и то же решение задачи
оптимального управления, то его можно считать
решением задачи идентификации. Если же реше-
ние задачи будет зависеть от выбора начального
приближения, то необходимо задать дополни-
тельное условие, например, задавать точку, в ко-
торой искомый коэффициент теплопроводности
известен.

Необходимо отметить, что при исследовании
большого числа задач с функционалом “поток”
никогда не приходилось сталкиваться с неедин-
ственностью решения.

Известно, что в окрестности решения гради-
ентные методы сходятся довольно медленно. По-
этому в работе исследовалась возможность при-
менения оптимизационных методов второго по-
рядка сходимости для решения рассматриваемой
обратной коэффициентной задачи.

Так как рассматриваемый в работе функцио-
нал имеет квадратичный вид, то наиболее подхо-
дящим оптимизационным методом второго по-
рядка сходимости в этом случае представляется
метод Левенберга–Марквардта. При использова-
нии этого метода вводится дополнительная век-
тор-функция  (  – количество квадра-
тичных слагаемых в функционале), элементы ко-
торой – квадратный корень каждого слагаемого
целевого функционала. Далее строится матрица
Якоби  вектор-функции . Каждая d-я
строка матрицы  – это градиент функции  отно-
сительно компонент вектора управления k0, .

Точность вычисления элементов матрицы ти-
па Якоби оказывает заметное влияние на сходи-
мость метода Левенберга–Марквардта. Суще-
ственным в предлагаемом подходе является то,
что элементы матрицы типа Якоби вычисляются
с машинной точностью благодаря использова-
нию БАД-методологии.

Согласно алгоритму Левенберга–Марквардта
вектор управления  меняется на каж-
дой последующей итерации  по формуле:

. Направление спуска  определяет-
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ся как решение следующей системы линейных
алгебраических уравнений:

На основании проведенных исследований пред-
лагается рассчитывать константы  для рассмат-
риваемой обратной задачи по формуле

где  – некоторая константа, зависящая от за-
дачи.

Для проверки работоспособности и эффектив-
ности предложенного алгоритма было решено
большое количество тестовых задач. Во всех рас-
смотренных случаях коэффициент теплопровод-
ности восстанавливался с высокой точностью.

В качестве примера приведем задачу определе-
ния коэффициента теплопроводности вещества
при следующих входных данных: в качестве на-
чальной функции  и граничной функции

 выбраны следы функции  =

=  на параболической гра-

нице области  =  × (0, 1).
Анализ входных данных позволил определить диапа-
зон изменения температуры: a = 1, b = 9. В качестве
“экспериментальных” данных использовался поток
тепла, вычисленный по температурному полю, полу-
ченному в результате решения прямой задачи (1)–(3)

Ω Ω + λ Ω Ω =
= − Ω

[ ( ) ( ) diag( ( ) ( ))]

( ( ).

T T
s s s s s s

T
s s

k k k k r

k )U k

λs

≤ ≤
λ = α ⋅ Ω Ω

0
max (diag( ( ) ( ))),T

s s sm M
k k

α > 0

0( , , )w x y z
Γ( , , , )w x y z t Λ( , , , )x y z t

⋅ + + +
−

2 2 29 ( 1) 20 25
9 8

x y z
t

× Θ(0, )Q × ×(0,1) (0,1) (0,1)

при  и с коэффициентом теплопроводности:

k(T) = 

Анализ распределения “экспериментальных”
данных показал, что на правом конце отрезка [1.0,
9.0] практически нет “экспериментальных” дан-
ных. Проведенные расчеты показали, что при
равномерном разбиении отрезка температур на
M = 64 интервала последняя компонента вектора
градиента равнялась нулю с машинной точностью,
т.е. коэффициент теплопроводности можно иден-
тифицировать лишь на отрезке [1.0, 8.875].

Процесс построения решения задачи иденти-
фикации проиллюстрирован на рис. 1. Там пред-
ставлены функция  и оптимальные управле-
ния, полученные при . Видно, что опор-
ные точки кусочно-линейного оптимального
управления, полученного при , почти лежат
на “теоретической” линии .

График оптимального управления, получен-
ного при , совпадает с графиком функции

. Максимальное отклонение рассчитанного
коэффициента теплопроводности  от его
аналитического значения  на отрезке
[1.0, 8.875] составляет 1.3914 × 10–7.

Для всех рассмотренных примеров было прове-
дено численное исследование устойчивости полу-
чаемых решений. “Экспериментальные” данные
возмущались с помощью генератора случайных чи-
сел. Необходимо отметить, что использование не-
большого количества разбиений отрезка темпера-
тур ( ) действует как сглаживающий фактор
при решении задачи. При умеренном возмуще-
нии “экспериментальных” данных осцилляции в
решении задачи появляются, когда отрезок тем-
ператур разбивается на большое количество ин-
тервалов ( ).

Анализ проведенных исследований показал,
что возмущения в решениях задач, полученные с
помощью предложенного алгоритма, имеют тот
же порядок, что и вызвавшие их возмущения в
экспериментальных данных. При малых возму-
щениях в экспериментальных данных (до 10%)
осцилляции в решениях задач практически неза-
метны даже при большом количестве M разбие-
ний отрезка температур.

При умеренных возмущениях в эксперимен-
тальных данных (10–25%) необходимо решать
оптимизационную задачу с функционалом, в ко-
тором присутствует регуляризатор, т.е. в целевом
функционале параметр .
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Рис. 1. Пример построения решения задачи иденти-
фикации.
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An approach to solving the problem of determining the thermal conductivity coefficient of a substance based
on the results of observing the dynamics of the temperature field is proposed. The effectiveness of the pro-
posed approach is based on the application of the modern Fast Automatic Differentiation methodology. The
required thermal conductivity coefficient is determined from the solution of the formulated optimal control
problem.
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Рассмотрен новый двухуровневый метод регрессионного анализа, в котором корректирующая про-
цедура применяется к оптимальным ансамблям регрессионных деревьев. При этом оптимизация
производится исходя из одновременного достижения расходимости алгоритмов в пространстве
прогнозов и хорошей аппроксимации данных отдельными алгоритмами ансамбля. В качестве кор-
ректирующих процедур рассматриваются простое усреднение, случайный регрессионный лес и гра-
диентный бустинг. Приведены эксперименты по сравнению предложенного метода со стандарт-
ным решающим лесом и стандартным методом градиентного бустинга для решающих деревьев.

Ключевые слова: регрессия, коллективные методы, бэггинг, градиентный бустинг
DOI: 10.31857/S2686954321040172

ВВЕДЕНИЕ

Методы регрессионного моделирования, ос-
нованные на вычислении более точного коллек-
тивного прогноза, по прогнозам, вычисленным
набором (ансамблем) менее точных и более про-
стых исходных алгоритмов, получили самое ши-
рокое распространение в современном машин-
ном обучении. К числу таких методов может быть
отнесен регрессионный случайный лес, а также
методы, основанные на использовании адаптив-
ного или градиентного бустинга. Важную роль
при построении коллективных алгоритмов играет
способ получения исходного ансамбля так назы-
ваемых слабых алгоритмов. Теоретический ана-
лиз показывает, что увеличение обобщающей

способности может быть достигнуто за счет выбо-
ра ансамбля алгоритмов, обладающих не только
высокой точностью, но и максимально расходя-
щимися прогнозами [1]. Низкая коррелирован-
ность прогнозов потенциально позволяет также
добиваться более точной аппроксимации алго-
ритма, объективно обеспечивающей наиболее
точный прогноз, с использованием ограниченно-
го числа алгебраических операций [2, 3]. В методе
“регрессионный случайный лес” расходимость
прогнозов достигается за счет обучения алгорит-
мов ансамбля на различных выборках, генериру-
емых из исходной обучающей выборки с исполь-
зованием процедуры бутстрэпа [4]. В методе гра-
диентного бустинга [5] ансамбль генерируется
последовательно. При этом на каждой итерации в
ансамбль добавляются деревья, аппроксимирую-
щие первые производные функции потерь по пе-
ременным, соответствующим коллективному про-
гнозу.

Другой важной составляющей является способ
вычисления коллективного прогноза, который
может также интерпретироваться как результат
взаимной коррекции прогнозов. В методе “слу-
чайный регрессионный лес” коррекция осуществ-
ляется простым вычислением средних прогнозов.

Другим возможным способом организации кор-
ректирующей процедуры является схема стэкинга,
в которой выходы алгоритмов ансамбля рас-
сматриваются как входные признаки алгоритма,
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вычисляющего выходной скорректированный
прогноз [6, 7]. Эффективность стэкинга, как пра-
вило, оказывается низкой при использовании его
для вычисления коллективных решений по набо-
рам слабых алгоритмов, генерируемых с помощью
процедур, применяемых при генерации случай-
ных лесов. Можно предположить, что причиной
снижения эффективности является недостаточ-
ное расхождение слабых алгоритмов в простран-
стве прогнозов при стандартных способах генера-
ции ансамблей.

Целью работы является исследование эффек-
тивности двухуровневого метода увеличения
обобщающей способности, предусматривающего
построение ансамбля, состоящего из алгоритмов
с высокой степенью расхождения в пространстве
прогнозов и хорошей аппроксимацией этими ал-
горитмами целевой переменной. При этом в ка-
честве корректирующей процедуры рассматрива-
ются простое усреднение и стэкинг.

ДВУХУРОВНЕВЫЙ МЕТОД

Пусть  – некоторый ан-
самбль алгоритмов, предсказывающих значение
переменной  по вектору X переменных .
Предполагается, что алгоритмы ансамбля обуча-
ются по выборке . Предва-
рительно выбирается базовый метод регрессионно-
го анализа. Обычно в качестве такого метода высту-
пает модель регрессионного дерева. Обозначим

, . В соответ-

ствии с объявленной целью ансамбль должен
строиться, иcходя из одновременной минимиза-
ции критерия :

оценивающего среднюю ошибку аппроксимации
 по вектору X, и :

представляющего собой дисперсию прогнозов
вычисляемых алгоритмами ансамбля.

Задача одновременной минимизации  и мак-
симизации  может быть сведена к минимизации

где  регулирует вклад разнородности ан-
самбля в смысле дисперсии прогнозов.
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где  не зависит от . Построение алгорит-
ма, включаемого в ансамбль на шаге k + 1 произ-
водится c помощью комбинации бэггинга и вари-
анта градиентного бустинга, реализуемой в два
этапа:

1. На первом этапе из исходной выборки S с
использованием датчика случайных чисел гене-
рируется выборка с возвращениями . Алго-
ритм  обучается далее по выборке .

2. На втором этапе строится алгоритм , ко-
торый собственно должен войти в ансамбль. Про-
гноз значения  в точке  вычисляется алгорит-
мом  по формуле

где  – алгоритм, вычисляющий в точке
 прогноз градиента функцио-

нала .
Алгоритм  обучается по выборке

.

Нетрудно показать, что

ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Метод был реализован на языке python с помо-

щью библиотеки scikit-learn [8]. Так, базовые дере-
вья строятся с помощью метода BaggingRegressor.
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На втором уровне используется либо GradientBoost-
ingRegressor (далее этот вариант называется boost-
ing), либо RandomForestRegressor (forest), либо
усредняются результаты базовых методов (aver-
age). GradientBoostingRegressor также использует-
ся в качестве референсного метода для оценки
эффективности предлагаемого метода.

Разработанный метод использовался для про-
гнозирования различных параметров кристалли-
ческой решетки сложных неорганических соеди-
нений: параметров кристаллической решетки со-
единений состава , и температуры
плавления галогенидов состава  и .
Для различных пространственных групп симмет-
рии приведены результаты для части параметров,
допускавших достаточно надежный прогноз, а
именно: для моноклинных пространственных
групп (пр. гр.  и ) предсказывались пара-
метры a,  и , для тетрагональных (пр. гр. ) и
гексагональных (пр. гр. ) – параметр , для ку-
бических (пр. гр. ) – параметр a. Для
оценки точности использовался стандартный по-
казатель r2, или коэффициент детерминации, ко-
торый вычислялся с использованием метода
кросс-валидации. В связи с тем, что генерация
алгоритмов в процедуре бэггинга происходит в
значительной мере случайно, результаты реше-
ния одной и той же задачи изменяются от эспери-
мента к эксперименту. Поэтому в таблице для
каждой задачи приведено значения показателя r2,
усредненное по 10 экспериментам.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Из результатов, приведенных в табл. 1, видно,
что в большинстве случаев предлагаемый двух-
уровневый метод позволяет добиваться более вы-
соких результатов по сравнению со стандартным

+ + +2 3 5
2 6A B C O

3 6A BHal 3ABHal

2/I m 12 /P n
b c 4/I m

−3( )R c
−3( )Fm m

Таблица 1. Результаты экспериментов

reference forest boosting average

I2/m, a 0.943 ± 0.0012 0.948 ± 0.0031 0.941 ± 0.005 0.94 ± 0.0025
I2/m, b 0.692 ± 0.0087 0.78 ± 0.0038 0.746 ± 0.012 0.758 ± 0.0088
I2/m, c 0.847 ± 0.004 0.875 ± 0.0052 0.856 ± 0.0051 0.87 ± 0.0063
I4/m, c 0.99 ± 0.0015 0.993 ± 0.0006 0.993 ± 0.0007 0.994 ± 0.0003
Fm3(–)m, a 0.636 ± 0.0019 0.639 ± 0.0026 0.615 ± 0.0034 0.631 ± 0.0041
P21 /n, a 0.593 ± 0.0075 0.575 ± 0.005 0.575 ± 0.0052 0.572 ± 0.0041
P21 /n, b 0.928 ± 0.0004 0.903 ± 0.0019 0.895 ± 0.0025 0.906 ± 0.0009
P21 /n, c 0.441 ± 0.0047 0.516 ± 0.0103 0.439 ± 0.013 0.54 ± 0.008
R3(–), c 0.319 ± 0.0146 0.343 ± 0.013 0.364 ± 0.0178 0.346 ± 0.0134
A3BHal6, Tm 0.903 ± 0.0001 0.893 ± 0.0015 0.89 ± 0.0014 0.895 ± 0.0009
ABHal3, Tm 0.861 ± 0.02 0.874 ± 0.022 0.881 ± 0.021 0.871 ± 0.021
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алгоритмом градиентного бустинга, что указыва-
ет на целесообразность дальнейших исследова-
ний в данном направлении. Предполагается ис-
следование возможности подбора оптимальной в
смысле ряда критериев длины шага градиентного
спуска при коррекции алгоритмов, сгенериро-
ванных с помощью бэггинга.
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The article discusses a new two-level regression analysis method, in which a corrective procedure is applied
to optimal ensembles of regression trees. Optimization is carried out based on the simultaneous achievement
of the divergence of the algorithms in the forecast space and a good approximation of the data by individual
algorithms of the ensemble. Simple averaging, random regression forest, and gradient boosting are considered
as corrective procedures. Experiments are presented comparing the proposed method with the standard de-
cision forest and the standard gradient boosting method for decision trees.
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НА ОСНОВЕ ГРУППИРОВАНИЯ СХОЖИХ ОБЪЕКТОВ
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Впервые обоснована и реализована процедура фильтрации изображений, искаженных мультипли-
кативным шумом. Процедура включает следующие этапы: формирование сходных структур в трех-
мерном пространстве (3D), гомоморфное преобразование, фильтрация изображения в 3D-про-
странстве дискретного косинусного преобразования (DCT), формирование статистической оценки
изображения на основе группирования схожих структур, обратное гомоморфное преобразование и
заключительный этап обработки, где корректируются погрешности и восстанавливаются контуры
и детали изображений. Дана физическая интерпретация процедуры фильтрации в условиях мульти-
пликативных шумов и разработана структурная схема подавления шумов. Моделирование предло-
женного метода подтвердило преимущество новой процедуры фильтрации в терминах общепри-
знанных критериев: оценки структурного индекса схожести, пикового отношения сигнал/шум и
индекса сохранения контуров, а также и при визуальном сравнении профильтрованных изображе-
ний.

Ключевые слова: изображение, фильтрация, мультипликативный шум, группирование объектов, го-
моморфное преобразование, пиковое отношение сигнал/шум
DOI: 10.31857/S2686954321040111

ВВЕДЕНИЕ

Улучшение качества деталей изображений в си-
стемах дистанционного зондирования и в меди-
цинских исследованиях существенно усложнено
вследствие влияния шумов различной природы,
смазывания деталей и контуров. Сложная и меняю-
щаяся структура реальных изображений не позво-
ляет эффективно уменьшать влияние шумов и вос-
станавливать искаженные детали изображений, что

часто приводит к неверным решениям в приложе-
ниях (визуализация объектов в дистанционном
зондировании, распознавание образов, медицин-
ская диагностика заболеваний, управление объек-
тами, др.). Различные шумы, как мультипликатив-
ные, в частности спекл шумы, так и аддитивные,
присутствуют в изображениях, полученных систе-
мами дистанционного зондирования, в ультразву-
ковой диагностике, а также в медицинских прило-
жениях. Снижение интенсивности шумов в изоб-
ражениях является обязательным элементом для
улучшения визуализации контуров и мелких де-
талей и восстановлении структуры и качества
изображений [1–12]. Ряд эффективных методов
фильтрации основан на применении статистиче-
ских процедур [1–7] совместно с использованием
дисперсного представления изображений в бази-
сах пространственных преобразований (DCT,
различных вейвлет- и контурлет-функций, др.),
которые позволяют улучшить визуализацию де-
талей и контуров, сохранить качество хроматиче-
ских и структурных свойств [8–12].

Известные в литературе алгоритмы подавле-
ния шумов различной природы в изображениях,
как правило, разработаны для конкретных шумов
(мультипликативного, импульсного или аддитив-
ного) и не позволяют осуществлять эффективную
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фильтрацию изображений, искаженных шумом
сложной структуры, в частности мультипликатив-
но-аддитивным шумом [2–4, 8–12]. Большинство
известных алгоритмов требует априорных стати-
стических данных о шумах и изображениях.

Здесь предложен и обоснован оригинальный
подход в обработке изображений на основе ис-
пользования идей изложенных в [1–7] в случае
искажений мультипликативным спекл-шумом.
Разработанный подход сочетает процедуры груп-
пирования 3D-структур, гомоморфной фильтра-
ции, теорию статистических оценок и алгоритмы
обработки изображений в дисперсном их пред-
ставлении. Метод содержит четыре этапа: на пер-
вом этапе изображение сегментируется в ряд об-
ластей, в каждой из которых находятся объекты
со схожими структурными свойствами. Внутри
сегментированной области проводится группи-
рование структур (лучей) из объектов со схожими
свойствами на основе выбранного критерия по-
добия. На заключительном шаге первого этапа
каждый луч объектов подвергается гомоморфно-
му преобразованию (log), которое формирует но-
вые структуры в 3D-пространстве. На втором эта-
пе фильтрации лучи из 2D-объектов изображения
в сегментах преобразуются на основе дискретно-
го косинусного преобразования (DCT). Здесь
сгруппированные схожие объекты образуют тре-
тью координату в дисперсном представлении
изображения, что позволяет улучшить качество
фильтрации. Второй этап обработки завершается
обратным гомоморфным преобразованием (exp),
формируя предварительную оценку изображе-
ния, необходимую для реализации последующего
этапа. На третьем этапе обработки изображений
реализуется новая статистическая оценка изобра-
жения с учетом корреляции между схожими
сгруппированными участками в каждом луче
изображения. На заключительном четвертом эта-
пе проводится коррекция погрешностей преды-
дущих процедур, а также восстановление конту-
ров и мелких деталей изображений.

Критериями, используемыми при сравнении
предложенных алгоритмов с известными в лите-
ратуре, являются: пиковое отношение сигнал–
шум в децибелах (PSNR), оценка структурного
индекса схожести (SSIM) и индекс сохранения
контуров (EPI) [1–5, 8–12, 14].

Результаты многочисленных численных экс-
периментов в условиях различных интенсивностей
шумов на изображениях из базы данных дистанци-
онного зондирования подтверждают эффектив-
ность нового метода, позволяющего существенно
уменьшить искажение изображений cпекл-шума-
ми, восстанавливая мелкомасштабные детали и
контуры изображений и улучшая качество изоб-
ражений.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Предложенная процедура фильтрации вклю-
чает в себя четыре основных этапа обработки, как
показано на рис. 1.

Регистрируемое искаженное изображение S(i, j)
в случае модели мультипликативно-аддитивного
шума (ε(i, j) и n(i, j)), которая характерна для
изображений дистанционного зондирования или
сформированных ультразвуковыми датчиками
при медицинской диагностике:

(1)
анализируется с целью формирования групп схо-
жих объектов. На первом шаге на основе анализа
гистограммы изображения оценивается количе-
ство кластеров со схожими структурными свой-
ствами и проводится кластеризация областей по
алгоритму (K-means). В каждом кластере реализу-
ется поиск схожих блоков (block-matching: BM) и
формируются 3D-образования из объектов со
схожими структурами путем минимизации кри-
терия подобия SAD:

где Np и Nq – это размеры используемых окон
изображения в процессе поиска схожих объектов,
а B(i, j) – это выделенное опорное окно схожести.
Найденные схожие окна Bl(i, j), l = 1, …, K, обра-
зуют 3D-структуру – луч их схожих 2D-окон, упо-
рядоченных с учетом степени схожести согласно
критерия SAD. В дальнейшем каждый луч с выде-
ленными объектами подвергается гомоморфному
преобразованию (log), формируя новые структуры в
3D. Операция log преобразовывает спекл-шум в ад-
дитивный, причем в областях, где  зна-
чительно превосходит интенсивность аддитивных
шумов n(i, j), модель шума (1) преобразуется в ад-
дитивную шумовую модель:

(2)

На втором этапе обработки изображение (2)
фильтруется в 3D-пространстве дисперсного
представления на основе DCT, где лучи схожих
объектов формируют третью координату (рис. 1).

Преобразование, примененное к 3D-структу-
рам, формирует в пространстве DCT массив дан-
ных , который подвергается пороговой
фильтрации. Здесь выделенные ранее кластеры
изображения с плавным изменением интенсив-
ности (α = 1) и области с контурами или мелкими
деталями (α = 2) подвергаются пороговым огра-
ничениям. Для каждой 3D-структуры реализует-
ся ограничение коэффициентов в пространстве
преобразования DCT:

= ε +�( , ) ( , ) ( , ) ( , ),S i j i j R i j n i j

= =
= − + +

1 1
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(3)

В дальнейшем к массиву данных  применя-
ется обратное преобразование (IDCT), формируя
первую аппроксимацию блоков , .

На третьем этапе обработки существующая
корреляция между схожими 2D-структурами в
луче группирования используется при формиро-
вании оценок пикселей на основе статистическо-
го метода максимума функции апостериорной
плотности вероятности (MAP). Оценка каждого
пикселя определяется вычисляемой матрицей
корреляции в сформированном после обратного
преобразования луче схожих 2D-объектов ,
l = 1, …, K.

Функции плотностей вероятностей аппрокси-
мируются гауссовскими:

где матрица корреляций вычисляется путем обра-
ботки разности окон , l = 1, …, K, в
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луче схожих объектов изображения, A – это еди-
ничный вектор (1, 1, …, 1) размерности K.

Оценка MAP определяется одноименными
пикселями в луче схожих объектов на основе кри-
терия максимума функции апостериорной плот-
ности вероятности так:

(4)

Здесь  определяет оцениваемое значение пик-
селей в 3D-структуре,  является средним зна-
чением вектора из массива зашумленных пикселей
S3D в луче 2D-схожих структур,  определен бло-
ками , которые сформированы на предыду-
щем этапе, а  определяется среднеквадратическим
значением этих пикселей. На заключительном шаге
этого этапа 3D-обработка завершается линейным
сглаживанием с весами, которые зависят от ди-
станции SAD:

(5)

На четвертом этапе фильтрации шумов произво-
дится коррекция эффектов предыдущих этапов,
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Рис. 1. Блок-схема метода фильтрации спекл-шумов.

Изображение

Сегментирование
областей

1. Сегментация и
группирование
схожих структур

2. 3D-фильтация в
пространстве DCT

4. Апостериорная
фильтрация

3. 3D-MAP-фильтр

3D-MAP
оптимальная
фильтрация

3D-группирование

Гомоморфное
преобразование DCT

Пороговый
фильтр

Сглаживающий
фильтр

exp

Обратное гомоморфное
преобразование

Билатеральный
Гауссовский адаптивный

фильтр
Восстановление

контуров

Восстановленное
изображение

log



70

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 499  2021

КРАВЧЕНКО и др.

реконструируются сглаженные контуры и мелкие
детали изображений с использованием билате-
ральной фильтрации и восстановления контуров
(рис. 1). Здесь обработка определяется адаптив-
ным билатеральным фильтром с двумя весовыми
функциями гауссовского типа, где первая зависит
от геометрического расстояния между пикселя-
ми, подлежащим фильтрации, и соседним в окне
обработки, а вторая весовая функция вводит не-
линейную обработку с весами, которые зависят
от разности интенсивностей пикселей.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Свойства нового метода фильтрации спекл-
шумов, названного DES-SP-MAP, а также из-
вестных наилучших по качеству алгоритмов [1,
8–12] были исследованы на основе стандартных
численных критериев PSNR, SSIM и EPI, а также
используя субъективный визуальный анализ про-
фильтрованных изображений.

Значения критерия PSNR вычисляются по
следующей формуле:

(6)

а величины SSIM критерия определяются так:

(7)

В формуле (7)  и  определяют локальные

средние для R и , соответственно;  и  явля-
ются локальными значениями дисперсий для R и

, и  – это локальная функция ковариации
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для R и . Константы cn выбираются такими, что-
бы избежать нестабильности [14].

Индекс EPI [10–12] позволяет оценить коли-
чество контуров, которые сохраняются в обрабо-
танном изображении, что важно при фильтрации
как изображений в дистанционном зондирова-
нии, так и медицинских изображений, где конту-
ры несут информацию о подозрительных струк-
турах, связанных с заболеванием. Критерий EPI
определяется так:

(8)

где  и  – это профильтрованными высоко-
частотным фильтром изображения R и  соответ-
ственно;  и  определяют их средние значе-
ния.

Изображения из базы данных дистанционного
зондирования [13] были искажены мультиплика-
тивным шумом разной интенсивности (СКО шу-
ма: 0.02–0.10) и в дальнейшем обработаны алго-
ритмами. Представленные в табл. 1 величины
PSNR, SSIM и EPI, это их усредненные значения
по всем 12 изображениям из базы данных [13] в слу-
чае применения алгоритмов фильтрации L. Chen
[8], Wang [9], Sun [10], S. Chen [11], Mullisa [12] и
нового DES-SP-MAP, а также визуальный анализ
рис. 2 подтверждают, что новый алгоритм превос-
ходит лучшие из известных в широком диапазоне
интенсивностей шумов. Эффективная фильтра-
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Таблица 1. Усредненные по 12 изображениям SAR значения PSNR, SSIM и EPI из базы данных [13] в случае при-
менения алгоритмов фильтрации L. Chen, Wang, Sun, S. Chen, Mullisa и предложенного алгоритма DES-SP-MAP

Фильтр

СКО

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

L. Chen [8] 24.86 24.81 24.68 24.56 24.42 0.775 0.774 0.773 0.771 0.770 0.751 0.746 0.744 0.743 0.742

Wang [9] 23.41 23.28 23.10 22.92 22.71 0.652 0.651 0.649 0.648 0.646 0.678 0.669 0.667 0.665 0.664

Sun [10] 24.90 24.73 24.58 24.44 24.31 0.789 0.788 0.771 0.770 0.771 0.755 0.751 0.750 0.748 0.746

S. Chen [11] 24.04 23.92 23.77 23.57 23.39 0.725 0.710 0.696 0.695 0.693 0.704 0.704 0.703 0.702 0.700

Mullisa [12] 25.49 25.38 25.28 25.13 25.00 0.804 0.803 0.802 0.800 0.799 0.768 0.766 0.763 0.762 0.762

Новый
DES-SP-MAP

26.21 25.84 25.67 25.51 25.41 0.813 0.810 0.809 0.807 0.806 0.799 0.797 0.796 0.796 0.793

PSNR SSIM EPI
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ция изображений SAR-05 SAR-06, в которых на-
блюдается много мелких деталей и контуров, и
вариации интенсивности, подтверждает робаст-
ность предложенного метода для разных интен-
сивностей шумов (рис. 2).

ВЫВОДЫ

Теоретическое обоснование и анализ физиче-
ских результатов численного моделирования но-
вого метода в фильтрации изображений в услови-
ях их искажений спекл-шумом позволяют сделать
ряд важных выводов:

1. Предложенный метод, который основан на
дисперсном представлении данных (DCT), кор-
реляции между схожими объектами и оптималь-

ной оценке MAP, эффективно восстанавливает
сложные структуры в изображениях.

2. Логарифмирование значений пикселей изоб-
ражения позволяет преобразовать мультипликатив-
ную шумовую модель в аддитивную и реализовать
фильтрацию с использованием дисперсных мето-
дов фильтрации.

3. 3D-фильтрация с весами, зависящими от
степени схожести объектов, улучшает качество
обработанных изображений.

4. Апостериорная обработка, использующая
билатеральная фильтрацию и восстановление
контуров в изображении, улучшает качество ви-
зуализации мелких деталей и контуров.

5. Новый метод подтвердил наилучшее каче-
ство как в значениях критериeв (PSNR, SSIM и
EPI), так и при визуальном анализе профильтро-
ванных изображений среди всех известных мето-
дов.
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Рис. 2. Профильтрованные изображения и инверти-
рованные ошибки (увеличение в 3 раза): а – изобра-
жение SAR-05 (СКО = 0.08), обработанное новым
фильтром DES-SP-MAP; б – изображение SAR-05
(СКО = 0.08), обработанное фильтром R. Wang; в –
изображение SAR-06 (СКО = 0.1), обработанное но-
вым фильтром DES-SP-MAP; г – изображение SAR-06
(СКО = 0.1), обработанное фильтром S. Chen. Следу-
ющие изображения в строках а–г – это увеличенная
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SUPPRESSION OF MULTIPLICATIVE NOISE
IN IMAGES VIA SIMILAR OBJECTS GROUPING
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a Kotelnikov Institute of Radioengineering and Electronics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
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Novel filtering method in images that are contaminated by noise consisting of mixture of multiplicative and
additive noises is designed in this paper. Proposed method consists of several stages: 3D filtering approach
based on sparse representation in DCT, homomorphic transformation, MAP estimation, and final post-pro-
cessing that uses adaptive bilateral and edge reconstruction filters. During numerous experiments, the devel-
oped method has confirmed their superiority in term of visual image quality via human visual perception as
well as in better criteria values, such as PSNR, SSIM, and EPI for different test images corrupted by speckle
noise.

Keywords: filtering, speckle noise, additive noise, homomorphic transformation, MAP estimation, peak sig-
nal/noise ratio
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Телесный наблюдатель f, отслеживающий двигающегося по заданной траектории  объекта t со
скоростным поражающим устройством, вынужден скрываться за выпуклые фрагменты окружаю-
щей среды. Предлагается способ построения траектории  наблюдателя, обеспечивающей воз-
можность следить за движением объекта на возможно бóльшей части траектории . В предположе-
нии ухода наблюдателя в укрытие по  на постоянной максимальной скорости, объект t выбирает
оптимальный скоростной режим движения на своей траектории.

Ключевые слова: навигация, автономный аппарат, траектория, наблюдатель
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1. В заданном коридоре , граница которо-
го гомеоморфна сфере, движется объект t со ско-
ростным поражающим мини-объектом m. В 
имеется множество G, , являющееся
замыканием открытого множества, препятствую-
щее видимости и движению. Наблюдатель f, не-
дружественный по отношению к объекту t, опаса-
ясь мини-объекта, располагается вблизи выпук-
лых фрагментов границы  множества G. Такой
фрагмент, далее обозначаемый через S, должен
обеспечить возможность наблюдателю укрыться
от m. Скорость  мини-объекта m существенно
превосходит скорости  наблюдателя и объек-
та, при этом , где  – минимальная ско-
рость объекта.

Пусть объект t, двигающийся по своей траек-
тории , проходя точку , обнаружил
наблюдателя , демаскировавшего себя.
Учитывая возможность немедленного запуска
мини-объекта, наблюдатель занимает исходное
для движения положение f0, имея точку  в зоне
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видимости и рассчитывая уйти в укрытие за время
, где . Одновременно с пере-

мещением из начального положения f0 в укрытие
наблюдатель продолжает по мере возможности
следить за движением объекта t. В предлагаемой
модели объект и мини-объект m изображаются
точками, а наблюдатель – шаром  радиуса

, в центре f которого расположено средство
наблюдения. Попадание мини-объекта в шар

 означает гибель наблюдателя.

Траектория объекта – это кривая 
(маршрут) в совокупности со скоростным режи-
мом  движения объекта по ней. Требуется выяс-
нить возможности наблюдателя следить за объек-
том в безопасном для себя режиме, а объекта –
уклониться от наблюдения на участке траектории
от момента  прохождения объектом точки 
до момента  полного укрытия наблюдателя.

В данной работе предлагается траектория 
наблюдателя, позволяющая ему следить за дви-
жением объекта  на максимально длинном, на-
чинающимся в точке  участке траектории .
Кроме того, указывается оптимальная для объек-
та t тактика выбора скорости  на временном
участке .
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Задачам движения объектов в среде с препят-
ствиями посвящена, например, работа [1], см.
также [2, 3].

2. Фрагмент S – связная открытая на  вы-
пуклая поверхность: в каждой ее точке существу-
ет опорная к S плоскость, относительно которой
S расположена по одну сторону. Наблюдатель f
выбирает фрагмент S и свое начальное положе-
ние f0 так, чтобы:

1) расстояние  было достаточно боль-
шим для обеспечения наблюдателю возможности
укрыться от мини-объекта, стартовавшего из точ-
ки ;

2) ;

3) существовал шар , удовлетворяющий
включению

(1)

где

есть конус с вершиной , натянутый на S, а
 – выпуклая оболочка объединения

;
4) время  на процесс перехода наблюдателя в

положение , было бы не
больше, чем , где , далее предполага-
ется, что  – ближайшая к  из точек, удовлетво-
ряющих включению (1);

5) существует плоскость Q, содержащая точку
, опорная к S в некоторой точке , при этом

S и точка , ближайшая к s, расположены по
разные стороны от Q.

Объект t движется через точку  в сторону точ-
ки . Траектория движения центра шара 
при переходе из положения  в положение

 обозначается через . Естественно пред-
положить, что   и наблюда-
тель движется по  с постоянной максимальной
скоростью . Ради простоты будем предпола-
гать, что поверхность S строго выпукла, т.е. не со-
держит прямолинейных отрезков. Нам понадо-
бится лишь часть поверхности S, расположенная
между Q и параллельной ей плоскостью , содер-
жащей точку , и все построения будут произво-
диться “выше” плоскости . Пусть

где  – граница конуса . Определим кониче-
скую поверхность , kτ = {b + λ(b – fτ):

∂G
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 и множество  – это
множество точек, невидимых из точки .

Л е м м а  1. Отображения ,
 ∩ VR(s) непрерывны по Хаусдорфу, где R =

= .
3. Пусть  – часть поверхности ,

невидимая из точки , расположенная между
плоскостями . Определим на  систему коор-
динат  так, что ее ось – луч с началом в цен-
тре отрезка , содержащий точку s,
где Z – плоскость, натянутая на точки ;
“широта” h определяется положением плоскости

, , ; “долгота”
ϕ – величина угла, на который следует повернуть
вокруг оси плоскость Z до поглощения точки .

В простейшем случае, когда , справед-
ливо соотношение  , из которо-
го следует, что для близких к нулю τ начальная

часть траектории  содержится в  и, значит, не
видна наблюдателю , где  – внутренность
множества . От этого недостатка можно изба-
виться, изменив начальную часть траектории .
Если наблюдатель из начальной точки f0 пройдет
участок , , при малом δ, то весь
отрезок  и начальная часть траектории  ока-

жутся вне множества  и будут видны наблюда-
телю .

4. Поскольку  – ближайшая к f0 точка из ,
удовлетворяющая включению (1), то для любой
траектории

(2)

где  – время движения наблюдателя из  в
точку , множество

непусто. Время движения  наблюдателя на тра-
ектории  должно удовлетворять неравенству

(3)

где | | – длина траектории  – время движе-
ния мини-объекта m от  до множества W. Заметим,
что в момент времени  наблюдатель должен при-
быть в точку , иначе он будет уничтожен мини-
объектом. После занятия позиции  наблюда-
тель выключает излучающее устройство.
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Из условия (1) следует, что  содержит отре-
зок  и начальную часть траектории . Пусть

 – ближайшая к  точка из пересечения
. Далее через  будем обозначать участок

траектории объекта между точками  и .

Задача наблюдателя – поиск траектории ,
удовлетворяющей условиям (3)–(4), которая поз-
волит отслеживать движение объекта на возмож-
но бóльшей части траектории .

5. Вначале рассмотрим частный случай, когда
S является выпуклым конусом с вершиной s и,
значит, конус  является частью двугранного уг-
ла с гранями, касающимися боковой поверхности
конуса S. Введем отображение траектории  на
поверхность :

(4)

тогда , и обозначим

Наложим на  дополнительное условие:
(Е) Для любой точки  выполняется соот-

ношение .

При этом условии отображение (4) гомео-
морфно. Класс кривых, удовлетворяющих усло-
вию (Е), достаточно широк. В частности, он со-
держит прямолинейные траектории, не содержа-
щиеся в плоскости Z. Условие (Е) гарантирует
наблюдателю f видимость всей траектории  при
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движении по траектории . Но f хотел бы на-
блюдать движение объекта на максимально про-
тяженном участке. Далее через  обо-
значается часть траектории  между точками 
и .

Пусть , . Определим верхнюю
грань

(5)

где  – длина участка траектории  от  до t,

 – длина участка траектории  от  до f,
 – длина кратчайшей кривой на поверхно-

сти , соединяющей точки f и . Найдем точки

 и ,  (см. (4)), реализующие
верхнюю грань (5).

Поскольку , то . Искомую траек-

торию  составим из двух дуг:

первая является замыканием части траектории
 (см. рис. 1), ограниченной точками f0 и , т.е.

, вторая – кратчайшая кривая на
поверхности , соединяющая точки  и .

Двигаясь по траектории , наблюдатель ви-
дит всю траекторию  объекта. Переход наблю-
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Рис. 1. Оптимальная траектория наблюдателя. На рисунке плоскости , траектория , граница  конуса  и

поверхность  изображены сплошными линиями, поверхность S – штриховой, оптимальная траектория  – пунк-
тирной линиями.
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дателя  на дугу  и дальнейшее движе-
ние в сторону точки  влечет уменьшение широ-
ты h и возникновение невидимого наблюдателем

участка . При стремлении наблюдателя  f к
 множество  сходится к  в

метрике Хаусдорфа (см. лемму 1). По построению

множество  содержит траекторию . Поэтому

существует позиция  такая, что для
всех последующих позиций , дуга траек-
тории  от  до некоторой точки  содер-

жится в , т.е. лежит вне зоны видимости на-
блюдателя, и при этом  (при ).
Отсюда, в частности, следует, что часть траекто-
рии  от  до точки  не удовлетворяет
условию (Е) и, как уже отмечалось, , где z(f) –
обратное к (4) отображение.

Объект t, предполагая, что наблюдатель наме-
рен двигаться по приведенной выше траектории

 с постоянной максимальной скоростью, и
стремясь сократить длину траектории, пройден-
ной под наблюдением, будет придерживаться
следующей тактики движения.

В а р и а н т  1. Во временном промежутке 
объект движется с минимальной скоростью, пре-
одолев расстояние  под наблюдением. В мо-
мент τ* участок траектории  от  до точки  по-
падает в невидимую наблюдателем зону, в кото-
рой объект продолжает свое движение, учитывая,
что , и преодолевает расстояние 
вне зоны наблюдения.

В а р и а н т  2. Объект движется вместе с точ-
кой  на участке от  до  под наблюдением.

Для позиции  при  выполняется со-

отношение , поэтому объект в даль-
нейшем движется, включившись в множество

, и пройдет вне наблюдения участок длины
.

Установлены следующие утверждения.

Л е м м а  2. Пусть S – выпуклая коническая по-
верхность с вершиной ,  – ближайшая к  точка из
пересечения траектории объекта с ,  – часть
траектории объекта, ограниченная точками  и ;
точка  доставляет верхнюю грань (5) 
(см. (4));  – траектория наблюдателя, заданная
равенством (6).

Тогда
1) для любого  траектория  видна на-

блюдателю ;

2)  для любого ;
3) существует  такой, что для любого

 найдется точка , удовлетворяющая
условиям  при , и отрезок траектории

 от до  содержится в .
Т е о р е м а. Пусть выполняются условия леммы 2.

Тогда существуют  и скоростной режим
движения объекта по траектории  (см. варианты
1, 2), позволяющий пройти вне наблюдения концевой
участок траектории  длины

,

где  – длина траектории ,  – длина ее
участка от  до ,  – минимальная скорость
объекта .

6. В общем случае, когда S – выпуклая поверх-
ность, найдем

и определим траекторию

Находясь в любой позиции , наблюдатель

видит всю траекторию , так как .
Используя изложенный выше способ, построим
траекторию  (см. (6)). Движение по ней на мак-
симальной скорости гарантирует наблюдателю воз-
можность следить за движением объекта на участке
траектории  от  до точки  (при
оптимальном выборе объектом варианта тактики
движения).
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OPTIMAL TRAJECTORY OF AN OBSERVER TRACKING THE MOVEMENT
OF AN OBJECT WITH A STRIKING DEVICE

Academicain of the RAS V. I. Berdysheva

a Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences,
Yekaterinburg, Russian Federation

A tight observer f, tracking an object  with a high-speed striking device moving along a given trajectory , is
forced to hide behind convex fragments of the environment. A method is proposed for constructing the ob-
server’s trajectory , which makes it possible to follow the movement of the object on the largest possible
part of the trajectory . Under the assumption that the observer leaves for a shelter at a constant maximum
speed, the object t chooses the optimal speed mode of movement on its trajectory.

Keywords: moveing object, solid observer, trajectory
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