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Исследуются малые поперечные колебания сверхдлинного гибкого нерастяжимого
троса космического лифта относительно равновесного вертикального положения.
Показано, что в линейном приближении колебания в плоскости экватора и в мери-
диональной плоскости разделяются и имеют одинаковые наборы собственных
функций, а их собственные частоты связаны простым соотношением. Описана по-
становка задачи Штурма–Лиувилля для определения собственных частот и соб-
ственных мод колебаний троса. Обсуждается ее преобразование с целью упрощения
расчетов.

Ключевые слова: космический лифт, гибкий нерастяжимый трос, равнонапряженный
трос, малые колебания, задача Штурма–Лиувилля, подстановка Прюфера
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1. Трос космического лифта. Сверхдлинный и сверхпрочный трос – это не только
несущая часть всей конструкции космического лифта (КЛ), но и наиболее массивная
и протяженная ее часть. В связи с этим именно трос определяет главные особенности
динамики всей системы. Трос – это практически одномерная, абсолютно гибкая,
сильно напряженная нить, и динамические задачи не выглядят сложными. Проблемы
возникают при изучении движений, сильно отклоняющихся от вертикали, в связи с
большой гибкостью системы. Систематическое изучение таких движений пока труд-
нодоступно, и планомерное исследование динамики целесообразно, как и в других
случаях, начинать с линейных постановок, относящихся к малым колебаниям систе-
мы вблизи стационарного положения. Фактически необходимо изучить малые коле-
бания длинного гибкого маятника. С другой стороны, перспективы реализации кон-
струкции КЛ настолько заманчивы, что необходимо воспроизвести, проверить и раз-
вить имеющиеся немногочисленные результаты.

Первые данные о линейных колебаниях КЛ были получены еще в 1975 г. Пирсоном
[1] с использованием простых динамических моделей. Так, на основе аналогии с цен-
тробежным математическим маятником была выполнена оценка периода маятнико-
вых (с прямым тросом) колебаний, который оказался равным нескольким суткам, и в
результате сделан вывод об отсутствии резонанса таких колебаний с основными лун-
но-солнечными возмущениями.

Более подробные вычисления были проведены на основе динамической модели Бе-
лецкого [2], в которой лифт моделируется точечной массой, связанной невесомым
тросом с поверхностью Земли. Были получены [3] линеаризованные уравнения таких
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колебаний и выведена простая формула, связывающая частоты маятниковых колеба-
ний в двух плоскостях – меридиональной ( ) и экваториальной ( ).

Из указанной формулы сразу следует [3], что в одномассовой модели  всегда
меньше суток; вычисления показывают, что  больше суток. Оценка периодов из-
гибных колебаний не может быть сделана в рамках простой одномассовой модели КЛ,
но такая же формула (см. (4.9)) ниже – справедлива и для изучаемой здесь модели тро-
са с непрерывно распределенной массой; более того, она распространяется и на дру-
гие моды колебаний.

Промежуточное место занимает двухмассовая модель системы, изученная в [3], где
одна масса помещается на геостационарной орбите, а вторая – на конце троса. Были
проанализированы две моды колебаний – синфазная и антифазная. В синфазной мо-
де обе массы отклоняются одновременно в одну сторону от вертикали, в антифазной – в
противоположные стороны. Показано, что в экваториальной плоскости синфазные
колебания, являющиеся аналогом маятниковых, имеют периоды больше суток. Пери-
оды колебаний всех остальных видов меньше суток.

Уравнения колебаний троса КЛ с распределенной массой выведены в [4]; здесь вы-
вод кратко воспроизводится. Работа [5] близка к данной статье, пересекается с ней в
ряде результатов и тоже использует описанную [6] методологию анализа малых коле-
баний троса с грузом на конце.

С использованием дискретной, многомассовой модели троса были получены [7]
численные данные о периодах и некоторых других характеристиках изгибных мод
низкого порядка (учитывались также линейные упругие колебания на основе предпо-
лагаемых, малоизвестных пока данных об упругих свойствах материала троса). Обоб-
щение этой модели, допускающее внеэкваториальную стартовую позицию троса КЛ,
рассмотрено в статье [8]. Там же содержится достаточно полная библиография работ
по динамике КЛ в рецензируемых изданиях.

Настоящая работа касается углубленной проработки важной, но частной задачи,
связанной с тематикой космического лифта. Более широкая перспектива намечена в
работе авторов [9]. Представляют интерес публикации американской организации IS-
EC (The International Space Elevator Consortium), где обсуждается комплекс научных и
инженерных проблем, связанных с КЛ.

В ИПМ им. М.В. Келдыша РАН с конца 1960-х гг. ведутся работы по космическим
тросовым системам (КТС). Изучение вопросов, связанных с космическим лифтом,
было инициировано В.В. Белецким как ответвление от этого направления. Несколько
страниц монографии [10] посвящено космическому лифту. Несмотря на схожесть ос-
новных уравнений динамики гибкого троса в моделях КТС и КЛ, количественные и
качественные характеристики этих систем сильно различаются.

2. Уравнения движения троса. Рассматривается движение абсолютно гибкой, весо-
мой, нерастяжимой нити, неподвижно закрепленной одним концом на экваторе Зем-
ли. На втором конце закреплено тяжелое твердое тело (материальная точка). Вся си-
стема движется в поле тяжести и инерционной центробежной силы. Для описания
движения нити в непрерывной модели используем связанную с вращающейся Землей
систему координат, центр которой  совмещен с центром Земли, ось  направлена из
точки  к точке закрепления нити на экваторе, ось  параллельна оси вращения Зем-
ли и направлена на север, ось  параллельна линии экватора в точке закрепления и на-
правлена на восток.

Положение точки нити, находящейся на расстоянии  вдоль нити от точки закреп-
ления, задается вектором , где  – время. Пусть  – локаль-
ная линейная плотность нити в точке  и  – сила натяжения, действующая вдоль
нити на нижний участок (с меньшими значениями ) троса со стороны верхнего
участка и направленная в точке  в положительном направлении по . Тогда уравне-

merT eqT
merT

eqT

O x
O z

y

s
= ( ( , ), ( , ), ( , ))x s t y s t y s tr t ρ( )s

s ( , )P s t
s

s s
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ние движения для текущей точки троса с учетом силы тяжести, центробежной и ко-
риолисовой сил во вращающейся вместе с Землей системе координат и силы натяже-
ния троса записывается так:

(2.1)

где  – гравитационный параметр,  – вектор сидерической угловой скорости Земли.
Точкой обозначена производная по , штрихом – по .

К этому уравнению необходимо добавить условие для определения натяжения
 (в данном случае – условие нерастяжимости нити)

(2.2)
К системе уравнений с частными производными (2.1), (2.2) требуется добавить на-

чальные и краевые условия. Начальными данными служат значения  и .
Обозначим через  длину троса,  – радиус-вектор точки его закрепления,  –

экваториальный радиус Земли.
Краевые условия на нижнем конце троса выражают стационарность его закрепле-

ния в нижней точке. Условия на верхнем конце, где к тросу прикреплена массивная
точка (противовес), выражают согласованность движения этой точки с движением
верхнего конца троса. Уравнение движения точки на верхнем конце имеет вид

(2.3)

где  – положение верхней точки,  – сила натяжения на верхнем конце троса,  –
масса противовеса.

В результате краевые условия для уравнения (2.1) принимают вид
(2.4)

Продифференцируем краевые условия в точке  по времени, подставим вместо
вторых производных их выражения из уравнений движения (2.1) и (2.3) и спроециру-
ем найденные соотношения на касательный вектор к тросу  в его конце. Полу-
чим краевое условие для величины натяжения троса в конечной точке

(2.5)

Для завершения постановки задачи нужно задать функцию распределения линей-
ной плотности  вдоль троса. Ее неоднородность существенна для динамики систе-
мы, но явный вид  не понадобится для описываемого ниже анализа. Для несколь-
ких моделей КЛ он приведен в [9, уравнения (2), (8) и (11)].

Вертикальная равновесная конфигурация. Уравнения (2.1)–(2.4) имеют частное стацио-
нарное решение, соответствующее равновесию троса, вытянутого вдоль радиус-вектора

(2.6)

В соответствии с введенными ранее обозначениями, . Дополни-
тельно введено обозначение  (расстояние от центра Земли до конца троса).

Индексом 0 обозначаем величины, относящиеся к равновесному состоянию.
Натяжение троса  в равновесном состоянии, согласно уравнениям (2.1) и (2.5),

определяется дифференциальным соотношением

(2.7)
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с граничным условием

(2.8)

Здесь  – частота суточного вращения Земли. Заметим, что в выражение (2.8)
не входит значение  плотности троса на конце.

Пусть  – высота геостационарной орбиты. Тогда , а условие 
равносильно тому, что . Это условие хорошо известно [2]: для обеспечения на-
тянутого состояния троса противовес должен находиться за геостационаром.

3. Линеаризация уравнений. Рассматривая теперь равновесное состояние как невоз-
мущенное, запишем уравнения близких к нему движений в линейном приближении.
Для этого введем малые вариации и запишем переменные, входящие в исходные урав-
нения, в виде  и (учитывая, что ) .

Из условия нерастяжимости троса (2.2), с учетом краевых условий (2.4) получим
, т.е. в линейном приближении вариации как радиального смещения, так и

радиальной скорости относительно вертикального положения равновесия отсутству-
ют. Введем вектор вариаций в трансверсальном к тросу направлении

и положим

Введем также обозначения (напомним: )

(3.1)

и  (  диагональная матрица).
Линеаризация уравнений (2.1), (2.3) дает систему

(3.2)

с краевыми условиями, соответствующими (2.4)

(3.3)

Коэффициенты ,  определены уравнениями (2.7), (2.8).
Итак, в линейной постановке смещения  и  разделяются. Скалярные линей-

ные краевые задачи для  и  отличаются только постоянным сдвигом коэффициентов в
силу (3.1). Для определенности мы подробно рассмотрим задачу для компоненты .

4. Задача Штурма–Лиувилля. Разделение переменных. Будем искать частные реше-
ния краевой задачи (3.2), (3.3) для экваториальной компоненты  в виде

(4.1)
Посредством обычной процедуры разделения переменных находим

(4.2)

где  – некоторая постоянная. Оказывается (см. ниже), что , так что параметр 
является квадратом частоты моды колебаний, соответствующей частному решению (4.1).
Форма по  такой моды описывается линейным дифференциальным уравнением вто-
рого порядка

(4.3)
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с однородными краевыми условиями

(4.4)

В результате для определения функции  получаем одномерную задачу Штурма–
Лиувилля (4.3), (4.4) cо спектральным параметром . Отличие ее постановки от клас-
сической состоит в том, что здесь спектральный параметр входит также во второе кра-
евое условие (4.4).

Классическая теории задачи Штурма–Лиувилля дает обоснование метода разделе-
ния переменных: доказывается, что при выполнении определенных условий
coбственные функции, удовлетворяющие заданным однородным соотношения на
границе, существуют для счетного дискретного множества значений параметра  и об-
разуют ортогональный базис в соответствующем гильбертовом пространстве. В рас-
сматриваемом случае дело обстоит так же.

Спектральные свойства задачи. Будем интерпретировать задачу Штурма–Ли-
увилля (4.3), (4.4) как поиск спектра дифференциального оператора 

(4.5)

действующего на функции из , удовлетворяющие краевым условиям, ср. (3.3), (3.2):

(4.6)

Множество (вещественное линейное пространство) таких функций обозначим .
(Для того, чтобы получить оператор на области определения, не зависящей от , при-

ходится использовать краевое условие со второй производной.) Превратим  в пред-
гильбертово пространство, введя на нем скалярное произведение по аналогии с ([11],
гл. II, приложение III)

(4.7)

Интегрируя по частям с учетом (4.6), получаем

(4.8)

Отсюда видно, что оператор  симметричен в , так что собственные функции
данной задачи с разными собственными значениями  ортогональны относительно
введеного скалярного произведения.

Счетность множества собственных значений следует из описанного ниже алгорит-
ма их вычисления.

При математически строгом анализе задачи необходимо доказать полноту системы
собственных функций оператора  в гильбертовом пространстве – пополнении про-

странства  по норме, порожденной скалярным произведением (4.7). Для задач
Штурма–Лиувилля такого типа это сделано, например, в [12].

Проверим, что все собственные значения оператора  положительны. Для этого
докажем, что  для ненулевой функции .

Полагая  в (4.8) и используя соотношения (2.8) и (3.1), получаем

+ λ0(0) = 0, '( ) = ( ( ) ) ( )L yS P S L M F L S L

( )S s
λ

λ

D

( )− −
ρ 0

1= ( ) ' ( ) ,
( ) yDu P s u F s u
s

2[0, ]C L

( ) −
ρ 0 0

1 1(0) = 0, ( ) ' ( ) = '( )
( ) Lu P s u L P u L
L M

2
0C

λ
2
0C

+
0

( , ) = ( ) ( ) ( ) ( )
L

u u s s ds Mu L Lv v v

( )− ρ − 0
0

( , ) = ' ' ( ) ( ) ( )
L

y yDu P u F u ds MF L u L Lv v v v

D 2
0C

λ

D
2
0C

D
( , ) > 0Du u u
= uv

( )−− ρ −
2 2 1 2

0 0
0

( , ) = ' ( )'
L

yDu u P u F u r P u ds



548 САДОВ, НУРАЛИЕВА

Преобразуем подинтегральное выражение, используя (2.7), (3.1) и тождество

:

Поскольку  при  (сила натяжения положительна), имеем
. Равенство  могло бы иметь место только если , то есть

при , но тогда из граничных условий ,  следует .
Сказанное выше относилось к задаче Штурма–Лиувилля для компоненты  мало-

го отклонения троса в экваториальной плоскости. Для компоненты , в силу (3.1),
справедливо следующее. Задачи Штурма–Лиувилля для обеих компонент имеют об-

щий набор собственных функций, и если  – собственная частота -й эква-
ториальной моды, то собственная частота соответствующей меридиональной моды
(пространственная форма которой такая же) равна

(4.9)

В частности, при любом распределении массы троса  и, значит, периоды
всех собственных колебаний в меридиональной плоскости меньше суток.

5. Вычисление собственных частот и мод. Отметим особенности задачи, влияющие
как на методы ее решения, так и на постановку вычислительных вопросов:

1) большой геометрический размер системы и сильная неоднородность троса, что
обусловливает сильное изменение коэффициентов ,  и ;

2) практическое отсутствие как внешней (вакуум космического пространства), так
и внутренней (почти одномерная конфигурация с нулевой изгибной жесткостью) дис-
сипации, что вместе с огромной длиной приводит к увеличению относительной роли
в динамике колебаний высоких мод и необходимости их адекватного учета.

Подстановка Прюфера. Опишем метод решения краевой задачи, использующий пе-
реход к полярным координатам на фазовой плоскости. Аналогичный метод для стан-
дартной задачи Штурма–Лиувилля рассмотрен в [13] и назван тригонометрической
прогонкой.

Для удобства дальнейших выкладок сделаем подстановку , предложен-

ную А.В. Черновым. Введем обозначения , . Физический смысл пере-
менной  – угол отклонения точки троса от вертикали (отсчитываемый от центра
Земли). Функция  – момент инерции элемента троса, а  – момент силы (от-
носительно центра Земли), создаваемой натяжением троса. Задача Штурма–Лиувил-
ля (4.3), (4.4) примет вид

(5.1)

Введем полярные координаты ,  (подстановку Прюфера):

(5.2)

Функции  и  пока не фиксируем. Дифференцируя по  с учетом (5.1), имеем
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откуда следует

(5.3)

и

(5.4)

В силу (5.1) граничные условия для уравнения (5.4) имеют вид

(5.5)

Назовем уравнение (5.4) определяющим уравнением. Спектр задачи Штурма–Ли-
увилля состоит из таких значений , при которых краевая задача (5.4), (5.5) имеет ре-
шение. Когда  и  уже вычислены, функция  находится интегрированием урав-
нения (5.3); после этого соответствующая собственная функция  определяется по-
средством второго уравнения (5.2).

Произвол в выборе функций  и  в подстановке Прюфера можно использовать
для получения краевой задачи (5.4), (5.5) в наиболее удобной для определенных целей
форме. Рассмотрим два конкретных варианта.

Вариант I. , . Определяющее уравнение имеет вид

(5.6)

где , . Эта форма удобна тем, что правое граничное
условие  не зависит от .

Для вычисления частоты главной моды можно разделить обе части уравнения (5.6)

на  и получить краевую задачу для уравнения Риккати относительно ,

Отсюда, полагая , , получаем оценку

(5.7)

С вычислительной точки зрения, недостаток этого варианта преобразования Прю-
фера, особенно при больших , состоит в том, что функция , определяемая урав-
нением (5.6), имеет характерную ступенчатую структуру, в которой чередуются участ-
ки с большим и малым наклоном к оси абсцисс. (Наглядное представление о поведе-
нии  можно получить, рассмотрев решение уравнения (5.6) с постоянными
коэффициентами  и .) Помимо этого, в нашей задаче коэффициенты изменяются
на несколько порядков на интервале интегрирования.

Вариант II. , . Определяющее уравнение таково:

(5.8)

с правым граничным условием

(5.9)

где .
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Можно еще упростить краевую задачу, заменив независимую переменную  на

 и обозначив , . Получим

(5.10)

Если  велико, то угловая переменная  изменяется (в нулевом приближении) рав-
номерно по , и на интервале периодичности правой части по  изменение коэффи-

циента при  – величина порядка . Этим обстоятельством можно воспользо-
ваться для построения полуаналитического алгоритма вычисления собственных мод
высокого порядка. Из (5.10) нетрудно также вывести, что асимптотика собственных
частот в экваториальной плоскости имеет вид

(5.11)

Из выражений (4.9) и (5.11) следует, что разность частот для меридиональной и эк-
ваториальной мод одного порядка имеет асимптотику

так что правая часть формулы (5.11) с такой же точностью описывает асимптотику
собственных частот в меридиональной моде.

Случай равнонапряженного троса. Модель равнонапряженного троса [1] характери-
зуется соотношением

(5.12)
где . Модель полностью определяется, помимо физических констант, двумя
параметрами: длиной троса  и напряжением троса , имеющим размерность квадрата
скорости.

При условии (5.12) уравнение (2.7) принимает вид

Для коэффициентов в уравнении (5.8) получаем простые выражения:  и

(5.13)

Из соотношения (2.8) находим выражение для параметра  в (5.9):

(5.14)
Для наглядности вместо параметра  можно использовать параметр, имеющий раз-

мерность длины, а именно, эквивалентную разрывную длину , связанную с  форму-
лой , где  м/c2 – верхняя оценка ускорения свободного падения вбли-
зи поверхности Земли. Имеет место соотношение , где  – удельная
прочность на разрыв материала троса,  – коэффициент, называемый запасом
прочности, а  – так называемая разрывная длина. За подробностями отсылаем чита-
теля к статье [9].

Пример расчета собственных частот. Для примера взяты следующие значения, при-
веденные в табл. 1.

В табл. 2 приведены периоды для первых 10 мод колебаний в экваториальной плос-

кости  в часах и для некоторых мод высшего порядка – в секундах. Также
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приведены периоды первых 5 мод колебаний в меридиональной плоскости; далее раз-

ность  становится очень малой.

Заметим, что оценка периода (в часах) главной моды по формуле (5.7) дает

.

Доработка статьи осуществлена при участии С.Ю. Садова и Г.В. Калачева.
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Таблица 1.

Физические параметры Земли

Гравитационный параметр Земли

Скорость вращения Земли

Радиус Земли

Определяющие параметры модели
Длина троса

Напряжение троса

Вспомогательные (зависимые) параметры
Эквивалентная разрывная длина

Отношение масс троса и баланса 1.288
Параметр в гр. усл. (5.9)

Коэф. в асимптотике частот (5.11)

μ × 14 3 23.986 10 м /с
ω − −× 5 17.292 10 с
R × 56.378 10 м

L × 78.0 10 м
τ × 7 2 23 10 м /с

pL × 63 10 м

тр/M M
η −× 57.41 10

π/Z − −× 4 12.15 10 с

Таблица 2.

, ч , ч , ч , с

0 138.25 23.58 5 1.615 20 1460
1 7.818 7.431 6 1.347 40 730.2
2 3.996 3.941 7 1.155 60 486.8
3 2.679 2.662 8 1.012 80 365.1
4 2.015 2.008 9 0.8996 100 292.1

n eq
nT mer

nT n eq
nT n eq

nT
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For an extra-long flexible inextensible cable of a space elevator, small transverse oscillations
near the equilibrium vertical position are studied. It is shown that in the linear approxima-
tion the oscillations in the two planes, equatorial and meridional, are separated and have
identical sets of eigenfunctions, while their eigenfrequencies are connected by a simple rela-
tion. A Sturm–Liouville problem for determining the frequencies and shapes of cable’s nat-
ural vibrations is stated. A transformation of the problem aimed at facilitating computations
is described.

Keywords: space elevator, f lexible inextensible cable, uniformly stressed cable, small oscilla-
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Изучаются плоские нестационарные задачи движения свободной границы в потен-
циальном течении идеальной несжимаемой жидкости. На основе метода граничных
элементов строится численный алгоритм расчета формы свободной границы. При
построении аппроксимаций учитывается гладкость границы. Основное внимание
уделяется задачам формирования тонких кумулятивных струй и обрушению волн,
обоснованию достоверности численных расчетов.

Ключевые слова: кумулятивные струи, метод граничных элементов, обрушение волн

DOI: 10.31857/S0032823520050021

Введение. При описании плоских потенциальных течений идеальной несжимаемой
жидкости удобно пользоваться методом граничных элементов. Одним из преиму-
ществ этого метода является уменьшение размерности задачи за счет сведения расче-
тов к (одномерной) границе области течения жидкости. Данная работа посвящена
численному моделированию движения свободной границы в трех типах задач: дефор-
мации цилиндрических полостей в неограниченном объеме жидкости, деформации
свободной границы цилиндров жидкости под действием заданного поля скоростей и
обрушения капиллярно-гравитационных периодических волн. При определенных на-
чальных условиях в каждой из этих задач на свободной поверхности жидкости могут
образовываться тонкие кумулятивные струи. Сложность проведения таких расчетов
обычно связана с потерей устойчивости численной схемы и стремительным ростом
кривизны кумулятивной струи, требующей большого измельчения сетки в ее окрест-
ности. Использование аппроксимаций специального вида, разработанных одним из
авторов [1], позволяет преодолеть указанные трудности. Для обоснования достовер-
ности расчетов по предложенной численной схеме авторами было сделано следующее:

• Проведены расчеты для задачи восстановления кривой по заданному распределе-
нию нормальной скорости и сравнение расчета с точным решением

• Приведены четыре закона сохранения, по которым ведется контроль точности
расчетов

• Проведено сравнение численных расчетов с известными полуаналитическими
решениями

• Проведен анализ уменьшения погрешности при удвоении элементов сетки.

УДК 532.59
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1. Математическая постановка задачи. Конечной целью предлагаемого численного
алгоритма будет являться нахождение формы движущейся свободной границы, кото-
рая может быть определена кинематически по значениям нормальной компоненты
скорости жидкости  на границе. Для определения  достаточно знать значение
функции тока  на границе, поскольку . Покажем, что для отыскания зна-
чений  и описания ее движения в задачах деформации цилиндрических полостей,
движения цилиндров жидкости, а также движения периодических волн могут исполь-
зоваться интегро-дифференциальные уравнения одного и того же типа.

Начнем с задачи деформации цилиндрической полости в неограниченном объеме
идеальной несжимаемой жидкости, движение которой плоскопараллельно и потен-
циально. Пусть ось цилиндра направлена перпендикулярно плоскости течения. Будем
рассматривать задачу в плоскости, параллельной течению. На этой плоскости внут-
ренности полости соответствует некоторая ограниченная область  с замкнутой глад-
кой свободной границей . Областью течения жидкости является внешность поло-

сти , и в ней функция тока  удовлетворяет уравнению Лапласа. При условии,
что жидкость покоится на бесконечности, из него можно вывести интегральное урав-
нение, связывающее значения  на границе  с вещественной функцией потенциа-
ла . Для этого введем два интегральных оператора  и . Пусть  – произвольная
гладкая функция, заданная на . Действие  и  на  в точке  определим по
следующим формулам:

(1.1)

(1.2)

где  обозначает функцию Грина и для пары точек  и  вычисля-
ется по формуле

(1.3)

При этом направление нормали на свободной границе выбрано внешним по отно-
шению к полости . Для  справедливо следующее уравнение:

(1.4)

которое и будет использоваться для построения численного алгоритма.
Постановка задачи о движении цилиндра жидкости со свободной границей может

быть получена из постановки задачи о деформации цилиндрической полости. Для

этого достаточно поменять местами полость  и область течения жидкости . Ин-
тегральное уравнение для  в этом случае также определено на , использует те же
интегральные операторы  и , и ту же самую функцию Грина (1.3) и имеет следую-
щий вид:

(1.5)

т.е. отличается от (1.4) лишь левой частью уравнения.
Для задания уравнения, определяющего значения  в задаче о движении периоди-

ческой волны в жидкости постоянной глубины, требуется внести в (1.4) более суще-
ственные изменения. Сформулируем постановку задачи. Введем декартову систему
координат , где ось  направлена вертикально вверх. Пусть уровень дна задается
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уравнением , где  обозначает глубину жидкости. Для простоты будем счи-
тать, что длина волны . Область жидкости, заключенную между двумя верти-
кальными прямыми  и  обозначим через . Граница области  является
кусочно-гладкой и состоит из четырех частей: отрезка дна, пары вертикальных отрез-
ков и криволинейного участка свободной границы, который мы обозначим через .

При движении периодических волн в дополнение к уравнению Лапласа  удовле-
творяет также условию периодичности

(1.6)
На дне задается условие непротекания. В этом случае прямая  (дно) совпада-

ет с линией тока жидкости:

(1.7)

Без ограничения общности можно считать, что . Следствием этих условий
является интегральное уравнение

(1.8)

Здесь интегральные операторы ,  определяются аналогично операторам , 
из (1.1), (1.2), но вместо  интегрирование ведется по (незамкнутому) участку сво-
бодной границы , а в качестве функции Грина используется

(1.9)

где . Направление нормали внешнее по отношению к области . Вывод
всех этих интегральных уравнений представлен в [2].

Таким образом, уравнения (1.4), (1.5) и (1.8) позволяют по известным значениям 
на свободной границе определять значения  и  во всех трех типах задач.
Касательная скорость точек границы  на геометрическую форму не влияет, но от ее
выбора существенно зависит устойчивость численной схемы. Ниже будет описан спо-
соб вычисления , повышающий устойчивость численного алгоритма.

Наконец, чтобы получить полную систему уравнений, достаточную для построения
численного алгоритма, необходимо указать способ вычисления потенциала . Будем
использовать для этого интеграл Коши–Лагранжа. Дополнительно потребуем, чтобы
давление  на свободной поверхности во всех трех случаях равнялось нулю. Интеграл
может быть записан в следующем виде:

(1.10)

где плотность жидкости  полагается равной единице,  характеризует силу тяжести,
 – коэффициент поверхностного натяжения,  – кривизна, а  – некоторая

функция времени. Так как потенциал определен с точностью до произвольной функ-
ции времени, можно положить . В зависимости от рассматриваемой задачи 
и  могут также оказаться равными нулю. Отметим, что для использования интеграла (1.10)
на подвижной свободной границе необходимо отказаться от эйлеровых координат и
выразить соответствующие слагаемые через координаты на границе.
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лостей. Численные эксперименты показали, что предложенный алгоритм [3] сохраня-
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деформации полостей. Поскольку кумулятивные струи могут возникать в каждом из
трех рассматриваемых случаев, это служит мотивацией для выбора метода решения.

Рассмотрим более подробно аппроксимацию интегральных уравнений (1.4), (1.5) и
(1.8). При этом достаточно рассмотреть аппроксимацию только операторов  и , по-
скольку аппроксимации  и  могут быть получены аналогичным образом: необходи-
мо лишь учесть изменение вида функции Грина, а также незамкнутость .

Заменим интегралы в  и  квадратурными формулами, порядок аппроксимации
которых неограниченно возрастает с ростом количества точек сетки. Для этого введем
гладкую параметризацию свободной границы  при помощи вспомогательного па-
раметра  (критерии выбора параметризации будут сформулированы ниже),
зададим равномерную сетку , где , и применим квадратурные
формулы [1]. Получим следующую аппроксимацию оператора :

(2.1)

где

Для функции Грина (1.3) имеем

Соответствующие коэффициенты для функции Грина (1.9) имеют вид

Аппроксимация оператора  приобретает вид

(2.2)

где

Формулы (2.1) и (2.2) оперируют значениями ,  и  в точках сетки.
Для их вычисления можно, например, использовать аппроксимацию в виде кубиче-
ского сплайна или аппроксимацию производной по 4 точкам. Пусть  обозначает
произвольную гладкую периодическую функцию, заданную на отрезке . Про-
должим функцию по периоду за пределы отрезка. Аппроксимация ее производной по
4 точкам имеет следующий вид:
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Таким образом, уравнения (1.4), (1.5) и (1.8) сводятся к системе линейных уравнений от-
носительно значений  в точках сетки. Они, в свою очередь, определяют .

Определение касательных скоростей точек сетки  тесно связано со
способом ее параметризации. Зададим параметризацию  (и аналогично ) при по-
мощи вспомогательной положительной функции  по формуле

где  – длина  (или одного периода волны ) в момент времени . Функция 
здесь является известной заданной положительной функцией и позволяет управлять
распределением точек на границе. Принципиальным является то, что  не зависит от ,
т.е. заданное в начальный момент распределение точек обязано сохраняться с течени-
ем времени. Такой подход позволяет за счет выбора  вручную задать высокую
плотность точек сетки на тех участках, где из-за высокой кривизны требуется более
высокая точность, а также предотвратить возможность разрежения в процессе вычис-
лений там, где точки сетки изначально были размещены близко друг к другу.

Сформулированное требование определяет значения . Численно оно выражается
в виде системы уравнений:

(2.4)

где  – расстояние между точками сетки с индексами  и  в момент . Для
получения системы уравнений относительно  достаточно выразить  через значе-
ния координат ,  и скоростей ,  на текущем шаге по времени . Для решения (2.4)
используется итерационный процесс по параметру .

3. Тестирование алгоритма вычисления касательной скорости. Для тестирования ал-
горитма вычисления  рассмотрим численное решение задачи о восстановлении эво-
люции контура, изменяющего свою форму, по заданному распределению нормальной
скорости на границе.

Сформулируем математическую постановку задачи. Пусть на отрезке  за-
дан контур, эволюция которого с течением времени известна и определяется по следу-
ющему закону:

(3.1)

Уравнение кривой (3.1) имеет особенность в точке , в которой коорди-
ната  обращается в . При меньших значениях  контур имитирует растяжение
вдоль вертикали с неограниченным ростом кривизны в точке . Будем считать,
что скорости точек, из которых состоит контур, в каждый момент времени направле-
ны по нормали к контуру, т.е. . Необходимо численно восстановить форму про-
филя во все моменты времени по его начальной форме и известной (нормальной)
компоненте скорости.

Вычислим нормальную компоненту вектора скорости. Пусть направление обхода
контура задано от точки  к точке , а вектор нормали получается из каса-
тельного вектора поворотом на угол  по часовой стрелке (т.е. нормаль направлена
“вверх”). Вектор нормали в осях  имеет компоненты . Нормальная
компонента скорости точек профиля точно определяется как

(3.2)
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В начальный момент  контур имеет форму отрезка прямой. Будем использо-
вать для его аппроксимации  точек, распределенных равномерно в начальный мо-
мент времени. Приращения пространственных координат этих точек  и  будем
определять на основе метода Эйлера при помощи нормальной скорости (3.2) и каса-
тельной скорости , которую определим одним из двух способов:

• ;
• Значения  вычисляются из условия сохранения пропорций расстояний между

узлами сетки.
В численном эксперименте будем использовать  точек сетки и постоянный

шаг по времени . В первом случае результаты удается получить лишь для
. Возникающее к этому моменту разрежение точек сетки в окрестности 

вызывает дестабилизацию алгоритма, не позволяя продолжить вычисления из-за
быстро растущей погрешности аппроксимации. Значение кривизны в точке  в
последний момент составляет примерно . Во втором случае расчет удается
продлить вплоть до момента времени , после чего погрешность от использо-
вания метода Эйлера уже становится слишком большой, чтобы можно было считать
численное решение близким к аналитическому. Тем не менее значение кривизны в
точке  в последний момент времени достигает величины , что нагляд-
но демонстрирует влияние способа задания  на устойчивость расчетов.

4. Законы сохранения. Одним из способов контроля точности в численном алгорит-
ме могут служить законы сохранения. Например, для движения цилиндра жидкости
со свободной границей при отсутствии массовых сил выполнены следующие законы
сохранения импульса , энергии  и момента количества движения :

(4.1)

Ранее [4] на примере  было доказано, что указанные интегралы (4.1) сохраня-
ются в том числе и при деформации полостей под действием течений с ненулевой
циркуляцией , хотя и не являются при этом импульсом, энергией и моментом коли-
чества движения, т.к. прямое вычисление их невозможно из-за расходимости соответ-
ствующих интегралов.

В дополнение к законам сохранения (4.1) в задаче о деформации границы цилин-
дрической полости сохраняется площадь поперечного сечения полости. Для ее вычис-
ления справедлива следующая аналитическая формула:

(4.2)

Ее сеточный аналог имеет вид

(4.3)

где при помощи верхнего индекса  обозначены значения соответствующих величин
на -м шаге по времени. Стоит отметить, что формула (5.3) учитывает гладкость
подынтегральных функций. Если  и  являются бесконечно гладкими, то порядок
аппроксимации величины (5.2) формулой (5.3) неограниченно возрастает вместе с
увеличением количества точек сетки.

Уменьшение погрешности в (4.3) имеет важное значение для устойчивости числен-
ного алгоритма. Покажем, что величину погрешности можно оценить аналитически.
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Для простоты положим, что шаг алгоритма по времени  фиксирован, аппроксима-
ция координат ,  при помощи  и  на каждом следующем шаге по времени вы-
полняется по методу Эйлера первого порядка точности, а для аппроксимации произ-
водных используется формула (3.3).

Оценим величину приращения при переходе от  к . При использовании ме-
тода Эйлера в численном алгоритме справедливы следующие формулы для вычисле-
ния приращений пространственных координат:

(4.4)

Аппроксимации (2.3) обладают свойством линейности, поэтому

Заметим, что для аппроксимаций (2.3) выполнен сеточный аналог формулы инте-
грирования по частям:

(4.5)

где  и  – две произвольные периодические сеточные функции. С учетом соотноше-
ний (4.5) формула для приращения приобретает следующий вид:

Поскольку коэффициенты при производных  по построению численного алго-
ритма в точности являются длинами единичных векторов нормали, полученное выра-
жение удается упростить:

Если отдельно рассмотреть слагаемое при  и подставить в него аппроксима-
цию (2.3), то получим

(4.6)

Таким образом,  и  отличаются не более, чем на величину  на любом
шаге  алгоритма по времени, следовательно, на любом фиксированном временном
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интервале  сеточный аналог закона сохранения площади выполнен с точностью
до погрешности порядка , т.е. определяется погрешностью метода Эйлера.

Фактически полученная оценка показывает, что использование в численном алго-
ритме интегрального уравнения (1.4) для , а также аппроксимации (2.3) позволяет
исключить влияние шага сетки по пространственной координате  на погрешность в (4.3).
Кроме того, несовпадение касательных скоростей точек сетки  с касательными ско-
ростями жидкости  также не влияет (в первом порядке) на погрешность в (4.3).

Еще раз отметим, что для упрощения рассуждений здесь использовался метод Эй-
лера при интегрировании по времени. В численных экспериментах использовались
схемы с более высокими порядками аппроксимации, например, метод Рунге–Кутты
четвертого порядка точности.

6. Численные результаты. Различным способам моделирования деформации сво-
бодной границы в задачах движения цилиндрических полостей в жидкости, а также
жидких цилиндров посвящено много работ. Например, предложено полуаналитиче-
ское решение для задачи деформации полости [5], которая до этого решалась (числен-
но) [6]. Рассмотрено [7] применение полуаналитического метода решения к задаче
растекания цилиндра жидкости под действием заданного поля скоростей. Эти задачи
использовались для тестирования численного алгоритма из настоящей работы. Рас-
считанная по представленной схеме деформация формы полости при начальных усло-
виях [6] изображена на рис. 1а, а модификация этой задачи с добавлением циркуля-
ции – на рис. 1б. Добавление циркуляции нарушает симметрию задачи, делая провер-
ку законов сохранения менее тривиальной. Рис. 2 соответствует задаче растекания
цилиндра жидкости из [7].

В каждом из случаев свободная граница в начальный момент имела форму единич-
ной окружности с центром в начале координат. В первом случае потенциал течения в
начальный момент задавался по формуле

Заметим, что особенность функции соответствует точке внутри полости. Во втором
случае к потенциалу добавлялось дополнительное слагаемое, делающее его много-
значной функцией:

В третьем случае для дополнительного подтверждения работоспособности алгорит-
ма была рассмотрена задача [7], где решение строилось при помощи полуаналитиче-
ских методов. Начальное поле скоростей цилиндра в этом случае задавалось по фор-
муле

Силы тяжести и поверхностного натяжения во всех трех задачах отсутствовали.
Каждой кривой на рисунках соответствует положение свободной границы в один из
моментов времени. В совокупности они демонстрируют возникновение и развитие
кумулятивных струй. При этом для получения рис. 1а, б использовалось всего 128 то-
чек сетки, а для рис. 2 – 192 точки. Можно заметить, что точки распределялись на гра-
нице неравномерно и были размещены ближе друг к другу там, где возникали струи.

Для проверки точности вычислений использовались законы сохранения (4.1).

Ошибка в них не превышала по абсолютной величине .
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Исследованию процесса обрушения волн также посвящено большое количество ра-
бот (см., например, обзор [8]). Для сравнения будем использовать результаты [9], где
также был построен численный алгоритм решения задачи.

В качестве начальной формы для численных экспериментов с обрушением исполь-
зовалась прогрессивная волна для жидкости бесконечной глубины ( , ).−∞=h σ = 0

Рис. 1. Деформация. а – полости: N = 128, t = 0; 0.17; 0.31; 0.43; 0.57; 0.71; 0.86; 0.93, б – полости с циркуля-
цией: N = 128, Γ = 10, t = 0; 0.15; 0.3; 0.45; 0.6; 0.69.
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Форма прогрессивной волны рассчитывалась по итерационному алгоритму [10]. Суть
метода сводилась к поиску экстремума функционала , где ,  и 
определялись по формулам

Здесь  обозначает скорость волны, а потенциалом поля скоростей является функ-
ция .

Обрушение прогрессивной волны вызывалось внешним давлением, приложенным
к свободной поверхности жидкости. Зависимость давления от времени задавалась по
формуле вида [9]

Главный недостаток алгоритма [9] – его неустойчивость: свободная поверхность в
процессе расчетов приобретает пилообразную форму. Для подавления неустойчиво-
сти авторы [9] прибегали к сглаживанию границы по формуле

(5.1)

Использование сглаживания позволяло продлить расчет, однако также вносило по-
грешность в алгоритм. Частое применение формулы (5.1) искусственно понижало
кривизну границы, из-за чего [9] удалось рассчитать лишь начальную стадию обруше-
ния до момента времени  (началом обрушения приблизительно можно счи-
тать момент времени ).
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Рис. 2. Растекание цилиндра жидкости (N = 192, Δt = 0.25).
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Предложенный в данной статье алгоритм также был применен к решению задачи [9].
Рассматривалась прогрессивная волна с амплитудой , что составляет при-
близительно 90% от предельной амплитуды прогрессивной волны, а . Срав-
нение с результатами [9] при одинаковом количестве точек сетки показало, что новый
алгоритм значительно устойчивее и позволяет продолжить расчет до полного обруше-
ния волны. Радиус кривизны в вершине волны на конечной стадии более чем в 1000 раз
меньше длины волны. Преимущества нового алгоритма наглядно демонстрирует рис. 3.
Четырем контурам гребня волны соответствуют моменты времени t = 4.8; 5.1; 5.4; 5.7.
Для получения первых двух контуров использовалось  точек сетки. Именно та-
кое количество точек использовалось при аппроксимации границы [9]. Точки сгуща-
лись в окрестности формирующейся кумулятивной струи, что позволило рассчитать
форму свободной границы вплоть до момента  без потери гладкости. Для даль-
нейших расчетов 60 точек оказалось недостаточно, поэтому при  их количество
было увеличено до значения . Основные трудности при расчете последней
стадии обрушения были связаны с удержанием наибольшей плотности точек сетки в
вершине кумулятивной струи при помощи явного задания касательной скорости .
Для упрощения расчетов форма струи при  была получена с использованием
сглаживания в окрестности вершины по формуле (5.1).

Перейдем к рассмотрению капиллярных волн ( ). Разработанный численный
алгоритм применялся для расчета неустойчивости возмущенной волны Крэппера. Па-
раметрическое уравнение волны Крэппера имеет следующий вид:

где  – длина волны, а  – вещественный параметр, связанный с амплитудой волны 
соотношением

Как и в случае прогрессивной волны в тяжелой жидкости, профиль волны Крэппе-
ра не изменяется в процессе движения, а безразмерная скорость волны  постоянна.
Значение  и скорость распространения волны определяются как
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Рис. 3. Обрушение гравитационной волны (t = 4.8; 5.1; 5.4; 5.7).
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Сохранение формы профиля было экспериментально проверено в численном алго-
ритме в качестве теста. Рассматривалась волна Крэппера, заданная значением пара-
метра b = 0.3. Ее достаточно сложная форма изображена на первом рис. 4. Для аппрок-
симации границы использовалось  точек сетки, распределенных равномерно
по параметру . Для расчетов использовался фиксированный шаг по времени

. Сравнивались значения пространственных координат с интервалом
. Невязка определялась в виде

(5.2)

где ,  обозначают пространственные координаты точек сетки в начальный момент
времени, ,  – координаты в конечный момент времени. Было получено, что

. Эта проверка показывает, что в численном методе отсутствуют схемное
поверхностное натяжение и схемная вязкость, которые обычно появляются в разност-
ных схемах.

Ранее [11] была доказана устойчивость по Ляпунову точного решения Крэппера от-
носительно возмущений с периодом, равным длине волны. Тем не менее, доказатель-
ство не распространяется на возмущения с периодом, превышающим длину волны, –
устойчивость в этом случае не обязана сохраняться. В численных экспериментах ис-
пользовались возмущения вида  при длине волны Крэппера . Расче-
ты показали, что подобные возмущения даже при малых значениях параметра  спо-
собны вызывать значительные по амплитуде колебания свободной поверхности, а при
достаточно больших значениях параметра  – приводить к разрушению волны.
На рис. 4 изображена эволюция формы одного периода возмущенной волны при b =
0.3 и ε = 0.03. Для аппроксимации границы использовалось  точек сетки. Как
и в предыдущем расчете, сгущение точек сетки проводилось в окрестности участков
границы, имеющих наибольшую кривизну. Как видно из рис. 4, таких участков два;
они соответствуют локальным минимумам функции .

Наконец, перейдем к рассмотрению аналога опыта Покровского как простейшей
демонстрации формирования кумулятивной струи на свободной поверхности жидко-
сти. В оригинальном эксперименте, описанном в монографии [12] (с. 253–254), струя
образуется при ударе падающей стеклянной пробирки с водой о твердую неподвиж-
ную поверхность. Измерения показывают, что при падении с 10 см кумулятивная
струя достигает более метра в высоту.

Согласно [12] при ударе свободная поверхность жидкости получает такой импульс,
что центральная часть поверхности приобретает конечную скорость, направленную
вверх, а ее края вблизи стенок пробирки – скорость, направленную вниз.

При проведении численного эксперимента для простоты предполагалось, что в на-
чальный момент времени жидкость заполняет полуполосу , ; нор-
мальная скорость на границе  задавалась по формуле . Данная ско-

рость соответствует начальному потенциалу скорости жидкости . Сила
тяжести полагалась равной нулю, что позволяло струе неограниченно вытягиваться.
Благодаря этому предположению удалось оценить возможности численного алгорит-
ма, так как расчет можно вести до тех пор, пока схема не потеряет устойчивость. Ре-
зультаты вычислений на сетке из  точек изображены на рис. 5. Приведены
формы кумулятивной струи в моменты времени t = 2.05; 4.1 и 6.15. В момент времени
6.15 кривизна в вершине струи достигает значения 1143.5.

Дополнительно для данной задачи был проведен анализ уменьшения погрешности
при удвоении элементов (с сохранением прежнего распределения точек на контуре,
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определяемого функцией ). Невязка определялась при помощи следующей фор-
мулы:

(5.3)

где  и  – пространственные координаты точек сетки в момент времени  для

сетки из  точек, а  и  – соответствующие координаты для сетки из  точек.
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− + −� �

2 2
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Рис. 4. Деформация возмущенной волны Крэппера (t = 0; 30; 40.5).
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Было проведено сравнение результатов для 64 и 128 точек, а также для 128 и 256 то-
чек в моменты времени 2.05 и 4.1. Эти результаты приведены в табл. 1. Отметим, что
значение максимума достигалось на участках границы с наибольшим расстоянием
между точками сетки.

Выводы. Приведенные примеры показали, что кривизна вершины струи может уве-
личиваться до очень больших значений без потери гладкости свободной границы. К
этому же выводу пришли и авторы работ [5, 7], в которых построены полуаналитиче-
ские решения для описания формирования кумулятивных струй. Предложенный в
настоящей работе численный алгоритм позволяет за счет учета аналитичности сво-
бодных границ значительно сократить время расчетов тонких кумулятивных струй,
сохраняя при этом высокую точность и устойчивость. Достоверность расчетов обос-
нована путем контроля точности на специально выведенных законах сохранения,
сравнения расчетов с полуаналитическими решениями и другими специально постро-
енными точными решениями.

Рис. 5. Аналог опыта Покровского (t = 2.05; 4.1; 6.15).
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Таблица 1. Сравнение погрешности в аналоге опыта Покровского

Сетка 64 × 128 128 × 256

= 2.05t −× 32.7 10 −× 46.4 10

= 4.1t −× 39.9 10 −× 32.3 10
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In this paper, we study the problem of the motion of the free boundary in the unsteady f low
of the ideal incompressible f luid. The numerical algorithm is based on the boundary element
method. To derive the approximations, we take into account the smoothness of the bound-
ary. The paper focuses mainly on the numerical problems of generation of thin cumulative
jets and wave breaking. It includes numerical results validation.
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Рассмотрена задача об эволюции в вязком сжимаемом газе осесимметричного вих-
ревого течения, порожденного вращением бесконечно протяженного кругового ци-
линдра вокруг своей оси. Построено асимптотическое решение на больших време-
нах. Найдены условия, при которых циркуляция скорости на больших расстояниях
будет превышать циркуляцию в случае несжимаемой жидкости.

Ключевые слова: вихрь, вращающийся цилиндр, сжимаемость, поток тепла, асимпто-
тическое решение
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1. Введение. Решения уравнений движения вязкого газа, описывающие достаточно
простые течения, помогают нам понять физические особенности сложных течений.
Исследование задачи о диффузии точечного вихря в вязкой несжимаемой жидкости
можно найти практически во всех учебниках по гидродинамике. Вместе с тем извест-
но, что поле окружных скоростей точечного вихря

(1.1)

где  – циркуляция вихря,  – расстояние от вихря, является и точным решением
уравнений Эйлера, и точным решением уравнений Навье–Стокса. Во втором случае
для поддержания поля скоростей (1.1) необходим постоянный подвод энергии [1].
Кроме того, жидкость, движущаяся со скоростью (1.1), обладает бесконечной кинети-
ческой энергией. Поле скоростей (1.1) в трехмерном течении индуцирует бесконечная
прямолинейная вихревая нить интенсивности . Выделим в направлении оси вих-
ревой нити слой жидкости единичной протяженности и вычислим кинетическую
энергию этого слоя

(1.2)

Здесь  – масса жидкости,  – плотность.
Интеграл (1.2) имеет логарифмическую особенность и в нуле и на бесконечности.

Следовательно, встает вопрос о том, как в принципе такое поле скоростей могло быть
создано. Создать поле (1.1) во всем пространстве невозможно. Обычно в физически
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реализуемых течениях образуется не один, а, например, два вихря с противоположной
интенсивностью. Тогда поле скоростей имеет более быстро затухающее асимптотиче-
ское представление на больших удалениях. Таким образом, устраняется особенность
при . Особенность при  устраняется за счет того, что образующийся вихрь
не является бесконечно тонким, а имеет структуру.

Можно предложить один из способов создания поля (1.1) в ограниченной области
пространства. Это можно сделать в несжимаемой вязкой жидкости с помощью враща-
ющегося вокруг своей оси бесконечного по протяженности цилиндра [2, 3].

Ранее [3, 4] исследовались нестационарное и предельное стационарное течение,
порождаемые вращающимся цилиндром с заданным расходом жидкости через его по-
верхность. Задачи, связанные с взаимодействием набегающего потока с вращающим-
ся цилиндром, рассмотрены во многих публикациях, например, [4–6]. Изучалась
устойчивость подвижного цилиндра в циркуляционном потоке [7].

В данной статье рассматривается задача о вращении бесконечного цилиндра, но
уже в сжимаемом газе с вязкостью, зависящей от температуры. Показано, что решение
задачи во всем пространстве можно получить только в рамках нестационарной поста-
новки. Нигде, кроме ограниченной области у поверхности цилиндра, течение не вы-
ходит на стационарный режим, что не было учтено ранее [8], где была предпринята
попытка получить стационарное решение во всем пространстве.

2. Постановка задачи. Пусть бесконечный по протяженности круговой цилиндр ра-
диуса  помещен в покоящийся вязкий совершенный газ с температурой ,
плотностью  и коэффициентами динамической вязкости  и теплопровод-
ности . В момент времени  цилиндр начинает вращаться вокруг своей оси с
угловой скоростью , которая поддерживается постоянной. Исследуется возму-
щенное состояние газа при  при условии, что температура газа на поверхности
цилиндра также сохраняется постоянной .

Предполагается, что в цилиндрической системе координат  нестационарное
течение зависит только от координаты  и имеет ламинарный характер. Таким обра-
зом, пренебрегается возможной неустойчивостью течения. Уравнения и краевые
условия, определяющие состояние газа, имеют вид [9]

(2.1)

(2.2)

где  – циркуляция азимутальной составляющей скорости ,  – радиальная со-
ставляющая скорости,  – давление газа,  ~  – число Прандтля,  –

→ ∞r → 0r

*r = 0T T
ρ = ρ0 μ = μ0

λ = λ0 = 0t

* *w r
> 0t

= *T T
( )θ, ,x r

r

( ) ( )Γ ∂Γ Γρ + Γ = μ Γ − + μ Γ − ∂  

' 2' '' ' '
t r r

v

( )    ∂∂ρ + = + + μ + + μ +  ∂ ∂    

'
' ' '' ' '

Pr
p

p
c TpTc T p T T

t t r
v v

( )  Γ+ μ Γ − + − +  
  

2 2
2

2 2

'1 2 4' '
3r rr r

vv v
v

( )   ∂ Γρ + − = − + μ + − + μ −  ∂   

2

3 2

'4 2' ' '' ' 2 '
3 3

p
t r rr r

vv v v
vv v v

( )ρ∂ρ + = = ρ
∂

'
0,

r
p R T

t r
v

( )
( )

( )

Γ = = ρ = ρ = = >
Γ = Γ = = = > =

Γ → → ρ → ρ → μ → μ > → ∞

0 0

0 0 0

0, , , 0 0, *
, , 0 0,* * * * *

0, , , 0, 0, ,

T T t r r
w r T T t r r

T T t r

v

v

v

πΓ2 w v

p = μ λPr pc ( )1O pc



572 ГАДЖИЕВ и др.

удельная теплоемкость при постоянном давлении,  – универсальная газовая посто-
янная, . Число Прандтля Pr и  полагаются постоянными.

Согласно уравнениям (2.1) радиальный масштаб области, в которой возникают вяз-
кие возмущения, является величиной пропорциональной , где . Безраз-

мерный параметр  – отношение характерных независимых линейных размеров
рассматриваемой задачи – может меняться при  в широких пределах. В настоя-
щей работе ставится задача о построении асимптотического решения уравнений (2.1),

(2.2) при относительно больших временах, когда . Для определенно-
сти рассматривается случай линейной зависимости коэффициента вязкости от темпе-
ратуры газа .

Для решения задачи всю область течения можно разбить на три асимптотические
подобласти. Линейные размеры  и  соответствуют внутренней и внешней обла-
стям вязких возмущений (соответственно области  и ). Как будет показано ниже,
внешнему пределу решения в области  соответствуют нулевая азимутальная ско-
рость и конечный (но малый при больших числах Рейнольдса) расход, вызванный пе-
ременной по времени радиальной скоростью. Поскольку при ограниченной скорости
распространения возмущений в газе расход должен обращаться в нуль на больших
расстояниях от цилиндра, возникает третья асимптотическая область , за размер ко-
торой отвечают акустические возмущения. Линейный размер области  равен , где

 – скорость звука в невозмущенном газе, и является наибольшим из трех масштабов:
его отношение к размеру области  составляет  = , где Re =

= , , ,  – показатель адиабаты.

Цель данной статьи – определить характеристики течения в областях  и .
В каждой из этих областей вместо независимых переменных ,  введем новые незави-
симые переменные: ,  в области  и ,  в области .

Зависимые переменные в уравнениях (2.1), (2.2) представим в безразмерном виде

Далее черточки над безразмерными переменными будут опущены. Уравнения (2.1),
(2.2) можно переписать в безразмерном виде. В области  
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(2.4)

В области  

(2.5)

(2.6)

Здесь

Из уравнений (2.3)–(2.6) следует, что при  и  искомые функции
в областях  и  являются величинами порядка  или меньше. Очевидно, что гра-
ничных условий (2.4), (2.6) недостаточно для однозначного определения этих функ-
ций в каждой из областей , . Необходимо потребовать, чтобы выполнялось сра-
щивание асимптотического решения в области  при  с асимптотическим ре-
шением в области  при .

3. Асимптотическое решение уравнений в области G2. Из третьего уравнения (2.5) сле-

дует, что с точностью до членов порядка  статическое давление в области  яв-
ляется при  постоянной величиной  и имеет координатную особенность

 при . Из уравнений (2.5) можно получить, что с точностью до членов

порядка  плотность газа и радиальная составляющая скорости выражаются через
функцию :

(3.1)

Зависимость  пока оставим неизвестной. Эта величина должна определяться из
условия  при , вытекающего из условий сращивания с решением
в области .

∂ρερη = η = ρ
∂ε

2( )' ,
2

p Fv

( )γ = = = = η =
2

2
0

*1, , 0 1*
T

F F
T

v

2G ( )< τ < ∞0

( )γ γ ρ ρ ∂γε γ − + γ − + − τγ = − 
 τ τ ∂ε

' ' 2 1'' ' '
2 2 2
F
F F F

v

( ) { ( ) ( )( )−ρ ρ ∂ε ∂ ε+ + − τ = − − + − τ +
τ ∂ε ∂ε

' æ 1Pr 1 1'' ' Pr 2 '
2 2 æ 2 2

F pFF F p
F F

v v

( ) ( ) ( )( )

( )( )

− ε − γ + γ − + ε τ + τ +  
 ττ 

γ ε ∂= ε + τ + τ − + − + ρ ∂ετ

2 2 2
2 2 21
12 2

2
2 2 2
1 3 2

æ 1 M æ 12 82 ' M ' '
3 Re

1 1 1' æ M '
2 2Re

F F

p

v v v v

v
v v v v

( ) ( )  + τ + + τ +  ρ  

'4 '' 3 ' 2 '
3 3

FF
F

v v v v

( ) ∂ρε τρτ = τ + ρ = ρ
∂ε

2
2 ' ',

2 2
p Fv

( )γ → → → → τ → ∞0, 1, 1, 0F p v

∂ ∂η= ∂ ∂τ

1

2

в
( )'

в
G
G

ε → 0 1M ~ ~ (1)*F O

1G 2G (1)O

1G 2G

1G η → ∞
2G τ → 0

ε2( )O 2G
( )τ ~ 1O = 1p

ε τ2 2~p τ → 0

ε2( )O
F

( )ε
ρ = = +

ττ2

'1 ,
2 Pr

Fc
F

v

( )εc
( )τ ε ≤( , ) 1Ov ( )τ ≤ 1O

1G



574 ГАДЖИЕВ и др.

В главном приближении функция  удовлетворяет уравнению

(3.2)

Асимптотическое поведение решения уравнения (3.2) при  имеет вид

(3.3)

Из условия, что при  функция  должна сращиваться с решением в обла-
сти , а ее величина сохранять порядок  при , следует

(3.4)

С учетом соотношений (3.3), (3.4) функции ,  представим в виде сте-
пенного ряда по малому параметру :

(3.5)

Таким образом, в главном приближении решение для температуры и циркуляции
зависит только от автомодельной переменной . Функция  удовлетворяет нелиней-
ному уравнению

(3.6)

и краевым условиям

(3.7)

Единственным решением для , удовлетворяющим (3.6), (3.7), является

(3.8)
Согласно выражениям (3.1),

Функции ,  удовлетворяют линейным дифференциальным уравнениям

(3.9)

и граничным условиям

(3.10)

Решение уравнений (3.9), удовлетворяющих условиям (3.3)–(3.5) и (3.10):
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где . В главном приближении распределение циркуляции отличается от слу-
чая несжимаемой жидкости на постоянный множитель  – неизвестную
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константу, которая определяется из условия асимптотического сращивания реше-
ния (3.11) с решением в области .

Из представлений (3.1) и (3.5), решения (3.11) и условия  при  (об-
ласть перекрытия с решением в )

Для следующего приближения функций, определяющих температуру и циркуля-
цию, имеем

(3.12)

Граничные условия для уравнений (3.12)

(3.13)

В решение уравнений (3.12) с граничными условиями (3.13) войдут еще две пока не-
известные константы  и .

(3.14)

В двух первых приближениях при  функции  отличаются от своих пре-
дельных значений (2.6) на экспоненциально малые величины. Безразмерная радиаль-

ная составляющая скорости  затухает по степенному закону . Та-

кое поведение  соответствует тому, что расширение области  с течением време-
ни индуцирует при  поле радиальных скоростей, эквивалентных источнику
(или стоку) с отношением интенсивности источника к циркуляции вихря, неограни-
ченно убывающему при возрастании числа Рейнольдса, малому по сравнению с ха-
рактерной циркуляцией вихря  и зависящему от времени

(3.15)

В области  возникает задача о распространении возмущений от источника, кото-
рый “включается” в момент времени  и на больших временах имеет вид (3.15).
Так как со временем  уменьшается, то интенсивность источника убывает.
Из асимптотики (3.15) и уравнений (2.1) следует, что радиальная скорость  и возму-
щения температуры , плотности  и давления  имеют поря-
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док  и удовлетворяют линейным уравнениям Эйлера, которые пре-
образуются к виду

При  характеристики течения соответствуют невозмущенному состоянию га-
за. В отличие от главного приближения уравнений в областях  (4.12) и  (3.5), урав-
нения в области  не сводятся к обыкновенным дифференциальным уравнениям и
решение не является автомодельным.

Из представлений (3.5), решений (3.8) и (3.11) следует, что на масштабе ,
т.е. в области , первые два приближения становятся членами одного порядка мало-
сти. Для проведения процедуры сращивания решения в области  с решением в об-
ласти  выпишем поведение функций  при  (внутренний предел внешнего
разложения):

(3.16)

где ,  – постоянная Эйлера.
Первое из соотношений (3.16), переписанное в переменных  ( ), определяет

граничные условия для функции  в области  при  (внешний предел внутрен-
него разложения). С точностью до членов порядка 

(3.17)

Из-за логарифмического характера особенности в решении задачи при  (3.16)
возникает ситуация, когда для сращивания решений в переменных области  (3.17) с

точностью до членов  необходимо в области  построить решение (3.5),

(3.8), (3.11), (3.14) с точностью до .

4. Асимптотическое решение уравнений в области . Решение уравнений (2.3) будем

искать, пренебрегая в них членами порядка . Тогда для функций  и  имеем

(4.1)
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Легко проверить, что циркуляция , не имеющая особенность при  и удо-
влетворяющая условию , выражается через функцию :

(4.2)

Подстановка представления (4.2) во второе уравнение (4.1) приводит к тождеству.
С учетом уравнений (4.1) из уравнений (2.3) следует, что  и  также выражаются
через интегралы функции . Сосредоточимся на решении первого уравнения (4.1),
т.к. остальные гидродинамические функции могут быть найдены по виду функции .
Подставляя представления (4.2) в первое уравнение (4.1) и учитывая граничное усло-
вие и условие сращивания решений, имеем

(4.3)

(4.4)

Введем новую зависимую переменную 

(4.5)

Выпишем уравнения и краевые условия, которым с точностью до  удовле-

творяет функция . Из задачи (4.3) с учетом замены (4.5) приходим к уравнению

(4.6)

Используя определение величины  и замену (4.5), получаем

(4.7)

где , ,  – скорость звука в га-
зе у поверхности цилиндра. Из асимптотики (4.4) получаем

(4.8)

Уравнение (4.6) можно переписать в виде

(4.9)
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Следовательно, для задачи (4.6)–(4.8) вместо соотношения (4.7) можно использо-
вать граничное условие

(4.10)

Асимптотическое поведение решения уравнения (4.6) при  имеет вид

(4.11)

Решение уравнений (4.6), (4.8), (4.10) будем искать в виде асимптотического ряда

(4.12)

Из решений (4.8), (4.11), (4.12) следует, что  не содержит логарифмического
члена при . Уравнение и граничные условия для функции  имеют вид

(4.13)

(4.14)

(4.15)

При заданных параметрах течения около цилиндра параметр  фиксирован. Тогда
если в дополнение к граничным условиям (4.14), (4.15) задавать произвольное значе-
ние , то система (4.13)–(4.15) будет переопределенной. Варьируя  и решая за-
дачу Коши, можно найти такое его значение, при котором система (4.13)–(4.15) разре-
шима. В качестве примеров на рис. 1 приведены решения (снизу вверх) при  и

,  и ,  и ,  и .
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Из (4.4), (4.5) следует, что параметр  определяется главным приближением реше-
ния в области 

(4.16)

При  и  параметр  есть также величина порядка , которая мо-
жет принимать как положительные, так и отрицательные значения. Взаимодействие
температурного и вихревого полей в области  приводит к переходу энергии враща-
тельного движения газа в энергию тепловую. Относительная температура газа 
вблизи поверхности цилиндра возрастает. Зависимость , представленная на
рис. 2, соответствует . Если , то поток тепла поступает из обла-
сти  в область ; в противном случае поток тепла меняет свое направление.

Согласно граничному условию (4.8) функция  должна иметь логарифмиче-
скую особенность при . Из-за этой особенности оба слагаемых в асимптоти-
ке (4.12) становятся одного порядка при переходе из области  в область . Сращи-
вание решений становится возможным, если в представлении (4.12) учитываются оба
члена асимптотического разложения.

Уравнения и краевые условия для функции :
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(4.19)
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При произвольном значении  система (4.17)–(4.19) также является переопреде-
ленной. Варьируя , можно найти его значение, при котором выполняется
условие (4.19).

С точностью до членов порядка  решение для  в области  можно
считать известным. При  это решение имеет вид

(4.20)

где

(4.21)

Используя решения (4.4), (4.20), (4.21) можно найти неизвестный коэффициент  в
асимптотическом представлении для функции  в области .

Через известные функции  и  можно из представлений (4.2) и уравне-

ния (4.9) выразить с точностью до членов  решение для циркуляции

(4.22)

Интегрируя два раза выражение (4.2) по частям, с учетом (4.20) получаем при

(4.23)

Откуда внешний предел внутреннего разложения представляется формулой

(4.24)

где .
Соотношение (4.24), переписанное в переменных , определяет вид внутреннего

предела внешнего разложения для функции  в области 

(4.25)

где .
Раскладывая (4.25) в ряд по степеням , получим

(4.26)
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Сравнение асимптотику (4.26) с (3.16) позволяет определить неизвестные констан-
ты  и , входящие в представление величин в области . Для константы  получаем
соотношение

(4.27)

Выражение (4.27) можно переписать в виде

(4.28)

Из уравнений и граничных условий (4.13)–(4.15) следует, что . Заменяя в
подынтегральном выражении (4.28)  на меньшую величину , приходим к не-
равенству

(4.29)

В случае  температура газа во всем пространстве будет превосходить темпера-
туру невозмущенного газа ( ), поскольку нет причин, противодействующих на-
греву газа вследствие перехода энергии вращательного движения в тепло. В этом слу-
чае из (4.29) следует, что . Можно показать, что тот же результат будет иметь ме-
сто при произвольной монотонно возрастающей зависимости . Это позволяет
сформулировать теорему о скачке циркуляции: если  и , то циркуляция

в сжимаемом газе в области  будет превышать циркуляцию в несжимаемой
жидкости при тех же  и  (сравнение приведено на рис. 5, см. ниже). Название теоре-
мы связано с тем, что внутренний предел внешнего решения ( ) для циркуляции

 не совпадает со значением циркуляции на поверхности цилиндра.
Пользуясь промежуточными асимптотиками температуры (3.17) и циркуляции (4.23),

можно в главном приближении вычислить кинетическую энергию течения

(4.30)

где  – кинетическая энергия для случая несжимаемой жидкости в тот
же момент времени. Почти вся энергия приходится на течение в промежуточной обла-
сти  и со временем неограниченно растет вместе с размером этой обла-
сти. В случае , численное решение дает значения констант ,

. Кинетическая энергия течения сжимаемого газа оказывается меньше, чем у
несжимаемой жидкости: в пределе  из (4.30) получается .

5. Составное решение. С точностью до членов  равномерно пригодное ре-

шение для функций  и  в области  представляется в виде [10]
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где  и  – решения (4.5), (4.12), (4.22) в области , переписанные в пере-

менных ,  и  – решения (3.5) в области ,  и  – внутрен-
ний предел внешнего разложения (3.16).

На рис. 3–4 представлено поведение зависимостей  и , соответ-
ствующих случаю ,  и трем разным значениям : кривые 1
соответствуют значениям параметров , ; 2 – , ; 3 – ,

; пунктирами изображено численное решение уравнений Навье–Стокса при
 (см. разд. 8). В случае  температура имеет максимум в области ; при
 – монотонно возрастает при удалении от поверхности цилиндра. Переход

энергии вращательного движения в тепловую вызывает рост температуры газа в обла-
сти , в области  – влияние на изменение температуры газа в основном оказывает
диффузия тепла. Рост температуры газа вызывает увеличение коэффициента дина-
мической вязкости  и появление градиента вязкости , что в
случае  приводит к немонотонному изменению циркуляции вращательного
движения вдоль координаты . По мере удаления от поверхности цилиндра завихрен-
ность

дважды меняет свой знак. Имеется участок, на котором генерируется положительная за-
вихренность. В случае, соответствующем рис. 3 при , он включает .
Из второго уравнения системы (4.1) можно получить соотношение

из которого следует, что экстремум завихренности в области  достигается в той же
точке ( , рис. 3), что экстремум температуры. Циркуляция окружной скорости
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на участке  превосходит циркуляцию около поверхности
цилиндра. Этот эффект не наблюдается в несжимаемой жидкости, в которой измене-
ние циркуляции вдоль координаты  – монотонное, а в пределах области  циркуля-
ция постоянна. На рис. 5 приведено сравнение  для сжимаемого газа при

,  (сплошная кривая) и  для несжимаемой
жидкости (пунктир).

6. Решение задачи при малых числах . При , что соответствует малым чис-
лам , можно получить решение для  в аналитическом виде. Из соотношения (4.3)
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r 1G
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и граничного условия на поверхности цилиндра следует, что с точностью до  в

области 

(6.1)

В области  по-прежнему выполняется

(6.2)

Асимптотическое сращивание решений (6.1) и (6.2) определяет неизвестные кон-
станты  и 

Аналогичным путем определяется распределение циркуляции. Из (4.27) следует,
что в главном приближении

7. Решение задачи при больших числах . В предыдущих пунктах асимптотическое
решение задачи при числах  получено при условии, что . В этом случае
и величина . Вместе с тем, при реально достижимых больших временах (ма-
лых ) величина  может перестать быть пренебрежимо малой, например при

: .
Анализ результатов при  указывает на то, что с ростом  величина коэф-

фициента  также растет. Поэтому при больших числах  может наступить ситуа-
ция, когда коэффициент  может перестать быть малой величиной. Определим
условия, при котором  становится величиной порядка . Для этого рассмот-
рим решение при .

Функции  и  связаны соотношением (4.14) и поэтому имеют разный поря-
док малости по параметру . Для определения порядков этих функций проведем чис-
ленное решение задачи (4.13)–(4.15) при малых . На рис. 6 показано решение этих

уравнений при  (сплошная кривая) и  (точки). Видно, что зависимо-
сти  в этих случаях близки друг к другу. В пределе при  обозначим значе-
ние  через . Из численного решения получаются величины, которые име-
ют порядок : , . Подставляя эти значения в
формулу (4.16), получаем

Таким образом, соотношения, полученные в разд. 2–4, справедливы при

. Построим решение при .
Так же, как и в случае малых возмущений, в области  с точностью до членов по-

рядка  статическое давление  при  и имеет координатную осо-

бенность  при . Плотность, радиальная компонента скорости и
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функция  подчиняются соотношениям (3.1), (3.2). Асимптотическое поведение ре-
шения уравнения (3.2) при  имеет вид

(7.1)

Здесь , . Так как функции  и  согласно (7.1) зависят от  и
, уравнения для их определения в области  в главном приближении будут

иметь вид

(7.2)

Неизвестные коэффициенты  и  определяют решение краевой задачи для урав-
нений (7.2) и должны выбираться из условия  при  и из сращивания с ре-
шением в области .

Внешний предел внутреннего разложения для функции  в области  определяется
из соотношения (7.1). При 

(7.3)

Формула (7.3) указывает на то, что функцию  можно представить в виде асимп-
тотического ряда

Для определения  можно выписать задачу, совпадающую с (4.13)–(4.15) (рис. 1).
Условие сращивания записывается в виде

(7.4)
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Краевую задачу (7.2) можно решать, варьируя начальные условия задачи Коши для
уравнений (7.2). В качестве начального условия выступает значение , задаваемое
функцией (7.1). При этом коэффициенты  и  связаны соотношением (7.4). Таким
образом, варьируя только значение  и определяя  с помощью (7.4), необходимо
найти то значение , при котором  при .

После того, как коэффициенты  и  найдены, решается задача об определении
функции  в области . Алгоритм ее нахождения изложен в разд. 4.

Определение поля температур позволяет решить задачу о нахождении распределе-
ния циркуляции в области . В главном приближении функция  должна подчинять-
ся уравнению

с граничными условиями  при  и  при .
В области  для определения  по-прежнему верна формула (4.2). Величина  вы-

бирается из условия сращивания

На рис. 7–8 представлено поведение зависимостей  и  (разд. 5),
соответствующих случаю ,  и  (сплошные кривые), и
численного решения уравнений Навье–Стокса при тех же значениях параметров
(пунктир).

8. Численное решение уравнений Навье–Стокса. Асимптотическое решение задачи
сравнивается с численным решением уравнений Навье–Стокса (2.1), которое произ-
водится методом конечного объема 2-го порядка точности по пространству с разно-

стями против потока и 1-го порядка по времени в круговой области  на
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радиально-симметричной сетке с 24000 ячейками. Число ячеек составляет 
вдоль окружности  и  вдоль радиуса; размер ячеек в радиальном на-

правлении равен  у поверхности цилиндра  и 20 на внешней границе расчет-

ной области . На внешней границе ставится граничное условие невозмущен-
ного потока; ошибка ввиду наличия радиального течения с ненулевым значением 
оказывается приемлемой.

Все расчеты проведены при значениях безразмерных параметров , ,
. Наибольший период времени, до которого был проведен расчет, соответ-

ствует значениям ,  при ; ,  при
. Дальнейший расчет в течение обозримого времени не позволяет существенно

уменьшить значение малого параметра  в разложениях (3.5), (4.12). Шаг по вре-

мени  таков, что  при ;  при .
Распределения циркуляции и температуры, полученные из численного решения

уравнений Навье–Стокса, подтверждают асимптотическое решение и приведены на
рис. 3, 4, 7, 8.

Заключение. Хорошо известна задача о диффузии вихря и обратная задача о созда-
нии вихря с помощью вращающегося цилиндра в несжимаемой жидкости. Для дан-
ных задач характерен рост линейного размера вязкой области по закону . Распре-
деление циркуляции по радиусу является монотонной функцией, растущей для задачи
о диффузии вихря и убывающей для вращающегося цилиндра.

Задача о создании вихря в сжимаемом газе с вязкостью, зависящей от температуры,
сходна с аналогичной задачей для случая несжимаемой жидкости размером вязкой об-
ласти, но кардинально отличается от нее немонотонным распределением циркуляции
внутри этой области. На распределение циркуляции, как это следует из уравнений
(2.1), влияет не только коэффициент вязкости, но и градиент коэффициента вязкости.
Именно благодаря этому влиянию в отличие от несжимаемой жидкости, когда вся за-
вихренность вращающейся жидкости имеет одинаковый знак, в сжимаемом газе име-
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ются режимы, когда завихренность по мере движения вдоль радиуса дважды меняет
знак. При одинаковых  и  и при температуре цилиндра не ниже температуры невоз-
мущенного газа ближние к цилиндру частицы в несжимаемой жидкости будут вра-
щаться быстрее чем в сжимаемом газе, в дальнем поле ситуация будет противополож-
ной (рис. 5). В случае сжимаемого газа с постоянной вязкостью распределение цирку-
ляции будет близким к случаю несжимаемой жидкости.

Решения получены с помощью метода сращиваемых асимптотических разложений
на больших временах, когда размер вязкой области намного превосходит радиус ци-
линдра. Заметим, что в главном приближении решение для температуры и для цирку-
ляции терпит разрыв на стыке областей  и , т.е. внешний предел внутреннего раз-
ложения не равен внутреннему пределу внешнего разложения; данное равенство обес-
печивается только в следующих приближениях.

В области  температура и циркуляция подчиняются стационарным уравнениям,
но граничное условие, обеспечивающее сращивание решения с решением в области ,
нестационарно. Поэтому решение в области  будет параметрически зависеть от вре-
мени, в пределе  выходя на установившийся режим.

Малый параметр задачи  медленно уменьшается с ростом времени. При
 в дальней области задача поддается линеаризации. Но, если , то воз-

можна ситуация, когда в дальней области необходимо решать нелинейную задачу
обыкновенных дифференциальных уравнений, и это возможно сделать только чис-
ленным методом. При больших числах  максимум температуры и коэффициент ,

который отвечает за поведение циркуляции в дальней области, пропорциональны .
На рис. 7 для случая  максимум температуры больше температуры поверхности
цилиндра в 13 раз. На рис. 8 максимум циркуляции превосходит циркуляцию на по-

верхности цилиндра всего в 2 раза; можно показать, что он достигнет порядка 
только на экспоненциально больших временах, на которых задача в дальней области

линейна ( ).
Все основные результаты подтверждены численными расчетами уравнений (2.1)

для нестационарных осесимметричных течений.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (Проект № 19-01-00163).
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On a Vortex Generation by a Rotating Cylinder
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The problem of the axysimmetric vortex evolution in a compressible viscous f luid generated
by an infinitely elongated cylinder rotating around its axis is considered. The asymptotic
solution at large times is constructed. The conditions, guaranteeing that the velocity circula-
tion at large distances is higher than in the incompressible f luid case, are determined.

Keywords: vortex, rotating cylinder, compressibility, heat f lux, asymptotic solution

REFERENCES

1. Loitsyanskiy L.G. Fluid Mechanics. (Mekhanika zhidkosti i gaza) Moscow: Drofa, 2003. 840 p. (in
Russian)

2. Gaifullin A.M. Self-similar unsteady viscous f low // Fluid Dyn., 2005, no. 4, pp. 29–35.
3. Gaifullin A.M. Vortical Flows. (Vikhrevye techeniya) Moscow: Nauka, 2015. 319 p. (in Russian)
4. Bashkin V.A., Egorov I.V. Numerical Investigation of Problems of External and Internal Aerody-

namics. (Chislennoe issledovanie zadach vneshney i vnutrenney aerodinamiki) Moscow: Fizmatlit,
2013. 332 p. (in Russian)

5. Nair M.T., Sengupta T.K., Chauhen V.S. Flow past rotating cylinders at high Reynolds numbers us-
ing higher order upwind scheme // Comput. & Fluids, 1998, vol. 27, no. 1, pp. 47–70.

6. Kalinin E.I., Mazo A.B. Steady and periodic regimes of laminar f low around the rotating cylinder //
TsAGI Science J., 2011, vol. 42, no. 5, pp. 52–71.

7. Petrov A.G., Yudin M.A. On cylinder dynamics in bounded ideal f luid f low with constant vorticity //
Fluid Dyn., 2019, vol. 83, no. 3, pp. 393–402.

8. Mack L.M. The compressible viscous heat-conducting vortex // J. Fluid Mech, 1960, vol. 8, no. 2,
pp. 284–292.

9. Byrkin A.P. On exact solution to the Navier–Stokes equations for compressible f lows in channels.
(O tochnykh resheniyakh uravneniy Navye–Stoksa dlya techeniya szhimayemogo gaza v kanalakh) //
Uchyonye zapiski TsAGI, 1970, vol. 1, no. 6, pp. 15–21. (in Russian)

10. Van Dyke M.D. Perturbation Methods in Fluid Mechanics. N.Y.: Acad. Press, 1964. 229 p.



ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2020, том 84, № 5, с. 590–611

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВУХФАЗНОГО ПОТОКА 
В ЦЕНТРОБЕЖНОМ СЕПАРАТОРЕ

© 2020 г.   З. М. Маликов1,*, М. Э. Мадалиев1,**
1 Институт механики и сейсмостойкости сооружений Академии наук Республики Узбекистан, 

Ташкент, Узбекистан
*e-mail: malikov.z62@mail.ru

**e-mail: Madaliev.ME2019@mail.ru

Поступила в редакцию 19.05.2020 г.
После доработки 15.07.2020 г.

Принята к публикации 24.07.2020 г.

В статье представлены численные результаты математического моделирования двух-
фазного осесимметричного закрученного турбулентного потока в центробежном се-
параторе. Расчеты проведены для различных моделей турбулентности: модели SARC
(Spalart-Allmaras Rotation/Curvature Correction) и SST-RC (Shear Stress Transport Ro-
tation/Curvature Correction) с коррекцией на вращение/кривизну потока, модель
Рейнольдсовых напряжений SSG/LRR-RSM-w2012, а также новой двухжидкостной
модели. При численном решении была использована продольно-поперечная неяв-
ная схема, а связь давления со скоростями потока реализовывалась с помощью про-
цедуры SIMPLEC. Полученные численные результаты различных моделей сравни-
ваются между собой и с экспериментальными данными.

Ключевые слова: осредненные по Рейнольдсу уравнения Навье–Стокса, модель
SARC, модель SST-RC, модель SSG/LRR-RSM-w2012, новая двухжидкостная мо-
дель, центробежный воздушный сепаратор, прогонка, SIMPLEC
DOI: 10.31857/S0032823520050057

Введение. Центробежные аппараты широко используются во многих отраслях на-
родного хозяйства. Вопросы проектирования новых моделей и совершенствование су-
ществующих конструкций тесно связаны с анализом процессов, происходящих в этих
аппаратах. Гидродинамическая картина течения, реализуемая в таких устройствах,
оказывает существенное влияние на весь технологический процесс. Очень часто в
пневматических аппаратах в качестве рабочей среды используют воздух, а сами кон-
струкции имеют сложную геометрическую форму. При этом режимы течения всегда
являются турбулентными. Физическое моделирование таких процессов связано с
большими затратами средств и времени. Методы математического моделирования
можно рассматривать как один из перспективных способов успешного решения зада-
чи о нахождении поля скорости, при этом получение аналитических решений практи-
чески невозможно или связано с низкой степенью достоверности. Следовательно,
единственным способом решения поставленных задач можно считать метод числен-
ного моделирования [1].

В настоящее время для решения задач турбулентности используются метод прямого
численного моделирования (Direct Numerical Simulation, DNS) [2, 3], метод моделиро-
вания крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES) [4] и методы, направленные на за-
мыкание уравнений Навье–Стокса осредненные по Рейнольдсу (Reynolds-Averaged

УДК 532
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Navier–Stokes Equations, RANS). Современные возможности метода DNS с определе-
нием всех составляющих движения ограничены расчетами при относительно невысо-
ких числах Рейнольдса, не превышающих величину порядка 103. Метод LES по срав-
нению с DNS может применяться для расчетов течений с существенно большими чис-
лами Рейнольдса. Однако использование метода LES для расчета течений вблизи
стенки требует применения сеток, приближающихся по своим характеристикам к сет-
кам метода DNS [5]. Поэтому для технических приложений более применимым явля-
ется метод, базирующийся на решении осредненных уравнений Навье–Стокса по
Рейнольдсу.

Таким образом, для инженерных расчетов требуются модели турбулентности, до-
статочно точно описывающие усредненные поля и крупномасштабные пульсации за-
крученных течений. Получившие широкое распространение в инженерных расчетах
многие модели турбулентности плохо описывают такие течения. Чтобы улучшить
адекватность моделирования турбулентных закрученных течений пытаются модифи-
цировать существующие RANS модели турбулентности. Такими моделями являются
широко известные модели SARC [6] и k-ω SST-RC [7], где введены специальные по-
правки на вращение потока в моделях SA [8] и k-ω SST [9] соответственно. В то же
время отмечается [10], что в определенных задачах с сильным вращением потока эти
модели могут дать не совсем адекватные результаты. Это объясняется тем, что в осно-
ве этих моделей лежит гипотеза Буссинеска, которая справедлива для изотропных
турбулентных течений, а в течениях с сильной закруткой возникает анизотропная тур-
булентность. Поэтому для течений с анизотропной турбулентностью разработаны мо-
дели без привлечения гипотезы Буссинеска. Их представителями являются модели
Рейнольдсовых напряжений. Недостаток моделей Рейнольдсовых напряжений в том,
что необходимо решать много дифференциальных уравнений, не менее семи уравне-
ний для турбулентности, что требует много вычислительных ресурсов. Кроме того, не-
обходимо использовать специальные средства для улучшения устойчивости и сходи-
мости, нет строгих физических оснований при постановке граничных условий на сво-
бодных границах для напряжений.

Необходимо упомянуть, что еще одним подходом к решению проблемы турбулент-
ности, который на сегодняшний день можно считать почти забытым, является двух-
жидкостной подход Сполдинга [11]. Суть данного подхода заключается в том, что тур-
булентный поток делится на две жидкости по некоторым отличительным признакам
потока. Например, для описания перемежаемости поток делится на ламинарный и
турбулентный, в задачах горения на сгоревший и не сгоревший газ и т.д. Сложнее об-
стоит дело с простым турбулентным потоком, где отсутствуют явные отличительные
черты потока, по которым можно было бы разделить поток на две жидкости. Поэтому
в следующей работе Сполдинга [12] предложено умозрительно разделить поток на
“быструю” и “медленную” жидкости. С помощью этой модели были получены ре-
зультаты предсказавшие довольно точно турбулентные характеристики потока. Одна-
ко двухжидкостный подход [12] не получил дальнейшего развития. Причина этого
явления заключается в том, что для замыкания систем уравнений, как в моделях
RANS привлекались еще дополнительные уравнения на основе различных гипотез.
В результате число решаемых уравнений удваивалось по сравнению с RANS-моделя-
ми, что увеличивало вычислительное время.

Новое развитие двухжидкостного подхода после более 30 летнего перерыва получе-
но в недавно опубликованной работе одного из авторов [13] настоящей статьи. В ука-
занной работе продемонстрировано, что новая двухжидкостная модель является низ-
корейнольдсовой и хорошо описывает сильно закрученные турбулентные течения.
Поэтому целью настоящей работы является сравнение различных подходов к турбу-
лентности для моделирования двухмерного осесимметричного турбулентного течения
в воздушном центробежном сепараторе, который используется в процессах сепарации
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и классификации частиц, получении порошков требуемого качества. Для этого ис-
пользованы хорошо апробированные и имеющие хорошую точность модели RANS с
привлечением гипотезы Буссинеска SARC и SST-RC, один из вариантов метода Рей-
нольдсовых напряжений SSG/LRR-RSM-w2012, а также упомянутая новая двухжид-
костная модель. Численные результаты этих моделей сравниваются не только между
собой, но и с экспериментальными данными для дисперсного состава отсепарирован-
ного порошка.

1. Физическая и математическая постановки задачи. Принципиальная схема центро-
бежного сепаратора показана на рис. 1. Центробежный воздушный сепаратор работает
следующим образом. Исходный материал подается через патрубок 1 в верхнюю часть
сепаратора. Управляемыми лопатами 2 потоку воздуха придается вращательное движе-
ние. Под действием центробежной силы инерции частицы движутся к внутренней ци-
линдрической стенке корпуса сепаратора и попадают в зону классификации 3, распо-
ложенную между усеченными конусами и стенкой корпуса сепаратора. Крупные ча-
стицы – линии 4, вследствие своей большей массы под действием центробежной силы
накапливаются около внутренней стенки корпуса сепаратора и по инерции попадают
в бункер сепаратора 7. А мелкие частицы – линии 5, увлекаются воздухом и выносятся
из сепаратора через выходной патрубок 6, который соединен с всасывающим вентиля-
тором. Таким образом, исходный материал разделяется на две фракции.

Несложно понять, что эффективность такого сепаратора сильно зависит от его
геометрии. Поэтому для поиска оптимальных геометрических параметров возни-
кает задача моделирования кинематики частиц внутри установки. Ясно, что кине-

Рис. 1. Схема рассчитываемого воздушно-центробежного сепаратора.
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матика частиц зависит от динамики потока воздуха. Поэтому здесь возникают две
задачи: 1) исследовать динамику воздушного потока; 2) на основе полученных гид-
родинамических параметров воздушного потока исследовать траектории сепарируе-
мых частиц.

На практике объемная плотность пыли в сепараторах может достигать 50 г/м3. Дан-
ное значение существенно меньше, чем плотность несжимаемого воздуха (1.29 г/м3).
Поэтому во многих работах влиянием твердой фазы на динамику воздуха пренебрегается.
Однако около стенки, где скапливаются частицы пыли под действием центробеж-
ной силы, концентрация твердой фазы может достигать больших значений. В та-
ком случае влиянием твердой фазы на динамику газовой фазы пренебрегать нель-
зя. Поэтому в настоящей работе проводится численное исследование турбулентно-
го потока с учетом влияния твердой фазы на динамику воздушного потока внутри
центробежной установки.

Для численного исследования поставленной задачи используется система уравне-
ний Навье–Стокса, осредненная по Рейнольдсу с учетом взаимодействия между фаза-
ми [14]. При моделировании двухфазного потока не будут учитываться силы, действу-
ющие на частицы, обусловленные эффектами турбулентной миграции, Сефмена,
Магнуса (подъемная сила) и Кориолиса, поскольку они существенно меньше, чем
центробежная сила. Таким образом, для математического моделирования процес-
сов переноса частиц порошка в сепараторе является достаточным учет центробеж-
ной и Стоксовой силы взаимодействия между фазами. По теории пограничного
слоя Прандтля можно пренебречь и членами в диффузионных членах с производ-
ными в продольном и тангенциальном направлениях. Сепаратор имеет осевую
симметрию, поэтому удобной системой является цилиндрическая система коорди-
нат. Используя метод осреднения Рейнольдса для двухфазного потока можно по-
лучить систему уравнений
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здесь , ,  – соответственно аксиальная, радиальная и тангенциальная составляю-
щие скорости воздушного потока; , ,  – аналогичные составляющие скоро-
сти для i-й фракции пыли;  – гидростатическое давление;  – плотность газа;  – его
молекулярная вязкость; , , ,  – компоненты тензора Рейнольдсовых
напряжений;  – массовая плотность пыли; ki – коэффициент взаимодействия между
воздухом и i-й фракции пыли; N – число фракций пыли. В работе рассмотрено число
фракций N = 5.

Коэффициент взаимодействия между фазами определялся через параметр Стокса:

В данном выражении  – плотность материала частиц пыли,  – “эффективный”
диаметр частиц. Система уравнений (1.1) является незамкнутой, т.к. возникающие
Рейнольдсовые члены являются неизвестными. Следовательно, задача RANS-моде-
лей турбулентности заключается в замыкании этой системы на основе различных ги-
потез и математических приемов. RANS-модели в основном разработаны для одно-
фазного потока. Поэтому при использовании этих моделей для двухфазного потока
необходимо учесть влияние твердой фракции на флуктуирующие характеристики тур-
булентного потока. Данная задача требует дополнительных исследований. В настоя-
щей работе это влияние в первом приближении предполагается малым при неболь-
ших концентрациях и в моделировании не учитывается. Данное предположение мож-
но оправдать тем, что концентрация частиц высока около стенки сепаратора, где
находится вязкий подслой потока, где турбулентные пульсации имеют не большие
значения. Таким образом, далее обратное влияние твердой фазы на течения газовой
фазы в системе (1.1) учтено только через уравнения движения газовой фазы.

Для замыкания системы уравнений (1.1) в моделях, где используется гипотеза Бус-
синеска, использованы соотношения

Здесь  – турбулентная вязкость,  – турбулентное число Шмидта. Следователь-
но, задача сводится к поиску неизвестной турбулентной вязкости. Что касается мето-
дов Рейнольдсовых напряжений, то дополнительные уравнения получаются из осред-
ненных уравнений Рейнольдса и Навье–Стокса. Ниже используются модели SARC,
SST-RC и SSG/LRR-RSM-w2012. Эти модели являются широко известными и мето-
дика их реализации представлена во многих ранее выполненных исследованиях, по-
этому в данной работе они не приводятся. Больший интерес представляет реализация
новой двухжидкостной модели для поставленной задачи. Особенность этой модели в
том, что для ее вывода использован иной подход к проблеме турбулентности. По этой
причине ниже приводится суть этого подхода и основные моменты вывода математи-
ческой модели турбулентности на основе этого подхода.

2. Новая двухжидкостная модель турбулентности. Рассмотрим течение двух жидко-
стей составляющие гетерогенную смесь, где эти жидкости состоят из отдельных объе-
мов. На рис. 2 показано течение такой смеси в плоскости перпендикулярной к на-
правлению i. Здесь темным цветом обозначена I жидкость и светлым цветом II жид-
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кость. Обозначим через ,  их скорости. Будем считать их плотности одинаковыми
и равными . Пусть  неподвижная элементарная площадь, а  – площадь зани-
маемая жидкостью I и  – жидкостью II. Очевидно, что

(2.1)

Определим суммарную массу жидкостей проходящих через элементарную площад-
ку  за время 

(2.2)

С другой стороны данную массу через скорость смеси  запишем в виде

(2.3)

Приравнивая правые части (2.2) и (2.3), а также учитывая (2.1) найдем скорость ге-
терогенной смеси двух жидкостей

(2.4)

Очевидно, что

(2.5)

Жидкости состоят из отдельных объемов. Поэтому элементарная площадь  мо-
жет быть полностью внутри I или II жидкости в промежутке времени , где  –
характерный размер объемов жидкостей. Если данный размер существенно меньше,
чем характерный размер течения, т.е. , то и время  тоже будет существенно
меньше, чем характерное время течения. Следовательно, параметр  име-
ет флуктуирующий характер. Параметр  можно интерпретировать как поверхност-
ную долю первой жидкости в элементарной площадке. Следовательно, соотношение (2.4)
можно представить в виде

(2.6)
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Рассмотрим теперь турбулентный поток для несжимаемой жидкости. Тогда флукту-
ациями плотности можно пренебречь. Следуя гипотезе Рейнольдса, скорость турбу-
лентного потока представим в виде суммы осредненной  и флуктуирующей  скоро-
стей

(2.7)

Осреднение скорости здесь проводится по способу Рейнольдса

(2.8)

Здесь  период интегрирования. Введем непульсирующую скорость , для которой
выполняется условие  в промежутке времени . Флук-
туирующую скорость представим в виде

(2.9)

где,  флуктуирующая безразмерная функция, которая меняется во времени в

пределах . Таким образом, скорость  можно интерпретировать как ам-
плитуду флуктуирующей скорости. Введем еще один параметр . Тогда (2.9)
можно записать в виде

(2.10)

Осредненное по времени значение флуктуирующей скорости должно быть равно
нулю, т.е.

(2.11)

Отсюда следует, что . Таким образом, выражение (2.7) можно представить
в виде

(2.12)

Опытные наблюдения показывают, что в турбулентном потоке жидкость распадает-
ся на отдельные объемы – моли. Эти моли совершают относительное движение. Сле-
довательно, турбулентный поток можно представить, как гетерогенную смесь. Поэто-
му сравнивая выражения (2.12) и (2.6) можем заключить, что турбулентный поток
можно представить в виде гетерогенной смеси из двух жидкостей со скоростями

(2.13)

и поверхностной доли первой жидкости

(2.14)
Следовательно

(2.15)

Из соотношений (2.13) следует, что первая жидкость соответствует более “быст-
рой”, а вторая жидкость более “медленной” жидкостям, а скорость  можно рассмат-
ривать как относительную скорость жидкостей. Таким образом, флуктуирующий ха-
рактер скорости в турбулентном потоке вызван относительным движением двух жид-
костей и случайными изменениями их поверхностных долей во времени.
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Следовательно, в турбулентном потоке флуктуирующим параметром являются их по-
верхностные доли, а не скорости жидкостей, поскольку не существует такой силы, под
действием которой объемы жидкостей (моли) могут иметь флуктуирующие скорости.

Для дальнейшего исследования введем объемную долю первой жидкости

(2.16)

Здесь  – элементарный объем,  – объем занимаемый первой жидкостью.
Теперь определим массовую плотность первой жидкости в элементарном объеме

(2.17)

Масса первой жидкости, пересекаемая через элементарную площадь  за время T,
определяется интегралом

(2.18)

С другой стороны, данная масса определяется интегралом

(2.19)

Сопоставляя правые части выражений (2.18) и (2.19) получим

(2.20)

Таким образом, представляя турбулентное течение, как смесь двух потоков, уравне-
ния неразрывности для каждой жидкости запишем в виде

(2.21)

Здесь  интенсивность массообмена между жидкостями. После подстановки в дан-
ное уравнение скорости из соотношения (2.13) и осреднения по времени получим
уравнения

(2.22)

При этом учтена несжимаемость потока, а также, что . Из систем урав-
нений (2.22) можно получить

(2.23)

Аналогично запишем для каждой жидкости уравнение движения [14]

(2.24)
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Согласно гипотезе Рейнольдса давление жидкости представим в виде суммы осред-
ненного и пульсационного давлений . Поэтому после осреднения по време-
ни получим

(2.25)

В этих выражениях

(2.26)

Здесь μ – коэффициент динамической вязкости жидкости.
Подставим скорости молей из (2.13) в (2.25), затем сложим эти уравнения. В итоге

получим уравнение импульса для осредненного потока

(2.27)

В данном уравнении

Теперь, если в системе (2.25) вычесть из первого уравнения второе, получим урав-
нение для относительной скорости

(2.28)

Таким образом, систему уравнений для осредненных величин турбулентного пото-
ка можно записать

(2.29)

Система (2.29) представляет собой основные уравнения нового двухжидкостного
подхода к математическому описанию турбулентности. Как видно из (2.29) уравнение
движения для осредненного потока имеет очень похожий вид, что и в осредненном
уравнении Рейнольдса. Однако в уравнениях Рейнольдса турбулентные напряжения
являются неизвестными. Следовательно, уравнения Рейнольдса незамкнуты, и для за-
мыкания необходимо привлечь различные гипотезы. Что касается нового двухжид-
костного подхода, то он дает замкнутую систему уравнений (2.29). Принципиальная
разница двух подходов в том, что они основываются на различных концепциях. Под-
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ход Рейнольдса базируется на двух гипотезах: 1) скорость турбулентного потока состо-
ит из осредненной и флуктуирующей скоростей; 2) турбулентный поток описывается
уравнением Навье–Стокса. Приведенных условий оказывается недостаточным для
описания турбулентности, поскольку на основе первой гипотезы вводятся две неиз-
вестные скорости, а используется только одно уравнение. Первую гипотезу Рейнольд-
са на сегодняшний день можно считать экспериментально подтвержденной. Что каса-
ется второй гипотезы, то она не совсем очевидная, в силу того, что уравнение Навье–
Стокса представляет собой “точную” модель ламинарного потока.

Для двухжидкостного подхода основными условиями являются первая гипотеза
Рейнольдса и то, что в турбулентном потоке жидкость разбивается на отдельные объе-
мы (моли), которые совершают относительное движение. В работе на основе этих
условий математически показано, что турбулентный поток можно представить, как
гетерогенную смесь двух жидкостей. Следовательно, для двух неизвестных можно за-
писать два уравнения движения – для первой и второй жидкостей, что приводит к за-
мкнутой системе уравнений. Еще одной особенностью двухжидкостной модели
является то, что многие параметры турбулентности с большой достоверностью опре-
деляются через относительные скорости.

В упомянутой работе одного из авторов [13] подробно приводятся методики определения
сил взаимодействия между жидкостями . Поэтому здесь приведем окончательный их вид

(2.30)

Здесь  – сила вызванная массообменом между жидкостями,  – поперечная
сила Сефмена обусловленная сдвиговым полем скорости,  – сила трения,  – си-
ла возникающая в результате относительного молярного движения жидкостей,

,  – скорость деформации. Подставляя выражения

(2.30) в систему уравнений (2.29) получим следующую систему уравнений для турбу-
лентного потока в новом двухжидкостном подходе

(2.31)

Здесь  – коэффициент трения

(2.32)
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В данном выражении  – ближайшее расстояние до твердой стенки,  – наи-
больший корень характеристического уравнения

(2.33)
где  матрица

и .
В тестовых задачах показано, что удовлетворительные результаты получаются при

, , .
Необходимо отметить, что при моделировании движения твердой фазы, как было

отмечено выше, силой Сеффмена пренебрегается, поскольку плотность материала
твердых включений намного больше, чем плотность газовой фазы. Поэтому твердые
частицы в силу своей инертности не чувствительны к этой силе. А для движения газо-
вой или жидкой фазы сила Сеффмена [15] играет решающую роль для возникновения
турбулентного перемешивания. Например, при обтекании плоской пластины попе-
речное движение жидкостей обусловлено именно этой силой. О существовании такой
силы упоминал еще Сполдинг в своей двухжидкостной модели. Эта сила достаточно
хорошо изучена как в теоретическом, так и в экспериментальном плане.

3. Математическое моделирование двухфазного потока на основе новой двухжидкост-
ной модели турбулентности. Для описания двухфазного потока в центробежном сепа-
раторе систему уравнений новой двухжидкостной модели (2.31) запишем в цилиндри-
ческих координатах. Тогда полная система уравнений двухфазного потока (1.1) будет
иметь вид
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Для определения коэффициента трения  составим матрицу 

Решением характеристического уравнения (2.33) для составленной матрицы будет

Из полученных решений находим наибольший вещественный корень

Еще одним неизвестным и очень важным параметром в системе (3.1) является ко-
эффициент турбулентной диффузии частиц . Согласно кинетической теории дан-
ный коэффициент определяется по формуле

(3.2)

Здесь  относительная скорость твердой фракции,  – длина пути перемешивания
концентрации частиц. В рамках двухжидкостной модели турбулентности твердые фрак-
ции содержатся как в первой, так и во второй жидкостях, а, так как эти жидкости имеют
относительную скорость, то и твердые частицы, содержащихся в них, также совершают
относительное движение. В первом приближении, для не очень крупных частиц, их отно-
сительные скорости можно считать равными относительным скоростям жидкости
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В классической теории турбулентности делается гипотеза о пропорциональности
длины пути перемешивания концентрации  и длины пути перемешивания импульса 

Здесь  – турбулентное число Шмидта. Т.к. относительные скорости частиц
и жидкости одинаковые, то будут одинаковыми и их длины пути перемешивания им-
пульсов. Ранее [13] на основе теории пути перемешивания Прандтля предложено со-
отношение

Подставляя полученные результаты в (3.2) найдем коэффициент диффузии

(3.3)

Для исследования стационарного решения динамики двухфазного потока приме-
нен метод установления, т.е. решаются нестационарные уравнения, и стационарное
решение достигается при достаточно большом количестве итерации по времени. Для
всех рассматриваемых моделей турбулентности в качестве начального условия задава-
лось решение уравнений Эйлера для однофазного потока. На твердых поверхностях
ставились условия прилипания, на входе в сепаратор параметры потока задавались, а
на выходе воздуха и в бункере использовалась экстраполяция второго порядка точно-
сти. Численное решение представленных систем уравнений проводилось в физиче-
ских переменных скорость–давление [16]. Для конвективных членов использовался
метод контрольного объема. Коррекция давления на скорости потока проводилась
процедурой SIMPLEC. Для конечно-разностной аппроксимации исходных уравне-
ний использована двухшаговая неявная схема Писмена–Ракфорда [17]. Для числен-
ного исследования течения двухфазного потока в сепараторе, область течения была
разделена на 4 участка. Безразмерная схема расчетной области сепаратора показана на
рис. 3.

Для численной реализации уравнений расчетная область приведена к прямоуголь-
ным областям. Для этого произведена замена переменных (z, r) на (ξ, η), где ξ = z, а
вторая переменная определялась из соотношений

Как было сказано выше при обезразмеривании все длины были соотнесены к ради-
усу корпуса сепаратора, который в экспериментальной установке был равен 
мм. Опыты проводились при следующих значениях параметров потока на входе в ко-

аксиальный канал:  м/с, ,  м/с,  кг/м3. Здесь  –

средняя продольная скорость на входе,  – средняя тангенциальная скорость,  –
плотность материала твердой фазы. В новой двухжидкостной модели относительные
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скорости жидкостей имели значения , , . Численные расчеты пока-
зали, что результаты слабо зависят от входных условий для относительных скоростей.
Суммарная плотность твердой фазы на входе была равна  г/м3 и распределена
по сечению однородно.

Несложно определить, что число Рейнольдса на входе по отношению к радиусу
корпуса сепаратора имеет небольшое значение Re = 3820. Следовательно, толщина
вязкого подслоя турбулентного потока имеет значительный размер и можно исполь-
зовать довольно грубую расчетную сетку без сгущения около стенок. Поэтому в работе
вязкий слой рассчитывался напрямую без использования пристеночных функций, т.к.
все тестируемые в работе модели являются низкорейнольдсовыми. Численные резуль-
таты получены для расчетной сетки 100 × 100. Численные эксперименты показали,
что сгущение расчетных ячеек в два раза приводило к изменениям не более 2%, но за-
то значительно увеличивало время расчета.

Лабораторный эксперимент был проведен для порошка цинка. Массовый состав
частиц цинка по размерам приведен в таблице 1, который разделен на пять фракций.

4. Обсуждение результатов. На рис. 4 иллюстрируются профили скоростей воздуха в
сечении . Здесь , ,  безразмерные скорости. Данное сечение
соответствует течению в расширяющемся коаксиальном канале.

Рис. 4 показывает довольно заметное отличие результатов различных моделей. Осо-
бенно сильно различаются результаты RANS-моделей с результатами двухжидкостной

= 0.01u = 0v = 0w

ρ = 18m

= 2z ref/U U ref/V U ref/W U

Рис. 3. Область течения в сепараторе.
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модели. Данные различия авторы объясняют тем, что число Рейнольдса в пересчете на
ширину коаксиального канала достаточно мало и соответствует переходному режиму
от ламинарного к турбулентному. Известно, что для многих моделей турбулентности
для расчета переходного режима требуются специальные поправки.

На рис. 5 показаны профили скоростей потока воздуха в сечении . Из рисун-
ка видно, что в этом сечении результаты различных моделей качественно совпадают.
Это происходит потому, что по всей видимости данное сечение соответствует зоне с
наибольшей турбулентностью, что адекватно описывается всеми моделями.

На рис. 6 показаны линии тока осредненных скоростей для всех моделей. По этим
линиям тока видно, что модель SSG/LRR-RSM дает большую длину зон рециркуля-
ции как на оси, так и за уступом, по сравнению с расчетом по SARC, SST-RC и двух-
жидкостной модели.

Еще одним отличием в этих картинах течений является циркуляция потока на вхо-
де в бункер. Можно заметить, что во всех RANS-моделях эта циркуляция в правой ча-
сти бункера происходит против, а по результатам двухжидкостной модели по часовой
стрелке. Данная циркуляция потока играет большую роль для эффективности сепара-
тора.

Для оперделения эффективности, а также для оптимизации параметров сепаратора
большую информацию дает отслеживание траекторий частиц внутри установки [18–
22]. Поэтому в работе кроме систем уравнений (1.1) и (3.1) дополнительно была иссле-
дована кинематика твердых частиц. Известно, что для отслеживания траекторий ча-
стиц удобным является подход Лагранжа. В лагранжевом подходе уравнения движе-
ния для частиц запишем в виде

В данной системе уравнений производная в левых частях уравнений является суб-
станциональной производной. Как видно из этой системы зная поле скоростей несу-
щей газовой фазы можно определить скорости частиц, а по ним и траектории для каж-
дой фракции. Для численной реализации приведенной системы уравнений была ис-
пользована неявная схема Эйлера с пересчетом. На рис. 7 приведены траектории
частиц размером 10 мкм, рассчитанные различными моделями. Из рисунка видно, что
все модели предсказывают улавливание частиц размером 10 мкм. Однако по результа-
там двухжидкостной модели за счет циркуляции потока по часовой стрелке, эти ча-
стицы отбрасываются в сторону выхода воздуха.

Аналогичная картина траекторий для частиц размером 8 мкм представлена на рис. 8,
из которого видно, что по модели SSG/LRR-RSM частицы имеют более сложную тра-
екторию, чем в других моделях.

Как видно из приведенных рисунков путем отслеживания траекторий для каждой
фракции твердой фазы можно определить эффективность сепаратора. Поэтому на
рис. 9 приведены расчетные графики различных моделей для дисперсного распреде-
ления частиц цинка, осевшие в сепараторе. Для сравнения приведено также дисперс-
ное распределение частиц, полученное лазерным анализатором. Анализ проводился

= 3.5z

( ) ( ) ( )= − = − = −, ,pi pi pi
i i pi i i pi i i pi

dU dV dW
k U U k V V k W W
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Таблица 1. Фракционный состав твёрдой фазы

Размеры частиц цинка , 
в мкм 0 до 5 5 до 10 10 до 20 20 до 30 30 до 45 свыше 45

Исходный материал ПЦ-4, 
по массе %

16 29 35 16 4 0

δi
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для уловленной пыли сепаратором. Видно, что наиболее близкие результаты к опыт-
ным данным имеет двухжидкостная модель турбулентности.

Выводы. Сопоставление численных результатов принципиально различных моде-
лей турбулентности показывает, что они количественно дают разные результаты для

Рис. 4. Профили безразмерных аксиальной, радиальной и тангенциальной скоростей потока в сечении .
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параметров газового потока. Однако примерно одинаково предсказывают эффектив-
ность центробежного сепаратора. Численная реализация моделей показала, что эти
модели имеют различные степени сложности в эксплуатации и требуют различные
вычислительные ресурсы. Практически все модели турбулентности, кроме двухжид-

Рис. 5. Профили аксиальной, радиальной и тангенциальной скоростей потока в сечении .
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костной модели, для устойчивости требовали очень малые шаги интегрирования по
времени, что сильно увеличивало вычислительный ресурс. Например, модели SARC и
SST-RC интегрировались безразмерным шагом по времени Δt = 10–4, модель
SSG/LRR-RSM шагом Δt = 5 × 10–5. При незначительном увеличении шагов интегри-

Рис. 6. Линии тока скорости в сепараторе, рассчитанные различными моделями. а) SARC, б) SST-RC,
в) SSG/LRR-RSM, г) двухжидкостная модель.

a б в г

Рис. 7. Траектории частиц размером 10 мкм. а) SARC, б) SST-RC, в) SSG/LRR-RSM, г) двухжидкостная
модель.

a б в г
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рования эти модели давали неустойчивые решения. Что касается новой двухжидкост-
ной модели, то она дала хорошие результаты при интегрировании шагом Δt = 10–3.
Кроме того, новая модель достаточно проста в реализации и дала наиболее близкие
результаты к экспериментальным данным. Например, по сравнению с громоздкой
моделью SSG/LRR-RSM, которая рекомендуется для расчетов течений с сильной за-
круткой потока, новая двухжидкостная модель оказалась существенно проще. Таким

Рис. 8. Траектории частиц размером 8 мкм. а) SARC, б) SST-RC, в) SSG/LRR-RSM, г) двухжидкостная
модель.

a б в г

Рис. 9. Дисперсный анализ состава цинкового порошка из бункера сепаратора. 1 – SSG/LRR-RSM,
2 – SARC, 3 – SST-RC, 4 – новая двухжидкостная модель, 5 – данные анализатора.
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образом, представленный опыт, а также опыт из статьи [13] позволяют предположить,
что новая двухжидкостная модель может оказаться эффективной при моделировании
и других течений с анизотропной турбулентностью.
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Numerical Simulation of Two Phase Flow in Centrifugal Separator
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The numerical results of mathematical modeling of a two-phase, axisymmetric swirling tur-
bulent f low in the separation zone of a centrifugal separator are presented. For the reliability
of the numerical results obtained, the dynamics of the carrier gas f low was modeled by vari-
ous turbulence models. Is used the linear models SARC (Spalart-Allmaras Rotation/Curva-
ture Correction) and SST-RC (Shear Stress Transport Rotation/Curvature Correction), the
nonlinear model SSG/LRR-RSM-w2012 Reynolds stresses, as well as the new two-fluid
model. For solving numerically, a longitudinal-transverse implicit scheme was used, and the
connection of pressure with the velocity fields was realized using the SIMPLEC procedure.
The results of comparing numerical calculations with experimental data are presented.

Keywords: Reynolds-averaged Navier-Stokes equations, SARC model, SST-RC model, SSG,
LRR-RSM-w2012 model, Malikov model, centrifugal air separator, sweep, SIMPLEC
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1. Постановка задачи. Акустический волновод , , образован полубеско-
нечными цилиндрами (рукавами)

(1.1)

и центральным ядром  (резонатором) – областью с липшицевой границей  и ком-
пактным замыканием  (рис. 1). Система декартовых координат

 соотнесена со всем сочленением , а в рукавах (1.1) применяются ло-

кальные координаты  и , поперечные и продольная. Поверхности , ограничи-

вающие сечения  цилиндров (1.1), также являются компактными и липшице-
выми. Масштабированием характерный размер резонатора  сведен к единице, и тем са-
мым декартовы координаты и геометрические параметры сделаны безразмерными.

При частоте  гармонических во времени колебаний акустической среды дав-
ление  удовлетворяет краевой задаче Неймана для оператора Гельмгольца

(1.2)

(1.3)

Здесь ,  – оператор Лапласа и  – производная вдоль внешней нор-
мали, определенная почти всюду на поверхности , липшицевой по предположению.
Обобщенная формулировка задачи (1.2), (1.3) сводится к интегральному тождеству [1]

(1.4)

N

= 1N = 2N

Ξ ⊂ d
R ≥ 2d

−Π ∈ ϖ ≥… …1 1= { : = ( , , ) , 0}, = 1, ,n n n
n d n nx y y y z n N

Θ ∂Θ
Θ Θ ∪ ∂Θ=

…1= ( , , )dx x x Ω
ny nz ∂ϖn

−ϖ ⊂ 1d
n R

Θ

ω > 0
u

−Δ ω ∈ Ξ Θ ∪ Π ∪ ∪ Π…

2
1( ) = ( ), = Nu x u x x

ν∂ ∈ ∂Ξ( ) = 0,u x x

∇ = grad Δ ∇ ⋅ ∇= ν∂
∂Ξ

∞
Ξ Ξ∇ ∇ ω ∈ Ξ2( , ) = ( , ) ( )cu u Cv v v

УДК 519.958:531.33:517.956.8
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При этом  – натуральное скалярное произведение в пространстве Лебега ,

а пробные функции  считаются бесконечно дифференцируемыми и имею-
щими компактные носители потому, что далее изучаются решения, не затухающие на

бесконечности, т.е. не попадающие в пространство Соболева . Из-за возможных
особенностей решений в иррегулярных точках границы  всюду под решениями кра-
евых задач в неограниченной области  понимаем именно функции, удовлетворяю-
щие соответствующим интегральным тождествам вида (1.4).

Проверено [2], что непрерывный спектр оператора задачи (1.4) (или краевой за-
дачи (1.2), (1.3) в случае гладкой границы ) занимает замкнутую положительную по-
луось . Таким образом, при любой частоте  в рукавах (1.1) возникают
поршневые моды

(1.5)

(1.6)

Нормирующий множитель , включающий ( )-мерный объем  сечения ,
нужен для придания полезных свойств используемых далее объектам. Согласно клас-

сическому принципу излучения Зоммерфельда [2, 3] волна  приходящая в рука-

ве , а волна  уходящая на бесконечность.
Основная цель настоящей работы – изучение дифракционных характеристик со-

членения  акустических волноводов  на малых частотах, т.е. при . Да-

лее решение задачи (1.4) или (1.2), (1.3) удобно обозначать . Полученные асимпто-
тические формулы показывают, что в главном структура матрицы рассеяния в волно-
воде  зависит только от количества  рукавов и ( )-мерного объема (площади
при ) сечений . Какие-либо странности в процессе рассеяния волн происхо-
дят только в случаях ,  и при одинаковых объемах сечений

(1.7)

2. Матрица рассеяния и главный член ее асимптотики. Акустическое поле, иницииро-
ванное приходящей в рукаве  волной, допускает представление

(2.1)

Ξ(, ) Ξ2( )L
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Рис. 1.
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При этом  – экспоненциально затухающий на бесконечности остаток, а  – глад-
кая срезающая функция, служащая для локализации волн в рукаве 

(2.2)

Коэффициенты  разложений (2.1) образуют ( )-матрицу , называемую мат-
рицей рассеяния и в силу выбора нормирующих множителей (1.6) являющуюся уни-
тарной и симметричной, но не обязательно эрмитовой (простая проверка этих
свойств представлена, например, в статье [4]).

Определим главный член асимптотики матрицы рассеяния

(2.3)

Здесь и далее многоточие заменяет младшие асимптотические члены, не существен-
ные для предпринимаемого формального анализа. Оценки асимптотических остатков
будут приведены в разд. 5.

Метод сращиваемых асимптотических разложений [5, 6], ([7], Гл. 2) был приспо-
соблен [4, 8] к исследованию бесконечных волноводов. Применим формулу Тейлора к
волнам (1.5)

(2.4)

В итоге внешние разложения решения (2.1) в рукавах (1.1) принимают вид

(2.5)

Множители при  предписывают поведение на бесконечности членов внутрен-

него разложения, пригодного для описания поля  вблизи резонатора 

(2.6)

Ввиду “излишней малости” спектрального параметра  правой частью уравнения
Гельмгольца (1.2) можно пренебречь, и поэтому первые два члена разложения (2.6)
суть решения однородных задач Неймана для оператора Лапласа

(2.7)

(2.8)

однако уравнение в задаче для  становится неоднородным

(2.9)

При учете слагаемых порядка  в соотношении (2.5) получим для решения зада-
чи (2.7) условия на бесконечности

(2.10)

В итоге гармоническая функция  ограничена и, следовательно, равна какой-то

постоянной , причем в силу формул (2.10) и (1.6) имеем

(2.11)
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Выделив в разложении (2.5) члены , видим, что решение  задачи (2.8)
нужно подчинить условию

(2.12)

Из-за линейного роста при  такая гармоническая функция, обладающая
нулевой нормальной производной на поверхности , существует в том и только в том
случае, если суммарный поток на бесконечность обращается в нуль, а именно

(2.13)

Иными словами, соотношение (2.13) служит условием существования решения (2.12)
задачи (2.9).

В силу формулы (1.6) равенства (2.11) и (2.13) позволяют вычислить постоянную

(2.14)

(2.15)

Следовательно

(2.16)

Для того чтобы описать простейшие свойства матрицы  с элементами (2.16) вве-
дем ортогональный проектор  и диагональную матрицу 

(2.17)

Здесь  и  – матрицы размером , соответственно единичная и составленная

из  единиц, а след  матрицы  совпадает с величиной (2.15).

Итак, матрица  приобретает вид

(2.18)

и является ортогональной (вещественной унитарной), так как  и

При этом  – сопряженная для  матрица, совпадающая с транспонирован-

ной  ввиду вещественности , т.е.  – знак транспонирования.
Матрица (2.18) имеет собственные числа –1 и 1, причем первое простое и ему отве-

чает собственный вектор

Кратность второго собственного числа равна  и  – соответствующее соб-
ственное подпространство.
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3. Матрица поляризации и поправочный член асимптотики. Задача Неймана для урав-
нения Лапласа

(3.1)

помимо постоянного решения  обладает решениями  с линейным ро-
стом на бесконечности

(3.2)

и остатками , экспоненциально затухающими при . У каждого из решений (3.2)
суммарный поток на бесконечность обращается в нуль (ср. выкладку (2.13)). Таким
образом, правая часть уравнения Пуассона в задаче Неймана для остатка  имеет
компактный носитель  и нулевое среднее по множеству , а значит, гармониче-
ские функции  действительно существуют и их поведение при  выясняется
при помощи метода Фурье.

Решения (3.2) ищем в виде

(3.3)

Правая часть

уравнения Пуассона в задаче Неймана для слагаемого  суммы (3.3)

имеет компактный носитель и нулевое среднее по 

Следовательно, существует решение задачи (3.3) с конечным интегралом Дирихле, ко-
торое согласно методу Фурье ограничено и стабилизируется в рукавах  к некоторым
постоянным . Поскольку решение  определено с точностью до постоянного
слагаемого, можно соблюсти равенства

Итак, матрица  размером , составленная из коэффициентов в раз-
ложениях (3.2) и называемая матрицей поляризации, удовлетворяет соотношению

(3.4)

Функции (3.2) линейно зависимы. В самом деле, сумма  ограничена в ,
т.е. является постоянной, причем равенства (3.4) обеспечивают тождество

(3.5)
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Введем ортогональный проектор

(3.6)

и заметим, что матрица поляризации осуществляет взаимно однозначное отображе-
ние

(3.7)

При этом

Кроме того, матрица поляризации симметрична, так как в силу формулы Грина и со-
отношений (3.4) имеем

Из решений (3.2) и  задачи (3.1) соорудим решение  задачи (2.8),
(2.12). С этой целью удобно использовать запись

и интерпретировать ее как разложение столбца функций 

Здесь  – числовая ( )-матрица со столбцами ,

 – столбец функций переменных , а  – столбец экспоненциально
затухающих остатков. В результате формулы (2.12) и (3.2) принимают вид

(3.8)

(3.9)

Введены обозначения  и .
Сравнивая разложения (3.8) и (3.9), находим, что

(3.10)

Здесь  – неизвестная числовая диагональная матрица. В силу соот-

ношения (3.5) при любом  справедливо включение . Следовательно,

выражение  определено корректно и, кроме того, множитель  можно не пи-

сать, так как сужение проектора  на подпространство  – тождественное отобра-

жение. Наконец,  согласно формуле (3.7).
Итак, соотношения (3.8)–(3.10) дают равенство

(3.11)
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Для определения последнего слагаемого нужно было бы построить следующий член

 разложения (2.3). Точно так же для вычисления главного члена (2.18) потребова-
лась первичная информация о коэффициентах представления (2.12) асимптотических
поправок  в разложениях (2.6).

4. Упрощенная постановка: второй поправочный член. В предыдущих разделах был
построен главный член асимптотики (2.3) матрицы рассеяния, достаточный для целей
данной работы. Закончим построение поправочного члена (3.11) в предположении (1.7),
которое упомянуто в разд. 1 и будет принято в разд. 6 при обсуждении аномалий рас-
сеяния. В этом случае формулы (3.6), (2.17) и (2.14), (2.18) принимают вид

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Соотношения (1.7) и (3.7) обеспечивают равенство

(4.4)

Таким образом, в формуле (3.11) для поправочного члена  нужно найти лишь диа-
гональную матрицу .

В отличие от гармонических функций  и  третий член  разложения (2.6) –
решение неоднородной задачи Неймана (2.9). Ищем его в виде

(4.5)

(4.6)

Остаток  исчезает на бесконечности с экспоненциальной скоростью,  – вели-
чина (4.2),  и  – введенные в разд. 3 решения задачи (3.1), а  – срезаю-
щие функции (2.2). Присутствие в сумме (4.5) слагаемых  с разложениями (3.2) и про-
извол в выборе коэффициентов , образующих матрицу ,
позволили ввести одинаковый множитель (4.2) при  в асимптотике (4.6) на каждом
из рукавов .

Постоянные слагаемые  далее не понадобятся, а множитель  в линейных
членах вычисляется при помощи формулы Грина

При этом
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Следовательно, при учете формулы (2.14) получим

(4.7)

Согласно разложениям (2.5) и (2.6) решениям  задачи (2.9) предписано такое по-
ведение на бесконечности:

(4.8)

Сравнивая соотношения (4.5), (3.3), (4.6) и (4.8), находим

(4.9)

Теперь при учете формул (3.11), (4.1), (4.4), (4.6) и (4.7) получим

(4.10)

Соотношение (4.9) позволяет вычислить и коэффициенты  представления (4.5),
однако явное выражение для них не понадобится.

5. Полные асимптотические ряды и обоснование асимптотики. Построение асимпто-
тики матрицы рассеяния можно продолжить и вычислить коэффициенты формально-
го ряда

(5.1)

В рамках метода сращиваемых разложений (см. [5, 6] и др.) скорость полиномиально-
го роста решений предельной задачи (3.1) неограниченно возрастает от шага к шагу
итерационного процесса, что делает сопутствующие рассуждения и выкладки излиш-
не сложными и громоздкими. Поэтому более удобно применить метод составных раз-
ложений (см. [7, 9] и др.) и искать представление решения (2.1) в виде суммы фор-
мальных рядов

(5.2)

Алгоритм определения членов  и  весьма прост: волны (1.5) раскладываются в

ряды Тейлора (ср. формулы (2.4) и (2.5)), а функции  служат для компенсации не-
вязок, возникающих вследствие умножения названных волн на срезки (2.2), и приоб-
ретают экспоненциальное затухание при  в результате подбора коэффициен-

тов . При этом условия существования решения  неоднородной задачи (3.1)

(5.3)

принимают вид

(5.4)

В силу соотношения (3.5) условия ортогональности (5.4) с индексами  ли-
нейно зависимы, и поэтому формулы (5.4) фиксируют только  связей и позволяют

поочередно вычислить коэффициенты .
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Обоснование асимптотических разложений проводится при помощи техники весо-

вых пространств с отделенной асимптотикой [4, 8]. Обозначим  пространство

Кондратьева [10], полученное пополнением линейного множества  (бесконечно
дифференцируемые функции с компактными носителями) по весовой соболевской
норме

Пространство  составлено из функций

(5.5)

и снабжено гильбертовой нормой

(5.6)

Коэффициент  при  учитывает наличие большого множителя

 в волнах (1.5) и тем самым уравнивает вклады слагаемых суммы (5.5) в
составную норму (5.6).

Поскольку разложение (5.5) поля  включает только уходящие в рука-

вах  волны  и исчезающий на бесконечности c экспоненциальной скоростью

остаток , интегральное тождество

(5.7)

отвечает постановке условий излучения Зоммерфельда в задаче (5.3). При этом  –

линейный непрерывный функционал на пространстве , принадлежащий со-

пряженному пространству , например

Проверено [11, Гл. 5], [4, 8], что существует зависящее от области  число ,
для которого при  оператор задачи (5.7)

осуществляет изоморфизм, причем его норма и норма обратного не превосходят

.

Обоснование асимптотики (5.1) матрицы рассеяния  проводится по стандартной

схеме [4, 8]. Зафиксируем натуральное число  и в качестве приближения  к функ-

ции  возьмем частичные суммы рядов (5.2) (ограничиваем суммирование по

). По построению функция  оставляет малую невязку порядка  в

задаче (1.2), (1.3), так что правая часть  интегрального тождества вида (5.7) для раз-

ности , освободившейся от приходящей волны , удовлетворяющей усло-
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виям излучения Зоммерфельда и потому принадлежащей пространству , вы-
полнено соотношение

В результате упомянутая оценка нормы обратного оператора  дает неравенство

(5.8)

Норма (5.6) включает модули коэффициентов рассеяния, а значит, неравенство (5.8)
влечет за собой искомую оценку

(5.9)

Понижение степени малого параметра  на единицу в мажоранте (5.9) означает, что в

сумме присутствует “лишний” член , который следует присоединить к остатку.
Точно так же в разд. 2 для вычисления главного члена (2.18) асимптотики матрицы

рассеяния потребовалось обследовать основную поправку .
6. Аномалии Вайнштейна. Явные формулы [12] для акустического поля в полубеско-

нечной цилиндрической круговой трубе, открытой в пространство , указывают на
эффект “почти полного” отражения волны, приходящей с бесконечности в трубе. Та-
кое необычное поведение волн на околопороговых частотах можно смоделировать
слабопроницаемой мягкой стенкой Неймана (третье краевое условие с большим мно-

жителем  при производной ).
Похожие, но несколько другие эффекты обнаружены [13, 14] в цилиндрическом

волноводе с резонатором и одним или двумя рукавами (рис. 2, а и б). Формулы (2.11)
для главных членов асимптотики матрицы рассеяния позволяют сделать выводы о
рассеянии волн в волноводах с разным количеством рукавов (рис. 1). Для упрощения
дальнейших формул предположим, что все сечения одинаковы  и, сле-
довательно, верны формулы (1.7) и (4.1)–(4.3).

1°. В случае  имеем

(6.1)

Разумеется, в акустическом волноводе с одним рукавом, ограниченном жесткими
стенками, реализуется полное отражение приходящей с бесконечности волны – в конце
волновода располагается жесткая стенка (краевое условие Неймана). Формула (6.1)

означает, что коэффициент отражения  имеет фазу ,
найденную при учете представлений (4.3) и (4.10), так как .
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2°. В случае  волновод , прямой или изломанный (рис. 2, а), характеризуется
( )-матрицей рассеяния, которая согласно соотношениям (5.9) и (4.1) принимает
вид

(6.2)

Итак, в рассматриваемом волноводе происходит почти “полное прохождение” волн.
Этот эффект следует связать с инвертированной аномалией Вайнштейна. Если отка-
заться от требования (1.7), то согласно формуле (2.16) матрица рассеяния принимает
вид

и эффект почти полного прохождения волны исчезает.
3°. При  для волновода  (рис. 1) выполнено соотношение

(6.3)

Таким образом, волна проникает во все рукава сочленения  в значительной мере. Та-
кой же вывод получается при большем количестве рукавов.

4°. Гипотетический случай  с большой натяжкой можно ассоциировать с
упомянутой задачей Вайнштейна [12] о полубесконечной трубе, которая открыта в
пространство, образованное бесконечным количеством цилиндрических волноводов.

При этом формула (2.11) с  показывает, что , т.е. реализуется прямая

аномалия Вайнштейна, а выделенный рукав  у основания ,  пере-
крыт малопроницаемой мягкой стенкой. Эти выводы конечно же условны.

Формулы (4.3) и (4.10) с повышенной точностью  описывают почти одинако-

вую картину рассеяния волны , приходящей с бесконечности в разных рукавах 
волновода . Рассеяние волны можно условно разбить на два процесса. В первом вол-

на  отражается от ядра  как от мягкой стенки, т.е. с сохранением фазы и измене-
нием знака амплитуды на противоположный. Во втором в каждом из рукавов ,

, возникает уходящая волна с уменьшенной в  раз амплитудой и сла-
бым искажением фазы

Суммарные амплитуды волн определяются в главном лишь количеством рукавов у
волновода, но фазы – также другими характеристиками, в частности, матрицей поля-
ризации , введенной в разд. 3. Только при ограничении (1.7) и в частных случаях

 или  рассеяние волн трактуется как аномалия Вайнштейна, связанная с
почти полными отражением или прохождением волны.
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5°. На физическом уровне строгости приближенные формулы (6.2) и (6.3) могут
быть получены при помощи простейшей одномерной модели. Сделаем замену коор-

динат , т.е. превратим рукава (1.1) в тонкие, с сечениями диаметром

, цилиндры, сочленение  в область  и тем самым исклю-

чим малый параметр  из уравнения Гельмгольца (1.2). Акустическое поле , за-

писанное в координатах , обозначим , и получим для него задачу

(6.4)

Первичный асимптотический анализ ([7], Гл. 5) задачи (6.4) на сочленении тонких
областей предоставляет совокупность обыкновенных дифференциальных уравнений

(6.5)

с классическими условиями Кирхгофа

(6.6)

При выполнении соотношений

(6.7)

функции

служат решениями одномерной задачи (6.5), (6.6) и одновременно дают главные чле-

ны асимптотики решения (2.1) многомерной задачи (1.2), (1.3). Коэффициенты ,
найденные из алгебраической системы (6.7), суть главные члены матриц рассеяния
при любом  (ср. формулы (6.1)–(6.3) при ).

Полученные тем или иным образом первые члены асимптотики (2.3) матрицы 
показывают, что на малых частотах в главном матрица рассеяния не зависит от гло-
бальной геометрии сочленения цилиндрических волноводов, но только от площадей
их сечений . В то же время найденные поправочные члены (4.9) в анзаце (2.3) вклю-
чают и другие характеристики: объем  ядра  сочленения  и, что особенно важно,
матрицу поляризации . Именно последняя зависит не только от скалярных величин

 и , но и от общей формы волновода .
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-

ект 17-11-01003).
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шаре с упругим радиально-неоднородным покрытием в плоском волноводе. Пред-
ставлены результаты расчетов акустического поля в волноводе. Проведено сравне-
ние результатов расчета с результатами моделирования дифракции в волноводе в си-
стеме компьютерного моделирования физических процессов COMSOL на основе
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Введение. Для обеспечения требуемых звукоотражающих свойств тела можно ис-
пользовать неоднородное упругое покрытие при соответствующем подборе законов
неоднородности для его механических параметров. В частности это было показано
для упругого тела сферической формы [1], где на основе полученного [2] решения
прямой задачи дифракции плоской звуковой волны на упругом шаре с непрерывно-
неоднородным покрытием, найдены функциональные зависимости для плотности и
модулей упругости материала покрытия, обеспечивающие наименьшее отражение
звука в определенном угловом секторе и в заданном диапазоне частот. Была показана
[3] возможность математического моделирования непрерывно-неоднородного по-
крытия упругого шара системой однородных упругих слоев. Решены задачи [4, 5] ди-
фракции цилиндрических и сферических звуковых волн на упругом шаре с непрерыв-
но-неоднородным упругим покрытием в предположении, что тела находятся в безгра-
ничном пространстве.

Исследованию рассеяния звука телами, помещенными в плоский волновод, посвя-
щен ряд работ. Изучено [6] рассеяние звуковых волн, излучаемых точечным источни-
ком, упругой сферической оболочкой в однородном волноводе с абсолютно жестким
дном и акустически мягкой верхней границей. Решена [7] задача дифракции сфериче-
ской волны на жесткой сфере в волноводе с жидким дном и мягкой верхней границей.
Исследовано [8] акустическое рассеяние на упругой сферической оболочке, помещен-
ной в волновод с жидким поглощающим дном и акустически мягкой верхней грани-
цей. Проведено моделирование акустического поля, рассеянного акустически жест-
кой или мягкой сферой, помещенной в однородный волновод с жидкими границами
[9]. Исследована дифракция звука [10], излучаемого точечным источником, на жест-
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кой сфере, находящейся в однородном слое жидкости, граничащем со слоем, скорость
звука в котором возрастает с глубиной. Рассмотрено [11–14] рассеяние звуковых волн
на теле произвольной формы в плоскослоистом волноводе с учетом многократных пе-
реотражений.

В настоящей работе решается задача дифракции сферических звуковых волн на
жестком шаре с радиально-неоднородным упругим покрытием в плоском волноводе.

1. Постановка задачи. Рассмотрим абсолютно жесткий шар радиуса  с покрытием в
виде непрерывно-неоднородного упругого сферического слоя, внешний радиус кото-
рого равен . Толщина слоя – . Шар помещен в плоский волновод, запол-
ненный идеальной жидкостью с плотностью  и скоростью звука . Полагаем, что каж-
дая граница волновода является либо абсолютно жесткой, либо акустически мягкой.

Введем прямоугольную декартову систему координат  с началом в центре ша-
ра. Схема волноводной системы изображена на рис. 1. В системе координат 
нижняя граница волновода определяется уравнением , верхняя граница – урав-
нением . С прямоугольной системой координат свяжем сферическую и цилин-
дрическую системы координат , ,  и , , .

Полагаем, что плотность материала покрытия  является непрерывной функцией
радиальной координаты , а модули упругости материала покрытия  и  – диффе-
ренцируемыми функциями координаты .

В волноводе находится точечный источник, излучающий сферическую монохрома-
тическую волну с круговой частотой  и амплитудой . Положение источника опре-
деляется точкой , имеющей декартовы, сферические и цилиндрические координа-
ты ,  и . При этом , если  и , если .
Точка наблюдения  имеет координаты ,  и .

Определим акустическое поле в волноводе.
2. Дифракция сферической звуковой волны на шаре с неоднородным покрытием в сво-

бодном пространстве. Вначале рассмотрим задачу о дифракции сферической звуковой
волны на жестком шаре с радиально-неоднородным покрытием, находящемся в без-
граничном пространстве.

Потенциал скорости сферической волны в свободном пространстве представляется
в виде
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где  – волновое число в жидкости,  и  – радиус-векторы точек  и  соот-
ветственно,  – время. В дальнейшем временной множитель  будем опускать.

Представим потенциал скорости падающей волны в сферических координатах в
виде разложения [15]

где ,  и  – сферические функции

Бесселя и Ганкеля порядка ;  – присоединенный многочлен Лежандра степени 
порядка ;  – символ Кронекера.

Распространение малых возмущений в идеальной жидкости в случае установив-
шихся колебаний описывается уравнением Гельмгольца [16]

где  – потенциал скорости полного акустического поля во внешней обла-
сти,  – потенциал скорости рассеянной волны. При этом скорость частиц  и аку-
стическое давление  в жидкости определяются по формулам , .

Учитывая условия излучения на бесконечности [16], потенциал скорости рассеян-
ной волны будем искать в виде

(2.1)

где  – сферическая функция Ганкеля первого рода порядка .
Распространение упругих волн в неоднородном покрытии шара описывается об-

щими уравнениями движения упругой среды [17], которые для установившегося ре-
жима движения в сферической системе координат имеют вид

(2.2)

где , ,  и  – компоненты вектора смещения  и тензора напряжений в покры-
тии шара.

Введем функции  и  с помощью соотношений

и воспользуемся связью компонентов тензора напряжений с компонентами тензора
деформаций (обобщенный закон Гука), а также выражениями компонентов тензора
деформаций через компоненты вектора смещения [17]. В результате приходим от (2.2)
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к системе уравнений, записанных относительно функций ,  и , которая после
преобразований, указанных в [4], принимает вид

(2.3)

где

Штрихами обозначено дифференцирование по радиальной координате .
Функции , ,  будем искать в виде

(2.4)

Вид зависимостей от  в этих разложениях определяется соображениями симметрии
вектора смещения  относительно плоскости , .

Подставим разложения (2.4) в уравнения системы (2.3). Воспользовавшись уравне-
нием для присоединенных многочленов Лежандра и свойством ортогональности сфе-
рических гармоник [18], получим для каждой пары индексов m, n ; 
систему линейных однородных обыкновенных дифференциальных уравнений второ-
го порядка относительно неизвестных функций  

(2.5)

где
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Искомые функции , ,  и  должны удовлетворять граничным условиям. Гра-
ничные условия на внешней поверхности неоднородного покрытия шара (при )
заключаются в равенстве нормальных скоростей частиц упругой неоднородной среды
и жидкости, равенстве на ней нормального напряжения и акустического давления, от-
сутствии касательных напряжений

а на внутренней поверхности покрытия (при ) должен быть равен нулю вектор
смещения частиц упругой среды

Из условия равенства нормальных скоростей при  находим коэффициенты ,
выраженные через величины 

Из оставшихся неиспользованными граничных условий с применением преобразо-
ваний, аналогичных [4], получим шесть краевых условий, которым должно удовлетво-
рять решение системы дифференциальных уравнений (2.5).

(2.6)

Анализ краевой задачи (2.5), (2.6) показывает, что функция  не связана с
функциями  и  не только в уравнениях системы (2.5), но и в краевых
условиях (2.6). Так как дифференциальное уравнение и краевое условие для нахожде-
ния функции  однородны, то можно утверждать, что . Поэтому

.
Все коэффициенты системы (2.5) и краевых условий (2.6) не зависят от индекса .

Индекс  присутствует только в правой части первого краевого условия (2.6), причем
он входит в виде множителя .

Введем новые неизвестные функции  и  по формулам

Тогда для нахождения функций  и  при каждом значении  сле-
дует решить краевую задачу для системы двух обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка на отрезке . При этом следует исключить множитель 
из правой части первого краевого условия.
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При проведении расчетов краевая задача (2.5), (2.6) решена методом сведения ее к
задачам с начальными условиями [2].

После определения  вычисляем коэффициенты , и получаем согласно
(2.2) аналитическое описание акустического поля, рассеянного шаром с радиально-
неоднородным упругим покрытием в свободном пространстве.

3. Дифракция сферической звуковой волны на шаре с неоднородным покрытием в плос-
ком волноводе. Теперь рассмотрим задачу дифракции сферических звуковых волн на
жестком шаре с радиально-неоднородным упругим покрытием в плоском волноводе с
идеальными границами, воспользовавшись методом, предложенным в [12].

Согласно методу потенциал скорости полного акустического поля в волноводе 

будем искать в виде суммы вклада от источника  и вклада от рассеивателя :

, где

(3.1)

Оценим вклад от источника в акустическое поле, рассматривая слагаемые в первом
выражении (3.1).

Слагаемое  характеризует вклад в акустическое поле при прямом распро-
странении сферической волны в свободном пространстве от точки источника  до
точки наблюдения .

Воспользуемся интегральным представлением сферической волны [12]

(3.2)

получаемым из разложения сферической волны по плоским волнам [19]. Направление
распространения плоской волны задается горизонтальной  и вертикальной  компо-
нентами падающего волнового вектора . Здесь  – цилиндрическая функция Бесселя
нулевого порядка,  и  – радиус-векторы проекций точек  и  на плоскость 
соответственно.

Выполнение условия  обеспечивает ограниченность . Таким образом,

когда  следует выбрать .

Пусть точка наблюдения  имеет координаты ,  и , где  при-
нимает значение 0 или π. Тогда .

Отраженная от границ волновода сферическая волна может быть представлена в
виде суперпозиции плоских волн, возникающих при отражении плоских волн, на ко-
торые раскладывается сферическая волна. При оценке вклада источника в акустиче-
ское поле будем учитывать многократное отражение плоских волн от границ волновода.

Пусть коэффициенты отражения плоской волны от нижней границы волновода и
верхней границы равны  и  соответственно.

Сначала рассмотрим случай . Слагаемое  учитывает единственное отраже-
ние от нижней границы волновода, что соответствует распространению волны от точ-
ки  до точки нижней границы с последующим отражением и распространением до
точки наблюдения . При этом проекции пути, проходимой плоской волной, по осям
координат  и  равны ( ) и  соответственно. Будем иметь
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Слагаемое  описывает единственное отражение от верхней границы волновода,
что соответствует распространению волны от точки  до верхней границы с отраже-
нием от нее и распространением до точки . Тогда

Для волны, распространяющейся по пути от точки  до нижней границы, затем
после отражения до верхней границы и, наконец, после повторного отражения до точ-
ки , получаем следующее выражение

Вариант, когда волна сначала отражается от верхней границы, а затем от нижней,
при  не рассматривается, так как этот вариант будет учитываться при  и .

При  каждое слагаемое  ( ) учитывает два дополнительных

отражения от верхней и нижней границ волновода. Поэтому выражения для  по-

лучаются из выражений для  умножением на коэффициент , т.к. до-
полнительный набег фазы составляет .

В результате после суммирования слагаемых  выражение для  принимает вид
геометрической прогрессии. Полагая, что  и суммируя прогрессию, получаем

(3.3)

Будем считать, что условие  выполняется даже в случае идеальных границ
(для жесткой границы , а для мягкой ), так как всегда имеет место хотя бы
малое отличие  или  от единицы.

В случае  выражение для вклада от источника получаем из (3.3) перестановкой  и .

Рассмотрим вклад в акустическое поле от рассеивателя. Слагаемое  в выраже-

нии (3.2) для  описывает вклад прямого распространения рассеянной телом волны

в свободном пространстве до точки наблюдения , то есть , где  опреде-
ляется выражением (2.1).

Воспользуемся интегральным представлением сферических базисных решений
уравнения Гельмгольца через цилиндрические базисные решения [20]

(3.4)

где  при  и при ,  – цилиндрическая функция Бессе-
ля порядка .

Тогда с учетом (3.4) для точек наблюдения, лежащих за пределами сферы радиуса ,
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Волна , отраженная от плоской границы, может быть представлена в виде супер-
позиции плоских волн, возникающих при отражении плоских волн, на которые рас-
кладывается рассеянная шаром волна.

Рассматривая те же варианты отражения, что и при определении вклада от источ-

ника, получим выражения для слагаемых . В результате суммирования выражение

для  принимает вид

(3.5)

Отметим, что при рассмотрении вклада в акустическое поле от рассеивателя прене-
брегаем рассеянием телом волн, отраженных от границ волновода, а учитываем толь-
ко рассеяние шаром волны, идущей непосредственно от источника.

4. Результаты расчетов. На основе полученного аналитического решения задачи бы-
ли проведены численные расчеты акустического поля в волноводе. Рассматривалась
волноводная система с геометрическими параметрами: , . Положе-
ние источника фиксировалось в сечении . Полагалось, что частота излучения
источника  соответствует волновому размеру тела , а плотность и скорость
звука в акустической среде, заполняющей волновод, равны  кг/м3,  м/с
(вода).

Плотность и модули упругости покрытия шара задавались соотношениями

(4.1)

где  – линейная функция координаты , коэффициент

наклона которой равен ;  кг/м3,  Н/м2,  Н/м2 –
средние значения плотности и модулей упругости по толщине покрытия (полиамид),

например, .

Акустическое поле рассчитывалось на двух множествах точек:  и . Оба множе-
ства находятся в окрестности шара в плоскости , содержащей точки источника  и
центра шара . Множество  – отрезок с координатами , , .
Множество  – окружность с центром в точке  и радиусом . Таким обра-
зом, отрезок  и окружность  отстоят от поверхности шара на толщину покрытия .
Иллюстрация положения источника  и размещения точек расчета давления представ-
лена на рис. 2. Множества точек  и  представлены тонкими штриховыми линиями.

Для точек множества  рассчитывалась зависимость  от координаты , а для то-
чек множества  рассчитывалась зависимость  от безразмерной координаты

, где величины  и  получены нормировкой соответствующих величин
 и  значением амплитуды потенциала источника  в точке .

При вычислении несобственных интегралов (3.3), (3.5) бесконечный верхний пре-
дел заменялся конечным  таким, чтобы для всех значений координаты , использу-
емых в расчетах, выполнялось условие .

На рис. 3 и 4 представлены зависимости  и  для случая, когда обе по-
верхности волновода – акустически мягкие ( ), , .
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Штриховые линии соответствуют однородному покрытию ( ), а сплошные –
покрытию с неоднородными модулями упругости ( , ). Окружность, изобра-
женная тонкой линией на рис. 4, соответствует значению .

Графики показывают, что неоднородность покрытия изменяет величину акустиче-
ского давления в окрестности шара на 10–20%.

Результаты расчета ,  показаны на рис. 5 и 6 для аналогичных условий, отли-
чающихся только величиной , которая в этом случае равна –1 (величина модулей
упругости в покрытии убывает с ростом ); на рис. 7 и 8 – результаты расчета потенци-
алов акустического поля для случая, когда источник смещен к верхней поверхности
волновода ( ) при неоднородности материала покрытия, задаваемой параметра-
ми , .
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Видно, что смещение источника приводит к заметной асимметрии в распределении
давления. Неоднородность материала покрытия и в этом случае изменяет давление в
окрестности шара до 40% по сравнению со случаем однородного покрытия.

Было проведено сравнение результатов расчета на основе приближенного аналити-
ческого решения задачи с результатами моделирования дифракции в волноводе в си-
стеме компьютерного моделирования физических процессов COMSOL [21] на основе
метода конечных элементов. Использовалась конечно-элементная модель участка
волновода, включающего источник, препятствие и области в их окрестности с гори-

Рис. 4.
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зонтальным размером, равным удвоенному расстоянию между ними. Условия излуче-
ния на боковых поверхностях участка обеспечивались так называемым идеально со-
гласованным слоем (PML) [22]. Характерный размер тетраэдральных конечных эле-
ментов полагался равным , где  – длина звуковой волны в жидкости,
заполняющей волновод.
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Результаты расчета давления в рассеянной волне для случая однородного покры-
тия, представленные на рис. 3 и 4 (сплошные линии), сопоставляются на рис. 9 и 10 с
соответствующими зависимостями, полученными в COMSOL (штриховые линии).

Анализ полученных результатов показывает, что при рассматриваемых геометриче-
ских параметрах волновода и свойствах источника и препятствия различие в значени-
ях потенциалов акустического поля, полученных по построенному в работе прибли-
женному аналитическому решению и определенному по конечно-элементной моде-
ли, составляет 5–7%.

Полученное приближенное аналитическое решение задачи справедливо тогда, ко-
гда параметры ,  существенно превышают радиус шара . Проведенные исследова-a b 2r

Рис. 8.
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ния показали, что, например, при частоте источника, соответствующей волновому
размеру шара , наблюдается хорошее совпадение аналитического решения с ре-
зультатами моделирования, когда параметры ,  превышают радиус шара  в 4 и бо-
лее раз.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 18-
11-00199).
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An analytical solution is obtained for the spherical sound waves diffraction problem in a
plane waveguide. A scatterer is ball with an elastic radially inhomogeneous coating. The re-
sults of calculations of the acoustic field in the waveguide are presented. The calculation data
are compared with the results of diffraction modeling based on the finite element method.
The FEM-based solution was carried out in the computer simulation system of physical pro-
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Рассматривается задача определения механического поля в однородной полуплос-
кости, подкрепленной конечным однородным стрингером, материал которого под-
чиняется нелинейному закону Гука. Контакт между пластинкой и стрингером осу-
ществляется тонким слоем клея. Поставленная задача редуцируется к нелинейному
сингулярному интегродифференциальному уравнению. Используя принцип непо-
движной точки Шаудера доказывается существование решения этого уравнения.
Доказывается единственность решения поставленной задачи. Применяя метод ма-
лого параметра нелинейное сингулярное интегродифференциальное уравнение сво-
дится к системе рекуррентных линейных сингулярных интегральных уравнений вто-
рого рода.

Ключевые слова: контактная задача, нелинейное сингулярное интегродифференци-
альное уравнение, принцип Шаудера, метод малого параметра
DOI: 10.31857/S0032823520050100

Введение. В инженерных конструкциях и механизмах, машиностроении и корабле-
строении, проектировании летательных аппаратов особенно важное значение имеют
задачи подкрепления массивных упругих тел тонкостенными упругими элементами
(включениями, стрингерами, накладками), которые относятся к неклассическим гра-
нично-контактным и смешанным задачам.

Были получены [1–4] точные и приближенные решения статических и динамиче-
ских контактных задач для разных областей, усиленных упругими тонкими накладка-
ми как постоянной, так и переменной жесткости, изучено поведение контактных на-
пряжений в концах линии контакта в зависимости от закона изменения геометриче-
ских и физических параметров задачи. Библиография различных контактных задач
приводится в монографии [1], где рассматриваются плоские контактные задачи о пе-
редаче нагрузки от полубесконечного или конечного стрингера (включения) к упру-
гой полуплоскости или плоскости. Задачи сведены к сингулярному интегродиффе-
ренциальному уравнению Прандтля, получены различные аналитические методы его
решения. Рассматривалась [4] контактная задача для анизотропной полуплоскости с
упрочняющимися накладками конечной длины, она сводится к решению нелинейно-
го сингулярного интегродифференциального уравнения при определённых гранич-
ных условиях. Решались [5–8] контактные задачи для изотропной и ортотропной ку-
сочно-однородной плоскости, а также для клиновидной анизотропной пластины с
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полубесконечной и конечной накладкой. В работе [9] стрингер конечной длины при-
клеен к пластинке с тонким однородным слоем клея, который находится в условиях
чистого сдвига. Изгибом стрингера пренебрегается, и он находится в условиях одно-
осного напряженного состояния. Рассмотрены [10–13] различные задачи, касающие-
ся контактного взаимодействия упругих тел с тонким слоем клея. Изучалась задача [14, 15]
об упругой полубесконечной пластине, которая на конечном отрезке своей границы уси-
лена стрингером из линейно-упругого и нелинейно-упругого материала общего вида.
В линейном случае найдены асимптотические оценки, точные и приближенные реше-
ния полученного интегродифференциального уравнения, а в нелинейном – доказыва-
ется существование и единственность решения полученного нелинейного интегро-
дифференциального уравнения, эквивалентного интегральному уравнению типа Гам-
мерштейна. Нелинейная деформация упругого тела исследуется в [16, 17].

В представленной работе рассматривается задача взаимодействия упругого стрин-
гера к упругой полуплоскости, когда контакт между пластинкой и стрингером осу-
ществляется тонким слоем клея. Доказывается существование и единственность ре-
шения полученного нелинейного интегрального уравнения, которое при помощи ме-
тода малого параметра сводится к решению системы рекуррентных линейных
интегральных уравнений второго рода.

1. Постановка задачи и ее редукция к нелинейному интегральному уравнению. Пусть
линейно-упругая бесконечная пластинка (занимающая нижнюю полуплоскость ком-
плексной плоскости) с модулем упругости  и коэффициентом Пуассона  на ко-
нечном отрезке  оси  усилена нелинейно-упругим стрингером в виде накладки
конечной длины и достаточно малой толщины , модулем упругости  и коэффици-
ентом Пуассона , загруженной тангенциальной силой интенсивности . Кон-
такт между ними осуществляется через тонкий слой клея с модулем упругости , ко-
эффициентом Пуассона  и шириной . В условиях плоского напряженного состоя-
ния требуется определить касательное контактное напряжение , действующего на
отрезке соединения стрингера с пластинкой (рис. 1).

Материал стрингера удовлетворяет нелинейному закону Гука

(1.1)

2E ν2
−[ 1,1] Ox

1h 1E
ν1 τ0( )x

0E
ν0 0h

τ( )x

ε = = σ(1) (1)1( ) 1( ) ( ( )),x x
du xx g x
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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где  и  – деформация и перемещение точек стрингера, соответственно,  –

осевое напряжение по направлению оси , ,  = ,

 – непрерывная, вообще говоря нелинейная, заданная функция.
Условие равновесия стрингера имеет вид

(1.2)

Предполагая, что каждый дифференциальный элемент слоя клея находится в усло-
виях чистого сдвига, будем иметь [9, 10]

(1.3)

где  – перемещения точек пластинки вдоль оси .
В результате интегрирования уравнения (1.1) получим

(1.4)

На основе известных результатов (см., например [18]), деформация граничных точек
пластинки по оси , вызванной распределенными по интервалу  касательными
напряжениями интенсивности , представляется в виде

(1.5)

На основании условия контакта (1.3) вдоль линии соединения стрингера с основа-
нием, с учетом (1.4) и (1.5), получим

(1.6)

где ,

В уравнение (1.6) неизвестная постоянная  определяется из условия (1.2), т.е.

(1.7)

С другой стороны, вводя обозначение , уравнение (1.6) примет вид

(1.8)

при условии
(1.9)

Таким образом, поставленная гранично-контактная задача (1.1)–(1.5) эквивалент-
но редуцирована к решению нелинейного интегрального уравнения (1.6) при условии (1.7)
или к нелинейному сингулярному интегродифференциальному уравнению (1.8) при
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условии (1.9). Относительно функции  будем предполагать, что она принадлежит
классу Гёльдера  на сегменте [–1, 1]. Решение уравнения (1.6) ищется в классе не-
прерывных функций в смысле Гёльдера  на том же сегменте.

Решение задачи (1.8), (1.9) ищется в классе непрерывных функций на сегменте [–1, 1],
первая производная которых ограничена в точках , а вторая производная при-
надлежит классу  [18, 19].

2. Существование решения уравнения (1.6). Уравнение (1.6) при условии (1.7) пред-
ставим в следующем операторном виде

(2.1)
где

(2.2)

а

(2.3)

Пусть

(2.4)

Из (2.3) с учетом (2.4) будем иметь

(2.5)

Принимая во внимание оценку

выражение  из (2.2) с учетом (2.5) оценивается следующим образом

(2.6)

Рассмотрим неравенство

(2.7)
относительно , где , 

Как известно [20, 21]:
1) если , то для любых  и  всегда существует , удовлетворяющий не-

равенству (2.7);
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2) если , то b < 1 и неравенство (2.7) имеет решение ;

3) если  и имеет место неравенство , то тогда существует хо-

тя бы одно положительное решение неравенства (2.7).
Опираясь на эти заключения, связанные с неравенством (2.7), в котором

при условии
(2.8)

получим, что в силу (2.6) оператор  действующий по формуле (2.2),
переводит шар  в себя:

а) для достаточно большого фиксированного  в случае 

б) для произвольного  в случае  и , т.е.

при

(2.9)

в) в случае , при

(2.10)

Поскольку оператор  является компактным, согласно принципа
неподвижной точки Шаудера [21] интегральное уравнение (2.1) имеет хотя бы одно
непрерывное решение, которое, опираясь на результаты, изложенные в работе ([19],
стр. 175), будет принадлежать классу H.

Замечание 1. Неравенства (2.8)–(2.10), наложенные на жесткость  материала
стрингера, показывают естественные условия, выражающие как возможность ее уве-
личения, так и cуществование широкого возможного спектра значений геометриче-
ских и физических параметров материала пластинки, стрингера и клея.

Существование решения интегрального уравнения (1.6) в классе непрерывных на
сегменте [–1, 1] функций обеспечивает ограниченность искомых контактных на-
пряжений на концах тонкостенного элемента, в то время, как в условиях жесткого
контакта, как известно, контактные напряжения имеют особенность в указанных
сингулярных точках.

3. Единственность решения поставленной задачи. Теперь покажем, что если задача (1.1)–
(1.6) имеет решение, то оно единственное.

Действительно, предположим, что задача допускает два возможных различных ре-

шения  и . Из соотношений (1.1) и (1.3) получаем
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где

 и  – соответствующие искомые контактные напряжения, а ,  –
соответствующие перемещения точек стрингера. Разность этих решений

 –  удовлетворяет основным уравнениям теории упругости
при отсутствии внешних сил, а для ее граничного значения имеем

(3.1)

где

Как известно, согласно формуле Остроградского–Грина имеет место следующее
соотношение [18]

(3.2)

где  – компоненты внешних напряжений и смещений на границе  пла-
стинки, соответственно, , а , , ,  – компоненты деформации.

Учитывая (3.1), интеграл в левой части выражения (3.2) имеет вид

(3.3)

Так как подынтегральная функция правой части формулы (3.2) представляет собой
положительно определенную квадратичную форму, имея в виду (3.3), можно заклю-

чить, что если , оба решения  и  дают одинаковые компоненты
деформации и напряжения, что означает, задача (1.1)–(1.6) не может иметь более од-
ного решения.

4. Построение решения задачи (1.8), (1.9) при помощи метода малого параметра. Урав-
нение (1.8) перепишем в виде
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Будем предполагать, что функции  принадлежит классу 
Когда  малый параметр, т.е. материал стрингера – жесткий, представим решение

уравнения (4.1) в виде ряда по степеням :

(4.2)

В предположении, что функция  – аналитическая и разлагается в ряд Маклорена:

 на всей действительной оси, будем иметь

(4.3)

Подставляя разложения (4.2) и (4.3) в уравнение (4.1) и приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях , получим систему рекуррентных уравнений относительно 

(4.4)

при условиях
(4.5)

Таким образом, решение уравнения (1.8) при условии (1.9) сводится к решению си-
стемы рекуррентных линейных сингулярных интегро-дифференциальных уравнений (4.4)
при условиях (4.5). Решения каждого из этих уравнений (относительно функций

, ) с учетом (4.5) представляются в виде ряда ортогональных многочленов
Чебышёва [22] в классе функций, ограниченных на обеих концах линии интегрирова-
ния. С применением метода ортогональных многочленов уравнения (4.4) при услови-
ях (4.5) сводятся к совокупности бесконечных систем линейных алгебраических урав-
нений, квазивполне регулярных при любых конечных значениях параметров  и λ.

В виде образца рассмотрим первое уравнение из системы (4.4), решение которого
будем искать в виде

(4.6)

где числа  подлежат определению, а  – ортогональные многочлены Чебыше-
ва второго рода, .

На основе известных соотношений [22] для ортогональных многочленов Чебышёва

(4.7)

подставляя выражения (4.6) и (4.7) в первое уравнение системы (4.4), умножая обе ча-
сти полученного равенства на  и интегрируя на интервале  получим беско-
нечную систему линейных алгебраических уравнений

(4.8)

где

а  – ортогональные многочлены Чебышёва первого рода.
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Исследуем систему (4.8) на регулярность в классе ограниченных последовательно-
стей. Используя известные соотношения для полиномов Чебышёва первого рода по-
лучаем

и, соответственно,

(4.9)

а при помощи формулы интегрирования по частям можно показать, что свободный

член этой системы  стремится к нулю при  со скоростью не менее, чем , т.е.

(4.10)
Таким образом, из (4.9) и (4.10) следует, что система (4.8) квазивполне регулярна для
любых положительных значений параметров  и  в классе ограниченных последова-
тельностей [23, 24].

В качестве примера рассмотрим случай . Тогда система рекуррентных
уравнений (4.4) принимает вид:

(4.11)

где 

Из системы (4.11) следует, что , и ряд (4.2) сходится при
условии

(4.12)

Замечание 2. Хорошо известна общая теорема Пуанкаре [25] о разложении решения
нелинейных дифференциальных уравнений по степеням малого параметра. Тогда в
случае нелинейного сингулярного интегродифференциального уравнения вида (4.1) при
конкретных нелинейных функциях , например, для степенных функций, можно по-
лучить условие вида (4.12) относительно малого параметра , при котором ряд (4.2)
сходится. Соответственно, решение уравнения (4.1) при условиях (1.9) можно постро-
ить в виде ряда (4.2).
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The Contact Problem for Elastic Plate, on the Border which is Adhered Nonlinearly
Deformable Stringer of Finite Length

N. N. Shavlakadzea,#, O. M. Jokhadzea and S. S. Kharibegashvilia

a Tbilisi State University, Pazmadze Mathematical Institute, Tbilisi, Georgia
#e-mail: nusha1961@yahoo.com

A problem of determining the mechanical field in a homogeneous half-plane supposed by a
finite homogeneous stringer, material of which obeys the nonlinear Hooke’s law, is consid-
ered. The contact between the plate and stringer is realized by a thin glue layer. The posed
problem is reduced to a nonlinear singular integro-differential equation. Using the Schauder
fixed-point principle existence of a solution for this equation is proved. The uniqueness of
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the solution of the problem is proved. Using small parameter method, a system of recurrence
linear singular integral equations of the first kind is obtained.

Keywords: contact problem, nonlinear integro-differential equation, Schauder principle,
small parameter method
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Анализируются основные уравнения и допущения, принимаемые при конструиро-
вании моделей критического состояния, применяемых в механике безкогезионных
сред. Отмечается связь модифицированной кэм–клей модели с родственными моде-
лями теории пластичности с изотропным упрочнением, описываемыми замкнутыми
поверхностями пластичности. Дается анализ уравнений состояния модифицирован-
ных кэм–клей моделей в упругой зоне; отмечены работы, в которых упругое состоя-
ние описывается уравнениями гиперупругости с экспоненциальным потенциалом.
Рассмотрены обобщения модифицированных кэм–клей моделей на случай конеч-
ных деформаций. Отмечено, что необходимы дополнительные исследования по ки-
нематическим комбинированным нагружениям в шаровой и девиаторной области.

Ключевые слова: упругопластическая среда, модель критического состояния, кэм–
клей модель, конечные деформации

DOI: 10.31857/S0032823520050045

Введение. Модель кэм–клей, также как и ее модификация, применяются для моде-
лирования поведения безкогезионных или слабо когезионных грунтов при их упруго-
пластическом деформировании [10, 11]. Впервые эта модель с логарифмической по-
верхностью пластичности в докритической зоне построена [28, 29]. Позже [27] пред-
ложено логарифмическую поверхность пластичности заменить эллипсоидальной
(рис. 1). Такая модель именуется модифицированной кэм–клей моделью. Как кэм–
клей, так и модифицированная кэм–клей модель относятся к упругопластическим
моделям с изотропным упрочнением.

Имеется значительное число работ по применению как кэм–клей модели, так и ее
модификации для исследования поведения различных гранулированных материалов с
малой когезией в условиях как монотонных нагружений [3, 5, 8–12, 15, 17–19], так и
при циклических воздействиях [2, 4, 14, 22, 23, 26, 30, 32, 35, 36, 38, 39]. Большая часть
рассматриваемых исследований посвящена либо одноосному [30, 35], либо трехосно-
му силовому нагружению [2, 4, 14, 23, 26, 36, 38].

Предложен [2, 23, 38] аналог модифицированной кэм–клей модели с кинематиче-
ским упрочнением, что позволяет учитывать в расчетах эффект Баушингера. В неко-
торых моделях вводят дополнительные параметры, учитывающие частоту цикличе-
ских нагружений, а также деградацию материала [14, 24, 33, 39].

УДК 53.072.23:534.5
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Ниже рассматривается модифицированная кэм–клей модель в условиях цикличе-
ского кинематического нагружения при линейной связи между напряжениями и де-
формациями в упругой области и отсутствием упрочнения при объемном нагружении.

1. Основные уравнения. В этом разделе вводятся основные уравнения модифициро-
ванной кэм–клей модели для инфинитезимальных деформаций.

1.1. Основные обозначения. Для дальнейшего потребуется представление произволь-
ного симметрического разложимого тензора второго ранга вида

(1.1)

на шаровую и девиаторную части

(1.2)

где  – единичный тензор второго ранга.
Ниже вводятся тензорные инварианты тензора 

(1.3)

где  – норма Шура тензора :

(1.4)

Объединение (1.2), (1.3) дает

(1.5)

Декомпозиция (1.2) для тензора напряжений  и инфинитезимального тензора де-
формаций  обычно записывается в несколько измененном виде

(1.6)
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Рис. 1. Поверхность пластичности и критический конус для модифицированной кэм–клей модели: штри-
ховая линия отвечает пересечению эллипсоидальной поверхности текучести с критическим конусом [27].
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где обозначено

(1.7)

в разложении (1.6)

(1.8)

Замечание 1. При решении задач динамики грунтовых сред знак объемной дефор-
мации обычно принимается таким же, как знак соответствующего первого инвариан-
та тензора деформаций, однако, в кэм–клей модели (и некоторых других моделях
критического состояния) знак объемной деформации берется противоположным зна-
ку первого инварианта, по аналогии со знаком давления, см. соотношения (1.7).

В соответствии с определениями (1.3)–(1.7) удобно ввести следующую норму для
девиаторов напряжений и деформаций

(1.9)

Наряду с девиаторными нормами (1.9) для дальнейшего потребуются следующие па-
раметры, основанные на нормах (1.9), см. [25]

(1.10)

где  – функция от соответствующих тензорных инвариантов. В большинстве при-
ложений функция  выбирается совпадающей с первым инвариантом [25], таким
образом (1.10) принимают вид

(1.11)

Вместо норм (1.9), в теориях пластичности могут использоваться девиаторные нор-
мы, известные как напряжения и деформации Треска

(1.12)

где , ,  – главные компоненты соответствующих тензоров, ранжирован-

ные по убыванию. По аналогии с (1.10) могут быть введены параметры  и , осно-
ванные на нормах Треска.

1.2. Упругое состояние. Тензор деформаций может быть разбит на тензоры упругой и
пластической деформаций

(1.13)
В случае упругих деформаций, закон состояния в кэм–клей моделях формулируется
либо в виде

(A) линейной связи между напряжениями и деформациями

(1.14)

где  и  упругие модули (константы Ламе);
(Б) гипоупругих соотношений, записываемых в виде [8, 27]
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где  нижняя граница давлений, – параметр, позволяющий избежать сингуляр-

ности в первом уравнении (1.15) при малых ;  начальное давление при ; либо
в виде

(В) гиперупругого потенциала [10, 11]

(1.16)

где  имеет вид

(1.17)

Безразмерные константы  соответствуют объемному и сдвиговому модулям.
Замечание 2. a) Гипоупругие соотношения (1.15) могут быть записаны в терминах

инкрементов ,  или соответствующих скоростей:

(1.18)

где .
б) В гипоупругих соотношениях (1.15) сдвиговой модуль обычно считают либо по-

стоянным [14], либо определяют из (1.15) в предположении постоянного коэффици-
ента Пуассона [9], в этом случае

(1.19)
Надо отметить, что случай постоянного коэффициента Пуассона и формула для

модуля сдвига (1.19) представляются более реалистичными, чем условие постоянного
модуля сдвига [9].

1.3. Поверхность пластичности. В модифицированных кэм–клей моделях поверх-
ность пластичности описывается следующим уравнением [8, 27]

(1.20)

где  – безразмерный параметр, определяющий форму эллипсоида: в докритической
зоне (левая часть эллипсоида) , в закритической зоне (правая часть) ; безраз-
мерный параметр , определяемый углом раствора критического конуса, определяет

размер эллипсоида по оси ;  – одна из эквивалентных норм девиатора деформа-

ций, часто в качестве  используют норму Шура:

(1.21)

Причем девиатор соответствует упругим деформациям. В уравнении (1.20)  – пара-
метр, определяющий собой размер эллипсоида по оси :

(1.22)

где  текущее значение пластических давлений.
1.4. Объемное упрочнение. В соответствии с [8, 11], объемное упрочнение может быть

задано в виде (i) кусочно-линейного продолжения соотношений (1.14); или (ii) с по-
мощью соотношений гипоупругости (1.15), или (iii) с помощью гиперупругого потен-
циала (1.16). Надо отметить, что в моделях кэм–клей задается только объемное упроч-
нение.
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(i) Объемное упрочнение, задаваемое в терминах кусочно-линейного продолжения
уравнений (1.10), записывается в виде соответствующих скоростей

(1.23)
Обычно для объемного модуля принимают ступенчатую зависимость от 

(1.24)

где  – модуль упрочнения ( ), а  – начальное значение давления, отвеча-
ющего началу пластического течения. Интегрирование уравнений (1.23) дает

(1.25)

где  =  и . При разгрузке  совпадает с .
(ii) Продолжение уравнений (1.15) для учета пластичности осуществляется, факти-

чески, теми же уравнениями: первое уравнение (1.15) можно переписать в терминах
двух модулей, по аналогии с (1.23) [20, 31]

(1.26)

Замечание 3. Аналогично уравнению (1.18), второе уравнение (1.26) можно записать
в терминах касательного модуля:

(1.27)

где .
(iii) Продолжение гиперупругого потенциала (1.16) в зону пластичности осуществ-

ляется с помощью введения зависимостей параметров  и  от давления при :

(1.28)
Наиболее простые зависимости  получаются в случае билинейных функций:

(1.29)

1.5. Закон пластического течения. Для описания пластического течения, уравнение (1.20)
должно быть дополнено уравнением, описывающим пластическое течение. В большин-
стве работ по кэм–клей пластичности [9, 27–29] принимается ассоциированный за-
кон пластического течения. Это означает совпадение потенциалов течения и уравне-
ния, определяющего поверхность пластичности (1.20), в каждой точке поверхности

:

(1.30)

где  – параметр, определяющий скорость пластического течения. Уравнение (1.30)
можно представить в виде двух уравнений в терминах шаровых и девиаторных тензо-
ров

(1.31)
Выполняя дифференцирование в (1.31), получаем
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Учитывая (1.22), второе уравнение в (1.32) принимает вид

(1.33)

В предположении  и, следовательно , уравнение (1.33) дает

(1.34)

Поскольку в точке  выполняется одно из условий упрочнения (1.23)–(1.29),
уравнение (1.34) может быть записано в терминах скорости 

(1.35)

где функция  определена соответствующим уравнением, описывающим упрочне-
ние. Например, для уравнения упрочнения (1.25)

(1.36)

Ввиду (1.35) скорость  может быть определена из условия совместности Прагера:

(1.37)

Подстановка в уравнение (1.37) представления для  из уравнения (1.35) дает искомое
уравнение для скорости 

(1.38)

Уравнение (1.38) является дополняющим уравнением для уравнения пластического
течения (1.32).

1.6. Обобщение на случай конечных деформаций. Модификация кэм–клей моделей
для учета конечных деформаций предложена в [11, 13, 34, 41, 42]. В рамках теории ко-
нечных деформаций рассматривалась [34] линейная зависимость  и принима-
лось предположение о постоянном модуле сдвига, а построена [11, 13] аналогичная
модель для постоянного коэффициента Пуассона.

Для обобщения кэм–клей модели на случай конечных деформаций, необходимо
ввести безразмерный параметр  (относительный объем)

(1.39)

где  – текущий объем, содержащий поры, а  – объем твердой фракции. В терми-
нах относительного объема, может быть определена (конечная) объемная деформация

(1.40)

где  – градиент смещений, а  – начальный объем. Как правило [34] в теориях, учи-
тывающих конечные деформации гранулированных сред, объемным деформировани-
ем твердой фракции пренебрегают, это позволяет представить объемную деформацию
в виде

(1.41)
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Следуя [34, 42], закон состояния в упругой зоне удобно представить в виде

(1.42)

где  – инкремент девиатора напряжений,  – единичный тензор, действующий в

шестимерном пространстве ,  – инкремент девиатора упругих деформаций,
 – модуль сдвиговых деформаций, зависящий от текущего объема и какой-ли-

бо нормы текущего девиатора упругих деформаций. Наиболее часто [34, 42] в качестве
нормы используется шуровская норма:

(1.43)
Заметим, что в законе гипоупругости (1.42) соответствующие инкременты предпола-
гаются малыми, – это позволяет использовать линейные инкрементальные соотноше-
ния.

Для описания закона состояния при объемном упругом деформировании применяют
следующий линейный в полулогарифмических координатах закон состояния [20, 34]

(1.44)

где  – упругая часть объемной деформации,  – постоянный (в полулогарифмиче-
ских координатах) объемный модуль,  – начальное давление. Закон состояния (1.44)
позволяет записать соответствующее уравнение состояния в терминах инкрементов

(1.45)

Именно в инкрементальной форме (1.45) уравнения гипоупругости применяются для
описания объемного упругого деформирования.

Объединяя (1.42) и (1.45), уравнение состояния рассматриваемой гранулированной
среды представимо в виде тензорного уравнения для гипоупругой среды

(1.46)

В пластической стадии при учете больших деформаций используют уравнения (1.23)–
(1.29), применявшиеся для описания пластичности с объемным упрочнением и отсут-
ствием упрочнения в девиаторной плоскости, таким предполагается, что при больших
деформациях инкременты девиаторных компонент напряжений отсутствуют [20, 34],
а объемная пластическая деформация описывается следующим соотношением (1.27).
Заметим, что поверхность пластичности обычно [34] описывается уравнением (1.20).
С учетом уравнений состояния (1.46), удается решить задачу о деформировании гра-
нулированной среды в условиях больших деформаций.

1.7. Дальнейшее развитие модифицированных кэм–клей моделей. Одна из модифика-
ций [37] возникает при замене эллипсоидальной поверхности пластичности на яйце-
образную.

Еще одно развитие кэм–клей моделей связано с введением концепции ограничива-
ющей поверхности (BS) [16]. Введение BS-поверхности позволяет охватить все допу-
стимые в процессе нагружения поверхности пластичности. Модуль объемного упроч-
нения в этой теории задается как функция расстояния между текущей поверхностью
пластичности и BS-поверхностью. Дальнейшее обобщение этой теории известно, как
теория общей пластичности (General Plasticity, GP). Эта теория [6, 7], позволяет рас-
сматривать несколько BS-поверхностей. Как BS, так и GP модели обеспечивают зада-
ние гладкого перехода от упругого к пластическому состоянию.
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В последнее время рассмотрены [41–44] приложения модифицированных кэм–
клей моделей для описания поведения гранулированных сред в условиях циклических
квазистатических [41–44] нагружений, причем, как показано [42, 43], в закритической
области циклическое деформирование в девиаторной плоскости необходимо приво-
дит к размягчению в плоскости, определяемой параметрами ; см. рис. 2 [42]; в то
же время в докритической области, при циклическом деформировании в девиаторной
плоскости наблюдается упрочнение в плоскости .

Некоторые задачи нестационарной сейсмодинамики, описываемые модифициро-
ванными кэм–клей моделями, рассмотрены в [45–48]. В недавних исследованиях
[49–53] рассмотрены обобщения кэм–клей моделей на случай (трансверсальной)
анизотропии как в упругой, так и в пластической зонах, причем [53] наряду с транс-
версальной анизотропией рассмотрен несколько более общий случай кубической
сингонии.

2. Заключительные замечания. Рассмотренные модели критического состояния и, в
том числе кэм–клей модели, применяемые для анализа безкогезионных или слабо ко-
гезионных сред, можно рассматривать, как частный случай моделей с изотропным
упрочнением и замкнутой поверхностью пластичности [38]. В этой связи кэм–клей
модели наследуют свойства таких моделей и им присущи те же ограничения, что и
другим моделям кэп-пластичности: это, прежде всего, выраженная область упругих
деформаций, ограниченная поверхностью текучести и, принимаемый в большинстве
исследований ассоциированный закон пластического течения.

Надо отметить, что известны также подходы, в которых рассматриваются модели с
распределенной поверхностью пластичности (по терминологии [38] это модели с мик-
ропластичностью). Эти модели позволяют достичь эффектов, аналогичным эффек-

θ − p

θ − p

Рис. 2. Сверхкритическая зона: изменение девиаторных компонент напряжений и давления от времени:
штриховая линия – девиаторные компоненты напряжений Треска; сплошная линия – гидростатическое
давление; напряжения, МПа, [42].
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там, реализуемым в моделях критического состояния, в частности, в моделях микро-
пластичности удается реализовать эффект разупрочнения, реализуемый в моделях
критического состояния. Рассматривались [40] некоторые приложения моделей кри-
тического состояния к задачам волновой динамики.

Работа выполнена за счет гранта № 20-49-08002 Российского научного фонда.
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Предложена мультирежимная кинетическая модель развития повреждаемости при
циклическом нагружении для описания развития процесса усталостного разрушения.
Для определения коэффициентов кинетического уравнения повреждаемости исполь-
зован известный критерий многоосного усталостного разрушения, в котором заложен
механизм, связанный с развитием микротрещин нормального отрыва. На этой основе
предложена процедура вычисления коэффициентов кинетического уравнения для
различных режимов усталостного разрушения от малоцикловой до сверхмногоцикло-
вой усталости. Разработан единообразный численный метод и приведены примеры
расчета развития трещиноподобных зон повреждаемости и усталостного разрушения
образцов, содержащих дефекты разного типа для различных режимов циклического
нагружения.

Ключевые слова: усталостное разрушение, многоцикловая усталость, сверхмногоцик-
ловая усталость, мультирежимная модель, уравнение повреждаемости, критерий раз-
рушения
DOI: 10.31857/S0032823520050070

Введение. Имеются две основные задачи теории усталостного разрушения – это за-
дача определения локальной зоны и количества циклов нагружения до зарождения
усталостных повреждений, а также задача определения скорости и направления их
развития вплоть до выхода на поверхность образца или элемента конструкции и фи-
нального макроразрушения.

Основные способы их решения для случая многоосного циклического нагружения
связаны с проведением испытаний образцов, обобщением закономерностей, установ-
ленных для одноосных нагружений и описываемых усталостными S–N кривыми типа
Веллера и соотношениями типа Баскина [1].

Большое количество критериев (stress-based criteria) основано на прямом обобще-
нии S–N кривых, построенных по результатам усталостных испытаний, и они делятся
на две большие группы. В первую группу входят критерии, которые включают ампли-
туды инвариантных характеристик напряженного состояния в цикле нагружения –
октаэдрических напряжений, главных напряжений и т.п. [2, 3], а во вторую группу
входят те, которые учитывают значения амплитуд касательных и/или нормальных на-
пряжений на так называемой критической плоскости [4–9]. Как правило, эта плос-
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кость определяется из условия максимума амплитуд касательных, нормальных напря-
жений или их определенной комбинации по площадкам всевозможных ориентаций.
Обзоры по этой тематике представлены в работах [10–13].

Для того чтобы исследовать процессы развития зон усталостных повреждений так-
же существует два подхода. Первый основан на классических представлениях механи-
ки разрушения и связывает условия развития усталостных трещин при увеличении
числа циклов с амплитудами коэффициентов интенсивности напряжений в вершине
трещины. Основное уравнение было предложено Парисом [14], существует большое
количество его модификаций [15, 16].

Второй подход использует представления теории повреждаемости, восходящей к
работам [17, 18] и развитый впоследствии в [19, 20]. Он применялся [21–23] в прило-
жении к задачам циклического нагружения и усталостного разрушения.

В данной работе предлагается мультирежимная модель развития усталостного раз-
рушения, основанная на эволюционном уравнении для функции повреждаемости.
Параметры модели определены для различных режимов усталостного разрушения –
малоцикловой и многоцикловой усталости (МЦУ, МНЦУ), а также режима сверхмно-
гоцикловой усталости (СВМУ), соответствующего высокочастотному низкоампли-
тудному нагружению.

Для выделения различных режимов усталостного разрушения используется схема
мультирежимной амплитудной усталостной кривой, представленная на рис. 1. Вплоть
до значения N ~ 103 реализуется режим повторно-статического нагружения с амплиту-
дой, мало отличающейся от статического предела прочности . Далее левая часть би-
модальной усталостной кривой (кривая Веллера) описывает режимы МЦУ–МНЦУ
вплоть до N ~ 107 и значений амплитуды порядка предела усталости . Затем начинает-
ся зона смены механизмов разрушения и дальнейшее падение усталостной прочности,
начиная с величин N ~ 108, до нового предельного значения  в соответствии с правой
ветвью бимодальной усталостной S–N кривой. Эта ветвь описывает режим СВМУ [24].

Отметим, что в настоящее время развиваются представления о явном разделении
классической ветви Веллера еще на две части – собственно, МЦУ и МНЦУ. Граница
этой переходной области определяется не значением величины N, а величиной ам-
плитуды нагружения, равной пределу текучести материала  [25], так как при этом
также происходит смена физического механизма усталостного разрушения.

Граница повторно-статического диапазона N ~ 103 довольно условна. Она уточня-
ется в современных исследованиях [25] в зависимости от прочностных и пластических
характеристик материала.
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Тем не менее, в данной работе мы сохраним изложение предлагаемой модели раз-
вития повреждаемости, основанное на вышеописанной схеме.

Для того чтобы согласовать модель с известными критериями многоосного уста-
лостного разрушения, был выбран основанный на напряженном состоянии (stress-
based) критерий, который описывает усталостное разрушение, связанное с развитием
микротрещин нормального отрыва. Это модифицированный критерий Smith–Wat-
son–Topper (SWT) [26, 27], в котором определяющую роль в развитии усталостных по-
вреждений играют амплитуды максимальных растягивающих напряжений. В исход-
ном изложении этот и подобные ему stress-based критерии уже применялись для опи-
сания режимов МЦУ и МНЦУ. Был предложен [24] подход для обобщения
многоосных критериев разрушения при описании правых ветвей усталостных кривых
в режиме СВМУ, использующий опорные точки каждой из ветвей и обратную степен-
ную зависимость от числа циклов N для выхода на асимптоту предела усталости. В
данной работе для обобщения критерия SWT на случай СВМУ был также использован
этот аналитический подход.

1. Кинетическое уравнение для повреждаемости в режиме МЦУ–МНЦУ.
1.1. Критерий многоосного усталостного разрушения в режиме МЦУ–МНЦУ с

развитием микротрещин нормального отрыва (stress-based SWT), соответствующий
левой ветви бимодальной усталостной кривой (рис. 1) имеет вид:

(1.1)

где  – наибольшее главное напряжение,  – размах наибольшего главного напряже-
ния за цикл,  – его амплитуда. Из условия повторного статического разрушения

вплоть до значений N ~ 103 по методике [13] можно получить, что .
В соответствии с выбранным критерием к разрушению приводят только растягиваю-
щие напряжения, поэтому в него входит величина , где  – ста-
тический предел прочности материала,  – классический предел усталости материа-
ла при реверсивном цикле (коэффициент асимметрии цикла ),  –
степенной показатель левой ветви бимодальной усталостной кривой,  – функция
Хевисайда.

Из критерия усталостного разрушения получаем число циклов до разрушения при
однородном напряженном состоянии:

(1.2)

1.2. Для описания процесса развития усталостной поврежденности в режиме
МЦУ–МНЦУ вводится функция повреждаемости , которая описывает
процесс постепенного циклического (усталостного) разрушения материала. При

 материальная частица считается полностью разрушенной. Ее модули Ламе ста-
новятся равными нулю. Функция повреждаемости  в зависимости от числа циклов
нагружения  для режима МЦУ-МНЦУ описывается кинетическим уравнением:

где  и  – параметры модели, определяющие скорость процесса развития
усталостных повреждений. Выбор знаменателя в этом двухпараметрическом уравне-
нии задает бесконечно большую скорость роста зоны полного разрушения при 
и обусловлен известными экспериментальными данными по кинетическим кривым
роста усталостных трещин, имеющим вертикальную асимптоту и отражающим факт
их взрывного, неконтролируемого роста на последней стадии макроразрушения.

Уравнение для повреждаемости сходного типа рассматривалось ранее [21, 22], его
многочисленные параметры и коэффициенты определялись косвенно по результатам
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одноосных усталостных испытаний. Определим коэффициент  по процедуре, яв-
но ассоциированной с выбранным критерием многоосного усталостного разрушения,
которая выглядит следующим образом. Интегрируя уравнение для поврежденности
при однородном напряженном состоянии

находим число циклов до полного разрушения  при 

(1.3)

Приравнивая значения  из критерия разрушения (1.2) и из решения уравнения
для повреждаемости (1.3) , получим выражение для коэффициента :

где величина  определяется выбранным механизмом усталостного разрушения и
соответствующим многоосным критерием (1.1).

2. Кинетическое уравнение для повреждаемости в режиме СВМУ.
2.1. Критерий многоосного усталостного разрушения в режиме СВМУ, соответ-

ствующий правой ветви бимодальной усталостной кривой на рис. 2 (обобщенный
stress-based SWT) имеет вид:

(2.1)

где из условия подобия опорных точек для левой и правой ветвей бимодальной уста-

лостной кривой [24] можно получить формулу .
Из критерия усталостного разрушения получаем число циклов до разрушения при

однородном напряженном состоянии:

(2.2)

Здесь  – предел усталости материала при реверсивном цикле для режима СВМУ,
 – степенной показатель левой ветви бимодальной усталостной кривой.

2.2. Для режима СВМУ подобно п. 1.4 можно определить коэффициент в эволюци-
онном уравнении для повреждаемости:

Аналогично уравнению (1.3) имеем:

(2.3)

Приравнивая значения  из критерия разрушения (2.2) и из решения уравнения
для повреждаемости (2.3), получим выражение для коэффициента  в уравнении
для повреждаемости:

где величина  определяется выбранным механизмом усталостного разрушения и
соответствующим ему многоосным критерием (2.1).

Поведение поврежденного материала описывается уравнениями деградации его
модулей упругости , . Материал становится полностью
разрушенным, его модули упругости обнуляются при достижении функции поврежда-
емости  значения 1.

3. Условие переключения режимов накопления усталостной поврежденности. Точка
перехода с левой ветви усталостной кривой на правую ветвь, при которой происходит
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смена механизма усталостного разрушения, находится чуть выше предела усталости 
(рис. 1) и определяется значением . Для обеспечения непрерывного со-
пряжения левой и правой ветвей усталостной кривой необходимо выполнить условие

, которое эквивалентно уравнению для величины :

или

С учетом фактической малости поправочного члена в квадратных скобках, можно
установить значение поправки  приближенной формулой:

Соответствующее приближенное значение  определяется величиной

, как и следовало ожидать.
С учетом полученных уточненных оценок для точки перехода с одной ветви уста-

лостной кривой на другую, получим окончательные формулы для диапазонов и коэф-
фициентов кинетических уравнений повреждаемости.

Для режима МЦУ–МНЦУ при , 

Для режима СВМУ при 
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Рис. 2. а – Режим СВМУ:  МПа, , , ; б – Ре-

жим МНЦУ:  МПа, , , .
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При  усталостного разрушения не происходит, при  оно наступа-
ет мгновенно.

4. Алгоритм расчета развития усталостных повреждений. Численная процедура реше-
ния дифференциального уравнения для функции повреждаемости состоит из следую-
щих этапов. На первом этапе рассчитывается напряженное состояние упругого образ-
ца материала в одном цикле нагружения.

Для расчета цикла нагружения деформируемого образца с дефектами был исполь-
зован программный пакет Астра, использующий высокоэкономичный безматричный
вариант МКЭ [28] и дополненный кодом для расчета уравнения усталостной повре-
ждаемости и изменения модулей упругости.

Ранее этот вариант МКЭ применялся для развития методов сквозного счета про-
цессов динамического разрушения [29, 30]. С его использованием были построены
[31] алгоритмы решения контактных задач. Он применялся [32] для решения задач
прессования и спекания образцов при квазистатических или нестационарных (нецик-
лических) нагрузках.

Для интегрирования уравнения , ,  применялась
аппроксимация функции повреждаемости в k-узле расчетной сетки при заданных

дискретных значениях  в моменты  и искомых  в моменты .
Отметим, что вблизи состояния полного разрушения при  знаменатель кине-

тического уравнения становится сколь угодно малым, уравнение становится “жест-
ким” и обычные явные методы его численного решения становятся непригодными.
При численном решении по неявным схемам возникает нелинейная алгебраическая
система, решение которой при большом числе шагов затратно по времени расчета и
достижению приемлемой точности.

Поэтому был выбран следующий метод расчета повреждаемости. Было замечено,
что для значения  путем аналитического интегрирования кинетического
уравнения для повреждаемости на приращении числа циклов можно получить явное

выражение для . Кинетическое уравнение при этом становится однопа-
раметрическим, но сохраняет желаемые особенности поведения скорости роста по-
вреждаемости (заданный параметром  степенной рост в окрестности нуля, и беско-
нечный рост при ).

Выполним это интегрирование:

Обозначив , , ,

получим уравнение  и его допустимый корень . Из не-

го следует точная формула для повреждаемости на приращении числа циклов :

Значение приращения  определяется следующим образом.
На основе данных расчета напряженного состояния для каждого узла рассчитыва-

ется коэффициент В. Для определения приращения числа циклов выбираем точку с
наиболее быстро растущей функцией поврежденности, то есть ту, в которой раньше
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других  возрастет на заданную величину . Выборка проводится по точкам, где

. Величину шага определяем следующим образом:

Величина шага ограничена заданным максимумом . В расчетах используются

значения , .
Для каждого узла, исходя из его текущего уровня повреждаемости и эквивалентного

напряжения, находится новый уровень повреждаемости с учетов вычисленного при-

ращения .
Деградация поврежденного материала при численных расчетах определялась зави-

симостью  + 0.001), где  – значение модуля Юнга
на n + 1-м шаге по циклам нагружения при фиксированном значении коэффициента
Пуассона, H – функция Хэвисайда, а  – критический параметр повреждаемо-
сти, по достижении которого материал переходит в полностью разрушенное состоя-
ние с околонулевыми модулями упругости. При расчетах выбиралось . Малое
значение остаточного модуля Юнга – 0.001E для полностью разрушенного материала
играет роль регуляризатора и вводится для того, чтобы сохранялась возможность ве-
сти сквозной счет для любого состояния поврежденности.

Расчет заканчивается при выходе границ области полностью разрушенного матери-
ала на поверхность образца (макроразрушение) или прекращении эволюции этой об-
ласти.

С помощью мультирежимной модели и разработанной численной процедуры реше-
ны задачи о развитии зон усталостной поврежденности в окрестности типичных де-
фектов структуры материала (микропоры, различным образом ориентированные
микротрещины).

Предложенную модель и численный метод можно считать развитием и распростра-
нением ранее разработанных алгоритмов сквозного счета процессов динамического
разрушения [29, 30] на случай циклического нагружения и усталости материалов.

5. Примеры расчетов. Были проведены расчеты циклического нагружения пластин с
дефектами для коэффициента асимметрии R = –1 (реверсивный цикл) c зарождением
зон поврежденности, возникновения и развития трещиноподобных зон полного раз-
рушения частиц материала (“квазитрещин”) вплоть до их выхода на боковую грань
пластины (макроразрушения).

Нормальная нагрузка прикладывается с торцов, боковые грани пластины свободны
от напряжений. Рассматривается плоское напряженное состояние. Упругие, проч-
ностные и усталостные свойства материала пластины (титановый сплав) были взяты
из [21]:  МПа,  МПа,  МПа, , . Модули
упругости неповрежденного сплава равны  ГПа,  ГПа.

Степенной показатель кинетического уравнения  должен быть определен в про-
цессе согласования результатов вычислительных и усталостных экспериментов. Для
численных расчетов в уравнении для повреждаемости было принято среднее значение
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Размеры пластины 40 × 40 мм. Горизонтальная y = 0 и вертикальная x = 0 централь-
ные оси пластины являются осями симметрии, поэтому расчет проводится для обла-
сти x > 0, y > 0. Рассмотрены три вида дефектов в центре пластины: круговое отверстие
радиусом r = 1 мм; узкое эллиптическое отверстие с горизонтальной осью a = 1 мм,
вертикальной осью b = 0.2a; узкое эллиптическое отверстие с вертикальной осью b = 1 мм,
горизонтальной осью a = 0.2b. На рис. 2 показаны результаты расчета для кругового
отверстия. На этом и последующих рисунках представлены изолинии максимального
главного напряжения вокруг “квазитрещины” в тот момент, когда она прошла при-
мерно половину расстояния до боковой грани. В подписях к рисункам указаны значе-
ния количества циклов:  – до начала разрушения,  – до макроразрушения,  –
для положения, представленного на графике. Также указан максимальный уровень
растягивающих напряжений Р в цикле приложенных нагрузок и соответствующий им
режим усталостного разрушения.

На рис. 3 показаны результаты расчета для горизонтально ориентированного узкого
эллиптического отверстия; на рис. 4 – для вертикально ориентированного узкого эл-
липтического отверстия.

Отметим, что количество циклов , соответствующее уровню продвижения тре-
щиноподобных зон разрушения частиц материала (“квазитрещин”) примерно до се-
редины образца (рис. 2–4), очень мало отличается от количества циклов , что ука-
зывает на дальнейший финальный, быстропротекающий процесс макроразрушения.

Из рисунков видно, что близкий уровень циклических нагрузок, приложенных к
образцу с дефектами разного типа и ориентации, может приводить к усталостному
макроразрушению образца в совершенно различных режимах. Так, например, для
вертикально ориентированного эллиптического дефекта при уровне P = 264 МПа

имеем режим, переходный к СВМУ (рис. 4а) с долговечностью , а для
горизонтально ориентированного эллиптического дефекта при существенно более
низком P = 180 МПа макроразрушение происходит по механизму МНЦУ (рис. 3б) с

долговечностью .

iN fN kN

kN

fN

= × 74.709 10fN

= × 61.057 10fN

Рис. 3. а – Режим СВМУ:  МПа, , , ; б – Ре-

жим МНЦУ:  МПа, , , .

4

8

12

16

20

4

100

150

150
20

0100

100

50

50

8 12

a

16 20

700
600
500
400
300
200
150
100
50
0

0

4

8

12

16

20

4

150

150

150
200
300

300

20
0

20
0

200

40
0

100

10050

8 12

б

16 20

700
600
500
400
300
200
150
100
50
0

0

= 100P = × 91.350 10kN = × 42.903 10iN = × 91.351 10fN

= 180P = × 61.009 10kN = × 41.971 10iN = × 61.057 10fN



671МУЛЬТИРЕЖИМНАЯ МОДЕЛЬ РАЗВИТИЯ

Также можно отметить, что при проведении расчетов по мультирежимной модели
неоднократно проявлялся и моделировался эффект, наблюдаемый при фрактографи-
ческих исследованиях элементов конструкций, разрушенных при эксплуатации [33].
При относительно небольшом уровне приложенных нагрузок, за счет внутренних де-
фектов зарождение и начальное развитие зон усталостного разрушения происходит по
механизму СВМУ, а затем при концентрации и росте уровня напряжений в окрестно-
сти фронта распространяющейся “квазитрещины” происходит переход на другую
ветвь (МЦУ–МНЦУ) усталостной кривой. При этом резко меняется скорость разви-
тия процесса усталостного разрушения.

Разработанная мультирежимная модель и численный метод позволяют проводить
сквозной счет развития зон повреждаемости и трещиноподобных зон усталостного
разрушения материала без явного выделения трещин в их классическом понимании, а
также оценивать долговечность образцов от появления первых очагов до макроразру-
шения.

Заключение. Предложена мультирежимная кинетическая модель развития повре-
ждаемости при циклическом нагружении для описания развития процесса усталост-
ного разрушения. Для определения коэффициентов кинетического уравнения повре-
ждаемости использован известный критерий многоосного усталостного разрушения
SWT, в котором заложен механизм, связанный с развитием микротрещин нормально-
го отрыва. На этой основе предложена процедура вычисления коэффициентов кине-
тического уравнения для различных режимов усталостного разрушения МЦУ–МНЦУ,
СВМУ.

Разработан единообразный численный метод и приведены примеры расчета разви-
тия трещиноподобных зон повреждаемости и усталостного разрушения образцов, со-
держащих дефекты разного типа для различных режимов циклического нагружения от
МЦУ до СВМУ.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 19-19-00705).

Рис. 4. а – Режим СВМУ:  МПа, , , ; б – Ре-

жим МНЦУ:  МПа, , , .
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A multimode kinetic model for the development of damage under cyclic loading is proposed
to describe the development of fatigue failure process. To determine the coefficients of the
kinetic equation of damage, we used the well-known criterion for multiaxial fatigue fracture
SWT. On this basis, a procedure for calculating the kinetic equation coefficients for various
modes of fatigue failure from low-cycle to very-high-cycle fatigue is proposed. A uniform
numerical method is proposed and examples of calculating the development of crack-like
zones of damage and fatigue fracture of samples with defects of various types for different
modes of cyclic loading are presented.

Keywords: fatigue failure, high-cycle fatigue, very-high-cycle fatigue, multi-mode model,
damage equation, fracture criterion
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