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ВВЕДЕНИЕ
Задачи о колебаниях упругих полуограничен-

ных тел [1–11] достаточно давно привлекают вни-
мание многих исследователей, поскольку анализ
динамических процессов весьма важен, например,
при оценке динамической прочности элементов
тяжелонагруженных транспортных средств, ма-
шин и механизмов, в геофизике и горной механи-
ке. Отметим, что для изотропных однородных сред
динамические процессы в таких структурах хоро-
шо изучены [1, 2], а исследование волновых про-
цессов для сред с более сложной структурой, на-
пример, для слоистых [3, 4], функционально-гра-
диентных [5, 6], пористых [7–9] является весьма
актуальным и в настоящее время. Одним из важ-
ных классов динамических задач теории упруго-
сти являются задачи о колебаниях упругих тел с
локальными неоднородностями [10–13], такими
как полости, включения, трещины. Изучение
рассеяния упругих волн на неоднородностях раз-
ных типов и форм позволяет устанавливать факт
наличия дефекта [14–16], что дает возможность
определять тип и положение повреждения в ис-
следуемой структуре. Чаще всего решение таких
задач базируется на сведении их к системам гра-
ничных интегральных уравнений [1, 2, 11, 12] при
помощи фундаментальных решений или матриц-

функций Грина, что позволяет снизить размер-
ность исходной задачи на единицу. Такой подход к
решению реализован в настоящей работе. При ре-
шении динамических задач теории упругости также
применяется метод блочных элементов [3] и гибрид-
ные численно-аналитические схемы [10, 13]. На ос-
нове решения задач о колебаниях сред с дефектами
может быть осуществлен расчет амплитудных значе-
ний волновых полей, используемых для идентифи-
кации дефекта. В настоящей работе реализован под-
ход, основанный на расчете волнового поля в волно-
воде с полостью на основе метода граничных
элементов [17, 18], асимптотического подхода и при-
ближения Борна, часто используемого в акустике
[19, 20], и проведено сравнение результатов.

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Рассмотрим установившийся режим колеба-
ний с частотой  ортотропного упругого слоя
толщины  с цилиндрической полостью, не выхо-
дящей на его границы, направляющая которой
есть гладкая замкнутая кривая  с образующей,
параллельной оси . Нижняя грань слоя жестко
защемлена и совпадает с осью , ось  на-
правлена перпендикулярно вверх. Оси упругой

ω
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симметрии материала совпадают с осями систе-
мы координат. Колебания в слое вызваны нагруз-
кой  приложенной к верх-
ней части границы слоя.

Краевая задача после отделения временного
множителя имеет вид:

(1)

(2)

где  – плотность среды,  – компоненты тензо-
ра упругих постоянных материала, удовлетворяю-
щие соотношениям симметрии и положительной
определенности,  – компоненты единичного век-
тора нормали к кривой , внешнего по отношению
к области, занятой упругой средой. Замыкает поста-
новку задачи условие излучения волн на бесконеч-
ности, при формулировке которого использован
принцип предельного поглощения [2].

Исходная задача (1)–(2) в зависимости от типа
нагрузки распадается на две: задача об антиплос-
ких колебаниях ортотропного слоя с цилиндри-
ческой полостью (задача 1) и плоская задача о ко-
лебаниях слоя с полостью (задача 2). В задаче 1
ненулевой является компонента  и в кра-
евой задаче (1)–(2) полагаем  . Для за-
дачи 2 отличными от нуля являются компоненты

  и в краевой задаче (1)–(2) полага-
ем 

Основным способом исследования задач 1, 2
является предварительное сведение их к инте-
гральным уравнениям с нерегулярными ядрами
на основе идей теории потенциала. Решения кра-
евых задач 1, 2 построены на основе матриц-функ-
ций Грина для слоя , удовлетво-
ряющих однородным граничным условиям на гра-
ницах, и обобщенной теоремы взаимности [2], где
индекс  указывает, что сосредоточенная сила при-
ложена в направлении оси . Функция
Грина для ортотропного слоя в случае задачи 1 при-
ведена в работе [21], а для задачи 2 имеет вид:

(3)
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Здесь  – определители, получаю-
щиеся путем замены -го столбца ( ) в (4)
столбцом   – параметры
преобразования Фурье,  – поверхность, всюду
совпадающая с плоскостью , за исключением
множества нулей , которые она огибает в соот-
ветствии с принципом предельного поглощения.
Второе слагаемое в выражении (3) представляет
собой некоторую регулярную при 

  добавку, обеспечивающую вы-
полнение однородных граничных условий. Надо
отметить, что представление функций Грина для
ортотропного слоя в виде однократного интегра-
ла по контуру  в комплексной плоскости [21, 22]
удобно использовать при построении решения
задачи (1)–(2) путем сведения ее к интегральным
уравнениям с нерегулярными ядрами (6), тогда
как при решении задачи в рамках асимптотиче-
ского подхода использовался вид (3).

Поле перемещений в слое под действием по-
верхностной нагрузки с носителем на отрезке

 для задач 1, 2 имеет вид:

(5)

где  – компоненты тензора напряжений,
выраженные через функции Грина для слоя

 

Поля перемещений в слое (5) представимы в
виде суммы двух слагаемых, первое из которых

 – поле смещений в среде без дефекта под
действием заданной нагрузки (эталонное поле
смещений), второе слагаемое обусловлено нали-
чием полости в слое. Таким образом, на основании
соотношения (5) может быть рассчитано поле сме-
щений всюду в слое, если найдено поле смеще-
ний на границе полости. В настоящей работе по-
ля смещений на контуре полости рассчитаны на
основании двух подходов: метод интегральных
уравнений и основанный на нем метод гранич-
ных элементов (МГЭ), который может быть ис-
пользован для полостей любой конфигурации, и
асимптотический метод для круговых полостей
малого относительного радиуса.

Далее сформулированы системы граничных
интегральных уравнений (ГИУ), которые за счет
специального выбора матриц-функций Грина со-
держат операторы лишь по границе полости. Си-
стемы ГИУ для задачи 1  и задачи 2
( ) имеют вид:
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(6)

где интеграл по  понимается в смысле главного
значения по Коши, а в случае нерегулярной кри-
вой  коэффициент при  отличен от ½ и за-
висит от угла между касательными в особой точке
и упругих постоянных материала [22].

В настоящей работе численная реализация си-
стем ГИУ (6) с нерегулярным ядром на основе
МГЭ [17, 18] выполнена следующим образом.
Гладкая граница аппроксимировалась N-уголь-

ником , где функция  постоян-
на в пределах каждого из элементов , а в каче-
стве узлов выбраны середины соответствующих
отрезков. Число ГЭ  выбиралось таким обра-
зом, чтобы было не менее 5–6 элементов на длину
волны. Таким образом, системы ГИУ (6) своди-
лись к линейным алгебраическим системам отно-
сительно  Полученные алгебраи-
ческие системы относительно узловых смещений
на контуре хорошо обусловлены, имеют явное
диагональное преобладание. Отметим, что МГЭ
позволяет рассчитывать поле перемещений на
поверхности слоя в случае произвольной формы
и размера дефекта. Процедура решения ГИУ (6)
достаточно сложна и требует значительной вы-
числительной работы, однако, если сечение по-
лости представляет собой окружность малого ха-
рактерного размера, то схему расчета волновых
полей можно значительно упростить на основе
асимптотического анализа.

Асимптотический подход к решению многопа-
раметрической задачи (1)–(2) о колебаниях орто-
тропного слоя с цилиндрической полостью, попе-
речное сечение которой представляет собой окруж-
ность радиуса  с центром в точке 
был реализован в области изменения безразмерных
параметров:

(7)

где   где  для задачи 1,
 для задачи 2, а  соответствует частоте за-

пирания, когда в слое нет бегущих волн.
Поля перемещений, всюду в области, занятой

упругой средой, отличные от соотношений (5) и
полученные на основании обобщенной теоремы
взаимности, имеют вид:
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где  – плоская область, ограниченная гладкой
замкнутой кривой . На основании представле-
ния (8) при предельном переходе  полу-
чена следующая система ГИУ:

(9)

Надо отметить, что система ГИУ (9) имеет регу-
лярные подынтегральные функции в отличие от
уравнений (6), а криволинейный интеграл по
контуру  существует как несобственный, что
позволяет при дискретизации избежать вычисле-
ния сингулярных интегралов. Функцию 
можно представить в виде суммы двух слагаемых,
первое из которых соответствует статическому
случаю ( ), а второе – некоторая добавка:

При этом имеют место следующие оценки:

Выше введены следующие обозначения для зада-
чи 1:

а для задачи 2:
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Поля смещений на контуре полости  предста-
вимы в виде разложения по малому параметру :

(10)

Коэффициенты в разложении (10) вычислены
аналитически и для задачи 1 приведены в работах
[11, 12], а для задачи 2 имеют вид:
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где  – число распространяющихся волн в слое,
 – корни дисперсионного уравнения. Ампли-

туды бегущих волн на поверхности слоя для зада-
чи 1 имеют вид [12], а для задачи 2 имеют вид:

(13)

Выражения     не
приводятся в виду их громоздкости, а 

 заданы формулами (11).
Надо отметить, что в рамках приближения

Борна, широко используемого в акустике [19, 20],
перемещения на контуре заменяются эталонны-
ми полями смещений в точке , поэтому
амплитуды полей перемещений на поверхности
слоя в этом приближении не учитывают изменяе-
мость полей смещений на контуре. В рамках та-
кого приближения однократного рассеяния поля
смещений на контуре полости определяются со-
отношением (10) при удержании лишь первого
члена в разложении полей. В свою очередь, в соот-
ношении (13) для амплитуд отсутствуют слагае-
мые, содержащие производные от эталонных по-
лей  а их выражение имеет вид:
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полости кругового сечения малого относительного
размера на основании трех походов: МГЭ, асимп-
тотического подхода и приближения Борна.
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Направляющая цилиндрической полости  –
окружность с центром в точке  Число гра-
ничных элементов . На рис. 1–4 приведе-
ны графики полей перемещений на поверхности
слоя  , рассчитанных тремя спо-
собами для задач 1 и 2, при этом сплошная линия
соответствует расчетам по МГЭ, графики полей,
полученных на основе асимптотического подхо-
да, изображены сплошной линией с маркером “*”
и штриховой линией отмечены поля, полученные
в рамках приближения Борна. На рис. 1–2 пред-

0l
(0, 2).h

= 12N

υ ξ1( , ),m h = 1,2,3m

ставлены графики, соответствующие случаю од-
ной распространяющейся моды в слое для значе-
ний параметров   (задача 1) и

  (задача 2).

На рис. 3–4 представлены графики полей пере-
мещений на поверхности слоя  
для двух распространяющихся мод при следующих
значениях параметров   (задача 1)
и   (задача 2).

ε =1 0.24, ε =2 0.98
ε =1 0.15, ε =2 0.3

υ ξ1( , ),m h = 1,2,3m

ε =1 0.15, ε =2 0.98
ε =1 0.1, ε =2 0.4

Рис. 1. Действительная и мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимптотиче-
ского подхода (2), приближения Борна (3) для значений параметров  
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Рис. 2. (а) – Действительная и мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимпто-
тического подхода (2), приближения Борна (3) для значений параметров  . (б) – Действительная и
мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимптотического подхода (2), прибли-
жения Борна (3) для значений параметров  .
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Рис. 3. Действительная и мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимптотиче-
ского подхода (2), приближения Борна (3) для значений параметров , .
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Рис. 4. (а) – Действительная и мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимпто-
тического подхода (2), приближения Борна (3) для значений параметров , . (б) – Действительная и
мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимптотического подхода (2), прибли-
жения Борна (3) для значений параметров , .
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ВЫВОДЫ

На основе численных экспериментов опреде-
лена область корректной работы асимптотиче-
ского подхода для задач 1 и 2 для среднезаглуб-
ленных полостей малого поперечного размера и
приближения Борна при расчете волновых полей
в дальней зоне. Эта область описывается следую-

щими неравенствами:  для задачи 1 и

 для задачи 2 (относительное расхожде-

ние результатов не превышало 10%). Как видно из
графиков на рис. 1, на частотах, соответствующих
одной распространяющейся моде в слое, волно-
вое поле в дальней от дефекта зоне, рассчитанное
на основе приближения Борна, практически сов-
падает с полем, рассчитанным на основе МГЭ. На
тех частотах, для которых имеются две распростра-
няющиеся моды, приближение Борна значительно
отличается от расчетов по МГЭ. В то же время поле
на поверхности, рассчитанное на основе асимпто-
тического подхода, отличается от поля, полученно-
го на основе МГЭ, не более, чем на 4%. Отметим,
что для задачи 2 для любых частот, соответствую-
щих распространяющим модам в слое, наблюдается
качественное и количественное отличие полей пе-
ремещений, построенных на основании приближе-
ния Борна от полей, рассчитанных на основе МГЭ
и асимптотического подхода.

Работа выполнена в рамках федеральной целе-
вой программы “Исследования и разработки по
приоритетным направлениям развития научно-тех-
нологического комплекса России на 2014–2020 го-
ды” при финансовой поддержке государства в лице
Министерства науки и высшего образования Рос-
сии (идентификатор проекта RFMEFI60718X0203).
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Рассмотрено влияние эффекта аномальной прозрачности на прохождение звука из воды в воздух.
На основе математической модели рассчитан коэффициент прохождения по давлению через грани-
цу раздела вода–воздух с учетом влияния неоднородных плоских волн. Показаны особенности аку-
стического поля в воздухе при расположении подводного источника на расстоянии меньше длины
волны от границы раздела сред. Приведены теоретические зависимости коэффициента прохожде-
ния по давлению от волнового расстояния от источника до границы раздела сред. Описаны условия
и методики измерения коэффициента прохождения сферических волн через плоскую границу раз-
дела сред. Приведены экспериментальные зависимости коэффициента прохождения по давлению
от частоты излучения источника и его глубины. Приведены осциллограммы акустических сигна-
лов, прошедших из воды в воздух.

Ключевые слова: неоднородная плоская волна, сферическая волна, граница раздела вода-воздух, ко-
эффициент прохождения
DOI: 10.31857/S032079192002015X

ВВЕДЕНИЕ
Вопрос взаимосвязи акустических полей в со-

прикасающихся водной и воздушной средах яв-
ляется одним из основных в акустике и актуален
как для фундаментальных, так и для прикладных
задач. Согласно расчетам, прохождение акусти-
ческих волн из воды в воздух незначительно и
имеет слабое практическое применение. Данный
вывод основан на анализе процессов падения, от-
ражения и прохождения плоских волн от точеч-
ного источника сигнала в рамках лучевой теории.
Эта теория не может быть использована для опи-
сания сферической звуковой волны на расстоя-
ниях меньше длины волны от источника сигнала.
Лучевая теория не учитывает процессы, которые
могут стать причиной значительного увеличения
прохождения волн через границу раздела вода–
воздух [1–7].

Необходимо отметить теоретические работы
[8–10], в которых математически описан процесс
прохождения сферических волн через плоскую
границу раздела двух сред. В работах доказано,
что сферическая волна является суммой однород-
ных и неоднородных плоских волн. Этот факт по-
казан при вычислении интеграла, полученного в
результате разложения сферической волны на
плоские волны. Из-за своих свойств, амплитуда

неоднородной плоской волны быстро спадает в
направлении распространения. Поэтому для
большинства прикладных задач ее вкладом в аку-
стическое поле можно пренебречь. Если источ-
ник в воде поместить на расстояние меньше дли-
ны волны от границы раздела двух сред, то уровень
звукового давления в воздухе будет одновременно
зависеть от двух типов плоских волн.

Недавно эта задача получила новое решение.
В работах [11–13] описана математическая мо-
дель, позволяющая оценить степень прохожде-
ния акустической энергии через границу раздела
вода-воздух. Само явление получило название
эффекта аномальной прозрачности. В работе [13]
теоретически доказано существование эффекта
аномальной прозрачности не только для точеч-
ных источников, но и для излучателей с реальны-
ми размерами. Был проведен эксперимент [1],
подтверждающий данное явление. Однако полу-
ченные в ходе лабораторных исследований ре-
зультаты нельзя назвать исчерпывающими, а са-
ми условия проведения исследований вызывают
много вопросов. Поэтому, чтобы дополнить су-
ществующие знания о явлении, была проведена
серия экспериментальных исследований данного
вопроса [14–17].

УДК 534.2

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ
И ТЕОРИИ ВОЛН
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Однако в работах [14–17] основным доказа-
тельством эффекта аномальной прозрачности яв-
ляются графики зависимостей коэффициента
прохождения по давлению для различных усло-
вий моделирования и эксперимента. В тоже вре-
мя практически не рассмотрены причины, объяс-
няющие характер зависимостей. А именно тот
факт, что в процессе прохождения звука из воды в
воздух участвуют две волны. Отсутствуют осцил-
лограммы, которые наглядно демонстрируют
этот факт и являются существенным доказатель-
ством эффекта аномальной прозрачности. В ре-
зультате недочетов в расчетах на графиках зави-
симостей коэффициента по давлению отсутству-
ют осцилляции, которые являются результатом
интерференции двух волн. Отсутствуют также
расчеты скорости распространения неоднород-
ной плоской волны. Целью данной статьи являет-
ся устранение описанных выше недостатков.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Математическая модель в работах [11–13] опи-
сывает перенос энергии. Данный факт несколько
затрудняет привязку результатов моделирования к
условиям эксперимента. В работе [8] акустическое
поле описано с помощью звукового потенциала,
который можно легко преобразовать в акустиче-
ское давление. Поэтому наиболее рационально
воспользоваться математической моделью работы
[8]. Коэффициент прохождения по давлению
определяется формулой

(1)

где p – акустическое давление в точке M (рис. 1) в
воздухе, p0 – акустическое давление в точке И в
воде. Путь распространения акустической волны
из точки И в точку М в обоих случаях одинаков.

Акустическое давление в воздухе p в точке М
складывается из двух составляющих. Первая
часть – это акустическое давление p1, создаваемое
плоской волной, прошедшей путь ИГ1М. Вторая
часть – это акустическое давление p2, создаваемое
волной, прошедшей путь ИГ2М. Необходимо от-
метить, что тип волны, проходящий путь ИГ2М,
на разных участках различен. Отрезок ИГ2 прохо-
дит неоднородная плоская волна. После чего, на
границе раздела, происходит ее трансформация в
однородную плоскую волну [8]. В итоге, акусти-
ческое давление в воздухе волне можно записать
как
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где L – расстояние между приемником и источ-
ником (рис. 1), D – высота приемника, H – глуби-
на источника, ω – угловая частота, α – угол
скольжения волны на отрезке ИГ1, α1 – угол
скольжения волны на отрезке Г1М, β1 – угол
скольжения волны на отрезке Г2М, k – волновое
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число в воде, k1 – волновое число в воздухе,
 ρ – плотность воды, ρ1 – плотность воз-

духа, n – коэффициент преломления.
Акустическое давление в воде равно

(5)

где  B – константа, опреде-

ляемая из граничных условий.
Формулы (1)–(5) позволяют исследовать зави-

симость коэффициента прохождения по давле-
нию от двух основных параметров: глубины ис-
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Рис. 1. Распространение однородной (путь ИГ1М) и
неоднородной (путь ИГ2М) плоских волн от источ-
ника И в приемник M для случая n > 1.
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точника H и его частоты излучения f. При проведе-
нии расчетов примем значения скорости звука в
воде c и воздухе c1 равными  и  м/с.
Значения плотности воды ρ и воздуха ρ1 примем
равными  и  кг/м3. Тогда значения
показателя преломления n и отношения m плот-
ностей двух сред равны  и .

Результаты математического моделирования
зависимости коэффициента прохождения по дав-
лению Ap от глубины источника H и его частоты
излучения f представлены на рис. 2 и 3. Для удоб-
ства сравнения зависимостей на рис. 2 параметры
H и f связаны при помощи волнового расстояния

 Сплошной линией показана зави-
симость коэффициента прохождения при изме-
нении частоты излучения источника. Пунктир-
ной линией показана зависимость коэффициента
прохождения при изменении глубины источника.

Из рис. 2 видно, что величина коэффициента
прохождения существенно зависит от волнового
расстояния от излучателя до границы раздела.
При уменьшении волнового расстояния растет
уровень акустического давления в воздухе, при-
чем влияние изменения частоты и глубины на ко-
эффициент прохождения неодинаково. Кривые
зависимостей на рис. 2 можно условно разделить
на три участка. На первом участке ( ) подав-
ляющее влияние на коэффициент прохождения
оказывает акустическая волна, прошедшая путь
ИГ2М (рис. 1). На втором участке ( )
влияние на коэффициент прохождения оказыва-
ет интерференция акустических волн, прошед-
ших путь ИГ2М и ИГ1М. Поэтому на рис. 2 на вто-
ром участке можно наблюдать увеличение или

= 1480c =1 340c

=ρ 1000 =1ρ 1.2

= 4.35n = 0.0012m

= 2π .kH fH c

≤ 1kH

≤ ≤1 2kH

уменьшение результирующей амплитуды двух
волн. На третьем участке ( ) подавляющее
влияние на коэффициент прохождения оказыва-
ет акустическая волна, прошедшая путь ИГ1М.
Различный характер кривых на третьем участке
можно объяснить тем, что при изменении глуби-
ны H углы скольжения α и α1 изменяются, в то
время как при изменении частоты они постоян-
ны.

Анализ рис. 3 приводит к похожим выводам,
полученным при анализе рис. 2. В определенных
диапазонах частоты излучения источника и глу-
бины его расположения происходит значитель-
ный рост коэффициента прохождения по давле-
нию. В этих диапазонах основной вклад в акусти-
ческое поле в воздухе вносит формула (4). Вне
этих диапазонов коэффициент прохождения
остается неизменным, т.к. основной вклад вно-
сит формула (3).

Необходимо отметить, что математическая
модель не объясняет, какой путь проходит неод-
нородная плоская волна от источника И до гра-
ницы раздела Г (рис. 1), т.е. под каким углом β
волна падает на границу (в расчетах β был принят
равным 90°). Не определены также механизм
трансформации неоднородной плоской волны в
однородную плоскую волну и под каким углом β1
происходит дальнейшее распространение одно-
родной плоской волны в воздухе. Чтобы разо-
браться в этих вопросах, рассмотрим процесс
формирования акустического поля сферическим
источником.

Акустическое давление и колебательная ско-
рость частиц среды связаны соотношением [18, 19]

где

≥ 2kH

 = =  
 +

φ φ

2 2

ρρ cosφ
1

,i ip ckrc e e
k rv

Рис. 2. Зависимость коэффициента прохождения по
давлению от волнового расстояния от источника до
границы раздела. Сплошная линия – H = 0.05 м,
L = 0.5 м, α = 6°, β1 = 11.3°, D = 0.1 м, f = [1…20] кГц.
Пунктирная линия – H = [0.01…0.5] м, L = 0.5 м, α =
= [1.2…45.9]°, β = 11.3°, D = 0.1 м, f = 2 кГц.

–90

–30

–40

–50

–60

–70

–80

–20

kH1 2 3 40

A p
, д

Б

Рис. 3. Зависимость коэффициента прохождения по
давлению от глубины H источника и его частоты f из-
лучения: L = 0.5 м, β1 = 11.3°, D = 0.1 м.
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(6)

В сферической волне колебательная скорость
частиц v запаздывает по фазе на угол ϕ от давле-
ния. Угол ϕ зависит от волнового расстояния 
до точки наблюдения. Нам интересен случай

 . Тогда   а ам-
плитуда скорости частиц убывает обратно про-
порционально квадрату расстояния ( ). Об-
ласть вблизи центра волны, где действует этот закон,
называют неволновой зоной или ближним полем,
так как в этой области гидродинамические эффекты
перетекания жидкости преобладают над волновыми
процессами. Размеры этой области определяются
неравенством  или  [18, 19].

Действительная часть выражения для скоро-
сти частиц в сферической волне имеет вид

(7)

Первое слагаемое в формуле (7) совпадает по фазе
с давлением и, следовательно, определяет излуча-
емую акустическую энергию. Эта часть суще-
ственна при больших значениях r, т.е. в дальнем
поле, где амплитуда скорости частиц, как и аку-
стического давления, уменьшается пропорцио-
нально увеличению расстояния. Второе слагае-
мое, убывающее с расстоянием по квадратичному
закону, преобладает при малых значениях r, т.е. в
ближнем поле источника. Здесь скорость колеба-
ний частиц отстает по фазе от давления на  и
поэтому ближнее поле не вносит вклада в излуча-
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емую источником энергию, оно характеризует
поток жидкости вблизи источника. Отношение
амплитуд колебательной скорости в ближнем и
дальнем полях N совпадает со значением 
(формула (6) и рис. 4):

(8)

На малых расстояниях это отношение амплитуд
резко уменьшается, на больших расстояниях –
уменьшается значительно медленнее. На рис. 4
пунктирной линией показано отношение ампли-
туд колебательной скорости в ближнем и дальнем
полях, равное 1. Таким образом, из рис. 4 видно,
что граница ближнего и дальнего полей находит-
ся на расстоянии  от источника звука и об-
ладает зависимостью от частоты.

Акустическая волна, распространяющаяся в
ближнем поле, не является чисто продольной
волной. Ее скорость распространения зависит от
фазы ϕ между колебательной скоростью частиц и
акустическим давлением.

Как известно [20], скорость распространения
волны можно записать в виде

Тогда скорость распространения волны в ближ-
нем поле равна

(9)

Из рис. 5 видно, что скорость звука в воде в
ближнем поле меняется в широком диапазоне
значений (от 0 до 1480 м/с), и при определенных
условиях ( ) может быть меньше ско-
рости звука в воздухе (340 м/с). Это означает, что
при наличии границы раздела вода–воздух вбли-
зи источника, углы скольжения α1 для акустиче-
ской волны, прошедшей через границу, не огра-
ничены диапазоном значений от 0° до 13°.

Если достаточно близко приблизить источник
акустических волн к границе раздела вода–воздух,
то получается, что акустическое поле в воздушной
среде формируется в результате преломления
акустических волн из ближнего и дальнего полей.
Акустическая волна попадает из источника в при-
емник двумя разными путями (рис 6). Один из
них характерен для акустической волны, распро-
страняющейся в дальнем поле (путь ИГ1М), дру-
гой свойственен акустической волне, распро-
страняющейся в ближнем поле (путь ИГ2М).

Рассчитаем геометрическую картину на рис. 6.
Примем   

   Тогда применив
закон Снеллиуса, получим  

 Согласно формуле (9) и рис 5, по-

( )tg φ

( ) ( )= ωρ ρ = = ϕ2
0 0 1 tg .N p r p cr kr

0.16 λr

= ω.c
k

= =
+ +

б.п. 2 2

ω .
1 tg φ 1 tg φ

сc
k

° ≤ ≤ °77 φ 90

=д.п. 1480  м с,c =1 340  м с,c = °α 15 ,
= °β 78 , = 0.1  м,D =  0.05  м.H

= °1α 77 , = °1β 27 ,
=б.п. 79  м с.c

Рис. 4. Отношение скорости частиц в ближнем и
дальнем поле как функция расстояния (выраженная в
длинах волн) от источника.

6.0

4.5

3.0

1.5

9.0

7.5

10.5

r/λ0.1 0.2 0.30

N



246

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 3  2020

ВОЛОЩЕНКО

добная скорость в ближнем поле возможна, если
 Согласно формуле (8) и рис. 4, подобные

условия выполняются для частоты 230 Гц.
Можно заметить, что свойства акустической

волны в ближнем поле повторяют свойства неод-
нородной плоской волны [8, 20]. Обе волны не
являются чисто продольными волнами, т.к. их
колебательные скорости частиц имеют компо-
ненту, перпендикулярную к скорости распро-
странения волн. Картина прохождения однород-
ной и неоднородной плоских волн через плоскую
границу раздела воды и воздуха похожа на карти-
ну прохождения акустических волн из ближнего
и дальнего полей через границу раздела двух сред.
Поэтому можно связать коэффициент преломле-
ния n1 неоднородной плоской волны с расстояни-
ем r, которое она проходит от поверхности источ-
ника до границы раздела сред. Используя форму-
лы закон Снеллиуса и формулы (8), (9), запишем

АППАРАТУРА И УСЛОВИЯ 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Основная задача экспериментов состояла в из-
мерении уровня акустического давления в возду-
хе в результате работы сферического источника в
воде. В ходе экспериментов был определен коэф-
фициент прохождения по давлению сферических
акустических волн Ap для гладкой границы разде-
ла вода–воздух. Были получены зависимости коэф-
фициента Ap от двух параметров: а) места располо-
жения излучателя и б) его частоты излучения.

Структурная схема измерительной установки с
заглушенным гидроакустическим бассейном по-
казана на рис. 7. Пространственное расположе-
ние приемника и излучателя соответствует рис. 1.
Акустические оси приемника и излучателя на-
правлены перпендикулярно к границе раздела
сред. Измерительная установка состоит из излу-
чающего (блоки 1–4) и приемного (блоки 7–12)
тракта.

Генератор 1 работал в импульсном режиме и
формировал электрический сигнал с требуемыми
параметрами. Длительность импульса на разных
этапах эксперимента изменялась от 1 до 20 перио-
дов. С выхода генератора 1 электрический сигнал
проходил на вход усилителя мощности 2, а затем
усиленный сигнал поступал на вход излучателя 4.
Контроль уровня и формы электрического сигна-
ла на излучателе 5 осуществлялся с помощью ос-
циллографа 3, синхронизированного с генерато-
ром 1. В качестве источника акустических волн
использовался сферический излучатель диамет-
ром 30 мм.

= °φ 87 .

= = >
+

1 1 2 2 2
1 1

cosβ ω, , 1.
cosβ ωω

rc сn n
rc r c

Рис. 5. Зависимость скорости распространения аку-
стической волны в ближнем поле от разности фаз
между колебательной скоростью частиц и акустиче-
ским давлением.
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Рис. 6. Прохождение акустических волн из ближнего
(ИГ2М) и дальнего (ИГ1М) полей через плоскую гра-
ницу раздела двух сред.
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Рис. 7. Структурная схема измерительного стенда. 1 –
генератор; 2 – усилитель мощности; 3 – осцилло-
граф; 4 – сферический излучатель; 5 – водная среда;
6 – воздушная среда; 7 – гидрофон; 8 – конденсатор-
ный микрофон с предусилителем; 9 – микрофонный
усилитель; 10 – фильтр верхних частот (ФВЧ); 11 –
аналогово-цифровой преобразователь (АЦП); 12 –
электронная вычислительная машина (ЭВМ).
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Излучение и распространение акустического
сигнала происходило в водной среде 5 гидроаку-
стического бассейна. Габаритные размеры бассей-
на не менее 6 × 3 × 2.5 м. На гидроакустическом
бассейне установлены три координатно-поворот-
ных устройства, обеспечивающие перемещение
приемника и излучателя в трех плоскостях. Для
ослабления возникающих отражений, стенки и
дно гидроакустического бассейна покрыты звуко-
поглощающей резиной.

Гидрофон 7 принимал акустический сигнал в
водной среде 6. Гидрофон 7 был расположен на
расстоянии 1 м от излучателя и был удален от сте-
нок и дна бассейна. C выхода гидрофона 7 элек-
трический сигнал поступал на вход усилителя 9. С
выхода усилителя 9 электрический сигнал посту-
пал на вход ФВЧ 10, а затем на вход первого кана-
ла АЦП 11, который был синхронизирован с гене-
ратором 1. С выхода АЦП электрический сигнал
поступал на вход ЭВМ 12 для записи и обработки
результатов.

Визуализация и обработка данных проводи-
лись с помощью программы LGraph2 [21]. В про-
грамме LGraph2 был создан цифровой полосовой
фильтр (ПФ) Баттерворта десятого порядка с ре-
гулируемыми частотами среза [22]. Измерение
амплитуды сигналов также проводилось с помо-
щью программы LGraph2.

Далее гидрофон 7 заменили микрофоном 8,
который осуществлял прием акустического сиг-
нала, прошедшего из водной среды 5 в воздуш-
ную среду 6. Микрофон был расположен на высо-
те 10 см от поверхности воды, его акустическая
ось была ориентирована перпендикулярно к гра-
нице раздела. C выхода микрофона 8 электриче-

ский сигнал поступал на вход усилителя 9. Даль-
нейший путь сигнала от микрофона был подобен
пути сигнала от гидрофона. Полученные данные
позволили определить акустическое давление,
создаваемое преломленной волной в воздухе, на
расстоянии 10 см от границы раздела.

Согласно работам [11, 12], влияние неоднород-
ных плоских волн на увеличение коэффициента
прохождения Ap в случае точечного источника
возникает, только если излучатель находится на
глубине, малой по сравнению с длиной волны.
Для размерных источников также необходима
малость волновых размеров излучателя по срав-
нению с длиной волны [13]. Поэтому измерения
проводились в низкочастотном диапазоне. Ис-
точник располагался на глубинах меньше или по-
рядка длины волны от границы раздела двух сред.

Определение коэффициента прохождения
условно можно разделить на две части: 1) измере-
ние звукового давления в воде, 2) измерение зву-
кового давления в воздухе. Частота повторения
импульсов была выбрана так, чтобы отражения и
реверберация успевали затухнуть в интервале
между посылками.

Глубина источника в ходе эксперимента изме-
нялась в диапазоне от 1 до 50 см. Данные условия
измерений могли привести к многократному пе-
реотражению волн между границей раздела сред и
поверхностью излучателя. Однако в работе [13]
теоретически доказано, что отражения не влияют
на явление, если геометрические размеры излуча-
теля меньше длины волны. Также теоретически
показано, что не требуется малость размеров ис-
точника по сравнению с глубиной его расположе-
ния. Это обусловлено особенностями дифракции
волн на объектах малого волнового размера [13].

После прохождения акустической волны через
границу раздела сред, она распространялась в
воздушной среде. Измерения происходили в за-
мкнутом помещении. Использование импульс-
ного режима позволило отделить во времени не
только полезные сигналы и сигналы помехи, но и
выделить сигналы, образующиеся в результате
трансформации неоднородной акустической
волны на границе раздела сред в однородную аку-
стическую волну.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
На рис. 8 представлена зависимость коэффи-

циента прохождения от частоты излучения источ-
ника. Излучатель расположен на глубине 0.01 м.
Расстояние между акустическими осями излуча-
теля и микрофона равно 0.5 м. Высота микрофона
над границей раздела равна 0.1 м. Частоты, излучае-
мые источником, лежат в диапазоне от 1 до 20 кГц.

На рис. 9 представлена зависимость коэффи-
циента прохождения от глубины расположения

Рис. 8. Зависимость коэффициента прохождения по
давлению от частоты излучения: H = 0.01 м, L = 0.5 м,
D = 0.1 м, f = [1…20] кГц.

–80

–20

–30

–40

–50

–60

–70

–10

f, кГц5 10 150

A р
, д

Б



248

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 3  2020

ВОЛОЩЕНКО

источника. Расположение источника изменяется
в диапазоне глубин от 0.01 до 0.5 м. Расстояние
между акустическими осями излучателя и микро-
фона равно 0.5 м. Высота микрофона над грани-
цей раздела равна 0.1 м. Частота излучения источ-
ника равна 2 кГц.

На рис. 8 и 9 экспериментальные данные обо-
значены точками. Сплошная линия – результат
усреднения экспериментальных данных. Пунк-
тирная линия – результат математического моде-
лирования. Погрешность измерений не более
5.5%.

Из рис. 8 и 9 видно, что результаты экспери-
мента хорошо согласуются с расчетами. Коэффи-
циент прохождения зависит как от частоты излу-
чения источника, так и от глубины его располо-
жения. Из рис. 8 видно, что чем ниже частота, тем
выше уровень акустического давления в воздухе.
Экспериментальный коэффициент прохождения
меняется более чем на 25 дБ. К примеру, на часто-
те 1 кГц он равен –45 дБ, а на частоте 20 кГц со-
ставляет –74 дБ. Из рис. 9 видно, что чем ближе
источник расположен к поверхности, тем выше
уровень акустического давления в воздухе. К при-
меру, на глубине 0.01 м он равен –48 дБ, а на глу-
бине 0.5 м составляет –73 дБ.

Зависимости на рис. 8 и 9 нельзя объяснить в
рамках лучевой теории, согласно которой коэф-
фициент прохождения определяется только соот-
ношением акустических сопротивлений сопри-
касающихся сред. В тоже время, зависимости на
рис. 8 и 9 объясняются влиянием неоднородных
плоских волн. Из рис. 1 видно, что две акустиче-
ские волны приходят в точку М различными пу-
тями (путь ИГ1М и путь ИГ2М). Согласно рабо-
там [8, 10] фазовая скорость неоднородной плос-
кой волны на участке ИГ2 всегда меньше фазовой
скорости однородной плоской волны на участке
ИГ1. Таким образом, время прихода двух акусти-
ческих сигналов в точку М будет различно. Про-
анализируем сигналы, которые принимает мик-
рофон.

На рис. 10а показана осциллограмма сигнала
частотой 5 кГц, длительностью импульса T = 1 мс
при условиях H = 0.01 м, L = 0.5 м, D = 0.1 м. Из
рис. 10а видно, что в точку М пришло два сигнала
одинаковой частоты. Первый сигнал лежит в ин-
тервале от 0.65 до 1.6 мс. Далее идет интервал ин-
терференции сигналов, который примерно зани-
мает промежуток времени от 1.6 до 1.7 мс. Второй
сигнал лежит в интервале от 1.7 до 2.8 мс. Амплиту-
да второго сигнала почти в 2.5 раза больше, чем у
первого сигнала. Сигнал в интервале от 0 до 0.7 мс
можно отнести к электромагнитной наводке и не
учитывать.

На рис. 10б показана осциллограмма сигнала
частотой 2 кГц, длительностью импульса T = 2.5 мс
при условиях H = 0.01 м, L = 0.5 м, D = 0.1 м. Из

рис. 10б видно, что в точку М пришло два сигнала
одинаковой частоты. Первый сигнал лежит в ин-
тервале от 0.65 до 1.6 мс. Второй сигнал лежит в
интервале от 1.6 до 4.7 мс. Интервал, на котором
происходит интерференция двух сигналов, визу-
ально определить невозможно, т.к. амплитуда
второго сигнала существенно больше, чем у пер-
вого сигнала.

На рис. 10в показана осциллограмма сигнала ча-
стотой 16 кГц, длительностью импульса T = 0.625 мс
при условиях H = 0.01 м, L = 0.5 м, D = 0.1 м. Из
рис. 10в видно, что в точку М пришло два сигнала
одинаковой частоты. Первый сигнал лежит в ин-
тервале от 0.65 до 1.3 мс. Второй сигнал лежит в
интервале от 1.6 до 2.2 мс. Интервал, на котором
происходит интерференция двух сигналов, отсут-
ствует.

Из рис. 10а–10в видно, что соотношение ам-
плитуд первого и второго сигналов зависит от ча-
стоты. Чем она выше, тем меньше уровень второ-
го сигнала относительно первого. На низких ча-
стотах амплитуда второго сигнала в несколько
десятков раз превосходит амплитуду первого сиг-
нала. На высоких частотах второй сигнал практи-
чески отсутствует. Такое поведение второго сиг-
нала позволяет предположить, что оно образуется
на границе раздела сред в результате трансформа-
ции неоднородной волны в однородную волну.

Некоторые расхождения теоретических и экс-
периментальных зависимостей можно частично
объяснить особенностью методики оценки экс-
периментальных данных. Если теоретические
расчеты являются результатом интерференции
двух волн, то при оценке экспериментальных

Рис. 9. Зависимость коэффициента прохождения по
давлению от глубины расположения источника: H =
= [0.01…0.5] м, L = 0.5 м, D = 0.1 м, f = 2 кГц.

–90

–20

–30

–40

–50

–60

–70

–80

Н, м0.1 0.2 0.40.30

A р
, д

Б



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 3  2020

АНАЛИЗ ЭФФЕКТА АНОМАЛЬНОЙ ПРОЗРАЧНОСТИ 249

данных учитывалась только одна волна, обладаю-
щая наибольшей амплитудой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные результаты показывают, что коэф-
фициент прохождения по давлению сферических
акустических волн зависит как от места располо-
жения источника, так и от его частоты изучения.
При расположении источника на расстоянии
меньше длины волны от границы раздела сред
акустическое поле в воздухе формируют две аку-
стические волны. Вклад первой волны (однород-
ной) постоянен, вклад второй волны (трансфор-
мировавшейся из неоднородной) меняется в за-

висимости от волнового расстояния от источника
до границы. Полученные данные хорошо соотно-
сятся с теоретическими и экспериментальными
результатами других авторов [11–13], исследовав-
ших влияние неоднородных плоских волн на
прохождение звука из воды в воздух.

Возрастание коэффициента прохождения из-
за влияния неоднородных плоских волн может
найти применение в ряде прикладных задач. Во-
первых, явление можно использовать в системах
связи и навигации. Появляется возможность на-
прямую передавать информацию от подводного
аппарата или гидроакустической станции на ле-
тательный аппарат при помощи акустических
волн, т.е. подводному аппарату не нужно всплы-

Рис. 10. (а) – Сигнал в точке М (f = 5 кГц, H = 0.01 м, L = 0.5 м, D = 0.1 м, T = 1 мс); (б) – сигнал в точке М (f = 2 кГц,
H = 0.01 м, L = 0.5 м, D = 0.1 м, T = 2.5 мс); (в) – сигнал в точке М (f = 16 кГц, H = 0.01 м, L = 0.5 м, D = 0.1 м, T = 0.625 мс).
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вать или использовать радиогидроакустический буй
[23]. Вторая область применения явления – мони-
торинг подводной сейсмической активности или
других источников низкочастотного акустиче-
ского излучения при помощи групп беспилотных
летательных аппаратов.

Исследования проводились при финансовой
поддержке Южного федерального университета.
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ВВЕДЕНИЕ
Интерес к клиновым упругим волнам (КУВ)

начал активно проявляться после публикаций
двух независимых исследовательских групп под
руководством Лагасса и Марадудина [1–4] с це-
лью исследования возможности их применения в
акустоэлектронике. Проведенные численные
расчеты показали, что вдоль ребра линейного
твердотельного клина с углом раскрытия от 0° до
90° могут распространяться несколько антисим-
метричных (изгибных) локализованных и одна
симметричная мода КУВ. В [3] была предложена
эмпирическая формула для оценки скорости ан-
тисимметричных мод Vn:

(1)
Здесь и далее VR – скорость поверхностной волны
на боковой поверхности клина, n – номер моды
КУВ, θ – угол раскрытия клина.

Многочисленные экспериментальные иссле-
дования [5–9] антисимметричных мод КУВ в
прямых изотропных бездефектных клиньях пока-
зали высокую степень локализации энергии КУВ
у ребра клина. (В работе прямыми считаются кли-
нья, у которых ребро клина представляет прямую
линию.) Была также экспериментально подтвер-

ждена эмпирическая формула (1) для оценки ско-
рости распространения мод КУВ в прямых иде-
альных клиньях, и было установлено отсутствие
дисперсии скорости мод КУВ в таких клиньях.

Создание и использование оптических мето-
дов генерации и регистрации акустических волн в
твердотельных клиньях расширило диапазоны
исследуемых частот и увеличило точность опре-
деления амплитуды колебательной скорости и
скорости распространения КУВ. Совершенство-
вание экспериментальных методов исследования
КУВ позволяет использовать их для неразрушаю-
щего контроля [10–14].

Однако необходимо учитывать, что большин-
ство клиновидных структур, которые нуждаются
в неразрушающем контроле (ребра лопасти, кры-
ло, кромки режущих инструментов (сверла, буры
и др.)), не являются прямыми идеальными кли-
ньями. Потому исследование особенностей рас-
пространения КУВ в клиньях с другой геометри-
ей ребра клина, например, с усечением и изгибом
ребра клина, является актуальной задачей.

Следующей после прямого клина “по простоте
геометрии” является структура, ограниченная
конической поверхностью с одной стороны и ци-
линдрической с другой. В такой структуре образу-

≈ θ θ < °maxsin , 90 .n RV V n n

УДК 534.23

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ
И ТЕОРИИ ВОЛН
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ется клин, ребром которого является окружность
с радиусом R [15–19]. Так как в таком клине по-
явился размерный параметр – радиус клина R, ве-
личина которого может быть сравнима с длиной
волны λ, то упругие волны в цилиндрическом
клине обладают дисперсией. Используя лучевой
подход, в работе [16] В.В. Крылов аналитически
рассчитал дисперсию скорости мод КУВ в таких
структурах (рис. 1а, 1б) в случае малых углов и
при условии, что радиус кривизны значительно
превышает длину волны:

(2)

где V1, β0 = ω/V1 – скорость и волновой вектор
первой моды КУВ в прямолинейном клине соот-
ветственно, r0 = R/sin(θ/2) – радиус кривизны
клина (имеет отрицательное значение в случае
клина, ограниченного внешней конической по-
верхностью), θ – угол раскрытия клина, R – ради-
ус ограничивающего цилиндра.

К настоящему времени проведены исследова-
ния, посвященные влиянию усечения и искрив-
ления клина на дисперсию скорости КУВ. Были
численно и экспериментально исследованы дис-
персионные свойства дискообразных клиньев
[15] и цилиндрических клиньев, с положительной
кривизной [16–19]. В работе [17] методом ком-
пьютерного моделирования исследована локали-
зация первой моды клиновой волны в цилиндри-
ческом клине с положительной кривизной.

В настоящей работе приведены результаты
численного моделирования и эксперименталь-
ных исследований особенностей распростране-

 = + β 
cyl 1

0 0

3 11 ,
2

V V
r

ния антисимметричной моды КУВ в цилиндри-
ческих клиньях как с положительной, так и отри-
цательной кривизной, в частности, локализации
КУВ у ребра клина и дисперсии скорости КУВ
(рис. 1а, 1б). Кроме того, приведены результаты
исследования распространения КУВ для случаев,
когда внутренняя поверхность клина граничит с
жидкостями с различной вязкостью (вода, авто-
мобильное масло марки по SAE 10W-30, 86% вод-
ный раствор глицерина) (рис. 1в).

МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Трехмерное полноволновое численное модели-
рование распространения КУВ в цилиндрических
образцах заданной конфигурации проведено ме-
тодом конечных элементов с помощью специаль-
но разработанного программного обеспечения,
созданного в пакете COMSOL Multiphysics 5.4
(лицензия № 9600341) с подключенными модуля-
ми “Акустика” и “Структурная механика” [20].

В рамках линейной теории с использованием
уравнения движения в форме Ламэ и закона Гука
для твердой среды и системы гидродинамических
уравнений для вязкой жидкости смоделировано
распространение КУВ в цилиндрических кли-
ньях с положительной и отрицательной кривиз-
ной, в том числе при контакте одной из боковых
поверхностей клина с жидкостями, обладаю-
щими различной вязкостью. Параметры исполь-
зовавшихся материалов приведены в таблице.

Для проведения экспериментальных исследо-
ваний из цилиндрического прутка сплава алюми-
ния Д16 диаметром 98 мм было изготовлено два

Рис. 1. (а) – Цилиндрический клин с положительной кривизной; (б) – цилиндрический клин с отрицательной кри-
визной; (в) – цилиндрический клин с жидкостью.

(а)

θ

θ θ

r0

R R R

(б) (в)

x
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цилиндрических клина с примерно одинаковыми
углами раскрытия: угол клина с положительной
кривизной – 32.78°, а клина с отрицательной кри-
визной – 32.06°. Диаметр ограничивающего ци-
линдра в клине с отрицательной кривизной со-
ставлял 73.2 мм, а с положительной кривизной
был равен 98 мм (рис. 1а, 1б). При численном мо-
делировании распространения КУВ в образцах
использовались геометрические размеры изго-
товленных клиньев и упругие параметры сплава Д16:
плотность – 2775.3 кг/м3, модуль Юнга – 76 ГПа, ко-
эффициент Пуассона – 0.33.

Жидкости, использовавшиеся для заполнения
клиньев, имели различную вязкость и плотность: вода
(плотность – 1000 кг/м3, скорость звука – 1490 м/с,
кинематическая вязкость – 0.894 мм2/с), 86% вод-
ный раствор глицерина (измеренная плотность –
1221 ± 0.5 кг/м3, измеренная скорость звука –
1950 ± 20 м/с, динамическая вязкость 0.0926 Па с
[21]) и машинное масло марки по SAE 10W-30
(измеренная плотность 890 ± 1 кг/м3, кинемати-
ческая вязкость – 146.5 мм2/с [22], измеренная
скорость звука – 1420 ± 20 м/с). Все значения
приведены при температуре 25°С и атмосферном
давлении.

Граничные условия модели соответствовали
свободным внешним граням клина (a, b на рис. 2а),
а нижняя часть (k на рис. 2а) – слабо отражающе-
му условию для практически полного исключе-
ния влияния отраженного сигнала, поскольку для
экономии вычислительных ресурсов численно
моделировалась только верхняя часть клина. Та-
кой подход не искажает получаемые результаты,
поскольку изучаемые КУВ не испытывают влия-
ния нижней части клина. Для этой же цели протя-
женность модели ограничивалась 10 длинами
волн, а на противоположной от источника торце-
вой поверхности клина (c на рис. 2а) задано сла-
боотражающее условие, при этом на ближней
торцевой поверхности (d на рис. 2а) задано усло-

вие симметрии. При наличии жидкости ее верх-
няя поверхность (e на рис. 2а) также считалась
свободной, а на ближней торцевой поверхности
(f на рис. 2а) задано условие, аналогичное соот-
ветствующей грани клина. На дальней торцевой
поверхности (g на рис. 2а), нижней (m на рис. 2а)
и внутренней поверхности жидкости (h на рис.
2а) наложено условие излучения плоских волн,
приводящее к исключению отраженных помехо-
вых сигналов. На контакте жидкой и твердой сред
задано равенство нормальных и отсутствие тан-
генциальных напряжений. Точечный источник
представляет собой модулированную окном Хан-
нинга шириной 2/F гармоническую силу амплиту-
дой 1 Н, приложенную к ребру клина в точке пе-
ресечения с его ближней торцевой поверхностью
и направленную вдоль линии, перпендикулярной
его ребру и биссектрисе.

Решение задачи проводилось во временной
области, длительность которой определялась вре-
менем, необходимым КУВ для прохождения всей
модели. Размер конечных элементов, имевших
форму четырех- и треугольных призм (рис. 2б),
был выбран таким образом, чтобы ошибка расче-
тов не превышала 0.5%, причем при приближе-
нии к ребру клина сетка сгущалась для повыше-
ния точности расчетов. Шаг по времени удовле-
творял условию Фридрихса–Леви–Куранта с
двойным запасом прочности [23]. Пример резуль-
татов расчета приведен на рис. 3.

При обработке использовались временные за-
писи смещения, полученные виртуальными дат-
чиками, расположенными вдоль ребра клина
(рис. 3б). Фазовая скорость КУВ определялась
как отношение расстояния между двумя вирту-
альными датчиками вдоль ребра клина к интерва-
лу времени, на который смещается максималь-
ный пик на записях этих датчиков.

Рис. 2. (а) – Граничные условия: a, b – свободная граница твердого тела; с, k – слабоотражающее условие; d, f – условие
симметрии; e – свободная граница жидкости; g, h, m – условие излучения плоской волны (для удобства обозначений пока-
зана область, в полтора раза превышающая реально использовавшуюся); (б) – фрагмент сетки конечных элементов.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Экспериментальные исследования проводи-
лись с использованием модернизированной ком-
пьютеризованной ультразвуковой установки,
разработанной для ранее проводимых исследова-
ний прямых клиньев (рис. 4) [24]. Для генерации
зондирующего сигнала КУВ в исследуемом об-
разце (1) использовался ультразвуковой измери-
тельный комплекс RPR-4000 (2), работающий в
импульсном режиме. Возбуждение и прием уль-
тразвуковых КУВ проводилось методом point-to-
point [25] с помощью системы из трех точечных
преобразователей (3 – излучающий преобразова-
тель, 4 – принимающие преобразователи с кони-
ческими концентраторами). Время прохождения
импульса КУВ регистрировалось с помощью
цифрового осциллографа (5) DS09104A (Agilent).
Сканирующий лазерный виброметр PSV-300
(Polytec, Германия) (6) позволял визуализировать
колебания поверхности клина. Скорость КУВ
определялась по задержке прохождения импульса

КУВ между двумя принимающими преобразова-
телями, а также на основании визуализации рас-
пространения колебаний ребра клина лазерным
виброметром (рис. 5). Кроме того, с помощью ла-
зерного виброметра проводилось измерение рас-
пределения амплитуды КУВ перпендикулярно
ребру клина. Эти измерения позволили оценить
степень локализации первой антисимметричной
моды КУВ у ребра клина. Управление ультразву-
ковой установкой и регистрация эксперименталь-
ных результатов проводились с помощью ПК (7).

Экспериментальные исследования в образцах
клиньев проводились в диапазоне частот от 100 до
600 кГц. Выбор частотного диапазона обуславли-
вался геометрическими размерами образцов и
обеспечивал наблюдение дисперсии клиновых
волн в указанном диапазоне. Длительность зон-
дирующего электрического импульса составляла
3–5 периодов зондирующей волны, частота по-
вторения от 10 мс до 1 с в зависимости от режима

Рис. 3. (а) – Пример деформации клина через 0.05 мс после начала воздействия силового источника (деформация уве-
личена в 20 тыс. раз); (б) – пример записи смещения частиц клина виртуальным датчиком.
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измерения. Для исключения влияния встречных
волн с одной стороны от источника сигнала на
ребро клина помещался кусочек пластилина.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ
Предварительно экспериментально было изме-

рено значение скорости поверхностной акустиче-
ской волны (ПАВ) в образце из сплава алюминия
Д16, из которого были изготовлены клинья. Ско-
рость ПАВ была равна 2950 ± 30 м/с.

На рис. 6 представлены дисперсионные кри-
вые, рассчитанные по формуле (2) и на основа-
нии численного моделирования, а также полу-
ченные экспериментально для обоих образцов
без жидкости. Экспериментальные значения на-
ходятся в хорошем соответствии с результатами
моделирования. Отклонения эксперименталь-
ных значений скорости КУВ в случае цилиндри-
ческого клина с положительной кривизной объ-
ясняются усечением в образце эксперименталь-
ного клина, сравнимым на высоких частотах с
длиной волны. Действительно, если рассматри-
вать усечение клина как скругление, то получает-
ся, что по мере приближения к ребру клина угол
раскрытия клина увеличивается, и скорость вы-
сокочастотных импульсов увеличивается, стре-
мясь к скорости волн Рэлея.

Согласно проведенному моделированию, ам-
плитуда антисимметричной моды КУВ также, как
и в случае прямого клина, убывает экспоненци-
ально в направлении перпендикулярно ребру кли-
на в зависимости от расстояния от ребра клина:

(3)

где A и A0 – амплитуды колебательной скорости,
перпендикулярной радиусу кривизны клина r0 на
расстоянии r от его ребра и на самом ребре соот-
ветственно, r – расстояние от ребра клина вдоль ра-
диуса кривизны клина, λ – длина волны КУВ, B –
безразмерный коэффициент, характеризующий
степень локализации КУВ у ребра клина.

При этом коэффициент B в показателе экспо-
ненты определяется только формой и материалом
клина и не зависит от частоты КУВ. На рис. 7
приведены результаты моделирования и экспери-

( )= −
λ0 exp ,rA A B

ментального измерения локализации КУВ в кли-
не как с положительной, так и с отрицательной
кривизной в зависимости от частоты. Амплитуда
сигнала нормировалась на ее максимальное зна-
чение, а расстояние от вершины клина – на длину
клиновой волны. Коэффициент В для клина с по-
ложительной кривизной был равен B = 5.176, а для
клина с отрицательной кривизной B = 4.843. Это
указывает на то, что локализация КУВ у ребра кли-
на в цилиндрических клиньях с положительной
кривизной выше, чем в клине с отрицательной кри-
визной. При этом в цилиндрических клиньях лока-
лизация КУВ больше, чем в прямом клине из спла-
ва Д16, для которого B = 2.5 [24]. Как видно на рис. 7,
результаты численного моделирования и экспери-
ментов находятся в хорошем согласии.

Одновременно с измерением скорости КУВ
регистрировалась амплитуда колебательной ско-
рости по мере распространения импульса вдоль
ребра клина. Изменений амплитуды в пределах
погрешности измерений зафиксировано не было.

Таблица 1. Параметры материалов, заданные при численном моделировании

Материал
Плотность, 

кг/м3

Скорость 
продольной 
волны, м/с

Скорость 
поверхностной 

волны, м/с

Динамическая 
вязкость,

Па с

Объемная 
вязкость, Па с

Дюралюминий Д16 2775.3 6370 2950 – –
Вода 1000 1490 – 0.0009 0.0025
Автомобильное масло 890 1420 – 0.1 0.28
86% водный раствор глицерина 1221.0 1950 – 0.09 0.26

Рис. 6. Дисперсионные кривые для цилиндрических
клиньев с положительной и отрицательной кривизной.
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Дальнейшие исследования проводились с об-
разцами цилиндрических клиньев, заполненными
жидкостями с различной вязкостью и плотно-
стью. Это привело к различным граничным усло-
виям на внутренней и внешней сторонах клина.
Результаты численного моделирования и экспе-
риментального исследования зависимости ско-
рости КУВ от уровня жидкости, заполняющей
цилиндрический клин, приведены на рис. 8. Эти
эксперименты проведены на частоте 250 кГц.
Уровень жидкости оценивался в долях длины
волны от ребра клина (x/λ0) по вертикальной по-
верхности, где λ0 – длина КУВ в случае отсут-
ствия жидкости в образце, при этом значению 0
соответствует уровень жидкости у вершины клина,
а увеличение значения x/λ0 соответствует пони-
жению уровня жидкости (рис. 1в). Как видно на
рис. 8, при уменьшении области клина, свобод-
ной от жидкости, скорость КУВ начинает резко
уменьшаться до значений ниже скорости звука в

жидкости. При этом заметное влияние жидкости
на величину скорости КУВ происходит, как и
следовало ожидать, в области локализации кли-
новой волны. С ростом плотности жидкости зна-
чение минимальной скорости КУВ увеличивается,
при этом логично, что при увеличении параметра
x/λ0 значения скоростей КУВ для разных жидко-
стей сравниваются. При исследовании зависимо-
сти скорости КУВ от величины уровня жидкости
заметного влияния изменения вязкости жидко-
сти не обнаружено. Более медленное изменение
скорости КУВ при экспериментальных исследо-
ваниях по сравнению с результатами численного
моделирования объясняется наличием неболь-
шого мениска жидкости у поверхности клина.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе экспериментально и численным мо-
делированием были исследованы особенности

Рис. 7. Локализация КУВ в цилиндрических клиньях с (а) – положительной и (б) – отрицательной кривизной.
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Рис. 8. Зависимость скорости КУВ от расстояния до поверхности жидкости (частота 250 кГц): (а) – моделирование;
(б) – эксперимент.
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распространения упругих волн в цилиндрических
клиньях. Для проведения экспериментальных ис-
следований из сплава алюминия Д16 были изго-
товлены два образца цилиндрических клиньев с
положительной и отрицательной кривизной. Чис-
ленным методом было смоделировано распро-
странение КУВ в цилиндрических образцах с
различной конфигурацией клиньев и размера-
ми, соответствующими изготовленным. Модер-
низированы экспериментальная установка и ме-
тодика для возбуждения и регистрации КУВ в
этих клиньях. Методом лазерной интерферомет-
рии были визуализированы КУВ и измерена их
локализация у ребра клина. Установлено, что
КУВ в цилиндрических клиньях локализованы
сильнее по сравнению с локализацией КУВ в
прямом клине. Цилиндрический и прямой кли-
нья были изготовлены из одного материала –
сплава алюминия Д16. Импульсным ультразвуко-
вым методом в интервале частот 100–600 кГц в
изготовленных образцах клиньев обнаружена
дисперсия скорости КУВ. Были проведены ис-
следования зависимости скорости КУВ от уровня
жидкости, заполняющей цилиндрический клин.
Установлено, что по мере увеличения уровня
жидкости в области локализации КУВ их ско-
рость в цилиндрическом клине уменьшается.

Результаты численного моделирования, ана-
литических расчетов по формуле (2) и экспери-
ментальных исследований, проведенных в рабо-
те, находятся в удовлетворительном согласии.

Работа выполнена при финансовой поддержке
гранта РФФИ (проект № 17-02-01123) и гранта
Президента Российской Федерации для поддерж-
ки научных школ № НШ-5545.2018.5.
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Исследованы столкновения двух импульсных сигналов в среде с модульной (М) нелинейностью и
со специальным законом релаксации. Процессы описываются интегро-дифференциальным урав-
нением, ядро которого отлично от нуля на конечном интервале времени. Считается, что внутри это-
го интервала “память среды” постоянна, а вне его обращается в ноль. Для этой модели анализ сво-
дится к решению простого дифференциально-разностного уравнения; при этом объем вычислений
заметно сокращается. Описаны явления, сопровождающие столкновения импульсов – нелинейное
взаимное затухание, аннигиляция, уширение сигналов во времени. Выяснено влияние параметров
сигналов и свойств среды на протекание указанных процессов. Рассмотрено столкновение двух мо-
дульных солитонов, описываемых М-уравнением типа Кортевега–де Вриза. Показано, что в рамках
этой модели взаимодействие может отличаться от обычного поведения солитонов, обнаруживаю-
щих аналогию с упругим взаимодействием частиц.

Ключевые слова: метаматериал, модульная нелинейность, время релаксации, интегро-дифференци-
альное уравнение, взаимное поглощение, аннигиляция
DOI: 10.31857/S0320791920030077

ВВЕДЕНИЕ

Солитонами обычно называют уединенные
волны, форма которых не изменяется благодаря
двум конкурирующим процессам. Конкурентами
являются нелинейное “обострение” волнового
профиля и его дисперсионное “сглаживание”.
Солитонные решения, допускаемые некоторыми
хорошо известными нелинейными уравнениями,
безусловно, важны как точные результаты мате-
матической физики. Однако наибольший инте-
рес, наблюдавшийся в течение последних 50 лет,
по-видимому, связан с “корпускулярным” пове-
дением солитонов. Сталкиваясь друг с другом, со-
литоны ведут себя как упругие частицы [1]. Они
могут притягиваться или отталкиваться между со-
бой, образуя связанные состояния. Именно с

перспективами физических приложений солито-
ники была связана необычайная популярность и
высокая цитируемость соответствующих работ.

Однако корпускулярные свойства обнаружива-
ют не только консервативные солитоны, но и вол-
ны в диссипативных системах. Например, слабые
ударные волны сталкиваются между собой и сли-
паются при этом как абсолютно неупругие части-
цы [2]. Ансамбль треугольных импульсов, образу-
ющих пилообразную волну, ведет себя как сово-
купность неупругих частиц, “испаряющихся” в
промежутках между соударениями в результате не-
линейного затухания [3]. Такие явления хорошо
известны для интенсивных акустических волн и
наблюдаются в средах, где нет дисперсии, т.е.
скорость распространения волны не зависит от
частоты.

УДК 534.222

НЕЛИНЕЙНАЯ АКУСТИКА
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Недавно появились работы по взаимодей-
ствию уединенных импульсов в средах с модуль-
ной нелинейностью, которые для краткости на-
зовем М-средами. Такие взаимодействия имеют
интересные физические особенности, изучение
которых представляет несомненный интерес.
Эволюцию возмущений в М-среде, обладающей
высокочастотной дисперсией и диссипацией,
можно описать следующей математической мо-
делью:

(1)

При  из (1) получается М-уравнение
Хопфа, при  – М-уравнение Бюргер-
са, при  – М-уравнение Кортевега–
де Вриза.

Модель (1) есть частный случай более общего
интегро-дифференциального уравнения

(2)

Уравнение (1) следует из (2) для ядра
, выражаемого через дельта-

функцию и ее производную.
Среди моделей типа (2), обладающих невы-

рожденными ядрами , наиболее известны
уравнения с экспоненциальным ядром

(3)

Ядро (3) предсказывается релаксационной моде-
лью Мандельштама–Леонтовича [4]. В этом слу-
чае из общего уравнения (2) получается:

(4)

Такое уравнение в дифференциальной форме (4)
для квадратично нелинейной среды выведено в
работе [5]; его интегральная форма представлена
в работе [6].

Однако экспоненциальное ядро, характеризу-
емое единственной парой чисел , есть лишь
простейший пример релаксационной внутренней
динамики среды. Часто физически адекватными
являются более сложные модели, содержащие не-
сколько времен релаксации  и соответствую-
щих им чисел  или даже непрерывный спектр
таких времен. Сложная перестройка внутренней
структуры инициируется, например, в процессе
динамического деформирования полимеров, со-
держащих разномасштабные структурные эле-
менты [7], а также при распространении акусти-
ческих волн в неоднородных средах и искусствен-
но создаваемых матаматериалах.
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Разнообразные формы ядер, полезные для
приложений, обсуждаются в статье [8]. В частно-
сти, степенные зависимости коэффициента зату-
хания волны от частоты с дробными показателя-
ми степени, типичные для биологических тканей
и геофизических структур, принципиально тре-
буют интегро-дифференциального описания.

Кратко напомним схему нахождения ядра 
в каждом конкретном случае. Частотные зависи-
мости дисперсии и поглощения, которые даются
действительной и мнимой частями 
волнового числа , измеряются в эксперименте
или определяются из физической модели типа
Мандельштама–Леонтовича. Затем решается об-
ратная задача и ядро реконструируется стандарт-
ными методами, использующими принцип при-
чинности и соотношения типа Крамерса–Кро-
нига [9].

Известно, например, что показатель степени в
частотной зависимости затухания ультразвука в
биологических тканях является дробным и, со-
гласно измерениям, в МГц-диапазоне изменяет-
ся от 2.1 (кости черепа) до 0.6 (кожа) [10]. Для ча-
стот порядка нескольких МГц, используемых в
медицинской практике, обычно полагают

 . При этом ядро имеет вид

. Особенность функции  в точке
 часто оказывается несущественной, по-

скольку уравнение содержит “свертку” сингуляр-
ного ядра с осциллирующей функцией, описыва-
ющей поле ультразвуковой волны.

Когда представляют интерес волны не в кон-
кретной релаксирующей среде, а общие законо-
мерности совместного проявления нелинейных и
релаксационных процессов, удобен прием, сводя-
щий интегро-дифференциальное уравнение к
дифференциально-разностной модели или даже к
простому отображению. Этот переход [8] эффек-
тивен для ядер, отличных от нуля на конечном ин-
тервале. Простейший случай соответствует среде с
постоянной “памятью” [11], для которой

(5)

Ядро (5) означает, что в течение промежутка вре-
мени  среда “все помнит”, а в момент
времени  “все забывает”. Для такого ядра
(5) уравнение (2) принимает вид дифференциаль-
но-разностного уравнения:

(6)

Нетрудно показать, что и для некоторых других
ядер, отличных от нуля на конечном интервале,
анализ сложных интегро-дифференциальных
уравнений (2) удается свести к решению более

( )K s

( ) ( )ω ω' , "k k
k

−νω2" ~ ,k < ν <0 1
ν−1( ) ~K s s ( )K s

= 0s

( ) < < θ=  < > θ

rel

rel

1, 0 ,
0, 0, .

s
K s D

s s

< < θrel0 s
= θrels

( ) ( )[ ]∂ ∂ ∂− = θ − θ − θ
∂ ∂θ ∂θ rel, , .V V D V z V z

z



260

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 3  2020

ВАСИЛЬЕВА, РУДЕНКО

простого уравнения типа (6); при этом объем вы-
числений заметно сокращается.

Нелинейные явления, сопровождающие рас-
пространение одиночных импульсных сигналов в
релаксирующей среде с ядром (5) для трех видов
нелинейности (модульной, квадратичной и квад-
ратично-кубичной) изучены в работе [11]. Однако
взаимодействие таких импульсов между собой в
[11] не рассматривалось.

Итак, мы перечислили уравнения, которые бу-
дут использованы в дальнейшем изложении. Пе-
рейдем теперь к пояснению принятых обозначе-
ний и примерам сред с М-нелинейностью. Чтобы
придать физический смысл обозначениям, будем
для определенности иметь в виду упругие (аку-
стические) плоские волны. Для понимания до-
статочно ограничиться наиболее простой исход-
ной моделью, приводящей к уравнению Хопфа.
Эта модель состоит из уравнения динамической
теории упругости:

(7)

и уравнения состояния:

(8)

Здесь  – механическое напряжение и деформа-
ция,  – плотность среды,  – модуль Юнга,  –
параметр М-нелинейности.

Ограничимся рассмотрением волн, бегущих в
положительном направлении оси  со скоростью,
близкой к скорости звука . Считаем ис-
кажения волны медленными, что обусловлено
малостью нелинейного члена. Используя метод
медленно изменяющегося профиля [9, 12], при-
дем к эволюционному уравнению (2), в котором

(9)

Смысл констант:  и  – характерные частота и
амплитуда исходного сигнала, а характерное не-
линейное расстояние равно . Числа

 в уравнении (1) представляют собой отно-
шения нелинейной длины  к характерным зна-
чениям диссипативной и дисперсионной длин.

Укажем, что теоретические и эксперименталь-
ные исследования волн в средах с “модульной”
нелинейностью были начаты сравнительно не-
давно [13–17]. Например, М-среды, встречающи-
еся в механике, имеют различную упругость при
деформациях растяжения и сжатия. Такими
свойствами обладают армированные полимеры и
бетоны (см. [18], гл. 1). М-уравнения (1), (2), (4),
(6) линейны для функции, сохраняющей знак,

∂ ε ∂ σρ − =
∂ ∂

2 2

2 2 0
t x

( )ε = σ + σ1 .g
E

σ ε,
ρ E g

x
= ρс E

( ) σ= θ = ω − = −
σ0

, , .
NL

x xz t V
l c

ω σ0

( )= ω2NLl c g
Γ, D

NLl

т.е. для  или . Нелинейные эффекты
проявляются лишь для знакопеременных решений.

Примером таких эффектов является генера-
ция высших гармоник при подаче на вход нели-
нейной среды одночастотного гармонического
колебания. Очевидно, что М-нелинейность при-
водит к линейной зависимости амплитуды вто-
рой гармоники от амплитуды первой ( ).
С другой стороны, обычная квадратичная нели-
нейность дает иную зависимость ( ). В об-
щем случае существенны обе нелинейности, и
показатель степени в зависимости  ле-
жит в области от единицы до двух [19]. Проведя
несколько измерений, можно решить обратную
задачу [17] и восстановить нелинейные модули
среды. Важным примером М-нелинейной среды
может служить метаматериал, содержащий искус-
ственно изготовленные сосредоточенные М-не-
линейные элементы [20], которые включены в
однородную матрицу.

ВЗАИМНОЕ ПОГЛОЩЕНИЕ
И АННИГИЛЯЦИЯ ИМПУЛЬСОВ

В СРЕДЕ С РЕЛАКСАЦИЕЙ

Перейдем теперь к анализу процесса столкно-
вения импульсных сигналов разной полярности в
М-нелинейной релаксирующей среде. Взаимо-
действие волн описывается уравнением (2) с яд-
ром (5), которое сводится к дифференциально-
разностному уравнению (6). Результаты числен-
ного расчета иллюстрированы на рис. 1.

Исходный сигнал (кривая 1) задан в виде двух
импульсов разной полярности, находящихся на

> 0V < 0V

2 1~A A

2
2 1~A A

=2 1
mA KA

Рис. 1. Столкновение двух импульсных сигналов: от-
рицательной полярности и положительной полярно-
сти с большей амплитудой. Значения параметров

. Кривые 1–7 изображают профиль
волны на расстояниях  = 0, 1.5, 3.75, 5, 6, 7.5, 10.

–5 5
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некотором “расстоянии” (временной задержке)
друг от друга:

(10)

В отсутствие релаксации ( ) решение уравне-
ния (6) имеет вид

(11)

Здесь знаки ( ) соответствуют импульсам соот-
ветствующей полярности. Видно, что отрица-
тельный импульс движется в положительном на-
правлении оси , а положительный импульс – в
отрицательном направлении. Это означает, что
импульсы начинают сближаться, не взаимодей-
ствуя друг с другом. При этом М-нелинейность не
искажает их форму. Искажение на этом этапе
происходит лишь вследствие релаксационных
процессов, проявляющихся как линейное погло-
щение и образование дисперсионных фазовых
сдвигов между гармониками.

В результате столкновения положительного и
отрицательного импульсов образуется связанное
состояние с общим ударным фронтом (кривая 2).
В этот момент “включается” нелинейное затуха-
ние (сравните кривые 2 и 3), которое продолжается
до тех пор, пока отрицательный импульс не исчез-

( )= θ =
− θ + π − π < θ < − π



= − π < θ < π

 θ − π π < θ < π


0,
3 3 10.7 sin( ), ,
2 2 2

1 10, ,
2 2

1 1 3sin( ), .
2 2 2

V z

= 0D

( ) ( )±θ = ± θ, .V z V z

±

θ

нет. Таким образом, происходит взаимное погло-
щение сигналов разной полярности. Сформиро-
вавшийся положительный импульс задержан по
фазе и имеет меньшую амплитуду по сравнению с
исходным. В дальнейшем он распространяется без
изменения формы (сравните кривые 6 и 7).

Взаимное поглощение имеет место при раз-
личной амплитуде одинаковых по форме и дли-
тельности импульсов или, в более общем случае,
при различной площади под кривыми . Если
площади одинаковы, в результате взаимного по-
глощения может наступить аннигиляция, т.е.
полное взаимное уничтожение сигналов.

Процесс аннигиляции изображен на рис. 2.
Исходная форма волны (кривая 1) дается двумя
разнесенными полупериодами синусоиды (10),
но с одинаковыми амплитудами. Как и на рис. 1,
до столкновения импульсов (кривая 2) их нели-
нейного поглощения не происходит. С увеличе-
нием расстояния взаимное поглощение усилива-
ется, и однополярные импульсы исчезают полно-
стью.

Таким образом, взаимодействие уединенных
волн в М-среде обнаруживает свойства, отличные
от наблюдаемых при упругих столкновениях
обычных солитонов и неупругих слияниях удар-
ных волн. Имеется аналогия с взаимодействием
сгустков химически реагирующих веществ, на-
пример, горючего и окислителя. В результате ре-
акции один (меньший) компонент исчезает, а
масса второго (большего) уменьшается.

СТОЛКНОВЕНИЯ МОДУЛЬНЫХ 
СОЛИТОНОВ

Недавно был исследован другой тип уединенных
волн, названный нами “модульные солитоны” [22].
Эти волны обнаружили новые физические свой-
ства. В средах с высокочастотной дисперсией и
модульной нелинейностью эволюция волн опи-
сывается модифицированным уравнением Кор-
тевега–де Вриза (это уравнение (1) при значении
диссипативного параметра ):

(12)

Аналитическое выражение для одного из ста-
ционарных солитонных решений

(13)

( )± θV

Γ = 0

∂ ∂ ∂− =
∂ ∂θ ∂θ

3

3 .V VV D
z

( )= = θ + βV V T z

Рис. 2. Столкновение двух импульсных сигналов: от-
рицательной и положительной полярности с одина-
ковыми амплитудами. Значения параметров

 Кривые 1–7 соответствуют рас-
стояниям  = 0, 1, 1.5, 2, 3, 4, 5
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имеет вид:

(14)

Здесь  – константы. В двух точках
 отрицательная  и положительная  ветви

решения непрерывно сшиваются, причем непре-
рывной оказывается и первая производная. При-
нято обозначение:

(15)

Заметим, что модульный солитон (14) не мо-
жет распространяться по невозмущенной среде,
т.е. иметь профиль, для которого 

. Причиной является тот факт, что солито-
ны формируются в результате конкуренции меж-
ду нелинейным “укручением” и диперсионным
“расплыванием” волны, а в М-модели один из
конкурирующих факторов (нелинейность) для
возмущения, сохраняющего знак, отсутствует.
В этом основное отличие (14) от солитонных ре-
шений обычного уравнения КдВ; отличие связано
с исчезновением одной из симметрий для М-урав-
нения (12).

Как следует из решения (14), солитон является
возмущением относительно уровня

(16)

Если имеются два солитона, возмущающие один и
тот же уровень (16), должно выполняться условие

(17)

Амплитуды этих солитонов, как следует из (14)
при , равны соответственно:

(18)

Из последних двух формул получим

(19)

Как нетрудно видеть, при  должно быть
, т.е. импульс с большей амплитудой дол-

жен двигаться с большей скоростью. При этом
столкновение импульсов возможно, если боль-
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ший импульс будет находиться позади меньшего
и сможет его “догнать”.

Рассмотрим в качестве примера взаимодей-
ствие двух разных солитонов. Пусть эти солито-
ны, находясь на значительном удалении друг от
друга, бегут по одному и тому же “невозмущенно-
му уровню” (16):

(20)

Введем для удобства функцию , ко-
торая обращается в ноль  на беско-
нечности. Это означает, что -солитоны возму-
щают нулевое значение параметра, описывающего
состояние среды. Выражения для этих солитонов,
соответствующие формулам (14), имеют вид:

(21)

(22)

В этих обозначениях постановка задачи такова.
Нужно проанализировать процесс столкновения,
т.е. рассчитать  для различных расстояний .
Фактически требуется проинтегрировать уравне-
ние (12), записав его в следующем виде:

(23)

Область по переменной  должна включать оба
солитона. Для  начальная конфигурация есть

 , где  да-
ются формулами (21) и (22).

При численном анализе задачи положим зна-
чения констант равными  . При
этом, в соответствии с (19) и (17) ,
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. Возьмем также   
.

На рис. 3 видно, что солитоны в исходной точ-
ке  разнесены и начинают сближаться. Пе-
редний (маленький) солитон “перетекает” во
второй (большой), находящийся позади него. Об-
разуется связанное состояние, процесс формирова-
ния которого иллюстрирован кривыми для  = 8,
12, 16, 20. Затем это состояние распадается на два
новых солитона, показанных штриховыми кри-
выми для  = 40, 50, 60. Теперь уже большой соли-
тон находится впереди маленького, и с увеличе-
нием пройденного волной расстояния  они все
сильнее удаляются друг от друга.

Однако, в отличие от обычного уравнения КдВ
с квадратичной нелинейностью, здесь наблюда-
ются отклонения от абсолютно упругого столкно-
вения. Как видно на рис. 3, малый солитон имеет
заметно меньшую амплитуду после столкнове-
ния, чем до него.

Возникает вопрос: сохраняется ли суммарная
площадь под кривыми на рис. 3 (количество дви-
жения) в процессе соударения? Ответ на него не
столь очевиден, как это кажется на первый
взгляд.

Изучим вопрос о сохранении полной площади
под кривой, описывающей одиночный импульс-
ный сигнал (14). Перейдем в уравнении (12) к пе-
ременным  . Оно примет вид:

(24)

Проинтегрируем это уравнение по переменной 
в бесконечных пределах:

=2 1 1.5С С =2 1.5,С =1 1,С = 1,D
=0 15T

= 0z

z

z

z

=1 ,z z = θ + βT z

∂ ∂ ∂ ∂+ β − =
∂ ∂ ∂ ∂

3

3
1

.V V VV D
z T T T

T

(25)

Для солитона (14) имеем (20)

(26)

С учетом (26) из интеграла (25) следует закон со-
хранения:

(27)

Однако при выводе формулы (27) не учтено, что в
точках  могут существовать особенности
второй производной. Поэтому правую часть ин-
теграла (25) следует записать так:

(28)

Поскольку (см. (16))

(29)

соотношение (25) для площади  примет вид:

(30)

Заметим еще раз, что в обеих точках “сшивания”
 как сама функция  (14), так и ее первая

производная непрерывны. Зато вторая производ-
ная при переходе через эти точки испытывает
скачок. Как показывают несложные вычисления
на основе решения (14), вторые производные
справа и слева в точках  равны:

(31)

Таким образом, правая часть в соотношении
(29) все же равна нулю. Это означает, что “пло-
щадь” солитона  (или его количество движения)
при распространении не изменяется. Не изменя-
ется и энергия, т.е. для модульного солитона си-
стема оказывается консервативной. Однако кон-
сервативность может не иметь места для более
сложных сигналов.

В общем случае волны произвольной формы
этот вопрос весьма сложен, и ответ на него нам
пока не ясен. Для процесса столкновения двух со-
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Рис. 3. Столкновение двух модульных солитонов.
Значения параметров . При каждой
кривой указано соответствующее ей расстояние
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литонов, показанного на рис. 3, величина площа-
ди  рассчитывалась численно. Оказалось, что
она сохраняется с точностью до третьего знака.
По-видимому, затухание малого солитона в про-
цессе столкновения сопровождается ростом “хво-
ста”, формирующегося позади него (см. рис. 3).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ процессов столкновения одиночных
импульсных сигналов, результаты которого опи-
саны выше, должен быть продолжен, поскольку
многие особенности взаимодействий волн на мо-
дульной нелинейности до конца не выяснены.
С точки зрения физики интересно продолжить
изучение корпускулярных аналогий. Остаются,
конечно, вопросы, требующие математических
исследований, связанных с использованными не-
линейными уравнениями.

Работа поддержана грантом Российского на-
учного фонда (РНФ) № 19-12-00098.
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Введено понятие динамически-самоподобной структуры (динамического фрактала), заключающе-
еся в подобии динамических параметров образующих ячеек. Исследуется распространение упругих
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время повышается интерес к вол-

новым свойствам периодических структур, состо-
ящих из сложных ячеек. К таким структурам от-
носятся, в частности, метаматериалы, которые
обладают необычными волновыми свойствами,
не встречающимися в природе, например акусти-
ческой невидимостью [1, 2]. Поэтому первосте-
пенное значение приобретает изучение распро-
странения волн в таких средах.

Однако класс периодических структур может
быть существенно расширен и дополнен классом
самоподобных фрактальных структур. Согласно
Б. Мандельброту [3], отличительными чертами
фракталов являются “самоподобие, инвариант-
ность относительно изменения масштаба или
скейлинга, инвариантность при мультиплика-
тивных изменениях масштаба. Кратко говоря,
самоподобный объект выглядит неизменным и
после увеличения и после уменьшения его раз-
меров”.

Хорошо известные геометрические фракталы
Мандельброта [3, 4] описывают структуры, по-
добные по геометрическим параметрам. Их отли-
чительной чертой является нецелая размерность.
Фракталы вообще можно рассматривать как си-
стемную связь локального и глобального порядка.
Именно такой класс структур преобладает в при-

роде и технике. Изучению волновых и акустиче-
ских свойств фрактальных структур посвящены
работы Л.М. Лямшева, В.В. Зосимова, И.А Уру-
совского [5–7]. В этих работах исследованы упругие
колебания и волны в материалах с геометриче-
ски-фрактальной структурой, найдены их диспер-
сионные уравнения. Исследуются также колеба-
ния фрактальных кластеров, для которых харак-
терна зависимость упругих свойств от масштаба
деформации.

Тем не менее, динамические свойства системы
определяют ее упруго-инерционные параметры.
Поэтому представляет интерес изучить волновые
свойства структур, состоящих из ячеек, подобных
по динамическим параметрам, а не по геометриче-
ским. Для этого необходимо ввести понятие дина-
мического фрактала, в отличие от геометрического
фрактала Мандельброта. С этой целью логично
потребовать масштабирования параметров систе-
мы, определяющих ее динамические свойства, т.е.
упругих и инерционных параметров [8, 9].

САМОПОДОБНЫЕ МАТЕРИАЛЫ 
СТРУКТУРЫ В МЕХАНИКЕ. 

ДИНАМИЧЕСКИЙ ФРАКТАЛ
Рассмотрим вначале наиболее простую дис-

кретную неразветвленную одномерную структу-
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ру, состоящую из масс, соединенных упругими
элементами.

Определение. Динамически–самоподобными
(динамическим фракталом) назовем такие струк-
туры, в которых упругие и инерционные парамет-
ры меняются с одинаковым масштабом γ для каж-
дой ячейки структуры (или подсистемы):

(1)

Ks – жесткость, Js – инерционный параметр s-й
ячейки. Это определение динамического фракта-
ла справедливо и для структур, в которых число
степеней свободы образующих ячеек больше еди-
ницы. При этом для каждой координаты могут
быть свои коэффициенты масштабирования (п.5).

Необходимым следствием условий (1) являет-
ся равенство парциальных частот для всех образу-
ющих ячеек:

(2)

Условие равенства парциальных частот (2) – это
условие динамического самоподобия структуры
(динамического фрактала).

Рассмотрим теперь бесконечную дискретную
одномерную цепочку, в которой s-я ячейка состо-
ит из сосредоточенной массы ms и пружинки с
жесткостью ks. Пусть упругие и инерционные па-
раметры меняются с одинаковым масштабом γ от
ячейки к ячейке (рис. 1а). Тогда жесткость и мас-
са для элемента s + 1:

(3)

Следовательно, такая структура представляет со-
бой динамический фрактал.

Коэффициенты упругости, необходимые для
определения парциальных частот образующей
ячейки, находятся при закрепленных границах
ячейки (рис. 1в). (Если в уравнениях используют-
ся коэффициенты податливости, то парциальные
частоты определяются при свободных границах
ячейки.) Для этой цепочки

− −= =1 1γ , γ ,s s s sK K J J

( ) ( )− + + += + = = + =
= = =

2 2
1 1 1 1

2

ν ν

const ν ( 1.... ).
s s s s s s s sK K J K K J

s N

+ += =1 1γ , γ .s s s sk k m m

Условие (2) равенства парциальных частот для
каждой ячейки выполнено:

Замечание. Отметим, что условия (2) для дина-
мического фрактала не всегда совпадают с усло-
виями геометрического подобия (scaling), ис-
пользующегося в геометрических фракталах
Мандельброта. Действительно, пусть упругие
элементы моделируют продольную жесткость
стержня, равную EFs/ls, а инерционный элемент
представлен в виде жесткого шара радиуса R
(рис. 1а), т.е. ms =  (здесь Fs – площадь по-
перечного сечения s-й ячейки, ls – ее длина).
Условия геометрического скейлинга имеют вид:
Fs +1= γ2Fs, ls = γls, Rs = γRs. Очевидно, что при этом
условия (2) для динамического фрактала не вы-
полняются:

Верно и обратное: условия (1), (2) могут быть
выполнены без геометрического подобия всех
элементов, а лишь только некоторых из них.
Пусть, например,

Несмотря на то, что радиус шара меняется с
другим коэффициентом подобия, γ1/3, условия (2)
выполнены:

( )−= +2
1ν .s s s sk k m

( )
( )

− +

+ +

= + = =
= + = =

2 2
1 1

2
1 1

ν ν

ν const.
s s s s s

s s s

k k m

k k m

ρπ 34 3sR

+ = = ≠
2 2

2
1 4 3 2

γ ν3ν const.
4 ργ γ

s
S s

s s
s s

EF
l R

+ + += = =2 1/3
1 1 1γ , γ , γ .s s s s s sF F l l R R

( )

+
+

+ +

= =

= = =

2 1
1 3

1 1
2

2
3/3

ν
ρ 4π 3

γ3 ν const.
4 ρ γ γ

s
s

s s

s
s

s
s s

EF
l R

EF

l R

Рис. 1. (а) – Динамически-самоподобная стержневая структура с сосредоточенными массами, (б) – эквивалентная пе-
риодическая структура, имеющая такие же собственные частоты, (в) – парциальная подсистема динамически-само-
подобной структуры.
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Таким образом, выполнение условий (1), (2)
для динамического фрактала требует различного
масштабирования геометрических параметров,
что является определенным обобщением геомет-
рического фрактала.

ЧАСТОТНАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 
ДИНАМИЧЕСКИ-САМОПОДОБНЫХ

И ПЕРИОДИЧЕСКИХ СТРУКТУР. 
ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ

Уравнение динамически-самоподобной дис-
кретной структуры, представленной на рис. 1а,
можно записать в виде уравнений в конечных
разностях. Так, уравнение для s + 1-й ячейки:

(4)

где , xs + 1 – смещение s + 1-й
массы,  – частота собственных колебаний.

Уравнение (4) – это общий вид уравнения дис-
кретной динамически-самоподобной цепной
структуры (рис. 1). При γ < 1 получим структуру с
убывающими по длине параметрами, а при γ > 1 –
с возрастающими.

Сделаем теперь в (4) замену переменных:

(5)

В результате найдем уравнение для s + 1-й ячейки
в новых переменных:

Полагая  , видим, что это урав-
нение справедливо для любого номера s, так как
отношение его коэффициентов от s не зависит. Его
удобно записать в виде, описывающем s-ю ячейку

(6)

Уравнение (6) описывает периодическую струк-
туру на рис. 1б. Парциальные частоты каждой
массы  одинаковы в силу усло-
вия (3), жесткость между массами равна  но
при этом имеется дополнительное закрепление

масс  –  =  Следова-

тельно, величина упругих элементов в структуре
на рис. 1б одинакова для каждой ячейки и опреде-
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ляется только коэффициентом подобия.1 В ин-
тервале 0.16 < γ < 6.76 жесткость дополнительного
закрепления меньше жесткости, соединяющей
массы: 

Частное решение уравнения (6) имеет вид [10, 11]:

(7)

ω – собственная частота, μ – волновой параметр,
характеризующий изменение фазы при переходе
от элемента s к s + 1. Здесь μ = κl, где κ – волновое
число, l – длина ячейки.

Подставляя (7) в (6), находим дисперсионное
уравнение для периодической структуры на рис. 1б:

– для действительных μ:  –

 

– для чисто мнимых :  –

Дисперсионная кривая для γ = 0.5 (ω0 = 0.41ν,
ω*= 2.41ν) изображена на рис. 2а, дисперсионная
поверхность в зависимости от параметра γ пред-
ставлена на рис. 2б.

Линейное преобразование координат (5) не ме-
няет частотных свойств, поэтому динамический
фрактал на рис. 1а и периодическая структура на
рис. 1б имеют одинаковые частоты. Периодиче-
ская структура представляет собой механический
полосовой частотный фильтр с полосой пропуска-
ния гармонического сигнала: ω0 < ω < ω* (рис. 2а),
где:

(8)

Полоса пропускания  При этом:
– для уменьшающейся по длине цепочки, как

следует из (8),  т.е. ширина полосы про-
пускания не зависит от параметра γ и совпадает с
шириной полосы пропускания периодической
структуры без дополнительного закрепления.
Тем не менее, сами граничные частоты, а, следо-
вательно, и расположение полосы пропускания
зависят от γ;

– для увеличивающейся по длине цепочки
 =  т.е. ширина полосы про-

пускания обратно пропорциональна , при этом
 При достаточно большом  полоса

1 Вообще говоря, получается семейство эквивалентных пе-
риодических структур с пропорциональными параметрами
и одинаковым частотным спектром
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пропускания в пределе становится очень узкой,
расположенной вблизи парциальной частоты ν,
т.е. тогда система настроена только на одну опре-
деленную частоту.

Эти результаты подтверждает и табл. 1, в кото-
рой представлены граничные частоты полосы
пропускания в зависимости от коэффициента γ.
Из таблицы следует, что в уменьшающейся по
длине цепочке (γ < 1) нижняя граница полосы
пропускания снижается с увеличением γ и стре-
мится к 0, как в периодической цепочке без за-
крепления. В увеличивающейся цепочке (γ > 1),
напротив, при увеличении γ нижняя граница по-
лосы пропускания повышается.

Однако разность квадратов граничных частот
не зависит от вида цепочки

где Δω2 пропорционально разности кинетиче-
ской энергии системы в полосе пропускания.

Преобразование координат (5) – это преобразо-
вание квадратичных форм, описывающих потенци-
альную и кинетическую энергию: 

 Следовательно, динамический
фрактал и соответствующая периодическая струк-
тура эквивалентны по энергии.

Δ = − = =2 2 21
2 0
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4 4*ω ω ω ν ,
γ γ
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= �

� �,T Tx Kx x Kx
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН
В ДИНАМИЧЕСКИ-САМОПОДОБНЫХ 

СТРУКТУРАХ

Характер распространения волн в периодиче-
ской и динамически-самоподобной структурах
(динамическом фрактале) существенно различен.
Поэтому представляет интерес изучить волновое
поведение динамического фрактала в полосе про-
пускания, а также и вне ее. Волна в такой структу-
ре, как видно из преобразования координат (5),
получается из соответствующей волны в перио-
дической структуре на рис. 1б путем пропорцио-
нального изменения амплитуды колебаний каж-
дого участка в  раз. На рис. 3 представлены
высшие формы колебаний динамического фрак-
тала при закрепленных концах. Для периодиче-
ской структуры на рис. 1б это, как известно, си-
нусоида, в которой соседние массы находятся в
противофазе. В динамическом фрактале (рис. 1а)
амплитуда колебаний получается путем увеличе-
ния (при γ < 1) соответствующей амплитуды пери-
одической структуры в  раз (или уменьшения
амплитуды при γ > 1). Поэтому получаем волну с
постоянно увеличивающимися (уменьшающи-
мися) амплитудами (рис. 3а, 3б). Огибающая этой
волны – экспонента. Таким образом, в динами-
ческом фрактале с увеличивающимися по длине

1 γ

1 γ

Рис. 2. (а) – Дисперсионная кривая для γ = 0.5: ω0 = 0.41ν, ω* = 2.41ν, (б) – дисперсионная поверхность в зависимости
от коэффициента подобия.
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Таблица 1. Граничные частоты полос пропускания при различных коэффициентах γ
γ > 1 γ < 1 γ =1 (периодическая цепочка)

γ 1.2 1.5 2.0 4.0 0.2 0.5 0.8 1

0.1 0.17 0.3 0.5 1.24 0.41 0.1 0

1.91 1.82 1.70 1.5 3.24 2.41 2.11 2

0ω ν

0
*ω ν
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параметрами в полосе пропускания происходит
снижение уровня колебаний, а во фрактале с
уменьшающимися параметрами, наоборот, мож-
но добиться существенного усиления входного
сигнала.

Неожиданные волновые свойства приобрета-
ют динамические фракталы в полосе непропуска-
ния. Для периодической структуры (γ = 1) в этих
полосах, как известно, происходит экспоненци-
альное затухание гармонического сигнала вдоль
цепочки [11]:

Однако, в динамических фракталах возможно
не только затухание, но и усиление гармониче-
ского сигнала и даже превращение полосы не-
пропускания в полосу прозрачности. Действи-
тельно, решение для динамического фрактала,
учитывая преобразование координат (5), имеет
вид:

Следовательно, волновое число – комплекс-
ное и волна неоднородная. Рис. 2б можно рас-
сматривать как дисперсионную поверхность в
комплексной плоскости, полагая 
В этом случае фазовая скорость становится ком-
плексной величиной сф = ω/κ = ω/l(μ + iα).

Для динамического фрактала с увеличивающи-
мися параметрами (γ > 1) (рис. 3б), как в полосе
пропускания периодической структуры, так и вне
ее, возможно только увеличение скорости затуха-

ния, равной μ + iα: .
Однако, динамический фрактал с уменьшаю-

щимися параметрами обладает следующими
особенностями, а именно: в такой системе γ < 1,

−= − = −μ 2 2( 1) , chμ (1 ω 2ν ).ss
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� exp( μ ω ) γ
1exp( (μ α) ω ), α ln γ.
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γ = exp(2α).

( )= − −* ( 1) exp( μ+ α )s
sX A i s

поэтому  < 0, что означает, по существу, отри-
цательное демпфирование. При этом возникают
три различные ситуации:

– если |α| > μ, то полоса непропускания исчезает
и в ней возникают волны, амплитуда которых на-
растает вдоль цепочки со скоростью exp((|α| – μ)s),

– если |α| < μ, то возникают затухающие волны,

скорость затухания: 
– если |α| = μ > 1, то возникает частота Ω про-

зрачности гармонического сигнала.
В табл. 2 приведены значения Ω для цепочки с

убывающими параметрами в полосах непропус-
кания при различных коэффициентах масштаба
γ = 0.2, 0.5, 0.8.

Как показывают расчеты, в первой полосе не-
пропускания 0 < ω < ω0 при всех значениях γ вы-
полнено неравенство |α| > μ. Следовательно, эта
полоса непропускания для динамического фрак-
тала исчезает и в ней происходит увеличение ам-
плитуды колебаний пропорционально exp(|α| – μ),
при этом μ уменьшается при приближении к гра-
ничной частоте интервала ω0.

Во второй полосе непропускания ( ) су-
ществует частота возбуждения Ω, своя для каждо-
го значения γ, при которой |α| = μ >1. Это частота
прохождения гармонического сигнала. Тогда при

α

( )= − − −* ( 1) exp( μ ),αs
sX A s

ω > ω*

Рис. 3. Формы колебаний динамически-самоподобной структуры при ω0 < ω < ω*: (а), (б) – цепочка с уменьшающи-
мися по длине параметрами, γ < 1; (в), (г) – цепочка с увеличивающимися по длине параметрами, γ > 1.
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Таблица 2. Значения частоты прозрачности гармони-
ческого сигнала Ω во 2-й полосе непропускания
( )

γ 0.2 0.5 0.8

|α| 0.8 0.35 0.1

10.47 5.83 4.49

12.0 6.3 4.9

ω > ω*

2 2*ω ν

( )Ω2 2
α=μν
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ω* < ω < Ω коэффициент |α| > μ. В этой области
полоса непропускания также исчезает и возникают
волны, нарастающие по длине структуры с интен-
сивностью exp(|α| – μ). Но, как следует из табл. 2,
эта область очень мала, частоты Ω расположены
достаточно близко к границе областей непропус-
кания, и эта область уменьшается с увеличением
γ < 1. При ω > Ω остается полоса непропускания, но
интенсивность затухания в ней равна exp (μ – |α|),
что меньше, чем в периодической системе γ = 1.

Уравнение Вебстера. Отметим определенную
аналогию с распространением акустических волн
в волноводах переменного сечения, которые опи-
сываются уравнением Вебстера [12]

(9)

Пусть площадь сечения меняется по экспо-
ненциальному закону  В зависи-
мости от знака β получим уменьшающуюся или
увеличивающуюся по длине структуру. Из (9)
найдем

Таким образом, получили диссипативное уравне-
ние. Дисперсионное уравнение

Фазовая скорость при этом зависит от частоты
и, кроме того, оказывается комплексной [13].
В зависимости от знака β будут либо затухающие,
либо нарастающие колебания:

( )∂ ∂∂ =
∂ ∂ ∂

2

2 2
1 1( ) .
( )

p pS x
S x x x c t

= 0( ) exp(β ).S x S x

∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

2 2

2 2 2
1β .p p p

x x c t

ω − β = κ2 2 22 .i c

( )−

= = +
1/2

ф
βω 1 2 .

κ ω
c c i

Распространение акустических волн в более
сложных системах с переменной акустической
проводимостью стенки исследованы в [14, 15].
Доказано, что скорость волны может замедляться
и даже обращаться в нуль, не доходя до края тру-
бы. Волновое уравнение в этом случае – это обоб-
щенное уравнение Вебстера.

ДИНАМИЧЕСКИЕ ФРАКТАЛЫ
С МНОГОМЕРНЫМИ ЯЧЕЙКАМИ

В предыдущих разделах рассматривались од-
номерные цепные структуры, ячейки которых
имеют только одну степень свободы. Но совер-
шенно аналогично можно исследовать неразветв-
ленные структуры с многомерными ячейками.
В качестве примера рассмотрим распространение
изгибных волн в динамически-самоподобной
балке ступенчатого сечения с насаженными дис-
ками (рис. 4). Будем исследовать волны в верти-
кальной плоскости с учетом инерции поворота
поперечного сечения. Полагаем участки балок
невесомыми, инерционные элементы дисков:
масса ms, момент инерции Js. Перемещение s-го
узла описывается двумерным вектором  с коор-
динатами [ ], где y – перемещение узла,  –
угол поворота. Примем конечно-элементную мо-
дель балки; при этом каждый элемент балочной
системы будем представлять в виде одного конеч-
ного элемента. Такая идеализация допустима для
низкочастотного диапазона, если длина участка
не превосходит ¼ длины волны [8].

Матрица жесткости плоского балочного ко-
нечного элемента имеет вид [8, 16]:

(10)

 – блоки матриц жесткости и инерции конеч-
ного элемента для 1-го и 2-го концов балки соот-
ветственно. Уравнение для -го узла балки пере-
менного сечения:

(11)
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Рис. 4. Динамически-самоподобная балка ступенча-
того сечения.
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Рис. 5. Эквивалентная регулярная структура для ди-
намически-самоподобной балки.
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Пусть для каждого участка изгибная жесткость
 меняется с коэффициентом подобия γ.

Этому условию удовлетворяет фрактальная балка с
геометрическим самоподобием, если радиус участка
и его длина меняются в одинаковом отношении γ.
Действительно, тогда  = 

=  
Каждый блок матрицы жесткости  для

участка s можно записать в виде:

где  – соответствующие блоки матриц s-го
элемента.

Для удовлетворения условиям динамического
фрактала необходимо потребовать, чтобы инер-
ционные элементы диска – масса ms и момент
инерции Js – менялись с таким же масштабом, т.е.

 
Таким образом, в отличие от одномерной

ячейки здесь каждая степень свободы может
иметь свой коэффициент подобия, и поэтому те-
перь необходимо вводить в рассмотрение матри-
цу подобия Г. Тогда уравнение (11) для фракталь-
ной балки в матричном виде:

где 

Это уравнение в конечных разностях с пере-
менными, зависящими от s коэффициентами.
Применяем, как и выше, преобразование коор-

динат  Тогда в новых координатах
найдем для s-го узла балки:

(12)

Таким образом, получили уравнение в конеч-
ных разностях с коэффициентами, не зависящи-
ми от номера ячейки, т.е. уравнение периодиче-
ской структуры. Для физической интерпретации
упругой части уравнения (12) представим выра-
жение, стоящее в скобках, в виде:

Тогда замечаем, что уравнение (12) описывает
регулярную структуру, состоящую из одинаковых
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балочных элементов вида (10), но имеющих в
каждом узле дополнительное закрепление .
Это дополнительное закрепление представляет
собой балку, жесткость которой пропорциональ-
на разности между жесткостями балок первого и
второго участков.

В заключение отметим, что рассмотренные
выше динамические фракталы можно рассматри-
вать как элементы метаматериала. Их примене-
ние может оказаться успешным в силу их ком-
пактности, а также увеличения интенсивности
затухания (или усиления) входного сигнала.

ВЫВОДЫ
1. Введено понятие динамически-самоподоб-

ной структуры (динамического фрактала), за-
ключающееся в подобии динамических парамет-
ров образующих ячеек.

2. Доказана частотная эквивалентность дина-
мического фрактала и периодической структуры
с дополнительным закреплением масс.

3. В динамических фракталах с увеличиваю-
щимися по длине параметрами происходит более
интенсивное снижение уровня колебаний по
сравнению с периодическими структурами, что
важно для систем виброизоляции.

4. В динамических фракталах с уменьшающи-
мися по длине параметрами:

– возникают неоднородные волны с усилени-
ем входного сигнала, что отличает динамический
фрактал от периодической структуры, в которой
не происходит усиления сигнала;

– частота пропускания гармонического сигна-
ла динамического фрактала находится в области
непропускания периодической структуры, но до-
статочно близко к ее границе.

5. В многомерных неразветвленных цепочках
каждая степень свободы может иметь свой коэф-
фициент подобия, поэтому необходимо рассмат-
ривать матрицу подобия.

Автор благодарит проф. Ю.И. Бобровницкого
за обсуждение работы.
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Приведены результаты экспериментального исследования формирования акустического излуче-
ния периодическими структурами с нулевым показателем преломления. Частотные зависимости
показателей преломления структур в акустическом диапазоне частот построены на основании ранее
полученных данных в СВЧ диапазоне. Измерения показали, что в частотной области, где показа-
тель преломления структуры меняет знак, генерируется плоская волна, нормальная к поверхности
структуры, акустическое излучение которой концентрируется и обладает узкой диаграммой направ-
ленности. Отмечены направления исследований, где такие структуры могут найти приложения.
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Пятьдесят лет тому назад В.Г. Веселаго [1] про-
анализировал особенности поведения необычных
сред, обладающих одновременно отрицательными
значениями диэлектрической и магнитной про-
ницаемостей и отрицательным показателем пре-
ломления, и показал, что для таких сред характерна
необычная реализация ряда явлений электроди-
намики и оптики: закона Снеллиуса, эффектов
Доплера и Черенкова, формул Френеля, принципа
Ферма и других.

Появление новых научных представлений, по-
лученных в исследованиях физики фотонных
кристаллов и метаматериалов с отрицательным и
нулевым эффективными показателями прелом-
ления, вызывает необходимость решения кон-
кретных научных проблем. В работе [2] рассмот-
рена возможность существования в акустике
сред, аналогичных по ряду эффектов электроди-
намическим левым средам. Показано, что меха-
ническими аналогами отрицательных диэлектри-
ческой и магнитной проницаемостей являются
плотность и сжимаемость среды. Использование
уникальных свойств периодических структур с
нулевым значением эффективного показателя
преломления позволит формировать излучение с
большой длиной волны и нулевым значением на-
бега фазы на активной длине структуры, управ-
лять пространственным распределением и расхо-

димостью акустического излучения, а также найти
пути формирования так называемых экранирую-
щих плащей-невидимок.

В материале с нулевым показателем преломле-
ния волна “раздвигается” настолько, что по всей
своей длине в каждый момент времени обладает
одним и тем же значением фазы. Волна осцилли-
рует только во времени, но не в пространстве.

Последние несколько лет активно исследуются
особенности поведения акустических метамата-
риалов с почти нулевым показателем преломления
[3–6]. Так, в [3] сообщено о первой эксперимен-
тальной реализации согласования акустических
импедансов с помощью метаматериала с дважды
нулевым показателем преломления в частотном
диапазоне конуса Дирака в центре зоны Бриллюэна.
Это осуществлено в двумерном волноводе из ме-
таматериала, который образован периодической
структурой цилиндрических воздушных каналов.
Изменяя высоту и диаметр воздушных каналов,
можно управлять акустической дисперсией вол-
новодной моды первого порядка. В работе [4] ис-
следовано прохождение акустической волны через
волновод из материала с нулевым показателем
преломления, в котором имеется дефект среды.
Экспериментально показано, что полную передачу
и полное отражение акустического сигнала можно
осуществить, меняя параметры введенного де-
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фекта. В работе [5] теоретически исследовано
пропускание волноводной структуры с нулевым
показателем преломления, в которую введен пря-
моугольный дефект. Показано, что, вводя соот-
ветствующий прямоугольный дефект, можно до-
биться полного пропускания или отражения данной
структурой. Кроме того, проведено компьютерное
моделирование пропускания лабиринтоподобного
метаматериала, плотность эффективной массы и
эффективная сжимаемость которого одновре-
менно близки к нулевому значению. Показано,
что с помощью соответствующего прямоугольного
дефекта можно изменять коэффициент пропус-
кания такой структуры от 0 до 1. В работе [6] по-
казано, что с помощью метаматериала с почти ну-
левым модулем всестороннего сжатия можно осу-
ществить суперсвязь между рассогласованными
акустическими каналами. Предложенный авто-
рами метаматериал образован периодической
структурой из микрорезонаторов Гельмгольца
внутри узкого канала. Теоретические и экспери-
ментальные исследования продемонстрировали,
что этот метаматериал может обеспечить макси-
мальное пропускание даже при сильном геомет-
рическом рассогласовании звуковых каналов, а
также значительную концентрацию энергии в уз-
ком канале на некоторых частотах. Показано, что
механизм согласования импедансов обусловлен
нулевым модулем всестороннего сжатия, а также
резонансом Фабри–Перо.

В последнее время активно исследуются осо-
бенности поведения и возможные практические
приложения сплошных сред с близким к нулю
значением диэлектрической проницаемости и,
как следствие, с близким к нулю показателем
преломления в электромагнитном диапазоне. Мы
исследовали в этом диапазоне дискретные перио-
дические структуры. Для них можно ввести эф-
фективный показатель преломления, который
позволяет описать поведение излучения, распро-
страняющегося в периодической среде как в кри-
сталле, характеристические параметры которого
(постоянная кристаллической решетки, размеры
элементов решетки) сравнимы с длиной волны
излучения. Волновые свойства периодических
структур обычно исследуются только для одного
типа волн и соответствующего диапазона частот –
электромагнитном или акустическом. Но одна и
та же структура, при выполнении некоторых
условий на параметры структуры и возбуждаю-
щее излучение, может, как показали наши иссле-
дования [7, 8], успешно работать в обоих диапазонах.
В настоящей работе мы провели исследование
двух периодических структур, специально разра-
ботанных для электромагнитного диапазона, и в
акустическом диапазоне.

Одна периодическая 2D структура была обра-
зована из цилиндрических спиральных катушек
(соленоидов), имеющих 30 витков из медной про-

волоки диаметром 2.5 мм. Внешний диаметр ка-
тушек – 20 мм, шаг намотки – 5 мм, высота – 150 мм.
Катушки закручены в одну сторону, закреплены
соосно и образуют в поперечном сечении двумер-
ную треугольную периодическую структуру класса
p3 – кристалл в виде плоскопараллельной пласти-
ны с внешними размерами 90 × 170 × 150 мм. По-
стоянная треугольной структуры здесь a = 30 мм.
Измерения частотной зависимости [8] эффектив-
ного показателя преломления в СВЧ-диапазоне
от 8.5 до 12 ГГц проведены с помощью двухлуче-
вого гибридного интерферометра по двум на-
правлениям [110] и [11 ̅0]. Они показали, что при
частоте излучения ~9.3 ГГЦ для направления
[11̅0] и ~9.8 ГГц для направления [110] эффектив-
ный показатель преломления периодической
структуры меняет знак и при меньших значениях
частоты излучения становится отрицательным,
рис. 1а. Проведенные измерения показали, что в
этом диапазоне частот, когда средняя длина волны
излучения (λ = 3 см) много больше шага намотки
катушек и диаметра медной проволоки, а медь
имеет малую глубину скин-слоя, цилиндрические
спиральные катушки работают как медные цилин-
дры с высоким коэффициентом отражения.

Проведено исследование формирования излу-
чения периодической структурой, образованной
катушками, в той области частот, где значение
эффективного показателя преломления прибли-
жается к нулю. Если эффективный показатель
преломления периодической структуры достаточ-
но мал, то, согласно закону преломления Снеллиуса,
поле излучения от структуры будет сосредотачи-
ваться вокруг направления, перпендикулярного к
ее границе. Следовательно, будет генерироваться
плоская волна, нормальная к поверхности струк-
туры, Действительно, sinϕ/sinψ = n2/n1, где ϕ –
угол падения волны из среды, ψ – угол преломления,
n1 и n2 – показатели преломления среды и воздуха.
В качестве источника излучения использован по-
луволновый вибратор, помещенный в середину
структуры, между катушками. Выходящее из
структуры излучение с частотой 9.45 ГГц, где эф-
фективный показатель преломления структуры
близок к нулевому значению (nэф ≈ 0.09), концен-
трировалось в узкий лепесток с полной шириной
диаграммы направленности ~9° на половине ин-
тенсивности. С другой стороны, полная ширина
диаграммы направленности излучения с частотой
9.0 ГГц (nэф ≈ –0.8) составляла около 50° и излуче-
ния с частотой 10.2 ГГц (nэф ≈ 0.4) – около 30° [8].

Несмотря на разную природу формирования
электромагнитных и акустических волн, законо-
мерности, которые определяют их распростране-
ние, имеют между собой много общего. Поэтому
было проведено исследование этой же периоди-
ческой структуры в акустическом диапазоне ча-
стот от 9.7 до 13.8 кГц. В этом диапазоне частот
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длина волны акустического излучения в воздухе
изменяется от приблизительно 2.5 до 4 см, как и в
случае электромагнитного излучения СВЧ диапа-
зона. Здесь также средняя длина волны излучения
(λ = 3 см) много больше шага намотки катушек и
диаметра медной проволоки, цилиндрические
спиральные катушки работают как медные ци-
линдры с высоким характеристическим импедан-
сом по сравнению с характеристическим импе-
дансом окружающей их воздушной среды и коэф-
фициент проникновения акустической волны в
медные цилиндры менее чем 10–5. Поэтому эф-
фективные граничные условия в обоих диапазо-
нах будут аналогичны, и можно предположить,
что как электромагнитная, так и акустическая
волны будут распространяться в этой периодиче-
ской структуре одинаковым образом в соответ-
ствии с общими волновыми законами. Следова-
тельно, эффективный показатель преломления
периодической структуры, измеренный в элек-
тромагнитном диапазоне, будет справедлив и для
акустических волн с теми же длинами волн.

Проведено исследование формирования аку-
стического излучения периодической структурой,
образованной катушками, в той области частот,
где значение эффективного показателя прелом-
ления приближается к нулю. Эти эксперимен-
тальные измерения мы проводили в осенний пе-
риод, когда существенно изменялись температура
T, влажность h и давление воздуха в лабораторном
помещении. Данное обстоятельство требует учeта
немонотонности, характерной для зависимости
скорости звука в воздухе от его температуры и
влажности. Для оценки скорости звука во влаж-
ном воздухе при разных температурах и давлени-
ях были использованы данные из работ [9, 10].
С учетом этих оценок были пересчитаны и пере-

несены в акустический диапазон частотные зави-
симости эффективного показателя преломления
периодической структуры в двух направлениях
[110] и [11̅0], измеренные в микроволновом диа-
пазоне. При частоте акустического излучения
~10.5 кГц для направления [11̅0] и ~11.2 кГц для
направления [110] эффективный показатель пре-
ломления меняет знак, рис. 1б.

Вблизи этих частот, где значение эффективного
показателя преломления приближается к нулю,
проведено исследование формирования излуче-
ния периодической структурой, образованной
катушками. Для измерения диаграммы направ-
ленности излучения, выходящего из кристалла в
направлении [11 ̅0], излучатель (низкопрофиль-
ный компактный динамик 28сR08FB) помещали
внутри 2D кристалла, а приемник излучения
(конденсаторный электретный односторонне на-
правленный микрофон МКЭ-9) устанавливали в
дальней зоне на расстоянии 250 см от образца.
Сигнал с приемника излучения подавали на уси-
литель Selective Nanovoltmeter type 237 Unipan. На
рис. 2а представлены диаграммы направленности
излучения с частотой 10.4 кГц (nэф ≤ 0.1), с частотой
11.5 кГц (nэф ≈ 0.5) и с частотой 9.5 кГц (nэф ≈ –0.3).
Как можно видеть, излучение концентрирова-
лось в узкий лепесток с полной шириной диа-
граммы направленности ~10° на половине интен-
сивности. Проведено также измерение диаграммы
направленности излучения, выходящего из кри-
сталла в направлении [110], но теперь излучатель
располагали снаружи кристалла. Излучение с ча-
стотой 11.3 кГц, где эффективный показатель
преломления структуры близок к нулевому значе-
нию (nэф ≤ 0.1), концентрировалось в узкий лепе-
сток с полной шириной диаграммы направленно-
сти ~10° на половине интенсивности, рис. 2б.

Рис. 1. Частотные зависимости эффективного показателя преломления кристалла из спиралей: 1 – направление [11 ̅0],
2 – направление [110]; (а) – в СВЧ диапазоне 8.5–11.5 ГГц; (б) – в акустическом диапазоне 9.7–12.7 кГц при T = 18°C,
h = 85%.
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Представлялось чрезвычайно важным обеспе-
чить минимальные потери звука в периодической
структуре. Это условие легко выполнимо для воз-
духа при длине волны λ ~ 3 см, когда длина зату-
хания волны составляет ~250 м. Потери в стальных
стержнях также невелики, тем более что коэффи-
циент отражения от них чрезвычайно близок к
единице из-за огромной разницы акустического
импеданса стали и воздуха. Поэтому другая дву-
мерная периодическая структура была образована
стальными цилиндрическими стержнями диа-
метром 16 мм и длиной 220 мм. Она имела тре-
угольную периодическую структуру класса p3, с
постоянной a = 30 мм. Проведены измерения ча-
стотной зависимости эффективного показателя
преломления этой структуры в направлении
[110], рис. 3а. Затем эти данные были пересчита-
ны по описанной выше методике в акустический

диапазон и представлены на рис. 3б. Проведены
измерения диаграммы направленности точечного
источника излучения, формируемого 2D структу-
рой в области частот, где эффективный показа-
тель преломления близок к нулевому значению.
Результаты измерений представлены на рис. 4.
Как видно, и в этом случае излучение с частотой
10.3 кГц концентрировалось в узкий лепесток с
полной шириной диаграммы направленности
~12° на половине интенсивности.

Полученные экспериментальные результаты
могут быть использованы в дальнейшем для тео-
ретического рассмотрения, описания и сопостав-
ления волновых процессов взаимодействия обо-
их видов излучения с подобными периодически-
ми структурами и формирования с их помощью
полей излучений с необходимой диаграммой на-
правленности.

Рис. 2. Диаграмма направленности акустического излучения кристалла из спиралей: (а) – направление [11̅0]: 1 – 11.5,
2 – 9.5, 3 – 10.4 кГц; (б) – направление [110]: 1 – 12, 2 – 10, 3 – 11.3 кГц
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Рис. 3. Частотные зависимости эффективного показателя преломления кристалла из цилиндров в направлении [110]:
(а) – в СВЧ диапазоне 8.5–11.5 ГГц, (б) – в акустическом диапазоне 9.7–12.7 кГц при T = 19°C, h = 90%.
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Таким образом, структура с нулевым эффек-
тивным показателем преломления позволяет
управлять пространственным распределением и
расходимостью акустического излучения, прохо-
дящего через структуру. Несомненно, что эта осо-
бенность структур – формирование полей излу-
чения с плоским волновым фронтом – может
найти разнообразные применения, например, в
методе радиоакустического дистанционного зон-
дирования атмосферы в акустическом диапазоне
частот [11]. Метод основан на зависимости скорости
распространения звука от температуры, давле-
ния, влажности и скорости движения среды. Для
определения скорости звука используется явле-
ние частичного отражения радиоволн от движу-
щейся в атмосфере пространственной решетки
неоднородностей плотности воздуха, создавае-
мой относительно мощным источником звука.
Путем доплеровской радиолокации цуга акусти-
ческих волн можно дистанционно, с поверхности
Земли, измерить вертикальные профили таких
метеорологических параметров, как температура,
влажность воздуха и скорость ветра. Другое воз-
можное приложение структура может найти в ме-
тоде резонансного распределенного отражения
пучка электромагнитного излучения от прошед-
шего через границу раздела вода–воздух акусти-
ческого пучка [12]. Здесь тоже существенное вли-
яние на эффективность регистрации имеет кривизна
волнового профиля акустического излучения.

В дальнейшем мы предполагаем исследовать
нелинейные взаимодействия в периодических
структурах с нулевым показателем преломления,
помещенных в жидкие среды.

Работа выполнена в рамках государственного
задания по теме “Оптические и акустические ме-
тоды исследования многофазных конденсиро-
ванных сред и воздействия на их структуру” (но-
мер государственной регистрации АААА-А18-
118021390190-1).
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Приведены результаты численного моделирования и экспериментального исследования цилин-
дрического резонатора для получения сонолюминесценции, изготовленного целиком из пьезокера-
мики. Представлены данные о получении и исследовании одно- и многопузырьковой сонолюми-
несценции в системе вода–воздух. Показано, что условия для возникновения сонолюминесценции
создаются в пьезокерамическом резонаторе при электрических напряжениях, значения которых
меньше на порядок величины, чем в резонаторах других типов.
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ВВЕДЕНИЕ
Сонолюминесценция (СЛ) – явление импульс-

ного излучения света пузырьками газа (пара, паро-
вой смеси) в жидкости под действием акустиче-
ского поля [1–3]. Согласно литературным дан-
ным [1–3], получение и исследование СЛ, в
основном, проводят с помощью сферических или
цилиндрических резонаторов. Резонаторы изго-
тавливают из стекла, заполняют рабочей жидко-
стью с растворенным в ней газом. Волновой про-
цесс в жидкости возбуждают двумя или большим
количеством пьезоэлектрических элементов, за-
крепленных попарно в диаметрально противопо-
ложных точках экватора сферического резонато-
ра или на торцевых крышках цилиндрического
резонатора. Для последнего, в ряде случаев, ис-
пользуют небольшой кольцевой пьезоэлемент
[4]. Для получения необходимой амплитуды аку-
стического поля при возбуждении таких резонато-
ров приходится прикладывать высокое напряже-
ние к пьезокерамическим элементам. Кроме того,
наличие дополнительных масс в виде пьезокера-
мических элементов на стенках колбы искажает
сферически-симметричные моды колебаний.

В настоящей работе приведены результаты ис-
следования цилиндрического резонатора, изго-

товленного целиком из пьезокерамики. Особен-
ностью такого резонатора является то, что аку-
стические волны в жидкости возбуждаются
движением всей поверхности стенки, что может
привести к созданию своеобразной волновой
картины. Вследствие большой площади поверх-
ности пьезокерамики в таком резонаторе легче
возбудить акустические волны необходимой ам-
плитуды при существенно меньших прикладыва-
емых электрических напряжениях. Кроме того, в
таком резонаторе по сравнению с классической
схемой стеклянного резонатора с приклеенными
небольшими пьезокерамическими элементами
легче возбудить симметричные моды колебаний,
необходимые для наблюдения СЛ.

Исследован резонатор, изготовленный из пье-
зокерамики системы цирконата-титаната бария-
свинца марки ЦТБС-3 со следующими размера-
ми: внутренний диаметр – 65.5 мм, толщина
стенки – 4.7 мм, высота – 49.8 мм. Цилиндриче-
ские поверхности покрыты электродами из воз-
женного серебра толщиной ~10 мкм. Пьезокера-
мика поляризована по радиусу. Электрическая
емкость резонатора 49 нФ (на частоте f = 1 кГц).
Нижний торец резонатора закрыт крышкой из
силикатного стекла толщиной 4 мм.

УДК 534.6

ФИЗИЧЕСКАЯ АКУСТИКА
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Проведено численное моделирование работы
резонатора, измерен ряд его характеристик, про-
ведены эксперименты по получению и измере-
нию некоторых характеристик однопузырьковой
(ОПСЛ) и многопузырьковой (МПСЛ) сонолю-
минесценции в системе вода–воздух.

1. ИЗМЕРЕНИЕ И МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИК РЕЗОНАТОРА

Измерена частотная характеристика резонато-
ра и распределение акустического давления по
его объему. Для проведения исследований ис-
пользована экспериментальная установка, в со-
став которой входили: генератор Tektronix AFG
3102C; усилитель мощности AR350AH1 со спек-

тральным диапазоном 10 Гц–1 МГц; пьезокера-
мический резонатор, заполненный жидкостью,
высота столба которой 40 мм; игольчатый гидро-
фон фирмы Precision Acoustics, с размером рабо-
чей части Ø 1.0 × 30 мм и спектральным диапазо-
ном 10 кГц–60 МГц; цифровой осциллограф Le
Croy WR625Zi с полосой пропускания 2.5 ГГц.

Опыты по измерению частотной характери-
стики проведены с дегазированной дистиллиро-
ванной водой в диапазоне частот 0–120 кГц. Для
всех экспериментов воду дегазировали до кон-
центрации растворенного кислорода ~20% от его
концентрации при нормальных условиях. Для де-
газации использовали установку, состоящую из
форвакуумного насоса, соединенного с герметич-
ным сосудом. Мерой дегазации служила концен-
трация кислорода, измеренная кислородомером
ATE-3012. После дегазации вода охлаждалась до
температуры 5–7°С. Измерительный гидрофон
размещался вертикально по оси цилиндра, его чув-
ствительный элемент находился на глубине 20 мм.
На резонатор подавалось напряжение синусои-
дальной формы амплитудой ~10 В. Результаты из-
мерений частотной характеристики приведены
на рис. 1.

На частотной характеристике во всем диапазоне
частот видно множество резонансов. На вкладке
более подробно представлен диапазон 16–28 кГц.
Было установлено, что на частоте 19.08 кГц име-
ется резонанс, при котором обеспечивается один
максимум в центре резонатора. Этот резонанс со-
ответствует основной радиальной моде. Дальней-
шая работа проводилась на этой резонансной ча-
стоте, так как данная мода создает условия для
левитации и сонолюминесценции одиночного
пузырька в центре нашего резонатора. Более вы-
сокочастотные резонансы соответствуют более
высоким радиальным, азимутальным и глубин-
ным модам.

Измерения распределения амплитуды (про-
филя) давления в резонаторе проводили на вы-
бранной резонансной частоте 19.08 кГц. В опытах
гидрофон перемещали вдоль диаметральной ли-
нии с помощью специального устройства с шагом
5 мм. Результаты измерений приведены на рис. 2.

Численное моделирование акустического по-
ля в резонаторе проводилось методом конечных
элементов с помощью программного комплекса
Comsol, ver 5.2a, с использованием модулей Mul-
tiphysics, Solid mechanics, Acoustics, MEMS (мик-
роэлектромеханические структуры, керамика).
Расчет велся на осесимметричной модели, тип
расчета – гармонический анализ (Frequency do-
main). Шаг сетки 3 мм, сетка треугольная. Расчет
проводился для резонатора с реальными размера-
ми для параметров пьезокерамики ЦТБС-3.

Рис. 1. Частотная характеристика резонатора.
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В рамках расчета основной резонанс получился
на частоте 19880 Гц, что немного отличается от
экспериментально найденного резонанса на ча-
стоте 19080 Гц. Вид колебаний стенок резонатора
на этой частоте приведен на рис. 3. Из рисунка
можно сделать вывод о том, что цилиндрическая
пьезокерамическая стенка резонатора совершает
изгибные колебания, соответствующие второй
моде, при этом стеклянное дно колеблется на
первой моде. Связь этих мод осуществляется по-
средством слоя воды, заполняющего резонатор.

Структура поля давления в водном слое на
этой резонансной частоте показана на рис. 4, из
которого следует, что примерно в центре водного
слоя формируется максимум амплитуды акусти-
ческого поля. Акустическое поле убывает как при
приближении к цилиндрической стенке, так и
при приближении к поверхности и дну водного
слоя.

На рис. 5 приведены рассчитанные радиальные
профили амплитуды акустического поля в диамет-
ральной плоскости резонатора на глубинах от 5 до
25 мм с шагом 5 мм, которые качественно соответ-
ствуют экспериментальным профилям на рис. 2.

Численное моделирование показало, что в
акустическом резонаторе на основной резонанс-
ной частоте за счет связанных сложных колеба-
ний пьезокерамической стенки и стеклянного
дна формируется акустическое поле, имеющее
максимум в центре водного слоя. В таком акусти-
ческом поле на маленький пузырек, резонансная

частота которого выше частоты акустического
поля, действует сила радиационного давления,
втягивающая его в центр резонатора и удержива-
ющая его там. Таким образом, в резонаторе суще-
ствуют условия для наблюдения сонолюминес-
ценции одиночного пузырька.

Рис. 3. Вид расчетных колебаний стенок и дна резо-
натора на частоте 19.88 кГц.
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Рис. 4. Структура поля акустического давления в ре-
зонаторе на частоте 19.88 кГц.
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Рис. 5. Нормированные радиальные профили ампли-
туды давления в цилиндрическом резонаторе на ча-
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3. ПОЛУЧЕНИЕ И НАБЛЮДЕНИЕ 
ОДНОПУЗЫРЬКОВОЙ 

СОНОЛЮМИНЕСЦЕНЦИИ
В исследуемом резонаторе получена как одно-

пузырьковая (ОПСЛ), так и многопузырьковая
(МПСЛ) сонолюминесценция.

Для получения ОПСЛ использовали дистил-
лированную воду с удельным сопротивлением
~350 кОм см при нормальных условиях. Пузырек
формировали следующим образом. На резонатор
подавали синусоидальное напряжение резонанс-
ной частоты ~19 кГц амплитудой 5 В. Далее воз-
мущали поверхность воды падением капли. При
этом образовывались несколько пузырьков, ко-
торые устремлялись к центру резонатора и объ-
единялись в один стабильный пузырек. Путем
увеличения амплитуды возбуждающего сигнала
до 50 В и тонкой подстройки частоты получали
режим сонолюминесценции. Фотография светя-
щегося пузырька приведена на рис. 6. Пузырек
голубого цвета хорошо виден невооруженным
глазом в затемненном помещении.

Для возбуждения резонатора использовали ге-
нератор Tektronix AFG 3102C, усилитель мощно-
сти AR 350АН1А и трансформатор IT1003 фирмы
Amplifier Research. В течение всего опыта акусти-
ческое давление в жидкости мониторировали
гидрофоном. Импульсы излучения регистриро-
вали ФЭУ ТНФТ25-02 (спектральный диапазон
200–800 нм, временное разрешение ~1 нс, диа-
метр фотокатода 25 мм), установленным у откры-
того верхнего торца резонатора, и осциллографом
Le Croy 625Zi. Результат измерений приведен на
рис. 7. Форма импульса с ФЭУ дана на рис. 8.

Осциллограммы сигналов (рис. 7) показывают,
что в пьезокерамическом резонаторе получена
стабильная однопузырьковая сонолюминесцен-
ция. Вспышка света генерируется в каждом аку-
стическом цикле в момент времени, практически
совпадающий с моментом максимума давления.
В данном опыте амплитуда сигнала с ФЭУ со-
ставляет ~7 В. Осциллограмма формы сигнала
(рис. 8) указывает на то, что временное разреше-
ние измерительного канала недостаточно для ре-
гистрации импульса излучения без искажения.
Отметим, что для получения ОПСЛ в пьезокера-
мическом резонаторе на его обкладки нужно по-
дать напряжение ~50 В, что значительно меньше,
чем в случае стеклянных резонаторов. В послед-
нем случае на пьезоэлементы подают напряжение
~700 В.

Спектр излучения измерялся спектрометром
Ocean Optics QE Pro (спектральный диапазон
200–800 нм). Излучение транслировалось по оп-
тическому каналу, состоящему из кварцевой линзы
диаметром 25 мм и кварцевого волокна диамет-
ром 0.6 мм и длиной 1 м. Канал был протестиро-
ван с использованием дейтериевой лампы Ocean

Рис. 6. Фотография светящегося пузырька.

Рис. 7. Результат измерений сигналов с гидрофона и
ФЭУ (ОПСЛ).
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Optics P-2000 и “точечного” источника света: фо-
тодиод и малое отверстие. Юстировка оптической
системы проводилась с помощью лазера, включен-
ного в оптический канал со стороны спектрометра.
Результаты измерений приведены на рис. 9.

Серия измерений спектров, показанных на
рис. 9, проведена с одним и тем же пузырьком в
течение времени ~5 мин. Максимальная интен-
сивность получена в первом измерении. Во время
эксперимента температура воды постепенно уве-
личивалась, что, по нашему мнению, привело к
уменьшению интенсивности излучения. Изме-
ренный спектр по форме отличается от аналогич-
ных измерений в работах [5, 6]. В [5] измерения
проведены при акустических давлениях, близких
к верхнему порогу области стабильности пузырь-
ка для получения максимальной яркости источ-
ника. Зарегистрированный в работе [5] спектр
представляет собой гладкую кривую, растущую с
уменьшением длины волны λ вплоть до λ = 200 нм.
В работе [6] при амплитудах акустического давле-
ния, близких к нижнему порогу области стабиль-
ности, авторы наблюдали в спектре системы вода–
воздух линии ОН и ряд других линий, природа ко-
торых в [5] не определена. Возможно, в нашем
случае получено некоторое промежуточное состоя-
ние системы, о чем свидетельствуют наличие в спек-
тре слабой линии гидроксил-радикала (λ = 310 нм) и
другой линии (λ = 320 нм).

Для определения влияния чистоты используе-
мой воды на измерение спектра СЛ с помощью
спектрофлуориметра СМ2203 (фирма Солар, Бе-
ларусь, спектральный диапазон 220–1100 нм) был
определен коэффициент ее пропускания. Эти
данные приведены на рис. 10.

Результаты измерений коэффициента оптиче-
ского пропускания воды относительно воздуха,
приведенные на рис. 10, демонстрируют, что эта
характеристика воды практически не приводит к
искажению спектра излучения СЛ.

4. ПОЛУЧЕНИЕ И НАБЛЮДЕНИЕ 
МНОГОПУЗЫРЬКОВОЙ 

СОНОЛЮМИНЕСЦЕНЦИИ

Многопузырьковая сонолюминесценция на-
блюдалась в этом же резонаторе. При постепен-
ном увеличении возбуждающего напряжения по
достижении в резонаторе давлений, превышаю-
щих порог кавитации, в ней образовывались пу-
зырьки, которые начинали излучать свет, т.е. реа-
лизовывалось явление многопузырьковой соно-
люминесценции. В этих опытах использовалась
недегазированная дистиллированная вода при
температуре 5.3°С. Частота акустического поля
составляла 33 кГц. На этой частоте, соответству-
ющей другому, более сильному резонансу акусти-
ческого поля, легко обеспечивался режим кавита-

ции. Импульсы излучения МПСЛ регистрирова-
ли с помощью того же метода, что и ОПСЛ.
Результаты измерений при двух значениях напря-
жения на резонаторе приведены на рис. 11 и 12. В
опыте, соответствующем рис. 12, гидрофон не ис-
пользовали из-за опасности его кавитационного
повреждения. Отметим, что при кавитационном
процессе часть пузырьков появляется вблизи сте-
нок резонатора. В этом случае характер их коле-
баний может отличаться от монопольных [7], хо-
тя в данных экспериментах детально наблюдать
форму колебаний пузырьков не удалось.

Анализ осциллограмм показывает, что в экс-
периментах получена стабильная МПСЛ в неде-
газированной воде. Отметим, что амплитуды сиг-
налов с ФЭУ не превышают 150 мВ. Это значитель-
но меньше, чем в случае ОПСЛ. Недегазированная
вода была выбрана из-за более низкого порога ка-
витации. Импульсы сонолюминесценции возни-
кают при схлопывании пузырьков, а количество

Рис. 9. Спектр однопузырьковой сонолюминесценции.
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Рис. 10. Коэффициент пропускания воды относи-
тельно воздуха.
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коллапсирующих пузырьков растет с ростом
электрического напряжения на резонаторе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе приведены результаты наблю-

дения однопузырьковой и многопузырьковой со-
нолюминесценции в цилиндрическом резонаторе
из пьезокерамики. Показано, что в таком резона-

торе при сравнительно низких электрических на-
пряжениях порядка нескольких десятков вольт
создаются условия для возникновения сонолю-
минесценции. Наблюдение ОПСЛ проводилось
на основной радиальной моде резонатора на ча-
стоте около 19 кГц. Численное моделирование
акустического поля в резонаторе показало, что
основная мода представляет собой изгибные ко-
лебания цилиндрической пьезокерамической
стенки, при которой формируется максимум по-
ля давления примерно в середине водного слоя.
Синхронные измерения акустического поля в ре-
зонаторе и оптических импульсов проводилось
как для ОПСЛ, так и для МПСЛ. МПСЛ наблю-
далась при превышении порога кавитации при
напряжении около 80 В. Таким образом, резуль-
таты работы показывают, что использование пье-
зокерамических резонаторов дает возможность
сравнительно просто получить условия для воз-
никновения и исследования сонолюминесцен-
ции, в особенности одиночного пузырька.

Работа частично выполнена в рамках госзада-
ний ИПФ РАН 0035-2019-0009 (ИНД) и 0035-
2019-0011 (ВВЧ).
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Рис. 11. Осциллограмма сигналов с гидрофона и с
ФЭУ при наблюдении МПСЛ. Напряжение на резо-
наторе 84 В.
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Рис. 12. Осциллограмма сигналов с ФЭУ при наблю-
дении МПСЛ. Напряжение на резонаторе 95 В.
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Экспериментально реализован метод исследования структурной неоднородности и оптических
свойств коллоидных сред. Представленный метод основан на зависимости временного профиля
возбуждаемого в исследуемой среде оптико-акустического сигнала от коэффициента поглощения и
рассеяния света в данной среде. В качестве исследуемых коллоидных растворов были взяты магнит-
ные жидкости на основе воды и керосина с объемной концентрацией магнетита от 0.35 до 3.5%. По-
казано, что в магнитных жидкостях наблюдается увеличение коэффициента экстинкции света с
глубиной, причем его относительное изменение зависит от концентрации частиц магнетита, от
свойств несущей жидкости и от типа акустической границы. Наличие связи между концентрацией
частиц и оптическими свойствами магнитной жидкости дает возможность использовать данный
метод для определения объемного содержания магнетита в жидкости.

Ключевые слова: оптико-акустический эффект, лазерная оптико-акустическая диагностика, коэф-
фициент экстинкции света, магнитные жидкости, коллоидные растворы, концентрация
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ВВЕДЕНИЕ
Магнитные жидкости благодаря своей особен-

ной структуре и физическим свойствам находят
широкое применение в науке и технике [1–3].
Они представляют собой сложную коллоидную
систему, состоящую из частиц магнетита, несу-
щей жидкости и стабилизатора [1, 2]. Исследова-
ние структуры и свойств магнитных жидкостей
имеет фундаментальное научное и прикладное
значение. Такие жидкости используются при со-
здании герметизаторов, гидростатических сепа-
раторов, демпферов, центробежных датчиков и
датчиков углов наклона, акселерометров [1, 4–7].
Отдельную группу составляют устройства, осно-
ванные на действии магнитооптических эффек-
тов [1, 8, 9]. При наложении магнитного поля

структура магнитной жидкости меняется, образуя
агрегаты частиц, что приводит к изменению ее
оптических свойств – коэффициентов поглоще-
ния и преломления, возникновению оптической
анизотропии [1]. Так, в работе оптических модуля-
торов и оптических затворов на основе магнитных
жидкостей используется принцип регулирования
интенсивности пропущенного света с помощью
внешнего магнитного поля [8, 9]. Магнитные жид-
кости также могут использоваться и для создания
оптических фильтров с управляемым коэффици-
ентом пропускания света [9]. В настоящее время
ведутся разработки и по применению магнитных
жидкостей в медицине, например, для доставки
лекарств и в качестве контрастного средства при
диагностических исследованиях [1].
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Интересна также возможность применения
магнитных жидкостей в ультразвуковом неразру-
шающем контроле материалов. В традиционной
ультразвуковой диагностике с использованием
пьезоэлектрических источников ультразвука маг-
нитные жидкости могут применяться в качестве
иммерсионной жидкости [1]. Преимущество та-
кого метода заключается в том, что в случае ис-
пользования преобразователя с встроенным в
корпус постоянным магнитом при перемещении
самого преобразователя вдоль исследуемого объ-
екта вместе с магнитом будет перемещаться и
жидкость, сохраняя стабильность акустического
контакта. При использовании же термооптиче-
ского механизма возбуждения ультразвука маг-
нитная жидкость может являться одновременно и
оптико-акустическим (ОА) источником, и им-
мерсионной жидкостью. Такие ОА-преобразова-
тели с магнитным удержанием жидкости могут
применяться для контроля изделий со сложным
рельефом поверхности. Зависимость параметров
возбуждаемого ОА-сигнала от оптических свойств
источника дает возможность управлять амплиту-
дой и спектральными характеристиками получае-
мого ультразвукового сигнала путем изменения
концентрации магнитной жидкости, и, соответ-
ственно, коэффициента поглощения и рассеяния
света [10].

При применении магнитных жидкостей как в
оптических устройствах (модуляторы, затворы,
фильтры), так и в ОА-дефектоскопии может быть
актуальна проблема исследования оптических
свойств этих жидкостей и их структурных особен-
ностей, в частности, неоднородностей простран-
ственного распределения частиц и наличия гра-
ничных эффектов. Кроме того, следует отметить,
что проблема исследования состава, простран-
ственной неоднородности структуры и оптиче-
ских свойств актуальна и для многих других кол-
лоидных сред, в том числе биологических.

Анализ состава коллоидных сред можно про-
водить, например, на основе измерения их аку-
стических параметров, связанных с концентра-
цией различных веществ в исследуемой среде.
Так, в работах [11–15] путем измерения коэффи-
циента затухания и скорости ультразвуковых
волн исследовались: суспензии нефтепродуктов,
представляющие собой смеси асфальтенов в то-
луоле; состав сыворотки крови человека; колло-
идные суспензии нанотрубок в этиленгликоле;
жидкокристаллические эмульсии; взвеси крахма-
ла. В [16] для исследования микроструктуриро-
ванных дисперсных систем был предложен иной
способ, основанный на использовании акусто-
электронной методики, позволяющий проводить
оценку концентрации исследованных суспензий
по зависимостям амплитудных и фазовых откли-
ков акустоэлектронных сенсоров от проводимо-
сти и вязкости среды. Представленные в рассмот-

ренных работах методы могут быть использованы
и для исследования магнитных жидкостей. Одна-
ко описанные методики позволяют провести
оценки только среднего по объему содержания
исследуемых компонент среды, без учета возмож-
ных особенностей пространственного распреде-
ления частиц, которое, вообще говоря, может
быть неоднородным в случае коллоидных сред.

В настоящей работе для исследования оптиче-
ских свойств коллоидных сред и их структуры
предлагается использовать оптико-акустический
метод. ОА-методы диагностики основаны на тер-
мооптическом возбуждении акустических волн в
исследуемой среде при поглощении в ней лазер-
ного излучения [10]. Такие методы могут исполь-
зоваться как для исследования акустических, так
и оптических свойств различных сред. Если в рас-
сматриваемой среде происходит поглощение ла-
зерного импульса, длительность которого много
меньше времени пробега акустической волны по
области тепловыделения, то профиль давления
возбуждаемого ОА сигнала будет повторять про-
странственное распределение источников тепла в
этой среде [17, 18]. В приближении плоской све-
товой волны для однородно-поглощающей и рас-
сеивающей свет среды распределение тепловых
источников в ней соответствует пространствен-
ному распределению интенсивности света, кото-
рое определяется коэффициентами поглощения
и рассеяния света, а также соотношением показа-
телей преломления исследуемой и прозрачной
среды, из которой приходит лазерное излучение.
Таким образом, временной профиль возбуждае-
мого ОА-импульса определяется коэффициента-
ми поглощения и рассеяния света, тогда как его
амплитуда пропорциональна только коэффици-
енту поглощения и интенсивности падающего
света. Преимущество данного метода состоит в
том, что информация об оптических характери-
стиках исследуемой среды доставляется акусти-
ческими волнами, относительно слабо затухаю-
щими в поглощающих и рассеивающих средах
(например, в биологических тканях или в некото-
рых концентрированных коллоидных растворах)
по сравнению с волнами оптического диапазона.

Основная часть работ, посвященных ОА-ис-
следованию связи концентрации компонентов
исследуемой среды и ее оптических свойств, про-
водилась для однородно-поглощающих и рассеи-
вающих сред: так, например, в работе [18] ОА-ме-
тод применялся для измерения коэффициента
экстинкции света во взвеси частиц оксида титана
в воде в зависимости от объемной концентрации
частиц. Аналогичные исследования проводились
в [20–22] для растворов ферроина и хромата ка-
лия различной концентрации, а также для мо-
дельных образцов, изготовленных из суспензий
пластизоля на основе поливинилхлорида с добав-
кой красителей. Кроме того, подобный метод
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можно применять и для оценки толщины иссле-
дуемых образцов – например, в работе [23] было
предложено использовать измеренное значение
коэффициента поглощения света в слое углерод-
ных нанотрубок для оценки толщины этого слоя.
Так как коллоидные среды могут быть неоднород-
ными по своей структуре и оптическим свойствам,
то с практической точки зрения актуальной явля-
ется задача восстановления распределения опти-
ко-акустических источников и пространствен-
ной зависимости коэффициента экстинкции све-
та в таких средах.

Целью настоящей работы является демонстра-
ция возможности применения ОА-метода для ис-
следования пространственной неоднородности
распределения коэффициента экстинкции света
в коллоидных средах на примере магнитных жид-
костей. Для анализа влияния несущей среды на
оптические свойства магнитной жидкости были
рассмотрены жидкости двух типов: на основе воды
и на основе керосина. В данной работе впервые
проведено исследование распределения коэффи-
циента экстинкции света по глубине в магнитных
жидкостях в зависимости от их концентрации и
типа акустической границы. Основная идея рабо-
ты заключается в том, что использование ОА-ме-
тода позволяет проводить диагностику оптических
свойств магнитной жидкости с высоким про-
странственным разрешением, что дает возмож-
ность обнаружения неоднородности распределе-
ния частиц в приповерхностном слое жидкости
толщиной в десятки-сотни микрон.

МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЯ 
КОЭФФИЦИЕНТА ЭКСТИНКЦИИ

При поглощении в среде короткого лазерного
импульса (μeffc0τL  1, где μeff – коэффициент экс-
тинкции света в исследуемой среде, определяе-
мый коэффициентами поглощения и рассеяния,
c0 – скорость звука в этой среде, τL – длитель-
ность лазерного импульса) передний фронт дав-
ления ОА-сигнала p(τ < 0) повторяет простран-
ственное распределение интенсивности света в
этой среде, и его временной профиль определяет-
ся коэффициентом экстинкции света μeff [10, 18].
Здесь τ = t − z/c0 – время в системе координат, бе-
гущей со скоростью распространения акустиче-
ской волны в исследуемой среде. При использо-
вании схемы с прямой регистрацией ОА-сигна-
лов в исследуемой среде время τ = 0 соответствует
моменту прихода на приемник сигнала, возбуж-
даемого на поверхности исследуемой среды z = 0
[18]. Временной и пространственный масштабы
связаны как z = −c0τ (ось z направлена вглубь ис-
следуемой среды). Подробное описание теории
ОА-эффекта для поглощающих и рассеивающих
сред изложено в работе [18]. Для сред с простран-

!

ственно-однородным поглощением и рассеяни-
ем зависимость переднего фронта ОА-сигнала от
времени имеет экспоненциальную форму: p(τ < 0)~
~ exp(μeffc0τ). Таким образом, аппроксимируя
экспоненциальной функцией фронт зарегистри-
рованного сигнала, можно определить коэффи-
циент экстинкции света μeff в исследуемой среде.
Если же в среде присутствует пространственная
неоднородность коэффициента экстинкции, он
будет зависеть от координаты внутри исследуе-
мой среды. Если характерный радиус лазерного
пучка a много больше глубины проникновения
света в среду zL ≈ , то можно считать лазерный
пучок коллимированным, что позволяет ограни-
читься одномерной задачей термооптического
возбуждения звука [10, 18]. Тогда можно рассмат-
ривать распределение экстинкции только по глу-
бине z исследуемой среды и формула для перед-
него фронта ОА-сигнала выглядит следующим
образом:

(1)

Отсюда можно определить пространственное
распределение коэффициента экстинкции света
μeff(z) в исследуемой среде:

(2)

Для исследования оптических свойств маг-
нитных жидкостей использовалась эксперимен-
тальная установка с прямой схемой регистрации
ОА-сигнала, показанная на рис. 1. Для возбужде-
ния ОА-сигналов использовалось излучение им-
пульсного Nd:YAG лазера с модуляцией доброт-
ности. Длина волны излучения 1064 нм, харак-
терная длительность импульса 10 нс, энергия в
импульсе 10–12 мДж, частота повторения импуль-
сов 10 Гц. Величина энергии лазерного импульса
могла варьироваться с помощью нейтральных све-
тофильтров. Поворотной призмой излучение на-
правлялось на кювету с исследуемой средой, диа-
метр кюветы 2 см, высота слоя жидкости 6 мм.
Для создания гладкого распределения интенсив-
ности света в падающем пучке использовался
стеклянный светорассеиватель. Кювета с маг-
нитной жидкостью могла закрываться сверху
кварцевой пластиной для получения акустически
жесткой границы жидкость-кварц (акустический
импеданс кварца много больше импеданса магнит-
ной жидкости: ρqcq  ρmagcmag, ρq, ρmag и cq, cmag –
плотности и скорости звука для кварца и магнит-
ной жидкости соответственно). При отсутствии
пластины реализуется акустически свободная
граница между воздухом и магнитной жидкостью
(ρaircair  ρmagcmag). Оптическое излучение, пройдя
кварцевую пластину/воздух, попадает в исследуе-
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мую жидкость и возбуждает в ней ОА-сигнал, ко-
торый регистрируется широкополосным пьезо-
приемником, встроенным в дно ячейки и находя-
щимся в акустическом контакте с кюветой.
Приемник изготовлен на основе ПВДФ пленки
толщиной 30 мкм и имеет рабочую полосу частот
0.1–30 МГц. Электрические сигналы с пьезопри-
емника передавались на цифровой двухканаль-
ный запоминающий осциллограф Tektronix с ана-
логовой полосой частот 200 МГц и максимальной
чувствительностью 2 мВ/дел, а затем обрабатыва-
лись на персональном компьютере. Максималь-
ный коэффициент экстинкции света, который
возможно измерить по данной методике, опреде-
ляется длительностью лазерного импульса τL. На
основе теории термооптического возбуждения
звука в слаботеплопроводящих и нетеплопрово-
дящих жидкостях, детально описанной в [10],
форму возбуждаемого в жидкости ОА-импульса
при произвольной длительности лазерного им-
пульса при акустически жесткой границе можно
описать интегралом, который аналитически вы-
ражается через функцию ошибок (где E0 – плот-
ность энергии лазерного излучения, α – коэффи-
циент поглощения света жидкостью):

(3)

а форма импульса при свободной границе связана
с ним соотношением:

(4)

При построении данной теории в [10] было введено
допущение, что на частотах ω > , χa2 (где χ –
температуропроводность жидкости, , a – раз-
меры области тепловыделения) теплопровод-
ность в жидкости не существенна, что выполня-
ется для большинства жидкостей (за исключение
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ртути и расплавленных металлов) во всем ультра-
звуковом диапазоне частот. Анализ изменения
формы фронта ОА-сигнала (3), (4) при постоян-
ной плотности поглощенной энергии при увели-
чении μeffc0τL показывает, что для измерения ко-
эффициента экстинкции по вышеприведенным
формулам необходимо, чтобы выполнялось усло-
вие μeff < 0.5/c0τL. Для малых значений μeff ограни-
чения возникают из-за сильного падения ампли-
туды регистрируемого сигнала, близкой к уровню
шумов, а также из-за дифракции низкочастотных
компонент спектра акустического сигнала. Для
жидкостей с c0 ≈ 1400 м/с в условиях данных экс-
периментов диапазон измеряемых значений коэф-
фициента экстинкции составляет от 5 до 350 см–1.

Распределение коэффициента экстинкции по
глубине исследуемой среды μeff(z) определялось
по временному профилю зарегистрированного
ОА-сигнала с использованием формулы (2). Рас-
чет производных осуществлялся с помощью стан-
дартных программных средств.

ИССЛЕДУЕМЫЕ СРЕДЫ
Магнитные жидкости состоят из диспергиро-

ванных в несущей среде однодоменных магнит-
ных частиц нанометрового размера (5–20 нм),
покрытых поверхностно-активным органическим
веществом (ПАВ), необходимым для стабилиза-
ции дисперсной системы [1, 2, 7]. Как правило,
для их получения используется технология хими-
ческого осаждения щелочью наночастиц магне-
тита, образующихся из смеси компонент FeO и
Fe2O3, имеющих одинаковую молярную концен-
трацию (см., например, [24]). После добавления
в смесь компонент щелочи, промывания водой и
осаждения образовавшихся однодоменных на-
ночастиц в осадок добавляют растворитель и
стабилизатор в необходимом количестве и диспер-
гируют частицы в несущей жидкости. В качестве
стабилизатора чаще всего используется олеиновая
кислота. Между магнитными коллоидными части-
цами действуют три типа сил – магнитные силы
диполь-дипольного притяжения, вандервааль-
совские силы притяжения и стерические силы
отталкивания [1]. Последние обусловлены взаи-
модействием молекул ПАВ-стабилизатора, по-
крывающих поверхность частиц и препятствую-
щих их агрегации.

В настоящей работе были исследованы окис-
ные магнитные жидкости с различной концен-
трацией частиц магнетита Fe3O4, изготовленные
на основе двух различных несущих жидкостей –
воды и керосина. Для измерения коэффициента
экстинкции света по предложенной методике,
как было сказано выше, необходимо μeffc0τL < 0.5,
поэтому для заведомого выполнения этого усло-
вия в качестве начальной исследуемой концен-

Рис. 1. Экспериментальная установка. Слева пред-
ставлена полная блок-схема установки, справа –
изображение кюветы с исследуемой жидкостью.
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трации были взяты не исходные стабилизирован-
ные жидкости, а разбавленные до объемной кон-
центрации магнетита 3.5%. Процентный состав
компонентов в исходных стабилизированных и
разбавленных жидкостях приведен в табл. 1. Для
исследования зависимости μeff от концентрации
частиц магнетита эти разбавленные магнитные
жидкости дополнительно разводили несущей
жидкостью в необходимых пропорциях. В полу-
ченных растворах объемная концентрация магне-
тита варьировалась от 0.35 до 3.5% с шагом 0.35%.
Вообще говоря, через некоторое время (от не-
скольких часов до нескольких суток) после раз-
бавления магнитной жидкости начинается про-
цесс агрегации частиц магнетита. В данном экс-
перименте измерения начинались сразу же после
разбавления, время проведения эксперимента с
каждым образцом составляло около минуты, что
означает отсутствие влияния агрегации частиц на
оптические свойства жидкости.

При взаимодействии лазерного излучения на
используемой длине волны 1064 нм с магнитной
жидкостью в ней одновременно происходит по-
глощение и рассеяние света частицами магнетита.
Рассеянный свет также дополнительно поглоща-
ется на этих частицах. Кроме того, в несущей жид-
кости также присутствует некоторое поглощение
света. Таким образом, форма ОА-сигнала зависит
от суммарного поглощения падающего и рассеян-
ного излучения и определяется коэффициентом
экстинкции света в исследуемой жидкости.

Температурное поле в исследуемой среде ха-
рактеризуется временем релаксации температуры
светопоглощающих частиц τp и временем вырав-
нивания температуры в окружающей частицу
среде τ0, где τp = , τ0 = d2/4χ (Rp – радиус
частицы магнетита, d – расстояние между части-
цами, χp и χ – коэффициенты температуропро-
водности для частиц и несущей жидкости соот-
ветственно) (см., например, [25]). При наличии в
среде светопоглощающих частиц их влияние на
форму ОА-сигнала зависит от соотношения этих
характерных временных масштабов и длительно-
сти лазерного импульса τL. Кроме того, необходи-
мо учесть время релаксации напряжений в среде
τa = d/2c0. При выполнении условия

χ2 4p pR

τ ≤ τ τ τ0,( )L p a !

на профиле возбуждаемого в среде ОА-сигнала
можно различить сигналы от отдельных светопо-
глощающих неоднородностей. Для исследуемых
в данной работе магнитных жидкостей τ0 > τL, но
(τp, τa)  τL. Тогда за время действия лазерного
импульса нагрев частиц можно считать однород-
ным, а напряжения, порождаемые в среде вокруг
частиц, “перекрываются” между собой, поэтому
возбуждаемые ими акустические импульсы не
могут быть зарегистрированы по отдельности.
Таким образом, в данном случае отдельные по-
глощающие неоднородности будут неразличимы,
а пространственное изменение коэффициента
экстинкции (и неоднородность распределения
частиц) в приповерхностном слое жидкости про-
является только в виде отклонения формы перед-
него фронта ОА-сигнала от экспоненциальной.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
На рис. 2а показаны примеры временных про-

филей передних фронтов ОА-сигналов (норми-
рованных по амплитуде) для жидкостей с макси-
мальной и минимальной объемными концентра-
циями магнетита (n = 3.5 и n = 0.35%) при
акустически жесткой границе, а на рис. 2б и 2в –
координатные зависимости логарифмов этих
фронтов (в диапазоне от нуля до максимальной
глубины зондирования). Переход от временного
представления к координатному осуществляется
через соотношение z = −c0τ (где z соответствует
глубине зондирования исследуемой среды). Ли-
нейная аппроксимация, приведенная на рис. 2б
и 2в, соответствует зависимости ln p(z), которая
наблюдалась бы в случае среды с пространствен-
но-однородными поглощением и рассеянием
(μeff(z) = const). В случае магнитной жидкости на-
блюдаемая зависимость ln p(z) не является линей-
ной, причем для n = 0.35% отклонение от линей-
ности с увеличением глубины гораздо сильнее,
чем для n = 3.5%. Таким образом, в исследуемой
жидкости присутствует неоднородность про-
странственного распределения коэффициента
экстинкции света, зависящая от ее концентра-
ции.

Максимальная глубина зондирования при
исследовании магнитной жидкости зависит от
величины коэффициента экстинкции света и
динамического диапазона акустической системы

!

Таблица 1. Состав исследуемых магнитных жидкостей

Тип жидкости Несущая жидкость, % Fe3O4, % Стабилизатор, %

На основе воды, стабилизированная 61 27 12
На основе керосина, стабилизированная 80 18 2
На основе воды, разбавленная 95 3.5 1.5
На основе керосина, разбавленная 96 3.5 0.5
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регистрации. Восстановление пространственно-
го распределения μeff возможно до глубины про-
никновения света z, определяемой формулой:

(5)

где D – динамический диапазон системы реги-
страции акустических сигналов. Для применяемой
в данной работе системы динамический диапазон
позволяет измерять экстинкцию света в припо-
вехрностном слое жидкости до глубины zmax ≈ .
На рис. 2б и 2в это соответствует zmax ≈ ≈ 1700 мкм
для n = 0.35% и zmax ≈ 200 мкм для n = 3.5%. Мини-
мальная глубина для восстановления распределе-
ния μeff будет также зависеть от его величины, и,
соответственно, концентрации исследуемой
жидкости. Это связано с тем, что величина μeffc0τL
оказывает влияние на форму возбуждаемого в
среде ОА-сигнала, и ее увеличение выражается в
появлении сглаженности вершины сигнала [10].

μ ξ ξ ≈
z

eff
0

( ) ln  ,d D

−μ 1
eff3

Для малых глубин зондирования возникает изме-
нение формы фронта, не связанное с реальной
неоднородностью коэффициента экстинкции
(см. рис. 2а и 2в). Таким образом, проводить про-
цедуру восстановления распределения коэффи-
циента μeff по формуле (2) следует только на том
участке фронта, где нет влияния этой сглаженно-
сти. На рис. 2б и 2в это соответствует zmin ≈ 20 мкм
для n = 0.35% и zmin ≈ 40 мкм для n = 3.5%.

Восстановленные пространственные распре-
деления коэффициента экстинкции света по глу-
бине зондирования μeff(z) (и их аппроксимации
гладкими функциями) для шести выбранных
объемных концентраций (0.35, 0.7, 1.05, 1.4, 2.45,
3.5%) магнитных жидкостей в случае акустически
жесткой границы представлены на рис. 3. По-
грешности измерения μeff определяются точно-
стью метода расчета производной, а также точно-
стью измерения скорости звука, и составляют
около 5%. На рис. 4 приведено сравнение простран-
ственных распределений μeff(z) для n = 0.35 и n =
= 1.4% для обоих типов жидкостей в случаях аку-

Рис. 2. Передние фронты ОА-сигналов при акустически жесткой границе для (а) – n = 0.35 и n = 3.5% и их логарифмы
для (б) – n = 0.35% и (в) – n = 3.5% (линейная аппроксимация соответствует логарифму фронта для однородно-погло-
щающей и рассеивающей среды).
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стически жесткой и свободной границ. Из получен-
ных зависимостей следует, что коэффициент экс-
тинкции света в исследованных магнитных жид-
костях увеличивается с глубиной, причем при
одинаковой концентрации в случае жесткой гра-
ницы он возрастает гораздо сильнее, чем в случае
свободной. Таким образом, тип акустической гра-
ницы оказывает значительное влияние на про-
странственное распределение частиц магнетита, и,
соответственно, величины μeff в жидкости.

Для получения связи между объемной кон-
центрацией магнетита и изменением коэффици-
ента экстинкции с глубиной было проанализи-
ровано его относительное изменение  =

 где  и  – минималь-
ная и максимальная величины коэффициента
экстинкции в исследуемом диапазоне глубин
для данной концентрации. Рассчитанные зависи-

Δμ μmax
eff eff

μ − μ= μmax min max
eff eff eff( ) , μmin

eff μmax
eff

мости Δμeff/ (n) для двух типов жидкости в слу-
чаях жесткой и свободной границ приведены на
рис. 5. Погрешность величины Δμeff/  опреде-
ляется точностью измерений минимального и
максимального коэффициентов экстинкции.
Видно, что при жесткой границе для обоих типов
жидкостей возрастание μeff с глубиной наблюда-
ется во всем исследуемом диапазоне концентра-
ций, причем для малых концентраций (0.35–1.4%)
этот эффект проявляется сильнее, чем для высо-
ких концентраций. Это означает, что объемная
концентрация магнетита в жидкости также суще-
ственно влияет на пространственное изменение
μeff в случае жесткой границы. В случае свободной
границы для обоих типов жидкостей для концен-
траций >1% изменение величины μeff с глубиной
несущественно (μeff(z) ≈ const), а для концентра-
ций <1% наблюдается некоторое его возрастание

μmax
eff

μmax
eff

Рис. 3. Распределение коэффициента экстинкции света по глубине для магнитных жидкостей на основе (а) – воды и
(б) – керосина при акустически жесткой границе.
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Рис. 4. Сравнение распределения коэффициента экстинкции света по глубине в случае жесткой и свободной границ
для магнитных жидкостей на основе (а) – воды и (б) – керосина.
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с глубиной, но относительная величина Δμeff/
в 3–4 раза меньше, чем для тех же концентраций
в случае жесткой границы. Таким образом, при
свободной границе влияние концентрации маг-
нетита на пространственное изменение μeff менее
существенно, чем при жесткой границе.

Полученные зависимости Δμeff/ (n) для
обоих типов жидкостей при жесткой границе мо-
гут быть аппроксимированы по методу наимень-
ших квадратов убывающей экспоненциальной
функцией:

(6)
для жидкости на основе воды и

(7)
для жидкости на основе керосина. Значение неза-
висимой переменной x соответствует концентра-
ции магнитной жидкости, выраженной в процен-
тах, а значение y соответствует относительному
изменению коэффициента экстинкции с глуби-
ной Δμeff/ , также выраженному в процентах.
Полученные эмпирические соотношения (6) и (7)
могут быть использованы для определения неиз-
вестной концентрации магнитной жидкости по
измеренному пространственному распределению
μeff. При акустически свободной границы, как
было сказано выше, для n > 1% μeff(z) ≈ const, по-
этому в данном случае проводить аналогичную
аппроксимацию зависимости Δμeff/ (n) неце-
лесообразно, и оценка неизвестной концентрации
жидкости возможна по зависимости минимально-
го значения μeff в исследованном диапазоне глубин

от концентрации жидкости. Зависимости (n)
близки к линейным и могут быть аппроксимиро-
ваны функциями y = 46.5x + 8.2 и y = 46.8x + 5.1 для

μmax
eff

μmax
eff

= + −9.7 83.3 exp( 1.45 )y x

= + −8.9 43.4 exp( 0.66 )y x

μmax
eff

μmax
eff

μmin
eff

магнитных жидкостей на основе воды и керосина
соответственно, где значение y соответствует ве-
личине . Относительная погрешность опреде-
ления параметров аппроксимации для всех полу-
ченных соотношений не превышает 20%.

Из представленных результатов также видно,
что для минимальной концентрации магнетита
(n = 0.35%) при жесткой границе присутствует
значительное различие между величинами отно-
сительных изменений μeff для двух типов жидко-

стей: величина Δμeff/  для жидкости на водной
основе на 17% больше, чем для жидкости на основе
керосина. В остальном диапазоне концентраций
эти величины практически совпадают в пределах
погрешностей измерения. В случае свободной гра-
ницы для обоих типов жидкостей Δμeff/  сов-
падают в пределах погрешностей во всем исследу-
емом диапазоне концентраций. Следовательно,
тип несущей жидкости также может оказывать
влияние на пространственное распределение ко-
эффициента экстинкции света в магнитной жид-
кости.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Из полученных результатов следует, что про-
странственное распределение частиц магнетита,
и, соответственно, коэффициента экстинкции
света μeff(z) в магнитной жидкости определяется
тремя основными факторами. Во-первых, наибо-
лее существенное влияние оказывает тип акусти-
ческой границы. Во-вторых, наблюдается влия-
ние объемной концентрации частиц магнетита в
исследуемой жидкости. Наконец, относительное
изменение μeff с глубиной также зависит от типа
несущей жидкости.

μmin
eff

μmax
eff

μmax
eff

Рис. 5. Зависимости относительного изменения коэффициента экстинкции света от объемной концентрации магне-
тита в магнитных жидкостях на основе (а) – воды и (б) – керосина.
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Влияние типа акустической границы, по-ви-
димому, связано с тем, что при разбавлении маг-
нитной жидкости происходит десорбция стаби-
лизатора с поверхности частиц магнетита (см.,
например, [26]). Образующийся при этом свобод-
ное ПАВ может адсорбироваться на кварцевой
пластине в случае жесткой границы. Как след-
ствие, в приповерхностном слое возле границы
раздела пластина-жидкость происходит перерас-
пределение частиц магнетита, что приводит к
увеличению их концентрации в последующих
слоях, и, соответственно, увеличению μeff с глуби-
ной. Таким образом, возникает искусственная
анизотропия структуры магнитной жидкости.
Толщина приповерхностного слоя с простран-
ственной неоднородностью составляет порядка
сотен микрон.

Влияние концентрации частиц магнетита на
ее структурную неоднородность может объяс-
няться тем, что стабильность магнитной жидко-
сти зависит от соотношения концентраций маг-
нетита и стабилизатора, которое изменяется при
разбавлении [27–29]. Соответственно, чем силь-
нее разбавлена жидкость, тем интенсивнее будет
десорбция ПАВ с поверхности частиц, ведущая к
их перераспределению (см. выше). Исходная
жидкость с n = 3.5% уже не является стабилизи-
рованной, поэтому при жесткой границе эффект
увеличения μeff с глубиной наблюдается для все-
го исследованного диапазона концентраций.
Наконец, влияние типа несущей жидкости, по-
видимому, является следствием того, что интен-
сивность десорбции ПАВ при разбавлении жидко-
сти также зависит от соотношения диэлектриче-
ских проницаемостей несущей жидкости и стаби-
лизатора [26], что приводит к различию
относительного изменения μeff для жидкостей на
основе воды и керосина в случае наименьшей
концентрации (см. рис. 5).

Таким образом, использование ОА-метода
позволяет выявлять неоднородность распределе-
ния частиц в приповерхностном слое магнитной
жидкости, вызванное тремя вышеперечисленны-
ми факторами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленный в данной работе лазерный
оптико-акустический метод позволяет восста-
навливать одномерное пространственное распре-
деление оптических свойств коллоидных сред с
неоднородной структурой. В качестве примера
коллоидного раствора использовались магнит-
ные жидкости на основе воды и керосина с раз-
личной концентрацией магнетита. Влияние ко-
эффициента поглощения и рассеяния света в
жидкости на временной профиль давления воз-
буждаемого в ней ОА-сигнала дает возможность

исследовать ОА-методом распределение коэффи-
циента экстинкции света по глубине магнитной
жидкости, и, соответственно, неоднородности
распределения частиц магнетита в ее приповерх-
ностном слое с высоким пространственным раз-
решением.

Анализ полученных одномерных простран-
ственных распределений коэффициента экс-
тинкции μeff(z) позволяет отметить три фактора,
оказывающих влияние на структурную неодно-
родность магнитной жидкости: влияние объем-
ной концентрации магнетита, тип акустической
границы и влияние свойств несущей жидкости.
Влияние границы выражается в том, что при аку-
стически жесткой границе наблюдается наведен-
ная анизотропия оптических свойств магнитной
жидкости. Это явление возникает из-за про-
странственного перераспределения частиц маг-
нетита в приповерхностном слое жидкости, что
приводит к увеличению коэффициента экстинк-
ции с глубиной. Показано существование зависи-
мости относительного изменения коэффициента
экстинкции света Δμeff/  с глубиной от кон-
центрации магнетита в жидкости. Полученные
эмпирические соотношения между этими вели-
чинами могут быть использованы для определе-
ния объемного содержания магнетита в пробе маг-
нитной жидкости с неизвестным соотношением
компонент по экспериментально измеренному
коэффициенту экстинкции. Предлагаемый метод
также может использоваться для исследования ди-
намики процессов структурных изменений маг-
нитной жидкости, приводящих к изменению ее
оптических свойств со временем. Кроме того, ме-
тод возможно применять и для анализа структуры
и оптических свойств других коллоидных сред, в
том числе биологических.
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Для низкочастотных мультипольных источников различного порядка, находящихся в волноводе
Пекериса, получены и исследуются зависимости, определяющие изменение структуры и величины
интерференционных максимумов векторно-скалярных составляющих сигналов при вариации ча-
стоты, глубин волновода, приемников и источников, а также расстояния между ними. Найдены ап-
проксимирующие выражения, которые для разных глубин волновода и расположения источников
и приемников согласуются с точными законами спадания указанных составляющих поля в этих зо-
нах. Показано, что зависимости полей всех мультиполей по характеристикам амплитудно-фазовой
структуры разделяются на две большие группы.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Основы анализа пространственной структуры

и методов приближенной аппроксимации зако-
нов спадания усредненной – регулярной состав-
ляющей поля звукового давления (ЗД), создава-
емого монопольным излучателем в волноводе,
заложены Л.М. Бреховских в [1]. Позднее в раз-
витие [1] для низкочастотных сигналов эта зада-
ча применительно к волноводу Пекериса рас-
сматривалась в целом ряде работ, обзор и анализ
которых, а также обобщение законов спадания на
векторно-скалярную структуру звуковых полей,
но для мультипольных источников выполнены в
[2]. Вместе с тем из простого физического анализа
следует, что кроме затухания усредненного поля
представляют интерес пространственная струк-
тура и законы спадания звуковой энергии в зонах
интерференционных максимумов (ИМА) – осо-
бенно для дискретных составляющих, на кото-
рых интерференция проявляется наиболее ярко.
В этих зонах имеется наибольшее отношение сиг-
нал/помеха [3], а при расположении приемной
или излучающей антенны в зонах ИМА наблюда-
ются сравнительно гладкие и предсказуемые гра-
диенты фазы [4, 5], что позволяет накапливать

звуковую энергию на апертуре антенны и повы-
сить помехоустойчивость обнаружения [6]. Одно-
временно из-за “гладкости” и предсказуемости
градиентов фазы в зонах ИМА в результате фази-
рования сигналов на апертуре антенны имеется
возможность достаточно точного пеленгования
источников звуковых сигналов [6, 7].

Большой интерес к зонам ИМА связан также с
особыми свойствами интерференционной про-
странственной структуры звукового поля [8].
В частности, с возможностью построения и ана-
лиза динамических инвариантов [9, 10]. С исполь-
зованием этих “особых” характеристик интерфе-
ренционной структуры связывают возможность
исследования влияния динамики внутренних волн
и других неоднородностей [11, 12], возможность
устойчивого пеленгования широкополосных сиг-
налов [6, 7], а также ставится и решается задача
эффективного обнаружения слабых сигналов на
фоне помех [13–15]. Не меньший интерес пред-
ставляет возможность обнаружения и одновре-
менно оценки расстояния до источника и ради-
альной скорости его движения [15, 16].

Задача оценки скорости спадания сигналов в
зонах ИМА монополя поставлена и частично ре-
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шена в [17]. В частности, в этой работе показано,
что в волноводе Пекериса для источника и при-
емника, которые находятся в средней части вол-
новода (точнее на середине его эквивалентной
толщины H) квадрат потенциала поля звукового
давления  ограничен сверху функцией

, для которой справедлива оценка

(1)

где  – расстояние между источником и приемни-
ком,  и  – глубины источника и приемника со-
ответственно,  – волновое число,  – кру-
говая частота источника звука,  – скорость звука
в волноводе,  – толщина волновода, 
(для совместимости с приводимыми далее резуль-
татами, параметр  в отличие от [17] взят без ко-
эффициента 2),  – коэффициент поглоще-
ния звука в грунте, ,  – плотность среды
в волноводе,  – плотность среды в подстилаю-
щем полупространстве,  

 < 1,  – скорость звука в подстилаю-
щем полупространстве,  – мнимая единица,

  – эквивалентная
толщина волновода Пекериса. Для источника,
находящегося у поверхности, и приемника на
середине эквивалентной толщины волновода
аналогичная оценка имеет вид:

(2)

И, наконец, когда и источник, и приемник нахо-
дятся в приповерхностной или придонной зонах
волновода, ограничивающая квадрат потенциала
оценка приобретает вид:

(3)

Однако в [17] анализ выполнен только для зву-
кового давления (ЗД), в ограниченном интервале
расстояний и только в предельных случаях – для
приемников или источников, расположенных
непосредственно в середине волновода или вбли-
зи поверхностей раздела – у свободной поверх-
ности или у дна. Несмотря на указанные ограни-
чения, в [17] для этих трех зон ИМА выявлено
существенное различие законов ослабления ин-
тенсивности звука (что представляется интерес-
ным и практически важным результатом). При
этом обнаружена и общая закономерность – во
всех случаях уменьшение или увеличение интен-
сивности в зонах ИМА происходит при измене-
нии расстояния приблизительно в  быстрее,
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чем изменение величины регулярной составляю-
щей в сопоставимых условиях.

В [18] выполнено обобщение результатов, из-
ложенных в [17], на произвольные глубины и рас-
стояния, а также выведены аналитические соот-
ношения и проведено численное исследование
характеристик полей не только для ЗД, но и для
горизонтальной и вертикальной проекций коле-
бательной скорости (ГПКС и ВПКС). Эти ап-
проксимирующие зависимости упрощают расчеты
векторно-скалярной структуры полей, но авто-
рам [18], несмотря на простую аппроксимацию,
не удалось получить в явном – “прозрачном” ви-
де аналитические зависимости ЗД, ГПКС и ВПКС
от частоты звука, глубин волновода, глубин и рас-
стояний между источником и приемником. Эта
задача потребовала дополнительного исследова-
ния, результаты которого приведены ниже. Пред-
ставленные далее результаты позволяют без вы-
полнения численного моделирования получить
количественные зависимости ЗД, ГПКС и ВПКС
от целого ряда параметров, характеризующих
волновод и геометрию эксперимента. Отметим,
что эти зависимости можно считать справедли-
выми для низких частот и умеренных удалений от
источника.

Следует также отметить, что в [1, 3–18] анализ
выполнен только для монопольного источника, в
то время как реальные объемные движущиеся
низкочастотные источники характеризуются из-
лучением, направленным в горизонтальной и
вертикальной плоскости [3, 19, 20]. Известно, что
для надводных и подводных источников различ-
ных типов характерно направленное звукоизлу-
чение, поле которого может быть аппроксимиро-
вано полем эквивалентного источника – эквива-
лентным в том смысле, что поля реального
источника и искусственного мультипольного ис-
точника в дальней зоне должны иметь близкую
амплитудно-фазовую структуру. Как следует из
литературы, на частотах оборотов вала и лопаст-
ных частотах, т.е. на низких частотах, корпус заме-
няется однородной оболочкой с “размазанными”
ребрами или консолью и источниками преиму-
щественно мультипольного характера. Гребной
винт образует распределенные вдоль лопастей
силовые источники, излучение которых пред-
ставляет суперпозицию вращающихся диполей
[21]. Турбулентная зона, примыкающая к гребно-
му винту, согласно теории Лайтхилла, формирует
квадрупольные источники. Суперпозиция этих
источников образует группу мультиполей, кото-
рые на низких частотах с известными ограниче-
ниями могут быть представлены точечным муль-
типольным источником. Можно отметить, что
дифракция звуковой волны на корпусе источника
также формирует неоднородное – не осесиммет-
ричное излучение, которое на низких частотах
может быть представлено полем эквивалентного
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сосредоточенного мультипольного источника
[19, 20].

Одновременно при работе на низких частотах
уменьшается влияние вертикального профиля
скорости звука, что позволяет на умеренных рас-
стояниях (на расстояниях до 10–20 км) и низких
частотах (ниже 30–50 Гц) использовать модель
Пекериса [1–3]. Отметим также, что численное
исследование векторно-скалярной структуры
акустических полей мультиполей в зонах ИМА,
сформированных в плоско-слоистом волноводе,
выполнено в [22]. Но аналитические аппрокси-
мирующие зависимости поля мультиполей от
глубин и расстояния не получены. Ниже в зонах
ИМА исследуются аппроксимирующие зависи-
мости, из которых для мультиполей различного
типа в явном виде следуют зависимости ЗД, ГПКС
и ВПКС от r, H, ω, z и z0. Очевидно, что на более
высоких частотах протяженный (объемный) ис-
точник лучше заменять разнесенной вдоль кор-
пуса системой источников и при моделировании
или обработке экспериментальных данных учи-
тывать реальные профили скорости звука [23].

Представляет интерес обобщить полученные в
[17, 18, 22] результаты и получить аппроксимиру-
ющие зависимости при произвольных частотах,
глубинах волновода H, источника  и приемника 
и горизонтальных расстояниях  между источни-
ком и приемником – и не только для ЗД, но и для
горизонтальных и вертикальных проекций векто-
ра колебательной скорости. Численное и анали-
тическое исследование необходимо выполнить
для различных мультиполей при расположении
приемников в зонах ИМА. Полученные аппрок-
симирующие зависимости необходимо сравнить
с результатами точных расчетов для оценки воз-
можности их использования при анализе указан-
ных выше зависимостей для ЗД, ГПКС и ВПКС,
а при необходимости – и проекций вектора пото-
ка мощности.

2. ПОВЕРХНОСТИ ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ 
МАКСИМУМОВ МУЛЬТИПОЛЬНЫХ 

ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ В ВОЛНОВОДЕ ПЕКЕРИСА

Соотношения, необходимые для анализа по-
ля мультиполей в зонах ИМА, получены в разви-
тие предложенного Л.М. Бреховских способа [1]
приближенного аналитического решения дис-
персионного уравнения для волновода Пекериса

. Приближенные значения

корней этого уравнения  
далее используются для записи модового пред-

0z z
r

= − ν
�

2 2ctg ( )ix x kh
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ставления потенциала звукового поля в волново-
де Пекериса [19, 20, 22]:

(4)

где

 – функции Ханкеля первого рода порядка

,  – горизонтальные волно-
вые числа нормальных волн,  – порядок мульти-
польности модели,  – количество нормальных
волн,  – комплексные мультипольные момен-
ты,  – присоединенные полиномы Лежандра.

Пренебрегая в знаменателе выражения для коэф-
фициентов  всеми слагаемыми по сравнению со
значением корней , получим ,
где . Тогда представле-
ние (4) может быть записано в более удобном для
дальнейшего анализа виде

 – потенциал поля отдельного мультиполя с
единичным мультипольным моментом

Здесь  + .
Корни дисперсионного уравнения  входят в
рассматриваемые выражения в основном в виде
комбинации параметров . С учетом того, что
эти корни приближенно равны , мож-
но записать равенства:   ≈

 и  ≈ , в ко-
торых  =  – безразмерный пара-
метр, равный отношению длины волны к удвоен-
ной эффективной толщине волновода, и имею-
щий смысл величины, обратной количеству
полуволн в эффективной толщине волновода.
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Используя далее асимптотическое представле-
ние функции Ханкеля

умножая полученное выражение на комплексно
сопряженное и переходя от потенциала к ЗД, по-
лучим для отдельного мультиполя квадрат модуля
амплитуды ЗД в волноводе Пекериса:

(5)

где   – разность
между волновыми числами соответствующих
нормальных волн. Здесь и далее связанные со зву-
ковым давлением аналогичные  величины обо-
значаются надстрочным символом p.

Анализируя (5), несложно увидеть, что второе
слагаемое, представляющее собой интерферен-
ционную часть сигнала, спадает – уменьшается с
увеличением расстояния – быстрее, чем первое
слагаемое – его регулярная составляющая. Одна-
ко представляет интерес не только качественная,
но и количественная оценка скорости спадания
интерференционной части выражения (5). Такую
оценку можно получить, полагая, как и в [17, 18],
функции  для всех  и  равными едини-
це и используя вместо коэффициентов  их мо-
дули. В результате для звукового давления полу-
чим функции:

(6)

которые определяют для амплитуд давления от-
дельных мультиполей поверхности интерферен-
ционных максимумов (ПИМ), т.е. поверхности,
которые для любых расстояний  и глубин  и 
ограничивают сверху любую интерференцион-
ную кривую  ≤ . Очевидно,
что некоторые максимумы этих кривых, образо-
ванные в результате когерентного суммирования
наиболее энергонесущих мод, выходят на поверх-
ность, а некоторые – частные максимумы к ней
приближаются, но не достигают.

В [24] получены выражения для полей ГПКС и
ВПКС мультипольного источника в волноводе
Пекериса в виде сумм, аналогичных сумме нор-
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мальных волн поля давления отдельных мульти-
полей

где 

Применяя описанный выше подход, получим вы-
ражения

(7)

(8)

где   Они опреде-
ляют ПИМ горизонтальной и вертикальной
проекций векторов колебательных скоростей
отдельных мультиполей. Для них, как и для
ЗД, при любых значениях аргументов выпол-
няются неравенства  ≤  и

Вычислительный эксперимент показал, что
для всех мультиполей форма ПИМ ГПКС полно-
стью совпадает с формой ПИМ ЗД, в то время как
форма ПИМ ВПКС имеет существенные отличия
от формы ПИМ давления. Кроме того, расчеты
показали, что все мультиполи можно разделить
на две группы с одинаковой общей структурой се-
чений поверхностей интерференционных макси-
мумов сигналов в вертикальной плоскости, кото-
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координат. Это разделение базируется на тех же
самых характеристиках элементарных мульти-
польных источников, с которыми связано опи-
санное в [24] уточнение принципа взаимности.
В первую группу входят мультиполи, для которых
сумма индексов  четна и, следовательно, коэф-
фициенты  в выражениях для полей ЗД и ГПКС
пропорциональны  а для полей
ВПКС они пропорциональны 
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КУЗНЕЦОВ, СТЕПАНОВ

Эта группа включает монополь, горизонтальный
диполь, квадруполи с двумя горизонтальными
или двумя вертикальными осями и т.д. Во вторую
группу входят мультиполи, у которых сумма ин-
дексов  нечетна, поэтому коэффициенты

 в выражениях для полей ЗД пропорциональ-
ны , а для полей ВПКС они про-
порциональны . Это вертикаль-
ный диполь, квадруполи с одной горизонтальной
и одной вертикальной осью и т.д. [22, 24].

Указанные тригонометрические зависимости
коэффициентов  от глубин источника  и
приемника  определяют отмеченные выше об-
щие особенности ПИМ, а также различие форм
вертикальных сечений ПИМ для мультиполей
первой и второй групп. Слева на рис. 1а показана
форма разреза ПИМ для ЗД и ГПКС, а справа на
рис. 1б – форма разреза ПИМ ВПКС. Характер-
ным для первой группы является наличие зоны
максимума у ЗД и ГПКС и зоны минимума у ВПКС
на середине эквивалентной глубины волновода.
Типичные формы ПИМ для мультиполей второй
группы представлены на рис. 2. Характерным для
этой группы сигналов является наличие на сере-
дине эквивалентной толщины волновода зоны
локального минимума у ЗД и ГПКС и подъема у
ВПКС. Для обеих групп наблюдается также
принципиальное различие зависимостей вблизи
поверхностей раздела. При уменьшении или

+n m
nmlp

0cos sinldkz ldkz
0cos cosldkz ldkz

nmlp 0z
z

увеличении глубины источника или приемника
размах колебаний поверхностей сглаживается, но
общие особенности их форм сохраняются.

Расчеты ПИМ, изображенных на рис. 1 и 2,
произведены для волновода толщиной  = 200 м,
скорости звука в воде 1500 м/с, параметров дна

  и коэффициента поглощения
0.01. Частота источника 50 Гц, а его глубина вы-
брана равной 111 м, что примерно соответствует
середине эффективной толщины волновода. Го-
ризонтальное расстояние между источником и
приемником изменяется от 100 м до 10 км.

3. АППРОКСИМИРУЮЩИЕ 
СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ОПИСАНИЯ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ 
МАКСИМУМОВ

Для практических целей целесообразно иметь
удобные приближенные аналитические соотно-
шения, которыми по аналогии с оценками для
спадания регулярных составляющих [2, 18] мож-
но аппроксимировать выражения (6)–(8) для
функций, определяющих ПИМ давления и про-
екций колебательной скорости различных муль-
типолей. Отметим, что в [2] при аппроксимации
соотношений, описывающих регулярные состав-
ляющие квадратов модулей амплитуд давления,
суммы приближенно заменялись интегралами.
Однако напрямую использовать этот способ для

h

=� 2.7,m =� 0.83n

Рис. 1. Типичные формы ПИМ для сигналов I группы: (а) – ЗД и ГПКС, (б) – ВПКС.
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Рис. 2. Типичные формы ПИМ для сигналов II группы: (а) – ЗД и ГПКС, (б) – ВПКС.

0

–25
–30
–35

–20

(а)

200

10
8

46
2

50 100 150
z, м

r, км

дБ –25

–30

–20

–15
(б)

200

10 8
246

50 100 150
z, м

r, км
дБ



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 3  2020

ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ВЕКТОРНО-СКАЛЯРНАЯ СТРУКТУРА 299

аппроксимации функций, описывающих струк-
туру ПИМ нельзя, так как наличие модуля произ-
ведения тригонометрических функций под зна-
ком интеграла приводит к невозможности вы-
числить его аналитически. Кроме того, форма
поверхностей ИМА на малых глубинах изменя-
ется очень резко. Поэтому авторам не удалось
найти общую аппроксимацию для всех глубин
источника и приемника.

В связи с указанными обстоятельствами об-
ласть изменения глубин  разбивается
на три подобласти, в каждой из которых можно
индивидуальными способами освободиться от
знака модуля и/или подобрать подходящую ап-
проксимацию. Такими подобластями могут быть
интервалы приповерхностных, придонных и
средних глубин. В дальнейшем для краткости будем
называть “приграничными” приповерхностные
глубины источника и излучателя, которые удо-
влетворяют условиям , , а
также – с учетом симметрии относительно сере-
дины эффективной толщины  аргументов у
функции, описывающей ПИМ, – и придонные
глубины    Глубины,
не удовлетворяющие этим условиям, т.е. относя-
щиеся к средней части волновода  ,
условно назовем “средними”. Исследование вы-
полним для низких частот на расстояниях r, когда
в (6)–(8) следует учитывать экспоненциальный
сомножитель , т.е. учитывать затухание
нормальных волн.

3.1. Монопольный источник
В качестве базового примера построения ап-

проксимирующих соотношений рассмотрим мо-
нопольный излучатель, которому в выражениях
(6)–(8) соответствуют индексы  и .
Следовательно, для этого излучателя коэффици-
ент , аргумент  а полином Лежандра
равен единице .

Подставляя в (6) эти параметры, для функции
ПИМ ЗД монополя получим:

(9)

Для краткости здесь и далее список аргументов
(  у функций ПИМ и их аппроксимаций
опускается. Для приграничных глубин аргументы

 и  входящих в (9) триго-
нометрических функций для любых нормальных
волн не превосходят :  и , 
следовательно,  и  и знак модуля
в (9) можно опустить. Для получения искомой ап-
проксимации сумму в этом выражении предлага-
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ется считать приближенно равной аналитически
вычисляемому интегралу [25]. Тогда для пригра-
ничных глубин аппроксимирующую зависимость
запишем в виде:

(10)

Раскладывая экспоненты выражения (10) в ряд
в окрестности бесконечно удаленной точки  и
удерживая только члены первого порядка, полу-

чим оценку , которая с точ-

ностью до константы  совпадает с (3).

В случае, когда приграничным является источ-
ник  или , а глубина прием-
ника находится в диапазоне  в соотно-
шении (9) из под знака модуля можно вынести
только первый положительный сомножитель

. А знакопеременный сомножитель  в
сумме (9) заменяется средним по полупериоду зна-
чением: . Тогда можно считать, что

и далее приближенно

(11)

где  – функция Доусона
[24]. Разложение в ряд Тейлора в окрестности бес-
конечно удаленной точки  позволяет в этом случае

получить оценку , которая от-

личается от (2) постоянным множителем
.

Аналогичные результаты можно получить и в
случае, когда условию “приграничности” удовле-
творяет глубина приемника  или

, а источник находится на средних глу-
бинах . В этом случае в соотношении (6)
из под знака модуля можно вынести положитель-
ный сомножитель , а знакопеременным яв-
ляется сомножитель , который заменяется
средним по полупериоду гармонической функ-
ции значением . Таким образом, аппроксими-
рующая зависимость имеет такой же как (11) вид
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и полностью аналогичную оценку  ~

Подобласть средних глубин характеризуется
тем, что обе глубины  и  не удовлетворяют
условиям приграничности:   По-
этому в сумме (9) оба тригонометрических со-
множителя являются знакопеременными, и для
получения приближенных зависимостей предла-
гается заменить их средними по полупериоду гар-
монической функции значениями:  и

 После чего сумма в (9) приобретает

вид  ≈ , которую

предлагается считать приближенно равной инте-

гралу  ≈  [25]. В этом
случае получим выражение

(13)

и его разложение в ряд Тейлора в окрестности
бесконечно удаленной точки  дает оценку

 которая с точностью до констан-

ты  совпадает с оценкой (1). Аппрокси-
мирующие функции ПИМ монополя и их асимп-
тотические оценки сведены в табл. 1.

Подставляя в (7) значения параметров, кото-
рыми характеризуется монопольный излучатель,
получим выражение для функции ПИМ ГПКС
этого излучателя в виде:

(14)
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Видно, что выражение (14) для функции ,
которая ограничивает интерференционную по-
верхность ГПКС, отличается от выражения (9)
для функции , ограничивающей интерферен-
ционную поверхность ЗД, только наличием у

каждого слагаемого сомножителя . Учи-
тывая, что для любых номеров нормальных волн
справедливо неравенство , можно утвер-

ждать, что для любого   и выне-
сти корень из под знака суммы. Следовательно,
например, для приграничных глубин функции

 можно аппроксимировать выражением

Аналогично умножением соотношений (10)–(13) на
двучлен  определяются аппроксимации
функции ПИМ ГПКС (14) для всех остальных
глубин.

Если значения характеризующих монополь
параметров подставить в (8), то получим выраже-
ние для функции ПИМ ВПКС этого излучателя

(15)

В этом выражении функция 
остается положительной для любых номеров l, ес-
ли удовлетворяется неравенство .
Это значит, что для ВПКС “приграничными” следует
считать приповерхностные  
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Таблица 1. Аппроксимирующие соотношения функции ПИМ ЗД монополя

Ограничения на Ограничения на Аппроксимирующее соотношение Оценка
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и придонные   глубины.
Соответственно изменится и понятие “средней”
глубины приемника: . Аппроксими-
рующие соотношения для функции ПИМ ВПКС
монополя (15) и их асимптотические оценки при-
ведены в табл. 2.

3.2. Горизонтальные диполи

В выражениях (6)–(8) горизонтальным дипо-
лям с различной ориентацией осей соответствуют
индексы  и . Все характеристики этих
диполей одинаковы, так как зависят от , по-
этому здесь и далее для квадруполей для кратко-
сти рассматриваются только мультиполи, соответ-
ствующие положительным значениям . Для ука-
занных индексов коэффициент 

 а присоединенные полиномы Ле-

жандра равны  Запишем функ-
ции ПИМ для горизонтального диполя:

(16)

Сравнивая выражения (16) для функций ПИМ
горизонтального диполя с выражениями (9), (14),
(15) для функций ПИМ монополя, несложно за-
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метить, что они отличаются только наличием у

слагаемых дополнительного множителя .
Поэтому рассуждая, как и в п. 3.1 при определе-
нии верхних оценок для ПИМ горизонтальных
компонент колебательной скорости, получим,
что для горизонтального диполя можно исполь-
зовать умноженные на двучлен  аппрокси-
мации из табл. 1 и 2 функций ПИМ монополя.

3.3. Вертикальный диполь

В выражениях (6)–(8) вертикальной диполь
представлен индексами  и . По опреде-
лению присоединенных полиномов Лежандра

. Для этого диполя ,  и
. Поэтому функция ПИМ ЗД этого

диполя записывается в виде:

(17)

Зона приграничных глубин для ЗД этого ис-
точника определяется по-другому — это припо-

верхностные  и придонные 
глубины источника, и приповерхностные

 и придонные  глубины при-
емника. Полученные с учетом указанной особен-
ности аппроксимирующие соотношения для
функции ПИМ ЗД вертикального диполя (17) и
их асимптотические оценки приведены в табл. 3.
Функция ПИМ ГПКС вертикального диполя

− 2 21 l d

− 21 d

= 1n = 0m

=0
1 ( )P ld ld =0 1g χ = −10 1

α = α0 0
'sin cosl l

−δ

=

 
= α α 

 


2
2

2
10 0

1
cos sin ) .

NP
p rl

l l
l

AG d l e
r

≤ ≤0 1
'0 z H ≤ ≤2 0

'H z h

≤ ≤ 10 z H ≤ ≤2H z h

Таблица 2. Аппроксимирующие соотношения функции ПИМ ВПКС монополя

Ограничения на Ограничения на Аппроксимирующее соотношение Оценка
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(18)

отличается от функции ПИМ его ЗД только нали-
чием у слагаемых дополнительного множителя

. Поэтому все предложенные в табл. 3 для
функции ПИМ ЗД вертикального диполя ап-
проксимации после умножения на двучлен 
можно применять и для функции ПИМ ГПКС
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вертикального диполя (18). Но функция ПИМ
ВПКС вертикального диполя существенно отли-
чается от всех рассмотренных выше

(19)

Отметим, что для построения аппроксимации
функции ПИМ ВПКС вертикального диполя
следует считать “приграничными” приповерх-
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Таблица 3. Аппроксимирующие соотношения функции ПИМ ЗД вертикального диполя
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Ограничения на Ограничения на Аппроксимирующее соотношение Оценка
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ностные глубины   и придонные глу-
бины . Кроме того, под знаком суммы

находится , а не , что приводит к существенным
изменениям. Полученные аппроксимирующие
соотношения для функции ПИМ ВПКС верти-
кального диполя (19) и их асимптотические оцен-
ки приведены в табл. 4.

3.4. Квадруполи
Для квадруполей с двумя горизонтальными

осями  , , а полино-

мы Лежандра равны . Поэтому
для функций ПИМ ЗД и ГПКС этих квадруполей
могут быть использованы аппроксимации из
табл. 1, а для функций ПИМ ВПКС – аппрокси-
мации функций ПИМ монополя, приведенные в
табл. 2 после их умножения на коэффициент

. Для функций ПИМ ГПКС необходимо
дополнительное умножение на коэффициент .

Для квадруполей с горизонтальной и верти-
кальной осями  , а полино-

≤ 00 ,z ≤ 1
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мы Лежандра равны . Следо-
вательно, для функций ПИМ ЗД и ГПКС этих
квадруполей могут быть использованы аппрокси-
мации вертикального диполя из табл. 3, а для
функций ПИМ ВПКС – приведенные в табл. 4
аппроксимации функций ПИМ ВПКС верти-
кального диполя, после их умножения на коэф-
фициент . Для функций ПИМ ГПКС не-
обходимо дополнительное умножение на коэф-
фициент .

У квадруполя с двумя вертикальными осями
, , а полиномы Лежандра равны

 Поэтому вновь можно ис-
пользовать аппроксимации функций ПИМ мо-
нополя из табл. 1 и 2 после их умножения на ко-
эффициент 

На рис. 3 показаны ПИМ и полученные с по-
мощью соотношений из табл. 1 и 2 аппроксими-
рующие поверхности для ЗД и ВПКС монополя –
характерного представителя мультиполей первой
группы. Расчеты также выполнены для источника
с частотой 50 Гц, находящегося на глубине 110 м в
волноводе с указанными выше параметрами.
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Рис. 3. ПИМ и аппроксимирующие поверхности (а) – для давления и (б) – для ВПКС монополя.
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Рис. 4. ПИМ и аппроксимирующие поверхности (а) – для давления и (б) – для ВПКС вертикального диполя.
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На рис. 4 показаны полученные для тех же
условий и соотношений из табл. 3 и 4 ПИМ и ап-
проксимирующие поверхности для ЗД и ВПКС
вертикального диполя – характерного представи-
теля мультиполей второй группы. Максимальные
неточности аппроксимации наблюдаются только
у поверхностей раздела и в середине эквивалент-
ного волновода – 1.7 дБ для ЗД и 5.5 дБ для ВПКС
(рис. 3), 3.9 дБ для ЗД и 5.1 дБ для ВПКС (рис. 4).
Это является результатом “сглаживания” огиба-
ющих интерференционных максимумов.

3.5. Обобщенный анализ функций ПИМ
для двух групп мультиполей

В табл. 5 приведены асимптотические оценки
функций ПИМ для ЗД (соответственно, и ГПКС)
и ВПКС для двух групп мультиполей и различных
зон размещения приемников и излучателей. Вид-
но, что для различных типов мультиполей наблю-
дается существенное различие зависимостей этих
характеристик от расстояния, частоты звука (вол-
нового числа), глубины волновода и глубин распо-
ложения приемников и излучателей. В частности,
при расположении корреспондирующих точек в
приграничных зонах величины ЗД или ГПКС
быстро уменьшаются при приближении к по-
верхностям раздела, а ВПКС в этих же условиях
стремится к постоянным, зависящим от частоты
и глубины волновода, значениям.

При расположении излучателей и приемников
в зоне середины волновода зависимость всех ха-
рактеристик гидроакустического поля от глуби-
ны практически отсутствует, а зависимости ЗД и
ВПКС при размещении приемников или излуча-
телей в середине волновода для первой и второй
группы изменяют свои характеристики зеркально –
с точностью до критерия подобия (показано
стрелками в табл. 5). Следует также отметить
ускоренное ослабление ВПКС по сравнению с ЗД

при увеличении расстояния как для первой, так и
второй групп мультиполей (последняя строка в
табл. 5), а также практически независимость зна-
чений ВПКС от глубин и зон размещения прием-
ников и излучателей для второй группы мульти-
полей.

Перечисленные аналитические зависимости
хорошо согласуются с результатами точных рас-
четов вертикальной структуры ПИМ для всех
мультиполей.

В табл. 5 предпринимается попытка дополни-
тельно обобщить зависимости от расстояния всех
типов составляющих поля, объединенных для
двух групп мультиполей. Обобщение выполняет-
ся с учетом влияющих факторов: глубин источни-
ков, приемников и волновода, частоты звука и
типа (группы) мультиполей. Очевидно, что такое
обобщение может иметь право на существование
только для асимптотических характеристик поля.

Из формул, приведенных в табл. 1–4, в явном
виде следуют аппроксимирующие зависимости от
расстояния ЗД, ГПКС и ВПКС для мультиполей
различного типа. Из табл. 5 можно получить асимп-
тотические зависимости. Полученные формулы
позволяют прогнозировать ослабление различных
составляющих поля при изменении расстояния с
учетом влияющих факторов: глубин волновода, ис-
точника и приемника, частоты звука и т.д.

На рис. 5–7 сравниваются закономерности
ослабления различных компонент поля для раз-
ных мультиполей, полученные путем компьютер-
ного моделирования поля в волноводе с указан-
ными выше параметрами для глубины приемника

 = 200 м и источника с частотой 30 Гц, который
находится на глубинах  = 3 и 100 м. На рисунках
приведены сечения поверхностей ИМА сигналов
(точные значения), аппроксимирующие соотно-
шения и асимптотические оценки. Видно, что
точные и аппроксимирующие зависимости хоро-

z
0z

Таблица 5. Сводная таблица оценок функций ПИМ для двух групп мультиполей
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шо согласуются на всех расстояниях даже для
низкой частоты 30 Гц (при малом числе нормаль-
ных волн), а асимптотической зависимостью
можно пользоваться только на больших расстоя-
ниях. Можно показать, что при увеличении ча-
стоты из-за увеличения числа нормальных волн
сходимость всех зависимостей улучшается.

Из рис. 6 следует, что ВПКС всех групп муль-
типолей ослабевают быстрее, чем остальные за-
висимости. Особенно интенсивное ослабление
наблюдается для компонент поля, образованных
вертикальным диполем или квадруполем с орто-
гональными осями. Из рис. 7 можно увидеть, что
независимо от типа (группы) мультиполей
асимптотические значения ВПКС уменьшаются
значительно быстрее, чем для ЗД.

Из табл. 1–5 и рис. 1–7 следует, что для всех
типов мультиполей наблюдается существенное
различие зависимостей ЗД, ГПКС или ВПКС от
различных влияющих факторов. Видно также
значимое влияние частоты звука и глубины вол-
новода, особенно на характеристики ВПКС, ко-
торые спадают при увеличении расстояния замет-
но быстрее и имеют отличительные особенности
вблизи границ волновода.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Введение функций ПИМ позволяет дать
укрупненное описание пространственно-частот-
ной структуры поля в зонах ИМА при изменении
глубин, расстояния и частоты звука. Согласие за-
висимостей от глубин, расстояния или частоты
характеристик ПИМ для ЗД и ГПКС свидетель-
ствует о высокой корреляции огибающих этих ха-
рактеристик. Корреляция между ВПКС и ЗД или
ГПКС существенно меньше. Ослабление ВПКС
во всех зонах и для всех расстояний происходит
существенно быстрее, чем ЗД или ГПКС.

Рис. 5. Сечения ПИМ ЗД монополя: 1 – точные значения ЗД в сечении ПИМ; 2 — аппроксимирующие сечения; 3 —
асимптотические оценки функций ПИМ. Глубины источника (а) – z0 = 3 м, (б) – z0 = 100 м.
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Рис. 6. Сечения ПИМ ВПКС: 1 – монополя; 2 – квад-
руполя с двумя горизонтальными осями; 3 – верти-
кального диполя; 4 – квадруполя с двумя ортогональ-
ными осями.
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Рис. 7. Асимптотические оценки (см. табл. 5): ПИМ
ЗД первой (кривая 1) и второй (кривая 2) групп муль-
типолей; ПИМ ВПКС первой (кривая 3) и второй
(кривая 4) групп мультиполей.
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Характеристики всех составляющих звукового
поля — ЗД, ГПКС и ВПКС существенно различа-
ются в зависимости от типа мультиполей, особен-
но при анализе структуры вертикального сечения
поля. Наибольшие отличия наблюдаются при
расположении источников или приемников
вблизи поверхностей раздела или в зоне середины
эквивалентного волновода. При их расположе-
нии у поверхностей раздела все составляющие
звукового поля убывают при увеличении расстоя-
ния значительно быстрее, чем при расположении
приемников и излучателей в середине волновода –
это хорошо видно из анализа полученных ап-
проксимирующих зависимостей. Зависимости
ЗД и КС в зонах ИМА от расстояния для малых и
больших расстояний также различаются. При
размещении корреспондирующих точек в зонах
ИМА ослабление всех составляющих поля для
всех типов мультиполей происходит приблизи-
тельно в  раз быстрее, чем для регулярных со-
ставляющих или при их расположении в произ-
вольных точках. Иными словами, ускоренный
спад в зонах ИМА распространяется на все глуби-
ны и расстояния и характерен не только для ЗД,
но и для проекций КС.

По вертикальным структурам поля всех муль-
типолей могут быть разбиты на две укрупненные
группы, соответствующие двум типам мультипо-
лей: 1) монополи, горизонтальные диполи, квадрупо-
ли с двумя горизонтальными или двумя вертикальны-
ми осями и т.д. и 2) вертикальные диполи и квадрупо-
ли с одной вертикальной осью (группы I и II).

Аппроксимирующие зависимости для низко-
частотных сигналов и выбранных расстояний и
глубин дают наглядный и достаточно точный
прогноз вырождения интерференционной струк-
туры поля в зонах ИМА, как для ЗД, так и для
проекций КС. Это позволяет выполнять числен-
ные оценки законов спадания характеристик всех
составляющих поля, не прибегая к сложным рас-
четам полей. Полученные зависимости позволяют
просто и в явном виде прогнозировать зависимо-
сти от расстояния, частоты звука, глубины волно-
вода, координат источника и приемника и харак-
теристик грунта.

Аппроксимирующие соотношения для верти-
кальных диполей и квадруполей для функций
ПИМ давления и колебательной скорости суще-
ственно отличаются от зависимостей, получен-
ных для монополя и горизонтальных проекций
диполей и квадруполей, из чего следует необхо-
димость при решении практических задач учиты-
вать реальную пространственную структуру из-
лучаемого поля. Особенно это важно для малых
расстояний при решении измерительных или
контрольных задач. На больших расстояниях
влияние вертикальных проекций существенно
уменьшается. Полученные простые соотноше-

r

ния позволяют для малых и больших расстояний
наглядно и достаточно точно проследить зависи-
мости ЗД и КС от параметров среды и условий
эксперимента, а также характеристик сигнала.
Результаты могут использоваться при прогнозе
характеристик излучаемого поля, выборе и обос-
новании алгоритмов обнаружения и оценки па-
раметров, например, измерения в ближней зоне
шумности источников, учитывающих интерфе-
ренцию звукового поля.

Авторы выражают благодарность В.Г. Петни-
кову за полезный совет.
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Проведено численное исследование шума несущего вертолетного винта на режиме висения и гори-
зонтального полета. Для расчета акустических характеристик, обусловленных нестационарной на-
грузкой на лопастях, используется программный комплекс, провалидированный с помощью экспе-
риментальных данных на режиме висения. Применяется гибридный метод расчета, согласно кото-
рому вначале рассчитывается ближнее поле, а затем находятся акустические характеристики в
дальнем поле. В ближнем поле находятся значения параметров поля около вращающейся лопасти
из прямого расчета решения нестационарных уравнений Эйлера в неинерциальной системе коор-
динат. Для расчета дальнего поля применяется интегральный метод Фокса Вильямса–Хоукингса с
использованием проницаемых контрольных поверхностей, охватывающих лопасть.

Ключевые слова: шум несущего винта вертолета, поверхность ФВХ, акустические измерения в даль-
нем поле
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ВВЕДЕНИЕ

Основным источником шума вертолета на
местности является его несущий винт. Модели-
рование акустических характеристик несущего
вертолетного винта представляет собой крайне
актуальную и востребованную задачу. Вместе с
тем ее решение требует от программы численного
расчета возможности моделировать сложное
трехмерное движение вертолетных лопастей и, со-
ответственно, генерируемый ими шум. Однако,
из-за сильного различия масштабов гидродина-
мических и акустических возмущений решение за-
дачи требует больших вычислений и, соответ-
ственно, временных затрат. Одним из актуальных
решений этой проблемы является использование
гибридных методов расчета акустики, сочетающих
использование прямого расчета уравнений меха-
ники сплошной среды и интегрального метода
расчета звукового сигнала в дальнем поле.

Помимо чисто вычислительных трудностей,
существует также проблема валидации (отладки
программы путем сравнения ее с эксперимен-
тальными данными) численных результатов по
акустике вертолета, особенно на режиме косого
обдува лопасти (поступательное движение). Для

валидации расчетов на этих режимах обычно ис-
пользуются результаты модельных эксперимен-
тов в аэродинамических трубах (АДТ) с заглушен-
ной рабочей частью [1, 2]. Однако на данный мо-
мент в России нет такой установки, в которой
можно было бы проводить акустические измере-
ния шума крупномасштабных моделей несущих
винтов в заглушенных условиях. Эксперимен-
тальные базы данных по акустическим характе-
ристикам несущих вертолетных винтов, получен-
ные в зарубежных АДТ с заглушенной рабочей
частью, также являются труднодоступными.

Частично эту проблему удается решить за счет
проведения акустических испытаний модельных
винтов на открытом стенде, где обеспечить усло-
вия свободного поля легче, чем в обычной АДТ.
Это позволяет сравнивать результаты расчета и
эксперимента на режиме висения. Вместе с тем
проведение экспериментальных акустических
исследований в условиях открытого стенда со-
пряжено с необходимостью учета влияния отра-
жений от различных конструктивных элементов
стенда (например, бетонного покрытия, стойки
винтового прибора, элементов ограждения и др.),
влиянием атмосферной турбулентности на уро-
вень шума винта и т.д. Эти вопросы подробно
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рассмотрены в [3], где для различных лопастей и
конфигураций винтов получена база данных по
их акустическим и аэродинамическим характери-
стикам, пересчитанным в свободное поле (для
методически допустимых углов наблюдения). Ре-
зультаты сравнения в условиях открытого стенда
позволяют рассчитывать, что валидированные по
этим данным программы расчета позволят в даль-
нейшем оценивать шум винта и в условиях гори-
зонтального полета.

В предыдущей работе [3] была проведена вали-
дация программного комплекса численного рас-
чета акустического поля тональных компонент
излучения несущего вертолетного винта для ре-
жима висения. Сравнение экспериментальных
данных тонального шума винта с расчетом пока-
зало хорошее соответствие по уровню основной
гармоники, соответствующей частоте следования
лопастей. Настоящая работа является логиче-
ским продолжением вышеописанной работы и
включает в себя исследование акустики несущего
вертолетного винта при наличии набегающего
потока.

Для нахождения дальнего акустического поля
данные аэродинамического расчета ближнего по-
ля пересчитываются с помощью интегрального
метода Фокса Вильямса–Хоукингса (ФВХ) [4-6].
В данной работе представлена обновленная часть
программного комплекса, отвечающая за расчет
шума в дальнем поле с помощью метода ФВХ. В
ее основе лежат более универсальные методы пе-
ресчета сигнала в дальнее поле в присутствии на-
бегающего потока, а также применены про-
граммные оптимизации, ускоряющие расчет сиг-
нала в большом количестве точек наблюдения
одновременно.

1. СПОСОБ ПОЛУЧЕНИЯ
АКУСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК

Процесс получения акустических характери-
стик можно разделить на два этапа. Первый этап –
расчет ближнего поля вокруг одной вертолетной
лопасти (рис. 1а). На данном этапе моделируется
сложное трехмерное движение лопасти, и на кон-
трольной ФВХ-поверхности накапливаются дан-
ные для последующего расчета акустических ха-
рактеристик. На втором этапе накопленные дан-
ные обрабатываются для получения временного
сигнала в заданной точке дальнего поля (рис. 1б,
слева). В силу того, что расчет ближнего поля
проводится для одной лопасти, для получения
сигнала от вертолетного винта в целом сигнал от
одной лопасти размножается необходимое число
раз (в соответствии с количеством лопастей),

смещается по фазе и суммируется. Полученный
суммарный сигнал преобразуется в узкополос-
ный спектр звукового давления (рис. 1б, справа),
в котором доминирует составляющая на частоте
следования лопастей (BPF), и также присутству-
ют ее гармоники, убывающие по амплитуде.

При таком подходе не учитывается взаимодей-
ствие лопастей друг с другом, тем не менее, для не
слишком малых углов установки лопастей, когда
такое взаимодействие можно считать относитель-
но слабым, на режиме висения было получено
удовлетворительное согласие с экспериментом
по тяге, крутящему моменту и уровню основной
тональной компоненты шума винта [3].

Важно отметить, что на режиме горизонталь-
ного полета (когда на винт набегает поток со скоро-
стью V∞, рис. 1а) основными источниками шума,
определяющими акустические характеристики
вертолета, являются шум нагрузки и шум вытес-
нения, а при наличии сверхзвуковых зон на лопа-
стях к ним добавляется так называемый импульс-
ный шум. Данные виды шума вдали от источника
описываются в основном первой гармоникой уз-
кополосного спектра звукового давления, поэтому
далее, как и в работе [3], для всех исследованных
режимов будут анализироваться именно свойства
первой гармоники.

2. РАСЧЕТ ШУМА В ДАЛЬНЕМ ПОЛЕ
Обновленная программная часть базируется

на работе [4], в которой описывается способ рас-
чета звукового сигнала в дальнем поле с помощью
метода Фокса Вильямса–Хоукингса с конвектив-
ной функцией Грина. Основным отличием опи-
санного в работе [4] способа от использовавшего-
ся ранее [3] является рассмотрение наблюдателя в
системе координат, связанной с летательным ап-
паратом (вертолетом). Данный подход позволяет
в более простой форме рассчитывать сигнал в
дальнем поле при наличии набегающего потока и
удобен для анализа характеристик излучаемого
шума, кроме того он может использоваться при
сравнении с экспериментами, проводимыми в
аэродинамических трубах. При реализации мето-
да [4] была также проведена оптимизация, позво-
лившая с большей скоростью рассчитывать сигнал
в дальнем поле для большого количества точек с
целью построения подробных карт направленно-
сти шума.

Для проверки корректной работы программы
использовалось аналитическое решение для зада-
чи с вращающимся точечным источником в од-
нородном потоке. Рассматривался стационарный
источник массы амплитуды А, движущийся по
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окружности радиуса r0 вокруг оси Y с частотой ω
(рис. 2), на который набегает поток со скоростью
V∞, направленной вдоль оси Х. Возмущения по-
тенциала скорости ϕ описываются конвектив-
ным волновым уравнением

(1)

где c – скорость звука,  A –
амплитуда источника.

Решение уравнения (1) можно найти, исполь-
зуя функцию Грина для однородного потока [7]

(2)

где  R =

, , ,
(x, y, z) и (xs, ys, zs) – координаты соответственно
наблюдателя и источника в декартовой системе
координат. Подобные задачи в качестве тестов
для алгоритмов ФВХ, предназначенных для вы-

( ) ( ) ( )δ − − Δ = δ ψ − ω δ 
 

2
0

2 2
0

1 φ ,
r rD A t y
rс Dt

∞= ∂ ∂ + ∂ ∂ ,D Dt t V x

( )δ − τ −
ϕ = τ

π  ,
4 *

t R cA d
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числения шума винтов, используются довольно
часто [8, 9]. Аналитическое решение при этом вы-
ражается в виде ряда и имеет довольно громозд-
кий вид. В настоящей работе получены простые
выражения как для акустического сигнала в даль-
нем поле, так и для возмущений давления и ско-
рости на поверхности ФВХ.

В том случае, когда частота вращения источ-
ника невелика, так что длина звуковой волны
оказывается существенно больше радиуса r0, вы-
ражение (2) в приближении дальнего поля можно
привести к следующему простому виду

(3)

где

( )[
]

∞

∞

ρ ω≈ − χ ψ ×
π

× χ ψ − ωτ − ωτ
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Рис. 1. Принципиальная схема расчета шума вертолетного винта: (а) – расчет ближнего поля для одной лопасти 4-ло-
пастного винта, (б) – расчет шума в дальнем поле.
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ρ0 – средняя плотность среды, а положение на-
блюдателя относительно центра вращения харак-
теризуется расстоянием R0 и углами ψ0 и χ0 (рис. 2).

Для расчета дальнего поля с помощью про-
граммы ФВХ были построены контрольные по-
верхности сферической формы радиуса 0.5 м с
центром в точке расположения источника с раз-
личным разрешением (от 25 до 1 млн ячеек), на
которых записывалось ближнее поле для враща-
ющегося монополя с шагом по времени от 25 до

3200 шагов на период. В случае, когда размер кон-
трольной поверхности много меньше длины зву-
ковой волны, возмущения давления ρ' и скорости
v' в каждой ячейке поверхности можно найти из
(2) в несжимаемом приближении (ρ = ρ0 = const):

(4)

где s – расстояние от источника до центра ячейки
ФВХ-поверхности,  – модуль вектора , рав-

Σ
ρ  ≈ θ − ≈ 

 π π π
0
2 2 2' cos , ' ,

4 8 4
A A Ap V

ss s s
sv

ΣV ΣV

Рис. 2. Модельная задача о вращающемся источнике в потоке.

V∞

V0

χ0
X

Контрольная
ФВХ-поверхность

Источник массы

ψ0

R0

r

Y

Z

Sr0
ω

ψ

Наблюдатель

Рис. 3. Сравнение сигнала в дальнем поле, полученного с помощью ФВХ-расчeта и аналитического решения.
Сплошные линии – расчет по методу ФВХ, точки – расчет по формуле (3). (а) – M∞ = 0, наблюдатель в точке (–R0, 0, R0);
(б) – M∞ = 0.1, 1 – наблюдатель в точке (–R0, 0, R0), 2 – наблюдатель в точке (R0, 0, R0).
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ного сумме скорости набегающего потока и ско-
рости вращения ячейки ФВХ-поверхности во-
круг оси Y, θ – угол между вектором скорости 
и вектором s (рис. 2).

Для численных оценок были взяты значения r0 = 1,
A = 100, ω = 10. Наблюдатель был расположен на
удалении R0 = r0 × 104 от начала координат. Рассмат-
ривались два случая: режим без потока (M∞ = 0 –
аналог режима висения) и режим с потоком
M∞ = 0.1 (аналог режима полета). На рис. 3 представ-
лено сравнение сигнала, полученного с помощью
ФВХ-пересчeта ближнего поля (4) в дальнее, с сигна-
лом, полученным аналитически по формуле (3).
Видно хорошее совпадение двух сигналов по фазе и
по амплитуде, как в случае покоящейся среды, так и
в случае набегающего потока, что говорит о кор-
ректной работе акустического постпроцессора. Ре-
шение для M∞ = 0 симметрично относительно оси
вращения источника, поэтому на рис. 3а приведены
данные только для одной точки наблюдения. Для
случая потока M∞ = 0.1 проявляется известный эф-
фект конвективного усиления, который заключается
в увеличении интенсивности звука в направлении
против потока и в снижении интенсивности в на-

ΣV

правлении по потоку. Для иллюстрации этого эф-
фекта на рис. 3б приведены данные для двух точек на-
блюдения – в передней и в задней полусферах. Как
показали расчeты, для указанной задачи достаточ-
ным является разрешение 2000 ячеек на поверхности
сферы, а также 200 шагов по времени на период.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА АКУСТИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК НЕСУЩЕГО 

ВЕРТОЛЕТНОГО ВИНТА НА РЕЖИМЕ 
ГОРИЗОНТАЛЬНОГО ПОЛЕТА

В данном разделе приводятся акустические
данные численного расчета, а именно направлен-
ность первой гармоники узкополосного спектра
звукового давления. В расчете рассматривался
модельный несущий винт, работающий на режи-
ме висения, имеющий прямоугольные в плане
лопасти, скомпонованные из несимметричного
профиля NACA230-12. Для рассмотрения была
выбрана компоновка несущего винта с двумя ло-
пастями. Основные технические характеристики
приведены в таблице.

Численный расчет проводился для трех ско-
ростей вращения лопасти (M = 0.35, 0.45, 0.55) и
для трех скоростей набегающего потока (M∞ = 0,
0.1, 0.2). Угол установки лопасти (угол наклона
сечения лопасти к плоскости вращения винта)
был постоянным для всех режимов и составлял 4°.
Интенсивность звукового поля вычислялась на
сферической поверхности диаметром 100 м.

Численное решение уравнений Эйлера было по-
лучено для двух сеток: 130 и 160 тыс. ячеек. На рис. 5
представлено распределение расчетных ячеек на
поверхности лопасти для второго варианта сетки.
Как видно, было проведено сгущение сетки в зо-
не у внешней части лопасти, поскольку данная
часть лопасти движется с большей скоростью, и
ее вклад в суммарный шум вертолетного винта
наиболее значителен.

На рис. 6 приведены примеры сечения расчет-
ной сетки в различных плоскостях. На рис. 7 и 8
приведено сравнение коэффициента давления
для двух расчетных сеток для режима M = 0.55,

Рис. 4. Пример вращения лопасти вокруг оси Y (на-
правление поворота отмечено штриховой стрелкой)
при наличии набегающего потока с скоростью V∞.

Y

X

Z

V∞

Рис. 5. Распределение расчетных ячеек на поверхно-
сти лопасти для сетки 160 тыс. ячеек.

X

Z

Таблица 1. Основные технические характеристики не-
сущего винта

Диаметр винта, D 2.76 м

Хорда лопасти, b 130 мм

Количество лопастей 2

Коэффициент заполнения 0.06

Крутка лопастей 0°
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M∞ = 0.2 для углов поворота лопасти 90° и 270°.
Как видно, результаты расчетов совпадают. Дан-
ное совпадение наблюдается на всех режимах об-
текания и на всех углах поворота лопасти.

На рис. 9 приведено сравнение направленно-
сти первой гармоники звукового давления, изме-
ренной в плоскости вращения винта, для двух
расчетных сеток для режима M = 0.55, M∞ = 0.2.
Результаты расчетов идентичны. Совпадение ха-
рактерно для всех режимов обтекания.

Для более детального изучения акустического
поля первой гармоники использовались диа-
граммы направленности, сформированные на
полусфере (рис. 10). Для наглядности трехмер-
ная полусфера проецировалась на двумерный
круг. Поскольку аэродинамические и акустиче-
ские характеристики для расчетов на сетках раз-
мером 130 и 160 тыс. ячеек, как было показано,
практически идентичны, ниже приведены соот-

Рис. 6. Сечение расчетной сетки: (а) – XY-плоскость, координата вдоль размаха лопасти r = 0.94R, где R – радиус вин-
та, (б) – XZ-плоскость.

Y

X

Z

X

Рис. 7. Коэффициент давления на поверхности лопа-
сти в сечении r = 0.94R для режима M = 0.55, M∞ = 0.2
для двух расчетных сеток, угол поворота лопасти 90°.
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Рис. 8. Коэффициент давления на поверхности лопа-
сти в сечении r = 0.94R для режима M = 0.55, M∞ = 0.2
для двух расчетных сеток, угол поворота лопасти 270°.
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ветствующие диаграммы направленности для
сетки размером 160 тыс. ячеек.

Как и ожидалось, диаграмма направленности
при нулевой скорости набегающего потока (рис. 11)
симметрична относительно оси вращения винта,
уровень первой гармоники увеличивается с ро-
стом скорости вращения лопастей. Максималь-
ные значения первой гармоники звукового давле-
ния соответствуют плоскости вращения винта.
Данный режим соответствует режиму висения, на
котором была проведена валидация программно-
го комплекса [3].

Добавление набегающего потока значительно
меняет диаграмму направленности (рис. 12–13).
Наблюдается смещение пикового излучения в пе-
реднюю часть полусферы, кроме того появляется
некоторая асимметричность направленности: из-
лучение более интенсивно со стороны наступаю-
щей лопасти. Подобная асимметрия наблюдалась
в исследованиях других авторов [9, 10].

Наибольшая асимметрия звукового поля на-
блюдается для режимов полета, отвечающих мак-
симальному отношению поступательной скоро-
сти винта к вращательной скорости, поскольку
для таких режимов наиболее заметна разница
между звуком, излучаемым лопастью при ее дви-
жении против потока (в области углов ψ ~ 90°) и
по направлению потока (в области углов
ψ ~ 270°). Так, при числе Маха набегающего по-
тока M∞ = 0.1 диаграмма направленности для ре-

жима M = 0.35 наиболее асимметрична (рис. 12а),
в то время как для режима M = 0.55 разница меж-
ду звуком, излучаемым лопастью, движущейся
против и по направлению потока, становится ме-
нее заметной и направленность становится более
симметричной (рис. 12в), хотя она остается не-
сколько повернутой относительно скорости на-
бегающего потока. Как следует из теоретических
оценок для модельной задачи с вращающимся
источником, а также более реалистичных оценок,
приведенных, например, в [10], подобный «пово-
рот» направленности связан в значительной мере
с некомпактностью источника шума, которая при
наличии сносящего потока приводит к сложной
совокупности эффектов запаздывания сигнала в
точках наблюдателя на удаленной сфере. Так, для
параметров, исследованных в настоящей работе,
длина волны излучения была сравнима с радиусом
лопасти, и параметр kD/2, где k – волновое число,
лежал в диапазоне 0.7…1. При увеличении скорости
вращения лопасти наблюдается также некоторое
растяжение зоны максимального уровня шума.

Дальнейшее увеличение скорости набегающе-
го потока до M∞ = 0.2 приводит к тому, что при
возвратном движении значительная часть еe ра-
диуса попадает в зону с обратным обтеканием,
при этом изменяется и время запаздывания звуко-
вого сигнала. В результате зона максимального шу-
ма на сфере наблюдателя смещается ближе к про-
дольной оси (рис. 13). Как и в случае с M∞ = 0.1, при
увеличении скорости вращения винта зона мак-
симального шума несколько растягивается в на-
правлении вращения, направленность наиболее
симметрична для режима максимальной скоро-
сти вращения M=0.55 (рис. 13в).

Рис. 9. Диаграмма направленности первой гармони-
ки звукового давления в плоскости вращения винта.
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Рис. 10. К построению направленности шума в
нижней полусфере.

ψ
ω

y

x

zV∞



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 3  2020

СРАВНЕНИЕ НАПРАВЛЕННОСТИ ШУМА НЕСУЩЕГО ВЕРТОЛЕТНОГО 315

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена задача о моделировании шума
вертолетного винта на режиме висения и гори-
зонтального полета. Для расчета акустических ха-
рактеристик использован программный ком-
плекс на основе решения уравнений Эйлера в не-
инерциальный системе координат движущейся
лопасти винта и метода Фокса Вильямса–Хо-
укингса для расчета шума дальнего поля. Ком-
плекс ранее был валидирован для режима висе-
ния с помощью экспериментальных данных для
двухлопастного винта.

Блок ФВХ-расчета шума в дальнем поле об-
новлен и реализован на базе конвективной функ-
ции Грина, что позволяет в более простой форме

рассчитывать сигнал в дальнем поле при наличии
набегающего потока и удобен для анализа харак-
теристик излучаемого шума, когда наблюдатель
неподвижен относительно летательного аппара-
та. Проведена детальная верификация новой реа-
лизации метода ФВХ для модельных задач враще-
ния точечного монопольного источника как с
учетом набегающего потока (режим полета), так и
без него (режим висения). Показано, что полу-
ченные в обоих случаях численные решения для
акустического сигнала в дальнем поле находятся
в хорошем согласии с аналитическим решением
как по амплитуде, так и по фазе.

Для модельного двухлопастного винта прове-
дено исследование влияния скорости вращения
винта и скорости его поступательного движения

Рис. 11. Диаграмма направленности первой гармоники звукового давления: (а) – M = 0.35, M∞ = 0; (б) – M = 0.45,
M∞ = 0; (в) – M = 0.55, M∞ = 0.
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на положение максимума уровня звука в нижней
полусфере в дальнем поле.

Для режима висения показано, что в получен-
ном численном решении направленность акусти-
ческого излучения практически идеально сим-
метрична относительно оси вращения лопасти,
что говорит об отсутствии каких-либо численных
артефактов, связанных с ограниченностью вре-
менного сигнала или ошибок при учете эффекта
нескольких лопастей винта. Зона максимального
излучения акустического сигнала в этом случае
равномерно распределена по всей периферии

сферы источника, отвечающей максимальной
скорости вращения лопасти.

Показано, что добавление набегающего пото-
ка приводит к существенному изменению диа-
граммы направленности. Наблюдается предска-
зуемое смещение максимума излучения в перед-
нюю часть полусферы, что связано главным
образом с эффектом конвективного усиления
звука при наличии набегающего потока. При
этом лопасть, движущаяся навстречу потоку, из-
лучает звуковое поле с большей интенсивностью,
чем движущаяся по потоку, что приводит к асим-
метрии диаграммы направленности. Результиру-

Рис. 12. Диаграмма направленности первой гармоники звукового давления: (а) – M = 0.35, M∞ = 0.1; (б) – M = 0.45,
M∞ = 0.1; (в) – M = 0.55, M∞ = 0.1.
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ющая диаграмма направленности формируется в
результате совокупного действия таких факторов
как запаздывание сигнала, конвективный снос
звуковых волн набегающим потоком, а также эф-
фект некомпактности источника звука. Разрабо-
танный метод позволяет исследовать особенно-
сти тонального шума, излучаемого вертолетным
винтом в условиях полета, с учетом указанных
эффектов и может использоваться для сравни-
тельной оценки различных винтов по их акусти-
ческим характеристикам. В последующих работах
планируется более детальное исследование физи-
ческих механизмов, ответственных за формиро-

вание направленности излучения, а также усо-
вершенствование метода расчета шума с целью
учета аэродинамического взаимодействия лопа-
стей винта друг с другом.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке гранта Министерства науки и высшего
образования РФ № 075-11-2018-234, уникальный
идентификатор RFMEFI 62718X0004.
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Реализованы алгоритмы локализации источников виброактивности в сложных механоакустиче-
ских системах с использованием конечно-элементного моделирования. Для случая одного источ-
ника использован метод локализации в виде метода наименьших квадратов, применяемого к пер-
вому собственному вектору выборочной корреляционной матрицы. Показано, что суммирование
по частоте позволяет значительно увеличить точность локализации в этом случае. Значительное
внимание уделено вопросу оценки числа одновременно работающих виброисточников и возмож-
ности их правильной локализации. Сравнивалась эффективность работы двух методов локализации
источников: метода максимума правдоподобия, рассчитанного на единственный источник, и моди-
фицированного специально для данной задачи метода MUSIC (Multiple Signal Classification). Пока-
зано, что модифицированный метод MUSIC обладает большей эффективностью при решении за-
дачи локализации с двумя источниками в сравнении с методом максимума правдоподобия, рассчи-
танного на единственный источник. Отмечено, что применение метода максимального
правдоподобия, рассчитанного на 2 и более источников, для рассматриваемой задачи невозможно
из-за слишком высокой вычислительной сложности.
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ВВЕДЕНИЕ
Задача локализации источника повышенной

вибрационной активности часто возникает при
диагностике и обслуживании конструкций и ме-
ханизмов. С успешным решением данной задачи
напрямую связано решение важных проблем сни-
жения шумности и устранения неисправностей
механизмов. Как правило, локализация вибраци-
онного источника, находящегося в механоакуcти-
ческой конструкции, производится на основе дан-
ных измерения вибрационного или акустического
поля в ряде контрольных точек (в общем случае, не
совпадающих с месторасположением источника).
Таким образом, задача локализации представляет
собой вариант обратной задачи, целью которой
является поиск пространственного положения
виброисточника.

С задачей поиска вибрационного источника
связана задача поиска дефекта в конструкции,
поскольку часто дефект можно рассматривать как
источник вторичного вибрационного поля, воз-
никающего в результате рассеяния первичного

поля на возникшей неоднородности. Таким обра-
зом, методы локализации источника можно при-
менить и к задаче локализации дефекта.

Методам оценки параметров виброисточника,
расположенного на некоторой конструкции, по-
священо значительное число публикаций. Обще-
принятым является подход, основанный на сравне-
нии модельных и измеренных экспериментально
динамических характеристик (ускорение, переме-
щение) вибрационного поля конструкции. Пара-
метры источника (положение, мощность, ориен-
тация и т.д.), обеспечивающие наименьшее разли-
чие между модельными и экспериментальными
данными, считаются истинными. Например, в ра-
боте [1] авторы используют для локализации виб-
роисточника методы согласованной с полем об-
работки MFP (Matched-field processing), приме-
няемые в акустике для определения положения
источника звука в сложной среде подводного
волновода. Рассматривалась ситуация, когда на
закрепленном с двух концов стержне в ряде точек
установлены датчики перемещения, в неизвест-

УДК 534.1
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ной точке расположен источник, воздействие ко-
торого можно представить ориентированной
определенным образом гармонической силой.
Далее различными методами (оцениватель Барт-
летта и др.) производилось сравнение модель-
ных данных вибрации, создаваемых установлен-
ным в определенной точке источником, и дан-
ных вибродатчиков. Точка наиболее вероятного
расположения источника определялась исходя
из минимума рассогласования между модельны-
ми и реальными данными.

В упомянутой работе модельные данные полу-
чены аналитически. В случае более сложных кон-
струкций аналитическое решение невозможно.
В этом случае динамические характеристики
конструкции рассчитываются численно, напри-
мер, с помощью конечно-элементного моделиро-
вания [2]. В исследовании [3] путем модального
анализа конечно-элементной модели, состоящей
из ограниченного числа узлов и расположенных
между ними элементов, рассчитываются коэф-
фициенты передачи (функции Грина) между сте-
пенями свободы приложенной в определенном
узле силы и степенями свободы узлов, где уста-
новлены акселерометры. Методом наименьших
квадратов с регуляризацией Тихонова авторы
производят сравнение модельного и эксперимен-
тального откликов в контрольных точках, таким
образом определяя положение источника. В ра-
боте [4] успешно применяется похожий подход
для локализации источника и дефекта в сложной
механоакустической конструкции.

Стоит отметить и другие разнообразные тех-
ники локализации виброисточника [5–8]. К при-
меру, в исследовании [5] для поиска виброисточ-
ника применяется машинное обучение. Обучение
многослойной нейронной сети (многослойный
перцептрон) происходило по методу обратного
распространения ошибки, обучающими данны-
ми являлись результаты экспериментов с заранее
известным положением источника. Далее обу-
ченная нейронная сеть использовалась для лока-
лизации источника с неизвестным положением.
В работе [6] используется вейвлет-преобразова-
ние сигналов, получаемых на пьезоэлектриче-
ских датчиках, для определения времен прихода
упругих волн, которые используются в дальней-
шем для локализации источника.

Таким образом, тематика локализации источ-
ника виброактивности является весьма актуаль-
ной. Отметим, однако, что в имеющихся публика-
циях практически не рассматривается ситуация,
когда в конструкции одновременно расположены
несколько виброисточников. В работе [9] изуча-
ется вопрос о локализации двух источников, од-
нако исследуемая конструкция предельно проста
и состоит из 17 узлов. Принципиальным ограни-
чением большинства используемых в работах ал-

горитмов является требование единственности
источника.

В рамках настоящей работы, помимо исследо-
вания задачи локализации одного источника,
разработан и экспериментально апробирован ме-
тод локализации двух (или более) одновременно
работающих виброисточников в сложной меха-
ноакустической конструкции (с большим числом
степеней свободы). Предложенный алгоритм ос-
нован на модификации известного метода спек-
трального разрешения MUSIC [10], успешно ис-
пользуемого в задачах оценки DOA (Direction of
arrival estimation) [11], локализации акустических
источников [12].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Будем считать, что имеется некоторая сложная

механоакустическая система (конструкция), для
которой построена конечно-элементная модель
(КЭМ), состоящая из определенного числа узлов.
Считаем также, что в некотором узле расположен
виброисточник. Этот виброисточник ориентиро-
ван определенным образом в пространстве, а сиг-
нал, возбуждающий виброисточник, является
широкополосным белым гауссовским шумом.
В данном исследовании в качестве виброисточ-
ника использовался пьезоэлектрический возбу-
дитель. Будем считать, что в каждой узкой частот-
ной полосе амплитудно-частотная характеристи-
ка виброисточника близка к константе, а сигнал,
соответственно, является белым шумом. В K точ-
ках конструкции находятся вибродатчики (аксе-
лерометры), а принимаемый сигнал подвергается
узкополосной фильтрации на частоте . Модель
принимаемого сигнала на частоте  в момент
времени с номером j можно записать как следую-
щий K × 1 вектор:

(1)

где  – временная форма узкополосного сигнала
(комплексный белый гауссовский шум с нулевым
средним и дисперсией , определяющей интен-
сивность вибрационного источника), F – вектор
3 × 1 нормированных комплексных составляю-
щих силы ( ),  – временные отсчеты ад-
дитивного белого гауссова шума с нулевым сред-
ним и дисперсией ,  – K × 3 матрица
комплексных коэффициентов передачи из узла с
координатами  (координаты виброисточ-
ника) в узлы, соответствующие контрольным
точкам (в которых находятся вибродатчики). От-
носительно размерности A следует сделать не-
большое пояснение. Считается, что каждый из K
датчиков виброускорения ориентирован по од-
ной из осей x, y, z. В таком случае, каждая из стро-
чек матрицы A содержит три комплексных коэф-
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фициента передачи (например, ) от
степеней свободы источника в единственную сте-
пень свободы (x, y или z), соответствующую каж-
дому из K датчиков ускорения.

Матрица A получается путем численного мо-
делирования с использованием КЭМ конструк-
ции. Для уменьшения разницы между модельной
и реальной матрицами A предварительно прово-
дится процедура доводки ряда характеристик мо-
дели (см., например, [13]). Доводка производится в
три этапа и в определенном частотном диапазоне.
На первом этапе производится расчет собствен-
ных частот и собственных форм колебаний моде-
ли. На втором этапе проводится эксперимент с
реальной конструкцией с целью определения
собственных частот и форм колебаний конструк-
ции. На последнем этапе производится корректи-
ровка КЭМ (в том числе изменение модулей Юнга
элементов). Корректировка проводится до тех
пор, пока собственные частоты и формы колеба-
ний КЭМ и конструкции не совпадут. При высо-
ком отношении сигнал/шум именно от качества
доводки зависит качество результата локализации.
Понятно, что большое рассогласование (разница
между модельной и реальной матрицами A) мо-
жет привести к высокой ошибке при поиске ме-
стонахождения источника. В качестве примера на
рис. 1 приведен результат доводки. Показаны
экспериментальные и расчетные (до доводки и
после) коэффициенты передачи из точки возбуж-
дения конструкции в одну из контрольных точек
в зависимости от частоты. Видно, что после до-
водки расчетная зависимость заметно приблизи-
лась к экспериментальной. Стоит отметить, что
при этом все-таки сохраняется некоторое рассо-
гласование между модельными и реальными дан-
ными.

МЕТОДЫ ЛОКАЛИЗАЦИИ 
ЕДИНСТВЕННОГО ВИБРОИСТОЧНИКА

Для модели (1) в случае отсутствия рассогласо-
вания оптимальным является метод максималь-
ного правдоподобия (МП). Метод максимально-
го правдоподобия [14] заключается в максимиза-
ции функции правдоподобия (ФП) , логарифм
которой для модели (1) записывается следующим
образом:

(2)

где  – выборочная корреляцион-

ная матрица принятого сигнала. Неизвестными
параметрами здесь являются , , , .
Для дальнейших преобразований удобно сделать
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После этого логарифм ФП можно записать как

(3)

Далее легко найти частный максимум (3) по пара-

метру  путем решения уравнения . Ре-

шение этого уравнения записывается следующим
образом

(4)

Подставим (4) в ФП (3) и получим ФП ,
не зависящую от :

(5)

Далее будем искать экстремум (5) по  путем ре-

шения уравнения . После некоторых

преобразований это уравнение можно записать
следующим образом:

(6)
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Рис. 1. Экспериментальные и расчетные коэффици-
енты передачи из точки установки вибровозбудителя
в одну из контрольных точек. Расчетные коэффици-
енты приведены для модели до доводки и после до-
водки.
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Уравнение (6) представляет собой уравнение на
собственный вектор матрицы . Ре-
шение уравнения (6) определено с точностью до
произвольного множителя. Поэтому будем ис-
кать его в виде , где  – нормированный
собственный вектор матрицы ,  –
неопределенный множитель. После подстановки
этого решения в (6) получится выражение для :

(7)

где  – максимальное собственное число матри-
цы . В результате получится полное
решение . Подстановка этого решения в (5)
приведет к ФП, зависящей только от координат
вибрационного источника . В результате
процедура поиска координат источника приобре-
тает следующий вид:

(8)

Оценка положения источника производится в
данном случае в одной частотной полосе. В слу-
чае широкополосного сигнала целесообразно
суммировать значения целевой функции (8), по-
лученные для разных частот.

При этом МП-метод обладает достаточно вы-
сокой вычислительной сложностью. Вместо него
можно использовать другой подход. Он заключа-
ется в том, что вначале находится собственный
вектор  выборочной корреляционной матрицы
принятого сигнала, соответствующий макси-
мальному собственному числу. Этот вектор явля-
ется максимально правдоподобной оценкой сиг-
нального вектора (первого слагаемого в (1)) в
предположении его полной неизвестности. Далее
для определения неизвестных параметров источ-
ника используется метод наименьших квадратов.
В нем в качестве модели используется вектор

, где  – масштабный коэффициент. Этот
коэффициент вводится из-за того, что в обработке
используется нормированный собственный век-
тор, т.е. . Такой подход обладает чуть
меньшей эффективностью по сравнению со стро-
гой МП-оценкой. Эта разница, однако, практи-
чески нивелируется при наличии рассогласова-
ния между реальной и модельной матрицами A,
которое и определяет, в конечном счете, точность
локализации. При этом упрощенный метод обла-
дает значительной меньшей вычислительной
сложностью. Целевая функция метода наимень-
ших квадратов в рассматриваемой ситуации запи-
сывается следующим образом:

(9)
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Для нахождения минимума (9) приравниваем
к нулю ее частные производные по . В результа-

те решения уравнения  находим оценку

неизвестных компонент действующей силы:
. Далее это выражение подстав-

ляется в (9), в результате чего получается целевая
функция, не зависящая от :

(10)

Учитывая, что , перейдем к следующе-
му выражению целевой функции, которая, по су-
ти, является коэффициентом корреляции между
модельными данными и экспериментом:

(11)

Таким образом, в соответствии с (11) узел с наи-
большим коэффициентом корреляции является
местом наиболее вероятного расположения ис-
точника. Как и в случае с функцией (8), целесооб-
разно суммировать значения функции (11), полу-
ченные для разных частотных полос.

Характерным свойством функции (11) являет-
ся то, что ее значения лежат в диапазоне от 0 до 1.
Вообще говоря, можно и не применять данную
нормировку (  в знаменателе). Однако, наи-
большее рассогласование конечно-элементной
модели и реальной конструкции наиболее велико
в частотных полосах, близких к собственным ча-
стотам (модам) конструкции. Нормировка целе-
вой функции позволяет избежать при суммиро-
вании по частотам сильного негативного влия-
ния “плохих” (с большим рассогласованием)
частотных полос. По сути дела, такая нормиров-
ка позволяет совершать выбор частот для оценки
произвольно, не заботясь о возможной близости
выбранной частоты к одной из мод. Вопрос же о
том, как выбрать частотные полосы для оценки
наилучшим образом, отбросив все “плохие” часто-
ты, является предметом будущих исследований1.

Выражения (8) и (11) получены в предположе-
нии единственного источника. Известно, что в
некоторых случаях2 с их помощью можно локали-
зовать и несколько источников. Однако такая си-
туация является скорее исключением, а поиск
строгого решения задачи с несколькими источ-
никами представляет собой весьма непростую
проблему. Дело в том, что для строгого решения
задачи с M источниками по методу наименьших
квадратов нужен полный перебор, по меньшей

1 При этом может оказаться, что существенного улучшения
здесь достичь не получится.

2 Например, когда источники создают слабо коррелирован-
ное пространственное распределение на вибродатчиках.

F
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мере, в 3M-мерном пространстве, что неприемле-
мо с вычислительной точки зрения и поэтому не-
обходимо принципиально другое решение.

МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА MUSIC
ДЛЯ ПОИСКА НЕСКОЛЬКИХ 

ВИБРОИСТОЧНИКОВ
Метод сверхразрешения MUSIC (Multiple Sig-

nal Classification), возникший при решении задач
спектрального оценивания, часто используется в
задачах пеленгации (direction-of-arrival estimation)
для разрешения близких друг к другу источников.
Такая ситуация может возникнуть, когда, к при-
меру, источники волнового поля расположены в
дальней зоне линейной антенной решетки в пре-
делах главного лепестка диаграммы направлен-
ности. Общепринятое выражение для целевой
функции метода MUSIC в таких задачах выглядит
так [10]:

(12)

где  – вектор направлений (steering vector),
функция Грина для данной задачи,  =

,  – собственные вектора выбороч-

ной корреляционной матрицы процесса , L –
параметр метода MUSIC (должен быть больше
общего числа источников).

Можно считать, что в условиях нашей задачи
аналогом вектора направлений  является
вектор F, который является функцией
Грина для задачи локализации виброисточника.
Учитывая это, запишем выражение для модифи-
кации целевой функции метода MUSIC для дан-
ной задачи:

(13)

Следуя общей логике метода MUSIC, для по-
иска неизвестных параметров необходимо макси-
мизировать выражение (13) по этим параметрам.
Для параметра F это легко сделать путем решения

уравнения . После подстановки най-

денного решения в (13) получим новую целевую
функцию:

(14)

где  – минимальное собственное число мат-
рицы . Параметр метода L дол-
жен быть больше числа источников M.

Алгоритм (14) обладает гораздо меньшей вы-
числительной сложностью, чем алгоритм полно-
го перебора по методу наименьших квадратов для
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нескольких источников. Размерность матрицы
 – 3×3, и время решения обрат-

ной задачи для M источников сопоставимо со
временем решения обратной задачи по методу
наименьших квадратов для одного источника.
Кроме того, целевые функции (14) для разных ча-
стот, также как и функции метода наименьших
квадратов можно суммировать для улучшения ка-
чества итогового результата3.

Остановимся теперь на вопросе определения
числа источников M. Известно, что спектр соб-
ственных чисел корреляционной матрицы слу-
чайного процесса для рассматриваемой модели
можно условно разделить на так называемые
“сигнальные” и “шумовые”. Количество «сиг-
нальных» собственных чисел равно количеству
полезных источников, а их абсолютные значения
выше абсолютных значений шумовых чисел (при
достаточно большом отношении сигнал/шум).
При этом не составляет труда найти сильно выде-
ляющиеся по абсолютным значениям собствен-
ные числа корреляционной матрицы; их количе-
ство равно количеству источников M. Таким об-
разом, в данном случае задача определения
параметра метода MUSIC легко решается (для
этого можно использовать, например, пороговую
технику).

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ АПРОБАЦИЯ 
АЛГОРИТМОВ

Для исследования эффективности предложен-
ных алгоритмов был проведен эксперимент с ре-
альной конструкцией. Характерный размер кон-
струкции составлял 1 м, число узлов составляло
более 105, число элементов КЭМ было более
30000. Предварительно была произведена довод-
ка КЭМ данной конструкции [13], а потом вы-
полнен численный расчет матрицы A. Экспери-
мент проводился как с одним (для подтверждения
эффективности использования метода наимень-
ших квадратов), так и с двумя широкополосными
источниками (для сравнения эффективности ме-
тода максимума правдоподобия в предположе-
нии единственности источника и модифициро-
ванного метода MUSIC).

ЭКСПЕРИМЕНТ С ОДНИМ
ИСТОЧНИКОМ

Широкополосный источник (пьезовозбуди-
тель) устанавливался в различных точках кон-
струкции. Возбуждение источника производилось
широкополосным белым гауссовским шумом в
диапазоне частот 0–2400 Гц. В контрольных точ-

3 При этом вопрос об оптимальном способе суммирования
также остается открытым.

−1( )H H HA A A UU A
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ках экспериментального стенда устанавливались
пьезоакселерометры, регистрирующие вибро-
ускорение в узлах, каждый из которых был ориен-
тирован по одной из осей x, y или z. Для каждой
частотной полосы строилась функция (11) метода
наименьших квадратов, далее целевые функции
каждой из частотных полос суммировались. Узел
с наибольшим итоговым значением суммарной
функции считался местом наиболее вероятного
расположения источника. Ширина полосы обра-
ботки составляла 0.9 Гц. На рис. 2 для одного из
местоположений источника представлен график
зависимости средней ошибки локализации от
числа частотных полос. Каждая точка графика –
это средняя ошибка локализации (отклонение
оцененного положения источника от реального)

при заданном количестве полос . Для расчета
значения средней ошибки локализации бралось
150 наборов по  произвольно выбранных полос
в диапазоне от 100 до 600 Гц, для каждого набора

 значений целевой функции суммировались,
после чего производился расчет средней по всем
наборам ошибки локализации.

Учитывая характерные масштабы конструк-
ции в сравнении со средней ошибкой локализа-
ции, можно считать, что алгоритм поиска един-
ственного виброисточника по методу наимень-
ших квадратов является достаточно точным.

ЭКСПЕРИМЕНТ С ДВУМЯ
ИСТОЧНИКАМИ

В данном эксперименте виброисточники уста-
навливались в двух точках конструкции. Возбуж-
дение также производилось широкополосным
белым гауссовским шумом в диапазоне частот 0–
2400 Гц. Акселерометры были установлены в 61
контрольной точке. Сравнивалась эффективность
предложенной модификации метода MUSIC (14)
и метода максимума правдоподобия (8). На рис. 3
приведен характерный случай распределения
функций обоих методов на фрагменте КЭМ для
одного из вариантов расположения двух источни-
ков. Слева показан результат для метода макси-
мума правдоподобия (8), справа для MUSIC (14).
Распределения приведены для частотной полосы
348 Гц, ширина полосы – 0.9 Гц.

Для того же самого расположения источников
на рис. 4 приведен график зависимости вероятно-
сти правильного разрешения  источников в зави-
симости от числа частотных полос , по которым
суммировались функции (14) и (8). Для каждого

frn

frn

frn

tP
frn

Рис. 2. Средняя ошибка локализации с помощью ме-
тода МНК в зависимости от числа частотных полос
при использовании 56 акселерометров, установлен-
ных в контрольных точках.
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Рис. 3. Сравнение методов локализации ((а) – МП и (б) – MUSIC) двух шумовых широкополосных источников виб-
роактивности. Черными стрелками указано расположение источников. Расстояние между источниками составляло
около 0.35 м. Частота – 348 Гц.
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значения числа полос  при расчете значения 
бралось 1000 наборов по  произвольно выбран-
ных полос в диапазоне от 100 до 600 Гц. Отметим,
что значения целевой функции метода MUSIC
(14) для каждой частотной полосы перед сумми-
рованием были нормированы на максимальное
значение (14) в данной полосе. Для дальнейшей
обработки около узлов, соответствующих положе-
ниям источников, выделялась область близколе-
жащих узлов (находящихся в радиусе 5 см от источ-
ника). Если глобальный максимум суммарной
целевой функции набора расположен в области
одного из источников, а при исключении данной
области глобальный максимум располагается в
области другого источника, то считалось, что ис-
точники разрешены правильно. Таким образом,
для каждого  возможно оценить вероятность
правильного разрешения .

Число источников M (следовательно, и пара-
метр метода MUSIC) оценивалось по спектру вы-
борочной корреляционной матрицы. В данном
эксперименте в спектрах собственных чисел кор-
реляционных матриц разных частот сразу можно
было выделить два главных собственных числа,
примерно в 1000 раз больших остальных (“шумо-
вых”) собственных чисел. Таким образом, оценка
числа источников выполнялась в каждом случае
абсолютно надежно.

Из рис. 4 видно, что суммирование целевых
функций метода MUSIC (14) приводит к пра-
вильному разрешению источников (при сумми-
ровании целевых функций в более чем 100 частот-
ных полосах источники разрешаются всегда),
между тем, аналогичная процедура для функций
метода максимума правдоподобия (8) не позволя-
ет правильно разрешить источники.

Следует сказать и об эффективности алгорит-
мов при оценке в одной частотной полосе. Как и
ожидалось, алгоритм MUSIC (14) показал здесь

frn tP
frn

frn
tP

лучшие результаты по сравнению с методом (8).
При численном моделировании алгоритм (14)
правильно разрешал источники во всех частот-
ных полосах, в отличие от метода наименьших
квадратов. Этот результат подтвержден экспери-
ментально. Так, для варианта расположения,
отображенного на рис. 3, алгоритм (14) сумел
правильно разрешить источники во всех 120 ча-
стотных полосах при моделировании, а в экспе-
рименте в 28 из 120 полос. При этом метод макси-
мума правдоподобия разрешил правильно источ-
ники в 41 из 120 полос (при моделировании) и в 16
из 120 (в эксперименте).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе рассмотрена задача локализа-

ции одного и двух виброисточников в механоаку-
стической системе с большим числом степеней.
В случае с одним широкополосным виброисточ-
ником показана эффективность использования
обработки по методу наименьших квадратов. Для
случая с двумя виброисточниками на основе ме-
тода MUSIC разработан алгоритм, позволяющий
с высокой вероятностью разрешить два источни-
ка и определить их положение. Данный алгоритм
обладает приемлемой для практического приме-
нения вычислительной сложностью и доказал
свою эффективность на экспериментальных дан-
ных. Продемонстрирована также эффективность
определения числа источников по спектру выбо-
рочной корреляционной матрицы.

Стоит отметить, что предложенный алгоритм
для поиска M > 1 источников может применяться
в задачах, связанных со снижением шумности,
поиском неисправностей и дефектов в сложных
конструкциях.

Работа выполнена в рамках госзадания по теме
0035-2014-0010 “Разработка физических основ
акустических систем нового поколения”.
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Рассмотрена задача о поглощении звука монополем в прямоугольном помещении с абсолютно
жесткими стенками. Найден импеданс излучения монополя, реализованного в виде поршня, встро-
енного в одну из стенок помещения. Вычислен импеданс монополя, при котором обеспечивается
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что в общем случае монополь с подобранным определенным образом импедансом поглощает звук
эффективнее резонатора Гельмгольца. Предложенный подход может использоваться для проекти-
рования активных систем поглощения звука для малых помещений.
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Малые рассеиватели при определенных усло-
виях являются эффективными поглотителями
звука. В свободном пространстве газовый пузы-
рек в жидкости или резонатор Гельмгольца при
оптимальном трении имеют максимально возмож-
ное поглощение, которое может быть достигнуто
рассеивателем монопольного типа [1]. Параметры
резонатора Гельмгольца, при которых поглощение
звука, характеризуемое коэффициентами затухания
собственных колебаний помещения, максимально,
найдены в работе [2]. Коэффициенты затухания
первых мод помещения с резонатором зависят от
его массы: чем она меньше, тем больше коэффи-
циенты затухания. Но даже при нулевой длине
горла резонатора его масса ненулевая и определя-
ется присоединенной массой отверстия. Поэтому
резонатор Гельмгольца в помещении не обеспе-
чивает максимальное поглощение, достижимое
монопольным рассеивателем.

Вместе с тем, задача о максимальном поглоще-
нии звука на первых резонансах помещения акту-
альна для акустики малых помещений: для вы-
равнивания частотной характеристики помеще-
ний часто используются активные методы
гашения звука [3, 4]. Активные методы [5–8] поз-
воляют реализовать любой импеданс локального
рассеивателя, а следовательно, достичь макси-
мального демпфирования собственных мод по-
мещения. В связи с этим в настоящей работе ре-
шена задача о максимальном поглощении звука

монополем в помещении с абсолютно жесткими
стенками. В качестве характеристики поглощения
выбран коэффициент затухания свободных коле-
баний системы “помещение–монополь”. Моно-
поль представляет собой встроенный в стенку пор-
шень, малый по сравнению с размерами помеще-
ния. В первую очередь вычисляется его импеданс
излучения [9, 10], а затем определяются собствен-
ные частоты системы “помещение–монополь” [2].

Рассмотрим прямоугольное помещение с раз-
мерами L, D, H с абсолютно жесткими стенками
(рис. 1). Среда в помещении характеризуется плот-
ностью  и скоростью звука с. В стенке, находя-
щейся в плоскости  установлен квадратный
поршень со стороной a, положение поршня зада-
ется координатами одной из его вершин .
Пусть поршень колеблется по гармоническому за-
кону с частотой  и амплитудой скорости V.

Звуковое поле в помещении может быть най-
дено стандартным методом Фурье. Звуковое дав-
ление записывается в виде суммы

(1)

(2)

ρ
= 0,x

0 0( , )y z

ω

[ ]ξ −
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ξ ξ
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где   

   

(3)

Сила, действующая на поршень со стороны
среды, определяется выражением

(4)

где S – площадь поверхности поршня. Из (1) и (4)
находим импеданс поршня

=, 0,1,2...,n m η = π ,n n D ζ = π ,m m H

ξ = − η − ζ2 2 2 ,nm n mk = ω ,k c ε =0 2, ≥ε =1 1,n

α = β =0 0 ,a

≥

≥

η + − ηα =
η

ζ + − ζβ =
ζ

0 0
1

0 0
1

sin ( ) sin ,

sin ( ) sin .

n n
n

n

m m
m

m

y a y

z a z

==  0 ,x
S

F p dS

(5)

Коэффициенты  и  описывают влияние
положения поршня на стенке на его импеданс.
Если поршень расположен в углу, т.е. если

 то его колебания возбуждают все моды
помещения. Если поршень расположен в центре
стенки, т.е. если  и  то
его колебания возбуждают только нулевую и чет-
ные по n и m моды.

Для расчетов рассмотрим два вида помеще-
ний: кубическое ( ) и вытянутое
( ). Введем безразмерные
импеданс и частоту

(6)

(7)

где  – первая резонансная частота поме-
щения без монополя. Далее штрихи у величин 
и  будем опускать.

На рис. 2 приведен расчет импеданса поршня
 в углу помещения и в центре стенки для двух

помещений в зависимости от частоты. На соб-
ственных частотах возбуждаемых мод импеданс
обращается в бесконечность. В вытянутом поме-
щении импеданс слабо зависит от положения
поршня на стенке, что также имеет место в одно-
модовых волноводах [11].

Пусть импеданс монополя имеет произволь-
ное комплексное значение Z, которое, как и им-

ξωρ= = α β
ε ε ξ 2 2

,

ctg4 .nm
r n m

n m n m nm

LFZ i
V DH

αn βm
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Рис. 1. Прямоугольное помещение с монополем.
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Рис. 2. Импеданс излучения поршня в углу помещения (сплошные линии) и в центре помещения (пунктирные ли-
нии): (а) – кубическое помещение, (б) – вытянутое помещение.
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педанс излучения (6), приведем к безразмерному

виду  опуская при этом штрих у величи-

ны  Тогда собственные частоты системы “поме-
щение–монополь” определяются уравнением [6]

(7)

В первую очередь рассмотрим влияние веще-
ственной части импеданса на значение корней (7)
для кубического помещения с монополем в углу.
На рис. 3 приведены первые три корня уравнения
(7), найденные численно, для двух значений мни-
мой части импеданса . Если рассматриваемая
система бездиссипативна, т.е.  то корни
вещественны, обозначим их  и отметим на
комплексной плоскости на рис. 3 проколотыми
точками. Частоты  – собственные частоты по-
мещения без поршня. Наименьшая собственная
частота помещения согласно (7) равна  вто-
рая – 

Нумерация  начинается с  поскольку
помещение с поршнем имеет дополнительную
степень свободы и собственную частоту. На этой
частоте звуковое давление во всем объеме поме-
щения постоянно, что становится возможным в
помещении с источником или стоком объемной
скорости.

При  все частоты  оказываются
выше , при этом  оказываeтся ниже . При

 частота  оказывается между  и ,
т.е. частота собственного колебания, связанного
с дополнительной степенью свободы, обуслов-
ленной движением поршня, увеличивается с уве-
личением значения .

Далее будем увеличивать значение действи-
тельной части импеданса поршня от нулевого
значения до бесконечности и отслеживать, как
изменяются собственные частоты. При ненуле-
вом значении  собственные частоты стано-
вятся комплексными, а соответствующие им мо-
ды затухающими. С увеличением  мнимые
части собственных частот уменьшаются, достига-
ют минимального значения (за исключением ну-
левой моды), а затем стремятся к нулю. Мнимая
часть нулевой собственной частоты не имеет экс-
тремума, поэтому соответствующее собственное
колебание системы становится все более затухаю-
щим. Таким образом, в пределе  соб-
ственные частоты стремятся к собственным ча-
стотам помещения без поршня  и , т.е. сильно
задемпфированный поршень не оказывает влия-
ния на звуковое поле в помещении.

Между значениями  и  су-
ществует значение , при котором поведение
корней (7) принципиально отличается. На рис. 4

=
ρ 2' ,ZZ

ca
' .Z

+ = 0.rZ Z

Z
=Re 0,Z

Ωn

ωn

ω =1 1,
ω =2 2.

Ωn = 0,n

=Im 0.2Z Ωn

ωn Ω0 ω1

=Im 0.3Z Ω0 Ω1 Ω2

Im Z

Re Z

Re Z

→ ∞Re Z

ω1 ω2

=Im 0.2Z =Im 0.3Z
Im Z

приведены собственные частоты системы “поме-
щение–поршень” для  при измене-
нии от 0 до . Ветви корней, соответствую-
щие нулевой и первой моде, имеют общую точку

. Как показано в работе [2] на примере резона-
тора Гельмгольца, максимальное поглощение
звука на двух первых модах происходит на крат-
ной собственной частоте. Можно также подо-
брать такое значение импеданса поршня, при ко-
тором одинаковую собственную частоту будут
иметь нулевая и вторая моды, т.е. максимальное
поглощение будет достигнуто в окрестности вто-
рой моды.

Далее вычислим коэффициент затухания пер-
вого собственного колебания системы. В окрест-
ности первой резонансной частоты помещения 
будет два собственных колебания, имеющих в
случае бездиссипативного поршня собственные
частоты  и . Обозначим два первых корня
уравнения (7)  и . Скорости затухания этих
мод определяются величинами  и .
Длительность затухания колебаний системы “по-
мещение–поршень” в окрестности частоты  бу-
дет, очевидно, определяться меньшим из двух ко-

=Im 0.26Z
Re Z ∞

ω� 01

ω1

Ω0 Ω1

ω� 1 ω� 2

ω� 1Im ω� 2Im

ω1

Рис. 3. Собственные частоты системы “помещение–
поршень” при изменении от 0 до . Стрелки
указывают направление движения корней по кривой
при увеличении .
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эффициентов затухания. Введем коэффициент за-
тухания колебания системы следующим образом

(8)

Коэффициент затухания  является функцией
импеданса Z. На рис. 5 приведена зависимость
коэффициента затухания от комплексного импе-
данса Z в виде линий равных значений , рассчи-
танных согласно (8). Функция  имеет макси-
мальное значение  при 

Аналогичным образом можно найти опти-
мальный импеданс поршня  и максимальный
коэффициент затухания первого собственного
колебания помещения  для вытянутого поме-
щения и для поршня, расположенного в центре
стенки. Результаты расчетов приведены в таблице.
Импедансы излучения поршня  для этих случа-
ев приведены на рис. 2.

Как следует из расчетов, в вытянутом помеще-
нии коэффициент затухания значительно выше,
чем в кубическом, из-за меньшего влияния резо-
нансов помещения с ненулевыми номерами n и m
на движение поршня. Большее поглощение обес-
печивается также при расположении поршня в
центре стенки, поскольку нечетные по n и m моды
помещения не возбуждаются.

δ = − ω − ω� �1 2min( Im , Im ).

δ

δ
δ( )Z

δ = 0.15m = +0.12 0.26 .mZ i

mZ

δm

rZ

Найденные коэффициенты затухания также
значительно выше, чем характерные коэффици-
енты затухания, обеспечиваемые резонатором
Гельмгольца. В соразмерном помещении с погло-
щающим резонатором Гельмгольца [2] коэффи-
циент затухания первого собственного колебания
помещения составляет около 0.05, в то время как
в кубическом помещении с монополем с опти-
мальным импедансом он в 3–4 раза выше.

Таким образом, найден импеданс монополя,
при котором обеспечивается максимальное по-
глощение звука в помещении с жесткими стенка-
ми на его первой резонансной частоте. Такой мо-
нополь может быть реализован в виде поршня,
встроенного в одну из стенок помещения, а тре-
буемый импеданс может быть обеспечен с помо-
щью активных методов управления импедансом
локальных излучателей [6–8]. Рассмотренный в

Рис. 4. Кратная собственная частота .
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Рис. 5. Коэффициент затухания системы “помеще-
ние–поршень”  в окрестности первой резонансной
частоты помещения в зависимости от импеданса
поршня Z.
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Таблица 1. Оптимальный импеданс поршня для максимального поглощения звука

Расположение поршня

Кубическое помещение Вытянутое помещение

В углу помещения
0.12 + 0.26i 0.15 0.33 + 0.11i 0.53

По центру стенки
, 0.03 + 0.07i 0.19 0.29 + 0.06i 0.64

=: : 1 : 1 : 1L D H =: : 1 : 0.2 : 0.2L D H

mZ δm mZ δm

= =0 0 0y z

= −0 ( ) 2y D a
= −0 ( ) 2z H a
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статье подход может быть использован для прак-
тических расчетов активных систем и подбора
оптимального импеданса для демпфирования не-
скольких первых собственных колебаний поме-
щения.
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Дано описание установки для исследования и тестирования звукопоглощающих покрытий из аку-
стических метаматериалов, предназначенных для снижения шума, создаваемого источником в ко-
нечном волноводе. Основное внимание уделено особенностям формирования акустического поля
в волноводе и его излучения из открытых торцов. Центральное место в статье отведено результатам
исследования влияния различных параметров установки на эффективность покрытий. Впервые вы-
явлено и исследовано большое влияние на эффективность покрытия параметра, названного “типом
источника”. Ему дано строгое определение и описан физический механизм его воздействия на эф-
фективность. Сформулированы условия, при которых эффективность ЗП-покрытия, измеренная
на установке, будет равна или близка к его эффективности, измеренной на реальном объекте. По-
казано, что одним из наиболее важных условий является совпадение типов акустических источни-
ков, используемого в установке и реального. Полученные результаты полезны при проектировании
эффективных ЗП-покрытий, а также при создании экспериментальных установок для их отработки
и тестирования.

Ключевые слова: акустический источник в волноводе, тип источника, звукопоглощающее покрытие
из метаматериалов, установка для исследования и тестирования ЗП-покрытий
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ВВЕДЕНИЕ
Многие промышленные источники воздуш-

ного шума представляют собой акустические вол-
новоды, излучающие звук из открытых торцов.
Таковы выхлопные трубы двигателей внутренне-
го сгорания, вентиляционные установки, турбо-
реактивные авиационные двигатели, входные и
выходные устройства компрессорных установок
и многие другие. Из-за повсеместного использо-
вания и сравнительно большой мощности этих
источников проблема подавления шума при его
распространении в волноводах была сформули-
рована и начала решаться еще в 30-х годах про-
шлого века. Уже первые исследования [1–3] вы-
явили особенности и трудности, связанные со
“скользящим” вдоль стенок распространением
звука и невозможностью решить проблему из-
вестными тогда методами и средствами строи-

тельной и архитектурной акустики. В частности,
было показано, что облицовка внутренних стенок
волновода материалом, идеально поглощающим
нормально падающий звук, не гарантирует эф-
фективного поглощения в волноводе при сколь-
зящем распространении.

В настоящее время теоретические и приклад-
ные результаты по этой проблеме составляют одну
из наиболее развитых областей акустики, насчи-
тывающую десятки монографий и справочников
и больше тысячи журнальных статей. Большая
часть работ решает проблему для относительно
длинных волноводов (с длиной, значительно пре-
вышающей поперечные размеры). С физически-
ми особенностями распространения и затухания
нормальных волн в акустических волноводах с
импедансными стенками интересующийся чита-
тель может ознакомиться в учебниках и моногра-
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фиях, например, [4–6], в многочисленных жур-
нальных статьях и обзорах, например, [7–11], а в
справочнике [12] можно найти практически все
основные типы звукопоглощающих (ЗП) обли-
цовок для волноводов и конструкции глушителей,
разработанные ко времени выхода справочника, а
также соответствующие литературные ссылки.
Полученные результаты позволяют заключить, что
проблема подавления шума в акустических волно-
водах принципиально решена в ряде отраслей
промышленности: для выхлопных труб автомо-
бильных двигателей, для вентиляционных уста-
новок и для некоторых других волноводов с относи-
тельно большой протяженностью, необходимой
для размещения звукопоглощающих и отражаю-
щих устройств.

Существует, однако, ряд “волноводных” ис-
точников шума, для которых проблема снижения
остается актуальной и в настоящее время. Ярким
примером являются современные турбовентиля-
торные авиационные двигатели, вносящие суще-
ственный вклад в шум на местности, создаваемый
воздушными судами на приаэродромных терри-
ториях. Так, воздухозаборник такого двигателя
представляет собой короткий волновод круглого
сечения, который с точки зрения акустического
моделирования близок скорее к компактному
объему, открытому на торце и с источником (вен-
тилятором) внутри. Расчет такой конструкции
чрезвычайно сложен, так как помимо самого вол-
новода с ЗП-облицовкой должны учитываться
свойства источника и внешней среды, в которую
происходит излучение. Проектирование эффек-
тивных ЗП-облицовок здесь усложняется отсут-
ствием надежных моделей источника (вентилятора)
и наличием скоростного потока. Существенно
также отсутствие стандартизованных или обще-
принятых методов измерения поглощающей спо-
собности ЗП-материалов и структур при скользя-
щем падении звука1. В таких условиях важнейшее
значение приобретают специализированные
стенды и экспериментальные установки, которые
имитируют основные аспекты работы реальных
объектов. В литературе можно найти немало ссы-
лок на подобные установки. Они имеются, по-ви-
димому, во всех крупных авиационных фирмах –
см., например, [15–18]. Широкое распростране-
ние получила экспериментальная установка,
представляющая собой волновод прямоугольно-
го сечения, соединяющий две реверберационные
камеры – источниковую и приемную, в котором

1 В настоящее время существует только два международных
стандарта, согласно которым поглощающая способность
ЗП-материалов характеризуется коэффициентом погло-
щения (отношением поглощенной и падающей мощно-
стей), измеряемым в импедансных трубах при нормальном
падении звука [13] и в реверберационных камерах в усло-
виях диффузного поля [14], когда звук падает под всеми уг-
лами одновременно.

предусмотрен также высокотемпературный поток
воздуха. Ее теоретическое обоснование дано в рабо-
те [19]. Несмотря на указанные трудности, к насто-
ящему времени удалось разработать ряд ЗП-кон-
струкций (ЗПК) с приемлемой эффективностью
[18, 20]. Разработки велись в основном на базе об-
ширного экспериментального материала, стендо-
вого и натурного, с привлечением полуэмпириче-
ских расчетных моделей.

В последнее время, однако, ситуация в этой
области меняется. Благодаря переходу граждан-
ской авиации на двигатели с большой степенью
двухконтурности, их шум становится все более
низкочастотным и традиционные средства его
подавления, в частности, применяемые ЗПК, пере-
стают соответствовать изменившимся условиям.
В связи с этим, а также из-за постоянного ужесто-
чения международных требований по шуму на
местности, возникла острая необходимость в раз-
работке новых ЗПК для двигателей – более легких и
компактных, более эффективных в низкочастот-
ной области [21].

По мнению авторов настоящей статьи решение
этой проблемы лежит на пути создания поглоща-
ющих покрытий из акустических метаматериалов
(АММ). АММ – это материалы-структуры ячеи-
стого типа, которые, в зависимости от устройства
ячеек, демонстрируют более широкий диапазон
рассеивающих, поглощающих и других волновых
свойств, чем известные композиционные мате-
риалы. Конструирование АММ с заданными
свойствами – это пока малоразработанная об-
ласть, готовых решений практических задач здесь
пока нет, хотя их интенсивные исследования сей-
час ведутся во всем мире и уже первые результа-
ты, полученные во многих лабораториях мира,
демонстрируют огромный потенциал повышения
эффективности звукопоглощения при экономии
используемых объемов и масс [22]. Разработка
новых структурных схем АММ с требуемыми фи-
зическими свойствами является, таким образом,
самостоятельным этапом решения проблемы
новых ЗПК как для авиадвигателей, так и для
других объектов. И для его выполнения требует-
ся комплексный подход, включающий, помимо
создания теоретических и расчетных моделей,
проведение экспериментальных работ по про-
верке и отработке физических свойств АММ.
Эксперименты на этом этапе можно проводить
на упрощенных установках лабораторного типа,
имитирующих, в отличие от специализирован-
ных установок, не все реальные условия работы
ЗПК, а лишь те из них, которые в наибольшей
степени определяют поглощающие и другие
волновые свойства АММ. Примеры подобных
установок, ориентированных на решение конкрет-
ных задач, есть в литературе, например, [23, 24].
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В данной статье описана одна из таких упро-
щенных лабораторных установок, созданная в
Институте машиноведения им. А.А. Благонраво-
ва (ИМАШ) для исследования и тестирования
АММ структур, предназначенных для разработки
новых эффективных ЗП-покрытий, работающих
в коротких волноводах в условиях скользящего
распространения звука. Основным мотивом для
публикации отдельной статьи явился новый фи-
зический результат, полученный авторами на
этой установке при ее предварительном исследо-
вании. Результат состоит в обнаружении сильной
зависимости эффективности ЗП-покрытий от
параметра источника, который авторы назвали
типом источника: экспериментально на установ-
ке было показано, что при прочих равных услови-
ях эффективность одного и того же покрытия су-
щественно зависит от того, является источник
кинематического, силового, энергетического или
другого типа. Ранее этот эффект не обсуждался в
литературе. Поэтому в статье параметру “тип ис-
точника” отведено центральное место: дано стро-
гое определение, подробно изучен его физиче-
ский смысл, а в самой установке предусмотрено
определение эффективности ЗП-покрытий при
возбуждении звукового поля источниками раз-
ных типов, чего нет, насколько известно авторам,
в других установках.

Ниже приведено краткое описание упрощен-
ной установки ИМАШ, методик формирования
возбуждения, измерения и обработки данных, дано
определение эффективности звукопоглощающих
покрытий. Основное внимание, однако, уделено
выявлению физических особенностей формирова-
ния звуковых полей в коротких волноводах, их из-
лучению из открытых торцов и влиянию различных
параметров на излучаемую мощность. Показано,
что тип источника является одним из важнейших
параметров, определяющих величину мощности
излучения из торцов волновода.

ОПИСАНИЕ УСТАНОВКИ
Основные технические характеристики уста-

новки ИМАШ следующие: рабочий диапазон ча-
стот – 80…1500 Гц; работает при комнатных тем-
пературах без скоростного потока воздуха; поле
давления в волноводе не превышает 140 дБ и опи-
сывается линейными уравнениями акустики.

Принципиальная схема установки показана на
рис. 1а, фото установки приведено на рис. 1б. Глав-
ная часть установки – волновод квадратного сече-
ния с внутренними размерами сечения 200 × 200 мм
и отношением длина/поперечный размер, рав-
ным 2.48. Волновод имеет твердые стенки. У пра-
вого (открытого) торца он содержит две секции
длиной 200 мм каждая, в которых стенки состоят
из открытых ячеек. В эти ячейки вставляются
съемные кассеты – твердые или выполненные из

материала покрытия (рис. 1в) – каждая размером
200 × 200 мм, по четыре кассеты на секцию. Тол-
щина кассеты может быть 50 мм или меньше. Зву-
ковое поле в волноводе создается электродинами-
ческим преобразователем (динамиком) на левом
торце, который возбуждается гармоническими
или случайными сигналами, формируемыми на
компьютере.

Измерительная часть установки содержит 8
датчиков: акселерометр a, две интенсиметриче-
ские пары микрофонов p1,2 и p3,4 и три микрофона
q1–3 (показаны на рис. 1а), 8-канальный цифро-
вой преобразователь NI PXle-4492, компьютер и
необходимые согласующие устройства (усилите-
ли, вольтметры, осциллографы и другие) – на
схеме не показаны. Акселерометр a установлен на
диффузоре динамика для измерения ускорения;
интенсиметрические пары микрофонов p1,2 и p3,4
установлены в волноводе соответственно у дина-
мика и на открытом торце для измерения интен-
сивностей Iin, Irad и импедансов; микрофоны q1–3
установлены в полузаглушенном зале размером
12 × 6 × 3.3 м для измерения поля давления. Сиг-
налы всех датчиков поступают на 8-канальное
входное устройство NI PXle-4492 и далее в ком-
пьютер, где синхронно записываются для последу-
ющей обработки. Основными характеристиками,
которые рассчитываются по записанным времен-
ным сигналам, являются собственные и взаим-
ные спектральные плотности мощности, а также
их комбинации – коэффициенты передачи, им-
педансы, интенсивность и другие нужные для
анализа физические величины.

В целях интерпретации полученных результатов
и прогнозирования новых предусмотрен полный
аналитический и численный расчет поля давления
установки. В аналитическом расчете волновод мо-
делируется в рабочем диапазоне частот одномер-
ной структурой, в которой существует только одна
нулевая (плоская) нормальная волна. При этом
учитываются потери на стенках волновода, обу-
словленные вязким трением и теплопроводно-
стью (см., например, [5]), а АММ-покрытие ха-
рактеризуется его эффективным поверхностным
импедансом. В численном расчете установки ис-
пользуется метод конечных элементов и про-
граммный пакет COMSOL Multiphysics. Волновод
рассматривается как трехмерная структура, при
этом ЗП-покрытие является ее составной частью.
Применяются сетки разных масштабов.

АКУСТИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ 
УСТАНОВКИ

Согласно общей теории [4], любой акустический
волновод полностью характеризуется набором нор-
мальных волн (мод), то есть таких волновых дви-
жений, которые могут существовать свободно без
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внешнего воздействия. Любое поле давления вол-
новода – бесконечного или конечной протяжен-
ности – представляет собой комбинацию его
нормальных волн. Число нормальных волн бес-
конечно. Каждая из них удовлетворяет гранич-
ным условиям на стенках и отличается от всех
остальных формой распределения давления по
сечению и скоростью распространения (или вол-
новым числом). Если в среде и на стенках волно-
вода нет потерь энергии, то на любой частоте число
распространяющихся без затухания нормальных
волн конечно, а остальные волны являются неод-
нородными, их амплитуды экспоненциально
убывают с расстоянием. У каждой нормальной
волны порядкового номера n есть критическая
частота fn: на частотах ниже fn она неоднородная,
а на частотах выше fn – распространяющаяся.

Волновод с твердыми стенками рассматривае-
мой здесь установки имеет две плоскости зер-
кальной симметрии, проходящие через ось вол-
новода и параллельные боковым граням. Поэто-
му все его нормальные волны можно разделить на

три независимые группы: симметричные относи-
тельно обеих плоскостей симметрии, антисим-
метричные относительно этих плоскостей и сме-
шанные, то есть симметричные относительно одной
плоскости и антисимметричные относительно
другой. Расчет критических частот [4] дает для
них следующее выражение

(1)

где m, n – целые неотрицательные числа, с – ско-
рость звука, a = 0.2 м – длина стороны квадратно-
го сечения. Для симметричных нормальных волн
m и n являются четными, для антисимметричных
они нечетные и для смешанных волн одно четное,
другое нечетное. Так как динамик и ЗП-покры-
тия также симметричны относительно указанных
двух плоскостей, а динамик колеблется только по
симметричной форме, то в волноводе должны
возбуждаться только симметричные нормальные
волны, имеющие согласно (1) критические часто-
ты 0, 1700, 2400 Гц и выше. Это объясняет выбор

= +2 2
, ,

2m n
cf m n
a

Рис. 1. (а) – Схема и (б) – фото лабораторной установки ИМАШ; (в) 1 – съемные кассеты.
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рабочего диапазона частот 80–1500 Гц: в нем может
существовать только одна “нулевая” или плоская
распространяющаяся со скоростью с нормальная
волна с равномерным по сечению распределени-
ем давления, в которой волновой вектор и вектор
скорости частиц среды направлены по оси волно-
вода, реализуя таким образом чисто скользящее
распространение звука. Все остальные нормаль-
ные волны не являются скользящими, так как
представляются комбинациями плоских волн с
волновыми векторами, имеющими отличные от
нуля углы с осью волновода, причем этот угол тем
больше, чем выше порядковый номер нормаль-
ной волны.

Важнейшими акустическими характеристика-
ми ограниченного по длине волновода являются
его собственные частоты и формы колебаний,
точнее те из них, которые являются резонансны-
ми для данного вида возбуждения. Они формиру-
ются нулевой нормальной волной и определяют-
ся граничными условиями на торцах волновода.

На правом (открытом) торце задается гранич-
ное условие импедансного типа с импедансом из-
лучения из волновода в зал. Из-за сложности зала
во всех расчетах использовался его импеданс,
экспериментально измеренный парой микрофо-
нов p3 и р4 (см. рис. 1а). Действительная и мнимая

части этого импеданса, нормированные на ρcS,
где S – площадь сечения, приведены на рис. 2.
Как видно на графиках, мнимая часть имеет
инерционный характер (она отрицательна и на
низких частотах линейно зависит от частоты) и
определяется “присоединенной” массой воздуха,
примыкающего к открытому торцу волновода.
Действительная часть импеданса на всех частотах
положительна и определяется потерями энергии
на излучение из волновода в зал. На низких ча-
стотах она пропорциональна квадрату частоты.

На левом торце волновода находится источник
(динамик) и граничные условия, необходимые
для расчета резонансных частот, зависят здесь от
его возбуждения. В следующем пункте статьи по-
казано, что возбуждение динамика может быть
подобрано таким образом, чтобы амплитуда ско-
рости колебаний диффузора v и, следовательно,
скорости частиц воздуха на левом торце волново-
да при любой нагрузке равнялась заданной функ-
ции частоты во всем рабочем диапазоне. Очевид-
но, что при таком кинематическом возбуждении
резонансными будут те частоты и формы соб-
ственных колебаний волновода, которые соот-
ветствуют неподвижному левому торцу (v = 0).
Аналогично, возбуждение динамика может быть
подобрано так, чтобы была заданной амплитуда
давления p у левого торца волновода. При таком
возбуждении (оно названо силовым) резонансы
установки имеют место на частотах и формах соб-
ственных колебаний волновода с открытым ле-
вым торцом (p = 0).

На рис. 3 приведены частотные зависимости
спектральной плотности мощности (СПМ) дав-
ления, экспериментально измеренного микро-
фоном p3 на правом торце волновода с твердыми

стенками, т.е. без ЗП-облицовки, при кинемати-
ческом (рис. 3а) и силовом (рис. 3б) возбуждени-
ях случайными сигналами. В первом случае на
всех частотах поддерживалась постоянной ам-
плитуда скорости диффузора, измеряемая акселе-
рометром a, а во втором – амплитуда давления, из-
меряемого микрофоном p1 (см. схему на рис. 1а).

Как видно из рис. 3, резонансные частоты при
этих двух возбуждениях существенно различают-
ся. Более того, резонансные частоты при кинема-
тическом возбуждении являются антирезонанс-
ными для силового возбуждения и наоборот. В
таблице приведены рассчитанные аналитически
собственные частоты установки, которые соот-
ветствуют закрытому левому торцу волновода (v = 0)
и открытому торцу (p = 0). Эти частоты комплекс-
ны, так как рассчитаны с учетом потерь на стен-
ках волновода и излучения из правого открытого
торца. Как и ожидалось, резонансные частоты
установки при кинематическом возбуждении на
рис. 3а близки к собственным частотам волново-
да с закрытым левым торцом, а при силовом воз-
буждении – с открытым торцом.

Таким образом, было экспериментально под-
тверждено, что разные типы источников с равно-
мерным спектром возбуждают в одной и той же
структуре различные собственные частоты и формы,
т.е. вызывают принципиально различные откли-
ки установки с разными резонансами и антирезо-
нансами. Этот результат имеет важное значение для
проектирования и тестирования ЗП-покрытий. Из

Рис. 2. (а) – Действительная и (б) – мнимая части
экспериментально измеренного импеданса излуче-
ния звука из открытого торца волновода в зал, S –
площадь сечения волновода.
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него, в частности, следует, что тип источника, ис-
пользуемого во время тестирования на стенде или
установке, должен совпадать с типом реального
источника, для которого проектируется покрытие.
В противном случае хорошо спроектированная и
отработанная на стенде ЗП-облицовка может
оказаться неэффективной для реального источ-
ника. Ниже будет приведен пример простой резо-
нансной ЗП-облицовки, которая имеет высокую
эффективность для источника одного типа и низ-
кую эффективность для источников других ти-
пов. Однако сначала следует более строго опреде-
лить понятие типа источника, чему и посвящен
следующий пункт статьи.

ТИП ИСТОЧНИКА

Любой акустический источник шума и/или
вибраций, в том числе аэродинамический, может
быть описан с помощью модели “черного ящика”,
состоящей из вектора сил f0 и матрицы внутрен-

них импедансов Zi, определенных на поверхности

источника – см., например, [25–28]. В простей-
шем одномерном случае, к которому относится и
рассматриваемая здесь установка, модельными
параметрами источника являются две скалярные
функции частоты {f0, Zi}. Если такой источник на-

гружен импедансом Z, то скорость частиц воздуха
v и давление p на интерфейсной поверхности S
источника и нагрузки равны

(2)

Источником кинематического типа принято
называть источник, у которого скорость v не за-
висит от нагрузки Z. Это эквивалентно тому, что

= =
+ +

v
0 0, .

i i

f f Zp
Z Z S Z Z

внутренний импеданс источника намного пре-
восходит импеданс нагрузки

Идеальный кинематический источник имеет

бесконечный внутренний импеданс .
Скорость на поверхности такого источника опре-
деляется только параметрами самого источника.
Поэтому кинематический источник можно опре-
делить также как источник с заданной нормаль-
ной скоростью v(ω) на его поверхности.

В другом предельном случае, когда, наоборот,
импеданс нагрузки намного превосходит внут-
ренний импеданс

можно считать, что сила  приложена непосред-
ственно к нагрузке, так что на поверхности источ-

ника давление  оказывается независя-

щим от нагрузки. Такой источник естественно
назвать источником силового типа. Идеальный
силовой источник имеет нулевой внутренний им-

педанс,  и он является, таким образом, ис-
точником заданного давления p(ω) на его поверх-
ности. В этих двух крайних случаях источник харак-
теризуется только одним параметром – скоростью
кинематического источника или силой (давлени-
ем) силового источника. В общем же случае воз-
буждаемое источником поле зависит от обоих па-
раметров.

Отметим, что кинематические и силовые мо-
дели довольно широко используются в акустике
при исследовании источников шума и вибраций.
Так, элементарные источники акустических по-
лей – монополь, диполь и другие мультиполи, а
также тела с заданной нормальной поверхност-
ной скоростью – являются источниками кинема-
тического типа. Силовые модели используются
чаще всего в виброакустике, где вынужденные
колебания упругих структур, как правило, рас-
сматриваются как результат действия независя-
щих от свойств структуры внешних сил, т.е. ис-
точников силового типа.

Модели “волноводных” источников шума ис-
следовались в основном при изучении выхлопных
шумов двигателей внутреннего сгорания (ДВС) и
шума воздуходувных машин. Так, прямое измере-
ние на реальном ДВС показало [29], что на низких
и средних частотах как мнимая, так и действи-
тельная части внутреннего импеданса Zi меняют-

ся в широких пределах: в одних участках спектра
двигатель является источником объемной скоро-
сти (т.е. кинематическим источником), в других –
источником давления (т.е. силовым), а на высо-
ких частотах (выше 1 кГц) внутренний импеданс
стремится к постоянному действительному зна-

чению  и ДВС является, по терминологии ав-

.iZ Z@

→ ∞iZ

,iZ Z!

0f

= 0p f S

= 0,iZ

ρ ,cS

Рис. 3. Спектральная плотность мощности (СПМ)
давления p3 у открытого торца волновода: (а) – при
постоянной скорости диффузора, |v(ω)| = 1 см/с, (б) –
при постоянном давлении, |p1(ω)| = 1 Па.
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торов, источником неотражающего типа. Что ка-
сается вентиляторов в волноводах, то, несмотря
на обширную литературу, их внутренние импе-
дансы никем, насколько нам известно, не изме-
рялись. Долгое время считалось, вероятно, под
влиянием работы [19], что вентилятор является
источником мощности, т.е. источником энерге-
тического типа, благодаря чему многие установки
для исследования ЗПК авиационных двигателей
использовали в качестве источников ревербера-
ционные камеры. Однако, в ряде работ было от-
мечено, что вентилятор является скорее источни-
ком давления. Например, авторы работ [10, 30],
проводя эксперименты с центробежным венти-
лятором небольшой мощности, показали, что из-
менение акустической нагрузки в виде воздухово-
дов разной геометрии не изменяет величину дав-
ления у вентилятора, что частично подтверждает
его силовую модель. Однако результатов прямых
измерений внутренних импедансов или других
данных, необходимых для определения типа вен-
тиляторных источников звука, в частности, авиа-
ционных двигателей, авторам настоящей статьи
не удалось найти в литературе.

В описываемой здесь установке ИМАШ
предусмотрена имитация источника практически
любого типа. Это достигается путем формирова-
ния определенного амплитудно-фазового спек-
тра электрических сигналов возбуждения вибра-
тора в рабочем диапазоне частот. Покажем это в
явном виде, приняв во внимание, что в модели (2)
f0 – это сила Лоренца, приложенная к диффузору

и пропорциональная электрическому току во
входной цепи и катушке динамика, Zi – это вход-

ной механический импеданс динамика со сторо-
ны диффузора и Z – это входной акустический
импеданс волновода на левом примыкающем к
диффузору торце. Оба импеданса, Zi и Z, доступны

измерению стандартным способом и считаются
известными. Как следует из первого соотноше-
ния (2), чтобы динамик работал как кинематиче-
ский источник, т.е. чтобы во всем диапазоне ча-
стот диффузор колебался с заданной скоростью
v(ω) независимо от того, какие ЗП-структуры
установлены в волноводе, нужно возбудить дина-
мик электрическим током, пропорциональным

. Аналогично, если ток возбуждения

сделать пропорциональным , то на

левом торце волновода во всем рабочем диапазо-
не частот будет поддерживаться заданное давле-

+ ωv( ) ( )iZ Z
+ ω(1 ) ( )iZ Z p

ние p(ω) и динамик будет работать как источник
силового типа. Если же ток будет пропорциона-

лен , то это будет источник
энергетического типа с заданным потоком мощ-
ности F(ω) и т.д. В принципе, на установке можно
имитировать любые источники, включая источ-
ники, тип которых различен в разных участках
рабочего диапазона частот.

ПОКАЗАТЕЛЬ ЭФФЕКТИВНОСТИ
ЗП-ПОКРЫТИЯ

В качестве основных показателей эффектив-
ности ЗП-покрытий, нанесенных на внутренние
стенки волновода, в литературе обычно применяют
две величины – поглощенную покрытием мощ-
ность (английский термин transmission loss или
TL) и уменьшение излученной мощности или
снижение акустического поля на выходе волно-
вода в результате применения покрытия (insertion
loss или IL). Первый показатель записывается как
отношение в децибелах потока мощности F, из-
меренного на входе и на выходе участка волново-
да с покрытием:

(3)

Мощность измеряется интенсиметрами, а на
стендах с двумя реверберационными камерами ее
заменяют средним квадратом давления в камерах
[19]. Показатель (3) характеризует только погло-
щающую способность покрытия. Однако, как
следует из теории (см., например, [9]) и ряда экс-
периментов (например, [31]), важны также отра-
жающие свойства покрытия. Второй показатель
эффективности учитывает оба эти эффекта и
определяется как

(4)

Здесь  – это мощность излучения из “опорно-
го” волновода, относительно которого измеряет-
ся эффективность исследуемого волновода.
В качестве опорного используется волновод, у
которого стенки акустически твердые или обли-
цованы каким-либо хорошо изученным покры-
тием. На практике этот показатель является наи-
более полезным, т.к. позволяет оценивать и срав-
нивать ЗП-покрытия по конечному результату их

+ ω 1 2
[Re( ) ( )]iZ Z Z F

= in

out

10 lg .
FTL
F

=
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10 lg .
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F
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Таблица 1. Частоты собственных колебаний установки (расчет)

Граничное условие

на левом торце
Собственные частоты, Гц

v = 0 104-i1.6 314-i14 534-i24.4 762-i39.3 999-i53.5 1232-i60.5 1467-i61.4

p = 0 208-i7.5 422-i18.8 646.5-i30.3 881-i47.1 1116-i58 1359-i61.6
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работы. Его недостатком является необходимость
проводить измерения фактически на двух разных
структурах, в разное время и в других условиях.
Это неизбежно приводит к дополнительным
ошибкам в определении эффективности, для
снижения которых ужесточаются требования к
методике измерений и аппаратуре, выбору “стан-
дартного дня” для проведения эксперимента и т.п.
Кроме того, измерения обычно производятся в
1/3- или 1/2-октавных полосах частот, что сгла-
живает часть случайных ошибок. Однако, усред-
нение по частоте сглаживает также и “мелкие”
детали спектра и связанные с ними физические
эффекты, информация о которых важна при про-
ектировании ЗП-покрытий. Таковы, например,
эффекты смещения собственных частот и форм
волновода, вызванные нанесением покрытия и
др. По этой причине в данной работе для оценки
эффективности проектируемых покрытий в каче-
стве показателя используется график с двумя непре-
рывными кривыми спектральной плотности мощ-
ности звука, излученного из волновода с ЗП-покры-
тием и без него. Такой показатель содержит
наиболее полную информацию о работе ЗП-по-
крытия, а при необходимости из него простым
интегрированием по частоте можно получить по-
казатель (4) в полосах частот.

ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ УСТАНОВКИ
НА ЭФФЕКТИВНОСТЬ ЗП-ПОКРЫТИЯ

В идеале, к которому следует стремиться, эф-
фективность ЗП-покрытия, измеряемая на уста-
новке, должна совпадать с эффективностью, из-
меряемой на реальном волноводном источнике,
для которого разработано покрытие. Однако эф-
фективность зависит не только от параметров са-
мого покрытия, но и в значительной мере от па-
раметров акустической обстановки. Поэтому в
данной работе было проведено исследование
влияния различных параметров установки и ис-
точника на величину эффективности с целью
определения тех из них, которые определяют со-
ответствие стендовой и реальной эффективности
ЗП-покрытий.

Как показало исследование, основными парамет-
рами установки, которые сильнее других влияют на
эффективность ЗП-покрытий, является набор
частот и форм собственных колебаний волново-
да, а также спектр и тип источника шума. Как
следует из рис. 3, часть собственных частот вол-
новода является резонансной, они усиливают
мощность излучения звука из волновода и вместе
со спектром источника определяют уровни внеш-
него шума. Поэтому желательно, чтобы первые
наиболее активные резонансные частоты уста-
новки совпадали с резонансными частотами ре-
ального объекта.

Тип источника шума установки является вторым
по степени влияния на эффективность ЗП-покры-
тий. Именно тип источника определяет набор
собственных частот установки, которые возбуж-
даются как резонансные. Из-за его сильного влия-
ния необходимо, чтобы тип источника установки
или стенда совпадал с типом реального источника.

Для иллюстрации влияния типа источника на
эффективность на рис. 4 представлена рассчитан-
ная аналитически эффективность ЗП-покрытия
из АММ, состоящего из нескольких резонаторов
Гельмгольца, настроенных на две первые частоты
установки: 210 и 420 Гц, которые являются наибо-
лее “активными” резонансными частотами при
возбуждении источником силового типа. На рис. 4
показана эффективность этого покрытия соот-
ветственно для трех типов источника – силового,
кинематического и энергетического с равномер-
ными спектрами в рабочем диапазоне частот. Так
как покрытие рассчитывалось для силового ис-
точника, то и эффективность покрытия макси-
мальна именно для него (рис. 4а). В то же время,
как видно из рис. 4б, применение этого покрытия
к источнику кинематического типа практически
не приводит к снижению излучения из волновода.
Причина в том, что частоты, на которые настрое-
ны резонаторы Гельмгольца покрытия, являются
антирезонансными для кинематического источ-
ника, на которых уровни излучения, и без того
минимальные, не нуждаются в дальнейшем сни-
жении. Интересен график эффективности по-
крытия в применении к энергетическому источ-
нику. Из рис. 4в видно, что покрытие достаточно
эффективно и в этом случае, но уступает эффек-
тивности на рис. 4а, так как учитывает только по-
глощенную покрытием мощность. В применении
к источнику энергетического типа используемый
в работе показатель эффективности эквивален-
тен показателю эффективности (3).

Из других параметров установки, оказываю-
щих заметное влияние на эффективность иссле-
дуемых покрытий, можно выделить места уста-
новки покрытия на стенках волновода, а также
импеданс излучения в окружающую среду. Эти
параметры также тесно связаны с частотами и
формами собственных колебаний установки: по-
глотители звука лучше всего работают при уста-
новке в пучностях собственных форм, где давле-
ние максимально, а импеданс излучения в окружа-
ющую среду заметно влияет на частоты резонансов
и их добротность.

Отметим также влияние величины демпфиро-
вания ЗП-покрытия на эффективность. Как сле-
дует из теории и доказано экспериментально (см.,
например, [22, 32, 33]), для каждого поглотителя
звука или вибраций существует оптимальное ко-
личество демпфирования, при котором погло-
щенная им мощность максимальна. Этот опти-
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мум практически трудно контролируем, так как
зависит от акустической обстановки, но играет
важную роль в работе поглотителя: эксперимен-
ты показывают, что даже небольшое отклонение
количества демпфирования в какую-либо сторо-
ну от оптимального значения может существенно
изменять амплитуду резонансных колебаний и,
следовательно, мощность излучения звука из вол-
новода.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье описана лабораторная установка для
разработки и тестирования структур акустиче-
ских метаматериалов с повышенными звукопо-
глощающими свойствами, служащих основой
при создании эффективных ЗП-покрытий нового
типа для снижения уровней шума, порождаемого
источниками в волноводе. Волновод предполага-
ется сравнительно коротким, звук распространя-
ется по нему в виде “скользящих” вдоль стенок
волн и излучается в окружающую среду из откры-
тых торцов. В работе изучены особенности фор-
мирования акустического поля в волноводе и его
излучения в окружающую среду, а также влияние
различных параметров установки и источника на
излученную мощность. Показано, что основны-
ми параметрами установки, влияющими на эф-
фективность ЗП-покрытия, являются частоты и
формы собственных колебаний волновода, а так-
же спектр и тип источника. Эффект сильного
влияния на эффективность типа источника обна-

ружен впервые и подтвержден экспериментально,
ему в статье отведено центральное место: пара-
метру “тип источника” дано строгое определе-
ние, установлен его физический смысл, описан
физический механизм его влияния на эффектив-
ность.

Авторы выражают благодарность сотруднику
Института машиноведения В.А. Пантюшину за
качественное выполнение механических работ по
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ВВЕДЕНИЕ
Каждое добросовестно выполняемое новое ис-

следование начинается с изучения работ предше-
ственников. Эти работы впоследствии входят в
список использованной литературы. От того, на-
сколько глубоко мы погружаемся в историю инте-
ресующей нас проблемы, от нашей тщательности
или, лучше сказать, въедливости, зависит широта
и глубина поиска. Ранее такой поиск ограничивал-
ся печатными изданиями, хранящимися в научной
библиотеке, фондами которой мы пользовались.
Теперь же, с появлением Интернета и информа-
ционно-поисковых систем, поиск ничем не огра-
ничен и зависит только от нашего желания, науч-
ной добросовестности и ответственности. Все это
выливается в пристатейные списки литературы.
Анализируя эти списки, можно получить инте-
ресную информацию об ученых, работающих в
данной области, учреждениях, где выполняются
такие исследования, журналах, отражающих нуж-
ную информацию. Можно получить и такую спе-
цифическую, но важную информацию, как время
жизни статей. Процесс старения статей, с одной

стороны, можно рассматривать и как утрату их
информационной полезности для потребителя, а
с другой стороны, и как отсутствие интереса к се-
рьезному поиску, т.е. научной добросовестности.
Есть еще и другие причины – как, например,
борьба научных школ (одна школа “замалчивает”
работы другой) или вкусовые предпочтения авто-
ра статьи.

ДИНАМИКА ЦИТИРОВАНИЯ –
ОБЩИЕ ВОПРОСЫ

Определение темпов старения цитированной
литературы – процесс неоднозначный. Можно
вычислить, например, так называемый “полупе-
риод жизни публикаций”. Если определить воз-
раст цитируемой статьи как разницу между годом
ссылки на нее и годом ее выхода, ранжировать
цитируемые работы по возрасту и отобрать ровно
половину самых “молодых” из них, то макси-
мальный возраст работ из этой выборки и опреде-
лит “полупериод жизни публикаций”. Но прак-
тическая значимость изучения пристатейных

УДК 001.92;002.6;004.91
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списков литературы не ограничивается только
выявлением процесса старения. Она может отра-
жать: связи одной тематической области с другими;
популярность изданий, а значит, и опубликован-
ных в них статей; анализ временных и этапных
периодов развития научных направлений, а жела-
тельно и прогнозирование их развития. Прогноз
очень важен, но методика его получения пока на-
ходится на зачаточном уровне. Квазинаучное
прогнозирование активно используют в своих це-
лях только научные работники, пишущие об ин-
новациях, государственных приоритетах, в том
числе и в сфере науки, системе индикаторов раз-
вития науки (см., например, [1–4]).

Второй путь вычисления темпов старения за-
ключается в определении так называемого “пери-
ода полураспада”, пришедшего к нам из атомной
физики. Сформулируем это так: будем рассматри-
вать все цитированные публикации как ансамбль
независимых частиц. В течение одного периода
полураспада количество используемых публика-
ций-“ровесников” уменьшается примерно в 2 ра-
за. Это применимо в случае экспоненциального
уменьшения количества цитируемых публикаций
с их возрастом. Мы далее убедимся, что это так и
есть. В общем виде доля цитируемых публикаций
зависит от возраста следующим образом:

где N0 – количество ссылок на публикации “нуле-
вого” возраста, T1/2 – период полураспада, т.е.
возраст статей, при котором количество ссылок
на них составляет N0/2, t – время, p – вероятность
выживания для цитированной статьи.

При этом надо отметить, что рост или умень-
шение количества цитированной литературы, а
также темпы ее старения не следует приравнивать
к росту или падению новых научных идей. Коли-
чество цитирований зависит от многих факторов.
К числу их можно отнести бурный рост числа но-
вых журналов, возникших как грибы после дождя
с появлением технологических новаций в подго-
товке как печатной, так и электронной научной
продукции, а также в связи с запросами по дале-
ким от науки поводам. Не в последнюю очередь
повышение количества цитирований стимулиру-
ется принятой оценкой качества работы научных
сотрудников – по их индексу цитирования и ин-
дексу Хирша.

Интересно, но, пожалуй, закономерно, что за
экспоненциальным повышением количества на-
учной продукции следует лишь линейный рост ее
научной ценности. Это следует из интересного
исследования группы авторов [5]. Они провели
сравнение в период 1900–2017 гг. ежегодного вы-
пуска научных статей, проиндексированных в базе
данных Web of Sciences (WoS) и роста идей, охва-
тываемых этими статьями. Была отмечена извест-

( ) ≈ = 1/2– /
0   ( ,2) t TN t N p t

ная тенденция об экспоненциальном росте коли-
чества научных статей со средним периодом
удвоения количества научных статей 15 лет. В то
же время, масштабный анализ текста с использо-
ванием фраз, извлеченных из названий и рефера-
тов для измерения познавательной ценности на-
учной литературы, показал, что концептуальное
поле науки расширяется со временем линейно.
Таким образом, среднее количество публикаций,
приходящихся на одну научную идею, постоянно
растет.

Значение цитирования трудно переоценить.
Так, по хорошо составленным ссылкам можно
просмотреть историю рассматриваемых в публи-
кации вопросов. Благодаря тем же ссылкам на
статью можно увидеть, какое развитие эти вопро-
сы получили в дальнейшем. Получается целая це-
почка: рассматриваемая статья, ее список цити-
рованной литературы, список цитирования в ци-
тируемой литературе и т.д.

Другое дело, что поиск статей, которые следует
внести в список цитированной литературы, мо-
жет быть неполным из-за небрежного подхода к
этому процессу или отсутствия таких статей в ин-
формационно-поисковой системе, которой поль-
зовался автор. Каковы же другие причины, по ко-
торым необходимо вести работу по составлению
списка цитированных и цитирующих публика-
ций? Их несколько. Во-первых, понять, за счет
каких статей (как цитирующих, так и цитируе-
мых) формируются импакт-факторы журналов.
Например, считается, что обзорные публикации
имеют высокий рейтинг цитирования. Так ли
это? Какие еще публикации хорошо цитируются?
Как сообщается в [6], Information Science Institute
(ISI), на данные которого ориентируется наше
руководство, не раскрывает эти данные. Во-вто-
рых, для российских журналов вычисляется клас-
сический импакт-фактор только по данным На-
учной электронной библиотеки (РИНЦ), что, по
нашему мнению, не вполне объективно, и требу-
ется создание государственной наукометриче-
ской системы для объективной оценки научной
работы как учреждений, так и отдельных научных
коллективов и их сотрудников [7, 8]. И, в-тре-
тьих, далеко не все ссылки из вполне достойных
журналов попадают в рассмотрение. Тут есть и
вина самих авторов, небрежно относящихся к вы-
верке цитируемых ими публикаций, но есть и
ошибки вносящих информацию в информацион-
ные базы данных.

Причины последнего могут быть в следующем.

1. Почти все известные российские физиче-
ские журналы переводятся на английский язык и,
следовательно, имеют две библиографии. Все ли
они учитываются, например, WoS или РИНЦ при
определении индекса цитирования статьи?
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2. Нередко авторы статей допускают ошибки
при подготовке списков цитируемой литературы,
а редакторы не всегда их обнаруживают. См., на-
пример, выпуск № 6 АкЖ за 2016 год. Почти в
каждой статье есть ошибки в библиографии.
В данном случае связано это с тем, что произошла
смена научного редактора и в возникшей ситуа-
ции не добрались до тщательной проверки списка
пристатейной литературы. В дальнейшем поло-
жение нормализовалось.

3. Еще проблема в том, что оформляются
ссылки в различных источниках совершенно по-
разному. Необходимо создать единую базу дан-
ных всех ссылок. Итогом создания такой базы
данных цитируемой и цитирующей литературы
станет их выверка и создание системы поиска
публикаций по различным параметрам. Результа-
том поиска будет не только искомая публикация,
но и список цитируемых и цитирующих ее работ.
Это еще один аспект развития информационно-
поисковых систем.

4. Значение имеет доступность журналов, и
здесь мы, в который раз, отмечаем необходимость
полноценного присутствия журналов в Интерне-
те. В связи с этим мы призываем открыть доступ
ко всем российским журналам. Кстати, многие из
ведомственных журналов, а также журналы вузов
в Интернете присутствуют. Есть среди них и вы-
сокорейтинговые журналы: УФН, “Акустиче-
ский журнал”, журналы издательства Сибирского
отделения РАН, ЖЭТФ, и некоторые другие.

ДИНАМИКА ЦИТИРОВАНИЯ
ПО “АКУСТИЧЕСКОМУ ЖУРНАЛУ”

(ССЫЛКИ НА ВСЕ ИСТОЧНИКИ)

Для изучения процесса цитирования в “Акусти-
ческом журнале” мы взяли в качестве репрезента-
тивных несколько годовых выпусков с 10-летним
промежутком между ними: 1968, 1978, 1988, 1998,
2008 и 2018 гг. По всем этим годам ссылки были
нанесены на шкалу возрастов и затем проанали-
зированы. Результаты, полученные по ссылкам
на любые источники, приведены в табл. 1 и на

рис. 1. Мы видим, что имеется явно выраженный
результат повышения глубины цитирования с по-
явлением Интернета (в широком доступе). Циф-
ры для полупериода жизни и полураспада публи-
каций совпадают.

ДИНАМИКА ЦИТИРОВАНИЯ
ПО “АКУСТИЧЕСКОМУ ЖУРНАЛУ” 

(ССЫЛКИ ТОЛЬКО
НА “АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ”)

Результаты по полупериоду жизни и полураспа-
ду публикаций по ссылкам в “Акустическом жур-
нале” на статьи из него же приведены в табл. 2 и на
рис. 2.

Мы видим, что в самом “Акустическом журнале”
ссылок на сам журнал не так уж много. Более то-
го, подавляющее количество ссылок дается на
The Journal of the Acoustical Society of America. Ес-
ли кому-нибудь предложить угадать на основа-
нии списка литературы, в каком журнале опубли-
кована данная статься из АкЖ, то, скорее всего,
будет назван именно этот американский журнал.
Приведем примеры: cтатья [9] (АкЖ, 2018, № 3),
из 18 ссылок 12 даются на J. Acoust. Soc. Am.
В этом же номере в статье [10] из 39 ссылок 16 –
на этот же американский журнал и т.д.

Это нехорошо для “Акустического журнала”,
не соответствует его уровню и, на наш взгляд, го-
ворит лишь о том, что его авторы не заботятся о
репутации журнала. По АкЖ 2019 года мы насчита-
ли не так уж много ссылок на последние два года,
которые и важны для подсчета импакт-фактора
журнала (IF). Редколлегия тоже проявляет терпи-
мость и не принимает достаточных мер к исправ-
лению ситуации. Только в последние пару меся-
цев, как нам кажется, что-то, возможно, меняется,
но пока на уровне деклараций. В то же время ин-
формационная активность в обеспечении науч-
ных работников в области акустики за последние
годы растет: появился в Интернете полный архив
“Акустического журнала”, начала выходить “Сиг-
нальная информация по акустике”. Это должно
отразиться на повышении IF журнала, т.к. именно

Таблица 1. Полупериод жизни и время полураспада публикаций по десятилетним интервалам (по ссылкам на
любые источники)

“Акустический журнал” – год 
анализа

Полупериод жизни
публикаций (гг.)

Время “полураспада
публикаций” (гг.)

2018 13 12.6
2008 15 14.9
1998 10 10.0
1988 7 7.4
1978 6 6.5
1968 6 6.6
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существование журнала послужило отправной
точкой для создания других информационных
продуктов, связанных с ним [11]. Новые продук-
ты не только раздвигают информационные свой-
ства журнала, но и служат лучшему информаци-
онному обеспечению всех работающих в области
акустики. Эти интернет-продукты дают новые
возможности другим акустическим изданиям и
не только для ссылки на АкЖ, а служат, как мы

надеемся, пониманию авторами своего места в
русскоязычном информационном поле акустики.
Авторы получают возможность для более широ-
кого охвата работ, ведущихся в их области, кото-
рые следует изучать и на которые следует ссы-
латься, если ты добросовестный исследователь.

Пассивность в ссылках авторов, видимо, обу-
словлена не только плохим знакомством с рабо-
тами предшественников, но и, видимо, нежела-

Рис. 1. Графики “полураспада публикаций” по “Акустическому журналу” (по ссылкам на любые источники). Точки
показывают количество цитируемых статей с годичным интервалом от года публикации цитирующей статьи, кривая
показывает экспоненциальное убывание цитируемых публикаций, штриховая линия пересекает временную шкалу в
точке, характеризующей период полураспада.
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нием ссылаться на работы коллег, повышать им
рейтинг и конкурентоспособность. Желательно,
чтобы в целях повышения импакт-фактора жур-
нала и приближения его к адекватному уровню,
авторы ссылались хотя бы на себя. Правда, ссыл-
ки на себя не всегда достаточно продуктивны и, в
особо “бойких” случаях, выявляются на уровне
определения публикационной активности автора.

С другой стороны, качество “Акустического
журнала” не вызывает сомнения в научных кру-
гах, печататься в нем престижно, что видно хотя
бы по письмам авторов, обиженных отклонением
их статей.

В связи с этим вот такое предложение для Ред-
коллегии. В журнале есть статьи, в том числе и в
последние годы, посвященные общеакустиче-
ским вопросам. Это и печатавшаяся ранее ин-
формация по новым книгам, которая только не-
давно была возрождена, и статьи по информаци-
онным интернет-продуктам, на которые могли
бы ссылаться все авторы независимо от тематики
и своего отношения к коллегам. Так, например,
каждый, кто воспользовался интернет-архивом,
мог бы давать ссылку на статью в журнале, опи-
сывающую этот проект, именно на статью в жур-
нале, а не на сайт! Это относится также и к статье
о Сигнальной информации. Мы же видим по ста-
тистике посещений страниц этих сайтов, что про-
дуктами активно пользуются акустики, но счита-
ют, что это свалилось с неба, как манна небесная,
а не продукт целенаправленной работы. Вроде
как “наука второго сорта” или вообще не наука.
Такого информационного обеспечения нет в дру-
гих областях физики, а по Козьме Пруткову –
“Поощрение столь же необходимо гениальному
писателю, сколь необходима канифоль смычку
виртуоза”.

Кстати, заметим, что по опыту нескольких на-
ших авторов, регулярно публикующихся в высо-
корейтинговых западных журналах, при отсут-
ствии или малом числе ссылок на эти журналы
поступившая статья отклоняется без рассмотре-
ния по существу.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате анализа пристатейных списков
литературы нами выявлено значительное количе-
ство ошибок, опечаток, неполнота в приводимой
библиографической информации, неправомерное
редактирование оригинальных названий статей,
нарушения унификации в названиях журналов.
Это в первую очередь сказывается на репутации
нашего журнала как строгого научного издания,
во-вторых, из-за потери информации приводит к
уменьшению индексов цитирования конкретных
авторов, в-третьих, снижает импакт-факторы
журналов из-за неправильных ссылок (как на сам
“Акустический журнал”, так и на другие цитиро-
ванные издания). В конце концов, этим мы силь-
но затрудняем поиск цитированных статей для
наших читателей, в том числе и при попытке ис-
пользовать поиск в информационно-поисковых
системах. Почему эти недостатки не замечены ав-
торами, а также редакторами – видимо, из-за пре-
небрежения этой “несущественной” частью статьи.
При помещении в список литературы статьи из
“Акустического журнала” рекомендуем проводить
проверку по сайту журнала (http://www.akzh.ru/)
[12], а другие русскоязычные источники неплохо
бы проверять на сайте информационной системы
“Акустика” (http://akdata.ru/) [13]. В работе [8] со-
общается, что “мы приводим скан страницы ком-
пании Clarivate Analytics по “Акустическому журна-
лу” (Acoustical Physics) с информацией по импакт-
фактору журнала на 2018 год. Сделай мы с вами на
25 ссылок больше, и импакт-фактор стал бы более
единицы”. “Акустический журнал” давно пере-
рос фиксируемый на сегодня его индекс цитиро-
вания (0.880). Даже по РИНЦ на 2017 г. он равен
1.588. Мы призываем авторов и редакторов АкЖ
тщательнее относиться к работам, помещаемым в
список литературы.

Что касается малого числа ссылок авторами
АкЖ на сам журнал, что мы продемонстрировали
в статье, то приведем дополнительно рассужде-
ния Нобелевского лауреата академика В.Л. Гин-
збурга [14]. В своем комментарии к статье Соло-
вьева Ю.И. [15], в которой автор объявляет, что

Таблица 2. Полупериод жизни и время полураспада публикаций по десятилетним интервалам (по ссылкам на
АкЖ).

“Акустический журнал” – год 
анализа

Полупериод жизни
публикаций (гг.)

Время “полураспада публикаций” 
по ссылкам на АкЖ (гг.)

2018 6.5 5.6
2008 6.0 5.6
1998 4.7 4.5
1988 3.6 3.6
1978 4.4 3.8
1968 3.6 5.6
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при выборе лауреатов премии “все решили поли-
тические пристрастия”, Виталий Лазаревич пи-
шет, что справедливее искать причину в себе:
“Ландсберг и Мандельштам не разделили пре-
мию с Раманом в первую очередь по вине своих
коллег – советских физиков”, которые, как выяс-
няется, не очень-то выдвигают своих же соотече-
ственников. Вышесказанное можно, как нам ка-
жется, применить и к некоторым авторам АкЖ,
которые не очень-то цитируют публикующий их

журнал. Кстати, отметим, что В.Л. Гинзбург
опубликовал свою работу в первом номере только
начавшего выходить “Акустического журнала”
[16], а последняя его публикация вышла в нашем
журнале в 2005 году [17], незадолго до смерти.
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