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Построены и изучены более 70 топографических профилей 34 крупных лунных морей и бассейнов
с целью получения количественных значений параметров, характеризующих эти образования, вы-
явления закономерностей и особенностей их рельефа. Исследована зависимость абсолютной высо-
ты дна и глубины бассейнов от широты, долготы, размеров и относительного возраста. Абсолютная
высота дна образований на видимом полушарии, как и следовало ожидать, меньше, чем на обрат-
ном полушарии. В долготном направлении заметна тенденция увеличения глубины бассейнов в на-
правлении от центрального меридиана к 180 меридиану (от центра видимого полушария до центра
обратного полушария). Гребни валов на всем протяжении каждого из бассейнов часто имеют раз-
ные высоты. В зависимости от этой разности высот гребня вала выделены три группы бассейнов, от-
личающиеся перепадами высот. Предполагается, что чем больше перепад высот гребней валов, тем
более косым было падение ударника. Корреляции отмеченных выше параметров с относительным
возрастом в данном исследовании не обнаружено. Морфометрические исследования ударных коль-
цевых структур на Луне и их интерпретация позволяют предположить, что в раннюю эпоху эволю-
ции лунной поверхности в период около 4.4–4.0 млрд лет основными ударниками были тела комет-
ной природы из Пояса Койпера или из Облака Оорта.

Ключевые слова: Луна, рельеф, моря, бассейны, абсолютные высоты, перепады высот, относитель-
ный возраст, аномалии Буге
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ВВЕДЕНИЕ
Топография лунных морей и бассейнов обсуж-

далась во многих статьях и книгах (Melosh, 1989;
Spudis, 2005; Head, 2010; Byrne, 2008; 2016; Neu-
mann и др., 2015; Smith и др., 2017). Как известно,
на видимой стороне расположено больше бассей-
нов диаметром более 300 км, чем на обратной сто-
роне (Miljković и др., 2013). Это можно объяснить
различиями в свойствах мишени, в распределе-
нии температуры и пористости (Neumann и др.,
2015; Wieczorek и др., 2013). В настоящей работе
мы подробно рассмотрим количественные харак-
теристики крупных бассейнов и некоторые осо-
бенности их строения и распределения по по-
верхности Луны.

Используя современную цифровую модель ре-
льефа (ЦМР) Луны и программы ArcGIS мы по-
строили топографические профили для 34 круп-
ных лунных морей и бассейнов. Эти профили в
основном построены в двух направлениях: север-
юг и запад-восток. В ряде случаев потребовались
профили в других направлениях. Наиболее точ-

ная трехмерная ЦМР рельефа Луны создана на
основе объединенных данных лазерного альти-
метра (LOLA) космического аппарата Lunar Re-
connaissance Orbiter (LRO) и стереоскопических
данных японского аппарата Кагуя, при горизон-
тальном разрешении 512 пикселей на градус (∼60 м
на экваторе) имеет точность по вертикали ∼3–4 м
(Barker и др., 2016). Для глобальной характеристи-
ки топографии лунных морей и крупных бассей-
нов мы использовали ЦМР с меньшим горизон-
тальным разрешением 118 м на пиксель (Scholten
и др., 2012). Фрагмент ЦМР на район Моря Во-
сточного и его окрестностей приведен на рис. 1.
Средний уровень поверхности Луны принят рав-
ным 1737.4 км. По этим данным ранее были со-
ставлены Гипсометрическая карта Луны (Гриша-
кина и др., 2014) и Обзорная карта Луны (Гришаки-
на и др., 2018), которые использовались в данном
случае для контроля построения профилей.

Возраст образований лунной поверхности
обычно определяют по изотопному отношению в
породах. На Луне выделяют следующие периоды
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при переходе от старых форм рельефа к молодым
(Wilhelms и др., 1978): до Нектарианский (pre-Nec-
tarian Period), Нектарианский (Nectarian Period),
ранний Имбрийский (Early Imbrian Period), позд-
ний Имбрийский (Late Imbrian Period), Эрато-
сфеновский (Eratosphenian Period) и Коперни-
ковский (Copernican Period). Поскольку с обрат-
ной стороны Луны образцы породы не были пока
доставлены, оценка возраста событий может быть
определена по отношению к возрасту образова-
ний на видимой стороне. Образования обратной
стороны, которые моложе, чем Бассейн Моря Во-
сточного относятся к Поздне-Имбрийскому пе-
риоду, Эратосфеновскому или Коперниковскому
периодам в зависимости от степени разрушенно-
сти этих образований и от количества наложен-
ных на них кратеров. Наличие лучевых систем у
кратеров свидетельствует о более позднем их
формировании.

Менее точная оценка возраста образования
определяется по подсчету плотности кратеров и
используется для определения времени бомбар-
дировки. Так, например, для того, чтобы оценить
последовательность формирования ударных бас-
сейнов и морей, Фассет с соавторами (Fasset и др.,
2012) использовали топографию LOLA LRO для
определения количества наложенных ударных
кратеров для 30-ти лунных бассейнов диаметром
более 300 км. Бирн (Byrne, 2016) в своем каталоге
предложил использовать последовательные но-
мера как свидетельство относительного возраста
72 лунных ударных объектов. В его каталоге но-
мера от 1 до 44 относятся к до-Нектарскому пери-
оду, от 45 до 65 – к Нектарскому периоду, от 66 до
69 – к раннему Имбрийскому периоду и, нако-
нец, числа от 70 до 72 соответствуют позднему
Имбрийскому периоду. На рис. 2 показана карта
исследуемых нами образований с указанием но-

меров Бирна, характеризующих последователь-
ность их формирования. Исследованы все моря и
бассейны, имеющие округлую форму, диаметром
более 300 км, а также хорошо сохранившиеся
структуры диаметром 200 км и более. Обзорная
карта Луны (Гришакина и др., 2018) использована
в качестве основы рис. 2.

В табл. 1 нами проведено сравнение периодов
образования (последовательного возраста) лунных
бассейнов в работах (Fasset и др., 2012) и (Byrne,
2016). Последовательность образования бассей-
нов отличается в двух работах. Для корреляцион-
ного анализа возрастных особенностей бассейнов
мы использовали в дальнейшем данные Бирна
(Byrne, 2016), как более полные.

ХАРАКТЕРИСТИКА НЕКОТОРЫХ 
ПРОФИЛЕЙ БАССЕЙНОВ И МОРЕЙ ЛУНЫ. 

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЙ
Детальный профиль гигантского бассейна

Южный полюс‒Эйткен в направлении север-юг,
вдоль меридиана 180° (рис. 3а) показал значи-
тельный перепад высот: от +6 до –8 км (Чуйкова
и др., 2019). Новые профили этого древнего бас-
сейна диаметром более 2500 км, построены нами
в направлении запад-восток вдоль параллели 56°
(рис. 3б).

Образования, сформированные на дне бассей-
на в результате последующих ударных процессов,
имеют ассиметричные склоны в соответствии с
рельефом дна бассейна (рис. 3а, 3б). По мнению
Мелоша и его соавторов (Melosh и др., 2017) при
образовании самого крупного бассейна Луны бы-
ла вскрыта верхняя мантия Луны и большое ко-
личество этого материала отложено на склонах
гигантского образования. В отличие от ряда ра-
бот, признающих происхождение бассейна в ре-

Рис. 1. Пример ЦМР на район Моря Восточного и его окрестностей. Линиями отмечены направления построения
профилей.
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зультате падения крупного астероида в работе
(Шевченко и др., 2007) сделан вывод о том, что
уникальные особенности природы бассейна мог-
ли быть обусловлены необычным формировани-
ем бассейна в результате воздействия тела комет-
ного типа. Интересно, что кратеры в бассейне
Южный полюс–Эйткен оказались менее разру-
шенными, чем те, которые находятся в области
морей. Террасы на внутренних склонах этих кра-
теров, также менее деградированы (Родионова,
Козлова, 2000). Ученые Бэйлорского университе-
та в США обнаружили в районе крупнейшего бас-

сейна Луны гравитационную аномалию. По мне-
нию астрономов, она может представлять собой
остатки металлического астероида. Еще одним
объяснением является вулканическая активность.
В лунной мантии содержится высокая концентра-
ция оксидов титана, которая при остывании излив-
шейся магмы могла сосредоточиться под бассей-
ном Южный полюс‒Эйткен.

На профилях бассейна Аполлон диаметром
524 км (рис. 4), расположенном внутри бассейна
Южный полюс‒Эйткен, видно, что северный
гребень расположен выше южного на 4.5 км. Во-

Рис. 2. Последовательные номера, присвоенные Бирном (Byrne, 2016) морям и крупным бассейнам.
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Таблица 1. Сравнительная таблица определения последовательного возраста

PN – до Нектарианский период, N – Нектарианский период, I – Ибрийский период.

Название бассейна Фассет Бирн Название бассейна Фассет Бирн

ЮПЭ PN 3 Фрейндлих–Шаронов PN/N 37
Кулон–Сартон PN 11 Нектара N 45
Дирихле–Джексон PN 10 Королев N/PN 50
Крюгер–Сирсалис PN 9 Менделеев N/PN 51
Смита PN 14 Герцшпрунг N/PN 53
Шиллер–Цукки PN 13 Гримальди N/PN 43
Амундсен–Гансвиндт PN 15 Мендель–Ридберг N/PN 46
Пуанкаре PN 22 Москвы N 48
Лоренц PN 19 Кризисов N 55
Фицджеральд–Джексон PN 21 Влажности N 54
Биркхоф PN 32 Гумбольдта N 56
Мечты PN 29 Дождей I 66
Ясности PN 36 Шредингер I 68
Аполлон PN/N 41 Восточное I 69
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сточный гребень Аполлона отличается от запад-
ного на 6 км. Абсолютная высота дна бассейна со-
ответствует отметке –5.5 км. Над дном бассейна
возвышается частично сохранившееся внутрен-
нее кольцо, высотой около 2 км. Большое отли-
чие в высотах гребня бассейна объясняется его

расположением на внутреннем склоне гигантско-
го бассейна Южный полюс‒Эйткен.

На рис. 5 представлены профили бассейна Ко-
ролев диаметром 423 км. Северный гребень нахо-
дится на отметке 8.6 км, а южный на отметке 8.0 км,
западный вал отличается от восточного на 0.8 км.

Рис. 3. (а) Профиль бассейна Южный полюс–Эйткен, построенный для южного полушария вдоль меридиана 180°.
(б) Профиль бассейна Южный полюс–Эйткен, построенный вдоль параллели 56° S.
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Внутреннее кольцо бассейна сильно разрушено и
прослеживается только частично, возвышаясь
над дном бассейна на 1–2 км.

В отличие от Королева в бассейне Герцшпрунг
диаметром 536 км (рис. 6) хорошо прослеживает-
ся внутреннее кольцо, возвышающееся над дном
на 3.5 км. Склоны бассейна асимметричны. Греб-
ни северного и южного валов находятся на одина-
ковой отметке 6.3 км. В то время, как разница в

высотах западного и восточного гребней состав-
ляет около 3 км.

Бассейн Моря Москвы представляет особый
интерес, поскольку является трехкольцевым об-
разованием с асимметричными склонами и самой
тонкой корой в основании. Внутреннее кольцо,
вероятно, представляет собой материал, подня-
тый и обнаженный из глубины (Head, 2010). Дан-
ные прибора М3 КА “Чандрайаан-1” выявили

Рис. 5. Профили бассейна Королев.
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весьма необычные типы горных пород в пределах
бассейна Моря Москвы (Pieters и др., 2011).

На профиле Моря Москвы (рис. 7) в направле-
нии север/юг, видно, что северный склон более
крутой. На менее крутом южном склоне возвыша-
ются три гребня с отметками 0.4, 3.0 и 4.0 км. Таким
образом, южный внутренний склон бассейна
представлен тремя гребнями, возвышающимися
над дном на 3, 6 и 8 км, в то время как северный
склон представлен гребнями высотой 3.2 и 4.3 км.
Дно бассейна, наклоненное к югу, находится на
отметке минус 3.2 км. Западный склон менее кру-
той, чем восточный. Внешний западный гребень
находится на отметке 4.2 км, как и более крутой
восточный гребень. Таким образом, перепад вы-
сот в бассейне (глубина Моря Москвы) составля-
ет около 8 км.

Многокольцевой бассейн Моря Восточного
представлен на профилях рис. 8. Наивысшие от-
метки гребней северного склона составляют 3.5,
3, 1.7 км, в то время как южного склона 5, 4.4,
3.2 км и несколько гребней, расположенных ниже
1 км. Наблюдается в среднем разница в 1 км. Са-
мая низкая отметка дна – 2.9 км. На западном
склоне наивысшие отметки гребней составляют:
7.3, 5.2 км и несколько гребней ниже 1 км, а на во-
сточном: 3.2, 2.2 км и ниже 1 км. Таким образом,
в отличие от направления север/юг восточный
склон бассейна Моря Восточного на 4 км ниже
западного.

Бассейн Моря Кризисов вытянут в направле-
нии запад/восток, поэтому профили в направле-
нии север/юг и запад/восток отличаются (рис. 9).
Абсолютная отметка дна Моря Кризисов состав-

ляет –3.6 км. Северный гребень вала, находится
на отметке 1.8 км, в то время как сложный южный
гребень вала на отметке от минус 0.7 км до плюс
0.4 км. Разница в высотах гребня составляет око-
ло 2 км. Несколько гребней можно видеть на за-
падном и восточном склонах. Восточный вал раз-
рушен и его гребни расположены на отметках от
минус 0.5 км до плюс 2 км. Максимальный пере-
пад высот в Море Кризисов составляет 5.5 км.

Средняя отметка дна Моря Смита (рис. 10) со-
ставляет –3.6 км. Северный гребень вала находится
ниже западного на 1.5 км, ниже южного на 0.3 км.
Максимальный перепад высот в Море Смита со-
ставляет около 5 км.

Профили бассейна Моря Нектара (рис. 11) в
направлении север/юг выглядят симметричны-
ми, в то время, как в направлении запад/восток
асимметричными. Дно бассейна находится на от-
метке –2.7 км. Северный и южный гребни распо-
ложены на высоте около 1 км, а западный и во-
сточный гребни отличаются по высоте на 2.5 км.
На внутреннем склоне западного вала отчетливо
видны два гребня, составляющие сброс Алтай, а
на восточном три гребня ‒ Пиренеи. Как и следо-
вало ожидать, профили морей видимой стороны
(рис. 9–11) отличаются от профилей бассейнов
обратной стороны (рис. 3–8) более ровной по-
верхностью дна.

Наше исследование показывает, что в зависи-
мости от разности высот гребня вала (^h) можно
составить три группы крупных бассейнов и морей: 1 –
с разницей в высоте гребней от 6 до 2.9 км; 2 – от 2.2
до 1.5 км; 3 – менее 1.2 км (табл. 2). Этот параметр
введен нами, по-видимому, впервые. В первую и

Рис. 7. Профили Моря Москвы.
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вторую группы попали как до-нектарианского,
нектарианского, так и имбрийского возраста бас-
сейны, причем последовательность номеров Бир-
на не зависит от перепада высот гребней. В тре-
тьей группе не оказалось бассейнов имбрийского
периода, а последовательные номера встречаются
как до-нектарианского, так и нектарианского пе-
риодов. Выявлена слабая зависимость (r = 0.15)
перепада высот гребня вала от последовательных
номеров Бирна.

Можно предположить, что бассейны первой
группы сформировались при более низких углах
падения ударников, образовавших бассейны, чем
остальные.

В табл. 3 приведены названия исследованных
нами морей и бассейнов, координаты, диаметры,
абсолютная высота дна, величина аномалий Буге
(Neumann и др., 2015) и последовательные номера
Бирна (Byrne, 2016), соответствующие относи-
тельному возрасту образований, среднее значе-

Рис. 8. Профили бассейна Море Восточное.
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Рис. 9. Профили Моря Кризисов.
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ние разницы в высотах гребня вала, среднее значе-
ние глубины исследуемого образования, а также
отношение глубины к диаметру.

Нами исследована зависимость параметров,
приведенных в табл. 3, от широты (рис. 12а, 12б),
долготы (рис. 13, 14), диаметров (рис. 15, 16) и по-
следовательных номеров Бирна (Byrne, 2016), от-
меченных на рисунках номерами. Звездочкой
обозначено Море Спокойствия, которого не ока-
залось в таблице Бирна. Ромбиками показаны
моря видимой стороны, кружками – бассейны
обратной стороны.

На разных широтах можно видеть отрицатель-
ные и положительные значения абсолютных высот
дна, глубин бассейнов, а также разные последова-
тельные номера Бирна. Коэффициент корреляции
абсолютной высоты дна морей и бассейнов от ши-
роты для всей Луны (рис. 12а) составляет r = –0.27
(слабая обратная корреляция). Если же отдельно
рассматривать видимое (r = –0.57) и обратное по-
лушария (r = 0.45), то наблюдается заметная об-
ратная и умеренная положительная корреляции.
Для рис. 12б характерна слабая обратная корреля-
ция (r = –0.26).

Рис. 10. Профили Моря Смита.
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Рис. 11. Профили Моря Нектара.
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На видимой стороне Луны абсолютная высота
дна систематически меньше, чем на обратной
стороне. Это можно объяснить тем, что толщина
коры на видимой стороне меньше, чем на обрат-
ной стороне, а также тем, что бассейны морей за-
литы лавой. Коэффициент корреляции абсолют-
ной высоты дна бассейнов от долготы (r = –0.23)
свидетельствует о слабой отрицательной корре-
ляции (рис. 13).

Глубина в бассейнах видимой стороны Луны
систематически меньше, чем бассейнов обратной
стоны, как и следовало ожидать. На рис. 14 видно,
что глубина исследованных структур системати-
чески увеличивается от центра видимой стороны
к центру обратной стороны. Если рассматривать
отдельно восточное и западное полушария на
рис. 14, то наблюдается заметная прямая связь
(r = 0.69) для восточного полушария и и отрица-
тельная высокая связь для западного полушария
(r = –0.74). Другими словами с увеличением дол-
готы по абсолютной величине увеличивается глу-
бина бассейнов. Зависимости относительного
возраста бассейнов от широты и долготы не обна-
ружено.

Прослеживается зависимость аномалий Буге
от диаметров. На графике рис. 15 хорошо видно,
что меньшие значения аномалий Буге в целом ха-
рактерны для обратной стороны Луны. Наблюда-
ется умеренная корреляция зависимости анома-
лий Буге от диаметров бассейнов (r = 0.32) и сла-
бая корреляция (r = 0.14) между глубиной и
диаметром бассейнов. Море Дождей, Море Спо-
койствия и бассейн Южный полюс-Эйткен выпа-
дают из общей зависимости. Увеличение значе-
ний аномалий Буге от диаметров ранее было от-
мечено в работах (Melosh и др., 2013; Neumann
и др., 2015; Byrne 2016). Основными параметрами,
управляющими гравитационными характеристи-

ками масконов, являются энергия удара, тепло-
вой градиент Луны в момент удара, толщина коры
и степень вулканического заполнения (Melosh
и др., 2013).

Глубина морей и бассейнов с увеличением
диаметров увеличивается как на видимом, так и
на обратном полушариях. На обратном полуша-
рии Луны глубина бассейнов больше, чем на ви-
димом полушарии. Отношение глубины к диа-
метру (табл. 3) для бассейнов до-нектарианского
периода с увеличением возраста увеличивается, а
для нектарианского периода уменьшается. Одна-
ко наибольшая разница наблюдается между ви-
димой (где d/D изменяется от 0.001 до 0.10) и об-
ратной (где d/D от 0.003 до 0.037) сторонами.

РОЛЬ КОЛЬЦЕВЫХ МЕГАОБРАЗОВАНИЙ
В ИСТОРИИ ЛУНЫ

Лунная поверхность является лучшим архивом,
сохранившим многие следы ударных процессов в
Солнечной системе за последние 4.5 млрд лет. На
Луне ударные образования, возникшие в разные
периоды истории, сохраняются лучше, чем на по-
верхности более сложных планет, таких как Земля,
Марс и Венера, которые в значительной степени
утеряли древние свидетельства истории Солнеч-
ной системы в результате эндогенной переработ-
ки рельефа, а также в результате гидросферного
или атмосферного выветривания. Изучение удар-
ных структур на Луне позволяет в конечном итоге
приходить к определению родительских тел удар-
ных структур, которые в разные эпохи могли
иметь различную природу.

Наибольший интерес представляет рекон-
струкция ударных процессов в самой ранней ис-
тории формирования лунной поверхности. По
современным представлениям после выделения и

Таблица 2. Три группы бассейнов, отличающихся разницей в высотах гребней

Название ^h SN Название ^h SN Название ^h SN

Аполлон 6.0 41 Дождей 2.2 66 Мендель–Ридберг 1.2 46
Влажности 4.3 54 Биркхоф 2.2 32 Королев 1.1 50
Нектара 4.2 45 Крюгер–Сирсалис 2.2 9 Планк 1.1 52
Восточное 4.1 69 Спокойствия 2.0 * Изобилия 1.0 6
ЮПЭ 4.0 3 Гримальди 2.0 43 Облаков 1.0 16
Милн 3.5 42 Лоренц 2.0 19 Шиллер–Цукки 1.0 13
Кулон–Сартон 3.5 11 Фрейндлих–Шаронов 1.8 37 Бальмер–Каптейн 0.7 8
Мечты 3.2 29 Герцшпрунг 1.8 53 Гумбольдта 0.7 56
Гагарин 2.9 30 Килер–Хевисайд 1.7 38 Москвы 0.4 48
Шредингер 2.9 68 Пуанкаре 1.7 22 Смита 0.3 14

Менделеев 1.5 51 Ясности 0.1 36
Дирихле– Джексон 1.5 10
Вегенер–Уинлокк 1.5 23
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окончательного отвердения лунной коры, Луна
подверглась интенсивной бомбардировке, в ре-
зультате которой образовалось сохранившихся до
настоящего времени от 30 до 40 ударных кольце-
вых структур диаметром от 300 км и более (Tartèse
и др., 2019). На последующих этапах эволюции
лунной поверхности часть этих кольцевых образо-
ваний в процессе эндогенной активности была за-

полнена базальтовыми лавами, превратившись в
лунные моря. В результате возраст возникновения
большинства из этих кольцевых структур точно не
известен. По общему мнению, наиболее древним
образованием является бассейн Южный полюс–
Эйткен. По результатам кратерной статистики и
данным о возрасте образцов, определенном по от-
ношению 40Ar/39Ar, в предположении, что эти

Таблица 3. Параметры морей и бассейнов

Название Шир. ° Долг. ° Диам.,
км

Абс. H дна,
км

Аном. Буге,
мГал SN ^h

Глуб.
d, км d/D

ВИДИМОЕ ПОЛУШАРИЕ ЛУНЫ
Море Дождей 38 –19 1312 –2.5 375 66 2.2 1.5 0.001
Море Ясности 27 20 696 –2.7 450 36 0.1 2.0 0.003
Море Кризисов 17 59 740 –3.8 598 55 2.0 5.0 0.007
Море Гумбольдта 58 83 608 –4.4 482 56 0.7 3.5 0.006
Море Спокойствия 8 31 875 –1.5 –200 – 2.0 2.5 0.003
Море Изобилия –2 52 660 –2.2 205 6 1.0 1.9 0.003
Море Смита –2 87 820 –3.6 494 14 0.3 4.5 0.006
Море Восточное –20 –95 960 –2.5 720 69 4.1 8.5 0.009
Гримальди –5 –68 431 –1.8 431 43 2.0 2.9 0.007
Крюгер–Сирсалис –17 –67 628 –1.3 331 9 2.2 2.8 0.004
Море Влажности –24 –39 800 –2.2 450 54 4.3 2.8 0.004
Море Облаков –18 –15 712 –2.3 81 16 1.0 1.8 0.003
Море Нектара –14 34 840 –3.2 514 45 4.2 5.5 0.007
Мендель–Ридберг –5 –94 572 –2.8 572 46 1.2 5.5 0.010
Балмер–Каптейн –16 70 288 –1.3 192 8 0.7 1.2 0.004

ОБРАТНОЕ ПОЛУШАРИЕ ЛУНЫ
Море Москвы 26 147 368 –3.5 632 48 0.4 7.5 0.020
Менделеев 5 141 304 –1.2 159 51 1.5 6.0 0.020
Фрейндлих–Шаронов 18 176 564 –2.5 528 37 1.8 6.5 0.020
Биркгоф 59 –147 292 –0.8 90 32 2.2 4.5 0.015
Кулон–Сартон 52 121 700 –2.0 391 11 3.5 5.5 0.008
Вегенер–Уинлокк 40 –108 184 –1.5 37 23 1.5 3.5 0.019
Лоренц 33 –97 336 –1.5 240 19 2.0 4.5 0.013
Дирихле–Джексон 13 –158 384 4.0 189 10 1.5 4.5 0.012
Герцшпрунг 2 –130 524 0.9 404 53 1.8 6.8 0.013
Килер–Хевисайд –10 156 190 –1.0 5 31 1.7 7.0 0.037
Королeв –5 –157 398 3.2 173 50 1.1 5.7 0.014
Милн –31 113 228 –2.0 195 42 3.5 6.0 0.026
Море Мечты –33 164 292 –3.5 181 29 3.2 6.2 0.021
Аполлон –36 –151 480 –5.5 329 41 6.0 7.5 0.016
Южный полюс–Эйткен –48 –172 2694 –6.0 395 3 4.0 9.0 0.003
Планк –58 136 296 –2.5 167 52 1.1 5.5 0.019
Пуанкаре –57 163 292 –5.0 185 22 1.7 3.5 0.012
Шрeдингер –75 133 298 –4.5 240 68 2.9 6.0 0.020
Гагарин –20 150 232 0.3 43 30 2.9 6.2 0.026
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фрагменты относятся к внутренней части бассей-
на, формирование структуры Южный полюс–
Эйткен датируется временем 4.25–4.33 млрд лет
назад.

Одним из указаний на то, что ударник, в ре-
зультате падения которого возникло кольцевое
образование Южный полюс–Эйткен, принадле-
жал, по-видимому, к иной популяции, служит за-
висимость аномалий Буге от диаметров структур,
приведенная на рис. 15. Другим указанием на
аномальную природу происхождения бассейна
Южный полюс–Эйткен служит характер зависи-
мости глубины экскавации при образовании
кольцевой структуры от диаметра первичной де-
прессии, приведенный на рис. 17.

На рис. 17 приведена зависимость глубины
экскавации при ударном образовании кольцевых
структур диаметром от 200 до 500 км (1) по дан-

ным из работы (Wieczorek, Phillips, 1999). Бассейн
Южный полюс–Эйткен по данным тех же авто-
ров в системе приводимой зависимости имеет
обособленное положение (2).

В ГАИШ МГУ были выполнены исследования
мегарельефа обратного полушария с целью ре-
конструкции самого внешнего кольца бассейна
(Шевченко и др., 2007; Pugacheva и др., 2008). Вы-
яснилось, что внешнее кольцо бассейна просле-
живается по системе возвышенностей в северо-
западной, северной, северо-восточной и восточ-
ной части кольцевой структуры. Основным выво-
дом из анализа полученной рельефной модели
является выделение кольца положительных форм
рельефа, которые с большой долей вероятности
соответствуют положению и размерам первона-
чального внешнего кольца сложной структуры
бассейна. Наиболее сохранившиеся формы пер-

Рис. 12. Графики зависимости: (а) абсолютной высоты дна от широты; (б) глубины от широты. Ромбиками показаны
бассейны видимой стороны, кружочками – бассейны обратной стороны Луны.
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воначальной структуры содержатся в северо-за-
падном и северо-восточном сегментах кольца.
Хребтовая часть образования, располагающаяся
между районом кратера Циолковский и южной
окраиной впадины Моря Москвы, достигает в
своей наиболее возвышенной части около +3 км.
Северо-восточный сегмент включает хребтовые
участки с высотами до +7…+8 км в области от
района бассейна Королeв до района западной
окраины внутренней впадины Моря Восточного.
Предполагая наличие некоторой круговой сим-
метрии первоначальной структуры внешнего
кольца бассейна, можно оценить параметры об-

щих размеров этого уникального по величине
лунного образования. Если принять в качестве
условной внешней границы образования средин-
ную область протяженных хребтов, диаметр обра-
зования в среднем можно оценить величиной
около 3500 км (Шевченко и др., 2007). Этим дан-
ным на рис. 17 соответствует еще более аномальное
положение бассейна Южный полюс–Эйткен (3).

В ГАИШ МГУ также был проведен комплекс-
ный анализ особенностей распределения в преде-
лах бассейна Южный полюс–Эйткен химического
состава поверхностных пород и рельефа. На ос-
новании комбинированного анализа гипсомет-

Рис. 13. График зависимости абсолютной высоты дна бассейнов от долготы.
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Рис. 14. Зависимость глубины бассейнов от долготы.
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рических данных и химического состава пород на
разных высотных уровнях, были построены эл-
липсы, соответствующие граничным значениям
перепадов высот и содержания железа и тория.
В результате удалось выявить несколько колец,
образующих многокольцевую структуру бассей-
на, и некоторые характеристики падавшего тела.

Схема многокольцевой структуры бассейна пока-
зана на рис. 18.

Уникальной особенностью рассматриваемого
лунного образования является отличие от цен-
трально-круговой симметрии в расположении
внутренних колец бассейна. Подтверждением ре-
альности такой модели строения бассейна явля-

Рис. 15. Зависимость аномалий Буге от диаметров бассейнов.
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Рис. 16. Зависимость глубины бассейнов от диаметров.
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ется систематический четко выраженный сдвиг
центров отдельных колец в одном направлении: к
юго-востоку от центра внешнего кольца. Это на-
правление составляет угол с плоскостью лунного
экватора (или плоскостью эклиптики, что в пер-
вом приближении одно и то же) около 75°. На
рис. 18 это направление указано протяженной
стрелкой.

Если предположить, что обнаруженное сме-
щение центров внутренних депрессий явилось
следствием косого падения тела, образовавшего
бассейн Южный полюс–Эйткен, то не исключе-
но, что указанное направление можно интерпре-
тировать как след траектории движения упавшего
небесного тела непосредственно перед контактом
с лунной поверхностью. Не вдаваясь в подробно-
сти моделирования самого ударного процесса,
можно указать на два достоверных факта. Гипоте-
тический ударник двигался по траектории (или
орбите) почти нормально ориентированной к
плоскости эклиптики. Из известных нам к насто-
ящему времени крупных объектов Солнечной си-
стемы такими орбитами обладают долгопериоди-
ческие кометы или объекты Пояса Койпера, что,
возможно, одно и то же. Поскольку астероиды
или планетезимали прошлого имели орбиты,
близкие к плоскости эклиптики (или к плоскости
допланетного диска), это в значительной степени
уменьшает вероятность ударного образования
данного бассейна в результате падения таких тел.

Другой весьма вероятной особенностью гипо-
тетического ударника является его малая плот-

ность. Несмотря на то, что перепад высот в бас-
сейне Южный полюс–Эйткен достигает значи-
тельной величины в отдельных точках, первичное
глубинное проникновение этой структуры ока-
зывается относительно небольшим с учетом гро-
мадных размеров всего образования.

На рис. 19 показан профиль кольцевой струк-
туры вдоль меридиана 180°, представленный вы-
ше на рис. 3а, в который вписан эллипс правиль-
ной формы.

На рис. 20 приведен профиль, показанный вы-
ше на рис. 3б, в который вписан эллипс правиль-
ной формы. Этот профиль пересекает бассейн
Южный полюс–Эйткен на уровне самого внут-
реннего кольца многокольцевой структуры, рас-
положенного в наиболее низменной части обра-
зования (по параллели –56°).

Согласно рис. 19 и рис. 20 отношение макси-
мальной глубины депрессии к диаметру бассейна
в среднем составляет аномально малую величину
0.003.

По классификации Бирна бассейн Южный
полюс–Эйткен характеризуется числом (номе-
ром) 3. Если воспользоваться данными табл. 3,
отношение “глубина–диаметр” для этой структуры
также составляет весьма малую величину 0.003.
Близкими к бассейну Южный полюс–Эйткен по
этой характеристике структурами являются ука-
занные в табл. 3 бассейны Балмер–Каптейн (чис-
ло Бирна равно 8) и Крюгер–Сирсалис (число
Бирна равняется 9). Для этих образований вели-
чина отношения “глубина–диаметр” составляет

Рис. 17. Зависимость глубины экскавации от диаметра первичной депрессии кольцевых структур.
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0.004. На рис. 21 показана зависимость значений
отношения “глубина–диаметр” и чисел (номе-
ров) Бирна для ряда структур, характеристики ко-
торых приведены в табл. 3.

Данные рис. 21 служат подтверждением ре-
зультатов более ранних исследований Бирна (By-
rne, 2005; 2006), в которых содержится прямое
указание на то, что ударник, образовавший бас-

Рис. 18. Схема многокольцевой структуры бассейна Южный полюс–Эйткен, наложенная на карту высот обратного
полушария, построенную в перспективной азимутальной ортографической проекции.
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сейн Южный полюс–Эйткен, относился к иной
популяции тел, нежели ударники, в результате
падения которых возникли другие известные нам
лунные бассейны.

В противоположность этим характеристикам,
используя данные табл. 3, можно привести осо-
бенности бассейнов, согласно классификации
Бирна имеющих более позднее происхождение.
Например, бассейн Аполлон при числе Бирна,
равном 41, характеризуется отношением “глуби-
на–диаметр” 0.016. Такое же отношение “глуби-
на-диаметр”, равное 0.016, имеет бассейн Коро-
лев при числе Бирна, равном 50. Бассейн Менде-
леев согласно данным табл. 3 имеет отношением
“глубина–диаметр” 0.019 при числе Бирна 51.
Бассейн Планк, имеющий такое же значение от-
ношения “глубина–диаметр” – 0.019, характери-
зуется числом Бирна, равным 52. Таким образом,
если график на рис. 21 продолжить в область бо-
лее высоких значений чисел (номеров) Бирна, то
полученная кривая выродится в прямую на уров-

не отношения величин “глубина–диаметр”, рав-
ных 0.016–0.019. Следовательно, эта особенность
приведенной зависимости наглядно показывает,
что образования по своим морфологическим ха-
рактеристикам близкие к кольцевой структуре
Южный полюс–Эйткен сформированы падени-
ем ударников иной природы.

Как было убедительно показано в работах
О’Кифа и Аренса (O’Keef, Arens, 1980; 1982)
уменьшение отношения “глубина-диаметр” в
ударных структурах происходит при прочих рав-
ных условиях в результате уменьшения плотно-
сти вещества ударника.

В своем исследовании Шульц (Schultz, 1997)
также предположил, что низкая плотность удар-
ника может быть одной из причин аномально ма-
лого значения отношения “глубина-диаметр”.
Некоторые вопросы приложения этой теории к
условиям формирования ударных структур на Лу-
не также были изложены в работе Шевченко
(Шевченко, 1999).

Принимая во внимание изложенные данные,
можно предположить что ударник, образовавший
депрессию бассейна Южный полюс–Эйткен так-
же имел невысокую плотность – менее 2 г/см3.

Исходя из рассмотренных двух утверждений,
можно сделать гипотетический вывод, что уни-
кальные особенности природы бассейна Южный
полюс – Эйткен и сходных с ним по морфологии
кольцевых образований могут быть вызваны в ре-
зультате удара тела кометного типа. В то же время
следует обратить внимание, что весьма распро-
странено представление о природе тел пояса
Койпера как ядер неактивных комет большого
размера.

Следует также упомянуть, что на преоблада-
ние объектов из Пояса Койпера или гигантских
кометных тел из Облака Оорта среди основных
типов ударников в предполагаемый период проис-
хождения кольцевой структуры Южный полюс–
Эйкен и схожих с ней мегаструктур было также
указано в ряде исследований (Morbidelli, 1997;

Рис. 20. Профиль бассейна Южный полюс–Эйткен в области внутреннего кольца, с наложением геометрически пра-
вильного профиля.
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1998; Murray, Holman, 1999; Fernandez, Gallardo,
1999; Schmitt, 2001).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На примере бассейнов, не заполненных лавой,

можно видеть, что объекты, относящиеся к более
раннему периоду образования, имеют такую су-
щественную особенность, как значительно мень-
шее отношение первоначальной глубины (глуби-
ны экскавации) к диаметру депрессии.

К наиболее древним образованиям, несомнен-
но, относится бассейн Южный полюс–Эйткен.
Вместе с тем было выявлено определенное число
мегакольцевых образований сходных по морфо-
логии и, вероятно, по времени образования отно-
сящихся к тому же периоду. Это последнее обсто-
ятельство вытекает из классификации Бирна, вы-
раженной системой последовательных номеров
(чисел).

С использованием симулятора ударных про-
цессов на Луне, недавно разработанного Марку-
сом, Мелошем и др. (Marcus и др., 2017), нами бы-
ло проведено поисковое моделирование. При
рассмотрении различных моделей было установ-
лено, что ударные структуры с отношением “глу-
бина-диаметр” в пределах 0.003–0.005 образуются
при падении на Луну ударников ледяного состава
(модельная плотность вещества принималась
равной 1.0 г/см3) со скоростью 60 км/с.

Таким образом, выполненные морфометриче-
ские исследования ударных кольцевых структур
на Луне и их интерпретация позволяют предпо-
ложить, что в раннюю эпоху эволюции лунной
поверхности в период около 4.4–4.0 млрд лет ос-
новными ударниками были тела кометной при-
роды из Пояса Койпера или из Облака Оорта.
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Большая часть (85%) транзитных экзопланет обнаружена космическим телескопом Kepler. И только
примерно у 15% из них известна масса, измеренная преимущественно методом лучевых скоростей.
Массу экзопланеты возможно оценить по ее радиусу, исходя из статистических зависимостей по на-
блюдательным данным, хотя нет однозначной зависимости между массой и радиусом планет. Вы-
численные массы по четырем статистическим зависимостям массы от радиуса (Bashi и др., 2017;
Chen и Kipping, 2017; Ning и др., 2018, и выведенная “Averaged”) для экзопланет, массы которых не
известны, были добавлены в распределение с известными массами. Проведено исследование полу-
ченных таким образом распределений транзитных экзопланет по массе с учетом эффекта наблю-
дательной селекции транзитного метода. Распределения аппроксимируются степенным законом
∂N/∂M ~ Mα, α < 0, где показатель степени α был определен методом максимального правдоподо-
бия для выборок с использованием четырех зависимостей масса-радиус: –2.12 ± 0.03, –2.09 ± 0.03,
–1.94 ± 0.03, –2.27 ± 0.04. Кроме того, для одного из этих распределений найдены параметры сте-
пенного закона, показатель степени в котором различается на трех интервалах (с границами 0.025,
0.28, 1.35 масс Юпитера): –1.99, –0.62, –2.88. Дополнительно делается вывод об отсутствии доказа-
тельства зависимости между массой экзопланеты и ее средним расстоянием до родительской звезды
(структурирования внутри планетных систем) на расстояниях до 1 а. е., а также исследуется зависи-
мость показателя степени α от рассматриваемого интервала по массе. Приведенные выше результа-
ты были получены для экзопланет, обнаруженных космическими телескопами Kepler и TESS (со-
ставляющие группу 1). Массы остальных транзитных экзопланет, обнаруженных преимущественно
наземными инструментами (группа 2), были известны. Для этой группы показатель степени α оце-
нен как –2.21 ± 0.04. Полученные результаты в целом согласуется с результатами из предшествую-
щих статистических и теоретических исследований. Ключевой идей работы является применение
модельных зависимостей массы от радиуса экзопланет для исследования распределения экзопланет
по массе по актуальным наблюдательным данным.

Ключевые слова: экзопланеты, транзитный метод, распределение по массе, зависимость масса-ра-
диус, статистическое исследование
DOI: 10.31857/S0320930X21030099

ВВЕДЕНИЕ

С ростом количества обнаруженных экзопла-
нет появилась возможность статистического ис-
следования характеристик экзопланет (массы и
радиуса, орбитальных параметров и др.). Стати-
стика экзопланет важна для сравнительной пла-
нетологии и для верификации теоретических мо-
делей формирования и эволюции планетных си-

стем (например, модель популяционного синтеза
Mordasini, 2018).

Масса является одним из основных парамет-
ров, характеризующих экзопланету, наряду с ра-
диусом и с орбитальными параметрами. Табл. 1
резюмирует найденные публикации по исследо-
ванию распределений масс экзопланет. Авторами
этих публикаций в качестве закона распределе-
ния экзопланет по массе был предложен степен-
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ной закон с отрицательным показателем степени
α: ∂N/∂M ~ Mα, α < 0, который различается как по
годам исследования, так и по интервалам масс.

В первых работах (табл. 1) распределения эк-
зопланет по массе определяли по проективной
массе Msin(i), где i – угол наклона нормали плос-
кости орбиты планеты к направлению на наблю-
дателя. Характеристика M/(Msin(i)) в табл. 1 по-
казывает оценку, соответственно, по истинным
массам M или по проективным массам Msin(i).
При анализе существенно неоднородных данных
наблюдений авторы некоторых публикаций учи-
тывали наблюдательную селекцию, обусловлен-
ную особенностями инструментов обнаружения и
наблюдательных программ. В последнем столбце
таблицы отмечено указание авторов соответству-
ющей публикации по проведению регуляризации
наблюдательных и архивных данных и учета на-
блюдательной селекции.

Из серии первых публикаций (Marcy и др.,
2005; Butler и др., 2006; Cumming и др., 2008; How-
ard и др., 2010), исследовавших распределение эк-
зопланет по проективным массам (полученных
методом лучевых скоростей), видно, что показатель
степени уменьшается в хронологическом порядке
приблизительно от –1 до –1.5, что, вероятно, объ-
ясняется анализом все более возрастающего чис-
ла экзопланет и более тщательной отстройкой от
наблюдательной селекции.

В работах (Иванова и др., 2019; Ananyeva и др.,
2020; Ананьева и др., 2020) была оценена законо-
мерность распределения по истинной массе тран-
зитных экзопланет с рассмотрением и коррекцией
двух факторов наблюдательной селекции: фактора
“измеренности массы” (для учета планет с неиз-
вестной массой) и фактора “вероятности транзит-

ной конфигурации1”, учитывающего вероятность
обнаружения транзитных экзопланет. Было по-
лучено распределение по массам, которое при-
близительно описывается законом ∂N/∂M ~ M–2 и
не варьируется в зависимости от спектрального
класса родительских звезд (рассмотрены спек-
тральные классы F, G, K и М2). Степенные зако-
ны, обобщенно, без деления на спектральные
классы родительских звезд, и по отдельности, с
делением на спектральные классы (F, G, K и М),
были получены аппроксимацией соответствую-
щих гистограмм методом наименьших квадратов.
Достоверность аппроксимации проверяли тестом
Колмогорова-Смирнова.

В работе (Ananyeva и др., 2020) проведено срав-
нение найденной закономерности закона распре-
деления экзопланет по массам с соответствующим
модельным распределением (Mordasini, 2018), по-
лученным методом популяционного синтеза (англ.
planetary population synthesis). В результате моде-
лирования (Mordasini, 2018) было получено рас-
пределение экзопланет по массе, различное в
трех массовых интервалах: в двух интервалах (ме-
нее 30ME ≈ 0.1MJ и свыше 5MJ) описывается зако-
ном ∂N/∂M ~ M–2

, а в среднем интервале 0.1–5 MJ –
законом ∂N/∂M ~ M–1. При сравнении распреде-
лений по массам транзитных планет, полученных
из Архива экзопланет (NASA Exoplanet Archive,
2019) и скорректированных для ослабления эф-

1 Т.е. такого взаимного положения наблюдателя и плоско-
сти орбиты экзопланеты, при котором возможно наблю-
дать транзит – прохождение экзопланеты по диску роди-
тельской звезды.

2 По спектральному классу М данные по распределению
масс получены из анализа данных лучевых скоростей (Tu-
omi и др., 2019).

Таблица 1. Характеристики распределений экзопланет по массам (по некоторым публикациям)

* Здесь и далее: MJ, RJ – масса и радиус Юпитера, ME, RE – масса и радиус Земли.

Источник
Показатель степени α 

в ∂N/∂M ~ Mα M/(Msin(i))
Диапазон

масс, 

Количество планет 
(наблюдательная программа)

Учет наблюдательной 
селекции

Marcy и др., 2005 –1.05

Msin(i)

0.02–15 104 –

Butler и др., 2006 –1.16 <15 167 –

Cumming и др., 2008 –1.31 ± 0.2 >0.3 182 Учет полноты обзора

Howard и др., 2010 –1.48+0.12/–0.14
0.01–3.15 166

Иванова и др., 2019;
Ananyeva и др., 2020;
Ананьева и др., 2020

–2.12 ± 0.12

M

0.02–13 328 (Kepler) Учет полноты обзора: разде-
ление на две инструмен-
тальные группы; учет 
измеренности масс, учет 
вероятности транзитной 
конфигурации

–1.9 ± 0.06 0.68–13 210 (Наземные наблюдатель-
ные программы и CoRoT)

Mordasini, 2018
–1 0.09–5 (Моделирование методом популяционного синтеза)

–2 <0.09, >5

J*M
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фектов наблюдательной селекции (Иванова и др.,
2019; Ananyeva и др., 2020, Ананьева и др., 2020), с
результатами (Mordasini, 2018) было отмечено,
что распределения по массам имеют одинаковую
тенденцию. Расхождение в среднем интервале
масс было объяснено недостатком обнаруженных
к настоящему времени долгопериодических
транзитных экзопланет.

В качестве альтернативного подхода к фактору
“измеренности массы”, используемого в серии
работ (Иванова и др., 2019; Ananyeva и др., 2020;
Ананьева и др., 2020), и для учета около 75% тран-
зитных планет с неизвестной (еще не измерен-
ной) массой, в настоящей работе рассмотрены и
применены опубликованные модели зависимо-
сти масса-радиус3 экзопланет (Bashi и др., 2017;
Chen и др., 2017; Ning и др., 2018), а также изучена
модель, где масса M определяется усредненным
наблюдательным данным M(R), полученным из
Архива экзопланет (NASA Exoplanet Archive,
2020). Для ослабления наблюдательной селекции
коэффициент, учитывающий фактор вероятно-
сти транзитной конфигурации, рассчитывается
аналогично (Ananyeva и др., 2020) (следуя Petigura
и др., 2013), но учитывается для всех известных
транзитных экзопланет (NASA Exoplanet Archive,
2020), а не только для планет с известной массой.
Кроме того, в отличие от серии работ (Иванова
и др., 2019; Ananyeva и др., 2020; Ананьева и др.,
2020) распределения рассматриваются как непре-
рывные, и для определения параметров закона
распределения используется метод максимально-
го правдоподобия (Clauset и др., 2009).

Более подробно рассмотрен вопрос возможно-
сти наблюдения структурирования планет внутри
планетных систем, предварительно обсуждаемый
в (Ananyeva и др., 2020). Под структурированием
внутри планетных систем подразумевается стати-
стическая зависимость массы экзопланеты от
большой полуоси ее орбиты. Такое структуриро-
вание наблюдается в Солнечной системе: более
легкие планеты расположены ближе к звезде. Для
определения наличия структурирования в пла-
нетных системах по имеющимся наблюдатель-
ным данным исследуется изменение распределе-
ния экзопланет по массе до коррекции селекции
транзитного метода и после ее применения.

Основной целью настоящей работы является
исследование закона распределения транзитных
экзопланет по массе, в которых масса планет с не-
измеренной массой определяется из зависимости
масса-радиус. Это позволило провести проверку

3 Здесь и далее под выражением “зависимость масса–ради-
ус” подразумевается функциональная зависимость между
статистическими массой и радиусом, позволяющая оце-
нить один из этих параметр по другому в статистически
среднем случае.

ранее полученных результатов (Иванова и др.,
2019; Ananyeva и др., 2020; Ананьева и др., 2020).

Первые шесть разделов посвящены исследова-
нию экзопланет, обнаруженных космическими
телескопами Kepler и TESS, в седьмом разделе ис-
следуются распределения для остальных транзит-
ных экзопланет, преимущественно обнаруженных
наземными средствами, масса которых известна.
В первом разделе “Распределение транзитных эк-
зопланет…” кратко описаны результаты и методи-
ка учета двух факторов наблюдательной селекции
из серии работ (Иванова и др., 2019; Ananyeva
и др., 2020; Ананьева и др., 2020), один из которых
применяется далее, а на основании другого была
предложена ключевая идея для настоящей работы
об использовании зависимостей масса-радиус.
Во втором разделе “Параметры экзопланет из ар-
хива 2020” систематизированы используемые в
настоящей работе данные об экзопланетах, а так-
же обосновывается разделение экзопланет на две
группы и обсуждаются некоторые особенности
их распределения по массе и по радиусу. В тре-
тьем разделе “Статистические зависимости мас-
са-радиус…” дано краткое описание известных
по публикациям зависимостей масса-радиус и
выбраны зависимости, по которым в дальнейшем
вычисляются массы экзопланет. Полученные
распределения по массе (с учетом вычисленных
масс) и аппроксимация степенным законом, а
также сравнение их с результатами серии работ
(Иванова и др., 2019; Ananyeva и др., 2020; Ана-
ньева и др., 2020) приведены до учета селекции
транзитного метода в четвертом разделе “Сравне-
ние и анализ распределений…”, а в пятом разделе
“Учет вероятности транзита…” – после учета се-
лекции. Также в пятом разделе обсуждается во-
прос о структурировании планетных систем.
В шестом разделе “Исследование нижней грани-
цы…” представлены результаты проверки гипоте-
зы о соответствии распределений степенному за-
кону при варьировании минимального значения
массы рассматриваемого интервала, а также ап-
проксимируются два полученных распределения
ломанным степенным законом, параметры кото-
рых сравниваются с (Mordasini, 2018).

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТРАНЗИТНЫХ 
ЭКЗОПЛАНЕТ С УЧЕТОМ 

НАБЛЮДАТЕЛЬНОЙ СЕЛЕКЦИИ: 
ИЗМЕРЕННОСТИ МАССЫ

И ВЕРОЯТНОСТИ ТРАНЗИТА
В серии недавних работ (Иванова и др., 2019;

Ananyeva и др., 2020; Ананьева и др., 2020) были
рассмотрены известные на начало 2019 года тран-
зитные экзопланеты, разделенные на две инстру-
ментальные группы: 2564 экзопланеты (группа 1),
обнаруженные космическим телескопом Kepler,
и 329 планеты (группа 2), обнаруженные назем-
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ными средствами наблюдений и космическим те-
лескопом CoRoT. Суммарно из 2893 планет масса
была известна только у 539, причем в группе 2 масса
была известна для всех планет, а в группе 1 – только
для 210. Распределения по массе были определе-
ны независимо для планет каждой группы в ин-
тервалах масс 0.02–13MJ и 0.68–13MJ соответ-
ственно.

С целью ослабления наблюдательной селек-
ции для статистического анализа группы 1 была
привлечена информация о радиусах экзопланет.
Рассматриваемые диапазоны значений массы и
радиуса были разделены на равные в логарифми-
ческом масштабе интервалы ∆M и ∆R, построены
гистограммы N(M) = ∂N/∂M и N(R) = ∂N/∂R. Да-
лее в каждом интервале радиусов ∆R = i(R) была
определена доля планет с известной массой k:

(1)

где Nmeas.mass и Nall – количество планет с известной
массой и общее количество планет в интервале i
соответственно; i(R) – интервал радиусов, в кото-
ром находится планета с радиусом R.

Массу транзитных планет в большинстве слу-
чаев, за исключением TTV планет (обнаружен-
ных методом transit-timing variation), определяли
из последующего измерения лучевых скоростей.
Для коррекции статистики экзопланет, получае-
мой из наблюдательных данных (NASA Exoplanet
Archive, 2019), и очевидно искаженной наблюда-
тельной селекцией, был введен коэффициент
“измеренности массы” как функция k(R) доли
планет с известной массой от радиуса планеты R.
Это искажение возникает вследствие того, что
массу больших планет определить проще, чем ма-
лых. Функция k(R) является преимущественно
возрастающей в области значений от 0.02 до 1.
Для малых планет радиусом ~0.1RJ в подавляю-
щем большинстве случаев масса не определена и
k  1, а для больших планет радиусом 1–13RJ –
наоборот, масса определена для большего числа и
k ≈ 1. Каждой планете присваивался статистиче-
ский вес 1/k(R). Таким образом, в каждом интер-
вале по радиусу экзопланетам с неизвестной мас-
сой были присвоены значения массы в соответ-
ствии с распределением известных масс планет из
этого интервала.

Кроме этого, (Иванова и др., 2019; Ananyeva
и др., 2020; Ананьева и др., 2020), основываясь на
работе (Petigura и др., 2013), учли фактор наблю-
дательной селекции, учитывающий вероятность
транзитной конфигурации, т.к. транзитным ме-
тодом обнаруживаются только те планеты, на-
клонение орбит которых мало отличается от 90°.
Геометрическая вероятность наблюдения тран-
зита ptr (вероятность нахождения наблюдателя в

=
( ( ))

( ) ,
( ( ))

meas.mass

all

N i R
k R

N i R

!

области, в которой возможно наблюдать транзит
планеты) упрощенно определяется как отноше-
ние радиуса звезды r к большой полуоси орбиты a
планеты: ptr ~ r�a (Winn и др., 2010). Из-за малой
вероятности транзитной конфигурации наблюда-
тельная селекция обуславливает недостаточное
число зарегистрированных планет. Не находящи-
еся в транзитной конфигурации планеты учиты-
вают гипотетически, их предполагают с массой,
равной массе зарегистрированной планеты, так
что в результате коррекции статистический вес
каждой транзитной планеты увеличивается в k1
раз:

(2)

Таким образом, (Иванова и др., 2019; Ananyeva
и др., 2020; Ананьева и др., 2020) исследовали рас-
пределение по массе 393 экзопланет, и получили
зависимость ∂N/∂M ~ M–2, скорректированную
относительно наблюдательной селекции с помо-
щью коэффициентов k и k1. Для статистической
выборки планет Kepler (группа 1), которая охва-
тывает большее число долгопериодических пла-
нет, чем выборка (группа 2) планет наземных на-
блюдений и CoRoT, визуально прослеживали ха-
рактерное изменение зависимости числа планет
от их массы в интервале 0.1–5MJ так, что показа-
тель степени α степенного закона ∂N/∂M ~ Mα

увеличивался к значению –1 согласно теоретиче-
ской модели популяционного синтеза (Mordasini,
2018).

ПАРАМЕТРЫ ЭКЗОПЛАНЕТ
ИЗ АРХИВА 2020

Для настоящей работы мы использовали дан-
ные об экзопланетах из Архива Экзопланет НАСА
по состоянию на июль 2020 года4 (NASA Exoplanet
Archive, 2020), где было подтверждено 3169 экзо-
планет, обнаруженных транзитным методом. Ра-
диус определен для всех планет по форме кривой
блеска родительской звезды во время наблюде-
ния транзита. В большинстве случаев для опреде-
ления массы транзитной планеты требуются до-
полнительные спектроскопические измерения
лучевой скорости родительской звезды, точность
которых ограничена для более легких (и малых)
транзитных планет, поэтому масса измерена
только у 858 экзопланет (27%). При этом у 22 из
них среднее относительное отклонение превы-
шает значение массы, а для 65 планет известна
только верхняя оценка массы.

В настоящей работе, кроме массы M и радиуса R
экзопланет, используются большая полуось ор-
биты a и радиус r звезды для определения коэф-

4 https://github.com/yko-v/exoplanets2020.

=1 .ak
r
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фициента k1. Для 1479 экзопланет значение a явно
не содержится в Архиве, поэтому мы использова-
ли значения орбитального периода P и массы
звезды m для расчета большой полуоси по извест-
ному соотношению (Seager и Mallen-Ornelas,
2002) для движущейся по эллиптической орбите
материальной точки в центральном гравитацион-
ном поле с пренебрежением массы планеты:

(3)

где G – гравитационная постоянная.
Значения перечисленных выше параметров, а

также их предельных отклонений взяты из рас-
ширенной таблицы Архива (Extended5), в которой
для каждой экзопланеты приведены параметры
экзопланет и их родительских звезд из открытых
публикационных источников. В настоящей рабо-
те используются те значения параметров, кото-
рым соответствуют их минимальные средние от-
носительные отклонения.

Следуя подходу (Иванова и др., 2019; Ananyeva
и др., 2020; Ананьева и др., 2020), в настоящей ра-
боте все рассматриваемые экзопланеты также
разделены на две группы. В обновленном Архиве
содержатся и учтены нами: 2773 экзопланеты, об-
наруженные космическими телескопами Kepler и
TESS (1 группа), и остальные 396 планеты, обна-
руженные 22 наземными инструментами и кос-
мическими телескопами CoRoT и Hubble Space
Telescope (HST) (2 группа). Неразделенные и раз-
деленные на группы 1 и 2 архивные распределе-

5 https://exoplanetarchive.ipac.caltech.edu/docs/API_exomultpars_
columns.html.

=
π

3 2
24

Gma P

ния экзопланет по массе N(M) и соответствую-
щие зависимости массы от радиуса M(R) приведе-
ны на рис. 1а и 1б, соответственно.

Рис. 1а показывает, что без разделения на
группы 1 и 2 распределение экзопланет по массам
(показано черным цветом, сплошная линия) име-
ет два ярко выраженных максимума, происхож-
дение которых обусловлено, главным образом,
наблюдательной селекцией – неравному инстру-
ментальному охвату современными наблюдатель-
ными средствами разных групп (1 и 2) экзопланет:
телескопами Kepler и TESS или наземными на-
блюдательными программами (а также телеско-
пами CoRoT и HST), соответственно. Первый
максимум в интервале [1.5, 4.4] × 10–2MJ ([4.8,
14]ME) совпадает с максимумом в распределении
экзопланет группы 1; второй максимум в интер-
вале [0.54, 1.57] MJ соответствует максимуму для
группы 2. В частности из этого следует, что так
называемая пустыня суб-сатурнов (Ida и Lin,
2004; Mordasini и др., 2009) – минимум в интерва-
ле масс [0.1, 0.3]MJ ([–1, –0.5]lgMJ) скорее всего
эффект наблюдательной селекции.

Также, на рис. 1а показаны закрашенные цве-
том интервалы масс, где наблюдения для групп 1
и 2 имели полноту. Неполнота наблюдений теле-
скопов Kepler6 и TESS начинается для экзопланет
с массами менее ≈0.02MJ. Неполнота наземных (и

6 Неполнота наблюдений телескопа Kepler начинается для
планет с периодом больше 400 дней и радиусом менее 0.178
RJ (2RE) (Petigura и др., 2013). Большая часть экзопланет с
таким радиусом (из Архива, а также по зависимостям мас-
са-радиус (см. раздел “Статистические зависимости масса-
радиус…”)) соответствует массам в диапазоне [0.01, 0.03] MJ.

Рис. 1. Распределения числа экзопланет N по массе и зависимости массы от радиуса (RJ – в радусах Юпитера): a – рас-
пределения экзопланет по массе N(lgM) для всех известных транзитных экзопланет (черная сплошная линия) и для
двух рассматриваемых групп (1 – синяя линия и 2 – оранжевая линия), по отдельности. Закрашенные области соот-
ветствуют интервалам массы, в которых определялся закон распределения; б – транзитные экзопланеты в плоскости
lg(R)–lg(M), обнаруженные различными наблюдательными программами (группы 1 и 2 показаны цветом в соответ-
ствии с рис. 1а). Сверху и справа представлены проекции распределения на соответствующие оси.
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CoRoT, HST) наблюдений транзитных экзопла-
нет начинается для экзопланет с массами менее
≈0.68MJ (Иванова и др., 2019; Ananyeva и др., 2020;
Ананьева и др., 2020). В интервалах масс, где есть
полнота наблюдений, зависимости числа планет
от их массы N(M) имеют ярко выраженную сте-
пенную зависимость, характеристики которой
уточняли последующим анализом более тонких
эффектов наблюдательной селекции.

Рис. 1б демонстрирует различные инструмен-
тальные охваты космических инструментов Ke-
pler (и TESS) и наземных инструментов (CoRoT,
HST) по глубине транзита, зависящие от радиуса
планеты. Так, экзопланеты группы 2 сконцентри-
рованы в основном (94%) в области [0.63, 13]MJ,
[0.1, 2]RJ, в то время как экзопланетам группы 1
соответствует более широкий диапазон значений
массы и радиуса.

На рис. 2 показаны экзопланеты групп 1 и 2 в
плоскости lgM–lgR. При анализе распределения
экзопланет в плоскости масса-радиус (рис. 2) сле-
дует отметить следующие особенности:

1) наличие двух интервалов с различной зави-
симостью – для малых каменистых планет массой
менее 0.1MJ и радиусом менее 0.1RJ (–0.44lgRJ)
(Bashi и др., 2017) характерна более явная зависи-
мость между массой и радиусом в отличие от об-
ласти планет гигантов;

2) значительный разброс (на несколько поряд-
ков) по массе планет, соответствующих малому
интервалу по радиусу, обусловлен в первую оче-
редь их различиями по составу для каменистых
планет и по величине теплового потока от роди-

тельской звезды для планет газового состава
(Weiss и др., 2013);

3) в диапазоне масс [–4, 1.5] lgM значения по
радиусу определены более точно, чем по массе,
поэтому чаще определяют зависимость R(M), а не
обратную M(R);

4) неоднородность ошибок измерений обу-
словлена тем, что параметры больших планет из-
мерены лучше, им соответствуют меньшие значе-
ния относительных отклонений по сравнению с
малыми планетами.

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ЗАВИСИМОСТИ 
МАССА-РАДИУС, ВЫБРАННЫЕ

ДЛЯ ОЦЕНКИ МАСС ЭКЗОПЛАНЕТ
ПО ИХ РАДИУСАМ

Как уже было замечено ранее (см. раздел “Па-
раметры экзопланет из Архива 2020”), для всех
транзитных экзопланет радиус известен, в то вре-
мя как масса известна только для небольшой их
части (858 из 3169). С целью включения в исследу-
емое распределение по массе как можно больше-
го количества экзопланет, в настоящей работе
оценены статистические значения неизвестных
масс (2311) экзопланет с помощью зависимостей
масса-радиус (по моделям, примененным к Ар-
хивным наблюдательным данным). Зависимости
массы от радиуса, построенные на основе физи-
ческих моделей, например, (Zeng и др., 2016; Otegi
и др., 2019), в настоящей работе не рассмотрены.

Зависимость между массой и радиусом плане-
ты определяется плотностью вещества, из кото-
рого она состоит. Плотность, в свою очередь, за-
висит от состава планеты и (для газовых планет)

Рис. 2. Экзопланеты группы 1 (а) и группы 2 (б) в плоскости lgM–lgR (показаны точками) с погрешностями измерения
массы и радиуса (показаны линиями). Оранжевым цветом обозначены экзопланеты, для которых указаны только
верхние оценки массы, зеленым цветом – планеты, среднее отклонение которых превышает значение массы планеты
(см. раздел “Методика вычислений”, подраздел “Вычисление масс экзопланет”), а синим цветом – остальные плане-
ты (с более достоверно известными массами). “Уходящие” влево за край графика линии означают, что нижняя оценка
значения массы близка или равна нулю (в некоторых случаях меньше нуля, см. (Marcy и др., 2014)).
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от внешних условий (орбитальные параметры,
параметры звезды). Среднюю плотность или при-
близительный состав планеты невозможно узнать
напрямую по фотометрическим наблюдениям,
поэтому, строго говоря, определить массу экзо-
планеты по ее радиусу (или наоборот) невозмож-
но. Однако между массой и радиусом планет су-
ществует некоторая корреляция, что позволяет в
первом приближении оценить статистическую
(вероятную или среднюю) массу планеты по ее
радиусу на основании наблюдательных данных.

Найденные в литературных источниках зави-
симости масса–радиус экзопланет, определен-
ные по наблюдательным данным (порядка 10 пуб-
ликаций, многие из которых перечислены и об-
суждаются в (Chen и Kipping, 2017; Ning и др.,
2018)), можно разделить по моделям на парамет-
рические и на непараметрические.

К параметрическим (приведены в табл. 2) от-
носятся модели, в которых зависимость масса–
радиус аппроксимируется кусочно-степенным
законом M ~ Rα или R ~ Mα. При этом использу-
ются два подхода: 1) детерминированный (Weiss
и др., 2013; Bashi и др., 2017), в котором определя-
ется однозначная зависимость между массой и
радиусом; 2) вероятностный (Wolfgang и др., 2016;
Chen и Kipping, 2017), в котором определенному
значению радиуса соответствует некоторое рас-
пределение по массе и искомое значение массы
является реализацией из этого распределения.

В непараметрической модели, описанной в
(Ning и др., 2018), наблюдательные данные ап-
проксимируются детерминированной функцией
из пространства с базисом полиномов Берштей-
на. Кроме этих моделей дополнительно рассмат-

ривается параметрическая зависимость массы от
радиуса, найденная усреднением исследуемых в
настоящей работе данных из Архива (см. раздел
“Методика вычислений”, подраздел “Вывод за-
висимости масса-радиус Averaged”).

В (Weiss и др., 2013) определяли зависимость
радиуса от массы R(M) для 138 транзитных экзо-
планет (подтвержденных на сентябрь 2012 г.) с
помощью метода наименьших квадратов. В (Bashi
и др., 2017) использовали параметры 274 транзит-
ных экзопланет (подтвержденных на март 2016 г.)
также для определения зависимости радиуса от
массы R(M) планет. Здесь использовался более
общий подход – метод полных наименьших квад-
ратов, учитывающий ошибки измерений по обо-
им параметрам, а также были учтены неоднород-
ность ошибок измерений и неоднородность рас-
пределения экзопланет по массе. В этих двух
публикациях (№ 1, 2 табл. 2) зависимости масса-
радиус приблизительно одинаковые в интервале
легких планет: R ~ M0.53 и R ~ M0.55 соответственно.
Интервалу массивных планет (M > 0.47MJ и M >
0.39MJ соответственно), преимущественно газо-
вых гигантов, соответствует слабая и неявная за-
висимость масса-радиус (R ~ M–0.04 и R ~ M0.01)
вследствие значительной зависимости радиуса
планет от величины усредненного теплового по-
тока звезды (Weiss и др., 2013) на орбите планеты.
В (Bashi и др., 2017) переходная точка между эти-
ми интервалами рассматривалась как свободный
параметр, а в (Weiss и др., 2013) переходную точку
определяли априори на основании наблюдатель-
ных данных и физических соображений. Вывод
зависимости масса-радиус Bashi17 основывается
на более поздних данных, а также является более

Таблица 2. Параметрические модели зависимости масса-радиус по некоторым публикациям

* Для вероятностных моделей представлены математические ожидания α; для модели № 5 представлены математические
ожидания граничных значений интервалов массы.
** Показатель степени получен из зависимости M(R).

№
Показатель степени α

в выражении R(M) ~ Mα

Интервалы по Название модели в этой 
работе (Публикация)массе, MJ радиусу, RJ

Детерминированные

1
0.53 <0.47 –

(Weiss и др., 2013)
–0.04 ≥0.47 –

2
0.55 <0.39 <1.08 Bashi17

(Bashi и др., 2017)0.01 [0.39, 13] ≥1.08

Вероятностные*

3 0.56** – ≤0.71 (Wolfgang и др., 2016)

4

0.28 <6 × 10–3 –
Chen17
(Chen и Kipping, 2017)0.59 [6 × 10–3, 0.41] –

–0.04 [0.41, 13] –
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проработанным, поэтому в настоящей работе из
моделей № 1 и 2, табл. 2, мы рассмотрим только
модель № 2, Bashi17.

В вероятностных моделях (Wolfgang и др.,
2016) и (Chen, Kipping, 2017) (№ 3, 4 табл. 2) ис-
пользовалось Байесовское иерархическое моде-
лирование. Модель № 3 ограничена максималь-
ным значением радиуса 0.71RJ, а радиусы иссле-
дуемых планет достигают значения 1.6RJ, поэтому
в настоящей работе мы не применяем модель № 4,
недостаточную (по диапазону) для проводимого
анализа.

В (Chen, Kipping, 2017) моделируют зависи-
мость масса-радиус в интервале ~[0.01, 100]RJ, ко-
торый более чем достаточен для настоящего ана-
лиза. В этой модели (№ 4 табл. 2) диапазон по мас-
се разделен на четыре интервала: [10–3, 6 × 10–3]MJ для
землеподобных планет и суперземель, [6 × 10–3,
0.41]MJ для Нептунов, [0.41, 83.8]MJ для Юпите-
ров и коричневых карликов, а также для звезд
(>83.8MJ) (не указан в табл. 2). Аналогично рас-
смотренным выше моделям, в (Chen, Kipping,
2017) получена зависимость радиуса от массы
R(M), но в этой модели радиус является случай-
ной функцией. Любому заданному значению

массы соответствует нормально распределенное
значение радиуса:

(4)

где μ – математическое ожидание в виде степен-
ной функции, σR – стандартное отклонение, С –
константа. Математическое ожидание показателя
степени α и граничных значений интервалов мас-
сы указано в табл. 2.

На рис. 3 показаны зависимости масса-радиус,
с помощью которых вычислялись массы экзопла-
нет группы 1 с неизвестной массой: усредненная
модель Averaged и модели по публикациям (Bashi
и др., 2017) Bashi17, (Chen, Kipping, 2017) Chen17, а
также непараметрическая модель (Ning и др.,
2018) Ning18.

СРАВНЕНИЕ И АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
ТРАНЗИТНЫХ ЭКЗОПЛАНЕТ ПО МАССЕ, 

ПОЛУЧЕННЫХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
МОДЕЛЕЙ МАССА-РАДИУС

Функция плотности распределения степенно-
го закона определяется7 (Clauset и др., 2009):

(5)

где C – нормирующая константа, α, mmin – пара-
метры распределения – показатель степени и ми-
нимальное значение массы в рассматриваемом
интервале.

Оценки параметра α и соответствующего ему
стандартного отклонения σ для выборки M = {mi},
i = 1…n с заданным значения mmin определяются с
использованием метода максимального правдо-
подобия следующим образом (Clauset и др., 2009):

(6)

Для 2311 экзопланет с неизвестной массой
группы 1 (обнаруженные космическими телеско-
пами Kepler и TESS) массы были рассчитаны (ре-
зультаты моделирования см. в “Методика вычисле-
ний”, подраздел “Вычисление масс экзопланет”)
по описанным выше моделям M(R) № 2 и 4 (из
табл. 2), Averaged (см. раздел “Методика вычисле-
ний”, подраздел “Вывод зависимости масса-ра-
диус Averaged”) и (Ning и др., 2018). Были иссле-
дованы распределения следующих пяти выборок
экзопланет 1 группы: выборка из необработан-
ных данных (Raw Data) по данным Архива 2020;
четыре выборки экзопланет, каждая из которых
содержит планеты Raw Data и остальные планеты

7 Или , . Для сравнения показателя степе-
ни с результатами в других публикациях принимается ука-
занный вариант в выражении (5).
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Рис. 3. Зависимости масса-радиус, используемые для
вычисления статистической массы экзопланет (груп-
пы 1), показанные на фоне данных из Архива о тран-
зитных экзопланетах с измеренными массами: в
плоскости lgM–lgR. Точками показаны экзопланеты
группы 1 (Raw Data – 386 планеты с массой M ≤ 13MJ,
обнаруженные космическими телескопами Kepler и
TESS) по данным Архива (NASA Exoplanet Archive,
2020) и используемые в работе зависимости масса-ра-
диус Bashi17 (Bashi и др., 2017), Chen17 (Chen,
Kipping, 2017), Ning18 (Ning и др., 2018), Averaged (най-
денная усреднением данных из Архива). Для модели
Chen17 линией показана зависимость для математи-
ческого ожидания показателя степени в закрашенной
области 3σR. Тип и принадлежность линий указаны
на рисунке.
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1 группы с вычисленными по моделям массами
№ 2 и 4 (из табл. 2), Averaged и (Ning и др., 2018)
(далее соответственно: Bashi17, Chen17, Averaged и
Ning18). Планеты с радиусом менее 0.178RJ или
периодом более 400 дней (1188 экзопланеты) бы-
ли исключены из выборок из-за неполноты дан-
ных телескопа Kepler. Поэтому из 2773 экзопла-
нет 1 группы остается для рассмотрения 1561.

Для каждой из этих выборок в интервале масс
[0.02, 13]MJ определены оценки показателя степе-
ни α, представленные в табл. 3, рис. 4. В исследу-
емом интервале в выборках оказалось различное
количество8 планет, что обусловлено использова-
нием различных зависимостей масса-радиус.

В серии работ (Иванова и др., 2019; Ananyeva
и др., 2020; Ананьева и др., 2020) массу экзопла-
нет не вычисляли по радиусу, но распределение
по массе из Архива 2019 (NASA Exoplanet Archive,
2019) корректировали с помощью коэффициента
“измеренности массы” (см. раздел “Распределе-
ние транзитных эзкопланет…”). В результате
скорректированное распределение экзопланет по
их массам соответствовало степенному закону с
показателем степени α19 = –1.90 ± 0.06, что сов-
падает с результатом выборки Chen17 и близко к
Bashi17. Минимальная невязка соответствует вы-
борки Bashi17 (0.1), для Averaged и Ning18 состав-
ляет менее 12%.

При проверке на однородность исследуемых
выборок между собой попарно (Averaged с
Bashi17, Averaged с Chen17 и т.д.) гипотеза о при-
надлежности их одной генеральной совокупно-
сти отвергается, т.е. при использовании разных
зависимостей масса-радиус получаются стати-
стически различные распределения экзопланет
по массе. Соответствие распределений степенно-

8 Количество масс, взятых из Архива, в выборках с вычис-
ленными массами не совпадает с количеством в Raw Data,
т.к. в последнюю включены только достаточно достовер-
ные значения (см. раздел “Статистические зависимо-
сти…”).

му закону проверяется в разделе “Исследование
нижней границы…” далее.

УЧЕТ ВЕРОЯТНОСТИ ТРАНЗИТА КАК 
ФАКТОРА НАБЛЮДАТЕЛЬНОЙ СЕЛЕКЦИИ

Как уже обсуждалось выше (см. раздел “Рас-
пределение транзитных экзопланет…”), вслед-

Таблица 3. Показатель степени  α в законе ∂N/∂M ~ Mα для исследуемых выборок в интервале [0.02, 13]MJ, а так-
же невязка со сравниваемым значением α19 = –1.90 ± 0.06, полученное в (Иванова и др., 2019; Ananyeva и др.,,
2020; Ананьева и др., 2020)

Выборка планет,
модель

min(α – α19)
Количество планет в интервале 

всего с вычисленной массой
по зависимости масса-радиус

Raw Data 0. 32

Averaged 0.13

Bashi17 0.10

Chen17 –

Ning18 0.27

±α̂   ̂σ
[ ] J0.02,1  3 M

− ±1.50    0.03 253 0
− ±2.12     0.03 1515 1256
− ±2.09   0.03 1174 918
− ±1.89    0.03 1070 810
− ±2.27    0.04 1115 861

Рис. 4. Гистограммы9 распределений по массе экзо-
планет группы 1 (Raw Data – экзопланеты, обнару-
женные космическими телескопами Kepler и TESS)
по данным Архива (NASA Exoplanet Archive, 2020), а
также полученных с добавлением в выборку Raw Data
масс экзопланет, вычисленных по зависимостям мас-
са-радиус: Averaged (найденная усреднением дан-
ных), Bashi17 (Bashi и др., 2017), Chen17 (Chen, Kip-
ping, 2017), Ning18 (Ning и др., 2018) в интервале масс
[0.02, 13]MJ. Тип и цвет линий указан, наклонными
линиями показаны соответствующие аппроксима-
ции степенным законом с различными показателями
степени.

9 Гистограммы на рис. 4 приведены только для визуализа-
ции исследуемых распределений, вид которых зависит от
разбиения по интервалам; степенные законы не были по-
лучены их аппроксимацией, а были получены с использо-
ванием метода максимального правдоподобия (6).

3.5

2.0

0.5

0
1.00.5–1.0–1.5

2.5

1.0

3.0

1.5

0–0.5

lg
(N

)

lgMJ

Raw Data: ∂M/∂N ~ M –1.5

Bashi17: ∂M/∂N ~ M –2.09

Chen17: ∂M/∂N ~ M –1.89

Ning18: ∂M/∂N ~ M –2.27

Averaged: ∂M/∂N ~ M –2.12



222

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК  том 55  № 3  2021

ЯКОВЛЕВ и др.

ствие малой вероятности транзитной конфигура-
ции ptr наблюдательная селекция обуславливает
недостаточное число зарегистрированных экзо-
планет. Транзитным методом невозможно обна-
ружить не находящиеся в транзитной конфигура-
ции планеты (не вызывающие падения блеска
звезды для наблюдателя с Земли), которые, тем не
менее, составляют большинство. Для их учета
статистический вес каждой транзитной планеты
может быть умножен на коэффициент k1 > 1, вве-
денный формулой (2) (Petigura и др., 2013), т.е.
предполагается, что каждой обнаруженной экзо-
планете статистически соответствует некоторое
множество планет с такой же массой в количе-
стве, обратно пропорциональном ptr (Иванова
и др., 2019; Ananyeva и др., 2020; Ананьева и др.,
2020).

Распределения экзопланет по массе, получен-
ные выше по моделям M(R) (в разделе “Статисти-

ческие зависимости масса-радиус…”), представле-
ны на рис. 5 для планет группы 1, обсуждавшихся в
разделе “Сравнение и анализ распределений…”,
до учета наблюдательной селекции и после, скор-
ректированные с помощью коэффициента k1.

Для каждой выборки в отдельности был прове-
ден тест Колмогорова-Смирнова на однород-
ность до и после учета селекции (фактор k1) в ре-
зультате которого для всех выборок, кроме
Chen17, гипотеза о принадлежности распределе-
ний одному закону распределения до и после уче-
та селекции не отклоняется. Для выборки Chen17
после учета селекции показатель степени изменя-
ется на α = –1.94 ± 0.03 (α = –1.89 ± 0.03 без учета
k1). Это значение совпадает с α = –1.99 ± 0.08,
найденное в (Иванова и др., 2019; Ananyeva и др.;
2020; Ананьева и др., 2020) после коррекции рас-
пределения с помощью коэффициента измерен-
ности масс и аналогичного учета вероятности

Рис. 5. Гистограммы распределений по массе экзопланет группы 1 (планеты с массой , обнаруженные кос-
мическими телескопами Kepler и TESS) с добавленнными экзопланетами со статистическими массами, вычисленны-
ми по зависимостям масса-радиус до учета вероятности транзита (закрашенные гистограммы) и после (незакрашен-
ные): а) Averaged (найденная усреднением данных), б) Bashi17 (Bashi и др., 2017), в) Chen17 (Chen, Kipping, 2017),
г) Ning18 (Ning и др., 2018).
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транзита. Так как статистически распределения
для исследуемых выборок (кроме Chen17) не от-
личаются, показатели степени для них также не
будут отличаться (табл. 3). Поэтому, после учета
наблюдательной селекции, показатель степени
совпадает с α = –1.99 ± 0.08 и у выборки Bashi17
(α = –2.09 ± 0.03), а для выборок Averaged и Ning18
невязка уменьшилась до 0.01 и 0.16 соответствен-
но по сравнению со значениями, полученными
до учета селекции.

На основании проведенного теста на однород-
ность можно заключить, что учет наблюдатель-
ной селекции транзитного метода для рассматри-
ваемых экзопланет (с большой полуосью a ≤ 1 а. е.)
статистически незначительно изменяет вид рас-
пределения экзопланет по массе. Отличие на-
блюдается (рис. 5) только в области больших масс
M > 3.16MJ (0.5lgMJ), где количество планет мало.
В этом диапазоне после коррекции количество
планет уменьшилось. Для M > 0.1MJ распределе-
ния не изменили вид, за исключением выборки
Ning18.

При коррекции селекции транзитного метода,
(фактор k1, обратно пропорциональный вероят-
ности транзитной конфигурации) в статистиче-
ское распределение добавляются планеты с мас-
сами, распределенными в малом интервале сов-
местного распределения ∂2N/(∂r∂a) радиуса
звезды r и большой полуоси орбиты экзопланеты a
в соответствии с наблюдаемым в нем распределе-
нием экзопланет по массе (количество добавлен-
ных планет определенной массы для малого ин-
тервала (r, a) пропорционально количеству пла-
нет в этом интервале с такой массой). Если бы
вероятность обнаружения экзопланеты зависела
от ее массы, то после коррекции наблюдалось бы
значительное увеличение числа экзопланет с мас-
сами, вероятность которых обнаружить мала, по
сравнению с теми, вероятность которых обнару-
жить велика, что приводило бы к значительному
изменению распределения по массе после кор-
рекции. Вероятность обнаружения ptr ~ r/a в
первую очередь зависит от большой полуоси, ра-
диус звезды варьируется в меньшей степени. По-
этому, хотя между массой и большой полуосью
экзопланет статистической зависимости не на-
блюдается, наличие зависимости распределения
планет по массе от близости к звезде могло бы
косвенно свидетельствовать о структурировании
в планетных системах. Относительное уменьше-
ние числа планет с большой массой (что слабо
просматривается на рис. 5) после коррекции мог-
ло бы свидетельствовать о бóльшей вероятности
их обнаружения, а значит преимущественно бо-
лее близком расположении по сравнению с лег-
кими планетами. Однако на основании теста на
однородность распределений, среди исследуемых
выборок различие наблюдается только для одной

модельной зависимости Chen17. На основании
этого нельзя утверждать о каком-либо структури-
ровании для экзопланет, большая полуось кото-
рых менее ≈1 а. е. Обнаруженные транзитные
планеты, удаленные от звезды на бóльшие рассто-
яния, единичны из-за ограниченности транзит-
ного метода, что является причиной статистиче-
ской неполноты в детектировании долгопериоди-
ческих планет.

Кроме того, для звезд большого радиуса веро-
ятность обнаружения экзопланеты больше, чем
для меньших звезд при заданном значении боль-
шой полуоси. При этом звезды большего радиуса
менее распространены, поэтому вероятность об-
наружения экзопланет у таких звезд должна быть
больше, чем в случае равномерного распределе-
ния звезд по радиусу. Т.е. неучет зависимости
распространенности звезд разного радиуса может
завышать вероятность обнаружения экзопланет у
больших звезд и занижать ее для малых. В рас-
сматриваемой выборке экзопланеты, обнаружен-
ные телескопами Kepler и TESS, вращаются пре-
имущественно вокруг солнцеподобных звезд (ра-
диус ≈90% рассматриваемых звезд лежит в
диапазоне r ∈ [0.4, 1.8]rsun), поэтому, скорее всего,
этот фактор незначительно влияет на распределе-
ние по массе и в настоящей работе он не учитыва-
ется.

ИССЛЕДОВАНИЕ НИЖНЕЙ ГРАНИЦЫ
В РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ ЭКЗОПЛАНЕТ

ПО МАССЕ И СРАВНЕНИЕ
С РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ, ПОЛУЧЕННЫМ 

МЕТОДОМ ПОПУЛЯЦИОННОГО СИНТЕЗА
Параметрами распределения экзопланет по

массам аппроксимированного степенным зако-
ном являются показатель степени α и нижняя
граница масс mmin (см. раздел “Сравнение и
анализ распределений…”). В предыдущем раз-
деле “Учет вероятности транзита…” мы полагали
mmin = 0.02MJ с целью сравнения с результатами
работ (Иванова и др., 2019; Ananyeva и др., 2020;
Ананьева и др., 2020) полученными при mmin =
= 0.02MJ, а также на основании области полноты
наблюдения телескопа Kepler (см. раздел “Пара-
метры экзопланет из архива 2020”). Однако, по-
лученные распределения можно аппроксимиро-
вать степенным законом и с mmin > 0.02MJ, а также
ломанным степенным законом, что было получе-
но в (Mordasini, 2018).

Так, на рис. 6 для каждой из исследуемых мо-
дельных выборок (см. раздел “Учет вероятности
транзита…”) получены зависимости α(mmin) – по-
казателя степени закона распределения α от ниж-
ней границы рассматриваемого интервала масс
mmin. Применение критерия Колмогорова-Смир-
нова позволило определить для каждой модель-
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ной выборки оптимальные значения параметров
распределения α, mmin и проверить гипотезу о со-
ответствии распределений выборок степенному
закону для всех значений mmin (результаты моде-
лирования см. раздел “Методика вычислений”,
подраздел “Тест на соответствие степенному за-
кону”). Значения α(mmin), при которых гипотеза о
соответствии степенному закону не отвергается,
показаны на рисунке утолщенной линией.

На отрезке [0.03, 0.15]MJ ([–1.5, –0.8]lgMJ)
близкое поведение функции наблюдается для вы-
борок Raw Data, Ning18 (α ≈ –1.55) и Averaged,
Bashi17, Chen17 (α ≈ –2.0…–1.7). Далее, при смеще-
нии нижней границы до ≈0.3MJ(–0.5lgMJ) α ∈ [–1.7,
–2] для всех выборок. На отрезке [0.3, 1.17]MJ ([–0.8,
0.69]lgMJ) для выборки Ning18 α ∈ [–2, –3.25] зна-
чительно отличается от α ∈ [–1.7, –2.5] для
остальных выборок. Для mmin > 1.17 различия меж-
ду выборками Raw Dataи Ning18 нет, при этом по-
ведение всех функций идентично. При увеличе-
нии mmin значительно уменьшается количество
планет в выборке. Для mmin = 0.17MJ (–0.75lgMJ)
количество планет в зависимости от выборки ва-
рьируется от 101 до 169, из которых архивных 101,
а в интервал [1, 13]MJ уменьшается до 31…57.

На отрезке [0.046, 0.061]MJ ([–1.34, –1.21]lgMJ)
статистически не различимы распределения Aver-
aged и Bashi17, а на [0.093, 0.14]MJ ([–1.03,
‒0.85]lgMJ) – Bashi17, Chen17. На отрезке [0.058,

0.08]MJ ([–1.24, –1.10]lgMJ) выборки Averaged,
Bashi17, Chen17 распределены в соответствии со
степенным законом одновременно (за исключением
двух малых интервалов Bashi17, см. раздел “Методи-
ка вычислений”, подраздел “Тест на соответствие
степенному закону”), при этом α ∈ [–1.88, –1.72].

Полученные оптимальные параметры (в смыс-
ле соответствия степенному закону, см. раздел
“Методика вычислений”, подраздел “Тест на со-
ответствие степенному закону”) распределений
исследуемых выборок (рис. 7) представлены в
табл. 4.

Полученный результат о соответствии степен-
ному закону выборок Averaged, Bashi17, Chen17 в
большей степени по сравнению с Raw Data,
Ning18 подтверждается также видом распределе-
ний на рис. 7. Распределения Raw Data, Ning18
имеют значительно отличающийся вид на интер-
вале примерно [0.1, 0.56]MJ ([–1, –0.22]lgMJ),
вследствие чего гипотеза о соответствии их сте-
пенному закону (рис. 6) справедлива только в об-
ласти тяжелых планет (для Raw Data также есть
небольшой интервал при mmin ∈ [0.02, 0.03]MJ).
Подобный вид закона распределения – ломан-
ный степенной с тремя участками – получен в
(Mordasini, 2018). Кроме того, при mmin ∈ [0.31,

Рис. 6. Зависимость показателя степени от нижней
границы масс α(mmin), для выборок: экзопланеты
группы 1 (Raw Data – экзопланеты, обнаруженные
космическими телескопами Kepler и TESS) по дан-
ным Архива (NASA Exoplanet Archive, 2020), а также
полученных с добавлением в выборку Raw Data масс
экзопланет, вычисленных по зависимостям масса-
радиус: Averaged (найденная усреднением данных),
Bashi17 (Bashi и др., 2017), Chen17 (Chen, Kipping,
2017), Ning18 (Ning и др., 2018). Утолщенной линий
показаны значения α, при которых распределение
соответствует степенному закону, согласно тесту
Колмогорова-Смирнова.
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Рис. 7. Гистограммы распределений по массе экзо-
планет группы 1 (Raw Data – экзопланеты, обнару-
женные космическими телескопами Kepler и TESS)
по данным Архива (NASA Exoplanet Archive, 2020), а
также полученных с добавлением в выборку Raw Data
масс экзопланет, вычисленных по зависимостям мас-
са-радиус: Averaged (найденная усреднением дан-
ных), Bashi17 (Bashi и др., 2017), Chen17 (Chen, Kip-
ping, 2017), Ning18 (Ning и др., 2018). Тип линий ука-
зан на вкладке. Пунктирными вертикальными
линиями обозначены минимальные значения mmin
(указаны на вкладке), которые соответствуют опти-
мальному значению α показателя степени в законе
распределении ∂N/∂M ~ Mα, показанным наклонны-
ми линиями на соответствующем интервале.

3.5

2.0

0.5

0
1.00.5–1.0–1.5

2.5

1.0

3.0

1.5

0–0.5

lg
(N

)

lgMJ

Raw Data: ∂M/∂N ~ M –1.51

Bashi17: ∂M/∂N ~ M –1.79

Chen17: ∂M/∂N ~ M –1.73

Ning18: ∂M/∂N ~ M –2.93

Averaged: ∂M/∂N ~ M –1.78



АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК  том 55  № 3  2021

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТРАНЗИТНЫХ ЭКЗОПЛАНЕТ 225

0.56], согласно тесту Колмогорова-Смирнова, ни
одно из распределений не соответствует степен-
ному закону, что указывает в целом на необходи-
мость исследования более сложного закона рас-
пределения, показатель степени которого может
различаться на двух или более интервалах. Со-
гласно полученному распределению методом по-
пуляционного синтеза (Mordasini, 2018), мы про-
верили аппроксимацию распределения экзопла-
нет по массам тремя степенными законами на
трех интервалах.

Математически такой закон распределения
определяется 6 параметрами: минимальное зна-
чение в рассматриваемом интервале масс mmin;
две переходные точки, определяющих границы
среднего интервала MT1, MT2; показатели степени
α1, α2, α3 в законе распределения ∂N/∂M ~ Mα на
трех интервалах [mmin, MT1], [MT1, MT2], [MT2, 13MJ]
соответственно. С помощью метода максималь-
ного правдоподобия (6) варьированием парамет-
ров α1, α2, α3, mmin, MT1, MT2 были определены оп-
тимальные значения этих параметров, представ-
ленные в табл. 5, для выборок Raw Data и Ning18
(рис. 8), наилучшим образом соответствующие
такому закону распределения (соответствие под-

тверждено описанным в разделе “Методика вы-
числений”, подразделе “Тест на соответствие сте-
пенному закону” образом).

В обеих выборках наблюдается недостаток
планет на интервале M > 1MJ аналогично (Ивано-
ва и др., 2019; Ananyeva и др., 2020; Ананьева и др.,
2020). Переходная точка MT1 распределения Ning18
находится ближе, чем у Raw Data, относительно MT1
(Mordasini, 2018), при этом для MT2 – наоборот. По-
казатель степени на первом интервале α1 с хоро-
шей точностью совпадает со сравниваемым зако-
ном для Ning18, на втором интервале α2 – для Raw
Data. На третьем интервале Raw Data лучше соот-
ветствует (Mordasini, 2018), чем Ning18 (меньшее
отличие показателя степени). Хотя на втором ин-
тервале у (Mordasini, 2018) α2 = –1, в этом распре-
делении также, как и в распределении Ning18, на-
блюдается увеличение (в логарифмических осях)
плотности распределения при увеличении массы.
Кроме того, разница (суммарная и максималь-
ная) между дискретными функциями распреде-
ления (Mordasini, 2018) и Ning18 меньше, чем ана-
логичная для Raw Data. Таким образом можно за-
ключить, что распределение Ning18 в большей
степени соответствует (Mordasini, 2018).

Таблица 4. Оптимальные параметры законов распределения для исследуемых выборок экзопланет

Выборка планет, 
модель

Показатель степени α
в законе ∂N/∂M ~ Mα

Минимальное 
значение mmin, MJ

Количество планет в интервале [mmin, 13]MJ

всего с вычисленной 
массой

Raw Data

Averaged

Bashi17

Chen17

Ning18

− ±1.51   0.03 0.021 248 0

− ±1.78   0.04 0.046 400 215

− ±1.79   0.04 0.038 459 259

− ±1.73   0.04 0.062 333 176

− ±2.93   0.22 0.82 76 30

Таблица 5. Параметры ломанного степенного закона распределения для начальной выборки Raw Data и для вы-
борки Ning18, а также полученные в (Mordasini, 2018)

Название выборки
Нижняя граница

mmin, MJ

Переходные точки, MJ Показатель степени

MT1 MT2 α1 α2 α3

Mordasini, 2018 – 0.094 5 –1 –2

Raw Data 0.28 1.35 –0.97 –2.88

Ning18 0.16 1.04 –0.62 –2.88

−

0.025 −1.47

0.025 −1.99
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ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ПО МАССЕ ЭКЗОПЛАНЕТ, 

ОБНАРУЖЕННЫХ НАЗЕМНЫМИ 
ИНСТРУМЕНТАМИ И КОСМИЧЕСКИМИ 

ТЕЛЕСКОПАМИ COROT И HST

Массы всех 396 экзопланет группы 2 (обнару-
женных наземными инструментами и космиче-
скими телескопами CoRoT и HST) известны по
архивным данным NASA (Exoplanet Archive,
2020), поэтому зависимости масса-радиус для них

не применялись. Рассматриваются 384 экзоплане-
ты с достаточно достоверно известными массами
группы 2 (см. “Параметры экзопланет из архива
2020”), 243 из которых находятся в рассматривае-
мом интервале [0.68, 13]MJ. Аналогичным образом,
как и для предыдущих выборок, были определе-
ны параметры степенного закона, соответствую-
щего распределению экзопланет этой группы
(группа 2 на рис. 9) до учета наблюдательной се-
лекции и после.

В серии работ (Иванова и др., 2019; Ananyeva
и др., 2020; Ананьева и др., 2020) для аналогичной
выборки экзопланет, известных на март 2019 года
(NASA Exoplanet Archive, 2019), распределение
соответствовало степенному закону с показате-
лем степени α = –2.12 ± 0.12 (Ground last на рис. 9)
при mmin = 0.68MJ, что совпадает с полученными
результатом: α = –2.18 ± 0.08 при mmin = 0.68MJ
или α = –2.22 ± 0.08 при mmin = 0.71MJ (оптималь-
ный вариант). Учет наблюдательной селекции
транзитного метода (см. раздел “Учет вероятности
транзита…”) статистически незначительно изме-
няет исследуемое распределение на основании
проведенного теста типа Колмогорова-Смирнова
на однородность распределений (α = –2.21 ± 0.04
при mmin = 0.68MJ, α = –2.25 ± 0.04 при mmin =
= 0.71MJ), что также согласуется с результатом
(Иванова и др., 2019; Ananyeva и др., 2020; Ана-
ньева и др., 2020) для экзопланет этой группы после
учета наблюдательной селекции (α = –2.171 ± 0.12).
Гипотезы о соответствии степенному закону для
этих значений mmin принимаются на основании
проведенного теста (см. раздел “Методика вы-
числений”, подраздел “Тест на соответствие сте-
пенному закону”).

Рис. 8. Гистограммы распределений по массе экзопланет группы 1 и соответствующие им ломанные степенные зако-
ны распределения из (Mordasini, 2018) Mordasini18 и а) по данным Архива (NASA Exoplanet Archive, 2020) Raw Data –
экзопланеты, обнаруженные космическими телескопами Kepler и TESS, б) полученное с добавлением в выборку Raw
Data масс, вычисленных по зависимости масса-радиус Ning18 (Ning и др., 2018).
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Рис. 9. Гистограммы распределения по массе экзо-
планет группы 2 (365 планеты с массой M ∈ [0.1,
13MJ], обнаруженные наземными инструментами и
космическими телескопами CoRoT и HST) по дан-
ным Архива (NASA Exoplanet Archive, 2020), до учета
наблюдательной селекции (закрашенная) и после
(линия), а также найденные законы распределения
∂N/∂M ~ Mα (наклонные линии, пунктирными линия-
ми обозначены минимальные значения mmin): в (Ива-
нова и др., 2019; Ananyeva и др., 2020; Ананьева и др.,
2020) (Ground last) и в настоящей работе (Группа 2).
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МЕТОДИКА ВЫЧИСЛЕНИЙ
Вывод зависимости масса-радиус Averaged

Усредненная зависимость Averaged получена
следующим образом:

1) интервалы значений по радиусу разбиваются
на n равных интервалов в логарифмическом мас-
штабе;

2) для планет в каждом интервале определяется
среднее логарифмическое значение массы и ра-
диуса:

(7)

где R, M – радиусы и массы планет с R ∈ dRi;
3) полученные средние значения аппроксими-

руются полиномом k-степени:

(8)

где коэффициенты ai (результат вычислений см.
в табл. 6) определяются методом наименьших
квадратов.

Вычисление масс экзопланет по их радиусу

После вычисления массы экзопланет 1 группы
по моделям, описанным в разделе “Статистиче-
ские зависимости масса-радиус…”, вносятся две
поправки, обусловленные недостоверностью

данных. У 21 планеты с известной массой 
(Mmin = M – Δm–, Mmax = M + Δm+) среднее отно-
сительное отклонение превышает значение мас-
сы (δM = (Δm+ + Δm–)/(2M) ≥ 1), поэтому при мо-
делировании для них принимается полученное по
модели значение M* при условии: M* ∈ [Mmin,
Mmax]. Если вычисленное значение не попадает в
этот интервал, то принимается ближайшее значе-
ние из него M*: M = min (|M* – Mmin|, |M* – Mmax|).
Кроме того, для 53 планет с массой M < 13MJ, у ко-
торых известна только верхняя оценка массы
Mmax, принимается минимальное значение из
Mmax и M*: M = min(Mmax, M*).
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Эти 74 планеты (21 и 53 планеты, указанные
выше) можно отнести к “промежуточной” группе
между группами планет с достаточно достоверно
известной массой и с неизвестной массой. Ре-
зультаты моделирования представлены на рис. 11.
Как видно из рисунка, для одной и той же экзо-
планеты из “промежуточной” группы (точки, не
лежащие на прямой для моделей Averaged и
Bashi17) в зависимости от модели будет использо-
ваться рассчитанное значение или значение из
Архива.

При исследовании экзопланет группы 2 были
исключены из расчета 12 (11 со средним отклоне-
нием больше значения массы и 1 с верхней оцен-
кой массы) экзопланеты из аналогичной “проме-
жуточной” группы.

Тест на соответствие степенному закону
Статистика типа Колмогорова–Смирнова

определяется (Лемешко, 2014) как:

(9)( )= − αE T minmax   (  |  ,  ) ,D F M F M m

Таблица 6. Коэффициенты ai полинома Y(X)

Зависимость a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

R(M) –7.02 ×10–3 6.67 × 10–2 –1.87 × 10–1 –3.69 × 10–3 3.85 × 10–1 –2.07 × 10–2 5.01 × 10–2 3.66 × 10–2

M(R) 7.94 337.7 580.2 512.5 245.4 61.7 8.49 –0.42

Рис. 10. Функции M(R) (зеленая линия), R(M) (крас-
ные точки), среднее логарифмическое значение мас-
сы и радиуса (коричневая линия с точками). Точками
показаны экзопланеты группы 1 (Raw Data – 386 пла-
неты с массой M ≤ 13MJ, обнаруженные космически-
ми телескопами Kepler и TESS) по данным Архива
(NASA Exoplanet Archive, 2020). Для планет малых
масс (синие) разбиение осуществляется по радиусу,
для гигантов (оранжевые) – по массе. Пять планет
считаются выбросами и их не учитывали (черные),
т.к. каждая из них оказывают значительное влияние
на искомую зависимость.
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где FE(M) – функция распределения рассматривае-
мой выборки (эмпирической) M = {mi}, i = 1…n;
FT(M|α, mmin) – теоретическая функции распреде-
ления с параметрами (α, mmin), определенными по
распределению выборки M. Выдвигается гипоте-
за H0 о том, что эмпирическая выборка M соот-
ветствует теоретическому степенному закону FT
(M|α mmin). Такая гипотеза является сложной –
параметры α, mmin определены по этой же выбор-
ке, согласие которой проверяется, поэтому кри-
терий согласия не обладает свойством “свободы
от распределения” (на закон распределения ста-
тистики влияют вид закона распределения, метод
оценивания параметров и их значения, см. (Ле-
мешко, 2014, Clauset и др., 2009)). В этом случае
возможно проверить гипотезу по сгенерирован-
ному закону распределения статистики. Реализу-
ется N искусственных выборок Mj = {mi}, i = 1…n,
j = 1…N подобных исследуемой (Clauset и др.,
2009):

1) определяется количество масс npower из вы-
борки M, для которых m ≥ mmin;

2) N раз с вероятностью ppower = nT/n генериру-
ется значение mi, соответствующее степенному
закону распределения F(α, mmin) с полученными
параметрами по выборке M, и с вероятностью
puniform = 1 – ppower случайным образом выбирается
значение mi из выборки  в диапазоне [Mmin,
mmin).

После чего также, как и было сделано для эм-
пирической выборки M, для каждой искусствен-
ной выборки Mj определяются параметры αj,
mmin_j и статистика Dj. Далее определяется отно-
шение количества искусственных выборок NDj > D,
распределение которых отличается от теоретиче-
ского закона распределения Fj (αj, mmin_j) больше,
чем отличается распределение эмпирической вы-
борки от теоретического F(α, mmin), к общему ко-

M

Рис. 11. Экзопланеты группы 1 (планеты с массой M ≤ 13MJ, обнаруженные космическими телескопами Kepler и TESS)
в плоскости lgM–lgR (синие точки) с добавленнными экзопланетами со статистическими массами, вычисленными по
зависимостям масса-радиус: а) Averaged (найденная усреднением данных), б) Bashi17 (Bashi и др., 2017), в) Chen17
(Chen, Kipping, 2017), г) Ning18 (Ning и др., 2018).
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личеству искусственных выборок N: p = NDj > D/N.
Гипотеза H0 не отвергается (т.е. принимается, что
распределение соответствует степенному зако-
ну), если эта доля больше критического значения
pкр, которое назначается заранее, т.е. если более,
чем pкр × 100% из подобных искусственных выбо-
рок отличаются от теоретического больше, чем

исследуемая эмпирическая выборка. Согласно
рекомендации Clauset и др., 2009, принимается:
pкр= 0.1, N = 2500.

На рис. 12 представлен результат проведения
теста на соответствие степенному закону распре-
деления при варьировании нижней границы рас-
пределения для исследуемых выборок. Характер-

Рис. 12. Зависимости p = NDj > D/N и D (7) от минимального значения массы в рассматриваемом интервале для экзо-
планет группы 1: a) Raw Data – экзопланеты, обнаруженные космическими телескопами Kepler и TESS по данным Ар-
хива (NASA Exoplanet Archive, 2020); а также полученных с добавлением в выборку Raw Data масс экзопланет, вычис-
ленных по зависимостям масса-радиус: б) Averaged (найденная усреднением данных), в) Bashi17 (Bashi и др., 2017),
г) Chen17 (Chen, Kipping, 2017), д) Ning18 (Ning и др., 2018). Также показана горизонтальная линия pкр = 0.1.
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ные значения mmin, на которых гипотеза не откло-
нялась, указаны в табл. 7. В качестве оптимального
(см. раздел “Исследование нижней границы…”)
подразумевается значение α, соответствующее
минимальному значению критерия D (т.е. лучшее
соответствие степенному закону) с ближайшим
интервалом по mmin к 0.02MJ, для которого pкр < p.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ
Проведены исследования распределений по

массе транзитных экзопланет с учетом особенно-
стей зависимостей масса–радиус.

Распределения с использованием вычислен-
ных масс по различным зависимостям масса-ра-
диус в целом соответствует распределениям, по-
лученным в (Иванова и др., 2019; Ananyeva и др.,
2020; Ананьева и др., 2020), где была применена
коррекция наблюдательной селекции без использо-
вания зависимостей масса-радиус. Соответствие
получено и после учета вероятности транзита.

Также, как и в (Иванова и др., 2019; Ananyeva
и др., 2020; Ананьева и др., 2020) для экзопланет,
обнаруженных преимущественно наземными те-
лескопами, учет вероятности транзита статисти-
чески не изменяет распределения в исследуемом
интервале масс. Такой же результат получен в на-
стоящей работе и для экзопланет, обнаруженных
космическими телескопами Kepler, TESS, что,
однако, не совпадает с выводом в (Иванова и др.,
2019; Ananyeva и др., 2020; Ананьева и др., 2020)
для этой группы экзопланет, но может быть объ-
яснено вариативностью и неточностью рассмот-
ренных моделей определения статистической
массы экзопланеты по радиусу.

Транзитный фотометрический метод охваты-
вает экзопланеты с большой полуосью до 1 а. е., и
по этим данным, согласно полученным результа-
там, не наблюдается структурирование в планет-
ных системах (зависимости между массой экзо-
планеты и ее средним расстоянием до родитель-
ской звезды). Этот вывод сделан на основании
того, что все, кроме одного, распределения иссле-
дуемых выборок (полученных с использованием
различных зависимостей масса-радиус) статисти-

чески не различимы до учета наблюдательной се-
лекции и после.

Распределение по массам экзопланет, в кото-
ром неизвестные массы вычислялись по найден-
ной усредненной зависимости M(R) (Averaged)
мало отличается от распределений, построенных
с использованием более сложных моделей M(R)
Bashi17 (Bashi и др., 2017), Chen17 (Chen и др.,
2017). Зависимость M(R) Ning18 (Ning и др., 2017),
так же, как и распределение, полученное с ис-
пользованием этой модели, значительно отлича-
ется от остальных зависимостей и распределений
вследствие отличного поведения M(R) в области,
соответствующей планетам-гигантам.

Для выборки Ning18 и выборки по наблюдае-
мым данным построены ломанные степенные за-
коны, показатель степени которых различается
на трех интервалах. Найденные законы распреде-
ления сравнены с аналогичным законом, полу-
ченным методом популяционного синтеза (Mor-
dasini 2018). Распределение с добавленными мас-
сами Ning18 наилучшим образом (по сравнению с
остальными исследуемыми выборками) соответ-
ствует (Mordasini 2018).

Авторы признательны правительству Россий-
ской Федерации и Министерству высшего обра-
зования и науки РФ за поддержку в рамках гранта
№ 075-15-2020-780 (N13.1902.21.0039).

В этом исследовании использовался Архив эк-
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Современные модели образования планетных систем, построенные с учетом доступных данных о
газопылевых протопланетных дисках, включают непрерывно усложняющиеся методы компьютер-
ного моделирования разнообразных процессов, среди которых важная роль принадлежит изучению
взаимодействия пылевых частиц в диске, происходящих на масштабах от долей миллиметров до де-
сятков и более сантиметров. Важными исходными условиями для их описания являются параметры
распределения частиц по составу и размерам. Одной из актуальных задач является построение мо-
делей пылевых кластеров, формирующихся в протопланетных дисках, с учетом существующих кос-
мохимических и физических ограничений. В данной работе основное внимание уделено методиче-
ским вопросам моделирования внутренней структуры пылевых фрактальных кластеров на основе
теоретических подходов, в которых использован предложенный ранее эффективный метод прони-
цаемых частиц. Реализован подход, позволяющий учитывать полидисперсность и гетерогенность
состава твердотельной компоненты протопланетного диска. Данная методика использует следую-
щие входные параметры модели: диапазоны распределения исходных частиц по размерам, фрак-
тальную размерность образующихся кластеров, массовые доли ледяных и тугоплавких частиц. Ав-
тором разработано программное обеспечение для численной реализации соответствующих модель-
ных задач.

Ключевые слова: протопланетный диск, пылевые агрегаты, фрактальные кластеры, метод проница-
емых частиц, численные расчеты
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование процессов зарождения и эволю-

ции Солнечной системы и планетных систем у
других звезд относится к фундаментальным про-
блемам современного естествознания. Одним из
ключевых этапов решения задач подобного класса
является построение детальных геометрических
моделей внутренней структуры пылевых класте-
ров. Такие модели позволяют исследовать про-
цессы их уплотнения и разрушения и одновре-
менно роста первичных твердых частиц в ходе
эволюции протопланетного газопылевого диска.
Ранние модели, описывающие образование круп-
ных допланетных тел как непрерывное укрупне-
ние пылевых частиц в процессе соударений, явля-
ются крайне упрощенными и не подкрепляются
экспериментальными данными. Физически бо-
лее обоснована крупномасштабная модель объ-
единения первичных пылевых сгущений, образу-
ющихся вследствие фрагментации уплотненного

газопылевого субдиска за счет механизма потоко-
вой и гравитационной неустойчивости (Youdin,
Goodman, 2005; Маров и др., 2008; 2013; Marov,
2018; Колесниченко, Маров, 2019). В работе (Ко-
лесниченко, Маров, 2013) было предложено и
обосновано представление о фрактальной природе
пылевых кластеров, обеспечивающих эффектив-
ный рост частиц при столкновениях. В работе
(Маров, Русол, 2011) предложен подход к числен-
ному моделированию столкновительной динами-
ки, дальнейшее развитие которого позволило
провести модельные расчеты (Marov, Rusol,
2015a; 2015b; Маров, Русол, 2018) для нано- и мик-
роразмерных частиц. Однако значительные труд-
ности возникают при моделировании процессов
роста и разрушения пылевых фрактальных кла-
стеров и рыхлых тел на мезо-масштабах от суб-
миллиметрового до метрового диапазона. На та-
ких масштабах размеров и масс гравитационное
взаимодействие практически не влияет на харак-
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тер процессов, происходящих при столкновениях
или тепловых воздействиях, но значительно осла-
бевает роль электростатических взаимодействий.
Основным управляющим параметром в данном
случае является внутренняя структура исследуе-
мых тел, так как высокая пористость оказывает
существенное влияние на их механические и теп-
лофизические свойства.

Проблеме изучения агломератов с фракталь-
ной внутренней структурой и их эволюции посвя-
щен целый ряд исследований. Происхождение и
состав пылевой компоненты во фрактальных пы-
левых кластерах межзвездных облаков, а также
основных химических и физических процессов,
управляющих ее эволюцией, включая оптические
свойства пылевых графитовых агрегатов со слу-
чайной фрактальной структурой рассматрива-
лись в работах (Tielens и др., 1987; 2005; 2011;
Wright, 1987; 1989). Влияние характеристик взаи-
модействия отдельных частиц на устойчивость и
разрушаемость пылевых агломератов исследова-
лось (Dominik и др., 1995). Изучению структуры и
эволюции фрактальных агрегатов в плазме посвя-
щена работа (Matthews и др., 2004), в которой
предложена модель аппроксимации распределе-
ния заряда и дипольного момента в кластерах пы-
левой плазмы, а также показано, что рост агрега-
тов в пылевой плазме приводит к образованию
удлиненных рыхлых структур. Результаты чис-
ленного моделирования процессов уплотнения и
разрушения пылевых агрегатов при столкновени-
ях содержатся в работах (Wada и др., 2007) для
двумерного случая и (Wada и др., 2008) – для трех-
мерного. Условия столкновений пылевых агрега-
тов, обеспечивающие их рост, исследовались
(Wada и др., 2009). Влиянию формы начальных
частиц на процессы кластер-кластерной агрега-
ции посвящена работа (Perry и др., 2012), в кото-
рой было показано, что отклонение формы моно-
меров от сферической существенно влияет на
компактность “упаковки” результирующих кла-
стеров. Исследованию процессов уплотнения и
разрушения фрактальных кластеров при столк-
новениях посвящена работа (Ringl и др., 2012).
В ней проведено исследование столкновительной
эволюции кластеров в рамках механики гранули-
рованных сред и показано, что на характеристики
результирующих агломератов оказывают суще-
ственное влияние относительные скорости и па-
раметры столкновений. Механизмы, приводя-
щие к уплотнению рыхлых “флаффированных”
пылевых агрегатов, для широкого диапазона масс
и физических условий изучались в работе (Kataoka
и др., 2013). Работа (Johansen и др., 2014) пред-
ставляет собой обзор условий, процессов и объ-
ектов, игравших существенную роль при форми-
ровании Солнечной системы. На Международной

космической станции (МКС) с 2014 по 2016 год
проводился эксперимент NanoRocks, целью кото-
рого было исследовать низкоскоростные столкно-
вения между частицами в диапазоне размеров
0.1–1 мм. Было показано (Brisset и др., 2019), что
при парных столкновениях частица-частица сли-
пание происходит на скоростях около 1 см/с.
Диссипация энергии и фрагментация при столк-
новениях полидисперсных зернистых кластеров
исследовались на численных моделях (Umstätter,
Urbassek, 2020). Численное моделирование пока-
зало, что при использовании степенного распре-
деления по размерам с показателем около 3.5
(распределения Mathis-Rumpl-Nordsieck (MRN))
и монодисперсных по размерам частиц прибли-
зительно соответствующими среднему геометри-
ческому значению наибольшего и наименьшего
радиусов распределения MRN, результаты ока-
зываются близкими. При исследовании движе-
ния пористых пылевых агрегатов под действием
светового давления в протопланетных газопыле-
вых дисках (Tazaki, Nomura, 2015) было показано,
что крупные компактные частицы, богатые каль-
цием и алюминием, с трудом переносятся во
внешнюю область под давлением звездного излу-
чения, тогда как пористые пылевые агрегаты эф-
фективно транспортируются из внутренней горя-
чей области во внешнюю холодную область про-
топланетной туманности. Оптические свойства
высокопористых пылевых агрегатов исследова-
лись в работе (Tazaki и др., 2016). В работе (Ishihara
и др., 2018) было исследовано влияние турбулент-
ных движений газа на процессы коагуляции пы-
левых частиц и образования планетезималей. Бы-
ло показано, что турбулентная кластеризация иг-
рает значительную роль в росте сантиметровых
компактных агрегатов (pebbles), а также увеличи-
вает концентрацию твердого вещества, что может
привести к образованию потоковой неустойчиво-
сти (streaming instability) в диске.

В данной работе основное внимание уделено
методическим вопросам моделирования внут-
ренней структуры пылевых фрактальных класте-
ров на основе теоретических подходов, развитых
в работах (Колесниченко, Маров 2013; 2019; Ma-
rov, 2018) и ранее разработанных моделей (Маров,
Русол, 2011; 2018; Marov, Rusol, 2015a; 2015b), в ко-
торых использован предложенный автором эф-
фективный метод проницаемых частиц.

Под имитационным моделированием понима-
ется подход, в рамках которого проводится вос-
становление геометрической структуры пылевых
фрактальных кластеров на заключительной ста-
дии процесса формирования, а не численное ис-
следование процесса их роста из первичных пы-
левых агрегатов. Такой подход применяется в
связи с необходимостью рассмотрения пылевых
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кластеров в широком диапазоне фрактальных
размерностей. При значении фрактальной раз-
мерности превышающем 2.5 число частиц, состав-
ляющих кластер, исчисляется сотнями тысяч. Реа-
лизация прямого численного моделирования
формирования даже одного такого кластера тре-
бует существенных вычислительных мощностей
и временных затрат, что значительно осложняет
планируемое исследование, сопряженное с мас-
совыми расчетами.

ИСХОДНАЯ МОДЕЛЬ
Была разработана методика моделирования

внутренней структуры пылевых фрактальных
кластеров, состоящих из частиц, различающихся
по составу вещества. При этом частицы разных
типов вещества могут иметь отличающиеся диа-
пазоны распределения диаметров, а также соб-
ственную фрактальную размерность. Исследуемый
кластер имеет несколько ключевых параметров:

• диаметр кластера, он же диаметр охватываю-
щего объема – объема содержащего центры всех
частиц, составляющих кластер;

• фрактальная размерность кластера;
• количество сортов частиц;
• массовая доля частиц каждого сорта в кла-

стере;
• диапазоны диаметров для частиц каждого

сорта.
Процедура построения структуры кластера

может быть описана следующим образом:
• задается радиус и фрактальная размерность

формируемого кластера;
• задается массовые доли и диапазоны разме-

ров частиц каждого сорта;
• определяется медианный размер частиц (по

всем заданным диапазонам);
• по медианному размеру определяется число

частиц для монодисперсного кластера заданного
радиуса и фрактальной размерности;

• по заданным массовым долям формируются
массивы частиц каждого сорта: положения для
частиц вычисляются в соответствии с набором 3D
сплайнов, число и геометрия которых определя-
ются фрактальной размерностью формируемого
кластера;

• формируется полидисперсный кластер с по-
лученным числом частиц, причем каждая кон-
кретная частица выбирается из массива частиц
определенного сорта случайным образом, но с
учетом весовых долей сортов.

Данная процедура позволяет получить кла-
стер, сформированный из пылевых агломератов
протяженного пространственного строения.

Образование таких протяженных простран-
ственных агломератов ранее исследовалось в ра-
ботах (Маров, Русол, 2011; 2018; Marov, Rusol,
2015a; 2015b), на основе метода проницаемых ча-
стиц. В рамках данной модели неделимые сфери-
ческие частицы первого уровня описывают не
объемы заполненные сплошным веществом, а
фрактальные агрегаты, занимающие соответству-
ющий сферический объем, пористость которых
характеризуется их индивидуальной фрактальной
размерностью. Более крупные композиции таких
частиц образуют кластеры и их фрагменты. Ха-
рактерной особенностью метода проницаемых
частиц, является то, что при рассмотрении со-
ставных агрегатов не проводится осреднение
свойств по набору частиц, т.е. каждая частица со-
храняет свои свойства на протяжении всего про-
цесса моделирования.

Такая модель, в частности, может быть полез-
на при рассмотрении распада пылевых кластеров
при сублимации H2O на линии водяного льда в
протопланетном диске, если ледяная компонента
в пылевом кластере сконцентрирована в части-
цах, состоящих преимущественно из льда H2O
(Маров и др., 2021).

Распределение частиц по размерам. При моде-
лировании внутренней структуры пылевых фрак-
тальных кластеров в первую очередь необходимо
дать описание распределения модельных частиц
по их диаметрам. Монодисперсные модели, хотя
и являются менее требовательными к вычисли-
тельным ресурсам, существенно огрубляют опи-
сание внутренней структуры и поведения пыле-
вых агрегатов. Поэтому в данной работе принята
к рассмотрению полидисперсная модель распре-
деления частиц по диаметрам. Среди множества
существующих распределений случайных вели-
чин, отличающихся от равномерного, при моде-
лировании природных сред и процессов наиболее
применимыми являются распределения Гаусса,
равномерное и обратное степенное. В дальней-
шем, не нарушая общности алгоритма моделиро-
вания, будет рассмотрено применение только об-
ратного степенного распределения.

Для распределения тел по массам и радиусам
(Сафронов, 1969) ;

 где  и  число тел
в единице объема с массами в интервале (m, m +
+ dm) и радиусами в интервале (R, R + dR), с и с1 –
нормирующие множители, имеем . Сте-
пенной закон распределения кратеров (как и
межзвездных пылевых частиц) по размерам дает
значение p ≈ 3.5 и значение  (Сафро-
нов, 1987).

−=( ) qn M dM cM dM
−= 1( ) ,pn R dR c R dR ( )n M dM ( )n R dR

= −3 2p q

≈ ≈1.8 11 6q
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Такое распределение наиболее часто встреча-
ется в астрономических наблюдательных данных.
В качестве объекта исследования представлен
кластер, образованный полидисперсными части-
цами двух типов, один из которых – “ледяные” ча-
стицы, состоящие преимущественно из льда воды,
а частицы другого типа можно условно назвать
“тугоплавкими”, так как они в своем составе по-
мимо силикатов содержат и другие компоненты,
менее летучие, чем лед, включая сульфиды и ор-
ганические соединения. При этом представлен
только один случай, а именно, когда границы
диапазона распределения диаметров ледяных ча-
стиц существенно превосходят соответствующие
характеристики распределения тугоплавких ча-
стиц. Однако отношение граничных значений
диапазонов распределений было принято равным

3 для обоих типов частиц, т.е. ширина диапазонов
распределения одинакова. Для сравнения харак-
теристик наборов частиц были получены распре-
деления 105 частиц по диаметрам в диапазонах

• для ледяных части от 0.05 до 0.15 см;
• для тугоплавких частиц от 0.015 до 0.045 см.
Для демонстрации изменения характера рас-

пределения показатели степени рассматривались
в диапазоне от 1.0 до 10.5. Поведение распределе-
ния на качественном уровне совпадает для ледя-
ных и тугоплавких частиц, так как определяю-
щим фактором является ширина диапазона раз-
меров. Поэтому представляется целесообразным
отобразить зависимость плотности распределе-
ния не от абсолютных размеров частиц, а от отно-
сительного диаметра d/dmax, т.е. отношения теку-

Рис. 1. Диаграммы распределения частиц по относительным диаметрам (d/dmax) согласно обратному степенному за-
кону.
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щего диаметра к максимальному диаметру в рас-
пределении частиц (рис. 1).

Как видно из рис. 1 в случае использования об-
ратного степенного закона распределение частиц
по диаметрам тяготеет к более мелким частицам.
И характер распределения существенно зависит
от показателя степени распределения.

При проведении численного моделирования
пылевых кластеров представляет интерес влия-
ние показателя степени обратного степенного
распределения на массовые характеристики ча-
стиц. Для количественной оценки можно рас-
смотреть зависимость массовых долей крупных и
мелких ледяных частиц от степени распределения
(рис. 2). Под “крупными” будем понимать частицы
с размерами больше среднего арифметического
значения, а под “мелкими” – меньше среднего
арифметического.

Характерным признаком степенных распреде-
лений является выраженная зависимость массо-
вой доли мелких и крупных частиц от показателя
степени и ширины диапазона изменения диамет-
ров. Еще одним важным с прикладной точки зре-
ния параметром является суммарная масса ча-
стиц меньших и больших некоторого заданного
размера. На рис. 3 представлены такие зависимо-

сти при нескольких характерных показателях сте-
пени обратного степенного распределения. Учиты-
вая свойства полученных распределений, зависи-
мости отображены в относительных координатах,
т.е. относительные диаметры, как и на рис. 1, и

относительные суммарные массы : где
 – суммарная масса частиц больших или мень-

ших размеров, – полная суммарная масса
частиц.

Как видно из рис. 3, в каждом конкретном слу-
чае в распределении частиц может быть выделен
некоторый медианный по массе диаметр части-
цы, т.е. такой диаметр частицы, для которого сум-
марная масса меньших частиц и суммарная масса
больших частиц равны. Так же приведенные гра-
фики показывают, что с ростом показателя степе-
ни обратного степенного распределения величи-
на такого медианного по массе диаметра падает.

По данным наблюдений межзвездной пыли,
кратеров на небесных телах и некоторых других
природных процессов и явлений можно сделать
выбор параметров для распределения частиц по
диаметрам в пользу обратного степенного закона
с показателем степени 3.5.

Σ Σ( )full
M M

ΣM

Σ   full
M

Рис. 2. Зависимость массовых долей ледяных частиц от показателя степени распределения для обратного степенного
закона.
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Распределение частиц во внутреннем простран-
стве кластера. При моделировании внутренней
структуры пылевых фрактальных кластеров ис-
пользуются алгоритмы построения 3D-сплайнов,
реализованные в пакете SciPy вычислительной
платформы Python. По заданной фрактальной
размерности кластера определяется необходимое
число точек интерполяции, распределенных во
внутреннем пространстве его охватывающего
объема. В данной работе принята следующая за-
висимость числа точек n от фрактальной размер-
ности кластера Dβ

(1)

где d – размерность пространства, в котором про-
ходит моделирование. Следующим параметром
является необходимое количество ветвей Nbr, за-
полняющих пространство кластера, также зави-
сящее от его фрактальной размерности Dβ

β

β
=

−
4.0
  ,

D
n

d D

(2)

где [·] – обозначает операцию взятия целой части
от величины отношения. После этого для каждой
ветви генерируются случайные распределения n
точек интерполяции, по которым и строится со-
ответствующий сплайн. Полученный таким обра-
зом набор допустимых координат центров частиц
используется в дальнейшем для формирования
итогового кластера.

Модель проницаемых частиц. При рассмотре-
нии задач, в которых существенную роль играют
контактные взаимодействия модельных частиц и
тел между собой, возникает необходимость учета
процессов в зоне контакта. При этом распределе-
ние энергии по процессам, происходящим в зоне
контакта, регламентируется преобладающими яв-
лениями (рекомбинация внутренней структуры,
химические процессы и пр.). В рассматриваемой
модели задача детального учета межчастичного

β

 
=  − 

2.0  ,brN
d D

Рис. 3. Зависимость относительной суммарной массы меньших и бόльших ледяных частиц  от относитель-
ного диаметра (d/dmax) рассматриваемой частицы.
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взаимодействия в зонах контакта модельных ча-
стиц не ставилась, что может быть обосновано су-
ществующей неопределенностью относительно
исходного состава и свойств частиц в протопла-
нетном диске. В данной постановке при модели-
ровании контактных взаимодействий частиц, со-
ставляющих кластеры, производится суммарная
оценка потери энергии при столкновении, что
отвечает значению коэффициента восстановле-
ния в методе проницаемых частиц. В данной ра-
боте проводится рассмотрение кластеров, в кото-
рых объемный (пространственный) заряд отсут-
ствует. Однако в полной постановке задачи
контактного взаимодействия модельных частиц в
пылевых фрактальных кластерах следует учиты-
вать эффекты, связанные с возникновением
электрических зарядов разных знаков, их диффу-
зией, распределенным потенциалом электриче-
ского поля. В целом картина соответствует про-
цессам, происходящим в пылевой плазме, харак-
теризуемой состоянием квазинейтральности и
возникновением напряженности поля при разде-
лении зарядов. Один из методов аппроксимации
распределения заряда при эволюции фракталь-
ных агрегатов в кластерах пылевой плазмы рас-
смотрен в работе (Matthews, Hyde, 2004), а рас-
пределение зарядов на плотных частицах и влия-
ние электростатического барьера на процессы их
объединения в работах (Ivlev, Akimkin, Caselli,
2016) и (Akimkin, Ivlev, Caselli, 2020). В общем слу-
чае, вопрос о заряде пылевых фрактальных кла-
стеров и влиянии на нее фрактальной размерно-
сти требует существенного усложнения задачи.
Ее предполагается рассмотреть на последующих
этапах усовершенствования модели.

Для обеспечения адекватности численной мо-
дели физическому поведению нейтральных частиц
при контактных взаимодействиях, без существен-
ного увеличения вычислительной сложности,
предложено описание перераспределения энер-
гии в зоне контакта, зависящее от свойств, разме-
ров и внутренней структуры модельных частиц.
При построении моделей различного простран-
ственного масштаба в качестве основного управ-
ляющего параметра выступает либо плотность
модельных частиц, принимаемых как сплошные
и однородные тела, либо фрактальная размер-
ность модельных частиц для моделей пористых
тел, агломератов и кластеров с фрактальной внут-
ренней структурой. Предложенный механизм
позволяет, при необходимости, воспроизвести
(промоделировать) распределение энергии по
процессам в зоне контакта: тепловой выход, фазо-
вые переходы, деформирование, разрушение и т.п.

В предложенной автором модификации мето-
да частиц – методе проницаемых частиц – можно
учесть внутреннюю структуру объектов и слож-

ный характер их взаимодействия (Marov, Rusol,
2015a; 2015b). Суть данного подхода заключается в
том, что, как при формировании начальных кон-
фигураций, так и при контактных взаимодей-
ствиях, частицы могут образовывать пересече-
ния. В рассматриваемой постановке задачи моде-
лирования индивидуальные модельные частицы,
составляющие крупные пылевые кластеры, пред-
ставляют собой мелкие агломераты, так же имею-
щие фрактальную внутреннюю структуру. Сте-
пень взаимного проникновения модельных ча-
стиц обусловлена их фрактальной размерностью.
Частицы с фрактальной размерностью ~2.025–
2.25 при контактных взаимодействиях могут за-
нять один охватываюший объем, т.е. при сохране-
нии размера более крупной частицы произойдет
изменение ее внутренней структуры, фрактальной
размерности и массы. В то же время, “плотные”
частицы с фрактальной размерностью ~2.75–
2.975 при взаимодействиях могут образовывать
малые зоны практически “точечного” контакта.

Предложенный подход позволяет при модели-
ровании, например, сред, состоящих из пылевых
кластеров использовать индивидуальные модель-
ные частицы для описания кластеров в началь-
ный момент времени и проследить постепенное
образование и эволюцию более крупных струк-
тур.

Определение фрактальной размерности пыле-
вых структур. Фрактальная размерность позволя-
ет количественно оценить то, как вещество кла-
стера заполняет охватывающий объем. Важно
подчеркнуть, что математические фрактальные
объекты в геометрическом смысле обладают ря-
дом свойств, которых не может быть у физиче-
ских объектов с фрактальной структурой. На-
пример, получаемый с помощью системы итери-
руемых функций фрактальный объект “губка
Менгера” (см., напр., Кроновер, 2000; Морозов,
2002) в пределе имеет нулевой объем и является
самоподобным на любом шаге построения. Фи-
зические объекты с фрактальной внутренней
структурой не могут обладать нулевым объемом, а
свойство самоподобия может быть только у со-
здаваемых искусственно структур, например, у
мультиволновых антенн. Еще одной отличитель-
ной особенностью фрактальных объектов, таких
как кластеры, возникающие при ограниченной
диффузией агрегации (diffusion limited aggregation –
DLA), является то, что при удалении от центра аг-
регации плотность заполнения пространства ве-
ществом уменьшается. На рис. 4 представлены
два варианта пылевых фрактальных кластеров.

В теории фрактальных кластеров предложен ряд
соотношений для описания их свойств (см., напр.,
Смирнов, 1991). Однако такие соотношения,
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вполне применимые для монодисперсных объек-
тов, в случае объектов с размерами частиц, слу-
чайным образом распределенными в некоторых
диапазонах, дают лишь приближенные оценки
параметров.

По завершению процесса формирования кла-
стера появляется возможность оценки его факти-
ческой фрактальной размерности. Если фактиче-
ское число частиц в кластере Ncl, суммарный объем
частиц кластера VΣ и радиус кластера Rcl, то услов-
ный средний радиус частиц может быть опреде-
лен соотношением

(3)

а фактическая фрактальная размерность кластера

(4)

Предложенные зависимости позволяют оце-
нить фрактальную размерность полученного кла-
стера, так для монодисперсного кластера, пока-
занного на рис. 4б, заданная размерность 2.975, а
фактическая, полученная по соотношениям (3) и
(4), размерность 2.9736. Конечно, в случае поли-
дисперсных кластеров, рассматриваемых далее,
совпадение размерностей будет не таким близ-
ким.

Предложенный в данной работе алгоритм поз-
воляет моделировать пылевые фрактальные кла-
стеры, состоящие из любого числа сортов частиц,
имеющих индивидуальное для каждого сорта рас-
пределение по размерам. Такой подход позволяет
проводить исследование эволюции твердотель-
ной компоненты газопылевых протопланетных
дисков с учетом особенностей химического стро-
ения ее вещества. Используемый вариант форми-
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рования итоговой композиции частиц путем слу-
чайного выбора из массивов, сформированных
по медианным радиусам частиц при заданном
степенном распределении, с последующей заме-
ной на полидисперсные значения размеров ча-
стиц, приводит к погрешности массовых долей
сортов частиц и фрактальной размерности. Одна-
ко этот эффект существенно затухает с ростом
фрактальной размерности, так как при большом
количестве частиц происходит статистическое
“сглаживание” и массовых долей, и распределе-
ния частиц во внутреннем пространстве кластера.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
СТРУКТУРЫ ПЫЛЕВЫХ

ФРАКТАЛЬНЫХ КЛАСТЕРОВ

Модельные частицы, в используемом методе
проницаемых частиц, описывают не сплошную
среду со свойствами вещества протопланетного
диска, а имеющий существенную пористость пы-
левой агломерат меньшего размера, поэтому
плотность модельных частиц принята следую-
щей: для “тугоплавкого” (труднолетучего) веще-
ства – 1.4 г/см3, для льда воды – 0.5 г/см3. Это
позволит описать свойства каменно-ледяных аг-
ломератов различной пространственной запол-
няемости, от весьма рыхлых флафированных до
компактных “плотных” состояний. Предполагая
наличие в агрегатах, представляемых модельны-
ми частицами, преимущественно тугоплавкой
или ледяной составляющей, рассматриваются два
сорта модельных частиц: “ледяных” и “тугоплав-
ких” с указанными выше диапазонами диаметров.

При проведении имитационного моделирова-
ния внутренней структуры пылевых фрактальных
кластеров рассмотрен диапазон фрактальных
размерностей от 2.025, для разреженных агрега-
тов, до 2.975 для плотных пористых. В качестве

Рис. 4. Монодисперсные пылевые фрактальные кластеры.

(a) Сохранивший начальную
структуру

(б) Претерпевший многократные
столкновения
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охватывающего объема рассмотрена сфера диа-
метром 5 см. Массовые доли компонент были при-
няты равными 0.4 для “ледяной” составляющей, и
0.6 для “тугоплавкой”. По результатам имитаци-
онного моделирования внутренней структуры та-
ких пылевых кластеров могут быть построены
приближенные зависимости пористости от фрак-
тальной размерности, при фиксированном охва-
тывающем объеме (рис. 5).

На характер зависимости пористости от фрак-
тальной размерности полидисперсных кластеров
существенное влияние оказывают диапазоны
распределений размеров и массовые доли компо-
нент, а также отношения медианных размеров
компонент к размерам охватывающего объема
кластера. Однако для монодисперсных кластеров
такая зависимость вполне однозначная.

Рассмотрим полученную структуру пылевых
фрактальных кластеров для некоторых характер-

ных значений их заданной фрактальной размер-
ности.

Кластер с фрактальной размерностью 2.025.
Масса кластера ~0.8258 г, масса ледяной состав-
ляющей ~0.47 г, масса тугоплавкой составляю-
щей ~0.356 г. Кластер состоит из 10 980 частиц
(ледяных: 698, тугоплавких: 10282), имеет плот-
ность вещества, т.е. отношение массы кластера в
граммах к охватывающему объему в кубических
сантиметрах, 0.018 г/см3. На рис. 6 представлена
структура данного кластера.

Кластер с фрактальной размерностью 2.25.
Масса кластера ~1.612 г, масса ледяной составля-
ющей ~0.682 г, масса тугоплавкой составляющей
~0.930 г. Кластер состоит из 27419 частиц (ледя-
ных: 933, тугоплавких: 26 486), имеет плотность
вещества 0.034 г/см3. На рис. 7 представлена
структура данного кластера.

Рис. 5. Зависимость пористости пылевого фрактального кластера и от его фрактальной размерности.
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Рис. 6. Пылевой фрактальный кластер размерностью 2.025: (а) – заполнение охватывающего объема, (б) – структура
кластера, (в) – распределение тугоплавкой составляющей, (г) – распределение ледяной составляющей.

(б)(a) (г)(в)
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Кластер с фрактальной размерностью 2.5. Мас-
са кластера ~4.012 г, масса ледяной составляющей
~1.595 г, масса тугоплавкой составляющей ~2.417 г.
Кластер состоит из 71598 частиц (ледяных: 2260,
тугоплавких: 69338), имеет плотность вещества
0.097 г/см3. На рис. 8 представлена структура дан-
ного кластера.

Кластер с фрактальной размерностью 2.75.
Масса кластера ~12.02 г, масса ледяной составля-
ющей ~4.8 г, масса тугоплавкой составляющей
~7.22 г. Кластер состоит из 214974 частиц (ледя-
ных: 6847, тугоплавких: 208127), имеет плотность
вещества 0.28 г/см3. На рис. 9 представлена струк-
тура данного кластера.

Кластер с фрактальной размерностью 2.975.
Масса кластера ~30.915 г, масса ледяной состав-

ляющей ~12.391 г, масса тугоплавкой составляю-
щей ~18.523 г. Кластер состоит из 552600 частиц
(ледяных: 17558, тугоплавких: 535042), имеет
плотность вещества, 0.73 г/см3. На рис. 10 пред-
ставлена структура данного кластера.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработанная методика имитационного мо-
делирования внутренней структуры пылевых
кластеров с использованием фрактального под-
хода, метода проницаемых частиц и соответству-
ющих алгоритмов численного моделирования
позволили получить результаты, вносящие вклад
в понимание характера образования и дальней-
шей эволюции первичных твердых частиц – заро-

Рис. 7. Пылевой фрактальный кластер размерностью 2.25: (а) – заполнение охватывающего объема, (б) – структура
кластера, (в) – распределение тугоплавкой составляющей, (г) – распределение ледяной составляющей.

(б)(a) (г)(в)

Рис. 8. Пылевой фрактальный кластер размерностью 2.5: (а) – заполнение охватывающего объема, (б) – структура
кластера, (в) – распределение тугоплавкой составляющей, (г) – распределение ледяной составляющей.

(б)(a) (г)(в)

Рис. 9. Пылевой фрактальный кластер размерностью 2.75: (а) – заполнение охватывающего объема, (б) – структура
кластера, (в) – распределение тугоплавкой составляющей, (г) – распределение ледяной составляющей.

(б)(a) (г)(в)
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дышей прото-планетезималей. Проведенное мо-
делирование показало, что предложенные мето-
дика и алгоритм дают возможность построить
адекватную геометрическую модель внутренней
структуры пылевых фрактальных кластеров, ко-
торая открывает возможности проводить иссле-
дования их столкновительной эволюции, в том
числе изучать изменение внутренней структуры,
порог разрушения от степени пористости и вели-
чины энергии. К сожалению, предложенный на
данном этапе алгоритм формирования кластера
не позволяет точно воспроизвести заданные мас-
совые доли частиц разных сортов для кластеров с
малой фрактальной размерностью. Например, в
проведенном моделировании заданные массовые
доли сохраняются, начиная с фрактальной раз-
мерности 2.25.

Основным достоинством разработанной мето-
дики является то, что в процессе формирования
кластеров происходит сохранение свойств со-
ставляющих кластер частиц. Несмотря на то, что
это приводит в существенному увеличению вы-
числительной сложности алгоритмов, однако,
позволяет проводить моделирование процессов с
учетов физических свойств и химического соста-
ва индивидуальных модельных частиц. В резуль-
тате удается рассматривать процессы, связанные
с изменением состояния или поведения частиц
одного какого-либо сорта, и исследовать влияние
таких процессов на поведение агломератов ча-
стиц других сортов в кластере. Например, учет
различающихся прочности и теплофизических
свойств частиц приводит к более качественному
описанию столкновительной и тепловой эволюции
как отдельных частиц, так и кластеров в целом.
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Представлены результаты математического (имитационного) моделирования структуры и свойств
гетерогенных фрактальных пыле-ледяных кластеров размером ~0.1–10 см и их распада на фрагмен-
ты на линии водяного льда в протопланетных дисках. Основная цель работы – выяснение условий,
при которых распад кластера в результате сублимации льда приводит к образованию крупных фраг-
ментов, сопоставимых по массе и размерам с исходным кластером или, напротив, мелких и мало-
массивных фрагментов. Преобладание по массе крупных или мелких фрагментов с внутренней сто-
роны от линии льда с учетом различий их взаимодействия с газом в диске может оказать существен-
ное влияние на локализацию и специфику формирования планетезималей. Предполагается, что
кластеры состоят из пылевых агрегатов двух типов: один – преимущественно из водяного льда с ма-
лой примесью более тугоплавкого вещества, другой – преимущественно из менее летучего чем лед ве-
щества; при этом размеры агрегатов обоих типов в десятки–сотни раз меньше размера кластера. Варьи-
руются соотношения размеров, плотностей и массовых долей агрегатов обоих типов. При выборе значе-
ний этих параметров используются кометные данные. Показано, что крупные массивные фрагменты с
внутренней стороны линии льда могут образовываться, если ледяные агрегаты в среднем существенно
крупнее тугоплавких. В этом случае массивные тугоплавкие фрагменты образуются даже при относи-
тельно высокой массовой доле водяного льда (>~0.3), согласующейся с протосолнечным отношением
масс тугоплавкой и ледяной компонент ≤2, при условии, что отношение плотностей тугоплавких и ле-
дяных агрегатов <~3. Если же отношение плотностей порядка 10, то массивные фрагменты образуются
при значительно меньшей доле льда (~0.1), которая, однако, не противоречит кометным данным.

Ключевые слова: планеты: формирование, протопланетный диск, пылевые агрегаты, пыле-ледяные
кластеры, линия льда, планетезимали, моделирование
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ВВЕДЕНИЕ
Изучение фрагментации пыле-ледяных класте-

ров в протопланетных дисках на линии водяного
льда (“снеговой линии”) при движении (мигра-
ции) вещества к центральной звезде непосред-
ственно связано с определением зоны образова-
ния планетезималей во внутренней области диска.
На этой линии (фронте испарения) при низких
давлениях, характерных для протопланетных
дисков, начинается сублимация льда и кластеры
претерпевают значительные структурные изме-
нения. Если кластеры достаточно разреженные
(проницаемые) и состоят из небольших частиц,
то на фронте испарения происходит полная суб-
лимация льда, в результате которой кластер рас-
падается и образуются безводные (безледные)

фрагменты, состоящие из пылевых агрегатов. От
соотношения размеров и масс исходного класте-
ра и его фрагментов, образовавшихся в результате
испарения льда, зависит дальнейшая судьба
фрагментов в диске. При малых размерах фраг-
менты будут накапливаться с внутренней сторо-
ны линии льда и образовывать планетезимали
вблизи нее (Saito, Sirono, 2011; Ida, Guillot, 2016).
Если же эти размеры после испарения льда не
слишком малы по сравнению с исходным класте-
ром, то из-за эффективной потери углового мо-
мента при трении о газ они будут перемещаться
на меньшие радиальные расстояния, где может
произойти накопление пылевой компоненты ве-
щества диска, необходимое для образования пла-
нетезималей в зоне формирования внутренних
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планет (Drążkowska и др., 2016; Макалкин, Ар-
тюшкова, 2017).

С физической точки зрения, процесс фраг-
ментации пыле-ледяных кластеров на линии льда
является примерно одинаковым для околосол-
нечного и других протопланетных дисков. Это
подтверждается наблюдениями протопланетных
дисков, в частности, диска вокруг молодой звез-
ды HL Tau, в котором часть наблюдаемых колец
можно связать с фазовыми переходами, на внут-
реннем из которых происходит сублимация льда
воды (Carrasco-González и др., 2019). Таким обра-
зом, механизм изменения структуры вещества в
рамках рассматриваемой эволюционной модели
можно распространить на формирование систем
экзопланет, содержащих планеты земного типа.

Влияние структуры содержащих лед и пыле-
вую компоненту кластеров на процесс накопле-
ния вещества, ведущий к образованию планете-
зималей вблизи линии льда, изучалось в работе
(Schoonenberg, Ormel, 2017). При этом рассматри-
вались только два варианта структуры пыле-ледя-
ных кластеров, которые предполагались плотными:
первый – двуслойные частицы с силикатным ядром
и ледяной оболочкой, второй – кластеры со многи-
ми силикатными частицами микронных размеров,
заключенными внутри сплошного ледяного масси-
ва (куска льда с микронными вкраплениями).

Однако структура кластеров с внешней сторо-
ны от линии льда может быть более сложной. Об
этом, в частности, свидетельствуют данные по
комете 67P/Чурюмова–Герасименко. Была полу-
чена оценка пористости ядра кометы на уровне
(70–80)% (Davidsson и др., 2016), обнаружено на-
личие в ядре пылевых агрегатов, имеющих фрак-
тальную структуру, наряду с более плотными агре-
гатами типа гальки (pebbles). Получено высокое
отношение масс тугоплавкого (труднолетучего)
вещества и водяного льда δ внутри ядра (δ > 3),
найдено различие в составе образующих комету
частиц (Fulle и др., 2016; 2019). Выяснилось, что
ядро кометы состоит из довольно плотных агрега-
тов c размерами >~1 мм и пористостью ~50%, со-
стоящих из тугоплавкого (нелетучего) вещества –
силикатов, сульфидов и большой доли органики
(углеводородов) – и не содержащих или почти не
содержащих льда (Blum и др., 2017; Fulle и др.,
2019). Более крупные агрегаты, ~1 см, в комете
67Р состоят на 80–90% по массе из тугоплавкого
вещества и на 10–20% из водяного льда (Fulle
и др., 2016; 2019). Массовая доля плотных агрега-
тов (пебблов) составляет до 99% вещества кометы, а
около 1% приходится на рыхлые пылевые агрегаты
с фрактальной структурой. Обнаружение фрак-
тальных пылевых агрегатов в комете 67P может
быть объяснено только сохранением первичного
допланетного вещества в кометном ядре (Blum,
2018). Данные, полученные при полетах к другим
кометам (1P/Halley, 9P/Tempel 1, 81P/Wild 2,
103P/Hartley 2) и по результатам наземных на-
блюдений (см. статью Fulle и др., 2019 и библио-

графию в ней) также накладывают ограничения
на состав кометных ядер, сформировавшихся на
допланетной стадии.

Эксперименты по столкновениям мелких пы-
левых агрегатов, имеющих фрактальную структу-
ру, показали, что их изначальное уплотнение и
соответствующий рост фрактальной размерности
приводит к слипанию агрегатов, а затем, по мере
их дальнейшего уплотнения, слипание сменяется
отскоком при взаимных столкновениях, когда их
размеры достигают ~0.1–1 см в случае тугоплав-
ких агрегатов. Размеры могут быть значительно
больше у фрактальных агрегатов, состоящих пре-
имущественно из водяного льда, поскольку наи-
большая относительная скорость, при которой
еще возможно их слипание, на порядок выше
(Kataoka и др., 2013; Gundlach, Blum, 2015; Blum
и др., 2017; Blum, 2018). Слипание ледяных частиц
с тугоплавкими должно быть менее эффектив-
ным. Образование характерных для кометы 67Р
агрегатов, преимущественно или почти полно-
стью состоящих из тугоплавкого вещества, воз-
можно, происходило в области протопланетного
диска с малым содержанием водяного льда либо
на более ранней стадии при температуре выше
температуры конденсации водяного льда.

Таким образом, с учетом новых кометных дан-
ных структуру пылевых агрегатов за линией водя-
ного льда можно представить в виде фрактально-
го кластера, состоящего из агрегатов двух типов:
тугоплавких (состоящих преимущественно из ме-
нее летучих веществ, чем водяной лед) и ледяных
(состоящим в основном из водяного льда). Оба
типа агрегатов имеют высокую пористость, не ме-
нее той, которая характерна для тугоплавкой и ле-
дяной компонент вещества кометы 67P/Чурюмо-
ва–Герасименко. Возможно, тугоплавкие агрега-
ты могут содержать незначительное количество
льда на поверхности или в микропорах, а ледяные
агрегаты могут содержать единичные или множе-
ственные тугоплавкие ядра, не оказывающие су-
щественного влияния на среднюю плотность аг-
регата. Пока неизвестно, как ведут себя при столк-
новениях в условиях протопланетного диска
пылевые частицы и агрегаты смешанного соста-
ва, содержащие тугоплавкую компоненту и лед.

Если пыле-ледяные самогравитирующие сгу-
щения образовались в протопланетном диске в
результате потоковой неустойчивости (Youdin,
Goodman, 2005; Bai, Stone, 2010; Колесниченко,
Маров, 2019) и/или гравитационной неустойчи-
вости в обогащенном пылью экваториальном
слое диска (Coradini и др., 1981; Goodman, Pindor,
2000; Youdin, 2011; Макалкин, Зиглина, 2018), то в
результате гравитационного коллапса пыле-ледя-
ного сгущения, состоящего из агрегатов с пре-
имущественно пылевым и ледяным или смешан-
ным составом, получается вещество, аналогичное
кометному, при отношении масс пылевой и ледя-
ной компонент в диапазоне 3 < δ < 9 (Lorek и др.,
2016). Однако в протокометном и первичном ко-
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метном веществе возможны более низкие, прото-
солнечные значения этого отношения, характер-
ные для протопланетных дисков: 1.5 < δ < 2 (Pollack
и др., 1994; Дорофеева, 2020). Хотя фрактальная
размерность пыле-ледяного кластера за линией
льда является недостаточно определенной вели-
чиной, можно ожидать, что она должна быть до-
статочно низкой, учитывая, что плотность кла-
стера была меньше или существенно меньше, чем
средняя объемная плотность кометы.

В данной работе путем численного моделиро-
вания исследуется структура гетерогенного фрак-
тального кластера, состоящего из тугоплавких
пылевых агрегатов и летучих ледяных агрегатов,
которые полностью испаряются на линии водя-
ного льда в протопланетном диске при движении
к центральной звезде. В рассматриваемых моде-
лях пренебрегается малой примесью водяного
льда в тугоплавких агрегатах и считается, что
плотности и радиусы тугоплавких агрегатов не
изменяются при пересечении линии льда. Также
пренебрегается возможным наличием мелких ту-
гоплавких включений внутри ледяных агрегатов,
которые сохраняются при испарении льда и дают
некоторую (незначительную) добавку в тугоплав-
кое вещество в виде мелких (вероятно, микрон-
ных) пылевых частиц.

Исследуются свойства фрагментов, образую-
щихся в результате полного испарения льда.
Предположение, что при пересечении линии льда
кластер полностью теряет ледяную компоненту и
распадается на тугоплавкие фрагменты, является
достаточно обоснованным при высокой прони-
цаемости кластера с размером <~10 см и размерах
агрегатов, образующих кластер, <~1 см. При та-
ких размерах ледяных агрегатов полное испаре-
ние льда внутри кластера происходит в протопла-
нетном диске за время порядка ~1 года (Drążkowska,
Alibert, 2017).

Размеры тугоплавких пылевых агрегатов <~1 см
соответствуют получаемым в лабораторных экс-
периментах по взаимным соударениям таких аг-
регатов и в численных моделях образования пла-
нетезималей (Blum, 2018). Они согласуются с
приведенными выше данными наблюдений по
комете 67P/Чурюмова–Герасименко. По данным
численного моделирования пористость ледяных
агрегатов существенно больше и, соответственно,
фрактальная размерность и плотность суще-
ственно меньше, чем у тугоплавких агрегатов
(Blum, 2018; Lorek и др., 2016).

Основная цель исследования – выяснить
условия, при которых в результате сублимации
ледяных агрегатов образуются фрагменты малых
масс и размеров по сравнению с исходным кла-
стером за линией льда, а также условия, при кото-
рых образуются большие фрагменты, массы и
размеры которых составляют значительную долю
массы и размера исходного кластера. В первом
случае мелкие фрагменты из-за малой скорости

радиального дрейфа должны накапливаться у ли-
нии льда, что способствует образованию здесь
планетезималей. Во втором случае крупные фраг-
менты эффективно теряют угловой момент при
трении о газ, что способствует их быстрому дрей-
фу от линии льда к центру диска и препятствует
накоплению твердого вещества с внутренней сто-
роны от линии льда, в области главного астероид-
ного пояса в Солнечной системе и вероятной ана-
логичной зоны в планетных системах у других
звезд.

Дальнейшее изменение масс фрагментов, об-
разовавшиеся на линии льда, происходит при их
последующих столкновениях. Они могут как объ-
единяться в более крупные кластеры (Drążkowska
и др., 2016), так и распадаться на более мелкие
фрагменты (Gundlach, Blum, 2015). При относи-
тельных скоростях <~1 м/с фрагменты растут,
при существенно бόльших скоростях – распада-
ются на части (Blum, 2018). Эти скорости зависят
от интенсивности турбулентных движений и мо-
гут быть существенно меньше в средней плоско-
сти протопланетного диска, чем вдали от нее
(Carrera и др., 2017; Макалкин, Артюшкова, 2017).
В данной статье рассматривается только образо-
вание фрагментов на линии льда и не прослежи-
вается их дальнейшая эволюция.

ИСХОДНАЯ МОДЕЛЬ
И НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ

Рассматривается модель структуры рыхлых
кластеров сантиметрового – дециметрового раз-
мера, состоящих из смеси льда воды и пыли, кото-
рые при движении в газе протопланетного диска по
направлению к центру пересекают линию водя-
ного льда (“снеговую линию”) и в дальнейшем
вносят вклад в образование планетезималей в зо-
не формирования планет земной группы. Пред-
полагается, что пыле-ледяной кластер обладает
фрактальной структурой и что содержащиеся в
нем тугоплавкие и ледяные агрегаты имеют сфе-
рическую форму.

При построении модели используется алго-
ритм, в котором при формировании структуры
кластера направление “стыковки” отдельных об-
разующих его частиц (агрегатов) задается с помо-
щью сплайнов, радиусы кривизны которых кор-
ректируются с целью обеспечения заданной
фрактальной размерности (Русол, 2021). Такие
характерные формы внутренней структуры кла-
стера, напоминающие ветви, похожи на получае-
мые в лабораторных экспериментах (Wurm и др.,
2003) и численных экспериментах (Marov, Rusol,
2015) “пушистые” образования с микронными и
субмикронными частицами. Применяемый нами
метод проницаемых частиц позволил моделиро-
вать сложные взаимодействия при кластер-кла-
стерных столкновениях (Маров, Русол, 2011, 2018)
и оценить параметры, обеспечивающие образова-
ние протяженных пространственных структур. Та-
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кой усовершенствованный подход к построению
кластера (Русол, 2021) можно назвать имитацион-
ным моделированием в том смысле, что он позво-
ляет заменить крайне затратное (требующее ис-
пользования суперкомпьютера) моделирование
агрегирования системы при кластер-кластерных
столкновениях на существенно более простое мо-
делирование формирования кластера. При этом,
однако, учитываются основные особенности его
структуры, интересующие нас в данном исследо-
вании: получение необходимой фрактальной раз-
мерности и соответствующей ей пористости, а
также внутренней гетерогенности кластера, со-
стоящего из агрегатов двух различных типов, от-
личающихся размерами, плотностями и содержа-
нием по массе.

При формировании исходной структуры кла-
стера чередование входящих в него тугоплавких и
ледяных агрегатов определяется случайным обра-
зом, причем частота появления частиц каждого
сорта управляется задаваемыми параметрами, в
качестве которых используются массовые доли
каждого сорта частиц (xd и xw) в формируемом
кластере. В результате серии расчетов удается полу-
чить состав кластера, в котором значения массовых
долей xd и xw близки к задаваемым значениям. Здесь
и дальше нижние индексы d и w обозначают две
компоненты твердого вещества с внешней сторо-
ны от линии льда в протопланетном диске: туго-
плавкую пылевую компоненту и водяной лед.

В данной работе в основном рассматриваются
кластеры с фрактальной размерностью  2.75.
При такой фрактальной размерности пористость
находится в диапазоне 70–80%, как следует из
рассчитанных нами моделей (см. ниже), поэтому
реализуется высокая проницаемость кластера,
соответствующая его моделируемой “ворсистой”
структуре. Параметр  определяется уравнением (2)
в работе (Русол, 2021). Для проверки влияния ве-
личины фрактальной размерности на параметры
кластеров и образующихся фрагментов предпри-
няты также расчеты с варьируемой фрактальной
размерностью (от 2.5 до 2.8) при фиксированных
значениях других исходных параметров.

Высокая проницаемость кластера и небольшие
размеры образующих его агрегатов <~0.1–1 см, ко-
торые могут полностью терять водяной лед за
время порядка ~1 года (Drążkowska, Alibert, 2017),
позволяют вполне обоснованно предположить,
что при пересечении линии льда кластер полно-
стью теряет ледяную компоненту и распадается
на тугоплавкие фрагменты.

В модели учтено, что тугоплавкие и ледяные
частицы (агрегаты) полидисперсны, т.е. имеют
распределение по размерам. Для обоих типов ча-
стиц принято обратное степенное распределение
по радиусу частицы с показателем p = 3.5, которое
достаточно универсально: оно неплохо соответ-
ствует распределению по размерам как мельчай-
ших межзвездных частиц, так и кратеров на телах

β =D

βD

Солнечной системы, создаваемых ударами круп-
ных тел. Отметим вместе с тем, что варьирование
показателя p в пределах от 3 до 4 не оказывает су-
щественного влияния на основные результаты
моделирования.

Помимо фрактальной размерности  к ва-
рьируемым входным параметрам модели отно-
сятся:

Rcl – радиус кластера, который определяется
как сфера наименьшего радиуса, охватывающая
центры всех сферических агрегатов (частиц), со-
ставляющих данный кластер;

Rd, min и Rd, max –минимальный и максимальный
радиусы тугоплавких пылевых агрегатов (peb-
bles);

Rw, min и Rw, max – минимальный и максималь-
ный радиусы агрегатов, состоящих из водяного
льда;

ρd и ρw – плотности тугоплавких и ледяных аг-
регатов;

δ = δs = xd, s/xw, s – задаваемое (приближенное)
отношение массовых долей тугоплавкой пылевой
компоненты и водяного льда в кластере, которое за-
тем уточняется в результате расчета (xd, s + xw, s = 1).

Необходимость уточнения задаваемого значе-
ния δ связана с тем, что при моделировании кла-
стера используется вариант формирования компо-
зиции частиц путем случайного выбора из масси-
вов, сформированных по медианным значениям
радиусов частиц, с последующей их заменой на
распределение радиусов частиц по обратному
степенному закону. Такой алгоритм приводит к
погрешности массовых долей тугоплавких и ле-
дяных частиц, следовательно, и параметра δ, а
также фрактальной размерности кластера.

Параметрами подобия в рассматриваемой мо-
дели (в предположении сферической формы как
кластера, так и агрегатов) являются отношения:

(1)

При сохранении этих отношений (для заданного
распределения частиц по размерам) сохраняются
и отношения объемов агрегатов к объему класте-
ра. Поэтому все результаты моделирования долж-
ны зависеть от указанных выше отношений, а не
от абсолютных значений радиусов, что и было
подтверждено численными экспериментами.
С учетом этого в качестве входных параметров в
расчетах использовались относительные радиусы
rd, min, rd, max, rw, min и rw, max, определяемые соотно-
шениями (1). Эти минимальные и максимальные
значения относительного радиуса принимались
различными для агрегатов каждого типа – туго-
плавких и ледяных.

Отношения характерных размеров тугоплав-
ких и ледяных агрегатов в протопланетном диске
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неизвестны. В серии рассматриваемых нами мо-
делей отношения rd, min/rw, min и rd, max/rw, max варьи-
ровались от 0.1 до 10. Наименьший радиус агрега-
тов обоих типов принимался не менее 0.003 ради-
уса кластера. Возможные частицы еще меньшего
радиуса не учитывались в расчетах из-за вычис-
лительных ограничений на полное число частиц в
кластере.

При моделировании использовались различ-
ные значения плотности тугоплавких агрегатов.
Одно из них, ρd = 1.2 г/см3, соответствует пори-
стости ~50–60% для вещества, состоящего из си-
ликатов, сульфидов и органики в кометах и объ-
ектах пояса Койпера (Davidsson и др., 2016; Fulle
и др., 2019) и в протопланетном диске на стадии
образования планетезималей (Kothe и др., 2010). Рас-
сматривались также модели с существенно меньши-
ми значениями плотности, ρd = 0.3–0.6 г/см3; они
соответствуют более высокой пористости, ~75–
90%, которая получается по результатам модели-
рования роста силикатных агрегатов в протопла-
нетном диске (Zsom и др., 2010; Lorek и др., 2016;
2018). Для агрегатов, состоящих из водяного льда,
использовались два значения. С учетом высокой
пористости ледяных агрегатов в условиях прото-
планетного диска (~90%) (Lorek и др., 2018) было
принято значение ρw = 0.1 г/см3. Рассмотрен так-
же вариант с существенно более высокой плотно-
стью ρw = 0.4 г/см3, которая лучше согласуется с
кометными данными (Fulle и др., 2017).

Задаваемые значения отношения массовых
долей тугоплавкой и ледяной компонент внутри
кластера (δ) в представленных моделях варьиро-
вались в широких пределах: от 2 до 9. Этот диапа-
зон полностью охватывает вероятный диапазон
значений δ для комет и протокометного вещества
3 < δ < 9 (Fulle и др., 2019; Lorek и др., 2016), а ниж-
няя граница диапазона не противоречит данным
для протопланетного диска 1.5 < δ < 2 (Pollack
и др., 1994; Дорофеева, 2020).

В модели вычисляются следующие параметры:
Ncl, Nd, Nw – полное количество частиц (агрега-

тов) в кластере, количество тугоплавких частиц и
ледяных частиц в нем (Nd + Nw = Ncl);

Mcl, Md и Mw – масса кластера и суммарные
массы составляющих его тугоплавких и ледяных
частиц (Mcl = Md + Mw).

Эти массы позволяют рассчитать среднюю
объемную плотность кластера

ρcl = Mcl/Vcl где Vcl = ( ), а также получить
уточненные значения массовых долей тугоплав-
кой и ледяной компонент xd = Md/Mcl и xw =
= Mw/Mcl и, следовательно, уточненное значение
δ = δ = xd/xw. С помощью вычисленных значений
ρcl, xd и xw, а также задаваемых плотностей агрега-
тов ρd и ρw рассчитывается пористость (макропо-
ристость) кластера ψ, определяемая из соотноше-
ния ψ = 1 − Va/Vcl = 1 − ρcl/ρa, где Va – объем, за-

π 34 3 clR

нимаемый тугоплавкими и ледяными агрегатами
внутри кластера, ρa – средняя плотность веще-
ства агрегатов, составляющих кластер (плотность
кластера при нулевой пористости), которая равна
ρa = (xd/ρd + xw/ρw)−1.

К вычисляемым параметрам также относятся:
Nfr – количество тугоплавких фрагментов, об-

разующихся в результате сублимации ледяных ча-
стиц в кластере,

Ni, Mi и Li – количество тугоплавких агрегатов
в i-м фрагменте, масса и максимальный линей-
ный размер фрагмента (поскольку фрагменты
имеют неправильную форму). Для параметров
фрагментов также удобно пользоваться относи-
тельными величинами ni = Ni/Nd; mi = Mi/Md; li =
= Li/2Rcl, которые обозначают соответственно от-
носительное содержание всех тугоплавких агре-
гатов (по числу частиц) в i-м фрагменте, их массо-
вую долю в нем, а также максимальный размер
фрагмента по отношению к диаметру кластера.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Нами были проведены серии численных экс-

периментов по распаду кластеров при различных
исходных параметрах задачи. Ниже приведены
результаты расчетов для семи вариантов (соответ-
ственно, Модели 1–7). Значения как исходных,
так и рассчитываемых параметров по всем моде-
лям для удобства сравнения моделей приведены в
табл. 1.

Модель 1. Для этой модели характерно то, что
в ней тугоплавкие агрегаты в кластере на порядок
крупнее ледяных. Значения задаваемых параметров
следующие: rd, min = 0.05, rw, min = 0.005, rd, min/rw, min =
= rd, max/rw, max = 10, rd, max/rd, min = rw, max/rw, min = 2,
ρd = 1.2 г/см3, ρw = 0.1 г/см3, δs = xd, s/xw, s = 9.

Рассчитанные значения параметров: ρcl = 0.169 г/см3,
xd = 0.9004; xw = 0.0996, δ = 9.04, ψ = 0.706, Ncl =
= 597658, Nd = 461, Nw = 597197, Nfr = 413.

Рассчитанные значения xd и xw соответствуют
значению δ = 9.04, которое очень близко к задан-
ному (ориентировочному) значению.

На рис. 1 приведен вид кластера до и после
сублимации льда. Видно, что он распался на мел-
кие фрагменты, несмотря на минимальную мас-
совую долю льда для наших моделей с xw ≈ 0.1, со-
ответствующую максимальному отношению δ =
= xd/xw ≈ 9.

На рис. 2 показан вид и значения параметров
трех наибольших по массе фрагментов, образо-
вавшихся в результате испарении ледяных агрега-
тов, входящих в состав кластера. В модели 1 каж-
дый из этих фрагментов состоит всего лишь из
трех частиц (агрегатов). Как видно из значений
параметров m и l на рис. 2, массовая доля туго-
плавких частиц в этих фрагментах (m), а также их
максимальные относительные размеры (l) по
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сравнению с диаметром кластера очень малы.
В табл. 1 приведены значения суммарной массо-
вой доли тугоплавкого вещества кластера в трех
самых крупных фрагментах ( ), равной (M1 +
+ M2 + M3)/Md, которая для модели 1 равна 0.03.
(Нумерация фрагментов начинается с самого
массивного и идет в порядке убывания их масс.)
В двенадцати крупнейших фрагментах содержит-
ся массовая доля пылевого (тугоплавкого) веще-
ства:  = 0.074. В табл. 1 также приведено зна-
чение наибольшего размера фрагментов lmax, кото-
рое получается путем сравнения максимального
линейного размера каждого фрагмента и выбора
наибольшего из них. Для модели 1 получено зна-
чение lmax = 0.0456.

Очевидно, увеличение массовой доли льда
приводит к распаду кластера на отдельные туго-
плавкие частицы (агрегаты). В то же время, как
показывают расчеты, увеличение плотности ле-

Σ3m

Σ12  m

дяных агрегатов в несколько раз (до ρw = 0.4 г/см3)
из-за уменьшения доли объема кластера, прихо-
дящейся на ледяные агрегаты, увеличивает массы
и размеры тугоплавких фрагментов в несколько
раз, но они остаются очень малыми по сравнению
с полной массой тугоплавкого вещества и разме-
ром кластера.

Модель 2. В отличие от модели 1, в этой модели
взят один и тот же диапазон (от минимального до
максимального) радиусов тугоплавких и ледяных
агрегатов; при этом по сравнению с моделью 1 ту-
гоплавкие агрегаты имеют на порядок меньшие
размеры: rd,min = 0.005, rw, min = 0.005, rd, min/rw, min =
= rd, max/rw, max = 1. Остальные значения входных
параметров такие же, как в модели 1: rd, max/rd, min =
= rw, max/rw, min = 2, ρd = 1.2 г/см3, ρw = 0.1 г/см3, δs = 9.

В результате расчетов получены следующие
значения параметров: ρcl = 0.105 г/см3, xd =0.9002,

Таблица 1. Параметры моделей

Примечание. Расшифровка обозначений – в тексте статьи.

Исходные
параметры

Номер модели

1 2 3 4 5 6 7

rd, min 0.05 0.005 0.005 0.003 0.005 0.005 0.005
rw, min 0.005 0.005 0.05 0.03 0.05 0.05 0.05
rd, min/rw, min 10 1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
rd, max/rw, max 10 1 0.1 0.1 0.5 0.1 0.1
rd, max/rd, min 2 2 2 10 10 2 2
rw, max/rw, min 2 2 2 10 2 2 2

ρd, г/см3 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2 0.3 1.2

ρw, г/см3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.4

δs = xd,s/xw,s 9 9 9 9 9 2.25 2.25

Рассчитанные
параметры

Номер модели

1 2 3 4 5 6 7

xd 0.9004 0.9002 0.899 0.887 0.897 0.693 0.692
xw 0.0996 0.0998 0.101 0.113 0.103 0.307 0.308
δ = xd/xw 9.04 9.02 8.91 7.85 8.71 2.26 2.25

ρcl, г/см3 0.169 0.105 0.111 0.142 0.158 0.0391 0.158

ψ 0.706 0.816 0.805 0.735 0.719 0.790 0.787
Ncl 597658 652109 295990 799445 194993 321070 324543
Nd 461 279795 295605 798589 194449 320619 324130
Nw 597197 372314 385 856 544 451 413
Nfr 413 28774 1547 570 25871 928 986
Σ3m 0.030 0.003 0.35 0.49 0.021 0.37 0.40
Σ12m 0.074 0.011 0.51 0.65 0.063 0.53 0.55
lmax 0.046 0.236 0.997 0.999 0.667 0.999 0.998
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Рис. 1. Фрактальный кластер, модель 1: (а) охватывающий объем, (б) кластер до сублимации льда, (в) после сублима-
ции льда.

(б) (в)(a)

Рис. 2. Три фрагмента, наибольшие по массе, в модели 1 (в порядке убывания массы). m – доля массы тугоплавкого
вещества кластера в каждом из фрагментов, l – максимальный размер каждого из фрагментов по отношению к диа-
метру кластера.

m = 0.0127
l = 0.0456

m = 0.0104
l = 0.0406

m = 0.0067
l = 0.0406

xw = 0.0998, δ = 9.02, ψ = 0.816, Ncl = 652109, Nd =
= 279795, Nw = 372314; Nfr = 28774. Вид кластера
по этой модели до и после испарения льда пока-
зан на рис. 3.

На рис. 4 показан вид трех тугоплавких фраг-
ментов в модели 2 (в каждом из них – около 300
тугоплавких частиц) и значения масс и наиболь-
ших размеров фрагментов m и l. Как видно, мас-
совая доли тугоплавких частиц (m) в этих наи-
больших фрагментах еще меньше, чем в модели 1,
из-за более мелких размеров частиц в модели 2, а
максимальные относительные размеры (l) по
сравнению с моделью 1 увеличились в несколько
раз, но малы по сравнению с диаметром кластера.

Массовая доля тугоплавкого вещества класте-
ра в трех самых массивных фрагментах  моде-
ли 2 составляет всего лишь 0.003 – в 10 раз мень-
ше, чем в модели 1, а  = 0.011, в 7 раз меньше,
чем в модели 1. При этом наибольший линейный
размер фрагментов lmax, в пять раз больше, чем в
модели 1 (см. табл. 1).

Модель 3. Ее отличие от модели 2 в том, что в ней
радиусы ледяных агрегатов на порядок больше ра-
диусов тугоплавких агрегатов. Соответственно, за-
данные значения радиусов таковы: rd, min = 0.005,

Σ3m

Σ12m

rw, min = 0.05, rd, min/rw, min = rd, max/rw, max = 0.1. Осталь-
ные заданные значения параметров такие же, как
в моделях 1 и 2: rd, max/rd, min= rw, max/rw, min = 2, ρd =
= 1.2 г/см3, ρw = 0.1 г/см3, δs = xd, s/xw, s = 9.

Рассчитаны следующие значения параметров:
ρcl = 0.111 г/см3, xd = 0.8991, xw = 0.1009, ψ = 0.805,
Ncl = 295990, Nd = 295605, Nw = 385; Nfr = 1547. Рас-
считанные величины xd и xw дают значение δ =
= 8.91, близкое к заданному.

Вид кластера до и после сублимации льда по-
казан на рис. 5.

На рис. 6 показан вид трех самых массивных
тугоплавких фрагментов, образовавшихся из-за
сублимации льда для модели 3 (в каждом из них
20–40 тыс. частиц) и значения массы и макси-
мального размера каждого из фрагментов (m и l).
Суммарная массовая доля тугоплавких частиц в
трех самых крупных фрагментах  в этой моде-
ли равна 0.35, что на два порядка больше, чем в
модели 2. В двенадцати крупнейших фрагментах
содержится чуть более половины массы всего пы-
левого (тугоплавкого) вещества:  = 0.51. Раз-
меры 12-ти крупнейших фрагментов лишь на 10–
20% меньше диаметра кластера. Такие фрагменты

Σ3m

Σ12  m
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должны испытывать значительное лобовое со-
противление в газе диска и эффективно терять
орбитальный угловой момент.

Отметим, что в построенных моделях не учи-
тывается возможность аккумуляции фрагментов,
находящихся внутри охватывающего объема кла-
стера после испарения льда. Такая аккумуляции
за счет “сцепления” фрагментов приведет к зна-
чительному увеличению масс и плотностей круп-
нейших фрагментов и может обеспечить образо-
вание суперфрагмента, содержащего в себе по-
давляющую часть массы тугоплавкого вещества
кластера; при этом лишь небольшая часть массы
может остаться в мелких фрагментах.

Модель 4. Данная модель отличается от моде-
ли 3 тем, что в ней отношение максимального и
минимального радиусов как пылевых (тугоплав-
ких), так и ледяных агрегатов в пять раз больше,

чем в модели 3: вместо 2 это отношение принято
равным 10. При этом минимальные значения ра-
диусов обоих типов частиц на 40% меньше их зна-
чений в модели 3, а максимальные в 3 раза больше
максимальных значений в модели 3. В результате
этого (с учетом распределении радиусов агрегатов
обоих типов по обратному степенному закону с
p = 3.5) основная масса как тугоплавкого, так и
ледяного вещества, оказывается в более крупных
частицах.

В модели 4 приняты следующие значения ра-
диусов: rd, min = 0.003, rw, min= 0.03, rd, min Hrw, min =
= rd, max Hrw, max = 0.1, rd, max Hrd, min= rw, max Hrw, min = 10.
Остальные заданные значения параметров такие
же, как в моделях 1 – 3: ρd = 1.2 г/см3, ρw = 0.1 г/см3,
δs= 9.

Рис. 3. Фрактальный кластер (модель 2): (а) до сублимации льда, (б) после сублимации льда.

(б)(a)

Рис. 4. Три фрагмента, наибольшие по массе в модели 2. Обозначения m и l, как на рис. 2.

m = 0.00112
l = 0.236

m = 0.00107
l = 0.134

m = 0.00105
l = 0.145
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Вид полученного кластера до и после сублима-
ции льда показан на рис. 7. Рассчитанные значе-
ния параметров: ρcl = 0.142 г/см3, xd = 0.887, xw = 0.113,
δ = 7.85, ψ = 0.735, Ncl = 799445, Nd = 798589, Nw = 856;
Nfr = 570.

Три крупнейших фрагмента, полученные в
модели 4, показаны на рис. 8. Наблюдается почти
9-кратное превышение массы в первом фрагмен-
те по сравнению со вторым. В трех наибольших
фрагментах содержится масса  0.49, т.е. по-
чти половина всей массы тугоплавкой компоненты.
В 12-ти фрагментах с наибольшим количеством
частиц содержится полная масса  = 0.65, т.е.
по сравнению с моделью 3 наблюдается более

Σ =3m

Σ12m

сильная концентрация массы в крупнейших
фрагментах, которая может быть связана с трое-
кратно бόльшим верхним пределом в распределе-
нии пылевых агрегатов по размерам. Размеры 12-ти
наибольших пылевых агрегатов превышают 85%
диаметра кластера, а у 8 из 12 – превышают 95%
диаметра.

Как следует из сравнения рассчитанных масс
фрагментов в моделях 3 и 4, при увеличении от-
ношения максимального и минимального радиу-
сов в степенном распределении по размерам туго-
плавких и ледяных агрегатов: rd, max/rd, min и
rw, max/rw, min происходит увеличение концентра-
ции массы в крупнейших фрагментах, образовав-
шихся после испарения ледяной компоненты

Рис. 5. Фрактальный кластер (модель 3): (а) до сублимации льда, (б) после сублимации льда.

(б)(a)

Рис. 6. Три наиболее массивных фрагмента в модели 3. Нумерация фрагментов – в порядке убывания массы. Смысл
параметров m и l – как на рис. 2.

m = 0.143
l = 0.731

m = 0.123
l = 0.997

m = 0.079
l = 0.954
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кластера: в модели 4 массовая доля тугоплавкого
вещества в трех крупнейших фрагментах на 10–
30% больше, чем в модели 3, и достигает 0.5, а в 12
крупнейших фрагментах в модели 4 эта масса на
15–25% больше, чем в модели 3, и достигает 0.65.
Это, вероятно, связано с тем, что из-за троекрат-
но бόльших значений максимальных масс в рас-
пределениях как тугоплавких, так и ледяных ча-
стиц, основная часть массы тугоплавкой компо-
ненты содержится в более крупных частицах, чем
наибольшие частицы в модели 3, и это приводит
к увеличению масс фрагментов. Других принци-
пиальных различий между моделями 3 и 4 не на-
блюдается.

Модель 5. В этой модели, как и в модели 4, от-
ношение максимального и минимального радиу-

сов для пылевых (тугоплавких) агрегатов равно
10, но в отличие от предыдущей модели, для ледя-
ных агрегатов это отношение в пять раз меньше,
то есть равно 2, как в модели 3. При этом макси-
мальный радиус тугоплавких агрегатов равен ми-
нимальному радиусу ледяных. Кроме того, мини-
мальные и максимальные радиусы тугоплавких
агрегатов в 5/3 ≈ 1.67 раза больше таких радиусов
в модели 4. Поэтому основная масса тугоплавкого
вещества в модели 5 находится в более крупных
частицах, а ледяного вещества – в более мелких,
чем в предыдущей модели. Остальные параметры
оставлены без изменения. В целом, набор значе-
ний входных параметров имеет вид: rd, min = 0.005,
rw, min = 0.05, rd, min/rw, min = 0.1, rd, max/rw, max = 0.5,

Рис. 7. Фрактальный кластер (модель 4): (а) до сублимации льда, (б) после сублимации льда.

(б)(a)

Рис. 8. Три наиболее массивных фрагмента в модели 4. Параметры m и l – как на рис. 2.

m = 0.412
l = 0.999

m = 0.048
l = 0.998

m = 0.029
l = 0.973
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rd, max/rd, min= 10, rw, max/rw, min = 2, ρd = 1.2 г/см3, ρw =
= 0.1 г/см3, δs = 9.

Рассчитанные значения параметров: ρcl =
= 0.158 г/см3, xd = 0.897, xw = 0.103, δ = 8.71, ψ = 0.719,
Ncl = 194993, Nd = 194449, Nw = 544; Nfr = 25871.

Вид кластера до и после сублимации льда
представлен на рис. 9. Особенность модели 5 –
более узкий диапазон радиусов ледяных агрега-
тов, примыкающий к верхней границе диапазона
радиусов тугоплавких агрегатов. Поэтому в дан-
ной модели радиусы ледяных и тугоплавких агре-
гатов, осредненные по массам внутри своего диа-
пазона, отличаются не в 10 раз, как в моделях 3 и
4, а в 2.5–3 раза. В результате модель по различию
средних радиусов тугоплавких и ледяных частиц
является промежуточной между моделями 3 и 4 с
одной стороны и моделью 2 – с другой. Эта осо-
бенность модели 5 ответственна за очень сильное
уменьшение доли полной массы тугоплавкого ве-
щества в крупнейших фрагментах.

Три наиболее массивных фрагмента в модели
5, представленные на рис. 10, имеют больше пу-
стот и меньше ветвей, формирующих фракталь-
ные кластеры фрагментов, чем крупнейшие
фрагменты модели 4. Особенно важно, что сум-
марная массовая доля первых трех фрагментов

 в модели 5 составляет всего лишь 0.021, а 12
крупнейших фрагментов  = 0.063 несмотря
на то, что максимальные размеры этих фрагмен-
тов составляют от 25 до 67% диаметра первичного
кластера.

Можно отметить еще одну особенность моде-
ли 5, отраженную на рис. 10: при очень малых
массах крупнейших фрагментов максимальный

Σ3m
Σ12m

размер каждого фрагмента сопоставим с радиу-
сом кластера. Это связано с тем, что в распределе-
нии тугоплавких частиц преобладают мелкие ча-
стицы, тогда как основная масса содержится в бо-
лее крупных.

При осреднении по массам для каждого типа
агрегатов в модели 5 отношение средних радиусов
пылевых и ледяных агрегатов получается менее 3
(тогда как в моделях 3 и 4 оно равно 10). При этом,
для модели 5 характерны более крупные тугоплав-
кие агрегаты, чем в модели 4, и более мелкие – ле-
дяные: первые в среднем в 1.7 раза крупнее, а вто-
рые в 2 раза мельче. Благодаря этим факторам
полное количество тугоплавких агрегатов в моде-
ли 5 получается в четыре раза меньше, а количе-
ство фрагментов – в 45 раз больше, чем в модели 4.
Все это приводит к уменьшению числа частиц и
массовой доли тугоплавкого вещества даже в наи-
больших фрагментах и снижению концентрации
массы в крупнейших фрагментах в модели 5 по
сравнению с моделью 4.

В результате численного моделирования было
подтверждено существование параметра подо-
бия, который определяет степень концентрации
массы тугоплавкого вещества кластера в круп-
нейших фрагментах при заданных размерах ледя-
ных и тугоплавких частиц (агрегатов) в кластере.
Таким параметром является отношение объема,
который внутри кластера занимают все тугоплав-
кие частицы, к объему, занимаемому ледяными
частицами, . Для всех моделей с заданными
размерами частиц обоих видов приблизительно
одинаковая степень концентрации массы туго-
плавких частиц в крупнейших фрагментах реали-

d wV V

Рис. 9. Фрактальный кластер (модель 5): (а) до сублимации льда, (б) после сублимации льда.

(б)(a)
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зуется при одинаковых отношениях объемов
, то есть, когда выполняется соотношение

(2)

Ниже представлены результаты расчетов для двух
моделей, имеющих такие же максимальные и ми-
нимальные радиусы частиц обоих типов, как в
модели 3, но другие плотности частиц. При этом
с помощью уравнения (2) варьировалось отноше-
ние массовых долей тугоплавких и ледяных ча-
стиц δ, чтобы получить такую же высокую сте-
пень концентрации массы тугоплавких частиц
кластера в крупнейших фрагментах, как в модели 3,
для которой выполняется соотношение:

(3)
Модель 6 предполагает, в отличие от модели 3,

плотность тугоплавких агрегатов ρd = 0.3 г/см3, в
четыре раза меньшую, чем в модели 3 (и всех
предыдущих моделях) при прежней плотности
ледяных агрегатов ρw = 0.1 г/см3. Для достижения
степени концентрации массы тугоплавких частиц
кластера в крупнейших фрагментах, аналогичной
той, которая наблюдается в модели 3, из соотноше-
ний (2) и (3) следует значение параметра δ = δs =
= xd, s/xw, s = 0.75 × (0.3/0/1) = 2.25. Значения
остальных параметров остаются такими же, как
в модели 3, следовательно, полный набор исход-
ных параметров имеет вид: rd, min = 0.005, rw, min = 0.05,
rd,min/rw, min = rd, max/rw, max = 0.1, rd, max/rd, min= rw, max/rw, min = 2,
ρd = 0.3 г/см3, ρw = 0.1 г/см3, δ = xd/xw = 2.25.

Рассчитанные значения параметров: ρcl =
= 0.0391 г/см3, xd = 0.693, xw = 0.307, δ = 2.26, ψ = 0.790,
Ncl = 321070, Nd = 320619, Nw = 451; Nfr = 928.

Суммарная массовая доля тугоплавких частиц
в трех самых крупных фрагментах  составляет
в этой модели около 0.37, в двенадцати крупней-
ших фрагментах содержится чуть более половины

d wV V

ρ ρ= = = δ =
ρ ρ ρ ρ

const.d w w d w
d w

d w d w d

x x xV V
x

( )= ρ ρ δ ≈ × =  ( )  0.1 1.2 9 0.75d w w dV V

Σ3m

массы всего пылевого (тугоплавкого) вещества
 Размеры 12-ти крупнейших фраг-

ментов находятся в интервале от 75 до 99.9% диа-
метра кластера. Эти значения массы, как видно из
табл. 1, близки к полученным в модели 3.

Для иллюстрации сходства моделей с одинако-
выми значениями параметра , входяще-
го в уравнение (2), на рис. 11 показан вид кластера
до и после сублимации льда в модели 6. При срав-
нении этого рисунка с рис. 5 видна высокая сте-
пень сходства структур.

Результаты расчетов для модели 6 подтверди-
ли, что соотношение (2) справедливо с достаточ-
но высокой степенью точности: при уменьшении
плотности тугоплавких агрегатов в 4 раза, от 1.2 до
0.3 г/см3, для поддержания такой же, как в модели 3,
высокой степени концентрации массы тугоплав-
кого вещества в крупнейших фрагментах доста-
точно уменьшить во столько же раз соотношение
массы пыли и льда δ: от 9 до 2.25, что уже близко
к протосолнечному значению.

Модель 7 отличается от предыдущей модели 6
тем, что в ней в четыре раза больше плотности как
тугоплавких, так и ледяных агрегатов, то есть ρd =
= 1.2 г/см3, ρw = 0.4 г/см3. По сравнению с моде-
лью 3 в модели 7 в четыре раза увеличена только
плотность ледяных агрегатов. Остальные входные
параметры остаются такими же, как в моделях 3 и 6.
В результате, полный набор значений задаваемых
параметров для модели 6 имеет вид: rd, min = 0.005,
rw, min = 0.05, rd, min/rw, min = rd, max/rw, max = 0.1, rd, max/rd, min=
= rw, max/rw, min = 2, ρd = 1.2 г/см3, ρw = 0.4 г/см3, δ = 2.25.

Значения параметров, полученные в результа-
те расчета, следующие: ρcl = 0.158 г/см3, xd = 0.692,
xw = 0.308, δ = 2.25, ψ = 0.787, Ncl = 324543, Nd =
= 324130, Nw = 413; Nfr = 986.

Как видно из табл. 1, в модели 7 получена при-
близительно такая же (чуть бόльшая) концентра-
ция массы в наиболее массивных фрагментах, об-

Σ ≈12  0.53.m

ρ ρ δ ( ) w d

Рис. 10. Три наиболее массивных фрагмента в модели 5. Смысл параметров m и l, как на рис. 2.

m = 0.133
l = 0.4018

m = 0.0096
l = 0.6667

m = 0.0083
l = 0.3807
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разовавшихся в результате сублимации льда из
кластера, как в моделях 3 и 6: для суммарной мас-
совой доли тугоплавкого вещества в трех фраг-
ментах получено  = 0.40, а в двенадцати наи-
более массивных фрагментах  = 0.55. Разме-
ры 12 наибольших фрагментов варьируют от 0.7
до 0.998 диаметра кластера.

Расчеты модели 7 подтвердили, что при задан-
ных значениях радиусов тугоплавких и ледяных
агрегатов и фиксированном отношении их массо-
вых долей в кластере (δ) на концентрацию масс в
крупнейших фрагментах, в соответствии с фор-
мулой (2), влияет только отношение плотностей
тугоплавких и ледяных агрегатов, а не их абсо-
лютные величины.

Поскольку плотности тугоплавких пылевых
агрегатов, как и агрегатов, состоящих (полностью
или преимущественно) из водяного льда, в прото-
планетном диске неизвестны, то существование
параметра подобия , определяемого соотно-
шением (2) и подтвержденного численными рас-
четами, может оказаться полезным. В частности,
из наших численных экспериментов с учетом со-
отношений (2) и (3) следует, что образование
крупных фрагментов в результате сублимации
льда возможно даже при первичном (протокомет-
ном) отношении массовых долей тугоплавкого и
ледяного вещества в диске δ = 1.5–2, если отно-
шение плотностей тугоплавкой и ледяной компо-
нент кластера достаточно низкое, ρd/ρw ≈ 2–2.7.
Однако, оно не противоречит данным о плотно-
сти астероидов С-типа и углистых хондритов
(Scheeres и др., 2015; Opeil и др., 2012).

Один из основных результатов, полученных в
результате численного моделирования, заключа-
ется в том, что крупные фрагменты, сравнимые

Σ3m
Σ12m

d wV V

по размеру с исходным кластером и составляю-
щие значительную долю его массы, образуются
только в том случае, если пылевые тугоплавкие
агрегаты, входящие в состав кластера, значитель-
но мельче ледяных агрегатов: при степенном рас-
пределении по радиусам (в предположении сфе-
рической формы агрегатов, принятом в данной
работе), средние радиусы ледяных агрегатов (при
любом способе осреднения) должны более чем в 3
раза превышать размеры тугоплавких агрегатов
(при одинаковом отношении максимального и
минимального радиусов для обоих типов частиц).
Если же тугоплавкие агрегаты крупнее ледяных,
как в модели 1, или имеют одинаковый диапазон
размеров с ледяными агрегатами, как в модели 2,
то даже при максимальном содержании тугоплав-
кой компоненты xd = 0.9 в обеих моделях кластер
распадается на мелкие фрагменты, каждый из ко-
торых состоит (как в модели 1) из нескольких ча-
стиц или (в модели 2), самое большее, из несколь-
ких сотен частиц, и по массе не превышает 1%
полной массы тугоплавкого вещества кластера.
При этом крупнейшие фрагменты имеют разме-
ры значительно меньше диаметра кластера. Не
образуются массивные и плотные фрагменты и в
случае (модель 5), когда средние размеры пыле-
вых тугоплавких агрегатов в 2.5–3 раза больше,
чем ледяных, но при этом отношение максималь-
ных и минимальных размеров у первых гораздо
шире, чем у вторых, а диапазоны размеров сопри-
касаются: rd, max = rw, min.

В остальных представленных моделях (3, 4, 6 и 7),
размер тугоплавких агрегатов в кластерах на по-
рядок меньше ледяных (rd, min/rw, min = rd, max/rw, max = 0.1),
при этом отношение максимального радиуса к
минимальному одинаково для обоих типов агре-
гатов. В таком случае, чтобы после испарении

Рис. 11. Фрактальный кластер (модель 6): (а) до сублимации льда, (б) после сублимации льда.

(б)(a)



АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК  том 55  № 3  2021

МОДЕЛИРОВАНИЕ ФРАГМЕНТАЦИИ 257

льда масса тугоплавкого вещества была сконцен-
трирована в массивных фрагментах, нужно, что-
бы выполнялось определенное соотношение
между плотностями тугоплавких и ледяных агре-
гатов и их массовыми долями в кластере. Это со-
отношение вытекает из уравнения (2), в котором
константа зависит от спектра размеров частиц.
Для случая, когда rd, max/rd, min= rw, max/rw, min = 2, как
в моделях 3, 6 и 7, необходимо выполнение нера-
венства  следующего из соотно-
шения (3). При более широком спектре размеров
частиц, rd, max/rd, min = rw, max/rw, min = 10, как в модели 4,
концентрирование массы в нескольких крупней-
ших фрагментах происходит при 
При отношении плотностей двух компонент ве-
щества кластера ρd/ρw = 12, принятом в моделях 3
и 4, для образования массивных фрагментов тре-
буется отношение масс тугоплавкого вещества и
льда δ = xd/xw ≥ 9 (модель 3) или δ ≥ 7.5 (модель 4).
В этих моделях несколько наибольших фрагмен-
тов содержат бόльшую часть массы тугоплавкой
компоненты, их размеры близки к размерам ис-
ходного кластера, а плотность и фрактальная раз-
мерность наибольшего фрагмента довольно вы-
соки. Однако, требуемое отношение масс δ > 7.5,
хотя и не противоречит данным по некоторым
кометам, но гораздо выше величины δ = 1.5–2,
характерной для протопланетных дисков. При
ρd/ρw= 3, как в моделях 6 и 7, сосредоточение мас-
сы в нескольких крупнейших фрагментах проис-
ходит при значении δ > 2.2, достаточно близкому
к протосолнечному.

С целью проверки устойчивости и оценки по-
грешности результатов моделирования при фик-
сированных значениях входных параметров про-
ведено сравнение рассчитанных значений пара-
метров в нескольких численных реализациях
выбранной модели. Результаты расчетов для мо-
дели 3 даны в табл. 2.

Четыре реализации модели 3 размещены в
табл. 2 в порядке увеличения рассчитанного зна-
чения параметра δ = xd, s/xw, s (отношение массо-
вых долей тугоплавкой пылевой компоненты и
водяного льда в кластере), которое используемый
алгоритм, как было отмечено в предыдущем раз-
деле статьи, позволяет с определенной точностью
приблизить к заданному значению δ = δs, равному
9 для модели 3. Из табл. 2 видно, что относитель-
ная погрешность  в приведенных реали-
зациях составляет менее 4%, и достижимо ее
уменьшение до 1%, как в реализации 3, представ-
ленной в табл. 1. Пористость (ψ) в указанных ре-
ализациях отличается на еще меньшую величину:
менее 1.5%. Количество частиц в кластере (Ncl) и
отдельно частиц каждого сорта – ледяных (Nw) и
тугоплавких (Nd = Ncl – Nw) варьирует в пределах
~5%, при этом отличие числа фрагментов (Nfr)
для разных реализаций достигает максимального
значения 30%. Соотношение масс между наибо-

ρ ρ δ ≥ ( )  0.75, w d

ρ ρ δ ≥ ( )  0.62.w d

δ − δ δs s

лее массивным и вторым по массе фрагментом в
разных реализациях варьирует от 1.2 до 7.5. Сум-
марная масса трех самых массивных фрагментов
(Σ3m) может отличаться до полутора раз, тогда как
суммарная масса в 12 крупнейших фрагментах
(Σ12m) для разных реализаций различается в го-
раздо меньших пределах – до 20%. При этом, как
можно видеть из табл. 2, примерно половина этой
величины обусловлена различием между задан-
ным и вычисленным значением параметра δ, а
другая половина – погрешностью вычислений
при фиксированном значении δ. В целом пара-
метр Σ12m дает удовлетворительную качественную
характеристику концентрации массы в крупней-
ших фрагментах кластера.

Представляет также интерес оценить зависи-
мость полученных результатов от фрактальной
размерности кластера  при неизменных значе-
ниях других входных параметров. В частности,
имеет смысл проверить, будет ли и в этом случае
отношение объемов , определяемое уравне-
ниями (2) и (3), выполнять роль параметра подо-
бия, который определяет степень концентрации
массы тугоплавкого вещества кластера в круп-
нейших фрагментах при заданных размерах ледя-
ных и тугоплавких частиц (агрегатов) в кластере.
Поэтому была проведена серия расчетов, в кото-
рых в качестве исходных параметров использова-
лись параметры модели 3, представленной выше,
и варьировалась только фрактальная размерность
кластера. В этом случае, поскольку заданные зна-
чения параметров δ, ρd и ρw неизменны, как и со-
отношение размеров тугоплавких и ледяных ча-
стиц, то можно ожидать, что степень концентра-
ции массы в крупных фрагментах должна быть
также неизменной при разных значениях размер-
ности кластера . Варьирование параметра 
проводилось в пределах от 2.5 до 2.8, в которых
используемый алгоритм позволял воспроизвести
физически реалистичную структуру кластера и
картину его фрагментации.

Полученные результаты представлены в табл. 3.
Из нее, в частности видно, что в выбранном диа-
пазоне изменения фрактальной размерности
средняя плотность кластера изменяется почти в 4
раза: от 0.0355 до 0.139 г/см3, пористость суще-
ственно убывает, количество частиц обоих сортов
увеличивается в несколько раз, а количество
фрагментов – на порядок. При этом суммарная
масса в дюжине крупнейших фрагментов Σ12m
остается приблизительно на одном уровне вблизи
0.5, хотя и варьирует в пределах 10–15% из-за
флуктуаций рассчитанного значения δ и ограни-
чений алгоритма, которые обсуждались выше.
Реализация, соответствующая значению  = 2.5,
вероятно, из-за таких флуктуаций, несколько от-
клоняется от общего тренда, в частности, по ано-
мально большому числу фрагментов.

βD

d wV V

βD β  D

βD
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Полученные результаты подтверждают, что
отношение объемов  играет роль параметра
подобия и в случае варьирования фрактальной
размерности, по крайней мере в рассмотренном
диапазоне.

Для иллюстрации эффекта влияния фракталь-
ной размерности  приведен вид кластера до и
после сублимации льда, имеющего те же исход-
ные параметры, что и для модели 3, показанной
на рис. 5, но существенно меньшее значение пара-
метра : вместо 2.75 принято значение  = 2.6
(рис. 12).

Вид трех наиболее массивных фрагментов и их
параметры для фрактальной размерности  = 2.6
представлены на рис. 13. Фрагменты выглядят го-
раздо более разреженными, чем на рис. 6, где по-
казаны фрагменты для модели 3 с аналогичными
параметрами, но при  = 2.75. Параметры моде-
ли, проиллюстрированной на рис. 12 и 13, даны в
табл. 3.

Для более объективной оценки распределения
фрагментов по массе при различных значениях
фрактальной размерности, на примере кластеров
с набором параметров, представленным в табл. 3,
была рассчитана зависимость суммарной массы в
n наиболее массивных фрагментах (расположен-
ных по убыванию массы) от номера фрагмента n.
Для этого фрагменты были пронумерованы в по-
рядке убывания массы от n = 1 (для фрагмента с
наибольшей массой) до n = Nfr, где Nfr –количе-
ство фрагментов, образовавшихся в результате
сублимации льда из данного кластера. Масса рас-
считывалась в относительных единицах, норми-
рованная на полную массу тугоплавкого вещества
кластера, равную суммарной массе составляю-
щих его тугоплавких частиц. Доля полной массы
фрагментов, содержащаяся в n наиболее массив-

d wV V

βD

β  D β  D

β  D

β  D

ных фрагментах равна m(n)/Md, где ,
Md = , при этом . Полученные
зависимости для моделей кластеров с фракталь-
ными размерностями , равными 2.6, 2.65, 2.7,
2.75 и 2.8, показаны на рис. 14.

Из рис. 14 видно, как все кривые сначала (сле-
ва) круто идут вверх, достигая половины полной
массы приблизительно при значении n = 12, для
которого представлены результаты в табл. 1–3.
Затем кривые расходятся, при этом кривые, соот-
ветствующие более высокой фрактальной раз-
мерности, идут ниже из-за того, что масса в этом
случае распределяется между гораздо бόльшим
количеством фрагментов (см. табл. 3). Поэтому
для более информативного представления рас-
пределения суммарной массы в наиболее массив-
ных фрагментах следует по оси x показать номер
фрагмента по отношению к полному числу фраг-
ментов Nfr, т.е. долю от полного числа фрагмен-
тов, в которой содержится соответствующая доля
массы тугоплавкого вещества кластера. Такая за-
висимость доли суммарной массы фрагментов от
доли полного количества фрагментов, содержа-
щей эту массовую долю, показана на рис. 15. Ма-
тематически эту зависимость можно выразить в
виде: , где .

Как видно из рис. 15, концентрация массы ту-
гоплавкого вещества в массивных фрагментах
оказывается выше при более высокой фракталь-
ной размерности кластера. Так, в 10% наиболее
массивных фрагментов содержится около 75%
суммарной массы фрагментов при  = 2.6 и око-
ло 85% при  = 2.7–2.8. При этом в 40% от всего
количества фрагментов содержится почти вся
масса тугоплавкого вещества кластера. Разумеет-
ся, представленные на рис. 14 и 15 кривые отра-

( ) = Σ1
n

im n m

Σ1
frN

im ( ) ( )+ <1m i m i

β  D

( ) νν = Σ0d i dm M m M ν = frn N

βD
βD

Таблица 2. Рассчитанные параметры для нескольких реализаций модели 3

Модель 3. Исходные параметры:
rd, min = 0.005, rw, min= 0.05, rd, min Hrw, min = rd, max Hrw, max = 0.1.

rd, max Hrd, min= rw, max Hrw, min = 2,
ρd = 1.2 г/см3, ρw = 0.1 г/см3, δs = xd, s Hxw, s = 9

Рассчитанные
параметры

Номер реализации

1 2 3 4

δ = xd Hxw 8.65 8.72 8.91 9.20

ρcl, г/см3 0.116 0.110 0.111 0.115

ψ 0.794 0.805 0.805 0.801
Ncl 307033 291025 295990 306336
Nw 420 409 385 399
Nfr 1183 1241 1547 1316
Σ3m 0.30 0.28 0.35 0.43
Σ12m 0.51 0.46 0.51 0.55
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жают реальную зависимость только в первом
приближении, поскольку имеют место погреш-
ности, связанные с согласованием моделей по па-
раметру δ, и алгоритмическими погрешностями
реализаций.

Во всех построенных моделях, как видно из
табл. 1–3, рассчитанное значение пористости (ψ)
варьирует от 0.7 до 0.82 (в большинстве случаев –
ближе к 0.8), что значительно больше макропори-

стости комет ψ ≈ 0.32–0.42 (Fulle, Blum, 2017), но
совершенно естественно для небольших класте-
ров, не входящих в состав крупных тел. Кроме то-
го, для каждой из частиц (агрегатов), как ледя-
ных, так и тугоплавких, выбранные значения их
плотностей соответствуют микропористости ,
которая варьирует от 0.6 до 0.9 (в среднем тоже
порядка 0.7−0.8). Отсюда следует, что полная по-

1ψ

Таблица 3. Рассчитанные параметры для модели кластера с варьируемой фрактальной размерностью 

Исходные параметры:
rd, min = 0.005, rw, min= 0.05, rd, min Hrw, min = rd, max Hrw, max = 0.1.

rd, max Hrd, min= rw, max Hrw, min = 2, ρd = 1.2 г/см3, ρw = 0.1 г/см3, δs = xd, s Hxw, s = 9

Рассчитанные
параметры

Фрактальная размерность 

2.5 2.55 2.6 2.65 2.7 2.75 2.8

xd 0.8997 0.899 0.898 0.898 0.897 0.899 0.898
xw 0.1003 0.101 0.102 0.102 0.100 0.101 0.102
δ = xd Hxw 8.97 8.90 8.81 8.80 9.00 8.91 8.80

ρcl, г/см3 0.0355 0.0422 0.0579 0.0675 0.087258 0.111 0.139

ψ 0.938 0.926 0.898 0.881 0.847 0.805 0.753
Ncl 94569 112017 154135 179586 232381 295990 370936
Nd 94434 111875 153927 179349 232073 295605 370 424
Nw 135 142 208 237 308 385 512
Nfr 559 244 463 496 839 1547 2397
Σ3m 0.32 0.17 0.27 0.23 0.30 0.35 0.27
Σ12m 0.59 0.48 0.50 0.49 0.54 0.51 0.52
lmax 0.994 0.990 0.987 0.983 0.996 0.997 0.993

βD

βD

Рис. 12. Фрактальный кластер – аналог модели 3 (показанной на рис. 5), но при меньшей фрактальной размерности:
 = 2.6. Вид кластера (а) до сублимации льда, (б) после сублимации льда.

(б)(a)

βD



260

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК  том 55  № 3  2021

МАРОВ и др.

Рис. 13. Три наиболее массивных фрагмента в аналоге модели 3 при фрактальной размерности 2.6. Нумерация фраг-
ментов – в порядке убывания массы. Смысл параметров m и l – как на рис. 2.

m = 0.125
l = 0.987

m = 0.104
l = 0.982

m = 0.043
l = 0.882

Рис. 14. Доля суммарной массы тугоплавкого вещества кластера, содержащаяся в n наиболее массивных фрагментах,
пронумерованных в порядке убывания массы для кластеров с разной фрактальной размерностью , указанной на
рисунке (пояснения в тексте).
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ристость кластера, , в наших
моделях варьирует между (1 − 0.3 × 0.4) и (1 − 0.2 ×
× 0.1), то есть лежит в интервале 0.88−0.98. Таким
образом, она выше, чем пористость комет, для
которых она составляет 0.75−0.85 (c максималь-
ными значениями до 0.88 у поверхности) (Davids-
son и др., 2016). Меньшая пористость ядер комет
представляется естественной, если кометы обра-
зовались как тела размером в единицы и десятки
километров в результате гравитационного кол-
лапса массивных пыле-ледяных сгущений, тогда
как пыле-ледяные кластеры, рассмотренные в
данной работе, не проходили стадию коллапса и
не входили до этого в состав тел с массами комет-
ных ядер.

( ) ( )[ ]− − − 11 1 ψ 1 ψ ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрены результаты численного модели-
рования структуры рыхлых пылевых кластеров
миллиметрового – дециметрового размера, как
модельных образований в газе протопланетном
диска, которые, мигрируя к центру, пересекают
линию водяного льда и в дальнейшем вносят
вклад в образование планетезималей в зоне фор-
мирования планет земной группы. Предполага-
лась фрактальная и гетерогенная структура кла-
стера, состоящего из смеси пылевых агрегатов,
называемых тугоплавкими с точки зрения их со-
хранения на линии льда (“снеговой линии”), и
ледяных агрегатов, которые сублимируют (пол-
ностью испаряются) при ее пересечении. Воз-
можная примесь льда в тугоплавких агрегатах

Рис. 15. Доля суммарной массы тугоплавкого вещества кластера, содержащаяся в доле (n/Nfr) наиболее массивных
фрагментов, пронумерованных в порядке убывания массы для кластеров с разной фрактальной размерностью  (по-
яснения в тексте).
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предполагалась незначительной и не учитывалась
в расчетах, как и вероятная небольшая примесь
мелких тугоплавких частиц внутри ледяных агрега-
тов. В рассмотренной модели тугоплавкие и ледя-
ные агрегаты, как и весь кластер, имеют относи-
тельно низкие плотности из-за высокой пористо-
сти. Их размеры, состав, плотности и массовые
доли в кластере принимались с учетом ограниче-
ний по кометным данным, прежде всего получен-
ным в миссии Rosetta к комете 67/Р Чурюмова–
Герасименко. С учетом этих данных размеры пы-
левых агрегатов, входящих в состав кластеров,
оцениваются в пределах от ~0.01–1 см. В постро-
енных моделях результаты зависят только от от-
ношения радиусов агрегатов к радиусу кластера, а
не от их абсолютных размеров. Однако, размеры
существенны для подтверждения справедливости
предположения о полном испарении ледяных аг-
регатов на линии льда.

В данной работе большинство моделей по-
строены при фрактальной размерности класте-
ров, равной  = 2.75, которой, как получено из
модельных расчетов, соответствует макропори-
стость от 70 до 80%. С учетом того, что кластер в
рассмотренных моделях состоит из агрегатов с
диаметрами не менее нескольких тысячных от
диаметра кластера, при такой фрактальной раз-
мерности и макропористости он имеет высокую
проницаемость, что при указанных выше малых
размерах агрегатов и, соответственно, сильно
развитой поверхности в объеме кластера, обеспе-
чивает быструю сублимацию льда (за время ~1 го-
да) и обеспечивает распад кластера на фрагменты
на линии льда.

При построении фрактальных кластеров ис-
пользовалась развитая авторами методика, кото-
рая позволяет значительно ускорить построение
модели фрактальных кластеров (по сравнению,
например, с методикой баллистического кластер-
кластерного агрегирования (БККА/BCCA), тре-
бующей использование суперкомпьютера, и, что
не менее важно, построить модели гетерогенных
кластеров, состоящих из агрегатов двух типов,
различающихся размерами, плотностями и мас-
совой долей внутри кластера. Работы по моделиро-
ванию агрегации такого рода гетерогенных класте-
ров в известной нам литературе отсутствуют.

При моделировании предполагалась сфериче-
ская форма агрегатов, составляющих кластер, как
и сферическая форма охватывающего кластер
объема. Варьировались следующие параметры:
соотношение объемов образующих кластер туго-
плавких и ледяных агрегатов, как между собой,
так и с объемом кластера, массовые доли туго-
плавких и ледяных агрегатов, а также плотности
тугоплавких и ледяных агрегатов с учетом воз-
можных вариаций пористости. При определении
плотностей тугоплавких агрегатов учитывались
возможные вариации как их пористости, так и
химического состава с учетом кометных данных,

βD

при этом предполагалось, что эти агрегаты состо-
ят из силикатов, сульфидов (с возможной приме-
сью Fe–Ni металла) и органических соединений.
Учитывалось также распределение по размерам
(радиусам) как тугоплавких, так и ледяных агре-
гатов. Оно было принято в форме обратной сте-
пенной зависимости с показателем p = 3.5 для
обоих типов агрегатов, при этом варьировалось
отношение максимального и минимального ра-
диусов.

Основной целью моделирования было выяс-
нение, при каких условиях в результате испаре-
ния льда образуются мелкие фрагменты, содер-
жащие малую долю числа частиц и массы туго-
плавкой компоненты кластера, а при каких
условиях – крупные и относительно плотные
фрагменты, содержащие значительную долю
массы тугоплавкого вещества кластера. Это важ-
но, в частности, для понимания того, в какой об-
ласти протопланетного диска с внутренней сто-
роны от линии льда возникают условия для на-
копления пылевого вещества, необходимого для
образования планетезималей: вблизи линии льда
или же дальше от нее и ближе к центру диска, где
в солнечной системе расположены внутренние
планеты.

Были получены следующие основные резуль-
таты численных экспериментов:

1. Если размеры (радиусы) составляющих кла-
стер тугоплавких агрегатов в среднем больше раз-
меров ледяных агрегатов или одного порядка с
ними, то кластер на линии льда распадается на
мелкие фрагменты с массами, не превышающи-
ми <~1% полной массы тугоплавкой компоненты
кластера и малыми размерами и/или малым ко-
личеством ветвей (низкой фрактальной размер-
ностью) даже при максимально возможной мас-
совой доле тугоплавкого вещества, согласующей-
ся с кометными данными (90%).

2. Если минимальные и максимальные радиу-
сы тугоплавких агрегатов существенно меньше
соответствующих радиусов ледяных агрегатов (в 5
и более раз), то при достаточной массовой доле
тугоплавкой компоненты в результате испарении
льда образуются большие и относительно плот-
ные фрагменты, крупнейшие из которых имеют
массы 15–45% от полной массы тугоплавкого ве-
щества в кластере, а их максимальные размеры
достигают величины диаметра кластера. При
этом в наиболее массивных фрагментах, состав-
ляющих не более 2% от их полного числа, сосре-
дотачивается более половины всей массы туго-
плавкой компоненты вещества кластера. Круп-
нейшие фрагменты оказываются достаточно
плотными, а их размеры достигают исходного
размера кластера. Такие крупные фрагменты из-
за трения о газ и потери их углового момента мо-
гут дрейфовать от линии льда во внутреннюю зо-
ну формирования планет.
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3. При заданных распределениях по радиусам
тугоплавких и ледяных агрегатов в кластере, рас-
пределение по массам и размерам образующихся
на линии льда фрагментов зависит от отношения
плотностей тугоплавких и ледяных агрегатов и
отношения их массовых долей в кластере (δ). Чем
меньше плотность и больше массовая доля туго-
плавкого вещества в кластере, т.е. чем больше
удельный объем тугоплавкой компоненты, тем
более массивными и плотными оказываются
крупнейшие фрагменты, соразмерные с класте-
ром и тем бόльшая доля массы тугоплавкой ком-
поненты в них сосредотачивается. Если плот-
ность тугоплавких агрегатов всего лишь в три раза
больше, чем ледяных, то даже при относительно
небольшом отношении массовых долей тугоплав-
кой компоненты и льда (δ ≥ 2), близком к прото-
солнечному отношению (δ =1.5–2), при потере
льда кластером получаются большие массивные
фрагменты, в которых сосредоточена бόльшая
часть массы тугоплавкого вещества. При увеличе-
нии параметра δ массовая доля, сосредоточенная
в нескольких крупных и массивных фрагментах,
также увеличивается. В то же время, если плот-
ность тугоплавких агрегатов на порядок больше,
чем ледяных, то для образования массивных
фрагментов, содержащих в себе основную массу
тугоплавкого вещества кластера, необходимо
наибольшее отношение масс тугоплавкой компо-
ненты и льда из диапазона значений, согласую-
щихся с кометными данными (δ = 9).

Полученные результаты, как выяснилось, не
зависят от фрактальной размерности кластера в
рассмотренных пределах от 2.5 до 2.8.

Поскольку в представленных моделях не учи-
тывается возможность сцепления отдельных
фрагментов внутри объема кластера после испа-
рения льда, то полученные результаты дают лишь
нижний предел масс образовавшихся фрагмен-
тов. Благодаря взаимному сцеплению фрагмен-
тов их массы могут значительно увеличиваться,
поэтому образование крупных массивных туго-
плавких кластеров при объединении фрагментов
становится более вероятным. Однако, это воз-
можно только, если ледяная компонента за лини-
ей льда содержится преимущественно в более
крупных агрегатах, чем тугоплавкая.

Можно ожидать, что используемый метод мо-
делирования двухкомпонентных кластеров, не-
смотря на упрощенный подход к их образованию
и приращению их ветвей методом сплайнов, дает
реалистичные качественные результаты относи-
тельно особенностей образования фрагментов на
внутренней стороне линии льда.

Развитая модель дает подход к пониманию
процесса фрагментации пыле-ледяных кластеров
на линии льда в протопланетных дисках вокруг
молодых звезд. Она указывает на важность изуче-
ния соотношения размеров, плотностей и массо-
вых долей агрегатов, в которых преимущественно

содержится тугоплавкая и ледяная компоненты
твердого вещества, а также степени их концен-
трации в агрегатах разных типов. Последнее осо-
бенно существенно при моделировании взаим-
ных столкновений рыхлых, “пушистых” (fluffy)
фрактальных пылевых агрегатов, рассмотренных
ранее в работе (Маров, Русол, 2018). Полученные
результаты вносят существенный вклад в изуче-
ние процессов ранней эволюции протопланет-
ных дисков.

Авторы признательны рецензентам за полез-
ные замечания.

Данная работа поддержана грантом Мини-
стерствa науки и высшего образования РФ 075-
15-2020-780 (N13. 1902.21.0039). Часть расчетов,
относящаяся к структурной эволюции вещества в
ранней Солнечной системе, проведена в соответ-
ствии с планами фундаментальных исследований,
определенных госзаданиями Институту геохимии и
аналитической химии им. В.И. Вернадского РАН и
Институту физики Земли им. О.Ю. Шмидта РАН.
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность проблемы обеспечения астеро-
идно-кометной безопасности не вызывает сего-
дня сомнения. Этой теме посвящено огромное
число работ, невозможно дать их исчерпываю-
щий обзор. Укажем работы (Артемьева и др., 2013;
Шустов и др., 2013; Акимов и др., 2015), в которых
эта комплексная проблема рассматривается с об-
щих позиций. Информацию об опасных астероидах
и их характеристиках, текущем уровне опасности
удобно получать, например, с регулярно обновляе-
мого сайта cneos.jpl.nasa.gov/sentry/ (сайт NASA), а
также newton.spacedys.com/neodys/ (сайт Пизанско-
го университета, Италия, NEODyS).

Одной из труднейших компонент проблемы
обеспечения астероидно-кометной безопасности
является воздействие на астероид с целью изме-
нения его орбиты для предотвращения столкно-
вения с Землей. Соударение с астероидом разме-
ром менее полусотни метров может вызвать ло-
кальную катастрофу и в случае, если о соударении
будет известно заблаговременно, мероприятия
МЧС (в России) могут минимизировать ущерб.
Если размеры астероида велики, для увода необ-
ходимо приложить большую энергию. Это принци-
пиальная трудность, с учетом современного разви-
тия космической техники и ее обозримых перспек-
тив, если не использовать энергию атомную
(термоядерную). Последнее имеет свои очевидные
проблемы, их мы обсуждать здесь не будем. Воз-
можности атомной энергии применительно к

предотвращению соударений астероидов с Зем-
лей рассмотрены, например, в работе (Дегтярь,
Волков, 2013).

Очевидно, чем больше интервал времени меж-
ду воздействием на астероид и соударением, тем
меньше необходимое для увода воздействие; при-
чина – ляпуновская неустойчивость кеплерова
движения. Мы будем далее рассматривать кине-
тический метод – удар по астероиду тяжелым те-
лом для изменения скорости и орбиты астероида.
Этот метод идейно самый простой и удобный для
оценок. Очевидна также идея использования эф-
фекта гравитационного маневра. Именно, если
после воздействия на астероид до соударения с
Землей имеет место тесное сближение с ней, то
эффект воздействия кратно возрастает. Примером
является опасный астероид Апофис, сближающий-
ся в 2029 г. с Землей на расстояние 38 тыс. км. В ра-
ботах (Ивашкин, Стихно, 2008; 2009а; 2009б и
других) этот вопрос подробно исследован примени-
тельно к возможному тогда соударению Апофиса с
Землей в 2036 г.; выигрыш от эффекта гравитацион-
ного маневра при воздействии на Апофис до 2029 г.
составляет 4-5 десятичных порядков. Однако та-
кое тесное сближение астероида с Землей ведет к
появлению связанных с резонансными возврата-
ми возможных соударений в большом количе-
стве, а также к потере точности прогнозирования.
Эти обстоятельства осложняют задачу. С их уче-
том возможности увода Апофиса от основных
возможных в текущем столетии соударений были
рассмотрены в работе (Соколов и др., 2018). Были
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получены обнадеживающие результаты, свиде-
тельствующие о принципиальной возможности
увода Апофиса от множества известных возмож-
ных соударений при воздействии на него до сбли-
жения в 2029 г. Конечно, это будет иметь смысл
только в том случае, если наблюдения этого асте-
роида при сближении с Землей в 2020–2021 гг. по-
кажут его реальную опасность, что очень маловеро-
ятно. В работе (Loucks и др., 2017) моделировалось
движение множества виртуальных астероидов по
траекториям, ведущим к соударению с Землей, и
оценивалось изменение скорости за 30 лет до со-
ударения, необходимое для его предотвращения.
В среднем эта величина приращения скорости
обратно пропорциональна времени до соударе-
ния (что соответствует вышеупомянутой ляпу-
новской неустойчивости). Были выделены траекто-
рии со сближениями (в сфере Хилла) до соударе-
ний. Их оказалось 518 из 10000. Для них потребное
приращение скорости, естественно, оказалось су-
щественно меньше, примерно в 10–100 раз.

Рассматриваются и другие способы предотвра-
щения соударений астероида с Землей. Так, в рабо-
те (Wie и др., 2017) рассматриваются возможности и
средства разрушения не очень большого астероида,
когда времени на его увод от соударения уже недо-
статочно. В работе (Aleksandrova и др., 2016) рас-
сматривается возможность разрушения астерои-
да (термо)ядерным взрывом после его сближения
с Землей до предполагаемого соударения с ней.
Показано, что при разумных предположениях ра-
диоактивное заражение Земле практически не гро-
зит. В работах (Эйсмонт и др., 2013; Ледков и др.,
2015) рассматривается любопытная идея удара асте-
роида по другому астероиду для увода последнего от
соударения с Землей, при этом астероид-ударник
наводится на цель с использованием гравитацион-
ного маневра у Земли. Понятно, что в этом случае
трудностей с энергией воздействия не возникает.

Основная цель настоящей работы – оценка
принципиальной реализуемости увода астероида
от соударения с Землей с использованием кине-
тического метода в сочетании с эффектом грави-
тационного маневра. Рассмотрение мы будем про-
водить на примере хорошо известного специали-
стам и подробно изученного астероида Апофис.
В частности, ранее были тщательно исследованы
его возможные соударения с Землей. Особые траек-
тории, о которых говорится в названии настоя-
щей статьи – это траектории, ведущие к возмож-
ным соударениям Апофиса с Землей. Еще конкрет-
нее – это траектории Апофиса, ведущие к 13 его
основным соударениям, рассмотренные ниже.
Ограничимся случаем воздействия на астероид в
первой половине текущего столетия, однако, по-
сле его тесного сближения с Землей 13 апреля
2029 г. Настоящую работу естественно считать
продолжением работы (Соколов и др., 2018).

О СОУДАРЕНИЯХ АСТЕРОИДА
АПОФИС С ЗЕМЛЕЙ

Астероид (99942) Апофис был открыт летом
2004 г. в обсерватории Кит ПиК (США). К концу
года выяснилось, что возможно его соударение с
Землей 13 апреля 2029 г. По мере роста числа на-
блюдений вероятность этого соударения росла,
достигнув в декабре 2004 г. беспрецедентно высо-
кого значения в 3%. Размеры астероида оценива-
лись тогда примерно 400 м. После проведения ра-
диолокации в начале 2005 г. и существенного
уточнения орбиты Апофиса было установлено,
что в 2029 г. соударение невозможно, будет иметь
место тесное сближение. Минимальное расстоя-
ние в 2029 г. с тех пор уточнялось, сейчас оно рав-
но 38 тыс. км.

Тесное сближения Апофиса с Землей в 2029 г.
инициирует появление резонансных возвратов
после этого сближения возможных сближений и
соударений в будущем. В работе (Chesley, 2005)
представлен набор возможных соударений, соот-
ветствующий точности орбиты Апофиса того вре-
мени, среди прочих – возможное соударение с
Землей в 2036 г. Затем в связи с уточнением орбиты
это соударение осталось основным из известных,
а Апофис после 2006 до 2012 г. практически пере-
стал наблюдаться из-за неблагоприятных условий.
В это время исследовались траектории возможных
соударений Апофиса с Землей, связанные с резо-
нансными возвратами в 2036 г. (Соколов и др.,
2008; 2012; Yeomans и др., 2009).

В работе (Chesley, 2011) было установлено, что
важную роль играют возможные сближения Апо-
фиса с Землей в 2051 г. (среди которых нет соударе-
ний). Резонансные возвраты после этих сближений
порождают богатое множество соударений. Это
множество и исследовалось далее (Соколов и др.,
2013; Farnocchia и др., 2013; Соколов, Кутеева,
2015; Петров и др., 2018) после того как в резуль-
тате наблюдений Апофиса в 2013 г. и уточнения
его орбиты было установлено, что соударение в
2036 г. невозможно. Тем не менее это соударение
“виртуального” Апофиса продолжает использо-
ваться для моделирования (Ивашкин и др., 2017).

В настоящее время Апофис продолжает оста-
ваться одним из опасных астероидов с вероятно-
стью самого опасного соударения в 2068 г. порядка
7 × 10–6. В настоящей работе мы рассматриваем
выборку 13 основных возможных соударений его
с Землей, ту же, что в табл. 2 из (Соколов и др.,
2018); из них 7 присутствуют на сайте NASA (они
обозначены в табл. 15 звездочкой). Методы, исполь-
зуемые нами для нахождения возможных соударе-
ний, и сравнение наших результатов с результатами
других авторов обсуждаются в (Петров и др., 2018;
Соколов и др., 2018) и других цитированных выше
работах. Для прогнозирования движения мы ис-
пользуем интегратор Эверхарта (Everhart, 1974).
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Для описания траекторий соударений мы ис-
пользовали следующие характеристики:

1. Дата и момент соударения.
2. Относительное положение щели, ведущей к

соударению. Это разность большой полуоси, ве-
дущей к данному соударению, и большой полуоси
некоторой фиксированной траектории (номиналь-
ной орбиты, или фиксированного соударения) в не-
который момент времени. Альтернативный метод
определения положения щели – использование
минимального геоцентрического расстояния в
момент некоторого предыдущего тесного сбли-
жения астероида с Землей.

3. Размер щели, ведущей к соударению. Это
максимальная разность больших полуосей траек-
торий, ведущих к данному соударению, в некото-
рый момент времени. Альтернативный метод
определения размера щели – использование диа-
пазона (максимальной разности) минимальных
геоцентрических расстояний траекторий, веду-
щих к данному соударению в момент некоторого
фиксированного предыдущего тесного сближе-
ния астероида с Землей.

4. Минимальное геоцентрическое расстояние
в момент рассматриваемого соударения (из всех
траекторий, ведущих к этому соударению).

Интересно и исключительно важно то, что
указанные характеристики оказываются устой-
чивыми относительно малых изменений модели
движения, в то время как сами исследуемые тра-
ектории демонстрируют сильнейшую ляпунов-
скую неустойчивость, связанную с тесными сбли-
жениями. Эти характеристики практически со-
храняются при переходе от модели Солнечной
системы DE405 (Standish, 1998) к модели DE430

(Folkner и др., 2014), а также при небольшом (для
Апофиса) изменении номинальной орбиты. По-
дробнее этот вопрос обсуждается в нашей работе
(Соколов и др., 2012). Высокоточное прогнозиро-
вание траектории Апофиса осложняется неопреде-
ленностью, связанной с наличием возмущающего
эффекта Ярковского (Chesley, 2011; Шор и др.,
2012). Указанная устойчивость характеристик
возможных соударений облегчает положение.

СБЛИЖЕНИЯ С ЗЕМЛЕЙ
НА ТРАЕКТОРИЯХ, ВЕДУЩИХ

К ВОЗМОЖНЫМ СОУДАРЕНИЯМ 
АПОФИСА

Исследование возможных сближений (а не
только соударений) астероидов с Землей пред-
ставляет несомненный интерес. При сближении
можно найти потерянный объект, уточнить орби-
ту из наблюдений; можно использовать эффект
гравитационного маневра для целесообразного
изменения орбиты астероида.

Имеющиеся сегодня ресурсы (например, вы-
шеуказанные сайты NASA, NEODyS) позволяют
получить сближения на номинальных орбитах
опасных астероидов. Однако сближения с Землей
на других возможных траекториях могут заметно
отличаться и требуют специального исследова-
ния. Прежде всего, нас интересуют сближения на
траекториях, ведущих к соударениям.

Для астероида Апофис мы выбрали 13 основ-
ных на сегодня возможных соударений, рассмот-
ренных также в нашей работе (Соколов и др.,
2018). В табл. 2–14 приведены полученные нами
сближения с Землей на соответствующих траек-

Таблица 1. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), номинальная орбита

Дата сближения 21.04.2051 14.09.2066

Минимальное расстояние (млн км) 7.06 7.74

Таблица 2. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2075 г.

Дата сближения 15.04.2051 13.04.2058 16.09.2067 2075

Минимальное расстояние (млн км) 1.81 0.577 5.13 0.000177

Таблица 3. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2064 г.

Дата сближения 15.04.2051 14.04.2058 2064

Минимальное расстояние (млн км) 1.77 0.577 0.00453

Таблица 4. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2056 г.

Дата сближения 14.04.2051 2056

Минимальное расстояние (млн км) 0.179 0.00415
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ториях, а в табл. 1 – сближения на номинальной
на сегодня траектории. В первой строке каждой
из этих таблиц – дата сближения, во второй – ми-
нимальное геоцентрическое расстояние (млн.
км). Мы ограничились сближениями на расстоя-
ние менее 10 млн км.

Большое число менее тесных сближений, ко-
торые встречаются, не могут дать заметного эффек-
та гравитационного маневра. Обращает на себя
внимание важная тенденция, отмеченная нами в
работе (Соколов и др., 2019): сближения на траек-

ториях соударения заметно более тесные и позво-
ляют надеяться на то, что эффект гравитационно-
го маневра даст возможность осуществить увод от
соударений приемлемыми средствами. Подчерк-
нем, что это только тенденция, а не однозначная
закономерность. В работе (Соколов и др., 2019)
наличие сближений на траекториях, ведущих к
соударениям, рассматривалось для опасного
астероида 2008 EX5, а также для “виртуальных”
на сегодня траекторий соударения астероида
Апофис, связанных со сближениями в 2036 г. Эти
последние рассматривались в работе (Соколов и др.,

Таблица 5. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2060 г.

Дата сближения 14.04.2051 2060

Минимальное расстояние (млн км) 0.129 0.00437

Таблица 6. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2055 г.

Дата сближения 14.04.2051 2055

Минимальное расстояние (млн км) 0.0934 0.00588

Таблица 7. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2074 г.

Дата сближения 14.04.2051 2074

Минимальное расстояние (млн км) 0.135 0.000300

Таблица 8. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2066 г.

Дата сближения 14.04.2051 2066

Минимальное расстояние (млн км) 0.183 0.00519

Таблица 9. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2065 г.

Дата сближения 14.04.2051 2065

Минимальное расстояние (млн км) 0.199 0.00296

Таблица 10. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2078 г.

Дата сближения 14.04.2051 2078

Минимальное расстояние (млн км) 0.209 0.000331

Таблица 11. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2091 г.

Дата сближения 14.04.2051 30.09.2052 10.04.2064 2091

Минимальное расстояние (млн км) 0.220 7.28 6.52 0.00568

Таблица 12. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2077 г.

Дата сближения 13.04.2051 11.09.2060 11.04.2068 2077

Минимальное расстояние (млн км) 0.746 8.68 2.45 0.00245
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2012). Подчеркнем, что рассматриваемая ситуа-
ция для возможных траекторий конкретного
астероида и для траекторий семейства “виртуаль-
ных” астероидов (как например в работе (Loucks
и др., 2017)) с точки зрения сближений, предше-
ствующих соударениям, существенно другая.

Любопытно сегодня вспомнить работу (Ель-
кин, Соколов, 1995), в которой высказано анало-
гичное утверждение о наличии сближений, пред-
шествующих соударениям, и сделана попытка его
обоснования примитивными средствами. В этой
работе сближения, предшествующие соударени-
ям, рассматривались с точки зрения заблаговре-
менного обнаружения опасных астероидов.

ИЗМЕНЕНИЯ СКОРОСТИ АСТЕРОИДА, 
НЕОБХОДИМЫЕ ДЛЯ ПРЕДОТВРАЩЕНИЯ 

СОУДАРЕНИЙ

В табл. 15 приведены характеристики рассмат-
риваемых избранных 13 основных соударений.
Эта таблица является расширенным вариантом
табл. 2 из нашей работы (Соколов и др., 2018).

Величина Da (103 км) есть разность оскулиру-
ющей (01.05.2035) большой полуоси, ведущей к
данному соударению, и оскулирующей большой
полуоси, ведущей к “основному” соударению в
2068 г. в тыс. км. Эта величина характеризует по-
ложение данной щели. Величина da (м) есть мак-
симальная разность оскулирующих на тот же мо-
мент больших полуосей, для траекторий, ведущих
к данному соударению в м. Эта величина характе-
ризует размер данной щели. Дополнительно при-
ведены положения R51 (106 км) и размеры dR51
(км) ведущих к соударениям щелей, определен-
ные нами по минимальному геоцентрическому
расстоянию при сближении с Землей в 2051 г.
(как в нашей работе (Соколов и др., 2012) по ми-
нимальному геоцентрическому расстоянию при
сближении с Землей в 2036 г.). Именно, R51 (106 км)
есть минимальное геоцентрическое расстояние в
2051 г. для траекторий, ведущих к данному соуда-
рению в млн. км; dR51 (км) – максимальная раз-
ность минимальных геоцентрических расстояний
для траекторий, ведущих к данному соударению. В
последнем столбце приведено полученное нами
приращение модуля скорости ΔV × 10–12 (а. е./сут.)

Таблица 13. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2068 г.

Дата сближения 13.04.2051 15.09.2060 2068

Минимальное расстояние (млн км) 0.763 5.29 0.000185

Таблица 14. Сближение Апофиса с Землей, минимальные расстояния (млн км), соударение в 2076 г.

Дата сближения 13.04.2051 12.04.2059 13.09.2068 2076

Минимальное расстояние (млн км) 1.23 2.12 6.78 0.000724

Таблица 15. Избранные соударения астероида Апофис с Землей, положения и размеры щелей; необходимый для
увода от соударения импульс скорости в 2035 г.

N Дата Da (103 км) R51 (106 км) da, м dR51, км ΔV × 10–12 (a. e./сут.)

1 2075 43.1 1.805 30. 3.7 0.93
2 2064 42.4 1.767 15. 2.0 0.50
3 2056 15.8 0.179 60. 9.8 2.4
4* 2060 15.0 0.129 21. 3.1 0.75
5 2055 14.4 0.093 12. 2.2 0.50
6 2074 10.3 0.134 21. 2.7 0.66
7 2066 9.49 0.183 18. 2.6 0.64
8* 2065 9.23 0.198 45. 5.6 1.4
9* 2078 9.06 0.209 45. 5.8 1.4
10* 2091 8.88 0.219 9.0 1.2 0.30
11* 2077 0.28 0.745 42. 5.6 1.35
12* 2068 0.00 0.763 1500 210. 50
13* 2076 –7.51 1.225 150 21. 5.0
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по ее направлению в момент 01.05.2035, необхо-
димое для того, чтобы минимальное геоцентри-
ческое расстояние в соответствующий момент
превосходило 104 км, т.е. не было соударения. Об-
ращает на себя внимание близость к прямой про-
порциональности трех последних столбцов. При-
чина в том, что приведенные в них числа фактиче-
ски характеризуют одну и ту же величину – размер
ведущих к соударениям щелей, хотя в разных пе-
ременных и в разные моменты времени. Отсюда
прямо пропорциональная зависимость. Размер
щели, ведущей к соударению, можно приближенно
характеризовать, во-первых, диапазоном значе-
ний оскулирующей большой полуоси в некото-
рый момент (в данном случае 01.05.2035). Второй
способ оценки использует диапазон минималь-
ных геоцентрических расстояний при сближении
с Землей (в данном случае в 2051 г.) для траекто-
рий, ведущих к данному соударению. Третий спо-
соб оценки использует величину приращения
скорости в некоторый момент (в данном случае
01.05.2035), необходимой для увода от соударе-
ния. При этом предполагается, что астероид без
приращения скорости достигает минимального
возможного для данного соударения геоцентри-
ческого расстояния.

Таким образом, чтобы увести Апофис от самого
опасного соударения в 2068 г., достаточно изме-
нить его скорость в 2035 г. на 0.087 мм/с. Приве-
денные в нашей работе (Соколов и др., 2018)
оценки показывают, что такого изменения ско-
рости можно достичь, если использовать ударник
массой всего в три раза больший, чем в экспери-
менте с астероидом Дидим, о котором мы говори-
ли выше. Таким образом, получаем ударник мас-
сой одна тонна, что в принципе соответствует воз-
можностям современной космической техники.
Мы пользовались упрощающим предположением о
том, что орбита Апофиса в момент воздействия на
него известна точно. Сравнительно малые вели-
чины нужного изменения скорости получились в
частности благодаря эффекту гравитационного
маневра при сближениях, в основном в 2051 г.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На примере основных возможных в настоящее

время соударений с Землей астероида Апофис по-
казано, что соответствующие траектории содер-
жат более тесные сближения с Землей, чем, на-
пример, его номинальная траектория. Это важное
свойство отмечалось нами ранее для других асте-
роидов. Диапазоны минимальных геоцентриче-
ских расстояний в 2051 г. для траекторий, веду-
щих к каждому соударению, характеризуют раз-
меры соответствующих щелей, также, как и
диапазоны больших полуосей в некоторый мо-
мент, и также как необходимые для увода от со-
ударения изменения скорости астероида в тот же

момент. Эти величины приблизительно пропор-
циональны друг другу, что позволяет оценить не-
обходимое изменение скорости, если известны
размеры щели по большой полуоси. Для рассмот-
ренных 13 основных соударений необходимые
изменения скорости в 2035 г. были вычислены и
установлена указанная приближенная зависи-
мость. Оценки изменения скорости были получе-
ны при упрощающем предположении о точном
знании орбиты астероида. Таким образом, забла-
говременно увести от соударения с Землей асте-
роид средних размеров в принципе можно с уче-
том возможностей современной техники.

Настоящая работа выполнена при финансо-
вой поддержке Российского научного фонда
(грант 18-12-00050). При выполнении настоящей
работы использовался компьютерный кластер Вы-
числительного центра Ресурсного центра Научно-
го парка Санкт-Петербургского государственного
университета.
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ВВЕДЕНИЕ
Настоящая работа является одной из серии ра-

бот, спланированных авторами по исследованию
динамической структуры всего околоземного ор-
битального пространства. Ранее нами столь по-
дробно динамическая структура рассматривалась
только для областей функционирования навига-
ционных систем GPS и ГЛОНАСС (Томилова
и др., 2018), и областей с орбитальным резонан-
сом, например, вся область орбитального резо-
нанса 1 : 2 с вращением Земли (Томилова и др.,
2020) и 1 : 3 (Томилова и др., 2019).

Областям с орбитальными резонансами по-
священо довольно много работ (например, Куз-
нецов и др., 2012; 2014; Allan, 1967a; 1967b; Gedeon,
1969; Sochilina, 1982; Вашковьяк, 1991; Томилова
и др., 2018; 2019; 2020). В данной работе приведе-
ны результаты исследования структуры вековых
резонансов в областях LEO–MEO (Low Earth Or-
bit – Medium Earth Orbit) с наклонениями от 0° до
180°, начиная от 8000 км по большой полуоси (где
уже не так сильно действие атмосферы и имеет
смысл рассматривать влияние вековых резонан-
сов) и до зоны функционирования навигацион-

ной системы ГЛОНАСС (25500 км), которая была
исследована ранее (Томилова и др., 2018). Рас-
сматриваемая область является очень сложной в
динамическом отношении, поскольку в ней дей-
ствуют и орбитальные, и вековые резонансы.
Данная работа посвящена выявлению и анализу
действия только вековых резонансов и не затра-
гивает орбитальные резонансы.

Как мы уже отмечали ранее, исследование ди-
намической структуры околоземного орбиталь-
ного пространства является актуальной задачей,
поскольку знание динамических особенностей
различных областей этого пространства необхо-
димо и при разработке новых спутниковых си-
стем, и при определении областей паркинга отра-
ботавших объектов.

В данной работе мы не рассматривали влияние
светового давления на объекты. Сила светового
давления способна кардинально менять орби-
тальную эволюцию объектов с большой парусно-
стью (отношением площади миделева сечения к
массе) (Кузнецов, 2011; Кузнецов и др., 2011;
Александрова и др., 2018a; 2019) и является вто-
рым по величине воздействия возмущающим
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фактором после гравитационного поля Земли для
таких объектов (Кузнецов и др., 2012; 2014). В слу-
чае малой парусности динамическая структура с
учетом светового давления и без него совпадает
(Александрова и др., 2018a; 2018b). Исследованию
резонансной структуры околоземного простран-
ства с учетом влияния светового давления для
различных значений парусности будет посвяще-
на отдельная работа.

Мы не рассматриваем также влияние на дина-
мическую эволюцию параметров вывода объекта
в точку стояния. Эти вопросы исследованы (см.,
например, Прохоренко, 2006).

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ

Поставленная цель была реализована как с ис-
пользованием отработанного в указанных выше
работах алгоритма, так и с применением нового
подхода к анализу вековых резонансов, предло-
женному в (Александрова и др., 2020) и позволя-
ющему все исследования проводить в рамках чис-
ленного моделирования. Аналитический подход
используется только для того, чтобы обозначить
типы рассматриваемых вековых резонансов

Исследование динамической структуры орби-
тального пространства осуществлялось с исполь-
зованием быстрой ляпуновской характеристики
MEGNO (Mean Exponential Growth of Nearby Or-
bits) (Cincotta, Simo, 2000; Cincotta и др., 2003;
Valk и др., 2009).

Численное моделирование движения объектов
производилось на кластере “СКИФ Cyberia”
Томского государственного университета с ис-
пользованием программного комплекса “Чис-
ленная модель движения систем ИСЗ” (Алексан-
дрова и др., 2017), и его модифицированной вер-
сии (Александрова и др., 2020), построенных с
использованием высокоточного интегратора
Гаусса–Эверхарта (Авдюшев, 2010). В процессе
моделирования учитывались возмущения от гар-
моник геопотенциала до 10 порядка и степени, а
также возмущения от Луны и Солнца. Совместно
с уравнениями движения интегрировались урав-
нения для вычисления параметров MEGNO
(Бордовицына и др., 2010).

Исследование структуры вековых резонансов
осуществлялось при помощи численно-аналити-
ческой методики, которая была изложена в на-
ших более ранних работах, например, (Бордови-
цына, Томилова, 2016; Александрова и др., 2018b;
2019), а также дополнена новым подходом, пред-
ставленным в (Александрова и др., 2020).

Для того, чтобы обозначить вековые резонан-
сы, проявление которых возможно в динамике
рассматриваемых объектов используется анали-
тическая методика: из аргументов возмущающей

функции для однократно (1) и двукратно (2)
осредненной ограниченной задачи трех тел

(1)

(2)

выбираются соотношения, которые при определен-
ном наборе целочисленных индексов 
удовлетворяют правилу

(3)

т.е. являются резонансными соотношениями. Да-
лее одно или два подчеркивания  и  указывают
на полувековой или вековой характер резонанса
соответственно.

Здесь обозначения элементов орбит общепри-
нятые

(4)

причем штрихом помечены орбитальные элемен-
ты возмущающего тела.

В процессе исследования вековые частоты в
движении спутника  определяются путем
численного моделирования (Александрова и др.,
2020) с использованием уравнений Ньютона Эй-
лера

(5)

где S, T, W – возмущающие ускорения, записан-
ные в орбитальной системе координат и связан-
ные с правыми частями уравнений движения из-
вестными соотношениями (Бордовицыны, Ав-
дюшев, 2016). Вековые частоты возмущающих тел
также получаются численно с использованием
фонда координат больших планет DE438 и про-
изводной от интерполяционного полинома
Лагранжа 12-го порядка:

(6)

В формулах (5), (6) обозначения орбитальных
элементов также общепринятые.

Исследование эволюции резонансных аргу-
ментов (1) и (2) обязательно (Мюррей, Дермотт,
2010) для выявления наличия резонанса и его ха-
рактера. Если резонансный аргумент испытывает
либрационное изменение во времени, то резо-
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нанс считается устойчивым, а при наличии пере-
ходов от либрационного изменения к циркуляци-
онному и обратно резонанс неустойчив. При чи-
сто циркуляционном изменении резонансного
аргумента считается, что резонанс отсутствует.

Для определения границ устойчивости резо-
нанса в данной методике используются динами-
ческие портреты вековых резонансов, которые
строятся в фазовой плоскости (Мюррей, Дер-
мотт, 2010; Морбиделли, 2014)

(7)

где е – эксцентриситет орбиты спутника, ψ –
критический аргумент.

В табл. 1 и 2 приведены наборы рассматривае-
мых вековых резонансов: апсидально-нодальных
до четвертого порядка включительно (табл. 1) и
резонансов, связанных со средним движением
возмущающего тела, второго–пятого порядков
(табл. 2). Причем, индексы L и S относятся к воз-
мущениям от Луны и Солнца соответственно.

= ψ = ψcos , sin ,x e y e

Поскольку величины  и , связанные с
прецессией орбиты Земли, пренебрежимо малы,
формулы, приведенные в табл. 1 для апсидально-
нодальных резонансов, связанных с Солнцем, су-
щественно упрощаются, и эти резонансы практи-
чески становятся геометрическими.

Геометрический резонанс  трактуе-

мый как  (Shevchenko, 2017) яв-
ляется резонансом первого порядка. Для двукрат-
но осредненной ограниченной задачи трех тел
этот резонанс был открыт Лидовым (1961) в зада-
чах о движении ИСЗ и Козаи (1962) – в динамике
астероидов. В наших исследованиях мы исполь-
зуем численное моделирование без какого-либо
осреднения. Поэтому все выявленные нами резо-
нансы будут резонансами полной возмущенной
задачи, содержащей влияние несферичности по-
тенциала Земли, а также влияние притяжения Лу-
ны и Солнца. Влияние каждого из возмущающих
факторов на движения спутника может давать

ω� '
S Ω� '

S

ψ = ω ≈� � 0,

ψ = π ± Ω = ω ≈�

� �� 0

Таблица 1. Типы апсидально-нодальных вековых резонансов  низких порядков

№ Тип резонансного
соотношения № Тип резонансного

соотношения № Тип резонансного
соотношения

1 8 15

2 9 16

3 10 17

4 11 18

5 12 19

6 13 20

7 14

ψ�

( )Ω − Ω + ω − ω� �

� �, ,
' '
S L S L ( )Ω − Ω − ω − ω� �

� �, ,
' '2 2S L S L ( )Ω − Ω + ω� �

�, ,
' '2S L S L

( )Ω − Ω − ω + ω� �

� �, ,
' '
S L S L ( )Ω − Ω + ω� �

�,
'
S L ( )Ω − Ω − ω� �

�, ,
' '2S L S L

( )Ω − Ω + ω + ω� �

� �, ,
' '
S L S L ( )Ω − Ω − ω� �

�,
'
S L ( )Ω − Ω� �

,
'
S L

( )Ω − Ω − ω − ω� �

� �, ,
' '
S L S L ( )Ω − Ω + ω� �

�,
' 2S L ω − ω� � ,

'
S L

( )Ω − Ω + ω − ω� �

� �, ,
' '2 2S L S L ( )Ω − Ω − ω� �

�,
' 2S L ω + ω� � ,

'
S L

( )Ω − Ω − ω + ω� �

� �, ,
' '2 2S L S L ( )Ω − Ω + ω� �

�, ,
' '
S L S L ω�

( )Ω − Ω + ω + ω� �

� �, ,
' '2 2S L S L ( )Ω − Ω − ω� �

�, ,
' '
S L S L

Таблица 2. Типы полувековых резонансов  со скоростью движения возмущающего тела второго–пятого по-
рядков

№
Тип

резонансного
соотношения

№
Тип

резонансного
соотношения

№
Тип

резонансного
соотношения

№
Тип

резонансного
соотношения

1 5 9 13

2 6 10 14

3 7 11 15

4 8 12 16

ψ�

− ω�,
'
S Ln − Ω − Ω� �

,
' ( ')S Ln − ω − Ω − Ω� �

�,
' ( ')S Ln − ω − Ω − Ω� �

�,
' 2 ( ')S Ln

+ ω�,
'
S Ln + Ω − Ω� �

,
' ( ')S Ln + ω + Ω − Ω� �

�,
' ( ')S Ln + ω + Ω − Ω� �

�,
' 2 ( ')S Ln

− ω�,
' 2S Ln + ω − Ω − Ω� �

�,
' ( ')S Ln − Ω − Ω� �

,
' 2( ')S Ln − ω + Ω − Ω� �

�,
' 2 ( ')S Ln

+ ω�,
' 2S Ln − ω + Ω − Ω� �

�,
' ( ')S Ln + Ω − Ω� �

,
' 2( ')S Ln + ω − Ω − Ω� �

�,
' 2 ( ')S Ln
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 поэтому мы будем отделять суммарное вли-
яние всех трех возмущающих факторов от влия-
ния каждого из них.

При этом там, где это возможно, мы будем ис-
пользовать для сравнения результаты, получен-
ные М.Л. Лидовым (1961) и другими авторами в
рамках осредненной задачи. По нашему мнению,
это сравнение интересно и с теоретической, и с
практической точки зрения.

Классификация основной части вековых резо-
нансов, действующих на движение ИСЗ, была
впервые дана Дж. Куком (Cook, 1962), а аналити-
ческая теория вековых спутниковых резонансов
представлена в работах (Breiter, 2001a; 2001b;
Daquin и др., 2016), термин “резонанс Лидова–
Козаи” впервые появился в работе (Breiter,
2001b). С. Хьюз (1980; 1981) был первым, кто
предложил использовать численное моделирова-
ние в исследовании влияния вековых резонансов.
В работах (Chao, Gick, 2004; Rossi, 2008) были
впервые применены совместно аналитический и
численный подходы к исследованию проблемы.

АНАЛИЗ СТРУКТУРЫ ВЕКОВЫХ 
РЕЗОНАНСОВ В РАССМАТРИВАЕМОЙ 

ОБЛАСТИ ОРБИТАЛЬНОГО 
ПРОСТРАНСТВА

Общая оценка динамической структуры веко-
вых резонансов осуществлялась на основе резуль-
татов численного эксперимента, который прово-
дился по методике, изложенной в предыдущем
разделе. Принимались во внимание только грави-
тационные возмущения, определяемые влиянием
несферичности гравитационного поля Земли, а
также притяжением Луны и Солнца.

Все исследования проводились на модельных
объектах, которые были распределены равномер-
но в интервале больших полуосей от 8000 до
25500 км с шагом в 200 км, с наклонениями от 0°
до 180° с шагом 5° и начальным эксцентрисите-
том, равным 0.001. Расчет орбитальной эволюции
проводился на интервале времени 100 лет и в слу-
чае необходимости продлевался до 300 лет.

На рис. 1 и 2 приведены данные о распределе-
нии вековых апсидально-нодальных резонансов,
являющихся следствием соизмеримости пара-
метров прецессии орбиты спутника, возникаю-
щей под действием возмущений, и параметров
прецессии возмущающих тел: Солнца (рис. 1) и
Луны (рис. 2). (На рис. 1–4 для краткости крити-
ческий аргумент обозначен без подчеркивания,
как ψ с нижним индексом, который отражает но-
мер резонанса для рис. 1–2 из табл. 1, а для
рис. 3–4 из табл. 2.) Как было отмечено выше, па-
раметры прецессии орбиты Солнца, являющиеся
отражением прецессии орбиты Земли, пренебре-
жимо малы, поэтому многие резонансные соот-

ω ≈� 0, ношения для Солнца, приведенные в табл. 1 сов-
падают, что и показано на рис. 1. Кроме того, все
эти резонансы являются геометрическими, то
есть связывают только параметры прецессии ор-
биты самого спутника, возникающие под дей-
ствием возмущений, и зависят от наклонения.

Таким образом, на рис. 1 апсидально-нодаль-
ные резонансы с номерами 18, 19 и 20 являются
резонансом . Как было показано в нашей ра-
боте (Александрова и др., 2016), влияние этого ре-
зонанса впервые становится заметным в этой об-
ласти орбитального пространства. Далее мы рас-
смотрим этот вопрос более подробно.

Апсидально-нодальные резонансы, связанные
с прецессией орбиты Луны (рис. 2), более плотно
покрывают рассматриваемую область орбиталь-
ного пространства. Обращает на себя внимание

тот факт, что резонанс  с номе-
ром 17 присутствует и для Солнца, и для Луны на
всем диапазоне больших полуосей при трех зна-
чениях наклонения 0°, 90° и 180°. В следующем раз-
деле мы также рассмотрим этот вопрос на конкрет-
ных примерах орбитальной эволюции объектов.

На рис. 3 и 4 показано распределение вековых
резонансов, возникающих вследствие соизмери-
мости параметров прецессии орбиты спутника со
средними движениями возмущающих тел: Солн-
ца (рис. 3) и Луны (рис. 4). Вековые резонансы со
средним движением Солнца распределены в диа-
пазоне больших полуосей от 8000 до 21000 км по
обе стороны от наклонения 90°, а вековые резо-
нансы со средним движением Луны проявляются
только на орбитах, большие полуоси которых ме-
нее 16000 км и только в динамике объектов с об-
ратным движением.

Полученные сведения о распределении резо-
нансов были сопоставлены с орбитальной эволю-
цией объектов.

ОСОБЕННОСТИ ОРБИТАЛЬНОЙ 
ЭВОЛЮЦИИ ОБЪЕКТОВ

Орбитальная эволюция объектов рассматри-
ваемой области не отличается существенным раз-
нообразием, несмотря на большое количество
действующих резонансов. Наибольший интерес
представляет влияние вековых резонансов перво-
го порядка. К таковым относятся апсидально-но-
дальный резонанс  и нодальные

резонансы 

Остановимся на действии этих резонансов бо-
лее подробно.

Сложность проявления резонанса  в ди-
намике околоземных объектов состоит в том, что
помимо влияния внешних тел, которое приводит

ω ≈� 0

( )ψ = Ω − Ω ≈� �

� ,
' 0S L

ψ = π ± Ω = ω ≈�

� �� 0

( )ψ = Ω − Ω ≈� �

� ,
' 0.S L

ω ≈� 0
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к появлению резонанса типа Лидова–Козаи, на
эти объекты действует несферичность Земли,
влияние которой в окрестности критического на-
клонения тоже может давать  Наложение
этих влияний может приводить к различным эф-

ω ≈� 0.

фектам, которые до настоящего времени мало
изучены.

Применяемая нами методика позволяет вы-
явить наличие резонанса  в динамике объек-
та на 100-летнем интервале времени при больших

ω ≈� 0

Рис. 1. Распределение апсидально-нодальных вековых резонансов, связанных с прецессией орбиты Солнца. Класси-
фикация выполнена по типу колебаний критического аргумента  (на графике обозначен без подчеркивания, чтобы

не загромождать рисунок).
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Рис. 2. Распределение апсидально-нодальных вековых резонансов, связанных с прецессией орбиты Луны. Классифи-
кация выполнена по типу колебаний критического аргумента  (на графике обозначен без подчеркивания, чтобы не

загромождать рисунок).
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полуосях от 10000 км, хотя в орбитальной эволю-
ции этот резонанс проявляется очень незначи-
тельным ростом эксцентриситета, только начи-
ная с больших полуосей равных 23000 км (рис. 5).
Результаты, приведенные на рис. 5, получены при
значениях долгот, равных 

Здесь и далее в данных об орбитальной эволю-
ции приводится осредненный параметр MEGNO,
показанный пунктирной линией. Для осреднен-
ного параметра MEGNO характерны следующие

ω = ° Ω = °90 , 0 .

свойства: для устойчивых орбит типа гармониче-
ского осциллятора он стремится к 0, для квазипе-
риодических (регулярных) орбит – к 2, для не-
устойчивых орбит принимает значения суще-
ственно большее 2 (Cincotta и др., 2003).

Результаты показывают, что только на 300-лет-
нем интервале времени удается увидеть появле-
ние эффекта взаимосвязанных колебаний значе-
ний аргумента перицентра и эксцентриситета
(своеобразной перекачки энергии между эксцен-
триситетом и наклонением), который похож на
эффект Лидова–Козаи. Интересно было понять,
как взаимодействуют все три возмущающих фак-
тора. Для этого была рассмотрена идеализиро-
ванная задача: движение объекта моделировалось
в предположении, что не только Луна и Солнце,
но и центральное притяжение являются притяже-
нием точечных масс, а сжатие Земли рассматри-
вается как самостоятельная сила. При этих пред-
положениях на 300-летнем интервале времени в
эклиптической системе координат была исследо-
вана эволюция данного объекта под влиянием
различных сочетаний, действующих факторов
(рис. 6). Наклонение объекта при переходе к эк-
липтике составило примерно 40°.

Данные, приведенные на рис. 6, показывают,
что действие Луны, Солнца и даже совместное
действие Луны и Солнца не приводят к хоть
сколько-то значительному росту эксцентрисите-
та ( ) и только действие трех факторов
дает заметный эффект ( ) (рис. 5б).

Однако сжатие не всегда усиливает указанный
выше эффект. Может быть и обратное действие

=max 0.01e
=max 0.5e

Рис. 3. Распределение вековых резонансов, связанных со средним движением Солнца. Классификация выполнена по типу
колебаний критического аргумента  (на графике обозначен без подчеркивания, чтобы не загромождать рисунок).
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Рис. 4. Распределение вековых резонансов, связан-
ных со средним движением Луны. Классификация
выполнена по типу колебаний критического аргу-
мента  (на графике обозначен без подчеркивания,
чтобы не загромождать рисунок).
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(Томилова и др., 2020). Все зависит от того, каким
будет наклонение орбиты объекта в эклиптиче-
ской системе координат. Для того, чтобы в этом
убедиться, рассмотрим в рамках той же идеализиро-
ванной задачи движение объекта с близкими значе-
ниями позиционных переменных, но при значени-
ях долгот, равных  (рис. 7). На-
клонение при переходе к плоскости эклиптики
составляет примерно 88°.

Приведенные на рис. 7 результаты показыва-
ют, что главным источником возникновения эф-
фекта перекачки энергии между эксцентрисите-
том и наклонением (т.е. эффекта взаимосвязан-
ных колебаний значений аргумента перицентра и
эксцентриситета), в данном случае являются воз-
мущения от Луны, влияние Солнца способствует
более раннему проявлению эффекта, а возмуще-
ния от сжатия Земли эффект полностью нивели-

ω = ° Ω = °90 , 180

руют. Это особенно заметно в эклиптической си-
стеме координат.

Обратимся к резонансным характеристикам
идеализированной задачи (рис. 8) и сравним их с
известными из литературных источников (Лидов,
1961; Вашковьяк, Тесленко, 2016) характеристи-
ками проявления резонанса и эффекта Лидова–
Козаи в двукратно осредненной задаче. Характер-
ными особенностями орбитальной эволюции
объектов, подверженных действию резонанса
Лидова–Козаи, является рост эксцентриситета
орбиты, который на длительных интервалах вре-
мени может сопровождаться перекачкой энергии
между эксцентриситетом и наклонением (эффект
Лидова–Козаи) при сохранении интеграла

 причем  должно лежать в преде-
лах . Острый резонанс Лидова–Козаи
и быстрый рост эксцентриситета имеет место при

= − 2
1 1 cos ,c е i 1c

≤ ≤10 3 5c

Рис. 5. Особенности динамики объекта под действием резонанса  с учетом возмущений от несферичности Земли
и притяжения Луны и Солнца: (а) орбитальная эволюция на 100-летнем интервале времени; (б) орбитальная эволю-
ция на 300-летнем интервале времени; (в, г) изменение во времени параметров резонанса: резонансного соотношения

 и резонансного аргумента  (на графике обозначения даны без подчеркивания, чтобы не загромождать рисунок).
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долготе перицентра от узла  при близости
к нулю значения интеграла Лидова–Козаи и при
отрицательном значении интеграла Лидова

На рис. 8 приведены резонансные характери-
стики для двух случаев орбитальной эволюции.
Рис. 8а и 8в показывают поведение резонансных
характеристик и численных аналогов интегралов
движения  в динамике объекта при учете воз-
мущений от Луны и Солнца, а рис. 8б, 8г – при
учете трех возмущающих факторов: сжатия Зем-
ли, а также притяжения Луны и Солнца. Кроме
интеграла Лидова–Козаи, приведен интеграл Ли-
дова.

= °ω 90 ,

( )= − ω2 2 2
2 2 5 sin sin .c e i

1 2,c c

Представленные на рис. 7 и 8 данные показы-
вают, что явления, подобные эффекту и резонансу
Лидова–Козаи, присутствуют в динамике рас-
сматриваемого объекта, причем острый резонанс
проявляется около момента времени, соответ-
ствующего 175 гг. В окрестности этого момента
имеет место быстрый рост эксцентриситета, дол-
гота перицентра от узла  при близости к
нулю значения интеграла Лидова–Козаи и при
отрицательном значении интеграла Лидова, что
находится в соответствии с теоретическими ре-
зультатами, полученными в осредненной задаче
(Лидов, 1961; Вашковьяк, Тесленко, 2016). Влия-
ние сжатия полностью искажает картину. Экс-
центриситет уже не растет, а колеблется в преде-
лах 0.001–0.003, интеграл Лидова–Козаи колеб-

= °ω 90 ,

Рис. 6. Орбитальная эволюция объекта при наклонении орбиты к эклиптике примерно 40° на 300-летнем интервале
времени под действием: (а) возмущений от сжатия Земли, (б) возмущения от Луны, (в) возмущения от Солнца, (г) воз-
мущения от Луны и Солнца.
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Рис. 7. Особенности динамики объекта при наклонении орбиты к эклиптике примерно 88° на 300-летнем интервале:
(а) орбитальная эволюция объекта в экваториальной системе координат с учетом возмущения от сжатия и внешних
тел, далее орбитальная эволюция в эклиптической системе координат с учетом: (б) возмущения от сжатия Земли, (в)
возмущения от Луны, (г) возмущения от Солнца, (д) возмущений от Луны и Солнца, (е) орбитальная эволюция под
действием всех трех возмущающих факторов. На рис. (в, д) на графиках эволюции эксцентриситета пунктирная линия
отсекает значения эксцентриситета, по достижении которых в реальной задаче спутник попадает в плотные слои ат-
мосферы и сгорает.
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лется в достаточно больших пределах, а интеграл
Лидова переходит в зону положительных значе-
ний, резонансное соотношение по-прежнему не-
однократно проходит через нулевое значение, но
резонансный аргумент демонстрирует переходы
от либрации к циркуляции, т.е. резонанс есть, но
он неустойчив.

Приведенный пример показывает, что суще-
ствует прямая связь между явлениями, наблюдае-
мыми в численном моделировании и эффектами,
полученными в двукратно осредненной задаче.

Можно предположить, что на более низких ор-
битах действие резонанса, подобного резонансу
Лидова–Козаи, нивелируется влиянием сжатия
Земли.

Пример такой орбитальной эволюции приве-
ден на рис. 9. Рассмотрена орбитальная эволюция
объекта и его резонансных характеристик при
совместном действии трех факторов: сжатия Зем-
ли, Луны и Солнца (рис. 9а, 9б), а также при раз-
дельном влиянии сжатия Земли (рис. 9в, 9г), и
Луны, и Солнца (рис. 9д, 9ж). При отсутствии
сжатия влияние Луны и Солнца проявляется ро-
стом эксцентриситета, и резонансные характери-
стики указывают на наличие устойчивого резо-
нанса типа Лидова–Козаи. При совместном учете
всех трех факторов влияние сжатия превалирует.

Интересно отметить, что проблема совместно-
го влияния сжатия и векового апсидально но-
дального резонанса  на движение ИСЗ была
впервые сформулирована М.Л. Лидовым в работе
(Лидов, Ярская, 1974), а для спутников Урана бы-
ло показано, что значительное влияние сжатия
удерживает на орбитах спутники, наклоненные к
плоскости ураноцентрической орбиты Солнца на
98° (Вашковьк, Тесленко, 2016).

Рассмотрим далее влияние на динамику око-
лоземных объектов нодального резонанса

 Как было показано выше, он

присутствует в динамике объектов на всем иссле-
дуемом диапазоне больших полуосей при трех
значениях наклонения 0°, 90° и 180°.

На рис. 10 для сравнения показана орбиталь-
ная эволюция трех объектов, имеющих одинако-
вые значения большой полуоси 20000 км, одина-
ковые начальные эксцентриситеты, равные 0.001,
и разные наклонения орбит: 0°, 90° и 180°. Кроме
того приведены данные об изменении резонанс-
ных характеристик объектов и об эволюции ком-
понент составляющей резонанса величины ,
формула (5). Движение во всех трех случаях регу-
лярно. Для объектов с наклонениями 0° и 180° ор-

ω ≈� 0

( )ψ = Ω − Ω ≈� �

� ,
' 0.S L

Ω�

Рис. 8. Резонансные характеристики динамики объекта, приведенного на рис. 7: (а, в) с учетом возмущений от Луны
и Солнца; (б, г) с учетом возмущений от сжатия Земли и притяжения Луны и Солнца; (а, б) изменение во времени ре-
зонансного соотношения  и резонансного аргумента  (на графике обозначения даны без подчеркивания, чтобы не

загромождать рисунок); (в, г) эволюция во времени интегралов Лидова и Лидова–Козаи.
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Рис. 9. Особенности динамической эволюции объектов на более низких орбитах: слева – орбитальная эволюция объектов
и справа – для резонанса  изменение во времени резонансного соотношения  и резонансного аргумента  (на гра-
фике, как и ранее подчеркивания опущены, чтобы не загромождать рисунок): (а, б) в экваториальной системе координат с
учетом возмущения от сжатия Земли и притяжения внешних тел; (в, г) в эклиптической системе координат с учетом возму-
щения от сжатия Земли; (д, е) в эклиптической системе координат с учетом возмущений от Луны и Солнца.
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битальная эволюция подобна (рис. 10а, 10б), при-
сутствует вековой уход по наклонению в пределах
одного градуса. Орбитальная эволюция объекта с
наклонением 90° несколько иная. Здесь имеют
место долгопериодические колебания.

Остановимся на резонансных характеристи-
ках, приведенных на рис. 10г, 10д, 10е. Численные
оценки поведения резонансных соотношений
указывают на множественное прохождение этих
соотношений через нулевые значения. Окрест-
ность, в которой колеблется около нуля резо-
нансное соотношение для объекта с наклонением
90° существенно меньше, чем у объектов с накло-
нениями 0° и 180°. Приведенные изменения во

времени компонент величины  показывают, что
амплитуды колебаний компонент около нуля для
объекта с наклонением 90° на три порядка мень-
ше, чем для двух других объектов. Учитывая, что
величина  имеет порядок примерно , об-

ращение в ноль величины  зависит от

значений входящей в него величины . То же са-

мое можно сказать и о резонансе 

Совместное действие нескольких устойчивых
вековых резонансов не приводит к возникнове-
нию хаотичности в движении объекта (Бордови-

Ω�

Ω� '
L

−× 81 10

( )ψ = Ω − Ω� �
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( )ψ = Ω − Ω� �
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Рис. 10. Особенности динамики объектов в условиях действия векового резонанса  орбитальная эво-
люция объекта с наклонением орбиты (а) 0°; (б) 90°; (в) 180°; пункты г), д), е) соответствующие пунктам (а), (б), (в)
резонансные характеристики: изменение во времени резонансного соотношения  и резонансного аргумента  (на

графике, как и ранее, подчеркивания опущены, чтобы не загромождать рисунок); пункты (ж), (з), (и) соответствую-
щие пунктам (г),( д), (е) покомпонентные расшифровки структуры .
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цына, Томилова, 2016). Пример такого движения
приведен на рис. 11, 12.

На рис. 11 дана орбитальная эволюция объек-
та, подверженного действию четырех устойчивых
вековых апсидально-нодальных резонансов, а на
рис. 12 даны резонансные характеристики движе-
ния. На рис. 12а, 12в, 12д, 12ж приведены (сверху

вниз) изменения резонансных соотношений и
резонансных аргументов. На рис. 12б, 12г, 12е, 12з
показаны фазовые портреты. Приведенные на
рис. 12 данные позволяют с уверенностью гово-
рить о том, что резонансы устойчивы на всем рас-
сматриваемом временном интервале. Других ре-
зонансов в движении объекта нет. Таким обра-
зом, наложение нескольких устойчивых вековых
резонансов не приводит к возникновению хао-
тичности (рис. 11 MEGNO меньше 2). В эволю-
ции наклонения орбиты заметно влияние резо-

нансов .

И наоборот, совместное действие устойчивых
и неустойчивых вековых резонансов вызывает по-
явление хаотичности в движении объекта (рис. 13).

На объект, эволюция которого показана на
рис. 13, действуют на всем интервале прогнозиро-
вания два устойчивых вековых резонанса первого
порядка и четыре неустойчивых резонанса более
высоких порядков, в том числе два со средними
движениями Луны и Солнца. Движение объекта
имеет высокую степень хаотичности (MEGNO
значительно больше 2), а в орбитальной эволю-
ции просматривается влияние устойчивых резо-

нансов 

( )ψ = Ω − Ω ≈� �
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Рис. 11. Орбитальная эволюция объекта, подвержен-
ного действию четырех устойчивых вековых апси-
дально-нодальных резонансов.
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Рис. 12. Резонансные характеристики четырех вековых резонансов, действующих на объект, приведенный на рис. 11:

для резонансов (а, б) , (в, г) , (д, е) , (ж, з) 
(а, в, д, ж) эволюция резонансных соотношений и соответствующих резонансных аргументов (на графике, как и ра-
нее, подчеркивания опущены); (б, г, е, з) фазовые портреты.
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Рис. 13. Орбитальная эволюция объекта, подверженного действию двух устойчивых и четырех неустойчивых вековых
резонансов: (а) орбитальная эволюция объекта, (б–з) изменение во времени резонансных характеристик и фазовые

портреты резонансов; (б) для резонанса со средним движением Луны и Солнца ; для резонанса

, (в) с Луной, (г) с Солнцем; для , (д) с Луной, (е) с Солнцем; для

, (ж) с Луной, (з) с Солнцем. На графиках, как и ранее, подчеркивания опущены.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные в данной работе результаты
по выявлению вековых резонансов, действующих
на объекты, движущиеся в областях LEO–MEO,
и анализу их влияния на орбитальную эволюцию
позволяют сделать ряд выводов.

Апсидально-нодальные резонансы, связанные
с прецессией орбиты Луны более плотно покры-
вают рассматриваемую область орбитального
пространства, чем аналогичные резонансы, свя-
занные с прецессией орбиты Солнца, которая яв-
ляется отражением прецессии орбиты Земли.

Используемая методика выявляет резонанс ,
начиная с больших полуосей, равных 20000 км, при
наклонении близком 65° к экватору Земли. Для
объектов, движущихся в рассматриваемом диапа-
зоне больших полуосей, на 100-летнем интервале
времени эффект взаимосвязанных колебаний
значений аргумента перицентра и эксцентриси-
тета (перекачки энергии между эксцентрисите-
том и наклонением), подобный эффекту Лидо-
ва–Козаи не успевает проявиться. Однако орби-
тальная эволюция на 300-летнем интервале
показывает наличие такого эффекта, который
может либо подавляться, либо усиливаться дей-
ствием несферичности Земли в зависимости от
наклонения орбиты к плоскости эклиптики.
Анализ орбитальной эволюции объектов, имею-
щих наклонение орбиты к экватору 65° показыва-
ет, что подобный эффект присутствует и на более
низких орбитах, но его проявление подавляется
влиянием несферичности Земли.

Обращает на себя внимание тот факт, что ре-

зонанс  присутствует и для
Солнца, и для Луны на всем диапазоне больших
полуосей при трех значениях наклонения 0°, 90°
и 180°. В орбитальной эволюции действие этого
резонанса проявляется наличием долгопериоди-
ческих колебаний в наклонении орбиты. Причем
наибольшая амплитуда при одних и тех же значе-
ниях больших полуосей у объектов с наклонени-
ем орбиты 90°. Величина амплитуды растет с уве-
личением большой полуоси.

В нижней части рассматриваемой области по-
являются резонансы, связанные со средним дви-
жением возмущающих тел Луны и Солнца. Не-
смотря на обилие резонансов, совместное дей-
ствие нескольких резонансов встречается нечасто.
Наложение нескольких устойчивых вековых резо-
нансов разных типов не приводит к возникнове-
нию хаотичности в движении объектов, а при сов-
местном действии устойчивых и неустойчивых
вековых резонансов наблюдается рост хаотично-
сти движения.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект № 19-72-10022).
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ИГОРЬ СТАНИСЛАВОВИЧ ВЕСЕЛОВСКИЙ 
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Ушел из жизни Игорь Станиславович Весе-
ловский, доктор физ.-мат. наук, профессор Мос-
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плазмы, многолетний член редколлегии нашего
журнала. Выпускник Московского физико-техни-
ческого института, Игорь Станиславович связал
большую часть своей жизни с Научно-исследова-
тельским институтом ядерной физики (НИИЯФ)
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большой вклад в изучение физики Солнца, ге-
лиосферы, магнитосферы Земли и солнечно-зем-
ных связей. Полученные им наиболее важные ре-
зультаты относятся к теории рекомбинации элек-
тронов и ионов в частично ионизованной плазме,
кинетической теории динамических плазменных
процессов в атмосфере Солнца и солнечном ветре,
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