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STRONG-FIELD TUNNELING IONIZATION RATE BASED

ON LANDAU–DYKHNE TRANSITION THEORY

V. M. Petrović, H. S. Delibašić, I. D. Petrović

С помощью теории переходов Ландау –Дыхне исследована ионизация атома гелия и подобных ему атомов
в поле линейно-поляризованного лазерного излучения низкой частоты. С учетом кулоновской поправ-
ки и взаимодействия электронов в основном состоянии получено выражение для скорости туннельных
переходов, вызванных импульсами линейно-поляризованного излучения с тригонометрической формой
огибающей. Проведено сравнение этой зависимости с результатами теории Аммосова –Делоне –Край-
нова. Полученная зависимость имеет правильную форму, но скорость ионизации превышает результат
теории Аммосова –Делоне –Крайнова. В дополнение к этому проведено исследование при различных
длинах волн, а также при учете пондеромоторного сдвига в потенциале ионизации. Проведенный анализ
показывает, что учет дополнительных членов в потенциале ионизации приводит к уменьшению скорости
переходов. Эта скорость зависит от формы лазерных импульсов. Согласно нашим расчетам скорость
ионизации также сильно зависит от длины волны лазерного излучения (его частоты) и от параболичес-
кой координаты.

DOI: 10.31857/S0044451021070014

1. ВВЕДЕНИЕ

Результатом исследований взаимодействия ла-
зерного излучения и атомов, выполненных за по-
следние три десятилетия, стало общее понимание
нелинейных оптических явлений вне рамок теории
возмущения, таких как генерация гармоник высоко-
го порядка, оптическое отражение, смешивание час-
тот и самофокусировка света [1, 2]. Объяснение фи-
зической картины этих процессов включает меха-

* E-mail: hristina.delibasic@pmf.kg.ac.rs

низм фотоионизации, который необходимо детально
изучить как с теоретической, так и с эксперимен-
тальной точек зрения [3, 4].

Зависимость вероятности ионизации (скорости
ионизации) от потенциала ионизации и свойств по-
ля лазерного излучения была теоретически исследо-
вана в работе Келдыша [5]. В ней ионизация пони-
малась как покидание валентным электроном ато-
ма или молекулы под воздействием поля лазерно-
го излучения большой напряженности при погло-
щении нескольких фотонов (многофотонная иони-
зация) или в результате туннелирования под потен-
циальным барьером, который создается благодаря
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действию кулоновских сил и полю лазерного излу-
чения (туннельная ионизация). Для того чтобы раз-
личить эти два механизма фотоионизации, был вве-
ден параметр Келдыша γ, который представляет со-
бой отношение частоты туннелирования ωt и угло-
вой частоты лазерного излучения ω, γ = ωt/ω [5].
Этот параметр можно выразить как отношение ха-
рактерного атомного импульса

√
2mIp и импульса

eF/ω, приобретенного в электрическом поле, γ =

= ω
√

2mIp/eF , где Ip — это потенциал ионизации,
а F — напряженность электрического поля. В атом-
ных единицах (e = m = � = 1), которые будут ис-
пользоваться в этой статье, параметр Келдыша за-
писывается в виде γ = ω

√
2Ip/F . Механизм тун-

нельной фотоионизации преобладает при γ � 1,
а механизм многофотонной ионизации преобладает
при γ � 1. При γ ∼ 1 режим, в котором находит-
ся система, является промежуточным. Определение
режимов важно для хорошего понимания разнооб-
разных явлений, обусловленных ионизацией в силь-
ном поле.

Следуя пионерской работе Келдыша, были по-
лучены многочисленные аналитические выражения,
описывающие скорости ионизации атомов и моле-
кул. Один из таких результатов, известный как ППТ
(Переломов, Попов, Терентьев) [6], весьма хорошо
описывает экспериментально измеренные зависимо-
сти скоростей ионизации в многофотонном и тун-
нельном режимах. В исследовании [6] была пред-
ложена более точная модель для расчета скорости
ионизации, в которой учитывается кулоновское вза-
имодействие покидающего атом фотоэлектрона и
иона. Позднее Аммосов, Делоне и Крайнов уточ-
нили формулы, выведенные для сложных атомов
и ионов в так называемом туннельном режиме, и
получили наиболее часто используемое выражение
для скорости ионизации, АДК. В случае линейно-
поляризованного поля лазерного излучения и нену-
левого начального импульса, p �= 0, скорость иони-
зации дается выражением

WADK(F0, ω, p, η) ∼

∼ exp

[
− 2Z3

3F0n∗3 −
p(F0, η)

2
γ(F0, η)

3

3ω

]
,

см. [7], где n∗ обозначает эффективное квантовое
число, n∗ = Z/2Ip, а Z — заряд иона. Из приве-
денного выражения следует, что скорость перехода
WADK(F0, ω, p, η) зависит от второй степени началь-
ного импульса p(F0, η) испускаемых фотоэлектро-
нов и от параметра Келдыша γ(F0, η), а также от
эффективного квантового числа n∗ и интенсивно-

сти поля лазерного излучения F0. Справедливость
этого выражения была многократно проверена экс-
периментально [8, 9], а также подтверждена срав-
нением с результатами вычислений, использующих
зависящее от времени уравнение Шредингера. Сле-
дует заметить, что АДК-теория хорошо описыва-
ет экспериментальные данные для инертных газов
(одним из них является гелий) только при γ < 0.5

[10]. В остальных случаях теория переоценивает экс-
периментальную величину и предсказание АДК не
совпадает с результатами экспериментов. Причиной
этого является тот факт, что при γ > 1 время тун-
нелирования электрона становится гораздо больше,
чем период оптических колебаний, и квазистати-
ческое приближение перестает работать даже при
сильном подавлении кулоновского барьера [9].

После получения Аммосовым, Делоне и Крайно-
вым аналитического выражения для скорости тун-
нельной ионизации [7] многие авторы пытались
уточнить его [11–13]. В результате было выдвинуто
и разработано множество других теорий, например,
теория квантовых переходов Ландау –Дыхне (ЛД)
[14], теория неадиабатической туннельной иониза-
ции (НТИ) [15] и асимптотическая теория в режи-
ме слабого поля (СЛП) [16]. В дальнейшем теория
НТИ детально разрабатывалась Юдиным и Ивано-
вым [15] в предположении нулевого начального им-
пульса испускаемого электрона (экспериментальные
исследования НТИ проводились, например, в ра-
ботах [17–19]). Ими было получено простое выра-
жение в замкнутой форме для скорости ионизации
как функции мгновенной фазы лазерного излуче-
ния для произвольных значений γ в обычном при-
ближении сильного поля (СП). Приближение СЛП
было впервые использовано в работе Оппенгеймера
[20], но лишь через 50 лет после этого было полу-
чено правильное выражение для асимптотической
зависимости скорости ионизации простейшей систе-
мы, содержащей водород в основном состоянии [21].
Несмотря на значительную работу, проделанную в
этой области, до сих пор отсутствует общепринятая
формула, и дебаты продолжаются. Настоящая рабо-
та посвящена изучению разновидности ЛД-теории
[14], которая характеризуется достаточной просто-
той и точностью.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В настоящей статье исследуется двухэлектрон-
ная система (нейтральный атом гелия и подобные
ему атомы), которая является предельным случа-
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ем задачи многих тел, взаимодействующих с линей-
но-поляризованным лазерным излучением. Целью
работы является выяснение влияния интенсивности
лазерного излучения, формы луча и длины волны
(частоты) на скорость туннельной фотоионизации.
Для этого нами была получена аналитическая фор-
мула для конкретного профиля лазерного импульса
и проведено сравнение с результатом широко приме-
няемой АДК-теории, а также с некоторыми доступ-
ными экспериментальными результатами.

Следуя работе [22], мы использовали ЛД-теорию
[14, 21], которая широко применяется в различных
областях физики, где исследуемая система подвер-
гается воздействию поля сильного лазерного излу-
чения. Необходимое условие применимости ЛД-тео-
рии состоит в том, что энергия фотона ω должна
быть мала по сравнению с энергией ионизации Ip.
Как было установлено Дыхне [14], если гамильто-
ниан системы Ĥ(t) является медленноменяющейся
функцией времени и

Ĥ(t)Ψn(t) = Ê(t)Ψn(t), n = i, f

(где i и f обозначают начальное (связанное) и конеч-
ное состояния соответственно), вероятность перехо-
да Ψi → Ψf , W (F, ω, p), выражается через мнимую
часть классического действия S следующей форму-
лой:

W (F, ω, p) ∝ exp[−2 Im(S)],

где

S =

τ∫
0

[Ef (t)− Ei(t)] dt.

Здесь комплексное значение τ является точкой по-
ворота в комплексной плоскости времени. Для его
нахождения используются метод седловой точки и
условие равенства начальной и конечной энергий
Ei(τ) = Ef (τ).

Как указывалось ранее, в общем случае линейно-
поляризованное поле лазерного излучения записы-
вается в виде

F (t) = F0f(t) cos(ωt+ ϕ),

где f(t) — нормированная огибающая функция [23].
В нашей работе исследуются импульсы с тригоно-
метрической формой огибающей

f(t) = sin(ωt+ ϕ)

[24], F0 — пиковая амплитуда, а ϕ — фаза несущей
огибающей (ФНО), которая для циклов большого
количества импульсов полагается равной нулю [25].

Векторный потенциал определяется согласно рабо-
те [26],

A(t) = c

∫
F (t) dt,

и имеет следующий вид:

A(t) = −cF0

4ω
cos(2ωt),

где c — скорость света.
Согласно подходу, сформулированному в рабо-

тах [14, 22], нами была использована ЛД-теория с
заданными значениями Ei и Ef (t). В начальном со-
стоянии мы учли электрон-электронные корреляции
[27] (второй член в выражении Ei), а в конечном со-
стоянии была учтена кулоновская поправка (второй
член в выражении Ef (t) в параболических коорди-
натах η) [28]. В итоге

Ei = −Ip + 5Z

8
,

где Z — заряд иона, а

Ef =
1

2

(
p− A(t)

c

)2

− (2n2 + |m|+ 1)
√
2Ip

η
.

Кулоновский член приводит к появлению параболи-
ческого n2 и магнитного m квантовых чисел [26].

Время поворота τ определяется на комплексной
плоскости с помощью седловой точки из уравнения
Ei(τ) = Ef (τ) [14, 22]:

− Ip +
5Z

8
=

1

2

(
p− A(t)

c

)2

−

− (2n2 + |m|+ 1)
√
2Ip

η
. (1)

Тригонометрическую функцию cos(2ωτ) можно раз-
ложить в ряд Маклорена (используются лишь пер-
вые два члена разложения, остальными членами
пренебрегаем). В результате последовательных пре-
образований из уравнения (1) можно получить вы-
ражение для точки поворота τ в комплексном виде:

τ =
π

4ω
+

2p

F0
− 32ω2D(η)p

F0
3 +

16ω2p3

3F0
3 −

− i

(
2
√
2D(η)

F0
− 32

√
2ω2D(η)

√
D(η)

3F0
3 +

+
16ω2p2

√
2D(η)

F0
3

)
. (2)

Для упрощения записи было введено следующее
обозначение:

D(η) = Ip−5Z

8
−1

2

(
p−A(t)

c

)2

− (2n2+|m|+1)
√
2Ip

η
,

7
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где D(η) является поправкой к Ip и может рассмат-
риваться как некоторый эффективный потенциал
ионизации. Согласно уравнению (2) точка поворо-
та на комплексной плоскости зависит от величины
электрического поля F0, угловой частоты ω и от на-
чального импульса испускаемых фотоэлектронов в
области вне барьера, который можно выразить че-
рез параболическую координату η:

p(F0, η) =
1

2

(√
F0η − 1− 1

η
√
F0η − 1

)
[29,30]. Если полная энергия системы не зависит от
координаты η, импульс сохраняется вдоль класси-
ческой траектории, pη = p [29].

Подставляя уравнение (2) в формулу для скорос-
ти перехода

W (F, ω, p) ∝ exp[−2 Im(S)]

и интегрируя по времени, разделяя действитель-
ную и мнимую части (нас интересует только мнимая
часть, содержащая 1/Fn, n ≤ 3), находим

W (F0, ω, p, η) ∼ exp

[
−2

(
2D(η)γ′(F0, η)

3ω
−

−
√

D(η)F0π
2

32ω2
+

3
√
2D(η)

5F0
−

− 2p

ω
(F0, η)

2γ′(F0, η)

(
1− 80D(η)ω2

3

))]
. (3)

Получаемое в результате выражение для скоро-
сти перехода W (F0, ω, p, η) имеет компактную фор-
му, в которой не содержится суммирование рядов и
интегрирование. Оно состоит из двух частей: пер-
вой, не зависящей от начального импульса испус-
каемых фотоэлектронов p(F0, η), и второй, которая
зависит от импульса. На часть, не зависящую от
импульса, сильно влияют эффективный потенциал
ионизации D(η), а также напряженность электриче-
ского поля F0 и угловая частота ω. Введем модифи-
цированный параметр Келдыша

γ′(F0, η) = (ω
√
2D(η) )/(F0),

который учитывает поправку в потенциале иониза-
ции D(η). Оставшаяся часть зависит от квадрата на-
чального импульса p(F0, η)

2 как

2p(F0, η)
2γ′(F0, η)

ω

(
1− 80D(η)ω2

3

)
.

Мы предполагаем, что импульсы достаточно малы,
так что четвертой и более высокими степенями мож-
но пренебречь по сравнению со второй степенью.

Для сравнения экспериментальных данных с
теорией следует отметить существенность таких не
связанных напрямую с актом элементарной иониза-
ции факторов как пондеромоторное ускорение ис-
пускаемых электронов и насыщение вероятности
ионизации [31,32]. Чтобы учесть их влияние на ско-
рость перехода, мы включили пондеромоторный по-
тенциал Up в уравнении (3). Для поля с линейной
поляризацией при усреднении кинетической энер-
гии электрона во времени пондеромоторный потен-
циал дается следующим выражением: Up(F0, ω) =

= F0
2/4c2 [31]. В соответствии с этим выражением

во всех приведенных выше формулах мы заменили
потенциал ионизации Ip на значение Icorrp = Ip +

+F0
2/4c2, учитывающее поправку. Новые обозначе-

ния имеют вид

Deff (F0, ω, η) = Icorrp − 5Z

8
+

(2n2 + |m|+ 1)
√
2Ip

η

и

γ
′eff (F0, ω, η) =

ω
√
2Deff (F0, ω, η)

F0
.

Основываясь на сказанном выше, уравнение (3)
можно переписать в следующем виде:

W corr(F0, ω, p, η) ∼

∼ exp

[
−2

(
2

3ω
Deff (F0, ω, η)γ

′eff (F0, ω, η) −

−
√
Deff (F0, ω, η)F0π

2

32ω2
+

3
√
2Deff (F0, ω, η)

5F0
−

− 2p

ω
(F0, η)

2γ
′eff (F0, ω, η)×

×
(
1− 80Deff (F0, ω, η)ω

2

3

))]
. (4)

Штарковским сдвигом атомных уровней в сла-
бых полях при условии непрерывности границы
можно пренебречь [22].

Скорость однократной фотоионизации может
быть рассчитана и по стандартным формулам
АДК-теории туннельной ионизации. Для лазерного
излучения с линейной поляризацией и ненулевого
начального импульса p скорость ионизации дается
следующим выражением [7]:

WADK(F0, ω, p, η) ∼

∼ exp

[
− 2Z3

3F0n∗3 −
p(F0, η)

2
γ(F0, η)

3

3ω

]
. (5)
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Рис. 1. Скорости ионизации W (F0, ω, p, η) (a) и WADK(F0, ω, p, η) (б) как функция интенсивности лазерного излучения
I = (1 · 1014–1 · 1015) Вт/см2. Параболическая координата принимает значение η = 20, начальный импульс испускаемых
фотоэлектронов меняется в диапазоне p = (0.2–0.8) ат. ед. Все теоретические кривые построены для угловой частоты

ω = 0.0569 ат. ед. (λ = 800 нм)

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В этой работе для исследования ионизации ато-
ма гелия и ему подобных атомов нами предложе-
но выражение для импульсов с тригонометрической
формой огибающей. Проанализировано, как про-
филь лазерного луча влияет на скорость однократ-
ной фотоионизации. Импульсы лазерного излучения
предполагаются короткими. Мы использовали ла-
зерное излучение с длинами волн 800 нм, 1000 нм и
1200 нм и соответствующими угловыми частотами
0.0569 ат. ед., 0.0455 ат. ед. и 0.0379 ат. ед. Параметр
Келдыша γ был рассчитан в зависимости от интен-
сивности поля I (F0 ∼

√
I), которая менялась в ин-

тервале 1014 Вт/см2
< I < 1015 Вт/см2. Выбран-

ные параметры ограничивают значения γ диапазо-
ном, который характерен для туннельной ионизации
γ � 1. В завершение мы проанализировали, как на
скорость ионизации влияют поправки, модифициру-
ющие потенциал ионизации. Приводятся обсужде-
ние и сравнение наших результатов с предсказания-
ми АДК-теории и имеющимися экспериментальны-
ми результатами.

Чтобы проанализировать применимость полу-
ченных нами формул для описания туннельной
ионизации, на рис. 1 приводится сравнение наших
результатов (уравнение (3), рис. 1a) и кривой по
АДК-теории (уравнение (5), рис. 1б). Для расче-

та обеих кривых начальный импульс предполагался
ненулевым.

На рис. 1a видно, что теоретическая кривая,
полученная нами, демонстрирует типичную зави-
симость туннельного типа, и ее согласие с кри-
вой АДК-теории, вообще говоря, весьма неплохое.
Ширина нашей кривой больше, чем предсказано
АДК-теорией (рис. 1б), и она имеет менее резко вы-
раженную форму. Это демонстрирует существенное
влияние формы лазерного луча на скорость иониза-
ции. Можно сделать вывод, что сдвиг и уширение
нашей кривой непосредственно связаны с парамет-
рами источников лазерного излучения, что согласу-
ется с результатами [7, 31, 32]. Для сравнения кри-
вых мы использовали одни и те же единицы, что со-
храняет количественное соотношение между ними.
Обе зависимости демонстрируют экспоненциальный
рост, достигают максимального значения, а затем
убывают, пока поле не достигнет насыщения (при
значениях I ∼ 1 · 1015 Вт/см2). Область насыще-
ния соответствует результатам [29]. Оба пика распо-
лагаются почти при одном и том же значении ин-
тенсивности поля примерно 3 ·1014 Вт/см2. Расчеты
по нашей формуле совпадают с результатами чис-
ленного моделирования [30] и с экспериментальны-
ми данными [33] в диапазоне интенсивностей около
5 ·1014 Вт/см2, а при более высоких интенсивностях
возникает отклонение в соответствии с [29]. Причи-
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Рис. 2. Сравнение скоростей ионизации как
функций интенсивности лазерного излучения
I = (1 · 1014–1 · 1015) Вт/см2 для W (F0, ω, p, η) и
W corr(F0, ω, p, η) при фиксированном значении па-
раболической координаты η = 20. Угловая частота
ω = 0.0569 ат. ед. (λ = 800 нм), а начальные импуль-
сы испускаемых фотоэлектронов лежат в интервале

p = (0.2–0.8) ат. ед.

на этого отклонения при больших интенсивностях
может заключаться в том, что выражение для ско-
рости ионизации в [29] выведено в предположении
малости импульса испущенного электрона, которым
можно пренебречь [12, 13].

Далее анализируется влияние пондеромоторного
потенциала Up на скорость туннельной ионизации
W (F0, ω, p, η). На рис. 2 приведены кривые, полу-
ченные согласно уравнениям (3), (4).

Согласно теоретическим кривым W (F0, ω, p, η) и
W corr(F0, ω, p, η), построенным на рис. 2, учет пон-
деромоторного потенциала Up приводит к умень-
шению скорости ионизации (штриховая линия) по
сравнению с исходной кривой (уравнение (3), сплош-
ная линия). Максимальное значение скорости иони-
зации с учетом поправки съезжает ниже и правее
в область больших интенсивностей лазерного излу-
чения. Максимум исходной кривой располагается
при значении примерно 3 · 1014 Вт/см2, а на кри-
вой с учетом поправки он достигается примерно при
3.8·1014 Вт/см2. Такое уменьшение обусловлено тем,
что часть энергии фотонов «тратится» на сообще-
ние испускаемому электрону начального импульса

и колебательной энергии. Это приводит к снижению
скорости фотоионизации [29].

Мы также построили скорость ионизации
W (F0, ω, p, η) (уравнение (3)) в зависимости от
интенсивности лазерного излучения при различных
длинах волн. Скорость рассчитана для выбран-
ных значений длинноволнового диапазона 800 нм,
1000 нм и 1200 нм. Результаты показаны на рис. 3.
Вычисления проводились при исходных условиях,
т. е. для невозмущенного значения потенциала
ионизации Ip.

На рис. 3 видно, что скорость ионизации
W (F0, ω, p, η) зависит от длины волны. Лазерное
излучение более коротких длин волн дает большие
значения скорости ионизации при всех значениях
интенсивности излучения. Такое поведение соот-
ветствует работе [34]. Наши расчеты показывают,
что соответствующий сдвиг скоростей уменьша-
ется при увеличении длин волн, что согласуется
с результатами, полученными в [27, 34]. Кривые,
соответствующие разным длинам волн, ведут себя
качественно одинаково. Как видно на рис. 3, любая
из этих кривых сначала возрастает, достигает
максимального значения, а затем убывает с ростом
интенсивности лазерного излучения. Примечатель-
но, что величина и положение максимума зависят
от длины волны (частоты) лазерного излучения.
Для длин волн 800 нм, 1000 нм и 1200 нм максимум
располагается соответственно при 2.91 ·1014 Вт/см2,
3.01 · 1014 Вт/см2 и 3.14 · 1014 Вт/см2. Эти результа-
ты соответствуют ожиданиям, поскольку согласно
работе [28] пондеромоторная энергия увеличива-
ется с уменьшением длины волны, ограничивая
вероятность туннельной ионизации. При больших
длинах волн и большом колебательном радиусе,
когда пондеромоторной энергией можно прене-
бречь, скорость ионизации достигает насыщения
и начинает убывать с ростом интенсивности ла-
зерного излучения. Кроме того, видно, что линии,
соответствующие разным длинам волн, совпада-
ют приблизительно при 1014 Вт/см2. Сравнение
наших теоретических результатов с результатами
эксперимента показывает их хорошее согласие [29].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В этой работе исследовалась туннельная иони-
зация двухэлектронных атомов. Была получена
удобная формула для скорости однократной тун-
нельной ионизации атома гелия и ему подобных
атомов в поле линейно-поляризованного лазер-
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Рис. 3. a) Скорость ионизации W (F0, ω, p, η) как функция интенсивности лазерного излучения I при фиксирован-
ных значениях длин волн λ, б) контурный график для скорости ионизации W (F0, ω, p, η) как функции интенсивно-
сти лазерного излучения и длины волны λ (800 нм–1200 нм). Значение параболической координаты фиксировано
η = 20, а интенсивность лазерного излучения и начальный импульс испускаемых фотоэлектронов меняются в интер-

валах I = (1 · 1014–1 · 1015) Вт/см2 и p = (0.2–0.8) ат. ед.

ного излучения в нерелятивистском режиме.
Полученная нами формула хорошо согласуется с
теоретическими и экспериментальными данными в
области малых полей и имеет ожидаемую форму.
Продемонстрировано, что конкретная форма ла-
зерного импульса оказывает влияние на скорость
ионизации. В наших расчетах учитывался пондеро-
моторный потенциал электрона в поле лазерного
излучения, а сдвиг Штарка не учитывался. Показа-
но, что получаемые результаты сильно зависят от
длины волны лазерного излучения, от параболиче-
ской координаты и от интенсивности. Как следует
из полученных теоретических зависимостей, все эти
параметры влияют на величину скорости иониза-
ции. Описанная теоретическая модель может быть
использована для атомов других инертных газов,
что послужит ее дальнейшей верификации.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке министерства Образования, Науки и Тех-
нологического Развития республики Сербия (грант
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В картине мультипространственной интерференции, возникающей при ядерном резонансном рассеянии
гамма-излучения в кристалле бората железа, наряду с интерференцией в геометрическом и энергетичес-
ком пространствах существенную роль играет интерференция в спиновом пространстве [1]. Последняя
появляется благодаря специфическому характеру сверхтонкого взаимодействия ядра Fe-57 с внутрикри-
сталлическими полями бората железа [2]. Чтобы вычленить эту необычную разновидность интерфе-
ренции, изучить ее свойства и влияние на общую картину рассеяния, исследован процесс рассеяния
гамма-излучения на одиночном ядре в названном кристалле при возбуждении изолированного резонанс-
ного перехода между основным и возбужденным состояниями ядра. Найдены амплитуды и поляризации
волн излучения на каждом из парциальных путей рассеяния в спиновом пространстве. Выявлена сильная
зависимость условий интерференции от поляризации падающего излучения и от направления кристалли-
ческого магнитного поля на ядре. Кроме поляризационных свойств рассеянного излучения исследованы
спектры ядерного резонансного рассеяния.

DOI: 10.31857/S0044451021070026

1. ВВЕДЕНИЕ

Любое дифракционное явление включает в се-
бя интерференцию рассеянных волн. В частности,
дифракция рентгеновского или резонансного гам-
ма-излучения возникает как результат когерентного
сложения волн, упруго рассеянных атомами и яд-
рами, входящими в состав кристаллической решет-
ки. В случае дифракции на ядрах, энергетические
уровни которых расщеплены вследствие сверхтон-
кого взаимодействия, помимо интерференции в гео-
метрическом пространстве имеет место интерферен-
ция в энергетическом пространстве, поскольку при
упругом рассеянии гамма-излучения ядрами с той
или иной вероятностью принимают участие сразу
несколько переходов между подуровнями основно-
го и возбужденного состояний. Интерференция в
энергетическом пространстве отражается на фор-
ме мессбауэровского дифракционного спектра [3],
особенно в окрестности брэгговского угла [4] и при
сближении энергии ядерных переходов [5]. Что каса-
ется рассеяния синхротронного излучения ядрами,

* E-mail: g.smirnov@gmx.net

то в этом случае интерференция ядерных переходов
на разных частотах приводит к временным биениям
интенсивности рассеянного излучения, так называ-
емым квантовым биениям [6, 7].

В настоящей статье мы коснемся другого, до-
вольно необычного вида интерференции, а имен-
но, интерференции в спиновом пространстве. Су-
ществуют особые условия сверхтонкого взаимодей-
ствия, в которых возбужденные состояния ядра с
разными проекциями ядерного спина обладают од-
ной и той же энергией, иначе говоря, имеет место
смешивание ядерных состояний по проекции спи-
на1). Такая ситуация возникает, например, для изо-
топа железа 57Fe в кристалле FeBO3, где на ядро
железа действуют одновременно внутрикристалли-
ческие магнитное и электрическое поля. Комбини-
рованное взаимодействие моментов ядра с внутри-
кристаллическими полями приводит к асимметрич-
ному расщеплению первого возбужденного уровня
ядра на четыре подуровня. И, это существенно, так
как, поскольку в кристалле бората железа градиент

1) Не следует путать с вырождением ядерных состояний,
при котором отсутствует выделенное направление для про-
екции спина.
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Рис. 1. Схема рассеяния в ортогональной системе коорди-
нат XY Z, k0, k1 — волновые векторы падающего и рас-
сеянного излучений, θ — угол рассеяния в плоскости Y Z,
hπ
0,1, hσ

0,1 — единичные векторы π- и σ-поляризации пада-
ющего и рассеянного излучений, nx, ny, nz — единичные
векторы, задающие направления сверхтонкого поля на яд-

ре

электрического поля ортогонален магнитному по-
лю, состояние ядра на любом из четырех подуровней
представляет собой суперпозицию двух состояний,
каждое из которых отвечает определенной проек-
ции ядерного спина на квантовую ось [2]. Отдельное
парциальное состояние характеризуется определен-
ной амплитудой вероятности. В результате возбуж-
денное ядро оказывается в смешанном по проекции
спина состоянии, вследствие чего упругое рассеяние
при данной частоте падающего излучения может
происходить по различным путям в спиновом про-
странстве. В этих условиях наблюдается интерфе-
ренция путей рассеяния в спиновом пространстве.
В следующем разделе рассматриваемое явление ин-
терференции моделируется и исследуется на приме-
ре сверхтонкого расщепления уровней ядра 57Fe в
кристалле бората железа.

2. ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ В СПИНОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

Пусть рассеивающее ядро жестко закреплено в
кристалле и находится в начале координат рис. 1.
Плоская волна резонансного гамма-излучения с вол-
новым вектором k0, падает на ядро вдоль оси Z и
при соответствующей частоте возбуждает ядерный
переход. При этом ядро ведет себя как осциллиру-
ющий мультиполь, который излучает.

Будем рассматривать рассеянное излучение с
волновым вектором k1, который лежит в плоско-

сти Y Z и составляет угол θ с осью Z. Поскольку
между основным и первым возбужденным состоя-
ниями ядра 57Fe происходит магнитный дипольный
переход M1, нас будет интересовать только магнит-
ная компонента волнового поля. Поляризация маг-
нитного волнового поля падающего излучения за-
дается единичными векторами hπ

0 , hσ
0 , а поляриза-

ция магнитного поля рассеянного излучения векто-
рами hπ

1 , hσ
1 . Пусть единичные векторы nx,ny,nz

задают направления главных осей сверхтонкого по-
ля на ядре. Будем предполагать, что вектор на-
пряженности магнитного поля на ядре может ле-
жать либо по оси +Z, либо против этого направ-
ления −Z. При этом градиент электрического поля
направлен вдоль оси X . Магнитное квантовое чис-
ло излучения равно M = me − mg, где mg, me —
квантовые числа проекций ядерного спина (в основ-
ном и возбужденном состояниях) на главную кван-
товую ось, направленную вдоль вектора nz. В со-
ответствии с правилами отбора при магнитном ди-
польном переходе между основным и первым воз-
бужденным состояниями число M может принимать
значения 0,±1. Магнитные моменты ядерного пере-
хода из основного в возбужденное состояния харак-
теризуются сферическими единичными векторами,
n−M . При локальном магнитном поле, направлен-
ном вдоль оси Z, n0 = nz (это вектор поляризации
линейно-поляризованного магнитного момента пе-
рехода), а n±1 = ∓ (nx ± iny) /

√
2 (это векторы по-

ляризации циркулярных право- и лево-закрученных
магнитных моментов перехода). В результате сов-
местного действия на ядро внутрикристаллических
магнитного и электрического полей энергетический
уровень основного состояния расщепляется на два
подуровня с проекциями ядерного спина ±1/2 на
главную квантовую ось Z. Что касается возбужден-
ного состояния, то в нем энергетический уровень
расщепляется на четыре подуровня и состояние яд-
ра на каждом из этих подуровней оказывается сме-
шанным по проекции спина, как показано в табл. 1.
Энергетические подуровни сверхтонкого расщепле-
ния в возбужденном состоянии e = 1, 2, 3, 4 прону-
мерованы в порядке возрастания энергии.

Коэффициенты cme
e представляют собой ампли-

туды вероятности обнаружить возбужденное ядро
в состоянии с соответствующей проекцией ядерного
спина на каждом подуровне. Решение для амплитуд
cme
e можно найти в работах [1,2]. Очевидно, при опи-
сании когерентного рассеяния гамма-излучения на
таком ядре необходимо рассматривать пути рассея-
ния с возбуждением различных состояний по проек-
ции спина.
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Таблица 1. Собственные волновые функции ядерных возбужденных состояний для четырех энергетических под-
уровней ядра 57Fe в кристалле бората железа

1 2 3 4
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2

〉
+ c
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1
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2
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2

〉
+ c

+3/2
2
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2
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c
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Таблица 2. Пути рассеяния в спиновом пространстве при возбуждении ядерного перехода на уровень e = 1

−1

2
→ −3

2
→ −1

2
−1

2
→ −3

2
,+

1

2
→ −1

2
−1

2
→ +

1

2
,−3

2
→ −1

2
−1

2
→ +

1

2
→ −1

2

M = −1, M ′ = −1 M = −1 , M ′ = +1 M = +1 , M ′ = −1 M = +1, M ′ = +1

−1

2
,−1

2
−1

2
, − 1√

12
− 1√

12
, − 1

2
− 1√

12
, − 1√

12

c
−3/2
1 · c−3/2

1 c
−3/2
1 · c+1/2

1 c
+1/2
1 · c−3/2

1 c
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1

Полагаем, что частота излучения ω находится в
окрестности частот резонансных переходов между
подуровнями основного и возбужденного состояний
ωeg. Учитывая, что ядро жестко закреплено в про-
странстве, для амплитуды когерентного рассеяния
из направления 0 в направление 1, исходя из форму-
лы для ядерной восприимчивости (2.21), приведен-
ной в работе [2], получим следующее выражение:

f ss′
01 = − 3

8π
Kσ0

Γ/2�

ω − ωeg − iΓ/2�
×

×
∑

m′
e,m

′′
e

〈
1

2
,mg; 1,M |3

2
,m′

e

〉〈
1

2
,mg; 1,M

′|3
2
,m′′

e

〉
×

× c
m′

e
e c

m′′
e

e P ss′
01 (M) , (1)

где

σ0 =
2π

K2

1

1 + α

2Ie + 1

2Ig + 1
,

P ss′
01 (M) = (−1)M+M ′

(hs
0n−M )(hs′

1 n−M ′)∗,

σ0 — максимальное резонансное поперечное сечение,
P ss′
01 (M) — поляризационные множители, индексы

s, s′ обозначают поляризацию излучения в падаю-
щей и рассеянной волнах, Γ — естественная ширина
возбужденного уровня ядра.

В приведенной формуле приняты обозначения:
волновое число K = 2π/λ, λ — длина волны из-
лучения, α — коэффициент внутренней электрон-
ной конверсии, 〈12 ,mg; 1,M | 32 ,me〉 — коэффициенты
Клебша-Гордана, произведение которых характери-
зует вероятность перехода между подуровнями ос-
новного и возбужденного состояний (с учетом пере-

дачи момента импульса в системе ядро плюс гамма-
квант). Скобки (hsn−M ) и (hs′n−M ′ )∗ представляют
собой скалярные произведения векторов поляриза-
ции излучения и магнитного момента перехода на
этапах возбуждения и девозбуждения ядра.

В силу смешивания состояний по проекциям спи-
на упругое рассеяние с возбуждением любого ядер-
ного перехода между подуровнями основного и воз-
бужденного состояний происходит по четырем пу-
тям в спиновом пространстве. В качестве приме-
ра рассмотрим упругое рассеяние при возбуждении
ядерного перехода с минимальной энергией (уро-
вень e = 1) при ориентации локального магнитно-
го поля +Z, см. первый столбец табл. 1. Для это-
го перехода в спиновом пространстве открыты пути
рассеяния, показанные в табл. 2.

В первой строке таблицы показаны начальные,
промежуточные и конечные значения квантовых чи-
сел спиновых проекций в основном и в возбужден-
ном состояниях для четырех путей рассеяния, при
этом в силу смешивания спиновых состояний на воз-
бужденном подуровне процессы возбуждения и де-
возбуждения ядра могут происходить с участием
разных проекций спина в возбужденном состоянии,
как это видно на втором и третьем путях рассеяния;
во второй строке магнитные квантовые числа из-
лучения на стадиях возбуждения и девозбуждения
ядра в рассматриваемых переходах; в третьей стро-
ке — значения коэффициентов Клебша –Гордана пе-
реходов; в четвертой строке — произведения ампли-
туд вероятностей обнаружения ядра с соответствую-
щей проекций спина в промежуточном (возбужден-
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Таблица 3. Поляризационные множители для π- и σ-поляризованного падающего излучения при ядерном переходе
на уровень e = 1 и разных путях рассеяния в спиновом пространстве
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ном) состоянии. Из табл. 2, в частности, следует, что

множитель (−1)M+M
′
в формуле (1) для амплитуды

на всех путях рассеяния равен единице. Если час-
тота падающего излучения ω совпадает с резонанс-
ной частотой рассматриваемого перехода на уровень
e = 1, то выражение для амплитуды рассеяния при-
обретает вид

f ss′
01 = −i

3

8π
Kσ0

{
1

4
α2
1(h

s
0n+1)(h

s′
1 n+1)

∗ +

+
1

2
√
12

α1α2

[
(hs

0n+1)(h
s′
1 n−1)

∗ +

+ (hs
0n−1)(h

s′
1 n+1)

∗
]
+

+
1

12
α2
2(h

s
0n−1)(h

s′
1 n−1)

∗
}
. (2)

Здесь для амплитуд спиновых состояний исполь-
зованы обозначения c

−3/2
1 = α1 и c

+1/2
1 = α2, по

условию нормировки α2
1 + α2

2 = 1. Как следует из
уравнения (2), существенную роль в формировании
интерференционной картины играют поляризаци-
онные множители (hs

0n−M )(hs′
1 n−M ′)

∗
. При произ-

вольной линейной поляризации падающего излуче-
ния амплитуда будет представлять собой матрицу
второго ранга

fss′
01 =

∣∣∣∣∣ fππ
01 fπσ

01

fσπ
01 fσσ

01

∣∣∣∣∣ . (3)

Если же падающее излучение поляризовано по ба-
зисным направлениям π или σ, амплитуда задается
соответственно только первой или второй строкой.
Тогда для каждой π- или σ-поляризации падающе-
го излучения в амплитуде рассеяния (формула (2))
имеем четыре поляризационных множителя, каж-
дый в виде суммы двух слагаемых, см. табл. 3.

В табл. 4 представлены выражения поляриза-
ционных множителей для π-или σ-поляризованного
падающего излучения при переходе на уровень
e = 1.

Таблица 4. Решения для поляризационных множи-
телей на четырех путях в спиновом пространстве
для π- и σ-поляризованного падающего излучения

при ядерном переходе на уровень e = 1

π на входе σ на входе
1

2
(1 + i cos θ)

1

2
(cos θ − i)

−1

2
(1− i cos θ)

1

2
(cos θ + i)

−1

2
(1 + i cos θ)

1

2
(cos θ − i)

1

2
(1− i cos θ)

1

2
(cos θ + i)

Аналогичным образом можно получить выраже-
ния поляризационных множителей для всех других
ядерных переходов.

3. ПОЛЯРИЗАЦИЯ ВОЛН НА РАЗНЫХ
ПУТЯХ В СПИНОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Чтобы проиллюстрировать интерференцию волн
в спиновом пространстве, построим полярные орби-
ты для разных путей в этом пространстве. Поляр-
ной орбитой будем называть траекторию, которую
описывает конец вектора магнитного волнового по-
ля в плоскости, перпендикулярной к направлению
рассеяния. Запишем временную зависимость векто-
ра магнитного поля в определенной плоскости:

H
(e)
1 (t) = Hs

1 (t) +Hs′
1 (t) .

Так, например, если при ориентации локального
магнитного поля +Z π-поляризованное излучение
возбуждает ядерный переход на уровень e = 1, то
для напряженности магнитного поля в первой пар-
циальной волне будем иметь

H
(1)
1 (t) ∝ α2

1(h
σ
1 cos θ cosωt+ hπ

1 sinωt).
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( ) ,H1 X
отн. ед.

( ) ,H1 X
отн. ед.

( ) ,H1 Y
отн. ед.

( ) ,H1 Y
отн. ед.

( ) ,H1 Y
отн. ед.

( ) ,H1 Y
отн. ед.

( ) ,H1 X
отн. ед.

( ) ,H1 X
отн. ед.

Рис. 2. Полярные орбиты при рассеянии в первичном направлении в пределах одного периода колебаний на каждом из
четырех путей в спиновом пространстве. Локальное магнитное поле на ядре 10кЭ. Верхние панели соответствуют возбуж-
дению переходов −1/2 → (−3/2,+1/2), нижние панели соответствуют возбуждению переходов +1/2 → (+3/2,−1/2).
Внешние орбиты (зеленые) относятся к путям рассеяния − 1

2
→ − 3

2
→ − 1

2
(+Z), и + 1

2
→ + 3

2
→ + 1

2
(−Z), средние

орбиты (голубые и коричневые) относятся к путям − 1
2
→ − 3

2
→ + 1

2
→ − 1

2
(+Z) и + 1

2
→ + 3

2
→ − 1

2
→ + 1

2
(−Z), и

− 1
2
→ + 1

2
→ − 3

2
→ − 1

2
(+Z), + 1

2
→ − 1

2
→ + 3

2
→ + 1

2
(−Z). Внутренние орбиты (красные) относятся к путям рассеяния

− 1
2
→ + 1

2
→ − 1

2
(+Z) и + 1

2
→ − 1

2
→ + 1

2
(−Z). Стрелки указывают направление циркуляции вектора напряженности

поля в каждой из волн от начальной фазы

При возбуждении ядра σ-поляризованным излуче-
нием на той же частоте для напряженности магнит-
ного поля рассеянной волны получим

H
(1)
1 (t) ∝ α2

1 (h
σ
1 cos θ sinωt− hπ

1 cosωt) .

Аналогично рассчитываются вклады трех осталь-
ных парциальных волн. Амплитуды составляющих
волн, которые задаются коэффициентами α1 и α2,
зависят от соотношения энергий магнитного и элек-
трического взаимодействия ядра с внутрикристал-

лическими полями в кристалле бората железа [1,2].
При комнатной температуре магнитное поле на яд-
ре равно 330кЭ и сверхтонкое магнитное взаимодей-
ствие доминирует над электрическим квадруполь-
ным. При таком поле α1 = 0.9993, а α2 = 0.0383, и
согласно формуле (2) фактически один путь в спи-
новом пространстве определяет амплитуду рассеян-
ной волны. В этом случае для любой поляризации
падающего излучения ядро в первичном направле-
нии, θ = 0, излучает циркулярную правополяризо-

2 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 3. Полярные орбиты суммы парциальных волн, представленных на рис. 2, в случаях падающего π- и σ-поляризо-
ванного излучения при ориентациях локального магнитного поля +Z (голубые точки) и −Z (розовые точки)

ванную волну. При нагревании кристалла магнит-
ное поле на ядре уменьшается вплоть до нуля при
температуре Нееля. В результате при сближении
энергий взаимодействия ядра с магнитным и элек-
трическим полями вклады остальных путей рассея-
ния в спиновом пространстве могут оказаться суще-
ственными.

На рис. 2 показаны полярные орбиты для парци-
альных волн, рассеянных в первичном направлении.
Соотношение амплитуд парциальных волн позволя-
ет определить вклады путей рассеяния в спиновом
пространстве. Орбиты рассчитаны для противопо-
ложных направлений магнитного поля на ядре +Z,
и −Z и для разных, π и σ, поляризаций падающе-
го излучения при возбуждении перехода на уровень
e = 1. Магнитное поле на ядре принято равным
10 кЭ, которым оно является при температуре неда-
леко от точки Нееля в борате железа. При этом по-
ле амплитуды α1 ≈ 0.647, α2 ≈ 0.763, так что вклад
всех парциальных волн в этом случае становится со-
измеримым. Чтобы получить в чистом виде интер-
ференцию волн в спиновом пространстве, предпо-
лагалось, что возбуждаемый резонанс изолирован,
т. е. влияние других разрешенных резонансных пе-
реходов на этой частоте излучения не учитывалось.
Этот вопрос будет рассмотрен ниже.

Как видно на рис. 2, парциальные волны для
всех четырех путей рассеяния при любой ориен-
тации магнитного поля и поляризации падающего
излучения имеют круговую поляризацию, но отли-
чаются по амплитуде, начальной фазе и направ-
лению циркуляции. Вместе с тем, волны, отвеча-
ющие определенному пути рассеяния, имеют оди-

наковые амплитуды, ср. панели а,б,в,г на рис. 2.
На первом пути (внешние орбиты на всех пане-
лях) рождаются волны с максимальной амплиту-
дой; при поле +Z эти волны правополяризованы
с начальными фазами в случае а — 0 рад, в слу-
чае б — π/2 рад, при поле −Z волны левополяри-
зованы с начальными фазами в случае в — π рад,
а в случае г — π/2 рад. На втором и третьем пу-
тях (средние орбиты на всех панелях) волны имеют
одинаковую амплитуду, но противоположные, пра-
вое и левое, направления циркуляции вектора на-
пряженности поля. Суммы этих двух волн представ-
ляют собой линейно-поляризованные π- и σ-волны
соответственно в случаях а,в и б,г. На четвертом
пути (внутренние орбиты на всех панелях) рож-
даются волны с наименьшей амплитудой. Наложе-
ние волн на первом и четвертом путях приводит к
возникновению эллиптически-поляризованной вол-
ны. Если на ядро падает π-поляризованная волна,
то π-компонента рассеянной эллиптически-поляри-
зованной волны оказывается в противофазе с сум-
мой волн на втором и третьем путях. В этом случае
наблюдается деструктивная интерференция волн в
спиновом пространстве. Если на ядро падает σ-по-
ляризованная волна, то σ-компонента рассеянной
эллиптически-поляризованной волны оказывается в
фазе с суммой волн на втором и третьем путях. И
тогда наблюдается конструктивная интерференция
волн в спиновом пространстве. Приведенная иллю-
страция раскрывает механизм формирования волн,
когерентно-рассеянных в первичном направлении.

На рис. 3 сравниваются просуммированные по
путям в спиновом пространстве волны при значе-
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Рис. 4. Полярные орбиты суммарных волн, рассеянных в первичном направлении, при значениях магнитного поля на
ядре 330 кЭ (зеленые точки), при поле 50 кЭ (оранжевые точки), при поле 20 кЭ (голубые точки) и при поле 10 кЭ

(красные точки), для падающих π- и σ-поляризованных волн при ориентации локального поля +Z

нии локального магнитного поля 10 кЭ для падаю-
щего π- и σ-поляризованного излучения и для раз-
ных ориентаций локального магнитного поля: +Z

и −Z. В результате наложения четырех парциаль-
ных волн, представленных на рис. 2, формируют-
ся эллиптически-поляризованные волны с большой
осью эллипса, лежащей в направлении σ-поляриза-
ции. Как видно, волны имеют идентичную по фор-
ме поляризацию, но разные направление циркуля-
ции и начальные фазы, и, что самое интересное,
для π- и σ-поляризации падающего излучения они
значительно различаются по амплитуде. При паде-
нии на ядро σ-поляризованного излучения амплиту-
да рассеянной волны более чем в пять раз превыша-
ет амплитуду при падающем π-поляризованном из-
лучении. Это наиболее яркий эффект интерферен-
ции волн в спиновом пространстве. Основной при-
чиной этого эффекта является деструктивное сло-
жение парциальных волн при падении π-поляри-
зованного излучения и, напротив, конструктивное
сложение парциальных волн в случае падающего σ-
поляризованного излучения. Если говорить о сумме
волн, рассеянных двумя ядрами, на одном из кото-
рых ориентация поля +Z, а на другом −Z, то сум-
марные волны оказываются линейно-поляризованы,
так же как и возбуждающее ядра излучение. При
этом наблюдается существенное превосходство амп-
литуды σ-поляризованной волны.

Интересно проследить, как меняется амплиту-
да и поляризация суммарной рассеянной волны при
снижении напряженности локального магнитного
поля от максимального значения 330 кЭ при ком-
натной температуре до минимального в окрестно-
сти температуры Нееля. На рис. 4 показаны по-
лярные орбиты при некоторых значениях напря-
женности локального поля в указанном диапазоне.
При поле на ядре 330 кЭ открыт практически един-
ственный путь в спиновом пространстве, а именно,
− 1

2 → − 3
2 → − 1

2 . В этом случае при падающем π-
и σ-поляризованном излучении поляризация рассе-
янных волн является круговой и амплитуды волн
равны между собой (орбиты из зеленых точек). На-
чиная с поля 50 кЭ, волны приобретают эллиптичес-
кую поляризацию, при этом наблюдается их замет-
ное различие как по амплитуде, так и по степени эл-
липтичности (ср. орбиты из оранжевых точек для
π- и σ-поляризации падающего излучения). А при
полях 20 кЭ и 10 кЭ рассеянное излучение в рас-
сматриваемых случаях уже существенно отличает-
ся по амплитуде волнового поля. Физической причи-
ной этого эффекта является, как говорилось выше,
интерференция путей рассеяния в спиновом про-
странстве. Если при падающем π-поляризованном
излучении интерференция является деструктивной,
то при падающем σ-поляризованном излучении она
оказывается конструктивной.
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Рис. 5. Энергетические спектры когерентного рассеяния в первичном направлении π- и σ-поляризованного излучения
ядром 57Fe в условиях комбинированного магнитного и электрического квадрупольного сверхтонкого взаимодействия
ядра с внутрикристаллическими полями в кристалле 57FeBO3. На верхних панелях представлены спектры рассеяния
π-поляризованного излучения при ориентации магнитного локального поля +Z и −Z (геометрия рассеяния на рис. 1).
На нижних панелях — спектры рассеяния σ-поляризованного излучения при тех же ориентациях магнитного локального
поля. Представлены спектры для значений магнитного поля 330 кЭ, 50 кЭ и 2 кЭ — линии соответственно оранжевого,

голубого и лилового цвета

Подобные рассуждения можно распространить
на все остальные разрешенные ядерные переходы
в энергетическом пространстве. И во всех случаях
наблюдается сильный эффект интерференции в спи-
новом пространстве. В конечном счете этот эффект
отражается на форме и интенсивности линий в спек-
тре сверхтонкого расщепления.

4. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ СПЕКТРЫ
РАССЕЯНИЯ

Энергетическая зависимость интенсивности ко-
герентного рассеяния содержит резонансные линии,
вызванные переходами между основным и возбуж-
денным состояниями ядра. При выбранной геомет-

рии рассеяния и ориентации локального магнит-
ного поля разрешены четыре ядерных перехода, о
чем говорилось выше. До тех пор пока нас инте-
ресовала исключительно интерференция в спино-
вом пространстве, мы рассматривали только один
из этих переходов. Это был переход, который от-
вечает наименьшей резонансной энергии. При этом
присутствие остальных переходов было проигнори-
ровано. В действительности, при заданной частоте
падающего излучения возбуждаются все разрешен-
ные переходы с той или иной амплитудой вероятно-
сти и, следовательно, общая картина интерферен-
ции должна включать в себя интерференцию как
в спиновом, так и в энергетическом пространствах.
В настоящем разделе представлены энергетические
спектры рассеяния, в которых учтено совместное
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Рис. 6. Энергетические спектры когерентного рассеяния в первичном направлении π- и σ-поляризованного излучения
двумя ядрами 57Fe в условиях комбинированного магнитного и электрического квадрупольного сверхтонкого взаимо-
действия ядра с внутрикристаллическими полями в кристалле 57FeBO3. Локальные магнитные поля на ядрах имеют
противоположную ориентацию ±Z. Спектры рассчитаны для значений магнитного поля 330 кЭ, 50 кЭ и 2 кЭ — линии

соответственно оранжевого, голубого и лилового цвета

действие интерференции излучения в названных
пространствах. В качестве примера на рис. 5 пока-
заны спектры рассеяния π- и σ-поляризованного из-
лучения одиночным ядром при двух ориентациях на
нем кристаллического магнитного поля ±Z.

При величине магнитного поля 330 кЭ наблюда-
ется максимальное разделение резонансных линий.
Интерференция в энергетическом пространстве при
таком большом расщеплении спектра играет совсем
незначительную роль. При поле 330 кЭ фактически
открыт только один путь рассеяния в спиновом про-
странстве, поэтому и в спиновом пространстве ин-
терференция практически отсутствует. В этом слу-
чае, как видно на рисунке, все линии в спектрах име-
ют одинаковую форму и интенсивность независимо
от поляризации падающего излучения и направле-
ния локального магнитного поля на ядре. При по-
лях 50 кЭ и 2 кЭ амплитуды на путях в спино-
вом пространстве становятся сопоставимыми. Оче-
видно, что в этом случае роль интерференции пу-
тей рассеяния в спиновом пространстве существенно
возрастает. Помимо этого значительно усиливается
роль интерференции и в энергетическом простран-
стве, поскольку резонансные линии заметно сбли-
жаются. Обратим внимание на то, что спектры рас-
сеяния при локальном поле 2 кЭ в рассматривае-
мых случаях существенно различаются. В случае
входной π-поляризации спектр состоит в основном

из одиночного пика, который для поля с ориента-
цией +Z сопоставим по интенсивности с резонан-
сами при больших полях, но практически полно-
стью подавлен для поля с ориентацией−Z. Спек-
тры в случае входной σ-поляризации состоят уже
из двух пиков. Их интенсивность значительно пре-
вышает не только интенсивность резонансов для π-
поляризации при данном поле, но и интенсивность
резонансов в спектрах для σ-поляризации при по-
ле 330 кЭ. Особенно поражает интенсивность пика
при входной σ-поляризации и ориентации поля −Z.
Различие спектров при ориентациях магнитного по-
ля ±Z для данной поляризации раскрывает силь-
ную анизотропию ядерного резонансного рассеяния
в рассматриваемых условиях сверхтонкого взаимо-
действия.

Спектры рассеяния π- и σ-поляризованного из-
лучения ядерной ячейкой, состоящей из двух ядер,
на которых локальные магнитные поля имеют про-
тивоположную направленность, показаны на рис. 6.
Роль поляризации падающего излучения в величине
интенсивности рассеянного излучения ярко прояв-
ляется при локальном магнитном поле на ядре 2 кЭ.
Различие в интенсивности рассеянного излучения
при переходе от падающего π-поляризованного из-
лучения к σ-поляризованному существенно — при-
мерно в 15 раз. Экспериментально подобный эф-
фект можно было наблюдать в спектрах полного
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Рис. 7. Энергетические спектры когерентного рассеяния в первичном направлении π- и σ-поляризованного излучения дву-
мя ядрами 57Fe: в условиях чисто магнитного сверхтонкого расщепления ядерных уровней — линии оранжевого цвета, и
комбинированного магнитного и электрического квадрупольного сверхтонкого расщепления ядерных уровней в кристалле

57FeBO3 — линии голубого цвета

внешнего отражения от кристалла бората железа
резонансного поляризованного гамма-излучения.

Необходимо подчеркнуть, что в отсутствие квад-
рупольного электрического сверхтонкого взаимо-
действия для всех рассмотренных ситуаций спект-
ры для π- и σ-поляризованного падающего излуче-
ния ничем не отличались бы при данном магнитном
расщеплении. Эти спектры для двух значений маг-
нитного поля 50 кЭ и 2 кЭ представлены на рис. 7
линиями оранжевого цвета. Действительно, никако-
го различия в форме спектров для данного поля не
наблюдается. Для сравнения на рис. 7 показаны так-
же спектры при совместном сверхтонком взаимодей-
ствии ядра с электрическим и магнитным полями
в кристалле бората железа — линии голубого цве-
та. Очевидно включение электрического взаимодей-
ствия существенно отражается на форме и интен-
сивности линий. Наблюдается значительное разли-

чие спектров при разных поляризациях падающе-
го излучения. Таким образом, мы видим, что, хотя
при сближении ядерных резонансов роль интерфе-
ренции в энергетическом пространстве возрастает,
решающую роль в формировании спектров играет
все же интерференция в спиновом пространстве.

В заключение отметим, что сильная анизот-
ропия рассеяния как результат многопутевой
интерференции резонансного излучения в спиновом
пространстве, может сыграть большую роль в
поисках повышения интенсивности чисто ядерной
резонансной дифракции [8–12] в источнике синхро-
тронного мессбауэровского излучения [13–15].

Благодарности. Автор выражает свою призна-
тельность и благодарность А. И. Чумакову за полез-
ные дискуссии при подготовке статьи.
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Впервые использованы магнито-индуцированные (MI) переходы атомов 85Rb, D2-линии, Fg = 2 → Fe =

= 4 в случае циркулярно поляризованного σ+-излучения для формирования оптических темных ре-
зонансов в сильных магнитных полях (вплоть до 1 кГс) в процессе электромагнитно-индуцированной
прозрачности (EIT). Используется ячейка толщиной 1.5 мкм, заполненная парами атомов Rb. Вероят-
ности двух из пяти MI-переходов (которые эффективно формируются только при σ+-поляризованном
излучении) в интервале магнитных полей 0.2–1 кГс превосходят вероятности «обычных» атомных пе-
реходов, что делает целесообразным их использование в Λ-системах для формирования темного резо-
нанса (DR). Установлено следующее правило: для формирования темного резонанса в Λ-системе при
использовании пробного излучения на частоте MI-переходов в случае σ+-поляризованного излучения
поляризация излучения связывающего лазера также должна быть σ+; DR не формируется в случае по-
ляризации излучения связывающего лазера σ−, что подтверждается и расчетной теоретической кривой.
Отмечено существенное преимущество использования MI-резонансов для процесса EIT по сравнению с
использованием обычных атомных переходов 85Rb, D2-линии. Формирование темных резонансов в силь-
ных магнитных полях, когда имеет место смещение частоты DR на несколько ГГц, имеет практические
применения.

DOI: 10.31857/S0044451021070038

1. ВВЕДЕНИЕ

Многочисленные применения оптических про-
цессов, протекающих в парах атомов щелочных ме-
таллов (Cs, Rb, K, Na), заключенных в оптические
ячейки (в том числе и в миниатюрные ячейки), та-
кие как атомные оптические часы, атомные опти-
ческие магнитометры, атомные гироскопы, марке-
ры частот атомных переходов и т. д., приведены в
обзорной работе [1]. Поэтому поведение атомов ще-
лочных металлов, в том числе и в магнитных по-
лях, продолжают представлять научный интерес. В
сильных магнитных полях может происходить зна-
чительная модификация вероятности (интенсивно-
сти) атомных переходов щелочных металлов (Cs,
Rb, K, Na) [2–9]. Для разрешенных (в дипольном
приближении) переходов между нижними и верх-
ними уровнями сверхтонкой структуры для полного
момента атома F в нулевом магнитном поле долж-

* E-mail: sarkdav@gmail.com

ны выполняться следующие правила отбора между
нижними Fg и верхними Fe уровнями сверхтонкой
структуры атомов: Fe − Fg = ΔF = 0,±1 [2]. В
последние годы большой интерес вызывают атом-
ные переходы между нижними и верхними уровня-
ми сверхтонкой структуры, для которых выполня-
ются условия Fe − Fg = ΔF = ±2 (вероятность та-
ких переходов в нулевом магнитном поле нулевая).
Существенная модификация вероятностей перехо-
дов, в частности гигантское возрастание вероятнос-
тей магнито-индуцированных (MI) атомных пере-
ходов, происходит из-за эффекта «перемешивания»
магнитных подуровней для нижнего Fg или верхне-
го Fe уровней с магнитными подуровнями близле-
жащего перехода; эффект «перемешивания» инду-
цируется внешним магнитным полем [2,6,8,10]. Ин-
терес к MI-переходам обусловлен тем, что в широ-
ких интервалах магнитных полей вероятности этих
переходов могут значительно превосходить вероят-
ности обычных атомных переходов, разрешенных и
в отсутствие магнитного поля. Отметим также, что
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величина производной частотных сдвигов по маг-
нитному полю S [МГц/Гс] (в англоязычной литера-
туре Slope) в сильных магнитных полях может до-
стигать 4 МГц/Гс, что примерно в 3 раза больше
величины S для обычных атомных переходов [11].
Поэтому в сильных магнитных полях частотный
сдвиг MI-переходов может достигать нескольких де-
сятков ГГц, что представляет практический интерес
для освоения новых частотных диапазонов, к приме-
ру, для стабилизации частоты лазеров на частотах,
сильно смещенных относительно начальных частот
переходов в невозмущенных атомах [12, 13].

В работах [7,8] было установлено следующее пра-
вило для вероятностей (интенсивностей) MI-перехо-
дов: вероятности MI-переходов с ΔF = +2 макси-
мальны (а также максимально число формируемых
MI-переходов) для излучения σ+, в то время как ве-
роятности MI-переходов с ΔF = −2 максимальны
(а также максимально их число) для излучения σ−.
Для некоторых MI-переходов различие в интенсив-
ности при использовании излучений σ+ и σ− мо-
жет достигать нескольких порядков. Отметим, что
MI-переходы могут быть использованы во всех тех
же задачах, в которых используются обычные атом-
ные переходы. В настоящей работе впервые проде-
монстрирована перспективность применения MI-пе-
реходов 85Rb, D2-линии, Fg = 2 → Fe = 4 для про-
цесса электромагнитно-индуцированной прозрачно-
сти (EIT) в сильных магнитных полях. Это обуслов-
лено двумя причинами: 1) поскольку вероятность
MI-перехода может существенно превосходить веро-
ятность «обычного» атомного перехода, целесооб-
разным является его использование для перехода
на частоте «связывающего» или пробного лазеров
в Λ-системе; 2) в сильных магнитных полях, наряду
с существенным увеличением вероятности MI-пере-
хода, происходит его значительный частотный сдвиг
относительно начального положения, что имеет от-
меченное выше практическое применение [12]. Для
реализации процесса EIT в микроячейке, заполнен-
ной парами атомов Rb, использовалось излучение
двух непрерывных узкополосных диодных лазеров с
длиной волны 780 нм, которые формировали проб-
ное и связывающие излучения.

2. РАСЧЕТНЫЕ КРИВЫЕ ДЛЯ
ВЕРОЯТНОСТЕЙ И ЧАСТОТНЫХ СДВИГОВ

MI-ПЕРЕХОДОВ 85Rb

На рис. 1а показаны магнито-индуцированные
переходы Fg = 2 → Fe = 4 с номерами 1©– 5© при
использовании излучения с круговой поляризаци-

Рис. 1. a) Диаграмма переходов 85Rb,D2-линия, переходы
1–5 (указаны в кружках) запрещены при B = 0, однако в
магнитном поле происходит гигантское возрастание их ве-
роятностей, переходы для σ+-излучения. б) Вероятности
MI-переходов и переходов Fg = 2 → Fe = 3′ для σ+-излу-
чения в зависимости от величины B. в) Частотные смеще-
ния MI-переходов и переходов Fg = 2 → Fe = 3 (переходы
1–5) в зависимости от величины B, пунктирная линия по-
казывает зависимость перехода 87Rb от величины B (см.

текст)
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ей σ+. Кривые на рис. 1 (а также на рис. 6) рас-
считаны по известной теоретической модели, кото-
рая описывает модификацию вероятности атомно-
го перехода в магнитном поле с помощью матри-
цы гамильтониана с учетом всех переходов внут-
ри сверхтонкой структуры и детально изложена в
ряде работ, к примеру [2, 6, 8]. Зависимости вероят-
ностей МI-переходов 1©– 5© от величины магнитного
поля B показаны на рис. 1б: видно, что вероятнос-
ти MI-переходов с номерами 4© и 5© в интервале
B = 0.2–1 кГс наибольшие среди всех атомных пе-
реходов с нижнего уровня Fg = 2, а в интервале
B = 1–2 кГс все еще достаточны для их регистра-
ции и применения. Частотные сдвиги MI-переходов
1©– 5© и переходов Fg = 2 → Fe = 3 для излуче-
ния σ+ в зависимости от B показаны на рис. 1в.
Как видно, в интервале 0.6 − 1 кГс MI-переходы
с номерами 4© и 5© не имеют частотных пересече-
ний с другими атомными переходами, что делает
их удобными для применений. Пунктирной лини-
ей показана частотная зависимость перехода атома
87Rb, Fg = 1, mF = −1 → Fe = 2, mF = 0, кото-
рый при полях, больших 1 кГс, частотно пересека-
ется с MI-переходом с номером 4©. Отметим, что при
использовании излучения с круговой поляризацией
σ− формируется только один MI-переход Fg = 2,
mF = −2→ Fe = 4, mF = −3, вероятность которого
в 4 раза меньше вероятности MI-переходa с номе-
ром 5©.

3. ЭКСПЕРИМЕНТ

3.1. Экспериментальная установка

Схема экспериментальной установки показана на
рис. 2. Для формирования конфигурации Λ-систе-
мы с использованием атомных уровней, приведен-
ных на вставке рис. 2, использовалось излучение
двух непрерывных узкополосных диодных лазеров
с внешним резонатором с длиной волны 780 нм.
Пробное излучение с частотой νP формировалось
лазером “MOGLabs cateye” и имело спектральную
ширину ∼ 100 кГц, а его частота сканировалась
по MI-переходам 2 → 4′ (здесь и ниже верхние
уровни отмечены штрихами). Связывающее излу-
чение с частотой νC имело спектральную шири-
ну ∼ 1 МГц (лазер ECDL, выпускаемый под то-
варной маркой VitaWave [14]). Часть (10%) из-
лучения лазера νC направлялась на систему для
осуществления стабилизации его частоты методом
DAVLL [15], на рис. 2 не показано. Частота νC на-
ходилась в резонансе с соответствующими перехо-

Рис. 2. Схема экспериментальной установки. Используют-
ся два узкополосных лазера с λ ≈ 780 нм. 1 — МЯ с Rb
в печке (печка не показана), 2 — фотодиоды, Ref. — узел
формирования частотного репера; ϕ — угол между пуч-
ками νP и νC , ϕ = 20 мрад, 3 — цифровой осциллограф,
IF — фильтр, BD — преграда для пучка νC , PM — сильный
магнит. На вставке — используемые для формирования
Λ-системы уровни и переходы 85Rb, D2-линии, для частот
пробного νP и связывающего νC излучений с круговыми

поляризациями σ+

дами 3 → 4′ между нижними и верхними зеема-
новскими подуровнями. Соответствующие энерге-
тические уровни Λ-системы 85Rb, D2-линии, кото-
рые участвуют в формировании темного резонан-
са (DR) при использовании MI-переходов с номера-
ми 4© и 5©, показаны на вставке рис. 2. В экспе-
рименте необходимо было выяснить, какую круго-
вую поляризацию σ+ или σ− должны иметь свя-
зывающее и пробное излучения для наиболее эф-
фективного формирования процесса DR (к приме-
ру, могло произойти так, что максимальная эф-
фективность DR достигается при σ+-излучении для
пробного излучения, однако связывающее излуче-
ние должно иметь σ−-поляризацию), поэтому возни-
кала необходимость иметь возможность независимо-
го варьирования этих поляризаций. Неколлинеар-
ная геометрия, показанная на рис. 2, позволяет это
осуществить. В неколлинеарной геометрии (рис. 2)
начальное расстояние между пробным и связыва-
ющим излучениями до начала схождения в ячейке
составляет 2 см и для уменьшения угла схождения
приблизительно до 20 мрад в микроячейке она по-
мещалась на расстоянии 120 см. Вследствие расхо-
димости лазерных пучков их диаметры возрастали
до 2 мм (прямо на выходе из лазера диаметр 1 мм).

Ранее было показано, что использование сверх-
тонких ячеек с толщинами L = λ, 2λ или 3λ, где
λ — длина волны резонансного лазерного излуче-
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ния (в нашем случае λ = 780 нм), позволяет фор-
мировать контрастный DR [16, 17]. Контраст (или
«технический контраст») определяется как отноше-
ние изменения поглощения из-за эффекта EIT (это
показывает величина амплитуды DR) к величине
пикового поглощения паров [1, 16, 17]. Кроме того,
при использовании ячеек, содержащих пары ато-
мов металлов с толщиной столба паров ∼ 1 мкм,
могут быть использованы сильные постоянные маг-
ниты. Поэтому в эксперименте была использована
микроячейка (МЯ) 1, заполненная парами атомов
Rb, толщиной L ≈ 2λ ≈ 1.56 мкм (для деталей МЯ
см. [18]). Поляризаторы Глана (GP) использовались
для формирования линейно поляризованного излу-
чения, которое с помощью четвертьволновой пла-
стины преобразовывалось либо в излучение с кру-
говой поляризацией σ+(левый круг), либо в излу-
чение с круговой поляризацией σ− (правый круг).
Спектры пропускания регистрировались фотодио-
дами ФД-24К 2, далее сигнал усиливался и пода-
вался на четырехканальный цифровой осциллограф
Tektronix TDS2014B (3). Мощности связывающего
и пробного излучений варьировались в интервалах
10–15 мВт (Pc) и 0.1–0.2 мВт (Pp) соответственно с
помощью нейтральных фильтров (на рис. 2 не пока-
заны).

Часть излучения пробного лазера направлялась
на систему (Ref.) для формирования частотно-
го репера с помощью дополнительной наноячей-
ки Rb толщиной L = λ = 780 нм [19–21]. В
эксперименте регистрировалось пробное излучение
и для дополнительной селекции частоты νP ис-
пользовался интерференционный фильтр IF (на
длине волны λ = 780 нм, с шириной пропускания
10 нм). Для формирования магнитных полей ис-
пользовался откалиброванный с помощью магнито-
метра Teslameter HT201 сильный постоянный маг-
нит из сплава неодим–железо–бор, который поме-
щался вблизи заднего окна МЯ и имел небольшое
отверстие для прохождения лазерного излучения.
Варьирование величины B осуществлялось измене-
нием расстояния от магнита до окна МЯ. В рабо-
тах [20, 22] было показано, что при толщине ячей-
ки L ≈ λ, 2λ, 3λ вследствие оптической накачки
в спектре пропускания формируются так называе-
мые селективные по атомным скоростям оптические
резонансы (в англ. литературе — velocity selective
optical pumping (VSOP)), которые имеют спектраль-
ную ширину в 10–20 раз у́же доплеровской шири-
ны. VSOP-резонансы демонстрируют уменьшение
поглощения и расположены на частоте атомных пе-
реходов.

3.2. Экспериментальные результаты:
применение MI-переходов для

получения DR

На рис. 3 кривая (1) показывает спектр про-
пускания пробного излучения, содержащий темный
резонанс DR5 (приложено продольное магнитное
полe 770 Гс). При наличии магнитного поля фор-
мируются Λ-системы с участием разных подуров-
ней mF , поэтому, используя представление в ви-
де |F,mF 〉, можно записать: частота νP настрое-
на на переход |2,−2〉 → |4′,−1′〉 (это MI-переход
с номером 5©), а частота νC настроена на переход
|3,−2〉 → |4′,−1′〉 (Λ-системa для формирования
DR5 приведена на левой вставке). Мощности связы-
вающего и пробного излучений составляют 15 мВт и
0.1–0.2 мВт соответственно. Температура резервуа-
ра МЯ (который содержит металлический Rb) при-
мерно 100 ◦C, что обеспечивает концентрацию ато-
мов N ≈ 5 ·1012 см−3. Ярко выраженный DR5 имеет
контраст приблизительно 30%. На средней встав-
ке показан аппроксимированный гауссовой кривой
DR со спектральной шириной 20 МГц (ПШПВ —
полная ширина на полувысоте). Заметим, что, как
показано в работе [23], наличие угла между пучка-
ми νC и νP приводит к дополнительному спектраль-
ному уширению DR. На спектре присутствуют так-
же VSOP-резонансы, которые имеют бо́льшую спек-
тральную ширину и меньшую амплитуду. DR5 фор-
мируется только тогда, когда излучение νC имеет
поляризацию σ+, а при поляризации σ− имеет ну-
левую амплитуду. На рис. 3 кривая (2) показыва-
ет спектр пропускания пробного излучения, содер-
жащий темный резонанс DR4, когда частота νP на-
строена на переход |2,−1〉 → |4′, 0′〉 (это MI-переход
с номером 4©), а частота νC настроена на переход
|3,−1〉 → |4′, 0′〉 (Λ-система для этого случая пока-
зана на правой вставке). DR4 формируется, толь-
ко когда излучение νC имеет поляризацию σ+, а
при поляризации σ− имеет нулевую амплитуду. На
рис. 3 кривая (3) показывает спектр пропускания
пробного излучения, когда излучение νC отсутству-
ет. В этом случае регистрируются только VSOP-ре-
зонансы со спектральной шириной 40–50 МГц, в
частности, отмечены VSOP-резонансы на перехо-
дах под номерами 4© и 5©. Кривая (4) показыва-
ет расчетный спектр пропускания только пробно-
го излучения: наблюдается хорошее согласие рас-
четных амплитуд VSOP-резонансов и их частотных
положений с экспериментальной кривой (3). Кри-
вая (5) показывает реперный спектр 87Rb, переходы
1 → 0′, 1′, 2′. Частотные сдвиги атомных переходов
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Рис. 3. 85Rb,D2-линия, B = 770 Гс, кривая (1) — спектр пропускания νP , содержащий резонанс DR5, кривая (2) — спектр
пропускания νP , содержащий резонанс DR4, кривая (3) — спектр νP , когда нет излучения νC , кривая (4) — расчетный
спектр пропускания пробного излучения, кривая (5) — реперный спектр 87Rb при B = 0, переходы 1 → 0′, 1′, 2′. Левая
и правая вставки — конфигурация частот νP и νC для формирования соответственно DR5 и DR4; на средней вставке

показан профиль DR5, аппроксимированный гауссовой кривой

отсчитываются от перехода 1→ 2′, частота которо-
го принята за нулевую. На рис. 3 спектры смеще-
ны по вертикали для удобства читателя. Несмотря
на то, что для формирования DR достаточно бы-
ло мощности 50 мкВт для пробного излучения, ис-
пользовалась несколько бо́льшая мощность, чтобы
формировались VSOP-резонансы, которые позволя-
ли определять частотное положение MI-переходов
с номерами 4© и 5©. Отметим, что, как показано в
работе [19], интенсивность насыщения при исполь-
зовании микроячеек (из-за столкновений атомов со
стенками) на порядок выше, чем в сантиметровых
ячейках.

Интересно сравнить полученные результаты с
результатами работы [22], в которой исследовался
процесс EIT в Λ-системе атомов Cs с использовани-
ем обычных (не MI) атомных уровней. Пары атомов
Cs содержались в ячейке толщиной L в интервале
λ–3λ, где λ = 852 нм. Так же, как и в настоящей ра-
боте, в спектрах пропускания для пробного излуче-
ния присутствовали VSOP-резонансы, а при нали-
чии связывающего излучения формировались EIT

(DR)-резонансы на частотах VSOP-резонансов. Там
же приведены теоретические кривые, которые со-
держат EIT (DR)-резонансы на частотах VSOP-ре-
зонансов, на которых отчетливо видно сужение
спектральной ширины EIT (DR)-резонанса и уве-
личение пропускания (рис. 9 и рис. 10 в работе
[22]). Отчетливо наблюдается увеличение поглоще-
ния справа и слева от DR-резонансов, как это имеет
место в нашем случае для DR5 на рис. 3. Минималь-
ная ширина EIT (DR)-резонанса составила 4 МГц
(рис. 3 в работе [22]), что меньше радиационной ши-
рины γN уровня атома Cs 6P3/2, γN/2π ≈ 5.2 MГц, в
то время как спектральная ширина VSOP-резонанса
больше γN .

На рис. 4 кривая (1) показывает эксперименталь-
ный спектр пропускания пробного излучения, содер-
жащий темный резонанс DR5 в продольном магнит-
ном полe 900 Гс (конфигурация частот νP и νC та-
кая же, как это показано на левой вставке рис. 2).
Для демонстрации того, что сужение темного ре-
зонанса DR5 происходит в результате когерентного
процесса в Λ-системе, приведена кривая (2), кото-
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Рис. 4. 85Rb, D2-линия, B = 900 Гс, кривая (1) — спектр пропускания νP , содержащий DR5, кривая (2) — спектр
пропускания νP , содержащий усиленный VSOPA-резонанс, когда используется лазер с частотой νPUMP = νP , кривая
(3) — спектр пропускания νP , когда нет излучения νC , кривая (4) — расчетный спектр пропускания νP , кривая (5) —
реперный спектр 87Rb при B = 0, переходы 1 → 0′, 1′, 2′. Левая верхняя вставка — профили DR5, VSOP и VSOPA и их
спектральные ширины: 25, 45 и 95 МГц соответственно; правая — конфигурация частот νPUMP и νP для формирования

усиленного VSOPA-резонанса

рая показывает спектр пропускания пробного излу-
чения, содержащий усиленный VSOPA-резонанс, в
случае, когда используется второй (в этом случае
связывающее поле правильнее называть накачива-
ющее поле) лазер с частотой νPUMP , равной час-
тоте νP (конфигурация частот νPUMP и νP пока-
зана на правой вставке рис. 4). В этом случае про-
исходит дополнительная оптическая накачка, излу-
чением νPUMP мощностью 15 мВт, которая перево-
дит часть атомной населенности с уровня |2,−2〉 на
уровень Fg = 3. Это обусловливает уменьшение по-
глощения с уровня |2,−2〉 и увеличение амплитуды
VSOPA (amplified — усиленный). Оптическая накач-
ка не является когерентным процессом, поэтому, на-
ряду с увеличением амплитуды VSOPA-резонанса,
вместо его спектрального сужения (как это про-
исходит в случае DR в Λ-системе [22]) происходит
значительное спектральное уширение VSOPA, обу-
словленное, в частности, лазерной интенсивностью
(так называемое «полевое» уширение) [19]. На рис. 4
кривая (3) показывает спектр пропускания только
пробного излучения: формируются VSOP-резонан-
сы на частоте MI с номером 5© и с номерами 1 и 2
(см. диаграмму на рис. 1а). Кривая (4) показывает

расчетный спектр пропускания только пробного из-
лучения: наблюдается хорошее согласие расчетных
амплитуд VSOP-резонансов и их частотных поло-
жений с экспериментальной кривой (3). На левой
вставке приведены профили DR5, VSOP и VSOPA и
их спектральные ширины 25, 45 и 95 МГц соответ-
ственно. Еще раз отметим, что в отличие от коге-
рентного процесса EIT, когда увеличение амплиту-
ды DR происходит с уменьшением его спектральной
ширины [22] (см. вставку на рис. 4), увеличение ам-
плитуды VSOPA-резонанса происходит с существен-
ным увеличением его спектральной ширины. Кри-
вая (5) показывает реперный спектр атома 87Rb, пе-
реходы 1→ 0′, 1′, 2′.

На рис. 5 кривая (1) показывает эксперименталь-
ный спектр пропускания пробного излучения, содер-
жащий темный резонанс DR4 со спектральной ши-
риной 20 МГц, при магнитном полe B = 1 кГс. На
рис. 5 кривая (2) показывает спектр пропускания
только пробного излучения. В этом случае регистри-
руются только VSOP-резонансы со спектральной
шириной 30–40 МГц: отмечены VSOP-резонансы на
переходах с номерами 4© и 5© и с номерами 1, 2,
3. Кривая (3) показывает расчетный спектр пропус-
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Рис. 5. 85Rb, D2-линия, B = 1 кГс, кривая (1) — спектр пропускания пробного излучения, содержащий темный резонанс
DR4, кривая (2) — спектр пропускания пробного излучения, когда нет излучения νС, кривая (3) — расчетный спектр
пропускания пробного излучения, кривая (4) — реперный спектр 87Rb, переходы 1 → 0′, 1′, 2′ при B = 0. Вставка —

профили резонансов DR4 и VSOP, в их формировании участвует MI с номером 4, указанным в кружке

кания только пробного излучения: наблюдается хо-
рошее согласие расчетных амплитуд и частотных
положений VSOP-резонансов с экспериментальной
кривой (2). При полях 1 кГс амплитуда VSOP под
номером 4© в 1.5 раза меньше амплитуды VSOP под
номером 5©. На вставке рис. 5 приведены профили
DR4 и VSOP-резонанса. Амплитуда DR4 в 8.5 ра-
за больше амплитуды VSOP-резонанса, в то время
как спектральная ширина DR4 в 1.5 раза меньше,
что характерно для когерентного процесса EIT [22].
Кривая (4) показывает реперный спектр атома 87Rb.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Кратко напомним, что модификация вероятнос-
ти атомного перехода в магнитном поле происходит
из-за эффекта «перемешивания» магнитных под-
уровней: возмущение, индуцированное магнитным
полем, связывает магнитные подуровни mF −mF ′ =

= ΔmF = 0 (штрихом отмечен магнитный подуро-
вень другого, близкого по частоте, перехода); для
этих переходов должны выполняться определенные

правила отбора (пояснения показаны на рис. 5 в ра-
боте [10]). Формулы (1) и (2) для вероятности атом-
ного перехода, приведенные в работе [8], при ис-
пользовании ΔF = +2 дают значительные величи-
ны для вероятности перехода для σ+-излучения и
малые величины для σ−-излучения. При использо-
вании ΔF = −2 ситуация прямо противоположная
(важно отметить, что эти особенности подтвержда-
ются и экспериментально [7, 8]).

Несмотря на некоторую схожесть процессов ко-
герентного пленения населенности (CPT) и EIT, ко-
торая заключается в том, что оба процесса приводят
к увеличению пропускания паров атомов на частоте
пробного излучения при наличии связывающего из-
лучения, имеются и существенные различия [24–26].
Резонансы, которые формируются в результате про-
цесса CPT, называют DR (спектральная ширина ко-
торого может на многие порядки быть меньше по
величине, чем радиационная ширина верхнего уров-
ня Λ-системы), а резонанс, формируемый в резуль-
тате процесса EIT, называют EIT-резонанс (спек-
тральная ширина которого того же порядка по вели-
чине, что и радиационная ширина верхнего уровня
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Λ-системы) [27, 28]. Различие в этих процессах осо-
бенно ярко проявляется в резонансной флуоресцен-
ции с верхнего уровня Λ-системы, которая в случае
CPT может полностью отсутствовать (это объясня-
ет название DR), в случае же EIT из-за сильного
связывающего излучения резонансная флуоресцен-
ция с верхнего уровня Λ-системы не может быть ну-
левой. В настоящей статье реализован процесс EIT,
который формируется в сильном связывающем поле
(в отличие от процесса CPT, где используется сла-
бое связывающее поле), что приводит к расщепле-
нию возбужденного уровня и просветлению на ре-
зонансной частоте [24]. С приведенным разъясне-
нием механизма просветления на резонансной час-
тоте называем регистрируемый нами резонанс DR
(при этом понимая различие с DR, формируемым
в CPT). При сравнении DR с результатами анало-
гичных работ, в которых, однако, используется тер-
мин EIT-резонанс, мы пользуемся обозначением EIT
(DR)-резонанс.

Для качественного описания процесса EIT при-
ведем формулу из работы [26]. Отношение поглоще-
ния α(ΩC) на частоте пробного излучения νP , на
которой наблюдается DR (в присутствии излучения
νC), к поглощению α(0) (когда излучения νC нет) в
предположении малой интенсивности излучения νP
и нулевых частотных расстройках описывается вы-
ражением

α(ΩC)

α(0)
=

K

1 + Ω2
C/4Γ21γN

, (1)

где K — константа, γN — радиационная шири-
на уровня, в нашем случае уровня атома 85Rb,
5P3/2, γN/2π ≈ 6 MГц, ΔωD — доплеровская ши-
рина, которая входит в константу K, ΩC — частота
Раби для излучения νC , Γ21 — скорость дефазиров-
ки когерентности двух нижних атомных уровней в
Λ-системе (см. вставку на рис. 2), которая обуслов-
лена, в частности, столкновениями атомов со стен-
ками МЯ. Случай α(ΩC) = 0 соответствует полному
просветлению и большой величине амплитуды DR,
которая, однако, уменьшается при возрастании ве-
личины Γ21. Для ширины EIT (DR) приведем про-
стое выражение [27, 28]:

γDR � 2Γ21 +Ω2
C/γN . (2)

Кратко поясним ситуацию с выбором толщины
ячейки L = 2λ = 1.56 мкм. Как показано в работе
[20], при толщинах ячейки с парами атомов L = nλ

(где n — целое число) в спектре пропускания возни-
кают VSOP-резонансы, демонстрирующие уменьше-

ние поглощения (вплоть до n = 10), которые распо-
ложены точно на частоте атомных переходов. При
формировании DR-резонанса на частоте атомных
переходов оба резонанса «работают» на уменьше-
ние поглощения. А при L = (2n+1)λ/2 VSOP-резо-
нансы, которые также расположены точно на часто-
те атомных переходов, демонстрируют увеличение
поглощения, и при формировании DR-резонанса на
той же частоте оба резонанса «работают» в проти-
воположном направлении (рис. 7 в работе [29]). Ма-
лая толщина ячейки позволяет использовать силь-
ные постоянные магниты, у которых недостаток в
том, что формируются сильно неоднородные маг-
нитные поля и градиент вблизи поверхности магни-
та может достигать 100–150 Гс/мм, однако при ма-
лой толщине столба паров магнитное поле можно
считать практически однородным. Малая толщина
ячейки приводит к частым столкновениям атомов со
стенками ячейки и увеличению Γ21, как следствие,
происходит ухудшение контраста DR (см. формулу
(1)), а также уширение спектральной ширины DR
(см. формулу (2)). Поэтому толщина L = 2λ или 3λ

оптимальна для формирования DR.
На приведенных выше рис. 3–5 DR формируется

на частоте, которая совпадает с частотой VSOP-ре-
зонанса (для формирования DR5 частота νC настро-
ена точно на переход |3,−2〉 → |4′,−1′〉), однако при
наличии частотной расстройки частоты связываю-
щего излучения νC от точного резонанса на Δ ∼
∼ 20–30 МГц DR формируется уже на смещенной
частоте. Как показано в работе [17], в случае, когда
используются микроячейки, спектральная ширина
DR-резонанса возрастает, а контраст DR ухудшает-
ся (поскольку величина Γ21 возрастает), и при боль-
шой частотной расстройкеΔ ≈ 200МГц DR вовсе не
формируется. Заметим, что ухудшение параметров
DR даже при небольшом увеличении расстройки Δ

частоты излучения νC от резонанса соответствую-
щего атомного перехода проявляется только при ис-
пользовании МЯ (в обычных ячейках сантиметро-
вой длины такого эффекта нет). Влияние расстрой-
ки Δ на параметры DR тем сильнее, чем меньше
толщина МЯ.

Как отмечалось выше, резонансы DR5 и DR4

формируются, только когда связывающее излуче-
ния νC имеет поляризацию σ+ (излучение с поля-
ризацией σ+ также необходимо для формирования
MI-переходов с номерами 4© и 5©), а при поляриза-
ции σ− связывающего излучения νC DR имеет нуле-
вую амплитуду. На рис. 6а в левой и правой частях
приведены Λ-системы атома 85Rb и возможные кон-
фигурации для поляризации σ+ и σ− связывающего
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Рис. 6. а) В левой и правой частях приведены Λ-системы
атома 85Rb и возможные конфигурации для поляризации
σ+ и σ− связывающих излучений νС5 и νС4 для формиро-
вания DR5 и DR4 соответственно. DR5 и DR4 не формиру-
ются, когда излучения νС5 и νС4 имеют поляризацию σ−.
б) Зависимости от B вероятностей для переходов на часто-
тах νС5 и νС4 при поляризации σ+ — кривые 1 и 2 для DR5

и DR4 соответственно. Кривые 1 ′ и 2 ′ показывают зави-
симости от B вероятностей для переходов на частотах νС5

и νС4 при поляризации σ− для DR5 и DR4 соответственно

излучения νC5 и νC4 для формирования DR5 и DR4

соответственно. На рис. 6б приведены вероятности
для переходов на частотах νC5 и νC4 (для формиро-
вания DR5 и DR4 соответственно) с поляризациями
σ+ (кривые 1 и 2) и σ− (кривые 1 ′ и 2 ′) для DR5

и DR4 соответственно в зависимости от магнитного
поля. Как видно, вероятности переходов на частотах
νC5 и νC4 при поляризации σ+ (кривые 1 и 2) рас-
тут с возрастанием магнитного поля, а кривые 1 ′ и
2 ′, показывающие вероятности переходов на часто-
тах νC5 и νC4 при поляризации σ−, с возрастанием
B стремятся к нулю, что подтверждает эксперимент
по формированию DR.

Варьирование величины магнитного поля на
представленных рис. 3–5 проведено с целью пока-

зать, что при увеличении магнитного поля ампли-
туда DR меняется слабо, в то время как при ис-
пользовании обычных атомных переходов при уве-
личении магнитного поля до ∼ 1000 Гс амплитуда
EIT (DR)-резонанса, как правило, начинает быст-
ро уменьшаться [30, 31]. Важно провести сравнение
процесса EIT и формирования DR с использовани-
ем обычных атомных уровней 85Rb, D2-линии, ре-
ализованного в работе [30], с нашим случаем с ис-
пользованием MI-переходов. В работе [30] показано,
что в продольном магнитном поле в спектре про-
пускания пробного излучения одновременно фор-
мируются пять DR-резонансов, которые расположе-
ны эквидистантно по частоте, однако амплитуды
достаточно малы и их контраст составляет 1–2%.
Интенсивность связывающего излучения составля-
ет 350 мВт/см2, что примерно в 2.5 раза больше,
чем в работе [30]. Если предположить, что увеличе-
ние интенсивности связывающего излучения в ра-
боте [30] приведет к увеличению EIT-резонанса в
2–3 раза, тем не менее различие в амплитудах с на-
шим случаем продолжает оставаться значительным.
Что касается различия в величинах магнитного по-
ля ∼ 50 Гс в работе [30] и 770–1000 Гс в нашем слу-
чае, то мы провели теоретические расчеты для ве-
роятности атомных переходов для пяти связываю-
щих νC излучений, используемых в [30], в зависимо-
сти от величины магнитного поля. С увеличением
магнитного поля B > 800 Гс вероятности для этих
переходов начинают быстро уменьшаться (вероят-
ности переходов для пяти пробных νP частот слабо
меняются в интервале 200–1000 Гс). Частота Раби
ΩC пропорциональна произведению напряженности
электрического поля EC и матричного элемента ди-
польного момента перехода на частоте νC [26]. Квад-
рат матричного элемента дипольного момента пере-
хода на частоте νC определяет вероятность атом-
ного перехода на частоте νC , поэтому уменьшение
вероятности приводит к уменьшению ΩC . Это озна-
чает, что приведенные на рис. 8b в работе [30] при
50 Гс амплитуды EIT-резонансов будут такими же
малыми и при B > 800 Гс. Также одновременно
пять маленьких EIT (DR)-резонансов формируют-
ся при использовании 85Rb, D1-линии, и магнитного
поля B ∼ 1000 Гс [31]. Следовательно, в таких силь-
ных полях применение MI-переходов для процесса
EIT более предпочтительно, чем применение обыч-
ных атомных переходов 85Rb. Таким образом, пре-
имуществом использования MI-переходов для фор-
мирования DR является наличие одного резонанса
(т. е. возможность селективного использования од-
ного MI-перехода с номером 1©– 5©), а также почти в
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10 раз большая амплитуда DR-резонанса. Дополни-
тельного увеличения амплитуды DR можно достичь
увеличением частоты РабиΩC , однако при этом, как
видно из формулы (2), будет происходить дополни-
тельное спектральное уширение.

Отметим, что в магнитном поле в спектре про-
пускания пробного излучения в парах атомов Cs,
D2-линии, одновременно формируются семь EIT-ре-
зонансов, которые расположены эквидистантно по
частоте, однако их амплитуды малы [17]. Ожидает-
ся, что использование MI-переходов Fg = 3 → Fe =

= 5 Cs, D2-линии, существенно улучшит параметры
EIT-резонансов.

Вероятности MI-переходов атомов щелочных ме-
таллов на D2-линии, сравнимые по величине и даже
превышающие вероятности обычных атомных пере-
ходов, достигаются в интервале магнитный полей
0.1B0 < B < 3B0, где B0 = Ahfs/μB, Ahfs — маг-
нитная дипольная константа для основного уров-
ня атома, μB — магнетон Бора [32, 33]. Для ато-
ма 85Rb величина B0(

85Rb) = 0.7 кГс, для атома
87Rb величина B0(

87Rb) = 2.4 кГс, для атома Cs
величина B0(

133Cs) = 1.7 кГс и для атома 39K ве-
личина B0(

39K) = 165 Гс. Максимальные вероятно-
сти MI-переходов достигаются при магнитных по-
лях B ∼ (0.3–0.4)B0. При B � B0 начинается раз-
рыв связи между полным угловым моментом элект-
рона J и магнитным моментом ядра I и расщепле-
ние атомных уровней описывается проекциями mJ

и mI [32]. Это приводит к тому, что число регистри-
руемых атомных переходов щелочных металлов на
D2-линии при использовании излучений σ+ и σ− со-
кращается до фиксированного числа (так называе-
мый режим Пашена –Бака на сверхтонкой структу-
ре (ПБС)) [10]. В режиме ПБС вероятности MI-пе-
реходов атомов щелочных металлов на D2-линиях
практически равны нулю, следовательно, в режиме
ПБС MI-переходы отсутствуют.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе продемонстрирована перспективность
применения MI-переходов 85Rb,D2-линии, Fg = 2→
→ Fe = 4 для формирования темных резонансов
DR в процессе EIT в сильных магнитных полях.
Это обусловлено следующим: 1) вероятность MI-пе-
рехода в интервале магнитных полей 0.2–1 кГс пре-
восходит вероятность «обычного» атомного перехо-
да, следовательно, целесообразно его использование
для перехода на частоте связывающего или проб-
ного лазерных излучений в Λ-системе; 2) продемон-
стрировано, что при B ∼ 1 кГс DR-резонансы, фор-

мируемые с использованием MI-переходов с номера-
ми 4© и 5©, имеют большой контраст и значительные
частотные сдвиги (в несколько ГГц) относительно
начального положения при нулевом магнитном по-
ле. Это может быть использовано для формирова-
ния частотного репера и стабилизации частоты ла-
зера на сильно смещенной частоте [12, 13]. В работе
[34] приведен простой метод определения стабиль-
ности частоты лазера с использованием DR.

Отмечено существенное преимущество форми-
рования DR-резонансов при использовании MI-пе-
реходов вместо обычных атомных переходов 85Rb,
D2-линии, в частности, амплитуда DR при исполь-
зовании MI значительно больше.

Экспериментально продемонстрировано, что для
эффективного формирования DR пробное и связы-
вающее излучения должны иметь ту же круговую
поляризацию σ+; в случае, когда связывающее излу-
чение имеет поляризацию σ−, DR не формируется.
Это согласуется также с приведенными расчетными
кривыми.

Следует отметить, что при использовании коге-
рентно связанных излучений (пробного и связываю-
щего), а также сантиметровой ячейки, заполненной
парами Rb, возможно на несколько порядков умень-
шить спектральную ширину DR [27, 28, 35]. В рабо-
те [36] продемонстрировано, что наличие буферного
газа в сантиметровой ячейке с парами атомов Rb в
магнитном поле приводит к исчезновению VSOP-ре-
зонансов (это может быть удобно в ряде случаев), но
поскольку используются два когерентно не связан-
ных излучения, ширина DR составляет 10 МГц, что
всего в 2 раза у́же DR в нашем случае, когда ис-
пользуется микроячейка и столкновения атомов со
стенками дополнительно уширяют DR.

Отметим, что MI-переходы D2-линий Cs, K и Na
также могут быть успешно применены для форми-
рования DR/EIT-резонансов в процессе EIT/CPT.
Недавно изготовленные стеклянные наноячейки
[37,38], которые дешевле и проще в изготовлении,
чем МЯ (из технического сапфира), сделают тех-
нику формирования и применения MI-переходов, в
частности для получения DR, доступной широкому
кругу исследователей.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Открытие и реализация параметрического рассе-
яния света, в ходе которого рождаются жестко кор-
релированные пары фотонов, породило множество
новых направлений современной квантовой физики
и квантовой нелинейной оптики [1–6]. Спектр этих
новшеств необычайно широк: от фундаментальней-
ших вопросов квантовой теории, например, экспери-
ментальной проверки теоремы Белла [7–15], до чи-
сто прикладных задач, связанных, например, с без-
эталонной калибровкой фотоприемников в режиме
счета фотонов [16].

В свое время значительную часть оптических
приложений параметрического рассеяния было
предложено называть двухфотонной оптикой [17].
Дело в том, что «обычные» изображения формиру-
ются и регистрируются обычной прямой фиксацией
одиночных фотонов или их групп. В двухфотонной
же оптике информативными являются только
одновременно регистрируемые коррелированные
фотонные пары. Это дает целый ряд преимуществ,
связанных с запутанностью фотонов пары, напри-
мер, в подавлении шума и др. Примером такого
рода являются изображения, позже названные
фантомными потому, что они появляются не в

* E-mail: balakin_d_a@physics.msu.ru
** E-mail: belinsky@inbox.ru

объектном канале, в котором происходит освещение
регистрируемого объекта, а в сопряженном канале
[18]. Корреляция носителей света в этих каналах
позволяет восстанавливать изображение объекта.

В настоящее время известно много разновиднос-
тей схем формирования фантомных изображений
[18–25], но почти всегда наиболее весомым факто-
ром, ограничивающим их пространственное разре-
шение, является дифракция [26–28]. Приближенные
оценки ее влияния рассмотрены в работах [26, 28],
но строгого решения задачи до сих пор не суще-
ствует. Мы попытались восполнить этот недостаток
прямым аналитическим и численным моделирова-
нием процесса формирования квантовых фантом-
ных изображений с помощью трехфотонного пара-
метрического рассеяния света. В идеале, имея ха-
рактерный объект регистрации и основные парамет-
ры нелинейно-оптической системы, хотелось бы по-
лучать моделируемое изображение и оценивать его
качество, не тратя время и средства на натурный
эксперимент. Этому и посвящена настоящая работа.

2. ОПТИЧЕСКАЯ СХЕМА

Для формирования фантомных изображений
необходим источник коррелированных световых
пучков, один из которых взаимодействует с объек-
том, а другой — нет, см. рис. 1. При формировании
квантовых фантомных изображений для этого, как
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Рис. 1. Формирование квантового фантомного изображе-
ния. NC — нелинейный кристалл, ωp — луч накачки, ωs и
ωi — лучи запутанных фотонов (которые расходятся вслед-
ствие использования неколлинеарного параметрического
рассеяния), O — исследуемый объект, BD — собирающий
детектор в объектном канале, L — линза, CCD — матрица
датчиков в восстанавливающем канале, C — коррелятор

интенсивностей (схема совпадений)

правило, используются параметрические процессы
преобразования фотонов накачки в нелинейном
кристалле. При этом в объектном канале детектор
дает информацию только о полной интенсивности
прошедшего излучения. Фотоны, направленные в
восстанавливающий канал, не взаимодействуют с
объектом, но регистрируются матрицей фотоде-
текторов, при помощи выходного сигнала которой
определяется пространственная корреляционная
функция интенсивности между двумя каналами.

Одним из важных доводов в пользу использова-
ния квантовых фантомных изображений является
создание максимально щадящих условий освещения
исследуемого объекта, когда воздействие излучения
на объект (иногда необратимое) минимально [19].

Качество изображения — его пространственное
разрешение с учетом уровня шумов — является ос-
новной характеристикой практически любой опти-
ческой системы. В квантовых фантомных изобра-
жениях ему в последнее время уделяется значитель-
ное внимание, что обусловлено не только существен-
ными пробелами в теории, но и неудовлетворитель-
ным пространственным разрешением, достигнутым
в экспериментах. При этом основной ограничитель
пространственного разрешения — дифракция.

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИФРАКЦИОННОЙ
СТРУКТУРЫ КВАНТОВЫХ ФАНТОМНЫХ

ИЗОБРАЖЕНИЙ

Для изучения влияния дифракции на формиро-
вание фантомного изображения вначале рассмот-
рим параметрическое рассеяние фотонов накачки в
нелинейном кристалле. Будем считать, что накач-
ка неистощима, а частоты сигнальных и холостых
фотонов одинаковы.

Для получения системы уравнений, моделирую-
щих параметрическое рассеяние фотонов накачки
в нелинейном кристалле, рассмотрим оператор им-
пульса электромагнитного поля, аналогичный рас-
смотренному в [29]:

Ĝ = �

∫
dr′

(
−igAp(r

′)Â†
s(r

′, z)Â†
i (r

′, z)+H.c. +

+
1

2k

∑
j=i,s

∂Â†
j(r

′, z)
∂r′

∂Âj(r
′, z)

∂r′

⎞⎠ , (1)

где параметр g определяется оптической нелинейно-
стью среды, Ap(·) — пространственное распределе-
ние амплитуды накачки, k — волновое число рож-
дающихся фотонов.

В работах [30,31] был предложен формализм опе-
ратора импульса и отмечено, что хотя при изучении
временной эволюции квантовой системы удобнее ра-
ботать с гамильтонианом, при изучении свойств си-
стемы, связанных с распространением частиц вдоль
оси z с фиксированной по модулю скоростью, пред-
почтительно использование оператора импульса.
Позднее этот прием был успешно использован ав-
торами статьи [29] для моделирования распростра-
нения света в нелинейном многослойном фотонном
кристалле. В рассматриваемом случае уравнения
эволюции имеют вид

i�
∂Âs,i(r⊥, z)

∂z
=

[
Ĝ, Âs,i(r⊥, z)

]
, (2)

где Âs,i — полевые операторы сигнальных (s) и хо-
лостых (i) фотонов, направление оси z совпадает
с направлением распространения фотонов, вектор
r⊥ перпендикулярен ему. Операторы Âs,i(r⊥, z) и
Â†

s,i(r⊥, z) удовлетворяют коммутационным соотно-
шениям:[

Â†
j(r⊥, z), Âk(r

′
⊥, z)

]
= −δjkδ(r⊥ − r′⊥),[

Âj(r⊥, z), Âk(r
′
⊥, z)

]
= 0,

(3)

где j, k ∈ {s, i}. Заметим, что обычно при изучении
в картине Гейзенберга распространения квантовых
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частиц решается уравнение Гейзенберга для соот-
ветствующих полевых операторов при фиксирован-
ном волновом векторе, после чего пространствен-
ная координата вдоль направления распростране-
ния и время связываются через скорость распро-
странения. Тем самым частота частицы и ее вол-
новой вектор оказываются связанными. Напротив,
при использовании оператора импульса и уравнений
(2) рассматриваются полевые операторы при фикси-
рованной частоте и заданном направлении распро-
странения [31]. Таким образом, моды с определен-
ным волновым числом k (например, exp(−ikz)) за-
меняются на моды с определенной частотой ω (на-
пример, exp(−iωt)), распространяющиеся в задан-
ном направлении. Подстановкой оператора импуль-
са (1) в уравнения эволюции (2) и последующим
использованием коммутационных соотношений по-
лучаем, что в указанном приближении нелинейный
процесс описывается следующей системой уравне-
ний в частных производных, см., например, [32–36]:(

∂

∂z
+

i

2k
Δ⊥

)
Âs(r⊥, z) = gAp(r⊥)Â

†
i (r⊥, z),

(
∂

∂z
+

i

2k
Δ⊥

)
Âi(r⊥, z) = gAp(r⊥)Â†

s(r⊥, z),

(4)

0 ≤ z ≤ l, Âs,i(r⊥, 0) = A
(in)
s,i (r⊥),

где l — толщина кристалла, Δ⊥ — поперечный ла-
пласиан. Для простоты мы рассматриваем колли-
неарный процесс. Дело в том, что при втором типе
параметрического рассеяния сигнальный и холостой
пучки не вырождены по поляризации, поэтому их
можно разделить поляризационной призмой даже в
случае коллинеарного процесса.

Отметим также, что система уравнений (4) ана-
логична соответствующей системе для комплекс-
ных амплитуд в классическом описании. Линей-
ность уравнений позволяет заменить комплексные
амплитуды полей соответствующими операторами в
представлении Гейзенберга благодаря отсутствию в
системе произведений операторов, вследствие чего
некоммутативность операторов не влияет на резуль-
тат.

В силу малой толщины кристалла по сравнению
с длиной пути света от кристалла до детекторов
для упрощения системы уравнений (4) можно прене-
бречь дифракцией в кристалле, т. е. решать систему

∂

∂z
Âs(r⊥, z) = gAp(r⊥)Â

†
i (r⊥, z),

∂

∂z
Âi(r⊥, z) = gAp(r⊥)Â†

s(r⊥, z),
0 ≤ z ≤ l. (5)

Обозначим полевые операторы на выходе кристалла
Â

(out)
s,i (r⊥). В силу (5) они равны

Â
(out)
s,i (r⊥) = Â

(in)
s,i (r⊥) ch (|gAp(r⊥)|l) +

+ Â
(in)†
i,s (r⊥)

gAp(r⊥)
|gAp(r⊥)| sh (|gAp(r⊥)|l) . (6)

Как показано в [18], корреляционная функция
флуктуаций интенсивности в каналах равна

G(r′⊥, r⊥) =
∣∣∣∣∫ dr′′⊥dr

′′′
⊥h1(r

′
⊥, r

′′
⊥)h2(r⊥, r′′′⊥ ) ×

× 〈A(out)
s (r′′⊥)A

(out)
i (r′′′⊥ )〉

∣∣∣∣2 , (7)

где усреднение выполняется при вакуумном состо-
янии полей на входе в кристалл, а h1 и h2 — пере-
даточные функции каналов. Для получения форми-
руемого изображения функцию (7) далее необходи-
мо проинтегрировать по r′⊥, поскольку собирающий
детектор в объектном канале регистрирует весь све-
товой пучок и не обладает пространственным разре-
шением.

Пусть в объектном канале объект, описываемый
амплитудным коэффициентом пропускания T (r⊥),
находится на расстоянии ss от кристалла и сразу
за ним расположен собирающий детектор, тогда в
приближении Френеля (§ 32 в [37])

h1(r
′
⊥, r

′′
⊥) =

k

2πi

exp(ikss)

ss
T (r′⊥)×

× exp

(
ik(‖r′⊥ − r′′⊥‖2)

2ss

)
. (8)

Если в восстанавливающем канале нет линз, а мат-
рица датчиков расположена на расстоянии s от кри-
сталла, то в приближении Френеля

h2(r⊥, r′′′⊥ ) =
k

2πi

exp(iks)

s
×

× exp

(
ik(‖r⊥ − r′⊥‖2)

2s

)
, (9)

а если в восстанавливающий канал помещена тон-
кая линза с фокусным расстоянием f = s/2 (напри-
мер, линза находится на расстояниях 2f от матри-
цы датчиков и от объекта вдоль осей каналов), то в
приближении Френеля (§ 35 в [37])

h2(r⊥, r′′′⊥ ) =
k

2πi

exp(iks)

s
exp

(
ik(‖r⊥−r′′′⊥‖2)

2s

)
×

× exp

(
− ik‖r′′′⊥‖2

2f

)
. (10)
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Рис. 2. Моделирование формирования квантовых фантом-
ных изображений согласно формуле (12). Размер изобра-
жений 6×6 мм. Слева — распределение прозрачности объ-
екта T (·) (щель шириной 0.16 мм), справа — корреляци-

онная функция G(·)

Рис. 3. Профиль изображения щели на рис. 2, ср. с рис. 5
из [38], (сплошная линия) и профиль распределения про-

зрачностей самой щели (штриховая)

С учетом (6)

〈A(out)
s (r′′⊥)A

(out)
i (r′′′⊥ )〉 = ch (|gAp(r

′′
⊥)|l) ×

× gAp(r
′′
⊥)

|gAp(r′′⊥)|
sh (|gAp(r

′′
⊥)|l) δ(r′′⊥ − r′′′⊥ ). (11)

Таким образом, при s = ss формируемое фан-
томное изображение в случае конфигурации восста-
навливающего канала, охарактеризованной переда-
точной функцией (10), описывается функцией

G(r⊥) =
k4

16π4s4

∫
dr′⊥|T (r′⊥)|2

∣∣∣∣∫ dr′′⊥ ×

× exp

(
ik(‖r′⊥ − r′′⊥‖2 + ‖r⊥ − r′′⊥‖2)

2s

)
×

× exp

(
− ik‖r′′⊥‖2

2f

)
×

× ch

(
gA0l exp

(
−‖r

′′
⊥‖2
2a2

))
×

× sh

(
gA0l exp

(
−‖r

′′
⊥‖2
2a2

)) ∣∣∣∣2 , (12)

где рассмотрено усиление в поле фокусиро-
ванного гауссовского пучка накачки, Ap(r⊥) =

= A0 exp
(−‖r⊥‖2/(2a2)), и учтено, что g, A0, a —

положительные числа. В случае же передаточной
функции (9)

G(r⊥) =
k4

16π4s4

∫
dr′⊥|T (r′⊥)|2

∣∣∣∣∫ dr′′⊥ ×

× exp

(
ik(‖r′⊥ − r′′⊥‖2 + ‖r⊥ − r′′⊥‖2)

2s

)
×

× ch

(
gA0l exp

(
−‖r

′′
⊥‖2
2a2

))
×

× sh

(
gA0l exp

(
−‖r

′′
⊥‖2
2a2

)) ∣∣∣∣2 . (13)

Заметим, что если бы в формуле (12) отсутство-
вал связанный с накачкой множитель (последние
две строки), то она бы, с точностью до постоянного
для всего изображения множителя, соответствовала
формированию обычного изображения равномерно
освещенного объекта удаленной от него на расстоя-
ние s тонкой линзой с тем же фокусным расстояни-
ем f = s/2 в плоскости на расстоянии s от линзы в
отсутствие вакуумных флуктуаций.

Поскольку внутренний интеграл в (12) не берет-
ся аналитически, для моделирования формирования
фантомных изображений использованы численные
методы. Для расчета заметим, что при фиксирован-
ном r′⊥ внутренний интеграл в (12) может быть вы-
числен как свертка функции

k exp(iks)

2πis
exp

(
ik(‖·‖2)

2s

)
с произведением функции

ch

(
gA0l exp

(
−‖·‖

2

2a2

))
×

× sh

(
gA0l exp

(
−‖·‖

2

2a2

))
exp

(
− ik‖·‖2

s

)
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Рис. 4. Моделирование формирования квантовых фантом-
ных изображений оптических мир и щели согласно фор-
муле (12). Расстояния между щелями мир 0.01, 0.02, 0.05,
0.1 мм (верхняя пара изображений; 50, 25, 10 и 5 штри-
хов на миллиметр), 0.02, 0.03, 0.04, 0.05 мм (средняя пара
изображений; 25, 16.7, 12.5 и 10 штрихов на миллиметр).
Ширина щели 0.16 мм. В левом столбце распределения
прозрачностей объектов T (·), в правом — корреляционные

функции G(·)

и сдвинутой на r′⊥ функции

k exp(iks)

2πis
exp

(
ik(‖·‖2)

2s

)
.

Это позволило выполнить расчеты по формуле (12)
вычислением дискретной свертки массива значений
внутреннего интеграла при фиксированном значе-
нии r′⊥ и при всех значениях r⊥, принадлежащих
выбранной сетке с постоянным шагом, а затем сум-
мированием поэлементных квадратов модулей по-
лученных массивов с весами, равными коэффици-
ентам пропускания по интенсивности соответствую-
щих пикселей освещаемого объекта.

Рис. 5. Профиль изображения щели на рис. 4 (сплош-
ная линия) и профиль распределения прозрачностей са-

мой щели (штриховая)

Результаты вычисления по формуле (12) сфор-
мированных фантомных изображений показаны на
рис. 2–4. Использованные значения параметров: a =

= l = 3 мм, k ≈ 8.95 · 103 мм (соответствует длине
волны 702.2 нм), gA0l = 1.

На рис. 2, 3 s = 1500 мм, ss = 1000 мм, f =

= 500 мм. Степень размытия, полученная в ре-
зультате компьютерного моделирования, согласует-
ся с экспериментально наблюденной степенью раз-
мытия, полученной в [38], см. рис. 3.

На рис. 4, 5 s = ss = 500 мм, f = s/2.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, нам удалось смоделировать формирование
фантомных изображений дифракционно-ограничен-
ной квантовой нелинейно-оптической системой. За-
давая произвольный объект регистрации, мы по-
лучаем его компьютерное изображение. При этом
сразу можно менять параметры системы, добива-
ясь оптимальных характеристик и качества изобра-
жения. Но это только начало работы. Не представ-
ляет принципиальной сложности вместо идеальной
линзы установить реальный объектив, что позволит
учесть не только дифракционные ограничения, но
и аберрационные искажения. Интересно также ис-
следовать влияние пространственной конфигурации
накачки. Но это предмет дальнейшей работы. А к
каким выводам можно прийти уже сейчас?

Подводя итоги, можно заключить, что компью-
терное моделирование снова подтверждает утверж-
дение о бо́льшем влиянии дифракции на фантом-
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ные изображения по сравнению с обычными. В са-
мом деле, как отмечено выше, по дифракционным
свойствам фантомное изображение, полученное по
схеме рис. 1, аналогично изображению, сформиро-
ванному на расстоянии от объекта, равном сумме
оптических длин каналов, что увеличивает влияние
дифракции по сравнению с обычным изображени-
ем приблизительно во столько раз, во сколько сум-
ма оптических длин каналов превышает оптическую
длину объектного канала. Вместе с тем использова-
ние гауссовского пучка накачки ограничивает попе-
речные размеры пучка более «мягко», чем это де-
лало бы размещенное на месте нелинейного кри-
сталла зеркало или объектив с резкими границами,
что, напротив, несколько уменьшает обусловленное
дифракцией размытие. Но все зависит, конечно, от
апертуры оптики.

Однако это не означает бесперспективности уси-
лий по получению фантомных изображений высоко-
го качества. Так, в работах [39, 40] предложено до-
полнительное формирование и регистрация в объ-
ектном канале изображения исследуемого объекта,
что позволяет ослабить влияние дифракции при ис-
пользовании для последующей математической об-
работки пары полученных изображений методом ре-
дукции измерения к виду, свойственному измерени-
ям распределения прозрачности объекта. А в рабо-
те [41] показаны возможные преимущества в этом
плане встречного четырехфотонного смешения за
счет снятия ограничений на соблюдение фазового
синхронизма для эффективной генерации сигналь-
ного и холостого пучков.
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Представлена модель электророждения каонов в процессах p(e, e′K+)Λ, p(e, e′K+)Σ0 и p(e, e′K0)Σ+ в
области импульсных передач Q2 до 2.5 ГэВ2. Амплитуда электророждения строится на основе s-, t-,
u-борновских и s-, u-резонасных вкладов, рассчитываемых в древесном приближении. Унитарность ам-
плитуды электророждения частично восстанавливается с помощью введения импульсной зависимости
адронных ширин распада резонансов и введения дополнительной эффективной ширины, учитывающей
влияние связывания не содержащих странность открытых каналов. Отличительной особенностью расче-
тов является учет продольной электромагнитной связи фотонов с адронами и введение сильно Q2-зави-
симых факторов подавления борновских и резонансных компонент амплитуды электророждения. Данный
подход позволяет с хорошей точностью описать имеющиеся в литературе экспериментальные данные по
угловому и Q2-распределению для реакций p(e, e′K+)Λ, p(e, e′K+)Σ0. Также данная модель правильно
воспроизводит зависимость отношений σ(Σ0)/σ(Λ) отдельно для продольно и поперечно поляризован-
ных компонент сечения электророждения каонов в процессах p(e, e′K+)Λ, p(e, e′K+)Σ0.

DOI: 10.31857/S0044451021070051

1. ВВЕДЕНИЕ

Индуцированное электромагнитным взаимодей-
ствием рождение ассоциированной странности γ →
→ ss̄ служит основным источником информации о
резонансных состояниях барионов, слабо связанных
с каналом упругого πN -рассеяния, но имеющих от-
крытый каон-гиперонный канал распада. Несмот-
ря на большое количество накопленных данных по
πN -рассеянию, одиночному и двойному фоторожде-
нию легких π- и η-мезонов, до конца не ясна роль за-
метной части предсказанных конституентной квар-
ковой моделью [1] резонансных состояний барионов,
особенно в области масс около 2 ГэВ, что известно
как проблема «недостающих резонансов». Образо-
вание каон-гиперонных пар на нуклоне в электро-
магнитном поле при больших передачах квадрата
4-импульса Q2 характеризуется высокой чувстви-

* E-mail: egorovphys@mail.ru

тельностью к деталям механизма фото- и электро-
рождения, а также влиянием партонной структуры
нуклона-мишени и переходных формфакторов, за-
висящих от Q2. Особенно заметна роль этих струк-
тур в реакциях электророждения каонов в резонан-
сой области энергий фотонов Elab

γ ∈ 1–3 ГэВ. Влия-
ние внутренней структуры участвующих в реакции
электророждения каонов частиц может быть эф-
фективно учтено с помощью формфакторов, введе-
ние которых, как известно, подавляет нефизический
рост борновских и резонансных амплитуд электро-
и фоторождения, рассчитываемых в древесном при-
ближении, с ростом полной энергии системы. Необ-
ходимость корректного расчета таких формфакто-
ров подавления в реакциях электророждения као-
нов отмечалась ранее в работах [2, 3].

Отдельное направление исследований в области
электророждения каонов заключается в извлечении
информации об энергиях связи и в целом о механиз-
мах каон-нуклонного, гиперон-нуклонного и мно-
гочастичного гиперон-гиперон-нуклонного взаимо-
действий в ядерной материи. Полноценное изуче-
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ние механизмов указанных взаимодействий в дан-
ном случае возможно только после выполнения ряда
требований, предъявляемых к процессам образова-
ния каон-гиперонных пар, среди которых наличие
невозмущенного сильным взаимодействием началь-
ного состояния ядра-мишени, импульсный характер
образования конечных частиц и достаточно высокие
импульсы образующихся каонов. Этими свойствами
и характеризуются реакции электро- и фоторожде-
ния каонов. По этой причине пристальное внима-
ние к деталям оператора электророждения каонов
на нуклонах позволяет в дальнейшем избежать воз-
можных неопределенностей модели электророжде-
ния каонов на легких ядрах в части однонуклонного
оператора электророждения.

В данной работе мы расширяем изобарную мо-
дель [4] в областьQ2 > 0 для каналов электророжде-
ния K+Λ, K+Σ0 и K0Σ+ на протоне. Отметим, что
моделей с полноценным учетом сильной связи каон-
гиперонного канала с каналами, не содержащими
странность, по-прежнему нет. Вместо этого частич-
ное восстановление унитарности амплитуды фото-
и электророждения каонов достигается введением
импульсной зависимости адронных ширин распада
промежуточных резонансных состояний барионов
[4, 5]. Рассчитываемые по таким адронным шири-
нам константы связей эффективно учитывают вли-
яние связывания каналов. Тем не менее, несмотря на
простоту, такие модели передают основные особен-
ности сечений фото- и электророждения каонов на
нуклоне. Резонансные вклады в представленной мо-
дели рассчитываются по выражениям для вершин-
ных функций работы [6], борновские продольные и
поперечные вклады находятся с помощью CGLN-
амплитуд работ [3, 5]. При этом продольно поляри-
зованные резонансные вклады нивелированы с по-
мощью соответствующего выбора продольных элек-
тромагнитных констант связей, что также выгод-
но отличает данную модель от BS3-модели работы
[5] отсутствием необходимости в поиске плохо кон-
тролируемых параметров. Полученная модель поз-
воляет единым образом описывать сечения фото-
и электророждения каонов на протоне в трех за-
рядовых каналах. К отличительным особенностям
модели также относится тот факт, что s-, t-, u-
борновские компоненты амплитуды электророжде-
ния сильно подавлены специально подобранными
Q2-зависимыми факторами подавления. В резуль-
тате удается правильно передать поведение полных
и дифференциальных сечений в области высоких
энергий Elab

γ > 2 ГэВ и высоких импульсных пе-
редач Q2 → 2.5 ГэВ2. Кроме того, в данной работе

уделяется особое внимание описанию многочислен-
ных экспериментальных данных по электророжде-
нию каонов на протоне в области малых углов выле-
та каонов в системе центра масс (ЦМ, CM). Калиб-
ровка модели в первую очередь именно на эти дан-
ные позволит использовать развитый в настоящей
работе подход к описанию данных по электророж-
дению каонов на легких ядрах с учетом механизмов
взаимодействия гиперонов с ядерным окружением.

2. ОДНОКАНАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ
ЭЛЕКТРОРОЖДЕНИЯ

Отличие электророждения от фоторождения
проявляется в кинематических соотношениях, свя-
зывающих полную энергию системы W с энергией
фотонов ωγ , заданной в системе центра масс:

−Q2 ≡ k2 = ω2
γ − k2,

ωγ =
W 2 −Q2 −M2

N

2W
,

Elab
γ = ωγ

W

MN
.

(1)

В расчетах по формулам (1) используется масса нук-
лона MN . Связь энергии фотонов в системе цент-
ра масс и в лабораторной системе позволяет уста-
навливать характерные отличия данных по фото-
и электророждению при одинаковой энергии Elab

γ .
Для виртуальных фотонов по-прежнему справедли-
ва лоренцева калибровка εμkμ = 0, из которой мож-
но определить временную компоненту 4-вектора по-
ляризации εμ. В отличие от фоторождения взаимо-
действие виртуальных фотонов γV с протоном-ми-
шенью в рассматриваемых процессах,

e + p(−k)→ γV (ελ,k) + p(−k)→

→ e′ +

⎧⎪⎨⎪⎩
K+(q) + Λ(−q),
K+(q) + Σ0(−q),
K0(q) + Σ+(−q),

(2)

характеризуется не только кинематическими осо-
бенностями, но и проявлением так называемой про-
дольной электромагнитной связи. Первые упомина-
ния о существенной роли продольной электромаг-
нитной компоненты амплитуды электророждения,
характеризуемой условием ε0 ≡ εz �= 0, и соот-
ветствующие расчеты при Q2 = 0.035–0.055 ГэВ2

приведены в работе [7]. Изобарная модель электро-
рождения каонов в канале K+Λ в широкой облас-
ти энергий с учетом продольной электромагнитной
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компоненты развита в работе [5]. Из этих работ сле-
дует, что только учет дополнительной компоненты
в амплитуде электророждения, рассчитываемой с
использованием собственных продольных констант
связей фотонов с адронами, позволяет описать непо-
ляризованное сечение электророждения каонов в об-
ласти Q2 > 0.5 ГэВ2. Наличие этой связи играет
роль дополнительной степени свободы, которая поз-
воляет лучше согласовывать между собой расчеты
дифференциальных сечений dσ/dΩ и dσ/dQ2.

Ненулевая продольная поляризация ε0 ≡ εz = +1

фотона играет роль дополнительной степени сво-
боды, связанной с измеряемой в опыте продольной
компонентой сечения σL(Q

2), существенно завися-
щего от Q2. Важно подчеркнуть, что для неполяри-
зованного сечения электророждения каонов появле-
ние продольной электромагнитной связи равноцен-
но для всех трех компонент 3-вектора ελ. Неполя-
ризованное сечение электророждения каонов в сис-
теме центра масс, где угол θKCM отсчитывается меж-
ду 3-импульсом каона q и осью симметрии, вдоль
которой направлен 3-импульс фотона k, имеет вид

dσ(Q2)

dΩK
CM

=
dσT (Q

2)

dΩCM
+ ε

dσL(Q
2)

dΩCM
. (3)

Измерения в опытах дифференциального сечения
электророждения каонов dσ(Q2)/dΩK

CM при различ-
ных степенях поперечной поляризации ε ∈ [0, . . . , 1]

пучка фотонов позволяют извлекать информацию
о дифференциальных сечениях электророжде-
ния каонов фотонами отдельно с поперечной
dσT (Q

2)/dΩCM и с продольной dσL(Q
2)/dΩCM

поляризацией. Как отмечалось выше, в формуле (3)
каждое из слагаемых в правой части имеет вклад
продольной электромагнитной связи для ε−1, ε1 =

= +1 в σT и для ε0 = +1 в σL. Дифференциальное
сечение (3) связано с амплитудой электророждения
T λ формулой

dσ(Q2)

dΩK
CM

=
q(W − ωγ)(W − ωK)

16π2ωγW 2
×

× 1

2

(
|T λ=±1|2 + 2ε|T λ=0|2

)
, (4)

в которой ωK — энергия каона. В данном подходе
амплитуда электророждения строится с использо-
ванием амплитуды фоторождения (Q2 = 0), полу-
ченной ранее в модели [4]. Наполнение амплитуды
осуществлено с использованием набора эффектив-
ных мезон-барионных лагранжианов, характеризу-
ющих обмен нуклоном и каонами в s-, t-каналах
(борновские слагаемые) и обмен резонансами в s-,

u-каналах (резонансные слагаемые). Соответствую-
щие этим обменам диаграммы Фейнмана представ-
лены, например, в работе [3]. Резонансная часть
амплитуды λ = ±1 находится [6] в удобном фак-
торизованном виде:

T λ=±1 = V
E/M
γN→N∗GN∗(Γt,M,W )VN∗→KN , (5)

отражающем электромагнитную VγN→N∗ и адрон-
ную VN∗→KN вершинные функции. Связь этих
функций с соответствующими электромагнитными
и адронными константами связи дается выражения-
ми

V E
γN→N∗ =

gE

2M j−1

(
σ
[j]
1/2,J ·

[
k[j−1] ⊗ ε

[1]
λ

][j])
,

j = 2J − L;

V M
γN→N∗ =

gM

2M j

(
σ
[j]
1/2,J ·

[
k[j] ⊗ ε

[1]
λ

][j])
,

j = L;

VN∗→KN = −i fKΛ(Σ)R

mL
K

(
σ
[L]
J,1/2 · q[L]

)
,

(6)

содержащими явно зависимость от спина J и L ор-
битального момента адронного резонанса. Для ре-
зонансов с изоспином T = 1/2 каждая из констант
gE/M , в свою очередь, распадается [6] на сумму
k
E/M
s изоскалярной и k

E/M
v изовекторной компо-

нент. Пропагатор в (5) обозначен как GN∗ и явля-
ется функцией полной адронной ширины распада
резонанса Γt, массы резонанса M и полной энер-
гии системы W . Борновские слагаемые амплитуды
фоторождения рассчитываются в нерелятивистском
приближении на основе BS1-модели [3] с использова-
нием CGLN-амплитуд fi(−Q2, s, t, u). При этом каж-
дая из амплитуд T λ дается суммой шести компо-
нент:

T λ = f1σ · ελ−if2σ · q̂σ · [k̂× ελ]+f3σ · k̂ q̂ · ελ +
+ f4σ · q̂ q̂ · ελ + f5σ · k̂ k̂ · ελ + f6σ · q̂ k̂ · ε. (7)

Единичные 3-векторы обозначены символом ˆ. Про-
дольная электромагнитная связь виртуальных фо-
тонов с адронами рассчитывалась с использовани-
ем калибровочно-инвариантных амплитуд работы
[5] для борновских и резонансных вкладов. Выра-
жение для продольных T λ=0 компонент идентич-
но формуле (7). Как отмечалось в работе [4], из-
за достаточно высокой роли в сечении воссоздан-
ных таким образом борновских компонент амплитуд
фоторождения обнаруживают нефизический рост
сечения dσ/dQ2 при Q2 → 0.5–3 ГэВ2. Указан-
ный рост сечения, отмеченный также в работе [3],
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должен сокращаться с резонансными вкладами в
полной амплитуде электророждения, но в практи-
ческих расчетах не удается полностью исключить
нефизический рост сечения в области больших энер-
гий системы W и больших переданных импульсов
Q2. По всей видимости, причиной этого является
нетривиальная импульсная зависимость используе-
мых в расчетах калибровочно-инвариантных ампли-
туд. В данной модели для s-, t-, u-борновских слага-
емых используется продолженная в область Q2 > 0

функциональная форма для факторов подавления
F (v,Λv, k

2):

F (v,Λv, k
2) =

Λ
′4
v

k4 + Λ′4
v

exp

(
−κx

k4

Λ′4
v

)
×

×
(

Λ4
v

(v −M2
v )

2 + Λ4
v

)deg

exp

(
− (v −M2

v )
2

Λ4
v

)
. (8)

При Q2 = 0 функциональная зависимость (8) иден-
тична использованным ранее в работах [3, 8] выра-
жениям. В формуле (8) используются шесть раз-
личных параметров обрезания Λv и Λ′

v для кана-
лов v ∈ [s, t, u], а также массы Mv, равные массам
нуклона, каона и гиперона в соответствующих s-,
t- и u-каналах. Такую же функциональную форму
имеют формфакторы подавления в t-каналах с об-
меном тяжелым K∗(892) (K∗(892) в t-канале) мезо-
ном и K1(1270) (K

∗1(1270) в t-канале) мезонным ре-
зонансом. Соответствующие параметры обрезания
обозначаются как Λt∗ и Λt∗1 и наряду с парамет-
рами Λv отражены в табл. 1. Дополнительный па-
раметр κx, где x ∈ [Λ,Σ], в показателе зависящей
от k2 экспоненты отличен от единицы только в рас-
четах продольно поляризованных сечений в каналах
t−K∗(892) и t−K∗1(1270) и различен для конечных
состояний KΛ и KΣ.

На рис. 1 сплошными линиями даны зависимос-
ти F (v,Λv, k

2 = 0) в различных каналах в кинема-
тике W = 1.84 ГэВ, θKCM = 0 для случая фоторож-
дения. Виден характерный рост формфактора в t-,
u-борновских и t − K∗(892)-каналах. Штриховыми
линиями на рис. 1 представлены результаты расче-
тов с формфакторами F (v,Λv, k

2) в случае электро-
рождения, которые дают существенное подавление с
ростом Q2. Отметим, что при выбранных парамет-
рах обрезания в s-канале соответствующий форм-
фактор оказывается близким к нулю из-за подавля-
ющего действия экспоненты exp

(−(s−M2
N )2/Λ4

s

)
.

В данной работе параметры обрезания, использу-
емые в расчетах, подобраны так, что доминирую-
щий вклад в сечение в широкой области импульс-
ных передач возникает в каналах t − K∗(892) и

Рис. 1. Формфакторы F (v,Λv , k
2), рассчитываемые по

формуле (8) в s-, t-, u-каналах в кинематикеW = 1.84 ГэВ,
θKCM = 0. Приведены результаты расчетов с Q2 = 0

(сплошные кривые) и с Q2 �= 0 (штриховые кривые)

t − K∗1(1270). Сильное подавление t-, u-канальных
борновских вкладов, играющих важную роль в об-
ласти малых углов рождения каонов, вызвано ос-
циллирующим характером используемых амплитуд
[3], рост которых должен быть подавлен либо за счет
специфической интерференции с другими компо-
нентами амплитуды электророждения, либо за счет
подходящего выбора параметров обрезания.

На нижнем левом рис. 2 фиолетовой кривой
(штрих-двойной пунктир) представлены результаты
расчетов по развиваемой в данной работе модели [4],
успешно примененной для описания некоторых дан-
ных по фоторождению каон-гиперонных пар на про-
тоне. Нефизический рост сечения dσT (Q

2)/dΩCM
K

уже при малых Q2 ≈ 0.5 ГэВ2 приводит к необхо-
димости введения дополнительной k2-зависимости в
формфакторах подавления. Отметим некоторое от-
личие в расчетах σL-сечения в t-каналах, для кото-
рого используются несколько другие параметры об-
резания, также приведенные в табл. 1. Кроме фак-
торов подавления изменилось значение борновских
констант связей gKYN/

√
4π, GV (K

∗(892)) по срав-
нению со значениями, использовавшимися в расче-
тах [3, 4]. Константа gKYN/

√
4π принимает во всех

каналах K+Λ, K+Σ0 и K0Σ+ одинаковое значение
равное −3.55. Константа GV (K

∗(892)) принята рав-
ной −0.11, что близко к значению −0.107, исполь-
зуемому в работе [5]. Значения остальных констант,
используемых при расчетах борновских слагаемых
амплитуды фоторождения, по сравнению с расчета-
ми [3, 4] не менялись.
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Таблица 1. Параметры факторов подавления, используемые в расчетах по формуле (8). Косой чертой разделены
параметры, используемые отдельно при расчетах σT /σL-сечений

Параметры обрезания s t u t−K∗(892) t−K∗1(1270)

Λ, ГэВ 0.65 1.05 1 0.77 0.77
Λ′
Λ, ГэВ 0.28/1 0.55/0.3 0.65 0.8/0.7 0.8/0.7

Λ′
Σ, ГэВ 0.28/1 0.55/0.3 0.65 0.3/0.7 0.3/0.7
κΛ 1 1 1 1/0.14 1/0.14
κΣ 1 1 1 1/0.4 1/0.4
deg 1 1 1 2 2

Таблица 2. Массы M [МэВ], адронные и электромагнитные константы связи (см. в тексте) промежуточных резо-
нансов (со спином J и изоспином T ), а также параметры обрезания Λ [ГэВ], используемые в расчетах факторов
подавления по формуле (10). Через косую черту в колонке для finel в случае P11(1880) приведены значения для

каналов Λ/Σ, а в случае S31(1900) и P31(1910) — значения для каналов Σ+/Σ0

R2T 2J(M) M fKΛR fKΣR finel Λ kMs /kMv или gM kEs /k
E
v или gE gL

P11(1440) 1430 1.675 1.3 1.2 1 0.07/0.36 -/- 10−2

S11(1535) 1547 0.29 0.2 0.3 1 -/- −0.09/− 0.27 10−2

S11(1650) 1645 0.12 0.16 1.6 1 -/- 0.006/− 0.12 3 · 10−2

D15(1675) 1675 0.362 3.04 3.23 1 −0.3/0.6 −0.024/− 0.023 -10−5

F15(1680) 1680 0 5.65 6.61 1 0.2/1.47 0.08/0.25 0
D13(1700) 1725 1 1 70 1.614 −0.46/− 0.54 −0.02/0.023 10−2

P11(1710) 1710 0.21 0.21 14 0.2 0/− 0.24 -/- 1
P13(1720) 1720 0.625 0.1 14 1.5 −0.06/− 0.03 −0.025/0.02 10−2

F15(1860) 1860 1.6 0.916 20 1.5 0.2/1.47 0.08/0.25 10−2

D13(1875) 1875 2.5 0.5 7 1.5 0.1/0.1 -0.02/0.03 2 · 10−3

P11(1880) 1880 0.8 0.35 5.8/10 1.2 0.107/− 0.22 -/- 0.1
P13(1920) 1920 1.45 0.44 3 1.7 −0.145/− 0.016 -/- 2 · 10−3

F17(1990) 2020 1.5 2.5 7 1.1 0.004/0.6 0.04/− 0.003 0
F15(2000) 1980 0.05 0.824 8.5 1.5 0.2/1.47 0.08/0.25 0
D15(2060) 2100 0.43 0.53 4 0.613 0.181/0.261 −0.19/0.09 0
P11(2100) 2150 0.01 0.01 5 1.179 6.1/− 0.125 -/- 1
D13(2120) 2120 0.2 1.3 5 1.164 0.753/0.274 -0.267/0.175 1
P33(1600) 1600 0 5 1 0.8 −0.24 0.13 1
S31(1620) 1620 0 0.072 2.29 1 − −0.13 1
D33(1700) 1722 0 3.56 108.6 1.614 0.1 −0.2 10−2

S31(1900) 1860 0 1 2.5/4 0.7 −0.19 −0.25 1
F35(1905) 1880 0 2.62 25.3 1 −0.72 −0.013 0
P31(1910) 1910 0 0.8 3.2/3.4 1 0.11 − 1
P33(1920) 1890 0 0.4 6 1 −0.14 −0.73 10−4

F37(2200) 2200 0 3.5 6.5 1.1 −0.72 −0.013 0
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Дифференциальные сечения процессов электророждения каонов на протоне в кинематике W =

= 1.84 ГэВ и θKCM = 0. Сверху: dσL(Q2)/dΩCM
K , продольно поляризованные сечения, снизу: dσT (Q2)/dΩCM

K , поперечно
поляризованные сечения для процессов p(e, e′K+)Λ (слева) и p(e, e′K+)Σ0 и p(e, e′K0)Σ+ (справа). Пунктирные кривые
(черные и синяя) — модель K-MAID [9], зеленые штриховые — модель BS3 [5]. Расчет с моделью [4] — фиолетовый

штрих-двойной пунктир. Экспериментальные данные: [10] (Q2 = 0), [11], [12]

В данной работе именно борновским слагаемым
принадлежит ведущая роль в сечениях σL, что вы-
годно отличает данную модель от модели [5] сняти-
ем необходимости слабо обоснованного поиска мно-
гочисленных продольных констант связей виртуаль-
ных фотонов с возбужденными барионами. На рис. 2
сверху приведены результаты расчетов дифферен-
циальных сечений dσL/dΩ процессов p(e, e′K+)Λ и
p(e, e′K+)Σ0 в кинематике W = 1.84 ГэВ и θKCM = 0.
Слева сверху на рис. 2 черной пунктирной кри-
вой отмечен вклад в сечение резонансных состоя-
ний нуклона, заметный при Q2 > 2.25 ГэВ2. Ре-
зультаты расчетов для поперечной компоненты се-
чения электророждения каонов в той же кинемати-
ке даны на рис. 2 снизу для процессов p(e, e′K+)Λ и
p(e, e′K+)Σ0. Слева снизу на рис. 2 черной пунктир-

ной кривой отображен расчет без учета продольной
электромагнитной компоненты амплитуды электро-
рождения каонов. Как показывают расчеты, толь-
ко с учетом продольных компонент в амплитуде
электророждения удается компенсировать недоста-
ток сечения σT (Q

2) в областиQ2 = 0.5–2.5 ГэВ2, что
согласуется с ожиданиями работ [5, 7]. Для сравне-
ния слева на рис. 2 приведены расчеты по модели K-
MAID [9] (пунктирная черная кривая) и модели BS3
[5] (зеленые штриховые кривые). Согласия с данны-
ми удается достичь только с помощью нашей модели
и модели BS3.

Расчет резонансных вкладов в амплитуду элект-
ророждения в целом не отличался от расчетов про-
цессов фоторождения [4]. Как и ранее, предполага-
ется, что полная адронная ширина распада резонан-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Дифференциальное сечение dσT /dΩ в зависимости от полной энергии W при Q2 = 0.65 ГэВ2

для различных значений cos (θKCM ), а) для реакции p(e, e′K+)Λ, б) для p(e, e′K+)Σ0. Масштаб по осям графиков, отно-
сящихся к одной и той же реакции, одинаковый. Точки — экспериментальные данные [14]. Расчеты: черные сплошные

кривые — данная работа, синие штриховые — модель [15], фиолетовые штрихпунктирные — модель Janssen B [16]

са Γt(W ) есть сумма трех компонент:

Γt(W ) = ΓR→KΛ(W ) + ΓR→KΣ(W ) + Γinel(W ), (9)

каждая из которых зависит от полной энергии сис-
темы W . Введение компоненты Γinel(W ) с конс-

тантой связи finel позволяет эффективно учиты-
вать влияние не содержащих странность неупру-
гих каналов (πN, σN, ηN, f0N, a0N) распада бари-
онных резонансов. Значение константы finel фикси-
ровалось и не менялось для каналов K+Λ, K+Σ и
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K0Σ0. Исключение составляет резонансы P11(1880)

и S31(1900), P31(1910), для которых в зависимос-
ти от рассматриваемого канала менялось значение
finel. Это обстоятельство можно считать сравни-
тельно небольшой платой за пренебрежение кор-
ректным учетом связывания каналов. Факторы по-
давления, фигурирующие в адронных вершинах
распада резонансов с полным спином J , выбирались
в той же мульти-диполь-гауссовой форме, как и в
расчетах фоторождения [4]:

FmG(s,M,Λ,Γt(W ); J) =

=

(
M2 Γ2(J,W )

(s−M2)2 +M2Γ2(J ;W )

)J−1/2

×

× exp

(
− (s−M2)2

Λ4

)
,

Γ(J,W ) =
Γt(W )√
21/2J − 1

.

(10)

Как показали расчеты, зависимости (10) достаточно
и в области Q2 > 0, в которой роль резонансов за-
метна только в поперечно поляризованных сечениях
σT (Q

2), в чем можно убедиться, сопоставив между
собой экспериментальные сечения в зависимости от
W при фиксированных углах разлета частиц для
фото- и электророждения. Только для некоторых
резонансов, в частности для D13(1700), D15(1675),
D33(1700) и S31(1900), была введена дополнительная
k2-зависимость формфактора подавления в виде

Λ4
R

k4 + Λ4
R

(11)

с параметром обрезания ΛR = 0.3 ГэВ. Допол-
нительных, отличных от используемых в работе
[4], факторов подавления для s-канальных резо-
нансов, а также для u-канальных гиперонных ре-
зонансов не вводилось. Ввиду изменения парамет-
ров фоновых борновских вкладов, в модели элект-
ророждения используются некоторые другие пара-
метры адронных констант связей резонансов, пред-
ставленные в табл. 2. По сравнению с расчета-
ми [4] изменения в резонансных константах кос-
нулись практически всех наиболее важных резо-
нансов: F15(1680), P11(1710), F15(1860), D13(1875),
P11(1880), P13(1920), F17(1990), P11(2100), P31(1910),
P33(1920). Кроме того, включение нового «недоста-
ющего» резонанса F37(2200) стало необходимым для
корректного описания полного сечения фоторожде-
ния K+Σ0 в области Elab

γ > 1.9 ГэВ дополнени-
ем модели. Также в табл. 2 даны электромагнит-
ные константы: изоскалярная ks и изовекторная kv,
рассчитываемые для магнитных M и электрических

E переходов резонансов с изоспином 1/2, и элек-
тромагнитные константы gM и gE, рассчитываемые
отдельно для магнитных и электрических перехо-
дов резонансов с изоспином 3/2. Следует отметить,
что указанные электромагнитные константы, как и
параметры обрезания Λ, фигурирующие в формуле
(10), согласованы с более ранними расчетами, про-
веденными для фоторождения π0π0 и π0η на легких
ядрах [13]. Как показали проведенные расчеты по
модели электророждения [5], величина и знак про-
дольных электромагнитных констант связей gL мо-
гут быть важны для расчета сечений σL(Q

2), в ко-
торых при варьировании параметров gL обнаружи-
вается сильнейшая интерференция резонансных и
борновских вкладов. Как можно видеть из табл. 2, в
данной работе с использованием модели [5] для рас-
чета продольной компоненты в амплитуде электро-
рождения большинство продольных электромагнит-
ных констант gL равно или близко к нулю. Как от-
мечалось выше, это позволяет избавиться от допол-
нительных плохо контролируемых параметров мо-
дели. Те продольные константы, значения которых
равны единице, скорее, указывают на незаметную
роль данного резонанса в рассматриваемых реакци-
ях. Вклады гиперонных резонансов в u-каналах рас-
считывались так же, как и в случае фоторождения
по модели [4], без введения дополнительной k2-зави-
симости в формфакторы.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И
ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 3 представлены результаты расчетов
неполяризованного дифференциального dσT /dΩ се-
чения как функции полной энергии W при Q2 =

= 1 ГэВ2 для различных значений cos (θKCM ). Из
рисунка видно, что в области малых углов выле-
та частиц cos (θKCM ) = 0.05–0.9 дифференциаль-
ное сечение хорошо воспроизводит эксперименталь-
ные данные. В области бо́льших углов разлета тео-
рия слегка переоценивает эксперимент для реакции
p(e, e′K+)Λ. Для электророждения каонов в процес-
се p(e, e′K+)Σ0 модель хорошо передает характер
изменения экспериментальных данных при всех рас-
смотренных углах вылета частиц. Некоторая недо-
оценка сечения процесса p(e, e′K+)Σ0 имеет место
в области θKCM ≈ 90◦ с ростом W . Отметим, что
наши расчеты показывают наличие слабой интер-
ференции между борновскими и s-канальными ре-
зонансами в поперечном сечении dσT /dΩ, приводя-
щей к характерным пиковым структурам в сечении

4 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 4. (В цвете онлайн) а) Дифференциальное сечение dσ/dΩK
CM (Q2) для различных значений степени поляризации

ε = 0.439, 0.662, 0.78. Эксперимент: [11]. б) Дифференциальное сечение dσ/dΩK
CM (Elab

γ ) в кинематике θKCM = 6◦ про-
цессов p(e, e′K+)Λ, p(e, e′K+)Σ0 и p(e, e′K0)Σ+ для различных значений Q2 в сравнении с данными [10] (Q2 = 0), [19]

(Q2 = 0), [17], [18] и моделью BS3 [5]

при некоторых значениях W процесса p(e, e′K+)Λ.
При первом сравнении данных по электророждению
K+Σ0 [14] с данными по фоторождению (см., напри-
мер, ссылки [35–37] в работе [4]) при близких зна-
чениях θKCM можно сделать вывод о том, что оба
этих процесса обусловлены поперечно поляризован-
ной компонентой сечения: форма и порядок сече-
ния одинаков. Указанное обстоятельство согласует-
ся с нашим предположением о пренебрежимо малом
вкладе резонансов в σL. Для сравнения на рис. 3
представлены результаты расчетов по моделям [15],
Janssen B [16], K-MAID [9]. Ни одна из этих моделей
не воспроизводит сечения dσT /dΩ в широкой обла-
сти углов для конечных KΛ- и KΣ-состояний.

Как мы видели на рис. 2, построенная нами мо-
дель достаточно хорошо воспроизводит близкий к
линейному характер уменьшения дифференциаль-
ного сечения dσT /dΩ(Q

2) с ростом Q2 для процес-
сов p(e, e′K+)Σ0, p(e, e′K0)Σ+. Именно наличие про-
дольных электромагнитных вкладов в борновской
части амплитуды электророждения позволяет опи-
сать эксперимент [11]. При этом сечение dσL/dΩ(Q

2)

для процесса p(e, e′K0)Σ+ оказывается той же ве-
личины, что и для реакции p(e, e′K+)Σ0, а сече-
ние dσT /dΩ(Q

2) для p(e, e′K0)Σ+ заметно отлича-
ется от сечения реакции p(e, e′K+)Σ0 только в об-
ласти Q2 < 0.5 ГэВ2, что связано с заметной ролью
S31(1900) в данной области.

Описание электророждения каонов с использо-
ванием формулы (3) выполнено для нескольких се-

Рис. 5. (В цвете онлайн) Дифференциальное сечение
dσ/dΩK

CM (Q2) в зависимости от cos (θKCM ) для процессов
p(e, e′K+)Λ и p(e, e′K+)Σ0 в различных кинематиках. Экс-
перимент: [7]. Черные сплошные кривые — данная работа,
пунктирные — модель K-MAID [9], зеленые штриховые —

модель BS3 [5]

рий значений степени поляризации ε, полученной
в опыте [11]. При этом расчеты проводились для
средних значений ε = 0.439, 0.662, 0.78, полученных
в серии опытов [11] при различных Q2. Результаты
расчетов сечения dσ/dΩK

CM (Q2) в кинематике W =

= 1.84 ГэВ, θKCM = 0 представлены на рис. 4а. Из
рисунка видно, что ближе к эксперименту лежит
наш расчет с ε = 0.662. Отметим также, что наши
расчеты предсказывают наличие минимума в сече-
нии dσ/dΩK

CM (Q2) в области Q2 ≈ 0.15 ГэВ2, отсут-
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Рис. 6. Отношение (Ratio) продольно (а) и поперечно (б) поляризованных сечений электророждения каонов в процессах
p(e, e′K+)Λ и p(e, e′K+)Σ0 при W = 1.84 ГэВ и θKCM = 0. Эксперимент: [11]

ствующего в предсказаниях модели BS3 [5]. Указан-
ный минимум связан с более сильным уменьшением
сечения dσT /dΩ(Q

2) с ростом Q2 в области Q2 <

< 0.25 ГэВ2. На рис. 4б показаны результаты расче-
тов сечения dσ/dΩK

CM (Elab
γ ) в зависимости от энер-

гии фотонов в лабораторной системе в кинематике
θKCM = 6◦ для процессов p(e, e′K+)Λ, p(e, e′K+)Σ0

и p(e, e′K0)Σ+. Особенность этого сечения заклю-
чается в том, что имеющимся экспериментальным
точкам в данной кинематике [17] и [18] соответству-
ет большой разброс в значениях Q2. Из сравнения
предсказаний развиваемой модели с этими данными
для нескольких значений Q2 видно, что характер-
ный рост сечения, связанный с t-канальными вкла-
дами в σL, согласуется с данными [17] и [18] при
Q2 = 0.04 ГэВ2. При этом положение расчетных
данных относительно точки Q2 = 0 практически
не меняется, как и должно быть при главенству-
ющей роли поперечно поляризованной компоненты
сечения в фоторождении. Интересно отметить, что
имеющиеся в литературе модельные расчеты, в том
числе в работе [5], при θKCM = 6◦ не обладают ха-
рактерным ростом dσ/dΩK

CM (Elab
γ ) сечения с увели-

чением энергии (см. зеленую штриховую кривую на
рис. 4б) и недооценивают экспериментальные точ-
ки [17] и [18] при Q2 ≈ 2.2 ГэВ2. Модель K-MAID
[9] плохо согласуется с данными [10] и неверно пе-
редает поведение сечения dσ/dΩK

CM (Elab
γ ) с ростом

энергии.

После того как было установлено хорошее со-
гласие предсказаний данной модели с полученны-

ми в опытах поперечно и продольно поляризован-
ными сечениями dσ/dΩK

CM (Q2) в области малых
углов разлета частиц, на следующем этапе срав-
нивались угловые распределения частиц процессов
p(e, e′K+)Λ и p(e, e′K+)Σ0 при различных значе-
ниях полной энергии W и переданного импульса
Q2. На рис. 5 даны угловые распределения сече-
ния dσ/dΩK

CM (Q2) при двух значениях полной энер-
гии W = 1.75, 1.84 и двух значениях переданного
импульса Q2 = 0.05, 0.036 соответственно. Как ви-
дим из рисунка, предсказания модели очень хорошо
согласуются со средними значениями эксперимен-
тальных данных и тем более укладываются в до-
статочно большие относительные ошибки этих дан-
ных. По этой же причине следует считать согласие с
данными приемлемым и для предсказаний моделей
K-MAID [9] и BS3 [5].

Дополнительной проверкой предсказаний моде-
ли является воспроизведение не только отдель-
ных компонент сечения электророждения σL(Q

2) и
σT (Q

2), но и отношения этих компонент друг к дру-
гу. На рис. 6 показаны результаты расчетов отно-
шений продольно и поперечно поляризованных се-
чений процессов p(e, e′K+)Λ и p(e, e′K+)Σ0. Нам не
удалось найти в имеющейся литературе других рас-
четов указанных отношений сечений электророжде-
ния каонов в процессах p(e, e′K+)Λ и p(e, e′K+)Σ0.
Из рисунка видно, что наши расчеты очень хорошо
согласуются с имеющимися данными и показыва-
ют характерный рост сечения в области малых Q2.
Данные отношения показывают нетривиальное раз-
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Дифференциальные сечения dσ/dΩ фоторождения каонов в процессах p(γ,K+)Λ (верхний
ряд), p(γ,K+)Σ0 (средний ряд) и p(γ,K0)Σ+ (нижний ряд) как функция cos (θKCM ) при трех различных полных энер-
гиях системы для каждого процесса. Экспериментальные данные: [19–24]. Черные сплошные кривые — данная работа,

пунктирные — модель K-MAID [9], зеленые штриховые — модель BS3 [5]

личие в динамиках электророждения Λ- и Σ-гиперо-
нов, сечения образования которых в области малых
Q2, Q2 < 0.25 ГэВ2, сами по себе достаточно малы.

Проведенные расчеты показали, что построен-
ная модель хорошо воспроизводит не только сечения
электророждения каонов в процессах p(e, e′K+)Λ,
p(e, e′K+)Σ0 и p(e, e′K0)Σ+ в зависимости от Q2, но
и имеющиеся угловые распределения процессов при
различных значениях полной энергии системы W .
Кроме того, модель правильно передает рост сече-
ния электророждения p(e, e′K+)Λ при малых углах
разлета частиц в системе центра масс, что позво-
ляет рекомендовать данный подход к исследованию
электророждения каонов на легких гиперядрах. На-
конец, построенная модель очень хорошо воспроиз-
водит отношение продольно и поперечно поляризо-
ванных компонент сечений электророждения каонов
в процессах p(e, e′K+)Λ, p(e, e′K+)Σ0, что позволяет

использовать модель для изучения более тонких яв-
лений, таких как конверсия гиперонов и многочас-
тичное гиперон-нуклон-гиперонное взаимодействие
в ядрах.

Изменения, представленные в данной работе, по
сравнению с более ранними расчетами [4] также не
искажают предсказания модели при Q2 = 0. На
рис. 7 приведены угловые распределения процессов
p(γ,K+)Λ, p(γ,K+)Σ0 и p(γ,K0)Σ+ при трех раз-
личных значениях полной энергии системы. Каче-
ство воспроизведения экспериментальных данных,
несмотря на проведенные изменения модели, прак-
тически не изменилось. Как и в более ранней работе
[4], имеется расхождение в предсказании дифферен-
циального сечения dσ/dΩ для процесса p(γ,K+)Σ0

при W = 1.87 ГэВ. Из проведенных расчетов так-
же следует указание на большую роль отдельных
резонансных вкладов в дифференциальные сечения
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Полные сечения процессов фоторождения p(γ,K+)Λ, p(γ,K+)Σ0 и p(γ,K0)Σ+. Эксперимен-
тальные данные: [22–25]. Черные сплошные кривые — данная работа, зеленая штриховая кривая — модель BS3 [5],

фиолетовые штрихпунктирные кривые — модель SL [26]

фоторождения. В частности, в процессе p(γ,K+)Σ0

большую роль играет не только величина констант
связей резонанса P33(1920), но и их знак. В данной
модели не уделялось пристального внимания свя-
зи полученных в расчетах значений адронных кон-
стант с допустимыми в Particle Data Group диапа-
зонами адронных ширин распада резонансов. Более
корректный расчет резонансных вкладов с учетом
связывания различных каналов между собой позво-
лил бы в дальнейшем строго ограничить диапазон
возможных значений и знак адронных констант свя-
зей.

Сравнение получаемых в данной модели и
в моделях K-MAID [9], SL [26], BS3 [5] пол-
ных сечений фоторождения каонов в процессах
p(γ,K+)Λ, p(γ,K+)Σ0 и p(γ,K0)Σ+ представлено
на рис. 8. Введение нового «недостающего» резо-
нанса F37(2200) позволило лучше описать полное
сечение p(γ,K+)Σ0 в области Elab

γ > 1.9 ГэВ. Как
видим, согласие результатов расчетов по развива-

емой модели с экспериментальными данными не
хуже, чем в работах [4, 5].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе представлена расширенная в об-
ласть Q2 > 0 для каналов электророждения K+Λ0,
K+Σ0 и K0Σ+ модель работы [4]. На каждом эта-
пе расчетов используются калибровочно-инвариант-
ные выражения для амплитуд, а общая унитарность
матрицы рассеяния частично восстанавливается с
помощью введения импульсной зависимости в ад-
ронных ширинах распада. Отличительной особенно-
стью модели является специальным образом подо-
бранная функциональная зависимость формфакто-
ров подавления сечения в области Q2 > 0. По срав-
нению с более ранней моделью [5] s-, t-, u-борновские
слагаемые амплитуды электророждения сильнее по-
давлены формфакторами подавления, а получен-
ные сравнительно малые вклады продольно поляри-
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зованных резонансных компонент амплитуды элек-
тророждения избавляют весь подход от необходимо-
сти подбора такого рода плохо контролируемых па-
раметров. Предложенная модель единым образом и
одинаково хорошо описывает сечения фото- и элек-
тророждения каонов в трех зарядовых каналах на
протоне, что выгодно отличает ее от более ранних
моделей. Несмотря на некоторые отличия предска-
заний данной модели от экспериментальных дан-
ных, в частности, в области больших углов разлета
K+Λ-частиц, представленный подход может быть в
дальнейшем легко обобщен на каналы электророж-
дения каонов на нейтроне и в целом на легких ядрах.

В данной работе адронные резонансы в s- и
u-каналах для поперечно поляризованных сечений,
а также параметры обрезания в соответствующих
факторах подавления находились в рамках развито-
го ранее в работе [13] формализма расчета сечений
когерентных реакций γ → π0π0 и γ → π0η. По
этой причине данную работу можно рассматривать
как продолжение систематического исследования
реакций фото- и электророждения мезонов на
протоне в резонансной области.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект №20-02-00004).
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С помощью расчетов ab initio исследована деформация межатомных связей в верхних атомных сло-
ях поверхности Ge(111) со структурами c(2 × 8), 7 × 7 и 5 × 5. Расчеты выполнены в рамках теории
функционала плотности как для релаксированной, так и для упруго-сжатой поверхности Ge(111). Было
показано, что вплоть до 4-процентного сжатия решетки в верхнем слое поверхности Ge(111) со струк-
турами 7 × 7 и 5 × 5 наблюдается деформация растяжения связей. При этом деформация связей на
поверхности со структурой 5×5 больше, чем на поверхности со структурой 7×7, что вызвано в среднем
большей деформацией димеров в структуре 5× 5. Результаты работы позволяют корректно интерпрети-
ровать экспериментальные данные, получаемые в процессе формирования смачивающего слоя при росте
Ge/Si(111).

DOI: 10.31857/S0044451021070063

1. ВВЕДЕНИЕ

В последние два десятка лет было проведено
множество исследований, касающихся свойств сис-
темы Ge/Si, и активные исследования в этой об-
ласти до сих пор продолжаются [1–4]. Интерес к
этой системе вызван тем, что технология создания
устройств на основе Ge/Si совместима с уже имею-
щейся технологией для Si. В то же время исполь-
зование Ge дает ряд преимуществ, так как подвиж-
ность носителей заряда в Ge больше, чем в Si [5].
Кроме того, было продемонстрировано, что нано-
структуры Ge/Si с квантовыми точками являются
перспективными для применения в оптоэлектронике
[6]. Таким образом, понимание атомных процессов,
происходящих в этой системе, является важным.

Из-за того что постоянная решетки Ge пример-
но на 4% больше, чем Si, система Ge/Si является
напряженной и используется в качестве модельной
системы для изучения роста по механизму Стран-
ского –Крастанова. При росте по этому механизму
после формирования первых нескольких эпитакси-

* E-mail: zhachuk@gmail.com

альных слоев (так называемого смачивающего слоя,
СС) происходит рост трехмерных островков на СС.
Так, на поверхности Si(111) при росте Ge в квази-
равновесных условиях СС состоит из трех атомных
слоев [7]. Каждый атомный слой (111) решетки ти-
па алмаза состоит из двух монослоев, поэтому такой
слой называют также бислоем (рис. 1a). Отдельные
слои соединены между собой вертикальными связя-
ми в направлении [111]. Нужно заметить, что в ста-
дии формирования СС дислокации несоответствия
не формируются, так как толщина пленки являет-
ся докритической и, следовательно, протекание пла-
стической релаксации напряжений энергетически не
выгодно.

Формирование СС Ge/Si(111) подробно описано
в литературе [8]. Оно состоит из трех последова-
тельных стадий: а) зарождение островков Ge тол-
щиной 3 бислоя (высотой около 1 нм) на чистой по-
верхности Si(111)-7 × 7; б) латеральный рост ост-
ровков Ge без изменения их толщины; в) смыкание
краев соседних островков с образованием сплош-
ного СС. Экспериментально установлено, что лате-
ральный рост островков Ge/Si(111) при формиро-
вании СС сопровождается изменением структуры
(111)-террас на поверхности островков Ge. В ста-
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Рис. 1. (В цвете онлайн) a) DAS-модель структуры 7 × 7, вид сбоку (в направлении [1̄10]). На рисунках б–г показаны
связи, исследуемые в этой работе. б) Адатомы в ячейке 7× 7 и относящиеся к ним связи. в) Атомы 1-го слоя (неполный
бислой и димеры) и относящиеся к ним связи. Связи, относящиеся к димерам, выделены черным. г) Атомы 2-го и 3-го

слоев и относящиеся к ним связи

дии а) поверхность островков имеет структуру 7×7,
характерную для чистых ненапряженных поверхно-
стей Si(111), в стадии б) на поверхности островков
наблюдаются структуры 7× 7 и 5× 5, а в стадии в)
поверхность сформированного CC имеет структуру
5× 5.

Поверхностные структуры 7× 7 и 5× 5 описыва-
ются атомной DAS-моделью (dimer adatom stacking
fault), которая охватывает целое семейство струк-
тур, определяемых как (2n + 1) × (2n + 1), где n =

= 1, 2, 3, . . . [9, 10]. В DAS-модели в углах ячеек
имеются вакансии (угловые вакансии, УВ) в первом
атомном слое (рис. 1а). В недавно опубликованных
работах [11,12] утверждается, что изменение струк-
туры поверхности островков Ge от 7× 7 к 5× 5 при
формировании СС Ge/Si(111) приводит к частич-
ной релаксации напряжений сжатия, имеющих ме-
сто в СС. Эта интересная идея вызвана кажущей-
ся аналогией между дислокациями несоответствия,
приводящими к релаксации напряжений в толстых
пленках Ge/Si [13] и УВ в структурах 7× 7 и 5× 5.
Идея работ [11,12] состоит в следующем: поскольку
размер ячейки 5× 5 меньше, чем ячейки 7× 7, чис-
ло УВ на единицу площади больше. Следовательно,
поверхность Ge со структурой 5 × 5 должна быть
менее напряженной, чем поверхность Ge(111)-7 × 7

из-за большего количества пустот в первом атом-
ном слое, куда при сжатии могут смещаться атомы
поверхности. Нужно заметить, однако, что прямых
экспериментальных доказательств того, что поверх-
ность островков Ge(111)-5×5 является более релак-
сированной, чем Ge(111)-7× 7, нет. Таким образом,
выводы работ [11, 12] основаны исключительно на
оценках, сделанных на основе теории упругости.

Хорошо известно, что тензор напряжений по-
верхности зависит от особенностей связей атомов на
ней, в частности, от топологии этих связей [14]. Сле-
довательно, релаксация напряжений на поверхности
и в тонкой пленке зависит от особенностей химиче-
ских связей атомов Ge в структурах 7×7 и 5×5, ко-
торые никак не учитываются при расчете в рамках
теории упругости с использованием констант, полу-
ченных для объемных материалов. В частности, гео-
метрия связей атомов в DAS-структурах сильно от-
личается от имеющейся в объеме кристаллов с ре-
шеткой типа алмаза [9]. Это наблюдение ставит под
сомнение достоверность выводов, сделанных в рабо-
тах [11, 12].

Кроме того, в работе [8] нами были рассчи-
таны зависимости энергий поверхностей Si(111) и
Ge(111) от деформации поверхности (см. рис. 2 ра-
боты [8]). На основе полученных данных было пока-
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зано, что тензор напряжений для недеформирован-
ных поверхностей со структурой 5×5 выше, чем для
поверхностей со структурой 7×7 (см. табл. 1 работы
[8]). Используя данные, приведенные на рис. 2 рабо-
ты [8], можно показать, что это справедливо также
и для поверхности Ge(111), двухосно сжатой на 4%
в плоскости. Таким образом, результаты работы [8]
свидетельствуют об отсутствии релаксации поверх-
ности Ge(111) при изменении структуры от 7 × 7 к
5× 5.

В данной работе с помощью расчетов на основе
теории функционала плотности (density functional
theory, DFT) и с использованием атомных моделей
структур c(2×8), 7×7 и 5×5 подробно исследована
деформация межатомных связей в приповерхност-
ных слоях Ge(111) в зависимости от степени сжатия
кристаллической решетки. Заметим, что деформа-
ция межатомных связей на поверхности по отноше-
нию к равновесным связям в объеме кристалла яв-
ляется основным фактором, определяющим напря-
женность поверхности. Хотя исследование на основе
анализа деформации связей является скорее каче-
ственным, оно позволяет выяснить, почему поверх-
ность с одной структурой является более напряжен-
ной, чем с другой, а также определить, какие эле-
менты реконструкции поверхности влияют на ре-
лаксацию поверхности при ее деформации.

2. ДЕТАЛИ РАСЧЕТОВ

Расчеты на основе DFT были выполнены с по-
мощью программного пакета Siesta [15] в приближе-
нии локальной электронной плотности (local density
approximation, LDA) для обменно-корреляционного
взаимодействия между электронами [16] и с ис-
пользованием псевдопотенциалов [17]. Нами были
использованы псевдопотенциалы из базы данных
программного пакета ABINIT [18], так как ранее
было продемонстрировано, что результаты расче-
тов, выполненных с их использованием, хорошо
согласуются как с экспериментальными данными,
так и с данными, полученными с помощью дру-
гих программных пакетов [8, 19, 20]. Для поверх-
ности Ge(111)-c(2 × 8) были проведены также те-
стовые расчеты с использованием корреляционно-
обменного функционала в приближении обобщен-
ного градиента (generalized gradient approximation,
GGA) [21], о чем кратко упоминается в тексте. Со-
стояния валентных электронов были представлены
в виде линейной комбинации атомных орбиталей
[15]. Для ускорения расчетов использовались раз-

личные наборы базисных функций для атомов Ge
верхних и нижних слоев. Так, для трех верхних сло-
ев атомов Ge использовали по два набора s- и p-ор-
биталей плюс один набор d-орбиталей (13 функций
на атом), а для трех нижних слоев атомов Ge —
один набор s-орбиталей и один набор p-орбиталей
(4 функции на атом). Для атомов H использовали
один набор s-орбиталей (1 функция на атом).

Ранее было установлено, что структуры c(2× 8),
7 × 7 и 5 × 5 соответствуют различным степеням
сжатия решетки Ge(111) [8], поэтому для полноты
исследования мы провели расчеты для всех трех
структур. Для расчетов использовали плиты (slabs),
состоящие из 6 слоев Ge(111), как в работе [8]. На
верхней поверхности задавали структуры c(2 × 8),
7× 7 и 5× 5, а нижняя поверхность с оборванными
связями была пассивирована атомами H. Структу-
ры c(2 × 8), 7 × 7 и 5 × 5 строили в соответствии
с их атомными моделями: простой адатомной мо-
делью для структуры c(2 × 8) [22] и DAS-моделью
для структур 7 × 7 и 5 × 5 [9, 10]. Вакуумный про-
межуток составлял 30 Å. Интегрирование по зоне
Бриллюэна проводилось с использованием плотных
решеток из k-точек, заданных по схеме Монкхорс-
та –Пака [23]: 8× 2× 1 для структуры c(2× 8) (бы-
ла использована прямоугольная расчетная ячейка,
в 2 раза бо́льшая по площади элементарной ячейки
c(2×8)), 4×4×1 для структуры 5×5 и 3×3×1 для
структуры 7×7. Упруго-напряженные слои Ge(111),
имеющие место при формировании СС Ge/Si(111),
моделировали путем двухосной (biaxial) деформа-
ции εb плит в диапазоне −4, . . . , 0% (сжатие) в плос-
кости (111). Использование плит толщиной 6 слоев
является корректной моделью для исследования де-
формаций межатомных связей в СС Ge/Si(111) тол-
щиной 3 слоя, так как результаты показывают, что
деформации связей, обусловленные влиянием по-
верхности, в основном локализованы в первых двух
поверхностных слоях. Координаты атомов верхних
пяти слоев Ge оптимизировали до тех пор, пока
действующие на них силы не становились меньше
0.01 эВ/Å, после чего считалось, что поверхность до-
стигла равновесия. Расчетное значение постоянной
решетки Ge составляло 5.650 Å при использовании
LDA и 5.777 Å при использовании GGA (экспери-
ментальное значение 5.660 Å).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

При сжатии решетки Ge в плоскости (111) про-
исходит увеличение межплоскостного расстояния
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Таблица. Количество различных связей в верхнем (реконструированном) слое поверхности Ge(111) с различными
структурами и площади ячеек этих структур

Структура
поверхности

Ge(111)

Площадь ячейки, Å2 Число связей на ячейку сверхструктуры
εb=0% εb = −4% к адатомам к димерам в 1-м всего

бислое
c(2× 8) 110.5 101.8 6 0 24 30

7× 7 676.8 623.8 36 45 90 171

5× 5 345.3 318.3 18 30 36 84

между отдельными слоями [8] с соответствующим
удлинением связей Ge–Ge. В настоящей работе мы
исследовали изменение межатомных связей в от-
дельных слоях при сжатии решетки Ge и при этом
не следили за связями между слоями Ge, так как
эти связи в меньшей степени влияют на релаксацию
напряжений, вызванных интерфейсом Ge/Si(111).
Влияние углов между связями на степень напря-
женности поверхности также не рассматривалось.

На рис. 1a показана DAS-модель структуры 7×7

поверхности (111) [9]. На рис. 1б–г изображены от-
дельные слои структуры 7 × 7. Рисунки 1б–г иллю-
стрируют межатомные связи, которые учитывались
в нашем анализе. Межатомные связи на поверхно-
стях со структурами 5×5 и c(2×8) рассматривались
аналогичным образом. В таблице приведены данные
о количестве различных связей в верхнем (рекон-
струированном) слое поверхности Ge(111) с различ-
ными рассматриваемыми структурами.

Нами были рассчитаны средние деформации
длин межатомных связей

δ =
100%

N

∑
i

li − l0
l0

,

где l0 — равновесная длина связей Ge–Ge в объе-
ме кристалла при εb = 0%, а N — число иссле-
дуемых связей. На рис. 2 приведены зависимости
δ(εb) для верхних слоев поверхностей Ge(111) с раз-
личной структурой, рассчитанные с использовани-
ем LDA для корреляционно-обменного функциона-
ла. Были проведены также тестовые расчеты с ис-
пользованием GGA [21] для поверхности Ge(111) со
структурой c(2 × 8). Расчеты показали, что

| δLDA − δGGA |< 0.1%.

Из данных, представленных на рис. 2 можно сделать
следующие выводы.
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Рис. 2. Зависимости средней деформации длин межатом-
ных связей (δ) в верхних слоях поверхностей Ge(111) с
различной структурой от двухосной деформации (εb) ре-

шетки Ge в плоскости (111)

1. Связи в верхнем (реконструированном) слое
при εb = 0% имеют сильную деформацию растя-
жения (δ > 0%) для всех структур на поверхности
Ge(111).

2. Наиболее деформированные связи в верхнем
слое имеют место для структуры 5 × 5, а наименее
деформированные — для структуры c(2× 8).

3. Деформации связей, вызванные влиянием по-
верхности, очень быстро затухают в глубь кристал-
ла. Деформация связей во втором и третьем бисло-
ях при εb = 0% уже близка к нулю. Таким образом,
поверхности с разной структурой различаются де-
формацией связей лишь в верхнем слое.

4. При сжатии решетки кристалла в плоскости
(111) атомные связи во втором и третьем слоях ожи-
даемо укорачиваются. При этом растянутые связи
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в верхнем слое релаксируют, приближаясь к равно-
весной длине. Тем не менее связи в верхнем слое
остаются растянутыми даже при εb = −4%.

Плотность межатомных связей (n) в верхнем
слое поверхности Ge(111)-7 × 7 составляет n ≈
≈ 0.25 Å−2 при εb = 0% и n ≈ 0.27 Å−2 при εb =

= −4%, а в структуре 5× 5 несколько меньше: n ≈
≈ 0.24 Å−2 при εb = 0% и n ≈ 0.26 Å−2 при εb =

= −4% (см. таблицу). Это вызвано тем, что размер
ячейки 5 × 5 меньше, чем ячейки 7 × 7 и, следова-
тельно, плотность УВ на поверхности Ge(111)-5× 5

больше. Выше мы сравнили средние значения де-
формаций δ по верхнему слою поверхности Ge(111)
и нашли, что δ5×5 > δ7×7. Это неравенство сохраня-
ется также при учете разного количества связей на
поверхностях со структурами 7×7 и 5×5, а именно:
n5×5δ5×5 > n7×7δ7×7.

Сильно растянутые связи в верхнем атомном
слое поверхности и почти недеформированные связи
в нижележащих слоях при εb = 0% свидетельству-
ют о наличии значительного напряжения растяже-
ния (σ > 0) поверхности. Ранее наличие напряже-
ния растяжения на реконструированных поверхно-
стях Ge(111) было установлено путем расчета зави-
симостей энергий γ этих поверхностей от двухосной
деформации решетки Ge в плоскости (111) [8]. Было
также показано, что наличие напряжений растяже-
ния характерно для реконструированных поверхно-
стей Si(111) [8, 24], что ожидаемо из-за близких хи-
мических свойств Ge и Si. Поскольку поверхности
со структурой 5 × 5 имеют бо́льшую деформацию
связей, чем поверхности со структурой 7 × 7, они
должны быть сильнее напряжены, т. е. σ5×5 > σ7×7.
И действительно, расчет тензоров напряжений это
подтверждает [8, 24].

На рис. 3 приведены зависимости δ(εb) для от-
дельных групп связей верхнего атомного слоя по-
верхности Ge(111) с различной структурой (1-го
бислоя, адатомов и димеров), рассчитанные с ис-
пользованием LDA для корреляционно-обменного
функционала. Эти данные дают детальное пред-
ставление о том, как распределены деформации свя-
зей в реконструированном слое. Из данных, пред-
ставленных на рис. 3, можно сделать следующие вы-
воды.

1. Наиболее деформированные связи обусловле-
ны адатомами на поверхности Ge(111), следом идут
связи в димерах, а затем связи в 1-м бислое.

2. Связи в 1-м бислое поверхности Ge(111) со
структурой c(2× 8) заметно менее деформированы,
чем эти связи на поверхностях со структурами 7×7

и 5× 5. Это объясняется отсутствием димеров в со-

Рис. 3. (В цвете онлайн) Зависимости средней деформа-
ции длин межатомных связей (δ) в верхнем атомном слое
поверхностей Ge(111) с различной структурой от двухос-

ной деформации (εb) решетки Ge в плоскости (111)

ставе структуры c(2×8), вызывающих дополнитель-
ное растяжение связей в 1-м бислое поверхностей со
структурами 7× 7 и 5× 5.

3. Связи в димерах в структуре 5 × 5 в среднем
сильнее деформированы, чем в структуре 7×7. Это
вызвано тем, что связи в димерах, расположенных
посередине между УВ структуры 7×7 (рис. 1в), ме-
нее деформированы, чем связи в димерах, располо-
женных вблизи УВ. Следует отметить, что в струк-
туре 5× 5 все димеры расположены вблизи УВ.

4. Изменения деформаций связей 1-го бислоя и
адатомов при изменении двухосной деформации ре-
шетки Ge(111) тесно связаны. Так, быстрое изме-
нение деформаций связей, ведущих к адатомам в
структуре c(2× 8), соответствует быстрому измене-
нию деформаций связей в 1-м бислое этой структу-
ры. Аналогично, медленное изменение деформаций
связей, ведущих к адатомам в структурах 7 × 7 и
5 × 5, соответствует медленному изменению дефор-
маций связей в 1-х бислоях этих структур. Следова-
тельно, изменение деформации решетки Ge(111) в
случае структур 7×7 и 5×5 отражается в основном
на деформации связей в димерах.

Исходя из изложенного выше, можно утверж-
дать, что более высокая деформация связей верх-
него слоя поверхности Ge(111)-5× 5 по сравнению с
этими связями в структуре 7×7 (см. рис. 2) вызвана
большей деформацией связей в димерах в структу-
ре 5× 5. Динамика изменения деформаций связей в
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верхних слоях структур 7× 7 и 5× 5 при изменении
двухосной деформации решетки (см. рис. 2) связа-
на в основном с релаксацией связей в димерах при
сжатии решетки Ge в плоскости (111).

В работе [25] было проведено исследование спек-
тра комбинационного рассеяния света на опти-
ческих фононах широких трехслойных островков
Ge(111)-7 × 7, образующихся на начальной стадии
формирования СС Ge/Si(111). На основе анализа
сдвига частот фононов был сделан вывод, что де-
формация островков значительно меньше ожидае-
мых 4%. В работе была высказана гипотеза, что
это вызвано реконструкцией 7 × 7-поверхности ост-
ровков германия. Результаты, полученные в нашей
работе, подтверждают это предположение: растяну-
тые связи первого слоя поверхности Ge(111)-7 × 7

при деформации εb = −4% существенно релаксиру-
ют, что должно приводить к меньшему сдвигу час-
тот.

4. ВЫВОДЫ

С помощью расчетов на основе DFT исследована
деформация межатомных связей в верхних атомных
слоях поверхности Ge(111) со структурами c(2× 8),
7×7 и 5×5. Получена детальная информация о рас-
пределении деформаций связей в ячейках структур
на поверхности и в более глубоких слоях. Найдено,
что релаксация связей в реконструированных слоях
поверхности Ge(111) со структурами 7 × 7 и 5 × 5

при сжатии решетки происходит существенно ина-
че, нежели это описано в работах [11, 12], а именно:

1. Атомные связи в верхнем слое поверхности
Ge(111) со структурами 7×7 и 5×5 являются растя-
нутыми при всех рассмотренных деформациях ре-
шетки (εb = −4, . . . , 0%), а не сжатыми, как это
можно было бы ожидать для Ge/Si(111).

2. Угловые вакансии в структурах 7 × 7 и 5 × 5

не имеют прямого отношения к релаксации поверх-
ности Ge(111) при сжатии решетки. Релаксация
при сжатии решетки происходит в основном посред-
ством уменьшения деформации растянутых связей
в димерах, расположенных по периметрам полови-
нок ячеек 7× 7 и 5× 5.

3. Атомные связи на поверхности Ge(111) со
структурой 5 × 5 являются в среднем более дефор-
мированными, чем со структурой 7 × 7. Поскольку
при этом тензор напряжений для поверхности со
структурой 5 × 5 больше, чем для поверхности
со структурой 7 × 7, релаксации напряжений при

изменении структуры Ge(111) от 7 × 7 к 5 × 5 не
происходит.
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Представлены результаты мессбауэровских измерений на ядрах зондовых атомов 57Fe в структуре перов-
скитоподобного хромита TlCr0.9557Fe0.05O3, синтезированного при высоком давлении. Анализируются
причины наблюдаемых различий параметров электрических и магнитных сверхтонких взаимодействий
ядер 57Fe в хромите TlCrO3 и изоструктурных ему хромитах редкоземельных металлов. Рассмотрены
различные по знаку вклады в обменные взаимодействия Fe–O–Cr и Cr–O–Cr в ферритах-хромитах со
структурой типа перовскита. Проведены измерения магнитных и термодинамических свойств исследуе-
мого хромита в сравнении с данными для нелегированного железом образца TlCrO3.

DOI: 10.31857/S0044451021070075

1. ВВЕДЕНИЕ

Неослабевающий интерес к перовскитоподобным
оксидам AMO3 переходных металлов (M) обуслов-
лен большим разнообразием их магнитных и элект-
рических характеристик, параметры которых мож-
но варьировать в широком диапазоне, изменяя, на-
пример, состав подрешетки «крупных» катионов
Am+ (m = 2 — щелочноземельные металлы; m =

= 3 — РЗЭ, Bi. . . ) (рис. 1а). Традиционно подобное
влияние связывается со стерическими эффектами,
т. е. влиянием ионного радиуса катиона Am+ на гео-
метрические параметры связей M–O–M, определяю-
щих силу и знак косвенных магнитных взаимодей-
ствий Mn+, а также степень делокализации d-элект-
ронов (ширину образованной ими зоны) в подре-
шетке переходного металла [1]. Одним из экспери-
ментальных проявлений подобного влияния может
быть изменение параметров сверхтонких взаимодей-
ствий мессбауэровских нуклидов [2]. Ранее подобно-

* E-mail: alex@radio.chem.msu.ru
** Wei Yi

го рода исследования проводились для серии орто-
ферритов RFeO3 (R = РЗЭ, Y), для которых вели-
чина сверхтонкого магнитного поля Hhf на ядрах
57Fe монотонно меняется с изменением ионного ра-
диуса R3+ [3, 4]. Согласно результатам теоретичес-
ких исследований [4], наблюдаемая угловая зависи-
мость Hhf ∝ cos2 ϑ связана с увеличением степе-
ни перекрывания 3d(Fe)- и 2p(O)-орбиталей в связях
Fe–O–Fe при увеличении угла ϑ→ 180◦, обусловлен-
ном ростом радиусов катионов R3+ в решетке RFeO3

(рис. 1б).

Интересно, что аналогичные угловые зависи-
мости сверхтонких полей Hhf наблюдались также
на ядрах зондовых атомов 119Sn и 57Fe, введен-
ных соответственно в матрицы RFeO3 [5] и RCrO3

[6] (R = РЗЭ). Таким образом, зондовые атомы
могут служить своеобразными индикаторами то-
го, в какой степени структурные факторы влияют
на микроскопические параметры перовскитоподоб-
ных оксидных фаз, не содержащих в своем соста-
ве в качестве основных компонентов мессбауэров-
ские нуклиды. Поскольку процесс индуцирования
Hhf по своей физической природе близок к меха-
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Рис. 1. а) Идеализированный фрагмент кристаллической
структуры перовскитоподобных оксидов AMO3, изобра-
женный в различных проекциях (показан разворот полиэд-
ров МО6 с учетом орторомбического искажения); б) угол
(ϑ) связей M–O–M, определяющих силу сверхобменных

взаимодействий между магнитными катионами Mm+

низму обменных взаимодействий в магнитных сис-
темах, особый интерес представляет изучение по-
ведения примесных катионов Fe3+(d5) в ортохро-
митах RCrO3, содержащих катионы Cr3+(d3), для
которых в кристаллическом поле октаэдрической
симметрии t2g-орбитали ровно наполовину запол-
нены, а eg-орбитали — пустые. Согласно феноме-
нологическим правилам Канамори – Гуденафа –Ан-
дерсона (КГА) [1], знак обменных взаимодействий
Fe3+(d5)–O–Cr3+(d3) зависит от значения угла ϑ

[4]. При величинах угла ϑ < ϑcr ≈ 145◦ [4] наи-
более значимым становится перекрывание наполо-
вину заполненных t2g-орбиталей катионов Fe3+ и
Cr3+, что приводит к антиферромагнитному взаи-
модействию их магнитных моментов μi (рис. 2а).
При более высоких значениях ϑ > ϑcr определя-
ющим становится перекрывание наполовину запол-
ненных eg(Fe)- и пустых eg(Cr)-орбиталей, что, со-
гласно правилам КГА, приводит к ферромагнитно-
му взаимодействию магнитных моментов μFe и μСr

(рис. 2б). Это обстоятельство может оказаться по-
лезным при поиске новых ферромагнитных диэлек-
триков с высокими температурами магнитного упо-
рядочения. Однако до сих пор предсказанная тео-
рией возможность ферромагнитного упорядочения
замещенных хромитов RCr1−xFexO3 не нашла свое-
го экспериментального подтверждения.

Рис. 2. Схема, иллюстрирующая различные вклады в свер-
хобменное взаимодействие Fe3+–O–Cr3+: а — антиферро-
магнитный вклад — π-перекрывание t2g-орбиталей катио-
нов Fe3+ и Cr3+ (показаны наполовину заполненные dxy- и
dx′y′ -орбитали); б — ферромагнитный вклад — σ-перекры-
вание eg-орбиталей (показаны наполовину заполненные
dx2y2(Fe)-орбитали и пустые dx′2y′2(Cr)-орбитали). Стрел-
ками изображен виртуальный перенос электронов при уче-
те эффектов ковалентности (в правой части рисунка пока-

зано π- и σ-перекрывание d-орбиталей)

Существенному продвижению в понимании ха-
рактера влияния структуры и состава перовскито-
подобных фаз на их функциональные свойства спо-
собствовало развитие новых синтетических методов
с применением высокого давления. Использование
этих методов позволило получить целый ряд новых
оксидных фаз, всестороннее исследование которых
показало, что характер влияния катионов Am+ ока-
зывается более сложным, чем обусловленный лишь
изменением углов ϑ цепочек M–O–M. В частности,
речь может идти об индуктивном влиянии парамет-
ров химических связей A–O на параметры конку-
рирующих с ними связей M–O [7]. Примером таких
соединений являются ферриты BiFeO3 [8], TlFeO3

[9], ScFeO3 [10], необычные физические свойства ко-
торых тесным образом связаны со спецификой элек-
тронной структуры и кристаллохимической приро-
дой катионов A = Bi3+, Tl3+ и Sc3+.

Недавно при использовании высокого давления
мы синтезировали и детально охарактеризовали но-
вый ортохромит TlCrO3 [11]. Было показано, что
некоторые магнитные свойства этого перовскитопо-
добного оксида отличаются от его аналогов, обра-
зованных редкоземельными металлами. Предпола-
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гается, что, как и в случае ортоферритов RFeO3,
наблюдаемые отличия связаны с проявлением ин-
дуктивных эффектов за счет образования сильных
ковалентных связей Tl–O [11]. Целью настоящей ра-
боты является выяснение, в какой степени подобное
индукционное влияние проявляется в мессбауэров-
ских спектрах зондовых атомов 57Fe, введенных в
небольших количествах (около 5 ат.%) в структу-
ру TlCrO3. На основании полученных результатов
проанализированы различные вклады в магнитные
сверхобменные взаимодействия Cr(Fe)–O–Cr(Fe) в
легированных ортохромитах.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Для приготовления легированного зондовыми
атомами 57Fe образца TlCr0.9557Fe0.05O3 под высо-
ким давлением использовалась установка “belt” [11].
Стехиометрическая смесь оксидов Cr2O3 (99.9%),
Tl2O3 (99.99%) и 57Fe2O3 (обогащенного до 95.5%
57Fe) отжигалась в золотой капсуле при температу-
ре 1500 K и давлении 6 ГПа в течение двух часов.
Рентгенофазовый анализ конечных продуктов пока-
зал наличие единственной фазы хромита.

Мессбауэровские спектры на ядрах 57Fe измеря-
лись на спектрометре MS-1104Em, работающем в ре-
жиме постоянных ускорений. Для обработки и ана-
лиза мессбауэровских данных использовались мето-
ды модельной расшифровки спектров, которые ре-
ализованы в программе SpectrRelax [12]. Изомер-
ные сдвиги всех мессбауэровских спектров ядер 57Fe
приведены относительно α-Fe при комнатной темпе-
ратуре.

Измерения магнитной восприимчивости осу-
ществлялись на магнитометре типа SQUID
Quantum Design MPMS 7T в интервале темпе-
ратур от 2 K до 400 K в поле 70 кЭ в режимах
ZFC (охлаждение образца в отсутствие внешнего
магнитного поля и измерение при нагреве), FCC
(последующее измерение образца при охлаждении)
и FCW (последующее измерение образца при на-
греве). Зависимость теплоемкости от температуры
измерялась на приборе Quantum Design PPMS при
охлаждении в нулевом магнитном поле и в поле 70
(или 90) кЭ.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Структурные, магнитные и
термодинамические измерения

Как уже было отмечено, рентгенофазовый ана-
лиз подтвердил однофазность конечных продуктов.

Индицирование рентгенограммы в пространствен-
ной группе Pnma позволило определить парамет-
ры орторомбической ячейки допированного хроми-
та: a = 5.4009(1) Å, b = 7.6461(2) Å и с = 5.2991(1) Å,
которые оказались очень близкими к соответству-
ющим параметрам для недопированного оксида
TlCrO3 [11]. Низкотемпературные рентгеновские из-
мерения не выявили каких-либо особенностей в тем-
пературной зависимости параметров элементарной
ячейки или же структурных фазовых переходов при
низких температурах.

На рис. 3а показаны температурные зависимости
магнитной восприимчивости (χ) и ее обратной ве-
личины (χ−1) для недопированного образца TlCrO3

и хромита TlCr0.9557Fe0.05O3. Диапазоны изменения
и характерные особенности профилей зависимостей
χ−1(T ) и χ(T ) очень близки к соответствующим за-
висимостям для недопированного хромита TlCrO3.
Описание экспериментальных зависимостей χ−1(T ),
измеренных в поле 70 кЭ, в интервале температур
300–400 К в рамках закона Кюри –Вейсса

χ−1(T ) = 3kB(T −Θ)/μ2
effNA,

позволило определить величины эффективного мо-
мента μeff = 4.009(9) μB и константы Вейсса Θ =

= −220(3) К для TlCr0.9557Fe0.05O3, которые также
оказались близки к TlCrO3 [11] и к теоретической
величине

μtheor =

= 2
√
(1− x)SCr (SCr + 1) + xSFe (SFe + 1)μB =

= 4.000μB.

Максимум на температурной зависимости теплоем-
кости Cp(T ) исследуемого образца (рис. 3б) соответ-
ствует температуре Нееля TN = 89(1) К, которая
практически совпала с TN ∼ 89 К для нелегирован-
ного хромита [11]. Таким образом, представленные
данные свидетельствуют о том, что используемое
количество зондовых атомов 57Fe не влияет на мак-
роскопические магнитные характеристики TlCrO3.

3.2. Мессбауэровские данные

Мессбауэровские спектры TlCr0.9857Fe0.02O3,
измеренные в парамагнитной области T > TN

(рис. 4a), представляют собой квадрупольный
дублет, параметры которого (δ300 К = 0.34(1) мм/с
и Δ300 К = 0.46(1) мм/с) соответствуют высокоспи-
новым катионам Fe3+ (SFe = 5/2) в октаэдрическом
кислородном окружении [3]. Ширина линий дублета
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Рис. 3. а) Температурные зависимости обратной магнит-
ной восприимчивости χ−1(T ) и χ(T ) (вставка) для хроми-
тов TlCr1−x

57FexO3 (x = 0, 0.05), измеренные в магнит-
ном поле 70 кЭ. б) Зависимость удельной теплоемкости
TlCr1−x

57FexO3 (x = 0, 0.05) в нулевом магнитном по-
ле (пустые символы) и в магнитном поле 70 или 90 кЭ

(заполненные символы)

(Γ = 0.31(1) мм/c) практически полностью совпа-
дает с соответствующим значением для эталонного
поглотителя α-Fe2O3, что указывает на эквивалент-
ность кристаллографических позиций, занимаемых
зондовыми катионами Fe3+ в структуре TlCrO3.

Наблюдаемое квадрупольное расщепление Δ

свидетельствует о присутствии на ядрах 57Fe от-
личного от нуля градиента электрического поля

Рис. 4. Мессбауэровские спектры ядер 57Fe в хромите
TlCr0.9557Fe0.05O3, измеренные в разных областях темпе-
ратур: а — парамагнитной (T > TN); б — магнитоупоря-

доченной (T � TN)

(ГЭП), связанного с искажением кристаллического
окружения позиций в подрешетке переходного
металла. Проведенные в рамках ионного прибли-
жения расчеты показали, что для согласования
экспериментальной величины Δ300 К с кристалли-
ческой структурой хромита необходимо учитывать
не только монопольные (Vm), но и дипольные
(Vd) вклады в тензор ГЭП [14]. Величина Vd

связана со статическим дипольным моментом (pO)
анионов кислорода, индуцируемым внутренними

5 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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электрическими полями: pO = αOE, где αO —
поляризуемость анионов кислорода. Согласно на-
шим расчетам, величина изотропной составляющей
поляризуемости равна αO = 1.1 Å3, что согласуется
с результатами аналогичных расчетов для других
оксидных систем [15].

Важно отметить, что, согласно ранее проведен-
ным исследованиям ортоферритов RFeO3 [3] и допи-
рованных 57Fe хромитов RCrO3 [16], наблюдаемые в
мессбауэровских спектрах небольшие величины рас-
щеплений Δ свидетельствуют о присутствии лишь
монопольного вклада Vm в тензор ГЭП, связан-
ного с симметрией кристаллической решетки этих
оксидов. Напротив, как было показано нами ранее
[9,16], в случае соединений TlFeO3 и BiMO3 (M = Fe,
Cr) необходимо также учитывать ощутимые диполь-
ные вклады Vd. Таким образом, согласно резуль-
татам для TlCr0.95Fe0.05O3, а также более ранним
исследованиям перовскитов, содержащих катионы
Tl3+:6s04f 145d10 и Bi3+:6s24f145d10, электрические
сверхтонкие взаимодействия ядер 57Fe оказывают-
ся очень «чувствительными» к особенностям элек-
тронного строения и параметрам химических свя-
зей «крупных» катионов, имеющих высокие коор-
динационные числа. В случае катионов Tl3+ подоб-
ное влияние может быть связано с высокой степенью
ковалентности направленных связей Tl–O, что при
использовании «ионного приближения» равносиль-
но отклонению распределения электронной плотно-
сти на анионах кислорода от сферической симмет-
рии (индуцирование диполя pO). Кристаллохими-
ческим проявлением подобных ковалентных взаи-
модействий Tl–O является существенное искажение
анионных полиэдров (TlO12) [9, 11].

В мессбауэровских спектрах ядер 57Fe, измерен-
ных в магнитоупорядоченной области при T = 11 К
(� TN), появляется магнитная сверхтонкая струк-
тура, которая может быть представлена в виде су-
перпозиции двух зеемановских секстетов Fe(1) и
Fe(2) (рис. 4б) с различающимися относительными
вкладами (I1 > I2). Оба зеемановских секстета бы-
ли проанализированы в рамках полного гамильто-
ниана HμQ комбинированных электрических и маг-
нитных сверхтонких взаимодействий, который в си-
стеме координат главных осей тензора ГЭП может
быть представлен в следующем виде [17]:

ĤμQ =
eQVZZ

4I(2I − 1)

[
3Î2Z − Î2 + η(Î2X − Î2Y )

]
−

− gμNHhf

[
(ÎX cosφ+ÎY sinφ) sin θ+ÎZ cos θ

]
, (1)

Рис. 5. а) Взаимная ориентация главных осей ГЭП для
анионного полиэдра «реперного» катиона 57Fe3+ и сверх-
тонкого поля Hhf в структуре хромита TlCr0.9557Fe0.05O3.
б) Схема расположения магнитных моментов в структуре
хромита TlCr0.9557Fe0.05O3, полученная в результате ана-
лиза мессбауэровских спектров 57Fe (указаны только ато-

мы переходного металла)

где Î и ÎX,Y,Z — операторы ядерного спина и его
проекций на главные оси; θ, ϕ — полярные углы
сверхтонкого магнитного поля H hf в координатах
ГЭП; η = (VY Y −VХХ)/VZZ — параметр асиммет-
рии ГЭП |VZZ |> |VY Y |,|VXX |, g — ядерный же-
фактор; μN — ядерный магнетон Бора. Собственные
значения гамильтониана Ĥ μQ зависят от совокупно-
сти сверхтонких (δ, H hf , eQV ZZ , η) и угловых (θ, ϕ)
параметров, различные комбинации которых могут
приводить к одному и тому же профилю магнит-
ной сверхтонкой структуры спектра [18–21]. Поэто-
му в общем случае анализ спектров поликристал-
лических образцов не позволяет однозначно опре-
делить взаимную ориентацию магнитных моментов
мессбауэровских атомов.

Для того чтобы избежать отмеченных выше
трудностей, при решении гамильтониана ĤQ мы
воспользовались результатами расчета параметров
тензора ГЭП кристаллической структуры незаме-
щенного хромита TlCrO3 [16]. С целью уменьше-
ния числа независимых переменных в гамильтониа-
не (1) в соответствии с теоретическими расчета-
ми параметров ГЭП фиксировались значения кон-
станты квадрупольного взаимодействия eQVZZ =

= −0.88 мм/с и параметра асимметрии η = 0.68. В
результате обработки спектра были получены зна-
чения полярных углов θ ≈ ϕ ≈ 90(1)◦, указываю-
щие на совпадение направления поля Hhf с направ-
лением главной оси VY Y тензора ГЭП (рис. 5a). В
то же время, согласно нашим расчетам, направле-
ние VY Y практически перпендикулярно плоскости
aс (V Y Y ∧a = 83 ◦; V Y Y ∧c = 78 ◦) и отклоня-
ется от направления оси b лишь примерно на 14◦
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(рис. 5а). Учитывая, что для высокоспиновых ка-
тионов Fe3+ направление поля Hhf коллинеарно с
направлением магнитных моментов μFe = −γHhf

(γ ≈ 0.01 μB/кЭ), магнитные моменты зондовых ка-
тионов Fe3+ также располагаются в основном вдоль
оси b. Если же предположить, что магнитные мо-
менты μFe образуют с окружающими их катио-
нами Cr3+ коллинеарную структуру, то из приве-
денных мессбауэровских результатов следует, что в
TlCr0.9557Fe0.05O3 формируется антиферромагнит-
ная структура, относящаяся к представлению Γ2

(Fx, C y , Gz ; G � A,C) [22, 23] (рис. 5б). Следу-
ет подчеркнуть, что задача на собственные значе-
ния гамильтониана (1) при фиксированных значе-
ниях eQVZZ и η имеет две эквивалентные пары ре-
шений (θ, ϕ) и (θ±π, ϕ±π), т. е. предложенная на ос-
новании анализа мессбауэровских спектров магнит-
ная структура подразумевает антиферромагнитное
расположение магнитных моментов катионов хро-
ма, что фактически и соответствует симметрии Γ2.
Отметим, что в случае ортохромитов РЗЭ RCrO3

[24] выше температуры упорядочения магнитных
моментов μR редкоземельных металлов R3+ часто
реализуется так называемая скошенная антиферро-
магнитная структура, из-за конкуренции антифер-
ромагнитного упорядочения ближайших друг к дру-
гу катионов хрома в цепочках Cr–O–Cr и более уда-
ленных соседей в цепочках Cr–O–O–Cr [25]. Ранее
было показано [26], что, в отличие от хромитов ред-
коземельных металлов RCrO3, для незамещенного
хромита TlCrO3 реализуется антиферромагнитная
структура типа С, в которой ближайшие магнитные
моменты ионов хрома в плоскости (ac) расположены
антиферромагнитно, а вдоль длинной оси ортором-
бической ячейки b — ферромагнитно. Теоретические
расчеты, проведенные для этого соединения [26], по-
казали более предпочтительное основное состояние
C в сравнении с G, тем самым подтверждая экспери-
ментальные данные. Достаточно близкие экспери-
ментальные значения точек Нееля и констант Вейс-
са образцов TlCr0.9557Fe0.05O3 и TlCrO3 позволяет
предположить, что введение такого количества же-
леза в структуру хромита не меняет его магнитную
структуру. Учитывая эквивалентные пары решений
задачи на собственные значения гамильтониана (1),
можно утверждать лишь, что на основании мессбау-
эровских спектров на ядрах 57Fe в TlCr0.9557Fe0.05O3

отдать предпочтение одной из антиферромагнитно
упорядоченных структур (G или C) невозможно.

Удовлетворительная обработка спектра
при условии равенства изомерных сдвигов
δ = 0.49(1) мм/с секстетов Fe(1) и Fe(2) по-

Рис. 6. Схематичное изображение наиболее вероятных кон-
фигураций (в предположении биномиального распределе-
ния) в локальном магнитном окружении «реперного» ка-
тиона 57Fe3+ в структуре хромита TlCr0.9557Fe0.05O3 (под
схемами указаны значения вероятностей (p) соответству-
ющих конфигураций). В нижней части рисунка обозначе-
ны сверхобменные связи, которым соответствуют обмен-

ные интегралы JFeFe и JFeCr

прежнему свидетельствует об эквивалентности
кристаллографических позиций всех катионов
железа в структуре исследуемого хромита. В то
же время, существенное различие сверхтонких
магнитных полей двух секстетов Hhf 1 = 497(1) кЭ
и Hhf 2 = 455(2) кЭ (при T = 11 К) указывает
на различное магнитное окружение зондовых
катионов. Наиболее интенсивный секстет Fe(1)
(I1 ≈ 80%) можно соотнести с катионами Fe3+,
в ближайшем окружении которых находятся
все шесть катионов Cr3+, взаимодействующих с
Fe3+ посредством сверхобменных связей Fe–O–Cr
(рис. 6). Для более детального исследования харак-
тера этих взаимодействий спектры были измерены
во всей магнитоупорядоченной области температур
(рис. 7). Температурная зависимость H hf1(T ) была
описана в рамках теории молекулярного поля [27]:

Hhf1(T )

Hhf1(0)
= B5/2

(
2SFe

6JFeCrSCrσ̄Cr(T )

kBT

)
, (2a)
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σ̄Cr(T ) = B3/2

(
3SCr

(SCr + 1)

σ̄Cr(T )

T/TN

)
, (2b)

где BS(. . .) — функция Бриллюэна, SFe = 5/2 и
SCr = 3/2 спины катионов Fe3+ и Cr3+, σ̄Cr(T ) —
приведенная намагниченность подрешетки хрома;
JFeCr — обменный интеграл, отвечающий за маг-
нитные взаимодействия в цепочках Fe–O–Cr; TN —
температура Нееля исследуемого образца; kB — кон-
станта Больцмана.

На рис. 8 представлены результаты теоретиче-
ского описания с помощью выражений (1) экспе-
риментальной зависимости Hhf1(T ). Было оцене-
но значение температуры Нееля TN = 89.5(2) K,
которое находится в хорошем согласии с данны-
ми термодинамических измерений (рис. 3б). Следу-
ет отметить, что полученное двумя независимыми
методами значение TN для TlCr0.9557Fe0.05O3 ока-
зывается существенно меньше, чем соответствую-
щие значения для хромитов редкоземельных эле-
ментов (рис. 9а). Аналогичное уменьшение TN для
перовскитоподобных оксидов таллия наблюдалось
нами ранее для ряда ортоферритов RFeO3 (рис. 9а)
[9]. Из теоретического описания H hf 1(T ) была
проведена оценка значения обменного интеграла
JFeCr = −3.75(3) K, который также оказался за-
метно ниже, чем JFeCr ≈ −6.4 K для хромита
DyCr0.9957Fe0.01O3 [4], имеющего близкое к TlCrO3

среднее значение угла 〈ϑ〉 ≈ 136.7◦ обменных связей
Fe–O–Cr. Все описанные выше результаты вполне
однозначно указывают на индуктивное влияние ка-
тионов Tl3+ на силу сверхобменных взаимодействий
Cr–O–Cr (понижение TN ) и Fe–O–Cr (понижение
JFeCr). Отметим, что в перовскитоподобной струк-
туре TlMO3 катионы Tl3+ образуют прочные кова-
лентные σ-связи с 2px,y-орбиталями кислорода, ко-
торые, в свою очередь, участвуют в образовании π-
связей с t2g-орбиталями катиона переходного метал-
ла M, находящегося в октаэдрическом кислородном
окружении (рис. 10а). В случае ионов Cr3+(t2g3eg0)
подобные взаимодействия осуществляются в основ-
ном за счет наполовину заполненных t2g-орбиталей,
поэтому образование более прочных σ-связей Tl–O
будет в существенной степени ослаблять конкури-
рующие с ними π-связи Cr–O, понижая тем самым
значение температуры TN ∝JCrCr [11]. Аналогич-
ное ослабляющее индукционное влияние в цепочках
Tl–O–Cr(Fe) должно проявляться и в обменных вза-

Рис. 7. Температурная эволюция мессбауэровских спект-
ров ядер 57Fe в хромите TlCr0.9557Fe0.05O3 при T < TN
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Рис. 8. Температурные зависимости сверхтонких магнит-
ных полей Hhf i на ядрах 57Fe. Зеленая пунктирная линия
соответствует теоретической зависимости поля Hhf2(T )

для локальной конфигурации {5Cr3+ ;1Fe3+} в случае раз-
ных знаков обменных интегралов JFeFe, JCrCr и JFeCr

имодействиях Fe–O–Cr с участием примесных кати-
онов железа.

Косвенное влияние химической природы катио-
нов Tl3+ на обменные взаимодействия в структу-
ре TlCr0.9557Fe0.05O3 отражается также на величине
поля насыщения H hf 1(0), т. е. сверхтонкого магнит-
ного поля на ядрах 57Fe в области очень низких
температур (T � TN). Полученное путем экстра-
поляции при T → 0 K теоретической зависимости
H hf 1(T ) (рис. 9б) значение H hf 1(0) = 497(1) кЭ
оказывается заметно меньше, чем ранее полученные
значения Hhf (0) ≈ 510–520 кЭ для легированных
57Fe хромитов RCr0.9957Fe0.01O3 (R = La, Lu, Y) [4].
Следует также заметить, что аналогичное уменьше-
ние величины H hf(0) наблюдалось для собственной
фазы TlFeO3 по сравнению с ортоферритами редко-
земельных элементов [9] (рис. 9б). Ранее было пока-
зано, что величина поля H hf(0) может быть пред-
ставлена как функция угла (ϑ) сверхобменных свя-
зей Fe–O–Cr [4]:

Hhf (0) = HF + {Hσ cos
2ϑ+ Hπ sin

2ϑ}, (3)

где H F — вклад контактного взаимодействия Фер-
ми,H σ и H π — вклады в сверхтонкое поле, связан-
ные с σ- и π-перекрыванием 3d -орбиталей катионов
Cr3+(d3) при образовании связей Cr–O. Согласно
теоретическим расчетам [4], различие знаков вкла-

Рис. 9. Сравнение зависимостей температур Нееля TN (а);
сверхтонких магнитных полей «насыщения» Hhf (0) (б)
на ядрах 57Fe для ферритов AFeO3 и замещенных хро-
митов ACr1−x

57FexO3 (A = РЗЭ, Y, Sc, In, Tl). Так-
же на рис. а представлены дополнительные шкалы для
обменных интегралов JFeFe = TN(AFeO3)kB/4S(S + 1) и

JCrCr = TN(ACrO3)kB/4S(S + 1)

дов Hσ < 0 и Hπ > 0 (за положительное направ-
ление Hhf принято направление спина катиона же-
леза SFe) связано с различными механизмами спи-
нового переноса в цепочках Fe–O–Cr с участием пу-
стых eg-орбиталей и наполовину заполненных t2g-
орбиталей. Как показано на рис. 10б, перенос спи-
новой плотности с участием наполовину заполнен-
ных t2g-орбиталей (например, dxy) приводит к спи-
новому переносу в 4s-орбиталь или поляризации ns-
орбиталей Fe3+ того же знака, что и направление
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Рис. 10. а) Схематическое изображение перекрыва-
ния орбиталей t2g(Fe,Cr)–2pz(O)–6s(Tl) в хромите
TlCr0.95Fe0.05O3. б) Иллюстрация индуцирования раз-
личных вкладов в сверхтонкое поле Hhf на ядра 57Fe от
соседних катионов Cr3+ (положительное направление сов-
падает с направлением спина SFe): положительный вклад
Hπ связан с π-перекрыванием t2g-орбиталей катионов
Fe3+ и Cr3+; отрицательный вклад Hσ связан с σ-пере-
крыванием eg-орбиталей. Как и в случае сверхобменных
взаимодействий Cr3+(↑)–O–Fe3+(↓), стрелками изобра-
жен виртуальный перенос электронов при учете эффектов
ковалентности (в правой части рисунка показано π- и

σ-перекрывание d-орбиталей)

спинов (SCr) соседних катионов Cr3+, т. е. Hσ > 0.
Участие же пустых eg-орбиталей (например, dx2−y2)
будет вызывать те же эффекты спинового перено-
са в 4s-орбитали и поляризации ns-орбиталей Fe3+,
но уже в третьем порядке теории возмущений, а
также индуцированию отрицательного вклада Hσ

(рис. 10б). Важно, что эффективность обоих меха-
низмов спинового переноса зависит от степени кова-
лентности связей Cr–O и Fe–O [4]. Как мы уже от-
мечали, индуктивное влияние конкурирующих вза-
имодействий Tl3+(6s0)← O2−(2px,y) в большей сте-
пени затрагивает максимально эффективные с точ-
ки зрения спинового переноса с участием катионов
Cr3+ π-связи Cr–O (Hπ � Hσ), что, возможно, яв-
ляется основной причиной заметного уменьшения
H hf (0) для TlCr0.9557Fe0.05O3.

Второй зеемановский секстет Fe(2) (рис. 4б) мо-
жет быть отнесен к зондовым катионам Fe3+, в
окружении которых один из шести катионов Cr3+

замещен на железо (рис. 5). Вклад этого сексте-
та в общий спектр I 2 ≈ 20% согласуется с вели-
чиной P6(1) ≈ 23%, полученной в предположении
биномиального (случайного) распределения катио-
нов Fe3+ в структуре замещенного хромита состава
TlCr1−xFexO3:

Pn(k) =
n!

k!(n− k)!
xk(1 − x)n−k, (4)

где n — число магнитных соседей в первой ко-
ординационной сфере (в нашем случае, n = 6), k
(≤ n) — число катионов Fe3+ в ближайшем кати-
онном окружении реперного нуклида 57Fe, x — со-
держание железа (для исследуемого нами состава
x = 0.05). Интересно отметить, что, несмотря на по-
явление в окружении реперного нуклида 57Fe одно-
го катиона Fe3+(SFe = 5/2) с более высоким, чем
Cr3+(SCr = 3/2) магнитным моментом, сверхтон-
кое магнитное поле H hf2(0) уменьшается пример-
но на 42 кЭ по сравнению с H hf1(0) (рис. 8). Воз-
можная причина этого результата может быть свя-
зана с наведенной магнитокристаллической анизо-
тропией двух антиферромагнитно взаимодействую-
щих примесных центров Fe(↑)–O–Fe(↓). В результа-
те этого направление магнитных моментов катионов
μFe может существенно отклониться от намагничен-
ности подрешетки хрома, вызывая уменьшение по-
ложительного вкладаH STHF от пяти катионов Cr3+

в наблюдаемую величину H hf2. Для проверки это-
го предположения в дальнейшем планируются месс-
бауэровские измерения на образцах хромитов с раз-
личным содержанием железа.

Температурная зависимость H hf 2(T ) заметно
отличается от H hf 1(T ) для случая, когда в ближай-
шем окружении зондовых катионов железа находят-
ся только катионы Cr3+ (рис. 6). Эксперименталь-
ные значения H hf 2(T ) были описаны в рамках ло-
кального молекулярного поля:

Hhf2(T )

Hhf2(0)
= σFe2(T ) =

= B5/2

(
2SFe

5JFeCrSCrσ̄Cr(T )

kBT
+

+ 2SFe
JFeFeSFeσFe2(T )

kBT

)
. (5)

Для уменьшения числа входящих в приведенное
уравнение варьируемых параметров (JFeCr и JFeFe)
с высокой степенью корреляции, мы воспользова-
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лись значением интеграла JFeCr = −3.75 K, опре-
деленным из температурной зависимости H hf1(T )
(рис. 8). В результате такой процедуры было оцене-
но значение обменного интеграла JFeFe = −10.5(3)K
для связанных друг с другом в цепочке Fe–O–Fe
зондовых катионов железа. Интересно, что, несмот-
ря на близость углов обменных связей M–O–M (где
M = Cr, Fe) в TlCr0.9557Fe0.05O3 и TlFeO3 (〈ϑ〉 =

= 140–144◦), полученное для легированного хроми-
та значение интеграла JFeFe оказывается меньше,
чем JFeFe ≈ −16 K для TlFeO3 [28]. Возможно, что
в силу угловой зависимости JFeFe ∝ cos2 ϑ [2] даже
незначительное изменение угла ϑ обменных связей
Fe–O–Fe может существенно сказаться на величине
соответствующего обменного интеграла. Кроме то-
го, нельзя исключить возможность ослабления об-
менных взаимодействий за счет эффектов фрустра-
ции, т. е. конкуренции разных по знаку и сопоста-
вимых по величине обменных взаимодействий меж-
ду катионами Cr3+ и Fe3+ с разными электронными
конфигурациями. Несомненно, эти вопросы требуют
дальнейшей более детальной проработки.

В заключении отметим, что совместное описа-
ние экспериментальных зависимостей H hf1(T ) и
H hf 2(T ) с помощью выражений (1) и (4) показало,
что обменные интегралы JFeFe и JFeCr имеют оди-
наковые знаки (альтернативное описание в предпо-
ложении разных знаков JFeFe и JFeCr показано на
рис. 8 штриховой линией). Учитывая, что для всего
диапазона углов ϑ в связях Fe–O–Fe интеграл JFeFe

имеет отрицательное значение (Eex(i) = JijSi · Sj),
это означает, что взаимодействия Fe3+–O–Cr3+ име-
ют антиферромагнитный характер для исследу-
емой системы. Данный вывод согласуется с ре-
зультатами мессбауэровских измерений хромитов
RCr0.9957Fe0.01O3 (R = La, Lu, Y и Dy [4]). Таким об-
разом, как и в случае других ранее исследованных
хромитов, основной вклад в магнитные обменные
взаимодействия между катионами Fe3+ и Cr3+ дает
π-связывание с участием наполовину заполненных
t2g-орбиталей обоих катионов (рис. 3). Индуктив-
ное влияние катионов Tl3+ не изменяет знака инте-
грала JFeCr(< 0), а проявляется лишь в существен-
ном уменьшении сверхтонкого поля H hf(0) за счет
уменьшения положительного вклада H (см. уравне-
ние (3)).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенные исследования продемонстрировали
эффективность использования зондовых мессбау-

эровских нуклидов 57Fe для выявления и анализа
тонких эффектов, связанных с влиянием немагнит-
ных катионов Am+ на характер обменных взаимо-
действий в перовскитоподобных хромитах ACrO3. В
отличие от хромитов RCr0.9857Fe0.02O3 (R = РЗЭ),
где основные изменения физических характеристик
связаны со стерическими эффектами, вызванными
изменением размеров ионов РЗЭ, в хромите TlCrO3

решающую роль играет электронная структура
катиона Tl3+(4f 145d106s0). На основании магнит-
ных и структурных измерений было подтверждено
лишь незначительное влияние микроколичеств
атомов 57Fe на макроскопические свойства TlCrO3.
Установлено, что, в отличие от хромитов RCrO3,
в случае TlCr0.9557Fe0.05O3 наибольший вклад в
ГЭП на ядрах 57Fe обусловлен дипольными взаи-
модействиями поляризованных ионов кислорода.
Показано, что индуктивное влияние ковалентных
(высоко поляризованных) связей Tl–O существенно
сказывается на величине сверхтонкого магнитного
поля H hf , которое оказывается существенно ниже
по сравнению с хромитами РЗЭ с близкими зна-
чениями углов сверхобменной связи Fe(Cr)–O–Cr.
Анализ температурной зависимости H hf(T ) пока-
зал, что, несмотря на достаточно низкое значение
угла ϑCr(Fe)−O−Cr ∼ 142◦ для TlCrO3 зондовые
катионы 57Fe3+ антиферромагнитно связаны с под-
решеткой хрома, причем сила этих взаимодействий
(JFeCr) заметно меньше, чем для изоструктурных
хромитов РЗЭ. Наблюдаемые нами изменения па-
раметров электрических и магнитных сверхтонких
взаимодействий нуклидов 57Fe в TlCr0.9557Fe0.05O3

согласуется с мессбауэровскими данными для соб-
ственной фазы феррита TlFeO3, подтверждая тем
самым важную роль катионов таллия.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (грант №19-03-00976).
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Рассмотрено применение неоднородных микроконтактов ниобия в сверхпроводящем состоянии для вос-
становления функции электрон-фононного взаимодействия. В основе метода лежит использование нели-
нейности вольт-амперной характеристики, возникающей вследствие неупругих процессов подавления из-
быточного тока микроконтактов при рассеянии неравновесных фононов на электронах, испытывающих
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Янсона и способы его коррекции.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В основе спектроскопии электрон-фононного
взаимодействия (ЭФВ) микроконтактов с непо-
средственной проводимостью лежит дупликация
носителей — в токовом состоянии электроны раз-
биваются на две группы, разность энергий для
которых между занятыми и свободными состояни-
ями электронов на поверхности Ферми составляет
миллиэлектронвольты, т. е. равна приложенному
напряжению [1, 2]. Количество работ, посвященных
нахождению функции ЭФВ с помощью микро-
контактов, находящихся в нормальном состоянии,
превышает несколько сотен, опубликованы две
монографии [3, 4], обобщающие полученные резуль-
таты.

Для сверхпроводящего состояния использование
нелинейностей избыточного тока баллистических
микроконтактов в области фононных энергий для
восстановления функции ЭФВ получило теоретиче-
ское обоснование в работах Хлуса и Омельянчука
в 1983 г. [5, 6]. Однако только спустя почти 30 лет
эти работы нашли экспериментальное подтвержде-

* E-mail: bobrov@ilt.kharkov.ua

ние [7,8]. Задержка связана с наличием не учитыва-
емого теорией сверхпроводящего фона, что привело
к необходимости использования для этой процедуры
разности вторых производных вольт-амперных ха-
рактеристик (ВАХ) в сверхпроводящем и нормаль-
ном состояниях, в то время как теория предсказы-
вала, что функция ЭФВ пропорциональна первой
производной избыточного тока или разности пер-
вых производных сверхпроводящего и нормально-
го состояний. Механизм формирования нелинейно-
сти избыточного тока в области фононных энергий
связан с рассеянием неравновесных фононов, гене-
рируемых электронами с избыточной энергией, рав-
ной приложенному к контакту напряжению, на ан-
дреевских электронах. Нелинейность ВАХ нормаль-
ного состояния формируется в объеме с характер-
ным размером порядка диаметра контакта. Связано
это с геометрическими ограничениями процессов об-
ратного рассеяния, ответственными за эту нелиней-
ность. Процессами обратного рассеяния называют-
ся такие процессы рассеяния электронов на нерав-
новесных фононах, при которых электрон в резуль-
тате рассеяния возвращается в тот же электрод, из
которого вылетел.

Процессы рассеяния неравновесных фононов на
андреевских электронах не имеют таких ограниче-
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ний и в принципе возможны на любом расстоянии
от закоротки, где они сосуществуют. Тем не менее
теория учитывает только процессы рассеяния, про-
исходящие в области высокой плотности тока, где
концентрации обоих компонентов велики. В целом
выводы теории были подтверждены для сверхпро-
водников с большой длиной когерентности, таких,
например, как олово или алюминий [8]. В то же
время было обнаружено, что в баллистических мик-
роконтактах тантала в формировании нелинейности
избыточного тока принимает участие также область
вблизи закоротки с характерным размером поряд-
ка длины когерентности [7, 9]. Вклад этой области
оказался заметно больше, чем вклад от области с
размером порядка диаметра контакта. Заметное от-
личие сверхпроводящей добавки в спектр для тан-
тала от таковой для сверхпроводников с большей
длиной когерентности потребовало применения спе-
цифических приемов при восстановлении с ее помо-
щью функции ЭФВ. Эти приемы оказались полез-
ными при изучении неоднородных сверхпроводящих
микроконтактов. Обзор экспериментальных резуль-
татов по восстановлению функций ЭФВ для раз-
личных сверхпроводников из дополнительной нели-
нейности, возникающей при переходе микроконтак-
та с непосредственной проводимостью в сверхпрово-
дящее состояние, приведен в работе [10].

Для баллистических микроконтактов нелиней-
ность ВАХ в нормальном состоянии по крайней мере
одного порядка или даже больше, чем дополнитель-
ная нелинейность избыточного тока, возникающая
при переходе контакта в сверхпроводящее состоя-
ние. Необходимость выделения этой нелинейности
в чистом виде для восстановления функции ЭФВ в
значительной мере снижает практическую ценность
такой процедуры, поскольку для многих сверхпро-
водников перевод в нормальное состояние при низ-
кой температуре весьма затруднен или даже невоз-
можен по техническим причинам.

Выход из этой тупиковой ситуации был бы воз-
можен, если бы удалось отключить нелинейность,
связанную с процессами обратного рассеяния, ко-
торые ответственны за нелинейность в нормальном
состоянии, не затронув при этом дополнительную
нелинейность избыточного тока, связанную с про-
цессами рассеяния неравновесных фононов на ан-
дреевских электронах. Поскольку в баллистических
контактах такая ситуация невозможна, рассмотрим
альтернативы.

Уменьшение интенсивности спектра в нормаль-
ном состоянии происходит при загрязнении матери-
ала в области сужения, сопровождающегося умень-

шением длины упругого пробега электронов. Пре-
дельный случай такого уменьшения наблюдается в
диффузионных микроконтактах, т. е. в таких кон-
тактах, для которых выполняется условие li �
� d � Λε, где d — диаметр контакта, li —
длина упругой релаксации, Λε — диффузионная
длина энергетической релаксации, Λε =

√
lilε/3,

lε — длина энергетической релаксации. Интенсив-
ность спектра в диффузионном режиме ниже, чем
в баллистическом, по порядку величины в li/d раз.

В соответствии с теоретической моделью [11],
вторая производная ВАХ диффузионного контак-
та отличается от таковой баллистического только
меньшей интенсивностью. Кроме того, вследствие
изотропизации распределения электронов по им-
пульсам наблюдается почти полная изотропизация
спектра ЭФВ. Это может приводить лишь к неболь-
шому размытию спектра и незначительному изме-
нению его формы. Никаких других последствий от
сокращения длины упругой релаксации электронов
теория не предсказывает.

В экспериментах уменьшение длины упругого
рассеяния, как уже отмечалась, обусловлено загряз-
нением микроконтакта, т. е. повышением концентра-
ции примесей и дефектов решетки. На рис. 1, 2 в
работе [12] можно наблюдать возрастание фона и
деградацию высокоэнергетических фононных пиков
в микроконтактных спектрах меди с ростом кон-
центрации примесей марганца и железа. В работе
[13] изложена методика прямого нахождения дли-
ны упругого рассеяния электронов li внутри микро-
контакта. Для контактов относительно малого раз-
мера переход от баллистического к диффузионному
режиму, когда длина упругой релаксации становит-
ся сопоставимой с характерными параметрами кри-
сталлической решетки, сопровождается значитель-
ными ее искажениями. Помимо предсказанного тео-
рией размытия спектров такие искажения приводят
к сильному подавлению высокоэнергетических фо-
нонных особенностей вплоть до полного их исчезно-
вения, а также к высокому уровню фона [12,14]. От-
метим, что подавление высокоэнергетических фоно-
нов характерно также и для функций ЭФВ, восста-
новленных в туннельных экспериментах для пленок
с искаженной решеткой [15].

Как уже отмечалось, в силу геометрических
ограничений процессы обратного рассеяния эффек-
тивны в объеме контакта с характерным размером
порядка его диаметра. Однако для диффузионных
контактов при определенных условиях эти процес-
сы могут быть эффективными только вблизи цент-
ра контакта. Если максимальная концентрация де-
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фектов и примесей достигается на границе меж-
ду электродами и быстро убывает на периферии
контакта, то электроны после рассеяния на нерав-
новесных фононах с большой степенью вероятно-
сти будут диффундировать в направлении гради-
ента уменьшения концентрации примесей. Другими
словами, процессы обратного рассеяния, определя-
ющие спектр в нормальном состоянии, в основном
будет сосредоточены вблизи границы соприкоснове-
ния электродов. Это может привести к росту вкла-
да в спектр ЭФВ поверхностных фононов и, соот-
ветственно, к дополнительному размытию спектра.
Очевидно, что если в диффузионном режиме на-
ходится только один из берегов микроконтакта, то
в результирующем спектре интенсивность каждого
парциального вклада будет определяться грязным
берегом.

Тем не менее в таких контактах с очень высо-
ким уровнем фона, размытыми спектрами и силь-
но подавлеными высокоэнергетическими фононами
все фононные особенности в нормальном состоянии
остаются на своих местах [12, 14]. Это однозначно
свидетельствует о том, что в таких контактах со-
храняется дупликация электронов [1,2], т. е. они яв-
ляются спектроскопическими.

Теперь вернемся к рассмотрению нелинейности
избыточного тока, обусловленной рассеянием нерав-
новесных фононов на андреевских электронах. Как
уже отмечалось выше, в баллистических микрокон-
тактах тантала [7,9], вследствие меньшей длины ко-
герентности, существенный вклад в дополнитель-
ную нелинейность ВАХ при переходе в сверхпрово-
дящее состояние вносят берега контакта. Формиро-
вание нелинейности избыточного тока в таких кон-
тактах происходит в объеме с характерным разме-
ром порядка длины когерентности. Очевидно, что
величина этой нелинейности в микроконтактах из
подобных сверхпроводников (с сопоставимыми дли-
нами когерентности) будет зависеть как от величи-
ны избыточного тока, так и от объема, в котором
формируется эта нелинейность. Поскольку при пе-
реходе в диффузионный режим избыточный ток со-
ставляет около 55% от своего значения в баллисти-
ческом режиме, а соответствующая нелинейность
будет формироваться приблизительно в таком же
объеме с характерным размером порядка длины ко-
герентности, можно ожидать, что дополнительная
нелинейность ВАХ сверхпроводящего состояния в
диффузионном режиме будет примерно лишь вдвое
меньше, чем в баллистическом.

Таким образом, создается впечатление, что пере-
вод контакта в диффузионный режим является ре-

шением поставленной задачи — значительное умень-
шение вклада в общую нелинейность от процес-
сов обратного рассеяния и сравнительно небольшое
уменьшение вклада от процессов рассеяния нерав-
новесных фононов на андреевских электронах. Тут
самое время напомнить о влиянии дефектов и при-
месей на вид спектров ЭФВ. Как уже отмечалось
[12, 14], наличие сильных искажений решетки при-
водит к значительному подавлению высокочастот-
ных мод и к общему размытию спектров ЭФВ, что
подтверждается независимыми данными, получен-
ными из туннельных экспериментов [15]. Посколь-
ку неравновесные фононы отражают колебатель-
ную структуру материала в окрестности своей ге-
нерации, для получения спектра ЭФВ невозмущен-
ного материала примеси и дефекты в идеальном
случае должны быть сосредоточены только вбли-
зи центра контакта, а диффузионная длина энер-
гетической релаксации должна быть больше той об-
ласти, в которой формируется нелинейность ВАХ
в области фононных частот в сверхпроводящем со-
стоянии. Таким образом, окончательным решением
поставленной задачи является контакт с неоднород-
ным распределением примесей: грязным ядром —
той частью микроконтакта, где эффективны процес-
сы обратного рассеяния, и чистыми берегами (да-
лее по тексту будем называть такой контакт неод-
нородным). Никаких дополнительных ограничений
на контакт не накладывается.

Сразу очертим круг возможных кандидатов,
пригодных для исследования с помощью неоднород-
ных контактов. Здесь сразу отпадают сверхпровод-
ники с экстремально большой длиной когерентнос-
ти, поскольку для них в формировании нелинейно-
сти не участвуют берега, и объем, в котором сосре-
доточены искажения решетки, будет близок или сов-
падать с областью концентрации тока. По той же
самой причине маловероятно исследование ВТСП,
но уже из-за экстремально малой длины когерент-
ности. Все другие сверхпроводники, лежащие внут-
ри этого диапазона, могут рассматриваться как воз-
можные претенденты для проверки методики.

Прижимные микроконтакты являются наиболее
подходящими объектами для проверки изложенных
предположений, поскольку поверхность всегда бо-
лее загрязнена, чем объем, а в процессе созда-
ния микроконтактов на границу между электрода-
ми вносятся дополнительные искажения.

2. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

В качестве объекта исследования использовал-
ся хорошо изученный сверхпроводник с известной
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функцией ЭФВ — ниобий. Он является весьма слож-
ным объектом с точки зрения как микроконтактной,
так и туннельной спектроскопии. Окислы на его по-
верхности могут варьироваться по составу в широ-
ких пределах и менять свои свойства в зависимости
от степени окисления. Кроме того, внутри окисного
слоя содержится большое количество распариваю-
щих центров, подавляющих сверхпроводимость.

Для создания микроконтактов использовал-
ся чистый ниобий с отношением сопротивлений
ρ300/ρres ∼ 100, где ρ300 — удельное сопротивление
при комнатной температуре, ρres — остаточное
сопротивление [16, 17]. Длина упругой релаксации
в нем составляла li ≈ 220 нм, длина когерент-
ности ξ0 ≈ 44 нм, с учетом упругого рассеяния
приведенная длина когерентности ζ ≈ 36 нм.
Здесь 1/ζ = 1/ξ0 + 1/li. Контакты создавались
по сдвиговой методике [18, 19]. С учетом того, на-
сколько важную роль играет окисел на поверхности
электродов в обеспечении качества, механической
и электрической стабильности микроконтактов, в
экспериментах применялись два подхода. В первом
подходе использовались естественные окислы —
перед монтированием в устройство для создания
микроконтактов электроды протравливались в
смеси кислот, промывались и высушивались. Во
втором подходе обработанные аналогичным об-
разом электроды помещались в напылительную
установку, и после прогрева в вакууме до предпла-
вильной температуры на их поверхность напылялся
тонкий слой алюминия, который затем окислялся
в кипящем растворе перекиси водорода. Подготов-
ленные электроды монтировались в устройство для
создания микроконтактов [20]. Далее контакты,
создаваемые между электродами, покрытыми есте-
ственными окислами, будем называть контактами
первого типа, а с использованием второго подхода —
контактами второго типа.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА И ИХ
ОБРАБОТКА

Несмотря на большую статистику — более сот-
ни микроконтактов каждого типа, даже самые луч-
шие спектры в нормальном состоянии не соответ-
ствуют в полной мере баллистическому режиму про-
лета электронов. Фононные особенности на них зна-
чительно размыты, высокочастотные фононы силь-
но подавлены, присутствует высокий уровень фона.
Кроме перечисленного, для ряда спектров наблюда-
ется сдвиг высокочастотного пика в область более
высоких энергий. Отдельные спектры представляют

Рис. 1. Спектры ЭФВ микроконтактов ниобия. Сверхпро-
водимость подавлена магнитным полем, H ≈ 4–5 Tл,
T = 4.2 K. Экспериментальные кривые сглажены поли-

номиальной аппроксимацией

собой размытый широкий максимум в районе перво-
го пика со слабовыраженным плечом в районе вто-
рого пика. Типичные представители этих спектров
приведены на рис. 1. Однако подавляющее боль-
шинство вторых производных ВАХ в нормальном
состоянии для контактов обоих типов представля-
ло собой кривые без выраженных фононных особен-
ностей очень низкой интенсивности. К сожалению,
немногочисленные контакты, имеющие в нормаль-
ном состоянии спектры, подобные представленным
на рис. 1, не удалось перевести в сверхпроводящее
состояние, поскольку лишь относительно небольшой
процент контактов выдерживал сброс магнитного
поля.

В то же время для ряда контактов из гораздо бо-
лее многочисленной группы, имеющей спектры без
выраженных фононных особенностей в нормальном
состоянии, вследствие их гораздо большего количе-
ства, удалось снять полный набор характеристик.
При переходе таких контактов в сверхпроводящее
состояние при неизменном уровне модулирующего
сигнала интенсивность второй производной возрас-
тала приблизительно на порядок, а форма спектра
кардинально изменялась.

На рис. 2.1a приведен пример такой трансфор-
мации второй производной ВАХ для одного из кон-
тактов второго типа. Форма второй производной в
сверхпроводящем состоянии подобна разности вто-
рых производных ВАХ в сверхпроводящем и нор-
мальном состояниях танталовых микроконтактов
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Рис. 2. Процедура восстановления функции ЭФВ в ниобии с помощью сверхпроводящих микроконтактов: а) S — вторые
производные ВАХ ниобиевах микроконтактов в сверхпроводящем состоянии, B — фоновая кривая; б) S − B — вторая
производная с вычтенным фоном, (S−B)K — вторая производная с вычтенным фоном после коррекции, K — корректи-
рующая кривая; в) микроконтактные функции ЭФВ gPC (PC — point contact), полученные путем интегрирования второй
производной ВАХ с вычтенным фоном (панель б): 1 — до коррекции; 2 — после коррекции. Для контакта 17.5 Ом: а) N —
вторая производная ВАХ в нормальном состоянии, записанная с тем же током модуляции, что и кривая S; N × 10 — та
же кривая в большем масштабе. Для контакта 50 Ом: в) кривая 3 получена из кривой 2 путем умножения x-координат
точек на 0.8 для компенсации последовательно включенного сопротивления. Контакты 1 и 2 второго типа, контакт 3

первого типа

из работы [9]. Имеются и различия — в спектре
ниобия отсутствуют неравновесная особенность и
трансформация мягкой фононной моды в спектре
из плеча в нормальном состоянии (при энергии око-
ло 10 мэВ) в пик при переходе в сверхпроводя-
щее состояние. В танталовых микроконтактах та-
кая трансформация обусловлена селекцией фононов
с малыми групповыми скоростями. Отсутствие та-
кой селекции в ниобии связано с заметно меньшим
по сравнению с танталом объемом, в котором про-
исходит эффективное взаимодействие неравновес-
ных фононов с андреевскими электронами, и (или)
с недостаточно большой длиной упругого пробега

неравновесных фононов. Tантал находится ближе к
границе диапазона по длине когерентности по срав-
нению с другими сверхпроводниками — длина ко-
герентности уже достаточно мала, чтобы в форми-
ровании нелинейности сверхпроводящего состояния
принимала участие приконтактная область, и в то
же время достаточно велика, чтобы в этой области
происходила эффективная селекция фононов.

Хотя для такого рода контактов нелинейностью
ВАХ в нормальном состоянии можно пренебречь,
остается необходимость вычитания сверхпроводя-
щего фона из второй производной ВАХ. При про-
ведении фоновой кривой требуется обеспечить ра-
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венство нулю второй производной при напряжении,
большем границы фононного спектра. При eV � Δ,
где Δ — величина сверхпроводящей энергетической
щели, фон представляет собой плавную кривую без
особенностей, а вблизи щелевой особенности глав-
ным требованием при проведении фона является
недопущение появления артефактов на разностной
кривой S − B. Это касается также недостающего
участка на разностной кривой, идущего от нуля. На
рис. 2.1a можно видеть фоновую кривую, удовле-
творяющую этим критериям, а на рис. 2.1б — раз-
ностную кривую. Недостающий участок для нее при
смещениях от 0 до 5 мВ дорисован от руки. Посколь-
ку функция ЭФВ тождественно равна нулю за пре-
делами фононного спектра, для корректного восста-
новления функции ЭФВ необходимо, чтобы разност-
ная кривая удовлетворяла геометрическому прави-
лу, называемому правилом сумм: суммарные пло-
щади под интегрируемой кривой выше и ниже оси
абсцисс должны быть одинаковыми.

Очевидно, что для приведенных на рис. 2 кри-
вых это правило не выполняется, поскольку высо-
коэнергетическая часть спектра значительно подав-
лена и требует коррекции. Как и для танталовых
микроконтактов [9], корректирующая функция рав-
на единице в низкоэнергетической области и больше
единицы в области подавления спектра. В результа-
те умножения разностной кривой на корректирую-
щую получается кривая, для которой выполняется
правило сумм. Функции ЭФВ, восстановленные из
кривых до и после коррекции, показаны на рис. 2в.

Весьма интересен спектр контакта второго ти-
па, представленный на рис. 2.2. Он по форме по-
добен предыдущему спектру, однако все особенно-
сти в нем смещены в область больших энергий.
После вычитания фона BS , коррекции полученной
кривой и последующего интегрирования получаем
функцию ЭФВ, пики которой находятся вблизи 20

и 28 мэВ. Это соответствует «растянутой» по оси
x на 20% функции ЭФВ ниобия. Умножив значе-
ния x-координаты кривой на 0.8, мы получим функ-
цию ЭФВ, весьма близкую к туннельной. Причи-
ной сдвига фононных особенностей в сторону боль-
ших энергий может быть сложная структура кон-
такта. Поскольку контроль толщины напыляемого
слоя алюминия был недостаточно точным, его тол-
щина, вероятно, оказалась больше обычной. При по-
следующей обработке электродов в перекиси водо-
рода пленка алюминия не окислилась на всю глу-
бину и сыграла роль последовательно включенно-
го сопротивления, сдвигающего фононные пики на

спектре в область более высоких энергий, что можно
учесть, зная истинное положение фононных особен-
ностей.

Для контактов первого типа наиболее харак-
терна перевернутая S-образная форма без вся-
кой дополнительной структуры, представленная на
рис. 2.3. Как и для предыдущих контактов, после
вычитания фона разностная кривая требует коррек-
ции. На панели в показаны функции ЭФВ, восста-
новленные из разностной кривой до и после коррек-
ции. Поскольку сверхпроводящая добавка в спектр
формируется в объеме с характерным размером
длины конверсии андреевских электронов в купе-
ровские пары, по виду функции ЭФВ, восстановлен-
ной из этой добавки, можно сделать косвенный вы-
вод о степени совершенства кристаллической решет-
ки этого объема. Как следует из рисунка, функция
ЭФВ, восстановленная для этого контакта, пред-
ставляет собой размытую колоколоподобную кри-
вую. Такая форма характерна для сильнодеформи-
рованного металла. Соответствующий пример мож-
но наблюдать на рис. 1 в работе [21] для спектра
циркониевого контакта, изготовленного изломным
методом. В то же время более щадящая техника
прижимных контактов позволила получить спектры
циркония со значительно лучшим разрешением да-
же при использовании электродов заведомо худше-
го качества (см. рис. 9 в работе [22]). Таким обра-
зам, у ниобиевых контактов первого типа чаще все-
го толщина дефектного слоя оказывается сравни-
мой или даже больше длины конверсии андреевских
электронов в куперовские пары. Следовательно, при
использовании неоднородных микроконтактов для
восстановления функции ЭФВ ключевым условием
является минимально возможная толщина дефект-
ного слоя. По крайней мере она должна быть заве-
домо меньше размера области, в которой формиру-
ется нелинейность ВАХ в сверхпроводящем состо-
янии. Как оказалось, такое условие заметно проще
выполняется для контактов второго типа.

Очевидно, что если при проведении фоновой
кривой руководствоваться приведенными выше пра-
вилами, то возможные вариации ее формы относи-
тельно малы и неспособны заметно изменить восста-
навливаемую функцию ЭФВ. В то же время влия-
ние формы и положения на оси энергий корректи-
рующей кривой изучено недостаточно. Для тантало-
вых микроконтактов, как видно на рис. 15 в работе
[9], наблюдается разброс в этих параметрах для раз-
личных контактов. В цитируемой работе корректи-
рующие кривые рисовались от руки и эмпирически
подбирались их амплитуда и положение на оси энер-
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Рис. 3. а) Производные корректирующих кривых, используемые в качестве «заготовок». Возрастающие участки на всех
заготовках одинаковы и представляют собой отрезки экспоненты. Спадающие участки на заготовках 1 и 2 — также отрезки
экспонент, а на заготовке 3 этот участок состоит из двух отрезков экспонент, сопряженных полиномом. б) Корректирующие
кривые 1–3, полученные из заготовок на панели а. Положения кривых на оси энергий соответствуют положению макси-
мума на заготовке. Использование различных корректирующих кривых позволяет оценить степень влияния их формы, а
также положения на оси энергий на результат восстановления функции ЭФВ. в) Изменение масштаба корректирующей
кривой K1 в зависимости от ее положения на оси энергий (цифры возле кривых) для микроконтакта на рис. 2.1. г) Вид

корректирующих кривых в точках минимумов магнитуд (см. формулу (1) и рис. 4) для микроконтакта на рис. 2.1

гий. В данной работе сделана попытка выявление
общих закономерностей для корректирующих кри-
вых разной формы.

Поскольку корректирующие кривые всегда име-
ют участок ступенчатого роста, для моделирова-
ния их формы удобно использовать заготовки, со-
стоящие из отрезков экспоненциальных кривых. На
рис. 3а показаны заготовки, путем интегрирования
которых и получены корректирующие кривые раз-
личной формы на рис. 3б. Начальные участки для
кривых идентичны, а спадающие участки на рис. 3а
различны. Для кривой 1 начальный участок по-

добен отраженному, сжатому по оси y начальному
участку для кривой 2 плюс к этому участок растя-
нут дополнительно по оси x, а для кривой 3 пред-
ставляет собой комбинацию двух отрезков экспо-
нент, сопряженных полиномом. Положение коррек-
тирующей кривой при расчетах идентифицирова-
лось с положением максимума на заготовке.

Все три корректирующие кривые успешно спра-
вились с поставленной задачей коррекции в доста-
точно широком интервале их положений на оси
энергий для всех исследованных нами микроконтак-
тов. В качестве примера на рис. 3а приведено изме-
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Рис. 4. Зависимости магнитуд корректирующих кривых от
их положения на оси энергий для микроконтакта, приве-

денного на рис. 2.1

нение амплитуды корректирующей кривой K1 (см.
контакт рис. 2.1) в зависимости от ее положения на
оси энергий, а также вид всех трех корректирующих
кривых при одинаковом смещении приблизительно
в центре интервала (рис. 3г). Для количественного
описания корректирующей кривой независимо от ее
формы удобно использовать ее магнитуду, т. е. эф-
фективную площадь под кривой от нуля до границы
фононного спектра, нормированную величину Vmax,
соответствующую границе фононного спектра:

m =
1

Vmax

Vmax∫
0

[K(ω)− 1] dω. (1)

На рис. 4 приведены зависимости магнитуд кор-
ректирующих кривых от смещения, а на рис. 5 — из-
менения формы функции ЭФВ для различных кор-
ректирующих кривых и их положения на оси энер-
гий для того же самого микроконтакта. Как видно
на рисунке, наименьший разброс в форме функции
ЭФВ соответствует минимумам магнитуд корректи-
рующих кривых.

4. КОРРЕКЦИЯ ФОНА В
МИКРОКОНТАКТНЫХ СПЕКТРАХ

ЯНСОНА

Практически все вторые производные ВАХ мик-
роконтактов при смещениях выше границы фонон-
ного спектра не обращаются в нуль, в то время как
функции ЭФВ при этих смещениях тождественно

Рис. 5. Вариации формы функции ЭФВ, восстановленной
для контакта, приведенного на рис. 2.1, в зависимости от
вида корректирующей кривой и ее положения на оси энер-
гий. Центральная часть рисунка соответствует минималь-

ным значениям магнитуд корректирующих кривых

равны нулю. Существующие теории объясняют воз-
никновение фона реабсорбцией неравновесных фо-
нонов электронами в микроконтакте [23–25]. Коли-
чественной характеристикой уровня фона γ в спек-
трах Янсона является отношение величины второй
производной ВАХ на границе фононного спектра к
ее максимальному значению. Однако даже при пол-
ной блокировке неравновесных фононов внутри кон-
такта эта теория не может объяснить существование
спектров с уровнем фона γ ≥ 0.5 [26]. Поскольку
на настоящий момент отсутствует физическое обос-
нование существования спектров с большим уров-
нем фона, на практике обычно применяют некие эм-
пирические самосогласованные итерационные про-
цедуры, удовлетворяющие требованиям совпадения
(в пределах экспериментальной погрешности) функ-
ций ЭФВ различных контактов из одинаковых ма-
териалов [3]. Это обычно справедливо для уровня
фона γ ≤ 0.3. Для спектров с большим уровнем фо-
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Рис. 6. Процедура коррекции фона в спектрах микроконтактов, приведенных на рис. 1. а) Вторые производные ВАХ: 1 —
исходные; 2 — после коррекции. б) Третьи производные ВАХ, полученные численным дифференцированием кривых на

панелях а (кривые 1); кривые после коррекции (2); корректирующие кривые K (3)

на конечный результат его вычитания будет уже за-
висеть от выбранной процедуры.

Вместе с тем, сравнивая кривые на рис. 1 и на
рис. 2в, по аналогии можно предположить, что фон
в спектрах Янсона появляется из-за подавления вы-
сокочастотных фононов, что должно проявиться в
нарушении правила сумм уже на третьей производ-
ной ВАХ. Причиной подавления высокочастотных
фононов и, следовательно, появления фона являют-
ся примеси и дефекты решетки. Фононы отражают
колебательную структуру материала в окрестности
своей генерации. Для низкоэнергетических фононов
с большой длиной волны все эти локальные искаже-
ния решетки усредняются на длине волны и не ока-
зывают заметного влияния на условия генерации. В
то же время для высокоэнергетических фононов, у
которых длина волны сопоставима с периодом ре-
шетки, генерация вблизи искажений решетки будет
затруднена, поскольку они разнообразны и располо-
жены хаотическим образом. Таким образом, из это-
го предположения следует, что должна наблюдаться
корреляция между степенью подавления высокочас-
тотных фононов и уровнем фона, что в принципе
соответствует эксперименту [12, 14].

При записи производных ВАХ используется, как
правило, стандартная модуляционная методика, об-

щепринятая в микроконтактной и туннельной спек-
троскопии. Поскольку модулирующее напряжение
размывает спектр, его стараются сделать как мож-
но меньше, чтобы соблюсти разумный компромисс
между разрешающей способностью и уровнем шу-
мов. Поэтому использование исходной эксперимен-
тальной кривой второй производной ВАХ для по-
лучения третьей производной методом численного
дифференцирования приводит в большинстве слу-
чаев к неприемлемо высокому уровню шумов на по-
лученной кривой. Для исключения шумов экспери-
ментальные кривые сглаживались – вначале разде-
лялись на перекрывающиеся отрезки, которые ап-
проксимировались полиномами. Исходные экспери-
ментальные точки и результаты их полиномиальной
аппроксимации представлены на рис. 1.

Процедура коррекции фона в спектрах Янсо-
на путем восстановления правила сумм на третьей
производной ВАХ ничем технически не отличается
от аналогичной процедуры на второй производной
ВАХ сверхпроводящих контактов, поэтому был ис-
пользован тот же самый алгоритм.

На рис. 6 представлены результаты применения
этого алгоритма для контактов, приведенных на
рис. 1. Зависимости магнитуд корректирующих кри-
вых от их положения на оси энергий (рис. 7) и ва-
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Рис. 7. Зависимости магнитуд корректирующих кривых от
их положения на оси энергий для микроконтакта, приве-

денного на рис. 6.1

Рис. 8. Вариации формы функции ЭФВ, восстановленной
для контакта, приведенного на рис. 6.1, в зависимости от
положения корректирующей кривой K1 на оси энергий (а)
и для различных корректирующих кривых в точках мини-

мумов их магнитуд (б)

Рис. 9. Сравнение процедур вычитания и коррекции фо-
на: 1 — исходная экспериментальная кривая с фоном; 2 —
кривая после коррекции; 3 — традиционно используемая
фоновая кривая; 4 — кривая после вычитания фона. Па-
раметр ЭФВ λ для кривой 2 больше, чем для кривой 4, в
1.5 раза, максимум кривой 4 составляет примерно 0.6 от

максимума кривой 2

риации формы производных после коррекции фона
(рис. 8) приведены для различных типов корректи-
рующих кривых и их положения на оси энергий для
одного из контактов. Как видно на рис. 8, наимень-
шие вариации формы функций ЭФВ соответству-
ют минимумам магнитуд корректирующих кривых.
Существенно меньшая магнитуда корректирующих
кривых здесь по сравнению со сверхпроводящими
спектрами (ср. рис. 4 и рис. 7) приводит к практи-
чески полной идентичности кривых после коррек-
ции фона, т. е. независимости конечного результата
от формы корректирующей кривой. Для спектров
Янсона, имеющих большой уровень фона, исполь-
зование традиционных методов его вычитания [3]
приводит, во-первых, к заметному искажению вос-
станавливаемой функции ЭФВ и, во-вторых, к зани-
женным значениям функции ЭФВ gPC и параметра
ЭФВ λ (рис. 9). Для приведенного на рис. 9 спектра
параметр λ при коррекции фона в 1.5 раза боль-
ше, чем при вычитании, а значение функции ЭФВ
в точке максимума при вычитании фона составляет
около 60% по сравнению с коррекцией. Таким об-
разам, использование метода коррекции фона поз-
воляет уточнить форму функций ЭФВ и численные
параметры для материалов, спектры которых слож-
но получить с низким уровнем фона.

Интересно сопоставить результаты восстановле-
ния функций ЭФВ из спектров микроконтактов, на-
ходящихся в сверхпроводящем и нормальном состо-
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Рис. 10. Сравнение функций ЭФВ, восстановленных из
спектров контактов в нормальном и сверхпроводящем со-
стояниях, а также из туннельных данных. Все кривые
нормированы на единицу в районе первого пика. a) 1 —
аморфный материал в нормальном состоянии (рис. 6.3),
2 — аморфный материал в сверхпроводящем состоянии
(рис. 2.3), 3 — из туннельных данных для аморфных пле-
нок [15]. б) 1 — дефектный материал в нормальном со-
стоянии (рис. 6.2), 2 — дефектный материал в сверхпро-
водящем состоянии (рис. 2.1), 3 — из туннельных данных
для аморфных пленок [15]. в) 1 — искаженный материал
в нормальном состоянии (рис. 6.1), 2 — бездефектный ма-
териал в сверхпроводящем состоянии (рис. 2.2), 3 — из

туннельных данных для кристаллических пленок [27]

яниях, а также сравнить их с туннельными данными
[15,27] (рис. 10).

Как следует из сравнения, полученные функ-
ции ЭФВ можно условно разделить на три группы.
На рис. 10а приведены функции ЭФВ, относящи-
еся к аморфному ниобию. При этом, судя по раз-
мытию кривых, наибольшая степень аморфизации
материала соответствует функции под номером 2,
восстановленной из сверхпроводящего спектра, в то
время как для туннельной функции ЭФВ (кривая
3) имеет место существенная рекристаллизация. На

рис. 10б степени рекристаллизации близки друг к
другу, положение второго пика смещено в область
более высоких энергий на всех кривых, наблюдается
их сильное уширение. Наконец, на рис. 10в приведе-
ны кривые, соответствующие наиболее совершенной
кристаллической решетке. Положения пиков совпа-
дают для всех кривых, размытие их также значи-
тельно меньше, чем в предыдущих случаях. Вместе
с тем функция ЭФВ, восстановленная из спектра
в нормальном состоянии, сильно уширена, второй
пик подавлен, также довольно сильно подавлен вто-
рой пик на функции ЭФВ, восстановленной из тун-
нельных измерений. Наиболее выигрышно смотрит-
ся здесь кривая 2, восстановленная из сверхпрово-
дящего спектра.

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Существующие теории спектроскопии ЭФВ
сверхпроводящих микроконтактов с непосредствен-
ной проводимостью относятся к баллистическому
пролету носителей через сужение и справедливы
только для сверхпроводников с большой длиной
когерентности. Диффузионный предел рассмотрен
только для длинного канала с грязными берегами, а
для неоднородных микроконтактов пока отсутству-
ет какая-либо теоретическая модель. Тем не менее
работы [5, 6] являются мощным теоретическим
фундаментом, квинтэссенцией которого является
доказательство, что функция ЭФВ может быть
может восстановлена из нелинейности избыточ-
ного тока, связанной с рассеянием андреевских
электронов на неравновесных фононах. В ходе
экспериментальной проверки работ [5, 6] было
обнаружено, что для восстановления функции ЭФВ
необходимо учитывать сверхпроводящий фон, не
предсказываемый теорией. Что представляется
значительно более важным, теория оказалась ши-
ре, чем первоначально предполагали авторы —
восстановление функции ЭФВ из нелинейности
избыточного тока оказалось возможным не только
для баллистических контактов из сверхпроводни-
ков с очень большой когерентностью, но и для
других сверхпроводников с меньшей длиной коге-
рентности, а также для неоднородных контактов.
По аналогии с традиционной микроконтактной
спектроскопией мы находимся сейчас в таком исто-
рическом промежутке, когда существовала теория
Кулика –Омельянчука –Шехтера (КОШ) [1], но не
существовало теории, объясняющей наблюдение
спектров ЭФВ в диффузионных микроконтактах
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[11]. Также тогда не существовало теории, объясня-
ющей появление фона в спектрах Янсона. Кстати,
до сих пор отсутствует теоретическое объяснение
возможности возникновения фона на уровне свыше
50%. Таким образом, представленные в данной
работе экспериментальные результаты могут по-
служить полезным источником информации для
дальнейшего развития теории.

В основе микроконтактной спектроскопии лежит
дупликация носителей — в токовом состоянии элек-
троны разбиваются на две группы, для которых раз-
ность энергий между занятыми и свободными состо-
яниями электронов на поверхности Ферми составля-
ет eV , т. е. равна приложенному напряжению [1, 2].
Если для неоднородных контактов в сверхпроводя-
щем состоянии выполняется бездиссипативный ре-
жим прохождения электронов через дефектную об-
ласть, т. е. сохраняется дупликация электронов, то
вторая производная ВАХ таких структур подобна
разности ВАХ нормального и сверхпроводящего со-
стояний баллистических микроконтактов. С учетом
результатов экспериментов на ниобиевых микрокон-
тактах даже частично диссипативный режим про-
хождения дефектной области может оказаться при-
менимым для восстановления функции ЭФВ. С од-
ной стороны, это открывает дополнительные воз-
можности, расширяя количество объектов, позво-
ляющих в ряде случаев получить более качествен-
ную информацию об ЭФВ от невозмущенного мате-
риала в окрестности генерации неравновесных фо-
нонов, что и продемонстрировано выше. С другой
стороны, это приводит к необходимости учитывать
возможность наличия последовательно включенно-
го сопротивления. Для сверхпроводника, у которо-
го известно положение фононных особенностей, это
не представляет никаких сложностей, а вот матери-
ал с неизвестным фононным спектром требует изме-
рения достаточно большого количества контактов с
различным сопротивлением.

Как в сверхпроводящих спектрах неоднородных
контактов, так и в спектрах Янсона наблюдается
подавление высокоэнергетичных фононов, хотя фи-
зические причины такого подавления существенно
разные.

В неоднородных сверхпроводящих контактах
нелинейность формируется вследствие рассеяния
неравновесных фононов на электронах, испыту-
ющих андреевское отражение, в объеме с харак-
терным размером порядка приведенной длины
когерентности. Вероятность такого рассеяния силь-
но зависит от концентрации обеих составляющих,
причем существует некая пороговая концентрация

как андреевских электронов, так и неравновесных
фононов, ниже которой вероятность их взаи-
модействия резко падает. При этом пороговые
концентрации связаны между собой — рост концен-
трации одной компоненты уменьшает пороговую
концентрацию второй. Концентрация андреевских
электронов определяется величиной избыточного
тока, а концентрация неравновесных фононов —
плотностью фононных состояний. С ростом на-
пряжения на контакте величина избыточного тока
плавно уменьшается во всем диапазоне энергий. Что
касается плотности фононных состояний, то внача-
ле она растет, а после достижения энергии первого
фононного пика начинает быстро уменьшаться,
что и приводит к резкому падению вероятности
рассеяния. Также чрезвычайно важным факто-
ром является зависимость эффективного сечения
рассеяния неравновесных фононов на андреевских
электронах от энергии первых. Неравновесные
фононы не являются точечными объектами, и с
возрастанием их энергии эффективность рассеяния
падает.

Таким образом, именно сочетание всех этих фак-
торов и приводит к подавлению высокоэнергетиче-
ских фононов. Как было показано при исследова-
нии сверхпроводящих танталовых микроконтактов
[5], степень такого подавления очень сильно зависит
от того, насколько сильно убывает избыточный ток,
тогда как начало такого подавления всегда привя-
зано к энергии, соответствующей резкому уменьше-
нию плотности фононных состояний. Для приведен-
ных здесь контактов минимумы магнитуд корректи-
рующих кривых расположены в интервале энергий
15.8–16 мэВ для контактов с упорядоченной кри-
сталлической решеткой (с учетом коррекции по на-
пряжению для контакта 50 Ом) и 16.5–16.8 мэВ для
аморфного контакта.

Причиной подавления высокоэнергетических
фононов в спектрах Янсона являются искажения
решетки, вызываемые примесями и дефектами.
Чтобы электрон с избыточной энергией, равной
приложенному напряжению, мог потерять эту
энергию, испустив неравновесный фонон, должен
быть выполнен ряд условий. Во-первых, энергия
этого фонона должна совпадать с избыточной
энергией электрона, т. е. колебательные параметры
решетки в окрестности рождения фонона должны
позволять такой процесс. Во-вторых, фонон должен
иметь возможность распостраняться по кристаллу,
т. е. колебательные параметры решетки в соседних
объемах не должны сильно различаться. Когда при-
ложенное к контакту напряжение мало, излучаются
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фононы с большой длиной волны и дефекты не
оказывают заметного влияния на возможность их
генерации, поскольку на длине волны укладывается
большое количество атомов и свойства решетки
усредняются. В то же время если длина волны
фононов сопоставима с параметрами решетки, то
ее искажения могут препятствовать процессам их
генерации. В самом деле, в окрестности каждого
дефекта будут индивидуальные колебательные
параметры решетки, не совпадающие с таковы-
ми невозмущенной решетки и, возможно, других
дефектов. Кроме того, хаотическое расположение
дефектов затрудняет возможность распространения
фононов, генерируемых в их окрестности. Таким
образом, эффективный объем генерации для корот-
коволновых фононов оказывается меньше, чем для
длинноволновых, что и приводит к уменьшению
их интенсивности, а также к общему уширению
спектров.

Для спектров Янсона минимумы магнитуд кор-
ректирующих кривых расположены при энергиях
16.6–17.2 мэВ для контактов с упорядоченной кри-
сталлической решеткой и при 17.6 мэВ для аморф-
ного контакта. Таким образам, для спектров Янсона
положение минимумов магнитуд корректирующих
кривых сдвинуто в область более высоких энергий
приблизительно на 1 мэВ по сравнению со спектра-
ми сверхпроводящих контактов. Это коррелирует с
наблюдением, что степень подавления высокочас-
тотных фононов возрастает с уменьшением их дли-
ны волны.

Столь разные физические причины, лежащие в
основе подавления высокоэнергетических фононов
в спектрах неоднородных сверхпроводящих контак-
тов и спектрах микроконтактов Янсона, закономер-
но приводят к разным результатам при восстановле-
нии формы функций ЭФВ. Восстановление правила
сумм на третьих производных ВАХ спектров Янсо-
на убирает фон на вторых производных, однако не
устраняет причину его появления. Поэтому форма
функции ЭФВ соответствует возмущенному матери-
алу, что особенно четко проявляется для спектров с
большим фоном и, соответственно, с большой маг-
нитудой корректирующих кривых — высокочастот-
ные пики подавлены, наблюдается уширение фонон-
ных особенностей. Поскольку объем, в котором фор-
мируется нелинейность, в неоднородных сверхпро-
водящих микроконтактах удален от поверхности,
где концентрация дефектов решетки максимальна,
вероятность получения спектров, соответствующих

невозмущенному материалу для таких контактов
выше, чем для контактов Янсона. Это замечание
в наибольшей степени относится к технологически
сложным для микроконтактной спектроскопии ма-
териалам с проблемной поверхностью.

Несмотря на то что при получении функций
ЭФВ из спектров неоднородных сверхпроводящих
контактов имеет место двойное преобразование
(вычитание сверхпроводящего фона и последующая
коррекция высокоэнергетической части кривых,
чтобы они удовлетворяли правилу сумм), вари-
ативность получаемых результатов не является
критически значимой. Сверхпроводящий фон при
больших смещениях соответствует общему ходу
спектра, и его небольшие вариации практически не
приводят к заметному изменению формы и положе-
ния фононных особенностей на восстанавливаемой
функции ЭФВ. Изменение формы корректирующей
кривой также мало влияет на форму восстанавли-
ваемой функции ЭФВ, если ее положение на оси
энергий соответствует минимуму магнитуды. Тем
не менее существует заметная зависимость между
вариативностью формы восстанавливаемой функ-
ции ЭФВ и магнитудой корректирующих кривых.
Если для кривых на рис. 5 в точке минимумов
магнитуд корректирующих кривых (m = 8.6–9.5)
все-таки имеют место небольшие вариации формы,
то для контакта с сопротивлением 110 Ом (см.
рис. 1), с уровнем фона γ ∼ 0.7 вариации формы
функции ЭФВ после восстановления (см. рис. 8,
m ∼ 1) пренебрежимо малы.

Осложняющим фактором при обработке кривых
может быть появление на производных ВАХ осо-
бенностей неспектрального характера, связанных с
разрушением сверхпроводимости в приконтактной
области. Такие особенности могут иметь различ-
ную природу, например тепловую или связанную
с неравновесными процессами. Эти особенности не
являются воспроизводимыми, их положение зави-
сит от температуры и сопротивления микроконтак-
та. Поэтому для исключения из рассмотрения таких
особенностей необходим достаточно большой объем
экспериментальных данных.

6. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ

1. У неоднородных микроконтактов наблюдается
кардинальное различие вторых производных ВАХ
в нормальном и сверхпроводящем состояниях — в

85



Н. Л. Бобров ЖЭТФ, том 160, вып. 1 (7), 2021

нормальном состоянии на производных отсутству-
ют либо резко ослаблены особенности, связанные с
фононами. В сверхпроводящем состоянии на вторых
производных ВАХ появляются особенности, позво-
ляющие восстановление функции ЭФВ.

2.Для восстановленияфункции ЭФВ с помощью
неоднородных сверхпроводящих контактов необхо-
димо и достаточно использовать вторую производ-
ную ВАХ в сверхпроводящем состоянии.

3. Причиной появления фона на вторых про-
изводных ВАХ микроконтактов в нормальном
состоянии являются дефекты кристаллической ре-
шетки, приводящие к уменьшению вклада в спектр
высокоэнергетических фононов и, соответственно,
к нарушению правила сумм уже на третьей про-
изводной ВАХ. Коррекция фона осуществляется
путем восстановления нарушенного правила сумм
на этой производной.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Национальной академии наук Украины по
проекту ФЦ 4-19.
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В последние годы исследования топологических свойств систем были расширены новой концепцией то-
пологических изоляторов и сверхпроводников высокого порядка. В то время как было предложено боль-
шое количество моделей двумерных систем на квадратной решетке, в которых могут возникать угловые
возбуждения, вопрос о реализации таких возбуждений в сверхпроводящих системах с треугольной кри-
сталлической решеткой остается слабо изучен. В данной работе на примере топологического изолятора
в форме треугольника с киральным сверхпроводящим параметром порядка показана возможность реа-
лизации угловых возбуждений в C3-симметричных системах. Несмотря на нетопологический характер,
эти возбуждения обладают значениями энергии внутри щели спектра краевых возбуждений первого по-
рядка в широком диапазоне параметров и хорошо локализованы в углах системы. Продемонстрировано
наличие бесщелевых угловых возбуждений в системе при определенных значениях параметров. Прило-
жение внешнего магнитного поля в плоскости системы приводит к снятию трехкратного вырождения
энергии угловых возбуждений и позволяет с помощью направления магнитного поля управлять положе-
нием углового возбуждения с минимальной энергией. В то же время изменение величины магнитного
поля позволяет сделать точную подстройку для реализации бесщелевого возбуждения в выбранном угле.

DOI: 10.31857/S0044451021070099

1. ВВЕДЕНИЕ

В последние годы исследования топологически
нетривиальных систем получили новое направле-
ние, связанное с предложенной концепцией топо-
логических изоляторов высокого порядка (ТИВП)
[1]. В таких системах щелевым является не только
спектр объемных состояний, но и спектр краевых со-
стояний первого порядка (обычных краевых состо-
яний), и при этом возникают краевые состояния на
границах более высокого порядка: углов в двумер-
ных системах, а также углов и ребер в трехмерных
системах. Следует отметить, что еще до работы [1]
была продемонстрирована возможность возникнове-
ния локализованных состояний на доменных стен-
ках между областями с разным топологическим ин-
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дексом, расположенных на открытой границе систе-
мы [2, 3].

Особый интерес топологические системы высо-
кого порядка вызывают в связи с возможностью ре-
ализации угловых майорановских состояний в дву-
мерных топологических сверхпроводниках высоко-
го порядка (ТСВП) [4, 5], поскольку снимают одну
из проблем создания майорановских состояний на
практике. Майорановские состояния первого поряд-
ка требуют наличия чисто одномерной системы, что
сложно реализовать практически, в то время как
уширение цепочки приводит к возникновению бес-
щелевой зоны краевых возбуждений. В таком слу-
чае возбуждения с нулевой энергией хоть и остают-
ся отделенными щелью от объемных возбуждений,
но уже не отделены от других краевых возбужде-
ний. Кроме того, при уширении одномерной систе-
мы характер возбуждений меняется с чисто майора-
новского на киральный с изменением соотношения
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между длиной и шириной системы [6, 7]. Предска-
занные майорановские угловые состояния решают
эти проблемы. Во-первых, их энергия лежит в щели
спектра как объемных, так и краевых возбуждений.
Во-вторых, их локализация строго в углах системы
препятствует смене характера, и они остаются майо-
рановскими вне зависимости от соотношения разме-
ров системы.

Дополнительный интерес к ТСВП вызван воз-
можностью менять положение угловых возбужде-
ний варьированием параметров системы [5,8,9]. Уг-
ловые возбуждения в двумерных системах пред-
ставляются хорошими кандидатами для осуществ-
ления брейдинга, являющегося одним из ключевых
требований при создании топологического кубита
[10]. Другим возможным практическим применени-
ем таких систем является возможность создавать
на их основе наноразмерные устройства с управля-
емыми транспортными характеристиками. Для та-
ких практических применений важна возможность
управления угловыми возбуждениями с помощью
внешних полей, которая была продемонстрирована
в работах [5, 8].

Распространенный подход для получения ТСВП
заключается в рассмотрении модели топологическо-
го изолятора при учете сверхпроводящего спарива-
ния, выбранного таким образом, чтобы спектр кра-
евых возбуждений первого порядка стал щелевым,
а масса Дирака для этих возбуждений имела про-
тивоположный знак на соприкасающихся границах
[4]. В таком случае углы в системе будут выступать
в роли доменных границ, на которых будут возни-
кать краевые возбуждения второго порядка, то есть
бесщелевые угловые возбуждения. Этот подход хо-
рошо работает в системах на квадратной кристал-
лической решетке, для которых предложено множе-
ство моделей ТИВП и ТСВП [11–15]. Однако он не
применим для C3-симметричных систем, поскольку
в рамках описанного выше метода всегда возникает
четное число топологически защищенных угловых
состояний [16].

Другой способ формирования угловых состояний
был предложен на примере решетки Кагомэ [17–19].
При определенных значениях параметров узлы, на-
ходящиеся в углах системы с открытыми гранич-
ными условиями в форме треугольника, становят-
ся изолированными от остальной системы, форми-
руя угловые состояния (аналогично краевым со-
стояниям в модели Su-Schrieffer-Heeger или модели
Китаева [20]). Эти состояния являются бесщелевы-
ми и возникают во всей области параметров, ко-
торая не отделена от особой параметрической точ-

ки закрытием щели спектра краевых состояний. По
предположению авторов такие состояния топологи-
чески защищены обобщенной киральной симметри-
ей [18,19]. Однако ключевой особенностью рассмат-
риваемых систем являлось отсутствие электрон-ды-
рочной симметрии, а значит, подобный подход не
применим для создания ТСВП. Кроме того, выво-
ды о топологической защищенности угловых состо-
яний в решетке Кагомэ впоследствии были оспоре-
ны [21, 22]. Более того, авторы работы [21] сделали
вывод о невозможности реализации топологически
защищенных угловых состояний в C3-симметричной
системе.

В то время как топологически защищенные уг-
ловые состояния в системах в форме треугольника,
обладающих треугольной кристаллической решет-
кой, запрещены, эти системы все еще представля-
ют интерес для исследования. Во-первых, существу-
ют и другие проявления нетривиальной топологии
помимо возникновения бесщелевых угловых состоя-
ний [16]. В частности, для C3-симметричной систе-
мы была продемонстрирована возможность возник-
новения зарядовой аномалии [23]. Во-вторых, крае-
вые состояния, в том числе бесщелевые, могут воз-
никать в системах, не обеспечивающих их тополо-
гическую защищенность. Так, к примеру, краевые
состояния были обнаружены в тривиальной фазе од-
номерной цепочки со спин-орбитальным взаимодей-
ствием и сверхпроводимостью s-типа [24, 25], а так-
же экситонного диэлектрика со спин-орбитальным
взаимодействием [26]. Краевые возбуждения с ну-
левой энергией были найдены в тривиальной фа-
зе двумерного топологического изолятора с кираль-
ной сверхпроводимостью и 120-градусным магнит-
ным упорядочением [27,28].

В связи с отсутствием в системах с треугольной
решеткой топологически защищенных угловых со-
стояний представляется важным исследование воз-
можности реализации в такой системе угловых воз-
буждений нетопологического характера, в том чис-
ле бесщелевых угловых возбуждений. Данная рабо-
та посвящена исследованию условий возникновения
угловых возбуждений в двумерном топологическом
изоляторе в форме треугольника с киральной сверх-
проводимостью на треугольной решетке и их моди-
фикации при приложении магнитного поля.

2. МОДЕЛЬ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО
ИЗОЛЯТОРА С КИРАЛЬНОЙ
СВЕРХПРОВОДИМОСТЬЮ НА
ТРЕУГОЛЬНОЙ РЕШЕТКЕ

Аналогично авторам работы [4], рассмотрим
двухуровневую модель в приближении сильной свя-
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Киральное сверхпроводящее спа-
ривание d + id-типа на треугольной решетке. Слева: на-
правление сверхпроводящего спаривания Δj (2). Справа:
знак Re Δk и Im Δk [29]. Точками обозначены нодальные

точки Δk (3)

зи при учете гибридизации, индуцированной спин-
орбитальным взаимодействием Рашбы, и сверхпро-
водящего синглетного спаривания на соседних уз-
лах:

Ĥ = Ĥ0 + T̂ + Ĥso + Ĥsc,

Ĥ0 =
∑
fνσ

(νΔε− μ) c†fνσcfνσ,

T̂ = t
∑

〈fm〉νσ
νc†fνσcmνσ,

Ĥso = iλ
∑

〈fm〉νσσ′
[σσσ′ × dfm]z c

†
fνσcm,−ν,σ′ ,

Ĥsc =
∑

〈fm〉ν
Δfmc†fν↑c

†
mν↓ + h.c.

(1)

Здесь сумма по f обозначает суммирование по уз-
лам решетки, 〈fm〉 отвечает суммированию по бли-
жайшим соседям, dfm — единичный вектор вдоль
направления от узла m к узлу f , μ — химический по-
тенциал системы, 2Δε — разница посадочных энер-
гий в двух подзонах, t — параметр перескока меж-
ду ближайшими соседями, λ — параметр спин-ор-
битального взаимодействия, σj — матрицы Паули в
спиновом пространстве, c†fνσ — операторы рождения
электрона на узле f в разных подзонах, обозначен-
ных индексом ν = ±1.

Будем рассматривать случай кирального сверх-
проводящего синглетного спаривания между элек-
тронами на ближайших узлах, соответствующего
симметрии треугольной решетки (рис. 1):

Δfm = Δj = Δ1e
2πi(j−1)/3, j = 1, 2, 3. (2)

Спектр объемных возбуждений рассматривае-
мой системы имеет вид

Ek =

√
|Δk|2 +

(
μ− ETI

k

)2
, (3)

где ETI
k обозначает спектр объемных состояний в

топологическом изоляторе:

ETI
k = ±

√
|tk|2 + |λkσ |2,

tk = Δε− 2t+ 4t cos
kx
2

(
cos

kx
2

+ cos
ky
√
3

2

)
,

λkσ = 2iλσ sin
kx
2

(
2 cos

kx
2

+ cos
ky
√
3

2

)
−

− 2
√
3λ sin

ky
√
3

2
cos

kx
2
,

(4)

а Δk — сверхпроводящее спаривание, имеющее дву-
мерное представление

Δk = 2Δ1

(
cos kx − cos

kx
2

cos
ky
√
3

2

)
−

− 2i
√
3Δ1 sin

kx
2

sin
ky
√
3

2
. (5)

Поскольку Δk имеет двумерное представление, оно
обладает не нодальными линиями, как в работе [4], а
нодальными точками, как и спин-орбитальное взаи-
модействие.

В отсутствие сверхпроводящего спаривания, га-
мильтониан (1) описывает двумерный киральный
топологический изолятор, характеризующийся спи-
новым числом Черна [30]:

Cs = 1, −6t < Δε < 2t,

Cs = 2, 2t < Δε < 3t.
(6)

При отсутствии гибридизации между подзонами
рассматриваемая система является топологическим
сверхпроводником [31, 32] с числами Черна, проти-
воположными для верхней и нижней подзон:

Cν = 2ν, −3t+Δε < νμ < 6t+Δε. (7)

Следует отметить, что поскольку числа Черна име-
ют противоположный знак, на пересечении нетриви-
альных областей для верхней и нижней подзон пол-
ное число Черна системы С = 0. Это делает систему
чувствительной к гибридизации между подзонами.

При одновременном учете кирального сверхпро-
водящего спаривания и спин-орбитального взаимо-
действия диаграмма топологических фаз остается
практически той же, что и в отсутствие спин-ор-
битального взаимодействия. Тривиальные области
с C±1 = 0 остаются тривиальными, а области, в ко-
торых только одно из чисел Черна C±1 �= 0, в то
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Диаграмма параметров топо-
логического изолятора в форме треугольника с кираль-
ной сверхпроводимостью на треугольной решетке. Слева:
в отсутствие магнитного поля, справа: при наличии маг-
нитного поля в плоскости h = 0.3, φh = π/2. Красные
области соответствуют наличию бесщелевых краевых воз-
буждений первого порядка, фиолетовые — объемных бес-
щелевых возбуждений. Синим обозначены области пара-
метров, при которых в системе возникают угловые воз-
буждения со значением энергии, лежащим внутри щели
спектра краевых возбуждений. Желтым — области пара-
метров, при которых спектр краевых возбуждений щеле-
вой, однако угловые возбуждения с энергией внутри щели
отсутствуют. Белая линия соответствует параметрам, при
которых возникают бесщелевые угловые возбуждения, си-
няя линия — параметрам, при которых закрывается щель
спектра краевых возбуждений в магнитном поле. Параметр
спин-орбитального взаимодействия λ = 0.5t, сверхпрово-

дящего спаривания Δ1/t = 0.5

время как второе C∓1 = 0, остаются топологически
нетривиальными. Обе эти области не представляют
интереса для поиска угловых возбуждений. Область
же, в которой оба числа Черна C±1 были отличны
от нуля, формирует топологическую фазу с числом
Черна C = 0, которая более не содержит топологи-
чески защищенных краевых возбуждений. Однако в
ее границах все еще возможна реализация как крае-
вых возбуждений нетопологического характера, в
том числе бесщелевых, так и угловых возбуждений.
Таким образом, именно эта область будет исследо-
ваться в дальнейшем.

3. УГЛОВЫЕ ВОЗБУЖДЕНИЯ В СИСТЕМЕ
В ФОРМЕ ТРЕУГОЛЬНИКА

Результаты численных расчетов спектра одно-
электронных возбуждений топологического изоля-

тора в форме треугольника с киральной сверхпро-
водимостью продемонстрировали, что в интересую-
щей области в зависимости от значений параметров
реализуются три ситуации (рис. 2 слева). В значи-
тельной части рассматриваемой области, хотя она
и является топологически тривиальной, в системе
возникают бесщелевые краевые возбуждения перво-
го порядка. Другая часть области отвечает наличию
угловых возбуждений нетопологического характера
с энергией внутри щели спектра краевых возбуж-
дений. Энергия таких возбуждений трехкратно вы-
рождена ввиду эквивалентности углов в системе.
Третий случай соответствует наличию в системе ще-
ли в спектре краевых возбуждений первого поряд-
ка, однако угловые возбуждения с энергией внутри
щели в системе отсутствуют.

В одномерных системах существует взаимное со-
ответствие между энергией краевых состояний и ха-
рактером этого состояния. Если энергия состояния
находится внутри щели объемного спектра, то состо-
яние краевое, а если внутри значений спектра разре-
шенных объемных состояний, то состояние является
объемным. В двумерных системах это соответствие
работает только в одну сторону. Если энергия состо-
яния находится внутри абсолютной щели спектра
объемных состояний, то такое состояние по-преж-
нему является краевым. Однако обратное, вообще
говоря, не верно. То же самое относится и к угло-
вым возбуждениям в двумерных системах. Поэтому
для определения характера состояний в двумерных
случаях полезно рассчитать параметр IPR (inverse
participation ratio) [33,34], характеризующей степень
локализации состояния, который хорошо зарекомен-
довал себя для обнаружения краевых состояний в
топологических изоляторах [35]:

Iq(m) =

∑
f (Am(f))

q(∑
f Am(f)

)q . (8)

Здесь Am(f) — амплитуда возбуждения с номером
m на узле f , q > 1. Параметр Iq является отно-
сительно большим для локализованных состояний
(Iq = 1 для состояния, локализованного на одном
узле), и имеет порядок 1/V q−1 для делокализован-
ного состояния в системе с числом узлов V .

На рис. 3 представлена зависимость величины
I4 от химпотенциала μ для различных собственных
возбуждений в системе. Как можно видеть, возбуж-
дения, характеризующиеся минимальной энергией
при μ = 0, остаются хорошо локализованными в уг-
лах треугольника, даже когда их энергия оказыва-
ется за пределами щели спектра краевых возбужде-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) a) Зависимость I4 (8) для собственных возбуждений в топологическом изоляторе в форме
треугольника с киральной сверхпроводимостью от величины химического потенциала. Синяя линия отвечает угловым
возбуждениям с минимальной энергией, красная линия обозначает величину химического потенциала μ, при котором
энергия угловых возбуждений пересекает границу зоны краевых возбуждений. б) Спектр системы при μ = 0. Точками
обозначены энергии краевых возбуждений, треугольниками — угловых, серые области обозначают зону краевых состо-
яний. в–д) Пространственное распределение угловых возбуждений при различных значениях химического потенциала,
отмеченных точками на a: при μ = 0 это угловое возбуждение с энергией внутри щели спектра краевых возбуждений,
при μ = 0.9t это угловое возбуждение с энергией внутри зоны краевых состояний, при μ = 1.5t возбуждение является

краевым с тенденцией к локализации в углах системы. Параметры системы: Δ1/t = 0.6, Δε = 0, λ/t = 0.5

ний в рассматриваемой системе (рис. 3г). Небольшие
пики I4 возникают из-за тенденции краевых возбуж-
дений первого порядка с энергиями в глубине ще-
ли спектра объемных возбуждений к локализации в
углах ограниченных систем [36]. Подобные возбуж-
дения можно легко отличить от угловых возбужде-
ний, изменяя размер системы. Поскольку краевые
возбуждения даже при наличии тенденции к лока-
лизации в углах распределены по всей границе си-
стемы, то их значения IPR уменьшаются с увели-
чением размеров системы, в то время как значения
IPR для угловых состояний остаются неизменными.

При определенных значениях параметров, фор-
мирующих линию на диаграмме параметров, в си-
стеме возможна реализация угловых возбуждений с
нулевой энергией (рис. 2 слева). Эти линии нулевых
мод не являются размерным эффектом в отличие от
ситуаций, рассмотренных в работах [25,37,38]. Нали-
чие в системе беспорядка не влияет на возможность
реализации в ней нулевых угловых возбуждений, од-
нако конкретные значения параметров, при которых
такие возбуждения возникают, оказались очень чув-
ствительны к беспорядку непосредственно в углах
системы.

4. ВЛИЯНИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА
УСЛОВИЯ РЕАЛИЗАЦИИ УГЛОВЫХ

ВОЗБУЖДЕНИЙ

Рассмотрим влияние однородного магнитного
поля, направленного в плоскости системы, на осо-
бенности реализации угловых состояний в треуголь-
ном топологическом изоляторе с киральной сверх-
проводимостью на треугольной решетке:

Ĥh = −
∑
fνσσ′

hσσσ′c†fνσcfνσ′ ,

h = h (cosφh, sinφh, 0) .

(9)

Наличие магнитного поля приводит к измене-
нию описанной в предыдущем параграфе диаграм-
мы параметров (рис. 2 справа). Так, спектр объем-
ных возбуждений теперь закрывается не на лини-
ях, а в области параметров. Также внутри области
параметров, соответствующих реализации угловых
возбуждений, возникает линия параметров, отвеча-
ющая закрытию щели в спектре краевых возбуж-
дений первого порядка. Линия реализации бесщеле-
вых угловых мод при приложении магнитного поля
расщепляется на две. Однако сами области реали-
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Сверху: зависимость энергии
угловых возбуждений от направления магнитного поля
h = 0.3t, направленного в плоскости системы. Снизу: про-
странственное распределение двух возбуждений с мини-

мальной энергией при φh = π/2

зации угловых возбуждений остаются практически
без изменений.

Поскольку в рассматриваемой системе вследст-
вие наличия спин-орбитального взаимодействия су-
ществует связь между спиновыми и пространствен-
ными степенями свободы, включение магнитного
поля, направленного в плоскости системы, приво-
дит к разрушению пространственной симметрии и
делает углы неэквивалентными. При этом энергия
возбуждений становится зависящей не только от
величины, но и от направления магнитного поля
(рис. 4). Так, экстремальным значением энергии об-
ладает возбуждение, находящееся в том углу, на-
правление на который из центра треугольника сов-
падает с направлением магнитного поля. Таким об-
разом, с помощью магнитного поля можно осуще-
ствить не только точную подстройку системы для
получения углового возбуждения с нулевой энерги-
ей, но и определить, в каком именно углу будет воз-
никать это возбуждение.

Поскольку полученные в магнитном поле воз-
буждения имеют нетопологический характер и не
могут быть представлены в виде двух разнесенных
майорановских операторов, такая система не может
быть использована для реализации брейдинга. Од-
нако она все еще может быть полезна для реализа-
ции устройства, транспортом через которое можно
управлять с помощью магнитного поля.

5. ВЫВОДЫ

На примере двумерного топологического изо-
лятора в форме треугольника с киральной сверх-
проводимостью на треугольной решетке была
продемонстрирована возможность реализации уг-
ловых возбуждений в C3-симметричных системах.
Было показано, что угловые возбуждения в такой
системе могут обладать энергиями как внутри щели
спектра краевых возбуждений первого порядка, так
и за ее пределами. При определенных значениях
параметров, формирующих линию на диаграмме
параметров, угловые возбуждения являются бес-
щелевыми. Включение магнитного поля в системе
снимает вырождение угловых возбуждений, при
этом энергия угловых возбуждений зависит как
от величины магнитного поля так и от его на-
правления в плоскости системы. Это позволяет не
только провести точную подстройку для получения
углового возбуждения с нулевой энергией, но и
выбрать угол, в котором это угловое возбуждение
будет реализовываться.
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Исследовано распространение продольных упругих волн вблизи фазового перехода из парамагнитной в
несоизмеримую фазу в слоистых системах, имеющих тетрагональную структуру. На основе работы [22]
сделан вывод о том, что фазовый переход второго рода возможен, если в кристалле отсутствуют сдви-
говые деформации, а перенормировка параметров взаимодействия не меняет знака этих параметров
в слагаемых действия, содержащих четвертые степени компонент параметра порядка. С помощью ре-
нормгруппового подхода для продольных звуковых волн в направлении [100] найден степенной закон
температурного изменения скорости звука в критической области, а также смещение положения точки
минимума частоты (а значит, и скорости) этих волн относительно точки фазового перехода. Выяснены
причины различного изменения скорости продольных звуковых волн при их распространении в направ-
лениях [100], [110] и [001].

DOI: 10.31857/S0044451021070105

1. ВВЕДЕНИЕ

Распространение продольных звуковых волн
вблизи точки фазового перехода второго рода
изучается достаточно давно. Так, в работе Белова с
соавторами [1] была построена феноменологическая
теория распространения таких волн на основе
теории Ландау –Халатникова [2]. В этой работе
было показано, что пик изменения скорости звука
и критического затухания имеют место при одной
и той же температуре, а максимум затухания
расположен ниже критической точки и зависит от
частоты. Однако экспериментальные исследования
продольного звука в соединении MnF2 показали,
что максимум затухания этих волн лежит несколь-
ко выше, чем температура Нееля, и нет изменения
скорости упругой волны при температуре Нееля
[3]. Другой подход, развивавшийся в работах Мори,
основан на использовании стохастического урав-
нения Ланжевена для нормальной моды звуковых
колебаний путем введения «случайной» силы,

* E-mail: menshenin@imp.uran.ru

которая действует на эту моду [4, 5]. При этом
временной коррелятор случайной силы является
гауссовым, а коэффициент затухания упругой вол-
ны пропорционален этому коррелятору. В работе [5]
с учетом обменной стрикции в качестве механизма
влияния магнитной подсистемы на упругие степени
свободы были рассчитаны коэффициенты затуха-
ния продольных упругих волн вблизи температуры
Нееля в соединении MnF2 для направлений распро-
странения волн [100], [001] и [110]. Были найдены
зависимости коэффициентов затухания этих волн
от температуры, констант обменного взаимодей-
ствия и волновых чисел соответствующих звуковых
волн. Дальнейшее развитие этого направления
привело к разработке теории описания критической
динамики фазовых переходов второго рода, в рам-
ках которой можно исследовать распространение
звука вблизи таких переходов. Важное отличие
этой теории от статического случая состоит в том,
что необходимо принять во внимание уравнения
движения стохастического типа. Эти уравнения
должны быть необратимы относительно обращения
времени, а значит, содержать диссипативные члены
[6]. Появление этих членов связано со случайными
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тепловыми возбуждениями. Первоначально подход
к рассмотрению критической динамики развивался
подобно ε-разложению в ренормгрупповом (РГ)
подходе. Формально РГ-преобразование проводится
в два этапа [7]. На первом этапе проводится исклю-
чение быстрых мод, а на втором этапе — изменение
масштаба. Новое уравнение движения записывается
в прежнем виде, но с новыми коэффициентами,
которые представляют собой РГ-преобразование
исходных коэффициентов. Однако далее было пока-
зано, что любая стохастическая задача может быть
сведена к квантово-полевой модели с удвоенным
числом переменных [8–11]. Тогда для вычисления
корреляционных функций удается воспользоваться
всем теоретико-полевым аппаратом РГ-анализа. На
основе этого подхода в работе [12] анализировалось
амплитудное соотношение для затухания звука
выше и ниже критической точки для одноосного
ферромагнетика. Работа [13] посвящена иссле-
дованию критического затухания ультразвука в
изотропных системах. Обратим внимание на то,
что большинство работ посвящено критическому
затуханию звуковых волн. В то же время вблизи
точки перехода второго рода изменяется также
и скорость продольных упругих волн. В работе
[14] такое изменение скорости обнаружено в сло-
истом соединении FeGe2 вблизи точки перехода
из парамагнитной фазы в несоизмеримую маг-
нитную фазу. Скорости продольных упругих волн
меняются различным образом для направлений
распространения [100], [001], [110] волн [14, 15].
Причины такого различия в работах [14, 15] не
обсуждаются. Представляет интерес обсудить эти
причины. В работе [16] результаты по неупругому
рассеянию нейтронов были использованы для опре-
деления закона дисперсии фононов в дигерманиде
железа при температурах 300 К, 500 К, 650 К.
Проведено вычисление с использованием теории
функционала плотности в квазигармоническом
приближении температурных смещений дисперсии
фононов. Результаты расчетов оказались плохо
согласующимися с экспериментальными данными.

2. СТАТИЧЕСКОЕ ДЕЙСТВИЕ

Наша задача состоит в изучении критической
динамики распространения продольных звуковых
волн вблизи перехода из парамагнитного состояния
в несоизмеримую магнитную фазу. К таким систе-
мам относится, например, соединение FeGe2. Про-
ведем наше рассмотрение, исходя из данных, по-

лученных для этого соединения. Пусть простран-
ственная симметрия среды описывается группой
I4/mcm(D18

4h). Ионы железа занимают позицию 2a.
Заметим, что далее везде работаем с примитивной
ячейкой кристалла и рассматриваем для описания
группы установку, данную в монографии Ковале-
ва [17]. Волновой вектор несоизмеримой магнитной
структуры равен

k =

{
2πμ

τ
, 0, 0

}
,

2μ �= 0,±1,±2 . . .
Введем сначала переменные, описывающие на-

шу систему. Мы будем рассматривать длиннопери-
одическую магнитную структуру типа продольной
спиновой волны. В этом случае, как показано в рабо-
те [18], магнитное состояние вблизи перехода описы-
вается с помощью двумерного вектора S = {S1, S2},
где величины S1 и S2 есть аксиальные орты вдоль
осей координат x и y в разложении плотности маг-
нитного момента по базисным функциям неприво-
димого представления пространственной группы, по
которому происходит переход из парамагнитной фа-
зы в несоизмеримую магнитную фазу. Далее мы бу-
дем рассматривать модель C критической динами-
ки [6]. Рассмотрим для определенности распростра-
нение звука вдоль направления [100]. В этом слу-
чае статическое действие системы можно записать
по аналогии с работой [13] в виде

Sst = −
∫ {

1

2
r0(S

2
1 + S2

2) +
1

2
(∂iS1)

2 +

+
1

2
(∂iS2)

2 +
g10
24

(S2
1 + S2

1)
2 +

g20
24

S2
1S

2
2 +

1

2
u2 + γu0u(S

2
1 + S2

2)+

+
1

2
s2 + γs0s(S

2
1 + S2

2) + wsu

}
ddx. (1)

В равенстве (1) мы учли тетрагональную симмет-
рию системы, величина u — звуковая переменная,
пропорциональная флуктуациям плотности в систе-
ме [13], s — пропорциональна флуктуациям энтро-
пии на единицу массы [13]. Величина d, указываю-
щая размерность пространства, равна d = 4 − 2ε,
ε � 1, ∂i = ∂/∂xi, r0 = (T − TC0), TC0 — затравоч-
ная температура фазового перехода. В упомянутой
статье авторы указали, что наличие слагаемых∫ (

1

2
u2 +

1

2
s2 + wus

)
ddx

можно обосновать с помощью теории термодинами-
ческих флуктуаций. Возникновение этих слагаемых
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можно понять из следующих соображений. Как из-
вестно [19], вероятность флуктуации ξ для вывода
тела из состояния равновесия при постоянных дав-
лении и температуре пропорциональна

ξ ∼ exp

(
−δΦtot

T

)
,

где T — температура тела, а δΦtot — изменение тер-
модинамического потенциала тела в целом. Далее
при рассмотрении тела как некоторого числа под-
систем, слабо взаимодействующих между собой, из-
менение термодинамического потенциала всего тела
может быть представлено в виде

ΔΦtot =

∫
(δΦ(x)) ddx,

где интегрирование ведется по всему объему систе-
мы, а δΦ(x) — локальное изменение термодинами-
ческого потенциала одной из подсистем. Для этой
подсистемы локальное изменение термодинамичес-
кого потенциала при постоянных давлении и тем-
пературе равно минимальной работе, необходимой
для того, чтобы перевести подсистему из одного со-
стояние в другое обратимым образом. В нашем слу-
чае при распространении упругой волны выражение
для минимальной работы имеет вид

Rmin = δE(S1, S2,�S1,�S2, S, u11)−
T0δS − (σ11(0)) δu11, (2)

где δE, δS, δu11 — изменение внутренней энергии,
энтропии и тензора деформации подсистемы, индекс
«0» указывает на то, что величины относятся к телу
в целом. Раскладывая в ряд изменение внутренней
энергии, сразу найдем, что линейные по изменениям
δS, δu11 слагаемые в выражении (2) сокращаются, а
первые производные по компонентам параметра по-
рядка и их градиентам равны нулю. Выделяя в сла-
гаемых второго порядка члены вида

1

2

(
∂2E

∂S2
(δS)2 + 2

∂2E

∂S∂u11
δSδu11 +

∂2E

∂u2
11

(δu11)
2

)
,

введем следующие обозначения:

∂2E

∂s2
(δS)2 = (s(x))2,

∂2E

∂u2
11

(δu11)
2 = (u(x))2,

а слагаемое ∂2E
∂S∂u11

δSδu11 запишем следующим об-
разом: wu(x)s(x). Следовательно, в выражении для
термодинамического потенциала всей системы по-
явятся слагаемые∫ (

1

2
s(x)2 +

1

2
u(x)2 + wu(x)s(x)

)
ddx, (3)

которые со знаком минус войдут и в статическое
действие. Заметим, что величина u пропорциональ-
на изменению объема, а значит, и плотности систе-
мы, т. е. не должна менять знака при пространствен-
ной инверсии. Отметим также, что и тензор дефор-
мации не меняет знака при смене знаков координат.

3. СТОХАСТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И
КВАНТОВО-ПОЛЕВАЯ МОДЕЛЬ

В этом случае взаимодействие параметра поряд-
ка со звуком вблизи фазового перехода описывается
следующими стохастическими уравнениями [13]:

dSi

dt
= λ0

δSst

δSi
+ θi(x, t),

ds

dt
= −κΔδSst

δs
+ θs(x, t),

Mü = −ΔδSst

δu
+DMΔu̇+ θu(x, t).

(4)

Первое из уравнений (4) описывает релаксацию
компонент параметра порядка с коэффициентом ре-
лаксации λ0. Второе уравнение описывает перенос
энергии из-за диффузии, а коэффициент κ есть
температурная проводимость. Последнее уравнение
следует из стандартного уравнения движения звуко-
вых волн. Величина M является обратным квадра-
том адиабатической скорости звука, D — константа
затухания [13]. В уравнениях (4) величины θi, θs,
θu играют роль «случайных» сил. Средние значе-
ния этих сил равны нулю, а для их корреляторов
выполняются соотношения [6, 13]

〈θi(x, t)θj(x′, t′)〉 = 2λ0δ
d(x − x′)δ(t− t′)δij ,

〈θs(x, t)θs(x′, t′)〉 = −2κ�2δd(x − x′)δ(t− t′),

〈θu(x, t)θu(x′, t′)〉 = 2DM�4δd(x− x′)δ(t − t′).

(5)

Эту стохастическую модель можно свести к
рассмотрению некоторой квантово-полевой модели.
Можно показать [20], что стохастическая модель
полностью эквивалентна квантово-полевой модели с
удвоенным числом полей, а именно Si, S̃i, (i = 1, 2),
s, s̃, u, ũ. Функционал действия в этом случае имеет
вид

7 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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S =

∫∫
ddx dt

[
S̃1(x, t)λ0S̃1(x, t) +

+ S̃2(x, t)λ0S̃2(x, t)− S̃1

[
∂S1

∂t
− λ0

δSst

δS1

]
−

− S̃2

[
∂S2

∂t
− λ0

δSst

δS2

]
+ ũDM�4ũ− s̃κΔs̃−

− ũ

[
M

∂2u

∂t2
+Δ

δSst

δu
−DMΔ

∂u

∂t

]
−

− s̃

[
∂s

∂t
+ κΔ

δSst

δs

]]
. (6)

Переход к квантово-полевой модели позволяет
в полной мере использовать методы теории поля
для анализа нашей модели. Это означает, что функ-
ции Грина стохастической задачи можно вычислять
с помощью обычных функций Грина модели (6),
которые определяются производящим функциона-
лом [20]

G(J) =

∫
DS1DS2DS̃1DS̃2DsDs̃DuDũ×

× exp (S + Jϕϕ+ Jϕ̃ϕ̃) , (7)

где ϕ = (S1, S2, s, u), ϕ̃ = (S̃1, S̃2, s̃, ũ), по ним про-
водится суммирование, Jϕ, Jϕ̃ — источники соот-
ветствующих полей, кроме того, в последних двух
слагаемых под знаком экспоненты проводится инте-
грирование по пространственным и временным ар-
гументам. Обеспечивающий нормировку G(0) = 1

множитель включен в величину DS1 . . . Dũ.
Вычислим входящие в равенство (6) вариацион-

ные производные и подставим их в это равенство.
Тогда выражение (6) можно представить в виде сум-
мы двух слагаемых:

S =

∫
ddx dt(S0(x, t)) + V (ϕ(x, t), ϕ̃(x, t)), (8)

где первое слагаемое в равенстве (8) — часть дей-
ствия, квадратичная по динамическим переменным,
а второе слагаемое описывает взаимодействие этих
полей. Далее удобно провести сдвиги на константы,
которые позволяют исключить из рассмотрения ли-
нейные по источникам слагаемые в производящем
функционале (7). Покажем это на примере суммы
слагаемых [20]

A1 = S̃1λ0S̃1 − S̃1

[
∂

∂t
+ λ0(r0 −Δ)

]
S1 +

+ JS1S1 + JS̃1
S̃1, (9)

В равенстве (9) предполагается интегрирование по
временным и пространственным координатам. Обо-
значая λ0 = D/2, первые два слагаемых запишем в
виде

S̃1λ0S̃1−S̃1

[
∂

∂t
+λ0(r0−Δ)

]
S1 = −LKLT/2, (10)

где L = (S1, S̃1), оператор K равен[
0 (∂t + λ0[r0 −Δ]T )

(∂t + λ0[r0 −Δ]) −D

]
,

а знак T означает транспонирование. Для такой
блочной матрицы с симметричной операцией D =

= DT обратный оператор Δ(S) = K−1 записывается
в виде [20]

Δ(S) =

[
Δ

(S)
12 DΔ

(s)
21 Δ

(S)
12

Δ
(S)
21 0

]
, (11)

где

Δ
(S)
12 = (∂t + λ0[r0 −Δ])−1,

Δ
(S)
21 = [(∂t + λ0[r0 −Δ])T ]−1.

(12)

Введем далее обозначение

Δ
(S)
11 = Δ

(S)
12 DΔ

(S)
21 , (13)

при этом

(∂t + λ0[r0 −Δ])T = (−∂t + λ0[r0 −Δ]). (14)

Тогда запаздывающая функция Грина
Δ

(S)
12 (x − x′, t − t′) линейного оператора L =

= ∂t + λ0[r0 −Δ] является затравочным коррелято-
ром вида

Δ
(S)
12 (x− x′, t− t′) = 〈S1(x, t)S̃1(x

′, t′)〉0, (15)

а опережающая функция Грина равна

Δ
(S)
21 (x− x′, t− t′) = 〈S̃1(x, t)S1(x

′, t′)〉0. (16)

Линейному оператору −Dδ(x − x′) соответствует
функция Грина

Δ
(S)
11 (x− x′, t− t′) = 〈S1(x, t)S1(x

′, t′)〉0. (17)

Понятно, что в общем случае имеем

〈SiS̃j〉 = 〈SiS̃i〉δij ,
〈SiSj〉 = 〈SiSi〉δij ,
〈S̃iS̃j〉 = 0.

(18)

Заменой переменных вида

L = y + JSK
−1,

где вектор-строка

JS =
(
JS JS̃1

)
,
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величина

A1 = −LKLT

2
+ JSL

T

приводится к виду

A1 = −yKyT

2
+

JSK
−1JT

S

2
.

Подчеркнем еще раз, что в последнем соотношении
ядро K−1 имеет смысл функций Грина линейной за-
дачи KL = Js [20]. По переменным y интегралы ока-
зываются гауссовыми и могут быть вычислены точ-
но. Переменные набора {u, ũ, s, s̃} cвязаны между
собой билинейными слагаемыми в действии. Поэто-
му процедура избавления от линейных по этим по-
лям слагаемых с источниками аналогична рассмот-
ренной выше. В этом случае оператор K1 имеет вид

K1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 a 0 k

b c n 0

0 n 0 d

k 0 l q

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где

a =

[
M

∂2

∂t2
−Δ−DMΔ

∂

∂t

]T
,

b =

[
M

∂2

∂t2
−Δ−DMΔ

∂

∂t

]
,

c = −2DM�4, k = −wκΔ,

d =

[
∂

∂t
− κΔ

]T
, l =

[
∂

∂t
− κΔ

]
,

n = −wΔ, q = 2κΔ.

(19)

Выражение для обратной матрицы можно предста-
вить следующим образом:

(K−1
1 )11 = Δ−1

1 (−cdl− nq2),

(K−1
1 )12 = Δ−1

1 l(ad− kn),

(K−1
1 )13 = Δ−1

1 (ckl + anq),

(K−1
1 )14 = Δ−1

1 (−dan+ kn2),

(20)

(K−1
1 )21 = Δ−1

1 d(bl − kn),

(K−1
1 )22 = (K−1

1 )24 = 0,

(K−1
1 )23 = Δ−1

1 n(−bl+ k2),

(21)

(K−1
1 )31 = Δ−1

1 (cdk + bnq),

(K−1
1 )32 = Δ−1

1 k(−ad+ kn),

(K−1
1 )33 = Δ−1

1 (−ck2 − abq),

(K−1
1 )34 = Δ−1

1 b(−ad− kn),

(22)

(K−1
1 )41 = Δ−1

1 n(−bl+ kn),

(K−1
1 )42 = (K−1

1 )44 = 0,

(K−1
1 )43 = Δ−1

1 a(bl− kn),

(23)

Δ1 = (ad− kn)(bl − kn). (24)

В равенствах (20)–(23) обратная матрица K−1 запи-
сана поэлементно. В частности,

Δ12 = (K−1
1 )12 = l(bl− kn)−1 =

=

([
M

∂2

∂t2
−Δ−DMΔ

∂

∂t

]
−

− kw2Δ2

(
∂

∂t
− κΔ

)−1
)−1

. (25)

Фурье-образ функции Грина Δ12(x − x′, t − t′)
имеет вид

Δ12(p, ω) =

=

(
−Mω2+p2

[
1− κw2p2

κp2−iω
]
−DMp2iω

)−1

. (26)

Отметим еще раз, что в нашем случае набора пе-
ременных (u, ũ, s, s̃) выражениям (25), (26) соответ-
ствуют именно функции Грина 〈uũ〉0. В работе [13]
эта функция обозначена как 〈ũu〉0.

После исключения в производящем функциона-
ле слагаемых, линейных по динамическим перемен-
ным, равенство (7) может быть представлено в виде

G(J) = N−1×

×exp
(
−
∫
ddx dt V

[
δ

δJS1

, . . . ,
δ

δJu
,

δ

δJũ
, . . . ,

δ

δJS̃1

])
×

× exp

[
1

2

∫
ddx1d

dx2dt1dt2Ji(x1, t1) ×

× Δ
(S)
ij (x1 − x2, t1 − t2)Jj(x2 − t2)

]
×

× exp

(
1

2

∫
ddx1d

dx2dt1dt2Jk(x1, t1) ×

× Δkl(x1 − x2, t1 − t2)Jl(x2, t2)

)
. (27)

В равенстве (27) индексы i, j пробегают значения
{S1, S2, S̃1, S̃2} c учетом равенств (18), индексы k,
l — значения {u, ũ, s, s̃} с учетом того, что функции
Грина 〈ũũ〉, 〈s̃s̃〉, 〈ũs̃〉, 〈s̃ũ〉 равны нулю, а по повто-
ряющимся индексам проводится суммирование, N

определяется из условия нормировки G(J = 0) = 1

и обычно опускается. Здесь следует сделать следу-
ющее замечание. В выражение для той части дей-
ствия, которая учитывает взаимодействие полей,
входят композитные операторы вида S̃iSi и SiSi.
При проведении расчетов мы рассматривали входя-
щие в них операторы как отдельные операторы, но
обладающие одинаковыми координатами.
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4. ФОНОННЫЙ ОКЛИК

Рассмотрим функцию Грина 〈u(x, tx)ũ(y, ty)〉,
где среднее означает усреднение с плотностью веро-
ятности в конфигурационном пространстве равной
exp(S), где S — действие. Эта функция получается
из генерирующего функционала следующим обра-
зом:

G(u) = 〈u(x, tx)ũ(y, ty)〉 =
=

δ

δJu
(x, tx)

δ

δJũ
(y, ty)G(J)|J=0. (28)

Далее рассматриваются только связные диаграм-
мы [21]. Записывая функцию G(u) в виде

G(u) = G
(u)
0 +G

(u)
0 ΣG(u),

где G
(u)
0 — невозмущенная функция Грина, Σ —

собственно-энергетическая часть, вычислим исходя
из (28) последнюю величину во втором порядке по
теории возмущений. В этом приближении фурье-
образ Σ(p, ω) записывается следующим образом:

Σ(p, ω) = 8

{
γ2
u0λ0p

2 +
λ0γ

2
s0κ

2w2p6

[−iω + κp2]2
−

− λ0γu0γs0κwp
4

[−iω + κp2]

}
×

×
∫

ddp1dω1

[2π]d+1
Δ

(S)
12 (p1, ω1)Δ

(S)
11 (p1−p, ω1−ω). (29)

Заметим теперь, что интеграл в равенстве (29) есть
фурье-преобразование величины

Δ
(S)
12 (x − x′, t− t′)Δ(S)

11 (x− x′, t− t′).

Оказывается, что интеграл в (29) проще считать,
вычисляя это фурье-преобразование. В координат-
ном пространстве функции Δ

(S)
12 (x′ − x′′, t′ − t′′),

Δ
(S)
11 (x′ − x′′, t′ − t′′) равны

Δ
(S)
12 (x, t) =

1

(4π)d/2(λ0t)d/2
×

× θ(t) exp

[
−λ0r0t− (|x|)2

4λ0t

]
, (30)

Δ
(S)
11 (x, t) =

exp[−λ0r0|t|]
(2π)d/2|x|−1+d/2

×

×
∞∫
0

dk kd/2J1+d/2(k|x|)
exp[−λ0k

2|t|]
(r0 + k2)

, (31)

где x = x′ − x′′, t = t′ − t′′. В равенствах (30), (31)
θ(t) — тэта-функция Хэвисайда, Jν(x) — функция
Бесселя. Подставим эти выражения в интеграл

I =

∫
ddx dt×

× exp[ip · x− iωt]Δ
(S)
12 (x, t)Δ

(S)
11 (x, t). (32)

Примем теперь во внимание следующее равенство:
∞∫
0

dq qd/2J−1+d/2(q|x|)exp[−λ0tq
2]

(r0 + q2)
=

=
1

2

( |x|r0
2

)−1+d/2

exp[λ0r0|t|]×

×
[(
|x|2 r0

4

)(2−d)/4

I−1+d/2 (|x|
√
r0 ) ×

× Γ

(
1− d

2

)
Γ

(
d

2

)
−

∞∑
n=0

(−1)n
n!

(
|x|2 r0

4

)n

×

× γ

(
1− n− d

2
, λ0r0t

)]
, (33)

где Iν(x) — модифицированная функция Бесселя,
γ(a, x) — неполная гамма-функция. Тогда интеграл
(32) равен

I =
(r0)

−1+d/2λ0Γ(1− d/2)Γ(d/2)

(2)1+d/2(2π)d/2(−iω + λ0p2)2
×

×1 F1

(
2,

d

2
,− p2λ2

0r0
p2λ0 − iω

)
. (34)

В равенстве (34) величина 1F1(a, b, x) есть функция
Кумера, Γ(x) — гамма-функция. Отметим, что сла-
гаемые, которые возникают от интегралов с непол-
ной гамма-функцией, оказываются равными нулю.

5. О ВОЗМОЖНОСТИ ФАЗОВОГО
ПЕРЕХОДА ВТОРОГО РОДА

Влияние решеточных степеней свободы на тип
фазового перехода рассматривалось ранее различ-
ными авторами. Так, в работе [22] на примере уп-
руго-изотропного сегнетоэлектрика было показано,
что наличие сдвиговых напряжений и акустических
волн приводит к реализации фазового перехода пер-
вого рода, близкого ко второму. Этот вывод справед-
лив и для модели Изинга. В монографии [23] для
магнитного перехода в ферромагнитное состояние в
простой модели учета обменострикции как функции
относительного объема системы также анализирова-
лась возможность изменения типа фазового перехо-
да. В этой модели происходит изменение термодина-
мического потенциала, приводящее к уменьшению
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коэффициента при четвертой степени параметра по-
рядка. Смена знака этого коэффициента нарушает
условие существования перехода второго рода.

Вернемся к нашей модели. Действие в квантово-
полевой теории ренормгруппы выбирается безраз-
мерным в канонической размерности [20]. Поэтому
все слагаемые, входящие в действие, должны быть
безразмерными величинами. Величина βc = 1/TC

обычно не пишется, так как ее убирают подходящим
растяжением переменных действия. Всем перемен-
ным можно приписать канонические размерности,
определив их из требования безразмерности каж-
дого из вкладов в действие. В статическом случае
должна соблюдаться инвариантность относительно
растяжения всех величин и координаты (импульса)
[20]. В динамике существуют два независимых пре-
образования масштабов, в одном из которых, как
и в статическом случае, растягиваются величины и
координаты (импульс), а во втором — величины и
время (частота). Поэтому любая величина обладает
двумя независимыми каноническими размерностя-
ми, а именно: импульсной dpF , где d — обозначение
канонической размерности, F — величина, для ко-
торой она определяется (индекс p указывает на им-
пульсную размерность), и частотной dωF , где индекс
«ω» указывает на частотную размерность. Сейчас
действие должно быть инвариантным относительно
общего масштабного преобразования, в котором од-
новременно и согласованно растягиваются все вре-
мена и координаты (или частоты и импульсы). То-
гда общие канонические размерности dF для каж-
дой величины F определяются соотношениями [20]

dF = dpF +Δωd
ω
F , ω ∼ pΔω . (35)

Обратимся теперь к той части динамического дей-
ствия, которая описывает взаимодействие в систе-
ме и характеризуется внешним параметром e. Ес-
ли de ≥ 0, то взаимодействие оказывается (инфра-
красно) существенным и должно приниматься во
внимание при исследовании фазового перехода. Ес-
ли de < 0, то взаимодействие с этим внешним па-
раметром необходимо отбросить. Отсюда следует,
что в модели, описывающей критическую динамику,
все инфракрасные несущественные вклады должны
быть отброшены, в том числе и в свободной части
действия [20]. В рассматриваемой модели величина
Δω ≈ 2. Можно показать, что действие (6) явля-
ется мультипликативно ренормируемым и для него
имеем dM = 2 − 2Δω, dDM = −2Δω, что совпада-
ет с результатами в [13]. Таким образом, в динами-
ческом действии должны быть опущены слагаемые,
пропорциональные коэффициентам M и DM . Фор-

мально это означает, что продольные колебания ре-
шетки при исследовании фазового перехода несуще-
ственны. Ниже уточним этот вывод. В этом случае
неренормированное действие запишется в виде

Sc =

∫
ddx dt(S̃1λ0S̃1 − S̃1[Ṡ1 + λ0([r0 −Δ]S1 +

+
g10 − 12γ2

u0

6
(S2

1 + S2
2)S1 +

g20
12

S1S
2
2 +

+ 2(γs0 − wγu0)sS1)] + S̃2λ0S̃2 − S̃2

[
Ṡ2 +

+ λ0([r0 −Δ]S2 +
g10 − 12γ2

u0

6
(S2

1 + S2
2)S2 +

+
g20
12

S2
1S2 + 2(γs0 − wγu0)sS2)

]
−

− s̃κΔs̃− s̃[ṡ+ κΔ(1 − w2)s+

+ (γs0 − wγu0)(S
2
1 + S2

2)]). (36)

Обратим внимание на то, что имеет место пе-
ренормировка константы взаимодействия g10. Фазо-
вый переход второго рода может иметь место только
в том случае, если выполняется неравенство

γ10 − 12γ2
u0 > 0. (37)

Следовательно, при наличии обменной стрикции и
в отсутствие сдвиговых напряжений могут возник-
нуть условия для реализации перехода первого рода,
если неравенство (37) будет противоположным. Та-
ким образом, в рассматриваемой модели, описыва-
ющей звуковые волны в области фазового перехода
второго рода, должно выполняться неравенство (37)
и отсутствовать сдвиговые напряжения в системе.

При записи производящего функционала для
функций Грина с действием (36) нужно принять во
внимание, что невозмущенные функции Грина Δ

(S)
12

и Δ
(S)
11 имеют тот же вид, что и раньше, а для функ-

ций 〈ss̃〉0 и 〈ss〉0 получим следующие выражения:

〈ss̃〉0 =

(
∂

∂t
+ (1 − w2)κΔ

)−1

,

〈ss〉0 =

(
∂

∂t
+ (1 − w2)κΔ

)−1

×

× 2κΔ

(
∂

∂t
+ (1 − w2)κΔ

)−1T

.

(38)

6. РЕНОРМГРУППОВОЕ УРАВНЕНИЕ

Нас интересует критическое поведение величины
I (34), полученное на основе действия (6). Однако в
предыдущем разделе было показано, что слагаемые,
содержащие упругие переменные, не влияют на фа-
зовый переход. Поэтому исследование критического
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поведения различных функций Грина нужно про-
водить на основе базового действия ScB [20]. Оно
получается из (36) заменой величины r0 = (T −TC0)

на r = (T − TC) (где TC — температура перехо-
да, наблюдаемая экспериментально), величины λ0 —
на ее ренормированное значение λ, а также заме-
ной неренормированных параметров взаимодейст-
вия gi0i = 1, 2 на параметры giB = giμ

2ε (где gi —
ренормированные параметры, μ — затравочная мас-
са) и γj0(j = s, u) — на величины γjB = γjμ

ε. Вы-
ражение для I содержит полюс относительно ма-
лой величины ε. Поэтому необходимо ренормиро-
вать эту величину для исключения расходимости.
Выше уже указывалось, что действие (6) является
мультипликативно ренормируемым. Следовательно,
мы можем работать в схеме с минимальными вычи-
таниями [20]. Поэтому в рассматриваемом прибли-
жении ренормировка I сводится просто к вычита-
нию из нее полюсной части. В этом случае ренор-
мированная величина IR записывается следующим
образом:

IR =
rλ

23(2π)2
[ln r − ln 4π]×

× Γ(2)

(λp2 − iω)2
exp

( −p2λ2r

λp2 − iω

)
. (39)

В равенстве (39) отброшены малые слагаемые,
пропорциональные степеням εn с n > 1, а так-
же принята во внимание только экспоненциальная
часть функции Кумера, не зависящая от этого ма-
лого параметра. Заметим, что по аналогии с полу-
чением базового действия проведена замена нере-
нормированных параметров r0, λ0 на их ренор-
мированные значения r, λ. Функция IR получе-
на нами в однопетлевом приближении и не содер-
жит констант взаимодействия g1B, g2B, γuB, γsB .
Фактически нужно исследовать критическое пове-
дение функции〈S̃i(x, t)Si(x, t)Sj(y, t

′)Sj(y, t
′)〉. Фор-

мально исследуется поведение этой функции, когда
спиновые индексы одинаковы и равны, скажем, ин-
дексу i = 1. Наличие других компонент учитывается
симметрийными множителями. Так, в однопетлевом
приближении этот множитель равен

B = (g1B − 12γ2
uB)

(
10

3
+

2α

3

)
+

+g2B(g1B − 12γ2
uB)

12 + 4α

2
,

α =
g2B

2(g1B − 12γ2
uB)

.

(40)

Поэтому исследуем ренормгрупповое уравне-
ние для такого коррелятора. Для этого рассмот-

рим связную ренормированную функцию Грина
W

(M̃MÑN)
R (p, ω, g1, g2, r, λ, μ).В этой функции имеет-

ся M̃ вставок типа S̃S, M вставок типа SS, Ñ

сомножителей S̃ и N сомножителей S. Мы опу-
стили индексы у спиновых переменных, посколь-
ку, как указано выше, все индексы равны единице.
Величины g1, g2, r, λ являются ренормированны-
ми. Тогда ренормгрупповое уравнение для функции
W

(M̃MÑN)
R (p, ω, g1, g2, r, λ, μ) записывается в виде[
μ

∂

∂μ
+ β1(g1)

∂

∂g1
+ β2(g2)

∂

∂g2
−

− γrr
∂

∂r
−γλλ ∂

∂λ
+NγS+ÑγS̃−MγS2−M̃γ(S̃S)

]
×

×W
(M̃MÑN)
R (p, ω, g1, g2, r, λ, μ) = 0. (41)

В равенстве (41) параметры γi(i = r, S, S̃, S2, S̃S)

есть аномальные размерности [20] величин, приве-
денных в скобках, βj(j = 1, 2) — бета-функции со-
ответствующих ренормированных зарядов g1,2. Они
связаны с неренормированными зарядами g10, g20
соотношениями [20]

gi0 = giμ
2εZgi , i = 1, 2, (42)

где μ — затравочная масса, Zgi , (i = 1, 2) — конс-
танты ренормировки зарядов [20]. Нас будет интере-
совать функция W

(M̃MÑN)
R непосредственно в кри-

тической точке фазового перехода, в которой обра-
щаются в нуль коэффициенты β1(g1), β2(g2). Обо-
значим значения ренормированных констант взаи-
модействия в точке перехода как g∗1 , g∗2 . Исполь-
зуя метод получения уравнения в критической точ-
ке [20], получим следующее ренормгрупповое урав-
нение для искомой ренормированной функции W :[

p
∂

∂p
+Δωω

∂

∂ω
+Δrr

∂

∂r
−ÑΔS̃−NΔS+MΔS2 +

+ M̃Δ(S̃S)

]
W

(M̃MÑN)
R (p, ω, g∗1 , g

∗
2 , r, λ, μ) = 0, (43)

где Δi = di + γ∗
i . В последнем равенстве аномаль-

ная размерность γ∗
i получается путем подстановки

в ее выражение величин g∗1 , g∗2 . Обратим внимание
на следующее обстоятельство. Критическая размер-
ность Δλ обращается в нуль [20]. Поэтому в уравне-
нии (43) отсутствует слагаемое с производной ∂λ.В
результате возникает связь между аномальной раз-
мерностью γ∗

λ в критической точке и критической
размерностью Δω вида [20]

Δω = −(dpλ + γ∗
λ)/d

ω
λ ,

при этом dpλ = −2, dωλ = 1.
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Ведем также безразмерные переменные
p

μ
= ζ,

r

μ2
= z,

ω

λμ2
= q. (44)

В этих безразмерных переменных уравнение (43)
можно записать в виде[
−ζ ∂

∂ζ
−Δrz

∂

∂z
−Δωq

∂

∂q
+

+ NΔS + ÑΔS̃ −MΔS2 − M̃Δ(S̃S)

]
×

×W
′(M̃MÑN)
R (ζ, z, q, g∗1 , g

∗
2) = 0. (45)

Штрих у ренормированной функции W означает,
что она записана через безразмерные переменные.
Решение уравнения (45) имеет вид

W
′(M̃MÑN)
R (ζ, z, q, g∗1 , g

∗
2) =

= W
′(M̃MÑN)
R (1, zζ−Δr , qζ−Δω , g∗1 , g

∗
2)×

× exp

⎡⎣ ζ∫
0

dt

t
(NΔS+ÑΔS̃−MΔS2−M̃Δ(S̃S))

⎤⎦ . (46)

В равенстве (46) параметр t — переменная интегри-
рования, от которой критические размерности Δi

под знаком интеграла не зависят. В интересующем
нас случае будем иметь

W
′(1̃100)
R (ζ, z, q, g∗1 , g

∗
2) =

= W
′(1̃100)
R

(
1,

r

μ2

(
p

μ

)−1/ν

,
ω

λμ2

(
p

μ

)−Δω

, g∗1 , g
∗
2

)
×

×
(
p

μ

)−(2d−2/ν+Δω)

. (47)

В правой части уравнения (47) принято во внима-
ние, что критическая размерность Δr величины r =

= T − TC , где TC — истинная температура пере-
хода, не меняется при переходе от статики к дина-
мике [20], т. е. равна 1/ν. Аномальная размерность
вставки S2 есть 2− 1/ν [24]. Размерность компонен-
ты параметра порядка dS равна d/2− 1 [13, 20]. Та-
ким образом, критическая размерность ΔS2 равна
d − 1/ν. Размерность dS̃ = d/2 + 1. Следовательно,
d(S̃S) = d. Из данных работы [13] можно получить
следующее соотношение для аномальных размерно-
стей: γ(S̃S) = −γr − γλ. В этом случае

γ∗
(S̃S)

= Δω − 1/ν,

а критическая размерность

Δ(S̃S) = d+Δω − 1/ν.

В результате в последнем сомножителе в правой
части уравнения (47) и возникает указанный по-
казатель степени. В монографии [20] сформули-
ровано утверждение, что нетривиальный критиче-
ский скейлинг характеризуется таким асимптотиче-
ским поведением, в котором аргументы скейлинго-
вой функции

W
′(1̃100)
R

(
1,

r

μ2

(
p

μ

)−1/ν
ω

λμ2

(
p

μ

)−Δω

, g∗1 , g
∗
2

)
оказываются величинами порядка (или меньше)
единицы, что приводит к взаимно согласованной ма-
лости переменных p, r, ω:

p→ 0, r ∼ p1/ν , ω ∼ pΔω . (48)

Интересно рассмотреть случай, когда к нулю
стремится величина r = (T − TC). В этой ситуации
величинуW

′(1̃100)
R (ζ, z, q, g∗1 , g∗2) запишем в несколько

ином виде:

W
′(1̃100)
R (ζ, z, q, g∗1 , g

∗
2) =

= W
′(1̃100)
R

(
1,

p

μ

(
r

μ2

)−ν

,
ω

λμ2

(
r

μ2

)−νΔω

, g∗1 , g
∗
2

)
×

×
(

r

μ2

)−ν(2d−2/ν+Δω)

. (49)

Тогда самосогласованная малость величин r, p, ω

представляется в виде

r → 0, p ∼ rν , ω ∼ rνΔω . (50)

Отметим теперь следующее обстоятельство. Ес-
ли выразить величину IR, определенную равен-
ством (39), через инвариантные безразмерные пе-
ременные (44), то полученное выражение совпада-
ет с величиной W

′(1̃100)
R (ζ, z, q, g∗1 , g∗2)/B(g∗1 , g∗2), где

B(g∗1 , g
∗
2) определено в (40) с соответствующей заме-

ной параметров взаимодействия (42) их ренормиро-
ванными значениями в критической точке.

7. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ
ЗВУКОВЫХ ВОЛН

Дисперсионное уравнение для звуковых (упру-
гих) волн определяется полюсом функции G(u). Это
уравнение справедливо и вблизи температуры пере-
хода в несоизмеримую фазу. Принимая во внима-
ние (26), получим [13]

p2
(
1− κw2p2

κp2 − iω

)
−Mω2 −DMp2iω−

− Σ(p, ω) = 0. (51)

103



В. В. Меньшенин ЖЭТФ, том 160, вып. 1 (7), 2021

Действительная часть этого уравнения определяет
зависимость частоты волны от волнового вектора. В
общем виде уравнение для определения закона дис-
персии можно записать следующим образом:

p2(1 − 8λ0γ
2
u0 Re IR)−

wκ2p6

(κp2)2 + ω2
×

× [w−8λ0γu0γs0 Re IR]−8wκωp4λ0γu0γs0
(κp2)2 + ω2

Im IR−

− 8λ0γ
2
s0w

2p6

[(κp2)2+ω2]2
[(κp2)2−ω2] Re IR+

16λ0γ
2
s0w

2p8ωκ

[(κp2+ω2)]2
×

× Im IR −Mω2 = 0. (52)

Это неявное уравнение зависимости частоты ω от
волнового вектора p аналитически вряд ли может
быть решено. Поэтому необходимо сделать суще-
ственное упрощение этого уравнения. Первое упро-
щение состоит в том, что мы пренебрегаем вкла-
дом от энтропии в это уравнение, т. е. полагаем кон-
станту w равной нулю. В этом приближении урав-
нение (52) приобретает вид

p2(1− 8λ0γ
2
u0 Re IR)−Mω2 = 0, (53)

где p — модуль волнового вектора упругой волны.
Выразим коррелятор IR через безразмерные пе-

ременные (44). Используя теперь равенство (49), бу-
дем иметь

IR(ζ, z, q) =

= IR

(
1,

p

μ

(
r

μ2

)−ν

,
ω

λμ2

(
r

μ2

)−νΔω
)
×

×
(

r

μ2

)−ν(2d−2/ν+Δω)

. (54)

Запишем квадрат частоты в уравнении (53) в ви-
де

ω2 = ω2
0 + δω2,

ω2
0 = p2/M.

(55)

С учетом равенств (53)–(55) величина δω2 может
быть представлена следующим образом:

δω2 = −8λ0γ
2
u0ω

2
0 ×

× Re IR

(
1,

p

μ

(
r

μ2

)−ν

,
ω

λμ2

(
r

μ2

)−νΔω
)
×

×
(

r

μ2

)−ν(2d−2/ν+Δω)

. (56)

Изменение квадрата частоты, как видно из ра-
венства (56), прямо пропорциональна квадрату кон-
станты γu0, определяющей величину связи между

магнитной подсистемой и решеткой. Величина этой
константы определяется обменной стрикцией. В ди-
германиде железа, обладающем слоистой структу-
рой, эти константы будут различными при распро-
странении звуковых волн вдоль главной оси и в слое.
Обменная стрикция будет сильнее в слое, посколь-
ку расстояние между магнитными атомами внутри
слоя оказывается меньше, чем это расстояние меж-
ду слоями. Отсюда ясно, что при распространении
упругих волн вдоль главной оси изменение часто-
ты волны будет меньше, чем при распространении
волны вдоль слоя.

Определим фазовую скорость упругой волны со
стандартным соотношением c = ω/p, где ω — часто-
та волны, а p — модуль волнового вектора. Исполь-
зуя это определение, запишем разность квадратов
частот δω2 в уравнении (56) так: δω2 = (c2−c0)p

2. В
этом равенстве c — скорость звуковой волны, наблю-
даемая в эксперименте, c0 — адиабатическая ско-
рость звуковой волны, распространяющейся вдоль
оси [100] кристалла. Здесь необходимо сделать важ-
ное замечание. В критической области температур
адиабатическую скорость звука, обратный квадрат
которой определяет величинуM в (55), можно брать
как линейную экстраполяцию изменения скорости
звука при температурах значительно выше, чем
TC [25]. Используем далее приближение c2 − c20 =

= δc2 ∼ −(δc)2. В этом случае из равенства (56)
будем иметь

δc

c0
∼ γu0

[
8λ0 Re IR

(
1,

p

μ

(
r

μ2

)−ν

,

ω

λμ2

(
r

μ2

)−νΔω
)]1/2

×

×
(

r

μ2

)−ν(d−1/ν+Δω/2)

. (57)

В монографии [20] приведено значение индекса ν ≈
≈ 0.671 для размерности пространства d = 3, в ра-
боте [10] рассчитана величина Δω = 2+Rη, где R =

= 0.726(1− 0.189) для d = 3, а индекс η = 0.040 [20].
В этом случае модуль показателя степени в послед-
нем сомножителе в правой части (57) равен 1.69.

Из экспериментальных данных работы [14] сле-
дует, что скорость звука продольной волны вдоль
направления [100] изменяется существенно больше,
чем в направлении [001], в котором это изменение
оказывается наименьшим. Понятно также, почему
изменение скорости волны вдоль направления [110]

оказывается промежуточным по величине, посколь-
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ку γu0 определяет тогда обменную стрикцию по диа-
гонали в слое.

Отметим, что характер изменения скорости
упругой волны формально совпадает с температур-
ным поведением функции f(r) = |r|(ln |r| − ln 4π),
входящей в выражение для IR, так как в критичес-
кой области последнее справедливо как выше, так
и ниже температуры перехода [20]. При смещении
от точки перехода вверх по температуре эта функ-
ция уменьшается по величине в той области темпе-
ратур, где существенны флуктуации параметра по-
рядка. При температуре перехода она имеет макси-
мум, в котором ее значение равно нулю. При тем-
пературах ниже температуры перехода f(r) также
сначала уменьшается при удалении от точки пере-
хода, достигая минимума, а затем начинает расти.
Температура минимума равна T = TC − T0, тем-
пература T0 ∼ 4π/e ∼ 4.62 K. Тогда можно поло-
жить, что в критической области c = c(TC)+ δc, где
δc ∼ Qf(r), Q — некоторая константа. При этом зна-
чение температуры, в которой функция f(r) дости-
гает локального минимального значения, находится
в хорошем согласии с экспериментальными данны-
ми работы [14].

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрено распространение продоль-
ной упругой (звуковой) волны в окрестности фазо-
вого перехода в несоизмеримую магнитную структу-
ру в слоистых тетрагональных системах на приме-
ре соединения FeGe2. Описание проводилось на ос-
нове анализа критической динамики с введением в
рассмотрение случайных сил с корреляторами гаус-
сова типа. На этом этапе важным оказывается то,
каким образом вводится динамическая переменная,
описывающая стохастическую решеточную динами-
ку. Для введения этой переменной учитываем из-
менение плотности термодинамического потенциала
в результате флуктуации. Представим систему как
набор подсистем, слабо взаимодействующих между
собой (например, только за счет градиентов пара-
метров порядка), тогда флуктуация в малой подси-
стеме пропорциональна минимальной работе, кото-
рая совершается над подсистемой, включающей и
изменение тензора деформации. В результате уда-
ется ввести динамическую переменную, описываю-
щую стохастическую решеточную динамику и вклю-
чить слагаемые с этой переменной в изменение тер-
модинамического потенциала системы, а значит, и в
действие нашей задачи. Путем удвоения числа по-

лей задача была сведена к квантово-полевой моде-
ли. Определение функций Грина проводилось с ис-
пользованием генерирующего функционала, в кото-
ром было проведено преобразование «смещения на
константу», для избавления от слагаемых, линей-
ных по источникам полей. Дисперсионное уравне-
ние упругих волн определялось полюсом функции
Грина 〈uũ〉. Собственно-энергетическая часть опре-
делялась с точностью до второго порядка по теории
возмущений.

Установлено, что в критической области вбли-
зи температуры перехода второго рода в несоиз-
меримую магнитную структуру изменение скорости
упругой волны относительно адиабатической скоро-
сти этой волны, получаемой линейной аппроксима-
цией высокотемпературных значений, отнесенное к
адиабатической скорости, имеет степенной харак-
тер вида (T − TC)

−ν(d−1/ν+Δω/2). Изменение квад-
рата частоты упругой волны с температурой так-
же имеет степенной характер с показателем степени,
удвоенным по сравнению с написанным выше. По-
казано, что изменение скорости звука в критической
области коррелирует с температурным поведением
функции |r|(ln |r|−ln 4π). Различная величина изме-
нения скорости продольного звука в направлениях
[100], [110], [001] cвязана с тем, что константы обме-
нострикции при распространении звука в этих на-
правлениях не совпадают между собой, причем об-
менострикция при распространении вдоль направ-
ления [001] оказывается наименьшей.

Отметим, в заключение, что подход, развивае-
мый в статье для описания распространения звука
вблизи магнитного фазового перехода второго рода
беспорядок-порядок может быть распространен и
на переходы в соизмеримую магнитную фазу, ко-
торая описывается двухкомпонентным параметром
порядка. Магнитный переход в этом случае не дол-
жен сопровождаться изменением тетрагональной
кристаллической структуры.

Финансирование. Работа выполнена в рам-
ках государственного задания Министерства науки
и высшего образования РФ (шифр «Квант») Г.р.
№АААА-А18-118020190095-4.
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Предлагается транспортное уравнение для модели, представляющей собой комбинацию модели случай-
ных барьеров и модели многократного захвата. Отрицательные корреляции, обусловленные барьерами,
моделируются путем добавления к уравнению источникового и стокового членов. В случае процессов,
сохраняющих вероятность, предлагаемое уравнение эквивалентно известному ранее уравнению. Однако
в случае процессов с потоками вероятности через границы результаты принципиально различаются. В
частности, это транспортное уравнение дает разные значения времени первого прохождения для ста-
ционарной и нестационарной субдиффузии. В случае стационарной субдиффузии оно воспроизводит
результат модели дробного броуновского движения, а в случае нестационарной субдиффузии — модели
случайных блужданий с непрерывным временем. На примере диффузии в гармоническом потенциале
продемонстрирована термодинамическая согласованность уравнения.

DOI: 10.31857/S0044451021070117

1. ВВЕДЕНИЕ

Субдиффузия — это случайные блуждания, ха-
рактеризующиеся тем, что скорость роста средне-
квадратичного смещения не остается постоянной,
как у обычной диффузии, а со временем умень-
шается. Подобного рода замедляющаяся диффузия
встречается во многих областях [1–5]. Существу-
ют два принципиально отличающиеся друг от дру-
га вида субдиффузии: стационарная и нестационар-
ная. При стационарной субдиффузии среднее ко-
личество скачков, совершаемых частицей, пропор-
ционально времени, как и при обычной диффузии.
Замедление диффузии происходит из-за того, что
при одном и том же количестве скачков частица
смещается на меньшее расстояние, чем при обыч-
ной диффузии. Это связано с тем, что частица име-
ет тенденцию возвращаться в ранее посещавшиеся
места, т. е. скачки назад более вероятны, чем скач-
ки вперед. Характерными особенностями этого ви-
да субдиффузии являются ее независимость от мо-
мента начала наблюдения за диффундирующей час-

* E-mail: shkilevv@ukr.net

тицей и зависимость проводимости от частоты [6].
Существует несколько моделей, описывающих ста-
ционарную субдиффузию: модель случайных барье-
ров [6–8], модель Лоренца [9,10], модель случайных
блужданий на фракталах [3, 11], модель вязкоупру-
гости [4,5,12], модель дробного броуновского движе-
ния (fractional Brownian motion) [4, 5, 13, 14].

При нестационарной субдиффузии смещение как
функция количества скачков остается таким же, как
и при обычной диффузии. Замедление диффузии
происходит вследствие снижения со временем по-
движности частиц, которое, как правило, связано
с задержкой частиц в разного рода ловушках. Ха-
рактерной особенностью этого вида субдиффузии
является ее зависимость от момента начала наблю-
дения за частицей. В частности, если в начальный
момент времени частицы находятся в равновесии с
окружающей средой, то, как и при обычной диффу-
зии, среднеквадратичное смещение пропорциональ-
но времени и проводимость не зависит от частоты.
Отличие от обычной диффузии проявляется толь-
ко в отличии формы функции распределения от
гауссовой [6]. К моделям, описывающим нестаци-
онарную субдиффузию, относятся модель случай-
ных ловушек [6, 8], модель многократного захвата
[6,15,16], модель случайных блужданий с непрерыв-
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ным временем (continuous time random walk, CTRW)
[4,5,17], модель стохастического коэффициента диф-
фузии (diffusing diffusivity) [18].

Как показывают эксперименты, в реальных фи-
зических системах часто одновременно присутству-
ют оба вида субдиффузии [11,19–21]. Для математи-
ческого описания таких систем необходимы соответ-
ствующие модели. Обычно такие модели строятся
путем комбинирования известных моделей стацио-
нарной и нестационарной субдиффузии [11, 21–26].

Чтобы с помощью математической модели мож-
но было решать различные практические задачи,
желательно иметь для этой модели транспортное
уравнение, аналогичное уравнению Фоккера –План-
ка. В настоящее время известна одна модель суб-
диффузии смешанного происхождения, для которой
существует такое уравнение. Это комбинация мо-
дели случайных барьеров и модели многократно-
го захвата, первоначально предложенная в работах
[27–29]. Авторы этих работ использовали получен-
ное ими уравнение для описания времяпролетного
эксперимента. Поэтому они рассматривали только
неравновесное начальное условие и внешнюю силу
считали не зависящей от времени. Обобщение это-
го уравнения на произвольные начальные условия
и зависящую от времени силу было осуществлено в
работах [30–33].

Авторы работы [34] рассмотрели две модели
субдиффузии: стационарную, в которой замедле-
ние диффузии обусловлено отрицательными корре-
ляциями, т. е. тем фактом, что скачки назад бо-
лее вероятны, чем скачки вперед, и нестационар-
ную, в которой замедление диффузии обусловле-
но снижением со временем подвижности частиц.
Пропагаторы (плотности вероятности) обеих моде-
лей удовлетворяют одному и тому же субдиффу-
зионному уравнению, которое в изображениях Ла-
пласа записывается как (преобразование Лапласа
функции времени f(t) будем обозначать через f(s):

f(s) =
∞∫
0

exp(−st)f(t) dt)

sρ(x, s)− δ(x) = h2Θ(s)
∂2ρ(x, s)

∂x2
. (1)

Здесь s — переменная Лапласа, x — пространствен-
ная координата (ради простоты здесь и далее рас-
сматриваем одномерный случай), Θ(s) — функция
памяти, равная в данном случае νs0.5, h и ν — посто-
янные параметры, ρ(x, s) — изображение Лапласа
плотности вероятности ρ(x, t) найти частицу в точ-
ке x в момент времени t.

С помощью уравнения (1) можно вычислить ве-
роятность выживания частицы на полубесконечном
интервале с поглощающей границей. На больших
временах эта вероятность ведет себя как t−0.25. Ав-
торы работы [34] вычислили эту вероятность в рам-
ках обеих моделей также и непосредственно, без ис-
пользования уравнения (1). Оказалось, что резуль-
тат, даваемый этим уравнением, правилен в рам-
ках нестационарной модели, но неправилен в рамках
стационарной модели. В последней вероятность вы-
живания на больших временах ведет себя так же,
как и в случае нормальной диффузии, а именно,
как t−0.5. Тем самым авторы показали, что хотя
в рамках стационарной модели пропагатор удовле-
творяет уравнению (1), это уравнение не может ис-
пользоваться для вычисления вероятности выжива-
ния на полубесконечном интервале. В принципе, вы-
вод о том, что уравнение (1) не соответствует ста-
ционарной модели, можно было бы сделать на ос-
нове анализа одной лишь формы этого уравнения.
Это уравнение отличается от обычного уравнения
диффузии только тем, что коэффициент диффузии
зависит от переменной Лапласа. Оно, так же как
и обычное уравнение диффузии, предполагает, что
частица может совершить скачок в обоих направ-
лениях с равной вероятностью. Следовательно, оно
не может адекватно представлять замедляющуюся
диффузию, обусловленную тем фактом, что скачки
в разных направлениях имеют разную вероятность.

Ясно, что полученный авторами работы [34] ре-
зультат относится также и к модели случайных
барьеров, поскольку в этой модели субдиффузия
обусловливается отрицательными корреляциями, но
транспортное уравнение имеет вид (1). Этот резуль-
тат означает, что уравнение (1) не может исполь-
зоваться в рамках модели случайных барьеров для
описания таких процессов, как случайные блужда-
ния на полубесконечном интервале с поглощающей
границей. Поскольку транспортное уравнение для
модели субдиффузии, представляющей собой ком-
бинацию модели случайных барьеров и модели мно-
гократного захвата, основано на уравнении (1), ре-
зультат работы [34] относится и к нему. Следова-
тельно, для того чтобы транспортное уравнение,
предложенное в работах [27–33], могло использо-
ваться для решения задач с поглощающими грани-
цами, оно должно быть усовершенствовано.

В данной работе уравнение (1) преобразуется
к виду обыкновенного уравнения диффузии с ис-
точником и стоком. Показывается, что полученное
таким образом уравнение адекватно представляет
замедляющуюся диффузию, обусловленную отри-
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цательными корреляциями. В случае диффузии в
неограниченном пространстве полученное уравне-
ние эквивалентно уравнению (1), но в случае процес-
сов с потоками вероятности через границы оно дает
принципиально иные результаты. В частности, веро-
ятность выживания на полубесконечном интервале,
вычисленная с помощью этого уравнения, убывает
на больших временах быстрее, чем в случае нор-
мальной диффузии, тогда как вероятность выжи-
вания, вычисленная с помощью уравнения (1), убы-
вает медленнее, чем в случае нормальной диффу-
зии. Среднее время первого прохождения для ано-
мальной субдиффузии на ограниченном интервале
с поглощающими границами, полученное с помо-
щью этого уравнения, оказывается конечным, тог-
да как та же величина, вычисленная с помощью
уравнения (1), является бесконечной. Предлагаемое
уравнение дает результаты, качественно согласую-
щиеся с результатами, получаемыми в рамках моде-
ли дробного броуновского движения. Поскольку мо-
дель дробного броуновского движения, так же как
и модель случайных барьеров, описывает замедляю-
щуюся диффузию, обусловленную отрицательными
корреляциями, данный факт может служить аргу-
ментом в пользу предлагаемого уравнения.

Аналогично уравнению (1) может быть преоб-
разовано также и транспортное уравнение для суб-
диффузии смешанного происхождения, предложен-
ное в работах [27–33]. В настоящей работе рассмат-
риваются следующие вопросы, касающиеся полу-
ченного в результате такого преобразования урав-
нения: 1) на примере субдиффузии в гармоническом
потенциале показывается термодинамическая согла-
сованность уравнения; 2) выводятся формулы, поз-
воляющие находить параметры уравнения на основе
второго и четвертого моментов в случае чистой суб-
диффузии или на основе первого и второго момен-
тов в случае субдиффузии в постоянном силовом по-
ле; 3) предлагаются конкретные аналитические вы-
ражения для фигурирующих в уравнении функций
памяти.

2. МОДЕЛЬ СЛУЧАЙНЫХ БАРЬЕРОВ

2.1. Модифицированное уравнение

Случайные блуждания в модели случайных ба-
рьеров являются одним из видов так называе-
мых усиленных случайных блужданий (reinforced
random walks). Это случайные блуждания, в кото-
рых блуждающая частица имеет тенденцию возвра-
щаться в ранее посещавшиеся места. Они широко

изучаются в математическом, а также экологиче-
ском контекстах [35, 36]. Большинство разработан-
ных в этой области моделей являются вычислитель-
ными. Одним из немногих исключений является мо-
дель, предложенная в работах [37, 38]. Суть этой
модели состоит в том, что усиленные случайные
блуждания представляются в виде комбинации двух
независимых процессов: обычной диффузии и про-
цесса, возвращающего частицу в одно из ранее по-
сещавшихся мест. Кинетическое уравнение в рамках
этой модели имеет следующий вид:

∂ρ(x, t)

∂t
= D

∂2ρ(x, t)

∂x2
− rρ(x, t)+

+ r

t∫
0

K(t, τ)ρ(x, τ) dτ. (2)

Здесь D — коэффициент диффузии, r — скорость
возвращающего процесса, K(t, τ) — положительная
функция, удовлетворяющая условию нормировки

t∫
0

K(t, τ) dτ = 1.

Последний член этого уравнения представляет при-
ток вероятности в точку x как результат выбора мо-
мента времени τ в прошлом с вероятностью K(t, τ)

и перемещения частицы в эту точку с вероятностью
ρ(x, τ) [39].

Покажем, что уравнение (1) может быть при-
ведено к виду (2). Для этого умножим его на Θ∞
(Θ∞ = lims→∞ Θ(s)), разделим на Θ(s) и прибавим
к обеим частям выражение sρ(x, s)− δ(x). В резуль-
тате получим

sρ(x, s) − δ(x) = h2Θ∞
∂2ρ(x, s)

∂x2
−

−
[
Θ∞
Θ(s)

− 1

]
[sρ(x, s)− δ(x)]. (3)

Теперь введем функцию φ(s):

φ(s) = 1− s

r

[
Θ∞
Θ(s)

− 1

]
. (4)

Здесь r — коэффициент в разложении функции Θ(s)

при больших s:

Θ(s) = Θ∞
(
1− r

s
+

c

s2
+ . . .

)
.

При больших s функция φ(s) стремится к нулю, а
при малых — к единице. Функция Θ(s) выражается
через нее как

Θ(s) =
Θ∞s

s+ r(1 − φ(s))
. (5)
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Отсюда видно, что если в качестве φ(s) взять преоб-
разование Лапласа плотности вероятности, т. е. мо-
нотонно убывающую от единицы до нуля (при s из-
меняющемся от нуля до бесконечности) функцию,
то ей будет соответствовать монотонно возрастаю-
щая функция Θ(s). При s, стремящемся к бесконеч-
ности, эта функция Θ(s) будет стремиться к конеч-
ному значению Θ∞, а при s, стремящемся к нулю, —
либо к конечному значению, либо к нулю, в зави-
симости от поведения функции φ(s) в окрестности
нуля. Если в этой окрестности функция φ(s) пред-
ставима в виде

φ(s) = 1− k1s+ . . . ,

то значение будет конечным:

Θ0 =
Θ∞

1 + rk1
.

Если же функция φ(s) представима в виде

φ(s) = 1− k2s
α + . . .

с параметром α, заключенным в пределах от 0 до 1,
то функция Θ(s) будет представима в этой окрест-
ности в виде

Θ(s) =
Θ∞
rk2

s1−α.

Из этого рассмотрения следует, что, задавая раз-
ные плотности вероятности φ(s), можно получать
функции Θ(s) такие, что уравнение (1) будет описы-
вать как переходную (переходящую в нормальную
на больших временах), так и асимптотическую (про-
должающуюся неограниченно долго) субдиффузию.

С использованием функции φ(s) уравнение (3)
запишется как

sρ(x, s)− δ(x) = h2Θ∞
∂2ρ(x, s)

∂x2
−

− rρ(x, s) + rφ(s)ρ(x, s) + r
1 − φ(s)

s
δ(x). (6)

Переход к оригиналам дает

∂ρ(x, t)

∂t
= D

∂2ρ(x, t)

∂x2
− rρ(x, t)+

+ r

t∫
0

φ(t−τ)ρ(x, τ) dτ + r

⎡⎣1− t∫
0

φ(ξ) dξ

⎤⎦ δ(x). (7)

Это уравнение является частным случаем уравне-
ния (2) с коэффициентом диффузии, равным h2Θ∞,
и функцией

K(t, τ) = φ(t− τ) +

⎡⎣1− t∫
0

φ(ξ) dξ

⎤⎦ δ(τ).

Предпоследний член в правой части уравнения (7)
соответствует возврату частицы в ранее посещавши-
еся места, а последний — возврату в точку старта.

Уравнение (7) эквивалентно уравнению (1), но, в
отличие от него, оно может адекватно представлять
случайные блуждания с отрицательными корреля-
циями. Для этого необходимо, чтобы возвращающий
процесс сохранял вероятность, т. е. чтобы источник
и сток, проинтегрированные по всему пространству,
взаимно компенсировались. Это условие выглядит
следующим образом:

Σ(t)−
t∫

0

φ(t− τ)Σ(τ) dτ = 1−
t∫

0

φ(ξ) dξ. (8)

Здесь через Σ(t) обозначена суммарная вероятность∫ ∞
−∞ ρ(x, t) dx. В случае процесса в неограниченном

пространстве вероятность сохраняется: Σ(t) = 1, по-
этому данное условие выполняется. Однако в случае
процесса в ограниченной области с потоками веро-
ятности через границы оно выполняться не будет.
Поэтому уравнение (7) должно быть модифициро-
вано.

В данной работе рассматривается одна из про-
стейших возможных модификаций. Она состоит в
том, что в уравнении (7) изменяется только послед-
ний член. Модифицированное уравнение записыва-
ется в виде

∂ρ(x, t)

∂t
= D

∂2ρ(x, t)

∂x2
− rρ(x, t)+

+ r

t∫
0

φ(t− τ)ρ(x, τ) dτ +

+ r

⎡⎣Σ(t)− t∫
0

φ(t− τ)Σ(τ) dτ

⎤⎦ δ(x). (9)

Здесь величина Σ(t) равна интегралу от ρ(x, t) по
всей доступной области. Очевидно, что в этом урав-
нении источник и сток взаимно компенсируются в
любом случае. Несмотря на свою простоту, эта мо-
дификация дает качественно правильные результа-
ты. Покажем это на двух примерах.

2.2. Вероятность выживания

Найдем вероятность выживания частицы, стар-
тующей из точки x0 (x0 > 0) на полубесконечной
прямой x > 0 с поглощающей границей x = 0. Запи-
шем уравнение (9) в изображениях Лапласа:
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sρ(x, s)− δ(x) = D
∂2ρ(x, s)

∂x2
−

− κρ(x, s) + κΣ(s)δ(x). (10)

Здесь

κ = r(1 − φ(s)) = s

[
Θ∞
Θ(s)

− 1

]
.

Уравнение (10) по виду совпадает с уравнением,
описывающим диффузию с ресеттингом (diffusion
with resetting) [40]. В данном случае «скорость ре-
сеттинга» κ зависит от переменной Лапласа. Но
при вычислении вероятности выживания эта зави-
симость никак не сказывается, поэтому мы можем
прямо воспользоваться результатом работы [40]. В
этой работе получено следующее выражение для
преобразования Лапласа вероятности выживания:

Q(s) =

1− exp

(
−x0

√
s+ κ

D

)
s+ κ exp

(
−x0

√
s+ κ

D

) . (11)

Подставляя сюда

D = h2Θ∞, κ = s

[
Θ∞
Θ(s)

− 1

]
,

получаем

Q(s) =

1− exp

(
−x0

√
s

h2Θ(s)

)
s+ s

[
Θ∞
Θ(s)

− 1

]
exp

(
−x0

√
s

h2Θ(s)

) . (12)

Пусть при малых s функция памяти ведет себя как
Θ(s) ∝ s1−α с параметром α, заключенным в пре-
делах от 0 до 1. Тогда функция Q(s), вычисленная
по формуле (12), будет вести себя как Q(s) ∝ s−α/2,
а соответствующая вероятность выживания — как
Q(t) ∝ tα/2−1. В то же время вероятность выжи-
вания для нормальной диффузии ведет себя как
Q(t) ∝ t−1/2, т. е. убывает медленнее.

Таким образом, модифицированное уравнение
предсказывает, что отрицательные корреляции

должны ускорять убывание вероятности выжива-
ния. Подтверждением справедливости этого пред-
сказания является тот факт, что в модели дроб-
ного броуновского движения, в которой замедле-
ние диффузии происходит за счет отрицательных
корреляций, вероятность выживания уменьшается
быстрее, чем в нормальной диффузии. Если взять
модель дробного броуновского движения, в кото-
рой среднеквадратичное смещение растет по зако-
ну MSD(t) ∝ tα, то вероятность выживания будет
убывать по такому же закону, какой предсказыва-
ется модифицированным уравнением: Q(t) ∝ tα/2−1

[41]. Кроме того, справедливость этого предска-
зания можно усмотреть из следующего рассужде-
ния. Отрицательные корреляции затрудняют уда-
ление частицы от точки старта. Значит, на боль-
ших временах частица будет находиться в некото-
рой ограниченной области с большей вероятностью,
чем в отсутствие отрицательных корреляций. А по-
скольку подвижность частицы при наличии отрица-
тельных корреляций остается такой же, как и при
обычной диффузии, все точки этой области, вклю-
чая поглощающую границу, будут посещаться ча-
ще, чем при обычной диффузии. Следовательно, ве-
роятность для частицы выжить на больших време-
нах при наличии отрицательных корреляций будет
меньше, чем в их отсутствие.

Напомним, что в случае нестацинарной субдиф-
фузии, описываемой уравнением (1), при функции
памяти Θ(s) ∝ s1−α вероятность выживания на
больших временах ведет себя как Q(t) ∝ t−α/2, т. е.
она убывает медленнее, чем при нормальной диф-
фузии.

Второй пример — это вычисление среднего вре-
мени прохождения для частицы, стартующей из
точки x0 на интервале (a, b) с поглощающими грани-
цами. Здесь тоже можно воспользоваться результа-
том для диффузии с ресеттингом. В работе [42] по-
лучено следующее выражение для преобразования
Лапласа вероятности выживания:

Q(s) =
1− g(x0, s)

s+ κg(x0, s)
, (13)

где

g(x0, s) =

exp

[
(b− x0)

√
s+ κ

D

]
+ exp

[
(x0 − a)

√
s+ κ

D

]
1 + exp

[
(b− a)

√
s+ κ

D

] (14)
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(данное выражение для g(x0, s) получается в резуль-
тате упрощения выражения, приведенного в работе
[42]). Среднее время первого прохождения вычисля-
ется по формуле Tr = lims→0 Q(s). Подставляя

D = h2Θ∞, κ = s

[
Θ∞
Θ(s)

− 1

]
в выражения (13) и (14) и устремляя s к нулю, по-
лучаем для Tr конечное значение:

Tr =
(b− x0)(x0 − a)

2h2Θ∞
. (15)

Как известно, уравнение (1) дает

Tr =
(b− x0)(x0 − a)

2h2Θ(0)
. (16)

При Θ(s) ∝ s1−α это значение будет бесконечным.
Тот факт, что для субдиффузии, обусловленной от-
рицательными корреляциями, среднее время перво-
го прохождения в рассматриваемом случае должно
быть конечным, подтверждается соответствующим
результатом модели дробного броуновского движе-
ния [43].

2.3. Переносной член

В заключение данного раздела запишем полное
транспортное уравнение для модели случайных ба-
рьеров, включающее переносной член, обусловлен-
ный зависящей от пространственной координаты и
времени силой. Поскольку, согласно уравнению (9),
возвращающий процесс и диффузия являются неза-
висимыми процессами, естественно предположить,
что, так же как и в уравнении Фоккера –Планка, пе-
реносной член должен быть просто добавлен к пра-
вой части:

∂ρ(x, t)

∂t
= D

∂2ρ(x, t)

∂x2
− D

kBT

∂[F (x, t)ρ(x, t)]

∂x
−

− rρ(x, t) + r

t∫
0

φ(t− τ)ρ(x, τ) dτ +

+ r

⎡⎣Σ(t)− t∫
0

φ(t− τ)Σ(τ) dτ

⎤⎦ δ(x). (17)

Здесь kB — постоянная Больцмана, T — абсолютная
температура, F (x, t) — сила. В случае, когда вероят-
ность сохраняется, т. е. когдаΣ(t) = 1, это уравнение
можно, исключая источник и сток, привести к виду

∂ρ(x, t)

∂t
= h2

t∫
0

Θ(t− τ)
∂2ρ(x, τ)

∂x2
dτ −

− h2

kBT

t∫
0

Θ(t− τ)
∂[F (x, τ)ρ(x, τ)]

∂x
dτ. (18)

Это уравнение ранее было получено в рамках моде-
ли случайных барьеров в работе [30].

3. СУБДИФФУЗИЯ СМЕШАННОГО
ПРОИСХОЖДЕНИЯ

3.1. Транспортное уравнение

Транспортное уравнение для комбинации моде-
ли случайных барьеров и модели многократного за-
хвата, предложенное в работах [27–33], имеет следу-
ющий вид:

∂ρ(x, t)

∂t
= h2

t∫
0

Θ(t−ξ)
ξ∫

0

Ψ(ξ−τ)∂
2ρ(x, τ)

∂x2
dτ dξ−

− h2

kBT

t∫
0

Θ(t−ξ) ∂

∂x

⎡⎣F (x, ξ)

ξ∫
0

Ψ(ξ−τ)ρ(x, τ) dτ
⎤⎦ dξ+

+ h2

t∫
0

Θ(t− ξ)
∂2ρ(x, 0)

∂x2

∞∫
ξ

Ψ(τ) dτ dξ−

− h2

kBT

t∫
0

Θ(t− ξ)
∂[F (x, ξ)ρ(x, 0)]

∂x
×

×
∞∫
ξ

Ψ(τ) dτ dξ. (19)

ЗдесьΘ(t)— функция памяти, обусловленная барье-
рами, а Ψ(t) — функция памяти, обусловленная ло-
вушками. Данный вариант уравнения соответству-
ет равновесному начальному распределению веро-
ятности между транспортным состоянием и ловуш-
ками. Если в начальный момент времени частица с
вероятностью, равной единице, находится в транс-
портном состоянии, то два последних члена уравне-
ния (19), содержащие ρ(x, 0), будут отсутствовать.
Следует отметить, что модель многократного за-
хвата эквивалентна континуальному пределу моде-
ли случайных блужданий с непрерывным временем
[15,16], поэтому данное уравнение справедливо так-
же и в модели субдиффузии смешанного происхож-
дения, представляющей собой комбинацию модели
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случайных барьеров и модели случайных блужда-
ний с непрерывным временем.

Согласно изложенному выше, уравнение (19)
справедливо только в применении к процессам, со-
храняющим вероятность. Чтобы получить уравне-
ние, справедливое в общем случае, нужно преобра-
зовать это уравнение аналогично тому, как это было
сделано в предыдущем разделе для уравнения моде-
ли случайных барьеров. В результате этих преобра-
зований получается следующее уравнение:

∂ρ(x, t)

∂t
= h2

t∫
0

Ψ(t− τ)
∂2ρ(x, τ)

∂x2
dτ −

− h2

kBT

∂

∂x

⎡⎣F (x, t)

t∫
0

Ψ(t− τ)ρ(x, τ) dτ

⎤⎦ +

+ h2 ∂
2ρ(x, 0)

∂x2

∞∫
t

Ψ(τ) dτ −

− h2

kBT

∂[F (x, t)ρ(x, 0)]

∂x

∞∫
t

Ψ(τ) dτ −

− rρ(x, t) + r

t∫
0

φ(t− τ)ρ(x, τ) dτ +

+ r

⎡⎣Σ(t)− t∫
0

φ(t− τ)Σ(τ) dτ

⎤⎦ ρ(x, 0). (20)

Здесь предполагается, что параметр Θ∞, фигуриру-
ющий в преобразованиях, равен единице. Это пред-
положение допустимо, поскольку функции Θ(s) и
Ψ(s) входят в уравнение (19) таким образом, что од-
нозначно должно быть определено только их произ-
ведение. Относительно вида уравнения (20) можно
сказать следующее. Если в его правой части оста-
вить только два первых члена, то получим транс-
портное уравнение для модели многократного за-
хвата (а также CTRW), соответствующее неравно-
весному начальному условию. Если оставить четыре
члена, то получим транспортное уравнение для этой
модели, соответствующее равновесному начальному
условию. Источники и стоки в этом уравнении име-
ют такой же смысл и такой же вид, как и в уравне-
ниях (9) и (17), за исключением того, что начальное
распределение вероятности записано в общем виде
(ρ(x, 0) вместо δ(x)).

3.2. Субдиффузия в гармоническом
потенциале

В данном разделе транспортное уравнение (20)
применяется к описанию субдиффузии в гармони-
ческом потенциале. С помощью этого уравнения вы-
числяются преобразование Лапласа функции релак-
сации Γ(s) и динамическая восприимчивость B(ω).
Показывается, что найденные функции удовлетво-
ряют соотношению

B(ω) = 1− iωΓ(iω),

требуемому теорией линейного отклика. Этот факт
может служить подтверждением термодинамиче-
ской согласованности уравнения (20).

Функция релаксации вычисляется в два этапа.
Вначале находится стационарное распределение ве-
роятности в присутствии постоянной возмущающей
силы. Затем это распределение используется в каче-
стве начального распределения и вычисляется его
релаксация к равновесному состоянию в отсутствие
возмущающей силы.

В стационарном состоянии все члены уравнения
(20) исчезают, кроме двух первых членов в правой
части. Для определения стационарного распределе-
ния остается уравнение

h2Ψ0
∂2ρ(x)

∂x2
=

h2Ψ0

kBT

∂[F (x)ρ(x)]

∂x
. (21)

Здесь

Ψ0 =

∞∫
0

Ψ(τ) dτ, F (x) = a− bx,

a — постоянная составляющая силы, −bx — гармо-
ническая составляющая силы. Решением этого урав-
нения является

ρ(x) = exp

[
ax

kBT
− bx2

2kBT

]
. (22)

Предполагая возмущающую силу малой, запишем
это как

ρ0(x) =

[
1 +

ax

kBT

]
exp

[
− bx2

2kBT

]
. (23)

Эта функция далее используется в качестве началь-
ного распределения при решении уравнения (20), за-
писанного в изображениях Лапласа:

8 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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sρ(x, s)− ρ0(x) = h2Ψ(s)
∂2ρ(x, s)

∂x2
+

+
h2Ψ(s)

kBT

∂[bxρ(x, s)]

∂x
+

+
h2(Ψ0 −Ψ(s))

s

∂2ρ0(x)

∂x2
+

+
h2(Ψ0 −Ψ(s))

skBT

∂[bxρ0(x)]

∂x
−

− r(1 − φ(s))ρ(x, s) + r
1− φ(s)

s
ρ0(x). (24)

Решение этого уравнения ищем в виде

ρ(x, s) =

[
1

s
+ Γ(s)

ax

kBT

]
exp

[
− bx2

2kBT

]
. (25)

Подставляя соотношения (23) и (25) в уравнение
(24), находим, что это уравнение удовлетворяется
при функции релаксации

Γ(s) =
1

s

⎡⎢⎢⎣1−
h2b

kBT
Ψ0

s+ r(1 − φ(s)) +
h2b

kBT
Ψ(s)

⎤⎥⎥⎦ . (26)

С использованием функции Θ(s) это выражение
можно переписать как

Γ(s) =
1

s

⎡⎢⎢⎣1−
h2b

kBT
Ψ0Θ(s)

s+
h2b

kBT
Ψ(s)Θ(s)

⎤⎥⎥⎦ . (27)

Ранее выражение для функции релаксации, эквива-
лентное данному, было получено методом суборди-
нации [32].

Чтобы найти динамическую восприимчивость,
прибавим к гармонической силе периодическую воз-
мущающую силу

F0 exp(iωt), (28)

где ω — частота. На больших временах решение
уравнения (20) с такими силами будет периодичес-
ким и имеет вид

ρ(x, t) =

[
1 +

F0B(ω)x

kBT
exp(iωt)

]
×

× exp

(
− bx2

2kBT

)
, (29)

где B(ω) — динамическая восприимчивость, кото-
рую требуется найти. На больших временах члены

уравнения (20), содержащие начальное распределе-
ние ρ(x, 0), стремятся к нулю. Следовательно, нуж-
но решить уравнение

∂ρ(x, t)

∂t
= h2

t∫
0

Ψ(t− τ)
∂2ρ(x, τ)

∂x2
dτ +

h2

kBT
×

× ∂

∂x

⎡⎣(bx−F0 exp(iωt))

t∫
0

Ψ(t−τ)ρ(x, τ) dτ
⎤⎦ −

− rρ(x, t) + r

t∫
0

φ(t− τ)ρ(x, τ) dτ. (30)

Подставляя сюда (29), устремляя t к бесконечности
и пренебрегая членом с F 2

0 , находим

B(ω) =

h2b

kBT
Ψ0

iω + r(1 − φ(iω)) +
h2b

kBT
Ψ(iω)

. (31)

Как видим, соотношение B(ω) = 1− iωΓ(iω) удовле-
творяется.

3.3. Определение функций памяти

В данном разделе приводятся выражения, позво-
ляющие находить функцииΨ(s) и φ(s) по известным
первому и второму моментам в случае процессов с
постоянной силой или по второму и четвертому мо-
ментам в случае отсутствия силы при равновесном
начальном условии. Показывается, что рассматри-
ваемая модель способна описывать броуновскую, но
не гауссову диффузию.

Решение уравнения (20) с начальным услови-
ем ρ(x, 0) = δ(x) в неограниченном пространстве
при наличии постоянной силы F в переменных Фу-
рье –Лапласа имеет вид

ρ(k, s) =
1

s

[
1− Ψ0

Ψ(s)

]
+

+
Ψ0

Ψ(s)

1

s+ h2Ψ(s)Θ(s)(k2 − iηk)
, (32)

где k — переменная Фурье, η = F/kBT . Функция
Θ(s), как и прежде, выражается через φ(s):

Θ(s) =
s

s+ r(1 − φ(s))
.

Заметим, что решение, соответствующее неравно-
весному начальному условию, находится отсюда пу-
тем подстановки Ψ(s) вместо Ψ0, в результате чего
получается выражение, содержащее только произ-
ведение функций Ψ(s) и Θ(s). Такое выражение не
позволяет найти эти функции по отдельности.
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С использованием функции (32) моменты вычис-
ляются по формуле

Mn(s) =
1

in
∂nρ(k, s)

∂kn
.

Первый и второй моменты записываются как

M1(s) =
h2Ψ0η

s[s+ r(1 − φ(s))]
, (33)

M2(s) =
2h2Ψ0Θ(s)

s2

[
1 +

h2Ψ(s)Θ(s)η2

s

]
. (34)

Из (33) функция φ(s) выражается следующим обра-
зом:

φ(s)) = 1− 1

r

[
h2Ψ0η

sM1(s)
− s

]
. (35)

Фигурирующие здесь параметр r и произведение
h2Ψ0 находятся из условия, чтобы функция φ(s)

стремилась к нулю, когда s стремится к бесконеч-
ности. Это дает

h2Ψ0 =
A

η
, r =

B

A
,

где A и B — коэффициенты в разложении функции
M1(s) при больших s:

M1(s) ≈ A

s2
− B

s3
+ . . .

Таким образом, по известному первому моменту на-
ходим параметр r, произведение h2Ψ0 и функцию
φ(s). Затем на основе первого и второго моментов
можно найти произведение h2Ψ(s):

h2Ψ(s) = h2Ψ0
ηM2(s)− 2M1(s)

2ηsM2
1 (s)

. (36)

Как и в случае обычной диффузии, по известному
пропагатору найти средний квадрат диффузионно-
го скачка h2 невозможно. Однозначно определяется
только коэффициент диффузии в случае нормаль-
ной диффузии или произведение h2Ψ(s) в рассмат-
риваемом здесь случае.

Второй и четвертый моменты при равной нулю
силе записываются как

M2(s) =
2h2Ψ0

s[s+ r(1 − φ(s))]
, (37)

M4(s) =
24h2Ψ0h

2Ψ(s)Θ(s)2

s3
. (38)

Из (37) функция φ(s) выражается следующим обра-
зом:

φ(s) = 1− 1

r

[
2h2Ψ0

sM2(s)
− s

]
. (39)

Параметр r и произведение h2Ψ0 находятся по фор-
мулам

h2Ψ0 =
A

2
, r =

B

A
,

где A и B — коэффициенты в разложении функции
M2(s) при больших s:

M2(s) ≈ A

s2
− B

s3
+ . . .

Произведение h2Ψ(s) находится на основе второго и
четвертого моментов по формуле

h2Ψ(s) = h2Ψ0
M4(s)

6sM2
2 (s)

. (40)

Аналогичные выражения для второго и четвер-
того моментов были получены в работе [44]. Ав-
торы этой работы использовали для описания суб-
диффузии смешанного происхождения комбинацию
модели CTRW и модели составных процессов [45].
Обе эти модели являются нестационарными, поэто-
му авторы трансформировали модель CTRW так,
чтобы результирующая модель могла проявлять
стационарные свойства (см. в [44] Supplementary
Information Text S15). Вследствие этого их основное
уравнение фактически соответствует не комбинации
«CTRW+составные процессы», а комбинации «слу-
чайные барьеры+ составные процессы». Следует от-
метить, что модель многократного захвата являет-
ся частным видом модели составных процессов [45],
поэтому полученные в настоящей работе выражения
(37) и (38) могут быть получены как частные случаи
общих выражений, выведенных в [44].

Из выражений (37) и (38) следует, что в отсут-
ствие случайных барьеров, т. е. при Θ(s) = φ(s) = 1,
рассматриваемая модель описывает броуновскую,
но не гауссову диффузию. Интересно, что если взять
модель многократного захвата с одним типом ло-
вушек, то выражение для эксцесса в рассматри-
ваемой здесь модели совпадает с таковым в моде-
ли работы [46], построенной по принципу суборди-
нации с проинтегрированным квадратом процесса
Орнштейна –Уленбека в качестве субординатора.

В модели многократного захвата с одним типом
ловушек произведение h2Ψ(s) записывается как

h2Ψ(s) =
h2W (s+ ν)

s+ ν + ω
, (41)
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где W — частота диффузионных скачков, ω — ско-
рость перехода из транспортного состояния в ло-
вушки, ν — скорость перехода из ловушек в транс-
портное состояние. В этом случае выражения для
второго и четвертого моментов как функций време-
ни при Θ(s) = φ(s) = 1 приобретают вид

M2(t) = 2Dt, (42)

M4(t) = 24D2

[
t2

2
+

a

λ2
(e−λt − 1) +

a

λ
t

]
, (43)

где

D =
h2Wν

ν + ω
, λ = ν + ω, a =

ω

ν
.

Если в качестве масштаба времени взять 2/(ν + ω),
то получается следующее выражение для эксцесса
K = M4(t)/M

2
2 (t):

K = 3 +
3a

2t2
(e−2t − 1) +

3a

t
. (44)

При соответствующем соотношении скоростей ν и ω

(при ω = 2ν) это совпадает с результатом, получен-
ным в работе [46].

3.4. Аналитические выражения для функций
памяти

В данном разделе приводятся аналитические вы-
ражения для функций h2Ψ(t) и φ(t), предназна-
ченные для использования при численном решении
транспортного уравнения.

Простейшее выражение для функции h2Ψ(t) по-
лучается в результате перехода от изображений
Лапласа к оригиналам в выражении (41):

h2Ψ(t) = D
[
(1 + a)δ(t)− aλe−λt

]
. (45)

Этому выражению соответствует следующая зави-
симость среднеквадратичного смещения от времени
в процессе, стартующем из неравновесного состоя-
ния в отсутствие случайных барьеров:

MSD(t) = 2D
[
t+

a

λ

(
1− e−λt

)]
. (46)

Данная зависимость качественно правильно переда-
ет поведение среднеквадратичного смещения, обыч-
но наблюдающегося в эксперименте. В некоторых
случаях она может давать и количественное описа-
ние [47].

Выражение для Θ(t), аналогичное (45), выгля-
дит следующим образом:

Θ(t) = δ(t)− re−(r+κ)t. (47)

Здесь r — как и прежде, скорость возвращающего
процесса, а κ — формальный параметр. Соответ-
ствующее выражение для φ(t) записывается как

φ(t) = κe−κt. (48)

В отсутствие ловушек, т. е. при h2Ψ(t) = h2W , эти
выражения дают зависимость среднеквадратичного
смещения от времени, совпадающую с (46) при сле-
дующих значениях параметров:

D =
h2Wκ

r + κ
, λ = r + κ, a =

r

κ
.

Выражения, позволяющие количественно описы-
вать не только переходную, но и асимптотическую
субдиффузию, можно получить с использованием
степенных функций. Функцию h2Ψ(t) возьмем в ви-
де

h2Ψ(t) = h2W

[
δ(t)− aν(1 − α)

(1 + νt)2−α

]
(49)

с формальными параметрами a, ν, α, удовлетворя-
ющими условиям a ∈ [0, 1], ν > 0, α < 1. Этому
выражению соответствует следующая зависимость
среднеквадратичного смещения от времени в про-
цессе, стартующем из неравновесного состояния в
отсутствие случайных барьеров:

MSD(t) = 2h2W
[
(1−a)t+ a

να
((1+νt)α−1)

]
(50)

при α �= 0 и

MSD(t) = 2h2W
[
(1− a)t+

a

ν
ln(1 + νt)

]
(51)

при α = 0. Если параметр a не равен единице, то эти
зависимости соответствуют переходной субдиффу-
зии, а если a = 1 и α ∈ (0, 1), то — асимптотической.
Следует отметить, что если в (49) положить a = 1,
то величина Ψ0, фигурирующая в формуле (37), бу-
дет равна нулю. Это означает, что при достижении
равновесного состояния частицы полностью теряют
подвижность, т. е. такая модель описывает только
процессы, стартующие из неравновесного состояния.

Аналогом выражения (49) для функции φ(t) яв-
ляется

φ(t) =
κ(1− β)

(1 + κt)2−β
, (52)

где κ и β — формальные параметры, удовлетворя-
ющие условиям κ > 0, β < 1. С такой функцией
φ(t) рассматриваемая модель в отсутствие ловушек
описывает переходную субдиффузию при β ≤ 0 и
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асимптотическую при β ∈ (0, 1). Это следует из то-
го, что преобразование Лапласа функции (52) при
малых s имеет вид φ(s) = 1 − k1s+ . . ., если β ≤ 0,
и φ(s) = 1 − k2s

γ + . . . с параметром γ, меньшим
единицы, если β ∈ (0, 1).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренное в данной работе транспортное
уравнение предназначено для описания процессов
в неупорядоченных средах со статическим беспо-
рядком. Фигурирующие в этом уравнении функ-
ции памяти должны определяться на основании
экспериментальных данных. Для этой цели мо-
гут использоваться данные различных эксперимен-
тов: восстановление флуоресценции после обесцве-
чивания (fluorescence recovery after photobleaching,
FRAP), флуоресцентная корреляционная спектро-
скопия (fluorescence correlation spectroscopy, FCS),
отслеживание одиночной частицы (single particle
tracking, SPT) и др. Некоторые теоретические фор-
мулы, устанавливающие связь между функциями
памяти и экспериментальными данными, приведе-
ны в данной работе. Это выражения для функции
релаксации, для динамической восприимчивости и
для моментов функции распределения. В работе [31]
приведена зависимость проводимости от частоты, а
в работе [33] — выражения, описывающие кривые,
получаемые в FRAP-, FCS- и SPT-экспериментах.

Неупорядоченные среды отличаются большим
разнообразием свойств, поэтому универсальных,
применимых к любой среде аналитических выра-
жений для функций памяти не существует. В каж-
дом случае аналитическое выражение должно под-
бираться так, чтобы оно удовлетворительно описы-
вало найденные на основании эксперимента зави-
симости. (По-видимому, впервые подобный подход
использовался в работе [44].) В настоящей работе
приведены простейшие выражения, которые могут
рассматриваться как первые претенденты на роль
функций памяти. Если они оказываются неудовле-
творительными, то следует брать более сложные
выражения. Например, вместо одной экспоненты в
формуле (45) или одной степенной функции в фор-
муле (49) следует соответственно взять взвешенную
сумму нескольких экспонент или степенных функ-
ций. После того как функции памяти определены,
транспортное уравнение можно использовать для
решения конкретных задач.
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D. Würtz, and W. Schirmacher, J. Stat. Phys. 30,
315 (1983).

29. K. Godzik and W. Schirmacher, J. de Phys. 42, 127
(1981).

30. В. П. Шкилев, ЖЭТФ 141, 953 (2012).

31. В. П. Шкилев, ЖЭТФ 142, 181 (2012).

32. V. P. Shkilev, Phys. Rev. E 97, 012102 (2018).

33. V. P. Shkilev, Phys. Rev. E 98, 032140 (2018).

34. Y. Meroz, I. M. Sokolov, and J. Klafter, Phys. Rev.
Lett. 107, 260601 (2011).

35. E. Bolthausen and U. Schmock, Ann. Probab. 25, 531
(1997).

36. H. G. Othmer and A. Stevens, SIAM J. Appl. Math.
57, 1044 (1997).

37. D. Boyer and C. Solis-Salas, Phys. Rev. Lett. 112,
240601 (2014).

38. D. Boyer and J. C. Romo-Cruz, Phys. Rev. E 90,
042136 (2014).

39. D. Boyer, M. R. Evans, and S. N. Majumdar, J. Stat.
Mech. 2017, 023208 (2017).

40. M. R. Evans and S. N. Majumdar, Phys. Rev. Lett.
106, 160601 (2011).

41. J. H. Jeon, A. V. Chechkin, and R. Metzler, in
First-Passage Phenomena and Their Applications,
Vol. 35, ed. by R. Metzler, S. Redner, and G. Oshanin,
World Scientific (2014), p. 175.

42. A. Pal and V. V. Prasad, Phys. Rev. E 99, 032123
(2019).

43. D. O’Malley, J. H. Cushman, and G. Johnson, J. Stat.
Mech.: Theory and Experiment 2011, L01001 (2011).

44. S. Song, S. J. Park, M. Kim, J. S. Kim, B. J. Sung,
S. Lee, J.-H. Kim, and J. Sung, PNAS 116, 12733
(2019).

45. Н. Г. Ван Кампен, Стохастические процессы в
физике и химии, Высшая школа, Москва (1990).

46. A. V. Chechkin, F. Seno, R. Metzler, and I. M. So-
kolov, Phys. Rev. X 7, 021002 (2017).

47. N. Destainville, A. Sauliere, and L. Salome, Biophys.
J. 95, 3117 (2008).

118



ЖЭТФ, 2021, том 160, вып. 1 (7), стр. 119–125 c© 2021

ФАЗОВАЯ ДИАГРАММА И ОСНОВНОЕ СОСТОЯНИЕ
ДЕКОРИРОВАННОЙ МОДЕЛИ ИЗИНГА

НА КУБИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ

В. А. Мутайламов*, А. К. Муртазаев

Институт физики Дагестанского федерального исследовательского центра Российской академии наук
367003, Махачкала, Россия

Поступила в редакцию 15 февраля 2021 г.,
после переработки 15 марта 2021 г.

Принята к публикации 15 марта 2021 г.

С использованием методов вычислительной физики исследовано статическое критическое поведение
трехмерной декорированной модели Изинга на кубической решетке. Рассмотрен случай, когда обменное
взаимодействие между узловыми спинами Jn = –1 является антиферромагнитным, а взаимодействие
Jd между узловыми спинами и декорированными изменяется в пределах [−3.0; 3.0]. Для различный зна-
чений Jd определено основное состояние модели, вычислены критические температуры и критические
индексы, построена фазовая диаграмма. Показано, что при любых соотношениях обменных взаимо-
действий в модели при переходе из упорядоченного состояния в парамагнитное наблюдается фазовый
переход второго рода, а критические индексы близки к значениям для стандартной модели Изинга.

DOI: 10.31857/S0044451021070129

1. ВВЕДЕНИЕ

В современной физике конденсированного состо-
яния интенсивно изучаются модели магнитных ма-
териалов, в которых помимо обменных взаимодей-
ствий учитываются различные усложняющие фак-
торы, не учитываемые моделями первого приближе-
ния. Эти факторы могут оказывать значительное
влияние на характер критического поведения маг-
нетиков и приводить к появлению большого разно-
образия магнитных упорядоченных состояний и фа-
зовых переходов между ними.

В последние годы возрос интерес к исследованию
декорированных структур благодаря разнообразию
наблюдаемых в них новых явлений и особенностей
по сравнению с исходными недекорированными ре-
шетками. В частности, декорирование порождает
множество фрустрационных эффектов, может при-
водить как к подавлению фазовых переходов, су-
ществующих в недекорированных решетках, так и
к возникновению новых фазовых переходов. Кроме
того, появляются новые типы частичного упорядо-
чения, а также дополнительные экстремумы тепло-

* E-mail: vadim.mut@mail.ru

емкости. Богатство критического поведения декори-
рованных решеток обусловлено возможностью мно-
гократного декорирования.

Понятие декорированная решетка, относящееся
к магнитной модели Изинга, впервые предложено
в 1951 г. в работе Сиози [1]. Суть его заключается
во введении дополнительных спинов в промежутки
между узлами исходной решетки. Это понятие мож-
но обобщить и на другие типы кристаллических ре-
шеток. Фактически, подавляющее большинство ре-
альных структур являются декорированными.

Большого прогресса достигло исследование пла-
нарных декорированных структур методами теоре-
тической физики. Так, например, найдены точные
решения для декорированных моделей со смешан-
ными спинами на двумерной квадратной решетке
[2, 3], точное решение для двукратно декорирован-
ной модели на квадратной решетке [4]. Исследо-
ваны магнитные и магнитокалорические свойства
с построением фазовых диаграмм основного состо-
яния модели Изинга со смешанными спинами на
треугольной решетке [5]. Изучены декорированные
структуры на квадратной решетке с многоспиновым
взаимодействием [6, 7].

При изучении критических свойств моделей маг-
нитных материалов успешно применяются и мето-
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ды вычислительной физики. В частности, данные
методы применялись нами ранее для изучение кри-
тических свойств двумерной декорированной моде-
ли Изинга на квадратной решетке [8, 9]. Методы
численного эксперимента применимы для структур,
для которых нет точного аналитического решения.
Это, как правило, трехмерные модели, модели со
сложным гамильтонианом, учитывающим влияние
дополнительных факторов (внешнее поле, анизотро-
пия и т. п.). Методы вычислительной физики стро-
го математически обоснованы и позволяют исследо-
вать критические свойства широкого спектра моде-
лей магнитных материалов.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОД

Нами методами численного эксперимента иссле-
довано статическое критическое поведение трехмер-
ной декорированной модели Изинга на кубической
решетке. В данной модели декорированные спины
располагаются между узлами исходной кубической
решетки в x-, y- и z-направлениях. Рассмотрен слу-
чай, когда обменное взаимодействие присутствует
как между спинами, расположенными в узлах ре-
шетки (узловые спины), так и между декорирован-
ными спинами и узловыми. Схематически структу-
ра решетки приведена на рис. 1.

Гамильтониан исследованной модели может
быть представлен в следующем виде:

H = −1

2
Jn

∑
i,j

SiSj − 1

2
Jd

∑
k,l

SkSl, Si = ±1, (1)

где Si — изинговский спин в узле решетки i, первая
сумма учитывает обменное взаимодействие между

Рис. 1. Декорированная модель Изинга на кубической ре-
шетке (◦ — узловые спины, • — декорированные)

узловыми спинами, а вторая сумма — обменное вза-
имодействие между узловыми и декорированными
спинами.

Обменное взаимодействие между узловыми спи-
нами являлось антиферромагнитным и его величи-
на Jn = −1 не менялась в ходе моделирования.
При этом обменное взаимодействие между узловы-
ми спинами и декорированными изменялось в широ-
ких пределах от антиферромагнитного с величиной
Jd = −3 до ферромагнитного Jd = 3.

В процессе исследований нами моделировались
частицы кубической формы с периодическими гра-
ничными условиями, содержащие L×L×L элемен-
тарных ячеек в каждом кристаллографическом на-
правлении. Как видно на рис. 1, на каждую кри-
сталлографическую ячейку приходится один узло-
вой спин и три декорированных. Частица ориен-
тировалась в пространстве таким образом, чтобы
оси координат совпадали с кристаллографическими
осями.

Вычисления проводились как стандартным алго-
ритмом Метрополиса метода Монте-Карло [10, 11],
так и методом Ванга –Ландау [12]. Метод Ван-
га –Ландау использовался для определения основ-
ного состояния спиновой системы при различных
значениях Jd, для получения температурных зави-
симостей теплоемкости, модуля намагниченности и
энтропии, для построения фазовой диаграммы. Ре-
зультаты получены в температурном интервале от
T = 0.01 до T = 10 с шагом ΔT = 0.01 (темпе-
ратура приведена в единицах обменного интегра-
ла kBT/|Jn|, где kB — постоянная Больцмана). Ис-
следовались частицы с линейным размером L = 6,
содержащие N = 864 спина. Выбранного размера
достаточно для получения достоверной качествен-
ной картины за приемлемое время вычислений. Для
улучшения статистики проводилось пять процессов
моделирования при каждом значении Jd. Получен-
ные результаты усреднялись между собой.

Алгоритм Метрополиса использовался для опре-
деления критических индексов и критических тем-
ператур при нескольких значениях Jd. Моделирова-
лись частицы с линейными размерами от L = 10 до
L = 30, содержащие соответственно от N = 4000

до N = 108000 спинов. Вычисления проводились
при температурах вблизи точки фазового перехо-
да. В ходе моделирования для приведения спиновой
системы в состояние термодинамического равнове-
сия отбрасывался начальный неравновесный уча-
сток Марковской цепи в 5 · 104 шагов Монте-Карло
на спин, заведомо больший, чем время релаксации
исследуемой частицы. В равновесном состоянии вы-
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числялись средние по ансамблю значения термоди-
намических величин. Длина равновесного участка
составляла 1.5·105 шагов Монте-Карло на спин. Для
улучшения статистики при каждой температуре T

для всех линейных размеров L и значений обменно-
го взаимодействия Jd проводилось десять процессов
моделирования при различных начальных спино-
вых конфигурациях. Полученные результаты усред-
нялись между собой.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Основное состояние

Для определения основного состояния анализи-
ровались спиновые конфигурации, получаемые в хо-
де моделирования методом Ванга –Ландау, соответ-
ствующие минимуму энергии. Всего было получено
четыре типа основного состояния в зависимости от
величины обменного взаимодействия Jd.

При значениях Jd < −1 спиновая система упоря-
дочена антиферромагнитно: все узловые спины на-
правлены в одну сторону, а все декорированные в
другую. Число узловых спинов составляет 1/4 от об-
щего числа спинов, число декорированных 3/4. В ре-
зультате суммарный магнитный момент оказывает-
ся нескомпенсированным на величину 1/2. Модель
фактически является ферримагнитной.

При значениях Jd > 1 система находится в фер-
ромагнитном состоянии: узловые и декорированные
спины направленны в одну сторону.

В области значений −1 < Jd < 1 в основном
состоянии подрешетка узловых спинов упорядоче-
на антиферромагнитно, а подрешетка декорирован-
ных спинов полностью разупорядочена. Суммарный
магнитный момент в данном случае равен нулю.
При этом в спиновой системе наблюдается вырож-
дение в основном состоянии и появляются фруст-
рации, обусловленные конкуренцией обменных вза-
имодействий между узловыми и декорированными
спинами. Строго говоря, модель не является полно-
стью фрустрированной, так, здесь мы имеем дело
с вырождением не всей спиновой системы, а лишь
ее части. Такое состояние спиновой системы часто
называют частично разупорядоченным.

При значениях Jd = −1 и Jd = 1 модель являет-
ся полностью фрустрированной: разупорядочена не
только декорированная подрешетка, но и узловая.
Соответственно, фрустрации в данном случае обу-
словлены конкуренцией обменных взаимодействий
как между узловыми и декорированными спинами,
так и между узловыми спинами.

Рис. 2. Зависимость модуля вектора намагниченности от
температуры при различных значениях обменного взаимо-

действия Jd

3.2. Термодинамические функции

На рис. 2 представлена зависимость модуля на-
магниченности M от температуры для различных
значений обменного взаимодействия Jd (здесь и да-
лее все величины приведены в относительных еди-
ницах). Для всех значений обменного взаимодей-
ствия в интервале −1 ≤ Jd ≤ 1 кривые намагничен-
ности лежат вблизи нулевого значения и наклады-
ваются друг на друга, поэтому на графике для на-
глядности приведена только одна кривая для случая
Jd = 0. При остальных значениях обменного инте-
грала наблюдается переход в парамагнитное состо-
яние с ростом температуры. С ростом по модулю
величины Jd область перехода смещается в сторону
более высоких температур. Как следует из графика,
температуры перехода совпадают для одинаковых
значений |Jd|.

Температурные зависимости энтропии S приве-
дены на рис. 3. Кривые энтропии для равных по
модулю значений Jd точно накладываются друг на
друга. В области значений |Jd| ≤ 1 для наглядности
на рисунке приведен лишь один график, так как все
кривые при таких значениях Jd расположены близ-
ко друг к другу. Как видно на графике, энтропия
стремится к нулю при T → 0 для значений обменно-
го интеграла |Jd| > 1. При значениях |Jd| ≤ 1 энтро-
пия стремится к отличному от нуля значению, что
также указывает на наличие вырождения в основ-
ном состоянии. При |Jd| = 1 для линейного размера
L = 6 это значение составило 0.525(1), а при |Jd| < 1

находится в диапазоне от 0.520(1) до 0.521(1). С рос-
том температуры энтропия для всех значений об-
менного интеграла стремится к величине S = ln(2).
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Рис. 3. Зависимость энтропии от температуры при различ-
ных значениях обменного взаимодействия Jd

Рис. 4. Зависимость теплоемкости от температуры при
различных значениях обменного взаимодействия Jd

На рис. 4 приведена зависимость теплоемкости C

от температуры для различных значений |Jd|. Как
и в случае с энтропией, графики для равных по мо-
дулю значений Jd накладываются друг на друга. На
рисунке видно, что при |Jd| > 1 теплоемкость име-
ет ярко выраженные максимумы, соответствующие
переходу из упорядоченного состояния в парамаг-
нитное. С увеличением |Jd| максимумы смещаются в
строну более высоких температур. Максимумы при
|Jd| ≤ 1 соответствуют переходу из частично разу-
порядоченного состояния в парамагнитное. По срав-
нению с |Jd| > 1 они имеют более широкую форму
пика, меньше по абсолютному значению и с увели-
чением |Jd| смещаются в сторону более низких тем-
ператур.

Рис. 5. Дополнительные экстремумы теплоемкости при ве-
личине обменного взаимодействия |Jd| = 1.05

3.3. Дополнительные экстремумы
теплоемкости

Отдельно необходимо выделить небольшую об-
ласть значений обменного интеграла 1 < |Jd| ≤ 1.2,
в которой на графике теплоемкости наблюдаются
три экстремума. Пример такой зависимости приве-
ден на рис. 5 для случая |Jd| = 1.05. Первый мак-
симум имеет ярко выраженный характер и соот-
ветствует переходу из упорядоченного состояния в
парамагнитное. Второй и третий максимумы более
широкие и меньше первого по высоте. С увеличе-
нием обменного взаимодействия Jd второй и тре-
тий максимумы еще больше уменьшаются по высо-
те и нам не удалось их обнаружить при значени-
ях |Jd| > 1.2. Появление этих максимумов связано
с особенностями упорядочения магнитных подреше-
ток исследуемой модели.

После перехода в парамагнитное состояние с рос-
том температуры подрешетка декорированных спи-
нов все время остается в разупорядоченном состоя-
нии. В подрешетке же узловых спинов начинает на-
блюдаться антиферромагнитное упорядочение, ко-
торое возрастает с ростом температуры. Таким об-
разом, спиновая конфигурация становится похожа
на спиновую конфигурацию в частично разупорядо-
ченном состоянии, характерную для области |Jd| <
< 1: декорированные спины разупорядочены, узло-
вые упорядочены антиферромагнитно. Дальнейший
рост температуры приводит к разупорядочению уже
и узловой подрешетки.

Сказанное демонстрирует рис. 6, на котором при-
ведены температурные зависимости параметров по-
рядка η спиновых подрешеток. График получен ал-

122



ЖЭТФ, том 160, вып. 1 (7), 2021 Фазовая диаграмма и основное состояние. . .

Рис. 6. Зависимость параметров порядка узловой подре-
шетки (◦) и декорированной подрешетки (	) от темпера-

туры. L = 14, Jd = 1.10

горитмом Метрополиса для линейного размера L =

= 14 при величине обменного взаимодействия Jd =

= 1.10. В качестве параметра порядка для декори-
рованной подсистемы использовался модуль ее век-
тора намагниченности, а для узловой подсистемы
модуль ее вектора антиферромагнетизма. Рост па-
раметра порядка подрешетки узловых спинов соот-
ветствует второму максимуму теплоемкости, а спад
параметра порядка — третьему.

Нам не удалось установить причину такого ано-
мального поведения параметра порядка. Величина
обменного взаимодействия Jd близка к области зна-
чений, при которых модель находится в частично
разупорядоченной фазе. Вероятно, при небольших
температурах часть спиновой системы из-за тепло-
вых флуктуаций может легко переходить из пара-
магнитного состояния в частично разупорядоченное
и обратно. Поскольку этим состояниям соответству-
ют различные значения энергии, то переходы меж-
ду ними увеличивают энергетические флуктуации.
Рост флуктуаций энергии приводит к закономерно-
му росту теплоемкости и появлению второго экстре-
мума на ее температурной зависимости.

Таким образом, в модели при данных условиях
одновременно присутствуют две фазы: парамагнит-
ная и частично разупорядоченная. С ростом темпе-
ратуры доля частично разупорядоченной фазы уве-
личивается и достигает своего максимального зна-
чения. Хотя при этом, как видно на рис. 6, она
не полностью вытесняет парамагнитную фазу, так
как параметр порядка подрешетки узловых спинов
не достигает единицы. Количество переходов между

Рис. 7. Фазовая диаграмма, построенная по максимумам
теплоемкости для линейного размера L = 6: AF — анти-
ферромагнитная фаза, F — ферромагнитная, PD — час-
тично разупорядоченная, MF — смешанная, P — парамаг-

нитная

фазами уменьшается, что приводит к уменьшению
энергетических флуктуаций и спаду второго экстре-
мума теплоемкости.

Дальнейшее повышение температуры приводит
к уменьшению доли частично разупорядоченной
фазы и полному переходу системы в парамагнитное
состояние. Количество переходов спиновой системы
из одного фазового состояния в другое опять увели-
чивается, возрастают флуктуации энергии, до тех
пор пока вся спиновая система не перейдет в полно-
стью парамагнитную фазу. Данный процесс форми-
рует третий экстремум на температурной зависимо-
сти теплоемкости.

3.4. Фазовая диаграмма

Температурные зависимости теплоемкости для
различных значений обменного взаимодействия Jd
использовались нами для построения фазовой диа-
граммы. Границы фаз определялись по положению
максимумов теплоемкости. Итоговая фазовая диа-
грамма исследуемой модели для линейного разме-
ра L = 6 приведена на рис. 7. Как было сказано
выше, нам не удалось обнаружить второй и тре-
тий максимумы теплоемкости при |Jd| > 1.2. Со-
ответственно, нам не удалось определить точную
границу между смешанной и парамагнитной фа-
зами при данных значениях обменного взаимодей-
ствия. На графике эта граница указана пунктиром
при |Jd| = 1.2. Вертикальные линии при значени-
ях |Jd| = 1 соответствуют полностью фрустрирован-
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Рис. 8. Зависимость производной логарифма плотности
состояний от энергии. L = 06, Jd = 1.10

ному состоянию исследуемой модели. Как видно на
рисунке, фазовая диаграмма симметрична относи-
тельно линии Jd = 0. Различается лишь тип упоря-
дочения при различных значениях обменного взаи-
модействия |Jd| > 1: антиферромагнитное при отри-
цательных значениях и ферромагнитное при поло-
жительных.

3.5. Тип фазового перехода

Отдельного внимания заслуживает изучение фа-
зового перехода из упорядоченного состояния в па-
рамагнитное. Для определения типа перехода мы
использовали производную логарифма плотности
состояний по энергии и гистограммы энергии.

Производная логарифма плотности состояний
g(E) по энергии E позволяет получить зависимость
обратной температуры от энергии. В случае фазо-
вого перехода первого рода эта зависимость имеет
характерную S-образную форму, симметричную
относительно горизонтальной линии, соответствую-
щей обратной температуре фазового перехода 1/Tc

[13]. В случае фазового перехода второго рода гра-
фик производной имеет горизонтальный участок,
приходящийся на значение 1/Tc. На рис. 8 приведе-
на зависимость производной плотности состояний
от энергии для значения обменного взаимодействия
Jd = 1.10. Как видно на рисунке, в области 1/Tc

на графике отсутствует S−образная форма, но
имеется горизонтальный участок. Аналогичные
зависимости наблюдались и при других значениях
обменного взаимодействия Jd.

Рис. 9. Гистограмма энергии для величины обменного
взаимодействия Jd = 1.15, L = 48, T = 0.26375

Моделирование алгоритмом Метрополиса гене-
рирует ненормализованное каноническое распреде-
ление при заданной температуре. В случае фазового
перехода первого рода распределение при темпера-
туре фазового перехода будет иметь два максиму-
ма, расположенных симметрично относительно рав-
новесного значения энергии [14]. В случае фазово-
го перехода второго рода должен наблюдаться один
максимум, приходящийся на равновесное значение
энергии. Форму канонического распределения вос-
производит гистограмма энергии, которая показы-
вает, сколько раз в процессе моделирования выпада-
ло то или иное энергетическое состояние спиновой
системы. Отметим, что наличие двух максимумов
однозначно указывает на фазовый переход первого
рода, тогда как их отсутствие еще не служит дока-
зательством фазового перехода второго рода. Два
пика могут быть не обнаружены при малых линей-
ных размерах модели, неточном определении кри-
тической температуры, слабой статистике.

Нами был получен только один максимум на гис-
тограммах энергии при различных значениях об-
менного взаимодействия Jd. На рис. 9 приведена ти-
пичная нормированная на максимальное значение
гистограмма, построенная для Jd = 1.15. Для ее по-
лучения использовалась частица с линейным раз-
мером L = 48, содержащая N = 442368 спинов.
Моделирование проводилось при температуре T =

= 0.26375. В ходе вычислений отбрасывался нерав-
новесный участок в 5 · 104 шагов Монте-Карло на
спин, длина равновесного участка составила 9 · 105
шагов Монте-Карло на спин.
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Таким образом, при всех значениях Jd нам не
удалось обнаружить признаков фазового перехо-
да первого рода. По всей видимости в исследован-
ном диапазоне обменных взаимодействий переход из
упорядоченного состояния в парамагнитное являет-
ся фазовым переходом второго рода. Исходя из это-
го, нами с использованием теории конечно-размер-
ного скейлинга была произведена оценка значений
критических индексов намагниченности β, воспри-
имчивости γ и радиуса корреляции ν. Для определе-
ния критических температур использовался метод
куммулянтов Биндера четвертого порядка [15,16], а
термодинамические функции вычислялись по флук-
туационным соотношениям [16]. В результате на-
ми было получено, что для всего диапазона |Jd| >
> 1 значение критических индексов составило β =

= 0.33(1), γ = 0.25(1) и ν = 0.64(2). Эти значения
совпадают со значениями индексов, полученных для
«обычной» модели Изинга на простой кубической
решетке: β = 0.32630(22), γ = 1.23701(28) и ν =

= 0.629912(86) [16].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Добавление декорированных спинов в антифер-
ромагнитную модель Изинга на кубической решет-
ке в значительной степени может изменять свой-
ства модели. От величины и знака обменного вза-
имодействия между узловыми спинами и декори-
рованными зависит тип упорядочения в основном
состоянии, появляются фрустрационные эффекты,
возникают дополнительные экстремумы теплоемко-
сти. Появляется смешанная фаза в определенной
области температур и значений обменного взаимо-
действия. При этом для любых значений обменно-
го взаимодействия переход из антиферромагнитной
фазы в парамагнитную и из ферромагнитной фа-
зы в парамагнитную является фазовым переходом
второго рода. Критические индексы вдоль всей ли-
нии фазового перехода второго рода соответствуют

критическим индексам изинговского класса универ-
сальности статического критического поведения.
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Сопротивление и магнитосопротивление в органическом металле (BETS)4CoBr4(DCB) исследовано при
атмосферном и гидростатическом давлениях до 10 кбар. Межслоевое сопротивление при атмосферном
давлении увеличивается с понижением температуры до T ≈ 25 K, а затем падает при дальнейшем
уменьшении температуры. Поведение магнитосопротивления показывает некогерентный перенос во всем
диапазоне температур. Низкотемпературное металлоподобное поведение связано с переносом через резо-
нансные примеси. Давление ослабляет неметаллический рост сопротивления, но перенос остается неко-
герентным. Фурье-спектр осцилляций Шубникова – де Гааза при атмосферном давлении содержит две
основные частоты, Fα ≈ 860 Тл и Fβ ≈ 4400 Тл, с циклотронными массами mα ≈ 1.0me и mβ ≈ 1.9me.
Приложенное давление увеличивает основные частоты на несколько процентов. Скорее всего, это связа-
но с уменьшением размеров элементарной ячейки под давлением. Циклотронная масса под давлением
практически не меняется.

DOI: 10.31857/S0044451021070130

1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известные традиционные органические
квазидвумерные металлы представляют собой моно-
кристаллические образцы катион-радикальных со-
лей, синтезированных на основе молекулы бис(эти-
лендитио)тетратиафульвалена (BEDT-TTF) или ее
производных. В процессе синтеза образуются слои-
стые образцы, в которых катион-радикальные слои,
состоящие из молекул BEDT-TTF и обладающие ме-
таллической проводимостью вдоль слоя, чередуют-
ся с непроводящими анионными слоями [1–3]. В ре-

* E-mail: pesot@icp.ac.ru

зультате получается слоистый органический металл
с анизотропией проводимости (отношение проводи-
мости вдоль слоя к проводимости перпендикулярно
слоям) примерно 103–104 при комнатной темпера-
туре. Как правило, в традиционном органическом
металле кристаллическая и электронная структуры
соседних катион-радикальных слоев одинаковы. Это
приводит к одной и той же поверхности Ферми для
каждого слоя катион-радикалов. Важной особеннос-
тью многих традиционных органических металлов
является снижение как внутрислоевого, так и меж-
слоевого сопротивления при понижении температу-
ры [3].

В данной работе представлены резуль-
таты исследования органического металла
(BETS)4CoBr4(DCB) (DCB = C6H4Cl2), который
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Рис. 1. Температурные зависимости внутрислоевого (1)
и межслоевого (2) сопротивлений в (BETS)4CoBr4(DCB)
при атмосферном давлении (данные из работы [6]). Встав-
ка — схематическое изображение геометрии контактов для
измерения внутрислоевого (1) и межслоевого (2) сопро-

тивлений

принадлежит к новому семейству квазидвумерных
органических металлов, так называемых двухслой-
ных металлов, свойства которых заметно отличают-
ся от свойств традиционных органических металлов
[4, 5]. В этих материалах электронная и кристал-
лическая структуры соседних катион-радикальных
слоев различны и свойства катион-радикального
слоя транслируются через слой.

Анализ структуры и свойств (BETS)4CoBr4(DCB)
[4, 6, 7] выявил наличие двух различных чередую-
щихся катион-радикальных слоев. Расчет зонной
структуры показал, что один из слоев представляет
собой изолятор с очень малой щелью. Второй
слой представляет собой металл с поверхностью
Ферми, характерной для упаковки молекул BETS
θ-типа (см. ниже вставку к рис. 2). Исследования
квантовых осцилляций в (BETS)4CoBr4(DCB)
показали хорошее согласие частотного спектра
квантовых осцилляций с теоретическими расчетами
для традиционных металлов с упаковкой θ-типа
[6, 7]. Этот спектр содержит частоты, связанные
с движением по замкнутым орбитам, и частоты,
вызванные интерференционными процессами.

Внутрислоевое сопротивление соединения
(BETS)4CoBr4(DCB) (рис. 1) демонстрирует харак-
теристики традиционного металлического типа. В
то же время температурная зависимость межсло-
евого сопротивления, показанная на рис. 1, зна-
чительно отличается от таковой для большинства

традиционных органических слоистых металлов [3].
При этом подобная зависимость уже наблюдалась
в некоторых двухслойных металлах [4].

Особый интерес представляет характер изме-
нения режима температурной зависимости меж-
слоевого сопротивления при низких температурах.
Обычно межслоевой электронный перенос можно
отнести к трем возможным режимам [2, 3, 8, 9]: ко-
герентному, некогерентному и слабонекогерентному.
При когерентном переносе время рассеяния элект-
ронов, τc, внутри слоя намного больше времени пе-
рехода на соседний слой, τz = �/tz, где tz — инте-
грал переноса между слоями. Следовательно, элект-
рон может пройти через много слоев, прежде чем он
рассеется в слое. В этом случае определена состав-
ляющая pz импульса электрона, межслоевой пере-
нос имеет обычный металлический характер, а вся
система представляет собой анизотропную трехмер-
ную систему. В некогерентном режиме, τc � τz ,
электрон многократно рассеивается в слое, прежде
чем перейдет на следующий слой с измененным им-
пульсом. В этом случае составляющая импульса pz
не определена, электронная система имеет двумер-
ный характер, а межслойный перенос осуществляет-
ся в основном за счет прыжков, вызванных взаимо-
действием электрона с дефектами решетки и фоно-
нами. Температурная зависимость межслоевого со-
противления имеет неметаллический характер, и со-
противление возрастает с понижением температу-
ры.

Однако если существует ненулевой интеграл пе-
реноса tz между соседними слоями, даже в случае
сильного рассеяния внутри слоя, τс � τz, то всег-
да существует вероятность прямого одночастично-
го туннелирования электрона на соседний слой с
сохранением импульса. Межслоевое сопротивление
ρz , связанное с таким процессом, имеет металлопо-
добную температурную зависимость, определяемую
рассеянием внутри слоя:

ρz(T ) ∼ ρc(T )

(
tc
tz

)2 ( c

d

)2

,

где ρc и tc — внутрислоевые сопротивление и интег-
рал переноса, c — период решетки в слое, d — рас-
стояние между слоями [2, 3]. В этом случае после
однократного туннельного процесса электрон мно-
гократно рассеивается в слое и полный перенос оста-
ется некогерентным, импульс pz по-прежнему не
определен и система является двумерной. Это так
называемый режим слабонекогерентного переноса.
Общая температурная зависимость межслоевого со-
противления в условиях сильного рассеяния внут-
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ри слоя определяется конкуренцией между прыж-
ковым переносом и прямым туннелированием [10].

Рассмотренные выше режимы имеют существен-
ные различия в поведении магнитосопротивления
[11–13]. В данной работе на основе анализа тем-
пературных, полевых и угловых зависимостей
магнитосопротивления обсуждаются особенно-
сти межслоевого электронного транспорта в
двумерном двухслойном органическом металле
(BETS)4CoBr4(DCB), а также оценивается влияние
гидростатического давления до 10 кбар на межс-
лоевой перенос и на электронную структуру этого
металла.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

Были измерены монокристаллические образцы
в виде неправильных параллелепипедов со сред-
ним размером 1.0 × 0.5 × 0.1 мм3. Проводящие
слои перпендикулярны наименьшему размеру кри-
сталла. Измерения межслоевого и внутрислоевого
сопротивлений проводились стандартным четырех-
контактным методом на переменным токе, направ-
ленном перпендикулярно или параллельно проводя-
щим слоям. Учитывая сильную анизотропию сопро-
тивления, для разных направлений тока мы исполь-
зовали разные геометрии измерительных контактов
(вставка на рис. 1). Измерения магнитосопротивле-
ния проводились в сверхпроводящем магните с мак-
симальным полем 15 Тл с помощью вставки, позво-
ляющей изменять ориентацию образца в поле как
в полярной, так и в азимутальной плоскостях, не
извлекая образец из магнита. Измерения под давле-
нием проводились в ячейке высокого давления ти-
па поршень–цилиндр с передающей давление гидро-
фобной кремнеорганической жидкостью. В исследо-
ваниях при атмосферном давлении и в ячейке высо-
кого давления использовались разные образцы, име-
ющие одинаковый химический состав.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Температурные зависимости относительно-
го межслоевого сопротивления и сопротивления
вдоль проводящих слоев для монокристалла
(BETS)4CoBr4(DCB) при атмосферном давлении
представлены на рис. 1.

Сопротивление вдоль слоев монотонно уменьша-
ется при охлаждении до гелиевых температур по-
чти на два порядка. Это соответствует нормаль-
ной температурной зависимости сопротивления ме-
таллов. Межслоевое сопротивление практически мо-
нотонно возрастает с понижением температуры до

Рис. 2. Полевые зависимости продольного (1) и попе-
речного (2) межслоевых магнитосопротивлений. Измери-
тельный ток перпендикулярен проводящей плоскости, T =

= 1.5 K, P = 1 бар. Левая вставка — осцилляции Шубни-
кова – де Гааза (увеличенная часть кривой 1 в интервале
полей 12.5–14 Тл). Правая вставка — схематическое изоб-
ражение поверхности Ферми в (BETS)4CoBr4(DCB) [6,7]

температуры Tmax = 25 К. Дальнейшее охлажде-
ние сопровождается уменьшением сопротивления.
Неметаллический тип температурной зависимости
при понижении температуры для двухслойных ме-
таллов вполне ожидаем. В отличие от традицион-
ных квазидвумерных органических металлов, рас-
стояние между двумя соседними одинаковыми ме-
таллическими слоями вдвое больше, d ≈ 30 Å [4],
перекрытие волновых функций намного меньше и,
соответственно, интеграл переноса tz существенно
меньше. Таким образом, условие сильнонекогерент-
ного переноса, τс � τz , по-видимому, надежно вы-
полняется, и межслоевой перенос заряда обусловлен
прыжковым механизмом и имеет неметаллическую
температурную зависимость до достижения очень
низких температур. Однако можно предположить,
что при определенном значении интеграла межсло-
евого переноса туннелирование на соседний слой с
сохранением импульса начинает играть доминирую-
щую роль в межслоевом переносе при низких темпе-
ратурах и температурная зависимость сопротивле-
ния приобретает металлический тип, характерный
для слабонекогерентного электронного транспорта.
В этом случае температуру Tmax можно рассмат-
ривать как температуру смены режима межслоево-
го транспорта с некогерентного на слабонекогерент-
ный.

На рис. 2 показаны полевые зависимости
межслоевого магнитосопротивления соединения
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Рис. 3. Угловая зависимость межслоевого магнитосопро-
тивления в полярной плоскости. Азимутальный угол про-

извольный, T = 1.5 К, B = 14 Тл, P = 1 бар

(BETS)4CoBr4(DCB) при атмосферном давлении
в магнитном поле, перпендикулярном (продольное
магнитосопротивление) и параллельном (попереч-
ное магнитосопротивление) проводящим слоям, с
измерительным током, перпендикулярным проводя-
щим слоям. На полевых зависимостях продольного
магнитосопротивления наблюдаются осцилляции
Шубникова – де Гааза, которые уже хорошо видны
в полях B > 10 Тл. Частотный спектр колеба-
ний содержит основные частоты Fα ≈ 860 Тл и
Fβ ≈ 4400 Тл и набор комбинационных частот
[6,7]. Неосциллирующая часть полевой зависимости
продольного магнитосопротивления монотонно
возрастает с увеличением поля. Поперечное магни-
тосопротивление также растет с увеличением поля,
но примерно на порядок меньше. Такое поведение
неосциллирующей части магнитосопротивления в
слоистых металлах характерно как для некогерент-
ного, так и для слабонекогерентного межслоевого
электронного транспорта [11–13].

На рис. 3 показана зависимость магнитосопро-
тивления от полярного угла θ между направлением
поля и нормалью к проводящим слоям при атмо-
сферном давлении. Азимутальный угол в плоскости
проводящих слоев выбран произвольно. Данная за-
висимость практически не меняется при изменении
азимутального угла.

Сравнительный анализ угловой и полевой
зависимостей магнитосопротивления соединения
(BETS)4CoBr4(DCB) позволяет сделать следующие
выводы: 1) поперечное магнитосопротивление изо-
тропно в азимутальной плоскости и не превышает

нескольких процентов в максимальном магнитном
поле, параллельном проводящим слоям; 2) угловая
зависимость в полярной плоскости определяется
главным образом проекцией поля на нормаль к про-
водящим слоям. Такое поведение неосциллирующей
части угловой зависимости магнитосопротивления
характерно как для слабонекогерентного [14], так
и для некогерентного межслоевого переноса [15]
и связано с неопределенностью составляющей
импульса pz при реализации обоих режимов.

Однако только для случая слабонекогерентно-
го переноса следует ожидать полуклассических уг-
ловых осцилляций (angular magnetoresistance oscil-
lations, AMRO) на угловой зависимости магнито-
сопротивления при достаточно сильном магнитном
поле, ωcτc ≥ 1, где ωc — циклотронная частота
[11, 12]. В исследуемых образцах это соотношение
достигается уже в полях B > 10 Тл, что подтвер-
ждается наблюдением в них осцилляций Шубнико-
ва – де Гааза (см. рис. 2). В то же время на угловых
зависимостях магнитосопротивления нет признаков
AMRO даже при самых низких температурах. Та-
ким образом, межслоевой перенос при температу-
рах ниже Tmax не соответствует слабонекогерент-
ному режиму. Скорее всего, некогерентный перенос
происходит в (BETS)4CoBr4(DCB) во всем диапа-
зоне температур от комнатной до гелиевых. Мож-
но предположить, что этот перенос происходит од-
новременно по двум некогерентным параллельным
каналам. Первый канал связан с прыжками меж-
ду соседними слоями в результате взаимодействия
электронов с фононами и дефектами решетки. С
понижением температуры сопротивление этого ка-
нала увеличивается. Второй некогерентный канал
позволяет переносить электроны между слоями че-
рез резонансные примеси с уровнями энергии вбли-
зи уровня Ферми металлического катион-радикаль-
ного слоя [16]. Такие примеси должны располагать-
ся между проводящими слоями.

Расчеты в простейшем приближении показали,
что при очень малой концентрации резонансных
примесей, ni � N , где N — концентрация всех дру-
гих примесных центров, сопротивление резонансно-
го канала ρi(T ) примерно пропорционально внутри-
слоевому сопротивлению ρc(T ) и имеет металличес-
кий тип температурной зависимости [16]. Посколь-
ку количество резонансных примесей невелико, со-
противление соответствующего канала при комнат-
ной температуре может быть достаточно большим и
значительно превышать сопротивление прыжково-
го канала. Однако при гелиевых температурах со-
противление резонансного канала падает в десятки
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Рис. 4. Температурные зависимости относительного меж-
слоевого сопротивления при давлениях P = 0.5 кбар (1),

4 кбар (2), 7 кбар (3), 10 кбар (4)

раз и может шунтировать сопротивление прыжко-
вого канала (см. рис. 1).

Таким образом, общее межслоевое сопротивле-
ние при более высоких температурах в основном
определяется сопротивлением, которое увеличива-
ется с понижением температуры (прыжковый ка-
нал), а при более низких температурах — сопротив-
лением, которое уменьшается с понижением темпе-
ратуры (резонансный канал), что приводит к появ-
лению Tmax — температуры, при которой меняется
характер зависимости.

Температурные зависимости межслоевого
сопротивления (BETS)4CoBr4(DCB) при раз-
личных внешних гидростатических давлениях
представлены на рис. 4. Приложение давления
последовательно уменьшает неметаллический рост
сопротивления, возникающий с понижением тем-
пературы. Этот факт неудивителен, поскольку
давление уменьшает расстояние между металли-
ческими слоями, увеличивая интеграл переноса и,
следовательно, увеличивая вероятность прямого
туннелирования электронов на соседний слой.
В то же время, если давление слабо влияет на
концентрацию резонансных примесей, можно пред-
положить, что вклад этих примесей в межслоевой
перенос должен сохраняться при высоких давлени-
ях. Вероятно, этот эффект, наблюдается на рис. 4.
Сдвиг Tmax в сторону более низких температур
с увеличением давления согласуется с этим пред-
положением. Таким образом, внешнее давление,
по-видимому, ослабляет рост сопротивления неме-
таллического типа при понижении температуры,

Рис. 5. Фурье-спектры осцилляций Шубникова – де Гааза
при P = 1 бар (а), 10 кбар (б) и θ = 0, T = 1.5 K

но даже давления P = 10 кбар недостаточно для
полного подавления некогерентного межслоевого
переноса в этом диапазоне температур (1.5–300 К).

В то же время давление P = 10 кбар не
приводит к качественным изменениям электронной
структуры металлических катион-радикальных сло-
ев. На рис. 5 представлены фурье-спектры осцил-
ляций Шубникова – де Гааза в (BETS)4CoBr4(DCB)
при атмосферном давлении и при максимальном
давлении P = 10 кбар. Эти спектры практически
идентичны. (Свойства квантовых осцилляций при
атмосферном давлении подробно исследованы в ра-
ботах [6, 7].) Спектр при P = 10 кбар содержит две
основные частоты, Fα ≈ 960 Тл и Fβ ≈ 4700 Тл,
связанные с α- и β-орбитами (см. вставку на рис. 2).
Соответствующие циклотронные массы равныmα =

= (1.0 ± 0.1)me и mβ = (1.8 ± 0.1)me, где me —
масса свободного электрона. Комбинационная час-
тота Fβ−α ≈ 3750 Тл также хорошо определена. Со-
ответствующая циклотронная масса равна mβ−α =

= (0.9±0.1)me ≈ mβ−mα. Эта частота соответству-
ет эффекту квантовой интерференции [17, 18].

Полученные результаты показывают отсутствие
качественных изменений поверхности Ферми при
давлении 10 кбар. Количественные изменения
представляют собой небольшое (5–10%) увеличение
частоты осцилляций при повышении давления до
10 кбар. Такой рост легко объяснить уменьшением
размера элементарной ячейки под давлением и, как
следствие, увеличением размеров обратной ячейки
и зоны Бриллюэна. С учетом того, что частота Fβ

соответствует β-орбите, покрывающей 100% первой
зоны Бриллюэна (два электрона на элементарную
ячейку) [6], увеличение именно этой частоты позво-
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ляет точно оценить увеличение размера обратной
элементарной ячейки в проводящей плоскости, что
составляет примерно 6%. В то же время значения
циклотронных масс под давлением практически не
меняются, по крайней мере в пределах погрешности
измерения.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследованы зависимости межсло-
евого сопротивления и магнитосопротивления в
двумерном органическом двухслойном металле
(BETS)4CoBr4(DCB) от температуры, направления
и величины магнитного поля и внешнего гидро-
статического давления до 10 кбар. Обсуждается
природа максимума на температурной зависимости
сопротивления. Приведены аргументы в пользу
некогерентного межслоевого переноса электронов
во всем диапазоне температур от 1.5 до 300 К.
Скорее всего, при низких температурах перенос
происходит в основном через резонансные примеси.
Приложение внешнего гидростатического давления
снижает рост межслоевого сопротивления неметал-
лического типа при высоких температурах, в то
время как общий некогерентный межслоевой пере-
нос сохраняется при всех температурах. Давление
до 10 кбар не вызывает качественных изменений
электронной структуры металлических слоев. Его
влияние ограничивается небольшим количествен-
ным изменением площади поверхности Ферми,
вызванным уменьшением размера элементарной
ячейки.
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Уравнение Эйлера порождает бесконечное число связей между величинами простых чисел и их номера-
ми. Эти связи осуществляются условно сходящимися рядами. Аналитическая функция, осуществляющая
эти связи, бесконечное число раз проходит через значение, равное единице. Расстояние между первой и
второй такими точками оказывается аномально большим.

DOI: 10.31857/S0044451021070142

1. ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] было показано, что в распределении
нулей дзета-функции Римана существует дальний
порядок, что делает возможным установить номер
нуля с точностью ±1, если известно значение толь-
ко одного нуля, и однозначно, если известно значе-
ние трех последовательных нулей. Формула Эйлера
устанавливает жесткую связь значений простых чи-
сел с дзета-функцией Римана [2].

Точка z = 1 является простым полюсом дзе-
та-функции. Это позволяет ввести две аналитиче-
ские функции {κ, ξ}, связывающие значение про-
стых чисел P с их номерами N . Полученная связь
позволяет восстановить значение функций {κ, ξ} на
полуоси P > 0. В качестве примера мы приводим
значения функции κ в двух областях: P < 106 и
2.4 · 107 < P < 5 · 107. Функция κ бесконечное число
раз проходит через значение κ = 1. Значения функ-
ции ξ однозначно определены в целочисленных точ-
ках {N,P (N)}. Среднее расстояние между просты-
ми числами δ равно ln(P/κ).

* E-mail: ovc@itp.ac.ru

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Для получения уравнений для функций {κ, ξ}
воспользуемся уравнением Эйлера для дзета-функ-
ции Римана [2], записанным в виде

ln ζ(z) =
∑
P

1

P z
−

∑
P

[
ln

(
1− 1

P z

)
+

1

P z

]
, (1)

где P — простые числа. Функция Римана имеет про-
стой полюс в точке z = 1. Используя разложение в
ряд дзета-функции Римана

ζ(z) =
1

z−1

{
1+C(z−1) +

∞∑
k=1

Ck(z − 1)k+1

}
, (2)

где C — константа Эйлера, получим из разложений
(1), (2) следующее уравнение:
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∞∑
N=1

(
1

Nz
− lnP

P z

)
= 2C +

∑
P

lnP

P z(P z − 1)
+

+

∞∑
k=1

Ck(z − 1)k(k + 2) + (z − 1)

( ∞∑
k=1

Ck(z − 1)k

)2

− C2(z − 1)

1 + C(z − 1) +

∞∑
k=1

Ck(z − 1)k+1

. (3)

Ряды в правой части уравнения (3) быстро схо-
дятся в окрестности z = 1 и порождают бесконечное
число связей на простые числа P как функцию их
номера N . В частности, находим первые два равен-
ства

∞∑
N=1

(
1

N
− lnP

P

)
= 2C +

∑
P

lnP

P (P − 1)
,

∞∑
N=1

(
ln2 P

P
− lnN

N

)
=

= −
∑
P

ln2 P

P − 1

(
1

P
+

1

P − 1

)
+ 3C1 − C2.

(4)

В результате оказывается возможным опреде-
лить две аналитические функции {κ, ξ} на полуоси
P > 0:

P = N ln

(
P

κ

)
+ ξ ln2

(
P

κ

)
, (5)

где κ — медленная функция от P , а ξ — быст-
ро осциллирующая неявная функция N , однозначно
определенная в целочисленных точках {N,P (N)}.
Величина |ξ| � 1.

Ряд в левой части k-го уравнения бесконечной
системы равенства (4) может быть записан в виде

∞∑
N=1

(
lnk N

N
− lnk+1 P

P

)
. (6)

Все эти ряды являются условно сходящимися. В
результате функция {κ(P ), P > 0} бесконечное чис-
ло раз проходит через значение κ = 1. В области
P � 1 функция κ восстанавливается с помощью
уравнения (5) и простых чисел в окрестности точ-
ки P . Ниже мы приведем значения функции κ(P )

в широкой области N < 5 · 107, используя асимпто-
тическое приближение и банк данных для простых
чисел P (N).

Из первого уравнения (4) следует всего лишь
условная сходимость ряда

∑
N (1/N−lnP (N)/P (N)).

Однако функция κ(P ), определяющая сходимость,
является очень нетривиальной, и оценки для зави-
симости N(P ), полученные в работах [3–5], оказы-
ваются довольно грубыми.

Первое значение величины P0, для которого
κ(P0) = 1, оказывается достаточно большим, и для
его нахождения мы воспользуемся численными зна-
чениями функции κ(P ), полученными в асимптоти-
ческом приближении в трех точках, соответствую-
щих значениям 〈N〉 равным 〈N〉 = {6, 5, 4}:

P

κ
= 9.33091735, κ = 1.436086,

P

κ
= 8.3311375, κ = 1.2723356,

P

κ
= 7.02868758, κ = 1.10973776.

(7)

Интерполяция по трем точкам позволяет запи-
сать функцию κ в интервале P0 ≤ P < 14 в неявном
виде:

κ = 1.2723356+ α1

(
P

κ
− 8.3311375

)
+

+ α2

(
P

κ
− 8.3311375

)2

, (8)

где параметры α1, α2, P0 равны

α1 = 0.1468733, α2 = 1.6916836 · 10−2,

{κ = 1, P0 = 5.6472442}. (9)

Из уравнений (8), (9) находим значения первой
и второй производных κ по P в точке P0:

∂κ

∂P

∣∣∣∣
P=P0

= 4.2584129 · 10−2,

∂2κ

∂P 2

∣∣∣∣
P=P0

= 1.2069243 · 10−2.

(10)
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Рис. 1. Зависимость величины κ от ln(P/κ) в интервале
6.35 < ln(P/κ) < 11.5

Рис. 2. Зависимость величины κ от ln(P/κ) в интер-
вале 15.24 < ln(P/κ) < 15.5; κ = 2.911 + 10−2W ;

ln(P/κ) = 14.84 + T

Используя формулы (9), (10), находим нечетную
функцию κ(P ) в области P ≤ P0 (первые три члена
разложения):

κ = γ1P + γ2P
3 + γ3P

5, (11)

где константы γ1,2,3 имеют следующие значения:

γ1 = 0.303279, γ2 = −5.8058416 · 10−3,

γ3 = 5.7965908 · 10−5.
(12)

В табл. 1 мы приводим значения величины κ как
неявной функции параметра P/κ в интервале 540 <

< P < 7.3 · 106. Часть этих данных была использо-
вана для построения графика, представленного на
рис. 1.

Значение величины P , при котором функция κ

второй раз проходит через значение κ = 1, оказыва-
ется аномально большим, существенно превосходя-
щим величину P = 7.3 · 106. Поэтому целесообразно
привести еще две таблицы значений функции κ в
областях 8.16 · 106 < P < 1.58 · 107 и 9.2 · 108 < P <

< 9.825·108 (табл. 2, 3), а также график зависимости

Таблица 1. Зависимость величины κ от ln(P/κ) в
интервале 5.35 < ln(P/κ) < 14.74

ln(P/κ) κ

5.35986733 2.532557395
6.361764094 2.7785552736
6.656853070 2.7376907868
7.138752753 2.7991641109
7.240179252 2.866279247

7.679349235 2.8825805393
8.1531214638 2.9498744213
8.7361532971 2.96730411698
8.9738055746 2.9580785715
9.1078202553 2.935500058
9.1641636965 2.919485504

9.7288761507 2.925208492
9.8249648932 2.9342652576
9.8613751177 2.9442329767
9.8759351769 2.9947880488
9.900228354 3.0065822195
9.928897597 2.9770170407

9.9451740301 2.97048106437
9.9744924046 2.964698903

10.0983306239 2.9327967962
10.4741457273 2.953829756
10.9297175937 2.9549719277
11.4952340659 2.9401961334

12.294175355 2.9401995052
12.758840765 2.9490812862
12.9966888249 2.94683360385
13.00172510718 2.94625054098
13.2011721141 2.94050117017
13.4388887258 2.9500020520

13.754458736 2.9360893117
13.991422373 2.9338110441
14.1882942799 2.93402098171
14.3527898788 2.9388529294
14.5045135422 2.9247033152
14.628134333 2.9259205748
14.737507751 2.93074136764
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Таблица 2. Зависимость κ от ln(P/κ) в интервале
14.84 < ln(P/κ) < 15.51

ln(P/κ) κ

14.842012977 2.9243479799
14.8420644714 2.92476583005
14.8422005715 2.925043205288
14.93482165159 2.92766521445
15.0221175005 2.92412428438
15.105787376 2.9215655575

15.1768393655 2.92145015378
15.2446168534 2.9218232556
15.2561829441 2.923054851016
15.2616646486 2.92704088393
15.2696793082 2.9258098905
15.27669576 2.9238602422

15.2835251379 2.92398668898
15.2885691113 2.92648243034
15.2944510732 2.92793492459
15.3018253923 2.9248193697
15.3089118352 2.9236628357
15.31630130749 2.91988575077

15.3230581547 2.91969750252
15.3410729589 2.9195137771
15.35243137362 2.91685184742
15.3748482399 2.9212716555
15.37861615754 2.92206461207
15.3809690351 2.9203751964

15.3817957353 2.91967658363
15.3841847891 2.91840517525
15.3956681915 2.91906708912
15.4072591843 2.91908981313
15.41813991587 2.9207073572
15.4296689062 2.91809831012

15.4355021939 2.919670940958
15.44077484115 2.920568271677
15.4454792496 2.919897317768
15.45287846854 2.917865400382
15.45722005856 2.91806190337
15.46372783078 2.91827610925

15.474893680726 2.917512899447
15.4811222298 2.91525849714
15.4859377749 2.9138585193
15.4882792369 2.9164619053
15.4912758845 2.918129923
15.4960674804 2.91782284429
15.498561695 2.917669126
15.502901555 2.9173601436
15.506369399 2.9159441886

Таблица 3. Зависимость κ от величины ln(P/κ) в
интервале 18.87 < ln(P/κ) < 19.65

ln(P/κ) κ

18.872100641387 2.883917549832
18.88530470456 2.883821647853
18.898513188825 2.88385749774
18.915277601838 2.883709814489
19.5834048502 2.8775419576
19.60644413388 2.876702036015
19.64044301007 2.87672022243
19.64099174063 2.87666572901
19.64148063226 2.87675655906
19.64207172507 2.87661380433
19.64280973796 2.8764997721
19.6431621368 2.87653112677
19.6436317364 2.8766133494
19.6448815012 2.8765666246
19.645324773 2.8764057000
19.6458210148 2.87652288395
19.646377446 2.876417377328
19.6469020285 2.87642625346
19.646903686 2.87642507113
19.6474709814 2.876316271829
19.6479757649 2.8763774043
19.64851833796 2.87633459382
19.6490325534 2.87636853505

κ от ln(P/κ) в области 0.4 < ln(P/κ) − 14.84 < 2/3

(рис. 2). Эти данные позволяют провести хотя и гру-
бую, но важную и все еще разумную оценку второго
значения величины P , при которой κ = 1.

Величина κ является однозначной функцией P .
Но функция ln(P/κ) не является монотонно расту-
щей. Поэтому существуют узкие области, в которых
величина κ как функция ln(P/κ) не является одно-
значной. Одна из таких областей расположена внут-
ри интервала 1.548·107 < P < 1.549·107. В табл. 4 мы
приводим значения величины {κ, ln(P/κ)} в двена-
дцати точках P , лежащих внутри этого интервала.

Используя значение величин {P, κ} в трех верх-
них строках табл. 2:

{ln(P/κ) = (14.8420129777; 14.8420644714;

14.8422005715)},
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Таблица 4. P = 1.548 · 107 + T ; κ = 2.91 · 10−3κ̃;
ln(P/κ) = 15.4 + 10−2x

T κ̃ x

2011.42105263 4.351222317 8.554212465
3796.68421052 3.997343055 8.57788639
4883.14035087 3.74338389 8.593618401
5519.6545455 3.858519304 8.593777486
5892.5438596 4.060487546 8.589254386
6367.36363636 4.11998825 8.590278655
6815.350877193 4.2075043814 8.5901682678
7332.92982456 4.2858290451 8.5908226267
7676.368421052 4.2521941541 8.5941942923
7976.052631578 4.2475754424 8.5962877457
9534.754385964 4.2117179325 8.6003945486
11236.754385964 4.2944709531 8.6157294793

мы получаем следующую интерполяционную фор-
мулу для функции κ(P ) в интервале 8.1638 · 106 <

< P < 8.1666 · 106:
κ = 2.92 + 10−3κ̃, (13)

где

κ̃ = 4.7658300529+2.102225195 · 10−4(T−T0)−
−3.347544609 · 10−8(T − T0)

2,

P = 816 · 104+T, T0 = 4278.298245614.

(14)

Подставляя в формулы (5), (12), (13) значения
простых чисел из банка данных, получим значения
функции ξ в целочисленных точках (N,P (N)), ле-
жащих в интервале 8.1638 · 106 < P < 8.1666 · 106.
Эти значения приведены в табл. 5.

Из табл. 1–4 следует очень нетривиальное пове-
дение функции κ даже в области значений P меж-
ду двумя ближайшими точками, в которых κ обра-
щается в единицу. Имеется очень широкая область,
важная для численных расчетов, в которой функ-
ция κ имеет плавную огибающую при наличии сла-
бых осцилляций. Данные, приведенные в табл. 2, 3,
позволяют получить достаточно хорошую интерпо-
ляционную формулу в этой области:

κ̃ = 2.883826627−9.8747968051 · 10−3(ln(P/κ̃)−
− 18.892799033)+ 1.34071370507 · 10−5×

× (ln(P/κ̃)− 18.892799033)2, (15)

Таблица 5. Значения ξ и κ (N — номер простого
числа, P — простое число)

N P ξ κ

550000 8163047 −0.289294796 2.92445623145
550001 8163049 −0.347704066 2.9244568166
550002 8163107 −0.155136627 2.92447367049
550003 8163109 −0.2135527505 2.924474224764
550004 8163121 −0.227172944 2.92447770492
550005 8163131 −0.2497587709 2.92448057862

550006 8163139 −0.28130680031 2.92448287276
550007 8163143 −0.33077031933 2.92448401822
550008 8163191 −0.18326496992 2.92449768021
550009 8163193 −0.241690687923 2.92449824612
550010 8163227 −0.15694272000 2.92450782548
550011 8163241 −0.1616987974 2.924511747435

550012 8163251 −0.1843532127 2.92451454079
550013 8163271 −0.1623029385 2.92452010742
550014 8163283 −0.1760342491 2.9245234345
550015 8163313 −0.1093341666 2.924531710179
550016 8163319 −0.1499013199143 2.92453335807
550017 8163329 −0.172600317414 2.9245360992

550018 8163359 −0.1059799123081 2.92454428245
550019 8163401 1.41546012621 · 10−2 2.92455563775
550020 8163427 6.280542115015 · 10−2 2.9245626608043
550021 8163457 0.129258533298 2.9245709444
550022 8163473 0.133236916658 2.92457482922
550023 8163479 9.26148988163 · 10−2 2.92457641284

550024 8163487 6.0907749269 · 10−2 2.92457852059
550025 8163497 3.8112724199 · 10−2 2.92458114925
550026 8163503 −2.517521573681 · 10−3 2.924582723234
550027 8163539 9.05388780683 · 10−2 2.9245921165
550028 8163541 3.207341553 · 10−2 2.9245926358
550029 8163557 3.597497581 · 10−2 2.9245967806

550030 8163563 −4.6758427602 · 10−3 2.92459833049
550031 8163583 1.7017722726 · 10−2 2.924603479
550032 8163599 2.08808701541 · 10−2 2.924607579
550033 8163607 −1.08811450877 · 10−2 2.9246096225
550034 8163613 −5.1549106935 · 10−2 2.9246111524
550035 8163629 −4.7713395122 · 10−2 2.92461522
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Таблица 5. (продолжение)

N P ξ κ

550036 8163637 −7.948912575 · 10−2 2.92461724749
550037 8163641 −0.129066461013 2.924618259589
550038 8163647 −0.16974607895 2.92461977572
550039 8163709 3.8621840882 · 10−2 2.92463530133
550040 8163713 −1.097194955 · 10−2 2.9246362941
550041 8163737 2.83270265313 · 10−2 2.9246422285
550042 8163739 −3.01610440384 · 10−2 2.9246427213
550043 8163769 3.5756985394 · 10−2 2.924650081
550044 8163803 0.119385368367 2.924658349
550045 8163817 0.114168334318 2.9246617313
550046 8163821 6.4549862555 · 10−2 2.9246626952

550047 8163823 6.05220132773 · 10−3 2.9246631767
550048 8163829 −3.46898216005 · 10−2 2.9246646198
550049 8163833 −8.43110339885 · 10−2 2.92466558047
550050 8163839 −0.1250564841428 2.92466701947
550051 8163847 −0.156928229725 2.9246689344
550052 8163871 −0.1178130955035 2.924674653

550053 8163917 1.88269990635 · 10−2 2.92468550726
550054 8163923 −2.19472538302 · 10−2 2.9246869125
550055 8163929 −6.2723563236 · 10−2 2.924688315
550056 8163971 5.60415135045 · 10−2 2.9246980679
550057 8163983 4.18300552139 · 10−2 2.9247008326
550058 8163989 1.0331726483 · 10−3 2.92470221137

550059 8163997 −3.09071589937 · 10−2 2.9247040459
550060 8164003 −7.17088403903 · 10−2 2.924705419
550061 8164027 −3.28077521019 · 10−2 2.92471088701
550062 8164031 −8.2474210274 · 10−2 2.92471179515
550063 8164033 −0.14099584436 2.92471224858
550064 8164069 −4.9030238574 · 10−2 2.92472036443

550065 8164073 −9.87062938677 · 10−2 2.92472126083
550066 8164099 −5.10543058019 · 10−2 2.92472706136
550067 8164111 −6.5353559954 · 10−2 2.92472972326
550068 8164127 −6.19733337456 · 10−2 2.92473325746
550069 8164141 −6.74496536088 · 10−2 2.92473633583
550070 8164147 −0.10830070674 2.9247376511

Таблица 5. (продолжение)

N P ξ κ

550071 8164159−0.12263288378 2.92474027445
550072 8164183−8.3945836937 · 10−2 2.9247454922
550073 8164201−7.1796186709 · 10−2 2.9247493802
550074 8164213−8.616540604 · 10−2 2.92475196015
550075 8164217−0.1358743653 2.924752818
550076 8164249−6.1946370214 · 10−2 2.924759642

550077 8164259−8.517693224 · 10−2 2.92476176066
550078 8164291−1.1325784660407 · 10−2 2.9247684948
550079 8164297−5.222826795 · 10−2 2.9247697499
550080 8164307−7.5486266417 · 10−2 2.9247718362

где κ̃ — огибающая функция κ. Формула (15) имеет
исключительно широкую область применимости. В
частности, из нее следует, что вторая точка, в ко-
торой функция κ обращается в единицу, находится
при значениях P около

P ∼ 3.27 · 10112. (16)

Это делает возможным сформулировать клас-
терно-обогатительный подход, позволяющий с вы-
сокой скоростью находить простые числа.

В настоящее время показано [6], что на множе-
стве чисел вида Mn = 2n − 1 существует подмноже-
ство чисел ñ такое, что Mñ есть простое число.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Зависимость величины простого числа от его
номера определяется в основном аналитической
функцией κ, связанной с дзета-функцией Рима-
на уравнением Эйлера. Показано, что функция
κ бесконечное число раз проходит через значе-
ние, равное единице. Средняя плотность простых
чисел очень слабо зависит от величины P и
лишь логарифмически мала по сравнению с еди-
ницей. Получено бесконечное число связей для
функции κ. Определяющую роль играет услов-
ная сходимость рядов в левой части уравнений (4).
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Полученные результаты позволяют сформулиро-
вать кластерно-обогатительный подход для вычис-
ления простых чисел, резко ускоряющий этот про-
цесс.
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мирования топологического состояния, связанные с затравочными плоскими энергетическими зонами,
корреляциями и спин-орбитальным взаимодействием, в том числе возникновение коррелированных чер-
новских зон. Предлагается двухзонная картина спектра в металлических решетках кагоме, включающая
переход из ферромагнитного состояния, плоскую сильнокоррелированную зону и зону легких дираковских
электронов. При этом существенным оказывается эффект разделения спиновых и зарядовых степеней
свободы. Обсуждается применение представлений вспомогательных бозонов Котляра – Рукенштайна и
допонов Рибейро – Вена к этой проблеме.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время активно исследуются ряд сло-
истых соединений с конкуренцией ферро- и анти-
ферромагнитных фаз, в том числе системы с фруст-
рированными решетками (треугольными, сотовыми
и кагоме), проявляющие аномальный квантовый эф-
фект Холла (quantum Hall effect, QHE). Например,
этот эффект наблюдается [1] в антиферромагнит-
ном топологическом изоляторе MnBi2Te4 с ферро-
магнитными треугольными слоями [2]. Особый ин-
терес представляют системы с ферромагнитным ос-
новным состоянием и плоскими зонами, где возни-
кают состояния дираковских электронов, которые
могут привести к топологическим изоляторным фа-
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зам Черна. Такие состояния наблюдались в ряде
слоистых соединений переходных металлах с решет-
кой кагоме Fe3Sn2, Fe3GeTe2, Co3Sn2S2, FeSn и др.
(см. обсуждение в работах [3–8]). Недавно в струк-
туре муара трехслойного графена было обнаруже-
но ферромагнитное состояние черновского изолято-
ра с большим аномальным эффектом Холла [9]. В
двухслойном графене наблюдается также аномаль-
ный QHE [10].

В обсуждаемых системах можно ожидать фор-
мирование экзотических квантовых топологических
состояний. Необычные возбуждения, возникающие
в двумерных сильнокоррелированных системах, мо-
гут подчиняться нестандартной статистике, в том
числе дробной. История их изучения берет нача-
ло с дробного QHE [11], означающего топологичес-
кое состоянием вещества. При этом низкоэнергети-
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ческая физика описывается калибровочной теорией
Черна –Саймонса.

Топологические холловские фазы также могут
возникать в решеточных системах в отсутствие
внешнего магнитного поля (аномальный эффект
Холла). Для реализации таких фаз на решетке необ-
ходим ряд условий. Во-первых, это наличие плос-
кой (почти бездисперсионной) затравочной энерге-
тической зоны с нетривиальной топологией (нену-
левым числом Черна, определяющим число краевых
возбуждений), что позволяет реализоваться физике,
подобной картине уровней Ландау. Вторым важным
условием является сильное межэлектронное взаи-
модействие, нарушающее картину ферми-жидкости.
Сильные корреляции особенно важны для дробно-
го эффекта Холла, когда уровни Ландау обладают
большим вырождением.

Поскольку холловская проводимость нечетна
относительно обращения времени, топологически
нетривиальные состояния могут возникать при
нарушении соответствующей T -симметрии. Тем
самым, одним из возможных механизмов является
ее спонтанное нарушение за счет связи с вихревыми
потоками [3, 12].

В ряде работ предпринимались попытки учета
сильных взаимодействий в сильнофрустрированной
системе с целью получения фазы с топологическим
порядком в простых приближениях типа среднего
поля. Например, аномальный QHE может динами-
чески генерироваться в обобщенной модели Хаббар-
да на сотовой решетке и в других решеточных систе-
мах с квадратичной точкой пересечения зон, вклю-
чая решетку кагоме. Однако детальные численные
исследования не подтверждают формирования эк-
зотических топологических фаз, предсказываемых
теориями среднего поля. Здесь основная трудность
состоит в том, что вместо того, чтобы вызывать
спонтанное нарушение T -симметрии, сильные взаи-
модействия также стремятся стабилизировать кон-
курирующие дальние порядки, нарушающие транс-
ляционную симметрию (см. обсуждение в работе
[12]). Таким образом, при описании решеточных сис-
тем с QHE будет правильным сразу стартовать с
сильнокоррелированного состояния.

Формирование квантового дробного холловского
состояния рассматривалось также в моделях типа
Хаббарда, включающих киральность [13, 14].

Наличие спин-орбитального взаимодействия до-
пускает другой топологический класс изолирующих
зонных структур, где T -симметрия исходно не нару-
шена [15]. Такой двумерный топологический изоля-
тор носит название квантовый спиновый холловский

изолятор. Эта система описывается двойной моде-
лью Халдейна [16] с противоположными знаками
холловской проводимости для спинов вверх и вниз.
В приложенном электрическом поле спины вверх и
вниз дают токи Холла, которые текут в противопо-
ложных направлениях. Таким образом, полная хол-
ловская проводимость равна нулю, но имеются спи-
новый ток и квантованная спиновая холловская про-
водимость. При учете комплексных амплитуд пере-
скока между следующими за ближайшими соседями
в дираковских точках открывается щель и T -сим-
метрия нарушается, что приводит к двум зонам с
черновскими числами C = ±1 и к целочисленному
QHE в случае половинного заполнения. Для плос-
ких зон при определенных их заполнениях возника-
ет топологическое состояние квантовой несжимае-
мой жидкости — дробный QHE [17].

Имеется и третья возможность, которая была
рассмотрена в работах [18, 19] применительно к
двухслойному графену и представляется наиболее
интересной. Для спиновой зоны Черна с поляри-
зацией долин класс экзотических фаз изоляторов
Черна описывается через разделение спинов и заря-
дов: заряды находятся в фазе обычного изолятора
Черна с квантованной холловской проводимостью,
а спины образуют неупорядоченную спин-жидкост-
ную фазу — квантовую холловскую спиновую жид-
кость, аналогичную обычной Z2-спиновой жидкости
с дробными степенями свободы. Конденсация квази-
частиц-спинонов в такой холловской спиновой жид-
кости может привести к квантовому холловскому
антиферромагнетику.

Двумерные и трехмерные топологические систе-
мы проявляют ряд уникальных свойств. В частнос-
ти, топологические полуметаллы Дирака и Вей-
ля представляют собой новый класс топологиче-
ских материалов. Релятивистские фермионы — низ-
коэнергетические возбуждения вокруг дираковских
и вейлевских точек — приводят в таких мате-
риалах к экзотическим транспортным характери-
стикам, включая большие магнитосопротивление и
внутренний аномальный эффект Холла [20]. В дан-
ной работе мы рассмотрим связь электронных со-
стояний и аномального эффекта Холла в сильнокор-
релированных топологических системах. Мы поста-
раемся продемонстрировать, что физическая ситуа-
ция в таких системах имеет ряд интересных отличий
от более привычных топологических систем (см., на-
пример, работы [21,22]).

В разд. 2 рассмотрены черновские состояния для
уровня Ландау и для решеточных моделей в систе-
мах с корреляциями. В разд. 3 мы обращаемся к ме-
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таллическим состояниям с особым упором на решет-
ки кагоме и обсуждаем применение к этим системам
эффективной двухзонной модели, включающей уз-
кую черновскую зону и широкую зону носителей то-
ка. В разд. 4 более подробно анализируются экспе-
риментальные данные, в том числе по дираковским
и вейлевским металлам и полуметаллам.

2. ЧЕРНОВСКИЕ СОСТОЯНИЯ

В ситуации QHE электроны в магнитном поле со-
вершают круговое движение по циклотронным ор-
битам, в том числе и вокруг других электронов. При
этом номер уровня Ландау определяется числом
длин волн на данной окружности. Описание сильно-
коррелированных систем включает формирование
плоских зон, которые аналогичны уровням Ландау.
При этом полный поток Берри по зоне Бриллюэна
(сумма интегралов от кривизны Берри по всем за-
нятым зонам [15]) является топологическим инва-
риантом Черна C. Так формируется состояние чер-
новского изолятора, отличительной чертой которого
является наличие краевых бесщелевых состояний.

Фундаментальным свойством топологических
систем с щелевой зоной является появление таких
бесщелевых проводящих состояний на интерфей-
сах, где изменяется топологический инвариант
(в простейшем случае — на границе с пустым
пространством). Их можно понять как следствие
отскока циклотронных орбит электронов от края.
Важно отметить, что электронные состояния, ответ-
ственные за это движение, являются киральными:
они распространяются только в одном направлении
вдоль края. Такие состояния нечувствительны к
беспорядку, поскольку нет состояний, доступных
для обратного рассеяния (backscattering). Этот
факт и лежит в основе идеально квантованного
электронного транспорта в QHE [15]. Топологиче-
ские поверхностные состояния также устойчивы по
отношению к андерсоновской локализации.

При наличии взаимодействия система может
быть рассмотрена в рамках модели Хаббарда с ши-
риной зоны W и кулоновским отталкиванием U . В
случае зоны Черна из-за запрета (obstruction) состо-
яний Ваннье заряд не может быть локализован, так
что режим узких зон не описывается чисто спиновой
моделью [19]. Поэтому в топологических сильнокор-
релированных системах с черновскими зонами от-
сутствуют локализованные состояния и не возника-
ет упорядочения локализованных моментов — маг-
нетизм может быть только коллективизированным.

Для малых отношений W/U зарядовая щель
должна определяться величиной U и разупорядо-
чение спина не обязательно закрывает зарядовую
щель. В топологически тривиальной зоне с нену-
левой кривизной Берри ферромагнетизм в пределе
W = 0 может быть подавлен антиферромагнитным
обменом. Подобное разрушение квантового холлов-
ского ферромагнетизма кинетическим членом воз-
можно и при целочисленном заполнении зоны Чер-
на. Для промежуточных значений W/U зарядовая
подсистема остается изолятором Черна с кванто-
ванной холловской проводимостью, однако спины не
находятся в ферромагнитном состоянии. Таким об-
разом, возникают фазы квантовых холловских ан-
тиферромагнетиков и квантовых холловских спино-
вых жидкостей, где антиферромагнитный порядок
либо квантовая спиновая жидкость сосуществует с
квантованной проводимостью Холла [19]. Тем са-
мым, возможен переход из ферромагнитного состо-
яния с QHE в ферми-жидкость через необычные ан-
тиферромагнитную и спин-жидкостную фазы.

Эффективный лагранжиан, который описывает
QHE для электронов в магнитном поле и вклю-
чает член Черна –Саймонса, имеет следующий вид
[23, 24]:

LCS = −m

4π
εμνλaμ∂νaλ − e

2π
εμνλAμ∂νaλ, (1)

где aμ — внутреннее калибровочное поле, Aμ — век-
тор-потенциал внешнего электромагнитного поля,
ε — антисимметричный тензор второго ранга. За-
полнение равно ν = 1/m, где m — заряд калибро-
вочного поля, т. е. количество длин волн при обходе
одного электрона вокруг другого.

Уравнение (1) описывает только линейный от-
клик основного состояния на внешние электромаг-
нитные поля. Чтобы иметь более полное описание
топологической жидкости, такой как дробная кван-
товая холловская жидкость, в эффективную теорию
необходимо ввести возбуждения. Хотя в основном
лафлиновском состоянии электрон является ферми-
евским, возбужденные состояния системы являются
бозевскими. Таким образом, m — четное целое чис-
ло для бозонных состояний и нечетное число для
фермионных. Дробная квантовая холловская жид-
кость содержит два вида квазичастиц: квазидырку
(или вихрь) в исходном электронном конденсате и
квазидырку (или вихрь) в новом бозонном конден-
сате. Вводя калибровочное поле ãμ, описывающее
бозонный ток, полный лагранжиан можно записать
в компактном матричном виде, аналогичном (1):
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L = − 1

4π
εμνλKIJaIμ∂νaJλ − e

2π
εμνλqIAμ∂νaIλ. (2)

Здесь (a1μ, a2μ) = (aμ, ãμ), матрица K имеет вид

K =

(
p1 −1
−1 p2

)
, (3)

где p1 — стартовое число m, описывающее фермиев-
ские состояния электрона, p2 — четное числе, описы-
вающее бозонное поле, q — зарядовый вектор, qT =

= (q1, q2) = (1, 0). Для чисел заполнения имеем ν =

= qTK−1q.
Топологическая теория абелевых фаз квантовой

холловской жидкости в общем виде описывается
лагранжианом [23,25]

Lbulk =
1

4π
εμνρaIμKIJ∂νa

J
ρ − aIμj

μ
I −

− 1

2π
tAIε

μνρAA
μ ∂νa

I
ρ. (4)

Здесь aI (I = 1, 2, . . . , N) — набор калибровочных
полей,KIJ — симметричная целочисленная матрица
размерности N × N , определяющая взаимную ста-
тистику возбуждений, jI — квазичастичные токи,
tAI — зарядовый вектор, определяющий числа за-
полнения. Вырождение основного состояния на то-
ре (характеристика топологического порядка) опре-
деляется детерминантом матрицы K; этот детерми-
нант также определяет количество независимых ти-
пов энионов — частиц с дробным зарядом. Послед-
ний член в (4) описывает связь с внешними источни-
ками AA (A = 1, 2, . . . ,M) с глобальной U(1)A-сим-
метрией.

Несжимаемые дробные квантовые холловские
жидкости имеют конечную запрещенную зону для
всех своих объемных возбуждений. Однако такие
жидкости в системах конечного размера всегда со-
держат одномерные бесщелевые краевые возбужде-
ния со сложной структурой, которая отражает бо-
гатый объемный топологический порядок (соответ-
ствие объем–граница). Таким образом, возникает
возможность изучать объемные топологические по-
рядки, исследуя структуру краевых возбуждений.
Краевые состояния неабелевых дробных квантовых
холловских жидкостей образуют еще более экзоти-
ческие одномерные коррелированные системы [24].

Эффективная теория поля (4) также хорошо
подходит для понимания физики краевых состоя-
ний. В отсутствие внешних источников AA возника-
ет киральная теория Латтинджера [25, 26]:

Ledge = 1

4π

[
KIJ∂tφ

I∂xφ
J − VIJ∂xφ

I∂xφ
J
]
. (5)

Здесь φI — N киральных бозонов, VIJ — неуни-
версальная положительно определенная веществен-
ная матрица, которая зависит от микроскопических
свойств края.

Используя язык аксиоматической топологиче-
ской теории поля, можно обобщить данное рассмот-
рение на неабелевы фазы [25,27].

В случае сильнокоррелированной электронной
зоны для описания различных классов квантовых
холловских спиновых жидкостей используется пар-
тонная конструкция — представление многоэлек-
тронных операторов Хаббарда c̃iσ = Xi(0, σ) через
вспомогательные бозоны и фермионы. Она может
иметь альтернативные формы: заряженные ферми-
онные голоны и нейтральные бозевские (швинге-
ровские) спиноны (слейв-фермионное представле-
ние) либо нейтральные фермионные (абрикосовс-
кие) спиноны и бозонные голоны (слейв-бозонное
представление). Кроме того, возникает U(1)-калиб-
ровочное поле, обусловленное ограничением запол-
нения на узле. Партонные конструкции могут быть
построены в случае произвольных групп симметрии,
соответствующих различным типам энионов [28,29].
Они позволяют согласовать физику уровней Лан-
дау и черновских зон, непрерывных дробных кван-
товых холловских фаз и спиновых жидкостей для
решеточных моделей, а также описать фазовые пе-
реходы при половинном заполнении как переходы с
изменением числа Черна между изоляторными фа-
зами [30].

Среднеполевой гамильтониан для состояния ки-
ральной спиновой жидкости эквивалентен задаче
переноса электрона в магнитном поле, так что связь
между слейв-фермионами и калибровочным полем
идентична связи между электронами и электромаг-
нитным полем [24]. Таким образом, можно ожи-
дать, что в системе слейв-фермионов может возни-
кать явление, аналогичное эффекту Холла. При на-
личии потоков квантование в калибровочном поле
приводит к появлению уровней типа уровней Лан-
дау [24, 31]. При этом нулевой уровень имеет вы-
рождение, равное числу квантов потока. Добавле-
ние кванта потока порождает нулевую фермионную
моду для каждого типа дираковских фермионов.
После включения потенциала кристаллической ре-
шетки уровни Ландау превращаются в узкие корре-
лированные полосы. В этом смысле полосы Хаббар-
да (которые могут быть описаны в простейшем при-
ближении Хаббард-I, в том числе для вырожденных
зон [32, 33], как уширенные атомные уровни) явля-
ются зонами спинонов. Можно гипотетически пред-
положить, что хаббардовское уширение уровней (на-
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пример, за счет процессов рассеяния и резонансного
уширения [34], а также взаимодействия носителей с
локальными моментами) будет играть роль, анало-
гичную роли беспорядка, которая существенна для
QHE.

Слейв-фермионное представление

c̃iσ = biσfi (6)

позволяет описать Z2-спиновую жидкость (синглет-
ное спаривание швингеровских бозонов) со спиновой
щелью и топологическим порядком, а в режиме бо-
зонного конденсата — также антиферромагнитную
фазу (ср. [35]). При этом сохраняется зарядовый
отклик черновского изолятора, что и означает со-
стояние квантовой холловской спиновой жидкости.
Конструкция этого состояния обобщается на слу-
чай дробного заполнения и дробного QHE, так что
квантовая холловская Z2-спиновая жидкость дает
реализацию восьми различных абелевых топологи-
ческих порядков с четырьмя энионами. С точки
зрения топологического порядка, они эквивалент-
ны восьми абелевым топологическим сверхпровод-
никам 16-ричного пути [27].

Представление фермионных спинонов

c̃iσ = bifiσ (7)

описывает U(1)-спиновую жидкость со спинонной
поверхностью Ферми, которая является родитель-
ским (parent) состоянием для Z2-спиновой жидкос-
ти, возникающей при понижении калибровочной
симметрии. Для четных значений инварианта Чер-
на C может быть построено так называемое состоя-
ние композитной ферми-жидкости, которое анало-
гично спиновой жидкости с чисто спинонной по-
верхностью Ферми, но является парамагнитным и
металлическим [19]. Оно позволяет частично сохра-
нить электронные степени свободы (ненулевой вы-
чет) и описать фермиевскую зону. Важно подчерк-
нуть, что формирование этого состояния обуслов-
лено разделением спиновых и зарядовых степеней
свободы в сильнокоррелированной системе.

Простейший вариант черновской зоны с четным
инвариантом Черна C дает фаза бозонного целочис-
ленного QHE (bIQHE) [19]. Эффективное действие
для этой фазы равно

L = LbIQHE [b, A+ a] + LFS [f,−a]. (8)

Здесь A — внешнее U(1)-калибровочное поле; сим-
волически, через дифференциальную форму, имеем

LbIQHE =
C

4π
(A+ a)d(A + a), (9)

LFS = f †
σ(∂τ−μ+ia0)fσ− �

2

2m∗ f
†
σ(−i∂i+ai)

2fσ, (10)

где μ — химический потенциал, m∗ — эффективная
масса, a0 и ai — временна́я и координатная состав-
ляющие калибровочного поля [23]. Фермионные спи-
ноны fσ частично заполняют зону без числа Черна
и образуют поверхность Ферми (FS).

В случае нечетных C = 1, 3, 5, 7, . . . формируют-
ся экзотические состояния с холловской проводимо-
стью σxy = C — восемь типов спиновых жидкостей
с полуцелым киральным центральным зарядом c =

= C − 1/2, которые аналогичны восьми неабелевым
сверхпроводникам Китаева [27].

3. ДВУХЗОННАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ РЕШЕТКИ
КАГОМЕ

Теперь мы обратимся к реалистическим прово-
дящим системам с топологическими мотивами. Дву-
мерный слой решетки кагоме дает плоскую зону и
пару зон Дирака, которые защищены симметрией,
как и в графене. При учете спин-орбитального взаи-
модействия в двумерных слоистых металлических
соединениях с решеткой кагоме открывается неболь-
шая запрещенная зона, а зона с линейной дисперси-
ей искажается, так что дираковские фермионы при-
обретают небольшую массу. В отличие от линейных
зон с легкими квазичастицами, плоские зоны не име-
ют дисперсии в широком интервале импульсов и ве-
дут себя подобно уровнями Ландау, что может при-
водить к необычным квантовым состояниям, вклю-
чая дробные холловские состояния. В сочетании со
спин-орбитальной связью и суммарной намагничен-
ностью реализуется фаза двумерного черновского
изолятора с QHE при заполнении 1/3 и 2/3. Когда
такие слои накладываются друг на друга вдоль тре-
тьего измерения, межслоевое взаимодействие пре-
вращает систему в трехмерную фазу полуметалла
Вейля с нарушенной симметрией относительно об-
ращения времени. В то же время плоская зона несет
конечное число Черна и имитирует уровни Ландау
без внешнего магнитного поля, что позволяет реа-
лизацию дробного QHE при частичном заполнении
плоских зон [36].

Поскольку энергетическая щель, обусловленная
спин-орбитальным взаимодействием внеплоскост-
ных орбиталей, много меньше, чем у плоскостных
орбиталей, возникает орбитально-селективный ха-
рактер дираковских фермионов [7]. Таким образом,
в металлах с решеткой кагоме сосуществуют полоса
легких носителей (фермионов Дирака) и тяжелых
электронов (плоская зона). При этом необычная
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физика возникает, если любая из этих зон подхо-
дит близко к уровню Ферми. Детальный расчет
спектра в работе [7] был проведен на примере со-
единения CoSn (со слоями Co3Sn) с металлической
проводимостью.

Здесь возникает определенная аналогия с ситу-
ацией нодально-антинодальной дихотомии в сверх-
проводящих купратах, где спектр является бесще-
левым (сохраняются электронные степени свободы,
и возбуждения описываются как дираковские фер-
мионы) вблизи нодальных точек (±π/2,±π/2) зоны
Бриллюэна и щелевым вблизи антинодальной точки
(0, π) [37, 38]. Однако, в отличие от купратов, суще-
ственную роль играет спин-орбитальное взаимодей-
ствие.

В зависимости от параметров межэлектронного
и спин-орбитального взаимодействий, а также пе-
реноса между вторыми соседями возникают разные
картины расположения широких и плоских зон [39],
причем при уменьшении U зоны становятся переме-
шанными. Таким образом, можно говорить о пере-
ходе метал–изолятор типа моттовского, при котором
можно ожидать смену статистики и разделение спи-
на и заряда.

Важной особенностью решеток кагоме является
металлическое ферромагнитное состояние, которое
может переходить в спиновую жидкость по механиз-
му типа Китаева [40]. Согласно расчету ab initio [41],
в системе Co3InxSn2−xS2 при допировании сохра-
няется полуметаллический ферромагнетизм с ли-
нейно убывающим моментом. В этой системе так-
же имеются ферми-дуги и нодальные кольца, ко-
торые играют важную роль для аномального эф-
фекта Холла [41,42]. Экспериментальные данные на
монокристаллах по кагоме-системам Co3InxSn2−xS2

и Co3−yFeySn2S2 [43] показывают, что в них име-
ются почти двумерный коллективизированный маг-
нетизм и киральное спиновое состояние в окрест-
ности квантового перехода из ферромагнитной в
немагнитную фазу, а также формируется сильно-
коррелированное состояние с высокой электронной
теплоемкостью.

Зоны с орбитально-селективными мотивами бы-
ли также найдены в парамагнитной решетке кагоме
YCr6Ge6 [44] и в слоистом соединении FeSn с мо-
ментами Fe, ферромагнитно выстроенными внутри
плоскостей решетки кагоме, но антиферромагнитно
связанными вдоль оси c [36].

Микроскопическое описание может быть получе-
но в представлении вспомогательных частиц. Наи-
более удобной и общей оказывается вращатель-
но-инвариантная версия [45]:

c̃†iσ =
∑
σ′

f †
iσ′z

†
iσ′σ, ẑi = e†i L̂iMiR̂ip̂i, (11)

где скалярные и векторные бозоны, pi0 и pi, описы-
вающие спиновые возбуждения, вводятся как p̂i =

= (pi0σ0 + pi · σ)/2,
L̂i = [(1− d†idi)σ0 − 2p̂†i p̂i]

−1/2, (12)

R̂i = [(1− e†iei)σ0 − 2̂̃p†i ̂̃pi]−1/2, (13)

Mi = (1 + e†iei +
3∑

μ=0

p†iμpiμ + d†idi)
1/2 (14)

и ̂̃pi — обращенный по времени оператор p̂i. В случае
магнитоупорядоченных фаз и малой концентрации
носителей тока (дырок) множители L̂i, R̂i сокраща-
ют голонные операторы ei и можно приближенно
записать [46]

c̃iσ =
√
2
∑
σ′

p̂iσ′σfiσ′ =

=
1√
2

∑
σ′

fiσ′(δσσ′pi0 + pi · σσ′σ). (15)

Это представление позволяет построить интерполя-
цию между стандартным слейв-бозонным представ-
лением, где носителями тока являются бозевские
голоны, и спин-волновым представлением в магни-
тоупорядоченной фазе. Таким образом, возникают
различные сценарии переходов из холловской маг-
нитной фазы в фазы спиновой жидкости и затем
ферми-жидкости при изменении параметров взаи-
модействия или допировании (ср. [19]). Итак, при-
писывая данным связанным состояниям (зарядовым
степеням свободы) число Черна C, можно исполь-
зовать результаты работы [19], чтобы описать вли-
яние числа Черна на топологический порядок вбли-
зи определенных точек зоны Бриллюэна. При этом
естественно предположить, что носители тока на-
следуют числа C для оригинальной черновской зо-
ны (например, в приближении среднего поля для
вспомогательных бозонов).

С представлением (15) может быть формально
связано допонное представление, где для оператора
Хаббарда имеем [47–49]

X i(0,−σ) =
= − σ

2
√
2

∑
σ′

d†iσ′ (1− ni,−σ′)(δσσ′ − 2Si · σσ′σ). (16)

Здесь σ = ±, niσ = d†iσdiσ , фермиевские операторы
допонов d†iσ′ описывают носители тока, а операторы
спинов Si — локализованные степени свободы; они
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могут быть представлены в терминах фермиевских
или бозевских (швингеровских) спинонов [35, 48]. В
представлении псевдофермионов имеем

Si =
1

2

∑
σσ′

f †
iσσσσ′fiσ′ . (17)

Учет гибридизации между допонами и фермиев-
скими спинонами fiσ дает описание в рамках
эффективной двухзонной модели [48]. Подставляя
(16) в t–J-гамильтониан, получаем гамильтониан с
киральными тенденциями (содержащий векторные
произведения) [48, 49]:

H =
1

(2S + 1)2
×

×
∑
ijσσ′

tij{(S2 + Si · Sj)δσσ′ − S(Si + Sj) · σσσ′ +

+ iσσσ′ · [Si × Sj ]}c†iσ(1− ni,−σ)×

× (1− nj,−σ′)cjσ′ +Hd, (18)

где Hd — гамильтониан Гейзенберга, S = 1/2. Такое
представление гамильтониана в узкозонной s–d-мо-
дели с произвольным спином S было получено в ра-
боте [47]. Для некомпланарных магнитных струк-
тур член с векторным произведением может приво-
дить к аномальному эффекту Холла даже без спин-
орбитального взаимодействия благодаря возникно-
вению спиновой киральности и кривизны Берри.

Гейзенберговская часть гамильтониана может
быть рассмотрена в слейв-бозонном представлении.
Для этого выражение (16) может быть переписано
через операторы

b1i = fi↑di↓ − fi↓di↑, b2i = f †
i↑di↑ + f †

i↓di↓, (19)

которые приближенно можно считать бозевскими
[48], что возвращает нас к представлению бозонных
голонов, в том числе в SU(2)-версии [37, 50].

Теория среднего поля [48] включает фермион-
ные спиноны и коррелированные электроны — до-
поны, причем бозонные голоны являются связанны-
ми состояниями спинонов и электронов. Следует от-
метить, что в подходе работ [47, 49] вместо новых
операторов допонов возникают операторы электро-
нов, что несколько меняет физическую интерпрета-
цию (в частности, это может быть важно для опи-
сания QHE).

Таким образом, исходная модель принимает
форму эффективной двухзонной модели, анало-
гично проблеме решеток Кондо: плоская зона

описывается в представлении абрикосовских фер-
мионов, а зона проводимости — через допоны.
Здесь происходит орбитально-селективный (час-
тичный) переход Мотта в одной полосе, который
представляет собой квантованное изменение по-
верхности Ферми, т. е. переход от большой к малой
поверхности Ферми [51], связанный с образованием
хаббардовских подзон [31, 38, 52]. Этот переход
может быть описан в рамках подхода фракци-
онализованной ферми-жидкости, описывающей
малую поверхность Ферми в состоянии Z2-спиновой
жидкости [53].

В приближении среднего поля лагранжиан для
фазы спиновой жидкости может быть записан в ви-
де (ср. [48])

L =
∑
kσ

[
(∂0 + αk)f

†
kσfkσ+βk(f

†
kσdkσ +H.c.) +

+ (∂0 + γk)d
†
kσdkσ + const

]
, (20)

причем γk определяется затравочным спектром (во-
обще говоря, перенормированным [48]), величина αk

кроме этого пропорциональна концентрации носи-
телей тока (допонов), βk содержит бозонные пере-
нормировки 〈f †

iσdjσ〉. Таким образом, после диаго-
нализации спектра мы получаем узкую зону f -типа
и широкую зону, происходящую от допонов. Далее,
может быть проведен учет флуктуаций через введе-
ние временно́й и координатной компонент калибро-
вочного поля, так что ∂0 → ∂0+ia0 и соответственно
для координатной части (ср. [28]).

Аналогичный подход для муаровой решетки гра-
фена при учете долин позволяет описать формиро-
вание состояния спиновой жидкости с дробным за-
рядом энионов [28]. В целом, в нашей задаче име-
ются два источника топологического порядка. Пер-
вый — это квантовый эффект Холла, он может
быть описан в рамках партонного представления
для электронного оператора [29]. Второй — форми-
рование спиновой жидкости, где существенно раз-
деление заряда и спина в режиме сильных корре-
ляций. Оба эти фактора в принципе описывают-
ся в рамках партонной среднеполевой теории [30].
Следует ожидать, что в эффективном лагранжи-
ане сильнокоррелированной системы будут присут-
ствовать члены, описывающие интерференцию этих
эффектов, что позволит приписать систему к опре-
деленному топологическому типу. Он может быть
определен согласно классификации абелевых и неа-
белевых топологических сверхпроводников по Кита-
еву [27].

10 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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4. ОБСУЖДЕНИЕ

Для соединений 3d-металов с решеткой кагоме
характерны как топологические электронные зоны,
так и многообразие магнитных структур. Сочета-
ние этих двух факторов может приводить к боль-
шой величине аномальной холловской проводимо-
сти посредством различных механизмов. В частнос-
ти, в магнитных вейлевских полуметаллах с нару-
шенной T -симметрией относительно обращения вре-
мени возникает сильный внутренний аномальный
эффект Холла из-за большой кривизны Берри.

В решетке кагоме T -симметрия может быть на-
рушена благодаря магнитным потокам, обусловлен-
ным ферромагнитным упорядочением, и внутрен-
нему спин-орбитальному взаимодействию, что при-
водит к возникновению нескольких нетривиальных
разделенных по энергии зон Черна и внутренне-
му аномальному QHE. Этот механизм был рас-
смотрен в работе [54] в применении к соединению
Cs2LiMn3F12. Использованная модель сильной свя-
зи аналогична модели Халдейна и включает две
верхние зоны с дисперсией и нижнюю плоскую зону,
которые разделены по энергии и несут числа Чер-
на −1, 0,+1. Первые две зоны линейно касаются в
точках K̄ и K̄ ′, образуя два конуса Дирака, а сред-
няя и нижняя плоские зоны касаются квадратично
в точке Γ.

Соответствующий блоховский гамильтониан
сильной связи с учетом спин-орбитального взаимо-
действия для решетки кагоме, который позволяет
построить состояния с различными черновскими
числами, был получен в работе [55]. Это позволяет
построить приближение среднего поля в представ-
лении допонов аналогично работе [48].

Магнитные вейлевские полуметаллы и металлы
потенциально могут реализовать аномальный QHE
в двумерном пределе. Можно ожидать, что структу-
ра решетки кагоме в сочетании с межплоскостным
ферромагнитным порядком в слоистой магнитной
системе Co3Sn2S2 позволит наблюдение квантово-
го аномального холловского состояния в двумерном
пределе [3,56,57]. Поскольку магнитные вейлевские
полуметаллы представляют собой топологические
системы, состояние аномального QHE может быть
получено в них за счет конфайнмента вейлевского
полуметалла вдоль одного из направлений. Эта идея
была разработана [56] на примере Co3Sn2S2. В дву-
мерном пределе были получены два состояния ано-
мального QHE в зависимости от стехиометрии слоя.
Одно из них — полуметалл с числом Черна, равным
6, а другой — изолятор с числом Черна 3.

Отметим, что соединение Co3Sn2S2 является
представителем полуметаллических ферромагнети-
ков, для которых характерны сильные корреляцион-
ные эффекты и важную роль играют некогерентные
(неквазичастичные) состояния [58], которые могут
быть связаны с топологией [46]. Возможность воз-
никновения аномального QHE обсуждается также
для трехмерного полуметаллического ферромагне-
тика HgCr2Se4, в котором согласно зонному расчету
[59] электронный спектр включает вейлевские фер-
мионы.

Подход работы [19] позволяет предложить но-
вый класс топологических фаз — квантовых хол-
ловских спиновых жидкостей, которые представля-
ют собой комбинацию квантового состояния Холла и
спиновой жидкости, а также родительское (parent)
состояние для квантовых холловских ферро- и ан-
тиферромагнетиков, причем в случае решетки ка-
гоме возможен прямой переход от ферромагнетика
к спиновой жидкости. Следует отметить, что неби-
партитная решетка кагоме является благоприятной
для формирования спиновой жидкости, в то вре-
мя как идентификация типа решетки двуслойного
графена по распределениям зарядовой и спиновой
плотностей (бипартитной сотовой или небипартит-
ной треугольной) не является однозначной [60].

Таким образом, мы видим, что экзотические яв-
ления в узких топологических зонах обусловлены
корреляционными эффектами, в том числе разделе-
нием спиновых и зарядовых степеней свободы. В то
же время спин-орбитальное взаимодействие и фер-
ромагнетизм играют важную роль в формировании
плоских зон и для аномального QHE.

Финансирование. Работа выполнена в рам-
ках государственного задания Министерства нау-
ки и высшего образования РФ (тема «Поток»
№AAAA-A18-118020190112-8). Исследование эф-
фектов спин-орбитального взаимодействия в решет-
ках кагоме поддержано Российским научным фон-
дом (программа РНФ 20-62-46047).
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