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ОЛЕГ ВЛАДИМИРОВИЧ РУДЕНКО 
(К 75-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ)

DOI: 10.31857/S2686740022060177

25 сентября 2022 г. исполнилось 75 лет акаде-
мику Олегу Владимировичу Руденко. Его труды
легли в основу современной нелинейной акусти-
ки и многочисленных приложений в медицине,
неразрушающем контроле, гидролокации, газо-
динамике, геофизике. Труды О.В. Руденко спо-
собствовали созданию целых направлений –
нелинейной гидроакустики, статистической не-
линейной акустики, определили современное со-
стояние теории разрывных волн и дифрагирую-
щих волновых пучков, обогатили физическую
акустику сложных природных и искусственных
сред. Уже четверть века Олег Владимирович пред-
ставляет акустическое направление в Российской
академии наук.

О.В. Руденко является выдающимся предста-
вителем научной школы академика Рема Викто-
ровича Хохлова, для которой характерно сочета-

ние глубокого физического содержания и высо-
кой математической культуры. В работах
О.В. Руденко найдены точные решения задач фи-
зики нелинейных волн, предложены точно реша-
емые модели реальных физических процессов.
Наряду с развитием аналитических подходов,
Олег Владимирович одним из первых начал ис-
пользовать численные методы. Совместно с груп-
пой математиков МГУ в 1974–1993 гг. разработан
пакет программ NACSI, дополненный комплек-
сом SonicBOOM, для решения задач нелинейной
акустики и трансзвуковой газодинамики.

Многие достижения, получившие мировое
признание, отражены в персоналиях, посвящен-
ных предыдущим юбилейным датам Олега Вла-
димировича (УФН 187, 2017; Акуст. журн. 54,
2008; УФН 177, 2007). О.В. Руденко выполнены
пионерские работы по лазерно-акустической ли-
тотрипсии для лечения мочекаменной болезни
почек. Предложены диагностические приборы –
эластографы, используемые во многих клиниках
мира. В последние годы О.В. Руденко предприни-
мает подвижнические усилия в систематизации
научных знаний в области нелинейной акустики
и нелинейной физики в целом. Совместно с
Ю.Н. Маковым, им подготовлен увлекательный
обзор этапов развития физики звукового удара,
насыщенный многочисленными результатами
теории ударных волн и ориентированный на ак-
туальные приложения в области безопасности
экосистем (Акуст. журн. 67, 2021). Совместно с А.
Сарвазяном и F. Fatemi им представлен обзор
применений радиационного давления ультразву-
ка в медицине (UFFC 68, 2021) и общий обзор ме-
дицинских приложений нелинейной акустики
(Phys. Wave. Phen. 30, 2022).

Конструктивный вклад О.В. Руденко в меди-
цинскую акустику отражен, в частности, в рабо-
тах последних лет, выполненных совместно с со-
трудниками ФГБУ “НМИЦ кардиологии” и по-
священных исследованию колебаний и звуковых
сигналов клапанов сердца (Акуст. журн. 66, 2020;
65, 2019; ДАН 493, 2020).

О.В. Руденко не обходит вниманием и тради-
ционные направления ультразвуковых техноло-
гий, в частности, дефектоскопию материалов. Им
исследованы акустические явления в дефектных

EDN: COYPCS
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средах с квадратичной, модульной и квадратич-
но-кубической нелинейностью (Акуст. журн. 64,
2018), установлена связь диэлектрических и аку-
стических свойств сред с мезоскопическими не-
однородностями (Акуст. журн. 65, 2019).

Привлекает внимание недавний реферативно-
исторический обзор О.В. Руденко, посвященный
физике акустических волн в средах, содержащих
газовые пузырьки, и гидродинамике пузырьков
(Phys. Wave Phen. 30, 2022). Отмечено, что нели-
нейность жидкостей с пузырьками может на три
порядка превосходить как нелинейность самой
жидкости, так и нелинейность газа. Указан ряд
приложений в гидроакустике и медицине, приве-
дены исторические сведения, касающиеся дис-
куссии о возможности термоядерной реакции
(sonofusion) при коллапсе кавитационных пу-
зырьков.

Ряд оригинальных работ О.В. Руденко опубли-
ковал в нашем журнале, редколлегию которого он
возглавлял в течение нескольких лет. Начиная с
1970 г. он регулярно публиковал в “Докладах”
статьи по представлению академиков Н.Н. Анд-
реева, А.М. Обухова, Н.Н. Боголюбова, Р.В. Хох-
лова, Ю.В. Гуляева. Недавние работы посвяще-
ны, в частности, методу нелинейной диагностики
на основе эффекта акустического взвешивания
(ДАН. ФТН 498, 2021). Развита аналитическая
теория нелинейных колебаний цепочек в жидко-
сти и регулярных и шумовых волн в таких систе-
мах (ДАН. ФТН 493, 2020). Приведены результа-
ты исследования динамики фронтов нелинейных
волн в средах с различными видами нелинейно-
сти, включая модульную (ДАН. МИПУ 493,
2020), уточнен физический смысл разделения
волн на сильно нелинейные и волны с сильно
выраженной слабой нелинейностью, приведены
примеры разрушения сингулярностей сильно
нелинейных волн в диссипативной среде (ДАН.
ФТН 492, 2020). В области физики акустических
течений выделены три типа нелинейностей
(нелинейность, вызывающая обычную радиаци-
онную силу; гидродинамическая нелинейность и
нелинейность акустической волны) и рассмотре-
ны их проявления (ДАН. ФТН 492, 2020). Эти ра-

боты отражают лишь часть результатов, опубли-
кованных О.В. Руденко за последнее время.

Деятельность профессора О.В. Руденко нераз-
рывно связана с подготовкой научных кадров.
Руководимая им с 1987 года кафедра акустики
Физического факультета МГУ имени М.В. Ломо-
носова является признанным центром подготов-
ки высококвалифицированных физиков-акусти-
ков. Из молодых ученых, у которых лично он был
научным руководителем, 7 человек защитили
докторские, 15 – кандидатские диссертации. Сре-
ди его учеников – лауреаты Государственной
премии и премии Ленинского комсомола, про-
фессора, заведующие кафедрами.

За 55 лет своей творческой биографии О.В. Ру-
денко опубликовал более 20 книг и около 500 ста-
тей в ведущих отечественных и зарубежных жур-
налах, получил 20 отечественных и зарубежных
патентов. Одна из его статей (Ultrasound Med. Biol.
24, 1998) собрала почти 2000 ссылок, но высоким
цитированием он обязан все же своим моногра-
фиям и учебникам.

Научно-педагогическая деятельность О.В. Ру-
денко отмечена Государственными премиями РФ
и СССР, Орденом Дружбы, медалью “За заслуги
перед Отечеством”, двумя Ломоносовскими пре-
миями, званиями Заслуженного профессора
МГУ имени М.В. Ломоносова, Почетного докто-
ра Нижегородского государственного универси-
тета им. Н.И. Лобачевского, Почетного профес-
сора Токийского технологического университета
и Почетного члена Американского акустического
общества.

Много лет О.В. Руденко возглавлял Эксперт-
ные советы по физике ВАК и РФФИ, был Глав-
ным редактором Акустического журнала и заме-
стителем Главного редактора УФН.

Редколлегия журнала “Доклады РАН. Физика,
технические науки” и коллеги сердечно поздрав-
ляют с Юбилеем Олега Владимировича, крупного
ученого и дружелюбного человека, желают ему
крепкого здоровья и новых достижений.

Главный редактор
член-корреспондент РАН С.В. Гарнов,

РЕДКОЛЛЕГИЯ
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ХАРАКТЕРИСТИКИ СОЛНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
НА ОСНОВЕ ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ

© 2022 г.   Б. М. Абдурахманов1, М. М. Адилов1,*,
иностранный член РАН, академик АН Узбекистана М. Х. Ашуров2, Х. Б. Ашуров1

Поступило 24.05.2021 г.
После доработки 19.04.2022 г.

Принято к публикации 21.06.2022 г.

Приведены результаты сопоставления эффективности и радиационной стойкости солнечных эле-
ментов, изготовленных из монокристаллического кремния и поликристаллического кремния
(мультикремния). Показано, что пленочные солнечные элементы, синтезированные с помощью
хлоридного процесса, при использовании мультикремния в качестве подложечного материала по
своим характеристикам не уступают солнечным элементам из монокристаллического кремния.

Ключевые слова: солнечный элемент, монокристаллический кремний, мультикремний, эффектив-
ность преобразования излучения, радиационная стойкость
DOI: 10.31857/S2686740022060037

Задача оптимизации производства солнечных
элементов (СЭ) решается, в том числе, и путем
удешевления применяемого для их изготовления
материала. Внедрение оборотных технологий [1]
хлорсиланового синтеза поликристаллического
кремния привело не только к существенному
снижению стоимости кремния и, соответствен-
но, СЭ, но и поставило вопрос о конкурентоспо-
собности металлургических методов очистки тех-
нического кремния (ТК), с помощью которых
пытались получать поликристаллический крем-
ний с ориентированными кристаллитами (муль-
тикремний), приемлемый по чистоте для произ-
водства СЭ [2].

В настоящей работе показано, что применение
мультикремния, получаемого путем однократной
переплавки ТК с добавлением отходов производ-
ства кремния электронной чистоты, может быть
вполне целесообразным. При этом мультикрем-
ний используется в качестве специально сильно
легированного мелкими примесями подложечно-
го материала, а базовая область СЭ синтезируется
из газовой фазы, в том числе с применением при-
емов вышеупомянутых оборотных технологий.

Далее будут сопоставлены характеристики СЭ,
изготовленных на основе кремния электронной
чистоты и мультикремния, двух видов:

– вторичного литого поликристаллического
кремния (ВЛПК) [3], полученного кристаллиза-
цией в графитовой изложнице расплава смеси ТК
с отходами кремниевого производства;

– поликристаллического крупноблочного крем-
ния, синтезированного по Чохральскому из рас-
плава смеси ТК и отходов кремния с операций
эпитаксии и получения монокристаллов.

В шихту для выплавки мультикремния обоих
видов добавляли до 30% ТК марки Кр00, с содер-
жанием кремния 99.9%, имитируя тем самым
ситуацию разной степени очистки материала от
примесей, имеющихся в техническом кремнии.
Из полученного мультикремния, представляв-
шего собой поликристаллический материал с
размером зерен более 300 мкм, изготавливали
тестовые структуры  размером  20 × 40 мм с
p–n-переходами, выполненными диффузией.
Использовалось простейшее просветляющее
покрытие, SiOx, создаваемое по упрощенной тех-
нологии, основанной на гидролизе паров тетра-
хлорида кремния при 350 К на фронтальной по-
верхности заготовок для СЭ с р–п-переходами.
Применялись луженые контакты из напылен-
ной через маски композиции Ti–Ni–Cu. Кон-
трольные СЭ были приготовлены из монокри-
сталлического кремния марки КСД-1 p-типа, а
также на основе кремниевых однослойных эпи-
таксиальных структур (КОЭС) р–р+, с пленкой

УДК 621.383

ФИЗИКА

1 Институт ионно-плазменных и лазерных технологий 
Академии наук Республики Узбекистан, 
Ташкент, Узбекистан
2 Институт ядерной физики 
Академии наук Республики Узбекистан, 
Ташкент, пос. Улугбек, Узбекистан
*E-mail: muxammad.84@mail.ru

EDN: ZSKSIE



6

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 507  2022

АБДУРАХМАНОВ и др.

р-типа толщиной ~60 мкм, осажденной в
хлоридном процессе на монокристаллическую
р+-подложку с удельным сопротивлением
0.003 Ом ⋅ см.

На образцах СЭ были выполнены измерения
тока короткого замыкания (Iкз), напряжения хо-
лостого хода (Uхх), коэффициента заполнения на-
грузочной вольт-амперной характеристики (FF) и
максимальной мощности (Pmax), и были оценены
температурные зависимости указанных парамет-
ров. Результаты измерений сопоставляли с ти-
пичными данными для соответствующих пара-
метров у монокристаллических СЭ производства
фирмы “Sarp Corporation” (Japan) и ПО “Красная
Звезда” (РФ).

Показано, что КПД монокристаллических Si-
CЭ уменьшается с коэффициентом ~0.5% на гра-
дус, что совпадает с результатами измерений на
наших СЭ, изготовленных на монокристалличе-
ских подложках. Найдено, что нагрев СЭ с тре-
щинами, царапинами и другими визуальными де-
фектами до температур, превышающих 400 К,
приводит к еще более значительным нелинейным
изменениям параметров СЭ, которые слабо вы-
ражены при рабочей температуре 300 К. Наибо-
лее существенные отклонения от линейных тем-
пературных зависимостей у Iкз, Uхх, FF и Р в диа-
пазоне 400–800 К имели место у СЭ на основе
мультикремния. Как и у контрольных СЭ, у СЭ
на основе мультикремния наблюдалось увеличе-
ние Iкз с ростом температуры. Однако, в отличие
от монокристаллических СЭ и СЭ на основе
КОЭС, эта зависимость не только не линейна, но
и обнаруживает ряд дополнительных особенно-
стей. При этом амплитуда “подъемов” и “прова-
лов” превышает погрешность измерений, даю-
щей отклонения в пределах 5%. Для объяснения
наблюдаемого поведения на тех же образцах СЭ
из мультикремния были проведены измерения
температурной зависимости тока Iкз в темноте.

Было обнаружено существенное влияние нагрева
на величину Iкз, обусловленное термоэлектриче-
скими эффектами. Отметим, что у аналогично
нагреваемых бездефектных СЭ из монокристал-
лического кремния наблюдается существенно
меньшая величина темновых Iкз и Uхх. Такое рас-
хождение можно связать с особенностями гене-
рации носителей тока в мультикремнии в присут-
ствии дефектов и примесей, отсутствующих в мо-
нокристаллическом кремнии. Для оценки вклада
каждого из этих факторов и нахождения отличий
СЭ, изготовленных из разных кремниевых мате-
риалов, были поставлены эксперименты по наме-
ренному созданию дефектов в монокристалличе-
ских кремниевых структурах для СЭ. Использо-
валась водородная пассивация межзеренных
границ в мультикремнии, аналогичная пассива-
ции в поликристаллическом кремнии электрон-
ной чистоты. Структуры типа р–р+ получались
осаждением из газовой фазы слоев p-типа с удель-
ным сопротивлением ~1 Ом ⋅ см на сильнолеги-
рованные р+-подложки из мультикремния, для
которых использовалась шихта с разным содержа-
нием ТК. В данном случае, при условии подавления
автолегирования, наращиваемый слой, который в
дальнейшем используется как база СЭ p-типа, на-
следует из подложки из мультикремния только
границы зерен и их ориентацию, т.е. поликри-
сталлическую и двойниковую структуру. При
этом электрофизические характеристики струк-
туры определяются исключительно режимом ле-
гирования из газовой фазы, и влияние примесей в
подложке на свойства пленочной базы СЭ может
быть минимизировано. Этот результат иллюстри-
руют данные табл. 1, в которой приведены харак-
теристики СЭ, изготовленных из мультикрем-
ния, КОЭС и пленочных структур на подложках
из мультикремния.

Из табл. 1 видно, что в том случае, когда муль-
тикремний используется для изготовления из не-

Таблица 1. КПД и некоторые свойства СЭ из монокристаллического кремния и мультикремния

№ Тип СЭ, электрофизические характеристики материала и технология 
изготовления базовой области

Максимальное значение 
КПД при АМ 1.5

1 СЭ, на основе КОЭС n+–p–p+, с пленочной базой р-типа, удельное 
сопротивление ρ ~ 1 Ом · см, толщина ~60 мкм, осажденной из газовой фазы 
на р+-подложку p-типа КДБ-0.003 из монокристаллического кремния

~13

2 СЭ n+–p–р, с пленочной базой, р-типа, ρ ~ 1 Ом · см, толщина 60 мкм, 
осажденной на сильнолегированную р+-подложку с ρ ~ 0.01 Ом · см 
из крупноблочного мультикремния

11

3 База из монокристаллического кремния марки КСД-1 ~11
4 n+–p–p+, база из мультикремния, вытянутого из расплава по Чохральскому 

р-типа с ρ ~ 1 Ом · см и тыльным подлегированием Al и водородной пассивацией
8

5 n+–p, база из мультикремния ВЛПК, р-типа, ρ ~ 1 Ом · см. Водородная пассивация 6–7
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го базовой области СЭ (позиции 4 и 5), парамет-
ры таких элементов уступают по КПД СЭ с базой
из кремния электронного качества (позиция 3).
Поэтому для получения сопоставимых парамет-
ров СЭ в рассматриваемом случае требуется глу-
бокая очистка ТК и (или) самого мультикремния,
что трудоемко и экономически не выгодно. По-
этому мы предлагаем использовать мультикрем-
ний исключительно в качестве сильнолегирован-
ного подложечного материала, что позволяет из-
готавливать СЭ с КПД, близким (позиция 2) к
таковому у СЭ на основе КОЭС (позиция 1) при
тех же параметрах базы.

На рис. 1 представлено сравнение данных о ра-
диационной стойкости различных видов СЭ.
Видно, что наибольшей стойкостью как к рентге-
новскому излучению (рис. 1а), так и облучению
быстрыми электронами (рис. 1б), обладают СЭ на
основе КОЭС (кривая 1). При этом радиацион-
ная стойкость СЭ с базой из мультикремния, будь
то мультикремний, полученный переплавом от-
ходов металлургии кремния с добавлением ТК
Кр00 по Чохральскому (кривая 4), или ВЛПК
(кривая 5), оказывается наименьшей.

Стойкость СЭ р–р+-типа с пленочной базой с
d = 60 мкм, осажденной в хлорсилановом процес-
се на крупноблочные (dзерна = 500–1000 мкм) под-
ложки из мультикремния, сильно легированного
бором, до предела растворимости, оказывается
сопоставимой (кривая 2) с таковой у СЭ с базой
из кремния марки КСД-1 (кривая 3), широко ис-
пользуемого в технологии СЭ для наземной энер-
гетики. Таким образом, применение мультикрем-
ния в качестве подложечного материала для изго-
товления пленочных структур для СЭ намного

более целесообразно, чем его использование в ка-
честве материала для изготовления базы СЭ. При
этом технологию получения структур-заготовок
для СЭ с пленочной базой необходимо с самого
начала ориентировать на использование оборот-
ных хлорсилановых технологий [1, 4], показав-
ших свою высочайшую экономическую эффек-
тивность в процессах получения кремния элек-
тронной чистоты.

Из приведенных выше данных следует еще
один, физически интересный вывод, заключаю-
щийся в том, что причиной нелинейности темпе-
ратурных зависимостей параметров СЭ с базой из
мультикремния является генерация в ней носите-
лей заряда при нагреве, идущая с участием глубо-
ких энергетических уровней, обусловленных струк-
турными дефектами и примесями, т.е. за счет теоре-
тически предсказанного в [5] тепловольтаического
эффекта. Доказательством данного утверждения
может служить тот факт, что водородная пассива-
ция границ зерен мультикремния сопровождает-
ся уменьшением и даже исчезновением упомяну-
тых выше нелинейных изменений параметров
СЭ, наблюдающихся при нагреве.

В качестве будущего перспективного направле-
ния исследований следует рассмотреть изучение
корреляции между сроком службы и радиационной
стойкостью Si СЭ с базой p-типа, поскольку причи-
ной радиационной деградации является наличие в
базе дефектов, связанных с кислородосодержащи-
ми комплексами, а одной из причин так называе-
мой “световой деградации” параметров СЭ явля-
ется наличие в базе комплексов бор–кислород.

Рис. 1. Влияние рентгеновского излучения с Е = 1.3 МэВ с плотностью J = 300 рентген/с (а) и облучения быстрыми
электронами с Е = 1–3.5 МэВ с плотностью J = 1011cм–2 с–1(б) на величину тока короткого замыкания СЭ, при АМ
1.5 (Р = 850 Вт/м2, Т = 300 К), изготовленных из кремния разного технологического происхождения.
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CHARACTERISTICS OF SOLAR CELLS 
BASED ON POLYCRYSTALLINE SILICON

B. M. Abdurakhmanova, M. M. Adilova,
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b Institute of Nuclear Physics, Academy of Sciences of the Republic of Uzbekistan, Tashkent, Ulugbek village, Uzbekistan

The results of comparing the efficiency and radiation resistance of solar cells made of single-crystal silicon
and polycrystalline silicon (multisilicon) are presented. It is shown that film solar cells synthesized using the
chloride process, when using multisilicon as a substrate material, are not inferior in their characteristics to
solar cells made of single-crystal silicon.

Keywords: solar cell, monocrystalline silicon, multisilicon, radiation conversion efficiency, radiation resis-
tance
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ 
В ЗВУКОВЫХ ПОЛЯХ ГЛУБОКОГО И МЕЛКОГО МОРЯ
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Вводится новое определение инварианта гидроакустического поля, основанное на устойчивой
оценке – инвариантности – ортогональных проекций градиентов фазы звукового давления на
плоскости “расстояние–частота”. Такое определение обобщает понятие инварианта на все суще-
ствующие зоны мелкого и глубокого моря, в том числе на ближнюю и дальнюю зону освещенности
глубокого моря, в которых оценить и применить интерференционный инвариант Чупрова невоз-
можно. В зоне существования инварианта Чупрова его значения практически совпадают с величи-
нами нового инварианта.

Ключевые слова: мелкое и глубокое море, звуковое поле, ортогональные проекции градиента фазы
на плоскости “расстояние–частота”, инварианты звукового давления
DOI: 10.31857/S268674002207001X

В гидроакустике нашла широкое применение
концепция интерференционного инварианта
(ИИ), определяемого по структуре частотно-про-
странственного распределения интенсивности
или звукового давления (ЗД) на плоскости “гори-
зонтальное расстояние–частота” (r ~ f). Эта кон-
цепция позволила решить ряд практически важ-
ных задач в пассивной и активной локации, в ме-
тоде обращения времени для локализации
источника и т.д. Для мелкого моря способ оценки
ИИ достаточно прост: необходимо рассчитать на
плоскости r ~ f значения инвариантов, получен-
ные экспериментально или в результате компью-
терного моделирования, по соотношению

(1)

Но для глубокого моря, особенно для ближней и
дальней зон акустической освещенности (БЗАО и
ДЗАО), использование инварианта Чупрова в
форме (1) оказывается невозможным из-за сингу-
лярности полученного решения и неопределен-
ности значений ИИ.

Рассмотрим возможность использования но-
вого инварианта – справедливого как для мелко-
го, так и для глубокого моря. Причем необходи-

∂β =
∂

.fr
f r

мо, чтобы этот инвариант в глубоком море, не-
смотря на различное влияние доминирующих
групп однотипных мод, позволял дать единое
описание инварианта и интерференционной
структуры на всех расстояниях – в БЗАО, ДЗАО и
в зоне акустической тени. Покажем, что это спра-
ведливо, если расчеты выполнять в зонах интер-
ференционных максимумов (ИМА). Поскольку
инвариант определяется на плоскости r ~ f поля
интенсивности, будем его называть энергетиче-
ским инвариантом (ЭИ). Введем для ЭИ опреде-
ление эффективного инварианта βef в виде

(2)

Здесь  и  – эффективные групповая и фазо-
вая скорости (ЭГС и ЭФС), которые являются
средневзвешенными оценками групповых и фа-
зовых скоростей нормальных волн, распростра-
няющихся в волноводе [4]. Отметим, что ЭГС и
ЭФС и, соответственно, ЭИ можно рассчитать
или измерить с использованием градиентов фазы
в частотной и пространственной областях как в
многомодовом и в одномодовом волноводах (при
наличии и отсутствии интерференции), так и в
неограниченной среде с дисперсией скорости
звука

ϕ

∂ϕ
∂β = =∂ϕ
∂

gef
ef

ef

.
cr r
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f

gefc ϕefc
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АКСЕНОВ, КУЗНЕЦОВ

(3)

а  – фаза комплексного звукового
давления P, представленного полной суммой
мод, распространяющихся в волноводе с посто-
янной глубиной h:

(4)

В выражении (4) zs и z – глубины источника и
приемника, um, cϕm и δm – собственная функция,
фазовая скорость и мнимая часть волнового чис-
ла m-й моды.

Отметим, что в зонах ИМА определение (2) яв-
ляется обобщением определения (1) для произ-
вольных градиентов фазы в частотно-простран-
ственной области: если на плоскости r ~ f идти
вдоль гребня амплитуды ЗД, обращая в формуле (2)
производные ,  и беря в них одинако-
вые Δϕ, то Δϕ в числителе и знаменателе выраже-
ния (2) взаимно сокращаются, и из (2) мы получа-
ем формулу (1). И это естественно, поскольку обе
формулы справедливы и дают описание интерфе-
ренционных структур в зонах ИМА. Но у опреде-
ления (2) есть преимущество: оно универсальное,
так как позволяет вычислять ЭИ через проекции
градиента фазы и в мелком море, и в глубоком
море – в зоне тени, в ближней и дальней зонах
освещенности. Причем в БЗАО и ДЗАО линии
гребней амплитуды ЗД параллельны оси частот и
определение (1) приводит к неопределенности
или сингулярности значений инварианта. В то же

ππ= =∂ϕ ∂ϕ
∂ ∂

gef φef
22 , ,frc c

f r

ϕ = ϕ( , , , )sf r z z
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время использование определения (2) дает в этих
зонах устойчивое значение βef ≈ 1. Это объясняет-
ся доминированием в этих зонах водных мод, для
которых ЭГС и ЭФС близки к скорости звука в
воде [3].

На рис. 1 для глубокого моря в летних условиях
(см. рис. 2а) представлены распределения ампли-
туды ЗД и βef на плоскости r ~ f. Структура интер-
ферограммы βef практически полностью повторя-
ет структуру интерферограммы амплитуды ЗД: и
углы наклона полос, и интервалы между ними
одинаковые, в том числе в БЗАО и ДЗАО. Одина-
ковые или близкие значения βef располагаются
вдоль гребней амплитуды ЗД в зонах ИМА, где
градиенты фазы – гладкие функции (в отличие от
зон интерференционных минимумов). Отметим,
что узкие темные зоны соответствуют минималь-
ным значениям P(r) и неопределенным значени-
ям βef. Светлые – зоны ИМА, в которых βef стре-
мится к единице.

На рис. 2 рассматриваются сечения рассчитан-
ных интерферограмм вдоль оси “расстояние” на
частоте 350 Гц. Там же приведены численные за-
висимости ЭГС, ЭФС и кривые лучевой аппрок-
симации для βef, ЭГС и ЭФС, построенные по
формулам

(5)

Здесь  – средняя скорость звука в воде. Если ис-
точник и приемник не очень далеки от свободной
поверхности, то для  справедливо прибли-
женное выражение [3]

β = = θ

= θ =
θ

2gef
ef

φef

0
gef 0 φef

*( ( ))* ( ) cos ( ),
*( ( ))

* *( ) cos ( ), ( ) .
cos ( )

c r
r r

c r
cc r c r c r

r

0c

θcos ( )r

Рис. 1. Глубокое море, август. а – Распределение амплитуды ЗД; б – распределение ЭИ βef на плоскости r ~ f при
zs = 5 м, z = 101 м; участок r = 46–49 км соответствует ДЗО.
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(6)

На рис. 2б видно, что для зоны тени значения
βef, ЭГС и ЭФС в зонах ИМА попадают на кри-
вые, соответствующие в летних условиях их луче-
вой аппроксимации. На кривой амплитуды ЗД
(кривая 1) на расстояниях 46.5 и 48.3 км наблюда-
ются два максимума, соответствующие ДЗАО.
Видно, что в зонах этих максимумов βef ≈ 1 (кри-
вая 2). Двум этим расстояниям соответствуют не-
зависимые от частоты звука две вертикальные ли-
нии гребней амплитуд и две горизонтальные линии
значений βef ≈ 1 (рис. 2б). Значения βef умножены на
3000, чтобы кривые можно было показать на од-
ном рисунке.

( ) ( )

−

−

  − −θ ≈ + ≈  
  

 ≈ + + < 
 

0.52

2

0.52

(2 )cos ( ) 1

2 21 , .
10

s

s

h z zr
r

h hz z
r

Значения инварианта Чупрова в этих зонах
стремятся к бесконечности.

В глубоком море в зимних условиях (рис. 3, 4),
как и в летних, на участке r = 44–55 км располага-
ется ДЗАО, но наличие зимнего приповерхност-
ного канала (см. рис. 4а) приводит к захвату этим
каналом водных мод с фазовыми скоростями, близ-
кими к средней скорости звука в водном слое ,
поэтому при зимней гидрологии максимумы в
ДЗАО маскируются, и в зонах ИМА почти на всей
r ~ f плоскости  и βef ≈ 1.

Для мелкого моря при летних условиях и ма-
лых глубинах излучателя и приемника интерфе-
рограммы амплитуды ЗД и ЭИ βef показаны на
рис. 5. Сечения этих интерферограмм вдоль оси
расстояний на частоте 350 Гц, а также ЭГС, ЭФС
и βef, вычисленные по формулам (3)–(6), приве-
дены на рис. 6б.

Как видно на рис. 5 и 6, в мелком море значе-
ния βef в зонах ИМА близки к единице всюду,

0c

≈gef φefc c

Рис. 2. Глубокое море, август. а – Профиль скорости звука; б – амплитуда ЗД (1), βef × 3000 (2), βef = 3000 (3), cgef (4),

cϕef (5),  (6),  (7),  (8),  (9); zs =5 м, z = 101 м.
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Рис. 3. Глубокое море, февраль. а – Распределение амплитуды ЗД; б – распределение ЭИ βef на плоскости r ~ f; zs = 125 м,
z = 101 м. ДЗАО располагается на участке r = 44–55 км.
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АКСЕНОВ, КУЗНЕЦОВ

кроме самых малых расстояний. Отметим, что в
мелком море, пока выполняется условие 

(zs +  < 0.1, 
угловая структура распределения на плоскости r ~ f
амплитуды ЗД и ЭИ βef – стандартная: с ростом
расстояния угол наклона полос уменьшается. Но

)/2z h

если источник и приемник располагаются около
середины волновода (рис. 7, 8), и в мелком, и в
глубоком море возникает наложение угловых
структур разных типов мод.

Из изложенного следует, что в глубоком и в
мелком море при увеличении расстояния доми-

Рис. 4. Глубокое море, февраль. а – Профиль скорости звука; б – амплитуда ЗД (1),  (2), βef = 3000 (3),  (4),
 (5),  (6); zs = 125 м, z = 101 м, f = 350 Гц.
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Рис. 5. Мелкое море, август. а – Распределение амплитуды ЗД, б – распределение ЭИ βef на плоскости r ~ f при zs = 5 м,
z = 8 м.
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Рис. 6. Мелкое море, август. а – Профиль скорости звука; б – амплитуда ЗД (1), βef × 3000 (2), βef = 3000 (3),  (4),
 (5),  (6); zs = 5 м, z = 8 м, f = 350 Гц.
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нируют сначала водные, затем вытекающие и за-
хваченные моды, а если источник и приемник
располагаются около середины волновода, воз-
растает роль водных мод. При этом наблюдается
сложная интерференция как амплитуды ЗД, так и
ЭИ βef. Но применение определения (2) позволя-
ет рассчитать в зонах ИМА распределение ЭИ на
плоскости (r ~ f) и с его использованием выпол-
нять накопление мощности сигнала для увеличе-
ния помехоустойчивости обнаружения и пелен-
гования [5]. Использовать инвариант Чупрова в
БЗАО и в ДЗАО (определение (1)) из-за сингуляр-
ности решения невозможно.

Для экспериментального исследования и мо-
делирования зависимостей βef, как и для оценки
инварианта Чупрова β, необходимо перемещать в
волноводе широкополосный излучатель относи-

тельно приемника или антенны и рассчитывать
на плоскости (r ~ f) веерную интерференционную
структуру. В БЗАО и ДЗАО необходимо измерять
градиенты фазы в пространственной и частотной
области, и по их отношению оценивать βef.
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Рис. 8. Мелкое море, август. (а) Распределение амплитуды ЗД, (б) распределение ЭИ βef на плоскости r ~ f при zs = 125 м,
z = 101 м. ДЗАО в мелком море отсутствует.
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A new definition of the interference invariant of the hydroacoustic field is proposed using orthogonal projec-
tions of the phase gradient on the “distance–frequency” plane. This definition for the first time makes it pos-
sible to generalize the concept of interference invariant for different zones of shallow and deep sea, including
for near and far illumination zones, as well as the zone of shadow in the deep sea.
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Анализ волновой картины взаимодействия удлиненного ударника с преградой позволил установить
ряд ранее не известных особенностей процесса. Всю длину ударника можно разделить на участки,
где волновая картина повторяет начальную фазу удара, при этом роль преграды исполняет материал
ударника. На протяжении всего процесса взаимодействия двух тел массовая скорость и давление за
фронтом ударной волны, движущихся вдоль боковой грани, имеют постоянные значения, равные
(0.25–0.32) начальной величины. Сам цикл характеризуется двумя стадиями. На первой стадии
сближение боковых волн разгрузки на контактной поверхности приводит к установлению нулевого
давления – между ударными волнами в преграде и ударнике образуется прослойка разгруженного
материала, при этом внедрение ударника прекращается. Откольная иглоподобная трещина по оси
симметрии появляется в результате фокусировки боковых волн разгрузки. Вторая стадия характе-
ризуется затуханием ударной волны. Набегающий поток, скорость которого равна скорости удара,
тормозится на фронте затухающей волны, что приводит к росту давления и образованию импульсов
сжатия. Приход импульсов сжатия на преграду восстанавливает прерванный процесс внедрения
ударника и создает новые откольные повреждения в форме колец вокруг иглоподобного откола, как
результат интерференции волн разгрузки, источниками которых являются откольные трещины, об-
разованные ранее, и боковая грань ударника.

Ключевые слова: ударник, взрывное нагружение, ударная волна, волна разгрузки, проникание,
“пробка”
DOI: 10.31857/S2686740022060050

Трудность исследования импульсного разру-
шения материала связана с отсутствием возмож-
ности изучать процесс непосредственно в его раз-
витии. Выводы, как правило, делаются на основе
сохраненных после нагружения образцов. Одна-
ко всегда возникает вопрос о соответствии между
развивающимся процессом и выводами, сделан-
ными по сохраненным образцам. Аналитическое
решение задачи взаимодействия деформирован-
ных тел позволяет избежать неопределенности и
выявить сопровождающие явления, которые ра-
нее были неизвестными. Особенности разруше-
ния в процессе внедрения удлиненного ударника
следует учитывать в решении технических задач.
В частности, это относится к перфорации прегра-
ды, что особенно актуально в нефтегазовой от-

расли. Для поиска оптимального пробивания
преграды необходимо понимать взаимосвязь удар-
ника с особенностями разрушения. В связи с этим
представляет интерес рассмотреть влияние длины
ударника на повреждаемость преграды. В работе
особое внимание уделено физическим процессам,
сопровождающим процесс внедрения удлиненно-
го ударника в преграду.

В момент удара одновременно с ударными
волнами в преграде и ударнике возникает цен-
трированная волна разгрузки (с тороидальными
характеристиками для ударника цилиндрической
формы и плоскими характеристиками для брус-
кообразного). Источником центрированной вол-
ны разгрузки является граница контактной по-
верхности. Разгрузка приводит к искривлению
фронта ударной волны и снижению ее амплиту-
ды. Впервые аналитическое решение взаимодей-
ствия ударной волны и волны разгрузки при под-
водных взрывах описано в работе [1]. Использо-
вание малого параметра, метода характеристик и
удачная замена переменных позволили авторам
показать, что траектории точек пересечения
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фронта ударной волны с характеристиками волн
разгрузки не зависят от времени. В данной работе
применен подход авторов [1] к задаче ударного
взаимодействия двух деформируемых твердых тел.

В качестве малого параметра принята величи-

на , через которую можно выразить все па-

раметры ударно сжатого материала:

где D – скорость ударной волны, ρ – плотность,
P – давление, u – массовая скорость, c0 и b – па-
раметры адиабаты материала: .

Уравнение характеристик центрированной
волны разгрузки (координата х направлена пер-
пендикулярно к поверхности преграды, коорди-
ната y – параллельно), в новых переменных:

=
0

us
c

( )= + = + − = =
ρ 2

0 0 00 0

1 , 1 2 1 , ,D c P ubs b s s
c c cc

= +0D c bu

( )= + τ = − τ τ = 0

0

1 , 1 , ,c tx X y Y
r

принимает вид

где τ – безразмерное время, r0 – радиус ударника,
s0 – малый параметр, относящийся к головной ха-
рактеристике, s – текущий параметр.

Тогда уравнение искривленного фронта удар-
ной волны представляется в виде

что дает возможность выразить координаты X и Y
через малый параметр s:

В новых координатах движение не зависит от
времени.

На рис. 1 приведена схема волновой картины ди-
намического взаимодействия твердых тел (ударник
в форме цилиндра или бруска, преграда – полу-
плоскость). На начальной стадии внедрения удар-
ника ударная волна, невозмущенная разгрузкой,
ограничена сходящимися траекториями точек пе-
ресечения головных характеристик с фронтом
ударной волны (траектории s0, рис. 1, линия 1).
Сближение волн разгрузки на контактной поверх-
ности приводит к установлению нулевого давле-
ния, вследствие чего внедрение ударника в прегра-
ду останавливается. Ударные волны в преграде и
ударнике отделяются друг от друга и продолжают
движение самостоятельно, так как между ними об-
разуется область разгруженного материала.

Угол наклона траекторий ϕ зависит от интен-
сивности и описывается выражением

(1)

Из выражения (1) следует важный факт – тра-
ектории являются прямыми линиями и зависят
только от начальной нагрузки и давления на ха-
рактеристиках волн разгрузки. Траектория s, на-
правленная вдоль боковой грани ударника (ϕ =
= 0.5π), несет давление, равное одной четвертой
начального давления (в случае цилиндрической
симметрии РВ = 0.32Р0 [1]). Отражение ударной
волны на боковых гранях носит регулярный ха-
рактер. Скорость перемещения фронта с учетом

наклонного положения  равна ско-

рости звука сжатого материала . По-

этому возмущение не может изменить скорость
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Рис. 1. Схема волновой картины импульсного взаи-
модействия твердых тел: 1 – траектория точки пере-
сечения головной характеристики центрированной
волны разгрузки (траектория s0) с фронтом ударной
волны; 2 – промежуточная траектория s; 3 – траекто-
рия точки пересечения фронта ударной волны с ха-
рактеристикой, направленной вдоль боковой грани
ударника; 4 – траектория точки пересечения фронта
ударной волны c характеристикой sH, где H – дина-
мический предел текучести Гюгонио; 5 – участок не-
возмущенного фронта ударной волны в преграде; 6 –
участок фронта ударной волны, в зоне торможения;
7 – область боковой разгрузки; W – скорость набега-
ющего на фронт ударной волны потока, равная ско-
рости удара; I – первый пространственный цикл; II –
второй пространственный цикл (серым цветом обо-
значена область, где амплитуда ударной волны сохра-
няет первоначальное значение).
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перемещения ударной волны вдоль боковой гра-
ни. Снижение давления до нуля происходит во
второй боковой волне разгрузки, веер характери-
стик которой сопрягается с характеристиками
центрированной волны разгрузки. На протяже-
нии всего процесса соударения давление ударной
волны на боковой поверхности остается постоян-
ным, равным РB = 0.25Р0 (РB = 0.32Р0 для цилин-
дра).

Упрочнение материала за фронтом ударной
волны происходит в слое, толщина которого h0 =

=  определяется пересечением траекто-

рий s0 и sH (позиция 4 на рис. 1), где H – динами-
ческий предел текучести.

В момент τ = 1 волны разгрузки встречаются
на оси симметрии, где в зоне интерференции
волн (или фокусировки) возникает откольная по-
вреждаемость. Ударник “жалит” преграду. Со-
гласно откольной модели локализации пластиче-
ской деформации [2] деформационные полосы
возникают, когда напряжение в зоне интерфе-
ренции волн не превышает динамическую проч-
ность sspall, и материал сохраняет свою сплош-
ность.

Следует заметить, что свойство образовывать
иглоподобные откольные трещины в преграде
при фокусировке волн разгрузки ранее известно
не было, хотя откольные трещины и полосы сдви-
га наблюдаются экспериментально. Например,
при повреждении лопаток паровых турбин на
электростанциях или при кавитационной эрозии
судовых винтов [3], при действии струи кумуля-
тивного заряда [4, 5]. В отличие от хорошо иссле-
дованного откола, который используется для
определения откольной прочности материала [6],
фокусированный откол не изучен.

+ 0(1 ) 
2 H

bs
bs

Рисунок 2 иллюстрирует иглоподобное от-
кольное разрушение, возникшее при обжатии
цилиндрического бронзового образца. Несмотря
на то что кумуляция в осевой зоне образца приво-
дит к значительному росту давления, обращает на
себя внимание факт сохранения исходной мик-
роструктуры образца вблизи полосы локализо-
ванной деформации.

На второй стадии внедрения ударника, в обла-
сти расходящихся траекторий s0, ударная волна
испытывает резкое затухание амплитуды, оце-
нить которую можно по величине давления той
характеристики s, которая в этот момент пересе-
кает встречную траекторию s0. Волновая картина
в ударнике более сложная из-за наличия высоко-
скоростного набегающего потока, скорость кото-
рого равна скорости удара W. Торможение потока
на фронте затухающей волны приводит к восста-
новлению давления P0. Как видно на рис. 1, на
протяжении всего процесса взаимодействия де-
формированных тел, давление за фронтом удар-
ной волы в центральной части ударника остается
постоянным, равным P0, а на гранях – РB = (0.25–
0.32)Р0. Серым цветом на рис. 1 обозначена об-
ласть, где амплитуда ударной волны сохраняет
первоначальное значение, а белым цветом окра-
шены участки после разгрузки.

В момент , когда траектории s0 голов-

ных характеристик выходят на противоположные
боковые грани ударника, площадь фронта стано-
вится равной сечению ударника. Выход импульса
сжатия на свободную боковую поверхность со-
провождается образованием новой центрирован-
ной волны разгрузки. Дальнейший процесс рас-
пространения ударной волны повторяет волно-
вую картину начальной стадии удара. При этом
роль преграды исполняет материал ударника, че-

τ =
0

2 
2bs

Рис. 2. Микрофотография травленой поверхности шлифа после обжатия цилиндрического образца детонационной
волной.

100 мкм
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рез который прошла затухающая ударная волна.
Процесс торможения удлиненного ударника ока-
зался периодическим. Всю длину ударника мож-
но разделить на пространственные циклы, в ко-
торых волновая картина повторяется. Длина цик-
ла постоянна и равна

Каждый цикл состоит из двух стадий, которые
характеризуются снижением площади невозму-
щенной ударной волны и последующего восста-
новления давления за счет торможения встречно-
го потока. Торможение ударника сопровождается
образованием потока импульсов сжатия, направ-
ленных к преграде. Именно внутреннее торможе-
ние ударника приводит к возобновлению пре-
рванного процесса внедрения ударника в прегра-
ду. Величина импульсов сжатия, приходящих на
контактную поверхность, зависит от расстояния,
где имело место торможение. По мере удаления
от мест торможения (S0, 2S0, 3S0 и т.д.) величина
импульса, пришедшего на преграду, заметно сни-
жается.

Интересно отметить, что приход первого им-
пульса сжатия (S0) на контактную поверхность
сопровождается образованием новой откольной
повреждаемости в виде кольца, поскольку боко-
вая грань и иглоподобная трещина становятся ис-
точниками разгрузки. Образование кольцевого
тела перед внедряющимся снарядом, названный
“пробкой”, – хорошо известный факт [7]. Однако
механизм образования “пробки” на основе ясных
физических законов до сих пор не описан в лите-
ратуре. Известно, что поверхность “пробки” при
баллистических скоростях нагружения ограниче-
на полосой локализованной деформации (адиа-
батические полосы сдвига) в форме кольца. По-
пытка объяснить образование деформационных
полос термомеханической моделью локализации
деформации [8], основанной на тепловом разу-
прочнении материала, оказалась не состоятель-
ной [9].

Приход следующего второго потока импуль-
сов сжатия (2S0) на преграду сопровождается об-
разованием дополнительных двух кольцевых от-
кольных повреждений, которые разрушают ранее
сформировавшуюся “пробку”. Процесс тормо-
жения и внедрения ударника заканчивается, ко-
гда ударная волна выходит на торцевую поверх-
ность ударника.

Ниже приведен конкретный пример, иллю-
стрирующий последовательный характер разру-
шения преграды в условиях импульсного нагру-
жения удлиненным ударником.

Пример. Исходные данные: Р0 = 19.07 ГПа
(s0 = 0.1), ρ =7.85 г/м3, ударная адиабата: D = 4.63 +

+ 1.33u, Рspall = 2.4 ГПа (sspall = 0.014), PH = 1.7 ГПа
(sH = 0.01).

Тогда давление на боковой грани ударника со-
ставит PB = 0.32P0 = 6.1 ГПа и остается неизмен-
ным в течение всего процесса внедрения, длина
пространственного цикла S0 = 4.14, толщина
упрочненного слоя h0 = 11.3. Иглоподобная по-
вреждаемость реализуется в форме трещины (s0 >
> sspall). Приход первого импульса (с максималь-
ным давлением 6.1 ГПа (sI = 0.035)) вызывает об-
разование откольной кольцевой трещины (s1 >
> sspall). Максимальное давление второго импуль-
са сжатия (1.96 ГПа (sII = 0.011)), пришедшего на
контактную поверхность, ниже откольной проч-
ности (sH < sII < sspall). В результате в преграде
сформируются две кольцевые полосы локализо-
ванной деформации, которые разрушат ранее об-
разованную “пробку”. Последующие импульсы
сжатия с удаленных участков ударника вырожда-
ются в звуковые волны и не могут изменить ранее
возникшую повреждаемость преграды.

В заключение следует отметить главную особен-
ность импульсного взаимодействия двух деформи-
рованных тел – разрушение преграды протекает по-
следовательно. Другая особенность процесса – пре-
рывистый характер внедрения ударника в преграду,
как следствие цикличности торможения ударника.
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MATERIAL DAMAGE OF THE BARRIER 
CAUSED BY IMPACT WITH AN ELONGATED BODY

S. N. Buravovaa, E. V. Petrova, Corresponding Member of the RAS M. I. Alymova, 
and V. O. Kopytskiya

a Merzhanov Institute of Structural Macrokinetics and Materials Science Russian Academy of Sciences,
Chernogolovka, Moscow Region, Russia

The wave pattern analysis of the elongated striker interaction with the barrier allowed us to establish a number
of previously unknown features of the process. The entire length of the striker can be divided into sections
where the wave pattern repeats the initial phase of the impact, while the barrier role is played by the striker
material. Throughout the entire process of two bodies interaction, the mass velocity and pressure behind the
shock wave front moving along the side face have constant values equal to (0.25–0.32) of the initial value. The
cycle itself is characterized by two stages. At the first stage, the convergence of the lateral unloading waves on
the contact surface leads to the establishment of zero pressure – a layer of unloaded material is formed be-
tween the shock waves in the barrier and the striker, while the striker penetration stops. A needle-like crack
along the symmetry axis appears as a result of focusing the unloading lateral waves. The second stage is char-
acterized by shock wave attenuation. The incoming f low, whose velocity is equal to the impact velocity, is
slowed down at the attenuation wave front, which leads to an increase in pressure and the compression pulses
formation. The arrival of compression pulses on the barrier restores the interrupted process of the striker pen-
etration and creates new spall damage in the rings form around the needle-like spall, as a result of the unload-
ing waves interference, the sources of which are the spall cracks formed earlier and the striker side face.

Keywords: striker, explosive loading, shock wave, unloading wave, penetration, “plug”
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Исходя из условия потенциальности течения гидродинамического потока, обтекающего стацио-
нарно вращающийся шар, впервые приведен подробный аналитический вывод формулы для силы
Магнуса, описывающей не диссипативное боковое воздействие со стороны поступательно движу-
щегося вязкого потока.

Ключевые слова: эффект Магнуса, частота вращения, потенциальное течение, закон Бернулли
DOI: 10.31857/S2686740022060086

Вопрос, о котором сейчас пойдет речь, отно-
сится к общим проблемам теоретической гидро-
динамики, и связан он с эмпирически получен-
ным почти двести лет назад эффектом, впервые
наблюдавшимся Магнусом. Напомним, что его
суть заключается в следующем. Если на стацио-
нарно вращающийся с постоянной угловой ча-
стотой  шар натекает также стационарно движу-
щийся с поступательной скоростью  поток газа
(или жидкости), то оказывается, что в этих усло-
виях возникает дополнительная (не диссипатив-
ная!) боковая сила, действующая перпендикуляр-
но траектории движения шара.

Полученная для нее эмпирическая зависи-
мость имеет вид (см., к примеру, [1–17]):

(1)

где  – плотность натекающего потока, VT =

=  – объем шара, коэффициент ,  –

плотность шара, m – его масса.
Чтобы аналитически получить формулу (1),

мы будем исходить из геометрии задачи, проил-
люстрированной на рис. 1.

Принципиальным моментом в ее решении яв-
ляется факт потенциальности потока, натекаю-
щего на шар. Физически это связано с тем, что
взаимодействием молекул газа (или жидкости) с
поверхностью шара можно пренебречь. Такой же
подход используется и в задаче Жуковского при
вычислении подъемной силы крыла. В этом

ω
u

= ρ ω = ω0 ,M ТF V u km u

ρ0

π 34
3

R ρ=
ρ

0

Т

k ρТ

смысле обе эти задачи качественно сильно отли-
чаются от задачи Стокса, в которой взаимодей-
ствие с поверхностью шара имеет ключевое зна-
чение, приводящее к линейной зависимости си-
лы сопротивления от скорости потока u.

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 
И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

В стационарном случае для распределения
давления мы имеем право воспользоваться фор-
мулой Бернулли [18]:

(2)

где  – давление на большом расстоянии от шара.
Наряду с уравнением сохранения энергии (2)

для потенциального обтекания нам необходимо
воспользоваться также и условием несжимаемо-
сти, т.е. уравнением

(3)

Поскольку , то скорость можно искать в
виде

(4)
где  – потенциал.

Подстановка (4) в условие (3) приводит к урав-
нению Лапласа:

(5)
Его фундаментальное решение, как известно,

имеет вид (см. [18])

(6)

где C – константа.

ρ= −
2

0
0
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2

P P

0P

=div 0.v

=rot 0v
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ϕ
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В силу линейности уравнения (5) мы имеем
право искать его решение в аддитивном виде с
учетом двух независимых факторов: частоты вра-
щения и скорости поступательного движения.
Именно поэтому благодаря (6) для интересующе-
го нас распределения скоростей в окрестности
шара можно написать, что

(7)

где A, B – постоянные, которые легко определить
из граничного условия “сшивки” скорости со
скоростью точек на поверхности шара:

(8)

Легко проверить непосредственной подста-
новкой, что векторная функция (7) будет удовле-
творять уравнению непрерывности (3).

Подстановка (7) в условие (8) немедленно
приводит к следующим значениям постоянных:

(9)

То есть решение (7) можно представить как

(10)

В соответствии с рис. 1 боковая сила, действу-
ющая на вращающийся шар, должна быть на-
правлена вдоль оси y, а ее проекция может быть
найдена как скалярное произведение:

(11)

где согласно (2)

(12)

а вектор элемента поверхности определяется
обычным образом как

(13)
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Поэтому согласно решению (10) из определе-
ния (11) с учетом промежуточных формул (12) и
(13) следует, что поперечную силу можно вычис-
лить, исходя из выражения

(14)

Сумма трех слагаемых в фигурных скобках по-
сле возведения в квадрат дает

(15)

где, напомним, единичный вектор нормали к по-
верхности сферы вводится обычным образом как

Если в формуле (15) ввести единичные орты в
соответствии с рис. 1, то для  имеем

(16)

После подстановки (16) под знак интеграла в
формуле (14) и, учитывая, что скалярное произве-
дение единичных векторов можно представить
как

получим
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Рис. 1. Схематическое изображение задачи. Кривая 1 показывает траекторию без эффекта Магнуса. Кривая 2 – с уче-
том эффекта Магнуса.
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ГЛАДКОВ

При интегрировании по полярному углу 
видно, что первое, второе, третье и пятое слагае-
мые исчезают, и у нас остается только четвертое
слагаемое, которое дает

После элементарного интегрирования легко
приходим к искомому ответу:

(17)

Заметим, к слову, что решения задач близкой
направленности довольно подробно изложены,
например, и в работах [19, 20].

Сравнивая аналитическую формулу (17) с эм-
пирической зависимостью (1), видим их полное
соответствие. 

Учитывая специфику приведенного выше ре-
шения, формулу (17) можно переписать теперь в
общем векторном виде:

(18)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Приведен строгий аналитический вывод

формулы для силы Магнуса, найденной ранее чи-
сто эмпирическим путем.

2. Показано, что полученное решение принци-
пиально можно привести лишь в том случае, если
исходить из формального предположения о по-
тенциальности натекаемого потока ( ).
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ON THE QUESTION OF THE DERIVATION 
OF THE MAGNUS FORMULA

S. O. Gladkova

a Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS A.S. Sigov

Based on the condition of the potentiality of the f low of the hydrodynamic f low flowing around the stationary
rotating ball for the first time a detailed analytical conclusion of the formula for the Magnus force is given
describing the non-dissipative lateral impact from the direction of the progressively moving viscous f low.

Keywords: Magnus effect, rotational speed, potential current, Bernoulli’s law
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У космического тела переменного состава постулируется управляемая (переменная) скорость исте-
чения массы, вырабатываемая механизмом использования внутренней энергии. На основе этого
постулата выводятся уравнения динамики в отсутствие внешних сил в рамках специальной теории
относительности, решение которых позволяет изучать актуальные задачи в ракетодинамике и аст-
рофизике во всем физическом диапазоне скоростей движения.

Ключевые слова: скорость истечения, специальная теория относительности, четырехмерная ско-
рость, параметр управления k

DOI: 10.31857/S2686740022060165

В работах [1, 2] были представлены уравнения
движения космического тела переменного соста-
ва при постоянной скорости отбрасываемых про-
дуктов сгорания. В настоящем сообщении рас-
сматривается случай переменной скорости исте-
чения, приводящий к уточненной формуле
движения космического тела в специальной тео-
рии относительности (СТО), в частности, к ана-
логу формулы Циолковского. Решение Циолков-
ского сыграло и еще играет значительную роль в
создании научной базы мировой космонавтики;
оно было сформулировано на базе ньютоновской
механики. Однако возникновение нехимических
с ядерным содержанием движителей требует
уточнения и перехода к специальной теории от-
носительности, в которой постулируется метри-
ческое аффиносвязанное пространство – четы-
рехмерное плоское псевдоэвклидово простран-
ство [3].

Как отмечал Л.И. Седов [4], с динамической
точки зрения нельзя признать реалистичным по-
стоянство скорости истечения; более того, по его
убеждению, “регулированием скорости истече-

ния за конечное время в системе наблюдателя в
принципе возможен разгон космического тела до
скорости света, происходящий за конечное время
в системе наблюдателя”. Исходя из этого мы по-

стулируем функционал  в виде

(1)

Для простоты примем n = 1:

(2)

Здесь при полном выгорании тела, когда мате-

рия превращается в поток фотонов, ,

; в начальный момент при  пара-

метр k может характеризовать свойства исследуе-

мого тела, .

Используя постулаты СТО, а также гипотезу
Мещерского–Папапетру о контактном взаимо-
действии из закона сохранения четырех импуль-
сов в системе отсчета внешнего наблюдателя в
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отсутствие внешних сил следует записать урав-
нение [5]:

(3)

где ds2 = , Vk =

=  – скорость тела, Vo = , Aγ –

четырехмерная скорость выхлопа;  – скорость

изменения массы выхлопа. Умножая (3) cкалярно
на ковариантную скорость Vγ, имеем
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В табл. 1 для примера приводится иллюстра-
ция формулы (9), k = 0.01.

Подводя итоги, следует отметить, что выбор
модели истечения и полученное решение могут
быть связаны с задачами оптимизации движения
космического тела при больших скоростях, в за-
дачах инерциальной навигации, а также в изуче-
нии астрофизики тел с переменной массой в кос-
мологии.
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In the report, a controlled (variable) speed of mass outflow generated by the internal energy utilization mech-
anism is postulated for a space body with a variable composition. On the basis of this postulate, equations of
dynamics in the absence of external forces are derived within the framework of the special relativity theory,
such solution gives possibility to investigate the crucial problems of rocket dynamics and astrophysics in the
entire physical range of motion speeds.
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Приводится оригинальный вывод формулы для средней длины свободного пробега электрона в
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ВВЕДЕНИЕ

В металлических наночастицах, погруженных
в диэлектрик, при воздействии на них электро-
магнитного поля могут возникать поверхностные
плазмоны, т.е. приповерхностные коллективные
колебания электронов проводимости [1]. Данные
колебания происходят в узком диапазоне частот
вблизи некоторой резонансной частоты и сопро-
вождаются поглощением и рассеянием электро-
магнитной волны. Вследствие этого композиты с
диэлектрической матрицей и металлическими
наноразмерными включениями могут обладать
свойствами, отсутствующими у природных мате-
риалов [2, 3]. Свойство иметь плазмонные резо-
нансы обусловливает использование наночастиц
из благородных металлов также в биосенсорике,
геномике, в медицине при диагностике на кле-
точном уровне и лечении путем направленной
доставки лекарственных веществ к очагу заболе-
вания [4]. При этом резонансные оптические
свойства наночастиц должны попадать в диапа-
зон, в котором биоткани обладают прозрачно-
стью для электромагнитного излучения, что до-

стигается путем подбора металла, а также разме-
ра, формы и структуры наночастиц. В частности,
перспективным представляется использование
неоднородных частиц с диэлектрическим ядром и
металлической оболочкой, поскольку частотное
положение плазмонного резонанса зависит от
толщины последней [5, 6].

В случае, когда размер частицы намного мень-
ше длины волны электромагнитного излучения,
для прогнозирования ее оптических характери-
стик, а также свойств неоднородных сред, содер-
жащих такие частицы, можно использовать ква-
зистатический подход, комбинирующий, с одной
стороны, электростатические соотношения меж-
ду величинами полей в различных частях рас-
сматриваемой системы, и, с другой стороны, учет
зависимости материальных характеристик со-
ставляющих системы от частоты воздействующе-
го поля. При этом следует учитывать изменение
материальных характеристик малых частиц по
сравнению с соответствующими материальными
характеристиками массивного образца вслед-
ствие рассеяния электронов от границы области.
В частности, размерная поправка диэлектриче-
ской проницаемости для малой металлической
частицы производится на основе модели Друде в
следующей форме [4, 7]:

где ,  – плазменная частота и константа зату-
хания электронов в массивном образце материала

ω ω
ε ω = ε ω + −

ω ω + γ ω ω + γ

2 2

0

( , ) ( ) ,
( ) ( )

p p
bl

i i

ωp γ0
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соответственно;  – диэлектрическая проница-
емость массивного образца;  – из-
мененная с учетом размерного эффекта константа
затухания электронов в частице;  – скорость
электронов на поверхности Ферми;  – средняя
длина свободного пробега электрона в частице; A –
безразмерный параметр, определяемый деталями
процесса рассеяния электронов поверхностью
частицы. Теоретические и экспериментальные
исследования свидетельствуют о том, что кон-
станта  не зависит от размера частицы, а зависит
от вещества, из которого она состоит [8].

Средняя длина  свободного пробега электрона
для одной и той же частицы зависит от принимае-
мой в рассмотрение модели рассеяния электронов
поверхностью. Наиболее широко используются
следующие две модели:

1) модель Эйлера диффузного рассеивания [9],
в которой интенсивность рассеяния электронов в
каждой точке поверхности предполагается не за-
висящей от направления;

2) модель рассеяния по закону Ламберта, в ко-
торой интенсивность рассеяния считается про-
порциональной косинусу угла между направле-
нием вылета электрона и нормалью к поверхно-
сти [8]. Вторую модель иногда также называют
моделью бильярдного рассеяния [10, 11], так как
инвариантная мера, соответствующая модели с
абсолютно упругим отражением частиц от грани-
цы области, имеет такой же вид, как и в случае
модели рассеяния по закону Ламберта [10].

В работе [12] в предположениях модели би-
льярдного рассеяния получено общее выражение
для средней длины свободного пробега частицы в
неодносвязной области с гладкими границами в
пространстве произвольного числа измерений.

ε ω( )b

γ = γ + v0 FA l

vF

l

A

l

Тем не менее после этого в ряде работ было про-
изведено непосредственное вычисление  в дву-
связных областях правильной геометрической
формы в трехмерном пространстве при условии
рассеяния по закону Ламберта. В частности, в [10]
вычислена  в сферической, а в [11] – в цилин-
дрической проводящих оболочках.

В настоящей работе приводится оригиналь-
ный вывод формулы для средней длины свобод-
ного пробега электрона в произвольной проводя-
щей неодносвязной области c гладкой границей в
трехмерном пространстве, для которой справед-
лива теорема Остроградского–Гаусса, при усло-
вии рассеяния от границы по закону Ламберта.
При этом также показывается, что при рассеянии
по закону Ламберта в каждой точке границы вы-
полняется условие динамического равновесия:
поток падающих электронов на малую площадку
поверхности, содержащую данную точку, совпа-
дает с потоком электронов, рассеиваемых с дан-
ной площадки.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЕЕ РЕШЕНИЕ
Рассмотрим область V, заключенную между

двумя поверхностями-эллипсоидами  (наруж-
ная граница) и  (внутренняя граница) (рис. 1).
Полную границу области V обозначим через .
Пусть электрон вылетает из точки  и, двига-
ясь прямолинейно без столкновений с другими ча-
стицами, попадает в точку . Тогда  –
вектор перемещения электрона при данном дви-
жении, а длина его свободного пробега равна  =
= P0P.

Средняя длина свободного пробега электро-
нов вычисляется по формуле [8]

(1)

где dw – дифференциал инвариантной меры. В
данном случае dw может быть записан в виде

(2)

где  – плотность потока рассеиваемых
электронов в точке  в направлении ,

 – элемент поверхности вокруг точки ;  –
телесный угол, под которым из точки  виден
элемент  поверхности вокруг точки . Для 
имеем

(3)
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Рис. 1. Перемещение электрона в эллипсоидальной
оболочке из начальной точки  в конечную точ-
ку .
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где  – угол между  и внешней нормалью n к по-

верхности  в точке ,

(4)

Подставив (4) в (3), получим

Интегрирование в (1) производится по всевоз-

можным отрезкам .

Пусть  и  – две произвольные точки из за-

мыкания  области V. Введем характеристиче-

скую функцию , или функцию взаимной

“видимости” точек  и :

(5)

Очевидно, что  – симметричная, т.е.

.

Обозначим через  – нормировочный

коэффициент в (1). С учетом (2), (3), (5) выраже-
ние для μ примет следующий вид:
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Тогда для  из (1) будем иметь
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Заметим, что величина, стоящая под внешним

интегралом в (6), есть поток электронов  с пло-

щадки , рассеивамый по всем направлениям:

С другой стороны, поменяв в (6) порядок
интегрирования, получим выражение для потока
электронов, попадающих на площадку dS:
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поток электронов, падающих на площадку :
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откуда вытекает равенство интегралов

(9)

которое должно выполняться для любой точки

.

Проверим, что равенство (9) будет выполняться,
если рассеяние электронов с поверхности S будет
подчиняться закону Ламберта. Действительно, в
этом случае плотность потока рассеиваемых с

площадки  электронов в направлении l будет

пропорциональна косинусу угла  между l и

внутренней нормалью (–n0) к , т.е.

(10)

где  – некоторая константа. При этом для плот-
ности рассеиваемых с площадки dS электронов в

направлении  будем иметь

. (11)

Подставив (10) и (11) в (9), с учетом симмет-

ричности  получим тождественное равен-
ство.

В дальнейшем будем считать, что рассеяние
электронов происходит по закону Ламберта. С уче-

том того, что константа  входит в качестве множи-
теля в числитель и знаменатель выражения (7),

можно принять, что . Тогда выражения (6) и
(7) примут следующий вид:
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(15)

где  – поверхность, состоящая из отрезков лу-

чей, выходящих из точки  и касающихся поверх-

ности , между точками касания и пересечения с

поверхностью . На рис. 2 изображена поверхность

 для случая, когда . Если , то она же

и является точкой касания, а  представляет собой

часть касательной плоскости к  в точке , грани-

цей которой служит линия ее пересечения с .

Вычислим внутренний интеграл в (14):

интегрирование ведется по всем направлениям, ле-

жащим в одном полупространстве от плоскости ,

касательной к  в точке , причем вместо по-

верхности интегрирования  можно взять лю-

бую поверхность, охватывающую все эти направ-

ления. Для простоты возьмем полусферу  ради-

уса R с центром . Тогда

Введем параметризацию полусферы с помо-

щью сферических углов ,  (  – полярный

угол, ,  – азимутальный угол,

). Тогда ,

(16)

Подставив (16) в (14), получим

∂ = σ∪
0 0 0

,P P PV S

σ
0P

0P
2S

1S
σ

0P ∈0 1P S ∈0 2P S
σ

0P

2S 0P
1S

α α= = α Ω
Λ � �

0 0

0
int 02

cos cos
d cos d ,

P PS S

I S

Π0

S 0P

0PS

+
RS

0P

Ω =
2

d
d .

S
R

α0 ψ0 α0

≤ α ≤ π00 /2 ψ0

≤ ψ < π00 2 = α α ψ2

0 0 0d sin d dS R

ππ

= ψ α α α = π 
22

int 0 0 0 0

0 0

d cos sin d .I

μ = π ,S

где S – полная площадь поверхности, ограничи-
вающей V:

Таким образом, для  имеем выражение

которое с учетом (4), а также того, что

(17)

можно переписать в виде:

(18)

Преобразуем внутренний поверхностный ин-
теграл в (18) по теореме Остроградского–Гаусса с
учетом (15). Введем обозначение для векторного
поля в подынтегральном выражении:

тогда

Поскольку на поверхности  , то

 = 0, поэтому

(19)

Найдем . Обозначим

где , M – текущая точка внутри . По

известному правилу дифференцирования

(20)

Далее,

где градиент векторного поля  представляет
собой поле линейного оператора с матрицей,
имеющей структуру следующего вида [13]:

Так как , где , , то

 – единичный оператор, поэтому

(21)

Для дивергенции векторного поля  имеем

= +1 2.S S S

Λ
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Рис. 2. Поверхность , разделяющая “видимую” и

“невидимую” из точки  части области эллипсо-

идальной оболочки V.
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(22)

Таким образом, для внутренних точек объема

 из (20)–(22) имеем

(23)

Подставим (23) в (19), тогда

Откуда для  получим

(24)

где M – текущая точка области V. Объемный ин-
теграл в (24) является непрерывной функцией

точки . В свою очередь, поверхностный ин-
теграл

полученный сменой порядка интегрирования

в (24), есть непрерывная функция точки ,
поэтому в (24) оправдана смена порядка интегри-
рования:

В силу (17), а также того, что

где  – телесный угол, под которым из точки M
видна площадка , для  имеем

где  – полный объем оболочки,  – площадь ее
полной поверхности.

Таким образом, окончательно получаем

(25)

Заметим, что поскольку при выводе формулы (25)

нигде не использовалось то, что  и  – поверх-
ности-эллипсоиды, данная формула справедлива
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для произвольной неодносвязной области, для
которой может быть применена теорема Остро-
градского–Гаусса, в том числе и для областей, у
которых внутренняя граница состоит из несколь-
ких не пересекающихся между собой поверхно-
стей. В этом случае более сложный вид будут

иметь поверхности , которые будут состоять из

нескольких связных линейчатых поверхностей,
но при этом все полученные результаты останутся
справедливыми.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным результатом настоящей работы яв-
ляется выражение (25) для средней длины сво-
бодного пробега электрона в проводящей неод-
носвязной оболочке при условии рассеяния от
границы по закону Ламберта, полученное непо-
средственным вычислением. Данный результат
может быть использован при прогнозировании
оптических характеристик как отдельных нано-
размерных частиц с металлической оболочкой,
так и матричных композитов, содержащих такие
частицы, используя, например, обобщенное при-
ближение Максвелла Гарнетта [14].
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The original derivation of the formula for the mean free path of an electron in a conductive multiply connect-
ed domain in 3-dimensional space, for which the Ostrogradsky – Gauss theorem is valid, is given, subject to
scattering from the boundary of the domain according to Lambert’s law. The result can be used to predict op-
tical characteristics of nanocomposites with metal-coated inclusions.
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Проведен анализ локальных тепловых возмущений в переохлажденных стеклообразующих жидко-
стях при зарождении и распаде зародышей кристаллической фазы. Неравновесный тепловой от-
клик стеклообразующих материалов на быстрые локальные тепловые возмущения описан при по-
мощи интегрального уравнения с динамической теплоемкостью. Показано, что локальные тепло-
вые возмущения, связанные с образованием зародышей кристаллической фазы, существенно
влияют на скорость нуклеации в переохлажденных стеклообразующих жидкостях. Полученные
фундаментальные знания могут быть полезны для технологии новых наноструктурированных мате-
риалов, полимеров и нанокомпозитов.

Ключевые слова: стеклообразующие материалы, неравновесный теплообмен, динамическая тепло-
емкость, кристаллизация, фазовые превращения
DOI: 10.31857/S2686740022060116

Стеклообразующие материалы и полимеры
играют важную роль в разработке новых материа-
лов с улучшенными свойствами. Физические
свойства наноструктурированных стеклообразу-
ющих материалов можно изменять в широких
пределах с помощью соответствующих термооб-
работок без изменения их состава. Контролируе-
мая кристаллизация, используемая для создания
искусственных наноструктур, имеет множество
применений, включая проектирование и разра-
ботку новых материалов и функциональных ком-
понентов. Например, в аддитивном производстве
контроль и манипулирование кристаллизацией в
стеклах являются ключевым направлением раз-
вития различных отраслей промышленности [1].
Фактически, возможности применения стекло-
образующих материалов могут быть значительно
расширены за счет оптимальной термообработки
[2]. Экспериментальное изучение ранних стадий
кристаллизации затруднено из-за короткого вре-
мени жизни зародышей. Поэтому теоретический
анализ нанокристаллизации на ранних стадиях
зародышеобразования имеет большое значение

для разработки новых наноструктурированных
материалов.

Важной особенностью стеклообразующих
жидкостей является релаксация теплоемкости та-
ких жидкостей при изменении их температуры
[3–5]. Релаксация теплоемкости обусловлена от-
носительно медленной структурной релаксацией
и медленным обменом энергией между различ-
ными степенями свободы в стеклах и полимерах.
Спектр времен релаксации динамической теплоем-
кости, диэлектрической проницаемости, рассеяния
света, вязкости и других физических параметров
стеклообразующих жидкостей чрезвычайно широк
и зависит от температуры [3–5]. Динамическая теп-
лоемкость стеклообразующих жидкостей, рассмат-
риваемая как функция времени  или как
функция частоты модуляции температуры ,
интенсивно исследовалась после публикации [5].
Поскольку удельная теплоемкость стеклообразу-
ющих материалов зависит от времени, то их от-
клик на тепловое возмущение в момент времени 
зависит от распределения температуры  в
системе в предыдущие моменты времени. Такое
поведение может быть описано при помощи ин-
тегрального уравнения теплопроводности с за-
паздыванием [6]. Эффект запаздывания динами-
ческой теплоемкости особенно значителен при
быстрых локальных тепловых возмущениях (на

( )dync t
( )ωdync

t
( ),T t r
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наносекундных временных и нанометровых про-
странственных масштабах) [6]. Локальные изме-
нения температуры, связанные с затратами энер-
гии на образование зародышей кристаллической
фазы, могут существенно влиять на развитие око-
локритических зародышей и на динамику нукле-
ации в стеклообразующих материалах. Цель дан-
ной работы – определение локальных тепловых
возмущений и их влияние на скорость нуклеации
в стеклообразующих материалах при зарождении
и распаде околокритических зародышей кристал-
лов.

Классическая теория нуклеации рассматрива-
ет изотермические процессы [4, 7, 8], что справед-
ливо для веществ с достаточно высокой теплопро-
водностью, когда локальные изменения температу-
ры, связанные с затратой энергии на образование
зародышей, пренебрежимо малы. Однако стекло-
образующие жидкости имеют низкую теплопро-
водность порядка 0.1 Вт/м · К. При этом локаль-
ные изменения температуры, связанные с затра-
той энергии на образование зародышей, могут
быть значительными. Вероятность флуктуацион-
ного образования зародыша кристалла пропор-
циональна , где  – постоянная
Больцмана, а Rmin – минимальная работа, необхо-
димая для образования зародыша [8]. Заметим,
что изменение локального давления, связанное с
флуктуацией радиуса  ~ 10 нм, релаксирует в тече-
ние времени порядка  ~ 10 пс, где скорость зву-
ка  103 м/с. Поэтому локальное давление
вблизи флуктуаций можно считать постоянным
на шкале времен более 10 пс, что не является
справедливым для локальной температуры. Обо-
значим через  время, в течение которого образу-
ется кристаллический зародыш (с момента нача-
ла его зарождения);  следует отличать от време-
ни запаздывания начала кристаллизации [9].
Формирование зародышей нанометровых разме-
ров в различных материалах может происходить
за время  порядка 0.01–1 нс [9] (и около 1 нс в
полимерах [10]). Время  сравнимо со временем
релаксации локальной температуры вблизи заро-
дыша. Таким образом, необходимо учитывать ло-
кальные изменения температуры вблизи зароды-
шей кристаллов.

Минимальная работа  равна свободной
энергии Гиббса

необходимой для образования зародыша радиуса r,
где  – поверхностное натяжение жидкость–кри-

сталл,  – изменение объемной

свободной энергии Гиббса при кристаллизации,

− minexp( / )BR k T Bk

r
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minR

( ) π ΔΔ = πσ − v
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r gG r r

σ
ΔΔ = Δ

v

0
m

m

Tg h
T

 – объемная энтальпия плавления,  – равно-
весная температура плавления и  –
степень переохлаждения жидкости [4, 7]. Устой-
чивыми являются зародыши, радиус которых

больше критического радиуса . Например,

для силикатного стекла Na2O · 2CaO · 3SiO2 и ука-
занных в табл. 1 параметров  4.1 нм. Критиче-
скому радиусу соответствует энергетический ба-

рьер  или , где VC =  –

объем критического зародыша [4, 7]. В случае
кристаллизации полимеров образуются зароды-
ши в форме пластинок толщиной  и радиусом .
В этом случае ,
где  и  – поверхностные натяжения на базис-
ной и боковой поверхностях соответственно [4, 11].

В первом приближении . Тогда кри-

тическая толщина и критический радиус равны

 и . Например, для полиэтилена и

указанных в табл. 1 параметров  11 нм и  1 нм.
Критическим размерам соответствует энергети-

ческий барьер , или , где

 – объем критического зародыша [4, 11].

Зародыши кристаллической фазы, созданные
в результате термодинамических флуктуаций, об-
ладают дополнительной энергией по отношению
к исходной метастабильной жидкой фазе. Энер-
гия , затрачиваемая на образование заро-
дыша, компенсируется локальным охлаждением
среды в месте образования зародыша. Локальное
изменение температуры  релаксирует за

время порядка  ~ 1 нс при  10 нм и темпера-

туропроводности жидкости  ~ 10–7 м2/с. Ло-
кальные изменения температуры , связан-
ные с энергией, необходимой для образования за-
родышей, могут составлять порядка нескольких
градусов, что может существенно изменить эво-
люцию околокритических зародышей и, соответ-
ственно, динамику нуклеации. Действительно,
значительное количество подкритических заро-
дышей может перейти в разряд стабильных, так

как критический радиус  и энергетиче-

ский барьер  уменьшаются с умень-

шением локальной температуры (при ).
Рассмотрим скорость образования зародышей
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I(T), которая пропорциональна  [7, 8,

11]. В табл. 1 приведены значения относительного
увеличения скорости образования зародышей

 при  –2 К для

некоторых силикатных стекол и полимеров та-
ких, как изотактический полипропилен (iPP), по-
лиэтилен (PE) и полибутилен сукцинат (PBS).
Параметры этих материалов известны из литера-

туры [7, 11–13]. При оценке отношения 

мы пренебрегли несущественной поправкой 

по сравнению с . Кроме того, можно пока-

зать, что учет изменения вязкости при таком из-
менении температуры приводит к несуществен-

ному изменению величины .

Для определения величины  рассмотрим
процессы теплообмена в стеклообразующих ма-
териалах при флуктуационном образовании заро-
дышей кристаллов. При этом учтем эффект за-
паздывания динамической теплоемкости ,
который особенно значителен для быстрых ло-
кальных тепловых возмущений. Поскольку дина-
мическая теплоемкость стеклообразующих мате-
риалов  есть функция времени, то их отклик
на тепловое возмущение в момент времени  зави-
сит от распределения температуры  в предше-
ствующие моменты времени. Поэтому тепловой от-
клик в стеклообразующих материалах с динамиче-
ской теплоемкостью можно описать интегральным
уравнением теплопроводности с “памятью” [6].
Ограничимся рассмотрением сферически-симмет-
ричной задачи. Для нулевых начальных условий
это уравнение имеет следующий вид:
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(1)

где ,  – оператор Лапласа,  –

плотность,  – теплопроводность и  – объ-
емная плотность теплового потока. Оказалось,
что уравнение (1) имеет аналитическое решение
по крайней мере для однородных краевых задач с
плоской, аксиальной и сферической геометрией
при тепловом потоке  с произ-
вольными кусочно-гладкими  и  [6], если
динамическая теплоемкость  есть полностью
монотонная функция времени, т.е. может быть
представлена соотношением (2), что обычно спра-
ведливо для стеклообразующих материалов [6]:

(2)

где  и  – равновесная и начальная теплоемко-
сти (  при  и  при

), а  – нормированная функция рас-
пределения. Функцию распределения 
можно определить при помощи широкополосной
спектроскопии теплоемкости, измеряемой в до-
статочно широком интервале частот модуляции
температуры или времен релаксации [3]. Затем,
используя функцию распределения , мож-
но получить искомое решение как линейную
комбинацию решений для разных . Таким обра-
зом, решение краевой задачи для уравнения (1)
можно получить сначала для теплоемкости с де-
баевской релаксацией:

(3)
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Таблица 1. Значения относительного увеличения скорости образования зародышей  при  –2 К

для некоторых силикатных стекол и полимеров

Материал
, 

Дж/м3
, 

К
T, 
К

, 
К

, 
Дж/м2

, 
Дж/м2

, 
Дж

Li2O · 2SiO2 9.4 × 108 1310 1100 210 0.2 5.9 × 10–18 345 1.7 × 103

BaO · 2SiO2 5.1 × 108 1690 1460 230 0.13 7.6 × 10–18 392 7.0 × 102

Na2O · 2CaO · 3SiO2 7.2 × 108 1560 1300 260 0.19 8.0 × 10–18 445 9.4 × 102

iPP 1.57 × 108 461 401 60 0.07 0.0115 5.6 × 10–19 101 8.4 × 102

PE 2.8 × 108 418 368 50 0.093 0.0146 4.4 × 10–19 87 1.1 × 103

PBS 2.7 × 108 403 343 60 0.0337 0.0309 5.1 × 10–19 107 1.3 × 103

( )
( )
+ δI T T

I T
δ =T

Δ mh 0mT ΔT σe σ Δ CG Δ C

B

G
k T

+ δ( )
( )

I T T
I T



36

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 507  2022

МИНАКОВ

где , а затем усреднить полученное

решение по спектру времен релаксации, извест-
ному для заданного вещества из эксперимента.
Для теплоемкости с дебаевской релаксацией
уравнение (1) приобретает следующий вид:

(4)

где  – равновесная температуропровод-

ность, а  может быть в диапазоне 0.2–0.5 для
различных стеклообразующих жидкостей и поли-
меров [13].

Рассмотрим сферически-симметричную зада-
чу с источником тепла , кото-
рое выделяется в области радиусом  при одно-
родном граничном условии на расстоянии  от
центра источника: . Начальное усло-
вие:  при . Решение краевой задачи

 можно представить в виде суммы ряда (5):

(5)

где функции времени  удовлетворяют урав-
нению (6):

(6)

где  и .

Для примера рассмотрим случай, когда тепловой
поток равномерно распределен в области  с
плотностью . Тогда

(7)

Рассмотрим случай синусоидального изменения
теплового потока во времени: FS(t) =  при

 и  вне интервала . Тогда
решением уравнения (6) является функция (8)
при  и (9) при :

(8)

(9)

где  и  – корни полинома (1 – ε0)p2 +

+ . Причем параметры  и  –

действительные и положительные величины.
Кроме того,  при любых положитель-
ных ,  и .
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Например, рассмотрим зарождение и распад
кристаллического зародыша радиусом  10 нм за
время  1 нс (для качественной демонстрации ре-
зультата предположим, что зародыш имеет сфериче-
скую форму). Рассмотрим краевую задачу при

300 нм. Поскольку , то величина парамет-
ра  не имеет значения. В качестве простой модели
возникновения и исчезновения зародыша кристалла
рассмотрим синусоидальный поток .

Заметим, что , а плот-

ность теплового потока, необходимого для ком-
пенсации энергии, затраченной на образование

зародыша, равна . Поэтому

. Для расчетов 

возьмем  50 К и используем теплофизиче-
ские параметры жидкой фазы полиэтилена: 
= 1 г/cм3,  2 × 106 Дж/м3К,  0.2 Вт/м · К,

 1 × 10–7 м2/с, ,  418 К и 
= 2.8 × 108 Дж/м3 [11, 13]. Рассчитаем величину

 по формуле (5) при  0, 0.1 нс, 1 нс, 10 нс,
100 нс, а также используя функцию распределе-
ния , полученную из релаксационных экс-
периментов для полиэтилена низкой плотности
[14]. Полиэтилен низкой плотности выбран как
наиболее быстро релаксирующий полимер, т.е.
полимер с минимальным эффектом запаздыва-
ния динамической теплоемкости (при более мед-
ленной релаксации эффект заведомо больше). Ре-
лаксационные явления в стеклообразующих мате-
риалах обычно описываются функцией Кольрауша

, где  0.5. Причем H(τ0) =

=  при  0.5 и среднее время релак-

сации равно  [15]. Таким образом, измеряя
температурную зависимость среднего времени ре-
лаксации, можно определить  и  при
различных температурах. Впрочем, вид функции
распределения  не имеет большого значе-
ния, так как с ростом  эффект, связанный с за-
паздыванием динамической теплоемкости, насы-
щается уже при  порядка десятков нс. Таким об-
разом,  можно вычислить для различных

, а также для распределения . При расчете
 заметим, что сумма ряда (5) сходится как

 (  при ), а остаток

 не превышает 1% от π2/6 при  ~ 100.

=0r
τ =p

=R @ 0R r
R

( )Φ π τ0sin 2 / pt
τ Φ τ

Φ π τ =
π

/2
0

0
0

sin(2 / )
p

p
pt dt

Δ− = − Δ Δv

0
1 /

2 2 m m
g h T T

( ) ΔΦ = −πΔ τ  
 

0
0

/2m p
m

Th
T

( )δ ,T t r

Δ =T
ρ =

ρ =0c λ =
=0D ε =0 1/2 =0mT Δ =mh

( )δ ,T t r τ =0

( )τ0H

β− τexp( ( / ) )Kt β ~
−τ τ
πτ τ

0

0

exp( /4 )
4

K

K

β =

τ2 K

( )τK T ( )τ0H

( )τ0H
τ0

τ0

( )δ ,T t r
τ0 ( )τ0H

( )δ ,T t r

=
=  2

1
1/

N

N
n

S n → π2/6NS → ∞N

π −2( /6  )NS N

Поэтому, проводя расчеты  при ,
получаем погрешность меньше 1%.

Эффект запаздывания динамической тепло-
емкости весьма значителен при  10 нс, см.
рис. 1. Однако этот эффект еще мал при  0.1 нс,
см. рис. 1 и 2а. Эффект становится существенным
уже при  1 нс, см. рис. 2а. Впрочем, ростом 
эффект насыщается. Поэтому  при  10
и 100 нс практически совпадает с результатом
усреднения по , см. рис. 1, 2. Интересно, что
из-за эффекта запаздывания динамической теп-
лоемкости  при  0.1 нс и  при

 0 имеют противоположные знаки при  10 нм и
 0.65 нс, см. рис. 2б.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Локальные тепловые возмущения, связанные
с образованием зародышей кристаллической фа-
зы, существенно влияют на скорость нуклеации в
переохлажденных стеклообразующих жидкостях.
Локальное изменение температуры вблизи заро-
дыша на величину  2 K может значительно
(на два-три и более порядков) изменить скорость
нуклеации. Кроме того, эффект динамической
теплоемкости в стеклообразующих материалах
существенно влияет на величину  локального
изменения температуры вблизи зародыша. Этот
эффект увеличивается с ростом времени релакса-
ции динамической теплоемкости  и достигает
насыщения при  порядка десятков наносекунд.
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Рис. 1. Зависимость изменения температуры 
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МИНАКОВ

Развитая математическая модель и проведенные
оценки  могут быть полезны для понима-
ния процессов, происходящих при нанокристал-
лизации стеклообразующих жидкостей, и при
разработке технологии наноструктурированных
материалов, полимеров и изделий.
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HEAT TRANSFER PROCESSES AT EARLY STAGES 
OF CRYSTAL NUCLEATION IN GLASS-FORMING MATERIALS 

AND POLYMERS
A. A. Minakova

aProkhorov General Physics Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS I.A. Shcherbakov

Local thermal perturbations in supercooled glass-forming liquids during the nucleation and decay of nuclei
of the crystalline phase are analyzed. The nonequilibrium thermal response of glass-forming materials to fast
local thermal perturbations is described using an integral equation with dynamic heat capacity. It is shown
that local thermal perturbations associated with the formation of nuclei of the crystalline phase significantly
affect the nucleation rate in supercooled glass-forming liquids. The obtained fundamental knowledge can be
useful for the technology of new nanostructured materials, polymers and nanocomposites.

Keywords: glass-forming materials, nonequilibrium heat transfer, dynamic heat capacity, crystallization,
phase transformations
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Рассматривается методика синтеза наночастиц Tb при помощи техники лазерной абляции в различ-
ных жидких средах (МQ-вода, этанол, изопропанол, изобутанол) с целью получения коллоидных
растворов наночастиц Tb, содержащих различное количество окисленных частиц. Генерация нано-
частиц в изобутиловом спирте демонстрирует наименьший процент окисленных частиц относи-
тельно общего числа частиц в полученном коллоиде с итоговым соотношением окисленных частиц
Tb2O3 ко всем частицам, близким примерно к 5%. Исследовано влияние окисленных частиц на ин-
тенсивность физико-химических процессов (формирование плазмы, ударных волн и акустических
сигналов, образование химических продуктов в результате распада молекул воды), происходящих
при оптическом пробое коллоидных растворов. Общая тенденция влияния окисленных частиц вы-
ражается в увеличении интенсивности вышеперечисленных характеристик при лазерном пробое с
увеличением доли Tb2O3 относительно общего числа частиц в коллоиде. Наблюдаемый эффект,
предположительно, связан с высокой агрегационной способностью частиц Tb2O3, коэффициент
поглощения частиц при пробое играет вторичную роль.

Ключевые слова: лазерное излучение, наночастицы, тербий, оптический пробой, оксиды
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Синтез наночастиц при помощи техники ла-
зерной абляции в жидкости является одним из са-
мых распространенных методов получения ча-
стиц различных металлов [1, 2]. К преимуществам
этой техники обычно относят простоту, скорость
синтеза, а также “чистоту” метода, т.е. отсутствие
сторонних химических соединений при синтезе
наночастиц.

Последнее преимущество техники лазерной
абляции хорошо демонстрируется на примере зо-
лотых наночастиц, для получения которых суще-
ствует множество способов [3, 4], например, ме-
тод химического восстановления [5], позволяю-
щий создавать наночастицы Au путем замещения

атома золота в химическом соединении на атом-
донор электронов. Лазерная абляция золотой ми-
шени в воде позволяет получать наночастицы зо-
лота напрямую без использования сторонних хи-
мических соединений, при этом возможно изме-
нять размеры и распределение частиц, варьируя
параметры лазерного излучения [6].

Однако получение металлических наночастиц
большинства металлов в воде не всегда возможно
из-за происходящего при абляции окисления [7],
а также последующем взаимодействии с раство-
ренным в воде кислородом [8]. Использование
органических растворителей в качестве рабочей
жидкости при лазерной абляции позволяет зна-
чительно снизить процент оксидов на частицах за
счет образования на поверхности частиц углерод-
ных пленок, образующихся при разложении ор-
ганики в результате воздействия плазмы оптиче-
ского пробоя [9]. Поэтому на текущий момент
интенсивно исследуется влияние оптического
пробоя и сопровождающих пробой физических и
химических процессов на формирование и моди-
фикацию наночастиц при лазерной абляции и ла-
зерной фрагментации.
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Известно, что при облучении коллоидных рас-
творов наночастиц излучением инфракрасного
диапазона большую часть энергии лазерного из-
лучения поглощают свободные электроны метал-
лической кристаллической решетки, поглощение
излучения молекулами среды пренебрежимо ма-
ло. Оксиды большинства металлов имеют гораздо
более низкий коэффициент поглощения в ближ-
нем ИК по сравнению с чистыми металлами [10],
поэтому можно предположить, что использова-
ние наночастиц металлов, не имеющих оксидных
поверхностных слоев, будет приводить к более эф-
фективному вложению электромагнитной энергии
лазерного импульса в плазму пробоя и, как след-
ствие, к увеличению интенсивности сопряженных с
пробоем физических и химических процессов.

Таким образом, целью представленной работы
является исследование качественных и количе-
ственных изменений, происходящих в физиче-
ских и химических процессах, наблюдаемых при
оптическом пробое коллоидов наночастиц Tb
одинаковой концентрации и имеющих различное
соотношение окисленных и металлических ча-
стиц.

Выбор наночастиц тербия в качестве материа-
ла наночастиц в данной работе обусловлен тем,
что пики оксида тербия на рентгеновских ди-
фрактограммах позволяют проводить качествен-
ную оценку доли окисленных частиц в коллоиде,
таким образом, можно судить об эффективности
использования различных жидких сред при ла-
зерной абляции с целью получения металличе-
ских наночастиц.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ
Синтез наночастиц тербия

Наночастицы тербия были получены методом
лазерной абляции в жидкости. Отполированную
твердую мишень (Tb 99.99%) располагали на дне
стеклянной кюветы под тонким слоем рабочей
жидкости толщиной 2–3 мм и облучали лазерным
излучением (90 Дж/см2 на длине волны 1.064 мкм,
длительность импульса 10 нс, частота 10 кГц, диа-
метр пучка 100 мкм). В случае летучих жидкостей
кювету накрывают тонким стеклом, чтобы замед-
лить испарение. При этом рабочие жидкости подо-
браны по соотношению атомов и, как следствие, по
соотношению образующихся окислительно-вос-
становительных эквивалентов (вода Н/О – 2/1,
этанол Н/О – 6/1, изопропанол Н/О – 8/1 и изо-
бутанол H/O –10/1).

Полученные в результате абляции частицы
тербия были перемещены в MQ-воду при помо-
щи центрифугирования и отмывки в MQ-воде.
Первоначально наночастицы тербия осаждались
при помощи центрифуги LMC-4200 (Biosan). Цен-
трифугирование происходило при 15000 об/мин в

течение 40 мин. Из раствора с осажденными на-
ночастицами отбиралась органика, вместо спирта
заливалась MQ-вода. Полученный коллоид поме-
щался в ультразвуковую ванну (мощность ультра-
звука составляла 20 Вт) на 20 мин. Процедура от-
мывки производилась 6 раз для каждого образца
наночастиц тербия.

Размер наночастиц определялся при помощи
аналитической центрифуги DC24000 (CPS Instru-
ments). Для подтверждения морфологии наноча-
стиц использовали ПЭМ-изображения с просве-
чивающего электронного микроскопа Libra 200
FE HR (Carl Zeiss).

Запись дифрактограмм проводилась на рент-
геновском дифрактометре Bruker D8 Discover A25
DaVinsi Design. Источник излучения – керамиче-
ская рентгеновская трубка Siemens KFL, размеры
фокуса: 0.4 × 12 мм. Режимы съемки: излучение
CuKα, Kβ-фильтр, U = 40 кВ, I = 40 мА, геомет-
рия Брэгга–Брентано, коллиматоры Соллера 2.50,
щель – 0.638 мм, детектор LYNXEYE, интервал
сканирования 2θ = 15°–80°, шаг сканирования
0.02°, экспозиция в шаге 6 с. Радиус гониометра
280 мм. Спектры обрабатывались программой
EVA 2.1.

Экспериментальная установка

Схема используемой установки для исследова-
ния физических и химических процессов, наблю-
дающихся при оптическом пробое, подробно
описана в работе [11]. Лазерное излучение (λ =
= 1064 нм, τ = 10 нс, ν = 10 кГц, ε = 2 мДж, диа-
метр пучка 40 мкм) вводили в кювету через про-
зрачное дно с помощью системы зеркал. Введе-
ние лазерного излучения указанным способом
позволяет избегать дефокусировки лазерного из-
лучения на всплывающих вверх пузырьках газа.
Кювета заполнялась водным раствором наноча-
стиц тербия в количестве 10 мл, концентрация
наночастиц тербия n = 109 НЧ/мл. Выбор обозна-
ченной концентрации наночастиц обусловлен
эмпирически установленным фактом наиболь-
шей интенсивности всех наблюдаемых процес-
сов, начиная от максимальной интенсивности
свечения вспышек плазмы и заканчивая наиболь-
шими скоростями генерации химических про-
дуктов. Чтобы пробой каждый раз происходил в
невозмущенной среде, лазерное излучение пере-
мещали по кювете с помощью гальвано-механи-
ческого сканатора.

Фотосъемка плазмы, образующейся при опти-
ческом пробое, происходила с помощью фотоап-
парата Canon D75 (режим макросъемки, градация
серого, выдержка 100 мс). На один лазерный им-
пульс может приходится от нуля до нескольких
десятков пробоев, лежащих на разных расстояни-
ях друг от друга, имеющих разные интенсивности
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светимости, площади поперечного сечения, ам-
плитуды и т.д. Все перечисленные параметры вы-
числялись при обработке фотографий с помощью
автоматической программы LaserImage.

Акустический спектр лазерного пробоя реги-
стрировался при помощи пленочного пьезодат-
чика, интегрированного в кювету. Плоскость дат-
чика располагалась параллельно линии сканиро-
вания лазерного излучения. Акустический датчик
присоединен к цифровому осциллографу (GW In-
stek GDS-72204E). Осциллограф синхронизирова-
ли с лазером с помощью pin-диода таким образом,
чтобы сигнал лазера запускал развертку цифрово-
го осциллографа. Для анализа данных использова-
на специально разработанная программа LaserCav.
Более детально измерения акустических сигналов
и акустические процессы, происходящие в нашей
системе, описаны ранее [12].

Химический анализ продуктов, образующихся
при оптическом пробое, осуществляли вне экспе-
риментальной кюветы. Отбор проб осуществляли
с помощью системы быстрого отбора. Для коли-
чественного определения перекиси водорода ис-
пользовали высокочувствительный метод уси-
ленной хемилюминесценции в системе люми-
нол-p-йодофенол-пероксидаза хрена. Детекцию
люминесценции проводили с помощью хемилюми-
нометра Биотокс-7АM (“Экон”, Россия). Концен-
трацию образовавшейся перекиси водорода рас-
считывали, используя калибровочные графики,
для построения которых измеряли интенсив-
ность хемилюминесценции образцов, содержа-
щих добавленную перекись водорода известной
концентрации. Исходную концентрацию Н2О2,
используемую для калибровки, определяли спек-
трофотометрически при длине волны 240 нм с ко-
эффициентом поглощения 43.6 (М–1 ⋅ см–1). Об-
разцы (3 мл) помещали в полипропиленовые
флаконы (Beckman, США) и добавляли по 0.15 мл
“счетного раствора”, содержащего: 1сМ Трис-
HCl буфер рН 8,5, 50 мкМ p-йодфенол, 50 мкМ лю-
минол, 10 нМ пероксидазы хрена при определении
наномолярных концентраций Н2О2. “Счетный рас-
твор” готовился непосредственно перед измерени-
ем. Чувствительность метода позволяет опреде-
лять Н2О2 в концентрации 0.1 нМ.

Определение продукции OH-радикалов осу-
ществляли с помощью реакции с кумарин-3-кар-
боновой кислотой (ККК), продукт гидроксили-
рования которой – 7-гидроксикумарин-3-карбо-
новая кислота (7-ОН-ККК) – является удобным
флуоресцентным зондом для определения обра-
зования этих радикалов. Раствор ККК (0.5 мМ)
приготавливали в фосфатно-солевом буфере (Sig-
ma, USA) рН 7.4. Наночастицы к раствору добав-
ляли непосредственно перед воздействием лазер-
ного излучения. Флуоресценцию продукта реак-
ции ККК с гидроксильным радикалом – 7-ОН-

ККК, измеряли на спектрофлуориметре FP-8300
(JASCO, Япония) с λex = 400 нм, λem = 450 нм. Ка-
либровку производили с помощью коммерческой
7-ОН-ККК (Sigma, USA).

РЕЗУЛЬТАТЫ

Морфология наночастиц тербия

На рис. 1 представлены дифрактограммы че-
тырех образцов наночастиц тербия, полученных
при абляции в воде (Tb2O3–70%), этаноле
(Tb2O3–40%), изопропаноле (Tb2O3–15%) и изо-
бутаноле (Tb2O3–5%). Пики оксида и металличе-
ского Tb часто перекрываются, что делает невоз-
можным количественные оценки. Так, в интерва-
ле 2θ = 27–34 градуса наблюдается секстет,
содержащий 6 пиков Tb2O3 и 3 пика Tb. Послед-
няя линия секстета сформирована из точно сов-
падающих пиков (–1 1 2) Tb2O3 и (1 0 1) Tb. Сред-
нюю величину наночастиц Tb2O3 удается оценить
по пику (3 1 3) при 2θ = 47.8 град. Для образцов на-
ночастиц тербия, полученных в воде, на долю ок-
сида приходится более 70%, можно предполагать,
что наночастицы, полученные в этаноле, в сред-
нем состоят из оксидов на 40%, полученные в
изопропаноле на 15%, в изобутаноле на 5%.

Проведена оценка среднего диаметра всех по-
лученных наночастиц (рис. 2а). Показано, что для
90% полученных частиц значение диаметра нахо-
дится в диапазоне от 3.5 до 4.5 нм, у 99% наноча-
стиц – от 2 до 7 нм. В то же время в коллоиде при-
сутствуют частицы с более крупными размерами
в основном от 50 до 200 нм, что отражается в рас-
пределении частиц тербия по массе, однако их ко-
личество в коллоиде пренебрежимо мало в сравне-
нии с количеством мелких частиц (рис. 2б).

Рис. 1. Рентгеновские дифрактограммы полученных
образцов наночастиц тербия. Проценты означают ко-
личественное соотношение окисленных частиц тер-
бия к общему числу частиц.
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Данные, полученные с дисковой центрифуги
по определению среднего размера, подтверждены
снимками с TEM (рис. 2, в–е). Приведены изоб-
ражения для каждой группы исследуемых частиц,
полученных с использованием различных жидко-
стей – изобутанола, изопропанола, этанола и
MQ-воды. Контраст микрофотографий с просве-
чивающего микроскопа подтверждает различное
содержание оксидов тербия в наночастицах раз-
ных групп. Например, на рис. 2в изображены на-
ночастицы Tb, полученные при лазерной абля-
ции в изобутаноле, а на рис. 2е показаны частицы
Tb, полученные при абляции в воде. Видно, что
на рис. 2в контуры некоторых частиц оказывают-
ся более темными и контрастными в сравнении с
изображением на рис. 2е, что говорит о присут-
ствии на первом рисунке в основном металличе-
ских частиц, в то же время полностью окислен-
ные частицы “менее контрастны”, что указывает
на присутствие оксида.

Анализ вспышек плазмы пробоя

На рис. 3a–г представлены результаты по ана-
лизу пространственного распределения пробоев в

вспышках плазмы, а также исследование интен-
сивностей индивидуальных пробоев и общей ин-
тенсивности вспышек в зависимости от исполь-
зуемого типа частиц Tb. Зависимость среднего
количества пробоев, приходящихся на один ла-
зерный импульс, от степени окисленности ча-
стиц приведена на рис. 3а. Показано, что с увели-
чением доли окисленных в коллоидном растворе
частиц среднее количество пробоев в одной
вспышке увеличивается с 0.2 шт/импульс при ис-
пользовании полностью металлических частиц
(5%) до 0.3 шт/импульс пробоев в одной вспышке
для почти полностью окисленных частиц (70%).

Одновременно с ростом числа отдельных про-
боев в одном треке наблюдается и увеличение
среднего расстояния между соседними пробоями
(рис. 3б). Так, при облучении коллоидных рас-
творов, содержащих только 5% окисленных ча-
стиц, среднее расстояние между соседними про-
боями в лазерном треке составляет примерно
300 мкм. Увеличение числа окисленных частиц в
облучаемом растворе приводит к росту расстоя-
ния измеряемого расстояния до 360 мкм для кол-
лоида с 15%-м содержанием оксидов, около
430 мкм с 40%-м и до примерно 500 мкм при

Рис. 2. Распределение числа наночастиц Tb в зависимости от размера (а) и распределение веса наночастиц Tb в зави-
симости от размера (б). ТЕМ-изображения наночастиц Tb, полученных при лазерной абляции, в изобутаноле (в), изо-
пропаноле (г), этаноле (д) и воде MQ (е). Величина масштабной метки на ТЕМ-снимках – 10 нм.
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облучении растворов с 70%-м содержанием окис-
ленных наночастиц. Как результат, измеряемое
среднее расстояние между пробоями увеличива-
ется примерно на 40% при увеличении числа
окисленных частиц в коллоиде с 5 до 70%.

Величина интенсивности свечения отдельных
пробоев также демонстрирует рост (рис. 3в). При
облучении коллоидных растворов с 5%-м содержа-
нием оксидных частиц тербия средняя интенсив-
ность вспышек плазмы составляет примерно
100 отн.ед. При увеличении количества частиц ок-
сида Tb2O3 наблюдается монотонное увеличение
средней интенсивности пробоев – с примерно
110 отн.ед. при облучении коллоида с 15%-м содер-
жанием окисленных частиц до 120 отн.ед. при облу-

чении 40%-го коллоидного раствора и до 130 отн.ед.,
соответственно, для коллоида с окисленными ча-
стицами, составляющими 70% от общего числа.
Таким образом, рост интенсивности вспышек со-
ставляет примерно 30% от изначального значе-
ния интенсивности.

Монотонный рост наблюдается и при измерении
общей интенсивности вспышек плазмы (рис. 3г):
увеличение общей светимости вспышки при до-
бавлении различных типов частиц в раствор при-
водит к росту светимости примерно с 6200 отн.ед.
(Tb2O3 – 5%) до 6400 (Tb2O3 – 15%), до
7400 отн.ед. (Tb2O3 – 40%) и до 8100 отн.ед. (Tb2O3 –
70%).

Рис. 3. Изменение пространственного распределения и характеристик пробоев в плазменной вспышке в зависимости
от процентного содержания наночастиц Tb2O3: a – зависимость среднего числа пробоев, приходящихся на один ла-
зерный импульс, от степени окисленности коллоида; б – изменение среднего расстояния между ближайшими вспыш-
ками в зависимости от степени окисленности наночастиц в коллоиде; в – изменение средней интенсивности единич-
ного пробоя от окисленности наночастиц; г – зависимость общей светимости плазменной вспышки от степени окис-
ленности наночастиц; д – влияние степени окисленности наночастиц на величину интенсивности акустических
сигналов, регистрируемых от одного лазерного импульса. Величины амплитуд акустических сигналов усреднены по
10 измерениям. Ошибки обозначают стандартное отклонение среднего (SEM).
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Анализ акустических сигналов 
при оптическом пробое

Изменения амплитуд ультразвуковых колеба-
ний, индуцированных оптическим пробоем в за-
висимости от степени окисленности частиц Tb,
представлены на рис. 3д. Показано, что интен-
сивность ультразвуковых колебаний увеличива-
ется при увеличении доли окисленных частиц в
облучаемом коллоиде. При изменении доли
окисленных частиц с 5 до 15% от общего числа
частиц интенсивность акустических колебаний
изменяется незначительно. Увеличение числа
окисленных частиц в облучаемом коллоиде до
40% приводит к резкому увеличению интенсив-
ности ультразвука, а именно, пиковые значения
амплитуд акустических колебаний в среднем увели-
чиваются в 2.5 раза. При дальнейшем увеличении
доли окисленных частиц тербия интенсивность
акустических колебаний возрастает и становится
больше изначальных величин интенсивности аку-
стики в 3 раза. При этом интенсивность акустиче-
ских колебаний при оптическом пробое на наноча-
стицах тербия, содержащих 70% оксидов, примерно
на 20% больше по сравнению интенсивностью ко-
лебаний при оптическом пробое на наночастицах,
содержащих примерно 40% оксидов.

Образование перекиси водорода 
и гидроксильных радикалов

Образование перекиси водорода и гидрок-
сильных радикалов под действием оптического

пробоя, индуцированного лазерным излучением,
на наночастицах тербия представлено на рис. 4.
Показано, что количество окисленных наноча-
стиц влияет на генерацию перекиси водорода и
гидроперекисных радикалов под действием опти-
ческого пробоя, как показано на рис. 4а, 4б соот-
ветственно.

На рис. 4а показаны изменения концентрации
перекиси водорода в растворе с увеличением дли-
тельности облучения для различных типов рас-
творов. Для всех образцов характерно линейное
увеличение концентрации перекиси водорода с
ростом времени облучения. Наклон кривых поз-
воляет определить скорость, с которой происхо-
дит образование перекиси водорода. Из рис. 4
видно, что при использовании наночастиц с про-
центным содержанием оксидов, варьирующихся
от 5 до 15%, скорость генерации перекиси водо-
рода составляет примерно 0.5–0.6 мкмоль/мин и
не изменяется значительно. При использовании
наночастиц тербия с процентной долей оксидов
40% происходит резкий рост величины скорости
генерации – до примерно 1.4 мкмоль/мин, а при
облучении коллоидных растворов с 70%-м содер-
жанием Tb2O3 скорость генерации составляет
примерно 2.6 мкмоль/мин, т.е. скорость генера-
ции увеличивается примерно в 4 раза в сравнении
с предыдущими значениями для коллоидов с низ-
ким содержанием оксидов.

Похожая картина наблюдается и при исследо-
вании генерации гидроперекисных радикалов,
рис. 4б. Генерация радикалов так же, как и в слу-

Рис. 4. Образование перекиси водорода и гидроксильных радикалов при лазерном пробое водных растворов наноча-
стиц Tb; a – концентрация перекиси водорода в зависимости от времени облучения и скорость образования перекиси
водорода в зависимости от содержания окисленных наночастиц Tb2O3; б – концентрация гидроксильных радикалов
в зависимости от времени облучения и скорость образования гидроксильных радикалов в зависимости от степени
окисленности коллоида наночастиц Tb. Значения измеряемых параметров усреднены по 5 измерениям, ошибки соот-
ветствуют стандартному отклонению среднего.
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чае с перекисью водорода, описывается линей-
ной функцией в зависимости от времени облуче-
ния коллоида. При этом рост доли окисленных
частиц в облучаемом коллоиде приводит к моно-
тонному росту скорости генерации гидроксиль-
ных радикалов. Так, например, при использова-
нии наночастиц с содержанием оксидов, равным
5, 15, 40 и 70%, скорость генерации радикалов со-
ответственно составляет примерно 60, 110, 180 и
280 нмоль/мин. Таким образом, величина скоро-
сти генерации увеличивается в 4.5 раза.

ОБСУЖДЕНИЕ

Как показывают результаты экспериментов,
использование наночастиц оксида тербия T2O3 в
качестве затравок для инициирования оптиче-
ского пробоя при облучении наносекундным из-
лучением Nd:YAG лазера приводит к изменению
интенсивности пробоя. Общая тенденция эф-
фекта при облучении коллоидных растворов сво-
дится к увеличению интенсивности пробоя при
увеличении относительного числа окисленных
наночастиц в облучаемом коллоиде.

Ранее было указано, что величина коэффици-
ента поглощения инфракрасного излучения для
наночастиц металлов больше, чем для оксидов,
что должно было выражаться в противоположной
динамике, т.е. снижении общей интенсивности
оптического пробоя при увеличении доли нано-
частиц оксидов тербия в коллоиде. Наблюдаемое
расхождение в результатах эксперимента и ожи-
даемым эффектом можно рассмотреть со следую-
щей точки зрения. Величина поглощенной нано-
частицей энергии лазерного импульса действи-
тельно может прямо коррелировать с величиной
коэффициента поглощения [13]. Однако при
этом также нужно учитывать и размер наноча-
стиц, или, иначе, сечение поглощения.

В случае с наночастицами тербия, полученны-
ми в различных жидких средах, следует обратить
внимание на полученные распределения по раз-
меру и весу, рис. 2а, б. Из рис. 2б видно, что с уве-
личением количества окисленных частиц в кол-
лоиде изменяется форма пика в расположенном в
диапазоне 200 нм распределении частиц по весу.
С увеличением степени окисленности коллоида
доля крупных частиц возрастает и вместе с этим
уменьшается полуширина распределения, что го-
ворит о том, что способность к агрегации у окис-
ленных частиц выше, чем у менее окисленных,
вероятнее всего, за счет наличия вокруг не окис-
ленных наночастиц углеродной оболочки, кото-
рая препятствует формированию агрегатов [14]. В
этом случае сечение поглощения агрегатов нано-
частиц тербия будет выше, чем у отдельных ча-
стиц, и, следовательно, вероятность пробоя будет
больше.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе исследован эффект влияния окислен-

ных наночастиц тербия на интенсивность про-
цессов, происходящих при оптическом пробое
водных коллоидных растворов. Показано, что
интенсивность акустики, свечения плазмы и ско-
рость генерации продуктов разложения молекул
воды возрастают при увеличении в коллоиде доли
окисленных частиц относительно общего числа
частиц. Результаты исследования показывают,
что эффект изменения коэффициента поглоще-
ния для окисленных и не окисленных частиц но-
сит второстепенный характер, в то время как ин-
тенсивность оптического пробоя в большей сте-
пени зависит от способности наночастиц к
агрегации в растворе.
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COMPARISON OF THE INTENSITY OF CHEMICAL AND PHYSICAL 
PROCESSES OCCURRING DURING LASER-INDUCED BREAKDOWN 

OF COLLOID SOLUTIONS OF TERBIUM NANOPARTICLES 
WITH DIFFERENT OXIDATION DEGREES

A. V. Simakina, I. V. Baymlera, V. V. Smirnovaa, M. E. Astasheva, V. V. Voronova,
Corresponding Member of the RAS A. S. Dorokhovb, and S. V. Gudkova,b

a Prokhorov General Physics Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
b Federal Scientific Agroengineering Center VIM, Moscow, Russia

A technique of the synthesis of Tb nanoparticles using laser ablation in various liquid media (MQ-water, eth-
anol, isopropanol, isobutanol) is studied. The main goal is to obtain colloidal solutions of Tb nanoparticles
containing various amounts of oxidized particles. The synthesis of nanoparticles in isobutyl alcohol shows the
smallest percentage of oxidized particles relative to the total number of particles in the resulting colloid, with
a final ratio of oxidized Tb2O3 particles to all particles close to about 5%. The influence of oxidized particles
on the intensity of physicochemical processes (formation of plasma, shock waves and acoustic signals, for-
mation rates of chemical products as a result of the dissociation of water molecules) occurring during optical
breakdown of colloidal solutions has been studied. The general tendency is expressed in an increase in the in-
tensity of the above characteristics during laser breakdown with an increase in the fraction of Tb2O3 relative
to the total number of particles in the colloid. The observed effect is presumably related to the high aggrega-
tion of Tb2O3 particles; the absorption coefficient of particles plays a secondary role.

Keywords: laser radiation, nanoparticles, terbium, laser-induced breakdown, oxides
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Экспериментально исследован нагрев поверхности затупленной пластины из материала с низкой
теплопроводностью в аэродинамической трубе на режиме сильного взаимодействия. Течение в по-
граничном слое на пластине не является стационарным, так как во время пуска температура поверх-
ности пластины непрерывно возрастает, а ее распределение по поверхности является переменным.
Установка клина в окрестности задней кромки пластины приводит к изменениям области возму-
щенного течения и распределения температуры на поверхности пластины перед ним вплоть до пе-
редней кромки по сравнению со случаем обтекания пластины без клина. Указанные изменения
объясняются распространением по дозвуковой части пограничного слоя против потока возмуще-
ний давления, вызванных установкой клина.

Ключевые слова: затупленная пластина, нестационарный пограничный слой, сильное взаимодей-
ствие, ударная волна, тепловизор
DOI: 10.31857/S2686740022060049

Для случая обтекания заостренной пластины
для значения гиперзвукового параметра взаимо-
действия, стремящегося к бесконечности, авто-
модельное решение было получено в [1]. При ис-
следовании обтекания пластины конечной дли-
ны в [2] впервые было установлено, что решение
в окрестности острой передней кромки не явля-
ется единственным, а существует однопарамет-
рическое семейство решений, и подбор значения
параметра позволяет удовлетворить дополни-
тельному условию на задней кромке. Вычислен-
ные в [2] значения собственных чисел, определя-
ющих интенсивность распространения возмуще-
ний, даже при обтекании теплоизолированной
пластины оказались порядка двадцати пяти. При
уменьшении температурного фактора область рас-
пространения возмущений против потока локали-
зуется и оказывается порядка толщины погранич-
ного слоя [3]. Исследования обтекания заострен-
ной пластины на режиме сильного взаимодействия
[4] при длительности пуска аэродинамической тру-
бы (АДТ) до 7 с показали, что установка клина в
окрестности задней кромки пластины приводит к

изменению распределения температуры по по-
верхности перед ним вплоть до передней кромки.

Отличительной особенностью пограничного
слоя на притупленных телах в гиперзвуковом по-
токе является его развитие в неоднородном внеш-
нем потоке со значительным градиентом энтро-
пии поперек линий тока, обусловленной тем, что
ударная волна, отошедшая от передней части те-
ла, является криволинейной. Этот эффект вихре-
вого взаимодействия может оказаться наиболее
важным среди других эффектов вязко-невязкого
взаимодействия, особенно на передней части те-
ла, пока энтропийный слой не будет поглощен
пограничным слоем и на первую роль выйдет вза-
имодействие через давление (режим сильного
вязко-невязкого взаимодействия). Далее вниз по
течению с увеличением местного числа Рей-
нольдса и уменьшения гиперзвукового параметра
взаимодействия будет происходить переход к
умеренному, а затем и слабому взаимодействию.

В настоящей работе экспериментально иссле-
дуется гиперзвуковое обтекание модели затуп-
ленной пластины с клином при длительности
пуска АДТ до 45 с. За это время поверхность мо-
дели успевает нагреться значительно сильнее,
чем в [4]. Целью данной работы является иссле-
дование влияния распространения возмущений
давления, создаваемых клином, на изменение об-
ласти возмущенного течения и распределения
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температуры на поверхности пластины перед
ним, в случае, когда происходит существенный
аэродинамический нагрев пластины с течением
времени.

АЭРОДИНАМИЧЕСКАЯ ТРУБА И МОДЕЛЬ

Исследование проводилось в гиперзвуковой
аэродинамической трубе ЦАГИ. Электрический
дуговой подогреватель (ЭДП) нагревает воздух в
форкамере до температуры Tф ~ 3400 К. Скорость
потока u∞ = 2500 м/с, диаметр ядра равномерного
потока около 80 мм. В окне диаметром 140 мм ра-
бочей части установлено германиевое стекло для
съемки тепловизором FLIR T420 60 Гц c диапазо-
ном от 200 до 1300°С. Тепловизор фиксирует рас-
пределение температуры в градусах Цельсия, как
по всей поверхности модели, так и температуру в
трех заранее выбранных точках. В данных экспе-
риментах указанные точки всегда располагались
на оси пластины вдоль потока. Расстояние от пе-
редней кромки пластины до точки 1 – 55 мм, до
точки 2 – 30 мм и до точки 3 – 6 мм. Через второе
окно d = 240 мм производилась видеосъемка циф-
ровой камерой CASIO EX-F1. Для исследований
была изготовлена модель, состоящая из двух пла-
стин. Нижняя (силовая) пластина длиной 110 мм
и шириной 50 мм изготовлена из нитрида крем-
ния Si3N4 толщиной 3.5 мм. Передняя кромка
пластины заостренная, имеет форму несиммет-
ричного клина с углом 10°. Верхняя пластина из-
готовлена из материала UltraBoard тип 1850/400 с
λ = 0.034 Вт/(м град) при 1400°С, толщиной 6 мм
и приклеена к нижней пластине. Передняя кром-
ка верхней пластины закруглена и представляет
собой четверть окружности радиусом 6 мм. Мо-
дель с помощью пневмоустройства вводилась в
поток через 5 с после включения ЭДП. Время

ввода модели в поток составляет ~0.1 с. Модель
устанавливалась в горизонтальной плоскости при
испытаниях с записью на видеокамеру, и в верти-
кальной плоскости при использовании теплови-
зора. Для имитации щитков использовались кли-
нья, которые устанавливались на расстоянии
70 мм от передней острой кромки нижней пла-
стины. Клинья шириной 50 мм, длиной 40 мм и
высотой от 5 мм до 30 мм изготовлены из тепло-
изоляционного материала АГ-4.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
В экспериментах число Рейнольдса Re∞l =

= 5350 вычислено по параметрам невозмущенного
потока и длине l = 110 мм, а тогда гиперзвуковой
параметр взаимодействия χ =  = 7.3, что
соответствует режиму сильного вязко-невязкого
взаимодействия [1–3]. Так как измерение темпе-
ратуры поверхности модели с помощью теплови-
зора через данное германиевое стекло приводит к
существенному занижению реальной температу-
ры, то был определен поправочный коэффициен-
та Kt, который возрастает от 0.9 до 1.52 при увели-
чении температуры от 15°С до 100°С [4], а затем
выходит на полку ~1.525 при достижении 400°С.

Зависимости безразмерной температуры
Tw/T∞ = (Kt ⋅ Tw °C + 273 K)/T∞ в точках 1, 2 и 3 на
поверхности модели без клина (кривые a1, a2, a3)
от времени приведены на рис. 1.

Здесь Tw °C – температура тепловизора, Kt –
поправочный коэффициент и T∞ = 241 K – тем-
пература в ядре потока. Время t = 0 с соответству-
ет моменту введения модели в поток. В точке 3
безразмерная температура (кривая a3) растет наи-
более быстро в течение первых 10 с, достигая зна-
чения Tw/T∞ = 6.8 (Тw = 1638 K) и к концу 20-й се-
кунды выходит на значение 7.09 (1708 K). В тече-
ние последующих 15 с возрастание Tw/T∞ не
превышает 1.5%. Максимальная температура в
точке 3 к концу пуска достигает значения 1737 K.
Температура в точках 1 и 2 растет более медленно
и достигает максимальных значений соответ-
ственно 961 и 1171 К. Таким образом, имеет место
неравномерный нестационарный нагрев поверх-
ности затупленной пластины, а следовательно,
пограничный слой, образующийся на ней, не яв-
ляется стационарным. Для выяснения влияния
клина на распределение температуры поверхно-
сти модели на этом же рисунке приведены дан-
ные для модели с клином высотой 30 мм (кривые
b1, b2, b3). Сравнивая кривые b1, b2, b3 с распре-
делениями безразмерной температуры на пласти-
не без клина (кривые a1, a2, a3), можно отметить,
что в данном испытании температура в точке 3 к
моменту времени t = 35 с увеличилась на 49°С, т.е.
на 2.8%, а в точках 1 и 2 безразмерная температу-
ра увеличилась на 6.2 и 0.8% соответственно. Сле-

∞ ∞
3M / Re lРис. 1. Зависимости Tw /T∞ в точках 1, 2, 3 на поверх-

ности модели от времени.
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довательно, установка клина высотой 30 мм на
пластине влияет на распределение температуры
поверхности перед ним и наиболее сильно это
проявляется в окрестности точки 1 перед клином
и окрестности передней затупленной комки пла-
стины в точке 3. Таким образом, имеет место рас-
пространение возмущений индуцированного
давления, вызываемых клином, на всю длину
пластины вплоть до передней кромки. Это влия-
ние оказывается существенно сильнее, особенно
в окрестности передней кромки, чем предсказы-
вает теория [2]. Физическое объяснение этого
принципиального различия заключается в том,
что при непрерывно возрастающей и неравно-
мерной по поверхности температуре пластины
формирующийся пограничный слой является не-
стационарным, а из-за режима сильного взаимо-
действия и течение в ударном слое становится не-
стационарным. В результате в области течения
около клина из-за вязко-невязкого взаимодей-
ствия непрерывно возникают нестационарные
возмущения давления, которые распространяют-
ся по дозвуковой части пограничного слоя про-
тив потока. Причем более поздние по времени
возникающие возмущения индуцированного
давления распространяются с большей скоро-
стью, так как температура в пограничном слое все
время растет. Следовательно, эти возмущения
давления могут догонять предыдущие и поддер-
живают их от затухания.

Так как в данных экспериментах наблюдался
достаточно сильный аэродинамический нагрев
моделей, то на основе записей видеокамеры было
оценено его влияние на изменение положения
головной ударной волны (толщины возмущенной
области) на расстоянии 70 мм от передней кром-

ки с течением времени. Исследовалось влияние
клиньев разной высоты, передняя кромка кото-
рых располагалась на расстоянии 70 мм. Зависи-
мости расстояния от поверхности пластины до
внешней границы головной ударной волны Yу.в. на
расстоянии x = 70 мм от передней кромки модели
от времени (кривая 1 – без клина, 2 – клин 5 мм,
3 – 10 мм, 4 – 15 мм, 5 – 20 мм, 6 – 25 мм, 7 – 30 мм)
представлены на рис. 2. Аэродинамический на-
грев модели без клина (кривая 1) приводит снача-
ла к монотонному увеличению этой координаты
примерно на 3.5% в течение первых 13 с, затем
происходит монотонное уменьшение толщины
области возмущенного течения и она фактически
выходит на “полку” к 30-й секунде. Для моделей
с клиньями (кривые 2–7) характер изменения об-
ласти возмущенного течения с течением време-
нем также является немонотонным, но выход на
“полку” происходит раньше, примерно на 25-й
секунде. Важно отметить, что увеличение высоты
клина приводит к уменьшению величины Yу.в. как
в максимуме, так и при выходе на “полку”. Срав-
нивая кривые 1 и 7, видно, что установка клина
высотой 30 мм приводит к уменьшению толщины
возмущенной области течений примерно на 6%.
Данное сужение области возмущенного течения
можно объяснить следующим образом. Возму-
щенная область течения состоит из пограничного
слоя и ударного слоя. В самом пограничном слое
около поверхности пластины расположена дозву-
ковая область, далее при приближении к его верх-
ней границе реализуется сверхзвуковое течение.
Сверхзвуковые и дозвуковые струйки тока реаги-
руют на изменение давления всегда в противопо-
ложных направлениях [2, 3]. Если давление вдоль
потока повышается, то сверхзвуковые струйки

Рис. 2. Зависимость координаты головной ударной волны Yу.в. на расстоянии х = 70 мм от передней кромки модели от
времени.
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тока сужаются, а дозвуковые – расширяются.
В данном случае возмущенная область течения
сужается, а это означает, что сужение сверхзвуко-
вых струек тока больше, чем дозвуковых, и во
всей возмущенной области реализуется так назы-
ваемое “закритическое течение” [3]. Заметим, что
возможен случай течения, когда при возмущении
давления изменения толщины дозвуковых и
сверхзвуковых струек тока одинаково, но проти-
воположно по знаку, в этом случае может реали-
зоваться компенсационный режим течения [3].
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The heating of the surface of a blunted plate made of a material with low thermal conductivity in a wind tunnel
under the strong interaction regime is experimentally investigated. The flow in the boundary layer on the
plate is not stationary, since during the start-up the temperature of the plate surface continuously increases,
and its distribution over the surface is variable. The installation of a wedge in the vicinity of the trailing edge
of the plate leads to changes in the area of the disturbed f low and the temperature distribution on the surface
of the plate in front of it up to the leading edge compared to the case of the plate f lowing around without a
wedge. These changes are explained by the propagation of pressure disturbances caused by the installation of
the wedge along the subsonic part of the boundary layer against the f low.
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В рамках первого приближения теории мелкой воды рассмотрена неклассическая задача о разруше-
нии плотины в полуоткрытом прямоугольном канале, когда в верхнем бьефе плотины жидкость на-
ходится под крышкой (т.е. полностью заполняет полубесконечный прямоугольный контейнер), а в
нижнем бьефе поверхность жидкости является свободной. Показано, что существует и единственно
кусочно-постоянное автомодельное решение этой задачи, в котором гидравлический бор в нижнем
бьефе плотины моделируется ударной волной, волна понижения в верхнем бьефе плотины модели-
руется сильным разрывом (при переходе через который сохраняется полная энергия потока жидко-
сти), а течение в области между гидравлическим бором и волной понижения аппроксимируется по-
стоянным решением. Экспериментальное моделирование данной задачи позволит получить волно-
вые течения, возникающие при вытекании жидкости из прямоугольного контейнера, частным
случаем которых является классическое течение Бенджамина.

Ключевые слова: теории мелкой воды, разрушение плотины в полуоткрытом канале, течение
Бенджамина
DOI: 10.31857/S268674002206013X

1. В классической работе [1] были теоретиче-
ски изучены плоско-параллельные стационар-
ные течения идеальной несжимаемой жидкости
внутри горизонтально расположенных прямо-
угольного контейнера и круговой трубы. В ре-
зультате были построены кусочно-постоянные
решения, которые в начальном приближении мо-
делируют волновые течения, возникающие после
мгновенного удаления барьера, ограничивающе-
го полубесконечные контейнер или трубу, запол-
ненные жидкостью. Экспериментально такие
волновые течения были получены при лаборатор-
ном моделировании истечения воды из круговой
трубы [2] и прямоугольного контейнера [3]. При
этом было показано, что эффектами вязкости и
поверхностного натяжения можно пренебречь
при условии, что диаметр трубы или ширина и
высота контейнера превышают 100 мм. Вытека-
ние воды из наклонного прямоугольного контей-
нера экспериментально изучалось в [4], где ана-
литически была предсказана форма воздушной
полости, образующейся внутри контейнера. В [5]

дана детальная классификация гравитационных
течений жидкости в наклонных квадратных кон-
тейнерах в зависимости от способа формирования
этих течений. В [6] было проведено теоретическое
и экспериментальное исследование истечения
жидкости из круговой трубы при достаточно ма-
лом угле наклона трубы к горизонтали. Числен-
ный расчет истечения жидкости из горизонталь-
ного прямоугольного контейнера был выполнен в
[7] на основе двух различных одномерных мате-
матических моделей. В последнее время доста-
точно большое число работ посвящено изучению
двухслойных течений жидкости внутри прямо-
угольного контейнера, см., например, [8–11].

В [12] построены три семейства кусочно-по-
стоянных стационарных решений, которые обоб-
щают классическое решение Бенджамина [1], мо-
делирующее истечение жидкости из горизонталь-
но расположенного прямоугольного контейнера
(линия  на рис. 1). Первому семейству решений
соответствуют течения, в которых свободная по-
верхность жидкости отходит от крышки контей-
нера под нулевым углом (линия 1 на рис. 1), вто-
рое семейство решений моделирует течения, до-
пускающие формирование области вихревого
движения жидкости в окрестности точки отрыва

 (линия 2 и вихревая область 2 на рис. 1) и тре-
тьему семейству решений соответствуют течения,
в которых часть энергии входящего однородного
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потока преобразуется в энергию мелкомасштаб-
ного движения жидкости (такие течения в дан-
ном сообщении не рассматриваются). Первые два
семейства решений вместе с решением Бенджа-
мина образуют единое однопараметрическое се-
мейство кусочно-постоянных решений, удовле-
творяющих закону сохранения полной энергии.
Показано [12], что это семейство решений явля-
ется начальной асимптотикой двумерных стацио-
нарных решений, моделирующих истечение иде-
альной несжимаемой жидкости из горизонтально
расположенного прямоугольного контейнера.
Данная асимптотика построена на основе локаль-
ного гидростатического приближения [13], обоб-
щающего классическое длинноволновое прибли-
жение [14]. Локальное гидростатическое прибли-
жение было применено [15] для построения
непрерывной асимптотики первого порядка, кото-
рая хорошо согласуется с результатами лаборатор-
ных экспериментов Вилкинсона [3] по моделирова-
нию стационарного течения, соответствующего ку-
сочно-постоянному решению Бенджамина.

В стандартных лабораторных экспериментах
[3] изучаемые течения создаются мгновенным ча-
стичным удалением барьера, ограничивающего
полубесконечный прямоугольный контейнер, за-
полненный жидкостью. В результате процесс ис-
течения жидкости определяется ее глубиной на
выходе из контейнера. Характерной особенно-
стью таких течений является наличие критиче-
ской точки , в которой скорость жидкости сов-
падает со скоростью движения этой точки и сво-
бодная поверхность жидкости отходит от крышки
контейнера под конечным углом. Поскольку сре-
ди стационарных течений, описываемых однопа-
раметрическим семейством кусочно-постоянных
решений, построенных в [12], только одно тече-

A

ние (линия  на рис. 1) обладает такими свой-
ствами, в экспериментах Вилкинсона воспроиз-
водится только одно из этих течений, соответ-
ствующее решению Бенджамина.

В данной работе предлагается другой экспери-
ментальный метод получения рассматриваемых
течений, связанный с лабораторным моделирова-
нием задачи о разрушении плотины в полуоткры-
том прямоугольном канале, когда в верхнем бье-
фе плотины жидкость находится под крышкой, а
в нижнем бьефе поверхность жидкости является
свободной. В отличие от стандартных экспери-
ментов [3], математическое описание которых
сводится к решению начально-краевой задачи на
полубесконечном пространственном интервале,
на правой (конечной) границе которого задается
глубина жидкости, математическое описание пред-
лагаемых экспериментов приводит к решению за-
дачи Коши–Римана на бесконечном простран-
ственном интервале, что потенциально позволяет
воспроизвести предсказанные в [12] стационарные
течения жидкости внутри прямоугольного контей-
нера. Для теоретического обоснования этого
предположения мы покажем, что в рамках перво-
го приближения теории мелкой воды [16] существу-
ет и единственно кусочно-постоянное автомодель-
ное решение задачи о разрушении плотины в полу-
открытом прямоугольном канале, состоящее из
двух расходящихся сильных разрывов: ударной
волны в нижнем бьефе, на которой происходит
потеря полной энергии потока и сильного разры-
ва в верхнем бьефе, на котором полная энергия
потока сохраняется (между этими разрывами ре-
шение является постоянным).

2. Рассмотрим плоскопараллельное гравита-
ционное течение, возникающее после мгновен-
ного удаления тонкой вертикальной преграды,
разделяющей две первоначально покоящиеся не-
сжимаемые жидкости одинаковой плотности, на-
ходящиеся внутри горизонтально ориентированно-
го прямоугольного канала, где слева от преграды
жидкость находится под крышкой и в начальный
момент времени полностью заполняет прямоуголь-
ный контейнер высотой ; справа от преграды по-
верхность жидкости свободна и начальная глубина
жидкости . Пренебрегая атмосферным дав-
лением, будем считать, что в начальный момент
времени на поверхности жидкости давление p = 0
по обе стороны от вертикальной преграды. По
аналогии с классической задачей о разрушении
плотины в открытом канале [16], рассматривае-
мую задачу будем называть задачей о разрушении
плотины в полуоткрытом канале. В системе коор-
динат, показанной на рис. 2, начальная глубина
жидкости в этой задаче задается формулами

(1)
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0 <h H

= ≤ = 0( ,0) , 0; ( ,0) < , > 0,h x H x h x h H x

Рис. 1. Профили течений идеальной несжимаемой
жидкости, вытекающей из горизонтально располо-
женного прямоугольного контейнера. Течение, соот-
ветствующее решению Бенджамина (линия B); тече-
ние, в котором свободная поверхность жидкости от-
ходит от крышки контейнера под нулевым углом
(линия 1); течение, в котором в окрестности точки 
образуется область вихревого движения жидкости
(линия 2 и вихревая область 2).
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где  – глубина жидкости в момент времени .
Предположим, что начиная с некоторого момен-
та времени решение неклассической задачи о раз-
рушении плотины (1) представляет собой гидрав-
лический бор, распространяющийся по открыто-
му руслу в положительном направлении оси ,
волну понижения уровня жидкости, распростра-
няющуюся внутри контейнера в отрицательном
направлении оси , и расположенную между ни-
ми область равномерного течения жидкости.
Волны понижения, получаемые при различных
значениях начальной глубины , показаны на
рис. 1 в подвижной системе координат, в которой
неподвижной является точка отрыва  поверхно-
сти жидкости от крышки контейнера.

В отличие от классической задачи о разруше-
нии плотины в открытом русле, при моделирова-
нии которой ширина центрированной волны по-
нижения с течением времени неограниченно воз-
растает, при моделировании задачи о разрушении
плотины в полуоткрытом русле ширина возника-
ющей волны понижения (с учетом эксперимен-
тов Вилкинсона [3]) начиная с некоторого мо-
мента времени стабилизируется и становится
сравнимой с высотой контейнера , внутри ко-
торого распространяется волна. С учетом этого, в
рамках первого приближения теории мелкой во-
ды [16], мы будем пренебрегать шириной гидрав-
лического бора и волны понижения, моделируя
их сильными разрывами (распространяющимися
с постоянными скоростями  и ), меж-
ду которыми находится область равномерного те-
чения жидкости с постоянными глубиной  и го-
ризонтальной скоростью  (см. рис. 2).

Сильный разрыв, моделирующий гидравличе-
ский бор, является ударной волной [17], на кото-
рой выполняются условия Гюгонио

(2)

получаемые из законов сохранения массы и им-
пульса

(3)

системы уравнений мелкой воды, где  – ускоре-
ние свободного падения. В теории мелкой воды
закон сохранения полной энергии

(4)

где , представляет собой выпуклое

расширение [18] гиперболической системы (3).
С учетом этого энергетическое неравенство
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получаемое из условия Гюгонио для закона со-
хранения (4), обеспечивает устойчивость ударной
волны; на фронте такой волны часть полной
энергии потока теряется, переходя в энергию
мелкомасштабного движения жидкости, которая
в модели мелкой воды не учитывается.

В подвижной системе координат, в которой
неподвижен разрыв, моделирующий волну пони-
жения (рис. 1), параметры течения на этом разры-
ве удовлетворяют соотношениям [1]

(6)

которые можно получить [15] из законов сохране-
ния массы, импульса и энергии двумерного ста-
ционарного течения идеальной несжимаемой
жидкости, где  и  – горизонтальная скорость и
удельное поверхностное давление однородного
потока слева от волны понижения,  и  – глу-
бина и горизонтальная скорость равномерного
течения справа от волны понижения. Система
уравнений (6) допускает однопараметрическое
семейство решений [12]

(7а)
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где параметром является глубина жидкости
.

  + −δ + − 
 

2 2 22
2 2 2 2 02 2

2 2
( )= > 0,

2 2
D h u gh ghh ue u gh

+ + +

+ + +

v v v v

v v

22
2 2 2

1 2 2 1 1 2 2

2 2
1 2

1 2

= , = ,
2 2

= ,
2 2

ghgHH h H Hp h

gH p gh

v1 1p

2h v2

1 2= / ,h g Hv

2 = ,gHv

−−
2

2
1

( )= ,
2

g H hp
H

∈2 (0, )h H

Рис. 2. Глубина жидкости, получаемая при решении в
рамках теории мелкой воды задачи (1) о разрушении
плотины в полуоткрытом канале; D – скорость удар-
ной волны,  – скорость сильного разрыва, модели-
рующего волну понижения,  и  – глубина и ско-
рость равномерного течения жидкости.
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При условии

(8)

формулы (7) задают параметры течений, показан-
ных линией 1 на рис. 1, при условии

(9)

эти формулы задают параметры течений, изобра-
женных линией 2 и вихрем 2 на рис. 1, при усло-

вии  из формул (7) получается решение

Бенджамина

(10)

которому соответствует течение, показанное ли-
нией  на рис. 1.

В неподвижной системе координат (рис. 2) вы-
полнены соотношения

(11а)

(11б)

Задача заключается в том, чтобы определить из
уравнений (2), (6), (11) скорости распростране-
ния  и  ударной волны и левого сильного раз-
рыва, а также параметры ,  равномерного те-
чения между ними и давление p1 на поверхности
жидкости, примыкающей к крышке контейнера.

3. Для доказательства однозначной разреши-
мости поставленной задачи применим классиче-
ский метод адиабат [17], с помощью которого ре-
шаются различные задачи Римана для уравнений
теории мелкой воды (3). Из формул (2) следует,
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2
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что глубина  и скорость  жидкости связаны со-
отношением

(12)

где  – адиабата, на которой располо-
жены параметры течения (h, u), допустимые за
фронтом ударной волны [16]. Подставляя в урав-
нение (11б) значения скоростей  и , задавае-
мые формулами (7a) и (7б), мы получим еще одно
соотношение

(13)

которому удовлетворяют величины  и , где
функция  представляет собой адиаба-
ту, на которой расположены параметры течения

, допустимые за фронтом волны понижения
внутри контейнера.

Из рис. 3 видно, что на интервале  гра-
фик строго монотонно возрастающей функции

 в единственной точке  пересе-
кается с графиком строго монотонно убывающей
линейной функции . Координаты этой
точки являются решением системы уравнений
(11), (12), которое однозначно определяется при

 и . После вычисления глубины 
и скорости  между расходящимися сильными
разрывами, скорости этих разрывов, с учетом
уравнений (2), (7a) и (11а), определяются по фор-
мулам

а давление  находится по формуле (7в).
Из формул (12) и (13) следует, что глубина

жидкости  является корнем уравнения

которое можно переписать в виде

(14)

где  и . Уравнение (14) при 

имеет единственный действительный корень

где функция , график которой показан на
рис. 4, строго монотонно возрастает при 
и удовлетворяет граничным условиям  и

.
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Рис. 3. Графическая иллюстрация решения системы
уравнений (12), (13);  – адиабата ударной
волны,  – адиабата волны понижения.
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Из свойств функции  следует, что для каж-
дого  однозначно определено началь-
ное значение

(15)

где ϕ–1 – функция, обратная к ϕ. Это означает,
что каждое решение (6) при заданной глубине

 однозначно воспроизводится в резуль-
тате решения задачи (1) с начальной глубиной ,
определяемой по формуле (15). В частности, в
случае решения Бенджамина (10), для которого

, из формулы (15) имеем

в силу чего решения (7), (8) получаются при глу-
бинах , а решения (7), (9) – при глуби-
нах .

4. В качестве конкретных примеров рассмот-
рим волновые течения, возникающие при следую-
щих начальных глубинах жидкости в нижнем бьефе

плотины:  (рис. 5a),  (рис. 5б) и

 (рис. 5в). На рис. 5 (в отличие от рис. 2) те-

чения жидкости показаны с учетом внутренней
структуры ударных волн и волн понижения.

Поскольку для течения, показанного на рис. 5а,
глубина жидкости
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удовлетворяет условию (8), свободная поверх-
ность жидкости внутри волны понижения отхо-
дит от крышки контейнера под нулевым углом
(аналогично линии 1 на рис. 1). Для течения, по-

казанного на рис. 5б, глубина жидкости 

соответствует решению Бенджамина (10), в силу
чего точка отрыва A на левой границе волны по-
нижения является критической точкой, в кото-
рой свободная поверхность жидкости отходит от
крышки контейнера под конечным углом (анало-
гично линии В на рис. 1). Поскольку для течения,
показанного на рис. 5в, глубина жидкости

удовлетворяет условию (9), в окрестности точки
отрыва A образуется область вихревого течения
(подобная вихрю 2 на рис. 1).

При экспериментальном моделировании клас-
сической задачи о разрушении плотины в открытом

2 =
2
Hh

η ϕ ≈2 2 2 2= = , = (0.1) 0.355,h h H h

Рис. 4. График функции , по которой вычисляет-
ся корень  уравнения (14).
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канале [19] гидравлический бор, распространяю-
щийся в нижнем бьефе плотины, представляет со-
бой ондулярный бор при отношении начальных

глубин жидкости  и турбулентный бор при

отношении . По аналогии будем предпола-

гать, что для течения, показанного на рис. 5а, в
нижнем бьефе плотины распространяется онду-
лярный бор, а для течений, показанных на рис. 5б
и 5в, – турбулентный бор.

На основе непрерывной асимптотики первого
порядка для глубины жидкости была получена
[15] приближенная оценка для ширины

(16)

переходной области при истечении жидкости из
прямоугольного контейнера (рис. 1). Из формул
(16) следует, что функция  является мо-
нотонно возрастающей. Это учтено при изобра-
жении волн понижения на рис. 5. В то же время
графики, приведенные на рис. 5, имеют каче-
ственный характер, поскольку размер областей
равномерного течения на этих графиках значи-
тельно меньше характерных размеров таких обла-
стей, наблюдаемых при лабораторном моделиро-
вании классической задачи о разрушении плоти-
ны [19].

5. Неклассическая задача о разрушении плоти-
ны в полуоткрытом канале качественно отличает-
ся от классической задачи о разрушении плотины
в открытом канале. Если в классической задаче
уравнения мелкой воды (3) применимы во всей
пространственной области течения, то в неклас-
сической задаче эти уравнения можно использо-
вать только при , т.е. правее сильного раз-
рыва, которым аппроксимируется волна пониже-
ния, распространяющаяся внутри контейнера.
То, что при нашем моделировании уравнения
мелкой воды неприменимы в области ,
проявляется следующим образом: удельное дав-
ление на всей поверхности жидкости, примыкаю-
щей к крышке контейнера, мгновенно, т.е. при

, изменяется от начального нулевого зна-
чения до отрицательного значения p1, задаваемо-
го формулой (7в). Объясняется это тем, что реаль-
но отрицательное давление под крышкой контей-
нера распространяется со скоростью звука в воде,
которая на несколько порядков превосходит ско-
рость распространения малых возмущений в мел-
кой воде.

Классическая задача о разрушении плотины
[16] имеет единственное автомодельное решение

 зависящее от переменной , которое со-

стоит из ударной волны, распространяющейся с
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постоянной скоростью центрированной волны
понижения и соединяющей их области постоян-
ного течения. В то же время задача о разрушении
плотины в полуоткрытом канале, наряду с кусочно-
постоянным автомодельным решением (рис. 2),
имеет однопараметрическое семейство физиче-
ски корректных автомодельных решений, в кото-
рых между сильным разрывом внутри контейнера
и ударной волной в нижнем бьефе плотины нахо-
дится центрированная волна понижения, соеди-
ненная с сильным разрывом и ударной волной об-
ластями равномерного течения с глубинами  и

, соответственно, где . Такие реше-
ния допустимы при всех значениях , по-
скольку в силу формул (7) течение  является
сверхкритическим при любых значениях .

Применяя метод адиабат, можно показать, что
при всех допустимых значениях  выполнено
неравенство , причем глубина  монотон-
но возрастает с монотонным возрастанием глуби-
ны . Таким образом, во всех автомодельных ре-
шениях с волной понижения амплитуда ударной
волны больше, чем в кусочно-постоянном реше-
нии, построенном в данной работе. С учетом не-
равенства (5), которое можно представить в виде

это означает, что построенное нами автомодель-
ное решение (рис. 2) является оптимальным с
точки зрения минимизации потерь энергии  на
ударной волне, по сравнению со всеми другими
автомодельными решениями, в которых глубина
жидкости  является монотонно убывающей
функцией.

Отметим, что аналогичный подход, связанный
с минимизацией потерь энергии на сильных раз-
рывах, был применен в [20] при моделировании
волновых течений, возникающих при подъеме из
мелкой воды прямоугольного бруса.
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DAM BREAK PROBLEM IN SEMI-OPEN CHANNEL

V. V. Ostapenkoa,b

a Lavrentyev Institute of Hydrodynamics of Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia
b Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia

Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

Within the framework of the first approximation of the shallow water theory, the nonclassical dam break
problem in a semi-open rectangular channel is considered, when in the upstream of the dam the liquid is un-
der the cover (i.e., it completely fills the semi-infinite rectangular duct), and in the downstream the liquid
surface is free. It is shown that there is also a unique piecewise constant self-similar solution to this problem,
in which the hydraulic bore in the downstream of the dam is modeled by a shock, the lowering level wave in
the upstream of the dam is modeled by a strong discontinuity (on which the total energy of the f luid f low is
conserved), and the f low in the region between the hydraulic bore and the lowering level wave is approximat-
ed by a constant solution. Experimental modeling of this problem will make it possible to obtain wave f lows
that arise when fluid outflows from a rectangular duct, a special case of which is the classical Benjamin flow.

Keywords: shallow water theory, dam break problem in a semi-open channel, Benjamin f low
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На основе анализа физических процессов, протекающих при паровом взрыве, показано, что при
разработке установок такого типа необходимо обеспечивать режим гомогенного зародышеобразо-
вания с флуктуационной частотой образования жизнеспособных зародышей паровой фазы в еди-
нице объема жидкости не менее 108 м–3 c–1 и относительную величину перегрева жидкости ~1. На
основе стандартного автоклава спроектирована и изготовлена установка парового взрыва, обеспе-
чивающая выполнение указанных требований.

Ключевые слова: лигниноцеллюлозное сырье, установка парового взрыва
DOI: 10.31857/S2686740022060074

В последнее время большое развитие в перера-
ботке лигниноцеллюлозного сырья (ЛС) (древес-
ные опилки, солома злаковых культур и т.п.) по-
лучил метод физико-химической предобработки –
взрывной дефибрации по декомпрессионному
принципу (или паровой взрыв). Он заключается в
кратковременном воздействии (секунды…мину-
ты) перегретого (температура 200…300°С) пара
под давлением 2.0…7.5 МПа на лигниноцеллю-
лозное сырье с последующим резким сбросом
давления. При таких условиях лигнин плавится,
частично разрушается, прекращает взаимодей-
ствовать с целлюлозой и выходит из структуры
целлюлозы. Удаление лигнина и гемицеллюлоз
очищает поверхность целлюлозного волокна и
увеличивает доступ к ним гидролитических фер-
ментов для последующей обработки с целью по-
лучения сахаров, биоэтанола, композитных мате-
риалов и т.п.

К достоинствам парового взрыва относятся
относительная нетребовательность к размеру ча-
стиц исходного сырья, отказ от энергоемкой хими-
ческой предобработки и экологическая безопас-
ность, что приводит к существенному выигрышу в
стоимости процесса предобработки ЛС.

При описании физических процессов, проте-
кающих в реакторе при паровом взрыве, опреде-
ляющим условием являются наличие и количе-

ство пузырьков пара в жидкости, имеющих ради-
ус больше критического , что приводит к ее
последующему испарению в этот пузырек и пере-
ходу жидкости в новое стабильное состояние. Пу-
зырьки пара с радиусом меньше критического за-
хлопываются под действием сил поверхностного
натяжения.

Экспериментально и теоретически показано,
что чем больше перегрев жидкости, тем за более
короткий срок и под влиянием меньшего внеш-
него воздействия она теряет устойчивость и пере-
ходит в новое стабильное состояние. Совокуп-
ность таких предельных состояний определяет
границу термодинамической устойчивости –
спинодаль [1].

Достигнутые перегревы жидкости значительно
меньше предсказываемых теорией, а их величины
зависят от конкретных условий проведения экспе-
римента. Причиной преждевременного вскипа-
ния перегретой жидкости служит образование в ее
объеме гетерогенных пузырьков пара критическо-
го размера rк.

Обычные их источники – загрязнения систе-
мы: растворенный в жидкости газ, участки стенок
реактора и т.п. Обнаружить присутствие гетеро-
генных зародышей пара легко, но включить их в
систему физического описания процесса трудно,
поскольку нет априорных данных о природе за-
травочных центров.

Максимального перегрева можно достичь при
отсутствии в жидкости готовых (гетерогенных)
центров кипения. Для исключения их влияния на

> кr r
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вскипание перегретой жидкости можно сокра-
тить время нахождения жидкости в перегретом
состоянии до значения, меньшего времени акти-
вации готовых центров кипения. В этом случае
жидкость будет вскипать только на пузырьках па-
ра, образующихся спонтанно, – гомогенных цен-
трах зародышеобразования. Для их возникнове-
ния требуется время, и тем меньшее, чем выше
перегрев жидкости.

Внутренняя причина гомогенного зародыше-
образования связана с флуктуациями при тепло-
вом движении коллектива взаимодействующих
частиц жидкости. Она определяется работой об-
разования критического зародыша [1]:

(1)

где σ, ν', ν'' – поверхностное натяжение и удель-
ные объемы жидкости и газа, ps – равновесное
давление при данной температуре и плоской гра-
нице раздела. Одним штрихом здесь отмечены ве-
личины, относящиеся к жидкости (внешняя фа-
за), двумя штрихами – к пару (внутренняя фаза).
Теплофизические свойства для расчета берутся
при заданных Т и р'.

Формула (1) характеризует высоту барьера
свободной энергии, который нужно преодолеть
системе за счет флуктуаций. Из нее видно, что с
увеличением перегрева жидкости этот барьер
снижается [за счет факторов (ps – р')2, σ3], следо-
вательно, возрастает вероятность его преодоле-
ния. В этом смысле устойчивость жидкости по от-
ношению к внешним воздействиям уменьшается.

Величину достижимого перегрева можно ха-
рактеризовать флуктуационной частотой образо-
вания жизнеспособных зародышей паровой фазы
в единице объема жидкости J, м–3 с–1. Для ее оценок
можно использовать упрощенную формулу [2]:

(2)
Поскольку природа загрязняющих примесей,

как правило, неизвестна и изменяется от одной
порции жидкости к другой, то величина частоты J
удовлетворительно воспроизводится только при
высоких перегревах жидкости, когда числом гете-
рогенных зародышей можно пренебречь, по срав-
нению с числом гомогенных зародышей. Опыты
показали, что для большинства случаев такая ситу-
ация наступает при общей частоте зародышеобра-
зования J > 108 м–3 c–1. Дальнейшее увеличение J на
несколько порядков приводит к дополнительному
перегреву не более чем на 5–10%. Поэтому часто за
величину максимально достижимого перегрева
принимают перегрев, соответствующий частоте за-
родышеобразования J, равной 108–1010 м–3 c–1 [1].

Перегрев при паровом взрыве создается сбро-
сом давления от значения p0, равного или превы-

( ) ( )
πσ=

− − ν ν

3

2 2
16* ,

3 ' 1 ' / ''s

W
p p

= −ln 88 .J G

шающего давление насыщенных паров ps при за-
данной температуре T, до давления, которое ниже
ps. Спад давления приводит к глубокому заходу
жидкости в метастабильное состояние.

При этом жидкость, стремящаяся перейти в
стабильное состояние, может остаться в однофаз-
ном или перейти в двухфазное парожидкостное
состояние. Распад перегретой жидкости на две
фазы сопровождается резким изменением давле-
ния, температуры и ее скорости. Особым свой-
ством перегретой жидкости можно считать цеп-
ную (лавинообразную) активацию низкотемпе-
ратурных центров кипения, что приводит к
взрывному вскипанию жидкости.

Характер вскипания изменяется в зависимо-
сти от относительной величины перегрева [1]

(3)

где T, ,  – температуры жидкости, ее насы-
щенных паров и предельного (достижимого) пе-
регрева.

При малых перегревах, когда  обычно на-
блюдают кипение на гетерогенных центрах. В этом
случае в парожидкостную смесь превращается ма-
лая часть перегретой жидкости, непосредственно
прилегающая к центрам кипения.

При перегревах, близких к предельным ,
вскипание носит взрывной характер, а в паро-
жидкостную смесь превращается весь объем пе-
регретой жидкости. В этом случае говорят о дето-
национном вскипании жидкости. Под ним пони-
мают лавинообразное образование гомогенных
центров кипения в объеме перегретой жидкости и
последующее быстрое ее испарение.

Исходя из этого, выделяют два вида течения
процесса вскипании жидкости. В первом случае
превалирующим является вскипание жидкости
на гетерогенных центрах кипения. Во втором –
преобладают процессы гомогенного вскипания.

Температура перегретой жидкости , при ко-
торой с большой скоростью идет гомогенное за-
родышеобразование в системах со сбросом давле-
ния, определяется температурой в реакторе в мо-
мент открытия клапана. Она может быть равна
равновесной температуре  системы “жидкость–
пар” в этот момент, либо достигать максимальной
температуры перегрева  для данного давления.
При открытии запорного клапана температура в
реакторе стремится к температуре внешней среды.
В этом случае температура в объеме реактора убы-
вает со скоростью  и достигает температуры на-
сыщения  для давления внешней среды за время

(4)
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Необходимое условие для преобладания меха-
низма гомогенного зародышеобразования над ге-
терогенным формулируется как [3]

(5)

Выражение (5) с учетом теплофизических па-
раметров жидкости записывают в виде [3]

(6)

где  – характерное время вскипания на гото-
вых центрах;  – эффективное число гетероген-
ных центров в единице объема жидкости; Ψ –
функция теплофизических параметров и перегре-
ва жидкости, определяемая выражением

 – плотность;  – коэффициент тепло-
проводности;  – теплоемкость на метастабиль-
ном участке изобары;  – удельная теплота испа-
рения при заданном давлении.

Неравенство (6) может быть использовано для
оценки требуемой скорости декомпрессии реак-
тора, так как позволяет оценить необходимую
скорость изменения температуры и перевода
жидкости в глубокое метастабильное состояние,
которая зависит от скорости выхода из реактора
пара при открытии запорного клапана.

На основе приведенной теории гомогенного за-
родышеобразования сформулируем основные тре-
бования к параметрам парового взрыва в реакторе:

1) обеспечение относительной величины пере-
грева жидкости, близкой к предельной 
( );

2) обеспечение частоты зародышеобразования
J ≥ 108 м–3 c–1.

В ходе исследований рассмотрена возмож-
ность выполнения указанных требований на ос-
нове стандартного автоклава (реактора), имею-
щего рабочий объем Vреак = 0.0015 м3; рабочие
температуру 200–300°С и давление 0.1–10 МПа.

С учетом справочных данных, приведенных в
[3, 4], рассчитаны параметры установки, обеспе-
чивающие реализацию детонационного режима
вскипания жидкости при работе в интервале дав-
лений от 2 до 7 МПа: проходное сечение клапана
≥1.97 × 10–3 м2 и скорость его открытия ≥122 мс.
При этом обеспечиваются относительная вели-
чина перегрева жидкости  1 и частота зароды-
шеобразования J = (7–10) × 108 м–3 c–1.

На основе полученных исходных данных спро-
ектирована и изготовлена установка парового
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взрыва. Особенностью установки является специ-
альная конструкция быстродействующего элек-
тромагнитного клапана (Dy = 1.5″), которая при
давлении пара в реакторе 2.5–3.0 МПа обеспечи-
вает время декомпрессии ~20 мс.

На установке проведена серия экспериментов
по предварительной обработке древесных опилок
и соломы.

Обработка осуществлялась при следующих ха-
рактерных термобарических условиях (насыщен-
ный водяной пар): 180°С, 10 атм; 200°С, 15 атм;
220°С, 23 атм; 234°С, 30 бар и времени выдержки
1 и 3 мин.

Полученные образцы направлялись на даль-
нейшую обработку: делигнификацию и фермен-
тативный гидролиз.

На рис. 1 представлены фотографии обрабо-
танной паровзрывным способом древесной
стружки.

С увеличением температуры, давления и време-
ни обработки образцы ЛС существенно изменяли
свои физико-механические характеристики. Уве-
личивалась степень дисперсности и разволокнен-
ности лигниноцеллюлозного сырья, материал ста-
новился менее прочным, приобретал темную
окраску.

Таким образом, на основе теории гомогенного
зародышеобразования сформулированы требова-
ния, соблюдение которых обеспечивает эффек-
тивную работу установки парового взрыва: вели-
чина перегрева жидкости в реакторе, близкая к
предельной,  и частота зародышеобразова-
ния J ≥ 108 м–3 c–1. Для их достижения в конструк-
ции установки должны быть соблюдены опреде-
ленные пропорции между ее объемом, проход-
ным сечением клапана и скоростью его открытия.

ε ≈  1 

Рис. 1. Фотографии древесной стружки после парово-
го взрыва при температуре 220°С, давлении 2.3 МПа,
времени выдержки 1 мин.
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Based on the analysis of the physical processes that occur during a steam explosion, it is shown that in instal-
lations of this type it is necessary to provide a mode of homogeneous nucleation. It is characterized by the
f luctuation frequency of the formation of viable vapor phase nuclei in a unit volume of liquid of at least
108 m–3 s–1 and the relative value of liquid overheating ~1. On the basis of a standard autoclave, a steam ex-
plosion unit was designed and manufactured to meet the specified requirements.
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Для защиты органов дыхания от опасно высоких температур вдыхаемого воздуха при пожарах и
иных чрезвычайных ситуациях предложено использовать теплозащитные респираторы на основе
гранулированных материалов с фазовыми переходами. Посредством численного эксперимента
продемонстрирована возможность создания таких средств индивидуальной защиты на основе из-
вестных материалов. При этом незначительная масса охлаждающего элемента на основе гранули-
рованного материала с фазовыми переходами позволяет совмещать его с газодымозащитным эле-
ментом и создавать комбинированные респираторы, защищающие как от высоких температур, так
и от токсичных продуктов горения.

Ключевые слова: респиратор, защита органов дыхания, охлаждение вдыхаемого воздуха, материалы
с фазовыми переходами, пористые среды, численное моделирование
DOI: 10.31857/S2686740022060104

Медицинская статистика показывает, что теп-
ловой ожог органов дыхания вносит существен-
ный вклад в смертность и травматизм при пожа-
рах в помещениях [1, 2]. При пожарах ингаляци-
онный ожог получают 20–35% пострадавших,
среди которых наблюдаются повышенные забо-
леваемость пневмонией (38%) [1] и смертность
(31%) [2]. С учетом смертей от полученной пнев-
монии максимальная ожидаемая смертность от
ингаляционного ожога достигает 60% [1].
Предотвратить ожоги органов дыхания, снизив
травматизм при пожарах, можно при использова-
нии персональных защитных средств, способных
охлаждать горячий воздух перед его попаданием в
верхние дыхательные пути. В настоящее время ис-
следуются различные варианты создания средств
индивидуальной защиты органов дыхания от ин-
галяционных травм, которые основаны на ис-
пользовании материалов с фазовым переходом
(МФП) [3]. В частности, предлагаются кожухо-
трубчатые теплообменники с микрокапсулиро-
ванными МФП и теплообменники на основе по-

следовательно расположенных перфорированных
пластин из парафин-графитовых материалов.

В работе для охлаждения вдыхаемого воздуха
предлагается использовать теплозащитные ре-
спираторы на основе гранулированных МФП.
Такие МФП выпускаются широким ассортимен-
том в промышленных масштабах и активно ис-
пользуются в энергетике [4, 5]. Охлаждающая
часть предлагаемого теплозащитного респиратора
внешне идентична обычной фильтрующей короб-
ке, но внутри содержит засыпку из мелких гранул
МФП. Втекая в респиратор при вдохе, горячий воз-
дух охлаждается за счет теплообмена с плотной за-
сыпкой из частиц МФП, а затем через клапан
вдоха попадает в дыхательные пути (рис. 1).

При нагреве гранул МФП до определенной
температуры происходит либо твердотельный фа-
зовый переход, либо плавление без нарушения
целостности частиц, что обеспечивается их кап-
сулированием или использованием специальных
адсорбирующих матриц. В результате фазового
перехода МФП поглощает тепловую энергию
воздуха не нагреваясь, что увеличивает время, в
течение которого выходящий из респиратора газ
имеет пригодную для дыхания температуру.

Целью настоящей работы является оценка
возможности создания теплозащитного респира-
тора на основе существующих гранулированных
МФП. Заметим, что использовать какие-либо
интегральные оценки здесь невозможно, так как
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поле температур газа внутри респиратора суще-
ственно не совпадает с полем температур МФП и
сильно зависит от времени и координаты. Охла-
ждающий элемент теплозащитного респиратора
при моделировании можно рассматривать как
пористый объект с фазовыми переходами в кон-
денсированном компоненте и описывать процес-
сы в нем методами механики сплошных много-
фазных сред [6]. Система уравнений, описываю-
щая течение газа в таком объекте, включает в себя
уравнение энергии МФП и уравнения энергии,
движения, неразрывности и состояния воздуха:

(1)

Здесь a – пористость, h – энтальпия, k1 – ко-
эффициент проницаемости засыпки, k2 – коэф-
фициент инерционного сопротивления засыпки,
p – давление воздуха, Rg – газовая постоянная,
Т – температура, t – время, u – скорость фильтра-
ции воздуха, α – коэффициент, определяющий
интенсивность межфазного теплообмена, λ – ко-
эффициент теплопроводности, μ – коэффициент
динамической вязкости воздуха, ρ – плотность,
χ – коэффициент, учитывающий инерционное
взаимодействие сред [6]. Индексы в обозначени-
ях указывают на следующее: с – МФП, g – воздух.
Фазовый переход в модели учитывается в первом
уравнении системы (1) в виде специальной не-
пропорциональной зависимости полной энталь-
пии МФП hc от температуры, которая претерпе-
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вает скачкообразное изменение около точки фа-
зового перехода [7].

На входе в объект известны температура и дав-
ление воздуха, которые полагаются равными их
значениям в окружающей среде (в нагретом по-
мещении). На выходе известен объемный расход,
определяемый дыханием человека. Также извест-
ны условия теплообмена на входе, выходе и боко-
вых непроницаемых поверхностях. Таким обра-
зом, можно записать следующие краевые условия
для системы (1):

(2)

где ∂n и un – производная и скорость фильтрации
вдоль внешней нормали, Gi, Go – соответственно,
входная и выходная поверхности, Gw – непрони-
цаемая поверхность объекта.

Система уравнений (1) с граничными условия-
ми (2) может быть решена численным методом,
предложенным в [8] и детально описанным в [9].
Адекватность данной численной модели подтвер-
ждается валидацией, показавшей хорошее соответ-
ствие результатов расчетов экспериментальным
данным даже при моделировании малогабаритных
объектов [8, 9]. Заметим, что модификация ука-
занного численного метода используется для рас-
чета процессов в пористых средах не только с фа-
зовыми переходами, но и с химическими превра-
щениями [10].

Условия функционирования разрабатываемо-
го теплозащитного устройства накладывают на
его конструкцию довольно жесткие ограничения.
Респиратор должен иметь компактные размеры и
малую массу, но при этом эффективно охлаждать
воздух в течение заданного времени. В качестве
верхней оценки такого времени примем 10 мин,
этого обычно достаточно для эвакуации из горя-
щего помещения. Температура фазового перехо-
да гранулированного МФП должна быть выше
температуры хранения респиратора, но при этом
не должна быть слишком высокой, иначе погло-
щение теплоты за счет фазовых превращений не
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Рис. 1. Схематичное представление охлаждения воздуха гранулированным материалом в теплозащитном респираторе.
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окажет существенного влияния на охлаждение
вдыхаемого газа. Принципиальным требованием
к гранулированному МФП является то, что мате-
риал должен оставаться стабильным при высоких
температурах, и это многократно сокращает спи-
сок потенциально подходящих МФП. Однако ряд
плавящихся материалов серии A, а также серии X
с твердотельным фазовым переходом, произво-
димых PCM Products Ltd [11], способны функци-
онировать при температуре 180°С, имея при этом
относительно низкие температуры фазового пе-
рехода. В табл. 1 приведены некоторые характе-
ристики материалов A43, A70 и X70. Заметим, что
для использования материалов A43 и A70 в виде
гранул их нужно капсулировать, поэтому в табли-
це для этих материалов приведена теплота фазо-
вого перехода на единицу массы с учетом капсу-
лирования в предположении, что объемная доля
оболочки равна 30%.

Чтобы проверить, какие массогабаритные ха-
рактеристики может иметь теплозащитный ре-
спиратор, созданный на основе материалов A43,
A70 и X70, численно рассчитаем режим работы
такого респиратора цилиндрической формы, ва-
рьируя его длину H от 65 до 90 мм и диаметр D от
60 до 75 мм. При расчетах полагалось T0 = 177°С,

p0 = 105 Па, а расход на выходе менялся по кусоч-
но-синусоидальной функции, имитирующей ды-
хание человека, так, чтобы за минуту суммарный
расход равнялся 20 л. Пористость засыпки пола-
галась равной 0.45, проницаемость и коэффици-
ент инерционного сопротивления определялись
из формулы Эргуна для диаметра гранулы 4 мм.
В качестве значения коэффициента межфазного
теплообмена α была взята его нижняя оценка α =
= 15000 Вт/м3 °C, так как численные эксперимен-
ты показали, что чем больше его значение, тем
дольше обеспечиваются допустимые температу-
ры выходящего воздуха. На рис. 2а изображена
зависимость температуры воздуха Tout на выходе
охлаждающего элемента от его длины H и диамет-
ра D через 10 мин, рассчитанная с помощью пред-
ложенной модели для материала A43.

Из рис. 2а видно, что для материала A43 суще-
ствует область значений H и D, при которых ре-
спиратор способен охлаждать воздух в течение
10 мин до температур ниже 50°С. На рис. 2б пока-
зано, как при изменении массы МФП меняется
предельное время работы респиратора, в течение
которого температура выходящего воздуха оста-
ется ниже максимально допустимого значения,
при этом рассмотрено 4 варианта максимально

Таблица 1. Теплофизические параметры материалов A43, A70, X70

Материал Плотность, кг/м3 Теплоемкость, 
Дж/кг °C

Теплота фазового 
перехода, Дж/кг

Температура 
фазового перехода, 

°C

A43 780 2370 196000 43
A70 890 2200 157500 70
X70 1085 1570 160000 70

Рис. 2. Рассчитанные для респиратора на основе МФП A43 зависимости: а – температуры выходящего воздуха от раз-
меров охлаждающего элемента через 10 мин (w – Tout < 50°C, ■ – Tout > 50°C); б – предельного времени работы респи-
ратора от массы МФП при максимально допустимой температуре выходящего воздуха, равной 40 (1), 50 (2), 60 (3),
70°C (4).
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допустимой температуры вдыхаемого воздуха. Из
рис. 2 видно, что наименьшая масса МФП, при
которой выходящий воздух имеет температуру
ниже 50°C в течение 10 мин, равна приблизитель-
но 130 г. При увеличении максимально допусти-
мой температуры необходимое значение массы
МФП уменьшается, и для охлаждения воздуха в
течение 10 мин до температур ниже 60°C респира-
тор может содержать примерно 100 г материала
A43. Таким образом, гранулы с материалом A43
могут быть успешно использованы в теплозащит-
ном респираторе. При этом незначительная мас-
са охлаждающего элемента на основе данного ма-
териала позволяет совмещать его с фильтрующим
газодымозащитным элементом и создавать ком-
бинированные респираторы, защищающие как
от высоких температур, так и от токсичных про-
дуктов горения.

На рис. 3 изображены зависимости предельно-
го времени работы респиратора от массы МФП
для материалов A70 и X70. Видно, что респиратор
на основе МФП A70 способен охлаждать воздух в
течение 10 мин до температур ниже 60°C при массе
около 165 г, а респиратор на основе МФП X70 –
при массе около 220 г.

Большие в сравнении с A43 значения массы
являются следствием меньших теплоты фазового
перехода и теплоемкости, большей плотности, а
также значительно более высокой температуры
плавления, из-за которой фазовый переход на-
ступает позже. Более высокая температура фазо-
вого перехода приводит к тому, что меньшая
часть МФП успевает поменять фазовое состоя-
ние к тому моменту, когда температура выходя-
щего воздуха достигает максимально допустимо-
го значения. В частности, для респираторов на
основе X70 и A70, обеспечивающих охлаждение
воздуха в течение 10 мин до температур ниже 60°C

и имеющих минимально возможную массу, доля
претерпевшего фазовый переход вещества за
10 мин процесса равна соответственно 37 и 41%.
В то же время для материала A43 аналогичный по-
казатель равен 79%. Таким образом, в респирато-
рах на основе X70 и A70 значительная часть мате-
риала оказывается не использованной в качестве
МФП к моменту окончания процесса. Поэтому
применение данных материалов в теплозащит-
ных респираторах неэффективно. Однако замена
не используемых в качестве МФП гранул A70 или
X70 на фильтрующий газодымозащитный мате-
риал с нужными свойствами, вероятно, позволит
получить эффективные комбинированные ре-
спираторы, но это требует дополнительных ис-
следований.

Также из рис. 2б и рис. 3 можно заметить, что
рассмотренные цилиндрические респираторы
одинаковой массы, но разной длины и диаметра
имеют почти равное время поддержания темпе-
ратуры выходящего воздуха ниже максимально
допустимого значения. Отсюда следует, что ва-
рьирование диаметра и длины теплозащитного
респиратора на десятки процентов при сохране-
нии массы МФП не приводит к заметному изме-
нению предельного времени его работы.

Таким образом, проведенные вычислительные
эксперименты показали, что на основе существу-
ющих гранулированных МФП могут быть созда-
ны средства индивидуальной защиты органов ды-
хания от опасно высоких температур вдыхаемого
воздуха. Охлаждающие элементы таких средств
защиты будут иметь незначительную массу, что
позволит совмещать их с фильтрующими газоды-
мозащитными элементами и создавать комбини-
рованные респираторы, защищающие как от вы-
соких температур, так и от токсичных продуктов
горения. Также показано, что на предельное вре-

Рис. 3. Зависимость предельного времени работы респиратора от массы материалов A70 (а) и X70 (б) при максимально
допустимой температуре выходящего воздуха, равной 40 (1), 50 (2), 60 (3), 70°C (4).
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мя работы теплозащитного респиратора цилин-
дрической формы почти не влияет варьирование
его диаметра и длины на десятки процентов при
сохранении массы МФП.
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THERMAL PROTECTIVE RESPIRATOR BASED 
ON GRANULAR PHASE CHANGE MATERIALS
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To protect the respiratory organs from dangerously high temperatures of inhaled air during fires and other
emergencies, it is proposed to use the heat-protective respirators based on granular phase change materials.
By means of a numerical experiment, the possibility of creating such personal protective equipment based on
known materials has been demonstrated. The insignificant mass of the cooling element based on granular
phase change material makes it possible to combine it with a gas and smoke protective element and create
combined respirator that protect both from high temperatures and from toxic combustion products.

Keywords: respirator, respiratory protection, breathing air cooling, phase change materials, porous media,
numerical simulation
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Исследуется способ селективного разогрева оболочки полости, заполненной жидкостью, с исполь-
зованием разогретых затопленных струй, генерируемых при лазерном нагреве жидкости на торце
оптоволокна, введенного в полость. Экспериментально показано, что струи, проходя сквозь “хо-
лодную” окружающую жидкость, при столкновении с оболочкой нагревают ее, тогда как темпера-
тура окружающей жидкости поднимается незначительно. Численное моделирование данного про-
цесса позволяет оценить время нагрева замкнутых оболочек до температуры тепловой модифика-
ции стенок патологических объектов и санации поверхностей в зависимости от мощности
лазерного излучения. Полученный результат важно учитывать при проведении лазероиндуциро-
ванной прецизионной очистки и санации поверхностей в замкнутых объемах, при разработке ме-
дицинских технологий лазерного хирургического лечения патологически измененных сосудов,
кист и других приложениях.

Ключевые слова: лазерное излучение, затопленная струя, кипение, пузырьки, полость, теплоперенос
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В медицине и технике часто приходится ре-
шать задачи селективного разогрева замкнутых
оболочек полостей, заполненных жидкостью.
При этом необходимо нагреть оболочку так, что-
бы температура жидкости, заполняющей объем
полости, в процессе нагрева изменилась незначи-
тельно. Подобная ситуация распространена в хи-
рургии, когда тепло используется, например, для
лечения кист и сосудистых аномалий [1, 2]. Ки-
сты – это патологические образования, имеющие
стенку (замкнутую оболочку) и наполненные
жидкостью. Для устранения кисты необходимо
разогреть только ее внутреннюю оболочку. Если
при нагреве кисты существенно увеличится тем-

пература жидкости, содержащийся в ней, то с
большой вероятностью может образоваться ожог
окружающих тканей и повреждение близлежа-
щих анатомических структур. В технических при-
ложениях нежелательный нагрев окружающей
среды может возникнуть при проведении лазер-
ной очистки поверхностей, когда одномоментно
необходимо провести санацию и стерилизацию
этих поверхностей [3].

В данной работе для решения сформулирован-
ной проблемы предлагается использовать разо-
гретые затопленные струи, генерируемые в за-
полненной жидкостью полости при кавитации,
индуцированной лазерным нагревом жидкости в
окрестности кончика оптоволокна, введенного в
полость. Затопленные струи широко применяют-
ся в технике, микробиологии, медицине, биотех-
нологиях и др. [4–9]. Однако струи, нагретые до
температуры, близкой к температуре насыщения,
генерируются только при кавитации, возникаю-
щей при недогретом до температуры насыщения
вскипании жидкости [10–12]. Явление кипения с
недогревом – это кипение, локализованное в
окрестности сосредоточенного разогретого на-
гревательного элемента, погруженного в окружа-
ющую относительно “холодную” жидкость [13].
Разогретые затопленные струи, генерируемые
при кипении с недогревом, с большой скоростью
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распространяются от поверхности нагреватель-
ного элемента в глубь жидкости [10–12]. Эти
струи, проходя сквозь “холодную” окружающую
жидкость, будут сталкиваться с оболочкой и рас-
текаться вдоль ее поверхности, передавая оболоч-
ке свое тепло. Поскольку скорость движения
струи достаточно высока, а масса струи мала, то
количество тепла, передаваемого в окружающую
среду, должно быть незначительным по сравне-
нию с теплоотдачей на границе. Таким образом,
предложенный способ передачи тепла можно ис-
пользовать для селективного разогрева замкну-
тых оболочек, заполненных жидкостью.

Для исследования данного способа экспери-
менты по инициации кипения с недогревом были
проведены для воды в замкнутой кювете с ис-
пользованием установки, описанной в работе
[14]. Затопленные струи генерировались в окрест-
ности сосредоточенного нагревательного эле-
мента, представляющего собой кончик оптово-
локна, по которому распространяется лазерное из-
лучение. Конверсия лазерного излучения в тепло
приводила к нарастанию и последующему схлопы-
ванию парового пузырька, который в процессе кол-
лапса в окрестности торца оптоволокна генериро-
вал кумулятивную нагретую затопленную струю
[10–12, 14]. Поскольку непосредственное количе-
ственное измерение температуры оболочки кю-
веты в эксперименте сопряжено с техническими
трудностями, было проведено численное иссле-
дование процесса, которое дополнило качествен-
ные результаты экспериментальных данных. При
моделировании распределения тепла в жидкости,
заполняющей кювету, использовалась система
уравнений Навье–Стокса с учетом плавучести

совместно с уравнением теплопроводности [15].
Начально-краевая задача данной модели реша-
лась методом конечных элементов при помощи
свободно распространяемого программного па-
кета FreeFEM. Все параметры жидкости соответ-
ствовали характеристикам воды.

В эксперименте лазерное излучение подава-
лось в замкнутую кювету с водой по оптоволокну
таким образом, что кварцевый кончик оптово-
локна диаметром 600 мкм, в окрестности которо-
го происходило вскипание воды, располагался в
центре кюветы диаметром 26 мм. Паровой пузы-
рек нарастал и схлопывался в результате разогре-
ва торца оптоволокна, покрытого тонким слоем
оксида двухвалентного железа FeO, в котором из-
лучение практически полностью поглощалось.
На поверхности торца, покрытого слоем погло-
щающего излучение вещества, развивалось по-
верхностное вскипание воды, не зависящее от
длины волны лазерного излучения [14]. Коллапс
пузырька приводил к возникновению нагретых
затопленных струй.

Результаты экспериментальных исследований
представлены на рис. 1a и рис. 2a. На рис. 1a по-
казано распространение струи нагретой жидко-
сти, вызванное силой плавучести в режиме сво-
бодной конвекции. Нагретая жидкость визуально
определяется “на просвет” из-за различия коэф-
фициентов преломления в нагретой и не нагретой
жидкости. Конвекция наблюдается при мощно-
сти лазерного излучения 0.5 Вт. При повышении
мощности лазерного излучения до 3 Вт вода в
окрестности торца оптоволокна вскипает, что со-
провождается возникновением затопленной на-
гретой струи, распространяющейся от торца

Рис. 1. Распространение струи нагретой жидкости, вызванное силой плавучести в режиме свободной конвекции.
Мощность лазерного излучения 0.5 Вт. Диаметр оптоволокна 600 мкм. a – Распространение нагретой жидкости, вы-
званное силой плавучести (эксперимент); б – поле температур, полученное в результате численного моделирования.
Красной пунктирной линией выделено оптоволокно.
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МОКРИН и др.

Рис. 2. Распространение нагретой жидкости при кипении с недогревом инициированного на торце оптоволокна.
Мощность лазерного излучения 3 Вт. Диаметр оптоволокна 600 мкм. а – Нагретая затопленная струя, распространя-
ющаяся от торца оптоволокна к стенке кюветы (эксперимент); б – поле температур, полученное в результате числен-
ного моделирования. Красной пунктирной линией выделено оптоволокно.
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Рис. 3. Рассчитанный методом компьютерного моделирования профиль температуры, образованный вдоль границы
области, размеры которой соответствуют размерам экспериментальной кюветы, в условиях, когда температура окру-
жающей жидкости и коэффициент теплоотдачи на границе равны 37°С и 400 Вт/(м2 K) соответственно. Расчеты про-
ведены для мощности лазерного излучения 1.5 Вт (a), 3 Вт (б), 5 Вт (в) и 7 Вт (г). На вертикальной оси показаны зна-
чения температуры в градусах Цельсия через 15, 30, 45 и 60 с от момента включения лазерного генератора. По гори-
зонтальной оси указан угол в градусах, где 0° – начало оси оптоволокна, 180° соответствует торцу оптоволокна.
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оптоволокна к стенке кюветы, рис. 2a. Затоплен-
ная струя движется к стенке кюветы, сталкивает-
ся и растекается вдоль внутренней границы стен-
ки (оболочки) кюветы.

На рис. 1б показано поле температур, рассчи-
танное для свободной конвекции, а на рис. 2б –
для режима с образованием нагретой затоплен-
ной струи.

На рис. 3 показаны профили температуры
внутренней границы замкнутой оболочки, разме-
рами и формой совпадающей с эксперименталь-
ной кюветой, рассчитанные для кисты молочной
железы, оболочку которой образует жировая
ткань. Расчеты проведены для мощности лазер-
ного излучения 1.5 Вт (рис. 3a), 3 Вт (рис. 3б), 5 Вт
(рис. 3в) и 7 Вт (рис. 3г). Показаны значения тем-
пературы через 15, 30, 45 и 60 с от момента вклю-
чения лазерного генератора. По оси абсцисс ука-
зан угол в градусах, где 0° соответствует началу
оси оптоволокна, 180° соответствует торцу опто-
волокна, а отсчет выполняется против часовой
стрелки. В начальный момент температура среды
совпадает с физиологической температурой 37°С.
Результаты численного моделирования, получен-
ные для разных значений мощности лазерного
излучения в различные моменты времени лазер-
ного нагрева от момента включения лазерного ге-
нератора, показывают, что стенка кисты доста-
точно быстро разогревается до температуры 70°С,
при которой происходит необратимая денатура-
ция основных белков, входящих в состав интимы
стенки кисты. Термомодификация ткани стенки
кисты приводит к ее последующему замещению
фиброзной тканью. Асимметрия кривых на рис. 3
возникает вследствие учета в модели плавучести на-
гретой жидкости, наблюдаемой в эксперименте.

Таким образом, нагретые затопленные струи
переносят тепло от торца лазерного оптоволокна
к стенкам замкнутой оболочки через окружаю-
щую жидкость, имеющую значительно более низ-
кую температуру в сравнении с температурой
струи. При столкновении с оболочкой нагретая
жидкость растекается по ее внутренней поверх-
ности и, как показывают результаты численного
моделирования, достаточно быстро и эффектив-
но передает тепло к стенке кюветы. В зависимо-
сти от мощности излучения, менее чем за одну
минуту лазерного нагрева температура стенки за-
мкнутой оболочки c диаметром полости 26 мм на
фронте струи повышается до температуры доста-
точной для санации поверхности и тепловой де-
градации патологических образований, содержа-
щих жидкость.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (проект № 22-19-00189).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Mohamad Feras Marqa, Serge Mordon, Nacim Betrouni.

Laser interstitial thermotherapy of small breast fibroad-
enomas: Numerical simulations // Lasers in Surgery
and Medicine. 2012. V. 44 (10). P. 832–839. 
https://doi.org/10.1002/lsm.22097

2. Абушкин И.А., Денис А.Г., Романова О.А., Прива-
лов В.А., Васильев И.С., Лаппа А.В. Инфракрасная
лазерная термотерапия в лечении артериовеноз-
ных мальформаций. Избранные страницы сосуди-
стой хирургии // Материалы XXXI Международ-
ной конференции Российского общества ангиоло-
гов и сосудистых хирургов. 25–26 ноября 2015 г.
Москва. Ангиология и сосудистая хирургия. 2015.
Т. 21. № 4 (приложение). С. 3–4.

3. Ohl C.-D., Arora M., Dijkink R., Janve V., Lohse D. Sur-
face cleaning from laser-induced cavitation bubbles //
Applied Physics Letters. 2006. V. 89 (7). P. 074102. 
https://doi.org/10.1063/1.2337506

4. Koch M., Rossello J.M., Lechner C., Lauterborn W.,
Mettin R. Dynamics of a Laser-Induced Bubble above
the Flat Top of a Solid Cylinder–Mushroom-Shaped
Bubbles and the Fast Jet // Fluids. 2022. V. 7. 2. 
https://doi.org/10.3390/fluids7010002

5. Kadivar E., el Moctar O., Skoda R., Loschner U. Exper-
imental study of the control of cavitation-induced ero-
sion created by collapse of single bubbles using a micro
structured riblet. Wear 2021. V. 486–487. 204087. 
https://doi.org/10.1016/j.wear.2021.204087

6. Dijkink R., Le Gac S., Nijhuis E., van den Berg A., Ver-
mes I., Poot A., Ohl C.-D. Controlled cavitation–cell
interaction: trans-membrane transport and viability
studies, Phys. Med. Biol. 2007. V. 53. P. 375. 
https://doi.org/10.1088/0031-9155/53/2/006

7. Oyarte Gálvez L., Fraters A., Offerhaus H.L., Versluis M.,
Hunter I.W., Fernández Rivas D. Microfluidics control
the ballistic energy of thermocavitation liquid jets for
needle-free injections // J. Appl. Phys. 2020. V. 127.
P. 104901. 
https://doi.org/10.1063/1.5140264

8. Afanador-Delgado S., Marañón-Ruíz V., Sevilla-Esco-
boza R., Chiu R. Synthesis of SiO2 nanoparticles assist-
ed by thermocavitation in natural dye (Hibiscus sabdar-
iffa L.) // Opt. Laser Technol. 2022. V. 147. P. 107559. 
https://doi.org/10.1016/j.optlastec.2021.107559

9. Bin Zhang, Darren Banks, Vicente Robles, Luis Felipe Devia,
Cruz Guillermo Aguilar. High resolution optical investiga-
tion of laser intensity and solution temperature effects on
thermocavitation. Experimental Thermal and Fluid Sci-
ence. 2022. V. 136. P. 110683. 
https://doi.org/10.1016/j.expthermflusci.2022.110683

10. Chudnovskii V.M., Levin A.A., Yusupov V.I., Guzev M.A.,
Chernov A.A. The formation of a cumulative jet during
the collapse of a vapor bubble in a subcooled liquid
formed as a result of laser heating // Intern. J. of Heat
and Mass Transfer. 2020. V. 150. P. 119286. 
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstrans-
fer.2019.119286 0017-9310

11. Fursenko R.V., Chudnovskii V.M., Minaev S.S., Okajima J.
Mechanism of high velocity jet formation after a gas
bubble collapse near the micro fiber immersed in a liq-



72

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 507  2022

МОКРИН и др.

uid // Intern. J. of Heat and Mass Transfer. 2020.
V. 163. P. 120420. 
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstrans-
fer.2020.120420 0017-9310/©2020

12. Chudnovskii V.M., Guzev M.A., Yusupov V.I., Fursenko R.V.,
Okajima J. Study of methods for controlling direction
and velocity of liquid jets formed during subcooled
boiling // Intern. J. of Heat and Mass Transfer. 2021.
V. 173. P. 121250. 
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2021.121250

13. Толубинский В.И. Теплообмен при кипении. Киев:
Наукова думка, 1980. 316 с.

14. Кулик А.В., Мокрин С.Н., Краевский А.М., Минаев С.С.,
Гузев М.А., Чудновский В.М. Особенности динамики
струйного потока, генерируемого при поверхност-
ном кипении жидкости на лазерном нагревателе //
Письма в ЖТФ. 2022. Т. 48. Вып. 2. С. 20–23. 
https://doi.org/10.21883/PJTF.2022.02.51944.18949

15. Jaluria Y. Natural Convection: Heat and Mass Transfer.
N.Y.: Pergamon, 1980. 326 p.

SELECTIVE LASER HEATING OF CLOSED CAVITY SHELLS 
FILLED WITH LIQUID
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A method for selective heating of a cavity shell filled with liquid using heated submerged jets generated by laser
heating of a liquid at the end of an optical fiber introduced into the cavity is investigated. It is experimentally
shown that the jets, passing through the “cold” surrounding liquid, collide with the shell and heat it, while
the temperature of the surrounding liquid rises insignificantly. Numerical simulation of this process allows us
to estimate the heating time of closed shells to the temperature of thermal modification of the walls of patho-
logical objects and sanitation of surfaces depending on the power of laser radiation. It is important to consider
the obtained result during laser-induced precision cleaning and sanitation of surfaces in closed volumes,
when developing medical technologies for laser surgical treatment of pathologically altered vessels, cysts, and
other applications.

Keywords: laser radiation, submerged jet, boiling, bubbles, cavity, heat transfer


